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Abstract

This work presents a study about the one- two- and three-parameters Mittag-Leffler func-
tions. We show that the Mittag-Leffler function is a generalization of the exponential function
and present its relations to other special functions beta, gamma, incomplete gamma and error
functions. We also approach fractional integration, which is necessary to introduce the concept of
fractional derivatives. Two formulations for the fractional derivative are studied, the formulations
proposed by Riemann-Liouville and by Caputo. We investigate which classical derivatives rules
can be extended to these formulations. Finally, as an application, using the Laplace transform
methodology, we discuss the fractional differential equation associated with the harmonic oscillator
problem.

Keywords: Mittag-Leffler functions, fractional derivative, Laplace transform, fractional har-
monic oscillator.

Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre as fungoes de Mittag-Leffler de um, dois e trés
parametros. Discutimos a funcao de Mittag-Leffler como uma generalizacao da fun¢ao exponencial
bem como a relagao que esta possui com outras fungdes especiais, tais como as fungdes beta, gama,
gama incompleta e erro. Abordamos, também, a integracao fracionaria que se faz necessaria para
introduzir o conceito de derivacao fraciondria. Duas formulagoes para a derivada fracionaria sao
estudadas, as formulagoes proposta por Riemann-Liouville e por Caputo. Investigamos quais
regras classicas de derivacao sao estendidas para estas formulagoes. Por fim, como uma aplicacao,
utilizamos a metodologia da transformada de Laplace para resolver a equagao diferencial fracionaria
associada ao problema do oscilador harmoénico.

Palavras-chave: Funcoes de Mittag-Leffler, derivada fracionaria, transformada de Laplace,
oscilador harmonico fracionario.
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Introducao

O calculo de ordem nao inteira tem sua origem datada em 30 de setembro de 1695 quando
I’Hospital escreveu uma carta a Leibniz perguntando qual seria o significado de uma derivada de
ordem 1/2. Outros importantes mateméaticos, como Euler, Lagrange, Fourier, Abel, Heaviside,
Liouville, entre outros, também contribuiram para o desenvolvimento de tal estudo [19].

Até a década de 70, os trabalhos eram esporadicos e nao havia um canal comum que pudesse
ser dedicado exclusivamente ao tema. No ano de 1974, por uma iniciativa de Ross [40] ocorreu
o primeiro congresso internacional sobre o calculo de ordem nao inteira e sé, quase vinte anos
depois, em 1986, ocorreu o segundo encontro. Dai para a frente o desenvolvimento da teoria,
agora com possiveis aplicagoes, se deu de forma ordenada e os veiculos especializados s6 crescem.
O décimo quarto encontro ocorreu em junho de 2014 na Catania, Itdlia.! Uma linha do tempo
bastante recente pode ser encontrada em [48]. Hoje, o célculo fracionario conta com véarios meios
especializados para a sua divulgacdo, em particular, revistas e congressos consolidados. A gama
de aplicagoes conta com campos do saber, passando pela engenharia [41, 52], fisica [5, 52], finangas
[42], Epidemiologia [16], dielétricos [10], dentre outros [9, 19, 29, 33, 47, 49, 52].

O objetivo principal deste trabalho é a resolucao de uma equagao diferencial fracionaria que ge-
neraliza a classica equacao diferencial associada ao problema do oscilador harmonico classico,
através da metodologia das transformadas integrais, em particular, a transformada de Laplace.
A fim de abordarmos este problema alguns requisitos sao necessarios conforme descrevemos a se-
guir. Elucidamos as transformadas integrais, visando discutir a resolucao de equagoes diferenciais.
Mencionamos as transformadas mais conhecidas como a transformada de Laplace, Fourier, Hankel
e Mellin. A transformada de Hankel é um caso particular da transformada de Fourier dupla. J&
a transformada de Mellin pode ser construida a partir de uma conveniente mudanca de variavel e
redefinindo o niicleo na transformada de Laplace. Porém, nos concentramos no estudo das trans-
formadas de Laplace e Fourier, bem como suas transformadas inversas. Apresentamos algumas
propriedades de ambas as transformadas assim como alguns casos particulares.

No Capitulo 2, introduzimos a definicao de algumas funcoes especiais, sao elas, as fungoes beta,
gama, gama incompleta e erro. Também neste capitulo apresentamos as func¢oes de Mittag-Leftler

International Conference on Fractional Differentiation and its Applications, Catania, 23-25 junho de 2014.
Nesta conferéncia, a partir de uma Mesa Redonda, foi criado um site [http://www.fracalmo.org/QUO-VADIMUS]
com problemas em aberto em diferentes subdreas do célculo de ordem néo inteira.



de um, dois e trés parametros. Estas func¢des sdo as mais importantes e as mais comuns relacio-
nadas ao calculo fracionario. Assim como a funcao exponencial é solugao de equagoes diferenciais
ordindrias com coeficientes constantes, a funcao de Mittag-Leffler surge naturalmente como solugao
de equacgoes diferenciais fraciondrias com coeficientes constantes. Por ser um dos métodos mais
simples de resolucao de uma equacao diferencial, com coeficientes constantes, a transformada de
Laplace, sera utilizada para obter a solucao da equagao diferencial que vamos discutir. Por isso,
calculamos a transformada de Laplace da funcao de Mittag-Leffler de trés parametros a fim de
utiliza-la na resolucao de tal equacgao diferencial. Mostramos também alguns casos particulares da
funcao de Mittag-Leffler de dois parametros, bem como algumas propriedades de tal funcao.

No Capitulo 3, introduzimos o teorema de Leibniz para diferenciacdo de uma integral a fim
de fazer uso deste resultado na demonstracdo do teorema de Cauchy para integrais repetidas,
onde a partir de sua generalizacao introduzimos a integral de ordem fracionaria segundo Riemann-
Liouville. O céalculo fracionario conforme proposto por Riemann-Liouville e Caputo emerge natu-
ralmente da continuagao analitica do teorema de Cauchy para integrais repetidas. Apos introduzir
o conceito de integragao fracionaria demonstramos a lei dos expoentes para estes operadores. Por
fim, discutimos alguns exemplos.

No Capitulo 4, definimos as derivadas fracionarias no sentido de Caputo e no sentido de
Riemann-Liouville, discutimos a lei dos expoentes e demonstramos alguns resultados a fim de
motivar a apresentacao de tais definigbes. Por fim, calculamos as transformadas de Laplace de
ambas as derivadas, Riemann-Liouville e Caputo, com o objetivo de utilizar este tltimo resultado
na solucao da equacao diferencial que propomos resolver.

No Capitulo 5, estudamos quais generalizacoes das regras classicas de derivagao sao estendidas
para as derivadas fracionarias de Riemann-Liouville e Caputo. Entre estas regras podemos citar a
linearidade, a regra de Leibniz e a regra da cadeia ou formula de Faa di Bruno.

No Capitulo 6, abordamos a equacao diferencial do oscilador harménico classico que é o proto-
tipo de sistemas que envolvem oscilacoes. Resolvemos esta equagao diferencial através do método
de Frobenius e das transformadas de Fourier e Laplace. Logo em seguida introduzimos a versao
fracionaria da equacgao diferencial do oscilador harménico, considerando as derivadas fracionéarias
no sentido de Caputo e, a fim de resolvé-la utilizamos a metodologia da transformada de Laplace.

Trés apéndices concluem o trabalho. No primeiro demonstramos algumas propriedades refe-
rentes ao coeficiente binomial, propriedades estas que foram utilizadas no Capitulo 5. No segundo
apéndice discutimos os conceitos de série de Laurent, teorema dos residuos e o lema de Jordan. No
terceiro apéndice abordamos a reducdo de uma equacao diferencial ordinaria linear, de segunda
ordem e homogénea em sua forma mais geral, ao caso de equacao diferencial associada ao problema
do oscilador harmoénico nao amortecido.



Capitulo 1

Transformadas Integrais

Existem varias técnicas para discutir e resolver equagoes diferenciais, dentre elas, o método de
Frobenius para uma equacao diferencial ordinaria e o método de separacao de variaveis para uma
equagdo diferencial parcial [§8]. O método das transformadas integrais consiste basicamente em
transformar uma equagao diferencial (ordinaria ou parcial) em uma outra equagao diferencial, em
principio mais simples de ser resolvida que a equacao inicial. Resolvida a equagao transformada,
inverte-se o processo, calculando a chamada transformada inversa para se obter a solucao da
equagao de partida [12].

1.1 Introducao

Neste capitulo estudamos as transformadas integrais, as quais tém varias aplicacoes, em par-
ticular, na resolu¢do de equagoes diferenciais. Seja ¢t € R. Dada uma fungao f(t) definida num
intervalo da reta, I, uma transformada integral tem a seguinte forma geral

T = F(s) = [ K(t.s)F(t)dt.

onde F'(s) é denominada a transformada da fun¢ao f(t), K(t,s) o nicleo da transformada e I o
conveniente intervalo de definicdo. O estudo das transformadas integrais associado a uma equagao
diferencial consiste em transformar o problema original em um outro problema no espaco das
transformadas, em geral, mais simples de ser resolvido. Entao, encontramos a solu¢ao no espaco
das transformadas e recuperamos a solu¢ao do problema original (equacao diferencial e condigoes)
aplicando sua respectiva transformada inversa. A ilustragdo para tal fato pode ser mais bem
compreendida através da seguinte Figura 1.1, [1, 14, 20].

3



Problema no espago Solugao relativamente facil Solucao no espago

da transformada da transformada
Transformada Transformada
integral Inversa
Problema Solugao eventualmente dificil Solucao do
origimal [ 7 problema original

Figura 1.1: Esquema para transformadas integrais.

As transformadas integrais mais difundidas sao as transformadas de Laplace, Fourier, Hankel,
Mellin, dentre outras. Aqui, neste trabalho, discutimos apenas as transformadas de Laplace e
Fourier, mencionando as principais propriedades bem como a respectiva transformada inversa.

A seguir apresentamos uma tabela com as principais transformadas integrais, assim como seu
respectivo nicleo, intervalo onde a integral estd definida, o tipo de fungao que esta sendo integrada
e uma possivel aplicacao para cada uma delas. As fung¢des consideradas serao continuas por partes.

Transformada | Ntcleo Intervalo Tipo de fung¢ao Aplicagao
eiwt j
Fourier Nors —00 <t <oo| f(t) : fungao abso- | E conveniente para problemas
2m lutamente integra- | que possuam dependéncia espa-
vel. cial [11, 14, 15].
Laplace e st 0<t<oo |f(t) : funcio ad- | E conveniente para problemas
missivel. de valor inicial que possuem de-

pendéncia temporal [11, 14, 15].

Hankel tJ,(ut) | 0<t<oo | f(t):funcdo de va- | E ttil para resolver problemas
riavel real. em coordenadas cilindricas com
simetria axial [11, 15].

Mellin tu—t 0<t<oo | f(t):funcio de va- | E util para problemas de valor
riavel real e uw um | na fronteira bem como para so-
numero complexo. | mar séries infinitas [11, 15].

Tabela 1.1: Transformadas integrais.



1.2 Transformada de Fourier

Aqui, apresentamos a definicdo e algumas propriedades da transformada de Fourier bem como
a respectiva transformada de Fourier inversa.

Definicao 1.2.1. Seja f : R — K com K = R, C. Definimos a integral de Fourier da seguinte
maneira:

flz) = /OOO[A(w)cos(:L’w)—i—B(w)sen(mw)]dw
onde

— / ) cos(zw)dw

— / ) sen(zw)dw.

Reescrevendo a integral de Fourier na forma complexa temos, substituindo A(w) e B(w) na
expressao para f(x)

flz) = /OO[A( ) cos(zw) + B(w) sen(zw)]dw
flx) = / / )[cos(zw) cos(zw) + sen(zw) sen(zw)]dzdw.

Utilizando as seguintes relacoes:

cos(zw — xw) = cos(zw) cos(zw) + sen(zw) sen(zw),
el 1 =i
h = < ¢
cos(0) 5
podemos escrever
1 o0 0O
fla) = - / / F(8)[cosw(t — z)]dtde
™ JOo —o0
1 foo oo eiw(tfm) + ef'iw(tfx)
= — t dtd

8

—
8

f(t) [eiw(t—w) + e—iw(t—x)]dtdw

. 1 CSINNEeS .
JOE dtdo + / / F(£)e= =) dt
m™Jo —00

<:>\8D\8o\
|
gg 8

8 8

. 1 0 oo .
Ft)e =t + / / F(£)e™E) dtdu
T J—o00 J—0

F@)e“ = dtdw. (1.2.1)

[ = ¥ = [ ¥

I
)
3
—
g 8
—
3



A Eq.(1.2.1) é a forma complexa da integral de Fourier. Escrevendo a funcdo exponencial que
aparece nesta expressao como um produto de duas exponenciais, podemos escrever

flx) = \/12_7r /o:o {\/12_7r /O:O f(z)eizwdz} e dw.

A funcao entre chaves é uma funcao de w e é chamada a transformada de Fourier da funcao
f(2), sendo denotada por

Com isto temos que
—1 1 o —iwx

que ¢ a chamada transformada de Fourier inversa denotada por F![f(x)], que é uma con-
sequéncia imediata das defini¢bes acima, ou seja,

FUFW)] = \/127 | A

= \/12_7 /_O:o [\/127 /_O:o f(z)ei“’zdz] e~ dw (1.2.3)
= 217T/o:o /O:O f(2)e“FDdzdw = f(x).

A transformada de Fourier existe desde que a funcdo f(x) seja continua por partes, ou seja, tenha
um ndmero finito de descontinuidades em (—o0,4+00), e que seja absolutamente integravel nesse
intervalo, isto é, se [53]

1.2.1 Propriedades da Transformada de Fourier

A seguir apresentamos e demonstramos algumas propriedades envolvendo a transformada de
Fourier [12, 32].

Propriedade 1: (Linearidade). Sejam f, g : R — C fung¢oes absolutamente integraveis e a,b € R,
constantes, entao

Flaf(z) +bg(2)] = aF[f(2)] + bF[g(2)].



Demonstragio. A partir da definicao da transformada de Fourier e da propriedade de linearidade
da integral, temos que

Flaf)+ba(:)) = —={ [ laf(:) + byl wa:)

_ a{\/12_7r /" f(z>eimdz} +b{\/12_7T /_O;g(z)eiwzczz}
= aF[f(2)] + bF[g(2)].

|
Propriedade 2: (Simetria). Seja f : R — C uma fungao absolutamente integravel. Se
Flf(2)] = F(w),
entao
FlF(2)] = v2rf(-w).
Demonstragio. Note que, a partir da Eq.(1.2.2), temos
1 00 ,
FUUF@)] = () = = /_ F()erdw. (1.2.4)

Efetuando, primeiro, a substitui¢do z — w, w — —x e, logo apés, w — =, —r — w na Eq.(1.2.4),
obtemos

/OO F(x)e™dr = 2r f(—w)

—00

de onde segue-se a relagao
FF(x)] = vorf(-w).
|

Propriedade 3: (Escala) Seja f : R — C uma fungao absolutamente integravel e a € R*, segue
que

onde



Demonstragio. Consideramos a € R*, isto é, |a|, entao

e para a > 0, temos

Segue que,

o
-
—
S
2
=
I
— —
~
—~
S
R
N~—
mﬁ.
€
IS
QU
)

\8
3
=
s
Q)
e
<
=Y
NS

QI Q-
&S|
T
N———

e para a < 0, temos em analogia ao anterior

Flra)] = = [ s (22
- - () [ s
S50

1 .
onde —— > 0. Segue-se, em geral, a expressao
a

Propriedade 4: (Deslocamento no Tempo) Seja f : R — C uma fungdo absolutamente integra-
vel, entao

Flf(z —a)] = “"F(w).

Demonstragdo. Introduzindo a mudanca de variavel, y = z — a, temos

Flf(z—a) = jQ_ﬁ |1 - weas

wa 1 > Wy
= € {\/ﬁ [00 f(y)e dy}
= ' F(w).



Propriedade 5: (Deslocamento na Frequéncia) Seja f : R — C uma fung¢ao absolutamente
integravel, entao

Fle* f(2)] = F(w +a).

Demonstragao. Utilizamos a definicao da transformada de Fourier, obtemos

f[eiazf(z)] — \/ﬁ/ zaZf zwzdz

= /_Oof(z ez(w—i—a)zdz
= F(w+a).

Teorema 1.2.2 (Deriva¢ao no Tempo). Seja f(z) continua sobre o eixo z e f(z) — 0 quando
|z| = co. Ainda mais, seja f'(z) absolutamente integravel sobre o eixo z. Entao, [12]

Flf'(2)] = —iwF[f(2)].

Demonstragcdo. A partir da definicdo da transformada de Fourier, obtemos

’LUJZdZ

FIf(2)] = m/

Integrando por partes e utilizando o fato de que f(z) — 0 quando |z| — oo, segue

FIFG:)] = V;_ﬂ{ﬂzw —iw /_Zﬂz)ewdz}
= —iwF[f(2)].

Em analogia a derivada primeira, isto é, utilizamos a integracao por partes e as devidas condigoes
impostas nas funcoes e derivadas, obtemos

FL"(2)] = —iwF[f'(2)] = (—iw)*F[f(2)],

ou ainda
FLf"(2)] = = Ff(2))- (1.2.5)
Em geral, para ordens mais altas da derivada, temos
FIf ()] = ()" Ff(2)] = (—i)"w" F(w),
paran =20,1,2,.... |



A fim de fazer uso do teorema de convolucao na resolucao do oscilador harmoénico classico
via transformada de Fourier, vamos introduzir a definicao de tal produto e logo apds efetuar a
transformada de Fourier deste produto, [7, 15].

Definigao 1.2.3. A convolucao de duas fungdes absolutamente integraveis, f(z) e g(z), denotada

por f(x)* g(z) = (f * g)(x) = f * g é definida pela integral

fro=—= [ 1@ =90 = o= [ et - e

desde que a integral exista.

Teorema 1.2.4 (Convolugao). Sejam F(w) = F[f(x)] e G(w) = Flg(z)] as transformadas de
Fourier das fungdes f(z) e g(x), respectivamente, entao

Flf (@) g(2)] = Fw)G(w),

isto é, a transformada de Fourier do produto de convolucao é o produto das respectivas transfor-
madas. A partir da equacado anterior podemos escrever, utilizando a correspondente transformada
de Fourier inversa

f(a) * g(a) = FHF(w)G(w)).
Demonstracdo. A partir da definicao da transformada de Fourier, podemos escrever

Fir) o) = = [ { e [T st - Quterdef eras

_ / O:o €Ty / fla—€)g(€)de

2w J- —oo
1 joo s T
= o | g0 [ flw - et Oan
T J—00 —o0
1 o0 . oo .
= o [ eads [ fmerdn
= Gw)F(w).
[
Teorema 1.2.5 (Parseval). Seja z € R. Se f(z) tem transformada de Fourier denotada por F(w)
e [18, 46]
| If@)Pde < o,
entao

I = jz—ﬁ [ PP,
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Demonstragao. Utilizamos a definicdo da transformada de Fourier inversa, logo
| @l = [ f@){f@)}d
= flx [/ F(w e_"uzdw] dx
[ i@ | e [ F@)
1 o]
— 7’LUJZd
\Y4 27T /—oo [/ f v

F(w)dw

I

\/ﬂ/ w)2dw.

1.3 Transformada de Laplace

Nesta se¢ao, de modo analogo a se¢do anterior, apresentamos a definicao da transformada de
Laplace bem como algumas de suas propriedades. Posteriormente, no Capitulo 6, utilizaremos esta
metodologia para resolver a versao classica e fracionaria do oscilador harménico.

Definigao 1.3.1. Seja f(t) uma fungao de ¢ definida para t > 0. Entdo, a transformada de Laplace
de f(t), denotada por L[f(t)] ou por F(s), é definida por [12, 20]

LIFW) = F(s) = [~ e f(t)at

onde s é um parametro complexo.

A transformada de Laplace esta definida para valores de 0 até oo, entdo nao consideramos
neste calculo os valores da fung¢ao f(t) para t < 0. Vamos considerar no célculo das transformadas
de Laplace as chamadas fungoes causais, ou seja, f(f) = 0 para t < 0, [49]. A convergéncia da
integral envolvida na definicao da transformada de Laplace, numa regiao do plano complexo, pode
ser garantida para uma classe bastante ampla de fun¢oes chamadas de fungoes admissiveis.

Defini¢ao 1.3.2. Uma fungao f : [0,00) — R ¢é dita admissivel se as condigoes abaixo sao
satisfeitas:

1. A funcao f for continua por partes em [0, 00).

2. Existirem! duas constantes positivas M e c tais que para todo t € [0, 00) vale a desigualdade

[f()] < Me*.

INeste caso, também dizemos que f(t) é de ordem exponencial c.

11



A prova de que a transformada de Laplace de uma funcao de ordem exponencial existe é dada
pelo seguinte teorema [20].

Teorema 1.3.3. Seja f(t) uma fungdo de ordem exponencial ¢ no intervalo [0,00). Entdo, sua
transformada de Laplace F'(s), existe para todos os pontos da regiao do plano complexo tais que
Re(s) > c.

Demonstragio. Por hipGtese, temos que, |f(¢)] < Me®, logo pela definigao da transformada de
Laplace, podemos escrever

oo S —(s—c)t e—(s—c)t
Lif(t </ t)est dt</ Me=5tdt = M | lim & —lim & |
7o) < [ rwe < | Jim sl s
como |e~ (59| = |e~tRe(s=9)| para que o primeiro limite da equacdo acima exista devemos ter que
Re(s — ¢) > 0, ou seja, Re(s) > c. [ |

1.3.1 Propriedades da Transformada de Laplace

Aprsentamos nesta secao a propriedade de linearidade da transformada de Laplace e o teorema
da transformada de Laplace da derivada.

Propriedade 1: (Linearidade). Sejam f(t) e g(t) duas funcoes de ordens exponenciais a e
no intervalo [0, 00), respectivamente. Sejam a e b constantes reais ou complexas. A combinagao
linear

h(t) = af(t) + bg(t)

¢ de ordem exponencial maior que ou igual a v = max{a, b}, entdo vale a relacao
LIn(t)] = Laf(t) + bg(t)] = aL[f ()] + bL[g()],
ou seja, a transformada de Laplace é linear, [20].

Enunciamos e demonstramos, a seguir, o teorema da transformada da derivada, isto é,

Teorema 1.3.4 (Transformada da Derivada). Se a funcao f(t) e sua derivada f’(t) sdo fungoes
de ordem exponencial no intervalo [0, 00), entao vale a rela¢ao

LIf/(t)] = sLf(t)] — £(0), (1.3.1)
onde s é o parametro da transformada.

Demonstragio. Partimos da definicao da transformada de Laplace, ou seja,
L) = [ e,
0

12



integrando, por partes, segue-se

[e.o]

LW = )] +s [ et
= 0= FO))+ LU,

Logo, podemos escrever

LIf'(t)] = sL[f ()] = £(0). (1.3.2)

Exigimos as mesmas condigoes anteriormente mencionadas, agora, para f(t), f'(t), e f”(t), temos
para a segunda derivada a relagao

LIf"(®)] = s*LIf ()] = s£(0) = f'(0). (1.3.3)

Definimos f'(t) = ¢(t), a partir do que foi calculado anteriormente, temos

Llg'(t)] = sLg(t)] — g(0)
s{LLf ()]} — f(0),

porém L[f'(t)] = sL[f(t)] — f(0), entao
LI 0)] = LI ()] = s{sLIf(1)] = F(0)} = f'(0).

Portanto, podemos escrever

LIf"(t)] = s*LLf ()] — s£(0) — f(0). (1.3.4)
Para o caso geral, temos
LU0 = 5" L7 ()] = 5" F(0) =+ — s 2(0) = £ D 0),
ou ainda,
LU0 = L) - X 77 90), (135)
k=0
[

Utilizamos a definicdo para calcular a transformada de Laplace de algumas fungoes particulares,
dentre elas, aquelas que serdo tteis nas aplicagoes [55].

13



1.3.2 Casos Particulares
1. (Degrau Unitario). Consideremos a fun¢ao Heaviside definida por

1, se t>a
H(t_“)_{o, se t<a.

Segue-se que a transformada de Laplace da fun¢ao Heaviside, também conhecida como degrau
unitario, é dada por

CIH(t—a)] = /0 TSt H(E —a)dt, t>a

= / e stdt.

Introduzindo a mudanga de variavel y =t — a, obtemos

LIH(t—a) = e * /OOO e Wdy

—as

e

S

2. (Funcao Poténcia). A transformada de Laplace da funcao f(t) = t" é,

n!
Sn+1

L[t"] = onde n €N, Re(s) > 0.

Novamente, utilizando a defini¢ao da transformada, obtemos

L[t"] = / - e St dt,
0

e a partir de uma conveniente mudanca de variavel, u = st, segue

[e%s) nd
i) = [Te (“) au
0 s) s
1 e’}
= / ey .
0

Sn—l—l

Notamos que a integral acima é a definicdo da funcao gama, que sera vista no Capitulo 2,
entdo podemos escrever

cip = F(n—i—l): n!

gntl gn+l :

3. (Funcao Exponencial). A transformada de Laplace da func¢ao exponencial é dada por

1

L[k = P—

com Re(s) > k.
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4. (Funcao Seno). A transformada de Laplace da funcao seno é

k
;C[ Sen(k‘t)] = m,

para Re(s) > 0.

5. (Fungao Cosseno). A transformada de Laplace da fungao cosseno é dada por
s
52+ k2

L[cos(kt)] =

para Re(s) > 0.

6. (Fungao Cosseno Hiperbdlico). A transformada de Laplace da fungao f(t) = cosh(kt) é

S
s2 — k2

L[cosh(kt)] =

com Re(s) > k.

7. (Fungao Seno Hiperbélico). A transformada de Laplace da fungao f(t) = senh(kt) é,
k

L[senh(kt)] = =2

com Re(s) > k.

1.4 Transformada de Laplace Inversa

Na resolucao de uma equagao diferencial, utilizando a metodologia das transformadas, nos
deparamos com o problema de inversdao. Transformamos o problema original em um problema
no espaco das transformadas e obtemos a solucdo, porém para que possamos obter a solu¢ao do
problema original devemos aplicar a transformada inversa e para isso enunciamos o teorema da
integral complexa de inversao [12, 20].

Teorema 1.4.1. Se F(s) = L[f(t)], entdo L7'[F(s)] = f(t) é dada por
L. /%%O e F(s)ds
£(t) = 271 Jy—ioco
0

onde a integragao deve ser efetuada ao longo de uma reta s = v no plano complexo, com s = x+1y.
O numero complexo v deve ser escolhido de tal forma que todas as singularidades do integrando
estejam a sua esquerda, isto é, Re(s) > 7.

Na pratica, essa integral ¢ calculada considerando-se a integral de contorno

1 t
*F(s)d
foeris

2mi
onde o contorno C' é chamado de contorno de Bromwich, [12].
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Demonstragio. Ver [21]. |
Enunciamos, agora, o teorema da convolugao para a transformada de Laplace, isto é,
Teorema 1.4.2 (Convolugao). Se L[f(t)] = F(s) e L]g(t)] = G(s), entao
LIf(@t) x g(®)] = LIFDIL[g(1)] = F(s)G(s)-
Ou, equivalentemente, a partir da transformada de Laplace inversa
LTF(s)G(s)] = f(t) * (1), (1.4.1)

onde f(t) % g(t) é chamada de convolugao de f(t) e g(t) e é definida pela seguinte integral

F(8) = gt) = /Ot £t — P)g(r)dr = /Ot F(P)glt — 7)dr. (1.4.2)

As integrais na Eq.(1.4.2) sdo chamadas de integrais de convolugdo e podem ser denotadas, sim-
plesmente, por (f * g)(t).

Demonstrag¢io. Veja [15]. |

1.4.1 Calculo de Algumas Transformadas Inversas

A seguir apresentamos o calculo da transformada de Laplace inversa de algumas fungoes a fim
de fazer uso nas aplicagoes.

—as

e
1. Seja F(s) = com s # 0, entdo, para t > a, obtemos

E—l [e—as

S

=H(t —a).

Calculamos a transformada inversa através da integral complexa de inversao, isto é,

1 y+ioco :
£(t) = f,/ e F(s)ds
278 Jy—ioco
onde o contorno é o de Bromwich com v > 0 e F(s) = e—, cujo polo esta em s = 0.

Utilizamos o teorema dos residuos, apresentado no Apéndice B, para calcular a integral
complexa, ou seja, podemos escrever

£(t) = 21m{277i[Res(3 — o). (1.4.3)

Calculamos o residuo em s = 0, ou seja,

s—0 S s—0

Res(s = 0) = lim (se e“) = lime*9° = 1.
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Logo, substituimos o valor encontrado na Eq.(1.4.3), de onde segue

£(t) = ;ﬂ[zﬁﬂ{es(s —0))=1, t>a
1

Para t < a, temos f(t) = 0.

2. Seja F(s) =

; com Re(s) > k, logo

1
1 Rt
£ L—k}e '

S —

3. Considere F(s) = 5 com Re(s) > 0, entao

k
s+ k
_ k

£ ! {M} = Sen(kt).

Considere a integral complexa de inversao

]_ “+100 k
fty= o [ e ds,
Y

T 270 Sy —ico 52 + k2

k
onde F(s) = ——— cujos polos estao em s = +ik. Efetuamos o célculo da soma dos
52 4 k2

residuos, isto é,

s—ik

Res(s = ik) + Res(s = —ik) = lim [(s —ik) + lim [(s + ik) L :

st
52 + k26 ] s——ik 52 + k:Qe

Note que, s + k? = (s — ik)(s + ik), logo segue-se

f)= 5 [%(5)] _ sen(kt).

4. Seja F(s) =

com Re(s) > k, temos, em analogia ao anterior

s
s2 + k2

_ s
L' [32 n k’Q] = cos(kt).
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Capitulo 2

Funcoes de Mittag-LefHer

Apresentamos neste capitulo as funcoes de Mittag-Leffler de um, dois e trés pardmetros. Dis-
cutimos a funcao de Mittag-Leffler como uma generalizagao da funcdo exponencial. Para tal, pri-
meiramente, recuperamos alguns resultados envolvendo as fung¢oes gama, beta, gama incompleta
e erro. Mostramos a relacao existente entre a transformada de Laplace e estas fungoes de Mittag-
Leffler. Abordamos ainda casos particulares bem como propriedades da funcdo de Mittag-Leffler
de dois pardmetros, [19, 21, 24, 39].

2.1 Funcoes Gama e Beta

Apresentamos as defini¢oes das fungoes gama e beta, a fim de introduzir a funcao de Mittag-
Leffler de um parametro e possiveis generalizacoes.
Em varios campos da matematica a funcao gama desempenha papel muito importante, especifica-
mente, no estudo das fungoes de Mittag-Leffler, em particular, como a generalizacao do fatorial.
Existem varias maneiras de se introduzir o conceito de funcao gama. Aqui, vamos optar pela
representagao integral [19)].

Definicao 2.1.1. Definimos a fun¢ao gama pela seguinte integral imprépria

['(z) :/ e " 1dt,
0

para os reais, exceto os inteiros negativos.

Proposicao 2.1.2 (Relagao Funcional). Uma propriedade muito interessante da fungdo gama é
dada por:

['(z+1) =al'(x), (2.1.1)

com z diferente de um inteiro negativo ou nulo. Em particular, se x = n um inteiro nao negativo,
entao vale

I'(n+1) =nl(n) =nl,

ja que T'(1) = 0! = 1. Neste sentido, interpretamos a fungdo gama como uma generalizagdo do
conceito de fatorial.
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Demonstragio. Esta propriedade pode ser verificada facilmente através de integragao por partes,
onde

[(z+1) = /0 e 'trdt.

Temos, entao

Mx+1) = / e 'trdt = [—e " ;o] + x/ e T dt = [—e " ZO] + 2l'(x).
0 0
Sabendo que, h_}m e ‘a” = li_>m 4 0, entdo a relagao I'(x 4+ 1) = zI'(z) se verifica. [ |
a—00 a—00 e

Da relacao I'(z 4+ 1) = zI'(x), podemos generalizar a fun¢do gama, isolando I'(x),

r 1
Pz) = L&+ (2.1.2)
x
Apesar de a definigdo ser valida para z € C, vamos considerar apenas = € (R — Z*). A figura

abaixo mostra o grafico para a fungdo gama, [6].

g

_10k
Figura 2.1: Gréfico da fun¢ao gama.

Introduzimos, agora, o conceito da fungao beta bem como a relagao que esta funcao possui com a
funcao gama.

Definicao 2.1.3. Dentre as func¢oes relacionadas com a fun¢do gama, definimos a funcao beta
[33], através da integral

1
B(p,q) = /0 =11 —t)9"'dt, onde p>0,q> 0. (2.1.3)

Apresentamos a seguir uma propriedade da funcao beta.

Proposicao 2.1.4 (Simetria). A funcao beta tem a propriedade de simetria, isto é,

B(p,q) = B(q,p).
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Demonstragio. Por definicao, temos que

1
B(p,q) = /0 P11 — )9 dt.

Introduzindo a mudanga de variavel, z = 1 — ¢, obtemos

1

B(p,q) = /10(1 — )Pt (—dx) = /0 (1 —2)P 129 dx = B(q, p).

Podemos, ainda, representar a funcao beta da seguinte forma
w/2
B(p,q) = 2/ (senf)* ! (cos )71 df. (2.1.4)
0
Introduzindo a mudanga de varidvel, ¢ = cos® #, na definicdo da fungao beta, Eq.(2.1.3), segue que

0
B(p,q) = 2 w/z(l — cos? )P (cos? 0)1 (— cos @ senf)df

/2
= 2/ (senf)?~(cos §)*~1dp.
0

Proposigao 2.1.5. Uma propriedade muito importante que relaciona a funcao beta com a fungao
gama é dada através da seguinte equagao [19]

I'(p)L'(q)

Tota (2.1.5)

B(p,q) =
Demonstragdo. Considere o produto
L(p)T(q) = /OOO e TP~ dx /Ooo e Yy~ tdy. (2.1.6)
Introduzindo as mudangas de varidveis z = u* e y = v?, na Eq.(2.1.6), podemos escrever
DI =4 [ e [Tty udo,
Introduzindo as coordenadas polares no plano

u=rcosf e v=rsend

onde o jacobiano da transformacao ¢ r, entao temos que dudv = rdrdf. Podemos, entao escrever
) 5 w/2
I'(p)T(q) = 2/ e " {2/ (rcos 0)* 1 (r sen9)2q_1rdrd0}
0 0
00 5 /2
= 2/ e "ty {2/ (cos 6’)2p—1(sen9)2‘1_1d9} .
0 0
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Note que, a expressao entre chaves é exatamente a FEq.(2.1.4), portanto temos que

T(p)T(q) = 2B(p, q) /0 T ey, (2.1.7)

Introduzindo, agora, a mudanga de varidvel, r* = £, na integral da Eq.(2.1.7), obtemos

['(p)L'(q) = B(p,q) /0 T etert g,

Finalmente, podemos escrever

2.2 Funcoes de Mittag-Leffler

Nesta secao estudamos as fungoes de Mittag-Leffler que desempenham um papel extremamente
importante no estudo das equacoes diferenciais fracionarias. A funcao de Mittag-Leffler por ser
uma generalizagao da fungdo exponencial admite como casos particulares as fungoes seno e cos-
seno trigonométricos e hiperbdlicos. Estudamos a func¢ao de Mittag-Leffler com um, dois e trés
parametros bem como a relacdo da funcao de Mittag-Leffler de dois parametros com as fungoes
gama incompleta e erro [21].

2.2.1 Funcgao de Mittag-Leffler de Um Parametro, F,(t)

A funcao de Mittag-Leffler de um pardmetro, E,(t), conforme introduzida por Mittag-Leffler
[31] é uma fungdo complexa que depende de um pardmetro complexo «, onde Re(a) > 0, na forma
de uma série

Ea(t) = 1+ t + t* +...+L+...
Fla+1) TI'(2a+1) I'(ka+1)
o0 tk
Eo(t) = kz;;m~ (2.2.1)
No caso em que o = 1, temos:
B _ 0 tk B 00 tk o,
=R T

o que nos permite dizer que a funcao de Mittag-Lefler admite, como caso particular, a fungao
exponencial.
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2.2.2 Fungao de Mittag-Leffler de Dois Parametros, £, 5(¢)

A funcao de Mittag-Leffler de dois pardmetros, E, (t), conforme introduzida por Wiman [54],
¢ uma fungdo complexa que depende de dois pardmetros complexos, a e 3, onde Re(a) > 0 e
Re(p) > 0, dada por

00 tk

Eap(t) = 1;0 Tk 1 5) (2.2.2)

Quando 8 = 1, a Eq.(2.2.2) se reduz a fungdo de Mittag-Leffler de um pardmetro dada pela
Eq.(2.2.1), ou seja,

E,1(t) = Eu(t).
2.2.3 Funcio de Mittag-Leffler de Trés Parametros, E, ;()

Antes de definirmos a funcao de Mittag-Leffler de trés parametros, vamos definir o simbolo
de Pochhammer. Tal simbolo pode ser definido de duas formas, na forma ascendente e na forma
descendente.

Definicao 2.2.1. O simbolo de Pochhammer, na forma ascendente, é definido por:

1 para n =10
= ’ 2.2.
(P)n { plp+1)---(p+n—1), para neN. (2.2.3)

Para n € N, temos que

(P = plp+1)--(p+n—1)
(p+n—1)

(p—1)!
L(p+n)

I'(p)

Definicao 2.2.2. Por outro lado, o simbolo de Pochhammer, na forma descendente, é definido
por:

_) L para n =0
(0)n = { plp—1)---(p—n+1), para neN (2.2.4)

Para n € N, temos que

(Pn = plp=1)--(p—n+1)
(p)!




A funcao de Mittag-Leffler de trés parametros, Egﬁ(t), conforme introduzida por Prabhakar
[37], é uma fun¢do complexa que depende de trés parametros, «,5,p € C onde Re(a) > 0,
Re(5) > 0 e Re(p) > 0, assim

o

Ef 5(t) = g)r(oflﬁﬁ)zv (2.2.5)

sendo (p)x o simbolo de Pochhammer. Notamos que esta fungao de Mittag-Leffler de trés pardme-
tros generaliza aquela de dois parametros no sentido de que, para p = 1, obtemos

B 5(t) = Eap(t)-

Existem estudos sobre as fungoes de Mittag-Leffler com quatro, cinco e até seis parametros [22, 49].

2.3 Funcoes Gama Incompleta e Erro

Apresentamos aqui as defini¢des das fungoes gama incompleta e erro bem como a relagao que
possuem com a func¢ao de Mittag-Leffler. A fungdo gama incompleta [19, 21], v(«, t), que é uma
funcao inteira na varidvel t é definida pela seguinte integral

t
~v(a, t) :/ e 72
0

com Re(a) > 0. Introduzindo, agora, uma outra fun¢do gama incompleta, denotada por v*(«, t),
conveniente para a demonstracao da relagao existente entre a fungao gama incompleta e a fungao
de Mittag-Leffler de dois parametros, apresentada na Segao 2.2. Tal funcgao é definida da seguinte
forma

—Q

o (a7 t) = @7(057 t)'

Teorema 2.3.1. A relagao existente entre a funcao de Mittag-LefHler de dois parametros, definida
na Secao 2.2, e a fung¢do gama incompleta é dada por

El,a+1 (t) = €t’}/*(a, t)7 (231>
admitindo o primeiro pardmetro como sendo 1 na funcao de Mittag-Lefler de dois parametros.

Demonstragio. A demonstragao seré feita explicitando o segundo membro da Eq.(2.3.1) e utili-
zando a defini¢do da fun¢do gama incompleta, v*(a,t), segue que

ot
ey (a,t) = etF(a)/o 2 le™dz
et
= I )/ 207G 2 <t
a) Jo

k

_ Ft(“)/t 12
= ai};/ t—zkdz
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Introduzindo a seguinte mudanca de variavel, z = t£, temos

o0

1
et,y*(aﬂf) = F(Zkl/ é-al k:+1 1d§

a

N
= —B(a,k+1
I'(a) £ Z < k! (a.k+1)

1 &tk DL 1]
%ZMFaJrkJr 0

ik
= Z = Ey q41(1).

i D(k+a+1)

Mostraremos a seguir que a fungao erro constitui um caso particular da funcao de Mittag-Leffler
de dois pardmetros [19, 21]. A fungdo erro é definida pela seguinte integral

erf(t e % dz.

= he

Por outro lado, a fun¢do erro complementar é definida por

erfe(t \/_ /

Demonstraremos, agora, o teorema que relaciona a funcao de Mittag-Leffler de dois parametros
com a fungao erro [19, 21].

Teorema 2.3.2. Para todo t € C, temos

By (it) = e [1 + exf(it)] = e [exfo(—it)]. (2.3.2)

Demonstragio. Consideremos a seguinte relagao [19, 21]

— [ e dz= 3.
V7 Jo VLS pz%) (np+ 1)p! ( )

que, para n = 2, fornece uma representacao para a funcdo erro, em termos de um somatorio

)pt2p+1

erf(t \/_/ e dz = \/_ Z Gpt 1 (2.3.4)

!Note, pela Eq.(2.3.4), que a fungdo erro é fmpar o que torna a segunda igualdade da Eq.(2.3.2) trivial.
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Para demonstrar a Eq.(2.3.2) utilizamos a representagao acima e a defini¢ao da fungao de Mittag-
Leffler, ou seja
- 00 (it)k
E. (it) = —_—
3 ,1( ) kz:%) F(g + 1)
it ) it? t itd £

= 14— - 4 ..
+ru+§) F@+§y+m+r@+§) 3!

Agrupando convenientemente os termos da expressao anterior podemos escrever?

4 t6 t8 th

t t?’ t5 t7
t e - + - +oee ). 2.3.5
<F0+§) F2+3) "TB+1) TMA+3) ) (2:3.5)

Utilizando a relacao de recorréncia envolvendo a fungao gama [6],

r(od) - (- pre )
) re-d)
DD ()

e lembrando da relacao

— e+ By (it) =

.[ t {3 N t5 ]
f— 7 J— —_— e e
TR G

2i [ ot3 225 23¢7 1
— ) — 4+,

— — 2.3.6
3 +5-3 7-5-3 ( )

ou ainda, utilizando o conceito de duplo fatorial e a rela¢do /7 = I'(1/2), na seguinte forma, [6]

_ ) 2kt2k+1
(2k+1

E%J(Z‘t) =€ Z

k:0

(2.3.7)

2Vamos separar em parte real e parte imagindria.
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Para concluir que E%J(iz) — e 7[1 + erf(iz)] basta verificar que e erf(it) é igual ao segundo
termo do lado direito da Eq.(2.3.7). Para tanto, consideremos a representacao para a funcao erro
dada pela Eq.(2.3.4), ou seja,

ﬁimm—-iiiﬁﬁi

2 (2p+ 1)p!
_ i i)z
v (2p+ 1)p!
Sendo assim, temos
\g?e_thrf(it) =" |t + t; + 5%52! + 7%73! + 91?94! + -
Utilizando a representacao em série para e*t2 obtemos

R SEIGINS JCIT
T e Coer T & Curer
fiat m trami s m T

et \/_erf(zt)

Expandindo os somatorios do lado direito da equacao acima podemos escrever, ja rearranjando

3 5 7
—t\/_ B t t t
erf(zt) = t— ﬂ+§_§+”'
Bt t7 t9
L T T P TR T
t5 7 9 A1
R R N T
t7 t9 tll t13
- - +
R R N R
_ 2t3+22t5 23¢7 N
B 3 5.3 7-5-3
de onde segue que
00 )kzthk—H
e erfzt ,;) 2k D)

2.4 Casos Particulares da Funcao de Mittag-Leftler E, 5(1)

Por ser uma generalizacao da funcao exponencial, as fungoes seno e cosseno trigonométricos
e hiperbdlicos sao casos particulares da fungdo de Mittag-Leffler de dois pardmetros [19, 24]. De
fato,
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1. Seja a = 2, B = 1et € C. A partir da funcao de Mittag-Leffler de dois parametros,
Eq.(2.2.2), vale a seguinte relagao

By, (%) = cosh(t).

Desenvolvendo a fungao do primeiro membro, temos que

[e's} t2k 2k3

By (t?) = = cosh(t).
W)= e = 5 oy =l
2. Seja v =2, f=2et e C. A partir da Eq.(2.2.2), vale a relagao
senh(t
E2’2(t2) — . ( )

Novamente, desenvolvendo a fun¢ao do primeiro membro, temos que

[e%S) t2k: t2k:

Bell) = Ny T L

k
[e%) t2ktt 1 1 [e’s) t2k+1
- %%@k+n ?2%@k+ni
_ senh(?)
B t

3. Sejaa=2 f=1et e C. A partir da definicao da funcdo de Mittag-Leffler de dois para-
metros, FEq.(2.2.2), vale a relagao
Ey1(—t?) = cos(t).

Para tal demonstragao vamos explicitar o somatorio do primeiro membro e logo em seguida
desenvolvendo-o, temos que

EQI(_tQ) _ }OO: (_tQ)k
’ = T(2k + 1)
1 2 4 16

AR A
TR T
= cos(t)

4. Sejaa =2, f=2et e C. A partir da Eq.(2.2.2), vale a relagdo

sen(t) .

E272(—t2) — t
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Explicitando o somatério do primeiro membro e logo em seguida desenvolvendo-o, temos que

N S
Eyp(—t°) = Zm

1 U AR A
:t[‘a 5T ]
_ sen(t)
ot

2.5 Propriedades da Funcao de Mittag-Leffler, E, 5(1)

A seguir apresentamos algumas propriedades envolvendo a funcao de Mittag-Leffler. As pro-
priedades apresentadas abaixo sao validas para o € C onde Re(a) > 0. Imediatamente apds a
propriedade apresentamos a demonstragao [24].

Propriedade 1: Sejam Re(a) > 0, Re(8) > 0 e t € C. Temos

Eajg(t) = + tEa7a+5(t). (2.5.1)

1
L(5)
Demonstra¢io. Com o auxilio da Eq.(2.2.2), temos que

o "
Baplt) = ,;0 T(ak + B)

Mudando o indice £k — k + 1, vem que

[e%s) tk:—‘rl tk+1

Baslt) = ZFak 1)+6):F +Z alk+ 1)+ 5)
= _|_ Z t*

1
— @ + tEa,a+ﬂ (t)

['(ak + o+ )

Propriedade 2: Sejam Re(a) > 0, Re(8) > 0et € C. Vale

d

GO B p (1) = 2B (1),
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Demonstragdo. Explicitando o somatoério do primeiro membro e em seguida expandindo-o, temos
que

g, ()]_itﬁlz o
dt Tdt I Oék‘—i—ﬁ)
d [ takJrB 1
d [+8-1 patB-1 P20+8-1
T @ |T() T+ T@a+p) ' ]
Derivando termo a termo, obtemos
d B—1 _ (5 - 1)t5*2 (a + 3 - 1)ta+672 (2a +8— 1)t2a+ﬁ—2 1
dt[t E ( )] - i 1“(6) F(O./ + 5) F(Qa—i—ﬁ) =+ ...
_ [=ne (a+5—nww4+>]
IR (a+p-1 7
_ M]ﬁﬁ 2 Mta—&-ﬂ 2 N ‘|
M % a4+ B —2)
92 ta+/o’ 2
TG Terso1)

o0

toszrﬁ*Q
,;) ['(ak+ 5 —1)
= 1" 2E,5.1(tY).

Propriedade 3: Seja Re(a) > 0et € C. A derivada da funcao de Mittag-Leffler de um pardmetro
é dada e termos de sua fungdo de Mittag-Leffler com dois pardmetros iguais, isto é,

Demonstragcao. Vamos explicitar o somatorio do primeiro membro e logo em seguida expandindo-o,
vem que

d

1B

d 00 k

dtL;)F ak+1)]

d| 1 t t?
dtll“(l) o+ D) T@at1) |
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Derivando termo a termo, temos que

d 1 2t 3t2
@Bt = Fat1) TRa+l) T@atl)
1 t t?
" al(@) ' al(2a) " al(3a)
11 t t?
= a|fla) "T@a) T@a)
1 & tF 1
- akz:of(ak—ka) = g aall)

Propriedade 4: Sejam Re(a) > 0, Re(f) > 0 e t € C. Uma relagdo de recorréncia envolvendo a

derivada ¢ dada por:
Eap(t)

- ﬁEa7ﬁ+1(t) + Oét

d
5 Bapi(t).

Demonstragio. Escrevendo o segundo membro em termos de seus somatoérios, temos que

oo

d
g () =5 lzo T(ok +

ﬁEa,B—I—l (t) + at
k

tk

oo

tk

6+1)1+at§t [Z (ak+6+1)]'

Explicitando o primeiro somatorio e efetivando a derivada termo a termo, o segundo membro toma

a forma
d [& tk 1 t t?
PEapnlt) + atZ LZ:,; T(ah 1A+ 1)] -7 [F(ﬁ 1) Ta+B+1) TRati+1)
2t 3t?
oot [F(a+ﬁ+1) "TRatp+) "T@at B+ +1
= b + pt + i +.oo+
T(B+1) TD(a+p+1) TRa+p5+1)
at 2at? 3at?
* I'a+p4+1) * I'2a+p+1) - I'Ba+p+1) -
Finalmente, agrupando os termos semelhantes, segue que
d [& th B (a+B)t a4+t (Ba+p)t3
BEagnlt) + U Z Tlak+4+1)] B 204 + 3;! ((2a + 5))! ((304 + 5))!
1 t t2 t3
T B0 (ati=-0) T @ats-1) T Batsr T
1 t t? t3
=T Tatp T@ath TGatn)
= Eap(t)
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Propriedade 5: Sejam Re(a) > 0, Re(8) > 0 e t € C. Uma rela¢ao de recorréncia pura, isto é,
sem a derivada, tem a forma:

Eop(t) + Eapg(—t) = 2B 5(t%).

Demonstracao. Para a demonstracao desta propriedade vamos explicitar os somatorios do segundo
membro, entao

Eop(t) + Eap(=t) = k;o W + ;;) p(c();{iﬂ)

1 t 12

T T et p) Teavp T
1 t 12

T TG @+ 8 T TRa+d)

2 2t2 2t4

- T(B) T'QRa+p) T(4a+pB)

- 1 12 tt
r'p) TRa+p) T(da+p)
0 2k

- g%1x2;é4—ﬁ) 2Bz05(F)

A seguir, apresentamos dois casos particulares da relagado de recorréncia pura.
. Sejama:%eﬁzletec Vale a relacao
By (1) + By, (—t) = 2B,1(£) = 2"

Explicitando os somatoérios do primeiro membro, temos que

00 tk tk
Ei (t) + Eiy(—t) = g}mﬂLZm
1 t t2 t3
T T Gy Ttayy TErn T
1 t t? t3
+ + +



Agrupando os termos semelhantes, segue que

212 2t4 216

Ei,(t)+Ei,(—t) = 2+ +

TR Te+1) TGB+1)

t? 4 16

= 214 b b

I rE) rM

0o t2k
= 2 JE—
2 T )

= 2E1’1(t2) = 2€t2.

e Sejama=1e=1et e C. Vale a relagao
El’l(t) + El,l(_t> = 2E2’1<t2) = 2C08h(t>.

Expandindo os dois somatérios do primeiro membro, temos que

Ena(t) + Era(—t) = i Th+1) 2 D(k+1)

Agrupando os termos semelhantes, segue que

t
Ei1(t)+ Eia(—t) = 2|1+ 4 + ...

r@)  TeG) I

00 t2/€ i t2k’
B kz:% L2k +1) &= (2k)!

= 2F,,(t*) = 2cosh(t).

Propriedade 6: Sejam Re(a) > 0 e t € C. Vale a relagao

E,(—t) = Es(t?) — tEaq a1 (t?).
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Demonstragio. Desenvolvendo as duas fung¢oes do segundo membro, temos que

Eoo(t?) — tEogaui(t?) =
00 ZQk 00 Z2k+1
h l;)F(Zozk:—i- 1) ,;)F(2ak—|—oz+ 1)
S U S
- I(1) TQRa+1) T(a+1) 7
t t3 N £ N
MNa+1) T'Ra+a+1) Tla+a+1)

t? ¢t t t3 t°
= 1+ + Fo— - - -
F2a+1) T'(da+1) IFla+1) TI'Ba+1) I'(a+1)
¢ t? t3 ¢t £
— + — + — -~
MNa+1) T'Ra+1) TI'Ba+1) TI'4a+1) TI'(5a+1)

= - = Ea _t .
2 ['(ak+1) (=)

k=0

2.6 Transformada de Laplace da Funcao de Mittag-Leffler

Nesta secao obtemos a transformada de Laplace para a funcao de Mittag-Leffler de trés pa-
rametros, que sera utilizada no Capitulo 6, a partir desta recuperamos os casos particulares da
transformada de Laplace das fungoes de Mittag-Leffler de um e dois pardmetros, [19, 29].

Teorema 2.6.1. A transformada de Laplace da funcao de Mittag-Lefler de trés parametros é
dada por

Sap_ﬂ

/3—1EP v —
‘C[t a,/j( At )] <Sa—|—)\)p’

(2.6.1)

onde s é o parametro da transformada de Laplace e A uma constante real ou complexa.

Demonstragdo. A partir da defini¢do da transformada de Laplace, apresentada no Capitulo 1, e
da representagao em série para a fungao de Mittag-Leffler de trés parametros, Eq.(2.2.5), segue-se

E[tﬁflEp (_)\ta)] _ / 7stt5 1 Z k (—)\ta)kdt
B 0 ak +3) k!
) / —stak+f—1
= Sre dt.
,;0 ak + B)k' ‘
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Introduzindo a mudanga de varidvel u = st na ultima integral, obtemos

B=1pp [ _ i« _ — (_)‘>k(p)k R ak+pB—-1
LIPVE? J(— M) ,;)F(ak+5)k!sak+5/o e~ U1 gy

I'(ak+RB)
1 & Tlp+k) (A"
s kz::o EIT(p) \ s*
o r
S (14 2)"
Enfim, podemos escrever
ap—03
LR J(— M) = ———.
[ a,ﬁ( )] (So‘ + >\)p

No caso em que p = 1 na Eq.(2.6.1), obtemos a transformada de Laplace da funcao de Mittag-
Leffler de dois parametros, isto é,

s> B

54\

LItP By g(—M)] =

Por outro lado, se 5 =1 e p =1 na Eq.(2.6.1), obtemos a transformada de Laplace da func¢ao de
Mittag-Leffler de um parametro, dada por

a—1

LB = o
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Capitulo 3
Integracao Fracionaria

Neste capitulo, primeiramente, introduzimos uma notacao conveniente que sera utilizada no
decorrer do texto. Apos introduzimos a férmula de Cauchy para integrais repetidas de onde segue
imediantamente a féormula para a integral de ordem n € N. Generalizamos a férmula para integrais
de ordem inteira e entao obtemos a integral de ordem fracionaria segundo Riemann-Liouville. Logo
apos, demonstramos a lei dos expoentes para os operadores de integragao fracionarios. Finalmente,
apresentamos dois exemplos de integragao fracionaria, [19, 30, 33].

3.1 Notacao

Definicao 3.1.1. Denotamos o operador diferencial por D, logo a primeira derivada de uma funcao
f(t) é dada por

D[f ()] == f'(?).

Definicao 3.1.2. Definimos o operador de integragao, a esquerda, da seguinte maneira

admitimos f integravel no intervalo [a,b] com a <t < b.

O operador de diferenciagao é o inverso a esquerda do operador de integragao, entao

3.2 Origem da Integral Fracionaria de Riemann-Liouville

O calculo fracionario conforme proposto por Riemann-Liouville e por Caputo é construido a
partir da continuacao analitica do teorema de Cauchy para integrais repetidas. Tendo obtido a
integral fracionaria, J*, corretamente, obtemos, entdo, uma definicdo para a derivada fracionaria.
Comecamos demonstrando o teorema de Leibniz para a diferenciacdo de uma integral, resultado
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este que sera necessario na demonstracao do teorema de Cauchy para integrais repetidas. Genera-
lizando o teorema de Cauchy para um ntimero « qualquer, obtemos a chamada integral fracionaria
de Riemann-Liouville, [30, 33].

3.2.1 Teorema de Leibniz para Diferenciacao de uma Integral

Teorema 3.2.1. Seja f(¢,x) uma fungao de duas variaveis, diferenciavel em ¢, e sejam g(t) e h(t)
funcgoes diferenciaveis. Entao, temos

jt/g::) f(t,x)dx = /g:)t) gtf(t,x)dx+ f(t, h(t))d};(:) — f(t,g(t))dil(:). (3.2.1)

h(t)
Demonstragio. Podemos identificar a integral / f(t,x)dx como sendo uma funcao de trés va-
g9(?)

ridveis, ou seja,
h

J(t,h,g) = / f(t, @)de,

onde h e g dependem somente de t. Sabemos, do teorema fundamental do calculo, que

;Zt/atg(x)dx — g(t) (3.2.2)
e que

[ gty == [ gtarde = —gt)

Calculando a derivada total da fungéo J(t, h, g) em relagao a t, através da regra da cadeia, obtemos

d _oJdt 0Jdh 0Jdg
a’ 9 = St ona T agat
o [ dt a [k d a [h d
= (315/;, f(t,x)dx) 7 + (8h/g f(t,x)dx) %h(t) + <8g/g f(t,:c)d:c) ﬁg(t)
= [0 ftwydr + £l b)) Dh(e) ~ f0.90) o0
- /g(t) et T IL E ) g AT
que ¢ justamente o resultado que desejavamos. [

Para a demonstracao do teorema de Cauchy para integrais repetidas, vamos utilizar um caso
particular da Eq.(3.2.1), isto é, h(t) =t e g(t) = a. Neste caso, a Eq.(3.2.1) se reduz a

d rt t 9

— = = ) 3.2.3

= [ ftayds = [ S pt e + £(20) (3.2.3)
Vamos, agora, introduzir a definicdo de integral repetida.
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Defini¢ao 3.2.2. Seja f(¢) uma funcao integravel em [a, b, onde a < ¢t < b. Como mencionamos
anteriormente o operador de diferenciagao é o inverso do operador de integracao, logo

D) = T = [ () (3.2.4)

Se aplicamos novamente o operador de integracao a Eq.(3.2.4), obtemos

t t x
D2p(0) = P10 = [ I @lde = [ | [ rs)as] de.
Podemos repetir o procedimento n vezes, obtendo, assim, o chamado teorema de Cauchy para

integrais repetidas. Enunciamos este teorema logo a seguir, [33].

3.2.2 Teorema de Cauchy para Integrais Repetidas

Teorema 3.2.3. Seja f uma fungao integravel n vezes no intervalo [a,t] € R, com n € N. Entao,
vale a relacao

L f@)n = [ " f () (da) = / 'da, [ [ e = F(ln) / (2 f(2)d. (3.2.5)

¢
Demonstragio. Seja p(t) = / (t — )" f(x)dz. Derivando p(t) em relacdo a t e utilizando o

resultado da Eq.(3.2.3), temos

Dlp] = & [ =)y s

+/8t — )" f(a)de

= [T Fae = (-1 [ =y f@)n.

a

= (t—a)" 'f(2)

Derivando DI[p(t)], temos

Dp(0)] = (0~ 1) = 2) [ (¢ = )" f(x)d

a

Derivando p(t), n — 1 vezes, onde n € N* obtemos

D p(t)] = (n—=1! [ (t—2)" " f(z)dz

t

Derivando, novamente, sabendo que vale a lei dos expoentes para derivadas de ordem inteira e
utilizando a Eq.(3.2.2), obtemos

D{D" ' pt)]} = (n—1)— | f(z)dz
D"[p(t)

.4
|
—~
—_
N~—
~
—~
~
S~—



Portanto, podemos notar que, p(t)/(n — 1)! é a integral de ordem n de f(¢),

pt) 1
(n—1! (n—1)!

/ ‘(= o) f(2)da, (3.2.6)

ou seja, J" f(t). Ainda mais, podemos notar que

1

D[ty [0 rtwlas] = s,

isto é, D™ é o operador inverso, a esquerda, de J". Com isto, concluimos que o teorema de Cauchy
para integrais repetidas ¢ valido paran =1,2,.... |

Generalizando a Eq.(3.2.6) para um nimero a qualquer obtemos a continuagdo analitica da
formula de Cauchy para integrais repetidas, a qual é a definicdo, dada abaixo, do operador de
integracao fracionario segundo Riemann-Liouville.

Definigao 3.2.4. Sejam o € C com Re(a) > 0, f uma funcao integravel em qualquer subintervalo
de [a, b]. Entao, para t € [a,b] denotamos por J e definimos as integrais fracionarias de Riemann-
Liouville de ordem «, a esquerda e a direita, respectivamente, como ,J7 f(t) e (J{f(t), ou seja,
19, 25]

() = F(la) / 2o f(@)dr, > a, (3.2.7)
vy f(t) = F(la) /tb(:v — ) f(x)dr, b>t. (3.2.8)

Se a = 0, na Eq.(3.2.7) obtemos
DJOF(E) = r(la)/ot“ — o) f(a)dz, t>0 e Re(a)> 0. (3.2.9)

Se b =0, na Eq.(3.2.8) obtemos
JEF(E) = r(la)/to@ — U f(e)dz, t<0 e Re(a)> 0. (3.2.10)

As integrais fracionarias sao validas para a € C, porém neste trabalho consideramos apenas
a € R, salvo mengao em contrario. Quando denotarmos J®f(t), estamos utilizando o operador de
integracao de Riemann-Liouville & esquerda com limite inferior de integragao a = 0.

3.3 Lei dos Expoentes para Integrais Fracionarias

As integrais fracionarias de Riemann-Liouville preservam uma importante propriedade algébrica
das integrais usuais, isto ¢, [23]

TVIPf(E) = TP f(t) = TP (),
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onde 7, 8 > 0. Vamos demonstrar este resultado baseado em [19], porém antes vamos definir uma
funcao auxiliar que sera utilizada em tal desmonstraciao e vamos mostrar, também, que podemos
escrever a integral fracionaria de Riemann-Liouville como um produto de convolugdo entre esta
funcao auxiliar, funcao de Gel'fand-Shilov, e a fun¢do a ser integrada.

Definigao 3.3.1. A fungao de Gel’fand-Shilov é definida por

[E)\_l

Oy (z) = m, x>0,

) xr < 0.

(3.3.1)

Vimos que um caso particular da integral fracionaria de Riemann-Liouville, Eq.(3.2.9), é dada
por

fﬁ@%:D;%[@—xVAf@ML £50 ¢ a>0. (3.3.2)

Podemos escrever, ainda, que
JUf(t) = P, x f(2), (3.3.3)

ou seja, a partir da definicdo da funcao de Gel’fand-Shilov, dada acima, e da definicao do produto
de convolugao, apresentada no Capitulo 1, podemos escrever

P (1) = [ “;fof;_ﬂxm — i = 0@,

que é justamente a definicdo do caso particular do operador de integragao a esquerda, Eq.(3.2.9).
Teorema 3.3.2. Seja J o operador de integragao fracionaria, entao

JVJP = JP gt = gt
com v, 3 > 0. Esta é a chamada propriedade de semigrupo.
Demonstragdo. Ja mostramos anteriormente que

JUf(t) = Py (t) * f(1).
Vamos mostrar que

D (1) % Dy(t) = B, 1 5(0). (3.3.4)

A partir da definicdo do produto de convolugao, podemos escrever

t =1 (¢ — )81
. (1) % By(t) = ()rw)@ru% dr

= r('tyﬂ)_rl(ﬁ) /ot (1 1)“ dar.
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Introduzindo a mudanga de variavel, u = n obtemos

B-1 1
B (1) % By(t) = W [ty 1w
B -1 1u7_1 DV
= T b

Podemos identificar esta tltima integral com a integral que define a func¢ao beta, Eq.(2.1.3), ou
seja,
B,(0)+ 5(t) = ~—B(y.)
t) * t) = Y, P)-
T (T (B)

Utilizando, agora, a relacdo entre a fungao gama e a funcao beta, Eq.(2.1.5), obtemos

y+8-1

Segue que, utilizando a Eq.(3.3.1), para t > 0

$r+8-1

D, (1) * Pp(t) = T +5) Dyi5(t).

Considerando a Eq.(3.3.3) e a Eq.(3.3.4) que acabamos de mostrar, concluimos a demonstragao da
lei dos expoentes da seguinte maneira:

TTIf) = @) % J7(1) = @y (t) * Py(t)  f(2)
— Balt) £ () = T,
onde f ¢é tal que J*f(t) faz sentido para todo a > 0. |

3.4 Exemplos

1. Comegamos calculando a integral fracionaria de ordem a € R, da funcao constante, Jk,
onden—1<a<n neNekecR" isto ¢,

@ o 1 ¢ a—1
0 Jok = F(a)/o(t ) kd

- g h (-9 e

Introduzindo a mudancga de variavel, x = ut, segue que

k 1
ak — 7/ tafl 1 o afltd
o; ['(a) Jo (1-u) “

t*k 1
= 1 —u)* 'du.
['(a) /0 (1-v) "
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Podemos identificar esta ultima integral com a definicdo da fungao beta, ou seja, B(1, ).
Podemos, ainda, escrever a funcao beta em termos da fungao gama, Eq.(2.1.5), logo

Jap 1k T()Dha]
T @ T(a+ 1)

onde I'(1) = 1. Finalmente, obtemos

t“k

ok = ST

Vamos, agora, calcular a integral fracionaria de ordem o € R, da fun¢do poténcia, ou seja,
J onden—1<a<n,neN v>-—-1et>0, de onde segue que

1 t
OétV _ t— a—1 Vd
o () /o (t = 2)" a"dz

F(loz) /Ot [t (1 — f)]a_l xVdx.

Introduzindo a mesma mudanca de variavel do exemplo anterior, x = ut, obtemos

1

1
Qv a—1 o a—1 v
0Jo1 Nwét (1 — w)* Y (ut) tdu

ta+l/

T(a) /01 u’ (1 —u)* 'du.

Podemos notar que esta ultima integral é a funcao beta, ou seja, B(v + 1, ). Escrevendo a
fungdo beta em termos da funcao gama, Eq.(2.1.5), seque que

gy _ 17 T + 1))
" T @ T+ 1)

Portanto, podemos escrever

I'(v+1)
apy — N T oty 3.4.1
0/; Mla+v+1) ( )
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Capitulo 4

Derivadas Fracionarias de
Riemann-Liouville e Caputo

Neste capitulo definimos as derivadas fracionarias segundo Riemann-Liouville, a esquerda e a
direita. Calculamos a transformada de Laplace da derivada fracionaria segundo Riemann-Liouville.
Fornecemos alguns exemplos, discutimos que nem sempre vale a lei dos expoentes para as derivadas
fracionarias e calculamos a derivada de Riemann-Liouville para a funcao de Mittag-Leffler de dois
parametros. As muitas versoes da derivada fracionaria podem ser encontradas em [13].
Introduzimos a definicdo da derivada fracionaria segundo Caputo, bem como explicitamos dois
exemplos a fim de ilustrar tal definicao, calculamos a transformada de Laplace para a derivada
fracionaria de Caputo, calculamos, também, a derivada de Caputo da funcao de Mittag-Leffler
de um parametro e por fim mostramos que a lei dos expoentes, para os operadores diferenciais
fracionarios no sentido de Caputo, é valida se satisfizer as condi¢oes impostas no lema enunciado.

4.1 A Derivada Fracionaria Segundo Riemann-Liouville

Antes de introduzir a definicao para as derivadas fracionarias de Riemann-Liouville, relembra-
mos que para n,m € N, com m > n vale a identidade [33]

D" f(t)=D"J™ " f(t),

onde D" é uma derivada usual de ordem inteira n. Definimos, agora, o operador diferencial
fracionario de Riemann-Liouville.

Definicao 4.1.1. Seja a € C, Re(a) > 0 e n = [Re(«)] + 1, onde [Re(«)] significa a parte inteira
de Re(a). O operador ,Df definido por [33]

oDi f(t) = D" i f (1)

¢ chamado de operador diferencial fracionario de Riemann-Liouville a esquerda de ordem «. Para
a = 0, definimos ,D? := I, onde I é o operador identidade.
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Definicao 4.1.2 (Derivada Fraciondria de Riemann-Liouville). As derivadas fracionarias de ordem
a € C de Riemann-Liouville a esquerda e a direita sdo definidas, respectivamente, por ,Df f(t) =
oD} Ji T f(t) e Dy f(t) = (—1)"a Dy “ f(t) com n = [Re(a)] + 1, onde Re(a) > 0, ou seja, [45]

a1 Wt flu)
D) = o=y P /a(t_uwdu (t > a), (4.1.1)
tD{j‘f(t):F((;l_)a)D"/t W_ff)?_mdu (b>1). (4.1.2)

onde D™ é uma derivada inteira de ordem n. As derivadas fracionarias de Riemann-Liouville sao
validas para a € C, porém neste trabalho consideramos apenas a € R, salvo mencao em contra-
rio. Daqui para frente quando denotarmos D® f(t), significa que estamos utilizando o operador
diferencial de Riemann-Liouville a esquerda com limite inferior de integragao a = 0.

4.1.1 Transformada de Laplace para Derivada Fracionaria Segundo
Riemann-Liouville

Nesta segao calculamos a transformada de Laplace da derivada fracionaria segundo Riemann-
Liouville através do seguinte teorema, [19, 23, 45, 49].

Teorema 4.1.3. Sejaa € Rcomn—1< a<nen € N. A transformada de Laplace da derivada
de Riemann-Liouville é dada por

LD (0] = LI (0] = 3 5" (0), (1.1

onde g(t) = J"*f(1).

Demonstragio. Notemos que a integral fracionaria de ordem « pode ser escrita como um produto
de convolugao, Eq.(3.3.3), isto é,

JUf() = Pa(t) * f(1).
Temos que
LIDf(8)] = LID" T f(t)] = LID"g(t)].

Pela Eq.(1.3.5), Capitulo (1), temos que

LD f(1)] = s%[g(tn—;sn—l—’cg%
- S"E[J"“’f(t)]—::E:s"‘l‘kg(k)(O). (4.1.4)
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Devemos calcular £[J"*f(t)], isto é,

a—1

L (0] = L1000 = £ | 5+ p00)] = S0,

Voltando na Eq.(4.1.4), obtemos

n—1

LID*f(1)] = s"s* " LIf(t)] = D s" g™ (0),

k=0

de onde podemos, finalmente, escrever

£1D () = 2l (0] — 5 54 0)

J& mencionamos que o operador de diferenciacao é o inverso a esquerda do operador de integracao,
isto ¢, D"J" = I, onde n € N. Vamos mostrar, através do seguinte teorema, porém que nao o ¢ a
direita [19, 23].

Teorema 4.1.4. Seja n € N e I o operador identidade, entao vale a seguinte relagao

JUD () = f(t) =Y Ef("‘)(o), t>0. (4.1.5)

Demonstragio. Utilizamos a Eq.(3.2.6), temos que

1 t
Q= JDrf(t :—/ t— )L (7)d
$0) = gy [, (=71 SO ()
onde, pelo teorema da convolugao, podemos notar que
_ T e (4.1.6)
= () : 1.

Aplicamos a transformada de Laplace em ambos os lados da Eq.(4.1.6), e obtemos

\ f<"><t>]

tn_l

['(n)

S A s

£ |y | e
sTLIF()).

clo) = ﬁ[

Utilizamos a Eq.(1.3.5), de onde segue-se

Lol = LW - S s o). (4.1.7)



Calculamos a transformada de Laplace inversa da Eq.(4.1.7), obtemos

Q= f1) - Y FPOL7 [
k=0

onde podemos escrever

n—1 tk

0= D" (1) = (1)~ Y i P(0).
k=0 "
Note que, usamos o fato que t* = C(k+ 1)5*1[3*(“1)]_ m

4.1.2 Exemplos

A fim de elucidar a definicdo apresentada para a derivada fracionaria de Riemann-Liouville,
calculamos a derivada de ordem a € R de algumas fung¢ées. Comecamos demonstrando quanto
vale a derivada da funcdo poténcia, isto é, D*t*, logo em seguida demonstramos que a derivada,
segundo Riemann-Liouville, de uma constante nao é nula, isto é, D*k # 0. Demonstramos, tam-
bém, que a derivada que admite ser nula ¢ D*~!, por fim calculamos a derivada fracionaria da
func¢ao exponencial, e [19, 33].

Exemplo 4.1.5. A derivada de Riemann-Liouville de ordem «, da funcdo poténcia, Dt*, com
k>—-1,t>0en—1<a<nonden €N, édada por

T(k+1)
T gk 4k ¢N

Dot =] Th—azny. = @ K¢
0, a—keN.

Para calcular o primeiro caso, onde n — 1 < o < n e a — k ¢ N, partimos da definigdo de
Riemann-Liouville, isto é,

1 t u®
oDXtF = 7D”/ ————du
) o (

['(n—« t —u)o—ntl
t n—a—1
- lD”/ uk [t (1 - “)] du.
['(n—«) 0 t

Introduzimos a mudanca de variavel, u = nt, entao

1 ! —a— n—o—
oDt = F(n—a)Dn/o (tn) "=~ (1 = )" tdn
1 —aTn L — n—a—
el vl [ o=yt (4.1.8)
_ 1 ['(n = +_1) tn—a+k—n F(k'+_1)IX¥LA£Ti7'
In—a) |I'n—a+k—n+1) I'(k 1)
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Portanto,

F<k + ]') tkfa

Datk —
0 T(k—a+1)

(4.1.9)

No segundo caso, basta notarmos que D™"~ (%) = 0, na Eq.(4.1.9), quando n— (a—k) € NU{0}.

Exemplo 4.1.6. Calculamos a derivada de Riemann-Liouville de ordem « da funcao constante,
D%c com ¢ € R*, para tanto partimos, novamente, da definicao, isto é,

D% = D"J" %
1 t c
_ pn / d
{F(n —a)Jo (t —u)e—ntl u}

- e s

cI'(n—a+ 1)t
F'n—a)ln—a—-n+1)(n—a)

Podemos, assim, escrever

ct™@

D% = ————. 4.1.1
“TTi-a (4.1.10)
Admitindo k£ = 0, na Eq.(4.1.9), obtemos
t*OL
DNl = ————
'l —a)

que é exatamente a Eq.(4.1.10) no caso em que nesta temos ¢ = 1.

Exemplo 4.1.7. Calculamos, agora, a derivada de Riemann-Liouville de ordem « da fungao
f(t) =t isto é, D*t*~' = 0 com a € R, para tanto utilizamos a Eq.(4.1.9), portanto

Data—l _ F(O{ -1+ 1) a—l—-a __ F(Oé) t_l.

Na—1—a+1) ~I(0)

Mostramos que a fungao I'(y) diverge quando y — 0, isto é, I'(0) — oo, para tanto utilizamos a
definicao da funcao gama

F@):/meidn r>0. (4.1.11)
0

Notemos que,

——, z>0. (4.1.12)




Entéao, substituimos a Eq.(4.1.12) na Eq.(4.1.11), obtemos

o) = / / ””dndx—/ / e "dxdn

e
e
:/ [— ] dn, onde n >0,
1 U

[l

n
= In(o0) — In(1) = co.

Segue-se que, I'(0) — oo e dai obtemos
(o)
Do = t==0.
I'(0)

Exemplo 4.1.8. Finalmente calculamos a derivada no sentido de Riemann-Liouville de ordem
a € R da fungdo f(t) = €', onde n—1 < o < n, n € N. Utilizamos a representagio da exponencial
em série de Taylor, isto é,

. 00 tk ] f;k
e = _— = -
kz:% k! kz:% [(k+1)

Vimos que a fungao de Mittag-Leffler admite como caso particular a fungao exponencial, isto é,

[e%S) tk
Ei(t) = — =¢ (4.1.13)
kz:% [(k+1)
Utilizamos a Eq.(4.1.13) para calcular a derivada de ordem «, entao
. 00 tk
ODO‘e = D¢ [ ‘|
! ! ,;) D(k+1)
_ i M tk—a 1
I'k—a+1) L+T1)

k
. aft
= Z (k—a+1)

k=0

Utilizamos a definicao da fun¢ao gama incompleta, vista no Capitulo 2, obtemos

oD’ = ety (—a,t).

4.1.3 Lei dos Expoentes

No célculo fracionario, a lei dos expoentes é conhecida por ser geralmente verdade para os
operadores integrais fracionarios, no entanto, para os operadores de diferenciacdo fracionaria, em
geral, tal lei ndo se aplica. Esta lei serd valida para os operadores diferenciais segundo Riemann-
Liouville se satisfizer as condigbes do teorema que segue, [17].
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Teorema 4.1.9. Sejam «, 5 € C tais que Re(a) > 0, Re(5) > 0 e consideremos g € Ly[a,b] e
f = JPg, onde J é o operador de integracdo de Riemann-Liouville. Portanto, segue que

D*DPf = Dt f.
Nao precisamos conhecer a funcao g, basta saber que ela existe.

Demonstragio. Pela hipotese de f, pela definicio do operador de diferenciacio de Riemann-
Liouville e denotando, por simplicidade, [a] = [Re(a)] + 1, [5] = [Re(B)] + 1, obtemos

DD f = DDP jotbg = plel jlal-aplbl JIB1-6 jot+s o

A partir da propriedade de semigrupo dos operadores de integracao fracionaria, podemos reescrever
a equacao acima da seguinte maneira

DO‘Dﬁf _ DMJFOJ—CMDFBWJWHag
Dlel jlal=a DIl gI81 jeg
I

onde I é o operador identidade. Segue-se, novamente pela propriedade de semigrupo dos operadores
de integracao fracionaria, que

DDA f = plel jlal=a oy — plel jlaly,
Portanto, obtemos
D*DPf =g.
De forma andloga, vamos demonstrar que D8 f = g, isto é,
DotB = poth jotby — plethl jlatfl=(ath) jotb

Pela propriedade de semigrupo, obtemos

DtP = plethl jlathly — o
Enfim, segue-se que

DYDP f = DA ¥,
|

Os exemplos a seguir ilustram casos em que as condigoes do teorema nao sao satisfeitas, entao
a lei dos expoentes, para as derivadas fracionarias de Riemann-Liouville nao é sempre vélida, isto
é, [19, 23, 25]
DeDPf(t) = D°D*f(t) # D*TP £(¢), (4.1.14)
DDPf(t) # DPD*f(t) = DP f(1). (4.1.15)
Para verificar como nao necessariamente a derivada fracionaria obedece a lei dos expoentes, expli-
citamos dois exemplos.
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Exemplo 4.1.10. Para ilustrar a primeira relacao em Eq.(4.1.14), consideramos f(t) = t~'/2, com
a = =1/2. Para tal utilizamos a Eq.(4.1.9), de onde segue-se que

DDl oy TR

L(-3+1-3) I'(0) ’

[SIen
=

DY24-1/2 _

Dl/Q[D1/2t’1/2] — D20 = 0,

porém
Dits 12— ply-l/2 _ F(_%+1) -32-1 _ F(%) +-3/2
i A Yy
T t_3/2_t_3/2
- —2r(d) 2
Portanto,

DY2pL/24=1/2 _ pl/2p1/24-1/2 4 Dl—1/2.

Exemplo 4.1.11. Para ilustrar a segunda relacdo em Eq.(4.1.15), consideramos f(t) = t*/? com
a=1/2 e =3/2. Utilizamos, novamente, a Eq.(4.1.9), entao obtemos

DY/241/2 — F(% +1) -3 = F(% +1) _ ﬁ
FG+1-3) (1) 2
e
[ﬁﬂtﬂ2::4515£t314¢%*%::%F(%Hflzza
rE+1-9) o)

Entdao, DY2D?3?t'/? = 0, porém

DYDY pIDI22) = D32 [\/ﬂ
T

2
— ﬁDB/Q[l] _ V7 F(O + 1)3 75—3/2
2 2 I'0+1— 5)
_ ﬁ 1 t_3/2 — _t73/2
2 |=2r(d) 4
e
D32pY22 — p2/2 F(% + 1) t%—z
I(3+1-2)
_ F(%) +3/2 %ﬁ +3/2
['(=3) —2y/7
t73/2
g

Segue-se que
DY/23/241/2 o D3/2p1/241/2 D%+%t1/2.
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4.1.4 Derivada Fracionaria de Riemann-Liouville da Funcao de Mittag-
LefHer

Nesta secao calculamos a derivada fracionéaria de Riemann-Liouville da funcao de Mittag-Leffler
de trés parametros e recuperamos, como casos particulares, a derivada de Riemann-Liouville das
fungoes de Mittag-Leffler de um e dois parametros.

Teorema 4.1.12. Sejam o, 3,7y € R, n — 1 < «a, 3,7 < n onde n € N, entao
Da[tﬁflEg,ﬂ(ta)] = tﬁfaflEg,ﬂfa(ta)a
onde f —a > 0.
Demonstragio. A partir da definicao do operador de Riemann-Liouville, obtemos que
D[P E] 4(t*)] = D" J [t ED 4(t%)).

Escrevendo a func¢ao de Mittag-Leffler de trés parametros em termos da sua série, Eq.(2.2.5),
obtemos

o0

an -1y a\l __ n yn—a (7>k tak+ﬁ_1]
DA Bagt9) = D7J LZ:%]F((X/C—FB) k|

onde, a partir da Eq.(3.4.1) e a derivada inteira de ordem n da fungao poténcia, podemos escrever

areB— « _ n - (’Y)k w ak+pB+n—a—
DU B () = D L;)k!wr(akMM—a)t o I]

[e.9]

. Z (V)& I'(ak —a) okt B—a—1

S kT (ak+8+m—a) T(ek+p—a)
B—a— - (V)k ﬁ
= ! llzf(ak—l—ﬁ—a)k! '

k=0

Enfim, obtemos
D[ B (4] = 7Y, (),
onde f —a > 0. [

No particular caso que v = 1, obtemos
DB, 5(t)] = 77 By 5o (7).

Por outro lado, no caso em que v =1 e 8 = 1, devemos ter o < 1, logo

—Q

D° [Ea(to‘)] = tiaEa,lfoz@a) = m

+ B, (%),

No caso em que a« = n € N, obtemos

DME,(t") = B, (t").
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4.2 A Derivada Fracionaria Segundo Caputo
Sejam « € C e n = [Re(a)] + 1, o operador ,D*f(t) definido por
DEF(H) = T (1)
é chamado de operador diferencial fraciondrio de Caputo de ordem «, [17, 23, 39, 45].
Definicao 4.2.1. As derivadas fracionarias de Caputo de ordem a € C, a esquerda e a direita

sao definidas, respectivamente, por DX f(t) = J; *D"f(t) e C D f(t) = (—1)"J} D" f(t) com
n = [Re(a)] + 1, onde Re(a) > 0, ou seja,

app L b D[f(u)] ;
CDaf(t) = - / = eowdn @ €RjaER (4.2.1)
ﬂﬁﬂ”:réiﬁ@[x;Tgﬁiﬂmv a€R:DER (4.2.2)

dm , . . . . . ;. ~
onde D"[f(u)] = %&“) ¢ a derivada n de ordem inteira. As derivadas fracionarias de Caputo sao
validas para o € C, porém aqui consideramos apenas a € R, salvo menc¢ao em contrario. Neste
trabalho vamos considerar apenas a derivada fracionaria de Caputo a esquerda com o limite inferior

de integracao a = 0. Assim, por simplicidade, denotaremos este operador por ,D*f(t).

4.2.1 Exemplos

Discutimos a defini¢do da derivada fracionaria de Caputo a partir de dois exemplos enunciados
a seguir.

Exemplo 4.2.2. A derivada fracionaria segundo Caputo da fungdo poténcia, com o € R é dada
por [26]

T(k+1)

-~ o _ < .
Dt = ! Tlh—ay1) » "ol<asn ken—l o keR
0, n—l<a<n, k<n-1 kel

Para calcular o primeiro caso, comn—1<a <n,n €N,k >n—1ek € R, utilizamos a definicao
dada por Caputo, Eq.(4.2.1), ou seja,

o _ 1 t
D) = I'(n—«) /0 (t

Sabemos que a derivada de ordem inteira n da funcao poténcia u

D[f(w)]
_ u)a—n-i-l )

ké

dmuk _ R — M'k+1) .,

dur  (k—mn)! _F(k—n—i-l)u ’
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logo,

1 t T(k+1)
F(n—a)/() F(k;—n—i—l)u

) e o)

Introduzimos a mudanca de variavel, u = ty, de onde segue-se,

*Datk — kfn(t o u)nfafldu

I'k+1)
I'n—a)l'(k—n+1)

1
*Datk — tkfa/o ykfn+1fl<1 o y>nfa71dy.

Relacionamos esta integral com a integral que define a fungao beta, logo

T(k + 1) .
Dotk = OBk —n 4+ 1. —
T(n—a)T(k—n+1) (k=n+1n-a)
(k+1) D= D0 —0] 4 o

In—=a)lk=n+1)T(k—n+1+n—a)

Finalmente, podemos escrever

F<k + 1) tk—a

*Datk —
I'k—a+1)

(4.2.3)

Para calcular o segundo caso, basta notarmos que D"t* = 0, quando k < n — 1 com k,n € N.

Note que, a derivada da fungao poténcia segundo Riemann-Liouville é dada pela Eq.(4.1.9) e
coincide com a derivada da fungdo poténcia segundo Caputo dada pela Eq.(4.2.3).

Exemplo 4.2.3. Mostramos que a derivada de Caputo de ordem o € R com n — 1 < o < n onde
n € N da funcao constante é nula, ou seja, ,D* = 0, onde k € R*.

A partir da definicao da derivada fracionaria segundo Caputo, obtemos

L D@
*D f(t) - F(TL—O&)/O (t_u)a—n—i-ld ’

Note que,
d"k

— =0, onde n € N.
du™

Portanto, obtemos

«D%k = 0.

95



Exemplo 4.2.4. Calculamos a derivada fracionédria de Caputo de ordem oo € Rcomn—1< a <n
onde n € N, da fungao de Mittag-Leffler de um pardmetro, isto é, . D*[E,(t*)]. De fato, temos que

DB, (t%)] = .D* Li) F(ojil)]

00 *D[tak]
kz:% I'ak+1)

A partir da derivada de Caputo da func¢ao poténcia, Eq.(4.2.3), podemos escrever

*Da[Ea (ta)] — i 1 W tak:fa
= D(ok=T)T(ak —a+1)
k—k+1 foe) tak
i T(ak +1)
Finalmente, podemos escrever
DY EL(t9)] = Eu(tY). (4.2.4)

Podemos notar que a derivada segundo Caputo da funcao de Mittag-Leffler de um parametro,

d
D E,(t*)] = E,(t*) generaliza a propriedade %et =

4.2.2 Transformada de Laplace para Derivada Fracionaria Segundo
Caputo

Nesta secao calculamos a transformada de Laplace da derivada fracionaria segundo Caputo
através do seguinte teorema, [23, 45].

Teorema 4.2.5. Sejaav € Rcomn—1< a<nen € N. A transformada de Laplace da derivada
de Caputo é dada por

LLD" (0] = L[ (0] = 3 "D 0)

Demonstracdo. Sabemos que
DOf(E) = JDf ()
segue que
LLDf®)] = LIJD"[f(t)]

1 t n—a—1 nn
- Elr(n_a)/o(t—u) D[f (uw)]dul .
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Note que a integral acima pode ser escrita como um produto de convolugao, isto é,

tn—a—l

LoD ()] = £ [F

(n—a)

DUy

tnfafl

- [M_a)] LID"f(1)].

Observamos que,

et an
£ [I‘(n — a)] =
LD = "L (0) = 3 49 0),
entao

LoD (1)) = s {S”C[f(t)] B s”‘l"“f““)(o)} .

k=0

Enfim, segue-se que

LLD" (0] = s"L070)] = 3 527+ W(0).

A transformada de Laplace para a derivada segundo Riemann-Liouville necessita do conheci-
mento das condicoes inicias em termos da integral fracionaria J"~“ e de suas derivadas de ordem
k=1,2,---,n—1, por outro lado a transformada de Laplace da derivada fracionaria segundo
Caputo é mais apropriada visto que requer apenas o conhecimento das condi¢oes iniciais dadas e
suas derivadas de ordem k = 1,2,...,n — 1 que sdo fisicamente interpretaveis, [19].

4.2.3 Lei dos Expoentes

Ja vimos que a lei dos expoentes nem sempre ¢é valida para os operadores diferenciais fracionarios
de Riemann-Liouville, porém a lei dos expoentes serd valida para os operadores diferenciais segundo
Caputo se satisfizer as condigoes do lema que segue.

Lema 4.2.6. Seja a < b e f € C¥[a,b] para algum k& € N. Além disso, sejam «,3 € C com
Re(a) > 0 e Re(B) > 0, tal que exista algum [ € Ncom |l < ke 3,6+ « € [l —1,l]. Entao, vale
[17]

DD f = ,DPof.
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Demonstragio. O lema é trivial no caso em que =1 —1e a+ [ = [. Note que, para valer a
afirmacio do lema devemos ter 0 < o < 1. Considerando f*)(0) = 0 para k =0,1,2,...,(n —1)
no teorema (4.3.1), temos que

DUf(t) = D[ (1)
quando f(0) = 0. Por simplicidade, denotamos [5] = [Re(8)] + 1. Vamos considerar trés casos:

1. a+ 8 € N. Neste caso, temos que, a + 3 = [Re(f)] +1 = [F], assim a = [Re(8)] +1 - =
[B] — 5. Note que, f(0) =0 e ja vimos que a derivada de Caputo de uma constante é zero,
logo .DPf(0) = 0 = DPf(0). Assim,

*Da*Dﬂf — DO‘*Dﬂf — DanﬁW—ﬂDWf - DOcJﬂpr
Dfmf — Da+ﬁf — *DaJrBf_
2. € N. A partir da defini¢ao (4.1.1), temos
DD f = ,D*DPf = JImeDPHf = DA f

3. [B] =[Re(B)] +1=[Re(a+B)]+1=[a+ ], entao
*Da*Dﬂf _ Da*Dﬂf — Da*DfBFﬁD[ﬁ]f — DljlfanBFﬁDUﬂf
DL gt jleatBl=(a+p) platp] f= *Da+’8f.

Note que, a condigao que exige a existéncia de um ntiimero [ com as propriedades mencionadas
no lema (4.2.6) é essencial. Para verificar como a lei dos expoentes nao ¢é valida se | nao satisfizer
as condigoes impostas consideramos o seguinte exemplo [17].

Exemplo 4.2.7. Consideramos aw = § = 7/10, ou seja, 7/10 = f < 1 < a+ = 7/5. Utilizamos
a derivada de Caputo a esquerda com a = 0 e f(t) = t, entdo

DTPf(t) = JPD = J¥P0 =0,

porém
1 .
f®) ['(13/10) ’
de onde segue-se
1

D701 DT/10 £(4)] = +-2/5

Enfim, podemos escrever
1
0= .,D"5f(t) £ . DO DT/OF(1)] = +-2/5
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4.2.4 Derivada Fracionaria de Caputo da Funcao de Mittag-Leffler

Nesta secao calculamos a derivada fracionaria de Caputo da funcao de Mittag-Lefler de trés
parametros e recuperamos, como casos particulares, a derivada de Caputo das func¢oes de Mittag-
Leffler de um e dois parametros.

Teorema 4.2.8. Sejam o, 5,y € R, n—1 < a, 3,7 <n onden € N, entao
DR 5(t)] = 1770 B ga(t%),
onde f —a > 0.

Demonstragdo. Para demonstrar este resultado vamos utilizar a definicao do operador diferencial
de Caputo, bem como a derivada de ordem n da funcao poténcia e a integral fracionaria desta
mesma fungao, Eq.(3.4.1), ou seja,

DO E] 4(t)] = JOD [T B 4(t)]
— Jrapn i (7)14 tokto—t
= T(ak+p3) k!

Jna [i (7)]€ W tozk+ﬁnl]
= kD (ok=TP) T(ak + 8 —n)

i (’y)k Wtak+ﬁfafll

= BT (ak4+-B=n)(ak +  — )

Finalmente, podemos escrever
DB (1)) = 0T B (1),
onde f —a > 0. [

No particular caso em que v = 1, obtemos
DO, (1)) = tPT T B, 5o (7). (4.2.5)

Admtindo 8 — o =1 na Eq.(4.2.5), temos que
DOt Ey 041(t%)] = Ea(t). (4.2.6)

Utilizamos a Propriedade 1 da funcao de Mittag-Leffler, Eq.(2.5.1), no caso em que nesta admi-
timos =1 et =t%, ou seja,

Ey(t*) — 1 =tE4 a41(1).
Substituindo esta tltima equagao na Eq.(4.2.6), segue
DB (t) — 1] = .D[Ea(t")] — .D*[1] = . D*[Ea(t%)] = Ea(t"),

que é justamente a Eq.(4.2.4).
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4.3 Riemann-Liouville x Caputo

Nesta secao apresentamos as principais diferencas entre a derivada fracionaria de Riemann-
Liouville e a derivada fracionéaria segundo Caputo bem como a equacao que relaciona estas duas
formulages. Consideramos f(¢) uma fun¢ao para a qual podemos aplicar a derivada e a integral
de ordens fracionarias, entdao observamos que [19, 23]

DAf(t) = DI F(t) # JPOD () = DP f(8), (4.3.1)

ou seja, nao é sempre possivel comutar a integral fracionaria com a derivada, se o fizermos estaremos
alterando o resultado. Demonstramos, entao, a equagao que relacionada a derivada fracionaria de
Riemann-Liouville com a derivada fracionaria de Caputo [28].

Teorema 4.3.1. Seja a € Ren—1 < a < nonden € N. Entao, a equagdo que relaciona a
derivada fraciondria de Riemann-Liouville com a derivada fracionaria de Caputo é

Df(t) = .Df(t) Z f®(a), t>0. (4.3.2)

—a+1)
Demonstragio. Partimos da defini¢ao (4.1.1), isto é,
Def(t) = D" J""*f(¢t).

Consideremos na Eq.(4.1.5), f*)(a) com t > a, de onde segue que

Df(t) = D" {J" "‘[J"D"f +n21kk,f““ )H

n—1 4k
= D"J"J D" f(t) + D" [Z Z,f”c )]

I

n—1 r(k) a
— Jn—oanf(t) + D" {Z f k‘( )Jn—a[tk]}
k=0 :
= D0+ 3 }«r r k%ﬁ— i

k:O

B N k) I'(k 1)
= DU +Zf WFI{:—Fn—a—I—l—n)

Finalmente, segue-se que

tk—i—n—a—n‘

tk:—oc

n—1
DY) =.Df)+ Y ————— 0 (q), t > 0.
f(t) f(t) kgf(k f(a) >

Note que as formulacdes de Riemann-Liouville e Caputo serdo iguais se, e somente se, f*)(a) =0
para todo k =0,1,...,(n —1).

60



O primeiro ponto em que as formulagdes de Riemann-Liouville e Caputo diferem é no calculo
da derivada da funcao constante. Uma vez que esta é nula segundo a formulagdo proposta por
Caputo, o0 mesmo nao ocorre com a formulacao de Riemann-Liouville, ou seja,

ct™@

D% =0 D% = —.
c e c I —a)

Outra importante diferenca esta no fato de que a derivada de Caputo da funcao de Mittag-Leffler
de um parametro, que generaliza a funcdo exponencial no caso em que este é igual a um, é a
propria fungdo de Mittag-Leffler de um parametro e isto nao ocorre quando estamos considerando
a derivada de Riemann-Liouville, isto é,

DUEL(Y)] = Ea(t”) e DY[EL(tY)] # Ea(t?).

Por fim, uma das diferencas mais importantes entre as formula¢oes de Riemann-Liouville e Caputo
e pela qual optamos pela formulagao de Caputo para discutir a aplicagdo dada no Capitulo 6, é o
fato de que a transformada de Laplace da derivada de Riemann-Liouville leva em consideracao as
condicoes iniciais em termos da integral fracionaria e de suas derivadas de ordem inteira menores
que ou iguais a n — 1. J4 a transformada de Laplace da derivada de Caputo considera apenas as
condicoes iniciais em termos de suas derivadas de ordem inteira menores que ou iguais a n — 1,
isto é,

CLD*f(1)] = LI (1)) — 3 s £0(0),
k=0

e
LID*f(t)] = s"LIf(1)] = ni s"17FgW(0), onde g(t) = J"f (1),
k=0
respectivamente.
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Capitulo 5

Regras de Derivacao

No capitulo anterior apresentamos as defini¢oes para a derivada fracionaria segundo Riemann-
Liouville e Caputo. Neste capitulo vamos investigar quais generalizacoes das regras classicas de
derivacao sao estendidas para estas formulagoes. Iniciamos mostrando que a propriedade de line-
aridade, valida para os operadores de diferenciacdo usuais, é também valida para as formulagoes
de Riemann-Liouville e Caputo. Posteriormente mostramos a regra de Leibniz para derivadas de
ordem inteira e, em seguida, estendemos o resultado para as formulagoes de Riemann-Liouville e
Caputo mencionando, porém, que é necessario impor outras condi¢oes. Por fim, demonstramos
a regra da cadeia ou, também conhecida como, féormula de Faa di Bruno para as derivadas de
ordem inteira bem como para as formulacoes de Riemann-Liouville e Caputo, mencionando, aqui
também, que sao necesséarias outras condi¢oes para ser possivel a extensao deste resultado.

5.1 Linearidade

Uma das propriedades do célculo usual envolvendo mais de uma funcao na mesma derivada é
a propriedade de linearidade. Assim como as derivadas de ordem inteira possuem a propriedade
de linearidade, pelo fato de seus operadores serem lineares, também os operadores diferenciais de
Riemann-Liouville e Caputo possuem tal propriedade. Estes fatos estdo enunciados, pelos seguintes
teoremas, e demonstrados logo a seguir [5, 19, 36].

5.1.1 Linearidade da Derivada de Ordem Inteira

Teorema 5.1.1. Sejam n € N e f, g funcoes definidas em [a, b] tais que D" f(t) e D"g(t) existam.
Sejam ainda A, 1 € R duas constantes quaisquer, entdao D™[Af(t) + pg(t)] existe e

DUAf(t) + pg(t)] = AD" f(¢) + nD"g(t).
Demonstracdo. A prova deste teorema é feita a partir da definicao da derivada usual, pois estes
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operadores sao lineares, isto é,

DY) + (8] = DN (E) + ()
T d)
= A TR g

= AD"f(t) + uD"g(t).

5.1.2 Linearidade da Derivada Segundo Riemann-Liouville

Teorema 5.1.2. Sejam @« € Rcomn —1 < o« < nonde n € N e f, g fungées definidas em
[a,b] tais que D f(t) e o Difg(t) existam. Sejam ainda A, u € R duas constantes quaisquer, entao
oDYINf(L) + pg(t)] existe e
oDEAF(E) + ng(t)] = AaDP f(E) + 1o Dy g (1)
Demonstragcdo. A demonstracao deste teorema é feita a partir da defini¢ao da derivada de Riemann-
Liouville a esquerda, ou seja, Eq.(4.1.1), onde estes operadores sao lineares, entao
(€3 1 n t n—o—
DI +pg0)] = gD [T I ) + gl
A Dn /t(t )n—a—lf( )d + I D" /t(t )n—a—l ( )d
= — —u u)du + ——— —u u)du
I'(n—«) a ['(n—a) a g
= ADP () + paDig(t).
|

Este teorema também ¢é valido para os operadores de Riemann-Liouville a direita.

5.1.3 Linearidade da Derivada Segundo Caputo

Teorema 5.1.3. Sejam « € Rcomn —1 < a <nonden € Ne f, g fungoes definidas em [a, b]
tais que YD2f(t) e YDg(t) existam. Sejam ainda A\, € R duas constantes quaisquer, entao
SDRAf(t) + pg(t)] existe, e
o DY) £ ng(t)] = Mg DR f(t)] + ulg DRg(t))-
Demonstragcio. A demonstracao deste teorema é feita a partir da definicao da derivada de Caputo
a esquerda, ou seja, Eq.(4.2.1), onde estes operadores sao lineares, entao
@ 1 ! n—a— n
CDIN®) +ug)] = oo [T D I () + g )]
A et e+ [ uye D g(w)d
= — —u u)ldu + ——— —u u)|du
T'(n—a)Ja I'(n—a) Ja g
= MDD ()] + ulg Dg(t)].
[ |

Este teorema também ¢é valido para os operadores de Caputo a direita.
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5.2 Regra de Leibniz

Outra importante regra de derivacao ¢é a regra do produto, ou regra de Leibniz. Esta regra é
utilizada, geralmente, quando queremos calcular a derivada do produto de duas fungoes. Primei-
ramente demonstramos esta regra para a derivada de ordem inteira, logo em seguida estendemos
o resultado para derivadas de ordem @ € Ren —1 < a < n onde n € N. Esta extensao abrange
as derivadas fraciondrias de Riemann-Liouville e Caputo [19, 34, 35, 36]. Vamos, aqui, apresentar
uma definicdo que sera utilizada posteriormente.

Definicdo 5.2.1. Se f é n diferenciavel e f™ € C(I), onde I é um intervalo, entdo dizemos que
f é de classe C™ em I, e escrevemos f € C™(I).

5.2.1 Regra de Leibniz para Derivada de Ordem Inteira

Sabemos, do calculo usual, que a regra de Leibniz para a derivada primeira do produto de duas
fungoes f(t) e g(t) é dada por D[f(t)g(t)] = f(t)g'(t) + f'(t)g(t). Esta regra pode ser facilmente
estendida, por inducao matematica, para a derivada de ordem inteira n € N. Enunciamos esta
extensao através do teorema a seguir.

Teorema 5.2.2. Sejam n € N e f,g € C"[a,b] duas fungoes diferencidveis. Entao,
n ~ (n n—
D] =3 ()t sl “ato 521

onde D°f(t) = f(t) e D°g(t) = g(t).
Demonstragcdo. Mostremos que a regra ¢ valida para n = 1
Dif(t)g®)] = [f(t)g'®t)+ f(t)g(t)
= (o) eeronps)+ (§) 0 st gt

= 3 (3)prrenp

k=0
Supondo que a férmula é verdadeira para n = m, temos

LETOYOEDS (7;‘) [D*F(B][D™ ()

k=0
Vamos mostrar que a formula é valida para n = m+ 1, utilizando o fato de que a lei dos expoentes
para as derivadas de ordem inteira é valida, isto é,

prtgosi) = [ () ipsenoto]

k=0

S (7:) (D fFOID™*g(t)] + [DHH f ()] [D™Fg(t)]

=0

x>

5 (@'g) PO + 3 (7:) (D ()0 g (1)

k=0
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Trocando o indice do segundo somatoério k — k& — 1, obtemos

m

D090 = ;)(f)[D’“f( D]+ 3 ()i gto)

.
DD [( )+ ()] tsrnomg) +

= WDt f:( o opm o] + 10 ol

g
QO
=
<
(o
@
=
=
=
D
n
(o
o
—
@D
n
=5
-
2
oL
o

~—

3
—
+
&S
3
_
~
I
—
&+

1) veja Apéndice A. Note que,

()= )= e ()=o) =

Segue que,
D] =3 ("))t g

portanto vale a Eq.(5.2.1).
|

E possivel aplicar a regra de Leibniz para derivadas de ordem inteira para quaisquer funcoes
de classe C"[a,b]. Note que a regra é simétrica em relagdo as fungoes f(t) e g(t), isto é, a ordem
das fungoes pode ser trocada na Eq.(5.2.1) o que nao altera o resultado.

5.2.2 Regra de Leibniz para a Derivada de Riemann-Liouville

O objetivo, agora, é estender a regra de Leibniz de ordem n € N para a € R utilizando
a derivada fraciondria segundo Riemann-Liouville. Para tanto necessitamos do seguinte lema

17, 19, 44].
Lema 5.2.3. Se f(t) é uma funcao de classe C no intervalo (a,b), entao

> (t—a) @

D* D" f(t 5.2.2
10 =3 fe a0 (5:22)
onde o« € R et € (a,b). Denotemos
[a] = parte inteira de «;
{a} = parte fraciondria de o,0 < v < 1,

isto é, a = [a] + {a}.
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Demonstragio. Vamos considerar dois casos. Primeiro o caso em que a < 0 e logo apds o caso em
que a > 0.

o Caso a < 0. Visto que o < 0 a derivada fracionaria de Riemann-Liouville se reduz a integral
fracionaria, isto é,

o — J« _ 1 ¢ o —a—1
D) = TS0 = [ / (t — )~ L f(x)da. (5.2.3)
Como f é de classe C em (a,b) entdo ela é analitica em (a,b) e pode ser representada pela
série
fl)=>" (=1) [n! ®) (t—ax)". (5.2.4)

n=0

Substituindo a Eq.(5.2.4) na Eq.(5.2.3), segue-se que1
Def(t) = F(i )/ (t — ) “Z
| SO [y,

— nll'(-a)

D”f( )]

(t — x)"dx

Introduzindo a mudancga de variavel, u =t — x, obtemos

Daf(t) — i (_1)n[an(t)} /tiaun—a—l(_du)

= ni(=a)
B
_ i) [n_a]
_ i SO

Multiplicando e dividindo a tltima equacao por I'(n — ) e utilizando a relagao funcional,
Eq.(2.1.1), obtemos

pese) = 3 s
- & Tasa 70

- 3 (0) i
a> ()T —a)

N T (—a) veja Apéndice A.

Para detalhes do resultado (

Visto que f é de classe C podemos comutar o somatoério com a integral.
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e Caso a > 0. Como? f é de classe C em (a,b), entdo ela é analitica em (a,b) e pode ser,
novamente, representada pela série dada pela Eq.(5.2.4), entao

Daf(t) _ D[a]+lj{a}_1f(t).

Utilizando o resultado anterior, temos

Dof(t) = Dty <{a}n— 1) (=) )

I(n—{a}+2)
— — ({a}—1 [a]+1 (t — a)”*{a}+1 .
n§=:0< n )D F(n—{a}+2)[p f@)l.

Aplicando a regra de Leibniz para a derivada de ordem inteira, Eq.(5.2.1), no caso em que
f(t)=D"[f(t)] e g(t) = (t — a)"~ (I segue-se que

Do (1) §:<w& )%f(mw4>@—awa“ﬂWMf®L

= 'n—a+k+1)

n
Note que, podemos tomar o limite superior do segundo somatério sendo infinito, pois < k:) =0

se n < k, entao

;) kzo <{a} ) ([a]]j 1) (t = (ar)l"_‘“;il]?::% &)

Introduzindo a mudancga de variavel j = n + k, obtemos

i - [ () ()

=0 |n=0 n

& o) t—a)r

(t = a)~[D7 f(1)]
I'j—a+1)

Tendo demonstrado o lema anterior, podemos demonstrar, agora, a regra de Leibniz para a
derivada fraciondria de Riemann-Liouville [19, 44].

Teorema 5.2.4. Sejam f(t) e g(t) fungoes analiticas em [a, b]. Entao,

[e.9]

mmmw#iﬂ@wwmm”m» (5:2.5)

k=0

ondea e Rea# —1,-2,-3,....

2Novamente, uma vez que, f é de classe C podemos comutar o somatério com a derivada.
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Demonstragdo. Utilizando a Eq.(5.2.2), obtemos

)n—a

DF9(0] = 3 s DBl

n=0 TL—|—1—O()

Aplicamos, agora, a regra de Leibniz para o caso inteiro, Eq.(5.2.1), de onde segue-se que

DLr0ato] = 3 (S () it

n=0 (n+ 1— Oé) k=0

n
Comutando os somatérios® e utilizando, novamente, o fato de que ( k;) =0 se n < k, obtemos

D] = 323 (0) (1) o g DD 0

= n+1—a)

Introduzindo a mudanga de variavel n 4+ k = n, temos que

ptsa) = Sy () (") e o

P = \n+k n+k—a+1)
E (a\, * (a—k\ (t—a)"th "
- 2 (F)eraens () ) ey )
Finalmente, podemos escrever
Delsoae] = 3 ()i aenioe o) (5:26)

Diferentemente da regra de Leibniz para derivadas inteiras, Eq.(5.2.1), a regra de Leibniz para
a derivada fracionaria de Riemann-Liouville, Eq.(5.2.5), é aplicavel a fungoes analiticas em um
intervalo [a, b], porém nao estd manifesta a simetria das fungoes f(t) e g(t).

5.2.3 Regra de Leibniz Generalizada

Embora o resultado da Eq.(5.2.5) esteja correto, nao é trivial que a derivada fracionaria de
fg € igual a derivada fracionaria de ¢gf. Obtemos aqui a regra de Leibniz generalizada para as
derivadas de Riemann-Liouville dada pelo teorema a seguir [5, 35]. A demonstracao deste teorema
serd baseada em [19, 51].

o0 n n oo

3Note que Z Z = Z Z

n=0 k=0 k=0n=k
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Teorema 5.2.5. Sejam f(t) e g(t) fungoes analiticas e sejam ainda o € R e v um pardmetro
arbitrario, entao

Dl = 3 (3 )0l ) (527

Demonstra¢io. Uma vez que f(t) e g(t) sdo fungoes analiticas podemos supor, sem perda de
generalidade, que

t" tm
f(t):m e Q(t):m-

Utilizando o fato de que o operador diferencial de Riemann-Liouville é linear, podemos escrever

groim
C(n+ 1)T'(m+ 1)] '

DUf()g(t)] = D° [

Multiplicando e dividindo a equagao acima por I'(n +m + 1), obtemos

DF(t)g()] = D [F(F(n +m+1) grtmet ] |

n+Dm+ 1T (n+m+1)

Aplicando o resultado da Eq.(4.1.9), isto é,

ok F(k + 1) k—a
S vy L
segue que
a _ [(m+n+1) LnAn=T) s
DAL ()g ] = Fn+1)I'(m+ Dl(m4+nm+I)I'(n+m—a+ l)t e

Portanto, podemos escrever

F(m+ n+ 1)tn+m—a
Fn+1)'(m+1)T(n+m—a+1)

D*[f(t)g(t)] = (5.2.8)

Note que, valem as relagoes

1 Mtnfoﬁ*k“l”y
B M[F(n—a—f-k%—vﬁLl)}

tn—a—i—k—i—w

Fn—a+k+y+1)
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IF(m+1)
_ 1 LlmTtm
N Mlﬂm—k—%l)]

tm—k—'y
Lim—k—~v+1)

Dk'i”Yg(t) — Dk-‘r’Y [ t ‘|

Substituindo a Eq.(5.2.8) do lado direito da Eq.(5.2.7), obtemos

53 D(a + 1)gr-othtrgm—k—y -
S Tla—k—vy+D)Ik+y+ )T (n—a+k+y+1)I(m—k—y+1)
I'(n+m+ 1)«

ST Tm+ it m—axn %9

Devemos, entao, mostrar que

i MNa+1)I'(n+m—a+1) ~ T(n+m+1)
Fa—k—v+DI'(k+y+ )T (n—a+k+y+)0(m—k—~v+1) Tn+1)I(m+1)

k=—00

Introduzimos os seguintes parametros
a=m-—v, b=n+v—a, c=7v e d=a-—7,
e, entao, obtemos

i Fla+b+1) I(c+d+1) - Tla+b+c+d+1)
S Tla—k+1)I(b+k+1)D(c+k+1)I(d—k+1) Tla+c+1)I(b+d+1)

Agora, comparamos os expoentes de t, isto é, do lado esquerdo da Eq.(5.2.9), temos

tn+’yfa+k — tb+k tmf'yfk — tafk = tb+kta7k — taer
e do lado direito da Eq.(5.2.9), temos

thrnfa — taer

Entdo, temos que " -atkgm=1=k — gmtn=a_ Portanto, vale a Eq.(5.2.7). Note que, quando v = 0
na Eq.(5.2.7) esta se reduz a Eq.(5.2.5). |

Note que, quando admitimos k = k — v na Eq.(5.2.7), obtemos exatamente a Eq.(5.2.6).
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5.2.4 Regra de Leibniz para a Derivada Fracionaria de Caputo

Vamos, agora, demonstrar a regra de Leibniz para a derivada fracionaria segundo Caputo, que
estd enunciada pelo seguinte teorema, [2, 26].

Teorema 5.2.6. Sejam oo € R comn — 1 < o < n, onde n € N e sejam ainda f(t) e g(t) funcoes
analiticas em [a, b|, entao

rls0gt0] = 3 () iptaop o) - 5 OIS

Demonstragao. Consideremos a equacao que relaciona a derivada fracionaria de Riemann-Liouville
com a derivada fracionaria de Caputo, Eq.(4.3.2), com a = 0, entao temos que

DO f(t) = D*f(t) Z P )f(k( )
Seja, agora, f(t) = f(t)g(t) de onde segue-se
a a . (t)]<0) k—a
D[ (t)g(t)] = D°| 2_: D900 e

Sabemos que a regra de Leibniz para a derivada fracionaria de Riemann-Liouville é dada pela
Eq.(5.2.6), entao

De1r0g(0] = 3 () iptatop o) - 5 OIS

A regra de Leibniz para a derivada fracionaria de Riemann-Liouville sera igual a regra de Leibniz
para a derivada fracionaria de Caputo se, e somente se, D*[f(t)g(t)](0) = 0. |

5.3 Regra da Cadeia ou Formula de Faa di Bruno

Assim como generalizamos a regra de Leibniz, primeiro, para n € N e logo ap6s para os opera-
dores diferenciais fracionarios de Riemann-Liouville e Caputo, aqui faremos esta mesma generaliza-
¢do, agora, para a regra da cadeia também conhecida como férmula de Faa di Bruno. Aqui faremos
apenas a ilustracao da férmula, para o caso inteiro, com exemplos, visto que a demonstracao foge
do escopo do presente trabalho e pode ser encontrada em [27, 38, 43].

5.3.1 Regra da Cadeia para a Derivada de Ordem Inteira

Para introduzir a férmula de Faa di Bruno para a derivada de ordem inteira, k& € N, vamos
comecar calculando as primeiras derivadas da funcao f(g(t)).
Sabemos do célculo usual que a derivada primeira da fungdo composta f(g(t)) é dada pela regra
da cadeia, [43].
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Teorema 5.3.1 (Regra da Cadeia). Seja f(g(t)) com g diferencidvel em ¢ e f diferencidvel em
g(t), entao a primeira derivada de f(g(t)) é dada por

Calculando mais algumas derivadas, utilizando a regra da cadeia junto com a regra de Leibniz,
temos

D[f(g(t)] = g OPS (9) + [g(t)g" (1)
DYf(g(t)] = 34D (9(t)g"(t) + [d OF " (9(t) + F(9())g" (1)

DUf(g®))] = f(a()g(t) +4f"(9(t))g'(1)g" () + 3f"(9(t))[g" ()" +
+ 6" (g(t)lg (OPg" () + fV(g(t)]g @)]" (5.3.1)

Para justificar as derivadas acima através da férmula de Faa di Bruno®*, precisamos considerar
partigdes de um conjunto, [17, 43]. Por exemplo, para a derivada quarta, devemos considerar
as parti¢des do conjunto {1,2,3,4}. As possiveis parti¢oes, incluindo o préprio conjunto, estao
descritas abaixo.

{1,2,3,4};
{11,{2,3.4 {2},{1,3,4}; {3}, {1.2,4}; {4} {1,2,3}
{1,2},{3,4};  {1,3},{2.4}; {14}, {2,3}
{1h{2},{3,4 {11, {3}, {24 {1h{4},{2.3} {2}, {3}, {14}
25, {43,{1,3}; {3}, {4}, {1,2}
{13, {2}, {3}, {4}.
Temos apenas uma particdo contendo quatro elementos em um tunico bloco, isto é, by = 1 e

bs = by = by = 0. Seguindo esta ideia, podemos representar todas as particbes do conjunto
{1,2,3,4} da seguinte maneira.

(b1, ba, b3,b4) = (0,0,0,1)
(b1, ba, b3, b4) = (1,0, 1,0)
(b1, b2, bs,b4) = (0,2,0,0)
(b1, ba, b3,b4) = (2,1,0,0)
(b1, b2, b3,b4) = (4,0,0,0).

4Existem outras maneiras de demonstrar a férmula de Faa di Bruno, [27].
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Podemos, ainda, visualizar da seguinte maneira, [56].

g e (@) e ) e 1 (5.3.2)
g"Wg'(t) = B < [gt) < 4 (5.3.3)
"M < (2.2) < [gt) <« 3 (5.3.4)
OO < (2L < [f"(g1) < 6 (5.3.5)
@) < (LLLLD < f9%4(@1) < 1 (5.3.6)

Os numeros entre parénteses acima significam quantos blocos existem e quantos elementos cada
bloco possui, por exemplo, (1,1,1,1) diz que existem quatro blocos, cada um com um elemento.
O fator [¢”(t)]?, na Eq.(5.3.4), corresponde & partigao (2,2), ja o fator f”(g(t)) diz que existem
apenas dois blocos para esta particao e o ntimero trés diz que temos exatamente trés possiveis
particoes do conjunto com quatro elementos onde podemos particioné-lo em dois blocos cada um
com dois elementos.

A férmula geral para a regra da cadeia, formula de Faa di Bruno, é dada pelo seguinte teorema,
[17, 27, 43].

Teorema 5.3.2 (Férmula de Fad di Bruno). Sejam f, g € C*[a,b] e k € N. Entao,

D0 = X o) (20) " (Z0)"(0Y s

!

onde a soma Y é sobre todas as diferentes combinagoes de inteiros nao negativos by, bs, . .., by com
m:b1+bg+“'—|—bk eb1+252+"'+kbk:k‘.

Vamos verificar o teorema acima, calculando a derivada quarta de f(g(t)), isto é, quando k = 4
estamos considerando as partigoes de {1,2,3,4}, calculadas anteriormente. Entdo, temos que
b1 + 2by 4 3bs + 4by = 4, de onde segue-se

o (by,by,b3,b4) = (0,0,0,1) temos, também que, m = 1, logo

s 00 (1) () (5) (452) = s

o (b1,b9,b3,b4) = (1,0,1,0) com m = 2, obtemos, entao,
| / 1 I 0 " 1 (4) 0
w00 (50 (50) (557) (937) = araosor.
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o (b1,b9,b3,b4) = (0,2,0,0) com m = 2, segue-se que

4!

00 (1) (75) (50) (75") =srawyirr:

o (b1,b9,b3,b4) = (2,1,0,0) com m = 3, segue-se que

i (22)' (42)' (22) (552 ~eronworso

o (b1,b9,b3,b4) = (4,0,0,0) com m = 4, obtemos

a0 (4 (52) (452 (452 = oo

Enfim, a expressao para a derivada quarta de f(g(t)) é dada por

D[f(gt)] = f(a(®))g(®) +4f"(g(1)g' (O)g" () + 31" (g)g" )" +
+ 6" (g(t))lg (OPg" () + fD(gt)]g @)]"

Comparando esta equagao, acima, com a Eq.(5.3.1), podemos notar que, de fato, esta é a expressao
para a quarta derivada de f(g(t)).

5.3.2 Regra da Cadeia para a Derivada de Riemann-Liouville

Para a demonstracao da formula de Faa di Bruno para a derivada fracionaria segundo Riemann-
Liouville apresentamos alguns resultados que serao necessarios. Faremos a demonstracao baseada
m [36]. Comegamos com a fungdo de Gel’fand-Shilov, posteriormente definimos o fato de que a
integral fracionaria segundo Riemann-Liouville pode ser representada por um produto de convolu-
¢ao e logo apds, da mesma maneira, definimos um operador, qualquer, de diferenciacao fracionario
que pode ser representado como um produto de convolugao entre a funcao a ser diferenciada e a
funcdo de Gel’fand-Shilov, definida no Capitulo 3, Eq.(3.3.1).

Definicao 5.3.3. A integral de Riemann-Liouville de ordem o« € R com n — 1 < a < n onde
n € N, pode ser escrita como um produto de convolucao entre duas fungoes, isto é,

1

P = £+ @) = 5o /0 = P f()dr, >0, (5.3.8)

Definimos, agora, o operador de diferenciacao fracionario de ordem § € R. Aqui deve ficar
claro que este operador nao é o operador de Riemann-Liouville, embora a notacao seja a mesma.
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Definicao 5.3.4. O operador de diferenciacao fracionaria de ordem € R pode, também, ser
definido como um produto de convolugao, isto é,

DP[f(t)] = f(t) % (1),

onde f(t) é uma funcdo que admite integragao e diferenciagao fracionaria no sentido de Riemann-
Liouville, pois se § > 0 obtemos o operador de diferenciacdo e no caso em que S < 0, temos o
operador de integracao fraciondrio, dado pela Eq.(5.3.8), por fim no caso em que 5 = 0, temos

DO[f(t)] = f(2).
Lema 5.3.5. Sejam p,q > 0, entao
Dyt — a) * Dy(t) = Ppig(t — a).

Demonstragio. A partir da definigdo do produto de convolugao, Eq.(1.4.2), temos que

t(r—a)yPt(t—r1) !
Dot —a)x Bll) = /a L'(p) I'(q)

Introduzindo a mudanca de variavel, 7 = a + £(t — a), na equagao acima, obtemos

dr.

D, (t —a)xPy(t) = ( )1 I )/1[a+§(t—a)—a]p_l[t—a—f(t—a)]q_l(t—a)df
_ a)p+q ! p— 1 )i 1
= o /5 de.

B(p,q)

Expressando a fun¢ao beta em termos da fungdo gama, Eq.(2.1.5), segue-se que

(t — a)p+q—1

D, (t—a)xP,(t) = =0 a).
=) @(t) = g = puglt—a)
|
Se substituirmos A = ¢ + 1 na defini¢do da fun¢ao de Gel’fand-Shilov, Eq.(3.3.1), obtemos
t4
— t>0,
oir(t) = Tlg+1)
0, t <0.
Note que, a derivada de ordem [ > 0 desta funcao é dada por
t —a)d t — )i B
Mg+1)] TDlg—-p5+1)
Em particular, se ¢ = 0, obtemos a derivada fracionaria da funcao de Heaviside, ou seja,
t—a)™’?
DP[H(t —a 2(7, t> a. 5.3.9
)= g (5.9

Finalmente vamos mostrar a formula de Faa di Bruno para a derivada de Riemann-Liouville que
estd enunciada pelo seguinte teorema.
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Teorema 5.3.6. Sejam o« € R, n — 1 < a@ < n, onde n € N, f uma funcdo analitica e g(t)
uma funcao suficientemente diferenciavel, entao a férmula de Faa di Bruno para a derivada de
Riemann-Liouville é dada por

(t—a)™"
D* t —_ t 3.1
PO = Ty Flat) + (53.10)
b
< [ (t - a)k_o‘ k! (m) g’(t) by g”(t) b g(kz) (t) K
m)(a(t .
* ,;<k;> TE—as D) =i o WO, 2! K)o
onde a soma Y é sobre todas as diferentes combinagoes de inteiros nao negativos by, bs, . . ., by com

Demonstragio. Consideremos a regra de Leibniz para a derivada de Riemann-Liouville, Eq.(5.2.5)
e f(t) = H(t — a), isto é,

Do) = 3 () tatel o ae - ),

k=0

Utilizando a Eq.(5.3.9), podemos reescrever a equacao acima da seguinte maneira

Dla(t]) = (ol + 3 (Z) DAl (53.11)

Agora, supomos que g(t) = f(g(t)). Entao, a k-ésima derivada de g(t), k € N, dada pela Eq.(5.3.7),
é

/ b1 " b2 (k) bi
Dk[f(g(t))]ZZWf(m)(g(t)) <gl(!t)> (92(!t>> ---(g k!(t>> . (5.3.12)

onde a soma Y é sobre todas as diferentes combinagoes de inteiros nao negativos by, bs, . . ., by com
m =by +by+---+0bgeb +2by+ -+ kb = k. Substituindo g(¢) e a Eq.(5.3.12) na Eq.(5.3.11),
obtemos

(t—a)~@

D* t = — t
a0 = fom fa(0) +
b
< [ (t . a)kia k! (m) g’(t) b1 g”(t) ba g(k)(t) k
m)(a(t
* kzl(k;)r(k—aﬂ)Zbl@l.--bk!f (9®) {75 2l K)o
onde a soma Y e os coeficientes by, by, - - - by ja foram explicitados acima. [
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5.3.3 Regra da Cadeia para Derivada Fracionaria de Caputo

Para a demonstracao da formula de Faa di Bruno para a derivada fracionaria segundo Caputo
utilizamos a equacao que relaciona a derivada de Riemann-Liouville com a derivada de Caputo,
bem como a férmula de Faa di Bruno para a derivada de Riemann-Liouville, [17].

Teorema 5.3.7. Sejam o € R, n — 1 < o < n, onde n € N, f uma fungao analitica e g(t) uma
funcao suficientemente diferenciavel, entao a formula de Faa di Bruno para a derivada de Caputo
é dada por

(t—a)™
D" S i
Fla®)) = Fles o) +
b
(@) B g (SO (O (aP0)"
m t e —
- kz::l(k)F(k—aJrl)Zbllbgl---bk!f (9(1)) 1! 2! k!
n—1 tk—oc N
- T 3.1
Y ar D V@), (5.3.13)
onde a soma Y é sobre todas as diferentes combinagoes de inteiros nao negativos by, bs, . .., by com

Demonstracio. Consideremos a equacao que relaciona a derivada fracionaria de Riemann-Liouville
com a derivada fracionaria de Caputo, Eq.(4.3.2), ou seja,

n—1 tk—a

DO f(t) = Df(t) = > mﬂ’“(a» (5.3.14)

k=0

Seja, agora, f(t) = f(g(t)) na Eq.(5.3.14), de onde segue-se

D0 = D0 - X 13y P lela)

Sabemos que a férmula de Faa di Bruno para a derivada fracionaria de Riemann-Liouville é dada
pela Eq.(5.3.10), entao

« _ (t B a)—a
D[f(g(t)] = mf(g(t» +
= (@) _(t—a)e B g\ ()" (gD
n—1 k—«
- Y e P lre)a)
k=0
onde a soma Y e os coeficientes by, bs, - - - , by ja foram explicitados acima. |

Vamos exemplificar a férmula de Faa di Bruno para a derivada de Caputo através de um
exemplo simples que podera ser verificado, facilmente, utilizando a defini¢ao.
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7
Exemplo 5.3.8. Sejam o = 3 2<a<3ef(gt)=1g(t)=t, f(t) =t> A partir disto, vamos

calcular ,D7/3t3. Visto que a derivada que vamos calcular é de ordem o = 7/3, devemos considerar
as pasrtigoes dos conjuntos {1}, {1,2} e {1,2,3}, ou seja,

« Partigoes de {1} :

{1 = B)=1 m=1L
 Partigoes de {1,2}:

{1,2}, = (bl,bQ) = (0 1), m = 1,
{1142 = (b1,b2) = (2,

 Partigoes de {1,2,3}:

{]_72,3}7 = (bl,bg,bg) = (0 0, ].) =1;
{1}7{273}; {2}7{173}5 {3}7{1 2} = (b17b27b3 (1 1 0) m:2;
{11 {23,{3}; = (b1, b2,03) = (3,0,0), = 3.
A partir da Eq.(5.3.13), considerando a = 0, obtemos
/343 t % 7/3> tig / /
D = §>f<g<t>>+( ey w0
7/3\ 2t 2, g\ 2, J®)\° 7/3 33
+(2)F(2_§+1) s 00 (5570 -+ g aton (47 +(3)F(3_§+1)
i 00 (%52) 00 (52) (550 + 0700 (57 | -
g N0) —— o (P aN0) —— (g 0)
(1-5) == (1=5+1)——=— Te-i+)——
ou ainda,
s o tF g TEHD) h N(+1) 6t N(I+1) 6t
D P(—g)t - r (1) r(—;)gt +2lr(§—2+1)r 2) ar(i-3+1)r(3)
I L7 3t3 +§t% 14 t3
- r(=g) sr(=) 3r(3) 9r()



Através da Eq.(2.1.2), obtemos I’ (—%) =or (%) el (—%) =3I (%) Assim, podemos escrever

4

4 7 28 14\ t3
D73 = ( -+ >
0 373"

enfim, obtemos
Ot
N
r()

E possivel verificar o resultado da Eq.(5.3.15) utilizando a Eq.(4.2.3), isto &,

*D7/3t3 _
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Capitulo 6

O Oscilador Harmonico Fracionario

Existem muitos fenémenos fisicos que podem ser bem representados por equacoes diferenci-

ais de segunda ordem, lineares e com coeficientes constantes, um destes fenémenos é o oscilador
harmonico. Estudaremos o movimento de uma massa presa a uma mola, pois é de facil entendi-
mento o comportamento deste sistema simples.
Existem varias formas de se abordar o problema do oscilador harmoénico. A partir do caso geral,
Apéndice C, escolhendo as convenientes constantes e obtemos a equagao diferencial do oscilador
harmonico classico. Vamos resolver este problema através de série de poténcias, transformada de
Fourier e por fim através da metodologia da transformada de Laplace. O oscilador harmonico
fracionario é um dos poucos problemas que pode ser completamente resolvido, isto é, apresenta
uma solucao analitica. Vamos introduzir a equacao diferencial para o caso geral e resolver este
problema através da transformada de Laplace, considerando as derivadas envolvidas no sentido
de Caputo, que como mencionado anteriormente é de mais simples uso do que a transformada de
Laplace da derivada de Riemann-Liouville, bem como o fato de ser fisicamente interpretavel. As
fungoes de Mittag-LefHler, estudadas no Capitulo 2, aparecem como solucao da equacao diferencial
ordindria do oscilador harmoénico fraciondrio [4, 25, 39, 50].

6.1 Oscilador Harmonico Classico

Obtemos aqui a equacao diferencial do oscilador harmoénico classico, sem amortecimento, con-
siderando um sistema massa-mola. Seja uma massa m presa a uma mola, cuja constante elastica é
k. Quando a massa ¢ deslocada para a direita de uma distancia x a partir da posicao de equilibrio,
a mesma ficard sujeita a uma forca F' em sentido contrario e cujo valor é dado pela lei de Hooke,
isto é, [3]

F, = —kaz. (6.1.1)

Desprezando-se o atrito, essa forga fard com que a mola descreva um movimento harmdnico simples
em torno da posicao de equilibrio. A equacao diferencial que descrevera o movimento dessa mola
sera dada pela segunda lei de Newton, isto é,

(6.1.2)



onde x = z(t). Substituindo a Eq.(6.1.1) na Eq.(6.1.2), obtemos

d2
ou ainda na forma
d2
ﬁx(z&) +w?z(t) =0 (6.1.3)

onde w? = —.
m

6.1.1 Solucao do Oscilador Harmoénico Classico via Série de Poténcias

Para obter a solucdo da equacao diferencial do oscilador harménico classico ndo amortecido,
Eq.(6.1.3), com as seguintes condi¢bes iniciais

z(0)=xy e 2'(0)=0, (6.1.4)

onde z(0) é o deslocamento inicial e 2/(0) é a velocidade inicial, via série de poténcias, consideramos
o método de Frobenius que consiste em um procedimento analitico para encontrar solugoes de
equagoes diferenciais ordindrias, lineares e homogéneas, na forma de série em torno de um ponto,
neste caso, t = 0, com um parametro livre, isto é, estamos procurando uma solug¢ao na forma

[14, 6]

o0
z(t) =D ant"™, (6.1.5)
n=0
com ag # 0 e r um parametro. Supomos que a série pode ser derivada termo a termo, entao

d o0
%x(t) =Y ap(n+r)t"t!

n=0

d2

Te(t) = X an(n+r)(n+r— (6.1.6)

n=0
Substituindo a Eq.(6.1.5) e a Eq.(6.1.6) na equagao diferencial do oscilador e rearranjando, obtemos
r(r—Dagt" > +r(r+Dat™™ + Y [(n+7+2)(n+r+ Days + wja,)t"™ = 0.
n=0
A partir da equacao acima, com ag # 0, temos
(i) r(r—1)=0 (Equacao indicial)

(ii) 7(r+1)a; =0
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(iii) (n4+7+2)(n+7+ Dapo +wia, =0, n>0 (Formula de recorréncia).
A partir da equacao indicial, segue que
r = 0 e ro = 1.

A féormula de recorréncia é dada por

w%an n>0
n+r+2)(n+r+1) -

Comecamos por encontrar uma solu¢ao com r; = 0. A menor raiz, m;, = 0, nos fornece a solu-
cao geral da equacao diferencial, sem que seja necessario utilizar a segunda raiz. A férmula de
recorréncia, neste caso, é dada por

Apio = — ol , n=0
(n+2)(n+1) -
Note que,
e ag — arbitrario;
e a; — arbitrario;
2
2-1
waay wiay
[ a3 = — = — 7
3-2 3!
s = _wgag _ w% _w02a0 . wéao'
YT43 7 4.3\ 201 ) 4
wgag w% w%al wé‘al
o (r = — = - — = N
°T 5.4 5.4\ 3 5l
an — _w§a4 _ wg wéao . _wgag‘
°T 6.5 6.5\ 4 ) 6
Entao, podemos escrever
w2n w2n
w1 = (—1)" —— n=(=1)"="—qj. 6.1.7
@ant1 = (1) (2n + 1)!a1 ¢ 2 (=1) (2n)!a0 ( )

Temos que, as,+1 fornece uma solugao z1(t) e ag, fornece a outra solugao linearmente independente,
xo(t). Substituindo a Eq.(6.1.7) na Eq.(6.1.5), obtemos

2n
“o

x(t) = aonz:%(—l)"@n)!tzn
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o) t 2n+1
ay (_1)n (WU )

t) = —_—.
2a2(1) Wo =5 (2n +1)!

Portanto, podemos escrever a solugao para a equacao diferencial do oscilador harmonico da seguinte
maneira

z(t) = agcos(wot) + ZZ sen(wot). (6.1.8)

Vamos, entao, aplicar as condigoes iniciais na Eq.(6.1.8), isto é,
z(0)=ap = x(0)=ag= .
Para aplicar a condigao 2'(0) = 0 devemos derivar a Eq.(6.1.8), ou seja,

2/ (t) = —agwo sen(wot) + aq cos (wot),
Z0)=a = 2'(0)=a; =0.

Portanto, a solucao geral da equacao diferencial ordinaria do oscilador harmonico classico satisfa-
zendo as condigOes iniciais dadas é

x(t) = o cos (wot).

Segue-se, abaixo, o grafico da solugao

x(deslocamento)
1.0 %

05"

-0.5

-1.0

Figura 6.1: Solugao do oscilador harménico cléssico nao amortecido.
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6.1.2 Oscilador Harmonico Classico via Transformada de Fourier

Utilizamos a transformada de Fourier para obter a solu¢ao do oscilador harménico classico nao
amortecido, dado pela equagao abaixo [7]

d2

dt?
com w? > 0 e supomos que f(t) admite transformada de Fourier. Aplicamos a transformada de
Fourier em ambos os lados da igualdade, entao obtemos

F ld%(t)

z(t) + w?z(t) = f(t) (6.1.9)

|+ i) = Ao

Utilizando a Eq.(1.2.5), que fornece a transformada de Fourier para a derivada segunda, obtemos

—w? Flz(t)] + wiFlz(t)] = F[f(t)]
Fla®)]wd — w? = FIf(1)].

Denotemos Flz(t)] = X(w) e F[f(t)] = F(w), entdo obtemos

Fw)
X(w) =— :
@) =
Seja
X(w) =—-F(w)G(w) (6.1.10)
onde G(w) = Para obter a solucao do problema basta tomar a transformada de Fourier

2 R
inversa na Eq.(6.1.10), ou seja,

FHX ()] = —F F(w)Gw)].
Utilizando o teorema da convolucao (1.2.4), obtemos
z(t) = —F F(w)G(w)] = —F[F(w)] * F'[G(w)]. (6.1.11)

Vamos calcular, explicitamente, F[G(w)] através do teorema dos residuos, isto &,
1 1 oo et
Fll—— | = — / C dw
Lﬂ — w%] V21 J—oo w? — wi
1
= —=2mi|Res(w = wp) + Res(w = —w
\/ﬁ [ ( 0) ( 0)]
21 [ e—iwt e—iwt

V21

I + U
Jim (w—wp) (@ +wo) e (w4 (w — wo)(w—+g)

e—iwt eiwt
= V2 -
Ve [ 2w 2w]
B \/ﬂ eiwt e—iwt
w2 2% |
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Logo, obtemos

Voltando na Eq.(6.1.11), temos que

o) = —F () F ) = 0+ [

o) =~ [T s [

Finalmente, segue que, a solucao para o oscilador harmonico classico nao amortecido via transfor-
mada de Fourier, é dada por

st

sen(w{)] de.

)=~ [ s sty

6.1.3 Solucao do Oscilador Harmonico Classico via Transformada de
Laplace

Aqui, vamos introduzir a metodologia da transformada de Laplace a fim de resolver a equagcao
diferencial ordinaria associada ao problema do oscilador harménico nao amortecido. O caso geral
desta equacao diferencial ordinaria é denotado no Apéndice C. Consideramos a equacao diferencial
do oscilador harménico cldssico ndo amortecido, Eq.(6.1.9), com as condigdes iniciais dadas pela
Eq.(6.1.4). Aplicamos a transformada de Laplace nesta equacao, obtendo assim [1]

r [W”] L W2Lla(t) = LI,

dt?
s2X(s) — sx(0) — 2(0) +w’ X (s) = F(s),

o 0

onde X (s) = L[z(t)] e F(s) = L[f(t)]. Logo, explicitando X (s), temos
F(s)+ sz
X(s) = ———7—. 1.12
()= (6.1.12)
_ 1

Introduzimos G(s) = - de onde segue-se

X(s) = F(s)G(s) + 20 57—

Tomando a transformada de Laplace inversa da Eq.(6.1.12) e utilizando o teorema da convolugao
(1.4.2), podemos escrever

o(t) = wol! szwQ]+£‘1[F(s)]>|<[,‘1[G(s)]
— npl! {Qﬂ;g] /ft— )de,
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onde g(&) = L7HG(s)] e f(£) = L7[f(t)], de onde segue-se a solugdo para o problema

x(t) = zgcos(wt) + i} /Ot ft —&)sen(wé)dE.

No caso em que f(t) = 0, o gréfico da solugao é dada pela Figura (6.1).

6.2 Oscilador Harmonico Fracionario

Nesta se¢ao vamos discutir o caso do oscilador harmonico fracionario a fim de recuperar, como
caso limite, o oscilador harmonico classico. A equagao diferencial fracionaria de ordem 1 < o < 2
é dada por [25]

d
—x(t) + A——=x(t) + Bx(t) = g(t), (6.2.1)
onde 0 < f <1, A e B constantes e satisfazendo as seguintes condig¢oes iniciais
z(0) = zo, Z'(0) = 0.

Consideramos 1 < a < 2, pois no caso em que a = 2, com as escolhas apropriadas das constantes,
recuperamos a solucao do oscilador harmonico classico. Tomando a transformada de Laplace da
equacao diferencial fracionaria, onde estas derivadas sao no sentido de Caputo, obtemos

sYF(s) — s> @—sa_2@+A[sﬂF(s) —sP1 3,;(9_)/] + BF(s) = G(s),

onde F(s) = L[z(t)] e G(s) = L]g(t)]. Segue-se que,

(s 4+ As® + B)F(s) = 2gs® ! + Azs” 1 + G(s)

ou ainda
st sh=1 G(s)
F =gp————— + A . 6.2.2
(5) xosa+Asﬂ+B+ x030‘+Asﬁ+B+sa+Asﬁ+B ( )
Seja
1 ! 1
s>+ AsP+B s+ B ) AsP
s¢“+ B
1 0o L S,Bk
= B L | —
s*+ B ,;)( ) (s*+ B)*
— k gk sk
— —)kAh 2
kz::O( ) (SO‘ + B)k’-l—l
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AsP

< 1. Voltando na Eq.(6.2.2), obtemos

pata s*+ B
0 3 SBkJra 1 k Sﬁk"i’ﬁ*l
F = kAR 1 A —_—
(S> To Z( ) sa + B)k:-i-l + Lo kz:o (Sa + B)k+1 +
G(s)sﬁk
1) "”Aki.
+ Z( 8&+B)k+1
Calculando a transformada de Laplace inversa, segue que
Ayt gBk+a—1 ) - gBk+B—1
[%S) P S,Bk
+ g(t) * {;}(—A) £ [WB)M] } . (623)

Calculamos, na Secao 2.6, a transformada de Laplace da funcao de Mittag-Leffler de trés parame-
tros, segue-se que

LB (kat)] = S o ] (R YO
at’)] = — — | = at”).
vt (s¥ Fa)v (s¥ Fa)v vé
Voltando na Eq.(6.2.3), podemos escrever
.73 = 0 Z kEk+(1 8 k+1( + Al‘o Z t(a k+1)EkJEI B) (k1) +1( Bta)
+ g(t) * [Z(_A)kt( —B)k+a— lEk—i(-l B)k+a( Bta)] 7
k=0
ou ainda explicitando o produto de convolugao
= o Z OB o gy (=B +A‘Tokz R B sy (- BEY) +
0

oo

> (—4)" /D glt = T B (- BEM e

No particular caso do oscilador harménico fraciondrio nao amortecido, devemos ter A = 0, B = w?
e g(t) = 0. Visto que estamos interassados no caso onde o oscilador nao possui atrito, nao devemos
ter o termo envolvendo a primeira derivada, isto é, A — 0. Segue-se, enfim, a partir da solugao
z(t), dada acima, a solu¢ao para o problema

x(t) = oné,l(—aﬂto‘) = 20 B, (—w?t®).

A representagao grafica da solucao é, para diferentes valores do parametro a, dada pela Figura
(6.2).
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x(deslocamento)
1.0 #

0.5

t(tempo)

~0.5"

—1.0F

Figura 6.2: Solucao do oscilador harmoénico fracionario.

O oscilador harmonico fracionario recupera o movimento harmoénico simples, através de um
conveniente processo de limites, com a vantagem de que a modelagem fracionaria aparenta ser
mais precisa que a modelagem inteira, visto que com a modelagem fracionaria é possivel admitir
o efeito do atrito na ordem da derivada, [17].
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Conclusao

A metodologia das transformadas integrais como ferramenta para encontrar a solu¢ao de uma
equagao diferencial (ordindria ou parcial), consiste em transformar o problema de partida em um
problema, em geral, mais simples de ser resolvido. Tendo resolvido este novo problema, aplicamos
a transformada inversa e recuperamos a solucao do problema de partida. Discutimos as transfor-
madas de Fourier e Laplace, assim como algumas de suas propriedades.

As fungoes de Mittag-Lefller desempenham um papel fundamental no calculo fracionéario, pois
surgem como solucao de equagdes diferenciais fracionarias com coeficientes constantes, desempe-
nhando um papel similar ao da funcao exponencial no calculo usual. Introduzimos o conceito das
funcoes de Mittag-LefHer de um, dois e trés parametros bem como calculamos a transformada de
Laplace destas fungoes, pois na resolucao da equacao diferencial proposta se fez necessario o uso
da transformada de Laplace da funcao de Mittag-Leffler de trés parametros. Mostramos também
propriedades e casos particulares da funcao de Mittag-LefHler de dois parametros.

Apresentamos o teorema de Cauchy para integrais repetidas e a partir de sua continuac¢ao ana-
litica obtivemos a integral de ordem inteira. Generalizando esta integral, obtivemos a integral de
ordem fraciondria. Definimos as derivadas fraciondrias no sentido de Riemann-Louville e Caputo,
bem como apresentamos alguns exemplos para cada uma destas formulacoes. Calculamos a trans-
formada de Laplace de ambas as derivadas a fim de fazer uso, da transformada de Caputo, na
aplicacao envolvendo o oscilador harmonico fracionario.

No capitulo referente as regras classicas de derivagdo, concluimos que a tnica regra que pode
ser estendida, para os operadores de Riemann-Liouville e Caputo, é a de linearidade devido ao fato
destes operadores serem lineares. Por outro lado, a regra de Leibniz e a regra da cadeia, ou férmula
de Faa di Bruno, nao podem ser estendidas naturalmente para estes operadores, para tanto sao
necessarias outras condigoes.

Por fim, introduzimos a equacao diferencial fracionaria associada ao problema do oscilador
harménico e resolvemos utilizando a formulacao de Caputo, pois ela traz consigo a vantagem da
derivada da constante ser nula, fato este que possui uma interpretacao fisica. Outro fato que justi-
fica a utilizacao da derivada de Caputo é que a transformada de Laplace, metodologia apresentada
e discutida anteriormente a fim de utilizé-la na resolucao desta equacdo diferencial, da derivada
fracionaria ser dada apenas em termos de suas derivadas de ordem inteira.
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Como uma continuagao deste trabalho efetua-se um estudo sistematico envolvendo uma equagcao
diferencial fraciondria e condi¢oes iniciais/de contorno fisicamente coerentes. A partir das diversas
abordagens da derivada de ordem nao inteira, justificar a formulacao de Caputo como a mais
conveniente nos sistemas fracionarios pelos motivos ja apresentados anteriormente. A derivada
da constante ser nula, a transformada de Laplace ser dada em termos apenas da derivadas de
ordem inteira e pelo fato de a derivada de Caputo da funcao de Mittag-Leffler de um parametro
ser exatamente a funcdo de Mittag-Leffler de um pardmetro, o que generaliza o resultado que
conhecemos do calculo usual, isto é, que a derivada da fun¢ao exponencial é ela prépria. Como
consequéncia, abordar as regras de Leibniz na formulacao de Caputo, [13].
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Apéndice A
Propriedades do Coeficiente Binomial

Este apéndice tem por objetivo demonstrar alguns resultados envolvendo o coeficiente binomial,
que foram utilizados no decorrer do texto.

A.1 Definicoes

O coeficiente binomial é definido por

(+) =

onde n,k € N e n > k. Generalizando para o, € C com a # —1,—2,... obtemos, entdo, o
chamado, coeficiente binomial generalizado, que é dado em termos da funcao gama, ou seja,

(O‘> Lla+1) (A.1.1)

8) TBE+1a—B+1)
A identidade que relaciona a fun¢ao gama com a funcao seno é dada por

™

M)l —z) =

(A.1.2)

sen(mz)

onde x € R e 0 <z <1, conhecida pelo nome de féormula de reflexao.

A.2 Proposicoes

Mostramos a seguir alguns resultados envolvendo o coeficiente binomial, resultados estes que
foram utilizados na demonstracao da regra de Leibniz.

Proposicao A.2.1. Sejam m, k € N, entao

) (=)



Demonstragio. Utilizando a definigdo do coeficiente binomial generalizado, Eq.(A.1.1), obtemos

m m\ I'(m+1) I'(m+1)
<k:—1> i (k) T TTm—k+2) T+ )Mm—k+ 1)

Rearranjando a equacao acima, temos que

m m\  (B)I(m+1)+(m—k+1)T'(m+1)
(k—1>+<k:> Tk + DI(m —k +2)
(m+1I'(m+1)
Lk+1)I(m—k+2)

Utilizamos, agora, a relagao funcional, Eq.(2.1.1), de onde segue-se que

(k;T1> * (Z?) B F(k+£)(l7rz; i)k;+2)'

Finalmente, podemos escrever
m N m\ (m+1
k—1 k) \ k)

Proposigao A.2.2. Sejam a € R* e n € N, temos

<@> _(=)"T(—a)

n n!l'(—a)

Para esta demonstragao serao necessarios dois resultados, a definicdo do coeficiente binomial ge-
neralizado, Eq.(A.1.1), isto é,

a F(a+1)
(n) - nl'(a—n+1) (4.2.1)
e a Eq.(A.1.2)
T(a+1) = T (A.2.2)

sen(ra)l(—a)’
Demonstragio. A partir da definicdo do binomial, temos

(Z) B n!rfiajnli 1)

sen(mra)n!l'(—a)l'(a —n+ 1)

1 -
- n!l'(—a) { sen(ma) (o — n)l'(a — n) }
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Consideramos, agora,

z=n—a = F(@_”)F(Urn_a):m

Fm—a+n}

—n)

n

oD
=

3
2

e

B
{
{

cos(n) sen{arm) } ‘
_senra’]

Proposi¢ao A.2.3. Sejam o € R e n,k € N, entdao temos que

L) =00

Demonstragdao. Utilizamos a definicio do binomial generalizado, obtemos

a n+k\ ['(a+1) Fn4+k=+T1)
n+k k)] Thtk+Dl(a—n—k+1)TE+DI(n+X—K+1)
Multiplicando e dividindo a equagao acima por I'(a — k + 1), obtemos
o n+k\ MNa+1Dl'(a—k+1)
n+k k T+l (a—n—k+1DI'(n+ )l (a—k+1)
[(a+1) MNa—k+1)

Fk+1)la—k+ DT n+ 1) (a—k—n+1)

L) =00

Portanto, segue que
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Apéndice B

Série de Laurent, Singularidades e
Residuos

Discutimos, anteriormente, a transformada de Laplace, porém para que possamos discutir a
sua transformada inversa devemos, no caso geral, introduzir as variaveis complexas, em particular,
os conceitos de: série de Laurent, teorema dos residuos e lema de Jordan.

B.1 Série de Laurent

Sejam C e Cy duas circunferéncias com mesmo centro z = a e de raios Ry e Ry (R < Ry),
respectivamente. Suponhamos que f(z) é uma fungdo analitica sobre Cy e Cy e, também sobre a
coroa circular compreendida entre as circunferéncias. Entao, podemos escrever f(£) em termos da
chamada Série de Laurent [6, 8, 12]

f(&) = ian(f—a)wibn(f—a)” (B.1.1)

onde £ é um ponto qualquer da coroa circular Ry < £ < Ry e os coeficientes a,, e b, sdo dados,
respectivamente, por

_1f/%;1 (f(Z)dz e b _1722 (2 — a)" \dz. (B.1.2)

an — B n — B
2mi z—a)"tl 271

o0
A soma Z a,(§ —a)" é chamada de parte analitica da série de Laurent e o restante da série, que

n=0
o0
consiste na soma Z b, (& —a)™™ é sua parte principal. Se a parte principal é nula a série se reduz
n=1

a uma série de Taylor.
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B.2 Singularidades

Os pontos do plano complexo nos quais uma funcao deixa de ser analitica sao chamados de
singularidades da fungao f(z). No caso em que f(z) é analitica em uma vizinhanga do ponto
a, dizemos que f(z) possui uma singularidade isolada neste ponto [8, 12, 20]. As singularidades
isoladas podem ser classificadas de acordo com o comportamento da fungao f(z) quando z — a
da seguinte maneira.

Definicao B.2.1 (Singularidade Removivel). Se uma funcdo f(z) nao for definida em z = a, mas
existir lim f (z), entdao z = a é uma singularidade removivel. Neste caso, definimos f(a) = lim f (2),
de forma que a funcdo passa a ser analitica em a e na vizinhanca original do ponto.

Definicao B.2.2 (Polos). Se f(z) tem na parte principal de sua série de Laurent um nimero finito
de termos dados por [§]

a_q X a_9 1 i a_p

z—a (z—a)? (z—a)"
onde a_, # 0, entdo z = a é um polo de ordem n. Se f(z) tem um polo em z = a entdo
lim | ()] = oc.

Defini¢ao B.2.3 (Singularidade Essencial). Qualquer singularidade isolada de uma fungao f(z)
que nao seja um polo ou uma singularidade removivel serd uma singularidade essencial. Em tais
casos f(z) nao é limitada nem tende (em médulo) ao infinito, mas oscila de maneira réapida quando
z — a. A série de Laurent para f(z) terd a parte principal com infinitos termos.

O desenvolvimento da série de Laurent permite estudar o desenvolvimento da fung¢ao em torno
de uma singularidade isolada a. Tal desenvolvimento permite representar a funcado em uma série
de poténcias negativas e positivas de z — a, isto é, podemos escrever para o desenvolvimento em
série de Laurent a seguinte série

onde a,, é dado pela Eq.(B.1.2).

B.3 Residuos

O método que permite o célculo de integrais de fungoes reais a partir de integrais de funcoes
complexas utilizando-se um conveniente caminho de integracao no plano complexo é extremamente
util no calculo da transformada de Laplace inversa. Para discutirmos tais integrais é necessario o
teorema dos residuos. Mencionaremos, também, o lema de Jordan que é fundamental no calculo
de integrais reais quando efetuadas através de integragdo no plano complexo [12, 20].
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Antes de enunciarmos o teorema dos residuos, vamos explicar brevemente o que é um residuo
e como ele é usado para resolver uma integral do tipo

j{} f(z)dz

onde C' é um caminho fechado, orientado e simples. Considere uma fungao f(z) que apresenta
uma singularidade em z = a. A série de Laurent de f(z) é

f)= > an(z—a)"
sendo os coeficientes a,, dados por
1 f(z)
p = — ¢ —————dz. B.3.1
270 j{C (z —a)rt! ( )
Note que, no caso em que n = —1 na equagao acima, temos

1
a1 =52 %cvf(z)dza

ou ainda, na seguinte forma

j{; f(2)dz = 2mia_;. (B.3.2)

A expressao acima nos diz que, a_; € o residuo de f em z = a. Logo, para calcular o residuo de
uma fungdo em um ponto, basta expandir a funcao em série de Laurent em torno de tal ponto
e tomar o coeficiente a_; da poténcia z~'. Note que este é o tnico valor de n de modo que o
denominador na Eq.(B.3.1) ndo contribui para a integral.

No caso em z = a é um polo de ordem k, temos'

s = iy T = )

z—a

Enunciaremos, agora, o teorema dos residuos.

Teorema B.3.1. Seja f(z) uma fungao analitica na regido interna ao caminho fechado e simples
C', bem como sobre C' exceto para um nimero finito de pontos singulares zi, z5,- - - , 2 dentro de
C. Entao,

fe f(z)dz = 2mi ; Res f(z).

com a integral sendo tomada no sentido anti-horario no caminho C.

10s detalhes da demonstracio desta expressdo podem ser encontrados em [20].
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Demonstragio. Ver [6, 12, 20]. [ |

O lema de Jordan junto com o teorema dos residuos é utilizado para calcular integrais no plano
complexo, em particular no calculo da transformada de Laplace inversa.

Lema B.3.2. Seja Cr uma semicircunferéncia de raio R no semiplano (complexo) superior e
centrada na origem. Seja f(z) uma funcdo que tende uniformemente a zero mais rapido que 1/|z|
para arg(z) € [0, 7] quando |z| — co. Seja a um ntimero real nao negativo, entao

lim Iz = lim e f(z)dz = 0.

R—o0 R—oo JCp

Demonstragio. Ver [6, 12, 20]. [ |
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Apéndice C

Caso Geral de uma Equacao Diferencial
Ordinaria

Neste Apéndice vamos apresentar a reducdo de uma equagao diferencial ordinaria linear de
segunda ordem, em sua forma mais geral, para uma equagao diferencial ordinaria que nao contém
o termo proporcional a derivada de ordem um. Como caso particular recuperamos a equagao
diferencial ordinaria associada ao problema do oscilador harmoénico sem amortecimento. Dada a
equacao diferencial ordindria

d? A d

g Y(t) + 242y (t) + By(t) = g(2),
com A, B € R, o fator de 2 é colocado por conveniéncia e g(t) uma fungao real de varidvel real. Seja
y(t) = z(t)e*, onde «a serd escolhido de modo que nao tenhamos o termo da derivada primeira.
Derivando y(t) e substituindo na equacao diferencial, podemos escrever

d? d d
@x(t) + 205%1}(15) + a’x(t) + 2A%x(t) + 20 Az(t) + Bx(t) = e *g(t).
Escolhemos o = — A, de modo que tenhamos

Sl + F(t) = () com F(t) = ¢ Vg(r),

onde
042+2aA+B:62:A2—2A2+B = ﬁzzB—AQ.

Para obter a equagao diferencial associada ao problema do oscilador harménico cléssico, Eq.(6.1.9),
devemos escolher 32 = w? e para que esta equacdo diferencial represente o caso do oscilador
harmonico nao forgado, Eq.(6.1.3), devemos ter f(t) = 0.
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