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1. INTRODUGAO

Os métodos de analise de dados multivariados tém como
objetivo fornecer representagdes suscintas das grandes tabelas
de dados, ou seja, de tabelas que contém dados provenientes,
possivelmente, de vAarias variaveis, aferidas em muitas
unidades amostrais. Essas tabelas, em geral, apresentam
dimensdes muito grandes, tornando dificil interpretar os
resultados e informacgdes gque elas contém.

A Decomposigdo em Valores Singulares (normalmente
referida por SVD), é uma das ferramentas mais uteis na algebra
matricial. Suas origens foram devidas aos trabalhos,
principalmente, de matemdticos franceses e italianos nos anos
de 1870 (veja Marshall e 0lkin,1979). Uma das aplicag¢des mais
importantes, a aproximagdo de uma matriz por matriz de posto
menor, deu-se por Eckart e Young(1936).

A estrutura da decomposi¢do em valores singulares
acomoda um conjunto amplo de técnicas para andlise de dados
multivariados, e assim pode unificar andlises gque parecem
superficialmente muito diferentes. Dentre outras técnicas,
fazem parte desse conjunto: Modelos Multiplicativos, Biplot e
Andlise de Correspondéncia, que serao abordadas  neste
trabalho. Estas técnicas sdo todas variagdes de um mesmo tema:
a d4lgebra e a geometria da decomposicao em valores singulares.

Modelos Multiplicativos é um método, desenvolvido por

Mandel (1969), para analise de dados provenientes de
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experimentos nao replicados gque envolvem dois fatores,
preferivelmente, qualitativos. Tem-se uma matriz retangular de
dados, cujas 1linhas representam um fator e cujas colunas
representam o outro fator. O procedimento é baseado na
particdo do efeito da interacao entre os fatores, em uma soma
de termos, cada um dos quais é o produto de duas fungdes, uma
dependendo sé do fator linha e outra dependendo sé do fator
coluna. Os parametros em cada termo sao estimados através da
decomposigdo em valores singulares. O método permite ndo sé
modelar a interacdo, mas também estimar o°.

O Biplot, apresentado por Gabriel(1971), consiste de
uma representacdao grafica de uma matriz de dados
multivariados, cujas linhas referem-se as unidades amostrais e
as colunas referem-se as variaveis, ou vice-versa. Cada
elemento da matriz é expresso como o produto escalar de
vetores correspondendo as linhas e as colunas da matriz. No
caso da matriz ser de posto superior a 2, a representagao
grafica é obtida da matriz de posto 2 que melhor se aproxima
da matriz original. Esta aproximagcdo se da através da
decomposicdo em valores singulares.

A analise de Correspondéncia foi primeiramente
publicada por Hirschfeld(1935), e nao tendo sido muito
difundida, foi redescoberta, independentemente, por varios
outros autores. O tratamento dado por Hirschfeld foi puramente
teérico. A forma geométrica do método originou-se na Franga
com um grupo liderado por Jean-Paul Benzécri. E um método que
se destina a encontrar a representacdo grafica da associagao

entre linhas e colunas de uma tabela de contingéncia, num
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espago de dimensao menor que o original. As linhas e colunas
sdo representadas como pontos. A determinagdao do espago, bem
como das coordenadas dos pontos se d& pela decomposicdao em
valores singulares generalizada da matriz de dados,
devidamente centrada e padronizada.

Neste trabalho, inicialmente, no capitulo 2,
apresentamos a decomposigdo em valores singulares, na métrica
Euclideana, e também uma generalizag¢do, onde outra métrica é
utilizada. Neste caso, denominamos de decomposicdo em valores
singulares generalizada. Em ambos os casos, a aproximacao de
uma matriz por matriz de posto menor foi abordada.

O capitulo 3 é dedicado a apresentagdo de modelos
multiplicativos. Abordamos o ajuste do modelo por minimos
quadrados e por maxima verossimilhang¢a. Decorrente de cada
ajuste, temos o teste para a hipdtese de aditividade do
modelo, e também o estimador de maxima verossimilhancga.

No capitulo 4 apresentamos o Biplot. Tratamos de
matrizes de posto 2, e também de matrizes de posto maior que
2. Abordamos a representacdao da matriz de dados, das
varidncias e covaridncias das variaveis, e das diferengas
padronizadas entre unidades amostrais, através do biplot.

No capitulo 5 tratamos da Andlise de Correspondéncia
para tabelas de dupla entrada.

Com a finalidade de tornar clara a utilizagao das
técnicas apresentadas neste trabalho, tivemos a preocupacao de
incorporar a cada capitulo uma aplicagao. Os calculos, bem
como os graficos envolvidos nas aplicagdes, foram feitos

através do sistema SAS (Statistical Analysis System).
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Consta também deste trabalho um apéndice onde
revisamos alguns conceitos geométricos no espago
multidimensional, os quais sdo necessarios para a compreensao

das técnicas apresentadas.
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2. DECOMPOSIGAO EM VALORES SINGULARES

2.1 INTRODUGAO

A técnica de decomposigdo em valores singulares (SVD)
de uma matriz é uma generalizacgao, para matrizes retangulares,
da decomposigdo espectral de uma matriz quadrada simétrica. E
de grande utilidade na andlise de tabelas de dupla entrada,
uma vez que essas podem ser consideradas como uma matriz.

A decomposicao em valores singulares é uma ferramenta
muito util para 4lgebra matricial, e portanto de grande
aplicabilidade em Estatistica. Ndo sdo muitos os livros textos
de Estatistica que abordam esta técnica. Literatura relevante
sobre SVD em Estatistica deve-se a: Good (1969),
Chambers(1977), Gabriel(1978), Rao(1980), Mandel(1982) e
Greenacre e Underhill(1982), Searle (1982); em matematica vale
a pena destacar Ben-Israel e Greville(1974).

Vamos considerar A:C"—-C" uma transformacdo linear
em 'L(c"C™), e sua representacdo matricial em °c™*". Trata-se
de encontrar a representacdo mais simples (diagonal) desta

transformagido linear.

Sejam U={u ,u_,...,u } e V={v_,v_,...,v } duas bases
1 2 m 1 2 n
n
espago das transformagdes lineares que vao de c , espago
m
vetorial n-dimensional, até C

classe das matrizes mxn complexas
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de C" e (", respectivamente. Denotaremos por A, ,mla 1 e
’ J

"*" a matriz que representa a transformacdo linear A:C"——C",

C

a qual é determinada (unicamente) por:
m
Avj==2 a u j=1,2,...,n (2.1.1)

Para gquaisquer pares de base {U,V) a expressao
(2.1.1) representa uma correspondéncia um a um entre a

transformacdo linear L(C",C") e matrizes de c™*".

Um dos resultados mais importantes, aquele de Eckart

’

e Young(1936), mostra-nos que, para qualquer A € 3CTxn com

valores singulares A(A)={A1,A ,...,AP}, ordenados por A >A22

2

.o ZAF>O, e para quaisquer r escalares d(A)={d1,d2,...,dr)

satisfazendo

| dil = A, i=1,2,...,r

existem duas matrizes unitarias U e U™™ (conjunto das

matrizes mxm unitarias), e V € U7, tais que a matriz

é diagonal.

>
]
c
2
<
I
Q,
5

onde U* é a transposta conjugada de U.

Assim, qualquer matriz complexa A mxn é unitariamente

4equivalente a matriz diagonal D

1 ©Ou seja
classe das matrizes mxn, complexas de posto r
4 mXxn -
matrizes equivalentes: duas matrizes A e B em c sao
mXn
chamadas equivalentes se hd matrizes ndo singulares S € ,
T € (o} tal que B=S AT. Se S e T sdo matrizes unitdrias

entdo A e B s3do chamadas unitariamente equivalentes.
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A=U th* (2.1.2)

A correspondente proposigcdo para transformagdes
lineares diz que para qualquer transformacdo linear A:c"——cC",
com posto(A)=r, e para gqualquer conjunto de escalares
d(A)={d ,...,d} satisfazendo |di|=Ai, existem duas bases
ortonormais V={v_,v_,...,v } e U={u ,u_,...,u} de c" e C",

respectivamente, tais que a correspondente matriz

representacao A é diagonal,

{u,v}

d1 d .
2 :
. .0
_ s R
AonyTl o L.,
o .0
isto é :
A vj = djuj Jj=1,...,r (2.1.3)
A v, = 0 j=r+1l,...,n
Se d(A)=A(A), ou seja, os escalares {d1’d2"“’dr}

forem escolhidos como os valores singulares de A, entao

(2.1.2) é chamado de decomposigdo em valores singulares de A.

2.2 A FORMA USUAL DA DECOMPOSIGAO EM VALORES SINGULARES

A decomposigao em valores singulares que
apresentaremos aqui é uma variagdo da decomposigdo provada por
Beltrani, Jordan e Sylvester (veja MacDuffee,1956, pag78) para
matrizes quadradas reais. A abordagem que faremos é agquela de
Eckart e Young, para matrizes retangulares.

Primeiramente vamos enunciar o seguinte teorema:
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TEOREMA 2.1:

mxn

Sejam O0O#A € c oy A(A) os valores singulares de A,
com

A2 A2 .24 >0 (2.2.1)
e d(A)={d1,d2,...,dr) escalares complexos satisfazendo

la, =2, i=1,...,r (2.2.2)

Consideremos {ul,uz,...,ur} sendo um conjunto

¥*
ortonormal de autovetores de AA correspondendo aos seus

autovalores nao nulos

AA*ui= Afui i=1,...,r (2.2.3)

(ui,uj)=51 i,j=1,...,r (2.2.4)

J

onde BU é o delta de Kronecker.

Seja (vl,vz,...,vr) conjunto de vetores definidos por:

v = —%— Au i=1,...,r (2.2.5)
d

Entéo {v1,v2,...,v } é um conjunto ortonormal de
r
* -~
autovetores de A A correspondendo aos seus autovalores nao

nulos

A'av = Afv i=1,...,r (2.2.6)

(vi,v )y =8 i,j=1,...,r (2.2.7)

Além disso
' 1

u = Av i=1,...,r (2.2.8)
i i
d.
1
Reciprocamente, considere os vetores (vl,vz,...,vr)
satisfazendo (2.2.6) e (2.2.7), e sejam os vetores

{ul,uz,...,ur} definidos por (2.2.8). Entao, {ul,uz,...,ur)
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satisfaz (2.2.3),(2.2.4) e (2.2.5).
PROVA:

Para demonstrar a equag¢do (2.2.6), consideremos v
como definido na equagao (2.2.5). Entdo, pré-multiplicando
ambos os lados da equagio por A*A tem-se:

A*Avi 1 a*a A*ui , de (2.2.3) e (2.2.2) segue

]
Q,
>

*
s

, de (2.2.5) e (2.2.2) segue

O resultado da equagao (2.2.7) é dado por:

1
(V,v,) = —— A'u, A*uj)
d d
P
_ 1 (AA*‘ui,u,), de (2.2.3) e (2.2.2)
- ) segue
d d
i
di
- (4

Para demonstrar a equagdo (2.2.8), consideremos v,
como definido na equagdao (2.2.5), e multiplicando ambos os

lados por A, tem-se:

Avi = E AA*ui de (2.2.3) e (2.2.2) segue
d
i
= du
i i
1
Portanto u = A vV
i d i

i

A prova da proposicdo reciproca é feita trocando A

por A" a cada passo. -
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Uma consequéncia do teorema 1 é o teorema 2, de

Eckart e Young, que tem aplicac¢do na aproximag¢do de uma matriz

por matriz de posto menor.

TEOREMA 2.2:

mxn

Sejam 0=A € C , d(A)={d_,...,d} escalares

complexos satisfazendo
|a, [=2, i=1,...,r
onde

Al > Aa > eee > Ar >0 sdo valores singulares de A.

Entaoc existem matrizes unitarias U € U™ e V e U™

tais gue a matriz

- . .
dld .
2 .
. . 0
* d . < s
DA= UAV = r. é diagonal. (2.2.9)
o . 0
PROVA:

Para A ¢« CTm, matriz dada, vamos construir 2
matrizes U e V como seque. Consideremoé os vetores
Qﬂ,uz,...,ur) em C" satisfazendo (2.2.3) e (2.2.4), e assim
formam uma base ortonormal de R(AA*FJR(A). Seja {uNl,...,qﬁ
uma base ortonormal de 6R(A)'L==7N(A*). Entdao o conjunto

5 m n
R(A)={y€C : y=Ax para algum xec)
6 1

R(A) : ortocomplemento de R(A)

7
N(A)={x€C : Ax=0} , espago nulo de A
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m

{ul,...,ur,ur 1,...,q9 é uma base ortonormal de C

+

satisfazendo (2.2.3) e

A*ui= 0 i=r+1,...,m (2.2.10)

A matriz U definida por:

U=hﬁ,...,ur,ur+1,...,um] (2.2.11)
é assim matriz unitaria mxm.

Consideremos agora os vetores {vl,vz,...,vr) em C"
como definido em (2.2.5). Entdo esses vetores satisfazem
(2.2.6) e (2.2.7), e consequentemente formam uma base
ortonormal de R(A*A)=R(A*). Seja {vr+1,...,vn} uma base
ortonormal de R(A*)=N(A). Entéao {vl,...,vr,vr+l,...,vn} é uma

base ortonormal de C" satisfazendo (2.2.6) e
Av)=0 j=r+l,...,n (2.2.12)
A matriz V definida por:

V=rv1,...,v 'V .,v ] é assim uma matriz unitaria
n

r r+1’°°
nxn.
Considerando U e V da forma expressa acima, a matriz
D,= uva v = 4, ] i=1,...,m (2.2.13)
j=1,...,n
satisfaz:
de= ur A vJ = 0 , se i>»>r ou Jj>r, por (2.2.10) e
(2.2.12) e para i,3=1,...,r
=u, AV
1] J
1 * *
= — u, A A uj por (2.2.5)
d

=d u u por (2.2.3) e (2.2.2)
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=d 8§ por (2.2.4)

Assim D é da forma:

é diagonal.

0

Q

Como U e V sdo matrizes unitarias, de (2.2.13)

tem-se:

Uma forma equivalente de expressar a decomposicdo em

valores singulares é:

r
A=} duv
i1
=1
onde os r vetores m-dimensionais u.,...,u sdo denominados de
r
. 8 .
vetores singulares esquerdos , constituem uma base ortonormal
~ * ,
para as colunas de A e sao os autovetores de AA , associados
2 2 .
aos autovalores Al,...,A . Similarmente, os r vetores
r
n-dimensionais VioreeosV sdo denominados de vetores singulares
r
. . . *
direitos, constituem uma base ortonormal para as colunas de A
~ * .

e sdo os autovetores de A A, associados aos mesmos autovalores

2

Al,...,kf. As matrizes F=UDA e G=VDA contém as coordenadas das

linhas e colunas de A, relativas aos vetores bases em V e U,

8

Um par de vetores u e v s3o chamados de vetores sin{;ulares de
uma matriz retangular A  se as  condigdes Av=Au e AU=AV s3o
vdlidas simultaneamente, para qualquer valor singular de A,

A>0.
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respectivamente. Se A = U DAV* for expresso por A=FV*, podemos

. . . . »*
escrever a i-ésima linha de A, a , como:
1

assim, a 1i-ésima linha de F contém as coordenadas de a..
1
Similarmente, a j-ésima linha de G contém as coordenadas da

j-ésima coluna de A, relativas aos vetores bases de U.

2.3 APROXIMAGAO DE UMA MATRIZ POR MATRIZ DE POSTO MENOR

Para uma dada matriz A € ¢ e um inteiro k, 1<k<r,
r

a melhor aproximagdo de A, de posto k, ¢ a matriz A e CT",

satisfazendo
| A-a_ = inf | A-X|
X € C
k
onde | | € a norma da matriz, ou seja
* 172 non 2,172
| A | = ( trago A'A ) =(ZZ|aU|)

i=1j=1

Para as matrizes DA’ U e V do teorema 2, consideremos

Dl(k),U(k)e Vm) submatrizes definidas por:
d
! kxk
D = . € C
A (k) - 4
k
= mxk
U(k)— [u ,...,uk] € C
= nxk
V(kf— [vl,. ..,vk] € C

Entdo a melhor aproximagao de A de posto k e:

E 3
A= Vo Paoa Vo (2.3.1)
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a qual é udnica se e somente se o k-ésimo e (k+1)-ésimo valores
singulares de A forem distintos (A, # 2

) -

0 erro da aproximagao de A por Aké dado por:

k+1

r 5 172
| A=A =L a]) (2.3.2)
i =k+1

PROVA:

A norma da matriz é unitariamente invariante. Assim,

para qualquer X € CTm

| A-X | =] vuav - u'xv | por (2.2.9)
*
=] b, - U'xv|
Denotando U*X V = Z = [ z,, ] (2.3.3)
| A-x]=]D-2|

Assim, vamos minimizar a norma ao quadrado:

2 2
| a-x|%= | Dp,-2]

i ii
1 i#®j
ou
i>r

r
_ _ 2 2
=Ll a -z,0°+ 5z (2.3.4)
O unico Z € Cfm que minimiza (2.3.4) é portanto:

d , se 1 < i=j < k
(2.3.5)

e (2.3.1) segue de (2.3.5) e (2.3.3).

Pode-se mostrar que l\(k pode ser reescrita como:

)
k
A = ¥ duv
(k) PR RE R

k
= ( Zuiut ) A por (2.2.5)
i=1

e esta expressdo pode ser usada para provar a unicidade de

(x)*
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Finalmente, (2.3.2) segque de

r
| A - AmJF =7 Af por (2.3.4),(2.3.5) e (2.2.2). m
i=k+1

2.4 DECOMPOSIGCAO EM VALORES SINGULARES GENERALIZADA

Vamos considerar ¥Y(mxm) e & (nxn) matrizes simétricas

positivas semi-definidas conhecidas; entdo qualquer matriz

mxn

AecC pode ser expressa como:
* r *
A=NDM =}y2arnm (2.4.1)
i=1
onde NN =L e M'e M =1, (2.4.2)

ou seja, as colunas de N e M sao ortonormalizadas com respeito
a ¥ e &, respectivamente. Esta decomposicdo é denominada de
Decomposicao em Valores Singulares Generalizada nas
métricas Y e ¢ .

As colunas de N e M sdo chamadas de vetores
singulares generalizados esquerdos e direitos,respectivamente.
Eles ainda sdo bases ortonormais para as colunas e linhas de
A, mas a métrica imposta nos espacos m e n-dimensionais néao é
a métrica Euclideana simples, mas sim a métrica Euclideana
generalizada (ou ponderada), definida por v e P
respectivamente. Similarmente, os elementos da diagonal da
matriz DA podem ser chamados de valores singulares

generalizados, ordenados do maior para o menor.

A SVD generalizada ¢é facilmente provada quando se

I : matriz identidade mxm.
m
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assume a decomposigdo em valores singulares usual de

172 1/2 . . e s
¥Y'°A ¢, onde usamos a raliz gquadrada da matriz simétrica

(isto é, se ¥ é decomposta como W=WDaw* entdo W”Q=WD;QW*):

%A ¢V%= vy DAv* onde v'u e

*
vv=T1l

I
-

(2.4.3)

Considerando N = 9¥"%0 e M= ¢"% (2.4.4)

tem-se (2.4.1) e (2.4.2).

A correspondente generalizagdo para aproximagdo de A

por uma matriz de posto menor, a qual €& induzida pelo

resultado do item (2.3) é& como segue: se os ultimos r-k
k
termos de (2.4.1) séo retirados, entéo A“d= Y Ainim: =
i
* . . ~ o s
NUODAJk)M(H e a aproximagao de minimos quadrados

generalizada de A, de posto k, a qual minimiza:
traco { ¥(A-X)d(A-X)") (2.4.5)

entre todas as matrizes X de posto menor ou igual a k.
Quando ¥ ¢é uma matriz diagonal D de numeros

ositivos w ,...,w, a expressao 2.4.5 ode ser escrita
1’ 14 m p

como:

trago{Dw(A-X)d)(A-X)*} = § W (a - xl)*é(ai—xi) (2.4.6)
i

onde a e x sdo as linhas de A e X respectivamente, escritas
como vetores coluna. Os valores Wopeoo W sdao massas (pesos),
os quais sdo atribuidas as linhas. As linhas de X sao pontos
desconhecidos no subespa¢o Kk-dimensional e o minimo de
(2.4.6), atingido por X=Axm’ identifica o subespago o qual
estd mais préximo dos pontos em termos de soma ponderada de

distdncias ao quadrado. Neste <caso os vetores m,...,m

k
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definem os eixos principais ortonormais do subespago, e a

matriz NuoDA(m define as coordenadas (com relagcdao a esses

eixos) das projegdes dos pontos no subespago. E importante
ressaltar que a ortonormalidade dos eixos e das projegdes é

definida em termos da métrica &.

Usualmente as linhas de FzNuoDA(m sao desenhadas

como pontos no subespago Euclideano k-dimensional (k
frequentemente sendo 2 ou 3) para explorar a configuracgdo
multidimensional das 1linhas da matriz A. Entretanto, é

possivel desenhar também as 1linhas de G=MuoDA(m no mesmo

espago, como descrito por Gabriel (1971,1980,1981).

Note que a matriz aproximacgdo 11\(k equivalentemente,

)I

o subespago otimo definido por Mm)’ é Unica se Ak é

estritamente maior que A



3. Modelos Multiplicativos




3. MODELOS MULTIPLICATIVOS

3.1 INTRODUGAO

Sao frequentes situagdes em que o objetivo de um
experimento é avaliar a dependéncia entre caracteristicas de
interesse (variavel resposta) e fatores. Em geral, o que se
faz €& escolher um numero fixo de niveis para cada um dos
fatores, e obter, através do experimento, respostas para todas
as combinag¢des dos niveis dos fatores. Tal procedimento produz
uma matriz de dados.

Vamos considerar situagdes em que a resposta é uma
variavel aleatdéria quantitativa e que a natureza dos dados
depende de dois fatores que sdo representados pelas linhas e
colunas da matriz.

Denotaremos por a« e B os fatores com m e n niveis
respectivamente, e y, a resposta associada ao i-ésimo nivel
do fator a e j-ésimo nivel do fator B. Temos portanto um
conjunto de mn observacodes. Conjuntos como esse sao
frequentemente analisados através do ajuste de modelos que
expliquem, o melhor possivel, o comportamento da variavel
resposta em funcdo dos fatores considerados, com um minimo de
parametros. Dessa forma, as seguintes representag¢des poderiam

ser tentadas sucessivamente:

(1) Y, = H

18
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(i1i) y1j = u + o ou yij = u + BJ
(iii) y = u + a + B,
1) 1 ]
(iv) y  =wu+a +B + 7
ij i b ij
onde:
u constante, estimada pela média global
o "efeito principal da linha"
Bj "efeito principal da coluna"
7. "interacdo entre linha i e coluna j"

i)

Em (i) temos o modelo mais simples possivel, se
considerarmos adequado informa que ambos os fatores ndo tem
efeito. Em (ii) temos a influéncia de um so fator e esta e
aditiva; em (iii) a dependéncia aditiva de ambos os fatores. A
expressdo (iv) informa apenas que a suposicdo de aditividade
ndo é valida. Notemos que a reducgdo para os dados sé é obtida
nos casos (i), (ii) e (iii). Os mn numeros sdo representados
por um parametro em (i), por m ou n pardmetros em (ii) e por
m+n pardmetros em (iii). Em (iv), desde que u=0, « =0, BJEO,

[ 4

; produz zeros para os residuos. Esta representacao tem
1

ij
mn parametros e ndao had reducdao dos dados. No caso do modelo
expresso por (iii), temos uma aproximacdo que depende de i e
de j através da soma de duas fungdes, uma dependendo sé de i e
outra dependendo sé de Jj. O mérito desse modelo é a
simplicidade de interpretacao.

A suposicdo de inexisténcia de interagdo ndo deveria
ser feita sem Jjustificativa de sua validade. Entretanto,

encontramos muitos ©pesquisadores que lancam mao dessa

suposigdo, especialmente quando esta impossibilita o emprego
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de algum teste estatistico. No caso de experimentos em que se
tem apenas uma observagdo a cada combinacdo dos niveis dos
fatores (experimentos sem replicacgdo), o problema de interacgao
torna-se critico pois:

- os métodos usuais ndo se prestam a verificacao da
validade do modelo aditivo, isto é, ndo determinam a presenga
de interacdao;

- a nao aditividade faz com que os modelos da forma
(iv) nao representem reducdo alguma dos dados, ou seja, as mn
observagdes sdo representadas por mn parametros;

- os dados nao fornecem um estimador ndo tendencioso
para a varidncia do erro aleatdrio;

Devemos observar que existem alguns procedimentos que
se prestam a testar a ndo aditividade, no caso de dois fatores
(veja Freitas,1986), tal como "um grau de liberdade para nao
aditividade de Tukey", (Tukey,1949). Entretanto, o maior
interesse reside em modelar a interacdo. O método que iremos
abordar foi desenvolvido por Mandel(1969) e permite modelar
termos da interacao, estimar o° e, consequentemente,
determinar sua presenca, mesmo em experimentos sem replicagéo.
A idéia é particionar a fungdo de duas variaveis em duas
fungdées multiplicativas de i1 e j. Isto porque uma particgao
aditiva é impossivel, dado que as partes aditivas ja foram
extraidas do modelo.

Embora essa técnica possa ser estendida para um
nimero maior de fatores (Carvalho,1977 e Giannotti,b1982),
estudaremos apenas o caso de 2 fatores (veja Miliken e

Johnson, 1989).
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3.2 O MODELO DE MANDEL PARA A INTERAGCAO DE DOIS FATORES

Considere um experimento fatorial mxn sem replicacgao

onde a variavel resposta pode ser representada pelo modelo

y}j = u + o + BJ + 71) + eij i=1,...,m (3.2.1)

j=1,...,n
onde eij é considerado erro aleatdrio ndo observavel com média
zero e variadncia constante.
Usualmente as seguintes restricdes sdo impostas:

¥y . =0

m n m

Hek:

3

Pode-se notar que o modelo (3.2.1) expressa Yy,
funcdo de duas variaveis, como duas fun¢gdes que dependem de

uma soé variavel, o« e Bj, mas também envolve uma fungdo de
duas variaveis, xu.

No caso em que se tem yu=0, o ajuste do modelo acima
é feito por minimos quadrados, e produz um residuo que sera
apenas um erro aleatorio. No caso da interagdo estar presente,
o residuo contera, além do erro aleatdério, um componente
sistematico. Baseados nisso, vamos procurar uma representagao
para o residuo de tal forma que o componente sistematico possa
ser isolado e que a representacdo obtida seja informativa a
analise.

A suposicdo adotada por Mandel (1969) & expressa pela
seguinte equacgao:

»*
Y =8 uv + g'uv + 8’'u’'v’ +...+ e
13 1] i

N y (3.2.2)

onde e1 e uma variavel aleatodria com media zero e
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desvio-padréao o.

Sem perda de generalidade, sdo impostas as seguintes

restricgodes:
yu =7JYyu = ...=Yyv =)yv =,,.=0 (3.2.3)
i i J b]
i i J J
Zuz =2u’2= ...=Zv2 =):v’2=...=1 (3.2.4)
i i j J
i i b] B
Quando WU € expresso apenas por poucos termos
multiplicativos do tipo eu?vt, a equagao (3.2.2) ainda

J
constitui uma real simplificagdo, pois esta representa uma

aproximag¢do de mn valores com (m-1)(n-1) graus de 1liberdade,
por k(m+n-1) parametros, sendo k o numero de termos.
As equacgdes (3.2.1) e (3.2.2) com as restrigodes

(3.2.3) e (3.2.4) constituem o modelo de Mandel(1969), sendo

M, «, Bj , 9, u vj , 8’, u; , v; , etc... os parametros
estruturais.

Trata-se agora de encontrar estimativas para os novos
parametros 6, 6’', u, 0W,..., v, v', ... e para o desvio padrao

do erro aleatdrio (o).

3.3 0 AJUSTE POR MINIMOS QUADRADOS

Vamos retomar o modelo expresso em (3.2.1)

= + i = . e
yij u ai + Bj + WU + e1j 1 1, ,
j=1,...,n

Um conjunto de solugdes de minimos quadrados para os

- parametros do modelo acima é dado por:

A
u = y'-
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P = -

i - yi. Y

B, =v -

5 = - - +y =r 3.3.1
7” Yy Y, Y Y = I (3.3.1)
Os simbolos "A" e ".," s3o usualmente utilizados para

representar a solugao de minimos quadrados do parametro e a
média da variavel sobre o indice omitido, respectivamente.

Em (3.3.1) temos o residuo do modelo apds o ajuste da
parte aditiva de (3.2.1). Quando a interacdo estiver presente
no modelo, este devera conter um componente sistematico, o
qual poderda ser detectado através de uma aproximagao de
minimos quadrados de r, pelo modelo (3.2.2).

Seja R=(rij) uma matriz mxn de residuos e u e v
vetores coluna com m e n elementos, respectivamente. (Tem-se
1'rR=0" e R1=0, sendo 1%41...1)). Entdo a equacao (3.2.2)

pode ser reescrita em forma matricial,
R=Y6 u v: + E (3.3.2)
onde:

p < posto(R), inteiro fixado

E matriz de erros aleatédrios

t .
Pode-se observar que u v, forma uma matriz de posto
menor ou igual a 1 e, como o postoc da soma de duas matrizes

nado pode exceder a soma dos postos dos somandos, tem-se:
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P
posto ( } 6 u v: ) <p

i=1

Para a obtencdo dos estimadores de minimos quadrados
dos parametros em (3.3.2) utiliza-se o resultado do teorema
2.2 (Eckart e Young), apresentado no capitulo 2. Este teorema
mostra que a melhor aproximag¢do de uma matriz por matriz de
posto menor €& dada pela soma de p matrizes de posto 1,
determinadas pela decomposicdo em valores singulares de R,
para p < posto(R).

As solucgdes de minimos quadrados dos pardmetros de

p
R=):6iu_lv:+E
i=1

sao dadas por:

8 =a > 8 =a > L. > 8 =a A, A ,eea, A sdo o0s p primeiros
1 1 2 2 p o] 1 2 j o)

valores singulares de R;

A A A .
ua, u, ..., u autovetores ortonormalizados de
P
t
RR", correspondendo aos autovalores
2 2 2
82, 82, ..., &%
A A A .
Vo Vo ey V autovetores ortonormalizados de
P

t
R'R, correspondendo aos autovalores

B, 82, ..., &

P

A aproximacdo de R vista dessa maneira, €& bastante
simples e necessita apenas de um algoritmo <com Dboa
estabilidade numérica, como por exemplo o algoritmo de
Francis (veja Lawson e Henson,1974).

Devemos agora, procurar algum meio de determinar o
numero p de componentes multiplicativos, que devem permanecer
no modelo, de tal forma que representem a interagcdo e que o

. s oA . 2
modelo nos forneca um estimador para a variancia o .
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3.4 UMA ANALOGIA COM ANALISE DE VARIANCIA

Seja R=(rU) uma matriz mxn , onde

=Y

rij ij- yi._ y - y

- J
ou seja, r, é¢ o residuo do modelo (3.2.1) apds o ajuste dos
termos aditivos.

Seja
P 5 4 4
R =~ ¥ u v, , para p < posto(R) (3.4.1)

A soma de quadrados dos residuos do modelo aditivo é

dada por:

e nos interessa estudar a forma com que ela se decompSe quando
os residuos sdo aproximados por (3.4.1).

Denotaremos entdo, por Ri (i=1,...,p), os residuos
de (3.3.2), obtidos apdés o ajuste de i componentes 6 u vt, ou

seja:

A t A A At

R =R-86 & ¢ =RrR- (6 & ¢ +86_ 4 99

2 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2
A A A At
R =R -8 & ¢ =R - (é G " +...+86 0 ¢ )
k k-1 k k k 1 1 1 k k k

onde kK é um inteiro tal que 1 < k < p.

Temos entao,

R=R - ¥ é, u v.o= E éi

i=1 i=k+1

.C>
<
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2
> m n (k)2 m n p /(\l) /{1)
I®J%=X © &=t I | I 84 9]
J
i=1 j=1 i=1 j=1 1=k+1
m n p P (1) (1) (1) (1)
=y Y ¥y [y & 8,4 4 ¢ ¢
, 1 1 i i j b]
i=1 j=1 1=k+1 1 =k+1
p p m (1) (1') n (1) {1%)
=y Y &6, 14 4 gy o ¢
, 1 1 i i j j
I=k+1 1 =k+1 i=1 j=1
(3.4.2)
Como os conjuntos (Gi,i=1,...,p} e {Qi,i=1,...,p} sao
dois conjuntos ortonormais de vetores,
m (1) (1) n (1) (17)
A A
¥ u u = ¥ 05 Qj =0 para 1 = 1’
=1 1=1 (3.4.3)
=1 para 1 =1’
logo de (3.4.2) e (3.4.3) resulta que
2 > 2
I RIZ= £ 8 ,1<kz<p (3.4.4)

1=k+1

De (3.4.4) podemos verificar que

2 2_ A2
| R | - | &, |°= 82

o que representa a redugdo na soma de quadrados obtida pela

. ~ t
inclusdao do componente 8 u v no modelo.
k+1 k+1 k+1

Conseguimos, assim, uma férmula geral para a soma de

quadrados dos residuos, dada por:

m

| ®1°= I

e o quanto cada componente multiplicativo contribui para essa
soma de quadrados.

Esse particionamento da soma de quadrados dos

residuos, em p componentes é?, nos induz a pensar numa andalise

do tipo andlise de varidncia, para decidir se um componente é



MODELOS MULTIPLICATIVOS 27

ou ndo significante.

Surge, no entanto, a questdo sobre a distribuicgdo dos
é?, que ndo sao formas quadraticas das variaveis originais
yU. Se supusermos gue os erros eij sao normalmente
distribuidos, entdo os éf sao distribuidos como os autovalores
de uma matriz com distribuicdo de Wishart. Isso pode ser
verificado em Carvalho(1977).

Uma maneira de resolver o problema, ¢é considerar
algumas suposi¢des feitas por Mandel(1969), que nos permitiréao
realizar uma andlise de forma andaloga a andlise de varidncia
usual.

Suponha gque os riJ sdo elementos de uma amostra
aleatoria, proveniente de uma populacao normalmente

distribuida, com média zero e variancia unitéaria.

Sejam as quantidades
_ 2 _ 2 _ 2
M =E 6’1 , M= 6] , M_=E [éa] ;e

os valores esperados dos resultados éf, éz, @i,... obtidos dos

valores r .
1]

CA s ~ 2
Se a variancia da populacao for o, temos
2 2 2 2
= * M = * . o
E[él] o o EB)= 0% M,
~ 2 ~ . ~ v
e as razobes é”/M, serdao, todas, estimadores ndo tendenciosos
1 1
2
de o".
Agora, se uma matriz Y=(yr) é dada, e se os
J

elementos r.=yY y

3 iy

. ~ ~ 2 ~ . . .
normais, entdo as razdes é./Ml serao simplesmente estimativas
1

LY fk y sd0 apenas erros aleatodrios

de 02, onde os valores @? sdo obtidos de R=(rU) e as

quantidades Mi de uma matriz de elementos N(0,1l) de mesmas
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dimensodes.

As quantidades Ml, obtidas dessa maneira, cumprem, em

certo sentido,

um papel andlogo ao dos graus de liberdade na

andlise de varidncia usual e sado chamados de "Pseudo graus de

Liberdade".

Uma tabela do tipo da andlise de varidncia pode entéao

ser construida, para decidir se um componente deve ou nao ser

mantido no modelo (tabela 3.1).

Tabela 3.1 Andlise de Variancia

FONTE QE GRAUS DE SOMA DE QUADRADOS RAZAO
VARIACAO LIBERDADE
- 2
o m-1 nYy (y,-y)
1=1 )
= 2
B n-1 m ) ;T YD
jo1 "
m n 2
¥ (m-1) (n-1) L L(y,~y -y +ty)
i=1j=1
t 2 2
8. u v, M1 él éI/M1
t 2 2
2%2V2 M, éz éz/M2
t 2 2
3%3V3 M, é3 é:,/M3
m n 2
TOTAL mn-1 Y Yy (y. -y )
1] .
(corrigido)
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~ 2 .

Se as razoes ér/Mi forem todas aproximadamente
iguais, ndo teremos argumentos para rejeitar a suposigdo de
que os elementos da interagdao sdo erros aleatdrios normais.
Entdo, a analise poderda ser levada a cabo, utilizando-se a
interacdo como residuo.

2 2 2
Por outro 1lado, se él/M1 >> éz/Mzz é3/M3= ey
podemos supor dque existe um termo multiplicativo que
. ~ 2 éZ . .
representa a interacdo e que I R |- ) sé estima a
v oA . 2
varidncia o°.
De maneira andloga, podemos supor que existem dois

termos multiplicativos que representam a interacao, se
2 2 2 2
82/M >> B%/M >> B ~ M= ...
1/1 2/2 3/M3 é4/4 !
e assim por diante.
Esse é o caso, em que, além de obtermos um estimador
cA s 2 .
para a varliancla o , podemos 1l1interpretar o comportamento da
interacao.
A variavel resposta Y., do experimento poder4,
J

nesses casos, ser representada por

1) 1)

k (
y = f+ &1 + éj + 7 él { ¢

i
. 1=1

(
A
v
i J

onde k é o numero de termos multiplicativos selecionados para
representar a interacio.

Pode ocorrer, também, que a interacao esteja presente
no experimento mas nao apresente, nem ao menos
aproximadamente, um comportamento multiplicativo. Nesse caso,
as razdes apresentardao um comportamento diferente dos
mencionados acima, e a representagdo da interag¢do através do

modelo multiplicativo ndo sera util.
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3.4.1 OS PSEUDO GRAUS DE LIBERDADE

As quantidades Mi podem ser encontradas tabeladas no
apéndice do artigo de Mandel(1969), para i=3 e alguns valores
especificos de m e n (4<m<100 e 4<n<20).

Além das quantidades Mi, o artigo nos fornece também
seus desvios padrdo e os valores Mi expressos como porcentagem
do total de graus de 1liberdade da interacdo. Essas
porcentagens prestam-se a uma interpolacdo mais precisa que os
valores Mi.

Os valores Mﬁ,Mz, e M3, foram obtidos através de 625
experimentos de Monte Carlo, para cada combinacdo de m e n, e
representam os valores esperados dos trés primeiros
autovalores de uma matriz de Wishart.

Essas tabelas estdo apresentadas no apéndice B

(Tabelas Bl, B2 e B3).

3.5 0 AJUSTE PELO METODO DE MAXIMA VEROSSIMILHANGCA

Johnson e Graybill(1972), deduziram os estimadores de

maxima verossimilhangca para os pardmetros no modelo:

y1;= u + o + BJ + 6 u.ivj + eij i=1l,...,m (3.5.1)

j=1,...,n
onde os e sdo independentes e identicamente distribuidos
1

N(O,GZ). As sequintes restricgdes foram impostas:
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Note que essas restrigcdées nao implicam em perda de
generalidade na parte aditiva. Na parte multiplicativa as

m
restrigdes 3ja sdo atendidas (Eui =

n
i=1 j=

vj = Q). O paréametro
1

m

. 2

6 1incorpora o fator escalar de u e v, de sorte que 7} ui
i=1

J

"M s

2 - s
vj = 1 tampouco é restritivo.
1

Novamente vamos considerar R=[rU], i=1l,...,m e

j=1,...,n, matriz mxn de residuos do modelo aditivo, ou seja

rn = yu - yL - yg + y”
Note que

_ _ 1 _ 1
R = (Im m Jm) Y (In n Jn) !

onde Y é uma matriz mxn de observagdes; I e I sao matrizes
m n
identidade mxm e nxn respectivamente; J e J sdo matrizes de
m
1’s com dimensdes mxm e nxn respectivamente.
. 2,2 2 < t
Sejam A1>A2>...>A os autovalores nao nulos de R'R.
t t . ~
Note que RR e RR tem o mesmo conjunto de autovalores nao
nulos.
Apresentaremos a seguir 3 lemas que s&o utilizados

para encontrar os estimadores de maxima verossimilhanga dos

pardmetros no modelo dado.

Lema 3.1: O valor maximo de (}:Zuiv

2 .
Y. )" com respeito
1 J 1)

au ev, sujeito as restricgédes

Yyu=3% v=0 e Y u’= Y ve =1 (3.5.2)
oy iy

. 2 2 . t L .
e Al, sendo 7\1 0o maior autovalor de R R. O valor maximo é

atingido quando u=[u1] é o autovetor normalizado de RR' e
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v=[vj] é o autovetor normalizado de RtR, correspondentes ao

2
autovalor Al .

Lema 3.2: Considere Y, R, u, v, Al como definidos

. P 2 .
acima. O valor maximo de (} ¥ u_vjr.j) com respeito a u e
1 1
i ]

Vi sujeito as restrigbes em (3.5.2), é A, o e ¢ atingido
gquando u=[ui] é o autovetor normalizado de RR' e v=[vj] é o

. t
autovetor normalizado de R'R, correspondentes ao autovalor Al.

Lema 3.3: A seguinte desigualdade é valida para todo
real x >-1 e para todos os valores positivos y e n:

(y e H > [y (1+x) e V7

Teorema 3.1: No modelo expresso por (3.5.1), os

estimadores de maxima verossimilhan¢a dos parametros sao:

A

u = yc-

x=y =Yy i=1,...,m

~ L]

B=Y - Y j=1,...,n

j - J ..

A2 . . t

e = Al o major valor singular de RR

A

u = [ui] o autovetor normalizado de RR'
correspondente ao autovalor Al

v = [v] o autovetor normalizado de Rtl§
correspondente ao autovalor Al

N2

PROVA:

. t t t t t 2 . . .
Seja t=(Mu,a ,B,8,u,v ,0). Apds partliclonar a soma
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de quadrados no expoente da maneira usual, a fungao de

verossimilhanca de T é dada por:

mn/2
L(t)=[ _}_E } exp {- 1 5 [ D) rff+ mn (4 - y.)z
i

210 20

+nl -y, *y)Y + nL@ -y +vy)
i J

+ (68 -Y %Y u?vjrxpz - (X uﬁﬁr )2 ] }

i j i ]
Pode-se mostrar que:
mn/ 2
1 1 2 2
L(r)s[———] exp { 2l rre-C vy, }
2 2 ij i j i}
2no 20 i j i3

No lema 6.3 considere

x+1=[ Y % rfj - (? %: uivjrlj)z]/ mno?

i

Yy = 1/[2n (x+1)oﬁ >0
a = mn/2
Entdo, segue-se que L(T)<(ye ')>. Pelo 1lema 3.2

tem-se que

2 2
(03D UEVfaJ)S,AI , € consequentemente
i

mn "2 ans2
L(t) = 5 e ™
_Al)

2t (3 rf
t]

Para mostrar que este valor maximo é& atingido para os
estimadores de maxima verossimilhan¢ca dados neste teorema,

‘basta substituir os parametros pelos estimadores na equagdo de

verossimilhanca. n
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3.7 TESTE DA RAZAO DE VEROSSIMILHANGA PARA H0:9=0 vs Ha:6¢0

Apresentaremos a seguir o teste da razao de
verossimilhang¢a apresentado por Johnson e Graybill(1972), para

a hipétese de aditividade (H :6=0), no modelo (3.5.1).

Sob o modelo aditivo, YU= no+ o + Bj + eij , ©O

maximo da funcdo de verossimilhanca é dado por:

mn/2
mn -mn/2
e

sup L(u,x,B) =

™~

2
r
1]

m
2n )
i

(.}

A estatistica do teste da razao de verossimilhanca é

dada por:

r Sqmn/2

onde PH[Af< Kﬁ=a, o fixado. Para uma probabilidade de erro
()

tipo I igual a «, a hipodtese H:6=0 ¢ rejeitada em favor de H_
se A"<K*.

Este teste é equivalente a rejeitar Ho se:

A = > K , onde

P ! > K = aq, para a fixado.

Uma vantagem de se empregar o teste da razao de
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verossimilhanca €& que, em muitos casos, pelo menos a
distribuicdo assintética de -2logA é conhecida. Neste caso,
Johnson e Graybill conseguiram estudar a distribuicdo de A.

A distribuicao conjunta de Af, A;,...,Aid tem a
distribuicdo das raizes n&do-nulas da matriz W, distribuida
como uma Wishart Wn_l(m-l,GZI,K;FtF Kn), onde

Knl(i= I - —%— J (nota-se que RanK:;YKmK:,) e I' é
uma matriz genérica representando a interacgdo (isto é, com
1'r=0"* e I'i=o )

A distribuicadao de A, para 6=0, pode ser estudada com

o resultado acima, de maneira direta, através de

transformagdes.

3.6.1 DISTRIBUICAO DE A QUANDO 6=0

Vamos encontrar a distribuicdo da estatistica da
razado de verossimilhancga A=Af/(}\f + Az . Ai_l), sob a
hipotese de inexisténcia de interagdo.

Para simplificar a notacgdao faremos p=n-1, g=m-1, com
psgq, e 1i=A?, de forma que os autovalores de W sao
11>12>...>1p e W é distribuido como Wp(q,GZI,O).

A funcdo densidade de probabilidade conjunta dos
autovalores & dada por:

P m
_ (q-p-1)/2 1 _
f(l1’12”"’lp) = CTII 1, exp[} — Y 11] igj (1‘1 1j)
i=1 20 i
para 0<1 <1 <...<1 <1< o«
p p-1 2 1

onde



MODELOS MULTIPLICATIVOS 36

Seja agora,

U, = T+ L7 ... +1 1=1,...,p"1

Portanto,

O Jacobiano da transformacgao é qu, como é facil de

verificar.
Os u’s variam em a<uc< bi i=2,3,...,p-1 e
1
—<u <1, 0O<u <o (3.6.1.1)
p 1 p
onde
1-u - ... - u
ai = P+ 1 -1 1=2,3,...,p-1
bi = min (u, _,1-u - u, - - ulq) i=2,3, p-1
Portanto, a densidade conjunta de Ulﬁg,...,Up é dada
/2 p-1 (q-p~-1)/2
por g(ul,uz,...,up) =TII [ (1—u1— cee = upﬁ)ig1ui] .
p -1 p-1
I (ui— uj) '? (ui- 1+ u1+ ee. t+ upﬁ)

i <} i=1

P s —j
I [ r( q ;+1 ) T p21+1 ﬁ
1=1

(pqs/2)-1

1 P exp (—up/ 202)

(202) pq/2

para os valores de u dados em (3.6.1.1).
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Vemos que Iﬂ) €¢ 1independente de I% i=1,2,...,p-1 e
que, portanto, a densidade conjunta de U,l i=1,2,...,p-1 é dada
por:
h(ul,...,up_l) =c* [u1u2...up_1( l1-u=- ... —up_l) ](q'p_“/z.

p-1 p-1
IT(u-u) T(u-1H+ u+ ... F up—l)

1< i=1

para os valores de u, dados em (3.6.1.1) onde

. ™% I'(py/2)

p _- -3
I [IY q ;+1 ) Iy p ;+1 ﬂ

i=1

A densidade de U1 pode ser obtida, entdo, por

integracao:
b b b
2 3 p-1
gl(ul) = { J J h(ul, . ,up%) dup_1 .o du3 du2
a a a
2 3 p-1

para 2L <cuc<1.
p 1

O cadlculo desta integral & trabalhoso quando p nao é
pequeno. Uma aproximagdo da distribuicdo de U, pode ser dada

pela distribuigdo beta como veremos na proxima segao.

3.6.2 APROXIMAGCAO PARA A DISTRIBUICAO DE U

Esta aproximacdao depende dos momentos de Af. Esses
momentos ndo sdo conhecidos explicitamente, mas Mandel (1969)
calculou a média e a varidncia de Af/crz por Monte Carlo, e
nesta secao denotaremos por v, e v, respectivamente.

A aproximagdo da distribuicdo de U, pode ser feita
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utilizando-se a seguinte transformagao:

P U1 -1
vV = (para levar U1 de (1/p,1) a (0,1)).
p -1

Aproximamos V por uma beta B(k,r).

Se ud=E(V) e u2=Var(V) sdo conhecidos, podemos

aproximar os momentos da beta por:

k kr
u= —- u=
' k+r 2 (k+r)® (k+r+1)?

Resolvendo para k e r resulta

2 2
Moo (R —H =) ( 1= m) (K =H,=H)
k = e r =
M, v

2

Temos ainda:
E(A] /0%) = E[(U_/0%) U ] = E(U_/0")E(U,) = pq E(U,)

donde segue que:

1%

1
pq

E(U1) = , onde v = E(Af/oz)

Mais ainda:
E(AZ /0%) = E [(UZ/0%) Uf] = E(U /o) E(U) =

= (p°a”+ 2pq) E(UZ)

entao
v+ vf vf
Var(U ) = - —
! p°q+ 2pq p’q’
donde
w,= Var(v) = var{(pU -1)/(p-1)] = [p°/(p-1)°]/Var(u )
2
pqu— 2v1

= 5 5 onde V.= Var(Af/oz).
g (pgt+2) (p-1)

Podemos usar os resultados obtidos por Mandel (1969)
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para v e v, e calcular valores criticos para A.

Johnson e Graybill(1972) fizeram este trabalho, que
resultou na tabela que estd no apéndice B (Tabela B4).

Vemos, assim, que a estatistica recomendada para
testar a hipdtese de aditividade no caso particular do modelo
de Mandel, com s6 um termo multiplicativo como alternativa, é

A2
1

2

A2+ 2% L+
1 2 n-1

E sugestivo o fato de que este resultado, como outros
pertinentes a estimagdo, sejam iguais quando se emprega

maxima-verossimilhangca sob erros normais ou minimos quadrados

com as condigdes de Gauss-Markov.

3.7 UM EXEMPLO DO AJUSTE DE MODELOS MULTIPLICATIVOS

Com a finalidade de tornar mais clara a utilizacao da
técnica apresentada neste capitulo, faremos uma aplicagao da
mesma a partir de dados obtidos em John e Quenouille(1977).
Trata-se de um experimento onde avaliou-se o peso total, em
gramas, de pés de alface, que foram cultivados para a
combinagdo de 12 tempos diferentes de semeadura e 3
tratamentos de agua. Os dados' estdo listados na tabela 3.2.

Vamos supor gque o objetivo do experimento seja

avaliar os efeitos dos fatores tempo de semeadura e tratamento

1

Os dados originais est3o apresentados em Woodman, R. M. e
Johnson,D. A. (1974). The effect of time of sowing and water
supply on the bolting and growth of lettuce. J.Agric.Sci., 37,

95-112.
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de 4gua, bem como possivel interag¢do entre eles.
Como mencionado anteriormente, os métodos usuais néao
se prestam a determinagdo da presencga de interagado e nao obtém

uma estimativa para a varidncia do erro aleatédrio.

Tabela 3.2 Peso Total de Pés de Alface (gramas)

TEMPO DE TRATAMENTO DE AGUA
SEMEADURA 1 2 3
1 183 269 207

2 166 364 214
3 115 418 270

4 116 278 213
5 202 224 168

6 1037 1331 1158

7 953 1145 932
8 912 1375 735
9 1079 1706 909
10 735 1405 616
11 847 1775 774
12 642 1182 467

Vamos fazer uso da suposigdo proposta por Mandel, a
qual nos permite estudar a interagdo, ou seja, vamos analisar
os residuos do modelo apdés o ajuste dos termos aditivos, e
verificar se estes contém algum componente sistematico. Para
tanto, consideremos inicialmente o ajuste do modelo aditivo,

ou seja

PESOi;= TEMP_SEMi + TRAT_AGj + e, (3.7.1)

]
i=1,...,12
j=1,...,3

onde cada termo do modelo representa:
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PESOij peso dos pés de alface associados ao
i-ésimo tempo de semeadura e j-ésimo

tratamento de &gua

TEMP_SEM efeito do i-ésimo tempo de semeadura
TRAT_AGJ efeito do j-ésimo tratamento de agua
e erro aleatdrio ndo mensuravel, com

i
P . A . 2
média zero e variancia o

A andlise de variadncia referente a este ajuste esta
apresentada na tabela 3.3. A soma de gquadrados devida aos
residuos equivale a interagdo TEMP_SEM*TRAT AG. Os resultados
obtidos para os componentes desse modelo sé sdo validos se a

suposigdo de inexisténcia de interacdo for verdadeira.

Tabela 3.3 Andlise de Varidncia do Modelo Aditivo

FONTE DE GRAUS DE SOMA DE QUADRADO

VARIAGAO LIBERDADE QUADRADOS MEDIO
TEMP_SEM 11 6176577,67 561507,06
TRAT_AG 2 1204074 ,50 602037 ,25
RES{DUO 22 786584 ,83 35753,86
TOTAL 35 8167237,00

(corrigido)

Vamos representar por r_lj 0s residuos do modelo
(3.7.1), e prosseguir a andlise considerando agora o ajuste

dos componentes multiplicativos, ou seja:

r =6 uv +868uv + ... + e (3.7.2)
O i) i i

A analise de varidncia decorrente do modelo (3.7.2)

estd apresentada na tabela 3.4. A quantidade M1’ que assume O
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papel dos graus de liberdade, para m=12 e n=3, ndo consta da
tabela Bl (apéndice B), a qual foi estabelecida por Mandel.
Jonhson e Graybill(1972) apresentam os valores exatos de M1’
para n=3 e varios valores de m, os quais estdo apresentados na
tabela B5. Os graus de liberdade do residuo foram obtidos por
diferencga.

A analise das razdes na tabela 3.4, indica que a
interagdo TEMP_SEM*TRAT AG ndo é desprezivel, e que esta pode
ser explicada por um termo multiplicativo. Desta forma, os
outros dois componentes representam apenas erro aleadrio, e
podem ser utilizados para estimar a variancia o°. Da tabela

3.4 tem-se que a estimativa de o é 32=5441,72.

Tabela 3.4 Andlise de Varidncia do Ajuste do Componente

Multiplicativo
FONTE DE GRAUS DE SOMA DE RAZAO
VARIACAO LIBERDADE QUADRADOS
8 15,06 748819,28 49722 ,40
RESIDUO 6,94 37765,55 5441,72

A hipdétese de aditividade pode também ser avaliada
pelo teste da razdo de maxima verossimilhanga. A estatistica
do teste ¢é dada ©por: U1 = Af/(xf+x§) = 748819,28 /
(748819,28+37765,55) = 0,9520. Da tabela B4, o ponto critico
ao nivel de significdncia de 1% é 0,8037. Como U, é maior que
o ponto critico, a conclusdo é a mesma obtida com a andalise
feita pelo método de Mandel, ou seja, a hipdétese de

aditividade nado deve ser aceita.
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. P . ' 2 .
O estimador de maxima verossimilhanca de o é

32=Az/mn. Neste exemplo, 0°=37765,55/36 = 1049,04. Observa-se
gque esta estimativa €& menor que a obtida pelo ajuste de
Mandel.

A partir das tabelas 3.3 e 3.4 podemos construir a
tabela 3.5. Nao podemos comparar as razdes de varidncia
obtidas, com valores tabelados, pois ndo se tem uma
distribuicido definida para essas razdes. Mas, intuitivamente,
essas indicam que ambos os fatores contribuem para explicar o

peso total dos pés de alface.

Tabela 3.5 Andlise de Varidncia Resultante do Ajuste dos

Componentes Aditivos e Multiplicativo

FONTE DE GRAUS DE SOMA DE QUADRADO RAZAO DAS
VARIAGAO LIBERDADE QUADRADOS MEDIO VARIANCIAS
TEMP_SEM 11 6176577,67 561507, 06 103,19
TRAT_AG 2 1204074,50 602037,25 110,63

e 15,06 748819,28 49722,40
RESIDUO 6,94 37765,55 5441,72

Para facilidade de interpretagdo do modelo, em geral,
calculam~se as estimativas padronizadas dos parametros. Cada
estimativa é dividida pela raiz quadrada da correspondente

soma de quadrados. Considerando:

12 PN 3 VAN
S = j Y. TEMP_SEM, A = | [ TRAT_AG,
i=1 j=1
1 N 1 N
s = TEMP SEM. a= TRAT AG
i S - i j A - j
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o modelo que emerge dessa padronizagdo é dado pela seguinte
equacgio:

PESO = u + Ss, + Aa + 8 u‘vt + e
ij i J i ij

substituindo os valores de S,A e 6 temos:

PESO, =697,83 + 1435,61s + 316,76a + 865,34 uiv§+ e,

A partir dos pardmetros padronizados, apresentados na
tabela 3.6, pode-se notar que, existem subgrupos de tempo de
semeadura, 0 que significa que este fator pode ser
representado por um numero menor de niveis. Observa-se que os
tempos de 1 a 5, agem de forma semelhante no peso total dos
pés de alface, o mesmo ocorrendo com os tempos 6,9 e 11, e
também 7 e 8. Com relagdo ao fator tratamento de &aqua,

observa-se que os tratamentos 1 e 3 sdo semelhantes.

Tabela 3.6 Pardmetros Estruturais e Pardmetros Padronizados

TEMPO DE SEMEADURA TRATAMENTO DE AGUA
i a s j ¢ a
1 i } j
1 0,2971 -0,3331 1 0,2305 -0,3649
2 00,2100 -0,3133 2 -0,7936 0,8150
3 0,1833 -0,2996 3 0,5631 ~-0,4501
4 00,2749 -0,3451
5 00,3180 -0,3482
6 0,1694 0,3326
7 0,1706 0,2174
8 -0,1795 0,2156
9 -0,3253 0,3716
10 -0,3316 0,1538
11 -0,5382 0,3024
12 -0,2488 0,0459
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4. O BIPLOT

Uma avaliacdao visual de dados mnultivariados seria
muito simples se envolvesse apenas duas variaveis; cada
observagdo bivariada seria representada como um ponto num
espa¢o bidimensional definido pelas duas variaveis. Na pratica
sdo frequentes situagbes em que o numero de variaveis
investigadas ¢é superior a dois. Em geral, os dados séao
representados por uma matriz cujas linhas referem-se as
unidades amostrais e as colunas representam as variaveis.
Varias técnicas graficas foram desenvolvidas visando obter uma
anidlise exploratdéria de dados multivariados, possibilitando
melhor compreensao da estrutura dos dados.
Gabriel (1971,1980,1981), descreve um procedimento, denominado
de Biplot, que permite uma avaliacdo visual da estrutura de
grandes matrizes de dados. Graficamente pode-se exibir a
relagdo entre unidades amostrais, quando indicadas por certas
medidas de disténcias, e entre variaveis, quando indicadas
pelas suas covaridncias e correlagdes. O biplot também mostra
as varidncias das variaveis e ©permite ao investigador
visualizar as observagdées individuais e suas diferengas.
Muitas variagdes do Biplot estdo presentes na literatura, mas

nao iremos aborda-las neste trabalho.

45



O BIPLOT 46

4.1 O BIPLOT PARA MATRIZES DE POSTO 2

Esta técnica €& baseada no resultado que dqualquer
matriz ¥ mxn, de posto r, pode ser fatorada como:

Y = GH' (4.1.1)

onde G é uma matriz mxr e H é uma matriz nxr, ambas
necessariamente de posto r. Essa fatoragdo nao € unica. A

transformacdo pode ser reescrita como:

_ t
Y= gihj (4.1.2)

para cada i e Jj, onde yij é o elemento da i-ésima linha e
j-ésima coluna da matriz Y, g: é a i-ésima linha de G e hj é a
j-ésima linha de H. Desta forma, a fatoragcdao acima designa um
dos vetores g,r--+,9_ para cada linha de Y, e um dos vetores
h1”"’hn’ para cada coluna de Y. A dimensdo de cada um desses
vetores é r. A equagdo (4.1.2) da uma representacdo da matriz
baseada em m+n vetores, num espag¢o r-dimensional.

Para uma matriz de posto 1, os vetores se reduzem a
escalares I oree19., associados as linhas, e h1""'hn’

associados as colunas, e y,j é simplesmente o produto escalar
1

gJ%. Neste caso, é¢ dito que Y tem uma estrutura
multiplicativa.

No caso de matrizes com posto 2, os vetores g,ree19
e h1""’hn sdao vetores de ordem 2. Consequentemente, esses

vetores podem ser desenhados num plano, dando a representagao
de mn elementos de Y, por meio do produto escalar dos
correspondentes vetores linhas e colunas. Tal grafico foi
referido por Gabriel como biplot, uma vez que permite

representar graficamente 1linhas e colunas de uma matriz,
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conjuntamente.

O biplot representa uma matriz de posto 2 exatamente.
O produto escalar de dois vetores pode ser avaliado
visualmente por considerda-lo como o produto do comprimento de
um dos vetores pelo comprimento da projeg¢do do outro vetor
sobre ele. Isto possibilita a visualizacgdo de quais linhas ou
colunas sdo proporcionais (mesma diregdo), quais elementos séo
nulos (ortogonalidade de linhas e colunas).

Como mencionado anteriormente, a fatoracdo (4.1.1)
ndo é unica. A disparidade entre fatoragdées diferentes de Y, e
consequentemente entre biplots resultantes, depende quase que
inteiramente da particular fatoragdo escolhida. Entretanto,
para que o biplot seja uma ferramenta util para a inspecgdo de
relagdes entre linhas e/ou colunas da matriz Y, é necessario
impor uma métrica para que a fatoragdao resultante e o biplot
sejam uUnicos.

Vamos supor que se deseje representar relagdes entre
linhas de Y pelas correspondentes relagdes dos vetores
9yrev19 - Entdo, a segquinte condicéo é exigida:

t

HH = I, (4.1.3)

e em consequéncia tem-se:

vyt = GGt

Da condigdo (4.1.3) decorre

yo(vy*) v = ui'

para qualgquer inversa generalizada (YYt)' de YY', e esta é a
matriz de projecao no espago linha de Y. Os produtos escalares

dos vetores hU""hn sdo portanto aqueles das colunas de Y,
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tomados através de qualquer métrica (YYt)', isto é:

nj(YYt)'ng = hjhg
onde n,en indicam a j-ésima e g-ésima colunas de Y.

Por outro lado, para que os produtos internos das
colunas de Y sejam representados pelos vetores h1""'hn' sem
que o mesmo ocorra com as linhas de Y e vetores gyre--r9 ., @

condigdo a ser imposta é:

t

GG = I, (4.1.4)

e obtém-se

yv'y) y" = cet

onde (YtY)_ € qualquer inversa generalizada de YtY, e

t t

De um modo geral, se uma métrica M é& usada para as
linhas, isto é:

yMY'= GG*

H pode ser escolhida de forma a satisfazer a condigéo:

H'MH = I (4.1.5)

. . t\— .
e qualquer inversa generalizada (YMY') pode servlir como
métrica para as colunas, resultando em:

vo(ymy*)'y = mH' (4.1.6)

A prova da expressao (4.1.6) se da a partir das
equagdes (4.1.1) e (4.1.5) e do uso do resultado Gt(GthG=IZ,
pois Gt(GGt)'G é a matriz projegdo no espago coluna de Gt, o)
qual é o espag¢o Euclideano RZ, cuja matriz de projecao é L.

Analogamente, para qualquer métrica N, usada para as
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colunas, G deve ser escolhida de forma que:

G'NGg = 1
2

entdo

v'NY = HH'

Y(¥'NY) Y = GGt

para qualquer inversa generalizada (YtNYf}

A partir de rotagbes e reflexdes, operacgdes estas que
nao mudam as relagdes entre os vetores, o biplot torna-se
Unico pela introdugdo de uma particular métrica para

comparagdo das linhas e colunas.

4,2 O BIPLOT PARA MATRIZES DE POSTO MAIOR QUE 2

Matrizes de posto maior que 2 nd@o podem ser
representadas exatamente por um biplot. Entretanto, se a
matriz Y pode ser satisfatoriamente aproximada por uma matriz
de posto 2, Y

o biplot de Y(2 pode resultar numa inspegao

(I )

visual aproximada de Y. Nesta situagdo, os produtos internos
das 1linhas e colunas de Y(m serdao aproximagdées para os
elementos de Y.

A aproximagcdo de uma matriz por matriz de posto
menor, € uma consequéncia da decomposigcdo em valores

singulares, resultado ja& abordado no capitulo 2. Essa

aproximagcdo é no sentido de minimos quadrados, e produz

(k)

como sendo a aproximagdo de posto k da matriz Y, onde A u e
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Vo i=1,...,r sdo os valores singulares e vetores singulares

esquerdos e direitos, respectivamente, satisfazendo

. . 0, i#]J
uu =vVvVvvVv = (4.2.1)
i 1 . e
1, i=j

A adequacgdo da aproximacdo pode ser avaliada por:

k r
) 2
p =1 = -y 1%/ Y| =LA/ Al (4.2.2)

De particular importdncia na interpretacdao do
critério de minimos quadrados é o fato de que este é
equivalente ao critério de minimos quadrados sobre as
diferengas entre todas as 1linhas, bem como entre todas as

colunas. Portanto, Ym)é a matriz de posto k, cujas diferencas

das linhas melhor aproximam as diferencas das linhas da matriz
. < . ~ (2)
Y, e esta aproximacdo se da com adequacdao p, - O mesmo ocorre

com relagao as colunas.

O biplot aproximado de Y é entdo dado pelo biplot

exato de Y _,
(2)

A O v

1 1 t
0 A t
2

Y )y [ul,uz] (2)DA(2)v(m

= U
(2

(4.2.3)
2 v

A adequagdo da aproximacdo € medida por:
r
(2) 2,2 2
P, = @A *A)) / L A
i=1

)

Se péz é préoximo de 1, o biplot de Y(2 dara uma boa

)
aproximagdo para o biplot de Y.

Na escolha dos fatores G e H de YQ), para a

construgdo do biplot, uma das possibilidades ¢é utilizar a

prépria decomposigdo em valores singulares de Y(2 conforme

)I
(4.2.3). Podemos considerar:
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t_
u = (u“,...,uim) e Vv = (v”,. .,vin)
e obtemos:

u11 21
A1 0 11 °° in

Y = N .
(2) . . 0] A v .o v
2 21 2n

u u

im 2m

Algumas possibilidades de escolha para G e H sdao:

t .
(a) gi-(dllu“,leum) i=1,...,m
4.2.4
h* = (da v ,dav ) j=1 n ( )
j 1 13’ 2 2j P
t
(b) g, = (v, ,u,) i=1,...,m
(4.2.5)
t — —
hJ = (A1Vi;’12V21) j=1,...,n
a qual satisfaz (4.1.4).
t = —
(¢) g, =(u ,au ) i=1,...,m
ht = ~ ,v.) - o (4.2.6)
j 157V 2j Jj=1,...,

a qual satisfaz (4.1.3).

4.3 O BIPLOT PARA A MATRIZ DE VARIANCIA E COVARIANCIA E
DISTANCIAS PADRONIZADAS ENTRE UNIDADES AMOSTRAIS

Vamos considerar Y mxn, matriz das observagdes, cuja
média das variaveis tenha sido subtraida de cada observacdao.
Entdao a  matriz de wvaridncia e covariéncia estimada,

‘correspondente as n variaveis é dada por:

S = (1/m)Y'y (4.3.1)
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Uma medida padronizada de distdncia, denominada de
distincia de Mahalanobis, entre a i-ésima e e-ésima unidade

amostral é dada por:
_ - ta—1 _
d, = (v,=y)s (¥,-v,) (4.3.2)
Como visto anteriormente, decorrente da decomposigao

em valores singulares, a matriz Y pode ser fatorada como:

t

Y = (ul"""ﬂj(h1v1"' .,Arvr) (4.3.3)
Esta fatoragdo, em vista de (4.2.1), tem as seguintes
propriedades:

t
(ul,...,ur)(ul,...,ur) = Ir (4.3.4)
t ~1_.t
(ul,...,ur)(ui,...,ur) = (1/m)¥YS 'Y (4.3.5)
(A v Av)(av A v) = diag(a® 2% 4.3.6)
Vyreee AV (VyrreeA V) = g( NEERNZ N (4.3.
t —
(Alvl,...,ArvaAlvl,...,Arvr) = mS (4.3.7)

Vamos considerar a aproximagdo de posto 2 de Y, YQ),

conforme (4.2.3), e para propésito do biplot, escolher a

seguinte fatoracgéao:

G (u1 , uz)»l m

(4.3.8)
H

I

(1/4m) A,V ,Av)

a qual, a menos de constante, consiste em considerar a
condigdo (4.1.4). Das propriedades (4.3.3) até (4.3.7)
decorrem as seguintes aproximag¢des, com respeito a aproximacao

de posto 2:

Y ~ GH' (4.3.9)

t

vs7'y* ~ GG (4.3.10)
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S ~ HH' (4.3.11)

Qualquer biplot de Y, ou biplot exato de YQ), permite
aproximag¢des, todas decorrentes de (4.3.9), para:
(a) as observacgdes individuais

t
y g.h,

1)
(b) a diferenca entre a i-ésima e e-ésima unidades

amostrais, com respeito a variavel j
t
Y,,7Y,, ~ (9,-9)h

(c) a diferenca entre as variaveis j e g, com relacgao
a i-ésima unidade
t
¥,,"Y,, ~ 9;(h-h)

(d) a interacdo das unidades i e e com as variaveis j

€g
t
Y, m YT Yy, ~ (g g)(h=h)
O biplot de Y com a particular escolha da fatoracao
(4.3.8), permite aproximagdes adicionais. De (4.3.10) a

distdncia padronizada apresentada em (4.3.2) pode ser

aproximada por:

d lg,-g_| (4.3.12)

i,e~|

De (4.3.11), aproximagoes das covariancias,
varidncias e correlag¢des das n variaveis sdo dadas por:

t

s ~ h'h (4.3.13)

Jsq9 J g

s, ~ ||hj[|2 (4.3.14)
~ h .3.

rj,g cos( j,hg) (4.3.15)

onde s, é o elemento da j-ésima linha e g-ésima coluna da
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matriz S, er =s /ds s . A expressdo:
3»q J,q i»J 9,9

1 2 2
- Ex(y y,J)” ~ Ib-h |

d4 uma aproximagdo para a diferenca gquadrdtica média entre
variaveis.

Em resumo, o biplot permite aproximagdo para os
elementos da matriz Y, para diferencas padronizadas entre
unidades amostrais e para varidncias, covaridncias e
correlagdes das varidveis. O biplot é portanto uma ferramenta
grafica muito util para interpretar matrizes de observacgdes
multivariadas, desde gque essas possam ser adequadamente
aproximadas por matrizes de posto 2.

Como visto anteriormente, a adequacgdo da aproximacgao

para os elementos de Y é medida por:

‘2’— (2 242 ) / z A

Para os elementos de S, as aproximag¢des conforme (4.3.13) e
(4.3.14), tem adequacao ainda melhor:

‘4’— (A +2 ) / z A
i=1

14
y€

Por outro lado, para as disténcias padronizadas d,
tem-se:

‘°’— (h +2 ) / z A = 2/r
i=1

Pode-se verificar que, enquanto os elementos das
matrizes Y e S podem ser excelentemente representados num
biplot, as distdncias padronizadas ndo sdo adequadamente

aproximadas.
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Um biplot alternativo pode ser obtido pela escolha:

G (Alul,Azuz)

H

(vl,vz)

Esta fatorag¢do seria apropriada se considerassemos a disténcia
entre individuos como sendo a Euclideana ao invés da disténcia
de Mahalanobis. A desvantagem dessa escolha €& que as

aproximagdes para as variadncias e covaridncias como as

apresentadas em (4.3.13) e (4.3.15) nado sao validas.

4.4 UM EXEMPLO DO BIPLOT

Com o intuito de ilustrar a técnica Biplot, vamos
utilizar um conjunto de dados obtido Jjunto ao Hospital
Universitario Regional do Norte do Parand - Centro de Ciéncias
da Saude, Universidade Estadual de Londrina. Trata-se de unm
estudo realizado em 6 cidades do estado do Parana , a saber:
Cascavel, Curitiba, Londrina, Maringa, Paranavai e Ponta
Grossa, envolvendo 427 pacientes com insuficiéncia renal
crbénica, submetidos & didlise peritonial e/ou hemodidlise. Uma
amostra de sangue de cada paciente foi colhida para a
realizagcdo de marcadores do virus das hepatites A,B e C. Séao

estes:

Anti-VHA anticorpo contra o antigeno da hepatite A
AgHBs antigeno de superficie da hepatite B

Anti-HBc anticorpo contra o antigeno central da
hepatite B
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Anti-HBs anticorpo contra o antigeno de superficie
da hepatite B

Anti-VHC anticorpo contra o antigeno da hepatite C

Na tabela 4.1, apresentamos a porcentagem de
positividade de cada marcador, em relagiao ao total de
pacientes pesquisados em cada cidade.

Vamos, através do Biplot, tentar entender a estrutura
da matriz de dados apresentada na tabela 4.1, e

consequentemente, tentar caracterizar as cidades.

Tabela 4.1 Porcentagem de Positividade dos Marcadores em Cada

Cidade
MARCADOR
CIDADE Anti-VHA AgHBs Anti-HBc Anti-HBs Anti-VHC
Cascavel 98,00 4,00 56,00 52,00 4,00
Curitiba 100,00 18,75 75,00 46,87 43,75
Londrina 98,66 7,58 44,19 35,71 17,85
Maringa 100,00 6,66 51,11 40,00 13,33
Paranavai 100,00 7,69 46,15 30,76 7,69
P. Grossa 100,00 22,22 80,95 50,79 17,46

A porcentagem média em cada cidade indica o padrao de
infecgdo da referida cidade, enquanto que a porcentagem média
para cada marcador indica a prevaléncia global do marcador. No
modelo multiplicativo tais médias s&o ajustadas, por minimos
quadrados, pela primeira componente singular. Para estudar as

prevaléncias diferenciais dos marcadores nas diferentes
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cidades, esta primeira componente singular foi subtraida, e

buscamos a aproximagcdo de posto 2 para a matriz Y—Y(1 ou

)I
seja:

que representa a decomposigdo em valores singulares da matriz
residual, cujos residuos correspondem a interacdo depois de
ajustar um modelo aditivo na andlise de varidncia com dois
fatores. Isto se deve ao fato de que o primeiro componente
singular no modelo multiplicativo é& equivalente ao ajuste do
modelo aditivo.

Os valores de Y-—Y(1 estdo apresentados na tabela

)
4.2. Assim, por exemplo, os valores positivos para Anti-VHA
associados as cidades de Londrina, Maringa e Paranavai nao
apontam para uma maior prevaléncia de Anti-VHA nestas cidades.
Estes valores sao indicativos de que frente a Dbaixa

prevaléncia dos outros marcadores nestas cidades, o anticorpo

contra o antigeno da hepatite A ndo é tdo raro como os outros.

Tabela 4.2 Residuos apdés Subtragdo da Primeira Componente

Singular
MARCADOR
CIDADE Anti-VHA AgHBs Anti-HBc Anti-HBs Anti-VHC
Cascavel 0,76 -7,40 -2,75 9,77 -13,64
Curitiba -9,86 5,87 8,63 -0,84 23,82
Londrina 8,06 -3,04 -10,55 -3,64 1,41
Maringa 5,36 -4 ,44 -6,07 -1,10 -3,84
Paranavai 10,31 -2,83 -8,04 -8,20 -8,58

P. Grossa -10,44 9,27 14,22 2,82 -2,58
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Os resultados da decomposigdo em valores singulares
de Y_Yu) estdo expressos na tabela 4.3, onde se tem os dois
primeiros valores singulares da matriz residual, denotados por
Az e Aa, e os correspondentes autovetores u,,u ,v, e v. A

adequagdo da aproximacgdo de Y—Y(1 pelas segunda e terceira

)
componentes singulares pode ser avaliada por:

4
(A2+22) / £ A% = 0,9312
i=2

0o que revela que a matriz de posto 2 estd muito préxima da

matriz em questéo.

Tabela 4.3 Valores Singulares e Autovetores Decorrentes da

Decomposigdo em Valores Singulares da Matriz

Residual

CIDADE u u MARCADOR v v

2 3 2 3
Cascavel 1,99 -2,45 Anti-VHA 2.98 1.65
Curitiba -4,21 1,95 AgHBs -2,08 -0,35
Londrina 1,55 2,11 Anti-HBc -3,15 =~2,14
Maringa 1,56 0,54 Anti-HBs -0,31 -2,14
Paranavai 2,56 1,01 Anti-VHC -3,86 3,38
Ponta Grossa -2,26 -2,80

A_=38,15 A_=23,41
2 3

O biplot da figura 4.1 foli construido a partir dos
valores singulares e autovetores obtidos, considerando-se a

fatoragao (4.2.4).
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A inspegdo da figura 4.1 sugere que as cidades de
Londrina, Paranavai e Maringa, constituem um agrupamento, e
estdo em posig¢do oposta & cidade de Ponta Grossa. Esta por sua
vez esta ligeiramente ortogonal &as cidades de Curitiba e
Cascavel, que também estdo em posigcdo oposta entre si.
Observa-se que existe uma alta prevaléncia de hepatite por
virus A associada as cidades de Londrina, Paranavai e Maringa.
0 grafico evidencia alta prevaléncia de hepatite por virus C
associado a cidade de cCuritiba. Os marcadores AgHBs, Anti-HBc
e Anti-HBs sdo marcadores da hepatite B, e sao analisados
conjuntamente. O ©perfil viral AgHBs positivo, Anti-HBc
positivo e Anti-HBs negativo, apontam para uma infecg¢do pelo
virus B que estd presente, enquanto que o perfil viral AgHBs
negativo, Anti-HBc positivo e Anti-HBs positivo apontam para
uma infecg¢do pelo virus B que ocorreu no passado. O resultado
positivo para o marcador Anti-HBc 1isoladamente ndo tem
significado clinico. O resultado negativo para os 3 marcadores
indica auséncia de infecgdo. Observa-se gque o0s vetores
relativos a esses 3 marcadores estdo na mesma diregcdo do vetor
que representa a cidade de Ponta Grossa, apontando para o fato
de que a infecgdo pelo virus B, presente 6u passada, esta
associada a esta cidade. Observa-se ainda que, infecgao
presente pelo virus B também estd associada & cidade de
Curitiba, enquanto que a infecg¢do passada esta associada a

cidade de Cascavel.
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N

Anti~HBc Anti—HBs

rvyryrjrrryrrrr T e T

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
DIMENSAO 1

Figura 4.1 Biplot para a matriz residual das porcentagens de

positividade dos marcadores em relag¢do ao total de
pacientes de <cada <cidade. Os vetores u foram
identificados pelas cidades e os vetores Vv pelos

marcadores.

LEGENDA
CA Cascavel
CU Curitiba
LO LOndrina
MA Maringa
PA Paranavaf

PG Ponta Grossa
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5. ANALISE DE CORRESPONDENCIA

Uma descrigdo grafica de dados multivariados € mais
facilmente assimilada e interpretada do que um valor numérico
e pode sumarizar uma massa de dados, simplificar o aspecto
dos dados por apelar para nossa habilidade de absorver imagens
visuais, e dar uma visdao global da informacdo, e, en
consequéncia, estimular possiveis explicagdes. Apesar dessas
vantagens, apenas nos ultimos anos o valor e o potencial dos
graficos estatisticos tem sido explorados.

A andlise de correspondéncia, mnmétodo gque iremos
abordar neste capitulo, é uma técnica exploratdria
multivariada, que converte uma matriz de dados nao negativos
em um particular tipo de grafico no qual linhas e colunas sao
apresentadas por pontos. Essa técnica aplica-se as tabelas de
contingéncia, ou seja, aplica-se basicamente para variaveis
discretas. Entretanto, pode também ser aplicada para variaveis
continuas desde que estas estejam codificadas de maneira
apropriada.

A forma mais basica de andlise de correspondéncia é
sua aplicagdo a tabelas de contingéncia de dupla entrada, e é
denominada de andlise de correspondéncia simples. O caso de
tabelas de contingéncia de multiplas entradas € denominado de
analise de correspondéncia multipla, e ndo iremos tratar nesse

trabalho.

61
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O objetivo fundamental desse método é obter a melhor
representagdo simultdnea de dois ou mais conjuntos de
variaveis através de graficos que representem cada variavel
nos planos de projecdo formados pelos primeiros eixos
fatoriais cruzados dois a dois.

0 substrato de uma matriz de dados adequada para
analise de correspondéncia é uma tabela de dupla entrada, a
qual expressa a associagdo observada entre duas variaveis
qualitativas. Em 1935, H.O.Hartley publicou um artigo , em seu
nome original alemao(Hirschfeld, 1935), o qual da uma
formulagao algébrica da correlacdo entre linhas e colunas de
uma tabela de contingéncia. Pode-se atribuir a origem
matematica da andlise de correspondéncia a esse artigo, embora
Richardson e Kuder (1933) e Horst (1935), independentemente,
tenham sugerido idéias similares. Posteriormente, Fisher
deduziu a mesma teoria em forma de andlise discriminante sobre
uma tabela de contingéncia (Fisher,1940). Paralela e
independentemente, Louis Guttman, publicou um método para
construgcdo de escalas para dados categdricos (Guttman,1941),
novamente a mesma teoria em diferente contexto. Guttman tratou
o caso geral de mais de duas variaveis qualitativas. Como
esses dois famosos autores, Fisher e Guttman, apresentaram
essencialmente a mesma teoria dentro dos contextos da
biometria e da psicometria, respectivamente, sdo frequentes as
citagdées de Fisher pelos biometristas e as de Guttman pelos
psicometristas.

Nos anos 40 e 50, novas abordagens matematicas foram

desenvolvidas. Isto deu-se principalmente por Guttman e seus
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colaboradores.

Andlise de correspondéncia, a forma geométrica do
método, originou-se na Franca com Jean-Paul Benzécri. No
inicio dos anos 60, um grupo de analistas da Frang¢a estudou
grandes tabelas de dados obtidas de varias fontes
bibliogrdaficas. O termo francés "correspondence" foi empregado
para expressar "sistema de associacgdes entre elementos de dois
conjuntos", no caso linhas e colunas. O grupo liderado por
Benzécri adquiriu extensiva experiéncia pratica em andlise de
correspondéncia e também em outras técnicas descritivas
multivariadas. Varios trabalhos estdo presentes na literatura,
a maioria deles publicados no jornal "Les Cahiers de 1l’Analyse
des Données". Entretanto, o estilo matematico dotado de uma
notagcdao algébrica extremamente rigorosa, impossibilitou a
comunicagdo com as escolas Americanas, que por sua vez,
utilizavam um estilo muito mais pragmiatico. Mallows e
Tukey (1982) e Gifi(1981) abordam o assunto fazendo mencdo as
idéias de Benzécri. Da literatura americana, os livros textos
sobre o assunto sado devidos a: Nishisato(1980),
Greenacre(1984), Lebart, Morineau e Warwick(1984). Em nosso
meio veja Souza(1982).

Apresentaremos nesse capitulo um tratamento formal da
algebra da analise de correspondéncia. Os conceitos

geométricos mais importantes para a compreensao dessa técnica

estio apresentados no apéndice A.
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5.1 CONSTRUGAO DAS NUVENS DE PONTOS E ESCOLHA DAS DISTANCIAS

Vamos consideraf Y uma matriz mxn de numeros
nao-negativos, tais que a sbma das linhas e das colunas sejam
nao-nulas, e que seus elementos y&j representem o numero de
observagdes pertencentes a linha i e coluna j, onde i=1,...,m
e j=1,...,n.

A matriz de correspondéncia é definida por:

P = (1/y )Y
onde

Y=1I0y, . v,20

y =1'v 1

1 =1[1...1]"

Os vetores das somas das linhas e das colunas de P
serao denotados por r e c, respectivamente, e as

correspondentes matrizes diagonais dessas somas por D e D.
r o]

Em notagdo matricial,

r = P1 e c =P1
com ri>0 i=1,...,m e cj>0 Jj=1,...,n
D = diag(r) e D = diag(c)

Cabe observar que P nada mais €é que uma matriz de
frequéncias relativas, r contém as propor¢des marginais das
linhas e ¢ as proporg¢des marginais das colunas.

No espago R" temos n vetores, cada um com m

coordenadas (cada coluna constitui um vetor de R"). Se as
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componentes dos vetores em R" forem os préprios valores yij ’
as proximidades entre os elementos podem ficar deturpadas pela
falta de padronizagdo dos dados. Nao sdo os valores brutos que
interessam na andalise de correpondéncia e sim os perfis das
linhas, que serdo dados pelas probabilidades condicionais da
observagdao aparecer na coluna j, dado que pertence a linha 1i,
ou seja, Y, deve ser dividido pelo total da 1linha 1i.

Consideremos agora O espacgo R", temos m vetores, cada
um com n coordenadas(cada linha constitui um vetor de R").
Usando o mesmo raciocinio anterior, devemos usar na andlise os
perfis das colunas, gque serdao dados pelas probabilidades
condicionais da observagdo aparecer na linha i, dado que
pertence a coluna j, ou seja yij deve ser dividido pelo total
da coluna j.

Os perfis das linhas (R) e das colunas (C) de P sao
portanto definidos como os vetores das linhas e colunas de P

divididos por suas respectivas somas, isto é:

~t ~t
r c
1 ! 1.t 1
R =D P = . e C =D P= .
r - (o} -
~t ~t
r c
m n
Os perfis das linhas Ei(i=l,...,m) e das colunas
Ej(j=1,...,n) sido escritos nas linhas de R e C

respectivamente. Esses perfis sdo iguais as linhas e colunas
de Y divididas pelas respectivas somas, bem como r e c sao
iguais &as somas das linhas e colunas de Y, divididas pelo
total geral y - E notacionalmente mais facil trabalhar com P
ao invés de Y, uma vez que a andlise de correspondéncia lida

com as frequéncias relativas dos dados, e assim se torna
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invariante com respeito ao total de observagodes.

Os perfis das 1linhas e das colunas definem duas
nuvens de pontos nos espagos Euclideanos ponderados, n e
m-dimensional. Os perfis das 1linhas, El...Em, definem os m
pontos no espago n-dimensional. Os n perfis das colunas,
El...En, definem os n pontos no espaco m-dimensional.

A escolha dos perfis das linhas e das colunas como
coordenadas dos pontos no espago R' e R ddo a todos os
pontos-linhas e pontos-colunas a mesma importdncia. No estudo
da geometria de um conjunto de pontos, a atribuigdo de
diferentes massas aos vetores determina diferentes graus de
importédncia as posigdes dos pontos no espago. E natural que
cada ponto tenha um peso proporcional a sua frequéncia, para
que ndo haja uma falsa idéia da repartigdo real da populacgdo.
Assim, aos m pontos-linhas atribuiremos como massas os m
elementos de r. Aos n pontos-colunas atribuiremos oS n
elementos de c. O objetivo é determinar um subespaco de menor
dimensdo que melhor se aproxime de todos os pontos. Quando os
pontos tém diferentes massas, o subespago deveria estar mais
proximo dos pontos de maiores massas. No ajustamento das
nuvens de pontos num subespa¢o vetorial, a quantidade a ser
minimizada serd uma soma de quadrados ponderada por essas
massas.

Uma vez definida as nuvens de pontos, o interesse é
definir uma medida de dist8ncia ou métrica entre eles.
Conforme abordado no apéndice A, é desejavel que a distancia

ndao dependa da escala de medida utilizada. Consequentemente, a

distadncia escolhida é a distlncia Euclideana ponderada, ao
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invés da Euclideana usual. Os pesos das dimensdes serao
definidos pelas inversas dos elementos de c¢ (métrica de
quiquadrado), para a nuvem linha, isto é D;% e as inversas
dos elementos de r para a nuvem coluna, isto é D?. Portanto

definimos:

n, 2, SN S o te-1,~ -
em R : d (i,1’) (ri rv) Dc(ri rv)
distédncia Euclideana ponderada ao quadrado entre os

pontos-linhas i e 1i’.

m 2,0 24Ny~ te~-1,~ ~
: =(c -c,) D (c -c,
em R":  d*(j,3')=(€,-¢,)'D (&-¢,,)
distldncia Euclideana ponderada ao quadrado entre os

pontos-colunas j e j’.

A disténcia escolhida verifica uma propriedade
importante, denominada de "Principio da Equivaléncia
Distributiva'" (Benzecri e cols., 1973), a qual expressa que, se
dois pontos-linhas ocupam posicdées idénticas no espago
multidimensional, entdo eles podem ser Jjuntados num unico
ponto, que tera massa igqual & soma das duas massas. Essa
jungao nado afeta as massas e as distdncias entre pontos, dos
pontos-colunas. Similarmente, a 1linha de dados pode ser
subdividida em duas ou mais linhas cada uma proporcional a
linha original, mantendo a geometria dos pontos-colunas
invariante.

Essa propriedade ¢é importante, pois garante uma
invaridncia nos resultados em relagdo a codificacdo escolhida

para construir as classes das variaveis. Do ponto de vista
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técnico, é ldogico que dois pontos confundidos no espag¢o, por
estarem muito proximos, possam ser considerados como um s6
correspondendo a um valor total igual & soma dos valores de
dois pontos. Assim, juntar pontos ou subdividir em mais pontos
ndo provoca perda de informagao.

Esse principio tem o seguinte enunciado:

PRINCIPIO DA EQUIVALENCIA DISTRIBUTIVA:

Se dois perfis de 1linhas (perfis de colunas) sao
idénticos, entdo as duas linhas correspondentes na matriz de
dados original podem ser substituidas pela soma das linhas,
sem afetar a geometria dos perfis das colunas (perfis das

linhas).

PROVA:

Vamos supor, sem perda de generalidade, que a
primeira e a segunda linha de Y tem o mesmo perfil, isto ¢,
ylj/y1_= yzj/yz., j=1,...,n. Vamos remover as linhas 1 e 2 de

Y e criar uma nova linha cujos elementos sdo: y + Yy

1) /

2}
j=1,...,n. A nova matriz Y tera uma linha a menos do que a
matriz original Y, e o perfil da primeira linha de Y tem massa
igual & soma das massas da primeira e segunda linha de Y. As
massas do perfil coluna nao sao afetadas por esta

substituicdo. A distdncia ao quadrado entre dois perfis coluna

j e 1 é dada por

LAG, /Y ) - Gy ) @YD)
i=2

i=

Previamente esta disténcia era dada por:
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[ ey =}

(v, /vy ) - 0, /y W/ (4, /¥)

i=1

Os termos a partir de 1i=3 sdo idénticos nestas duas
expressdes. Assim, necessitamos mostrar que o primeiro termo
da primeira expressdo € 1igual aos dois primeiros termos da
segunda expressdo. Isto é& facilmente provado por substituir

Y, = y,,ty,e usando a igualdade YU/YL= ya/y&, tem-se:

(v, v v,) /v, *y,)=Y,/Y, -

5.2 AJUSTAMENTO DAS NUVENS DE PONTOS

Na segdo anterior definiram-se duas nuvens de pontos
constituidas pelos perfis das linhas e das colunas nos espagos
Euclideanos ponderados m e n-dimensionais. Pretende-se
encontrar o subespag¢o de dimensao k, sendo k de dimensao
inferior a dimensdao do subespago original, que melhor se
aproxime de todos os pontos, considerando-se que esses tem
diferentes massas, e usando como distdncia entre eles a
distancia Euclideana ponderada, com a métrica de quiquadrado
(vide apéndice A).

Para reforgar a distingdo entre ponderagdo de pontos
e de dimensdes, iremos utilizar o termo massa quando nos
referirmos a quantidade que ponderam pontos, e o termo peso a
quantidades que ponderam dimensdes de um espago.

Os centrdéides (pontos médios) dos pontos-linhas e
colunas em seus respectivos espacos sao definidos por:

t t
c =Rr e r = Cc
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Esses resultados sdo facilmente verificados: o Jj-ésimo
elemento de cada perfil linha é pij/rl, onde r é o 1i-ésimo
elemento de r. Assim, o Jj-ésimo elemento do centrdide é
? ri(pij/ri)/§ r= }1: P, (pois %j ri=1), o qual é c,, 0 j-ésimo

elemento de c. Em nota¢do matricial, o centréide linha (como

um vetor linha) é dado por:

r'rR / r'1 = r*R =r'D’'P = 1P = ¢*
(pois rtD;1=1t e r‘i=1 ).
Similarmente pode-se verificar que o centrdide dos perfis das

colunas é r. -

E importante observar que o centréide dos perfis das
linhas, com massas definidas pelos elementos de r, é o perfil
dos totais das colunas, ou seja, o vetor das massas dos
pontos—-colunas.

Os respectivos subespacgos k-dimensionais relativos as
nuvens linhas e colunas, os quais estdo mais proximos dos
pontos em termos de soma ponderada de distédncias ao quadrado,
sdo definidos pelos k vetores singulares deneralizados
(direitos e esquerdos, respectivamente), de P-rct, nas
métricas D: e D:, correspondendo aos k maiores valores
singulares. Em outras palavras, os autovetores (direitos e

esquerdos) definem os eixos principais das nuvens linhas e

colunas, respectivamente. Portanto, em simbolos:

P - rct = A DABt onde A'D'A =1 e
r " (5.2.1)
B'D'B=1

c n

. t
sendo Alz...z Ak > 0 os valores singulares de P-rc . As

] BIBLIDTEC L TEMYREL |
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colunas de A e B definem os eixos principais das nuvens
colunas e linhas, respectivamente. Uma abordagem suscinta da
decomposigcdo em valores singulares generalizada é dada no
capitulo 2.

A verificagcdo em relagdao aos eixos principais é da
seguinte forma:

Vamos considerar primeiramente a nuvem de
pontos-linhas definida pelos perfis das linhas em R=D?P, com
massas iguais & diagonal de D, e num espago Euclideano
ponderado definido pela métrica diagonal D:. Os eixos

principais, bem como as coordenadas dos perfis das linhas com

respeito a esses eixos, sao obtidos da decomposig¢do em valores

. . t . .
singulares generalizada de R-1c (perfis das linhas
centrados), sendo gque os vetores singulares direitos e
~ . ~ -1
esquerdos sdo ortonormalizados em relagao a Dr e Dc '

respectivamente, isto é, se

Dlp - 1ct= 1L D(pMt onde L'D L =1 e
T r " (5.2.2)

entdo as colunas de M definem os eixos principais e as linhas

de LD¢ definem as coordenadas (relativas aos eixos

principais), dos pontos-linhas (vide seg¢do 2.4, capitulo 2).
Se multiplicarmos & esquerda da equacgao (5.2.2) por

Dr, obtemos:

t t
P-rc = (DL) Dy M

Note que

(D L)" D;l (D.L) = I e M'DT'M =1

m Cc n

o qual esta na forma da expressao (5.2.1) e mostra que as
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colunas de M (os eixos principais) séo idénticas as de B.

De maneira andloga e simétrica, tem-se que os eixos
principais da nuvem de pontos-colunas, os quais sdo definidos
no espag¢o m-dimensional pelos vetores singulares direitos de

t . . I
C-1r , considerando a segulinte decomposig¢ao:

D 'P'- 1r* = wD,2" onde WDWS=T1I e
c l/l c n
e 1 (5.2.3)
2D Z =1
r m
sdo idénticos as colunas de A.
Cabe observar que os valores singulares A“...,Ar em
(5.2.1), ¢1,...,¢r em (5.2.2) e w1""’wr em (5.2.3) sao

idénticos. Se forem diferentes, diferirdo apenas pela ordemn.
Neste caso, deveriamos dizer que os eixos principais em M da
nuvem linha sdo idénticos as colunas de B a menos de
transformagdes ortogonais. Entretanto, o subespago definido
por M é o mesmo que o definido por B. -

A decomposigdo em valores singulares de P—rct,
desprezando o Ultimo valor singular (o qual é zero) e o ultimo
vetor singular direito e esquerdo, é exatamente a decomposigéao
em valores singulares de P, desprezando o primeiro valor
singular (o qual é igual a um), o primeiro vetor singular

esquerdo, r, e o primeiro vetor singular direito c.

As respectivas coordenadas dos perfis das linhas com
relagdo a seus proprios eixos principais (isto é, coordenadas
principais), estdo relacionadas aos eixos principais dos
perfis colunas através de um simples reescalonamento. O

reverso também é verdadeiro. Vamos considerar as coordenadas
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dos perfis das linhas com respeito aos eixos principais B (na
métrica gquiquadrado D:). Note que, como os eixos principais
sdo ortonormais (BtD;1B=In), essas coordenadas sdo dadas pelo
produto escalar dos perfis centrados, R-1ct, com B.
Consequentemente, pode-se escrever:

'p -1c*) p'B
rm n n nn K

Entao:
F=D AD (5.2.4)

Nés podemos mostrar (5.2.4), reescrevendo a equaglo

acima da seguinte forma:
F = D;I(P-rct)D;lB (5.2.5)

(usando 1=D;1r). Multiplicando a& direita da SVD generalizada

de P-rc' por D?B, obtemos:

(P-rct) D;‘B =AD B‘D;la = AD

A A

dai a expressao (5.2.5) torna-se F=D;1AD que é o resultado

A’l

desejado. -

0 resultado simétrico, ou seja, se considerarmos as
coordenadas dos perfis das colunas com respeito aos eixos

principais em A (na métrica quiquadrado D?), é:

G = (D 'P'- 1r*) Di' A
n K cn m m m m K
-1
G = Dc B DA (5.2.6)
As expressodes (5.2.4) e (5.2.6) definem as

coordenadas dos perfis das linhas e das colunas, com respeito

a todos os eixos principais (as coordenadas dos pontos
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individuais estdo contidas nas 1linhas de F e G ). As
coordenadas dos pontos com respeito a um subespago otimo
K-dimensional estdo contidas nas 1linhas das primeiras K
colunas de F e G. Por exemplo, se representarmos por F(ze

)
G as duas primeiras colunas de F e G respectivamente, entao

(2)

as linhas de Fm) e GQ) definem as projegdes dos perfis das

linhas e das colunas, respectivamente, sobre os planos dtimos.
Como consequéncia imediata de (5.2.1), (5.2.4) e

(5.2.6), temos que os dois conjuntos de coordenadas F e G

estdo relacionados pela seguinte fdrmula:

Férmula de transigdo das linhas (F) para as colunas (G):

G=D'P"'FD'=CF Dil isto &,

GD,=D P F (5.2.7)

Férmula de transig¢do das colunas (G) para as linhas (F):

F=D'PGgG Dil =R G Dil isto &,

FD=D PG (5.2.8)

5.3 INTERPRETAGAO DOS RESULTADOS

No uso da andlise de correspondéncia € usual a
representagdo grdfica planar dos pontos-linhas e colunas
obtidos através dos primeiros eixos principais tomados dois a
dois. Teremos m pontos para as linhas e n pontos para as
colunas. A interpretacdo dos graficos representando as nuvens

de pontos nos planos de projecao € o mais dificil objeto da
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analise. Greenacre e Hastie(1987) apresentam a interpretacao
geométrica da Andlise de Correspondéncia. Temos que verificar
quais sd3o os eixos da analise mais representativos e
interpretar as proximidades entre elementos de uma mesma
nuvem. Ndo é possivel interpretar a proximidade entre pontos
de nuvens diferentes (um de R" outro de R"), uma vez que
nenhuma medida de distdncia entre nuvens diferentes foi
estabelecida. Lembre-se que apenas a dist&ncia entre pontos de
uma mesma nuvem foi explicitamente definida. A andlise de
pontos pertencentes & nuvens diferentes se da através de
dngulos entre os vetores que vao da origem do grafico (ponto
(0,0)), até cada um dos pontos.

Definimos a seguir trés coeficientes que auxiliam na
interpretagdo dos resultados: taxa de inércia, contribuigao

absoluta e contribuigdo relativa.

(i) Inércia

A variacdo espacial total de cada nuvem de pontos é
quantificada pela sua inércia total, ou seja, pela soma
ponderada das distdncias ao quadrado dos pontos aos seus

centréides. A inércia total dos pontos-linhas é dada por:
in(m) =L r (F - ¢ D;‘ (F,- ©) (5.3.1)
i

Uma outra forma de expressar a inércia acima é:

' (R-1c")"]

in(m) = traco [DP(R-lct) D’
Analogamente, a inércia total dos pontos-colunas é:

1@ -r) (5.3.2)

in(n) =L c €, - r)t D' (&,
J

A inércia total é a mesma em ambas as nuvens e
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pode-se verificar que:

LI (p,,-rc)/ re =x/y,
i

in(m) = in(n)

traco [D;I(P-rct) D;1 (P-rc)

2 .
) /e e € o valor esperado da casela

-e )
1] ij ij 1)

onde x°= L T (v
LI
(1,3), (e, = vy, ¥y /Y ).

Vamos demonstrar a igualdade in(m)=in(n):
Das equagdes (5.3.1) e (5.3.2) tem-se:

in(m) =L r T (p, /r;-c)%/ ¢
) J

_ _ 2
= ? § (pij ricj) / ricj

in(n) =L e I (p, /e~ )%/
3 i

- ™

2
% (pU - rfﬂ) / rfh
Portanto in(m)=in(n).
Na formula de x2 apresentada anteriormente,

yU=y pU, e consequentemente o valor esperado pode ser

escrito como:
=Ty Ty sy,

= (y.r) (v ) /¥,

= y..ricj

< 2_ - 2

entao x'= 21: Ej: (yij y rc) /y”ricj
—_ - 2
Ty L (ByTRE) /TS

o que implica que x°= Yy in(m) =y in(n).
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(ii) Contribuig¢do Absoluta

Como Jja& vimos, a inércia ao 1longo de um eixo
principal é dada pela soma ponderada das disténcias ao
quadrado dos pontos aos seus centrdides. Cada termo nessa soma
(correspondente a distédncia de um ponto i), pode ser expresso
como uma porcentagem da inércia principal (eixo principal), a
qual denominamos de contribuicdo do ponto para o eixo
principal ou contribuicg¢do absoluta. Se imaginarmos os
pontos-linhas e os pontos-colunas nas suas posig¢des de origenm,
nos dois espacgos correspondentes, exercendo forcas de atragao
para os eixos principais em virtude de suas posigdes e de suas
massas, entdo sdao os pontos com alta contribuigdo que
estabelecem a orientagcdo final dos eixos. Em geral observa-se

que sdao os pontos de maiores massas que tem maiores

contribuicodes.

(iii) Contribuig¢do Relativa

A avaliagdo de quao proéximo de cada ponto esta o
subespaco otimo também € de grande interesse. Para tanto
pode-se averiguar o dngulo 8 entre o ponto observado e o eixo
principal.

E conveniente examinar o co-seno ao quadrado do
dngulo, pois, para cada ponto, os co-senos ao quadrado do
dngulo com o conjunto completo de eixos principais ortogonais
somam 1. Uma abordagem equivalente vem do fato de que a
inércia de um ponto rid? (isto é, o i-ésimo perfil linha com
massa r e distéancia d1 do centrodide) é decomposta ao longo

dos eixos principais. A parte dessa inércia ao 1longo do
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i-esimo perfil linha
com massa rj

\
\
SR .,
\

\

di -

-
-~

-~
-6

centrdide C < = k-e€simo eixo principal

fik

Figura 5.1 Coordenada do i-€simo perfil-linha relativo ao
k-€simo eixo principal, o qual esta a uma dist8ncia

di do centrdide c. Cosze=(fik/di)2 € denominado de

contribuig¢do (relativa) do eixo para o K-€simo

ponto.

primeiro eixo é riffl, onde ffl é a coordenada do ponto sobre
este eixo (figura 5.1). Expressando como uma proporg¢do da
inércia total dos pontos tem-se: rlffl/ridf=(f“/di)2=cosze. o
cos®e ¢é designado de contribuicgcdo do eixo para a inércia do
ponto. Se cos’6 é um valor alto entdo o eixo explica a inércia
do ponto muito bem; equivalentemente 8 é um &ngulo pequeno e o
vetor perfil é dito estar na direcdao do eixo, ou estar
relacionado com o eixo. Os valores de cos’6 sdo também
chamados de contribuig¢des relativas, pois sdo independentes da
massa dos pontos.

Geralmente uma alta contribuicdo do ponto para a
inércia do eixo implica em alta contribuigdo relativa do eixo
para a inércia do ponto, mas o reverso ndo € necessariamente

verdadeiro.

Vamos abordar esses 3 coeficientes com relagado aos
pontos expressos pelas coordenadas dos eixos principais.

Com respeito aos eixos principais, as respectivas
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nuvens dos perfis das linhas e das colunas tem centrdides na
origem. A soma ponderada dos quadrados das coordenadas dos
pontos, ao longo do k-ésimo eixo principal em cada nuvenm é
igual a Ai , a&@ qual é denominada de k-ésima inércia principal.
A soma ponderada dos produtos cruzados das coordenadas é zero.
Portanto, o <centrdide das 1linhas de F e de G sao,
respectivamente:

r'F =0 e c'c = o (5.3.3)

As linhas de F e G sao simplesmente os respectivos
conjuntos de perfis centrados com respeito a um novo sistema
de eixos. Por exemplo:

r'F

rt(D;lP - 1ct)D;1B = (1'p - c¢")D_'B

t

(c*- ct)D;lB =0

Em notag¢do matricial, as inércias principais das

nuvens linha e coluna sao:

t o2
F'DF =D
. , (5.3.4)
G'D G =D
c A

Os resultados em (5.3.4) s&o pertinentes a soma de
quadrados e produtos cruzados das coordenadas principais, e
seguem diretamente da padronizacdo dos eixos em (5.2.1),
(5.2.4) e (5.2.6). Como uma consequéncia de (5.3.1), (5.3.2) e
(5.3.4), a inércia total de cada nuvem de pontos é decomposta
ao longo dos eixos principais e entre os pontos de uma forma
similar e simétrica. Temos uma decomposigdo da inércia para
cada nuvem de pontos, a qual € andloga & decomposigao da

variadncia.
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A tabela (5.1) d& um suporte numérico para a
representagcdao grafica. Nas colunas dessa tabela tem-se a
contribuig¢do das nuvens linhas e colunas respectivamente a
inércia de um eixo. Como vimos anteriormente, é possivel
expressar cada uma dessas contribui¢des como proporgdes da
respectiva inércia Ai para interpretar o eixo (contribuigdes
absolutas). Cada 1linha dessa tabela contém as contribuicgdes
dos eixos para a 1inércia dos respectivos perfis. Novamente,
nés podemos expressar cada uma dessas como propor¢gdes das
inércias dos pontos para interpretar qudo bem o ponto esta

representado nos eixos (contribuig¢des relativas).

Tabela 5.1 Decomposigdo da Inércia

EI XOS
1 2 K Total
1 r £ r £ r f£° r}:‘f2
1711 1712 171k 1 Tk
2 r_f r_f° r_f2 r):f2
2721 2722 27 2k 2 ek
LINHAS . . . e . .
m r £ r £ 2 ry £2
m ml m m2 m mk mk mk
2 2 . .
total A Az Ak in(m)=1in(n)
2 2 2 2
1 €91 €,9%02 et €191« c1§ ik
2 2 2 2
2 2921 C,9%; *te 295% czg Do
COLUNAS
2 2 2 2
n cngnl cngnz ° ngnk an gnk
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5.4 UM EXEMPLO DE ANALISE DE CORRESPONDENCIA

Nesta secgdo apresentaremos uma aplicacdo da técnica
de andlise de correspondéncia. Ndo temos a intencdo de fazer
uma andlise exaustiva dos dados, mas apenas ilustrar a
utilizacao da técnica.

Consideremos os dados da Tabela 5.2 os quais foram
extraidos de Everitt(1977,pag 95). Um total de 1237 individuos
sem doenga arterial corondria foram classificados com respeito
a pressao arterial (mmHg) e nivel sérico de colesterol

total (mg/100cc) .

Tabela 5.2 Frequéncia de Individuos classificados por Nivel de

Colesterol Total e Pressao Arterial

COLESTEROL PRESSAO ARTERIAL

TOTAL <127 127-146 147-166 =167 TOTAL
<200 117 121 47 22 307

200-219 85 98 43 20 246

220-259 119 209 68 43 439

=260 67 99 46 33 245

TOTAL 388 527 204 118 1237

Vamos, através da andlise de correspondéncia, tentar
avaliar eventuais associacdes entre niveis de colesterol e
pressao arterial.

Os resultados que serdo apresentados foram obtidos
por meio do procedimento CORRESP do "software" SAS. O programa
utilizado esta no apéndice C.

As frequéncias relativas dos niveis pressdricos em
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cada intervalo de colesterol definem os perfis das linhas, e
as frequéncias relativas dos niveis de colesterol em cada
intervalo de pressao definem os perfis das colunas. Esses

perfis estdo apresentados na tabela 5.3.

Tabela 5.3 Perfis das Linhas e das Colunas

COLESTEROL PRESSAO ARTERIAL
TOTAL <127 127-146 147-166 =167

PERFIS DAS LINHAS

<200 0,38 0,39 0,15 0,07
200-219 0,35 0,40 0,40 0,08
220-259 0,27 0,48 0,48 0,10
2260 0,27 0,40 0,40 0,13

<200 0,30 0,23 0,23 0,17
200-219 0,22 0,19 0,21 0,17
220-259 0,31 0,40 0,33 0,36
2260 0,17 0,19 0,23 0,28

Considerando os perfis como pontos num espago
4-dimensional, a ponderacgao de cada perfil é feita pelo numero
de individuos que constitui o perfil, dividido pelo total de
individuos pesquisados. Assim, as massas alocadas aos 4
pontos-linhas foram: 0,248, 0,199, 0,355 e 0,198, e aos 4
pontos colunas foram: 0,314, 0,426, 0,165 e 0,095. Os pesos
das dimensdées foram considerados iguais aos inversos dos
valores esperados, estabelecendo-se consequentemente a
distadncia de qui-quadrado entre os perfis.

A tabela 5.4 apresenta as coordenadas dos
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pontos-linhas e dos pontos-colunas no subespa¢o bidimensional

6timo, dadas pelas linhas de F. e de G(2 respectivamente.

)I

Tabela 5.4 Coordenadas dos Pontos-Linhas e

dos Pontos-Colunas

DIMENSAO 1 DIMENSAO 2

PONTOS-LINHAS

<200 -0,153 -0,001
200 - 219 -0,080 0,025
219 - 259 0,084 -0,072
2260 0,120 0,106
PONTOS-COLUNAS

>127 -0,151 0,019
127 - 146 0,055 -0,068
147 - 166 0,029 0,074
2167 0,201 0,112

A tabela 5.5 mostra que a inércia total é
0,01686 (soma dos valores singulares) e as porcentagens das
inércias associadas a cada um dos eixos sao: 73,92%, 24,79%, e
1,28%. Assim os dois primeiros eixos explicam 98,71% da
varidncia total. Em particular neste exemplo, obtivemos uma
representagcdo quase exata dos pontos, uma vez que apenas 1,28%
da 1inércia total dos pontos ndo estda representada no

sub-espa¢o bidimensional.

Tabela 5.5 Valores Singulares e Inércias

VALORES INERCIAS

SINGULARES PRINCIPAIS PORCENTAGEM 15 30 45 60 75
0.11163 0.01246 73.92% kkkhkkhkkkkhkhkhkikhkkkhhkkkhk
0.06465 0.00418 24.79% kkkkkhkx

0.01470 0.00022 1.28%

0.01686
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A tabela 5.6 traz a contribuicdo dos pontos-linhas e
dos pontos-colunas na construcdo dos eixos (contribuigdes
absolutas), bem como a contribuicdo dos eixos para explicacgéo
da dispersdo dos pontos (contribuicgdes relativas). Observa-se,
a partir das contribuigdes absolutas, que o primeiro eixo é
fortemente influenciado pelo ponto-linha <200 e ©pelo
ponto-coluna <127, enquanto que para a formagdo do segundo
eixo destacam-se os pontos-linhas 220-259 e >260, e o
ponto-coluna 127-146. Quanto as contribuigdes relativas,
observa~-se que o primeiro eixo € muito mais importante na
explicagdo da dispersdo dos pontos-linhas e colunas, do que o

segundo eixo, a excegao dos pontos-colunas 127-146 e 147-166.

Tabela 5.6 Contribuig¢dées Relativas e Absolutas dos Pontos-
Linhas e dos Pontos-Colunas em Relagdo aos Dois

Primeiros Eixos Principais

CONTRIBUIGAO ABSOLUTA CONTRIBUIGCAO RELATIVA
(%) (%)

dimensdo 1 dimensido 2 dimensdo 1 dimensido 2

PONTOS-LINHAS

<200 46,58 0,01 98,94 0,01
200-219 10,12 3,03 82,28 8,27
220-259 20,33 44,18 57,84 42,16
>260 22,97 52,78 56,37 43,44

PONTOS-COLUNAS

<127 57,64 2,75 98,19 1,57
127-146 10,43 46,91 39,86 60,14
147-166 1,12 21,52 11,93 76,83
>167 30,81 28,82 75,13 23,57

A representagdo grafica dos pontos-linhas e dos
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pontos-colunas, com relagcdo aos dois primeiros eixos
principais estdo na figura 5.2, a qual na verdade corresponde
a4 figura resultante da superposigdo de dois graficos, um de
cada variavel  categédrica. E importante ressaltar que
distdncias entre pontos de uma mesma variavel tem significado,
enquanto que distdncias entre pontos de diferentes variaveis
niao podem ser interpretadas. Um modo seguro de interpretar o
grafico é através dos &angulos entre os vetores que vao da
origem do grafico (ponto(0,0)), até cada um dos pontos. Nessa
figura pode-se observar que os dngulos entre os vetores 1,2 e
A sdo pequenos, sugerindo que individuos com colesterol total
até 200mg/100cc tendem a ter valores de pressdo menores dque
127mmHg. O fato que o ponto 1 e o ponto A estdo préximos deve
ser ignorado, uma vez que pertencem a variaveis diferentes. A
andlise é feita pela proximidade de vetores e nao de pontos.
Da analise do grafico pode-se ainda observar que individuos
com niveis de colesterol entre 220 e 259mg/100cc tendem a
apresentar pressao entre 127 e 146mmHg, e para valores de
colesterol igual ou acima de 260mg/100cc tem-se valores de
pressao acima de 147mmHg.

Embora esse exemplo tenha sido construido para
propoésitos ilustrativos e ndo como uma aplicagdo séria de
andlise de correspondéncia, em resumo, pode-se comentar que no
grupo de individuos pesquisados, a anadlise sugere gque aos
maiores valores de colesterol total tem-se associados os

maiores valores de pressdo arterial.
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APENDICE A. CONCEITOS GEOMETRICOS NO ESPAGO MULTIDIMENSIONAL

Para facilitar o entendimento das técnicas que
abordamos neste trabalho, apresentamos um resumo dos
principais conceitos geométricos, comuns aos métodos de
andlises multidimensionais. Definimos distdncia, 4&ngulo e
produto escalar entre pontos num espago multidimensional;
atribuimos pesos Aas dimensbées do espago e aos pontos
individuais, e identificamos sub-espaco de menor

dimensionalidade, que melhor se aproxime de um conjunto de

pontos dados.

A.1 DISTANCIA, ANGULO E PRODUTO ESCALAR

A definigdo de uma medida de distdncia (ou métrica)
entre pontos em um espago multidimensional de dados é crucial.
A distdncia e o A&angulo sao ambos quantidades escalares
(nimeros reais), definidos em termos de 2 pontos: disténcia é
um valor que quantifica a proximidade de um ponto a a um ponto
b, e &ngulo é um valor que quantifica qudo rapidamente 2
vetores estdo divergindo de uma origem comum. A representacgao
grafica desses conceitos, para quaisquer dois pontos a e b é
dada na figura A.1l.

Se conhecemos as distédncias de a e de b até a origem
(comprimento do vetor a e b respectivamente), e o &ngulo entre

a e b, entdo podemos extrair a informagdo da distdncia de a

até b.

93
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distdncio de a até b

dngulo entre ae b
relativo a origem

Figura A.1 - Distdncia e &ngulo entre os vetores a e b.

Ambos o0s conceitos, de disténcia e &ngulo, estado
englobados num unico conceito que €& fundamental quando se
trabalha com espago multidimensional, denominado de produto
escalar (ou produto interno).

Primeiramente, vamos abordar essas definigdes no
espago Euclideano bidimensional. Consideremos dois pontos
a==[a1 agt e b==[b1 bgt como mostrados na figura A.2.

Os comprimentos (ou normas) dos vetores a e b sao:
2 2 1/2 2 2 1/2
= — +
lal = (@] + a}) el = (] + b3)
A distancia entre os pontos a e b, denotada por

d(a,b) é:

172
2

d(a,b) = ((a,~ b)*+ (a,~ b,)")

O &ngulo 6 entre a e b tem co-seno:

; 1/2
_ 2 2 2 2
cos 8 = (alb1 + a2b2) / ((a1+ az)(b1+ bz))
Todas as formulas acima podem ser expressas em termos
-de produto escalar de a e b, denotado por (a,b)=a1b1+ a2b2. Em

notagdo vetorial (a,b)= a‘b . As férmulas acima levam a:
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o
'

gixo 2

a-b a2 -bo d(a,b)

’l

-

B
ay-by g b

o

eixo 1l

Figura A.,2 - Pontos a € b num espa¢o bidimensional, vetor
resultante da diferenca, e dist&ncia entre os

pontos.

172 L\ 1/2
(a,a) = (a a)

la|
Ie|

(A.1.1)

(b,b) 1 /2= (btb) 172

ou seja, o comprimento ao quadrado de um vetor € o produto

escalar do vetor por ele mesmo.
d(a,b)=(a-b,a-b) "?=((a-b) * (a=b))"? (A.1.2)

cos 6=(a,b)/((a,a) (b,b))""?

=a'b/(a‘ab'b)'? (A.1.3)
Como mencionado, d(a,b) pode ser avaliado em termos

de |a|,|b|| e cos

o}

d°(a,b) (a-b) * (a-b)

= ata + btb - Zatb

2 2
laf*+ Ip|"- 2fa].

|b||.cos 6

Tal expressdo é& conhecida como regra do co-seno.
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E importante ressaltar que esses resultados dependem
da perpendicularidade do sistema de coordenadas, ou seja, os
vetores bases devem ser ortogonais. Dois vetores sao
ortogonais se o produto escalar entre eles é zero, ou seja,
eles ndo tém um componente na diregdo do outro. Se
adicionalmente os vetores tém comprimentos unitarios, dizemos
que eles sdo ortonormais. Entdo eles constituem uma base
ortonormal para o espa¢o Euclideano. Todas as definigdes acima
sdo validas se os vetores sdo expressos num sistema de
coordenadas ortonormais.

E 1imediata a extensdo das definig¢des mencionadas
acima para o espago Euclideano J-dimensional. O produto
escalar de quaisquer dois vetores wﬁai...aﬂte b=ﬁn...bjf é
definido como:

J
(a,b) =)y ab =a'b

As definicdes de comprimento, distdncia e &ngulo
seguem exatamente as equagdes (A.1.1 - A.1l.3). Novamente as
definigdes acima requerem que a e b sejam expressos relativos

a uma base ortonormal.

A.2 ESPACO EUCLIDEANO PONDERADO

Vamos ilustrar o conceito de ponderagdo de eixos num
espa¢o bidimensional. Considere os vetores x e y contendo as
informagdes de peso e altura de dois individuos
respectivamente, e as unidades de medidas utilizadas sendo
centimetro para altura e kilograma para peso. A medida de

altura tem um valor numérico maior que a medida de peso.
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Portanto, a diferenca entre as alturas de dois individuos é,
em geral, maior que a diferenca entre os pesos. Assim, a
medida de altura contribuira relativamente mais para a
distdncia Euclideana, a qual depende da soma de quadrados
dessa disténcia. Por outro lado, se a altura fosse expressa em
metros, a medida peso teria maior contribuigcdo para a
distdncia Euclideana. Certamente, ndo é desejavel que a
distdncia dependa diretamente da escala de medida escolhida.
Uma forma comum de se contornar esse problema é efetuar a
divisao da medida pelo seu respectivo desvio-padrao, antes de
calcular a distancia Euclideana. Esta forma padronizada de
medida permanece a mesma para qualquer unidade escolhida
originalmente. O produto escalar entre x e y contera um fator
de ponderacao em cada termo, isto é:

-1

— 2 2 _ t
(x,¥) = xy, /s +xy/s = x D2y (A.2.1)
onde
1/sf 0
D°; = ,
s 0 1/S

é a matriz diagonal das inversas das varidncias.

Geometricamente os vetores X e y sdo desenhados nas
suas unidades originais, mas o produto escalar, e
consequentemente, disténcias e comprimentos, neste espago sao
calculados usando (A.2.1). Este espago é chamado de Espago
Euclideano Ponderado, cujos pesos, heste exemplo, foram
considerados como sendo as inversas das variancias.

vVamos abordar a ponderagdao num espag¢o Euclideano

multidimensional. Em geral, o espa¢o Euclideano ponderado é
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definido pelo produto escalar:

onde q,-- -9, sd0 numeros reais positivos definindo os pesos
relativos atribuidos as J dimensdes, respectivamente. A
distdncia ao quadrado entre dois pontos x e y neste espago é a

soma ponderada das diferencas das coordenadas ao quadrado:

J

a®(x,y) = (x=y)" D_(x-y) =L q (x,-v)°

i=1

Este tipo de funcdo disténcia é frequentemente
referida como métrica diagonal.

Se o pré-requisito de bases ortonormais ¢é mantido,
ndo ha problema em como definir o produto escalar. A definigdao
de produto escalar Euclideano pode ser aplicada as coordenadas
dos vetores expressos em termos da base ortonormal no espago
Euclideano ponderado. Se considerarmos Q dqualquer matriz de
pesos, positiva definida, o produto escalar entre x e y no
espaco J-dimensional é definido por:

x0y=YY q ., x vy
i1

ii i i
Vamos expressar X e y em relacdao a gqualgquer base

v ,b,
1 1

>

X = )Y ub Yy = Y}
i
entdo o produto escalar é dado por:
¢ t
xQy=(Yrub) Qv b,)
i i’

_ t
= § ?ui vi,b,l Q bi,

Se a base b .. .bj é ortonormal entdo por definigao
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bl Q b,=0 se j=j’
bj Qb,=1 se j=3’
Em geral, diz-se que a base b1"'bj é ortonormal na métrica Q,

e, consequentemente, tem-se:

x'Q Yy =} u v,
i

ou seja, o produto escalar Euclideano ponderado é simplesmente
o produto escalar Euclideano das coordenadas relativas a
qualquer  base ortonormal (ortonormal no mesmo espago
ponderado) .

Algumas técnicas de analise de dados
multidimensionais, como a andlise de correspondéncia, 1lidam
com os vetores de frequéncias relativas (p), como pontos num
espago multidimensional. Tais vetores sao conhecidos como
perfis. Um dos exemplos mais comuns de distancias Euclideanas
ponderadas entre vetores de frequéncias é a estatistica de
quiquadrado (xz):

2

t -1
x~ = (o-e) De

(o-e)
o e e sao frequéncias observadas e esperadas respectivamente,

-1

e D é a matriz diagonal das inversas das frequéncias

esperadas.

Se definirmos p=(1/n)o e p=(l/n)e como sendo as
frequéncias relativas observadas e esperadas, respectivamente,
onde n é a frequéncia observada total, entdo a estatistica x2

acima é dada por:

x* = n(p-p)" D'(p-P) = nI (p,~ b))%/ P, (A.2.2)
P i

A distancia ao quadrado entre p e p ¢ dada por
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(p—E)tDZI(p-E), uma distédncia Euclideana ponderada, onde os
P

pesos sdo as inversas das frequéncias relativas esperadas. Por

causa da proporcionalidade desta distdncia &a estatistica de
2 ~ . P . 2 . . g .

x¥~, esta funcdao distdncia ¢é denominada de distd@ncia de

quiquadrado. O fator de proporcionalidade €& o tamanho da

amostra.

A.3 ATRIBUINDO MASSAS AOS VETORES

Existem muitos métodos de andlise estatistica que
permitem a ponderagdoc de determinadas observagdes por razdes
justificaveis. Por exemplo, vamos supor gue em uma pesquisa de
opinido publica teve-se dificuldades em obter respostas de
pessoas " do sexo feminino, por razdes inerentes a pesquisa.
Consequentemente, na andlise dos dados a opinido das mulheres
estarid sub-representada e em qualquer sumario geral dos dados
predominara a opinido do sexo masculino. Neste caso,
poder-se-ia atribuir pesos maiores as respostas provenientes
do sexo feminino para equalizar a contribuigcdo de ambos os
sexos.

E necessadrio termos bem claro gquando estamos nos
referindo a ponderacdo de pontos e quando estamos nos
referindo a ponderagdao de dimensdes. Para tanto, iremos
utilizar o termo massa gquando .estivermos nos referindo a
quantidades que ponderam pontos, e o termo peso a quantidades
que ponderam dimensdes de um espaco.

No estudo da geometria de um conjunto de vetores, a

atribuigdo de diferentes massas aos vetores & equivalente a
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atribuicdo de diferentes massas aos vetores é equivalente a
designagdo de diferentes graus de importéncia as posigdes dos
pontos no espago. Na grande maioria das vezes o objetivo é
identificar um subespago de menor dimensdao que fique o mais
préximo possivel de todos os pontos. Quando estes tém
diferentes massas entdo o subespago deveria estar mais proéximo
dos pontos de maiores massas, enquanto que um desvio dos

pontos de menores massas seria toleravel.

O centrdide de um conjunto de pontos xl,xz,...,xI com
diferentes massas WoaW e e W é o ponto médio ponderado, isto
é:

X

=rLwx/ LW (A.3.1)
i i

Portanto x tende em direcdo aos pontos de maiores massas.

A estatistica x2 apresentada em (A.2.2) descreve a
distancia ao quadrado entre o vetor p de frequéncias relativas
observadas e o vetor 5 de frequéncias relativas esperadas,
multiplicada pela frequéncia observada total n.

Vamos supor que existam s subpopulag¢des de tamanho n,

i=1,...,s com perfil P,= [p ]t. Entdo para cada

P._...D

it i2 ik

subpopulag¢ao podemos calcular a estatistica x?:
2 =t -1 =
x, =n (p,-p) D_ (p,-P) (A.3.2)
P

e para a soma das subpopulagdes tem-se:
S
X =1 X (A.3.3)

A estatistica x° em (A.3.3) pode ser descrita como a

soma ponderada de distédncias ao quadrado entre p e 5, com
1
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Comparando (A.3.3) com (A.3.1), verifica-se que o vetor p é o
centrdide dos vetores de frequéncias relativas das
subpopulag¢odoes, sendo que cada um €& ponderado pelo tamanho da
subpopulagdo. O termo perfil médio é empregado para denominar

P-

Vamos introduzir as segqguintes definigdes:

n =y n,
i
w = ni/n
df= (P, - p)* Dll(pi-ﬁ) (distéancia ao quadrado
P entre 5‘ e p, na métrica
definida por Dgl)
in(I)= x%hn (inércia total do conjunto

de I vetores perfis)

O centrdéide p e a inércia in(I) podem ser expressos como

médias ponderadas:
P=1LWwWP,
. 2
in(I) =} wldi
i
Assim o perfil médio p é um vetor que representa o
centrdide dos perfis individuais, enquanto que a inércia é uma

medida de quanto os perfis individuais estdo espalhados ao

redor do centrdide.

A.4 IDENTIFICANDO SUBESPAGCOS OTIMOS

O objetivo ¢é identificar o subespaco de menor

dimensionalidade que melhor contenha o conjunto de pontos,



CONCEITOS GEOMETRICOS NO ESPAGCO MULTIDIMENSIONAL 103

dimensionalidade gque melhor contenha o conjunto de pontos,
isto é, o subespago que mais se aproxime do conjunto de
pontos.

A primeira questdo a ser abordada €& como definir a
proximidade de um conjunto de pontos a um subespago dado. A
definigcdo de distédncia entre dois pontos quaisquer ja foi
apresentada. Intuitivamente, a disténcia entre um ponto e unm
subespago dado é a menor distdncia entre o ponto e todos os
pontos contidos no subespago. Assim, a proximidade de um
conjunto de pontos a um subespag¢o pode ser definida como a
média, ou a média ponderada, do correspondente conjunto das
menores distincias. Por razdes de simplicidade algébrica, bem
como por conveniéncias geométricas, a medida de proximidade é
baseada nas disténcias ao quadrado.

A figura (A.3) mostra uma nuvem de pontos num espago
Euclideano ponderado J-dimensional, com um subespag¢o de menor
dimensionalidade k,desenhado esquematicamente como um plano

cortando o espac¢o. Para um ponto tipico yi, 9 representa o

i
ponto no subespago o qual é o mais proéximo de y,i a distéancia
minima entre eles sendo igual a di. Se vy, é ponderado pela
massa W, (i=1,...,I), entdao a definicdo de proximidade do

conjunto inteiro de pontos ao subespago S é:

] (S;yl...yI

) =L wad (A.4.1)
i
onde
a; = | v,-9,1°p_ = (v,-¥)" D_(¥,-¥)
e Dq € uma matriz diagonal de pesos (da dimensédo) positivos.

A distadncia ao quadrado, df, depende do subespago S, e o
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espago J-dimensional
ponderado por Dq

subespago / S,k — dimensional

Figura A.3 - Pontos num espaco multidimensional e suas
projecdes num subespa¢o, representado por um

plano.

N . . N * . . .
objetivo é, assim, encontrar o subespag¢o S o gqual minimiza a
funcao ¥ em (A.4.1).

Vamos imaginar um ponto s como um subespago zero

dimensional. A fungdo (A.4.1) torna-se:

/} (s;yl...yI

) =L w(y,-s) D (y, -s)
i
ja que Qi é igual a s para todo i.

O centréide y é o ponto que minimiza essa fungio
(resultado facilmente verificado por colocar cada derivada da
fungdo em relacido aos elementos de s igual a zero). Assim, o
centréide &, neste sentido, o ponto mais préximo de todos os
pontos ) SERED & dados.

Pode-se mostrar que, na busca por um subespago

.k -dimensional "é6timo", necessitamos apenas considerar os

subespagos S que contenham y, e consequentemente podemos

desenhar y no subespaco candidato da figura (A.4.1). Portanto,
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qualquer subespago S que € 6timo no sentido de minimizar
(A.4.1) deve incluir o centréide, com o resultado que nds
C . . - A

podemos restringlr as aproximagodes Y, dos pontos Yy, como sendo
da seguinte forma:
g=3 + ; f v
Yi_ Y Z is s

s=1

onde VoV, sdo vetores bases do subespago. A funcao (A.4.1)

para ser minimizada pode ser escrita como:

k t k
v (Siy,...y)) =Lw(y,-y-XE v)D (y-y-LEf v)

s=1 s=1

(A.4.2)

As variaveis desta funcao objetivo sdao os k eixos

VeV implicando num total de Jk variaveis escalares.
A solugdo tedrica completa para o problema de
minimizar (A.4.2) para uma dimensionalidade k especificada
estd embutida nos conceitos de decomposigcdo em valores

singulares e aproximacdo de uma matriz por matriz de posto

menor, apresentados no capitulo 2.
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Tabela Bl Valores Esperados de Autovalores, para Desvios

Aleatdérios Normais (Valores M)

n

4 5 6 7 8 10 12 16 20

1-4 6,45 8,47 9,86 11,61 12,88 15,08 17,96 23,33 28,20
1-5 8,47 10,37 11,82 13,59 14,75 18,11 21,01 26,29 31,87
1-6 9,86 11,82 13,35 15,44 16,92 20,42 22,85 28,87 36,78
1-7 11,61 13,59 15,44 17,18 18,91 22,89 25,59 31,83 37,46
1-8 12,88 14,75 16,92 18,91 20,72 24,15 27,67 34,52 40,70
1-10 15,08 18,11 20,42 22,89 24,15 27,81 31,88 38,81 45,11
1i-12 17,96 21,01 22,85 25,59 27,67 31,88 35,39 42,76 50,00
i-16 23,33 26,29 28,87 31,83 34,52 38,81 42,76 51,08 58,11
1-20 28,20 31,87 36,78 37,46 40,70 45,11 50,00 58,11 66,34
1~-32 42,86 46,77 50,83 53,77 57,50 63,21 68,60 78,62 88,71
1-50 63,85 68,93 73,74 77,62 81,68 88,66 95,11 107,41 117,36
1-100 120,90 126,58 132,94 138,45 143,64 153,00 161,58 176,32 192,08

2-4 1,97 3,04 4,01 5,06 6,06 7,81 9,98 14,08 17,90
2-5 3,04 4,25 5,45 6,72 7,78 10,10 12,50 16,80 21,27
2-6 4,01 5,45 6,96 8,21 9,68 12,15 14,60 19,51 25,54
2-7 5,06 6,72 8,21 9,77 11,21 14,26 16,77 22,18 27,02
2-8 6,06 7,78 9,68 11,21 12,73 15,70 18,72 24,26 29,77
2-10 7,81 10,10 12,15 14,26 15,70 19,21 22,12 28,60 33,86
2-12 9,98 12,50 14,60 16,77 18,72 22,12 25,28 32,43 38,32

2-16 14,08 16,80 19,51 22,18 24,26 28,60 32,43 39,68 46,05
2=-20 17,90 21,27 25,54 27,02 29,77 33,86 38,32 46,05 53,76
2-32 29,99 34,01 38,38 41,15 44,63 50,22 55,54 65,32 74,28
2-50 48,10 53,54 58,35 62,61 66,57 73,16 80,12 91,31 101,51
2-100 98,31 105,69 112,21 118,49 123,48 133,58 142,62 156,95 171,26

3-4 0,27 0,67 1,15 1,72 2,26 3,39 4,87 7,74 10,66
3-5 0,67 1,38 2,22 3,08 3,72 5,42 7,11 10,65 14,34
3-6 1,15 2,22 3,17 4,15 5,23 7,28 9,15 13,18 18,06
3-7 1,72 3,08 4,15 5,44 6,48 8,95 11,05 15,55 19,69
3-8 2,26 3,72 5,23 6,48 7,76 10,39 12,80 17,61 22,35
3-10 3,39 5,42 7,28 8,95 10,39 13,38 16,03 21,33 26,30
3-12 4,87 7,11 9,15 11,05 12,80 16,03 18,85 25,03 30,50
3-16 7,74 10,65 13,18 15,55 17,61 21,33 25,03 31,79 37,73

3-20 10,66 14,34 18,06 19,69 22,35 26,30 30,50 37,73 45,04
3-32 20,14 25,11 29,34 32,34 35,65 41,24 46,31 55,84 64,41
3-50 35,12 41,62 47,57 51,70 55,72 62,49 68,76 80,16 90,24
3-100 79,50 89,40 97,12 103,02 109,26 119,49 127,74 143,20 156,38

Fonte: Mandel, 1969.
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Tabela B2 Desvios Padrao de Autovalores, para Desvios

Aleatdrios Normais

n
1-m
4 5 6 7 8 10 12 16 20

1-4 3,24 3,83 4,05 4,36 4,52 4,72 5,26 5,71 6,25
1-5 3,83 4,18 4,12 4,28 4,71 5,12 5,45 5,84 6,40
1-6 4,05 4,12 4,30 4,88 4,71 5,64 5,51 6,09 6,92
1-7 4,36 4,28 4,88 4,80 5,16 5,28 5,64 6,03 6,51
1-8 4,52 4,71 4,71 5,16 5,26 5,30 6,02 6,49 6,88
1-10 4,72 5,12 5,64 5,28 5,30 5,50 6,41 6,25 6,89
1-12 5,26 5,45 5,51 5,64 6,02 6,41 6,65 6,57 7,53
1-16 5,71 5,84 6,09 6,03 6,49 6,25 6,57 7,10 7,60
1-20 6,25 6,40 6,92 6,51 6,8 6,89 7,53 7,60 7,87
1-32 7,38 7,59 7,96 7,89 7,98 8,02 8,26 8,37 8,77
1-50 9,55 9,55 9,44 8,88 9,04 9,36 9,77 9,86 10,16

i-100 12,96 12,22 12,50 11,84 11,96 11,67 11,59 11,95 12,19

2-4 i,39 1,77 2,08 2,25 2,62 2,77 3,17 3,56 4,11
2-5 1,77 2,04 2,29 2,48 2,70 3,11 3,43 3,95 4,32
2-6 2,08 2,29 2,61 2,83 2,94 3,36 3,68 4,00 4,46
2-7 2,25 2,48 2,83 3,04 3,04 3,36 3,77 4,20 4,72
2-8 2,62 2,70 2,94 3,04 3,17 3,43 3,82 4,26 4,75
2-10 2,77 3,11 3,36 3,36 3,43 3,99 4,09 4,66 5,00
2-12 3,17 3,43 3,68 3,77 3,82 4,09 4,10 4,85 4,93
2-16 3,56 3,95 4,00 4,20 4,26 4,66 4,85 5,30 5,55
2-20 4,11 4,32 4,46 4,72 4,75 5,00 4,93 5,55 5,83
2-32 5,46 5,24 5,60 5,44 5,52 5,82 5,88 6,27 6,20
2-50 6,93 7,09 6,79 6,96 6,61 6,92 7,08 7,36 7,20

2-100 10,15 9,59 9,08 9,5 9,04 9,23 8,90 9,27 9,41

3-4 0,37 0,69 0,92 1,20 1,35 1,71 2,13 2,80 3,14
3-5 0,69 0,97 1,23 1,56 1,66 1,86 2,30 2,90 3,36
3-6 0,92 1,23 1,53 1,75 2,00 2,21 2,46 3,08 3,44
3-7 1,20 1,56 1,75 2,00 2,07 2,43 2,66 3,32 3,62
3-8 1,35 1,66 2,00 2,07 2,31 2,62 2,80 3,19 3,56
3-10 1,72 1,86 2,21 2,43 2,62 2,95 3,11 3,53 3,68
3-12 2,13 2,30 2,46 2,66 2,80 3,11 3,34 3,60 3,87
3-16 2,80 2,90 3,08 3,32 3,19 3,53 3,60 4,17 4,45
3-20 3,14 3,36 3,44 3,62 3,56 3,68 3,87 4,45 4,76
3-32 4,59 4,29 4,53 4,55 4,60 4,52 4,98 5,09 5,38
3-50 6,54 5,64 5,68 5,67 5,84 5,78 5,77 5,87 6,01

3-100 9,21 8,27 8,12 7,77 7,98 7,83 7,36 8,11 8,05

Fonte: Mandel,b 1969.
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Tabela B3 Valores de Mi Expressos como Porcentagem do Total de

Graus de Liberdade da Interacao

n
1-m
4 5 6 7 8 10 12 16 20

1-4 74,54 69,42 65,66 62,91 60,68 57,64 54,80 51,63 49,72
1-5 69,42 63,83 59,06 55,83 53,67 50,46 47,74 44,18 41,89
1-6 65,66 59,06 54,05 51,57 48,48 44,96 42,26 38,85 36,74
1-7 62,91 55,83 51,57 47,70 45,50 41,47 38,84 35,07 32,96
1-8 60,68 53,67 48,48 45,50 42,79 38,66 36,07 32,61 30,30
1-10 57,64 50,46 44,96 41,47 38,66 34,55 32,36 28,73 26,54
1-12 54,80 47,74 42,26 38,84 36,07 32,36 29,96 25,90 24,08
1-16 51,63 44,18 38,85 35,07 32,61 28,73 25,90 22,59 20,62
1-20 49,72 41,89 36,74 32,96 30,30 26,54 24,08 20,62 18,27
1-32 46,09 38,12 32,71 29,41 26,42 22,77 20,13 16,96 14,97
1-50 43,39 35,36 29,98 26,36 23,73 20,14 17,69 14,53 12,66
1-100 40,44 32,14 26,96 23,40 20,82 17,15 14,83 11,90 10,21
2-4 22,39 25,06 26,69 27,67 28,61 29,56 30,38 31,21 31,51
2-5 25,06 26,34 27,25 27,75 28,13 28,13 28,40 28,17 27,96
2-6 26,69 27,25 28,09 27,41 27,72 26,85 26,86 26,17 25,55
2=7 27,67 27,75 27,41 27,13 26,86 26,04 25,44 24,50 23,77
2-8 28,61 28,13 27,72 26,86 26,17 25,05 24,36 22,99 22,24
2-10 29,56 28,13 26,85 26,04 25,05 23,83 22,41 21,18 19,88
2-12 30,38 28,41 26,86 25,44 24,36 22,41 21,16 19,65 18,40
2-16 31,21 28,17 26,17 24,50 22,99 21,18 19,65 17,58 16,28
2-20 31,51 27,96 25,55 23,77 22,24 19,88 18,40 16,28 14,83
2-32 32,25 27,62 24,73 22,37 20,53 18,06 16,30 14,08 12,56
2-50 32,72 27,44 23,76 21,28 19,36 16,61 14,89 12,38 10,93
2-100 32,93 26,80 22,72 20,01 17,87 14,98 13,09 10,59 9,10
3-4 3,07 5,52 7,65 9,42 10,71 12,80 14,82 17,16 18,77
3-5 5,52 8,56 11,08 12,75 13,41 15,09 16,15 17,83 18,86
3-6 7,65 11,08 12,76 13,86 14,96 16,10 16,77 17,66 18,08
3-7 9,42 12,75 13,86 15,12 15,50 16,38 16,76 17,19 17,30
3-8 10,71 13,41 14,96 15,50 15,94 16,57 16,65 16,71 16,72
3-10 12,80 15,09 16,10 16,38 16,57 16,58 16,23 15,79 15,42
3-12 14,82 16,15 16,77 16,76 16,65 16,23 15,76 15,16 14,63
3-16 17,16 17,83 17,66 17,19 16,71 15,79 15,16 14,09 13,32
3-20 18,77 18,86 18,08 17,30 16,72 15,42 14,63 13,32 12,44
3-32 21,66 20,38 18,90 17,56 16,41 14,82 13,59 12,03 10,90
3-50 23,89 21,31 19,37 17,57 16,21 14,18 12,77 10,88 9,71
3-100 26,63 22,65 19,66 17,38 15,81 13,40 11,73 9,66 8,31

Fonte: Mandel, 1969.
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Tabela B4 Valores Criticos para

2 2
A1 / E: Ai

n
m
3 4 5 6 7 8 10 12 16 20
10%
33,9975,
4 ,9743. ,8349,
5 ,9429' , 8458 ,8021
6 ,9135. ,8130, ,6975 ,6398
7 ,8879. , 7631 ,6548 ,6358 ,5687
8 ,8660. ,7435 ,6487 ,5725 ,5462 ,5098
10 ,8308, ,6749 ,6057 ,5570 ,4972 ,4489 ,3982
12 ,8037* ,6594 ,5695 ,5001 ,4563 ,4289 ,3830 ,3506
16 ,7647* , 6022 ,5131 ,4550 ,4137 ,3815 ,3268 ,2952 ,2562
20 ,7376‘ , 5737 ,4843 ,4329 ,3778 ,3502 ,3023 ,2765 ,2326 ,2049
32 ,6886‘ , 5161 ,4306 ,3740 ,3329 ,2992 ,2556 ,2257 ,1881 ,1654
50 ,6512' ,4887 ,3978 ,3362 ,2913 ,2624 ,2226 ,1960 ,1598 ,1386
100 ,6071 ,4421 ,3490 ,2942 ,2533 ,2255 ,1815 ,1595 ,1279 ,1001
5%
3 ,9994.
4 ,9873. ,8567,
5 ,9648* ,8811 , 8407
6 ,9406* ’8505. , 7294 ,6681
7 ,9168l ,8003 . ,6823 ,6703 ,5957
8 ,8974, ,7811 ,6815 ,5985 ,5733 ,5345
10 ,8630. ,7043 ,6361 ,5901 ,5096 ,4680 ,4143
12 ,8357* ,6936 ,5979 ,5242 ,4774 ,4501 ,4016 ,3665
16 ,7950* ,6295 ,5356 ,4760 ,4227 ,3991 ,3390 ,3064 ,2656
20 ,7661‘ , 6290 ,5054 ,4542 ,3932 ,3052 ,3139 ,2876 ,2408 ,b2117
32 ,7127‘ ,5349 ,4469 ,3894 ,3454 ,3105 ,2644 ,2335 ,1938 ,1702
50 ,6713* , 5078 ,4127 ,3482 ,3002 ,2706 ,2296 ,2020 ,1643 ,1423
100 ,6218 ,4610 ,3583 ,3024 ,2595 ,2311 ,1892 ,1629 ,1306 ,1116
1%
3 ,99997"
4 ,9975‘ ,8930*
5 ,9883. ,9303° ,9004
6 ,9743, ,9082  ,7825 ,7194
7 ,9587. ,8619 , 7325 ,7325 ,6457
8 ,9429* ,8446 , 7407 ,6470 ,6243 ,5809
10 ,9135* , 7575 ,6924 ,6516 ,5523 ,5044 ,4452
12 ,8879, , 7411 ,6514 ,5702 ,5170 ,4911 ,4372 ,3969
16 ,8472_ ,6256 ,5788 ,5167 ,4560 ,4331 ,3628 ,3372 ,2837
20 ,8164‘ , 5966 ,5462 ,4955 ,4229 ,3945 ,3364 ,3095 ,2567 ,2249
32 ,7571, , 5367 ,4788 ,4198 ,3700 ,3326 ,2818 ,2485 ,2049 ,1796
50 ,7089* , 5043 ,4423 ,3722 ,3178 ,2864 ,2430 ,2139 ,1731 ,1495
100 , 6498 ,4463 ,3771 ,3189 ,2720 ,2421 ,1977 ,1698 ,1359 ,1159
»:1ndica que o ponto critico é exato.

Fonte: Johnson e Graybill,1972.
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Tabela B5 Valores Esperados do Primeiro Autovalor - Exatos e

Aproximados por Monte Carlo

Média? Variénciab

n m
Exata Estimada Exata Estimada
3 3 3,57 3,55 6,68 7,18
3 4 5,00 5,03 9,68 9,49
3 5 6,36 6,34 11,68 9,99
3 6 7,33 7,53 13,68 12,67
3 7 8,94 8,96 15,68 15,37
3 8 10,20 10,15 17,68 16,08
3 10 12,66 12,77 20,68 21,53
3 12 15,06 15,09 24,68 25,00
3 16 19,77 19,58 31,68 31,92
3 20 24,39 24,10 38,68 36,60
3 32 37,92 37,88 58,68 52,13
3 50 57,73 57,85 88,68 82,26
3 100 111,44 111,22 167,68 168,48
4 5 8,33 8,33 13,68 14,67
4 7 11,32 11,32 17,68 19,01
8 cada valor deve ser multiplicado por o°.
b

cada calor deve ser multiplicado por ot
Fonte: Johnson e Graybill, 1972.
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Cl. PROGRAMA UTILIZADO PARA O AJUSTE DO MODELO DE MANDEL

OPTIONS LS=80 PS=60 ;

kkkkhkhhhkhkhhkhkhhhdhhhkhkkhkhhkhhkhkhkkhhkhhhhkdkkhdkhhhhkdhdhkhkhhkhhkhhhkk
* *
* ESTE PROGRAMA FAZ USO INICIALMENTE DO PROC GLM PARA AJUSTAR*
* UM MODELO ADITIVO E POSTERIORMENTE DO PROC IML PARA AJUSTAR*

* AOS RESIDUO DO MODELO ADITIVO UM MODELO MULTIPLICATIVO *
* *
* *
* INFORMACOES QUE DEVEM SER FORNECIDAS: *
* M = NUMERO DE NIVEIS DO PRIMEIRO FATOR *
* N = NUMERO DE NIVEIS DO SEGUNDO FATOR *
* DSN = SAS DATA SET *
* ‘ FATOR1 = VARIAVEL QUE REPRESENTA O PRIMEIRO FATOR*
* FATOR2 = VARIAVEL QUE REPRESENTA O SEGUNDO FATOR *
* Y = VARIAVEL RESPOSTA *
* *
* %

$MACRO MANDEL(M,N,DSN, FATOR1, FATOR2,Y) ;
LIBNAME DISCO ‘A:\’;
* *

AJUSTE D O MODETLDO ADITTIVO
* %

DATA &DSN ; SET DISCO.&DSN ;
PROC GIM DATA = &DSN ORDER=DATA ;
CLASSES &FATOR1 &FATOR2 ;
MODEL &Y = &FATOR1 &FATOR2 ;
OUTPUT OUT = RES R = R1 ;
TITLEl1 " AJUSTE DO MODELO ADITIVO " ;
DATA RESIDUO ; SET RES /% RESIDUOS DO MODELO ADITIVO */ ;
KEEP R1 ;
* *

AJUSTE DO MODETLO®O MULTIPLICATTIVO
* *

.
’

PROC IML ;
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USE RESIDUO ;
READ ALL INTO R1 ;
A = RI[1:&N,1] ; /* MATRIZ R1(MN,1) TRANSFORMADA EM */
R = A'; /* R (M,N) */
DO I=2 TO &M ;
C =R1[(I-1)*&N+1:I*&N,1]";

R=R// C;
END ;
PRINT "MATRIZ DOS RESIDUOS" , R ;
CALL SVD(U,Q,V,R) ; /* DECOMPOSICAO EM VALORES SINGULARES */
; /* DA MATRIZ R */
D=Q # Q :
PRINT "AUTO VETORES DE RR'" , U ;
PRINT "VALORES SINGULARES DE R " , Q ;
PRINT "AUTO VALORES DER " , D ;
PRINT "AUTO VETORES DE R‘R" , V ;
* *

TESTE DA RAZAO DE MAXIMA VEROSSIMILHANCA PARA A HIPOTESE DE
ADITIVIDADE DO MODELO

* *
Dl= SUM(D) ;

D2= SUM(D[2:3,1]);

Ul= D[1,1]/D1 ; /* ESTATISTICA PARA HIPOTESE HO:TETA=0 */
PRINT "ESTATISTICA MV PARA HO:TETA=0" , Ul ;

QUIT ;

RUN ;

%¥MEND MANDEL ;
%¥MANDEL (12,3 ,ALFACE, TEMP_SEM,TRAT_ AG,PESO)
RUN ;
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C2. PROGRAMA UTILIZADO PARA O BIPLOT

OPTIONS LS=80 PS=60 ;

FILENAME GRAFICO ‘C:\BIPLOT’;

GOPTIONS DEVICE=HPLJSZ2 NODISPLAY GSFNAME=GRAFICO NOCHARACTERS
GSFMODE=REPLACE ;
khkkkhkhkhkhkhhhkhhkhkhhhkhhhkhhhhhhkhkhkhhkdhrkdkhhhkhhhhhkkhhrhkkkhkdk
* *

* ESTE PROGRAMA FAZ A DECOMPOSICAO EM VALORES SINGULARES DE *

* UMA MATRIZ (Y=UQV) E POSTERIORMENTE REPRESENTA GRAFICAMENTE%*

* AS LINHAS E COLUNAS DA MATRIZ, UTILIZANDO A FATORACAO *
* (4.2.4) *
* *
* INFORMACOES A SEREM FORNECIDAS : *
* M = NUMERO DE LINHAS DA MATRIZ Y *
* N = NUMERO DE COLUNAS DA MATRIZ Y *
* DSN = SAS DATA SET *
* LINHA = VARIAVEL QUE CONTEM IDENTIFICACAO DA LINHA *
* '~ COLUNA = VARIAVEL QUE CONTEM IDENTIFICACAO DA COLUNA%*
* Y = VARIAVEL QUE CONTEM OS ELEMENTOS DE Y *
* *
* OBSERVACOES: *
*  1.AS VARIAVEIS LINHA E COLUNA DEVEM SER DEFINIDAS COMO  *
* CARACTER *
* 2.0 SAS DATA SET DEVE CONTER APENAS AS VARIAVEIS: LINHA, *
* COLUNA E Y, E ESTAR ORDENADO PELAS VARIAVEIS LINHA E *
* COLUNA *
* *

kkkkhkkkkkkkkkhkkhkhkkhkhkkkkkhkhkhkhkhkkhkhkkhkkhkhkhkhkhhkhhkhkhkhkhkhkhkrkhkhkhkhkkhkhkikhkkkhkkikk
$MACRO BIPLOT(M,N,DSN,LINHA,COLUNA,Y) ;

LIBNAME DISCO ‘C:\’;

* *

DECOMPOSICAO EM VALORES SINGULARES DE Y
*

.
14

PROC IML ;
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USE DISCO.&DSN ;
READ ALL INTO A ;
B = A[1:&N,1] ; /* MATRIZ A(MN,1) TRANSFORMADA EM */
Y = B'; /* Y (M,N) */
DO I=2 TO &M ;
C =A[(I-1)*&N+1:I*&N,1]";

Y=y ,// C;

END ;

CALL SVD(U,Q,V,Y) ; /* DECOMPOSICAO EM VALORES SINGULARES */

; /* DA MATRIZ Y */

D=Q # Q ;

Q1 = Q[1,1]

Ul = U[1:&M,1] ;

V1l = V[1:&N,1] ;

RE = Y-Q1#U1#(V1)‘; /* MATRIZ DOS RESIDUOS APOS SUBTRACAO */
/* DA PRIMEIRA COMPONENTE SINGULAR */

PRINT "AUTO VETORES DE YY‘" , U ;

PRINT "VALORES SINGULARES DE Y " , Q ;

PRINT "AUTO VALORES DE Y " , D ;

PRINT "AUTO VETORES DE Y‘Y" , V ;

PRINT "MATRIZ DOS RESIDUOS" , RE ;

PRINT "MATRIZ Y" , Y ;

* *

FORMACAO DO SAS DATA SET QUE CONTEM AS COORDENADAS

* %*
E = SQRT(Q) : /* FATORACAO (4.2.4) x/:

F1 = E[1,1]#U[1:&M,2] ;

F2 = E[2,1]#U[1:&M,3] ;

Gl = E[1,1]#V[1:&N,2] ;

G2 = E[2,1]#V[1:&N,3] ;

W = F1||F2 ;

Z = Gl]|G2 ;

CREATE BIPLOT1 FROM W
USE BIPLOT1 ;

APPEND FROM W ;
CREATE BIPLOT2 FROM Z ;
USE BIPLOTZ2 ;

~e
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APPEND FROM Z ;

QUIT

DATA LABELL ; SET DISCO.&DSN ;
IDENTIF=&LINHA;

PROC SORT y BY IDENTIF;
DATA LABELL ; SET LABELL ;
BY IDENTIF;

IF FIRST.IDENTIF THEN OUTPUT ;
KEEP IDENTIF ;
DATA LABELC ; SET DISCO.&DSN ;
IDENTIF=&COLUNA;
PROC SORT ; BY IDENTIF ;
DATA LABELC ; SET LABELC ;
BY IDENTIF;
IF FIRST.IDENTIF THEN OUTPUT ;
KEEP IDENTIF ;
DATA COOR1 ; MERGE BIPLOT1 LABELL ;
FUNCTION='DRAW’ ;
COL1=-COL1 ;
LINE=1 ; SIZE=2 ;
DATA COOR2 ; MERGE BIPLOT2 LABELC ;
FUNCTION=’DRAW’ ;
COL1=-COL1 ;
LINE=2 ; SIZE=2 ;
DATA LABELl ; MERGE BIPLOT1 LABELL ;
FUNCTION='LABEL’ ;
SIZE=1 ; STYLE="SWISS" ;
DATA LABEL2 ; MERGE BIPLOT2 LABELC ;
FUNCTION=‘LABEL’ ;
SIZE=0.7 ; STYLE="SWISSL";
DATA LABEL; SET LABELl1 LABEL2;
COL1=~-COL1;
SIZE=1 ; STYLE="SWISS";
X=COLl1l ; Y=COL2;
TEXT=IDENTIF;
DROP COL1 COL2 IDENTIF;
DATA COOR3 ; SET LABELL LABELC;
FUNCTION=’MOVE’ ;
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COL1=0 ; COL2=0 ;
RUN ;
* *

CONSTRUCAO DO GRAFICO
* *

.
14

DATA COOR ; SET COOR3 COOR1l COOR2 ;

Y = COL2 ; /* VARIAVEL DO EIXO Y */
X = COL1 ; /* VARIAVEL DO EIXO X */
LABEL Y = ’DIMENSAO 2’

X DIMENSAO 1/;
DROP COL1 COL2 ;
PROC SORT; BY IDENTIF;
DATA COOR;
LENGTH TEXT $ 8 FUNCTION $ 5;
SET COOR LABEL;
XsYs = 27 ;
YSYs = 727 ;
DROP IDENTIF;
PROC PRINT DATA=COOR ;
RUN ;
PROC GPLOT DATA=COOR ;
SYMBOL1 V=NONE ;
AXIS1 LENGTH=10 CM WIDTH=2 ORDER=-5 TO 5 BY 1
VALUE= (F=SWISSL) LABEL=(F=SWISS);
AXIS2 LENGTH=10 CM WIDTH=2 ORDER=-5 TO 5 BY 1
VALUE=(F=SWISSL) LABEL=(F=SWISS);
PLOT Y*X=1 / ANNOTATE=COOR FRAME HAXIS=AXIS1 VAXIS=AXIS2
VREF=0 HREF=0 ;
$MEND BIPLOT ;
$BIPLOT(6,5,DIALISE, CIDADE, MARCADOR, PORC)
RUN ;



PROGRAMAS

117

C3. PROGRAMA UTILIZADO PARA A ANALISE DE CORRESPONDENCIA

OPTIONS LS=80 PS=60 ;
GOPTIONS DEVICE=FX85;

khkkkkkkhkkkkkkkkkhkkhkhkkkkkhkkkkhkkkhkkhhkhkkhkkkhkkkhkkkkhkkkhhkkhkkkkhkkhkkhkkkkx

*

* ESTE PROGRAMA FAZ USO DO PROC CORRESP PARA REALIZAR
* ANALISE DE CORRESPONDENCIA SIMPLES DE DADOS EXTRAIDOS DE

*

EVERITT (1977, PAG 95)
*

*

*

*

*

*

kkkkkkhkhkkhkhkhkhhkkhkhkkkhkhkkkhhkhhkhkhkhhkkhkhkkhhkkhkhkkkkhkhhhkkhkhkkkkhkhkkhkkhhkhkhkkk

.
?

DATA DADOS ;
INPUT COL$ PRESS$S FREQ @@ ;
CARDS ;
1 A 117 1 B 121 1 C 47 1 D 22
2 A 85 2 B 98 2 C 43 2 D 20
3 A 119 3 B 209 3 C 68 3 D 43
4 A 67 4 B 99 4 C 46 4 D 33

PROC CORRESP ALL DATA=DADOS OUTF=FREQ OUTC=COOR ;

DOS PONTOS-LINHAS E DOS PONTOS-COLUNAS

% * %

*

* ESPERADOS

-,

TABLES COL, PRES ;
WEIGHT FREQ ;
RUN ;

OUTC=COOR CRIA UM SAS DATA SET CONTENDO AS COORDENADAS

OUTF=FREQ CRIA UM SAS DATA SET CONTENDO TABELA DE
CONTINGENCIA, PERFIL DAS LINHAS E DAS COLUNAS E VALORES

*

*  *

ANNOTATE FACILITY

*

PREPARACAO DOS RESULTADOS DA ANALISE DE CORRESPONDENCIA
PARA A CONSTRUCAO DO GRAFICO - USO DO PROC GPLOT E

~e
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DATA COOR1 ; SET COOR ;
IF _TYPE ='OBS’;
FUNCTION='DRAW’ ;
LINE=1 ; SIZE=2 ;
DATA COOR2 ; SET COOR ;
IF _TYPE_='VAR’;
FUNCTION='DRAW’ ;
LINE=2 ; SIZE=2 ;
DATA COOR3 ; SET COOR ;
IF _TYPE ='OBS’ OR _TYPE ='VAR’ ;
FUNCTION='MOVE’ ;
DIM1=0 ; DIM2=0 ;
DATA COOR4 ; SET COOR3 COOR1 COOR2;
PROC SORT DATA=COOR4 ; BY NAME ;

DATA LABEL ; SET COOR ;
IF _TYPE =’OBS’ OR _TYPE ='VAR’ ;
FUNCTION='LABEL’ ;
SIZE=1 ; STYLE='SWISS’ ;

DATA COOR4
LENGTH FUNCTION $ 5
SET COOR4 LABEL ;
LABEL X=’DIMENSAO 1°
Y=/DIMENSAO 2’ ;

~e

X=DIM1 ;  Y=DIM2 ;
XSYS=‘’2’ ; YSYS='2’ ;
TEXT=_NAME_;

KEEP FUNCTION TEXT X Y SIZE STYLE XSYS YSYS LINE ;
RUN ;
PROC GPLOT DATA=COOR4 ;
SYMBOL1 V=NONE;
AXIS1 LENGTH=10 CM ORDER=-.30 TO .30 BY .10 WIDTH=2
VALUE= (F=SWISSL) LABEL=(F=SWISS);
PLOT Y*X=1 / ANNOTATE=COOR4 FRAME HAXIS=AXIS1 VAXIS=AXIS1
HREF=0 VREF=0 ;
RUN ;



