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Resumo

Neste trabalho estudamos quatro modelos do tipo campo de fases para a evolugao de
processos de solidificacdo/liquefagdo de certos materiais, tanto puros quanto ligas bindrias,
com a possibilididade de movimentacao da fase nao-sélida.

As equacgoes que governam o comportamento de materiais puros incluem a equagao para o
campo de fases, uma equacgao para a temperatura e uma equacao singular do tipo de Navier-
Stokes com um termo do tipo Carman-Kozeni e também um termo do tipo Boussinesq. Para
ligas binarias, uma equagao extra para a concentracao do soluto ¢ incluida.

Para materiais puros, tanto no caso bidimensional quanto no caso tridimensional, provamos
a existéncia de solugoes globais no tempo; no caso tridimensional, consideramos um modelo
com dissipagdo mais intensa (nao linear) do que no caso bidimensional. Para ligas binarias,
obtivemos apenas a exis-téncia de solucoes locais no tempo.

Tais solugoes sao obtidas da seguinte forma: primeiramente o problema é penalizado e
uma sequéncia de solugoes aproximadas é obtida usando o teorema do ponto fixo de Leray-
Schauder; entao, usando argumentos de compacidade, provamos que esta sequéncia tem um

ponto limite, o qual é uma solucao do problema original em um sentido generalizado.
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Abstract

In this work we study four phase-field models for the evolution of a solidification /liquefaction
process of certain pure material or certain binary alloys, with the possibility of motion of the
melt phase. The governing equations for pure materials include a phase-field equation, a
heat equation and a singular Navier-Stokes system with a term of Carman-Kozeni type and a
Boussines type term. For binary alloys, an extra equation for solute concentration is included.

For pure materials, both in the two and three-dimensional cases we prove the existence of
global in time solutions; in the three-dimensional, we consider a model with stronger (non-
linear) dissipation than in the two-dimensional case. For alloys, both in the two-dimensional
and three-dimensional case, we obtain just local in time solutions.

These solutions are obtained as follows: firstly the problem is penalized and a sequence of
approximate solutions is obtained by using the Leray-Schauder’s fixed point theorem; then,
by using compactness arguments, we prove that this sequence has a limit point which is a

solution of the original problem in a generalized sense.
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Introducao

Neste trabalho estudamos quatro sistemas de equagoes diferenciais parciais nao lineares que
correspondem a modelos matematicos que podem ser utilizados para a descricao de processos
de solidificagao ou liquefagdo que ocorrem em certos materiais (em estado puro ou em mistura
com outro material formando certas classes de ligas bindrias).

Nestes modelos o mecanismo de mudanga de fases sélido/liquido é descrito com o auxilio
da metodologia de campo de fase; além disso, também se leva em conta a transferéncia de
calor no material e os possiveis efeitos convectivos que ocorrem na parte nao-solida durante o
processo.

Na sua forma mais simples, a metodologia usual do campo de fases é baseada na introducao
de uma funcao escalar da posigao e do tempo, , como mais uma variavel incégnita do modelo
e cujos valores servem para indicar a fase do material. Por exemplo, considera-se que um
ponto x do dominio, no instante ¢ estd na fase sélida se p(x,t) = ¢s; ele esta na fase liquida se
o(z,t) = @r; e na fase mushy se ¢ < p(z,t) < @5, onde g, ¢; dependem do material envolvido
e se  tem ou nao significado fisico direto. Um modelo deste tipo foi proposto originalmente por
Fix [11] e Langer [18] para materiais puros. Tal perspectiva foi posteriormente desenvolvida e
generalizada por muitos pesquisadores; por exemplo Caginalp et al. [6, 7, 8, 9], Boettinger et
al. [5], Beckermann et al. 2], Cherfils et al. [10].

Além disso, a metodologia campo de fase tém atraido o interesse da comunidade cientifica
em varias areas pela sua capacidade de modelar nao somente transigoes de fase, mas também
varias outras situagoes interessantes. Alguns exemplos de tais aplicagbes sao encontrados
em Folch et al. [12] para wviscous fingering, Karma et al. [16] para dinamica de fraturas,

Biben et al. [3] para dinamica de vesiculas, Mullins [26] para estabilidade de uma interface



planar sélido-liquido, Lee [19] para crescimentos dendriticos, Lifshitz [20] para o processo de

espessamento de uma mistura sélido-liquido.

Mais especificamente, nesta tese estamos interessados em estudar sistemas de equagoes
diferenciais parciais parabdlicas nao lineares relacionadas a um modelo do tipo campo de fases

apresentado em Beckermann et al. [2], em situagoes distintas.

O primeiro sistema que consideraremos modela processos de solidificacao ou liquefacao de

materiais puros e € o seguinte:

¢r — alp = —p + 390" —20° + (6. — 0)|Vy| em Q,
L

0, — BAO +v-VO= "0, em Q,
C

P
2

vt—yAv—i—v-Vv—l—VP:—lgp

v+00 em Q,, (P)
diveo=0 em Q,y,

v=0 em @y,

dp 00
5_5_0 na 00 x(0,7), v=0 na 9Qu,

©(0) = o, 0(0) =0y, em Q, v(0)=wvy em ,,(0).

Aqui, 0 < T < 00 é o tempo maximo de interesse e {2 é um aberto, limitado com fronteira
052 suave onde o processo de solidifica¢ao ou fusao esté ocorrendo; denotamos @ = €2 x (0,7).
O campo de fases é denotado por ¢; as funcoes € e v sao respectivamente relacionadas com a
temperatura e a velocidade do material; P é a pressao hidrostatica, ¢ um vetor constante, em
Boldrini et al. [28] este termo é usado na forma pg(f — 6.) + F, onde p é a densidade média
do material, g a forca da gravidade e F uma funcao de L*(Q), mas por simplicidade usaremos
apenas como um vetor constante. a é uma constante positiva, 0, é o equilibrio de temperatura
de fusao do material; 8 é uma constante positiva relacionada com o coeficiente de difusao de
calor; L ¢ uma constante positiva relacionada com o calor latente e ¢, ¢ uma constante positiva
relacionada ao calor especifico do material. As densidades do liquido e sélido sao assumidos
iguais e constantes, as quais, sem perda de generalidade, podem ser supostas terem valor 1.

O modelo esta ajustado para que os pontos da fase liquida correspondam a ¢ = 0, enquanto

os pontos da fase sélida correspondem a ¢ = 1.



Observamos que as equagoes anteriores nao valem todas no mesmo dominio e de fato o
problema anterior ¢ um problema de fronteira livre. Para entender este ponto, ressaltamos
que o dominio espaco-tempo () pode ser separado em trés regides disjuntas e nao conhecidas a
priori, Qs, @, e Q;, associadas respectivamente as regioes onde o material é totalmente sélido,

mushy e totalmente liquido. Estas regioes dependem de ¢ e sao definidas por

Qs ={(z,t) € Q: p(z,t) =1}, (1)
Qm ={(z,t) €Q:0 < p(x,t) <1}, (2)
Qi ={(z,t) € Q: p(x,t) =0}. (3)

Por Q,.;, que é a regiao onde vale a terceira das equacoes anteriores, denotamos a regiao

nao-soélida, i.e.,
Qi = Qm U@ ={(z,1) € Q: 0 < p(x,1) <1}, (4)
Para cada t € [0,T], Quu(t) é definido por
Q) ={x eQ:0 < p(x,t) < 1}. (5)

Ressaltamos que a terceira equacao, que governa o movimento na parte fluida, além de valer
em uma regiao a priori desconhecida, é uma variante da equacao de Navier-Stokes incluindo
um termo que se torna singular na fase solida.

Analisamos o problema anterior no caso bidimensional e provamos a existéncia de solugoes

globais no tempo.

O correspondente caso trimensional é tecnicamente mais complicado; ainda para o caso
de materiais puros, fomos capazes de provar a existéncia de solucoes generalizadas, globais no

tempo, para o seguinte modelo com maior dissipagao do que o anterior:

¢r — alp + apBp = —p + 39> — 2¢° + (. — 0)|Vp| em Q,
L

Ht—ﬁAG—i-UVQ:—got emQ,
C

P
2

vt—VA’U—i-VO.AU—i-U-VU—i—VP:—lSO

v+ 00 em Q,, (Py)



diveo=0 em Q,y,

v=0 em Q,,
dp 06
5_%— na 0 x (O,T), v=20 na 8le7

©(0) =g, 6(0) =06y, em Q, v(0) =v9 em Q,,(0).

Aqui as notacoes sao as mesmas do modelo anterior; a equacao de movimento da parte
fluida, além do termo que se torna singular quando o material se torna sélido, também possui
um termo adicional de viscosidade sugerido por Ladyzenskaya et al. [17] e Lions [22]. Este
termo é vy Av,onde vy éuma constante positiva. Os operadores A e B sao respectivamente

operadores p-Laplaceano e g-Laplaceano associados a expressoes:

Av) = —div([Vu[7*Vv),  Bly) = —div(|Ve|"*Vy). (6)

A seguir consideramos processos de solidificacdo ou liquefagao de ligas binarias, isto é,
misturas de dois materiais, um deles geralmente presente em menor quantidade e denominado
soluto (por exemplo, niquel) e outro geralmente presente em maior quantidade e denominado
solvente (por exemplo, ferro). Neste caso, além das incognitas dos modelos anteriores, us-
adas com as mesmas notacoes, é necessaria a introducao de outra incognita, ¢, que fornece a
concentracao do material soluto na matriz do solvente.

Como antes, analisamos o caso bidimensional para o seguinte modelo:

o — alp = —p+ 30> 20> + (0, — 0 +¢)|Vy| em Q,
L

Qt—ﬁAQ—FUV@:—% emQ,
c

»
Pt e+ v— Vo
l—p+kp 1—p+kp
2

¢ — vAc =

vt—yAv—i—v-Vv—l—VP:—lsO

v+ 710 + dac em Q, (Ps)

diveo=0 em Q,y,

v=0 em Q,,
dp 00  Oc
5 "o, ", =0 ma N x(0,T), v=0 na Qum,

©(0) = g, 0(0) =6y, c(0)=co em Q, v(0) =vy em Q,,(0).



Novamente o caso tridimensional é, como antes, tecnicamente mais complicado e também

requer um modelo com maior dissipacao:

o — alAp = —g0+3902—2g03+(96—0+c)|V<p| em Q,
L

Qt—ﬁAQ—FUVH:—QOt emQ7
c

P
Pt v—Vop

¢ — vYAc = c+
¢ =7 1—p+ ke 1—o+ ke

Ve, em Q. (Py)

Ut—l/AU—f—VOAU—f—U-VU—l-VP:—lSO v+ 010 4+ drc em Q.

diveo=0 em @y,

v=0 em @,
dp 00  Oc
5—5—5—0 na 00 x(0,7), v=0 mna 0Qu,

©(0) = g, 0(0) =6y, c(0)=co em Q, v(0) =vy em Qy(0).

A introducao da equacao extra para a concentracao, com inclusao de novas nao lineari-
dades, torna a andlise destes dois 1ltimos modelos bastante mais dificil do que aquelas dos
correspondente modelos para materiais puros. Como consequéncia, para os modelos de ligas

binarias somente fomos capazes de mostrar a existéncia de soluc¢oes locais no tempo.

Para realizar as andlises dos modelos anteriores, combinamos as técnicas usadas por Hoff-
mann e Jiang [15], Morosanu e Motreanu [25] e Boldrini et al. [27]. O estudo de existéncia
de solugao para os tais modelos serd feito usando uma técnica de regularizacao (penalizacao)
similar j& usada em Blanc et al. [4] e também usada em Boldrini et al. [27]; o objetivo
desta regulari¢do (penalizagao) é o de permitir o uso das equagoes de movimento do fluido em
todo o dominio e nao apenas na regiao nao-soélida, a qual é a priori desconhecida. O prob-
lema regularizado (penalizado) serd estudado usando argumentos de ponto fixo, compacidade

e bootstrapping, e entao passamos o limite para obter uma solug¢ao do problema original.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma. No Capitulo 1, fixamos as notagcoes
a serem utilizadas e apresentamos resultados necessarios para a analise dos sistemas. No
Capitulo 2, provamos a existéncia e a unicidade de solugoes de um certo problema auxiliar as-
sociado aos nossos sistemas; provamos também que tais solucoes satisfazem certas propriedades

que serao muito importantes para as analises a serem feitas nos demais capitulos. No Capitulo



3 serd feito um estudo sobre a existéncia de solucao global no tempo para o modelo (P;). O
modelo (P,) é estudado no Captulo 4, no qual estudamos a existéncia de solugao global no
tempo. Devido a equacao da concentragao ser muito complicada conseguimos apenas um re-
sultado de existéncia local no tempo para os modelos (P;), estudado no Capitulo 5, e (P;)

estudado no Captulo 6.



Capitulo 1

Notacoes e Resultados Preliminares

Neste capitulo fixamos as notagoes e os espacos funcionais que serao utilizados no decorrer
deste trabalho, apresentamos alguns resultados classicos de imersao de Sobolev e da teoria das

equacoes diferenciais parciais parabdlicas.

1.1 Espacos funcionais

Representamos por €2 um subconjunto aberto, limitado e conexo do R™ com fronteira 0f2 de
classe C?, T € R finito e Q; = 2 x (0,t), em particular, usaremos Qr = . Usaremos notagoes
usuais de espacgos de Sobolev, por exemplo, representa-se por W;"(Q) o espago vetorial de

todas fungoes u de LP() tais que para todo |j] < m, Diu € LP(Q2), onde j = (j1,- -+, jn) é um

0 ,
multi-indice, [j| = j1 + - jn, Di = 5y, Para i=1,---n e D’ é operador diferencial definido
L
por
A : A il
D]:Dil'..Dzln:ajl Jn*
ajl PP axn
Em particular, quando m = 0 temos

LP(Q) = W2(Q).

Para um estudo mais detalhado sobre os espagos de Sobolev veja Medeiros [23], Adams [1].
Para o estudo que envolverao as equagoes de Navier-Stokes usaremos alguns espacos fun-

cionais que desempenham papel fundamental. Representamos por ¥V o subespaco vetorial de

7



(C§(€2))™ constituido pelos campos vetoriais com divergéncia nula, isto é,

V= {6 € (C(Q))" tal que div(g) = 0},

onde div(¢) = Z ggbi. O fecho de V em (L%(Q))", (HL(Q))™ e em (W1(2))" sdo trés espagos
=1 It

p

bésicos para o estudo das equagoes de Navier-Stokes, os quais serao denotados por H, V e VP,
ou seja,

— (71,2 n — 1 n _ 1 n

Y

Para funcoes que dependem das varidveis espaciais e temporais, ou seja, funcoes definidas

em (), trabalharemos no seguinte espaco:
WHQ)={pe LUQ); D' € LYQ) 1 <j < 2, e ¢ € LYQ)},

cuja norma é dada por
ISllwz10) = D 1078l za@) + il ace)-
<2

Um estudo desses espagos pode ser encontrado em Ladyzenskaya [17], Lions [21], Mikhailov
[24], por exemplo, podemos ter uma inclusdo continua de qu(Q) nos espagos L>(Q) e de
Holder, vejamos a seguir uma definicao para tais espacos de Holder.

Para cada 7 > 0 nao inteiro, sendo 7 = k + a, com £k € N e 0 < a < 1, definimos o espago
de Holder H™™/2(Q) como o espaco das funcoes u € C°(Q) tais que DI D*u € C°(Q), para

2r + |s| < 7, e para quais a norma

k
lullgrrregy = Y > D7D ullcog)

1=0 2r+s=j
T—2r—|s|
+ Y (DDw),+ > (DjD'w)o®
2r+s=k 0< "'*2;*|5| <1

é finita. Onde,
||U||CO@) = maax |v],

[v(z, 1) — v(’, )|

(V)i o= sup
P eowweg  le—al
£ — (2t
<D:DSU>ZQ — Sup |U(x7 ) Qj(x7 )|
T o )ed it =t

Y

8



Denotaremos por LP(0,7,X), 1 < p < oo, o espaco das (classes de) fungbes vetoriais
¢ :(0,T) — X tais que a aplicagao t — ||¢(t)||x é integrével a Lebesgue em (0,7'). A norma
em LP(0,T,X) é dada por

T 1/p
16l = ( / ||¢<t>||§dt) |

O caso p = oo, L*=(0,T;X) é o espago das (classes de) fungoes vetoriais ¢ : (0,7) — X
tais que a aplicacao t — ||¢(t)||% é essencialmente limitada em (0,7") e a norma dada por

[@llzeeor:x) = sup ess|lo(t)]|x-
t

)

Se X é um espago de Hilbert entao L?(0,7;X) também é um espago de Hilbert com

produto interno dado por

(&, ©)r2(0,7:) :/0 (p(t), p(t))xdt.

Durante este trabalho o espago X sera L%(€)) e as vezes usaremos como W3 (Q). Na préxima

secao veremos algumas propriedades destes espacos de fungoes vetoriais.

1.2 Lemas técnicos
Nesta secao veremos alguns resultados classicos que serao usados durante o trabalho.

Lema 1.1 Seja Q aberto, limitado do R", ) de classe C™, e 1 < p < co. Entao as sequintes

1mersoes sao compactas:

a) WH(Q) = LI(Q), 1<q< 2 se mp < n,

b) W) — LI(Q), 1<g<oo se mp =mn,
) W) — C*(Q), k<m—-2<k+1 semp>n,

onde k € um inteiro nao negativo.
A demonstragao desse Lema pode ser encontrada em Medeiros [23]. O seguinte resultado

de imersao sera de grande importancia para mostrarmos a regularidade das fung¢oes do nosso

modelo.



Lema 1.2 Seja Q2 C R™ um aberto, limitado com fronteira 0S? suave. entdao WqQ’l(Q) estd

imerso continuamente em LP(Q) com

1 2
00 s€ T o < 0,
_ . s 1 2
p= qualquer numero positivo  se T T nE T 0,
-1
1 2 1 2
(q n+2) se q n+2 > 0.

Além disso, a inclusao é compacta para todo 2 < p < p, com p dado acima e pode ser

encontrado em (Ladyzenskaya [17] p. 80 Lema 3.3).

Para obtermos uma inclusao compacta e continua de WqQ’I(Q) em L>(Q) para ¢ suficien-

temente grande precisaremos do seguinte resultado:

Lema 1.3 Seja Q2 C R™ um dominio aberto, limitado com fronteira 0S) suave. Se 2l — 2r —

|s| = (n+2)/q >0, entdo
21,1 T7/2 (1)
W Q) Cc H 2(Q), para 0 <71 <2l —2r —|s| — (n+2)/q.
Mais ainda,

[ull grrrzy < Cllullyzi gy,

com C' dependendo de Q,T,1,r,s,n, eq.
Além disso, se 2l —2r —|s| —(n+2)/q nao € inteiro, entdo as conclusoes anteriores sao vdlidas

para T =21 —2r — |s| — (n + 2)/q.
No caso particular onde r = s =0, [ = 1, temos:

Corolario 1.1 Seja Q C R™ um dominio aberto, limitado com fronteira 0N suave. Se q >

(n+2)/2, entao
2,1 TT7/2 ()
W (Q)CH 2(Q), para0<71<2—(n+2)/q.
Além disso,
||U||HT,T/2(@) < C||u||WqQ’1(Q)'
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Este corolario nos permite demonstrar o seguinte resultado de imersao:

Corolario 1.2 Seja Q C R3, aberto, limitado com fronteira 00 suave. Entdao para todo

q>5/2 temos

Wi Q) € L¥(Q),
com 1mersao continua e compacta.

Demonstragao: Segue do coroldrio anterior que a inclusao W' (Q) € H ™7/2(Q) é continua
para 0 < 7 < 2 — 5/q. Devido ao Teorema de Arzela-Ascoli a inclusio H™7/2(Q) C C°(Q)
é continua e compacta, para 7 > 0 e a inclusdo C°(Q) C L>(Q) é continua, obtemos que a

inclusao W2'(Q) C L>(Q) é continua e compacta. [ |

Observagao 1.1 Também usaremos o Coroldrio 1.2 no caso onde 0 C R?, e neste caso é

preciso apenas q > 2.

Agora enunciaremos o Teorema do ponto fixo devido a Leray-Schauder (Friedman [13]

Teorema 3, pp. 189) o qual serd usado nos capitulos 2, 3, e 4.

Teorema 1.1 (Teorema do ponto fixo de Leray-Schauder)

Seja Ty : B — B, 0 < XA <1, uma familia de operadores definida no espaco de Banach B.
Suponha que:

a) Tx estd bem definidoVx € B eV A€ |0,1].

b) VA€ [0,1] fizo, Ty : B — B é um operador continuo e compacto.

c) Vx € A, A C B limitado, Tyx é uma transformagao uniformemente continua com respeito
a A

d) 7o possui um unico ponto fixzo em B.

e) FEziste uma constante M > 0 finita tal que para toda possivel solu¢ao de Tyxr = x para
qualquer X € [0,1] satisfaz ||z||p < M.

Entao existe pelo menos uma solugio x € B da equagao Tix = x.

11



Usaremos frequentemente, nos capitulos 5 e 6 o Teorema do ponto fixo de Schauder, que

pode ser encontrado em (Hale [14], p.10), vejamos aqui seu enunciado.

Teorema 1.2 (Teorema do ponto fixo de Schauder)
Sejam X um subconjunto convero, compacto de um espago de Banach B e T : X — X um

operador continuo, entdo T possui um ponto fizo em X.

O seguinte resultado da teoria LP para as equacoes parabdlicas sera utilizado em todos os
seguintes capitulos deste trabalho e pode ser encontrado em (Ladyzenskaya [17] Teorema 9.1
pp. 341 e a observacao no final da segao pp. 351).

Denotemos L(z,t,0/0x,0/0t) o operador diferencial parabdlico linear com coeficientes

reais

o 0*u - ou
L(z,t,0/0x,0/0t)u = 5 Z a;;(z, t)m + 1ai(x, t)a_x, + a(z, t)u.

ij=1 ij=
Teorema 1.3 (Ladyzenskaya) Sejam Q um aberto de classe C* e q > 1. Suponha que os
coeficientes a;; do operador L sdao fungoes continuas e limitadas em @), enquanto os coeficientes

a; € L"(Q), a € L*(Q) com

max(q,n+2) para qF#n+ 2,

T =
n+2+e para q=n-+2,
o Jomax(egE) pera g #

n+2

n+2 —
- TE€ para  q = 5=,

e > 0. Entao para cada f € LY(Q), ug € WqQ_2/q(Q) para q # 3, e satisfazendo a condicao de

compatibilidade Oug/Ov = 0 na 0X) para q > 3, entdo existe uma Unica u € Wj’l(Q) tal que

L(x,t,0/0x,0/0t)u = f(x,t)

u(z,0) = up(x)
ou

5—0.

Além disso,
iz gy < € (IF i@ + lollya-sraggy ) -
onde C' depende de 2, T e das normas anteriores dos coeficientes do operador L.
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O préximo resultado de imersao se encontra demonstrado em (Simon [29] pp. 85).

Lema 1.4 Sejam X, B,Y espacos de Banach tais que X C B C Y. Suponha ainda que a
imersao X — B seja compacta. Seja F um congunto limitado em LP(0,T; X ) onde 1 < p < oo,
e OF /0t limitado em L'(0,T;Y). Entio F é relativamente compacto em LP(0,T; B).

Se F' ¢é limitado em L*(0,T;X) e OF/0t limitado em L"(0,T;Y") onde r > 1. Entdao F é

relativamente compacto em C([0,T]; B).
Um caso particular do Lema 1.4 muito usado nos capitulos posteriores é o seguinte corolério.
Corolario 1.3 Seja Q C R™, n = 2,3, aberto, limitado com fronteira 02 suave. Entao
WyHQ) € L*(0,T5 L=(%)
com 1mersao compacta.
Demonstracao: Note que
Wy (Q) = {6 € L*(0,T; W5 (Q)); 60 € L2(0, T3 L*()},

entao usando Lema 1.1 temos que W3 () possui imersiao compacta em L>(£2). Também temos

que L>°(€)) possui imersao continua em L?(£2). Portanto o resultado segue do Lema 1.4 com

X =W2(Q), B=L®(Q) e Y = L*). |

Usando o mesmo raciocinio obtemos também o seguinte corolario:
Corolario 1.4 Seja Q C R™, n = 2,3, aberto, limitado com fronteira 02 suave. Entao
W3 (Q) C L*0,T; H'()),
com 1mersao compacta.

Demonstragao: Basta aplicar o Lema 1.4 com X = W}(Q), B=H'(Q) e Y =L*Q). N

O proximo lema sera muito usado quando fizermos uso de argumentos do tipo bootstrapping.
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Lema 1.5 (Desigualdade de interpolagao)
Sew e LPr(0,T; L1 (Q))NLP2(0,T; L2(2)) com 1 < p; < ps <00, 1 < q < go <00, entdo
we LP(0,T; L?(Q)) para todo p1 < pg < p2, ¢1 < qo < qo, € se tem a desigualdade

[l oo 0,752 () < HUHHLpl(o,T;qu(Q))HUHEQQ(O,T;LQ(Q))v

onde 0 < 0 < 1 verifica

1 6 1-6 1 6 1-40

_ = — e _ = —

de q1 q2 De p1 P2

Demonstracao: Basta usar duas vezes o Teorema de Interpolagao que pode ser encontrado
em Medeiros [23].

Um caso particular que usaremos nos préximos capitulos é o seguinte resultado.

Corolario 1.5 Seja Q C R? um conjunto aberto, limitado com fronteria O suave. Entdo a

sequinte imersao € continua

L>(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; HY(Q)) C LY Q).
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Capitulo 2

Um Problema Auxiliar

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados de existéncia e unicidade para o seguinte
problema de valor inicial e de fronteira relacionado com o campo de fases p(z,t), o qual serd
de grande importancia nas demonstragoes dos nossos resultados. O problema consiste em

encontrar uma fungao (campo de fases) ¢ tal que

pr — alp = —p +3¢" = 20" + f|Vy| em Q, (2.1)
g—i =0 nadQx(0,7), (2.2)
©(0) =¢o em Q, (2.3)

onde [ : Qx (0,7) - Re gy : Q2 — R sao dados. Comegamos a estudar o problema
(2.1)-(2.3) da seguinte forma, primeiro vamos supor que sao dados @q € W), f € L>(Q)
entdo mostrar que existe o € W5 (Q) solucao de (2.1)-(2.3), depois veremos que a solucio ¢
satisfaz a seguinte propriedade, 0 < ¢ < 1 que esta relacionada com fendmenos fisicos, esta
propriedade serd de grande importancia para mostrarmos certas estimativas que nos permitirao

supor que f € L*(0,T; L°°(€2)) e ainda nos ajudar mostrar a unicidade de solugao do problema
(2.1)-(2.3).

Ainda neste capitulo mostraremos que no caso onde @y € We™79(Q) e f € L=(Q), entdo
existe p € W>H(Q) solugao de (2.1)-(2.3).

Os resultados que envolvem f € L?(0,T; L>(£2)) serao usados no capitulo 3, e os resultados

que envolvem f € L*(Q) serao usados nos capitulos 5 e 6.
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Lema 2.1 Sejam 0 < T < oo, 2 C R™, n = 2,3, aberto, limitado com fronteira 02 de classe

C? e a uma constante positiva. Suponha que sao dados:

wo € WH(Q), g€ L*(Q), feLQ).

Entdo existe uma tinica o € Wy (Q) tal que

o —alAp =g+ fI[Vp| emQ, (2.4)
dp

= 0 nadQx(0,T), (2.5)
©(0) =y em Q. (2.6)

Demonstragao: Aplicaremos o Teorema de ponto fixo de Leray-Schauder, (Teorema 1.1).
Para este fim, consideramos a seguinte familia de operadores 7y, 0 < A < 1, definido no espaco

de Banach B = L*(0,T, H'(2)) o qual aplica 1 € B na solucio ¢ do seguinte problema:

pr —alp =g+ AfIVY] em Q, (2.7)
dp

e 0 na 09 x (0,7, (2.8)
©(0) = ¢ em S (2.9)

E claro que ¢ é uma solucio de (2.4)-(2.6) se, e somente se, é um ponto fixo do operador

Ti. A seguir mostraremos que 7T, satisfaz as hipoteses do Teorema do ponto fixo de Leray-

Schauder.

Comecamos mostrando que 7 estd bem definido.

Para isto, observe que g + A\f|Vy| € L*(Q), aplicando a teoria LP-parabdlica (Teorema
1.3), existe uma tinica solucio ¢ € W5 (Q) do problema (2.7)-(2.9). A imersdo W, (Q) em
L*(0,T, H'(Q)) (Simom [29], Corolério 4) garante entao que o operador 7Ty estd bem definido
de B em B.

A seguir provaremos a continuidade de 7.

Para isto, seja v, € B uma sequéncia convergindo fortemente para 1) € B. Para cada n,

seja p, = Tr(¥y), temos que ¢, satisfaz a seguinte estimativa (Ladyzenskaya [17], p. 341);

Ieallizig < C (livollwye + g+ AI9nll2e))

< C (leollwyo + lgllze + 1= I V¥ullz2@) )
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para alguma constante C' independente de n. Desde que a imersao W5 (Q) em L2(0, T, H'(R2))

é compacta (Corolario 1.4), existem uma subsequéncia de (¢,) (a qual ainda denotaremos por

(on)) € @ € W5H(Q) tais que

o — @ em W3H(Q),

pn — ¢ em L*(0, T3 H'(Q)),

e assim ¢ = T,(¢), isto vale para qualquer subsequéncia de (i, ), entdo a sequéncia original
(ipn) converge fortemente para ¢, o que implica que T, é continuo para todo 0 < A < 1. Ao
mesmo tempo, 7 é limitado em W22 ’1(Q), e a imersao deste espaco em B é compacta, entao
concluimos que 7T, é um operador compacto para cada A € [0, 1].

Para provar que para 1 em um conjunto limitado de B, 7, é uniformemente continuo com
respeito a A, sejam 0 < A\, Ao < 1 e ¢; = 7,,(¥). Note que ¢ = ¢ — ¢y satisfaz o seguinte

problema:

o1 — alp = (A — A) VY| em Q,

%:0 na 02 x (0,7,
©(0) =0 em €,

e portanto ¢ satisfaz a seguinte estimativa (Ladyzenskaya [17], p. 341);

lellwzrgy < Cla = Xelllflle=@ I VYllz2@),

onde C' é independente de );. Portanto 7, é uniformemente continuo em .
Falta-nos estimar o conjunto de todos os pontos fixos de T,. Seja ¢ € B um ponto fixo,

i.e., solucao do seguinte problema

pr—alp =g+ Af[Vyg| em Q, (2.10)
g—f =0 naodQ2x(0,7), (2.11)
©(0) = ¢y em S (2.12)

Multiplicando (2.10) por ¢, apds integracao por partes e as desigualdades de Holder e

Young, obtemos de maneira usual a seguinte estimativa:

d
— 902+oz/|Vs0\2 = /gs0+k/f|Vs0\so
dt Q Q Q Q
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< / P e / Vol + (1+ o) / &,
Q [9] [9]

tomando € > 0 suficientemente pequeno, podemos aplicar o Lema de Gronwall para obter

T 2
el zora @) < (leoll@ + l9llzg) € i@ = .

Finalmente, para A = 0, é claro que o problema (2.7)-(2.9) tem uma unica solugao. Pode-
mos entao aplicar o Teorema de ponto fixo de de Leray-Schauder, assim, existe pelo menos um
ponto fixo ¢ € BN W22 ’I(Q) do operador 7; o qual corresponde a uma solucao do problema
(2.4)-(2.6).

Vamos mostrar que a solugao é inica. Sejam ¢y, o possiveis solugoes de (2.4)-(2.6) e note

que = 1 — g satisfaz o seguinte problema:

pr —alp = f([Ver| = [Vs|) em Q, (2.13)
dp

e 0 na dQ x (0,7), (2.14)
©(0) =0 em Q. (2.15)

Multiplicando (2.13) por ¢, integrando por partes e usando a propriedade ||a| — |b]| <

la — b|, obtemos

1d
s [ +a [19e2 = [ 1096 - IVeabe < [ 1£194llel,
2dt Jq Q Q Q

agora, usando a desigualdade de Young e integrando em ¢

t t
/ &+ / / Vol < Clf i) / / &,
Q 0 Q 0 Q

podemos entao usar o Lema de Gronwall e obter

t
/902+/ /|V¢I2§O.
Q 0 Q

A prova do Lema 2.1 esta entao completa. ]

Agora, vamos de fato considerar o problema (2.1)-(2.3); usaremos o Lema 2.1 como base

da demonstracao de existéncia de solugoes.
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Lema 2.2 Sejam 0 < T < oo, Q C R"*, n = 2,3, com fronteira O de classe C? e a uma

constante positiva. Suponha que sao dados
po € W3(Q), feL=Q).
Entio eziste o € W3 (Q) solugdo do problema (2.1)-(2.3).

Demonstragao: Considere o operador 7, 0 < A < 1, definido no espaco de Banach B =

L5(Q) o qual aplica 1) € B na solucao ¢ do seguinte problema:

oo — alp = A= + 3¢° = 2¢°) + f|Vy| em Q, (2.16)
g—f —0 1adQx(0,T), (2.17)
©(0) = ¢o em (. (2.18)

Mostraremos que 7T, satisfaz as hipéteses do Teorema do ponto fixo de Leray-Schauder
(Teorema 1.1) e obter entao um ponto fixo para 7y, tal ponto fixo serd uma solucao do problema
(2.1)-(2.3).

Certamente \(— +3¢? —2¢%) € L*(Q), o Lema 2.1 garante que existe uma tinica solugio
¢ € W7 (Q) do problema (2.16)-(2.18). Da imersao W5 (Q) em B, temos que o operador 7Ty
estd bem definido de B em B.

Para provar a continuidade de 7y, sejam v,, € B uma sequéncia que converge fortemente

para ¢ € B e ¢, = Tx\(1y), i.e., solu¢do do problema

Pnt — OéAQOn = )\(—1% + 3¢?¢ - 2¢2) + f|V90n’ €ml Qa (219)
Opn

5 0 na 9Q x (0,7), (2.20)
©n(0) = o em (L. (2.21)

Vamos mostrar que ¢, é limitada em I/VQ2 ’1(Q), e usar a compacidade deste espago em
L5(Q), para isto multiplicamos (2.19) por ¢, e integramos em 2
Ld
2dt Jq
< [virostravt+ 5 [ Do+ CO+ 1 0m) [ A

¢i+a/Q|v%,2:A/Q(_%erg—wi)%Jr/Qf|V<pn|90n
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agora integramos em t e obtemos

1 a [ 1
3 [+ [ [ 190P < Slenla + nlBa + Slvnlisg,
2 Ja 2 J)o Jo
t
il +C [ A+ 1 O~@) [ & (2.22)
O préximo passo é multiplicar (2.19) por ¢,,;, e assim temos

/ Lpit 9 dt/ |V90n|2 /(—% + 3¢721 - 2'(/)2)‘?71,15 + / f|v¢n|90n,t
Q

<c [ wrvirvteg [ U@l [ Vel

integrando em ¢

1 t
3 | [hera [196 < alValg + € (Il
2Jo Ja 0
t
Hnlin) +Wnllioe) +C [ 1O~ [ Vel (223)
Por 1ltimo, multiplicamos (2.19) por —Ay,,, e entao temos
Voul? AV
3 | vl v [ (e
= [ (v 36 - 26000 - [ 119010,
Q Q
a
<c [wruttit+ s [Bef+ClORw [ Fel,
por fim, integramos em ¢t
1 t
3 [1venl+a [ [ 180 <190l +C (Ienlee
Q 0 Ja
t
Hllsg + Wallo) + € [ 15O [ 1VenP (2.21)
Somando (2.22)-(2.24) e ajustando as constantes chegamos a seguinte estimativa para ¢,
| @2+ 190.8) + lenligs g < Cllvnliiya + € (Il

t
+||wn||i6(Q) + ||¢n||6L6(Q)> + O/o (1+ ||f||%oo(9)) /Q (2 + [Venl?) .

Desde que (¢,) é limitada em B, o Lema de Gronwall nos garante que ¢, é limitada

em Wf’l(Q), e esse mesmo espago estd imerso compactamente em L%(Q) N L?(0,T; H'(2)),
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(Corolério 1.5), segue que existem ¢ e uma subsequéncia de ¢, (a qual ainda denotaremos
por ¢,,) tal que
pn = ¢ em WSH(Q),
pn — ¢ em L(Q) N L*(0,T; H'(Q)).
Segue que ¢ satisfaz (2.16)-(2.18) e pela unicidade de solugao, segue que ¢ = Tr(¢),

independente da subsequéncia tomada. Consequentemente a sequéncia original (¢,,) converge

fortemente para 7,(1), e assim o operador T, é continuo de B em B.
Para provar que para 1 em um conjunto limitado de B, T, é uniformemente continuo com

respeito a A, seja @; = Ty, (1), entdo ¢ = 1 — 9 satisfaz o seguinte problema:

or — alp = (M — X)) (=Y + 3¢* — 2¢°) + f(|Vipr| — [Vie|) em Q,
0
a—f =0 nadQ x(0,7),

©(0) =0 em Q.
De modo andlogo a (2.22)-(2.24) chegamos a seguinte desigualdade

/Q (902 + |V<P|2) + ||90||12,V22,1(Q) < CA — Ag)? (“1/)”%6(@)
t
Hunllisg + Wnllsa) +C [ A+ 1) [ (41967
Aplicando o Lema de Gronwall temos
el < llellyzr gy < Clar = s,

onde C' depende de |[¢[|zs(q) € ||f||2(0,7;0°0())- Portanto, 7y é uniformemente continuo em X

Agora, vamos estimar o conjunto de todos pontos fixos de Ty, seja ¢ € B um ponto fixo, i.e

solugao do seguinte problema

r — alp = A= + 3p> — 2¢0°) + f|Vy,

(2.25)
dp
2, (2.26)
©(0) = ¢o. (2.27)
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Usaremos a mesma técnica usada para mostrar (2.22)-(2.24). Vamos primeiro multiplicar

(2.25) por ¢,
2dt/s& +Oz/|V¢!2—A/ 902+3303—2904+/f|V90|90-
Q

Seja ¢ = max {—y2 + 3y° — y4} , entao
yeR

37 Lo [ [ ot <o g [ 19+ O~ [ &

agora, integrando em t e usando a desigualdade de Gronwall, obtemos

t t
2
/902+/ /|V90IQ+A/ /904gC(1+||¢0||§2(Q))e”f”w°<ce>. (2.28)
Q 0 Q 0 Q

Multiplicamos (2.25) por ¢, para obter

/ L od / Vel? = / (—p+ 307 — 2500 + / fVeler
2 dt Q

a idéia agora é usar a desigualdade de Schwarz e ——p? = 2¢*p, nos termos da primeira,

2dt

integral do lado direito, fazendo isso obtemos

d \d
2 @ 2 2 4 N N 2
/ﬂwﬁadt/glvsd _C/ﬂso te oo s0+||f NZ /|Vs0|

Agora nos falta integrar em ¢, usar (2.28) e o lema de Gronwall para obter

t
A 2
| [et+ [196 + 564 < 00+ I0lEag + lnll@)el Mo, (220)
0 Q Q

De modo andlogo, multiplicamos (2.25) por —Agp, e assim temos

3 L 1Tet o [@er = [(o-3 20900 - [ fvalag,

vamos usar agora a seguinte propriedade basica da integracao por partes:

/A90903 = —/ IVel*¢”
Q Q

37 | 19ef+a [ (apf+ [Tely?

<c / &4 O / Vol

e assim teremos
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novamente, integrando em ¢, usando (2.28) e o lema de Gronwall obtemos

t
/ Vol + / / (Ap) + [V i? < O+ [Vipolage)e i@ (2.30)
Q 0 Q
De (2.28)-(2.30) temos

2
lellzo) < Cllellwzrig) < C1+ lleolid @ + 1ol tagy)e i@ = .

Ao mesmo tempo 7, é limitado em VV22 ’1(62) e a imersao deste espaco em B é compacta.
Portanto 7, é também um operador compacto no espaco de Banach B.

Finalmente, para A = 0, é claro que o problema (2.16)-(2.18) tem uma unica solucao.
Portanto podemos aplicar o Teorema do ponto fixo de Leray-Schauder dizendo que existe pelo
memos um ponto fixo ¢ € W7 (Q) N B do operador Ty, i.e. ¢ = Ti(p). Esta funcio é uma
solucao do problema (2.1)-(2.3). [

Para mostrarmos que podemos supor f € L*(0,T; L*°(2)) precisaremos de uma estimativa
melhor para a norma de ¢ em W22 ’1(Q), mas para isto precisamos primeiro mostrar que 0 <

e < 1.
Lema 2.3 Suponha que 0 < ¢y < 1, entdo a solugdo do problema (2.1)-(2.3) também satisfaz:
0<p<1, gqs em@.

Demonstragao: Primeiramente vamos escrever ¢ = o — ¢, onde

(z,t)eQ

= max {—¢(z,t),0}.

¢" = max {p(x.1),0},
v (z,t)eQ

Entao multiplicamos (2.1) por ¢~ e obtemos

/ o™ — a/ App~ = / —pp” + 307 —20%0 + / fIVele™,
Q Q Q Q

1d _\2 -2 _ —\2 —\3 —\4 “lip~
5 Q(gp)—a/Q|Vg0|—/Sz(g0)+3(g0)+2(90)+/9f|v¢ o7,
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usando desigualdade de Young, integrando em ¢ e usando o fato que ¢, = 0 temos
¢
[y [ [loer < - [reservae)
Q 0 Jo Q
t
Hilew [ [ @)
0 Jo
t
< Wl [ [P
0 Jo

Pelo Lema de Gronwall, temos que ¢~ = 0, assim ¢ > 0. Para provar que ¢ < 1,
denotamos 1) = p — 1 e provaremos que ¥ < 0. Observe que v satisfaz o seguinte problema:
by — @l = —p = 3¢° — 20° + fI[VY| em Q,

(2.31)
o
5 =0 na 0f) x (O,T),

(2.32)
P(0) =po—1=1 em Q. (2.33)
onde ¢y = 0. Multiplicando (2.31) por ¥
1d
s L@ ra [1verl = = [wore @+t [ vt
2dt Jq Q Q Q
< OOl [ @7
Novamente pelo Lema de Gronwall, temos que " = 0, assim ¢ < 1. |

O Lema 2.3 nos permite demonstrar o seguinte resultado.

Lema 2.4 Suponham que sao dados f € L>=(Q), po € W3 (Q) e Q C R", n = 2,3. Entdo a
solugdo do problema (2.1)-(2.3) dada pelo Lema 2.2 satisfaz:

2
Ielwzi@ < Ci(1+ ol ) e M20mmm. (2.34)

Demonstagao: Usaremos fortemente que ||¢||f(g) < 1. Primeiro, multiplicamos (2.1) por

©, para obter

1d
——/902+a/|V¢|2:/—s02+3903—2904+/f|V90|<p
2dt Jq Q Q Q

2 o
IR+ 2Ol [ ¢+ 5 [ 1968
o Q Q
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Agora, multiplicamos (2.1) por ¢,

/ th/ [Vel? = / 9090t+3(:0290t_290390t+/f’v90|90t
1
< CI0Y + Ol (0)]2mie / Vol + / 2.

A seguir, multiplicamos (2.1) por —Agp

th/ \Vso!2+a/(As@) /(—90+3902—2903)A90—/f\V90!As0
Q Q
[0

< IR+ CIS Ol [ V6P +5 [ (80

Somando as trés desigualdades, apds integrar em (0,7") obtemos a seguinte estimativa

[ wary+ [ 1968+ @007+ 6t <0 (T+ loulln)
+0 [ 16w [ (681967,

o qual, apds aplicar o Lema de Gronwall obtemos (2.34).

Com o Lema 2.4 demonstrado, segue o seguinte Lema que sera utilizado no capitulo 3.

Lema 2.5 Suponha que f € L*(0,T; L>(9)), w0 € W5 (), a uma constante positiva. Entao

existe p € Wy (Q), solugdo do problema (2.1)-(2.3).

Demonstracao: Seja (f,,) C C*(0,7; L>°(£2)) uma sequéncia tal que

fo — fem L*(0,T; L™(Q)). (2.35)

Dos Lemas 2.2, 2.3 e 2.4, para cada n € N existe ¢, € W;l(Q), tal que 0 < ¢, <1le

Pnt — @lDpy, = —p, + ?’Qpi - 2902 + fulVeu| em Q, (2.36)
gf =0 nadQx (0,T), (2.37)
©n(0) = o em €. (2.38)

Observe que, de (2.34), @, é limitada em W, (Q). Entao, existem uma subsequéncia (@, )

e p € W2(Q), tal que:

Pn, — @ €m W2271(Q)7
Pn, — ¢ em L°(Q),
Vo, — Ve em LZ(Q).
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A tltima convergéncia segue do fato que W' (Q) estd imerso compactamente em L2(0, T'; W3 (€2)).
Estas convergéncias sao suficientes para passar o limite em (2.36)-(2.38) e mostrar que ¢ sat-

isfaz (2.1)-(2.3). Para mostrar que 0 < ¢ < 1 basta repetir as contas do lema 2.3. [ |

Até agora, mostramos que se dados ¢y € W5 (Q2) e f € L*(0,T;L>*(Q)), entao existe
¢ € W2'(Q) solugao de (2.1)-(2.3) e 0 < ¢ < 1. Vamos mostrar agora que no caso onde
f € L™(Q), se tivermos o € W, 2/%(Q) entdo podemos obter uma solugio em W2HQ) e este

resultado serd importante para mostrarmos os resultados dos capitulos 5 e 6.

Lema 2.6 Sejam 0 < T < oo, Q C R", n = 2,3, com fronteira 0 de classe C*? e a uma

constante positiva. Suponha que sao dados

2-2/ . .o~ g e7-
o € W, 79(Q),q > 2,q # 3, satisfazendo a condi¢do de compatibilidade

0
ﬂ:(}pamq>360§900§17
ov

feL=Q).

Entao existe uma inica ¢ € Wqu(Q) solugao do problema (2.1)-(2.83) tal que 0 < o <1 e

Iz < € (Iollyzzgy Tlfli) (2.39)

Demonstragao: Usaremos argumentos de bootstrapping para mostrar que ¢ € qu(@)_ O
Lema 2.2 nos garante ¢ € W5"'(Q), e neste mesmo Lema em (2.30) temos Vo € L®(0,T; L*(Q))
e do fato que ¢ € W5 (Q) tem-se

Vi € L(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; W, (Q)) = L*(Q),

(n = 2,3), entdo —p + 3p? — 20 + f|Vy| € L3(Q), aplicando a teoria LP-parabdlica no
problema (2.1)-(2.3) temos ¢ € ng(Q) onde § = min{gq, 3}. Se ¢ < 33 acabou, caso contrario
¢ € W2'(Q) e entiio

Vi € L=(0,T; L*(Q)) N L(0,T; W5(Q)) = LYQ),

e assim — + 3¢% —2¢% + f|Vp| € L*(Q), e novamente pela teoria LP-parabdlica ¢ € Wg’l(Q)

onde § = min{q, 4}. Procedendo este método sucessivamente obtemos ¢ € W2(Q).
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Unicidade.

Sejam 1, o solugoes de (2.1)-(2.3). Para ¢ = p; — @9 vale:

pr —alp = Do+ f(|[Vei| = [Va|) em @, (2.40)
Zi —0 nadQx (0,T), (2.41)
©(0) =0 em €. (2.42)

onde D = —1+ 31 + 30y — 20? — 20105 — 203 e usando o Lema 2.3 conclufmos que D < 5.
Multiplicando (2.40) por ¢

2< 01 N 2 g/ 2
33 [ e ra [V <00+ 10E~w) [ ¢+5 [ 194

Pelo lema de Gronwall, obtemos ¢ = 0 como queriamos.

Estimativa.

Primeiro note que do Lema 2.4 temos

2
lelwzig < G (1+ leolluy) €M@, (2.43)

Usaremos agora argumentos de interpolacao, observe que
Vi € L%(0,T, L2 () N L*(0,T, W5 () = L'**(Q).

Seja § = min{q, 3}, pela teoria LP-parabdlica, vale a seguinte desigualdade

IA

(& (||<P0HW2 2y Il — @ +3¢" —2¢° + f|V90|||L6(Q)>
< O (14 lpollyz-2gy + 17196l rc@)

< G (14 Igollyz-rmoy + 11 IVl Ty ) -

HQOHW;’I(Q)

onde s é tal que 1/s +3/10 = 1/g, além disso

”SOHWZ’1 Q) < 01(1 + H@OHW;*Qﬁ(Q)

a 2q/5 3q/5
FT F e | VTR0 222 | VU T o0 2w gy )
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usando novamente o Lema 2.4 concluimos que

— — a ol 200
T £ ey (1 + ool a1y ) T €M @), (2.44)

Entao, se ¢ < 3 o lema aqui termina, caso contrario, verificamos que
Vi € L*(0,T, L*(Q)) N L*(0, T, Wy (Q)) = L*(Q).

e denotando agora § = min{q, 10} temos

IN

lellwz1 o) Gy (||<P0||W6272/6(Q) +l =+ 30" = 2¢° + f|V<P|||Lﬁ(Q)>

IN

Cr (14 Nolly -2y + 1196l 130

IN

%S(Q) ||V90HqL15(Q))

Cy (1 + llollyyz-2raiq) + Tﬁ||f||iw(@)”90”%1(@)) !

Cr (1+ llpolyz-2ragay + 111

IN

onde s é tal que 1/s+1/15 = 1/G e usando (2.44) concluimos que se ¢ < 10 o Lema termina,

caso contrario usamos esse raciocinio até obtermos g = q. |
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Capitulo 3

Um Modelo para Materiais Puros:
Existéncia Global no Caso

Bidimensional

Durante este capitulo discutiremos a questao da existéncia e regularidade de solugoes para
um modelo do tipo campo de fases para solidificacdo e/ou liquefacdo de materiais puros no
caso bidimensional (o que chamamos de Modelo 1).

Na primeira sec¢ao apresentaremos o modelo a ser estudado e enunciamos o resultado prin-
cipal deste capitulo; na segunda secao apresentaremos uma familia de problemas aproximados,
obtidos pela introdugao de um parametro de penalizacao no problema original, bem como um
correspondente resultado de existéncia e estimativas de solugoes; por fim, na tultima secao
deste capitulo passaremos ao limite no parametro do problema penalizado e assim obteremos
solucoes do problema original.

As técnicas usadas neste capitulo sao: Teorema do ponto fixo de Leray-Schauder para
obtermos a existencia de solucao para cada problema pena-

lizado, argumentos de compacidade e do tipo bootstrapping para passarmos ao limite.
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3.1 Apresentacao do Modelo 1 e resultados

Sejam 2 C R? um aberto, limitado com fronteria 92 suave, T' € R finito e Q = Q2 x (0, T).

Consideremos o problema com condigoes de fronteira e condigoes iniciais:

or — alp = —p + 39" — 2¢° + (6. — 0)|Vy| em Q,
L

0, — BAO+v-VO=—p, em Q,
C

P
2

Ut—VAU+U~VU+VP=—1SO

v+00 em Qun, (3.1)
diveo=0 em Q,y,

v=0 em @,

Do 00
5, =, =0 na ONx(0,T), v=0 na 0Qu,

©(0) = ¢o, 6(0) =6y, em Q, v(0)=wvy em ,,(0).
onde Qun, Qs, i (0) estao definidos em (1)-(5). O campo de fases é denotado por ¢, as fungoes
0 e v estao respectivamente relacionadas com a temperatura e velocidade do material. Aqui
v denotard o vetor normal exterior a 0f), a, 3,7 sao constantes positivas, L uma constante
positiva relacionada ao calor latente e ¢, uma constante relacionada ao calor especifico do

material. & é uma constante relacionada com a densidade do material e a forca da gravidade.

O principal resultado deste capitulo é o seguinte:

Teorema 3.1 Sejam 0 < T < oo, Q C R? um aberto, limitado com fronteira O de classe

C?. Suponha que
po € WE?1(Q), q>2,q# 3 tal que 0 < ¢y < 1,

o € WE25(Q), s > 2,5 # 3,

vo € H, com vy =0 em Q5(0) = {z € Q; po(z) = 1},

satisfazendo a condi¢cao de compatibilidade

dpo _ O%o

%~ oy =0 na 09,
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para q,s > 3. Entao existem fungoes (p,0,v) tais que

0
a—wzoyso(O):wo e0<p=<1gs em@Q,
v

9 € W2(Q),r < minfs. a4}, 50 = 0,0(0) = t,

p e WHQ),

v e L*0,T; V)N L0, T; H),v(0) = vy em Q2,(0),
e tal que
pr— alp = —p + 39" = 20° + (6. — 0)[Vy| ¢.5. em Q, (3.2)

0, — BAO +v-VO = C£got q.s. em Q, (3.3)
P

wlta®) = [ s+ [(@0.90+ [0 Vo

:@0,77(0))—/; (fsou,n) ds+/0t(56’,n), (3.4)

t € (0,7), para qualquer n € L?(0,T;V) com suporte compacto contido em QU Qpy(0) U
Qo (T) eny € L2(0,T; V).

Além disso v = 0 quase sempre em Q).

Onde Qs € Q(t) sao conjuntos relacionados a ¢ e definidos respectivamente em (1) e (5).

Observagao 3.1 A condicao q > 2 nos assequra a continuidade do campo de fase @ pois

W2 Q) c H™2(Q), com T =2 — 4/q. (Ladyzenskaya [17] p. 80).

Para obtermos uma solugao do problema (3.1) primeiro introduzimos uma versao penal-

izada do problema original.

3.2 Existéncia de solucoes de um problema penalizado

Introduzimos nesta secao uma familia de problemas aproximados que sao versoes penal-
izadas do problema original. A idéia da penalizacao é a de modificar o modelo (3.1) de tal
modo que a equacao do tipo de Navier-Stokes seja valida em todo dominio 2.

Mais especificamente, a nossa intencdo é de encontrar para cada § > 0 funcoes (¢°, 6%, v%)

tais que:
pp — alp’ = =" +3(¢°)° = 2(¢°)* + (0 — 0°)[VY°| em Q,
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L
00 — BAG° +1° - VO = Z¢! em Q,
C

P

(¢°) ,
v) — vAV + 00 -V’ VP = —mv‘s +56° em Q, (3.5)
dive® =0 em Q,

v =0 em Qs,

dp®  00° 5

5 5 na 002 x(0,7), ¢°=0 na 0Q,

©*(0) = o, 0°(0) =6y, v°(0)=vy em €.

Aplicaremos o teorema do ponto fixo de Leray-Schauder para obtermos uma solugao do

problema (3.5).

Para simplificar as notacoes denotaremos
2
¥
Fo(p)= —
W) =1=073

Faremos uso também do seguinte operador de truncamento 7r : R — R definido por

0 se z<0,
Tr(z)=q = se 0<uz<lI,
1 se x>

O préximo resultado nos garante a existéncia de solugao para o problema penalizado (3.5).

Proposicao 3.1 Sejam 0 < T < oo, Q C R? um aberto, limitado com fronteira O de classe

C?. Suponha que

po € W 29(Q), ¢ >2,q#3 tal que 0 < @y < 1,
o € W272/5(Q), 5 > 2,5 # 3,

vo € H, com vy =0 em Q4(0) = {z € Q; po(z) = 1},

satisfazendo a condi¢cao de compatibilidade

dpo  Opg

—— = —— =0 na 092

ov ov nagEs

para q,s > 3. Entdo, para cada § > 0, existem funcgoes (©°,0° v°) tais que
5

0
e W(Q), a—i =0,0°0)=pp e 0< ¢’ <1 gs. emQ,
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00°
0" € W2H(Q),r < min{s,q, 4}, =~ =0, 0°(0) = 0o,

v’ € L*0,T; V)N L>(0,T; H),v°(0) = vy em Q,

satisfazendo
pr —alg’ = —¢° +3(°)" = 2(0°)° + (0 — 0°)[V¢®| em Q, (3.6)
00 — BAG° +0° - VO = £<pf em @, (3.7)
Cp
%(v‘;, u) + v(Vo°, Vu) + (v° - Vol u)
=— ﬂvé u) + (70°,u)Yu €V em (0,T). (3.8)
1 _ (pé‘ + 5 ) Y )

Demonstracao: Considere a seguinte familia de operadores Ty, 0 < A < 1, definido no espaco
de Banach B = L4(Q) x L2(0,T; L>(€)) x L2(Q) o qual aplica (2°,8°,7°) € B na solucio
(¢°,6°,v°) do problema

@) —alp’ = =" +3(9°) = 2(0")* + A(b. — 0°)| V'] em Q, (3.9)
00 — BAG° +0° - VO = 5@ em Q, (3.10)
Cp

%(U‘s, u) + v(Vol, Vau) + (v° - Vo°©, u)

= —AFY(Tr(@)0,u) + MN38°,u) Vu € V, em (0,T), (3.11)
o’ 00°

E = E =0 na 0} x (O,T), (312)
©’(0) = o, 0°(0) =6y, v°(0)=vy em Q. (3.13)

Vamos mostrar que o operador 7T, satisfaz as hipéteses do Teorema do ponto fixo de Leray-

Schauder (Teorema 1.1).

Comecamos verificando que Ty esta bem definido.

Para isto, observe que A(6,, — 55) € L*0,T;L>(R)) e, pelo Lema 2.5, existe uma tnica
¢’ e W2(Q), solucao de (3.9).

A Equacdo (3.11) é a equacdo cldssica de Navier-Stokes, e do fato que —AF°(Tr(°))0° +
A0 € L2(Q) existe uma tinica solucio v° € L2(0,T, V) N L=(0,T, H) N L*(Q) (Temam [30]
p. 108) de (3.11).
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Como ¢! € L*(Q) e v° € L*(Q), aplicamos a teoria de regularidade LP para equacoes
parabdlicas (Teorema 1.3) a equagao (3.10) e assim concluir que existe uma tnica solugao

0° € Wy (Q) de (3.10). Em particular, #° € L*(0,T; L>®(Q)) e além disso temos
10°lwzr gy < Crlle’ @) lbollwye) + 12 llz2@)- (3.14)

Agora consideremos a continuidade de 7.

Para isto, suponhamos que (@i,gg,ﬁ,‘z) convirja fortemente para ($°,0°,7°) em B e seja

0 02 1) =T ,0 ,0?), ou seja, cada (¢¢, 02, v?) é solucao do problema
P> V> Vg, P> Vi Vg P> Yk Vg

Phy — alGh = =) + 3(h)? — 2(0)* + M0 — 63)|Viph| em Q, (3.15)
L

Oit — BAHZ, + vg . V@g = C—goii em (), (3.16)
P

d

dt (Ukv ) + V(Vvlw VU) (Uli . V’Uga U)

= —XNF(Tr(@))00,u) + A(G02,u), Yu €V em (0,7T), (3.17)

) 96

9% _ Y% o e 00 x (0,7). (3.18)

v v

goi(O) = ¥, GZ(O) = 0y, v,‘z(O) =1y em (. (3.19)

Vamos mostrar que (¢2, 09, v9) converge fortemente para (¢°, 6%, v°) = Ty (°, 0, 7°) em B.
Para isto, necessitamos antes obter algumas estimativas para (gpi, 9,‘2, vg) que sejam indepen-
dentes de k.

Primeiro, tomamos u = v na Eq. (3.17). Entdo

2dt/|v 2da:+y/ Vol Pde = —)\/F‘S(Tr({of;))ﬁgvg—k)\/ Gkvk
Q 0 Q

< o [@r+1al [ @+ [ o

Pelo lema de Gronwall e que @\,‘z, i)\f; sao limitadas em L*(Q), obtemos

lofllzomnzzory) < C (Il + 18le@ + 182@)
C. (3.20)

IA

De (3.17), tem-se
ol < € (ol + ofl3age + 98z + 1Bz
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e usando (3.20) temos
||Ug,t||L2(0,T;V') <C. (3.21)
Da estimativa (2.34) e que (/9\2 é limitada em L?(0,T; L>(£2)), temos que

||()02HW22’1(Q) <C. (3.22)

Agora, de (3.14), (3.20) e (3.22) resulta
||92||W22’1(Q) <C. (3.23)

Portanto, de (3.20)-(3.23), conclufmos que as sequéncias (¢2) e (09) sdo limitadas em
W;H(Q) e a sequéncia (v)) limitada em W = {w € L*(0,T; V);
w, € L*(0,T;V')}.

Desde que W3 (Q) estd imerso compactamente em LP(Q), p > 1, e em L2(0,T; L®(Q)), W
em L2(Q)NC([0,T]; V') (Simom [29] Cor. 4), segue que existem (F, 6°, 7°) e uma subsequéncia

de (¢2,02,09) (o qual ainda denotaremos por (2,69, v?)), tal que, quando k — oo,

pp — @ em LP(Q),

o = @ em WLN(Q),

00 — 6 em L*(0,T;L>(Q),

o — 0 em WyN(Q),

v — B em L2(Q)NC([0,T]; V"),

v) — % em L*(0,T;V)N L>(0,T; H).

Agora, falta-nos passar ao limite em (3.15)-(3.19) quando k — +oc.

Do fato que ¢? converge fracamente para @° em T/V22 ’1(Q) entao go,‘;t, A} convergem re-
spectivamente para $?, A@° fracamente em L*(Q). Escolhendo p = 6 temos que (%) converge
fortemente para (3°)? em L?*(Q). Desde que a imersiao W5 (Q) em L2(0,T, W}(Q)) é com-
pacta, temos que V¢ converge fortemente para V@° em L%(Q), entdo (6, — E)\,‘z)\Vgpﬂ converge
fortemente para (0, — 5‘5)|V§55\ em LY(0,7T; L*(f2)), podemos entao passar o limite em (3.15).

Como v) converge fortemente para v° em L*(Q) e V62 converge fracamente para V6 em
L*(Q), temos que v) - V9 converge para 2° - V6° fracamente em L'(Q) e podemos entao passar

ao limite em (3.16).
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O limite em (3.17) segue do fato que —AF°(T,.($3))0% + )\652 converge fortemente para
—MTH(Z°)0° + 36 em L2(Q).

Resta-nos passar ao limite em (3.18) e (3.19).

O limite em (3.18) segue da seguinte forma: observe que chi,VG,‘i convergem fraca-
mente para V@, V6 em L2(0,T; WL()) entdo V¢l laa, VO sa convergem fracamente para
V& |oa, VO oo em L2(0,T; HY/2()) mas como V@i|ag - v = 08 /0 = 0 e VO |gg - v =
002 /0v = 0 entdo temos que 9F° /v = 855/0V = 0. O limite em (3.19) segue do fato que
©2(0),65(0) convergem para @°(0), 65(0) em WL(Q) e v2(0) converge para v(0) em V.

Assim, existe uma subsequéncia de (@2, 69, v9) convergindo para (¢°, 55,'175), o qual é uma
solugao de (3.9)-(3.13). Pela unicidade de solugio de (3.9)-(3.13), segue que (&°, 6%, 79) =
INCE 9\5, %), isto vale para qualquer subsequéncia de (¢2,69,v?), entdo a sequéncia original

(2,602, 0v9) converge fortemente para (¢°, 55,’175) em B, o que implica que T é continuo.

Para a compacidade dos operadores, note que 7, ¢é limitado em
Wy Q) x Wy (@Q) x {w € L2(0,T,V);w, € L*(0,T5V")},

mas a imersao deste espaco em B é compacta, entao concluimos que 7T, é compacto.

Para provar que para (@5,/9\5,575) em um conjunto limitado de B, T, é uniformemente

continuo em A, sejam 0 < A\j, Ay < 1 e (¢2,09,0?) as solugoes correspondentes de (3.9)-(3.13).

i Y

B facil ver que ¢° = ¢ — 3, 7 = 02 — 03 e v? = v{ — v satisfazem:

0! — alg® = D’ + (0. — ) (M |Vh| — Ao Vgh]) em Q, (3.24)
00 — BAG° + 18 - VO +0° - VO = C£<,0f em Q, (3.25)
P

d

%(Uév U’) + V(VU67 VU) + (Uf ’ V'U(lsv U) - (?Jg ' VUS,U)

— (M1 = No) ((F‘S(Tr(gﬁ))i?‘s,u) + (555,u)) YueV em (0,7), (3.26)

1 é

%i; - aaiy =0 na 0Qx(0,7), (3.27)
©’(0) =0, #°(0)=0, v°(0)=0 em Q, (3.28)

onde D = —1+3(¢} + ¢3) — 2((9)* + 798 + (¥5)?) < 6, pois 0 < 7, @5 < 1 (lema 2.3).
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Multiplicando (3.24) por ¢° e integrando em 2, temos

1d
33 L@ 196 = [ DR+ [ 0.~ P)01vell - 2Tl
Somando e subtraindo /(0e — 0|V |, usando a seguinte desigualdade ||a| — [b]] <
Q

|a — b| e Holder, obtemos
v [1veP <o (o
Q Q
e = 0] 1= () / A= 2]Vl e® + (10 — 0| (o) / X V|
Q Q
~ 1
<y = Mol = Pl [ IVelP 45 [ VP
Q 2 Q
+C (1416, — 0|2 (©%)?
e L (Q) o ¥ )
o que ajustando os termos fornece
2o [ VPP < = Ml = P [ VP
Q Q
+C (1 + 16, — §5||iw(m> /(905)2. (3.29)
Q

Agora multiplicamos (3.25) por ° — fgp‘s e integramos em () para obtermos

1 L L
5% (95— ©°)? +6/|V65 Bveévé

L L
) - V95 0 /v -V@S@6+—/v V00
o Ja Q &% Ja

< Ol e}l @ IV 2@ 1€° a0y + Cllo a1V O3 1|2y 16°]] 40
+O[0° | 1o VO3 [l 120 19 | (e
Usando entao a desigualdade de Schwarz, obtemos

1d
- 95—— 052 95 1
s 0= e [ veE - Lvevg
< Ol 1240 ||90 710y + €IV [[72() + Cllv° 740y

+O||veg”L2(Q)||9§||L4(Q) + OHU6||L4(Q) + C||V93||L2(Q)||805||%4(Q)

agora aplicamos a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg e chegamos a seguinte desigualdade

ld s L s / 52 LBy 5
5 C p(p)~|—ﬁ Q|V9| CpVG Vo
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< Clld @l I3V i) + IV 22y + ClIo 120 190 2240
V220 16°| 2000 |96 | 200 + CUIVE 2200 2000 V6 200y

< €| Vel + el VO a0 + ellVO Iz + CUVOIE2 @ 103

+C (I liiaca) + V08N ) 167 32y + Clle ey (3.30)

Tomando u = v° em (3.26) teremos

6 2 6 2
b [ o
—/ - Voi® —(Al—AQ)/FJ(Tr(gﬁ))a%M(Al—Az)/55%5
Q Q Q

< 0N 2@ VY| 2o [ V00| 220y

+|A - /\2|2||i}\6||%2(9) + |\ — /\2|2||‘96||%2(Q) + ||U6||%2(Q)7 (3.31)

multiplicando (3.29) por A € R suficientemente grande, tomando e suficientemente pequeno e

somando com (3.30), (3.31) e apds integrar em ¢ chegamos a seguinte desigualdade
t
[@r @+ 002 [ 190841987 + (90
Q 0o Ja
< Ca = Yol (IVEAllmoran 10 I 20zszo=ion + 173y + 18 1132())
t
+0 [ (1P oy +1el ey + IVl [ ()7 + O + (07,
0
portanto, pelo lema de Gronwall obtemos a seguinte estimativa

1% o0 220)) + IV | 22@) + 10° )| 2o 0.7:2200) + VO | 22()
0 | e o,rimy + 1V |22y < ClA — Al (3.32)

onde C' é uma constante que depende de [|[V¢i| 2y, 110°/220) ||0‘5||L2 o1 V1]l
V03] 40,722 (0)) mas independente de ;.
Multiplicamos agora (3.24) por ? para obter

/ +§£/|V905!2 /Dso / (6 — Y M|V | — M| V) )

de modo semelhante a (3.29) chegamos a seguinte desigualdade

[tr+ 55 [1v6F < [ (2410~ Plim [ Ih = 2alIVeile!
Q Q

38



16, — 81 / Aol V|t
Q

<c / )+ M = Aol — ) B / VP

O, — P / VP,

pelo lema de Gronwall e (3.32) obtemos

2l z2@) + 1V [0y < ClAx = Xal.
Nosso préximo passo é multiplicar (3.25) por 2
L
il veé 2 _ / V9696 / o, Veéeé _/ 566
/ th/’ vr - QU 2t+cp Q%t
< CHUf“L‘l(Q)HvQ(S”L‘l(Q) + OHUJHL‘*(Q)HVQSH%%Q) + ||90§5||%2(Q) + ||Qf||%2(9)7

a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg nos da

/Q ) + / V02 < O o [0 By + €l A0 220
+C”vé||L4(Q)||VQ(Q$HL4(Q) + llo? ||L2(Q)

Antes de usar o lema de Gronwall multiplicaremos (3.25) por —A#°

d
G 198+ 5 [ (80 < CluflEu I V8 gy + A0 e

+C||U6H%4(Q)HV‘93|’%4(Q) + H@f”%?(ﬂy

(3.33)

Tomando € suficientemente pequeno e somando as duas ultimas desigualdades teremos

d
G |98+ [ 007 + (80 < Clleflai0)I VO
+CHU(SH%4(Q)HvegH%‘l(Q) + HSOfH%?(Q),

agora podemos usar o lema de Gronwall junto com (3.32) e (3.33) e ter
IVO [l 0,752 + 162l z2(@) + 180 12(0) < ClAL = Aal.
De (3.32)-(3.34) temos

1£°1|za@) + 16° w21 gy + 10”2y < ClA = Ao,
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onde C' é independente de );, isso mostra que 7, é uniformemente continuo com respeito a .

Para A\ = 0, é claro que o problema (3.9)-(3.13) tem uma tnica solucio (&°, 55,@5) satis-

fazendo To(3°,6°,0°) = (2°,6°, 0°).

Resta agora mostrar que o conjunto dos possiveis pontos fixos de 7, é limitado.

(¢°,60°,v°) € B um possivel ponto fixo, i.e.

@ — alp® = =" +3(0°)? = 2(¢°)* + A(0. — 0°)|V®| em @,

L
00 — BAG° +° - VO’ = C—(pf em @,

P

i(v‘s,u) +v(Vv®, Vu) + (v° - Vo', u)

dt

= —ANF(T, ()%, u) + MNE8°,u) Yu € V, em (0,T),
g B 00° B

E—E—O na an(O,T),

©?(0) = @, 0°(0) =6y, v°(0) =vy em €.

Seja

(3.35)
(3.36)

(3.37)
(3.38)
(3.39)

As estimativas serao feitas de modo usual, mas agora podemos aplicar o Lema 2.3 na

equacdo (3.35) e usar que 0 < ¢° < 1, assim T}.(¢%) = ¢° e tomando u = v°

temos

1d
5%/(v6)2+V/ Vo = —)\/F‘;(goé)(vé)ZvL/\/c%"své
Q 0 0 Q

< c[er+ o
Q Q
agora, integrando em ¢

%L(v5)2+y/ot/§2|vu5|2g%/Qv3+c/0t/g(95)2+/ot/g(v5)2-

Do mesmo modo, multiplicamos (3.35) por ¢°

1d
23 L@ 4a [ 1967 = [ (2430 - 2"
+ [
Q
usando a desigualdade de Schwarz, integrando em t e que 0 < ¢? < 1 obtemos

/9(905)%/;/91%%2§C+C/Q<pg+c/0t/9(95)2.
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Na equagao (3.36) multiplicamos (6° — égp‘s) e entao

1
Ld (05—£¢5)2+5/ yve5|2—L—ﬁ/veé-vw:—/vé-veé %
2dt Jq Cp Q Cp Ja Q

usando novamente a desigualdade de Schwarz e que 0 < ¢? < 1 temos, apds integrar em ¢ que

1 L t L
—/(95——<p5)2+5/ /\ve‘;y?——ﬁ/veé.vﬁ
2 Ja Cp 0 JQ Cp Ja
t
§0/903+C/9§+//(U‘5)2. (3.42)
Q Q 0 Q

Multiplicando (3.41) por A e somando com (3.42)
5\2 s L sy ' 5|2 52 LBops oo s
AP+ (0° = —¢°)" + AV + BIVE| VT -V
Q Cp 0o Ja &

t
<0 (1+ ool + 16ulE + 1oy + [ [ 7+ ().
0

onde A € R é arbitrario, escolhendo A suficientemente grande, e somando com (3.40), obtemos
t
[@r+@P+ 002+ [ [ 190P 41987+ 90 <
Q 0 Ja
t
¢ (1+enllay + Woliaey + lollia) +C [ [ (97 + @ + (7P
0

Aplicamos agora o Lema de Gronwall para obter a seguinte estimativa

”906“%00(0,T;L2(Q)) + ’leéH%w(O,T;L2(Q)) + HU(SH%OO(O,T;LQ(Q))
+||V<>06||%2(Q) + ||V95||%2(Q) + ||VU(S||%2(Q)

<C (1 + lloll72) + 1601720y + ||Uo||%2(9)) : (3.43)

A desigualdade (3.43) é suficiente para mostrar que ¢°,v°

sao limitadas independentes de
A, mas para mostrarmos que #° também ¢é limitada precisamos multiplicar (3.35) por ¢y, e de

modo usual obtemos a seguinte desigualdade

/90,5 dt/‘v(‘p > < C+”65”%4(Q)||v905||%4(9)
< CH OO lIVe 2@ l1A8 [l

< O+ 102a@ IV llL2i0) + el A¢° 720 (3.44)
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e ainda multiplicando (3.35) por —Ag? também obtemos

d
J@er+ 5 [ VPR < €+ 10V ey (3.45)

Somando (3.44) e (3.45) chegamos a seguinte desigualdade

t
| [er+@ers [vor<cic [ [war
0 JQ Q Q
t
4 [ 181 [ VP
0 Q

De (3.43) concluimos que §° € L*(Q) e limitada nesse mesmo espaco, entdo pelo Lema de

Gronwall obtemos
HS@?”%Z(Q) + HA@6|’%2(Q) + HVSO(SH%OO(O,T;LQ(Q)) <C. (3.46)
De modo andlogo a (3.46) prova-se que
||0?H%2(Q) + ||A95||%2(Q) + HVG(SH%OO(O,T;L?(Q)) <C. (3.47)

As possiveis diferentes constantes C' dependem de T, [l¢ollw1 ), 100llwz(e), € llvollrz)-
Segue entao que o conjunto dos pontos fixos de T, é limitado em B independente de .
Podemos entao aplicar o Teorema do ponto fixo de Leray-Schauder, assim existe pelo menos
um ponto fixo (¢°,6°,v°) € B de T;, mas pelo lema 2.3 temos que 0 < ¢° < 1, assim

T, (¢°) = ¢° e portanto (¢°,6°, v°) é uma solugio de (3.6)-(3.8).

Falta mostrarmos que ¢° € W2H(Q) e ¢° € W2(Q) , para isto usaremos argumentos de
interpolacio e bootstrapping, observe que 8 € Wy (Q) — LP(Q), 1 < p < oo, de (3.43) e
(3.46) temos

Vi’ e L0, T; L*(Q)) N L*(0,T; H(Q)) — LY(Q),

isto implica que —¢° 4+ 3(¢°)% — 2(¢°)? + (0. — 0°)|V¢’| € L3(Q) e portanto ¢° € W;’l(Q),

onde § = min{q, 3}. Se ¢ < 3 acabou, caso contréario temos
V€ L0, T; L*(Q)) N L*(0, T; WH(Q)) = L*(Q),

e assim —¢° + 3(¢%)? — 2(¢°)® + (0. — 0°)|V¢®| € L*(Q) e portanto ¢ € Wg’l(Q), onde

7 = min{q,4}. Procedendo este argumento concluimos que ¢° € Wj’l(Q). De v° € LY(Q)
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e ¢! € LI(Q), usamos a teoria LP-parabdlica, (Teorema 1.3) para obter que 6° € W2(Q),
1 <r < min{4,¢q,s}. [ |

Os Lemas seguintes nos darao estimativas para as funcoes (¢°, 6, v%) que sao independentes

de ¢; tais estimativas nos permitirao passar ao limite em (3.6)-(3.8).

Lema 3.1 Para cada 6 > 0, considere as solucoes dadas na Proposicao 3.1. Entdo existe uma

constante C' independente de 0 tal que:

10° || 2= (0222 (L3 0.10) +/ / P < (3.48)
||90 ||Wq2,1(Q) <, (3.49)
HGSHWE’I(Q) <C. (3.50)

Demonstracao: As estimativas (3.48) e para ¢°, #% em W2 (Q) seguem de modo andlogo a

(3.40)-(3.46), tomando u = v® em (3.6) obtemos

sii [0+ [P [ P <c [@7 [0

e entdo basta somar com (3.41) e (3.42) e usar o Lema de Gronwall.
Observe a seguir que —¢? + 3(0°)? — 2(0°)? + (0, — 0°)|V°| € L3(Q), entdo para € > 0

tal que 2 4+ € < min{q, 3}, vale a seguinte estimativa

<
[z g < (H%H P
+ — & +3(¢°)* = 2(¢°)? + (6 — )|V [l 2+
C (14 lpollyz-iagy + 10°+@ V6 1))
1 1
C (14 oy z-2raigy + 1671wz @IV Ny 1A I o o))
¢ (1 + ‘|900||Wq272/q(g) + H96||W22’1(Q)||(706HW22’1(Q)>
C,

IA

INIA

IN

onde, 1/s+ 1/4 = 1/(2 + €). Para este mesmo ¢, temos da teoria de regularidade L? para

equacoes parabdlicas que

IN

c (ueou ey ||v5HL4<Q>,uso?uLHe@)

0
16012 0
C.

IN

43



Portanto, 6° ¢ limitada em Wy (Q), o qual estd imerso continuamente em L(Q). Assim,
5 5
10°l]2@) < CllO°lwz; () < C,

e entao (3.49) segue do Lema 2.6, e novamente da teoria LP-parabdlica temos

1821 @) < C (Wollyz-arr ey, 10 s il orcn)

< O,

o que mostra (3.50). |

Observagao 3.2 A condigio q > 2 nos garante que W2'(Q) estd imerso em H™™/*(Q), com
T = 2 —4/q e portanto existe ¢ e uma subsequéncia de (©°) (o qual ainda denotaremos por
©’), tal que ©° converge uniformemente para ¢ em Q. Além disso, esta imersio nos garante

que ¢ € continua e portanto o dominio Q. = {(x,t) € Q;0 < p < 1} € aberto.

Lema 3.2 Dados 0 <t; <ty <T, U C Quu(t1) tal que U x [t1,t2] C QU Qi (0) U Q,i(T),

existe 0o(U, t1,t2) > 0 e uma constante C(&y) tal que, para todo § < dy,
1071|211 tosv () < C- (3.51)

Demonstragao: Sejam 0 <t; <ty < T, U C Qu(t1) tal que U X [t1,ts] C Quu U Qi (0) U
le(T> De (38) € (.s. t e (tl,tg),

52
SN 5., 5 7,0, (¢°) 5
(vf,u) = U/UVUVU /Uv Volu /[]—1_@5+5vu

+/ 30°u Yu e V(U).
U

Note que para (x,t) € U x [t1, 1],
2
oy O
l—p+6~ 2
Da convergéncia uniforme de (% para ¢ em qualquer subconjunto compacto, existe dy tal
que para todo & € (0,dy) e para todo (x,t) € U x [t1, 1],
5\2
) -
1—¢®+0 —
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assim,
lofllviey < € (1l + 107 12a@) + 10 o) + 18° 2@y

Consequentemente, (3.51) segue do Lema 3.1. |

3.3 Passagem ao limite

Usando (3.48) e (3.51) vemos que (v?) é limitado em {v € L2(t;,t2; V(U));

vy € L2(ty,t2; V(U))} mas, a imersao desse espago em L?(U x (t1,t9)) é compacta, assim,

existem v e uma subsequéncia de (v°) (o qual ainda denotaremos por v°) tal que v° converge

fortemente para v em L*(U x (t1,t3)). Lembremos que Q,,; ¢ aberto, pois ¢ é continua,
entdo pode ser coberto por um nimero enumeravel de conjuntos abertos U; X (¢;,t;41) tal que
Ui C Quu(ty).

Seja K um conjunto compacto de @, U £,,,(0) U Q,,(T'), entao K pode ser coberto por
um numero finito de abertos do tipo U; x (t;,t;1+1). Para cada i existem §;(U;, t;,t;11) e uma

constante C;(d3) tal que para todo § < 4,
107 |2t 10 v iy < Ci
Sejam § = miin{&;} e C = m?X{CZ'}, entao
107 | 2ot 25v i) < C, Vie § <.
Segue entao que
v v oem L2 (Quu U Q(0) UQu(T)) fortemente. (3.52)
Além disso, de (3.48) temos que v € L*(0,T; V)N L>(0,T; H) e

v> =~ v em L*0,T;V) fracamente, (3.53)

> o em L®(0,T; H) fracamente estrela. (3.54)
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Do Lema 3.1 e imersao compacta, existem ¢ € W2'(Q), 6 € W>'(Q) e uma subsequéncia

(¢°,8%) (o qual ainda denotaremos por (¢°,6?)) tal que, quando § — 0,

¢’ — ¢ uniformemente em @,
©® = ¢ em L2(0,T;W(RQ)), fortemente, (3.55)
¢ = ¢ em W2H(Q), fracamente, |

° —0 em W2Y(Q), fracamente.

Resta-nos passarmos o limite em (3.6)-(3.8) quando § — 0, para isto, seja n € L2(0,T;V)
com suporte compacto contido em @Q,,,; U2, (0) U, (T) ey € L*(0,T; V'), tomando u = n(t)
m (3.8), integrando sobre (0,t) obtemos

/Ot(vt, n) + v(Ve®, V) + (0° - Voo, n) + (“0—?21)5,7]) ds

11—+
t
:/(Eﬁd,vé)ds.
0

/0 (of n)ds = — / (o mi)ds + (8 (£), 0(8)) — (w0, m(0)).

Além disso, observe que

Desde que supp 17 C Qi U, (0) UQ,, (1) temos entao que supp n(t) C Q,,(t) para quase
todo t € [0, T, portanto

¢ t 512
(V°(t),n(t)) +/D v(Vo®, V) + (v° - Voo, n) +/0 <%v5,n> ds

= (vo,n(O))+/O (U67nt)d8+/0 (56°,v°)ds. (3.56)

uni-

N (¢°)? ©?
Da convergéncia uniforme de ¢? para ¢, segue que

[ converge para
formemente em conjuntos compactos de @ U €2,,(0) U Q,(T) e de (3.52)-(3.55) podemos
passar o limite em (3.56) para obter (3.4).

Para mostrarmos que v = 0 quase sempre em @Q,, dado ¢ > 0 existe 0(e) tal que se § < &
entdao | (x,t) — p(x,t)| < € para todo (x,t) € Q, em particular para (z,t) € Qs = {(z,t) €
Q;p(x,t) = 1} nés temos 1 — € < %, assim de (3.48) obtemos

€+5/( )0 dxdt</ / |v5| dadt < C. (3.57)




Lembremos que ¢° — 1 uniformemente em @, e que v° — v em L?*(Q,) quando § — 0,

entdo v’ — v em L%*(Q,). Portanto

/ 2 < liminf/ \30606\2 < liminf Cy(e + ) < Cie,
) 6—0 Qs §—0

e do fato que € é arbitrario temos que v = 0 quase sempre em ().

Para passar o limite em (3.6) observamos que ¢° converge fracamente para ¢ em W>'(Q)
entdao ¢, A’ convergem respectivamente para ¢y, Ay fracamente em L?(Q), além disso —°+
3(0%)% — 2(¢%)? converge uniformemente para —p + 3¢% — 2® em Q. Desde que a imersao
ngl(Q) em L9(0,T, qu(Q)) é compacta, temos que V¢° converge fortemente para Vo em
L4(Q), do fato que §° converge fortemente para 6 em LP(Q), p > 2, temos que (6, — 6°)|V°|
converge fortemente para (6. — 0)|Vp| em L*(Q), s < g, entdo podemos entao passar o limite

em (3.6) e obter (3.2).

O limite em (3.7) segue da seguinte forma, observe que v°

converge fracamente para v
fracamente em L*(Q), pois L>(0,T; H) N L?(0,T;V) — L*Q), e também temos que V¢°
converge fracamente para V6§ em L9(Q) e entdo v° - V#° converge fracamente para v - V6 em
L*(Q), 1/s = 1/4+ 1/q, passamos entao o limite em (3.16) e obtemos (3.3).
Finalmente, de (3.55) temos que d¢° /Ov converge fracamente para d¢/dv em L4(0, T, qu/2(8§2))

enquanto que 90 /v converge fracamente para 90/9v em L7(0,T; W, / ?(6Q2)). Disto segue
que Op/dv = 90 /v = 0 na 9 x (0, T). A condicio inicial segue do fato que ¢°, #° convergem
respectivamente para o, 0 em C([0,T]; L*(Q2)) e v°(0) — v(0) em V(U)’, logo v(0) = vy em

Q,(0). A prova do Teorema 3.1 esta entdo completa. |
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Capitulo 4

Um Modelo para Materiais Puros:
Existéncia Global no Caso

Tridimensional

Neste capitulo estudaremos a existéncia de solugoes para um outro modelo do tipo campo de
fases, e que tem uma maior dissipacao do que o modelo do capitulo anterior, para solidificacao
e/ou liquefagdo de materiais puros no caso em que o processo ocorre em um dominio limitado
tridimensional.

Observamos que o fato o caso tridimensional traz dificuldades técnicas para o modelo do
capitulo anterior, basicamente porque os valores dos expoentes que aparecem na desigualdade
de Gagliardo-Nirenberg neste caso nao sao adequados e impedem que se prove como antes a
existéncia global no tempo.

Por outro lado, se dissipagoes mais intensas estiverem presentes, pode-se esperar a ex-
istencia de solucoes, uma vez assim que maiores regularidades seriam esperadas. Um tal caso
ocorre, pelo menos para solugoes em um sentido generalizado, quando o material em estado
fluido é modelado apresentando uma dissipagao viscosa nao linear adicional a viscosidade usual
(tal viscosidade adicional serd dada por um termo envolvendo o p-Laplaceano da velocidade),
e, além disso, a equagao do campo de fases também apresenta um termo dissipativo nao linear

adicional (envolvendo um qg-Laplaceano do campo de fases). As equagoes de tal modelo, que
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chamaremos de Modelo 2, serao descritas na primeira secao deste capitulo.

O capitulo estéd organizado da seguinte forma: na primeira se¢ao apresentaremos o modelo
e enunciaremos o nosso resultado principal; na segunda secao apresentaremos uma aprox-
imacgao com penalizagao adequada ao problema, juntamente com um resultado de existencia
de solucoes e; por fim, na ultima secdo passaremos ao limite no problema aproximado e
mostraremos que o modelo original possui solucao.

Os argumentos principais a serem utilizaremos neste capitulo estao baseados nos seguintes
resultados e técnicas: o teorema do ponto fixo de Leray-Schauder juntamente com o método
de Faedo-Galerkin para obtermos a existéncia de solugoes para os problemas aproximados; a

seguir, argumentos de compacidade sao utilizados para passarmos ao limite.

4.1 Apresentacao do Modelo 2 e o resultado principal

Sejam 2 C R? um aberto, limitado com fronteria 9Q suave, T € R e Q = Q x (0,7T).

Consideremos o problema:

r — alp + apB(p) = —p + 3p> — 2¢0° + (0. — 0)|[Vp| em Q,
0, — BAO+v -Vl = C£g0t em (),

P
2

vt—yAv+l/oA(v)+v.Vv+VP:—1gi(pv+59 em Q1 (4.1)
diveo=0 em Q,y,

v=0 em Q,

0 00

8_52520 na Q0 x(0,7), v=0 mna 9Qu,

©(0) = o, 6(0) =0y, em Q, v(0)=wvy em ,,(0).

onde Qumi, Qs, Qi (0) estao definidos em (1)-(5).

Os operadores A e B sao definidos respectivamente por

A(v) = — div (|Vov|P2Vo),

B(p) = — div (|[Ve|" V).
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O campo de fases é denotado por ¢ e as fungoes 0 e v sao respectivamente a temperatura
e velocidade do material. Neste capitulo discutiremos existéncia e regularidade de solugao do

problema (4.1). O principal resultado deste capitulo é o seguinte resultado:

Teorema 4.1 Sejam 0 < T < oo, p > 3, ¢ > 5, Q C R® um dominio aberto limitado com

fronteira O de classe C?. Suponha também que

0
900€W,11(Q) talque()ggoogle%:@ em 050,
v

0y € W5 (),

vo € H, com vy =0 em Q4(0) = {z € Q; po(z) = 1}.

Entao existem fungoes (,0,v,x), que constituem uma solug¢ao generalizada de (4.1) no sequinte

sentido:
0
p € WHQ) N L>(0,T; W) (), a—f =0, 0(0) =¢o e 0 <p <1,
00
0 E W;’l(Q), % — 0, 0(0) — 00,

ve LP0,T;VP)N L>(0,T; H), v(0) = vy em €2,
X € L7 (0, T (VP)),

e sao tais que
t t t
/(got,w)+04/ (Ve, Vw)+a0/ |Vl 2V, Vw)
0 0 0

t t
— [ ~ew) + 36w~ 2%w) + [ (0= 0)Velw) (4.2
0 0
t€(0,T), para qualquer w € LI(0,T; W, (1)),
0; — BAO +v -V = C£g0t q.s. em Q, (4.3)
P

it n®) — [ womds +v [ @ w [oon+ [0 v

_ (Uo,n(o))—/ot (lf:ov,n) ds+/0t(60,n)ds, (4.4)

t € (0,T), para qualquer n € W, onde

W, = {n € L?(0,T;V?) : ncom suporte compacto em
Qi U Qi (0) U Qui(T) € € LP (0, T (V))3,
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eQu={(z,t) eQ:0<p(x,t) <1} eQy={r€Q:0<p(z,t) <1}
Além disso, v =0 quase sempre em Qs = {(x,t) € Q : p(x,t) = 1}.

As fungoes (@, 0,v, x) constituem uma solugao generalizada pois com as sequintes condigoes
adicionais de regularidade: a condi¢do de integrabilidade 2 /(1— @) € L*(0,T; L'*°; (Qu(1))),
para s = p/(p—2) e algum § > 0 quandop = 3 ou d = 0 quando p > 3, e também a condi¢do de
aprozimagio v € W, onde o fecho é tomado na norma natural ||+ || e rvey + |- || 1o (0,T;(VP))»
entao podemos concluir que x = Av e a solucdo generalizada se torna uma solucdo fraca no

sentido usual.

Cabem alguns comentdrios sobre o resultado descrito neste teorema:

Observagao 4.1 O indice ¢ no espaco W, vem do fato que Qpi, u(0) e Qy(T) sdo
definidos a partir da fungao .

Observacao 4.2 No enunciado do teorema procuramos evidenciar condi¢oes gerais que per-
mitem a identificacao x = Av.

A condicao de integrabilidade descrita na ultima parte do enunciado anterior € basicamente
uma condi¢ao sobre como ¢ se aprozima do valor 1 na fronteira de Qp(t).

A condicao de aproximacao estd fortemente relacionada com o fato de que v =0 q.t.p em
Qs-

De fato, se por exemplo a fronteira entre a zona solida e a zona nao solida em cada instante
t, a qual € dada pela fronteira de ,,(t), for Lipschitz, entdo o trago de v nesta fronteira estd
bem definido e, além disso, o mesmo resultado é obtido tanto quando se considera o trago
usando a restrigio de v(-,t) a Quu(t) ou quando se considera a restricio de v(-,t) a Q(t)
(obtem-se o mesmo trago pelos dois lados da fronteira comum, Adams [1]). Como jd sabemos
que v = 0 em Qs, concluimos entao que v(-,t) = 0 na Oy (t) para q.t.p. t € [0,T]. Isto
implica que para tais instantes de tempo temos v(-,t) € VP(Quu(t)). Como estd se supondo que
a fronteira € Lipschitziana, temos também que V(Qu(t)) = {¢ € (C§ ()" tal que div(p) =
0} € denso em VP(Q,(t)). Como consequéncia, para q.t.p. t € [0,T], v(-,t) € o limite de

fungdes com o suporte compacto em Q. (t). Portanto, € natural conjecturar que a condi¢ao
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de aprorimagao descrita no enunciado do teorema seja satisfeita no caso em que estamos
considerando; a dificuldade € a de consequir agregar as aprorimacoes que existem para q.t.p.
t € [0,T] de tal forma a se obter as integrabilidades no tempo, bem como a diferenciabilidade,
requeridas em WW,.

Por outro lado, a condi¢ao de aprorimagao € cumprida, por exemplo, mesmo que a fronteira
entre a zona solida e a zona nao solida em cada instante nao seja Lipschitz, no caso em que
Q é estrelado com respeito a um ponto (assumido ser a origem, sem perda de generalidade)
e Qi também preservar este tipo de simetria no sentido de que para todo tempo t € [0,T],
temos que Q,(t) € estrelado com respeito a origem. Neste caso, definindo ¥ igual a v em ) e
nulo fora dele, e como consequéncia de v =0 q.t.p em Q, temos que para A > 1, as funcgoes
vr(z,t) = v(Ax,t) satisfazem vy € W, e facilmente se prova que vy — v quando X — 17 na
norma descrita no enunciado do teorema. Ou Seja, neste caso temos v € Ww-

Estes pontos levantam questoes interessantes e delicadas sobre aspectos geométricos e de

aprorimacgao que certamente merecem ser analisadas.

Observacao 4.3 A necessidade técnica da presenca de um termo como o p-Laplaceano na
equacao da velocidade no caso tridimensional se justifica pelos sequintes argumentos.

Note que, no caso bidimensional analisado no capitulo anterior, em um certo ponto da
argumentacao foi necessdrio utilizar que v € L4(Q) (e ter as correspondentes estimativas
uniformemente limitadas para as velocidades do problemas aproximados). Naquele caso isto
era consequéncia das estimativas mais baizas (estimativas de energia) obtidas para a velocidade
e que sao basicamente as unicas que valem uniformemente para as velocidades dos problemas
aproximados

No caso tridimensional, entretanto, para prossequir com os arqumentos similares aos do
capitulo anterior, devemos ter agora a condi¢io que v € L>(Q) N L3(0,T; L*(Q)) (e também
ter as correspondentes estimativas uniformemente limitadas para as velocidades dos problemas
aprozimados).

Contudo, com o modelo envolvendo apenas o Laplaceano, tais estimativas nao podem ser
obtidas no caso tridimensional a partir das estimativas da energia para a velocidade. E a

presenca do p-Laplaceano, com p > 3, na equacao do velocidade do presente modelo que
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garante que a partir das estimativas mais bairas se tenha que a velocidade esteja em L*(Q) N

LB(0,T; L*(Q)) e assim permite prosseguir com 0s arqumentos.

A presenca do q-Laplaceano na equacao do campo de fases também € tecnicamente necessdria
no caso tridimensional.

Note que no caso bidimensional usamos a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg ao obter
as estimativas para os ponto fixos, veja (3.30). No caso tridimensional, contudo, as poténcias
que aparecem em tal desigualdade sao tais que ela nao nos ajuda na derivacdao das estimativas
para os pontos fixos.

O q-Laplaceano na equagao do campo de fases nos permite contornar tal dificuldade e nos
garante estimativas mais fortes para ¢ sem a necessidade de usar Gagliardo-Nirenberg, quando
q > 5. Neste caso, o termo problemdtico na obtencao de tais estimativas poderd ser estimado

como

101Veleilli@) < 110110/ I Vella@ il z2@)-

Observacao 4.4 Hd outras opgoes para a equacao que governa o escoamento e que poderiam
ser consideradas no lugar da terceira equagdo em (4.1).

Por exemplo, uma equacao que estd relacionada com uma que modela escoamentos de
fluidos com densidade varidvel, e que pode ser encontrada em (Lions[22] pp. 208), € a sequinte:

2
v+ dh.

vy — (V—l—VoHv(t)H%,)Av—i-v.VU+VP: _1‘i¢

A substitui¢ao da terceira equagao em (4.1) por esta ultima forneceria um modelo bastante

interessante de ser analisado e que serd objeto de estudos futuros.

Como no capitulo anterior, para construirmos uma solu¢do do problema (4.1), e assim
demonstrar o teorema, primeiro introduziremos e analisaremos uma versao penalizada do

problema original. Isto sera feito na préxima secao.

o4



4.2 Existéncia de solucoes de um problema penalizado

Utilizaremos uma penalizacao semelhante aquela do capitulo anterior para obter problemas
aproximados e continuaremos utilizando argumentos que envolvem o Teorema de ponto fixo

de Leray-Schauder, a idéia é encontrar para cada 6 > 0 funcdes (¢?, 0°,1°) tais que:

@0 — al® + apB(¢°) = —¢° +3(¢°)* = 2(¢°)* + (0. — 0°)|V®| em @,

Gf — BAD’ +0° -V = £<pf em @),
c

P

(¢)? ,
00 — VAV + 1 A(°) +0° - V' + VP = —mv‘s +70° em Q,
div e’ =0 em Q, (4.5)
v’ =0 em Q,,
o 00° 5
E_E_O na 02 x(0,7), =0 na 0Q,

¢5<0) = Yo, 06(0) = 90, em Qv U5(O) =7y €m Q.

Para este sistema provaremos o seguinte resultado:

Proposicao 4.1 Suponha dados 0 < T < 0o, p >3, q>5 e Q C R3 com fronteira 9 de

classe C%. Suponha também que

0
QO()Gqu(Q), tal que 0 < g <1 e%zOna@Q,
0y € W5 (),

vg € H com vy =0 em Q(0) = {z € Q; po(z) = 1}.

Entdo, para cada § > 0, existem funcoes (¢°,0°,v°) tais que

a 1)
P’ e WP Q)N Lx(0,T; Wh(Q)), a_i —0,05(0) =y e 0< ¢ <1,
5 2,1 96° 5
0 G VV27 (Q),E — 0, 49 (O) — 00,

v € LP(0,T; VP) N L*(0,T; H) N LP3(Q),1°(0) = vy em €,
satisfazendo

(9, w0) + a(Ve’, V) + ap(|V° |72V, V) = —(¢°, w) + 3((¢°)?, w)
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—2((¢°)*,w) + ((6 — 0°)|V¢°|,w) ,Vw € W, (€) em (0,7), (4.6)

L
00 — BAO° +0° - VO = C—gof em @, (4.7)
P
%(v‘s, u) + v(Vo, Va) + vp(Av’, u) + (0° - Voo, u)
(©)? s =nd P
:—(mv ,U)+(09 ,U),VUEV em (O,T) (48)

Entretando, para provar esta proposicao, teremos antes que provar a existéncia de solucgoes
para uma versao "discreta”de (4.6)-(4.8) usando o método de Faedo-Galerkin espectral apli-

cado na equacao da velocidade e também na equacao do campo de fases.

Para isto, consideramos a base em L*((2) formada pelas autofungoes {w;}32, do Laplaceano

com condicgoes de fronteira do tipo Neumann, isto €,

—ij = )\jwj, e Q,
Ow;

£y =0 na 0f.

Para cada natural m consideramos entao os espagos de dimensao finita gerados pelas m

primeiras autofuncoes, isto é,
Wi = spanfwy, -+ -, W]

A seguir, consideramos o espaco Vj,

H(9)?

‘/s:V 78217

munido do produto interno

3

(,0))s = > (5, 0)) m(s)-

j=1
Escolhendo s > 5/2 temos que se v € H*(Q2) entao

1 s—1
Dy € H'™(Q) € L®(Q), pois ; - ST <0,

em particular D;v € LP(£2), assim
Ve,cVPCHCH c (V) cV.
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Também consideramos o problema spectral
((u,0))s = plu,v), Yo eV,

o qual admite uma sequéncia de autofungoes {u; }‘;‘;1 que correspondem a sequéncia de auto-
valores ;.
Para cada m consideramos o espaco de dimensao finita gerados pelas m primeiras auto-

funcoes, isto é,
Vin = spanfug, -+, Up).

O resultado seguinte descreve com detalhes os problemas aproximados que estaremos con-

siderando e enuncia a existéncia das respectivas solugoes.

Lema 4.1 Suponha dados 0 <T < 0o, p>3,q>5 e CR3 com fronteira 02 de classe C?.

Suponha que

©om € Win, Pom — o em W;(Q) tal que 0 < oo, < 1,
0o € W5 (),

Vom € Vi, Vom — Vo em H.

Entdo existem fungoes (0, ,0° v0) tais que

a )
£, € W2HQ) N L0, T; WHQ)), 222 = 0,05,(0) = gom € 0 < &0, <1,

ov
5 2,1 03, 5
0 € Wy (Q), B = 0, 67.(0) = 6o,

v € LP(0,T;VP) N L>®(0,T; H) N LP*/3(Q), v% (0) = vom em Q,
e elas satisfazem para t € [0,T]

(¢fn,ta w;) + (Ve Vw;) + ao(|Vel, |72V e, Vw;) = — (2, w;)

+3((00)7% wy) = 2((¢5,)%, w) + (0. — 02,) |Vl |, w;) ,j=1,+-,m, (4.9)
L

O = BAG + 05 - VO = g, em Q, (4.10)
4

d

%(Ufm u;) + v(Vol, Vuy) + vo(Avd,, ug) + (v, - Voo, u)

= —((S06$)2v‘s uj) + (362 ,u;), 5 =1,---,m. (4.11)

1 o 90% + 5 m? ] m? 1/ ) 9
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Observacgao 4.5 Para entendermos a necessidade de se empregar o método de Faedo-Galerkin
na equacdao do campo de fases, consideremos o que ocorreria se nao utilizassemos tal método
e deixdssemos a equacdo do campo de fases na forma continua. Neste caso, uma vez que 0
seja conhecido, de modo andlogo ao resultado que se encontra em (Lions [22] p. 208) temos a

existéncia de uma solugao ¢ € L(0,T; W} (Q)) para o seguinte problema:

¢r — alp + agBp = —p + 30" — 2¢° + (6. — 0)|Vy|, em Q,

?)—f =0, na 0 x (0,7T),
©(0) = o em €,

Contudo, tal resultado nao nos dd boas informagoes sobre ;. Por outro lado, este termo
aparece na equagdo da temperatura e, pelos argumentos que teremos que usar para dar conta
das ndo linearidades e termos boas estimativas para 0, deveriamos garantir pelo menos que
0 € L*(Q). Mas tal regqularidade nao estd disponivel da equagdo de ¢, ndo podemos em
prossequir com este tipo de argumentos.

O uso do método de Faedo-Galerkin espectral para a equacdao do campo de fases permitird
contornar esta dificuldade porque poderemos utilizar multiplicadores adequados para obter es-
timativas para os campos de fase aprozimados tais que @, € WPHQ) N L>(0,T; W/ (Q)), o
que por sua vez fornecerd boas estimativas para @.,; e assim permitird que resolvamos ade-

quadamente a equacao da temperatura.

Observacao 4.6 Usaremos também o método de Faedo-Galerkin na equacao da velocidade,
mas observamos aqui que poderiamos usar na forma continua, pois em (Lions [22] p. 216)

encontra-se um resultado de existéncia e unicidade para a equacao da velocidade.

Estes pontos ficarao mais claros na seguinte demonstracao.

Como no capitulo anterior, para simplificar as notacoes denotaremos

2

¥

Fo(p) = 1——90+5’
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e também faremos uso do operador de truncamento 7} : R — R definido por

0 se z<0,
T.(z) =14 z se <z<l1,
1 se x>

Demonstracao do Lema 4.1: Para simplificar a notagao, omitiremos o indice § usado em
(8 0% w0 ). Consideremos a seguinte familia de operadores Ty, parametrizada por 0 < A < 1,

definidos no espaco de Banach

B = L*Q) x L'*3(Q) x L*(0,T; H)

~

o qual aplica (P, O, Um) € B na solugao (¢m, Om, vm) do seguinte problema

(Som,h wj) + Oé(v@rm Vw]) + a0(|v@m|q_2vcpma vw]) = _(¢ma wj)

+3(2,,w;) — 2(9%,,w;) + M0 — 0,) | Vo, wj), 5=1,--,m, (4.12)

Omt — BAO, + vy, - VO, = £<pm,t em @, (4.13)
Cp

d

E(Um’ u;) + V(VUm, Vg) + vo(|VUn|P > Vom, Vug) + (0, - Vo, u;)

= _A(F(s(TT(am))@mauj) + A(gé\m?uj)? ] = 1a e, M, (414)

0pm 00y

W = W =0 na 02 x (0,T)7 (415)

©m(0) = Yom, Om(0) =0y, v,(0) =1y, em Q, (4.16)

e tal que para cada m € N,

U 2 [0,T] — Vi,
toe o) =) hjm(t)u;.
E claro que (@, O, vn) é uma solucao de (4.9)-(4.11) se, e somente se, ¢ um ponto fixo

do operador 7;. No que segue provaremos que 7; possui pelo menos um ponto fixo usando o

Teorema do ponto fixo de Leray-Schauder (Teorema 1.1).
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Primeiro vamos verificar que 7, estd bem definido, para isto, observe que (4.12) é equiva-
lente a um sistema de equacoes diferenciais ordinarias para o qual pode ser aplicado o Teorema
de Existéncia e Unicidade pois o segundo membro é localmente Lipschitziana. Portanto ex-
iste uma tnica soluc¢ao em [0, ¢,,]. A seguir faremos estimativas que nos permitirao estender a
solugado a todo intervalo [0, 7.

De (4.12) temos a seguinte equagao aproximada

(¢l ) + (Vom, V) + ao(|Vom|T >V, Vw) = —(om, w)
1302, w) — 2(0% W) + M(0e — 0,) |V, w), Vw € Wiy, (4.17)

Antes de fazermos as estimativas, vamos mostrar que 0 < ¢,, < 1, para isto, vamos escrever

©m = @t — ¢ onde

T = max {¢n(z,1),0
Prm (“)GQ{sO( )0},

O = max{ om(z,t),0}.
(z,4)€Q

Entao tomando w = ¢, em (4.17) obtemos

(mts Om) + a(Vom, Vior,) + ao(|Ver|* > Vem, Vo) = —(om, o)

+3(02, 00) — 285, 0m) + A0 — 0,) Vol 0m),

e, entao

1d

—5 g lemlliae = alVenliag — aollVenli

= llemllzz@ + 3llemlise +2||90m||L4(Q)+)‘/(0 0n) |V oo,

multiplicando por —1, usando desigualdade de Young, integrando em t e usando o fato que
Yom = 0 temos
HsomHLa )+ allVerllzag) + aol Ve,
= —lleml2g) = 3llemllisg) — 2||807Z||%4(Q) - )\/Q(Qe — 0.)|Verlom
< 18 = ull 02 | VoIl o 0l 2@
C)I6e = Oml13 1050 lom 17200y + €l VeomlI%,
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Tomando e pequeno e usando o Lema de Gronwall, temos que ¢, = 0, assim ¢,, > 0.
Para provar que ¢,, < 1, denotamos ¥, = ¢,, — 1 e provaremos que ¥,,, < 0. Observe que 9,

satisfaz o seguinte problema:

(wm,tv 'LU) + a(vwma VU}) + a0<‘vwm’qi2vwm7 VU)) = _<wm7 w)

—3(W2,w) — 23 w) 4 M (e — 0,)| Vb, w), Y € Wi, (4.18)
ag: =0 naodQx(0,7T), (4.19)
Um(0) = Qom — 1 = Yo em Q. (4.20)

Note que 1, = 0, assim tomando w = 1}, em (4.18)

2 sl - ol oy + ol Vs
= a0~ Wl — Wl + A [ (6. = Bn) V05107
< 116 = Bl 2ors oy | Vel oty [ 2
C(18e = Bl F10ss(y 107 720 + €IV o
Novamente, tomando e pequeno e usando o lema de Gronwall, temos que ¢ = 0, assim

©m < 1. As estimativas a seguir nos permitirao dizer que podemos tomar ¢,, = 7" e em qual

espago encontramos @,,.

Estimativa 1: Tomando w = 2¢,, em (4.17) temos

it @m+20‘/‘v§0m|2+20‘0/ !V%n\q

=/—290m+690m—4<ﬂm+A/2(9e—6’m)\V¢m|wm
Q Q
10 |2

0.
< 619| + a| Vol ia@) + 10nlF2q) + -l omll 2@,

integrando em ¢ e usando o lema de Gronwall obtemos

||90mH%°°(O,T;L2(Q)) + HVSDmH%%Q) +IVeonlliao

< C(1+ [lgomllF2) + 10mll32q) < C. (4.21)
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Estimativa 2: Do fato que (w;)32, é uma base de autovetores, temos que

entdo podemos tomar w = —Ay,, em (4.17), ¢ assim obter

2dt/ |V¢m|2+a/(Aﬁom +O‘0/ |v90m|q 2V§0mv( Agpm)

= /Q‘PmASOm - 390mA90m + 290mA90m — A /Q(ee - 9m)|v90m|A90m-

Note que
0 0
5, (Bem) = oo(Alawr + -+ anwn))
= %(alAwl + -t amAwy,)
0
= 5(—%)\1101 — = A AW
=0

Portanto, usando integracao por partes temos
/Q V| VeuV(=Apn) = /Q div(|Vom| "2V om) Apm
= (= 1) [ Vel An)"
Segue que
2dt/ !V¢m\2+a/(A@m) +ao(g — 1)/ Vo] *(Apm)?

< / 02, + 992, + 495, + 118, — Ol 103 IV om | L) | A@mll 20
Q

10/3
< C+ e = bl s ) + IV omlEay + el Al T2,
integrando em ¢, usando (4.21) e o lema de Gronwall obtemos

||V90m||%oo(o,T;L2(Q)) + ||A80m||%2(
10/3
< C(1+ llpomll220) + IVGomll220) + 10mll22q) + [10m HL1{>/3 o)

<C.
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Estimativa 3: Note que

Pmi =Y Gim(Dw; € Vi,

J=1

logo, podemos tomar w = ¢,,,; em (4.17), entao

/Q(somt) +§%/ \Vsom!2+ao/ Vo |T VoV oms

= / —PmPm,t + 390m90m,t - 290m§0m,t + A / (06 - 6m)|v¢m|§0m,tu
Q Q

mas
G L1venlt = [ Z0vanPy
= g[z(\vw )22V 0V o ¢
= q /Q Vol "2V oV om,.
Segue que

24 = q
| i+ 55 [ 190nl + 221V

10/3
< C 4 C(O)bll 20y + ||V90m|| @ T elemilliz ),

tomando € pequeno, integrando em ¢ e usando (4.21) obtemos

H‘Pm,t”%%@) + HVSDmH%oo(o,T;H(Q)) + ”VSOquLoo(o T;La(Q))
10/3
<C(1+ ||V<Pom||2L2(Q) + IVeomllzag) + 16, ||L1{)/3 )
<C. (4.23)

Portanto existe ¢, € Wy (Q) N L>(0,T; W), 0 < ¢, < 1 solugao de (4.12), além

disso
Opm 0 —
A
j=1
-4 gjmay J
7j=1
= 0.
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Agora, observe que (4.14) também é equivalente a um sistema de equagoes diferenciais
ordindrias, portanto existe uma tnica solugao em [0, ¢,,]. A seguir faremos estimativas que nos
permitirao estender a solugao a todo intervalo [0, 7.

Primeiramente multiplicamos (4.14) por h;,,(t), somando em j = 1,---,m, usando a de-

sigualdade de Holder e o fato de que (v, - Vv, v,) = 0 temos

/|?}m’2+l// \vaIQ—l—uo/ |va|p<C/ O |? + /(am)2+/ |V |2,
Q Q

entao, integrando em t e usando o lema de Gronwall , chegamos a seguinte estimativa

lomlE oz + 1V0mlng) < C (ItomlEe + 1onl3ag) + 18nl32) )
< C. (4.24)

Usando agora o teorema de interpolagao (Teorema 1.5) obtemos
HUmHLp5/3(Q) S C.

Portanto, existe v,, € L>(0,T; H) N LP(0,T;V?) N LP°3(Q) de (4.14). Desde que ©,,; €
L*(Q), v, € Lp%(Q) e do fato que p > 3 temos da teoria LP-parabdlica (Teorema 1.3) que

existe O, € W2 (Q), solucao de (4.13) e deste mesmo teorema

1Omllwzrg) = Cilllvmll o5 o) 100 llwa @) + [[@mell2@)- (4.25)

Segue que T, esta bem definido.
Agora provaremos a continuidade de 7y, para isto suponha que (p% gr G k) convirja para

m? m

(P, é\m,@\m) em B. Seja (0% vk oF) = T\(PF, ok 7% ), ou seja, solugao do problema

m?

(Sol:n,m w) + Oé(VQOfn, Vw) + aO(B(QOfn)v w) = _(QOI;L? w)

+3((5)% w) = 2((h)%, w) + M(Be — 05) [Vl |, w), Y w € Wy, (4.26)
L
— BAGE +of Yok = C—gpsw em Q, (4.27)
P
d k k k
dt( u) + v(Vor V) + vo(A(WE), u) + (vF - Yok )
= —MNF(T.(35 )0 u) + NGO, u), Y u € V,, em (0,T), (4.28)
opk, a0k,
o = E =0 na 02 x (O,T), (429)
©" (0) = Yom, 0F(0) =0, vF(0)=uvp, em Q. (4.30)
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k@k

m7 m? m

Vamos mostrar que a sequéncia (@ k) converge fortemente em B para (¢, O, V) =

TP, Qm, Um), Para isto, vamos obter estimativas para a sequéncia (©* 6% o* ) independente
de k.
Note que de (4.24) temos

o 2oz + 190Ny < C (ol + 15532y + 1P l1320))

< C (4.31)

Seja agora P,, o projetor de H em V,,. Note que P,, é um projetor Vi-ortogonal em V,, e
assim || Pyl z(vivs) < 1. Observe também que o operador A satisfaz | A(v)||wsy < Cllo|l%,

entao da equacgao (4.28), obtemos

ekl < € (bl + k" + 1ok 20 gy + 18 vy + 1Bl )

agora, usando (4.31) e desde que 2p’ < p%, temos

Hvrkn,tHLP'(O,T;(VS)/) <C (4.32)

De (4.21)-(4.23) e que 6%, ¢ limitada em L'%/3(Q), deduzimos

lehllwz s @nzsorms@n < C (4.33)
De (4.25), (4.31) e (4.33) temos
||951“W22’1(Q) <C. (4.34)

Assim, de (4.31)-(4.34), concluimos que a sequéncia (¢F,) é limitada em W, (Q)NL>(0, T; W, (),
(0%) limitada em W;'(Q) e a sequéncia (vF) limitada em W = {w € LP(0,T;V?);w
LY (0,T; (Va))}-

Do fato que W3'(Q) estd imerso compactamente em LP(Q), 1 < p < 10, W imerso
compactamente em L?*(Q) N C([0,T]; (V?)'), segue que existem fungoes (B, O, Uy) € uma,

k) (a qual ainda denotaremos por (% 6% vk)) tal que, quando

subsequéncia de (¢F  0F v v

m) m

65



k — oo,
P Pmem LP(Q), p € [1,10), e em L*(0, T W3(Q))
P = Pm em WPHQ) N L=(0, T3 Wy(Q)),
Blgy) — & em LY(0,T; (W, (9))).

ok — 0, em LP(Q), p€ [2,10),

O, = On em WYHQ),

S T em IAQ)NC(0, T V),

— Uy em LP(0,T;VP),

AWh) = x em I7(0,T;(V?Y).

Passando o limite em (4.26) vemos que &, satisfaz

(Pmt, w) + a(VEy,, V) + ap(§, w) = —(@m, w)
13((Fm)%, W) = 2((B)%, w) + A0 — 0|V, w), YVw € W, (4.35)

Vamos mostrar que £ = B(@m). Seja 1 € LI(0,T; W, (€2)), definimos

s 1
X; = [ (Bleh) = B ¢h = 0) + 5l 9z (4.36)

A menos de tomarmos uma subsequéncia, podemos supor

Pi(s) = Pm(s) em L*(Q).
Utilizando a monotonicidade do operador B, deduzimos de (4.36) que

. P | 1, -
lim inf X > lim inf =k, ()] 320y 2 518m () 3. (437)

k—o0

Do fato que ¢F, satisfaz (4.26) temos

X; = a0 [ (Bleh)eh) — a0 [ (Beh).v) - an [ (B ek~ )
0 0 0
AR CORE A ALY OB ZANES
0 0
1 1 5
51k + llomlEaey — @ [ 196

~ao [ B 0) = a0 [ (Bl ek~ )
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Passando o limite quando k& — oo concluimos que X; — X*, onde
X = [ (@) 3@ - 2En) / (0~ 8,) VGl B0
0
L~ 2
— 5 1@m($)Iz2) + IIsOOmIILz HVsOmIILz
—ao [ (6.9) - au / B0 )
0 0

usando (4.37) temos

—_

X* 2 S8 ()220

(\V]

e, somando com (4.35), chegamos a seguinte desigualdade

/08@ B), Bou — )t > 2 |En(5) 20y 2 0.

portanto, £ = B(&m).

O limite em (4.27) segue do fato que VO* vF convergem, respectivamente, para Vﬁm, U
fortemente em L?(Q), e entdao v* - VO converge para v, - V0, fortemente em LYQ).

Das estimativas obtidas para v¥ e do fato que —AF°(T,.(2*)) m—i—)\Jan converge fortemente
para —AF(T,.(Bm)) 0 + AG0,, em L*(Q), podemos passar o limite em (4.28) e ver que ¥y,

satisfaz

d ~ ~ ~
E(Um’ u) + (Vo Vu) + vo(x, u) + (U - VU, u)

~ANF (T (Bm) o, w) + A(@r, u) ¥V u € Vi, t € (0,7T).
De modo andalogo & (4.36) se mostra que x = A(v,,) definindo
y 1
Xt = [ (Alh) = Aw) = 0)+ S5 o

Estas convergéncias implicam imediatamente que o limite (@, gm, Up,) € uma solugao de
(4.12)-(4.16). Pela unicidade de solucio de (4.12)-(4.16), segue que (B, Oy, O ) = (@ms Oy Um),
isto vale para qualquer subsequéncia de (¢*,, 08 vk ), portanto a sequéncia original (F 0% vk )
converge para (@, Om, V) 0 que mostra que T, é continuo.

Observe que Ty, é limitado em W, (Q) x W3 (Q) x {v € LP(0,T, V?);v, € L¥(0,T; (VP))}

e a imersao desse espaco em B é compacta, entao concluimos que 7, é compacto.
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Para provar que para ((ﬁm,am,ﬁm) em um conjunto limitado de B, T, é uniformemente

continuo em A, seja 0 < A, A < 1le (@%),97(,{),1;7(7?) as correspondentes solugoes de (4.12)-

(4.16). Pode-se provar facilmente que para @, = <p$n) — gp,(fl), 0,, = ol — 02 e Uy = MG

satisfaz

(Y, w) + a(Vipm, Vo) + ao(B(p}y)) = B(ol), w) = (D, w)

+((6e - gm)(MIV@ﬁi)l = 2|Vel]), w), Yw € Wi, (4.38)

— BAB,, + v VO, + vy, - V9 = £g0m,t em @, (4.39)
Cp

d

= (o 1) + ¥(Vo, V) + vo(A(v)) = A@), w) + (0 - Vo, u)

—(0 - Vol u) = =0 = ) ((F(T(En)) s ) + (0, ))

VueV,em (0,7), (4.40)

O O

W = E =0 na 0f) x (O,T), (441)

©m(0) =0, 6,,(0)=0, v,(00=0 em Q. (4.42)

onde D = —1+ 3(@%) + 907(3)) — 2((<p( )) + oW + (gog))z) e do lema 2.3 tem-se 0 <

90%), 905,21) <1 eassim D < 6. Primeiro tomamos u = v,, em (4.40) e teremos

i/ |vm|2+u/ |va]2+1/0/(.A(UW{)) A(v (2)) m)—l—/vm'vav,%)
dt Jq Q Q
—(A1 = A2) / F (T (Bm))0mvm + (A1 — Ao) / 50,,v,,

Q
< Jomll 2@ Vomll 2@ 105 [ 14
FA = X[ 20 + A — /\2|2||‘9m||2L2(Q) + [[oml 20
< Cloml o oy | V0l 2oyl N0
A = A (Wm”%m + 163 Q)) + o220
< CllomllZ2o o 134y + 5 ||va||L2

= Xl (1812200 + ||em||L2(m) + om0,

usando o fato que o operador A é mondtono, apds integrar em ¢ obtemos

t
o + Vo[? < M= Xl ([[0mll720) + 10mll72(0)
Q 0 JOQ
t
0 Q
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de (4.31) temos que oV € L8(0,T; L*(Q)) e limitada nesse mesmo espago, portanto podemos

aplicar o Lema de Gronwall para obter

= ol (Imlz(ay + 18320y ) (4.43)

|Vm | Lo 0,752 0,07y < ClM

onde C ¢é independente de .

Agora, tomando w = ¢,,, em (4.38) temos
[t a [ 190nf + a0 | (Blo) ~ Bl o) - of2)

/ D2 + / (6. — B,) M IVED | — Aol Vo o,

somando e subtraindo / 0. — , m)X2| Vo], e usando a monotonicidade do operador B
Q
obtemos

d 2
<6 / o+ / (6. = B) (M = A2) [ Vo] 4+ 2a(IV) — (V@)

<6 [ 2 Do = Xl = Bull oIV sy o2
Q

X2/ Vom |l 2@l omll 22

usando a desigualdade de Schwarz e integrando em ¢ chegamos a seguinte desigualdade

t
[ [ [19enP < €= 2aP16. = Tallioq
QO 0 Q

+0 [+ 196 ) [ (140
0 0
Por tltimo, multiplicamos (4.39) por 6,, — é(pm

1d L L3
Ld em——gom%ﬁ/ vemQ—/—w Vn
2dt Q( Cp ) Ql | Q p

L
== [ o V,0, — / U - VOO, + = / U - VOD 0,

Cp J Q Cp Ja
< o 2@y IV Ol p2 @) | 0mll o) + vmll£2@) I VO | 2y |Oml| 22 ()
Hvm |22 VO | 120
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apoés integrar em t chegamos a seguinte desigualdade

L t
Jn= e+ [ [ 90
Q Cp 0o Jo

< Cllo s llemllzag) + Cllivmll 2@ VO 120

+C vl o 0,1:22(0n V052 || 22(@) 10m | 220,752 (92, (4.45)
agora multiplicamos (4.44) por A suficientemente grande e somando com (4.45) obtemos
t
Lo+ @l [ [ (96l + 907 < ClA = NP6, = Bulg
Q 0 Jo

+Cvmll 2@ I VO | 20) + Cllvmll e 0,7:020) VO 22 |01 | 220,752 (02

t
c / 1+ 1V 2oy + 10D ) / (om)?,

mas observe que ol satisfaz (4.33), 0% satisfaz (4.34), o satisfaz (4.31), além disso

10l 2orize@) < 10920 min@) + 102l 202 (@)
1 2
< 10 lwzig) + 162 lw2aq)
< C,

entdo, usando o lema de Gronwall junto com (4.43) teremos a seguinte estimativa

lomllzoeo,r:22) + [IVomllz2@) + [|0mll o 0,r:20) + VOl 220)
S CY|)\1 - /\2|7

isto mostra que o operador 7T, ¢ uniformemente continuo com respeito a A.
Para A = 0, é claro que o problema (4.12)-(4.16) possui uma tunica solugao. Resta nos
estimar o conjunto dos pontos fixos de Ty. Seja (@, Om, Um) € B um possivel ponto fixo, i.e.,

solugao do seguinte problema

(Qom,ta U)) + Oé(V(,Om, VUJ) + O‘O<|V(pm’qi2v90ma V’LU) = _(Soma w)
+3(g0fn, w) — 2(@%,11}) + AM(0e — 0)|Vom|,w),Yw € W, (4.46)

L
em,t - /BAem + U - vgm = C_Spm,t €m Q7 (447)

P

%(vm, u) + v(Vug,, Vu) + vo(A(vg), w) + (U - Vg, u)
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= —N(F (T () )V, 1) + N30, u) ¥ u € V,, em (0,T), (4.48)

8g0m B
o =60,=0 mna 0Qx(0,T), (4.49)
©m(0) = Yom, 0m(0) =00, v,(0) =1y, em Q. (4.50)

Observe que se tomarmos u = v, em (4.48) teremos

vm +V/|va\ —i—uo/]va]p

— ) / P (o)) o) % [ 300

< C/Q(em)2 +/Q(vm)2. (4.51)

Agora, tomando w = ¢,,, em (4.46) e usando o fato que 0 < ¢,,, < 1 temos

jt (om)? /QIVsom\QJr/vagom\ngJr/Q(em)? (4.52)

Por 1ltimo, multiplicamos (4.47) por 6,, — énpm

4
dt

L L
(Qm - _¢m>2 + 6/ |V€m|2 - —BVOmVQOm
Q Cp Q Cp

—/vm-VGmgomS/\vm|2+/ V0,2 (4.53)
Q Q Q

Multiplicando (4.52) por A € R suficientemente grande, somando com (4.51) e (4.53), apés

integrar em ¢ e usar o Lema de gronwall obtemos

||SDM||%°°(0,T;L2(Q)) + ||V80m||%2(Q) +IVemllzag) + ||0m||%°°(O,T;L2(Q)) +
”VQmH%?(Q) + ”UmH%OO(O,T;LZ(Q)) + ”VUWH%Q(Q) + vamHiP(Q) <C. (4.54)

Concluimos que o conjunto dos pontos fixos de 7, é limitado em B independente de
A. Podemos entao aplicar o Teorema de ponto fixo de Leray-Schauder, assim existe pelo
menos um ponto fixo (¢, O, vm) € B de Ty, além disso, v,, € LP(0,T;V?) N L>(0,T; H),
om € W5 (Q) N L=(0,T; W), e b, € W5 (Q). L
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Lema 4.2 Fuxiste uma constante C independente de m tal que

van||Lm(O,T;LQ(Q))ﬁLP(O,T;Vp) <,
||U1(§n,t|ILP’(0,T;VS’) <C,

1

lmllwz1@nr=©rwi @) < C
4

H%HW}I(Q) <G

Demonstragao: Fazendo w = ¢° em (4.9), multiplicando (4.10) por #° — é(pfn, tomando

u =%, em (4.11) e usando o fato que 0 < ° < 1 obtemos as seguintes estimativas

t t t
/MW+g//W@f+%//kmw§c+//@w
Q 0 Q 0 Q 0 Q
L t t
Lﬂ%——dﬁ+g//nMW—v%w&s//MM?
0 Cp WAY 0o JQ

v [ fimaronf frvere [ [ 4 e
slé@f+%éwﬁ

Multiplicando (4.59) por A € R suficientemente grande, somando com (4.60) e

usando o lema de gronwall obtemos (4.55) e

HSOan%oo(o,T;m(Q)) + ||V90an%2(Q) + ||V80fn”qm(@) + ‘|9£n||2L°°(O,T;L2(Q)) +

HVanH%g(Q) + vazH%OO(O,T;L?(Q)) + vaan%?(Q) + HVU;;HZEP(Q) <C.
De modo analogo a (4.23) temos

||80£n,t||%2(Q) + ||Vs0fn||%oo(o,T;L2(Q) + ||V9075n||qLoo(o T;La(Q))
10/3
<O+ ||v900m||%2(Q) + IVeomllTag) + 169, HL1/0/3 ))

< C(L+IVeollzzq) + Vol fag)s
na ultima desigualdade usamos a seguinte imersao continua
L=(0,T; L*(Q) N L2(0, T; W3 (Q)) — L'3(Q).
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De (4.22) temos

||v90fn||%°°(0,T;L2(Q)) + ||AS0fn||%2(Q)
10/3
< C(1+ llpomllT2) + IV oml 20y + 1091172 () + H@quLl{)/g(Q))
< C(L+ [lvollzz@ + IVeollz())- (4.64)

Portanto, de (4.62)-(4.64) obtemos (4.57). A estimativa (4.58) segue de (4.25) e (4.56)
segue de modo andlogo a (4.32). [ |

Demonstracao da Proposigao 4.1

O Lema 4.3 e imersoes compactas usuais nos garantem que existem
P’ € W (Q) N L>(0,T; W, (),
0" € WyN(Q),
v’ e L=(0,T; L*(Q)) N LP(0,T; VP) com v° € L (0,T; V),

e uma subsequéncia de (°,0° v°) (o qual ainda denotaremos por (¢2 602 v2)), tal que,

quando m — oo,
W0 — % em L2(0,T;W}(Q)) fortemente,
@0 =0 em W3H(Q) N L>(0,T; W, (€2)), fracamente,
00 — 0  em Wy'(Q), fracamente.
0°, — 6 em L*0,T;W5(Q)) fortemente,
v =1 em LP(0,T;VP) fracamente,

) =1 em LP(Q) fortemente,

)

v, = v em LY (0,T;V!) fracamente,
Como Av?, ¢ limitado em L¥ (0, T, (V?)), existe x € L¥ (0, T, (V?)') tal que
AvS — x em LF(0,T;(VP)") fracamente.
Do mesmo modo By?, ¢ limitado em L4 (0, T, (W, (Q))"), assim existe £ € L9(0, T, (W, ()
tal que
Bpl, — ¢ em L7(0,T; (W, (Q))) fracamente.
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Do fato que @, converge fracamente para ¢ em W;"'(Q) entdo gpi%t,Agog@ convergem
respectivamente para ¢!, A’ fracamente em L2(Q), além disso W, (Q) estd compactamente
imerso em L%(Q) e entdo (¢?))® converge fortemente para (¢°)* em L?(Q). Note também que
Vd converge fortemente para V¢° em L%(Q), entdo (6, — 0°)|VS | converge fortemente

para (6, — 0°)|V®| em L'(0,T; L*(Q2)), podemos entdo passar o limite em (4.9) e obter

(), w;) + (Ve Vuy) + ag (€0, Vwy) = — (¢, w;)

+3((9°)%,w;) = 2((0°), wy) + (e = 0°) [V wy) i =1, m.

De modo analogo a (4.36) pode-se mostrar que £ = B(¢°), e por densidade, concluimos

que

(0}, w) + a(Ve’, V) + ag(|VE° |17V’ Vw) = —(¢°, w)
+3((¢°)%, w) = 2((¢°)%, w) + ((6. — 6°)|VL°|,w) ,Vw € W, ().

)

° converge fortemente para v° em L?(Q) e V°, converge fracamente para V6° em

Como v
L*(Q), temos que v2 - V0, converge para v’ - V#° fracamente em L'(Q) e podemos entdo
passar ao limite em (4.10) e obter

L
00 — BAG° +0° - VO = =4 em Q.
C

P

O limite em (4.11) segue do fato que —AF?(T,(¢2,))vS, + AG0°, converge fortemente para
—AF (T (¢2))0° + AG6° em L*(Q), entdo fazendo m — oo em (4.11) obtemos

d
%(U(S, uj) + v(Vol, V) + vl ug) + (07 - Voo, u;)
)? =00 -
= —(——=——=v",u;) + (60°,u;), 7 =1,---,m.
() + (387,
Pode-se mostrar usando a mesma idéia que em (4.36) que x° = A(v°), e por densidade,

concluimos que

d

E(Ué’ u) + v(Vo°, Vau) + vp(Av’ u) + (v° - Vol u)

= —(—(905)2 v u) + (60°,u), ¥ € u eV, (4.65)
1 _ gpé + 5 ) Y ) S *
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e do fato que p > 3, a forma (v° - Vo?, u) é continua em V? (Lions, p. 212) e por continuidade,

é verdade que (4.65) vale para todo u € V. [ |

Os Lemas seguintes fornecerao estimativas independentes de § para as solugoes da Proposigao
4.1; tais estimativas serao suficientes para passarmos o limite no problema penalizado e obter-

mos uma solucao generalizada do problema original.

Lema 4.3 FExiste uma constante C independente de § tal que

1 Il o< 072220 (0,7:0) / / =gV [fdedt < C, (4.66)
HSO HW21 Q)NL>=(0,T;W2(Q) (4.67)
16°llyy210) < C (4.68)

Demonstragao: A prova deste resultado é analoga & do Lema 4.2, tomando w = v° em (4.8)

obtemos
Juree [ fweeen [ fwers [ [ G
<[ [eors [ [y
0 Jo 0 Jo
ap6s somar com (4.59), (4.60) e usar o Lema de Gronwall obtemos o resultado. [ |

Observacao 4.7 O Lema 4.3 nos garante que ° € limitada em

W ={y € L*(0,T; W, (Q)); ¢ € L*(0,T; L*())},

mas note que também temos W, (1) < C(Q) — L*Q) e entdo pelo Lema 1.4, W € rela-
tivamente compacto em C([0,T];C(Q)) = C(Q). Consequentemente existem ¢ e uma sub-
sequéncia de (©°) (a qual ainda denotaremos por ¢° ), tal que ©° converge uniformemente para
0 em Q.

Para o lema sequinte € bom lembrarmos que Q, = {(x,t) € Q;0 < p < 1} e Qu(t) =
{r e 0 < p(n,t) < 1}
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Lema 4.4 Dados 0 <t; <ty <T, U C Quu(t1) tal que [ty,ts] x U C Quu U Qpni(0) U Qi (1),

existem 0o(U, t1,t3) > 0 e uma constante C(dg) tal que, para todo 6 < dy,
va||LP’(t1,t2;VS(U)') <C. (4.69)

Demonstragao: A prova deste resultado é analoga a do Lema 3.2. |

4.3 Passagem ao Limite

As estimativas (4.55) e (4.69) nos garantem que (v°) ¢é limitada em

{’U € Lp(tl,tg; Vp(U)),?Jt € Lp,<t1,t2; %(U)l)},

e, por outro lado, a imersao desse espaco em LP(U x (t1,t3)) é compacta. Assim, existem v e

1)

uma subsequéncia de (v°) (a qual ainda denotaremos por v°) tal que v° converge fortemente

para v em LP(U X (t1,t3)). Do fato que @, pode ser coberto por um nimero contavel de

conjuntos abertos U; X (t;,t;41) tal que U; C Q,,(t;), entao
v = o em LP (QuiUQm(0)UQu(T)) fortemente. (4.70)
Além disso, de (4.46) temos que v® € LP(0,T;VP?) N L>(0,T; H) e

v> =~ v em LP(0,T;V?) fracamente, (4.71)

v® X v em L(0,T;H) fracamente estrela. (4.72)
Como Av® é limitado em L¥ (0, T, (V?)'), existe x € L¥ (0, T, (V?)') tal que
Av® =y em LP(0,T;:(VP)) fracamente. (4.73)

Agora, o Lema 4.3 e imersoes compactas garantem que existem ¢, 6 € W22 ’1(62)7 e uma
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subsequéncia de (¢?,0°) (a qual ainda denotaremos por (¢?,#°)) tal que, quando § — 0,

©® — ¢ uniformemente em @,

0 = em L%0,T;W4(Q)) fortemente,

O — ¢  em W2NQ)NL®0,T; W, (Q)), fracamente, (4.74)
By’ — ¢ em LY(0,T; (WH())), fracamente,
0° — 0 em W3 (Q), fracamente.

Resta passarmos o limite em (4.6)-(4.8) quando § — 0. O limite em (4.8) segue da seguinte
forma. Seja n € LP(0,T;VP) com suporte compacto contido em @, U 2,,/(0) U Q,y(T') €
n, € LY (0,T; (VP?)), tomando u = n(t) em (4.8), e integrando em (0,¢) teremos

/O(Ut, n) + v(Vo', V) + vo(Av’, n) + (v° - Vo', ) =

- ()

Desde que supp 1 C Qi U Q,(0) U Q,(T') entdo, supp n(t) C Qu(t) para quase todo
t € [0,T], portanto

t

(0 (1), n(t)) — / (o ) + v / (Vo V) + 10 / (A" 1)

0

‘s s ' ()
+/0 (v° - Voo ) = —/0 <mv 777> + (vo, (0)). (4.75)
s . ~ (905)2 SOZ
Lembramos que ¢° converge uniformemente para ¢, entdo ————— converge para
1—@d+6 1—¢p

uniformemente em conjuntos compactos de @, U $2,,(0) U Q2 (T) e de (4.70)-(4.73) podemos

passar o limite em (4.75) e obter

wlta®) = [ s+ [0+ [ cen+ [0

__ /Ot (ﬁipv,n) ds + (vo,7(0)), (4.76)

Para provar que v = 0 quase sempre em @,, dado ¢ > 0 existe §(¢) tal que se § < &

entdo | (x,t) — p(x,t)| < € para todo (x,t) € Q, em particular para (z,t) € Qs = {(z,t) €
Q; p(x,t) = 1} temos 1 — € < ¢°, assim de (4.55) obtemos

e—|—5/ ( |v5| dxdt </ / |v5| dzdt < C]. (4.77)




Lembremos que ¢° — 1 uniformemente em @, e que v° — v em L?*(Q,) quando § — 0,

entdo ’v’ — v em L%*(Q,). Portanto

/ v? < liminf/ |%0°|? < liminf C (e + 6) < Cie,
. Qs 6—0

6—0

e do fato que € é arbitrario temos que v = 0 quase sempre em ().
Para passar o limite em (4.6) procedemos da seguinte forma, multiplicamos (4.6) por

¢ € C§°([0,T]) e obtemos
[ eon)+a [(96.50w) +a [ B4 Vou
0 0 0
== [ 0u) £ 3P 0w) = 2 )
t
+/ (6 — 0°)|Ve°|, pw) . (4.78)
0
De (4.70)-(4.74), podemos passar o limite em (4.78) e obter
" Vo,V v
[ erowy+a [ (9o 900+ a0 [ (6. 900)
== [ (0w +3(62 00) 2 6w
+ [ (- 0Ivel.ou). (479
0

De modo andlogo a (4.36) pode-se mostrar que £ = By. Do fato que (4.79) vale para toda
¢ € C3°([0,T]) e todo w € W, (2) entao por densidade temos

t t t
/(gpt,w)—l—a/ (V, Vw)+a0/ (|Vp|72Vp, Vw)
0 0 0
t

:_/O <¢,w>+3<¢2,w>—2<¢3,w>+/ (0 - )Vl w),

0
para todo w € L4(0, T; W, (€2)).
Agora, vamos provar sob a hipdtese adicional de integrabilidade do Teorema que xy = Awv.
Para isto, seja ¢ € LP(0,T;VP) com suporte compacto contido no fecho de @,y U €2,,;(0) U
Q,u(T) e definimos

t
1
Xt - 1/0/(Ava—.Az/z,v‘;—w)ds—Ir§||v5(t)|!%2(9)
0
t t
+V/ HVU(SH%2(Q)dS+/\ /Fé(gpé)]v‘S]deds. (4.80)
0 0 Q
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Desde que o operador A é mondtono e €,,,(t) C 2, temos

1 t
X5 = §Hvélli2(9mz(t>)+'//o V0 1Z2 60006988

t
1/2
* / 1 (F2(2°) " 0122055+
0

Agora, multiplicamos a tltima desigualdade por uma fungao nao negativa ¢ € L*([0,T1)

e integramos em [0, 7] para obter
T 1 T
| Xiotar= 5 [ 10000000
T t
v / / 190 (5) 22 6,0 s ()
T Y 1/2 5 2
" / / | (Fo (0% (5)) 72 03 (5)| e o st (4.81)

Vamos considerar cada um dos trés termos do lado direito de (4.81). De (4.71) e que p > 3,

temos que v’ — v em LP(Q) e assim v°¢"/2 — v¢'/? em LP(Q). Portanto
T
lirgliglf/o Hva(t)Hi?(aml(t)@(t)dt = h{?jﬂHU%WH%%QM@))
T
> 106" gy = | 10O g d(O0
Veremos agora o segundo termo, fazendo mudanca de variaveis obtemos
T . v
| [ 190 g dsotiar = [ [ 190, 0po0eds
oo T oo

= | IV g [ oOdtds = [ IV 00
= V0’0272

~ T
onde ¢ = / o(t)dt. Novamente de (4.71) temos que Vv? — Vv em LP(Q), concluimos como
0

antes que

T t
lim inf /0 /0 190 ()220, ls()dt = imnink [ V%82 2

d—00

_ T
> [ V0d 2 (5) ooy = / / IV0(8) 226, o A6

De (4.70) e que F°(¢?) — ¢?/(1—¢) q.s. em Q,;, concluimos que F°(¢?)v® — p?/(1—p)v
q.s. em Q. De (4.55) obtemos a seguinte desigualdade

t
1/2
/0 () " 0 2@, ds < Ch
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Portanto, (F5(905))1/2 v = (2 /(1= ¢))* v em L2(Qpu) (Lions [22], Lema 1.3, p. 12), do

mesmo modo que no segundo termo, obtemos

timint [ [P 60) ) dsol)

6—0

= /0 /0 | (¢*(s)/(1 = SO(S)))UQU(S)H%z(ﬂml(s))dsqg(t)dt

usando esses resultados em (4.81), concluimos que

hmmf/ Xto(t)dt > 1/ o) 2agc o S0Vt

b [ [ 106 sty
n / / 1 (£2(5)/(1 = 0(50)) " 0() 2ot o dSS(E) L. (4.82)

Por outro lado, tomando u = v° em (4.8) e integrando em [0,#] chegamos a seguinte

¢ 1
o [[Atf) = =1 Ol — v [ 1991
0

t
- [P )+ gl

expressao:

e substituindo em (4.80) teremos

1 t t
X5= §|’U0H%2(Q) - VO/ (AU(S’ ¥)ds — VO/ (Aw>vé — ¢)ds.
0 0

Multiplicando essa tltima igualdade pela fun¢ao ¢ e integrando em [0, 7] obtemos

T T
tim [ X0t =5 [l ott)at

—VO//X, D)dso(t) dt—yo//A¢v— O)dso(t)dt

— 2 [ el oty
0

. /0 /0 (o B)dso(b)dt — vy /0 ' /0 (i, v — p)dsolt)dt

Esta ultima igualdade junto com (4.71) nos da

1 T T t
3 | Wligonetiit = [ [ teonsocar



//Aw,v— Yds(t)dt
> 5 [ WO ot [ [ IV dsitta
n / / H (902(8)/(1—90(8)))1/2U(S)IIiz(le(s))dW(t)dt- (4.83)

Lembremos que (4.4) vale para quase todo t € (0,7) e n € LP(0,7;V?) com suporte
compacto contido em @, U, (0) U, (T) e tal que n, € L' (0,T; (V?)). Nossas estimativas
a priori e a hipdtese adicional do teorema nos permite usar argumentos de densidade para
concluir que (4.4) vale para toda n € LP(0,7T; V?) com suporte compacto contido no fecho de
Qi UL (0)UQ,(T) e tal que 1, € LP (0,7 (VP)'). Em particular, v possui esta propriedade,
e podemos tomar n = v em (4.4), fazendo isto, apds integracao por partes, multiplicando o

resultado por ¢ e comparando com (4.83) temos

T pt
/0 /0 (X =AY, v = ¢)dsg(t)dt > 0.

Como ¢(-) é uma fungao arbitraria e ndo negativa em L*([0,77), concluimos que

/(X—A¢,U—¢)d820 q.s. t.
0

Portanto, usando a hemicontinuidade do operador A (Lions [22] Cap. 2), concluimos que

x = Awv, e a prova do teorema 4.1 esta completa. |
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Capitulo 5

Um Modelo para Ligas Binarias:
Existéncia Local no Caso

Bidimensional

Neste capitulo apresentaremos resultados de existéncia e regularidade para um modelo
bidimensional do tipo campo de fases para solidificagao e/ou liquefacdo de ligas bindrias, isto
é, misturas de dois materiais puros. O modelo apresentado neste capitulo inclui uma equacao
adicional para a concentragao c(x,t) do soluto na mistura, cujas nao linearidades tornam o
modelo bem mais complexo.

Na primeira secao apresentaremos o modelo e o resultado principal. Na segunda secao,
apresentaremos o modelo penalizado, a penalizacao usada neste capitulo é a mesma usada
no modelo (3.1), mostraremos também um resultado de existéncia de solucao e as estimati-
vas que a solucao do modelo penalizado satisfaz, obtendo assim uma sequéncia de solugoes
aproximadas, entao por fim, na ultima secao passaremos o limite e mostraremos que o modelo
original possui solucao.

Diferentemente do Capitulo 3, usaremos aqui o teorema do ponto fixo de Schauder em vez
de usar o teorema do ponto fixo de Leray-Schauder para mostrarmos a existéncia de solucao do
modelo penalizado, o motivo de usarmos tal teorema vem do fato que podemos agora definir

o operador em conjuntos convexos, fechados e limitados. Os argumentos de compacidade e
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bootstrapping sao os mesmos do capitulo anterior.

5.1 Apresentacao do Modelo 3 e resultados

Sejam ) C R? um aberto, limitado com fronteria 9 suave, T' € R finito e Q = Q2 x (0, T).
Considere o problema com condicoes de fronteira e condicoes iniciais que consiste encontrar

fungoes (p, 0, c,v) tais que:

01— alp = —p +3¢% — 20> + (0, — 0+ C)|Vyp| em Q,
L

0, — BAO+v-VO=—p, em Q,
c

P
Pt v—Vop

— ~Ac =

¢ — YAc 1—gp—|—kgoc+1—go+k:g0vc’ em ()
2

’Ut—l/A?)—f-U'VU—f-VP:—lSO v+ 010 + dac em Q. (5.1)
-

diveo=0 em Q,y,

v=0 em Q,,

dp 00  Oc

5—%—5—0 na 002 x (0, 7), v=0 na 0Qu,

©(0) = o, 0(0) =06y, c(0)=co em 2, v(0)=1vy em ,,;(0).

O campo de fases é denotado por ¢, as fungoes 6 e v estao respectivamente relacionadas com
a temperatura e velocidade do material e a funcao ¢ é a concentracao do soluto na mistura. Os
dominios @i, @s, 2mi(0) estao definidos em (1)-(5). Aqui v denotard o vetor normal exterior a
00, a, 3, sao constantes positivas, L uma constante positiva relacionada ao calor latente e ¢,
uma constante relacionada ao calor especifico do material. &,y sao constantes relacionadas
com a densidade do material e a forca da gravidade. O principal resultado desse capitulo é o

seguinte teorema de existéncia de solugao local no tempo para o problema (5.1).

Teorema 5.1 Seja 0 < T < oo, Q C R? um aberto limitado com fronteira 02 de classe C?.

Suponha que

Yo € WquQ/q(Q)aq > 2,q# 3 tal que 0 < g < 1,

Oy € Wi—z/sl(Q), 8§51 > 2,81 7£ 3,
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co € W32_2/52(Q), Sg > 2,89 # 3,

vo € H comvg =0 em Q(0) = {x € Q; po(x) =1},

satisfazendo a condigcao de compatibilidade

a(po o 880 . 600 o
E_E_E—Onaﬁﬂx(O,T)7

para q, 51,59 > 3. Entao existem T € (0,T] e funcées (p,0,c,v) tais que

0
NS W(1271<QT), a—f = O7 SO(O) =y € 0 < © < 1 q.s. em ij
0
RS W,?fl(QT), r1 < min{4, ¢, s1}, % =0,6(0) = by,

) dc
c € W2HQg), ro < min{4, q, 55}, 5 0,¢(0) = ¢,

ve L*0,T;V)NL>®(0,T; H),v(0) = vy em Q2,(0),

satisfazendo
o1 — alp = —p + 30 — 20° + (0. — 0 + ¢)|V| ¢.5. em Q, (5.2)
L
0, — BAO+v-VO = —¢; q.s. em Qr, (5.3)
Cp
¢ —7Ac = Ll o Ve Ve em Qr, (5.4)

1—<p+kgoc+1—g0—|—k;go
(0(t), () — / (v, m)ds + v / (Yo, V) + / (v Vo,n)

:@0,77(0))—/; (fspv,n) ds+/0t(516’,n)ds+/Ot(@c,n)ds, (5.5)

t € (0,T), para qualquer n € L*(0,T; V) com suporte compacto contido em (Qz)mi U Qpi(0) U
Qu(T) en, € L*0,T; V).
Além disso, v =0 quase sempre em (QF)s.

Onde Qs e Q(t) estao definidos respectivamente em (1) e (5).

Observagao 5.1 O fato de sy, s > 2 nos garante a imersio compacta de W2(Q) em L>®(Q),
1 = 1,2. O termo que nos impede de termos existéncia global no tempo é ¢; na equacao
da concentracao. Neste caso, mesmo a existéncia dos p-Laplaceano nao nos garantiria uma

existéncia global.
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5.2 Existéncia de solucoes de um problema penalizado

Nesta secao introduzimos uma versao regularizada do problema original, o proposito ¢

encontrar para cada 0 > 0, T € (0,T] independente de § e fungdes (¢°, 6%, c®,v?) tais que:

@ —alp® = —¢° +3(¢°)% — 2(¢°)?

+(0, — 0° + )| VY| em Qr, (5.6)

L
00 — BAG® +0° - VO = C—gpf em Q, (5.7)

P

5 N v

S _ A — Pt b v RV - .
¢ — YAC 1_@5+k(p50 +1_¢6+k¢6 Ve em QF, (5.8)
i( O u) + v(Vol, Vu) + (v° - Vo', u) = —(ﬁv‘S u)
e’ ’ ’ 1—d+4§ 7
+(310°,u) + (G2, u), YVu €V em (0,T), (5.9)
0p°  00° 9P -
- = = 0 T 1
5 = 9 9 na 09 x (0,7), (5.10)
©*(0) = o, 0°(0) =6y, (0)=co, v°(0)=wy em . (5.11)

Como ja foi dito, usaremos o Teorema do ponto fixo de Schauder para obtermos uma
solucdo do modelo (5.6)-(5.11), para isto iremos definir um operador definido em um convexo

fechado e limitado, para este proposito definimos os espacos X;, Y; e Z; por

Xe={£€ L™(Q1) : [[€llz=(qu) < Ru},
Y, = {v € L*(Qu); [[v]l2q,) < Ra},
Zy ={¢ € L*(Q);0 < < 1},

onde @y = Q x (0,t). As constantes Ry, Ry serdo escolhidas no decorrer da demonstracao da

seguinte proposicao:

Proposicao 5.1 Seja Q C R? um aberto limitado com fronteira OS2 de classe C?. Suponha
0 >0 e que

wo € W 219(Q),q > 2,q #3 tal que 0 < ¢y < 1,

0o € W22/51(Q), 81 > 2,8, # 3,

co € Wf;Q/S?(Q), Sg > 2,89 # 3,

vo € H com vg =0 em Q(0) = {x € Q; po(z) = 1},
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satisfazendo a condi¢ao de compatibilidade

8900 . 890 . 800
5— o 6y—0na@QX(O,T),

para q, 81,52 > 3. Entdo existem T € (0,T), independente de &, e funcies (¢°,0°, ¢, v°) tais

que
5 2,1 0905 5 )
ZAS VVq7 (QT)JE :O,QD (0> - @070 < 2 S ]-7
2,1 96° 5
€ W (QF), 11 < min{q, 51,4}, By = 0, 8°(0) = 6,
o
¢ € Wé’l(@ﬁ re < min{q, sq,4}, = E 0, ¢(0) = co,
w0 € LX0,T; V)N L>(0,T; H), v°(0) = vy,
satisfazendo

0 — alg’ = —¢° +3(°)? — 2(¢%)?

+(0. — 0° + ) |[Ve'| em Qr, (5.12)
L
— BAG° +1° - VE° = c—wf em Q, (5.13)
P
o \V4 d
—~A b _ SOt 5 v L . g — .14
YA = P +1—905+k(,05 V' em QF, (5.14)
d — (W, u) + v(VV°, Vu) + (v - Vol u) = —(ﬂv‘S )
dt N R i o
+(10°,u) + (G2, u), Yu eV em (0,T). (5.15)

Demonstracao: Usaremos aqui o Teorema de ponto fixo de Schauder (Teorema 1.2). Con-
sidere o seguinte operador, 7 : K — K, onde K é o convexo Z; x X; X X; X Y; e T o operador

que aplica (°, é\‘s,/c\‘s,i;\é) € K na solucdo (%, 60°,¢%,v?) do seguinte problema:

0 — alg’ = —¢° +3(p°)? — 2(¢%)?

+(0. — 0 +2)|V¢| em Q, (5.16)
L
— BAG° +0° -V = C—gof em Qy, (5.17)
P
6 \V4 d
AL = v & v LR V) 1
YA = T 1k +1—905+k905 Ve em @y, (5.18)

z(v u) + v(Vo, Vau) + (v° - Voo u) = —(F(@°)0°, u)
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+(3160°,u) + (328, u), Yu €V, em (0,1), (5.19)

5 5 5
a@% - %iy = aa_cy = na 0Q x (0,1), (5.20)

©°(0) = o, 0°(0) =6y, (0)=co, v°(0)=uwp em . (5.21)

No que segue mostraremos que o operador T satisfaz as hipoteses do Teorema do ponto
fixo de Schauder. Primeiramente vamos encontrar 7' € (0,7 para que o operador T esteja
bem definido. Note que (6, — 0 + C%) € L*™(Q,), entdo pelo Lema 2.6 existe uma tnica
¢* € W2H(Qy), solugdo de (5.16) e 0 < ¢° < 1, logo ¢° € Z; e além disso

1wz < Cllleollyz-srogys 8 ey HIC =)

< C(HSOOHW;—z/q(Q),tRl).

Observe que a equagao (5.19) é uma variante da equagao classica de Navier-Stokes, do fato
que 5155 + 7@ € L>®(Q;) e usando o método de Faedo-Galerkin, pode-se mostrar que existe
uma tnica v° € L2(0,¢, V)N L>(0,t, H) solucao de (5.19) e se tomarmos u = v° em (5.19) nés

obtemos

d .

—/ |v5]2dx+u/ (Vo' Pde = —/F‘s(gﬁ‘s)(véf—l—/5106v5+/525‘5v5

dt Jq 0 Q Q Q
< [@r+ @2+ [0

Q Q Q
< 2R%|Q|—I—/(v‘s)2.
Q
integrando em (0, %) temos
10° || oo 0,200y < C (|vol p2(@) + £7°Ra|Q)) - (5.22)

Observe que v° € L*(Q;) e ¢? € L(Q;), aplicando a teoria LP-parabdlica (Teorema 1.3) na
equagao (5.17) obtemos uma solugao 6° € W2'(Q,), 11 < min{4, ¢, s1} de (5.17), deste mesmo

Teorema e do Lema 2.6 temos

IN

16wz @y < CUlfollyz-srm gy + 6l @)

IN

Clollyy2-2701 gy + l0llyz-2r0g) + 1), (5.23)
onde C' depende de [|[v°[|14(q,)-
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Aplicando agora a teoria LP-parabdlica na equacao (5.18) obtemos a existéncia de ¢® €
W2EHQy), ro < min{4, q, s2}, pois ¢}, V¢’ € LI(Q;) e v° € L*Q;), e deste mesmo teorema

obtemos

IN

[ hwaray < Cllcollyasagy + 19 1(an)

S CQ(HCOHWSQJQ/SQ(Q) + HQOOHWQQ*Q/Q(Q) + tRl), (524)

onde C depende de |[v°||za(q,) € [[V¢®||Lr2(0,)- Usando (5.22) em (5.23) e (5.24) concluimos

que

1 d
16° Tz + e lwazan < I60llyain g + lcollyazrn g

"‘”SD()HWq272/q(Q) + HUOHLQ(Q) + tl/le.

Assim, fixando R; suficientemente grande, podemos tomar ¢ € (0,7] suficientemente
pequeno independente de § tal que ||65||W31,1(Qt ||05||W2 @y < Bi, como 7,75 > 2 temos
W2HQ¢) — L®(Q:), i = 1,2. Portanto 9, € X,, assim também podemos fixar R, grande
de tal modo que v? € Y}, denotamos T € (0,T] tal que o operador T esteja bem definido de
K em K.

Para provarmos a continuidade de 7 suponhamos que (%9, é\,‘i,/c\g, 2?) convirja fortemente
para (2°, 55,5‘5, 2°) em K, e para cada k seja (3,09, c5,v9) = T (75, 92, &, 1?), ou seja, solugao

do problema

oh, — algh = —¢h +3(00)% — 2(4))°

+(0c — 0 + 6)|Veh| em Qr, (5.25)
b — BAG +0) - VO, = @i,t em QTa (5.26)
5 5 02 5 - Vb
— vAc), = : ¢y, + Ve em Qr, 5.27
ot g+ K " 1—90k+Ks02 e (5:27)
d
o7 — (v, u) + v(Vup, Vu) + (v) - Vg, u) = —(F(3,)vp, )
+(1600, u) + (3280, u), Yu e V,t € (0,T), (5.28)
09y 005 I —
Yok _ Dk _ Yk _ 0 T 2
5 5 = Dy 0 mna 00 x(0,7), (5.29)
gp,i(()) = o, 92(0) = 0y, 02(0) = ¢y, "U,‘i(()) =1, em . (5.30)
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Mostraremos que (3, 09, ¢S, v

(§05> 957 06’ Ué) = T(QB‘;, 557657@\5)'

De (5.22) concluimos

&
k

) converge fortemente em K para

||Ul(zHLOO(O,T;H)OLQ(O,T;V) < CHUOHLQ(Q)- (5-31)

Voltando a equacao (5.28) obtemos também que

o allve < C (Nl + o8By + Nefllzzcey + 1B sy + 12y

e de (5.31) e que ||§2||L2(Q), €3] 2(0) < C obtemos

va,tHL%o,T;v’) <C. (5.32)

Do lema 2.6 e que [|6] .= (@p, |2 2(@p) < C' obtemos

Agora, de (5.23) e (5.24)

19
163z

Qp) —

Il < C. (5.33)

< Cv HCiHW??;(QT) <C. (5.34)

Portanto de (5.31)-(5.34) existem (3°,0%,¢°, 7%) ¢ uma subsequéncia de (08,02, 02) que

ainda denotaremos por (gpi, 02, ci, v,‘z), tal que, quando k — oo,

o
o
0
0;

—

(56

&6

55

(96

56

’56

5‘5

”66

em LP(Q7),

em WqQ’l(QT>,

em L*(Q7),

em WEf(QT)?

em LOO(QT),

em W2H(Qx),

em L*(Q7) N C([0, T V"),
em L2(0,T; V)N C([0,T]; V).

Agora nos falta passar o limite quando k — 400 em (5.25)-(5.30). O limite nas equagoes

(5.25),(5.26) e (5.28) sao feitas de modo andlogo ao capitulo 4.
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1

Para passar o limite em (5.27) nés observamos que ———s——— converge fortemente para
1 1 —pp + Ky,
(e e ¢ converge fortemente para ¢ em L®(Q), gpi¢ — 2% em L*(Q7) e assim
(%2—71:)265 converge para &ﬂs fracamente em L?(Q7). Note também que
1— @)+ Kgp " L— @+ Ky s
1 1

em L®(Q7) e Vi — V&

vp = 0%, V) = V@ em L*(Q7), 1— o) + Kl 1 P+ K
em L*(Q7), portanto podemos passar o limite em (5.27).

Assim, existe uma subsequéncia de (¢2, 69, ¢5, v9) que converge fortemente para (@°,6°,°, 7°)
o qual é uma solugao de (5.9)-(5.18), e pela unicidade de solucao de (5.9)-(5.18) temos que
(7°,6°, 3, 7%) = 7'({55,55 @,7%), e isto vale para qualquer subsequéncia de (¢2,62,c2 v?),
mostrando assim que a sequéncia original (9,02 ¢ v9) converge fortemente para (¢°, g, ,0°)
em K, portanto 7 é continuo.

Falta nos mostrar que 7 é um operador compacto, mas para isto basta notar que T ¢é
limitado em W2!(Qr) x W2HQz) x WEHQ7) x {v € L*(0,T,V);
v, € L(0,T; V’)} e que este espaco tem imersao compacta em K. Portanto podemos aplicar

o Teorema de Schauder, assim existe pelo menos um ponto fixo (¢,0,¢,v) € K de T. [ |

A existéncia de solugao para o modelo penalizado estd garantida pelo Lema 5.1, agora
precisamos de estimativas suficientes para podermos passar o limite em (5.12)-(5.15), o seguinte

Lema nos da as estimativas desejadas.

Lema 5.1 FEuxiste uma constante C' tal que, para todo 6 > 0,

||U6HL°o (0,T;L2(Q))NL2(0,T;V) +/ / 11— |U6|2dﬂhL <C, (5.35)
l¢° 2o < C (5.36)
16° 21 < C 1 <71 < minf4, g, 1}, (5.37)
1wz (g < €y 1< 72 < min{4, g, 52} (5.38)

Demonstragao: Note que para todo § > 0, [|0°||L(q., |¢°|ze(@p) < Ri; entdo, tomando

91



u = v’ em (5.9), obtemos

dt/ |U§2+V/ Vool + /Q ((f;)j_(s(vé)Q2/951951)5%—/952051)‘5
cor o fr

< C+/Q(v5)2.

Integrando em ¢ e usando o Lema de Gronwall, obtemos entao (5.35). O Lema 2.6 nos

garante (5.36) e as estimativas (5.37) e (5.38) seguem de (5.34). [ |

Para passarmos o limite na equacao de Navier-Stokes, precisamos de uma estimativa para

v?, mas devido ao termo ¢ /(1 — ) ser singular em @, seremos capazes de obter tal estimativa

uniformemente em ¢ apenas localmente em Q),,;.

Lema 5.2 Dados 0 <t; <ty <T, U C Quu(t1) tal que U x [t1,t2] C Quu U Qpni(0) U Qi (T),

existe 0o(U, t1,t2) > 0 e uma constante C(&) tal que, para todo § < dy,
||Uf||L2(t1,t2;V(U)f) <C. (5.39)

Demonstracao: Analoga a demonstracao do Lema 3.2.

5.3 Passagem ao limite
Os Lemas 5.1 e 5.2 nos garantem que (v°) ¢ limitada em
{v e L2(ty, to; V(U)); vy € L2(ty, to; V(U)) Y.

Agora, da imersao compacta deste espaco em L*(U x (ti,t5)) concluimos que existe v e

uma subsequéncia de (v%) (a qual ainda denotaremos por v°) tal que v°

converge fortemente
para v em L2(U x (t1,t5)). Observe que Q,,; é um conjunto aberto e pode ser coberto por
uma familia enumeravel de conjuntos abertos U; X (t;,t;4+1) tal que U; C Q,,(t;), entdo por

argumentos de diagonal, obtemos
v = v oem L2 (QuiUQm(0)UQu(T)) fortemente. (5.40)
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Além disso, de (5.35) nés temos que v € L*(0,T;V) N L>(0,T; H) e

v> = v em L*0,T;V) fracamente, (5.41)

v* 2o em L*(0,T;H) fracamente estrela. (5.42)

Agora nés pressupomos do Lema 5.1 e usando imersoes compactas que existe ¢ € VV;’1 (QF),
0 € W2HQ7z) e c € WAHQg), e uma subsequéncia de (¢°,6°,¢°) (a qual ainda denotaremos

por (%, 60, c%)) tal que, quando § — 0,

¢’ — ¢ uniformemente em Qz,

@ — ¢ em L2(0,T;WH(Q)) fortemente,

¢ = ¢ em W2 Q) fracamente, (5.43)
0° =6 em W2H(Qp), 1 <7 <min{4,q,5} fracamente,

¢ —c em W2H(Qz), 1 <p<min{4,q,s,} fracamente.

Resta nos passar o limite quando § — 0 em (5.6)-(5.11). Seja n € L%(0,T;V) com suporte
compacto em €y, U, (0)UQ,(T) e, € L2(0,T; V'), tomando u = n(t) em (5.9) e integrando
m (0,t) obtemos

' V v ) V5 (@6)2 1) d
O(Utv n) +v(Ve?, V) + (v° - Vo', n) + mvaﬁ s

¢ t
:/ (5’106n)d3—|—/ (6’205,77)ds.
0 0

Desde que supp 17 C Qi U Qi (0) U Qi (T) nés temos que supp n(t) C Q,(t) para quase
todo t € [0, T], portanto

)= [0+ [@9m+ [0 v
= (vo,n<0))—/0t (%vé,ﬁ +/0t(5105n)ds+/Ot(6205,17)ds. (5.44)
“06)2 converge para i

1—?+0 1—op
formemente em subconjuntos compactos de @, U2, (0) U le( ) e de (5.40)-(5.43) podemos

Da convergéncia uniforme de (¢ para ¢ segue que uni-

passar o limite em (5.44) e obter (5.5).
Vamos mostrar que v = 0 quase sempre em (Q=),. Dado € > 0 existe &(¢) tal que se

§ < 0 entdo |p°(x,t) — p(z,t)| < € para todo (z,t) € Q7, em particular para (z,t) € (Q7)s =
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z,t) € Q= p(x,t) =1} temos 1 — e < %, logo de (3.48) temos
TP

< <
€+5 N2 Pdadt < //1_ \v|dxdt C.

Lembremos que g05 — 1 uniformemente em Q, e que v° — v em L?(Q,) quando § — 0,

entdao v’ — v em L%(Q,). Portanto

/v <hm1nf/ v |2§1i15n%1f0(6+5)§0€,
—

e do fato que € é arbitrario temos que v = 0 quase sempre em ()s.

O Lema 5.1 nos da estimativas suficiente para podermos passar o limite em (5.6)-(5.9)

0 _
e obter (5.2)-(5.5). Finalmente de (5.43) temos que 90 _ 9 O _ = 0 na 002 x (0,7)

v v v
e ©(0) = o, 0(0) = By, c(0) = ¢y e do Lema 5.2 temos que v°(0) — v(0) em V(U), logo

v(0) = vy em Q,,,;(0). Portanto a prova do Teorema 5.1 estd terminada. |
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Capitulo 6

Um Modelo para Ligas Binarias:
Existéncia Local no Caso

Tridimensional

Neste capitulo apresentaremos resultados de existéncia e regularidade para um modelo
tridimensional do tipo campo de fases para ligas binarias com maior dissipacao do que o do
modelo do capitulo anterior.

O motivo para isto é que agora, a dificuldade de controlar o acoplamento com a concen-
tracao, temos adicionalmente um problema de uma dimensao maior, o que torna piores as
possibilidades de imersoes de espacos e de desigualdades de interpolagao. Como consequéncia
desta maior dificuldade, se adotassemos um modelo semelhante ao do capitulo anterior con-
siderado agora no caso tridimensional, com técnicas analogas a daquele capitulo, nao con-
segueriamos nem mesmo provar um resultado de existéncia local.

Por outro lado, considerando um modelo de fluido com uma maior dissipacao viscosa na
parte nao-solida pela incorporagao na equac¢ao do movimento do termo envolvendo um certo p-
Laplaceano da velocidade, conseguiremos um pouco mais de integrabilidade para a velocidade,
compensando o fato de estarmos no caso tridimensional. Com isto, obteremos uma solucao
generalizada num sentido semelhante aquela do Capitulo 4, porém apenas local no tempo.

Outra observacao é a de que uma possivel presenca de um g-Laplaceano na equagao do
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campo de fases (necessaria no Capitulo 4 para a existéncia global no tempo), ou mesmo na
equacao da concentracao, nao nos seria suficiente para provar a existéncia de solucoes globais
no tempo, pois o termo ¢; na equacao da concentracao nos impede de obtermos estimativas
baixas para (¢, 0, c,v). Por outro lado, como veremos, para obter solugdes locais no tempo,
nao sera necessario dispor de maior integrabilidade do campo de fases ou da concentracao.
Por esta razao, consideramos neste capitulo apenas um modelo que apresenta o minimo de
dissipacao para o qual conseguimos provar que existe tais solugoes locais no tempo, isto é,
uma maior dissipacao foi incluida apenas na equacao da velocidade.

Finalmente, observamos que técnicas usadas neste capitulo sao similares a do capitulo

anterior.

6.1 Apresentacao do Modelo 4 e o resultado principal

Sejam Q C R? um aberto, limitado com fronteria 9 suave, T' € R finito e Q = Q x (0, 7).
Considere o seguinte problema de fronteira livre que consiste em encontrar fungdes (¢, 6, ¢, v)

tais que:

o — alp = —cp+3902—2g03+(06—0+c)|Vg0| em Q,
L

Ht—ﬁAQ—i-UV@:—got emQ,
c

P

Pt v—Vp
o —YyAc = c+ -Ve em Q,
6= 1—o+ ke 1—p+kp @
2
Ut—VAU—i-I/oAU—l-U-VU:—lSO v+ 010 + Fac, em Q1 (6.1)

div o =0em Q,y,

v=0em Q,
dp 00  Oc
5_%—5—0 na 09 x (0,7), v=0mna dQ,

©(0) = o, 6(0)=06o, c(0)=co, v(0)=vo em €,

onde os dominios @, Qs, 2,i(0) estao definidos em (1)-(5).
Como antes, o campo de fases é denotado por ¢, as fungoes € e v estao respectivamente

relacionadas com a temperatura e velocidade do material e a funcao ¢ é a concentracao do
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soluto na mistura. &,d sao constantes relacionadas com a densidade do material e a forca
da gravidade e v denotard o vetor normal exterior a Jf). «, 3,7 sdo constantes positivas, L
uma constante positiva relacionada ao calor latente e ¢, uma constante relacionada ao calor
especifico do material.

A é o operador p-Laplaceano, o qual é um operador monotonico maximal associado a

expressao:
A(v) = —div(|Vo|P"2Vv).

O resultado principal desse capitulo é o seguinte teorema de existéncia de solucao local no

tempo para o problema (6.1).

Teorema 6.1 Sejam 0 < T < oo e Q C R® um aberto, limitado com fronteira O de classe

C?. Suponha que

0
po € Wy /1(Q),q> 3, tal que 5> =00 < < 1,
14

00
by € WSQI—?/Sl(Q), s1 > 3, tal que 8_]/0 =0,

0
Cy € W32—2/52(Q), s9 > 3, tal que % =0,
v

vg € H com vy =0 em Q(0) = {z € Q; po(z) = 1}.

Entdo existem T € (0,T] e funcdes (p,0,c,v,x) tais que

0
e € W2(Qr), a—f =0,00)=py e 0<p <1 gs. em Qr,
5 00
0 € W2 Qz), 1 < min{pg,q, s1}, Eoi 0, 6(0) = 6o,

ce Wé’l(QT), ro = min{pg, q,S2}, % =0, ¢(0) = ¢,
v e LP(0,T;VP)N L=(0,T; H), v(0) = vy em Ly (0),
X € LP(0,T; (V7)),

satisfazendo

o1 — alp = —p+3p> = 20° 4+ (0. — 0+ ¢)| V| ¢.5. em Q, (6.2)
L

0, — BAO +v - VO = Pt g5 em Q. (6.3)
P
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Pt v—Vop
c+
1l—p+kp 1—p+kp

o) n0) = [ s+ [(@0.90) 400 [ s+ [ (@90
2(00,77(0))—/; (fwv,n) ds+/Ot(Elé,n)ds+/0t(&gc,n)ds, (6.5)

¢t —yAc = Ve em Qr, (6.4)

t € (0,T), para qualquer n € W, onde

W, = {n € LP(0,T;V?) : ncom suporte compacto em
Qi U Qi (0) U Qo (T) eny € LP (0, T (VP))},
eQu={(z,t) eQ:0<p(x,t) <1} ey ={r€Q:0<p(x,t) <1}

Além disso, v =0 quase sempre em Qs = {(x,t) € Q : p(x,t) = 1}.

As fungoes (p,0, c,v,x) constituem uma solugao generalizada pois com as sequintes condi¢oes
adicionais de regularidade: a condi¢do de integrabilidade p?/(1— @) € L*(0,T; L'*°; (Qu(1))),
para s = p/(p—2) e algum § > 0 quandop = 3 ou d = 0 quando p > 3, e também a condi¢do de
aprozimagio v € W, onde o fecho é tomado na norma natural ||+ || o r.vey + |- || 1o (0,T;(VP))»
entao podemos concluir que x = Av e a solucdo generalizada se torna uma solucdo fraca mo

sentido usual.

Observacao 6.1 O fato de termos sy,se > 3, nos garante a imersao compacta de Wfl em

C@),i=1,2

Observacao 6.2 Valem os mesmos comentarios da observacao 4.2 feita no Capitulo 4.

6.2 Existéncia de solucoes de um problema penalizado

Nesta secao, de forma andloga aos capitulos anteriores, iremos definir uma familia de prob-
lemas aproximados obtidos por penalizacao do problema original e obter os correspondentes
resultados de existéncia.

Passemos aos problemas aproximados: para cada 0 > 0 queremos encontrar funcoes

(©°,6°, ¢ v°) tais que:
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0 — alg’ = —¢° +3(p°)* — 2(¢°)?

+(0, — 0° + )| V°| em Q, (6.6)
L
— BAD’ +0° -V = C—g&f em Q, (6.7)
P
5 R v
— YA = LL L Vel Ve em Q, (6.8)

1 — @ + ko 1 — @+ kb
d
— (v, u) + v(VV°, Vu) 4+ vo(AV’, u) + (00 - Vol u) = —(F°(0°)v°, u)

dt

+(310°, 1) + (G2, u), Yu € VP, em (0,7), (6.9)
o’ 00° 80
E = 8y (91/ =0 na 0f) x (O,T), (610)
©°(0) = o, 0°(0) =0, (0)=co v°(0)=1wvy em Q. (6.11)

Na andlise deste problema, daremos mais atengao aos detalhes relativo a equagao (6.8),
pois as outras equagoes sao analizadas de modo analogo ao do Capitulo 4.

A proposigao seguinte nos garante a existéncia de solugoes de (6.6)-(6.11).

Proposigao 6.1 Sejam 0 < T < oo, Q C R? aberto, limitado com fronteira OQ de classe C?.

Suponha > 0 e que
dp

2—2 0
wo € W, /q(Q),E—0>Q>3,0§S@o§1,
00,
0o € W22/51(Q), 8, > 3, —2 =0
06 S1 ()781 al/ )
oc
W2-2/52(Q) 3, =0
co€ W, (Q),s9 > - ,

vo € H com vy =0 em Q4(0) = {x € Q; po(z) = 1}.

Entao existem T € (0,T) e fungdes (¢°,0°,C°,v%) tais que

a )
¢ € W (Qp), a—i =0, 9°(0) = 0,0 < ° <1,
95
€ Wi (Qp), r1 < min{g,p5/3, 51}, 7~ = =0,6°(0) = 6,

5
= Wé’l(QT), ry < min{q,p5/3,52}, e 0,c%(0) = co,

v? € LP(0,T; VP) N L>(0,T; H),v°(0) = v,
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satisfazendo

@ — al® = —¢° +3(%)% - 2(¢°)?

+(0, — 0° + )| V| em Q, (6.12)
L
— BAG® +0° -V = C—gpf em @, (6.13)
P
5 5 T 0
& — AL = L sS4 Ve Ve em Q, (6.14)

1 — % + kg 1 — % + kg?

Zf(v u) + v(Vo, V) + v (A0 u) + (v° - Voo u) = —(F° ()0’ u)

+(10°,u) + (Foc® u), Yu € VP, em (0,T). (6.15)

Demonstracao: Como nos capitulos anteriores denotaremos

902

Fp) = ———.
(%) 1—p+9d
Considere o seguinte operador, 7 : K — K, onde K é o convexo Z; X X; X Xy X Y}, t
a ser escolhido no decorrer da demonstracao, 7 o operador que aplica (°, 95 ?°) € K na

solucdo (¢°,6°,¢°,v?) do seguinte problema

0 — A’ = =" +3(¢°) = 2(¢°)* + (0. — 0° + )| V| em @y, (6.16)
L
— BAR +1° -V = C—g&f em Qy, (6.17)
P
1 5 0
& — AL = L J vV Ve em Qy, (6.18)

1= 1 kp© i 1 — % + kg
d
— (v, u) + v(Vo°, V) + v (A, u) + (v° - Vo', u)

dt

= —(FY (@), u) + (316°,u) + (658, u), Vu € VP, em (0,1), (6.19)
o’ 0° 80

E = ay ay =0 na 0f) x (0,t>, (620)
©°(0) = o, 6°(0) =6y, (0)=co, v°(0)=1v, em €, (6.21)

Para verificar que T estd bem definido, observe que (6, — 0 + @) € L=(Q,), pelo Lema
2.6 existe uma tnica ¢° € W2'(Qy), solugio de (6.16) e 0 < ¢° <1, logo ¢° € Z,.

Agora, observe que (6.19) é uma variante da equacao de Navier-Stokes, e portanto existe
uma tinica solucdo v? € L>(0,T; H)NLP(0,T; V?)N LP*/3(Q) (Lions [22] p. 216), no que segue

faremos estimativas para mostrarmos que v €Y.
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Tomando u = v° em (6.19) teremos

/| 2 4 /y|wﬁ|2+y0|wé|p
Q
= —/F5(¢ )(05)2—1—/51(9\%5—{—/52551}5
Q Q Q

< (181 l1gs + 1927 ) B |21 Jr/ﬂ(v‘S ’
Integrando em ¢ e usando o lema de Gronwall obtemos a seguinte estimativa
||U5||L°°(O,t;H)ﬂLP(O,t;VP) <Ct+ CHUOHLQ(Q)» (6.22)

onde C' depende apenas de &4, 05 v, 1y e Ry, entdo tomando R, suficientemente grande temos
v’ ey,

Do fato que v° € LP53(Q,), e ¢ € L(Q;), aplicando a teoria LP-parabdlica (Teorema 1.3)
na equagao (6.17), vemos que existe ° € W2'(Q;), com r; < min{p5/3,¢, s1}, solucao de

(6.17), desse mesmo Teorema, do Lema 2.6 e de (6.22) temos

10wy < OOy o g + 18llr@)
S C(HHOHWS?;?/H +||(p0||w2 2/q +tR1) (623)

onde C' depende de ||”U§HLP5/3(Q). Agora note que do fato que ¢° € W(f’l(Qt) e v’ € LP3(Q,),
temos novamente da teoria LP-parabdlica, agora na equagao (6.18), que existe ¢ € W:H(Qy),

ro < min{p5/3, q, s2}, solucao de (6.18), junto desse Teorema, do Lema 2.6 e de (6.22)

e’ w2t g < Cllleollyz-2rma g, 10 1272@): 162l r2@): [V |72 @)

< C(||CO||W32—2/S2(Q)7tR1 + HU0||L2(Q)7 ||()00||W€{2—2/‘1(Q) + tR1)7 (624)

assim fixando R; suficientemente grande, podemos tomar ¢ € (0, 7] suficientemente pequeno
independente de ¢ tal que ||6’5||W31,1(Qt), ||C§||W32‘1(Qt) < R; e portanto 6°,¢® € X;. Denotamos
T € (0,T] tal que o operador T esteja bem definido de K em K.
Para provar a continuidade de 7~ suponhamos que (73, /9\,2,52, )
5

convirja fortemente para (°,0°,2,2°) em K, quando k — oo e seja (2,09, ¢5, v2) a solugao

do problema:

ohy — alpy = —f + 3(0})% — 2(3)?
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+(0c — 0 + &) |Vep| em Qr, (6.25)

L

0p, — BAG, + ), - VO = C—gpii em Qr, (6.26)
P

@i,t 5 U;‘i - V@]i

§ )
C — vA¢, = Cc
e T Sy e A Gy )

Ve em Q, (6.27)

d
—(v,‘i, u) + V(va, Vu) + Vg(Avg, u) + (v,‘z . va, w)

dt

= —(FY(@)l,u) + (3102, u) + (328, u), Yu € VP em (0,T), (6.28)
8@2 B 8«92 B 862 B _

E = E = E =0 na 89 X (O,T), (629)
goi(O) = o, 9,‘1(0) = 6y, 02(0) = ¢y, v,‘i(O) =1y em ). (6.30)

]

Vamos mostrar que a sequéncia (3,09, ¢S, v9) converge fortemente em K para (¢°, 0%, ¢, v%) =

T, é\‘s,’c\‘s,/ﬁ‘s), para isto, vamos obter estimativas para (¢2,62, ¢, v?) independente de k.

De (6.22) obtemos a seguinte estimativa para v}

102l oo 0 Tty (0 Ty < C- (6.31)

Observe que o operador A satisfaz || Av®||yv»y < C|Jv°|%,, entdo da equagio (6.28), obte-

mos

-1
[vp cllvry < C<||v2||v+||vill’ép 020 + 1Rl 2200

Oz + [ 2200 )
e usando (6.31) e que ||§Z||L00(Q), 1)l 2= (@) < Ry teremos
Hvi,tHLz/(o,T;(W)/) <C. (6.32)
Do Lema 2.6 e que 52,62 sao limitadas em L*™(Q7), deduzimos
lokllz g < C- (6.33)
Agora, de (6.23), (6.24) obtemos
||92||WT21'1(QT) <C, “CgHWfQ’l(QT) <C. (6.34)

Portanto, de (6.31)-(6.34) usando imersoes compactas, existem

(°,60°,¢°,7°) e uma subsequéncia de (¢2, 09, ¢3, v9) a qual ainda denotaremos por (3, 62, 2, v9),
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tal que, quando k — oo,
302 - @6 em LP<QT)7

or = @ em W2Y(Qgp),
00— 0 em Wfl’l(QT).

0, — 00 em L¥(Qr),

@ = @ em WEHQyp).

& = @ em L™(Qp),

v = %) em L*(Qp) NC(0,T]; H),

v)  — B em LP(0,T;VP),

AW) — x  em LP(0,T;V?).

O limite nas equagoes (6.25), (6.26) é feita de modo andlogo ao capitulo 4 e o limite na
equagdo (6.27) é feita de modo analogo a do Capitulo 5. Do fato que F°(T,(¢2))0? converge
fortemente para F°(T,(2°))7° em L?(Q) e das estimativas obtidas para v°, podemos passar o

limite em (6.28) e ver que ?° satisfaz

d . - - -
@0+ V(Y V) + (x,w) + (7 - VT, 0)

= —(F(@°),u) + (160°,u) + (328, u) Yu € VP em (0, 7).
De modo analogo ao capitulo 4 se mostra que y = A(?°) definindo

: 1
X; = Vo/o (AvR) — Alp), v — ) + §||vi(8)||%2(g>. (6.35)

Assim, existe uma subsequéncia de (¢2, 09, ¢2, v9) convergindo fortemente para (@°, 6%, ¢, 1°).

Estas convergéncias implicam imediatamente que o limite (955,55,55,55) é uma solucao de
(6.16)-(6.21). Pela unicidade de solugiio de (6.16)-(6.21), segue que (°, 6%, &, 0°) = (3°,8°, 2%, 3°),
isto vale para qualquer subsequéncia, portanto 7 é continuo. Observe que T é limitado em
W2HQg) x WAHQp) x WEN Q) x {v € LP(0,T,V?);v, € LF'(0,T;(V?)')} mas, a imersao
desse espaco em K é compacta, entao concluimos que 7 é compacto.

Podemos entao aplicar o teorema de ponto fixo de Schauder, assim existe pelo menos um

ponto fixo (¢?,0°,¢%,v°) € K de T. [ |
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De modo andlogo aos capitulos anteriores, precisamos de estimativas para passarmos o
limite no modelo penalizado, mas neste caso também temos estimativas suficientes, veja o

seguinte lema.

Lema 6.1 Eziste uma constante C' tal que, para todo § > 0,

[ P — / | e s < c, (6.36)
l? ||W371(QT) <C, (6.37)
H95||W2’1 @n <6 (6.38)
1wz g < C. (6.39)
Demonstracao: Analoga a demonstracao do Lema 5.1. |

Observagao 6.3 Lembremos que q > 5/2, entio de (6.37) temos, ©° limitada em WqQ’l(Q),
e da mersdo desse espaco em H™™/2(Q), existe ¢ e uma subsequéncia de (¢°) (a qual ainda
denotaremos por ©° ), tal que ¢° converge uniformemente para ¢ em Q, além disso o € continua

e portanto o dominio Q. = {(x,t) € Q;0 < ¢ < 1} € aberto.

Lema 6.2 Dados 0 <t; <ty <T, U C Quu(t1) tal que [t1,ts] X U C Quu U Qpi(0) U Qi (T),

existem 6o(U, t1,t2) > 0 e uma constante C(dy) tal que, para todo 6 < d,
HU?HLP’(tl,tQ;VP(U)') <C. (6.40)

Demonstracao: Analoga a demonstragao do Lema 5.2. ]

6.3 Passagem ao limite
Usando (6.36) e (6.40) obtemos que (v°) é limitada em

{v e LP(ty, to; VP(U)); 0, € LP (ty, to; VP(U) )},
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mas, a imersdo desse espago em LP(U X (t1,t3)) é compacta, assim, existem v e uma sub-

)

sequéncia de (v°) (a qual ainda denotaremos por v?) tal que v° converge fortemente para v em

LP(U x (t1,t2)). Do fato que @, pode ser coberto por um niimero enumeravel de conjuntos

abertos U; X (t;,t;11) tal que U; C Q,,(¢;), entao
v = v em  LE (Qui U Q2 (0)UQu(T)) fortemente. (6.41)
Além disso, de (6.36) temos que v € LP(0,T;VP)N L>*(0,T; H) e

v> = v em LP(0,T;V?) fracamente, (6.42)

0> o em L*(0,T;H) fracamente estrela. (6.43)
Desde que Av?® é limitado em L¥ (0, T, (VP?)'), existe x € L¥ (0, T, (V?)) tal que
Av® =~ x em LP(0,T;(VP)) fracamente. (6.44)

O lema 6.1 e imersGes compactas garantem que existem § € W2'(Qz), ¢ € WAH(Qp),
¢ € W2H(Qr) e uma subsequéncia de (¢°,6°,¢%) (a qual ainda denotaremos por (¢°,6°,¢))

tal que, quando § — 0,

¢©° — ¢ uniformemente em Q,

©® — o em L2(0,T; WH%(Q)) fortemente,

¢ — ¢ em Wy (Q), fracamente, (6.45)
0° =6 em W2HQ), fracamente,

¢ —c em W2(Q), fracamente.

Resta passarmos o limite em (6.6)-(6.11) quando 6 — 0. Sejan € LP(0,T; V) com suporte
compacto contido em @, U Q,,(0) U Q(T) e my € LPI(O,T; (VP)), tomando u = n(t) em

(6.9), e integrando em (0, ) teremos

t
/ (W2, n) + v(VV°, V) + (A, 1) + (v° - Vo, n)ds
0

' (¢°)? s ' s ' s
= —/0 (mv ,7’]) d8+/0 (0'10 777)d8+/0 (O'QC ,n)ds.
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Desde que supp 7 C QU Q,,(0) U Q,u(T') entédo, supp n(t) C Qu(t) para quase todo
€ [0, T, portanto

W)= [0+ (@890 4 [ (A

+/0t(v5-Vv5,77) = (v0,7(0)) _/Ot (%Ud’n)

+A}mﬂm+[ﬂ®3m> (6.46)

6)\2 2
% converge para 1 (’i

uniformemente em conjuntos compactos de @, U Q2,,(0) U, (T) e de (6.41)-(6.45) podemos

Lembramos que ¢? converge uniformemente para ¢, entao

passar o limite em (6.46) e obter (6.5). Sob a hipdtese adicional de integrabilidade do Teorema
podemos mostrar de modo analogo ao Capitulo 4 que y = Av.

Para provar que v = 0 quase sempre em (,, dado ¢ > 0 existe §(¢) tal que se § < &
entdo |@°(z,t) — ¢(x,t)| < € para todo (x,t) € @, em particular para (z,t) € Q, = {(z,t) €
Q;p(x,t) =1} temos 1 — e < ¢°, assim de (6.36) obtemos

+5 WIMﬁ</L/ e Pdsdt < C. (6.47)
€

Lembremos que cp‘s — 1 uniformemente em Q, e que v — v em L?(Q,) quando § — 0,
entdao ©’v° — v em L%(Q,). Portanto

/v <hm1nf/ |0 |2§1i15ni[§1f0(6—|—5)§06,
—

6—0

e do fato que € é arbitrario temos que v = 0 quase sempre em ().

Do Lema 6.1 podemos passar o limite em (6.6)-(6.8) e obter (6.2)-(6.4). Finalmente, de

dp 00  Oc
(6.45) temos que il il = 0 na 0 e p(0) = ¢y, #(0) = Oy, ¢(0) = ¢y, e do Lema

6.2 temos que v°(0) — v(0) em V(U)', logo v(0) = vy em ,,;(0). A prova de que y = Av sob

hipoteses adicionais é andloga ao capitulo 4. Portanto a prova do teorema 6.1 esta terminada.ll

106



Capitulo 7

Conclusao

Neste trabalho foi apresentado alguns resultados de existéncia de solucao para problemas
do tipo campo de fases com a possibilidade de movimentagao na parte nao solida.

Estudamos tais problemas nas dimensoes 2, 3. Tais problemas modelam processos de so-
lidicacao/liquefagao de certos mateiriais puros ou ligas. No caso de materiais puros obtivemos
existéncia de solucao global no tempo, ja no caso de ligas obtivemos apenas solugoes locais no

tempo.
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