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Resumo

No espago euclidiano, deformagoes de corpos quase-rigidos podem gerar rotagoes globais
liquidas que obedecem, em cada instante, a lei de conserva¢do do momento angular (o
problema do gato caindo é um exemplo). Em espagos curvos, um ciclo de deformagoes de
um corpo pode gerar nao s6 rotagoes, mas também translacoes globais. Este fendémeno é
conhecido como efeito swimming, ou natacao. Avron e Kenneth apresentaram recentemente
um modelo fisico para descrever este fenémeno [Avron JE, Kenneth O, New J. Phys. 8, 68
(2006)]. Os autores tratam de corpos compostos por um conjunto de massas puntiformes
em variedades estaticas (no contexto nao-relativistico) e calculam o deslocamento obtido
por um ciclo de deformagoes infinitesimais. Tal deslocamento é entao relacionado, no caso
de corpos pequenos, a curvatura do espago ambiente. Nesta dissertacao, propomos uma
nova formulagao para o efeito swimming utilizando formalismo de fibrados e conexoes. O
espaco de configuragoes do sistema é descrito como o espago total de um fibrado princi-
pal, cujo espaco base é dado pelo espaco dos formatos do sistema e o grupo estrutural é
(essencialmente) dado pelas isometrias da variedade ambiente. Dotando o fibrado de uma
conexao que carrega consigo a informagao sobre as leis fisicas de conservagao, expressamos
o ciclo de deformacGes como uma curva fechada no espago base, o movimento do corpo
como o levantamento horizontal desta curva e o deslocamento resultante como a holonomia
da mesma. Por meio deste formalismo, sistematizamos o calculo do deslocamento gerado
por ciclos de deformagdes arbitrarias, além de obter, em cada instante e analiticamente, a
evolucao temporal do sistema em questao.



Abstract

In Euclidean space, cyclic deformations of quasi-rigid bodies can lead to net global rotations
even though they satisfy, at each moment, the angular momentum conservation law (the
falling cat problem is an example). In curved spaces, cyclic changes in the body shape
can also lead to rotations, but also to global translations. This phenomenon is known
as the swimming effect. In a recent work, Avron and Kenneth developed a formalism to
describe this phenomenon in the non-relativistic context [Avron JE, Kenneth O, New J.
Phys. 8, 68 (2006)|, which may be used to calculate the net displacement caused by an
infinitesimal cycle of deformations of a given body. This displacement is then related, for
small swimmers, to the curvature of the ambient space. In the present work, we propose
a new formulation for the swimming effect in terms of principal bundles and connections.
The configuration space of the system is described by the total space of a principal bundle,
whose base space is given by the space of shapes of the body and whose structural group
is (essentially) given by the isometries of the ambient manifold. A given deformation cycle
of the body then corresponds to a loop in the base space. By defining a connection in
this bundle which conveys the physical conservation laws of the system, the corresponding
physical motion of the body is then given by the horizontal lift of this curve in the base
space, while the net displacement of the body is given by the holonomy associated with this
loop. As a result we obtain, in a systematical way, the displacement generated by arbitrary
deformation cycles and we get, for each instant of time, the time evolution of the system
analytically.
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Capitulo 1

Introducao

As fases geométricas constituem um interessante fendmeno observado em varios contextos
fisicos [1, 2|. O efeito de fase geométrica em mecanica quantica é normalmente denominado
fase de Berry [3]. A introdugao deste conceito na mecénica quantica permitiu a compreensao
de fendmenos que nao eram bem entendidos, tal como o efeito Aharonov-Bohm [4]. Este
efeito refere-se a fase global que ganha a funcao de onda de uma particula carregada que se
move em torno de um solendide no qual existe um campo magnético. Esta fase depende do
caminho percorrido pela particula. Em mecénica classica, encontramos as fases geométricas
presentes em um grande niimero de problemas envolvendo corpos deforméveis. As rotagoes
geradas por vibracoes em moléculas ou, de maneira geral, o fendémeno de mudancas de
orientagao geradas por movimentos internos em corpos de n particulas, é um fenémeno de
fase geométrica [5, 6]. Aqui, observa-se que movimentos internos em corpos de n particulas
que nao possuem, inicialmente, rotacdo, podem gerar rotacao global liquida respeitando
a conservacao de momento angular. As fases geométricas se manifestam no problema do
gato que cai [7, 8], que é o problema do gato que é solto no ar de pernas para cima,
sem nenhum rotacao, e consegue se deformar de forma que ele inverta a sua orientacgao
para pernas para baixo, conservando, no entanto, a todo momento, momento angular nulo.
Outro exemplo que podemos apontar é o da natagdo de microorganismos em fluidos com
nimero de Reynolds pequeno [9], onde observa-se que o movimento é puramente geométrico,
ou seja, nao depende da velocidade com que sao realizados os ciclos de deformacao, mas
apenas dos ciclos em si. Observamos um efeito de fase geométrica mesmo em uma situagao
tao corriqueira quanto estacionar um carro [10].

O fendémeno das fases geométricas esta relacionado com uma diferenga de fase observada
em sistemas que realizam mudancas ciclicas de configuragao. Em geral, as fases geométricas
podem ser descritas por modelos concretos de teorias de calibre. Definindo a acao do grupo
de simetria relevante do sistema, G, sobre o espago de configuragoes P, obtém-se um fibrado
principal G--- P — M = P/G. As transformagoes ciclicas sao descritas por curvas fechadas
em M, e dotando o fibrado com uma conexao natural pode-se, em geral, descrever a fase



geométrica como a holonomia relacionada com o levantamento horizontal da curva em M.

No caso classico, quando tratamos de um corpo de n particulas, o grupo de simetrias
de interesse ¢ o grupo de simetrias de R3, o E(3). Definido o espaco de configuracoes
do sistema com as devidas restrigoes, P, define-se a agao sobre P através de rotagoes
e translages globais do sistema, ou seja, movimentos rigidos. Os espacos das érbitas
M = P/G desta acao pode ser identificado com o espago dos formatos, ou shape space,
cujos elementos sao determinados pelas posi¢oes relativas das particulas constituintes do
sistema. Obtemos, com esta construc¢ao (levando em consideragao as devidas restrigdes do
espago de configuragoes), o fibrado principal E(3)--+- P — M. Um ciclo de deformagoes do
corpo é descrito por uma curva fechada v em M. Dotando o fibrado com uma conexao que
exprima a imposicao de conservacao de momento angular nulo, o movimento do sistema
de particulas no espago é descrito pelo levantamento horizontal desta curva e as rotagoes,
resultantes do ciclo de deformagoes, pela holonomia associada & curva ~.

Em 2003, Wisdom mostrou que corpos que realizam movimentos ciclicos em um espacgo-
tempo curvo podem obter uma translagao liquida [11]. Ele tratou de um corpo que consiste
de um tripé que tinha liberdade para abrir ou fechar as suas pernas e encolhé-las ou estica-
las, caindo livremente pela acdo do campo gravitacional gerado por um corpo esfericamente
simétrico, descrito pela métrica de Schwarzchild. Wisdom chegou a conclusdo de que,
dependendo do ciclo que realiza o tripé, ele poderia apressar ou retardar a sua queda.
Esta auto-propulsao em nada tem a ver com a natacao que conhecemos, que consiste em
fazer fluir massa no sentido contréario ao movimento, sendo o movimento resultado da forca
de reacao. O movimento descrito por Wisdom é consequéncia das leis de conservagao no
espaco curvo. E realizado exclusivamente pelas forcas internas que geram as deformacoes,
e nao por forgas externas ao corpo. Este movimento, no limite apropriado, nao depende da
velocidade em que se realiza o ciclo, mas apenas do proprio ciclo de deformacoes. E, pois,
de natureza geométrica. Tal fenémeno se trata, entao, de um fenémeno de fase geométrica.
A este efeito se deu o nome de efeito swimming, ou natacao.

Em 2006, J.E. Avron e O. Kenneth apresentaram um modelo para a natagdo em espagos
curvos [12]. Os autores trataram de corpos que consistem de um naimero arbitrario de
massas puntiformes e que realizam movimentos nao relativisticos em variedades estéaticas
arbitrarias. Usando geometria riemanniana, os autores obtiveram uma expressao analitica
para movimentos rigidos (a natagdo) gerados por um ciclo de deformagoes infinitesimal.
Além disso, para o caso de corpos pequenos, Avron e Kenneth conseguiram relacionar a
natacao do corpo com a curvatura do espaco, demonstrando a dependéncia deste efeito com
a curvatura intrinsica do meio em que ele ocorre.

Apesar de se tratar de um fenémeno de fase geométrica, ndo temos conhecimento de
uma formulagao propria de fases geométricas, em termos de fibrados principais e conexoes,
para a natagdo em espagos curvos. O desenvolvimento de um modelo que use teoria de
calibre para natacao em espacgos curvos formalizaria a inclusao deste efeito no grupo de
fendmenos de fases geométricas. Para obter-se tal modelo, seria necessério definir o fibrado
G---P — M = P/G, onde P denota o espago de configuragoes do corpo e G, o grupo de



simetrias relevante. Dotando o fibrado com uma conexao que carrega consigo as leis fisicas
que regem o sistema, poderiamos descrever os ciclos de deformagoes como curvas no espago
base M = P/G e a natagao seria, entao, a holonomia dada pelos levantamentos horizontais
das curvas. Buscar este modelo para a natagdo no formalismo de fibrados principais e
conexoes é o objetivo do nosso trabalho.

Seguimos os moldes do modelo apresentado por Avron e Kenneth para desenvolver uma
formulagao da natacdo em espagos curvos usando o formalismo de fibrados principais e
conexbes. Vamos, no capitulo seguinte, apresentar os principais conceitos e as estruturas
geométricas das quais faremos uso para buscar tal objetivo. No capitulo 3 apresentaremos
o modelo para a natacao em espagcos curvos via teoria de calibre e alguns exemplos resolvi-
dos neste formalismo. Na conclusao faremos um resumo do nosso trabalho destacando os
resultados obtidos.



Capitulo 2

Conceitos Iniciais

Neste capitulo, apresentamos os conceitos e as vérias estruturas geométricas que serao em-
pregados no desenvolvimento deste trabalho. Assumimos o conhecimento prévio de algebra
linear avangada, tema sobre o qual nos remetemos as referéncias |13, 14|, topologia bésica,
tema sobre o qual nos remetemos as referéncias [15, 16|, analise no R" e variedades dife-
renciaveis, temas sobre os quais nos remetemos as referéncias (17, 18, 19]. Alguns destes
conceitos serdo ainda revisitados a seguir, para efeito de fixarmos a notacao.

2.1 Grupos de Lie

Introduziremos, a seguir, os conceitos bésicos relativos & teoria de grupos de Lie.

2.1.1 Campos Vetoriais e Colchetes de Lie

Para comecar, apresentamos alguns conceitos para estabelecer notagao. Seja M uma va-
riedade diferenciavel real (com base enumeravel) de dimensao d dotada de um atlas formado
por cartas o; : U; — R? [19] Seja u’ : RY — R a projecdo da i-ésima entrada de R?. Nos
referiremos a ' = u’ox como fungdes coordenadas e a (U, (z!,...,2%)) como um sistema
de coordenadas locais. Se p € U e z(p) = 0, dizemos que o sistema de coordenadas é
centrado em p.

Definamos, a seguir, o conceito de campo vetorial:

Definigao 2.1.1. Seja M uma variedade real. Um campo vetorial é uma se¢do, local ou
global, do fibrado tangente TM. Ou seja, um campo vetorial X € uma aplicagio X : U C
M — TM tal que X(p) € T,M, Vp € U. Dizemos que o campo vetorial é C™ se a
aplicacio X : U C M — TM é C* ou, equivalentemente, se U € aberto, e para toda
funcao f: M — R tal que f € C*, a func¢do definida por X f € C*. Observamos que X f
é a deriwada de f na dire¢ao X (p) no ponto p € M.



Denotaremos por X(M) o conjunto dos campos vetoriais C* cujo dominio é um aberto
de M. Vamos denotar por C(M) o conjunto das fungoes f : M — R que sao C*°.
Seguem das propriedades de derivacao linear do vetor tangente [20] que:

L X(f+Ag) = X[+ Xy,

2. X(fg) = (Xf)g+ f(Xg),

onde f,g e C(M), \eRe X € X(M).
Seja M uma variedade, (U, x) um sistema de coordenadas locais em M e f € C(M).

Definimos o campo vetorial coordenado 821' por:
9 a(foa)
| =As ) (2.1)
oz’ lp Ox z(p)
O conjunto dos campos vetoriais coordenados { 821' } ¢ linearmente independente para cada
P

p € U e, assim, é uma base do espaco tangente T, M [20].
Logo, em coordenadas locais, temos:

; 0
X :ZX o (2.2)

onde cada X' € C™ se e somente se X € X(M) [21].
Definimos:

Definigao 2.1.2. Sejam M e N variedades reais e ® : M — N uma aplicagdo diferencidvel.
Entao X € X(M) é ®-relacionado a Y € X(N) se, para todo p € M, temos:

Yo(p) = d®(Xp), (2.3)
onde denotamos X (p) por Xp.

Definigao 2.1.3. Uma curva em M € uma funcdo v: 1 CR — M. A curva é dita suave
se é C*.

No caso de uma curva diferenciavel, sua derivada é dada por [21]:

0

Y(t) = dy(=| ). 2.4
$() = (5| ) (2.4
Definigao 2.1.4. Seja X € X(M). Definimos uma curva integral de X como uma curva

suave que satisfaz:
Y(t) = Xy)- (2.5)



Em coordenadas locais, as curvas integrais ficam completamente determinadas pelas
suas componentes 7" = x'(y), de forma que sua derivada é expressa por [20]:

. g, dy' 0
7=z = Z dt 9z (26)

=1

Desta forma, as curvas integrais podem ser obtidas em coordenadas pelas solu¢oes das
equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) definidas pelas suas componentes:

F1(t) = X' (4(1)). (2.7)
Da teoria de EDOs, obtém-se o seguinte resultado:

Proposicao 2.1.1. Seja X € X(M). Para cada ponto p € M, existe uma curva C*
p ¢ (ap,by) = M que possui as sequintes propriedades:

1. 0 € (ap,by) e vp(0) = p;
2. vp € uma curva integral;
3. Sen: (a,b) = M é uma curva integral que satisfaz as duas condigdes anteriores entio
(a,b) C (ap,bp) € vp (ad) =1
Definigao 2.1.5. A v, chamamos curva integral maximal de X que passa por p.

Definimos também:

Definicao 2.1.6. Para cada t € R, seja:
Dy = {p € Mt € (ay:by)}. (2.8)

Dizemos que o campo vetorial X é um campo vetorial completo se, para a sua curva
integral, Dy = M para todo t € R.

Defini¢ao 2.1.7. Denominamos de fluxo do campo vetorial X € X(M) a aplicagao ¢ :
Dy — M tal que ¢l (p) = 7,(1).

Valem as seguintes propriedades [21]:

1. Para cada p € M, existem uma vizinhanca U de p e ¢ > 0 tal que a aplicacao
(—€,€) x U = M, dada por (¢,q) — ¢’ (q), esta bem definida e é C>°;

2. Dy & aberto Vt € R e ;e Dy = M;

3. Para cada t € R, ¢% : Dy — D_; é um difeomorfismo e (¢4 )~! = (b}t;



4. Vs, t € R, o dominio de ¢’ o ¢% estd em Dyys e ¢ = ¢l 0 ¢%;
5. ¢ix = % :
Uma das estruturas centrais na teoria de Lie é dada pelos colchetes de Lie.
Definicao 2.1.8. Definimos os colchetes de Lie entre campos vetoriais X eY como
(X, Y](f)=XY[f-YX/, (2.9)
onde f € C(M).

Segue da definigao que [X,Y](fg) = [X,Y](f)g + fIX, Y]( ), 0 que nos mostra que
[X,Y] é de fato, um campo vetorial. Sejam X = ). Xza;pi Z yi 2 5.7 bEm
coordenadas locais, temos:

YT 9XIN
X, Y] :Z<X e )@. (2.10)

7]

Equivalentemente, podemos definir o colchete de Lie por [22]:

X, V1) = 5 (03,0 (Y (G 0| (2.11)
=0
Esta tltima expressao nos diz que o colchete de Lie [X,Y] avalia a variagao de Y ao
longo do fluxo de X. No entanto, ha outra idéia geométrica que podemos fazer do colchete
de Lie que nos serd mais apropriada. A introduziremos a partir da seguinte proposicao,
cuja demostracdo é encontrada em [20]:

Proposicao 2.1.2. Seja M uma variedade diferencidvel. Sejam X,Y € X(M) campos
vetoriais. Para cada p € M, o comutador:

Yp(€) = ¢ °¢y O¢X O¢Y( ), (2.12)

estd bem definido para € > 0 suficientemente pequeno. Verifica-se, ainda, a igualdade:

X, V] = —(e)| . (2.13)

dG e=0"t

Como a proposigao acima nos diz, podemos entender o colchete de Lie como a medida
da nao comutatividade dos fluxos dos campos vetoriais. Quando percorremos quantidades
infinitesimais no fluxo de X, depois no de Y, e voltamos percorrendo o fluxo de X e depois
novamente o de Y, obtemos o colchete de Lie como a variagdo dos pontos iniciais e finais
deste caminho.

Obtemos, da defini¢ao, as propriedades:
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Figura 2.1: Compreensao geométrica do colchete de Lie [20)]

1. O colchete de Lie é bilinear sobre R;

\]

X Y] = fgl X Y]+ f(Xg)Y —g(Y /)X Vf,ge C(M) e X,Y € X(M);
3. [X,Y] = [V, X];
4. Identidade de Jacobi: [X,[Y, Z]] = [[X,Y], Z] + [V, [X, Z]].

Outra importante propriedade dos colchetes de Lie é que se X e Y sdo colchetes -
relacionados a Z e W, respectivamente, entao [X, Y] é ¢-relacionado a [Z, W]. Uma maneira
de provar essa propriedade é usando a definicao 2.11, e a relagao entre fluxos de campos
vetoriais i-relacionados [22].

2.1.2 Grupos de Lie e suas Algebras de Lie

Definigao 2.1.9. Um grupo de Lie € uma variedade diferencidvel G, dotada de uma
estrutura de grupo tal que o produto definido no grupo p : G x G — G, (g,h) — gh e a
inversio i : G — G, g — g~ sdo diferencidveis.

Sao exemplos de grupos de Lie:
e R"™ em relagao a adicao;
e R* e C* em relacao a multiplicagao;

e S! em relacdo a mutiplicacio;

O grupo das matrizes inversiveis Gl(n) em relagdo a multiplicacdo de matrizes.



Definigao 2.1.10. Introduzimos a aplica¢do translagao a direita porg € G, Ry : G — G,
h — hg. A translagao a esquerda por g € G ¢ analogamente definida pela aplicacao
Ly:G— G, hw gh.

Como a operagao do grupo ¢ diferenciavel, L,-1 = Lg_1 e Ry = Rg_1 sao diferenciaveis

e, portanto, as translagoes no grupo sao difeomorfismos para quaisquer g € G.

Definigao 2.1.11. Definimos a aplicagao conjugagao no grupo de Lie por Cy : G — G,
h s ghg™'.

A conjugagao é um difeomorfismo ja que é composigao de aplicagoes diferenciaveis C, =
Lyo Ry e, portanto, uma aplicagao diferenciavel. Ela também possui inversa diferenciével
Cy-1, pois a inversa ¢ igualmente uma conjugagao.

Com as defini¢oes anteriores podemos definir:

Definigao 2.1.12. Seja X € X(G). X € dito um campo vetorial invariante a esquerda
se:

d(Ly)nX (h) = X(gh) Vg, h € G. (2.14)

X ¢ dito um campo vetorial invariante a direita se
d(Rg)p X (h) = X(hg) Vg,h € G. (2.15)

Vamos denotar os campos invariantes a esquerda por X;,..(G) e os campos invariantes
a direita por X;nuq(G).

Apresentaremos algumas importantes propriedades dos campos invariantes. Vamos
tratar apenas dos campos invariantes & esquerda, ji que o caso dos campos invariantes
a direita é analogo. Os campos invariantes possuem as seguintes propriedades [21]:

1. Os campos invariantes sao de classe C*°;
2. Se X e Y s@o campos invariantes, entao [X, Y] também é um campo invariante;
3. Os campos invariantes formam um espagco vetorial contido em X(G).

Vamos agora mostrar uma propriedade notoéria do espaco dos campos vetoriais invari-
antes:

Proposicao 2.1.3. dim(1.G) = dim(Xinwe(G)).

Prova: Notemos que, levando em consideracao a estrutura de espaco vetorial dos campos
invariantes, a aplicagao Xine(G) = T.G, X — X, onde T.G denota o espago tangente do
elemento neutro do grupo, é uma aplicagao linear. Se X,Y € Xjppe(G) s@o tais que X, = Y,
entdo Xy = d(Lg)eXe = d(Lg)eYe = YgVg € G, 0 que implica X =Y. Logo, esta aplicacao é
injetiva. Por outro lado, dado A € TG, podemos definir X € X;pye(G) como Xy = d(Lg)cA.
Logo, para todo A € G, obtemos um campo invariante a esquerda que, na identidade, é



A. Isto nos mostra que X — X, é sobrejetiva. Esta aplicacio trata-se, portanto, de um
isomorfismo de espagos lineares, o que nos mostra que dim(T.G) = dim(X;ppe(G)).0

De forma analoga demonstra-se que dim(T.G) = dim(X;n,4(G)). Consequentemente
temos dim(Xinpd(G)) = dim(Xinwe(G)). Vamos apresentar agora o conceito de algebra de
Lie.

Definigao 2.1.13. Uma algebra de Lie define-se como um espago vetorial G, dotado de
uma operacao [ , | : G x G — G, denominada colchetes de Lie, que satisfaz as sequintes
propriedades:

1. Antissimetria: [X,Y]| = —[Y, X];
2. Bilinearidade: se a € um escalar, entao [aX,Y] = [X,aY] =alX,Y];
3. Identidade de Jacobi: [X,[Y,Z]] = [[X,Y], Z] + [V, [X, Z]].

E natural, quando falamos de uma algebra, que busquemos o conceito de subalgebras a
ela associadas:

Definigao 2.1.14. Uma subéalgebra de Lie ¢ um subespaco vetorial de uma dlgebra de
Lie fechado em relacdo ao colchete de Lie.

Concluimos, diretamente da definigao de algebras de Lie, que os campos vetoriais em
M, X(M), formam uma &lgebra de Lie, e os campos invariantes & esquerda, e os campos
invariantes & direita sao subalgebras de Lie da algebra de lie X(M).

Definigao 2.1.15. Chamamos a dlgebra de Lie dos campos invariantes a esquerda de al-
gebra de Lie associada a G.

Podemos definir o colchete de Lie em T.G da seguinte maneira:

Definigao 2.1.16. Sejam A, B € G. Definimos o colchete de Lie em T,G por:
(A, B] = [A, Ble, (2.16)
onde A, B € Xinpe(G), Ay = d(Ly)cAVg € G e By =d(Ly).BVg € G.

Desta forma, atribuimos a T.G estrutura de élgebra de Lie. T.G é uma &lgebra de Lie
isomorfa & Xnpe(G). Portanto, podemos considerar tanto T.G quanto X;nye(G) como a
algebra de Lie associada a G. Daqui em diante, quando nos referirmos a algebra de Lie G
associada & G, estaremos nos referindo & T,G ou X;n.e(G), dependendo do contexto.

Definigao 2.1.17. Definimos a aplicagao exponencial exp : G — G, a qual denotaremos

também por eX, como:

exp(X) = d (). (2.17)
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Definida a aplicagao exponencial, mostramos a proposi¢ao:

Proposigao 2.1.4. Valem as propriedades:

1. e(t+s)X — gtX osX.
2. et = (el
3. exp € C* e d(exp)y = 1.

Prova: As duas primeiras propriedades sdo consequéncias das propriedades de fluxo de
campos vetoriais. Para demonstrar a ultima propriedade, basta notar que, dado A € G,

d(exp)pA = %exp(O + tA)’ K Mas a propriedade e’ = ¢ (e) nos da que d(exp)oA =
AV A e @G, o que implica d(gxp)o =1.0

Como d(exp)g = I é inversivel, temos, do teorema da funcao inversa, que a aplicagao
exponencial é um difeomorfismo entre uma vizinhanca da identidade do grupo e uma vizi-
nhanca do elemento neutro da algebra. Este é um resultado importante na teoria de grupos

de Lie.

Definigao 2.1.18. Uma aplicacio ¢ : G — H entre duas dlgebras de Lie € dita um homo-
morfismo de algebras de Lie se ¢ € diferencidvel e preserva os colchetes de Lie:

P(IXY]) = [0(X), v(Y)]. (2.18)

Definicao 2.1.19. Definimos um homomorfismo de grupos de Lie como uma aplicacao
v : G — H entre grupos de Lie que seja diferencidvel e homomorfismo de grupos.

Existe uma relagao importante entre homomorfismos de grupos de Lie e homomorfismos
de algebras de Lie:

Proposigao 2.1.5. Seja vy : G — H um homomorfismo entre os grupos de Lie G e H, e
G e H as dlgebras de Lie associadas, respectivamente, a G e H. Definamos ¥, : G — H
como a aplicagao X +— (X)), onde ¥.(X) € H € o campo vetorial invariante & esquerda,
tal que ¥ (X)e = d(¢))eXe. Entao, 1. € homomorfismo de dlgebras de Lie.

Prova: 1,(X) é 1-relacionado a X. De fato, como ¥ ¢ homomorfismo de grupo:

Vi (X)y(g) = A Lyp(g))ed(th)e Xe = d(Lyp(g) 0 V) Xe =
d(tpo Lg)eXe = d(1)gd(Lg)eXe = d(1)4 Xy, (2.19)

VY g € G. Como visto anteriormente, o colchete de Lie de vetores v-relacionados é -
relacionado. Segue que v, é homomorfismo de algebras de Lie. O

Esclarecida a relagao entre homomorfismo de algebras de Lie e homomorfismo de grupos
de Lie, vamos introduzir um importante homomorfismo de algebras de Lie para o desenvolvi-
mento da teoria de fibrados principais e conexdes. Consideremos a aplicagdo conjugacao
Cy:G—G, h— ghg™!, no grupo de Lie. Esta aplicacdo induz um automorfismo:
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Definigao 2.1.20. Seja g € G. Definimos a aplicagao adjunta de g, Ad(g) : G — G,
como:

Ad(9)X = (C,). X. (2.20)

Em grupos de matrizes, como a multiplicagao entre matrizes ¢ linear, Cy & linear. Logo,
sua derivada ¢ a propria aplicagao, de forma que Ad(g)X = (C,)X = gXg~ L.

Com os conceitos basicos de grupos de Lie e suas algebras de Lie associadas, podemos
tratar de acoes de grupos de Lie sobre variedades.

2.1.3 Grupos de Transformacgoes

Definigao 2.1.21. Sejam G um grupo de Lie e M uma variedade diferencidvel. Uma agao
a esquerda de G em M é uma aplicagao diferencidvel o : G x M — M que satisfaz:

1. ¢(e,p)=p, Vpe M;

2. 0(91,0(92,p)) = v(9192,p)-

Fixando um elemento de G, denotamos a(g)p = ¢4(p) = ¥(g,p), ou simplesmente g - p.
Analogamente, temos agoes & direita, que satisfazem:

1. ¢(e,p) =pVpe M,
2. ¢(91,¢(92,p)) = ©(9291, D).

Denotamos ainda a(g)p = ¢4(p) = ¢(g,p) ou simplesmente p-g. Trataremos aqui das acoes
a esquerda, sendo os resultados analogos para agoes & direita. Como ¢ é uma aplicagao
diferenciavel, a restri¢cao ¢4 €, também, diferencidvel. Temos, assim, um difeomorfismo, ja
que (pg) "t =y-1. Logo, a: G — Dif(M).

Definicao 2.1.22. Podemos classificar uma ag¢ao como:
1. transitiva se, dados p1,p2 € M, existe g € G tal que p1 = g - p2;
2. livre se satisfaz: g-p = p para algump € M = g =e;
3. efetiva se Ker(a) ={g€G|g-p=pVpe M} ={e}.

Definigao 2.1.23. Um grupo de transformacgoes a esquerda ¢é uma tripla (G, M, p),
onde G € um grupo de Lie, M é uma variedade diferencidvel e ¢ € uma ac¢do diferencidvel
G esquerda @ : G X M — M.

Definigao 2.1.24. A orbita de p pela acao ¢ € definida por:
G-p=O0rb(p)={g-pe€ M|g € G}. (2.21)

Lembramos a definicao de relagao de equivaléncia:

12



Definicao 2.1.25. Seja U um conjunto. Uma relagdo de equivaléncia em U, denotada por
~, é uma relacao que satisfaz as propriedades de:

1. Reflexividade: x ~ x, Vo € U;
2. Simetria: se x ~ y, entao y ~ x, Vx,y € U;
3. Transitividade: sex ~y ey ~ x, entdo x ~ 2z, Vx,y,z € U.

Os elementos relacionados por uma relagdo de equivaléncia formam uma classe de
equivaléncia:

Definigao 2.1.26. A classe de equivaléncia de x, denotada por [x] é conjunto
[z] ={y € Uly ~ z}. (2.22)
Denotamos o espago das classes de equivaléncia por U/ ~.

A idéia por tras de definir uma relacdo de equivaléncia é de classificar elementos de
um conjunto. A classe de equivaléncia é o meio pelo qual se da essa classificacdo. A
relagdo de equivaléncia separa o conjunto inicial em subconjuntos disjuntos (as classes de
equivaléncia), cada um deles contendo os elementos relacionados entre si. Por exemplo,
podemos estabelecer, em R™ \ {0}, que dois pontos sao equivalentes se eles pertencem a
mesma reta que passaria pela origem. As classes de equivaléncia desta relagdo serao as
retas que passariam pela origem contidas em R™. O conjunto das classes de equivaléncia
sera o espaco projetivo RP™ L,

Queremos agora mostrar a proposigao:

Proposi¢ao 2.1.6. Sejam x,y € M. A relacdo definida por x ~ y < Jg € G tal que
x=g-y, € uma relagio de equivaléncia.

Prova: A relagao definida é reflexiva, ja que e -z = z. E também transitiva, ja que, se

L. z. Para mostrar que a relacdo é transitiva, note que se z =g - y

r=g-y,entao y = g~
ey=nh-z entdo x = hg- 2. A relacdo x ~ y & x € G -y é, portanto, uma relagdo de
equivaléncia cujas classes de equivaléncia sao as 6rbitas da acao. O

Denotamos o conjunto das classes de equivaléncia da relagao definida acima por M/G.
O conjunto M /G, dotado com a topologia quociente, possui estrutura de espago topologico.

Por isso é costumeiro se referir a M /G por espago das o6rbitas. Introduzimos ainda:

Definigao 2.1.27. O grupo de isotropia de p € M ¢ definido por:

Gp={9€Glg-p=p} (2.23)

G, € também chamado de estabilizador de p em G.
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Estabelecemos a relagao de equivaléncia dentro do grupo de Lie: g ~ h < Ja € Gplag =
h. As classes de equivaléncia serdo denotadas por Gpg = [g]. Denotamos o conjunto das
classes de equivaléncia desta relagdo de equivaléncia por G/G,,.

Apresentamos um importante resultado na teoria de agoes de grupos de Lie sobre va-
riedades diferenciaveis, cuja demonstragao pode ser encontrada em [22|, capitulo 5:

Teorema 2.1.1. Seja G um grupo de Lie que age sobre a variedade M e p € M. Entdo,
G/G)p e p- G possuem estrutura de variedade diferencidvel e, além disso, a aplicac¢do vy, :
G/G, —=p-G, Gpg— p-g € um difeomorfismo.

A relacao de equivaléncia que determina G/G), relaciona elementos que, quando agem
em p pela direita, levam ao mesmo ponto de M. Dado h € G)g, existe a € G, tal que
h = ag. Desta forma, p-h =p-ag = p-g. Com isso, ¢ facil ver que v, ¢ bijetora. Este
teorema nos diz que, além de uma aplicacao bijetora, esta aplicacdo é um difeomorfismo.
No caso em que G, = {e}, ¥, ¢ um difeomorfismo do grupo de Lie com a érbita de p. Este
caso sera de grande importancia adiante no nosso trabalho.

Como uma ilustragdo do teorema acima, consideremos a acao de SO(2) em S? por meio
de rotagoes em relagao ao eixo que passa pelos pélos norte e sul, que denotaremos por p,, e
ps. Esta agdo é livre sobre 52\ {p,, ps}. Logo, dado p € S%\ {pn,ps} temos G, = {e} e 1,
¢ um difeomorfismo entre SO(2) e a orbita de p, que é o paralelo em que ele se encontra.
Se p é um polo, entdao p é um ponto fixo da agao e, portanto, G, = SO(2). Dessa forma,
1 neste caso estabelece um difeomorfismo (trivial) entre os elementos [e] € SO(2)/S0(2)
epe S

2.2 Teorema da Orbita Principal

Vistos estes conceitos iniciais sobre grupos de transformacgoes, podemos falar sobre um
teorema central no desenvolvimento do nosso trabalho: o teorema da o6rbita principal.
Antes disso, veremos alguns conceitos necessario para podermos enunciar o teorema.

Definigao 2.2.1. Seja M wuma variedade diferencidvel. Uma agao proépria ¢ : G X
M — M € uma ag¢do com a propriedade de que a aplicagao p : G x M — M x M,
(g,7) — (p(g,2),2) € propria, isto €, p ¢ tal que p~(K) é compacto se K é compacto.
Equivalentemente, u € fechada e a imagem inversa de um ponto € compacta.

Devemos destacar que, se o grupo de Lie G é compacto, toda a agao realizada por
ele é propria [23|. Veremos, no decorrer deste trabalho, que agoes de subgrupos fechados
de grupos de isometria (ndo necessariamente compactos) de variedades riemannianas sao
agoes proprias. Um exemplo de agoes nao proprias sdo agoes de subgrupos fechados nao-
compactos H de grupos de Lie G agindo em G por translagdes. Por exemplo, o subgrupo

H = Si(n,R) do grupo de Lie G = Gl(n,R) [23].
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Definicao 2.2.2. Se H ¢ um grupo de isotropia da acdo de G em M e se x € M, dizemos
que uma orbita -G € uma érbita tipo (H) se G, € conjugado a H, ou seja, se G, = g~ Hg
para algum g € G. Podemos estabelecer uma relagdo de ordem parcial no conjunto das
orbitas determinando que a orbita tipo (H) é "menor ou igual"a drbita tipo (K) ((H) =<
(K)) se e somente se K é conjugado a um subgrupo de H.

Definicao 2.2.3. Chamamos uma orbita x - G uma orbita principal se existe uma vi-
zinhan¢a aberta U C M de x tal que para todo y € U temos (G,) = (Gy). Neste caso
chamamos G, o subgrupo de isotropia principal. Os pontos pertencentes as drbitas prin-
cipais sao chamados pontos regulares. Denotamos o conjunto dos pontos regulares por
M,.

Como ilustragao, tomemos a ac¢ao usual de O(n) em R™. Temos aqui dois tipos de
orbitas. A origem O ¢ um ponto fixo da acdo e assim Gop = O(n). Todas as outras orbitas
sao esferas centradas na origem, e o grupo de isotropia destes pontos é isomorfo a O(n —1).
Logo, (R"), = R™ — O. Outro exemplo que podemos dar é da agdao de SO(2) em RP?
induzida da acdo em S? que fixa os pélos da esfera. Essa acdo possui trés tipos de orbitas:
(i) a classe relativa aos polos N é um ponto fixo da agdo e assim Gy = SO(2); (ii) se
P & uma classe resultante da proje¢ao de um ponto do equador (onde a rotagao de 180°,
—e, mantém os elementos fixos), temos Gp = {e, —e} e, por fim, (iii) se ) é uma classe
resultante de um ponto que nao pertence nem ao equador nem aos pdélos, temos que seu
subgrupo de isotropia é {e}. As orbitas, neste tltimo caso, sdo as as Orbitas principais
(notamos que sdo projegoes dos paralelos) e a unido destas nos da os pontos regulares.

Podemos agora enunciar o teorema da orbita principal [23]:

Teorema 2.2.1 (Teorema da Orbita Principal). Seja M uma variedade diferencidvel e G
um grupo de Lie que age propriamente em M. Suponhamos M /G conezo. Entao, existe uma
orbita tipo (H) mazimal, ou seja, para qualquer subgrupo de isotropia K, H é conjugado a
um subgrupo de K. FEstas drbitas maximais sao exatamente as orbitas principais. Ainda,
M, é aberto e denso em M e a imagem MY = w(M,) da projecio m : M — M/G é uma
variedade diferencidvel e conexa, com 7 : M, — M} diferencidvel.

Este teorema nos traz bastante informacao. Ele nos diz que, no caso em que a agao de
G em M é propria e M /G é conexo, existe um orbita tipo (H) maximal, ou seja, existe um
grupo de isotropia minimo em G. O teorema nos diz que estas 6rbitas tipo (H) maximais
sao as Orbitas principais e que o conjunto dos pontos regulares é aberto em M, de onde
conclui-se que M, possui estrutura de variedade diferenciavel com a mesma dimensao que
M. O teorema ainda nos diz que M, é denso em M, ou seja, que ele é “quase todo M”. E
ainda mais, o teorema nos diz que, satisfeitas suas hipoteses, a imagem da projecdo candnica
M} = 7(M,), que em geral nao possui estrutura diferenciavel, neste caso é variedade.

Os exemplos acima que ilustram as definigdes de orbitas tipo (H ) e 6rbitas principais sao,
também, exemplos da implementagao do teorema da orbita principal, ja que O(n) e SO(2)
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sdo compactos e, consequentemente, suas agoes sdao proprias, e R"/O(n) e RP?/SO(2) sdo
CONEXOS.
Este robusto teorema seréd de grande importancia no desenvolvimento do nosso trabalho.

2.3 Fibrados

Introduziremos nesta sec¢ao o conceito de fibrado, um conceito central no desenvolvimento
do nosso trabalho.

Definicao 2.3.1. Um fibrado ¢é composto por
1. Uma variedade chamada espago total E;

Uma variedade chamada fibra padrao F';

Uma variedade chamada espago base M

Um grupo G, chamado grupo estrutural, que age efetivamente em F';

S

Uma projecio sobrejetora : E — M, sendo Fy = 7 (z) homeomorfo a F.

E € localmente homeomorfo ao produto cartesiano entre M e F. QOu seja, existe uma
cobertura aberta {U;}je; de M para a qual existem homeomorfismos Tj : 71 (U;) — U; X F
que sao da forma T;(p) = (n(p), sj(p)), onde s; denota a aplicagio s; : 71 (U;) — F, sendo

que s; - ‘) : Fy — F define um difeomorfismo. Os difeomorfismos T; sao chamados
=T (T
trivializagoes locais.

Para cada x € U; N Uj, o difeomorfismo induzido s, o S;wl : F — F corresponde a
ac¢do de um elemento do grupo estrutural G. Dado f € F, temos vi(x) € G, tal que
Sjw © 8;a(f) = vji(x) - f. Os objetos v;(x) sdo chamados de funcdes de transicio e
satisfazém as sequintes propriedades:

1. ’Yi,z‘(:L“) = e, onde e denota o elemento neutro de G;
2. yja(x) = (vij(x)~;
3. vir(@) (@) nj(r) =e V¥ a € U;NnUNU;.

Denota-se, usualmente, um fibrado pelo conjunto (E, M, F,7,G). Um exemplo bem
conhecido de fibrado é a fita de Mobius [24].

Definigao 2.3.2. Um fibrado trivial € um fibrado no qual existe um difeomorfismo global
h:MxF — E tal que n(h(x,f))=axVx € M e f € F, ou seja, que preserva as fibras.
Neste caso h™' trivializa globalmente o fibrado.
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Um exemplo de fibrado trivial é o cilindro S! x [~1,1], onde S = F, [-1,1] = M e
St x [~1,1] = E. Neste caso 7 : E — [—1,1] ¢ a projegdo sobre a segunda coordenada.

Definigao 2.3.3. Definimos uma segao de um fibrado (E, M, F, 7, G), usualmente denotada
por o, pela aplicacdo diferencidvel o : M — E que satisfaz:

moo =id (2.24)

2.4 Formas Diferenciais

2.4.1 A Algebra Exterior

Comegamos introduzindo os tensores covariantes.

Definigao 2.4.1. Um tensor covariante de ordem k sobre o espaco vetorial V é uma
k vezes

. ~ .7 . yﬁ
aplicagao multilinear T :'V x --- xV — R.

O conjunto dos tensores covariantes de ordem k sobre o espago vetorial V' possui estru-
tura de um espaco vetorial que denotaremos por T#(V).

Definigao 2.4.2. Um tensor covariante alternado de ordem p € um tensor covariante
de ordem p, que denotaremos por TP, tal que:

T[p](vl,...,vi,...,vj,...,vp) = —T[p}(vl,...,vj,...,vi,...,vp), (2.25)
onde vy €V, Vs e {l,--- p}

E comum encontrar, na literatura existente sobre o assunto, autores que se refiram
aos tensores covariates alternados de grau p por p-tensores covariantes alternados, ou
p-covetores.

O espago dos p-tensores alternados forma um espago vetorial. Vamos denotar o espago
dos p-tensores alternados sobre o espaco vetorial V por AP(V). Note que A°(V) = R e
/\I(V) = V*, sendo V* o espaco dual de V.

Sejam TP € AP(V) e Sl € AYV). Se aplicarmos o produto tensorial T © S},
esse produto serd um (p + ¢)-tensor mas nao um (p + ¢)-tensor alternado. E natural que
procuremos uma operacao entre um p-tensor e um g-tensor alternados que leve a um (p+q)—
tensor alternado.

Definimos:

Definicdo 2.4.3. Sejam T € A\P(V) e Sl € A9(V). O produto exterior A : AP(V) x
A(V) — /\(p+q)(V) é definido como:

TP A S[q](V1,V2, ey Vptg) =

1
qu! Z Sgn(/,L)T[p] (Vu(1)7 Viu(2)s .- 7Vu(p))S[Q} (Vu(l)v V(2. 7Vu(q))a (226)
KESp
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onde p denota uma permutacao do grupo de simetria Sp.

O produto exterior herda do produto tensorial a associatividade e a bilinearidade. Pode-
mos destacar a seguinte propriedade [18]: TP A Sld = (—1)Pasla A TlP],
Consideremos dimV = n, B = {e'} uma base de V* e¢ B, = {e’t Ae2 A ... A e},

onde i = 1,2,--- ,n. Devido & multilinearidade dos tensores alternados, podemos obter
de B, uma base para AP(V). Primeiramente, devemos notar que os elementos de B, com
dois elementos iguais (isto é, e~ = e’s para algum r # s) se anulam. Logo, temos n

possibilidades para i1, (n — 1) possibilidades para ig, até (n — p + 1) possibilidades para iy,
o que resulta em

n!
(n —p)!

elementos de B, que contribuem para gerar AP(V'). Mas nem todos os (n’_‘i!p)! elementos vao
originar p-covetores linearmente independentes. Qualquer tensor que possa ser obtido de
outro através de um permutagao, contribuird da mesma forma. Para p elementos, temos p!
permutacoes. Devemos dividir o namero de elementos que nao se anulam pelo niimero de
permutagoes. Chegamos, assim ao nimero de elementos de B, que contribuem de maneira
independente para gerar AP(V):

n ( Z > = dim A (V). (2.28)

(n—p)p!

nn—1)...(n—p+1) = (2.27)

Notemos que nédo existem (n + 1)-covetores nao-triviais se dim V' = n pois, nesse caso,
o (n + 1)-covetor seria escrito na forma a3 A ag A ... A an A q(yq1), € um dos (n + 1)
covetores poderia ser escrito em funcao dos outros. Pela linearidade e por ser alternado,
um (n + 1)-covetor se anula.

Agora que sabemos a dimensao do espago AP(V), vamos determinar uma base para tal
espaco. Considerando /\2(V), os bivetores linearmente independentes gerados por Bs sao

el ne el ned ... el nem,
e2ned e’ net .. e’ ne,
e" 1l anen.

Logo, qualquer 2-covetor pode ser escrito na forma:

AP =" A;e' ne. (2.29)
1<j

Este resultado pode ser imediatamente generalizado:

All — Z Ailiz...’ipeil Ae2NA... Ne'r. (2.30)

11 <t <-<ip
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O produto exterior age no produto cartesiano de um p-covetor com um g-covetor levando
em um (p + q)-covetor, A : AP(V) x A4(V) = APTD (V). Masse n = dimV e (p+q) >
n, entdo o produto exterior se anula. O covetor nulo esta presente em todos os espagos
AF(V), (k=0,...,n). Assim, se \*(V) = @,—o \"(V), o produto exterior é fechado em
N (V), e podemos definir A : A*(V) x A*(V) = A*(V). O par (A*(V),A), ou seja, o
espaco A\ (V) equipado com o produto exterior ¢ chamado de adlgebra exterior do espago
V.

Definigao 2.4.4. A dlgebra exterior sobre o espaco V* € definida como o par (N*(V), ).

Os elementos de A\*(V') sdo chamados multicovetores. A dimensao de A\*(V) é dada

- dim/*\(V) = zn: < Z > =", (2.31)

p=0

2.4.2 Formas Diferenciais

Dada uma variedade diferenciavel M de dimensao n, para cada espaco tangente T,M,
p € M, temos /\k(T »M), ou seja, o espaco dos k-tensores alternados sobre T, M. Definimos:

Definigao 2.4.5.

NEa@an =) \A(T,M). (2.32)

peEM
Analogamente, temos:
Definicao 2.4.6.
k k
QM) = | RTM). (2.33)
peEM

Os espagos ®@"(T'M) e A*(TM) sdo variedades diferenciaveis [21]. Definimos também:

Definicao 2.4.7.

*

A@M) =P A" (TM), (2.34)
k=0

e

Definicao 2.4.8.
oo k
Q)(TM) =P R(TM). (2.35)
k=0

QR(TM) e N*(TM) sao também variedades diferenciaveis [21].
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Definicao 2.4.9. Uma forma diferencial de grau k, w, € uma secdao, local ou global,
de /\k(TM) Ou seja, uma forma diferencial de grau k € uma aplicacio w : U C M —
A (TM) tal que w(p) € \*(T,M) para todo p € M.

Podemos entao definir:

Definigao 2.4.10. Uma forma diferencial é uma se¢io w : M — N*(T'M). Ou seja, uma
forma diferencial é uma aplicagio w : U C M — N*(TM) tal que w(p) € Djr_o N*(Tp,M),
para todo p € M.

Em coordenadas locais, temos as expressoes para formas de grau k:

W= Z wilmikdznil A Ada, (2.36)

11<...<i

onde {dz'[,} denota a base coordenada de T M (onde T M denota o espago dual de T, M),
ou seja, dz*(0/0y;) = (5; Dizemos que w ¢ C™ se a aplicagio w : M — AF(TM) 6 C®. As
formas diferencias de grau k formam um espaco vetorial que vamos denotar por QF(M). Se
definirmos o produto exterior entre as formas diferenciais A : QF(M) x Q%(M) — QFFs(M),
ele é fechado em Q(M) = @)_,Q¥(M), de forma que o par (Q(M),A) configura uma
algebra exterior.

Uma forma diferencial de grau k pode ser entendida como uma aplicacao wy : T,M x
-+ xTp,M — R. Assim, dados k campos vetoriais, temos a funcao w(Xi,...,X;) : M — R,

p = wp(X1(p),..., Xk(p)). Podemos, da mesma forma, entender as formas diferenciais
como aplicagoes w : X(M) x -+ x X(M) — C(M).

Definigao 2.4.11. Dada uma funcao f: M — N, f € C*°, M e N variedades diferen-
cidveis, definimos o pull-back de uma forma diferencial por f da sequinte maneira:

frop(Xa, .oy Xi) = wpey (dfp Xy, ..o dfp Xi) (2.37)
VXq,..., X, €eT,M.
Sejam w,n € (). Destacamos as seguintes propriedades de pull-backs [18]:
1. f*(aw +bn) = af*w + bf*n, para todo a,b € R;
2. frwAn) = frwn fr;
3. f*(gw) =(go f) ffw, para toda fungao g : N — R.
Definimos:

Definigao 2.4.12. O operador diferencial exterior € o tnico operador d : QP (M) —
QPFY (M) que satisfaz as propriedades:
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1. dla+ B) =da+dB;
2. Dada uma funcao diferencidvel f : M — R, df = ga]; dx (diferencial usual de f);

3. SeaecQP(M) epeQi(M), entao d(a A B) =da AP+ (—1)PaNdp;
4. d*a = d(da) = 0 para todo o.
Pode-se mostrar que o operador diferencial existe e é tnico [18].

Como exemplo, aplicamos d na 1-forma o = a;dz*! definida em R3. Temos:

da = d(ondat + azdz® + azdz®) = dog A dat + dog A dz? + das A da® =

[(aOﬂ)d +<g2)d +(g 3>dx]/\dx1+
[(aa2> (go‘j)d +<g 3)d:z]/\dx2+
(5) ' + (5 ) o + (5 ) o nta® -

= (Ohaz — Azag)dx? A da® + (0301 — Oraz)da® A dxt + (Brag — Oy )dat A da?. (2.38)

Em coordenadas cartesianas, se definirmos um vetor v com as componentes da 1-forma
a, ou seja, a = v;dx’ = v - dx, teremos entdo que a aplicacdo de d na 1-forma o resulta em
uma 2-forma cujas componentes sdo as componentes do rotacional de v.

Se aplicarmos d em uma 2-forma 3, temos:

dB = dpi A daz? Adx® + dBs A dad A dat 4 dBs A dat A da® =
= [0151 + 022 + D303)dx A dax® A da. (2.39)

Se as coordenadas sdo cartesianas, definindo um vetor v com as componentes da 2-forma 3,
a componente da 3-forma resultante da aplicacao da diferencial exterior d sera o divergente
de v. Recordando que d?> = 0 (propriedade 4 acima), vemos que isto recupera a regra usual
de que rotacional de gradiente e divergente de rotacional se anulam.

Uma importante relagdo para o calculo da diferencial exterior é dado pela expressao a
seguir. Dados p € M e X,Y € T, M, temos:

dw(X,Y) = X(w(Y)) - Y (w(X)) — w([X, Y]). (2.40)

Sua demonstragao pode ser encontrada, por exemplo, em [24].
Uma importante propriedade para o calculo de pull-backs e integracao em formas é que
o operador diferencial e o pull-back comutam entre si [18]:

Fod = df*. (2.41)

'"Estamos aqui utilizando a convengio de Einstein para a soma (isto &, soma sobre indices repetidos).
Tal notagao sera usada com frequéncia nesta dissertagao.
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Terminamos, assim, de definir as principais operagoes associadas as formas diferenciais.
Vamos agora generalizar a nossa noc¢ao de formas diferenciais.

Definigao 2.4.13. Definimos um k-covetor alternado sobre o espago vetorial U com valores
k vezes

) N . e N
em V' por uma aplicacao multilinear f : U x --- x U — V tal que:

f(vlv'” 2T 7Vj7"' 7vk):_f(vlv'” 7Vj7"' y Vi, ,Vk). (242)

Denotamos o espago vetorial dos k-covetores alternados sobre o espago vetorial U com
valores em V por A\ ¥(U, V).

Definicao 2.4.14. Seja V um espaco vetorial d-dimensional. Definimos uma k-forma
com valores em V na variedade M como uma aplicagio w : M — \*(TM,V), tal que,
para cada p € M, w(p) € N*(T,M, V).

Denotaremos o espaco vetorial das k-formas sobre M com valores em V' por QF(M, V).
Seja {e;}, i = 1,...,d uma base de V. Entao, para cada k-forma com valores em V, w,
temos w' € QF(M), i = 1,...,d, tais que w(p)(X1,...,Xp) = Z?:l W(p)(X1,..., Xk)e;
VX1,..., X} € T,M. Denotamos:

d
w = Zwi ® €. (2.43)
i=1

Definigao 2.4.15. Definimos a diferencial exterior de uma k-forma com valores
em V, dw € Q¥1(M, V), como:

d
dw = Z duw' @ e;. (2.44)
i=1

Tal defini¢do nao depende da escolha da base de V.

Definigao 2.4.16. Sejam U, V e W espagos vetoriais e p : U x V. — W uma aplicacio
bilinear. Sejam também {ui,...,u.} e {v1,...,vq} bases de U e V, respectivamente, n €
Q(M,U) e w € Q¥(M,V). Definimos entio a operagio N : Q' (M,U) x Q¥(M,V) —
QFHL(M, W) por
nAPw= Zni AW @ p(ug, vj). (2.45)
i,J
Essa definicao tampouco depende da escolha das bases dos espagos dos quais tratamos.
Definiremos, mais adiante, a 1-forma de conexao em um fibrado principal, que é uma forma
com valores em uma algebra de Lie G. Para tais formas, denotaremos a operagio Al
simplesmente por colchetes de Lie entre as formas. Por exemplo, se wq e wo sdo formas com
valores em uma algebra de Lie G, denotaremos wy Al 1 ws por [w1, wa].
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2.5 Derivadas de Lie

Definiremos, nesta se¢éo, a derivada de Lie. Esta é uma operagao que usamos para avaliar
como campos tensoriais variam sobre o fluxo de um campo vetorial. Para tanto, vamos
apresentar sua regra de aplicagao para fung¢oes na variedade e, em seguida, para campos
vetoriais, ou seja, objetos contravariantes. Para completar a descricao da derivada, vamos
apresentar a regra para a aplicacdo em formas diferenciais na variedade, que sdo objetos
covariantes. Com essas regras em maos, poderemos generalizar a derivada de Lie para um
campo tensorial geral através de uma regra recursiva.

Definicao 2.5.1. Seja M uma variedade diferencidvel, X um campo vetorial em M e f
uma funcao real sobre M. Definimos a derivada de Lie de f ao longo de X como:

f(d% (p) — f(p)
¢

A derivada de Lie é definida sobre campos vetoriais da seguinte maneira:

(Lx [)p = limeo = X(f)p- (2.46)

Definigao 2.5.2. Seja M uma variedade, X e Y campos vetoriais sobre M e p € M.
Definimos a derivada de Lie de Y ao longo de X como:

Odd>3<t(Y(<Z>3((p))) ~Y()

(LxY)p = limy—, " (2.47)
De acordo com a expressao 2.11, temos que:
LxY =[X,Y]. (2.48)

A derivada de Lie é definida sobre 1-formas da seguinte forma:

Definigao 2.5.3. Seja w uma 1-forma sobre a variedade diferencidvel M. A derivada de
Lie de w sobre o campo vetorial X ¢ definida como:

; . .
Para generalizar a aplicacao da derivada de Lie sobre um campo tensorial geral, apre-
sentamos a seguinte proposigao, cuja demostragao é encontrada em [25]:

Lxwy = lim;_

Proposigao 2.5.1. Sejam Ty e To campos tensoriais sobre a variedade diferencidvel M .
Seja X um campo vetorial. A derivada de Lie sobre X satisfaz:

1. Ex(Tl + Tz) =LxTi + LxT5
2. Lx(Th @Tp) = (LxT1 @ Tz) + (T @ LxT?)

Assim determinamos completamente como se d4 a aplicagdo da derivada de Lie em
campos tensoriais na variedade. Pode-se mostrar ainda que a derivada de Lie comporta-se
bem (basicamente segue a regra de Leibniz) com relagao a contragao entre tensores [34].
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2.6 Fibrados Principais

Discutimos anteriormente o conceito de fibrados. Vamos, agora, tratar de um exemplo
especial de fibrado, o fibrado principal.

Definigao 2.6.1. Um fibrado principal € um fibrado em que a fibra padrdo e o grupo
estrutural coincidem e possuem estrutura de grupo de Lie. O fibrado principal consiste de
uma variedade P como espago total, um grupo de Lie G como fibra padrdo, uma variedade
M como espaco base e a projecao w : P — M. Tais estruturas satisfazem as sequintes
condigoes:

1. G age diferenciavelmente e livremente o direita em P;
2. 7 € sobrejetiva e 7 (m(p)) = {p.g | g € G};

3. Para cada x € M, existe U C M que contém x, e um difeomorfismo Ty : n=1(U) —
U x G, da forma Ty(p) = (7(p), su(p)), tal que sy : 71 (U) — G satisfaz sy(pg) =
su(p)gV g € G.

Se x = 7(p), como dito na subsecio 2.1.3, G/G, é difeomorfo & G -z = 7 (7 (p)).
Como a agao de G sobre P é livre, temos que G, = {e}. Segue que G é difeomorfo a
7~ 1(z). Esta identificacio ndo é candnica: ela se da pela aplicacio g — ¢ - p que depende
de p. A trivializacdo local do fibrado principal é também chamada de escolha de gauge.
Denotamos o fibrado principal por 7 : P —+ M ou G--- P — M.

Sejam U e V abertos de M com interse¢do nao-vazia associados a trivializacgoes locais.
Se z = w(p) € UNV, definimos as fungoes de transigao do fibrado principal gyy : UNV — G
da seguinte maneira

guv(z) = su(p) - sv(p)~". (2.50)
Esta aplicagdo est4 bem definida pois, dados p,q € 7~ 1(x), existe um tnico g € G tal que
vale p = ¢q - ¢g. Logo, temos:

su(p) - sv(p) ' =sulg-g) svig-9) " =su(@)-g-(sv(q) g) " =
=su(@)-9-9 " sv(p) ™ =sulq) svig) ™" (2.51)

Da mesma forma que no fibrado geral, em um fibrado principal as fung¢oes de transigao
obedecem as seguintes propriedades:

1. guu(z) =e;
2. guyv(z) = (gvu(z)~
3. gu,.u ()90, (%) gu,u; () = eV x € UyNUL N U

Podemos apontar como exemplos de fibrados principais o fibrado de Hopf S*... 83 — §?
[25] e o fibrado das bases de M, Gl(n)...L(M) — M |24].
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Definigao 2.6.2. Uma segao local do fibrado 7 : E — M ¢é uma aplica¢ao oy : U C M —
FE tal que wo o = id.

Vemos que é equivalente definir uma segao local ou uma trivializagao local de um fibrado
principal. Dada uma trivializacio local Ty, : 7~ 1(U;) — U; x F, podemos definir a segao
local

v, (x) = Tp; (z, e). (2.52)

Reciprocamente, dada uma segao local oy, : Uy C M — E, podemos definir a trivializagao
local:

Ty, (ov,(x) - 9) = (2, 9)- (2.53)
Segue que o fibrado principal é trivial se e somente se ele admite uma secao global. Defini-
mos:

Definigao 2.6.3. O espago vertical no ponto p € P é o subespaco do espago tangente a
p, Vp = Ker(my)p ={Y, € T,M | dm,Y, = 0}. Ou seja, o espago vertical V,, € o subespago
de T, P tangente a fibra.

O conceito de espago vertical serd muito utilizado quando falarmos de conexdes.
Dado A € G, p € P, o campo fundamental gerado por A é definido por

d
#_ L otA
A4 dt (n- ) ‘tzo'
Note que Aff € Vp, VAc G, jaque:
d d
# = — . tA = — =
dm, A7 el (p-e*) ‘t:O il (p) ‘t:O 0. (2.54)

Na verdade, na definicdo de campo fundamental, basta que a curva seja dada por p- e ou

qualquer outra curva g(t), tal que g(0) = e e d/dt(g(t))|1=0 = A. Ou seja, podemos definir
o campo fundamental de A por:

a# = L g0)) (2.55)

dt t=0

Podemos ainda mostrar que, se X € G, a aplicacio X +— X7 (p) é um isomorfismo entre G
e Vp:

Proposicao 2.6.1. A aplicacio X — X7 (p) € um isomorfismo entre G e Vp, para todo
peP.

Prova: Primeiro, precisamos mostrar que a aplicacdo acima é uma aplicacao linear.
Dado a € R, temos:

s=ta
d

(aX)#(p) = & (- ') t:Oé\%%(p- )| = al0)* () (2.56)
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Agora, lembramos que a agdo de G sobre P, ¢ : P x G — P, é diferencidvel. Assim,
podemos definir a aplicacdo ¢, : G — P, g — ¢p(9) = ¢(p, g), € ela sera diferenciavel, pois
@ é diferenciavel. Desta forma, se X,Y € G, temos:

d

d
#) = L. t<X+Y>’ — o L (UXHY) — _
(X+Y)7(p) =2 (p-e )|,y = Prg;le )|,_, = (X +Y)
d d
X 4o, Y = 2(petX @ WY’ - X* Y#(p). (2.
P X oY = S (pee )L:O+dt(p )|, (p) + Y% (p).  (2.57)

Logo, a aplicacéo relacionada ao campo fundamental é linear. Como dr|, é sobreje-
tora?, temos dim(Im(dr|,)) = dim(M). Pelo teorema do nucleo e imagem: dim(V},) =
dim(ker(dr|p)) = dim(P) — dim(M) = dim(G). Desta forma, por dimensionalidade, basta
mostrar que a aplicacio X — X7(p) ¢ injetora para concluir que ela é um isomorfismo.
Em termos da aplicacao ¢, acima, temos X # = pp+X. Dada uma trivializagao local Ty
com dominio apropriado, temos que Ty 0@, (g) = (7(p-g), su(p-g)) = (7(p), su(p)g). Logo,
ATy - Xj = d/dt(m(p), su(p)e™)imo = (0,dLgy ) - X). Assim, X# = 0= dLy, () X =
0 = X =0 ja que a traslacdo a esquerda no grupo é um difeomorfismo. Assim, a aplicagao
relacionada ao campo fundamental é injetora e, portanto, um isomorfismo. O

Vamos, agora, definir a conexdo e a curvatura da conexdao em um fibrado principal,
estruturas que vamos usar na descricdo geométrica da natagao.

2.7 Conexao e Curvatura

Uma conexao pode ser definida de trés formas distintas.

Definicao 2.7.1. Consideremos o fibrado principal G ---P = M. Uma conexao é uma
regra que associa a cada p € P um subespaco H, C T,,P tal que T,P = V,® H), € (¢q)+Hp =
Hpy, onde ¢4 denota a agao a direita de G em P. Tal associagao € uma distribuicao
diferencidvel’, ou seja, dado p € P, existem d campos diferencidveis definidos em uma
vizinhanga V' de p que geram Hy, Vg € U.

Definigao 2.7.2. Uma conexao, ou uma 1l-forma de conexao, ¢ uma 1-forma w €
QYP,G), tal que:

1. wAfy=A4, VA€ @,
2. (pg)'w = Ad(g~"w,

onde A# denota o campo fundamental de A em p e ¢4 denota a acao a direita em M com
g fizado.

?Basta notar que, dada uma segao local o, dr o do = Id|a.
3Mas nao necessariamente integréavel.
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Uma terceira definicao de conexao é dada por:

Definigao 2.7.3. Sejam U,V C M abertos onde sdo definidas trivializagoes locais Ty :
71 U) = UxGeTy:m V)=V x G. Una conexao ¢ o conjunto de 1-forma locais
wy € QU, G) que satisfazem a sequinte propriedade: se UNV # 0 egyyv :UNV =G éa
funcao de transicao entre Ty e Ty, entdo:

Wy (Ya) = Ly, o) ((9u)sYe) + Adyg, (o)1 (0 (Ya) (2.58)

gu,v (z
vVY,e T,.M,Vxe UNV.

Dadas as trés defini¢oes de conexao, apresentamos um resultado central no desenvolvi-
mento da teoria de conexdes de fibrados, cuja demonstragao é encontrada em [24]:

Teorema 2.7.1. As definigcoes 2.7.1, 2.7.2 e 2.7.8 acima sdo equivalentes.

Mostrar a equivaléncia entre as definigoes 2.7.1 e 2.7.2 é relativamente simples. Dada
uma 1-forma de conex@o w, definimos H, = {X € T,M|w(X) = 0}. Por outro lado, se
temos a conexao como distribuicao de espagos horizontais, dado um campo vetorial X em
P podemos obter a decomposi¢ao (unica) X = XH 4+ XV onde X € Hye XV e Vp.
Ainda, XV est4 associado a um tinico A € G por A% = XV Definimos entdo a 1-forma de
conexao w associada a esta distribuicdo horizontal por w(X) = A, onde A% = XV,

Dada uma 1-forma de conexao w, podemos obter as 1-formas locais de conexao da
defini¢ao 2.7.3 da seguinte maneira. Dadas as trivializagoes locais Ty, : 7r*1(UZ-) — U; x G,
vimos que podemos definir se¢oes oy, : U; — 7~ 1(U;) pela equacio 2.52. As 1-formas locais
de conexao sao entao dadas por U[*Jiw. Ja mostrar que dadas 1-formas locais de conexao em
M podemos obter a 1-forma global de conexao no espago total é um pouco mais trabalhoso
mas, grosseiramente, a equacgao 2.58 é justamente a condigdo que nos permite “colar” 1-
formas induzidas por wy, de forma a obter uma 1-forma global w.

Definigao 2.7.4. Dadon € QF(P,G), definimos n por:
(X1, Xe) = n(XT X, (2.59)
onde XZ-H denota a componente horizontal de X;, dada pela conexdo.

Definicao 2.7.5. A derivada exterior covariante D* : QF(P,G) — QF1(PG) ¢
definida por:
D*n = (dn)H. (2.60)

O indice w deve-se & dependéncia da derivada exterior covariante com a conexao, que
determina qual seréd o subespago horizontal do espago tangente. O lado direito da igualdade
denota a derivada exterior usual.

Podemos definir, enfim, a curvatura “ da conexao w.
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Definigao 2.7.6. A curvatura ¥ da conexdo w € dada por:
0¥ = D%w. (2.61)

Por simplicidade de notacao, vamos denotar a curvatura por §2.

Assim como no caso da conexao, podemos fazer o pullback da curvatura pelas segoes
oy, e obter 2-formas locais de curvatura op; Q em U; C M.

Uma importante expressao para o calculo da curvatura é a chamada equagao estru-
tural. A demonstragao de sua validade é encontrada em [24]:

Proposigao 2.7.1.
1
O = D% = dw + i[w,w]. (2.62)

Aqui, |[w,w] é a notagdo usada para w AT w, como explicado na secao sobre formas
diferenciais.

2.8 Levantamento Horizontal

Definigao 2.8.1. Seja o fibrado principal m : P — M dotado da conexao w. Considere
a curva suave v : [0,1] — M. Dizemos que a curva 7 : [0,1] — P é um levantamento
horizontal de ~ se:

1. moy=r:

2. Os vetores tangentes de 7 pentencem, em todo ponto, ao espago horizontal do espago
tangente.

O levantamento horizontal sempre existe no fibrado principal [25]. A condi¢ao 2 acima
se expressa como uma equagao diferencial, pois estabelece condigGes sobre a derivada da
curva. De fato, a condi¢ao quer dizer que w(d/dt(5(t))) = 0. Como a condicao se trata
de uma equagao diferencial ordinaria (EDO), existe uma liberdade na escolha da condigao
inicial 7(0). Pela teoria de EDO’s, fixada a condigao inicial, o levantamento ¢ tnico.

Vamos agora determinar como fazer o calculo do levantamento de uma curva 7(t) arbi-
traria em M. Por simplicidade, vamos tratar do caso em que () esta contida no dominio
de uma dada secdo.? Podemos escrever 7(t) = o(y(t)) - g(t) e entdo determinar g(t), que
¢ uma curva em G, de maneira que () seja horizontal. Dada uma condigao inicial 7(0)

4Para o caso em que a curva nao esta contida no dominio da secfio escolhida, realiza-se o levantamento
dentro do aberto em que esté definida a segdo local e, em algum ponto da intersecdo dos dominios das
segoes, troca-se a descrigdo da curva usando a nova se¢do. Determina-se, assim, o levantamento na regiao
da curva contida no dominio da nova segdo e assim por diante.
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escolhamos uma segdo tal que g(0) = e (onde e denota o elemento neutro de G).5 Temos:

s d
() = = (e(v() - 9(1)), (2.63)
e assim P d
S 00) - 9(0) = pye0ei () + o) gt +5)| (2.64)
O lado direito da igualdade acima, por sua vez, é dado por:
L d -
P03 (1) + -0 (1) - glt +5)| =
: d _
(0 1(E) + o (v(1)) - 9(B)g(t) Tg(t +5)| =
. d #
Py(0)<0x (1) + | Z-g(t) gt +5)| : (2.65)
5 =0 o(v(1)-9()

Como o lado esquerdo da equagao 2.64 é um vetor horizontal, este se anula ao aplicarmos a 1-
forma de conexdio. Desta forma, observando que g(t)“tg(t+s) = g(t) " tg(t+s)g(t) " tg(t) =
Cyy-1(g(t + s)g(t)™"), temos:

: d .
0= Adypy1w(owy(t)) + %g(t) Yo(t + )

Adyey-s [wla.3(0) + glt-+9)9(0)

s:o] . (2.66)

Como Adg;)-1 € um isomorfismo, temos:

(2.67)

0 = w(owy(t) + d%g(t +5)g(t)~!

Se denotarmos a 1-forma local de conexao por o*w = A, temos:

%g(t +s)g(t)7| = —AG®). (2.68)

s=0

Seja R4 o produto a direita do grupo estrutural G, ou seja, Rq(h) = hg. Obtemos entao a
seguinte equagao diferencial para a determinagao de g(t):

d .

79 = — R A(3(2))- (2.69)
Com a condicao inicial g(0) = e, determinamos completamente ¢(t) e, por conseguinte,
~(t). No caso do grupo estrutural se tratar de matrizes, a equagao 2.69 se reduz a:

L g(t) = ~AG(0)g(0). (2.70)

SIsso é sempre possivel. Vejamos o caso em que escolhemos 7(0) = p, mas dispomos de uma segéo tal
que o(m(p)) = q. Seja U o dominio de o, x € U C M e g € G tal que ¢q - ¢ = p. Definindo uma nova segao
por o(z) = o(z) - g, temos 7(0) = p. Escrevendo o levantamento como 5(t) = a(y(t)) - g(t), temos entao
9(0) =e.
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2.9 Holonomia

Dada uma curva diferenciavel v : [0,1] — M tal que v(0) = z e y(1) = y, o levantamento
horizontal 5(t) de () nos d4 uma aplicacio natural I : 7=1(x) — 7~ 1(y). Sejau € 7~ 1(x).
Escolhendo ¥(0) = u, definimos
Ly(u) =7(1).
Dado ¢ = u - g, podemos definir a curva 7(t) = 7(t) - g. Definida desta forma, n é o

levantamento horizontal de y(t) tal que n(0) = ¢. Para mostrar esta afirmagao, observemos

que w(n(t)) = 7(3(t) - g) = 7(3(1)) = (). Temos % = 45(1) - g = ¢, 0. Como

pgxHp = Hp.g, CC%’ é horizontal. Logo, n é levantamento horizontal de . Assim, vale a
propriedade I'y(u - g) = I'y(u) - g.

Seja v uma curva fechada em M, v(0) = v(1) = x, e seja u € 7~ !(x). Temos, em geral,
I'y(u) # u. Como u e I'y(u) estdo na mesma fibra, existe g € G tal que I'y(u) = u-g. Logo,
podemos entender I',, como a aplicacao de ¢, para algum g € G.

Definigao 2.9.1. Denotamos g, € G o elemento do grupo estrutural tal que 7(1) = 7(0)-g,.
A g, chamamos holonomia associada & curva 7.

Definimos o conjunto das curvas fechadas com base em = € M por Cp(M) = {~ :
[0,1] = M | v(0) = (1) = z}. Este conjunto possui estrutura de grupo segundo o produto
* que denota a aplicacao:

[ a(2t), se0 <
(ax B)(t) = { B2t —1), se

onde a, B € Cp(M). Segundo este produto, o=t = a(1 —t) e o elemento neutro é a curva
constante e(t) = .

Visto que C (M) é um grupo, vamos mostrar que o conjunto das holonomias das curvas
de Cx(M) também possui estrutura de grupo. Se v = «a * 3, temos que [25]:

4 DN

1 (2.71)

ol
IN A

9y =938 * Ga- (2.72)

Isto significa que o conjunto das holonomias é fechado em relagao & multiplicagao do grupo
estrutural. Se c¢: [0,1] — M é a curva constante, seu levantamento horizontal ¢ é também
constante e g. = e. Temos também que g,-1 = g, 1. Logo, o conjunto das holonomias com
base em x € M possui uma estrutura de grupo, sendo subgrupo de GG. Definimos:

Definicao 2.9.2. O grupo de holonomia em p € P, denotado por ®,, € o grupo:
0, ={g9, € G | v € Cp(M)}. (2.73)

A holonomia é de singular interesse no nosso trabalho porque vamos descrever a natagao
como a holonomia de uma curva no espaco dos formatos, que sera o espago base do fibrado
principal em questao.
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2.10 A Holonomia pela Integracao da Curvatura

Nesta secao, vamos mostrar um caso em que a holonomia pode ser obtida através da inte-
gracao da curvatura no caso em que o grupo é abeliano. Os exemplos que vamos resolver
mais adiante recaem neste caso. Sem perda de generalidade, consideremos o caso em que
a dimensao deste grupo abeliano G é 1. Neste caso ha apenas duas possibilidades. Se
G & nao-compacto, entao G = R com sua estrutura aditiva. Se G é compacto, entao
G =U(1) ={z € C: |z| = 1}, que topologicamente & S*.

Em ambos os casos, podemos escrever um elemento arbitrario g € G como

g =e", (2.74)

onde € R e ¢ é um gerador de sua algebra de Lie (¢« = 1 para G = R e ¢« = i para
G = U(1)). Uma curva g(t), entdo, é dada por g(t) = e*®*. Com isso,

g=cduLg (2.75)

Sejam G --- P — M um fibrado principal, 0 uma segao do fibrado, v(t) uma curva em M e
(t) = o(v(t))-g(t) o levantamento horizontal de . Quando G & unidimensional, ou mesmo
quando a acao o(7(t)) - g(t) é realizada por um subgrupo unidimensional de G, podemos
substituir a expressdo acima na equacgao 2.70. Assim

= —A(5(t)), (2.76)

onde, se w denota a 1-forma de conexao, A = o*w. Se {€;} ¢ uma base de G ¢ A = ae, ® €,
podemos escolher uma base de G que contenha ¢. Neste caso, a equagao nos da

ar=—a(¥(t))e (2.77)

onde, para nao sobrecarregar a notacao, denotamos a, simplesmente por a. Obtemos, assim,
uma equacao diferencial (em R) para a:

& = —a(3(t)). (2.78)

Como ¢(t) é completamente determinado por «, e como a holonomia é dada por g(1),
esta é determinada pela integral

1
o) == [ at3(0). (2.79)

Seja (U, z) um sistema de coordenadas locais tal que v(t) € U Vt. Decompondo a 1-forma
a como a = a; dx*, temos

1 ) 1 dxl )
a(l) = —/ aiy' = —/ aiﬁdt =— / adx’ = — / a, (2.80)
0 0 vy vy

31



Segue do teorema de Stokes que:

a(1) = —/7a2 —/Sda, (2.81)

onde S denota uma superficie com fronteira dada pela curva 7. No caso de um grupo
unidimensional, e portanto abeliano (ou mesmo quando a agao o(y(t)) - g(t) é realizada
por um subgrupo unidimensional de G), temos que a curvatura é simplesmente dada por
Q = dw ja que o termo w A w se anula. Denotando F = ¢*(), temos entao F' = dA de
onde concluimos que a holonomia é dada pela integral da curvatura na area englobada pela

curva -y:
gy =e st (2.82)

2.11 Geometria Riemanniana

Apresentamos, nesta se¢@o, os conceitos mais fundamentais sobre geometria riemanniana a
serem usados mais adiante.

2.11.1 Meétrica Riemanniana

Um campo tensorial g sobre a variedade M é uma aplicagdo que, a cada ponto p € M,
associa um tensor g(p).

P

Definigao 2.11.1. Uma métrica riemanniana é um campo tensorial diferencidvel que
associa a cada ponto x de uma variedade diferencidvel M um produto interno g no espa¢o
tangente T, M.

Por produto interno, nos referimos a uma forma bilinear simétrica positivo-definida.
Dizemos que a métrica varia diferenciavelmente na variedade M no sentido que, dado um

sistema de coordenadas (U, (z!,---,z%)) centrado em p, e denotando g;; = g(%, %),
temos que g;; = gij (x!,--- ,x%) varia diferenciavelmente em U. Denotaremos por ¢g” os

elementos da matriz inversa & matriz (g;;). Uma variedade diferenciavel M dotada de uma
métrica riemanniana é chamada de variedade riemanniana. A partir da métrica podemos
estabelecer uma nog¢ao de comprimento.

Definigao 2.11.2. Seja (M, g) uma variedade riemanniana. Seja c : [0,1] — M uma curva
diferencidvel em M. O comprimento da curva c, que denotaremos por comp(c), € dado por:

comp(c) = /[0 ; Vg(e(t),é(t))dt. (2.83)

Podemos, assim, introduzir o conceito de distancia entre dois pontos:
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Definigao 2.11.3. Sejam x1 e x2 dois pontos da variedade riemanniana M. Seja ainda
C(z1,x2) o conjunto das curvas diferencidveis ¢ : [0,1] — M tais que ¢(0) = z1 e ¢(1) = x3.
Definimos a distancia entre x1 e x2, que denotaremos por dist(x1,x2), por:

dist(z1, x2) = Inf{comp(c)|c € C(z1,x2)}, (2.84)
onde Inf denota o infimo do conjunto.

A aplicagao dist metriza a variedade riemanniana. Toda variedade riemanniana é, por-
tanto, um espago métrico.

Uma das propriedades bastante tteis da métrica é que ela permite, em um certo sen-
tido, identificar formas diferenciais e campos vetoriais. Para isso definimos os isomorfismos
musicais [26]:

Definicao 2.11.4. Seja (M, g) uma variedade riemanniana, X = X" 8?& um campo vetorial
em M e w = wjdz! uma 1-forma em M. FEstabelecemos, para cada p € M, o mapa
b:TyM — Ty M, onde X, € dado por:

X,(Y) = g(X,Y), VY € X(M). (2.85)

Definimos ainda, para cada p € M o mapa § : Ty M — T,M, onde Wt ¢ dado por:
gk, Y) = w(Y), VY € X(M). (2.86)

E facil ver que b~! = f e 7! =b. Como os mapas definidos acima sio aplicacdes lineares,
eles sdo, de fato, isomorfismos. Denominamos estes mapas isomorfismos musicais.
Em coordenadas, temos:

X(p)(Y (D) = 9p(Xp, Yp) = gi;(0) X' ()Y (p) = gi5(p) X" (p)da(Y (), (2.87)

Vp € M e VY € X(M). Desta forma, podemos definir a 1-forma X, = ¢;;X‘dz7. Rela-
cionamos, assim, um campo vetorial X a uma 1-forma X, cujas componentes em um
sistema de coordenadas sao dadas por g;; X ¢ que denotaremos por X = gi; X i, E comum
referir-se a esta associacdo como operagao de abaixar indices.

Para a 1-forma w, temos:

9P’ Y) = gij(wP)h)'Y’ = w(p)(Y) = w;(p) Y. (2.88)
Logo, temos que:

9i (@) = w;(p) = (W(p)*)' = g7w;(p). (2.89)
Desta maneira, o campo vetorial wf tem componentes dadas por (wﬁ)iﬁi =g w;0;. Deno-

tamos g%/ wj = w'. E comum chamar essa associacdo de operacio de levantar indices.
Usamos notagoes bastante parecidas para os isomorfismos musicais e para os campos
fundamentais. Nao devemos, no entanto, confundi-los. O tultimo faz sentido no contexto
de fibrados principais, e associa elementos da algebra de Lie do grupo estrutural a campos

vetoriais no espaco total. Ja o primeiro é um isomorfismo que depende apenas da métrica
e relaciona covetores e vetores.
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2.11.2 Conexoes Afins

Quando queremos comparar vetores X € T,M e Y € T,M, com p # ¢ (isto é, em espagos
tangentes diferentes), precisamos de alguma maneira relacionar X a um vetor de T, M (ou
Y a um vetor de T,M). Isto é necessario ja que nao faz sentido comparar vetores de
espagos vetorias diferentes. Quando estamos em R"™ com a métrica usual, simplesmente
transportamos estes vetores assumindo que suas componentes em relagao a base candnica
nao se alteram. No entanto, em uma variedade riemanniana arbitraria, em geral nao existem
bases definidas globalmente e mesmo quando estas existem, nao h& uma escolha natural de
uma delas.

Para que seja possivel comparar vetores de espagos vetoriais diferentes, introduzimos
o conceito de conexao afim em uma variedade riemanniana M. Seja X(M) o espago dos
campos vetoriais em M, e C(M) o espago das fungoes reais C>° em M.

Definigao 2.11.5. Sejam X,Y,Z € X(M), f,g € C(M) e (U,z',...,2") um sistema de
coordenadas. Uma conexao afim V em uma variedade riemanniana é um mapa

V:X(M)xX(M)— X(M), (2.90)
denotado por (X,Y) — VxY que satisfaz as sequintes propriedades:
1. Dados f,g € C(M), VixigvZ = fVxZ +gVyZ;
2.Vx(Y+2Z)=VxY +VxZ;
3. VxfY =fVxY + X(f)Y.

Para tratarmos da conexao da variedade riemanniana, definimos os coeficientes da
conexao:
0 g O
Vo o=z
2zt 01! ox
Especificar os coeficientes da conexao é equivalente a declarar a conexao. Com os coefi-
cientes, podemos calcular V em quaisquer campos vetoriais:

, 9 QYT O R (9YF , )
Yy = X* Yy~ = X! 4 yIiTkE ) = X _ L YITE ) .
Vx V% Ozl (8:13’ oz t K 8$k> <8:L" * > ok
(2.92)

(2.91)

2.11.3 Transporte Paralelo e Geodésicas

Como dito anteriormente, a conexao € o instrumento pelo qual podemos comparar vetores de
espagos vetoriais diferentes. Para associar um vetor X € T,,M a outro vetor em um espago
tangente T, M, transportamos esse vetor ao longo de uma curva para o espaco tangente
TyM. A conexao nos indica uma maneira “natural” de como esse vetor se tranporta ao
longo de curvas na variedade, ou seja, de como transportar esse vetor ao longo de uma
curva “sem mudéa-lo”. Este transporte é chamado transporte paralelo.
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Definigao 2.11.6. Seja X um campo vetorial definido, ao menos, ao longo de uma curva
c: (a,b) = M. Dizemos que X é transportado paralelamente ao longo de c se:

VX =0. (2.93)

A igualdade acima pode ser expressa em termos de componentes por:

.0 dx' 0X7 0 dx’ 0
X — ) Y - 7 iTk. _
VeX = Vidaijat)ojoai X oxi  dt Ox' OxJ + dt XL ozk
dX7 0 dat ;. O dX* drt )
o7 Xirk - [ 2 XiTk | = 2.94
dt Oxi =~ dt " Ok < a ar ”) ok~ (2.94)

onde os termos acima sao calculados no ponto ¢(t). Desta forma, a expressao que as
componentes devem satisfazer para realizar um tranporte paralelo ao longo de ¢ é:

dx* n dz'(c(t))
dt dt

A conex@o nos permite, também, determinar a curva que determina o menor caminho
) )
entre dois pontos (o caminho “mais reto”, no qual nao se observa nenhuma mudanga na
diregao do vetor velocidade, ou nenhuma “aceleracao intrinseca”):

X = 0. (2.95)

Definigao 2.11.7. Uma curva geodésica € uma curva ¢ que satisfaz:
Vee =0, (2.96)
A expressao anterior, em coordenadas locais, assume a forma:

dz? 9 9 dx/ 0  datda?_, 0O

0/00 g7 5gr — M) g 5 5t ar ar i o

Vel =V (agisan)

_ B0 datdat O (dRt dntdid N O
dt? 0z3 ~ dt dt Y Ox* 2 dt dt ") Oxk
onde os termos sao calculados no ponto ¢(t). Assim:
2% datdal
=1k —0. 2.
dt? * dt dt " 0 (2.98)

Pode-se pensar, em um primeiro momento, que a condi¢ao (2.96) para que a curva c seja
o caminho mais curto que liga dois pontos é muito forte. Intuitivamente, podemos pensar
que devemos apenas exigir que

Vee = fé, (2.99)

onde f € C(M), ou seja, que ¢ varie apenas na dire¢cao de ¢. Podemos, no entanto,
reparametrizar tal ¢ de forma que satisfaga (2.96). De fato, usando a reparametrizagao
t — t' tal que

d*t’ dt’

=1 (2.100)
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a equagao (2.99) passa a satisfazer (2.96) [25].

Assumiremos aqui que nossas variedades sao sempre completas de maneira que, pelo
teorema de Hopf-Rinow [26], as variedades aqui consideradas sdo sempre geodesicamente
completas (isto é, qualquer geodésica (t) é definida para todo t € R).

2.11.4 Conexao Riemanniana

Apresentaremos, agora, uma conexao natural que surge do estudo de geometria riemannia-
na.

Definigao 2.11.8. Sejam (M, g) uma variedade riemanniana e X,Y € X(M) campos
de vetores. Uma conexao V € dita compativel com a métrica se, para qualquer curva
diferencidvel ¢, g(X,Y") se mantém constante quando X eY sao trasportados paralelamente
ao longo de c.

Definimos:

Definigao 2.11.9. Seja M wuma variedade riemanniana e X,Y € X(M). O tensor de
torgao T : X(M) x X(M) — X(M) € definido por:

T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y]. (2.101)

Definigao 2.11.10. Sejam X,Y € X(M). Uma conexao € dita simétrica se seu tensor
de tor¢cao se anula, ou seja, se ela satisfaz:

VxY - VyX =[XY]. (2.102)

Em coordenadas, do fato da conex@o ser simétrica segue que os coeficientes da conexao
sao simétricos em relagdo aos indices contravariantes, ou seja, V o % — V. o % =
ozt oxd
0 01 _ k _ 1k
(5077 8a7) = 0 = T35 = T
Apresentamos agora um teorema central no desenvolvimento da teoria de geometria
riemanniana, cuja demonstragao pode ser encontrada em [27]:

Teorema 2.11.1 (Levi-Civita). Dada (M, g) uma variedade riemanniana, existe uma inica
conexdao V simétrica e compativel com a métrica.

A conexado que satisfaz essas duas propriedades é chamada de conexao de Levi-Civita
ou conexao riemanniana. Sejam g% os elementos da matriz inversa da matriz do tensor
métrico (g;5). Os coeficientes da conexao riemannianas sdo dados por [25]:

1
Ff} = 59“ (9igji + 959u — A19ij) - (2.103)
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2.11.5 Curvatura
Os conceitos anteriores nos permitem definir uma curvatura intrinseca da variedade:

Definigao 2.11.11. Seja M uma variedade riemanniana. A curvatura de M, denotada
por R, € uma aplicagao R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M) dada por:

R(X,Y,Z) = VxVyZ - VyVxZ - VixyZ, (2.104)
onde X,Y,Z € X(M).

A curvatura é também denotada por R(X,Y)Z, onde é pensada como um operador
que age sobre Z. Fica claro, pela defini¢ao, que a curvatura é anti-simétrica em relagao
aos dois primeiros argumentos, R(X,Y,Z) = —R(Y, X, Z). A curvatura obedece a seguinte
propriedade [25]:

R(fX,9Y,hZ) = fghR(X,Y, Z), (2.105)

vV f,g,h € C(M). Assim temos, em coordenadas,
o o0 0

R(X,Y,Z) = X'YIZ'R(==, =, =). 2.106
( Y Y ) (6x178x]?8xl) ( )
Se definirmos agora:

R(9/0x",0/027,0/0a") = R};0/02, (2.107)

obter a curvatura serd equivalente a obter os coeficientes Rfﬂ, j& que:
R(X,Y,Z) = X"YIZ'R};0/0". (2.108)

Um célculo direto da definigao nos da [27]:

R, =150k —perk 4 Ok 9 2.109
ijl = Ltk js — L is‘i‘@u—@ i (2.109)

Denotando Rfﬂgks = Rjjis, obtemos as propriedades [27]:
L. Rijis + Rjiis + Ryijs = 0;

2. Rijis = —Rjis;

3. Rijis = Rijal;

4. Rijis = Rygij-

Duas combinagoes da curvatura merecem destaque. Seja d = dimM, e v = z4 um vetor
unitario em 7, M. Tomamos uma base ortonormal {z1, - - , zq—1 } do hiperplano ortonormal
a v. Definimos:
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Definigao 2.11.12. A curvatura de Ricci na diregao de v, calculada em p € M, € definida
por:

Ric,(v) = —— ng(R(v, 2i)U, 2i). (2.110)

Definimos também:

Definigao 2.11.13. A curvatura escalar calculada em p € M é definida por:

d
1 .
- d;RZCp(Zi) - dd_ 1 Zzgp Zlaz] zzazj) (2111)

i#j j=1

Sobre estas definigbes, devemos citar o seguinte resultado, cuja demostracao é encon-
trada em [27]:

Proposigao 2.11.1. As defini¢ées de curvatura de Ricci e curvatura escalar nao dependem
da escolha da base de T, M.

A curvatura escalar, como mostra a equacdo que a define, se trata de uma média da
curvatura no espaco.

2.12 Isometrias e Vetores de Killing

2.12.1 O Grupo de Isometrias

Definigao 2.12.1. Sejam M e N wvariedades riemannianas com métricas g e h respectiva-
mente e f : M — N um difeomorfismo. Dizemos que f é uma isometria se f*h = g. Ou
seja, se dado p € M, hypy(df X,dfY) = g,(X,Y), para todo X,Y € T,M.

Estamos interessados nas isometrias de uma variedade riemanniana nela mesma. Nesse
caso, se (M, g) ¢ uma variedade riemanniana com sua métrica, uma isometria ¢ um difeomor-
fismo tal que f*g = ¢g. Denotaremos o conjunto das isometrias da variedade riemanniana
M por Iso(M).

Como exemplos de isometrias, podemos apontar translagoes e rotagoes em R™. Se
pensarmos no 52 mergulhado em R3 com o centro da esfera na origem do sistema de
coordenadas do espacgo euclidiano, rotacoes em relacao a eixos que passam pela origem
de R3 sdo isometrias de S?. Apresentaremos a seguir uma importante propriedade das
isometrias.

Proposicao 2.12.1. Seja M wuma variedade riemanniana. A aplica¢ao dist (definida na
subsecdo 2.11.1) em M € invariante por isometrias de M.

Prova: Seja i uma isometria de M. Para demonstrar a proposi¢do, vamos primeiro
demonstrar o lema:
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Lema 2.12.1. Seja C(x1,22) o conjunto das curvas diferencidveis ¢ : [0,1] — M tais que
c(0) = x1 e c(l) = x2. Entao C(i(x1),i(x2)) = i(C(x1,22)), onde i(C(x1,22)) = {ioc|c €
C(xl,xg)}.

Prova do Lema: Seja ¢ € C(x1,x2). A curva io ¢ é diferenciavel com i o ¢(0) = z(a;l)
eioc(l) =i(za). Logo, C(i(x1),i(z2)) D i(C(x1,x2)). Seja agora ¢ € C(i(x1),i(x2)). S
definirmos a curva i ! oc, temos que i~ oc ¢ diferencidvel e i 1 oc(0) = 11 e i toc(1) = xs.
Logo, C(i(z1),i(z2)) C i(C(z1,x2)). Assim, C(i(z1),i(z2)) = i(C(x1,22)). O

Voltando a proposicao acima, temos pela definicao de dist que:

dist(i(x1),i(w2)) = Inf{comp(c)|c € C(i(zx1),i(z2))} =

= Inf{comp(ioc)|c € C(z1,22)} =

Inf{/ Vg(dioé(t),dioé(t))dt|c € Clzy,x0)} =
— Tnf{ /[0 | VoD, &t € Clan, )} =

Inf{comp(c)|c € C(x1,x2)} = dist(z1, z2). (2.112)

a
Pode-se mostrar que vale a reciproca desta afirmagao [28]:

Teorema 2.12.1. Seja M uma variedade riemanniana ¢ f : M — M uma aplicacio
que preserva distancias, isto €, que dist(f(x), f(y)) = dist(z,y), para quaisquer x,y € M.
Entao f € uma isometria.

A aplicagao identidade id é uma isometria e temos que foid =ido f = f Vf € Iso(M).
Sejam f1, fo € Iso(M). Como f; e fo sao difeomorfismos de M, f; o fa é, também, um
difeomorfismo. Temos gy, ,(p) (df10df2 X, df10df2Y) = gy, (df2 X, df2Y) = g,(X,Y). Logo
f10 fo € também uma 1sometr1a Como as isometrias sao dlfeomorﬁsmos cada f € Iso(M)
possui a sua inversa f~! de forma que fo f~! =id. Assim, temos que gp(X,Y) = gp(df o
df 71X, df odf~'Y) = gf—l(p)<df_1X, df~'Y). Logo, f~! é também uma isometria. O
conjunto Iso(M) das isometrias de M possui, portanto, estrutura de grupo.

Vamos apresentar o Teorema de Meyer-Steenrod, cuja demostragdo encontramos em
[29, 30]:

Teorema 2.12.2 (Teorema de Meyer-Steenrod). Todo grupo de isometrias de uma varie-
dade riemanniana é um grupo de Lie.

E surpreendente que, além de possuir estrutura de grupo, o conjunto das isometrias de
uma variedade riemanniana seja também grupo de Lie.
Vamos, agora, introduzir as isometrias infinitesimais.

Segundo a topologia compacto-aberta [29].
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2.12.2 Vetores de Killing

Definigao 2.12.2. Seja M uma variedade riemanniana com métrica g. Um vetor de
killing ou isometria infinitesimal € um campo vetorial X tal que a derivada de Lie da
métrica por X € nula, ou seja:

P99 _

: 0. (2.113)

Lxg = limg0
O que a definicdo acima diz é que ao longo do fluxo de X, ¢;¥, a geometria da variedade
nao se altera, ou seja, o vetor de Killing aponta em uma diregao de simetria de M. Outra
forma de colocar o significado da expressao acima é que a transformacao de coordenadas
z' — 2 4+ €X, com e infinitesimal, é uma isometria.
Desenvolvendo a expressao 2.113, chegamos a conclusao que os campos vetoriais de
Killing satisfazem a seguinte equagao, que chamaremos equacao de Killing [25]:

X*0gii + (i X®)grj + (8;X")gix = 0. (2.114)

Esta equagao também pode ser escrita em termos da conexao riemanniana da seguinte
forma [25]:
(VZX)J + (VJX)l = 8in + ani — 2FZ-X]€ =0. (2.115)

Podemos obter mais vetores de Killing do que a dimensao do espago do qual tratamos,
j& que o nimero de vetores de Killing de uma variedade esta relacionado as suas simetrias, e
nao diretamente & dimensao do espago. No entanto, o ntimero méximo de vetores de Killing
de um espago tem relagdo com a dimensao da variedade. Se d é a dimensao da variedade
riemanniana M, o valor maximo de vetores de Killing de M é d(d+1)/2 [33]. Se M possui
d(d + 1)/2 vetores de killing, M ¢é dita uma variedade maximalmente simétrica.

Um exemplo de variedade maximalmente simétrica é o R". HAa n vetores de Killing
associados a translagoes e n(n — 1)/2 vetores de Killing associados as rotagoes. Outra
variedade maximalmente simétrica é o S™ cujos vetores de Killing estao relacionados com
rotacoes em n(n + 1)/2 planos independentes de R™*1,

Observe que uma combinagao linear com coeficientes escalares de campos de Killing é
também um campo de Killing.” O colchete de Lie de campos vetoriais de vetores de Killing
¢ também um vetor de Killing [25]. Logo, os vetores de Killing formam uma &lgebra de Lie.

Como explicamos na subsecao anterior, o grupo de isometrias de uma variedade rie-
manniana é um grupo de Lie [29, 30]. Vimos que todo grupo de Lie possui uma algebra
de Lie associada. Os conceitos de grupo de isometrias e de campos de vetores de Killing
se relacionam quando analisamos as algebras de Lie associadas aos grupos de isometrias.
Apresentamos esta relagdo como um teorema cuja demostragao é encontrada em [32, 33]:

Teorema 2.12.3. A dlgebra de Lie associada ao grupo de isometrias de uma variedade
riemanniana M € isomorfa a dlgebra de Lie dos campos de vetores de Killing.

"Isso é falso se os coeficientes forem funcgdes e nio coeficientes numéricos.
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Este teorema sera de singular importancia no desenvolvimento da descricao geométrica
da natacao em espacos curvos.

Os Vetores de Killing e a Curvatura do Espaco

As formas associadas aos campos de vetores de Killing &; via isomorfismos musicais, que
denotaremos por (;),, chamamos de 1-formas de Killing. Chamamos, ainda, d(&;), de
2-forma de Killing. As 2-formas de Killing contém informagoes sobre a curvatura (rieman-
niana) da variedade.

Isso é mais facilmente visto utilizando coordenadas normais de Riemann [26] (também
chamadas de referencial euclidiano local). Estas coordenadas sdo construidas a partir de
geodésicas. Dado xg € M e V € T, M, denotamos por vy a geodésica tal que vy (0) = zg
e ¥(0) = V. Pode-se mostrar que a aplicagao €z, : TpoM — M, V +— ~y(1), é um
difeomorfismo entre uma vizinhanga aberta Uy, de z¢ e uma vizinhanca aberta Ay da origem
de T, M |26]. Dada uma base ortonormal {E;} de T, M, podemos definir o isomorfismo
natural £ : R — T, M, E(z',---,2%) = 2'E;. As coordenadas normais de Riemann
centradas em zg, ¢ : Uy, — R?, serdo dadas por:

¢:=F"1! 0O €2 (2.116)
Uma vantagem de se trabalhar com as coordenadas normais é que elas trazem de forma
natural nogoes euclidianas, ainda que de forma aproximada. Nestas coordenadas temos
gij(xo) = di5 e Ffj (xo) = 0, para todos os indices k,4,j. As coordenadas normais sempre
existem, embora nao sejam tnicas (podemos sempre efetuar uma rotagao arbitraria na base
{E;} acima).

Vamos analisar os campos de Killing associados a nogao (aproximada) de uma translagao
em z( (em oposicdo a uma rotacdo). Um vetor de Killing® §(s) € determinado na vizinhanga
de o pelo seu valor neste ponto, & (7o), e pelo valor de V(s (7o) = Vi&(s);(z0) —
Vj&(s)i(zo), j& que a combinagao simétrica Vi) ; + V;{(s); ¢ sempre nula pela equagao
de Killing 2.115. Associaremos a idéia de translagao na dire¢ao s ao campo de Killing £y
que satisfaz:

§()i(T0) = dsi,  V}i(s)5)(w0) = 0. (2.117)

Tais condigoes determinam o comportamento do vetor ., longe de x( através da equagao
diferencial satisfeita por vetores de Killing [31]:

ViVji€syr = —Rlli€(s)n- (2.118)

8Denotaremos aqui vetores de Killing por &(s) para evitar confusoes entre o indice do vetor de Killing e
o de suas componentes.
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Como os coeficientes da conexao se anulam na origem, temos que V;V;{,), = 0;V;§(4) -
Substituindo 2.117 em 2.118 e integrando, obtemos:

V(&) = =" Rjnis(x0) + o(a?), (2.119)

onde o(x?) denota correcdes de ordens maiores ou iguais a 2 nas coordenadas z*. Com este
termo, podemos obter as componentes da 2-forma associada ao s-ésimo vetor de Killing
d(§(s))p, ja que d((s))y = 8j§(s),-d:rj Adz®. Para pontos proximos a origem, podemos despre-
zar os termos o(z?) e temos uma relagao bastante simples entre as coordenadas de d(§s)),
e a curvatura do seu espago ambiente:

d(§(s))y = —2" Rijrsda’ A da? 4 o(x?),

No caso em que a variedade tem dimensao 2, temos apenas uma componente indepen-
dente para o tensor de Riemman, que pode entao ser escrito como

Rijrs = (gir.gjs - gz’sgjr)Ra
onde R é o escalar de curvatura. Neste caso, a expressao acima toma as formas

d(éy)y = 2Ra?dz' Ada®  d(§)), = —2Ra'da’ A da®. (2.120)

2.13 Grupos de Tranformacoes e Geometria Riemanniana

Vimos, em segOes anteriores, alguns conceitos acerca de grupos de transformacgoes e de
variedades riemannianas. Vamos agora explorar algumas propriedades dos grupos de trans-
formagoes (G, M, ) no caso em que M é uma variedade riemanniana e G seu grupo de
isometrias.

2.13.1 A Acgao de um Subgrupo Fechado de um Grupo de Isometrias é
Propria

Comegamos mostrando que a agao de um subgrupo fechado do grupo de isometrias em
uma variedade riemanniana é sempre prépria. Para tanto, devemos mostrar a seguinte
equivaléncia:

Proposicao 2.13.1. Uma agao € propria se, e somente se, a convergéncia das sequéncias
Ty = X € Ty - gy — y 1mplica que {gn} possui uma subsequéncia convergente.

Prova: Lembramos que (definigao 2.2.1) a agdo ¢ : G x M — M & propria se, e somente
se, a fungao p: Gx M — M x M, u(b,m) = (¢(b,m), m) é propria. Comecemos assumindo
que ¢ : G x M — M é uma agao propria. Suponhamos que x, = x e z, - g, — y. Segue
do fato de M ser locamente euclidiano que M ¢ localmente compacto. Logo M x M ¢é
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localmente compacto e assim (y,x) possui uma vizinhanga compacta. Temos, fora dessa
vizinhanga, apenas um ntimero finito de pontos da sequéncia (x, - gn, ). Como todo ponto
é compacto em um espaco localmente euclidiano, a uniao K entre a vizinhanca compacta
e os pontos da sequéncia fora do compacto continua sendo um conjunto compacto. Como
¢ & propria, u~(K) é compacto e a sequéncia (g, ;) possui uma subsequéncia (Gn;»Tn;)
convergente. Se definirmos a proje¢ao m : G x M — G, (g, m) — g, esta sera continua e,
portanto, gn; = m(gn;,Tn,) & convergente. Logo g, possui uma subsequéncia convergente.

Reciprocamente, suponhamos que a convergéncia das sequéncias T, — T € Ty - gn — Y
implique a convergéncia de uma subsequéncia de {g,}. Seja F' um subconjunto fechado de
G x M e p(F) aimagem de F. Tome uma sequéncia convergente em pu(F), (zy, - gn, Tn) —
(y,x). Com isso, z, — = e =y - g, — y. Por hipotese, g, possui uma subsequéncia
convergente g,, — ¢, de maneira que (gn,,Zn,) — (g,2). Como F é fechado, (g,z) € F
e, como p é continua, (Tn, - Gn,,Tn,) — (- g,2) € p(F). Ainda, x, - g, — y nos da que
Zny, * Gny, — Y. Como M x M ¢é Hausdorff, cada sequéncia converge para um tnico ponto
e temos que y = x - g. Com isso, y € u(F) e, assim, u(F') é fechado. Portanto, p é uma
aplicacao fechada.

Seja agora um ponto (y,z) € M x M e tome pu~'(y,z) =Y x {z}, onde Y = {g €
G|z - g = y}. Consideremos a sequéncia (gn,z,) € Y x {z}. Temos que u(gn,zn) =
(Tn * Gn,xn) = (y,x). Logo z, — x e =, - g — ¥y e, por hipotese, existe uma subsequéncia
convergente de g,,. Assim, Y é compacto, de forma que Y x {z} é compacto, de onde segue
que a imagem inversa de um ponto por p é compacto. Como p é também fechada, temos
que p € propria e, portanto, a acao ¢ é propria. O

Agora podemos demostrar a afirmacao

Proposigao 2.13.2. Seja F' C G um subgrupo fechado do grupo de isometrias de M. Entao
G age propriamente em M.

Prova: Seja xp, - x e xy gy =y com x, € M e g, € F. Entao temos
dist(z - gn,y) < dist(z - gn, T - gn) + dist(zy, - g, y)- (2.121)

Como g, sdo isometrias, temos que? dist(z - g, z,, - gn) = dist(z,z,), de onde segue que
x - gn — y. Agora fazemos uso do resultado enunciado abaixo ([34] vol. 1 pp. 46-49):

Lema 2.13.1. Sejam (X, h) um espago métrico (métrica h), conexo e localmente compacto,
e {¢;i} uma sequéncia de isometrias em (X, h). Se existe um x € X tal que ¢;(x) converge,
entao existe uma subsequéncia {¢;, } que converge, uniformemente sobre compactos, a uma
isometria ¢ de (X, h).

Pelo lema acima existe uma subsequéncia {g,, } € F' que converge (uniformemente sobre
compactos) a uma isometria g que é suave. Como F' é fechado, g € F' e a agao ¢, de fato,
propria. O

9A acdo do grupo de isometrias em M se da, naturalmente, pela aplicacdo da isometria em M (ou, por
exemplo, pela aplicagdo do inverso da isometria, para que se tenha uma agao a direita).
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2.13.2 A Acaode Gem M x --- x M é Prépria

Na subsecao anterior, mostramos que a acao de um subgrupo fechado do grupo de isometrias
de uma variedade riemanniana é propria. Seja M uma variedade riemanniana conexa de

dimensao d, com métrica g,,, e G seu grupo de isometrias. Vamos definir uma acao de G
n vezes

_ —_—~—
sobre M = M x --- x M, e vamos usar o resultado da subsecao anterior para mostrar que
esta acao é propria. Este fato serd de especial importancia no capitulo seguinte.

Seja p € M. Definamos a acao a direita de G na variedade M por:

(g:p) = p-g=9 "(p), (2.122)

Escolhemos, acima, agir com a isometria g através de sua inversa g~! simplesmente para

termos uma acao a direita e nao a esquerda. Essa escolha nao é importante, mas facilitara
nosso trabalho no capitulo seguinte.
Os elementos de M sao da forma (x1,---,x,), onde cada x; pertence a uma copia de

M. Definimos, entao, a acao a direita de G em M por:
((xlv"' axn)?g) = (1"17"' axn) g = (:Ul g, T g) (2123)

Introduzimos agora um produto interno em M que fara desta variedade uma variedade
riemanniana. Seja V um campo vetorial em M. Observamos que V possui dn componentes.

Se x = (21, ,zp) € M, denotamos V,,(z) o vetor tangente de M dado por
Va, (2) = Vd(ifl)H(x)i NI vd(i*1)+d(x)£.
o Ox! Oxd

(2 K3

n vezes

Ou seja, temos que TM =TM @ ---®TM eovetor V,(z) é o vetor corresponde a i-ésima
copia de T M. Se M ¢ o espago de configuragoes de um corpo de n particulas em M e V € o
vetor que descreve a velocidade do corpo em M, V,. (x) é a velocidade da i-ésima particula
em M.

Seja g, o tensor métrico no ponto z; € M. Vamos dotar M da seguinte métrica:

c1(guv (1)) 0 0
0 c2(guv(z2)) - 0
g(x) = . (Gpatz2) . . , (2.124)
0 . o enlgu ()
onde z = (x1, -+ ,xy) € M e ¢, ,Cp sa0 constantes positivas. Verifiquemos, antes de

mais nada, que g é de fato um produto interno.

Proposicao 2.13.3. g ¢ um produto interno.
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Prova: Vemos imediatamente que g é bilinear e simétrico. Além disso, como (M, g) é
uma variedade riemanniana, temos que g(ug,, uz,) > 0, valendo a igualdade somente se u,
¢ nulo. Como ¢; > 0 Vi, se u # 0 temos g(u,u) > 0. Portanto, B ¢ um produto interno em
M. O

Observamos que a a¢ao de G em M definida acima corresponde a aplicagao dos elemen-

n vezes

. . * . .
tos diagonais de G x --- X G. Seja DG ={(g,...,9),9 € G} o espago de tais elementos.

Proposicao 2.13.4. DG ¢€ subgrupo de Iso(M) sequndo a métrica g.

Prova: Eimediato ver que DG possui estrutura de grupo. Basta, assim, mostrar que
DG C Iso(M). Se f € DG, podemos escrever f = (a,--- ,a), onde a é uma isometria de
M. Temos f*gf(r) = (a*clga(xl)a to 7a*cnga(xn)) = (clg.mv T 7cngmn) = gz, de onde segue
que DG C ISO(M). O

Assim, mostramos que DG é um subgrupo do grupo de isometrias Iso(M). Pelo resul-
tado da subsegao anterior, a aplicagao de subgrupos fechados do grupo de isometrias de uma
variedade riemanniana constitui uma agao propria. Como a nossa agao equivale a aplicagao
de DG em M, se mostrarmos que DG é um subgrupo fechado de Iso(M), alcangaremos

nosso objetivo de mostrar que a acao de G em M definida acima é propria.

Proposicao 2.13.5. DG C Iso(M) é fechado.

Prova: Seja ((aj,...,a;)) uma sequéncia que converge a um elemento f € ISO(M ).
Como (a,...,a;) é convergente, cada entrada é convergente de forma que f = (a,...,a).
Se mostrarmos que a é uma isometria, entdo teremos mostrado que qualquer sequéncia
convergente de DG converge a um elemento de DG, de onde segue que DG ¢ fechado. Seja
x=(r1, ,apn) EMeX=X1&---0X,,Y =Y16---0Y, € T,M. Como g é uma
isometria, temos:

€192, (X1, Y1) 4+ b, (Xn, Vo) = 3u(X,Y) = Gy (df X, dfY) =
I (daX1 & - & daXy,daY) & - & daYy,) =
C10a(en)(daX1, daY1) + - + CnGa(a, (daXn, daYy). (2.125)

Como_a equagao acima vale para quaisquer vetores tangentes X,Y € TxM e para todo
x € M, podemos tomar um ponto diagonal de M, y = (p,---,p), e vetores tangentes
Z®--- DLW ---®dW € TyM, de forma que a relacao acima resulte em:

(Cl + -+ Cn)gp(Z, W) - (Cl + -+ Cn)ga(p) (daZ7 dCLW), (2126)

para todo Z,W € T,M e p € M. Logo, a ¢ uma isometria de M e DG ¢é fechado em
Iso(M). O
Mostramos, assim, que a agao de G em M é uma agao propria.
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2.13.3 A Fibragao (M, M/G,7,G)

Reservamos uma subsegao para apresentar um teorema bastante importante no desenvolvi-
mento do nosso trabalho. Este teorema ¢é provado em [23], (teorema 2.17).

Teorema 2.13.1. Seja M uma variedade diferencidvel e G um grupo de Lie. Suponhamos
que G age livremente e propriamente em M. Entao, denotando por w: M — M/G o mapa
quociente, (M, M/G,7,G) é um fibrado principal.

E interessante notar que este é um resultado onde se encontram todos os conceitos que
introduzimos até agora. Primeiro, apresentamos a teoria de grupos de Lie para introduzir-
mos o conceito de grupos de transformagoes e apresentar o teorema da oOrbita principal.
Depois, seguimos o caminho que nos pareceu mais natural, o de introduzir as formas dife-
renciais para depois introduzir os conceitos de fibrados e conexées. Discorremos brevemente
sobre geometria riemanniana e falamos depois de seus grupos de isometrias e vetores de
Killing. Nesta se¢ao mostramos que a agao de um grupo de isometrias em uma variedade rie-
manniana é uma acao propria e, depois, introduzimos uma acao de Gem M = M x---x M,
que mostramos ser préprijm/. Agora, apresentamos este teorema que nos permite concluir
que, se a agdo de G em M for livre, podemos obter um fibrado principal. E restringindo
apropriadamente M e usando o teorema da érbita principal que obteremos uma agao livre
para escrever a natagdo com o formalismo de fibrados e conexdes.
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Capitulo 3

Nadando em Espacos Curvos Via
Teoria de Calibre

Como discutido na introdugao, a proposta desta dissertacao é geometrizar o modelo de
Avron e Kenneth para a natagao em espagos curvos [12|. No capitulo anterior, introduzimos
0s conceitos necessérios para este fim. Neste capitulo, vamos apresentar a natagao via teoria
de calibre.

Para tratar o problema de um conjunto de n particulas em um espago chato (um espago
de curvatura nula), ¢ usual fazer uma distingao entre forcas externas ao sistema de particulas
e forcas internas [35]. Quando tratamos de n particulas em R3, a forga sobre a i-ésima
particula do sistema é dada por:

) d? e
Bi = 5 (mir) =F? + 3 Fy, (3.1)
J

onde m; é a massa da ticula 7, r; é ica ; li F(e)
i particula 7, r; é sua posicao, p; seu momento linear, F;

externa aplicada sobre a particula i e F;; ¢ a forca sobre a particula ¢ devido a particula
J (tomamos F;; = 0 se i = j). Para obter a forca resultante sobre o sistema, somamos a
expressao anterior sobre todas as particulas:

. d? .
P=3bi=gzd mn=>F'+3 Fy (32)
7 % 7 i

a forca

Pela lei da acao e reagao, temos que F;; = —Fj;. Logo Zij Fij =0e, se Fl) = > FZ(-G),
temos:

2
% > mir; =F©, (3.3)
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Denotando a massa total do sistema por
n=Ym,
i

e a posicao do centro de massa por

R = 2t (3.4)
m
obtemos a expressao:
2
m@R = F(e). (35)

Podemos, a partir da expressao acima, concluir que o centro de massa, se inicialmente em
repouso, se desloca apenas na presenga de uma forga externa resultante.

Observamos que, para obter este resultado, supusemos que F;; = —Fj;. Em um espaco
curvo, esta suposi¢do nao é valida. Na verdade, esta expressdo nem mesmo faz sentido
neste caso, pois os vetores de forca relevantes estdo em espacos tangentes & variedade em
pontos diferentes, e ndo podemos compara-los livremente, como no caso do espago chato.
Além disso, como a equivaléncia entre pontos do espago e vetores tangentes nao existe em
um espago curvo, nao podemos somar pontos, de forma que a expressao R = >, m;r;/m
também nao estd bem definida. De fato, o conceito de centro de massa perde seu sentido
em espagos Curvos.

Para o caso de particulas em uma variedade riemanniana arbitraria, a agao e reacao entre
duas particulas se dé ao longo da geodésica que as liga. Logo, grosseiramente falando, para o
caso de espagos curvos, nao vale a expressao F;; = —F;, e a lei de acao e reagao nao cancela
as forcas internas. E possivel, falando ainda grosseiramente, observar uma forca interna
resultante ndo nula. Seria possivel, assim, que ocorresse uma aceleragao do sistema como
um todo (e, consequentemente, um deslocamento global do sistema) devido exclusivamente
a forcas internas. Em principio, entao, nao podemos descartar a possibilidade de obtermos
um deslocamento global ap6s um ciclo' de deformacdes no corpo provocadas apenas por
forcas internas.

Se isso ocorresse no espago euclidiano, poderiamos concluir que podemos mover o centro
de massa apenas com forgas internas (isto, como vimos pela equagao 3.5 acima, nao pode
acontecer). No entanto, em espagos curvos, a nogao de centro de massa nao faz sentido, de
modo que, para exprimir mais precisamente a idéia do "deslocamento do corpo como um
todo", precisamos introduzir os conceitos de formato do corpo e movimentos rigidos.

Seja M a variedade riemanniana na qual se encontra nosso sistema de n particulas, a
qual chamaremos de espago ambiente. Denotamos por G o grupo de isometrias de M.
Para descrever a configuracdo de um conjunto de massas puntiformes, ou seja, a posicao

LPor ciclo queremos dizer uma sequéncia de deformaces em que o formato final do corpo é o mesmo
que o inicial.
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de cada uma de suas massas, podemos definir um espaco de configuragées composto por n
copias da variedade M, onde cada copia descreva a posicao de uma particula. Seja

n vezes

—~ —_—
M=Mxx---xM

o espago de configuragoes das particulas. Definimos a a¢do de G sobre z = (x1,- -+ ,x,) € M
como (z,9) = x-g:= (v1-9,...,2n-9) = (g7 (21), -+ ,9 ' (x,)). Notamos que esta é
justamente a acdo definida na subsecdo 2.13.2. 2

Definigao 3.0.1. O formato do corpo ¢ definido como um elemento do conjunto M/G

A agdo de G em M consiste na aplicacao de uma isometria de M em cada ponto que
descreve a posi¢ao de uma particula do corpo. Como, segundo esta agao, todo o corpo ira
se deslocar em uma mesma diregao isométrica de M (ou seja, em uma dire¢do em que a
geometria de M nao se altera), a geometria da configuracao nao ira se alterar. O formato
do corpo é, portanto, uma caracteristica geométrica da configuragao.

Podemos definir agora, em espacos possivelmente curvos, a nocao de movimento rigido
de um corpo.

Definicao 3.0.2. Definimos um movimento rigido como um deslocamento do corpo na
variedade ambiente que nao altera o seu formato.

Como o formato da configuracdo é uma oOrbita em M definida pela acao de G, um
movimento rigido é, portanto, um movimento descrito por z — z-g = (z1-9g,...,Tn-g). Se
o corpo se desloca na variedade por um movimento que nao é rigido, ou seja, um movimento
que nao se da de uma forma isométrica na variedade, a geometria da configuracao das
particulas se altera e obtemos um novo formato para o corpo. Um movimento rigido é,
desta forma, um movimento que nao altera a geometria da disposicao das particulas do
corpo na variedade M.

Entendido o que significa o formato de uma configuragao de particulas em M e o que
¢ um movimento rigido deste sistema de particulas, podemos responder a pergunta: que
tipo de deslocamento podemos obter, na auséncia de forgas externas, apos um ciclo de
deformagoes de um corpo? A resposta, naturalmente, é que podemos obter (possivelmente)
movimentos rigidos.

Em espaco chato, ha dois tipos distintos de movimentos rigidos: translagoes e rotacoes.
Em espagos curvos, essa categorizagao ¢ mais problematica. Podemos no entanto chamar
de translagoes os movimentos que, ao menos para corpos nao muito grandes, nao deixam
nenhum ponto do “interior do corpo” fixado. Mais precisamente, dizemos que um subcon-
junto A de uma variedade riemanniana N é convexo se, para quaisquer pontos p,q € A,
existe uma tnica geodésica minimizante ligando p a ¢ contida em A. Definimos ainda o

. ~ . ~ _1 . L ~ N .. ~ N
2Definimos a agdo como a aplicagio g~ ' ao invés de g para obtermos uma acdo & direita (e nio a
esquerda), o que sera util mais adiante.
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fecho convexo H B de um conjunto B como o menor subconjunto convexo que contém B, ou
seja, se D é um subconjunto convexo que contém B, HB C D [36]. Por pontos no “interior
do corpo”, entendemos pontos que pertencem ao seu fecho convexo.

Vemos da discussao acima que, em espagos curvos, um corpo pode sofrer, em principio,
uma translagdo apos um ciclo de deformacoes provocado apenas por forgas internas. Este
fenémeno é chamado de efeito swimming ou, simplesmente, natagao. Segue da discussao
no inicio deste capitulo que nao pode haver natacao em espago chato.

Vemos ainda que a natacao é apenas permitida em espagos que possuem um grupo de
isometrias nao trivial. Em espagos em que o grupo de isometrias é trivial, a posicao das
massas determina completamente o formato do corpo. A natacdo pode permitir acesso a
regioes limitadas da variedade, dependendo do seu grupo de isometrias. Para que um corpo
possa nadar livremente pela variedade, esta devera ser simétrica, como a esfera ou o espaco
hiperbélico.

O tratamento dado pelo modelo que vamos apresentar se restringe a ‘nadadores” que
consistem de um conjunto de massas puntiformes, nao-relativisticas, em variedades estati-
cas. Consideraremos ainda, no que segue, apenas isometrias “continuas”, isto €, geradas por
vetores de Killing (em oposi¢ao a isometrias discretas como, por exemplo, uma reflexdao em
R3). Desta forma, estamos interessados apenas em isometrias pertencentes 4 componente
conexa da identidade (isometrias que podem ser escritas como produto de exponenciais de
vetores de Killing, ou ainda, isometrias que sejam uma composi¢ao de fluxos de campos de
Killing), pois sao estas isometrias que descrevem os movimentos rigidos.

3.1 O Teorema da Orbita Principal e o Fibrado Principal
G... T — /G

Introduzidos os conceitos de movimentos rigidos, deformagoes e efeito swimming, estamos
preparados para tratar a natacao em espagos curvos com formalismo matematico préprio
de fenémenos de fases geométricas, dado pela teoria de fibrados e conexoes. Descrevendo a
posigao das particulas que formam um corpo na variedade M por pontos do espago de con-
figuragoes M, os movimentos rigidos do corpo sao descritos pela agao do grupo de isometrias
G em M. Nos parece, entao, natural pensar que essa agao pode gerar um fibrado principal
G---M— M / G, onde M / G ¢é o espago dos formatos do corpo. Neste caso, poderiamos
exprimir deformagdes do corpo como curvas no espago base M / G. Assim, se definirmos
uma conexao no fibrado na qual estejam embutidas as leis fisicas que regem o sistema,
poderiamos estudar a natacao como a holonomia gerada por levantamentos horizontais de
curvas fechadas no espago base. Obterfamos, assim, a descricdo da natagdo em espagos
curvos com o formalismo de fibrados e conexoes. Isso nao pode ser feito exatamente desta
maneira mas, como veremos a seguir, uma restricao apropriado do espago M nos permite
cumprir este programa.
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3.1.1 O Teorema da Orbita Principal e a Variedade M

O espago ambiente M é aqui considerado uma variedade riemanniana completa, conexa, de
dimensao d e com métrica g, onde estdao definidas n particulas puntuais com massas my;,
i=1,...,d. Denotamos as coordenadas da particula i, em uma carta local (U, z',... ,wd),
por z; = (x},...,z%). Denotamos por G o grupo de isometrias de M.

__ Nesta segao, abordamos o seguinte problema, introduzido acima. O objeto G- -- M —
M /G & um fibrado principal? Mostraremos que, se restringirmos o espago M a um sube-
spago adequado M, obtemos, de fato, um fibrado principal G--- M — M /G.

Como vimos na subsegao 2.13.3, se a agao de G em M for prépria e livre, entao
G---M— M / G serd um fibrado principal. Ja sabemos, da subsecao 2.13.2, que a agao de
Gem M é propria. Assim, a agdo de G em M define um fibrado principal se ela for livre.
No entanto, isto ndo é, em geral, verificado. Por exemplo, se consideramos, em R3, uma
configuracao de duas ou mais particulas colineares, qualquer rotagao sobre o eixo formado
pelas particulas ndo altera a configuracio do sistema. Em S?, se tivermos duas particulas
diametralmente opostas, qualquer rotagao no eixo que forma as particulas nao altera a sua
configuragao. Assim, a agao de G em M nao ¢ livre nestes casos.

Podemos, no entanto, escolher restringir M a um subconjunto onde a agao seja livre.
Seja E = {x € M|G, # {e}}, onde e ¢ o elemento neutro de G e G5 & o grupo de isotropia
de z € M. Um elemento de E pode ser pensado como uma configuracao de particulas na
variedade que nao se altera por alguma isometria nao-trivial (como, por exemplo, particulas
colineares em R? que ficam invariantes sob a acao de uma rotagao em torno do eixo por
elas definido). Consideramos, entao, apenas os pontos de M onde a agao é livre definindo:

M=M-E. (3.6)

Em palavras, M é o subconjunto de M obtido apos retirarmos todas as configuragoes que
nao se alteram sob a agao de alguma isometria.

Temos, agora, um outro problema. Nada nos garante, a priori, que M é razoavelmente
bem comportado para nosso objetivos, isto é, que M tem estrutura de variedade. Esta
questao é resolvida recorrendo ao teorema da 6rbita principal. Como vimos na segao 2.2,
tal teorema assegura que se a agdo de G em N é propria e N/G é conexo, entao existe
uma orbita tipo (H) maximal e que o conjunto dos pontos regulares de N, N,., é aberto e
denso em N. Um conjunto aberto de uma variedade diferenciavel é uma subvariedade com
a mesma dimensao que a variedade original. Assim, IV, é uma variedade diferencidvel com
mesma dimensdo que N.? Estamos interessados no caso em que o grupo H ¢é trivial (isto
é, H = {e}) ja que, neste caso, a agao sera livre em N,. Com isso, teremos de fato uma
estrutura de fibrado principal G - - - N, — N,./G, onde, no nosso caso, N = M=Mx---xM
e N, = M.

3Na verdade, mais que isso: N, & um aberto denso em N, ou seja, é “quase” todo N
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Vamos fazer a hipotese (bastante fraca) de que nosso sistema contém pelo menos uma
configuragao de particulas que nao é fixada por nenhuma isometria nao trivial. O caso
extremo de um corpo formado por apenas uma massa puntiforme, digamos, sobre uma
esfera, ndo obedece tal condigdo, pois qualquer rotagao sobre o eixo que passa por ele
fixa esta configuracio. E facil ver, no entanto, que um corpo com duas ou mais massas
puntiformes sobre tal esfera sempre obedecera tal condigao. Com isso, garantimos que o
grupo de isotropia H (vide acima) é necessariamente {e} e que M # ) sempre.

Antes de seguir adiante, precisamos mostrar que as hipéteses do teorema da orbita
principal sao satisfeitas para G, M e a agao de G em M. J& mostramos que a agao é
propria em 2.13.2. Resta mostrar que M /G é conexo. Sabemos, de topologia bésica, que
o produto de espagos conexos ¢ conexo se e somente se cada espago do produto é conexo.
Logo, M = M X - x M & conexo. Sabemos também, de topologia basica, que a imagem
continua de um conjunto conexo é conexo. Como a projecao candnica m : M — M / G é
continua e sobrejetiva, temos que M / G = 7T(M ), 0 que nos mostra que M / G é conexo.

Logo G, M e a acao de G emNM satisfazem as condicGes do teorema e M, dado pelo
conjunto dos pontos regulares de M, é uma variedade diferenciavel.

3.1.2 O Fibrado Principal G---M — M /G

Antes de considerar o fibrado G---M — M /G temos ainda que responder & seguinte
questao: faz sentido falar em agao de G em M, isto &, , tal agao estd bem definida? Sejam
r €M, geEG, ea: GxM—)MaagaodeGemM Como M & a unido das orbitas
principais de M, x - g pertence a M, e a restricdo de a, a : G x M — M, estd bem
definida. A acdo de G em M ¢ também diferenciavel, pois se trata da restricio de uma
agao diferencidvel a um aberto. Esta ag@o é ainda, por construgao, livre.

Agora, para que possamos usar o teorema 2.13.1 e chegar & conclusao de que G --- M —
M /G é um fibrado principal, precisamos mostrar que a acdo de GG em M ¢é propria.
Mostramos na subsegao 2.13.1 que, se N ¢ uma variedade riemanniana e Iso(N) é seu
grupo de isometrias, a agdo de um subgrupo fechado de Iso(N) em N é propria. Usamos
esse resultado para mostrar, na subsegao 2.13.2, que a agao de G em Mé propria atribuindo
a M a métrica g, fazendo de M uma variedade riemanniana, e mostrando que esta agao
equivale & aplicagao de um subgrupo fechado do grupo Iso(M). Podemos, de forma analoga,
mostrar que a acdo de G em M é prépria. A métrica g varia diferenciavelmente em M. Se
restringirmos a métrica g & M, por se tratar de uma restricdo a um subdominio aberto, g
serd diferencidvel em M. Assim, (M,q) é uma variedade riemanniana.

Como a métrica de M é a métrica de M restrita a M, o grupo DG das isometrias
diagonais serd um subgrupo de Iso(M). Podemos seguir, entdo, a demonstragao de que DG
é um subgrupo fechado em ISO(N) (subsec@o 2.13.2), para mostrar que DG é um subgrupo
fechado de Iso(M). A acdo de G em M &, assim, propria.

Sendo a acao de G em M propria e livre, vale o teorema 2.13.1 e concluimos que, de
fato, G---M — M /G ¢ um fibrado principal. Assim, mostramos que se restringirmos
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adequadamente M a M, obtemos o fibrado principal G--- M — M /G, e podemos seguir
com a idéia de geometrizar a natagao em espacgos curvos descrevendo-a como a holonomia
de uma curva fechada na espaco base M /G.

3.2 A Geometrizagao da Natagao em Espacgos Curvos

Vamos desenvolver, nesta secao, a descri¢cao da natacao em espagos curvos como a holonomia
de curvas fechadas em M /G, curvas estas que representam um ciclo de deformagoes do
corpo. Obtemos a conexao para o levantamento horizontal da curva fechada no espaco base
através das leis da fisicas que regem o comportamento do sistema de particulas que compoe
0 COorpo.

3.2.1 As Leis de Conservacao

Precisamos dotar o fibrado principal de uma conexao que expresse as leis que regem o
comportamento do sistema, de forma que o levantamento horizontal das curvas descreva
movimentos fisicamente permitidos. Para que os movimentos sejam fisicamente permitidos,
eles deverao respeitar as leis de conservacao. Busquemos, entao, as leis de conservacao do
sistema.

Suponhamos que a lagrangiana do sistema das n particulas na variedade M de dimensao
d e métrica g assuma a forma:

L= % S gl i) — 3 Vig(dist(r, 25, 1), (3.7)
i i<j

onde V;; é o potencial entre as particulas i e j, m; ¢ a massa da i—ésima particula, x; sua
posicao e (mll, e ,x;ji) suas coordenadas. Mostramos, no capitulo anterior, que a métrica e
a distancia em M sdo invariantes por isometrias. Logo, esta lagrangiana é invariante por
isometrias.

Como visto no capitulo 2, a derivada de Lie da métrica g por um vetor de Killing & se
anula, ou seja, L¢g = 0. A lagrangiana €, entao, invariante pela transformacao infinitesimal

x— x+ e£. Assim, %—i = 0. Temos que:

[ 6L0$?+8L8x?+87L@_
de - 0xy Oe  O0xf Oe at Oe
oL d oxf  OL Oz oL ;. oL
_ Digdt e T out 0~ 2o pant )T gga () (3:8)
Definindo os momentos generalizados
oL
P = —&X(x; .
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temos:

d d ( OL oL .

— P, = — | =—= ) &X(x) + ==& (). 3.10
Os movimentos fisicos do sistema satisfazem as equagoes de Euler-Lagrange [35]:

d L oL _

—— - == 3.11
dt 8(}]9‘ Gq;”‘ ( )
Com isso, utilizando a equacao 3.8, temos:
d oL oL . oL
— P = —&x;) + =—&%(x;)) = — = 0. 3.12
dt' % " 2 faf (@) + gzat” @) = (3.12)

Desta forma, os momentos generalizados sao quantidades do movimento que se conser-
vam. Para a lagrangiana acima, os momentos generalizados sao simplesmente:

P, = ijg(gi(mj)’ij)'

J

Suponhamos que os momentos generalizados sao inicialmente nulos. Entao, a relacao

Fe, = ijg(&(xj)@j) =0 (3.13)

deve valer para todo t. A conexao deve, portanto, trazer consigo a informagao desta lei de
CONservagcao.

3.2.2 A Base {¢,,n;} do Espago Tangente de M

Neste ponto seré mais facil trabalhar com as relagoes de conservagao expressando os vetores
tangentes do espaco de configuracdes M em termos de deslocamentos rigidos e deformacoes.
Como explicamos anteriormente, um movimeno rigido em uma espaco curvo é definido por
um deslocamento de todas as particulas do corpo em uma dire¢do em que a geometria da
variedade nao se altera. Seja & um vetor de Killing em M. &; é uma isometria infinitesimal,

ou seja, em qualquer ponto em que seja avaliado, ele aponta na direcdo em que a geometria
n vezes

da variedade ndo muda. Definimos o campo vetorial £, = & @ --- @ & em M. Se descreve-
mMos um corpo como um ponto no espago de configuracdes M, &; gera um movimento em
que todas as particulas do corpo se deslocam pela acao de uma mesma isometria, ou seja,
gera um movimento rigido do sistema de particulas em M.

Assim, chamaremos os £; de vetores de movimento rigido. Se M possui k vetores de
Killing linearmente independentes, temos em M apenas estas k dire¢des em que podemos
realizar um movimento rigido. Vamos mostrar que {£;}¥.; é um conjunto linearmente
independente (LI).
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Proposigao 3.2.1. O conjunto de vetores {&;}¥_| é LI

Prova: Consideremos o mapa 9, : G — M, g+ x - g, com € M fixado. Como a acio
é livre em M, temos que d(t;). : T.G — T, M ¢é injetora. De fato, como vimos no capitulo
anterior, se denotarmos a restricdo da acdo v, : G — M, g — x-g, com = € M fixado, esta
fungdao é um difeomorfismo entre G/G; e - G. Como a agdo de G em M é livre, temos
G, = {e} e assim 1, é um difeomorfismo entre G e z - G.

Desta forma, a derivada da aplicagao d(¢;)e ¢ um isomorfismo entre 7.G e um subspago
de T, M e, como tal, leva uma base de T,G (espaco das isometrias infinitesimais) em um
conjunto de vetores LI de T, M. Estes tltimos nos dao exatamente os campos vetoriais de
movimentos rigidos £; avaliados em z. Mais precisamente, seja qbg o fluxo do vetor de Killing
Eem M ep e M. Pela definigao de fluxo de campos vetoriais, vale %d)g(p) =¢ (gzﬁé(p))
Vp € M, de forma que %gﬂ)g =¢o gbé e assim %qf)yo = ¢ [33]. Seja {&;} uma base da algebra
de Lie de G e z = (z1,--- ,x,) € M. Entao:

) = i e @] = 5 o ()] =

= L ogt e, 65 @)] | = &)

d
d(wﬂ?)egi = d(wx)e <dt¢§z

Portanto, {&;],}%_, ¢ L1. O
Os vetores de movimento rigido podem ser usados para caracterizar completamente o
espago vertical V,, do fibrado.

Proposicao 3.2.2. Dado x € M,

V, = span{&;(x)}iy.
Seque que {&;]:}5_, € base de V.

Prova: Como vimos anteriormente, o espaco vertical do fibrado G--- M — M /G em
p € M ¢ dado por V, = {X € T,M|r,.X = 0}. Observemos que:

wE (@) = (6 (@), o) = Slm)] =00 (314)

t=0

Logo span{gi(x)}le C Vz. Mas, como vimos no capitulo 2, o espago vertical é isomorfo
& algebra de Lie do grupo estrutural. A dimensdo da algebra de Lie de G é, assim, k.
Logo, dim(Vy) = k. Como os k vetores {&;(x)}%_| sdo LI, segue por dimensionalidade que
V, = span{&;(z)}F_,. O o

Desta forma, podemos obter uma base local do fibrado tangente de M que contenha
o conjunto {&, le. No entanto, o espaco tangente de M possui dimensdo igual a dn, e
ainda nos restam dn — k vetores para completar o conjunto {£;}¥_; a uma base. Como
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as possibilidades de movimentos rigidos se esgotaram, estes vetores faltantes representam
deformagoes do corpo. Se completarmos {&;}F_ | com | = dn — k vetores LI, {n;}}_;,
obteremos a expansdao do espago tangente na base {¢;,n;}, com i € {1,--- ,k} e j €
{1,---,1}. Chamaremos 1; de campos de deformacao.

Podemos, desta forma, representar o vetor velocidade & de uma curva em M na base

{&n;} por: ) l
&= T (@)+ > aln(). (3.15)
i=1 j=1

3.2.3 A Meétrica B e a Conexao

Introduziremos agora um produto interno em M que nos permitira expressar as leis de
conservagao de forma bastante compacta e clara. Seja m =Y. m; (como definido anterior-
mente). A matriz associada a este tensor métrico é:

%ml G (1) X 0 e 0
0 ~mg g (T2) - 0
B— m f‘”( ) (3.16)
0 P “ e %mn g,uV(le>

Vemos que B é um caso particular de g, definido na subsecao 2.13.2, onde ¢; = m;/m.
Logo, B é um produto interno.

Com o auxilio deste produto interno, na base de movimentos rigidos e deformacoes,
podemos escrever nossas k equagoes de conservacao de forma bem mais enxuta:

7'B(£;,&) + 0*B(€;,ma) = 0, (3.17)

Como os &; sio LI, a matriz de Gram B;; = B(Ei,gj) é inversivel. Com isso, pode-
mos obter sempre uma Unica solu¢ao para os 7° em fungdo da deformagado infinitesimal
correspondente a o?.

E ainda sempre possivel (ainda que nio necessario) escolher os vetores de deformacio
ne como sendo todos B-ortogonais (ponto a ponto) aos vetores de movimentos rigidos
¢, (lembramos que os vetores 7, foram justamente escolhidos de maneira a completar o
conjunto LI de vetores {;} a uma base do espago tangente de M em um dado ponto).
Com isso, a equagao acima se reduz a

TB(E;, &) =0, (3.18)
e consequentemente 7° = 0 Vi. Ou seja, aplicando as leis de conservacdo ao movimento

descrito por & = 7%¢;(x) + 0’n;j(x), vemos que o movimento fisico em M se da na diregdo
apontada pelos campos vetoriais 7.
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Os movimentos fisicamente permitidos ao sistema sao, desta forma, os que se dao na
diregdo do espago B-ortogonal a span{¢;(x) f 1 = V. Nada mais natural, entao, que
definir uma conexao no fibrado G--- M — M /G onde o espaco horizontal H,, em cada
ponto x € M, é dado pelo complemento ortogonal de V,, em T, M. Com isso, os movimentos
fisicos do sistema correspondem a curvas horizontais em M.

Vamos mostrar que tal escolha para H, é de fato uma conexao. Para isso, precisamos

inicialmente mostrar que, se ¢, denota a acao de g em M, entdo Qg Hy = Hy
Proposicao 3.2.3. ¢4 H, = H,.4

Prova: Dada f : M — M diferenciavel, esta aplicacdo induz uma aplicacao f : M — M,
flxy, - ,xn) = (f(x1), -+, f(xn)) (que escreveremos, por abuso de notagao, ainda como
f). SejaY = (Y1,--+,Y,) um campo vetorial tal que Y (z) é horizontal, e seja y(t) =
(71(t), - -+ , (1)) sua curva integral. Temos:

b0 ¥ (1) = So()] _ = To7 )] =dlg Y (@) (3.19)
BEr-0) 00 (0) = BEo-0) g™ 0) = B~ o0l o). ™)V ()
3.20

Como g age por isometrias, temos:

B(d(g™")ad(9)ag€i( - 9),d(g™")aY (2)) = B(d(9)ag€i(x - 9),Y (). (3.21)

Por outro lado,

d(9)a-g€i(x-9) = %g(cz%i (z-9))

1

d
= a(gogt ogT (), sgodt og 7 (wa))| _ - (3:22)

¢ uma curva no grupo de isometrias G e, assim,

Mas goq%_ 0g~

d
Zlgodt og @), godttogT (@) =
d d
= (g oL 0 g7 @), ,go¢gog*1<xn>>t = Sl @)l =0 (3:23)

Ou seja, d(g)z-¢&;(x - g) é um vetor vertical e portanto pode escrito como uma combinagao
de {&;(z)}F_; no ponto . Como Y (z) ¢ horizontal, temos de 3.21 que

B(&i(z - 9), ¢g:Y (2)) = B(d(9)z-g&i(2 - 9), Y (2)) = 0. (3.24)
Desta forma, ¢4+Y (x) é horizontal e ¢4 H, C Hpy. Mas, como ¢g, é um difeomorfismo e
dim(Hp) = dim(H,4), por dimensionalidade temos que ¢y Hy, = Hpg. O
O espaco vertical, como mostramos, ¢ uma distribuicdo diferenciavel em M. Como
B é uma métrica diferencidvel, o espago horizontal, sendo o complemento ortogonal do
espago vertical, ¢ uma distribuicao diferenciavel. Como vimos no capitulo anterior, uma
conexao pode ser definida como uma distribuicao diferenciavel que obedece & propriedade
¢gxHp = Hpy. Logo, vemos que a distribuigao B-ortogonal a V), é, de fato, uma conexao.
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3.2.4 A l-forma de Conexao w

Vamos, agora, determinar a 1—forma associada a esta conexao. Como vimos no capitulo 2, a
1-forma de conexao w é uma 1-forma G-valorizada que deve satisfazer as duas propriedades:

wX*) =X, VX eg, (3.25)
w(Y)=0, VY € H, (3.26)

onde G ¢é a algebra de Lie do grupo estrutural G, H, é o espaco horizontal em z € M e X#
¢ o campo fundamental do elemento X € G.

Podemos determinar w a partir da distribuigao dos espagos horizontais, como discutido
no capitulo 2. Escrevendo a expressao geral para uma 1-forma com valores em G,

w= w®E, (3.27)
%
podemos determinar as 1-formas w; aplicando as condigoes 3.25 e 3.26. Com isso:
W) =&, i=1,....4d (3.28)
w(n;) =0, j=1,...,1, (3.29)

onde §i# denota o campo fundamental associado a &;, que determinamos a seguir.
Proposigao 3.2.4. fz# = -§;
Prova: Por definigao, se ¢g(t) é uma curva em G tal que g(0) = e e ¢(0) = &;, temos:

d

@) = 22 g()| (3.30)

=0

Como vimos na demonstragao da proposicao 3.2.1, %¢2i = §io¢2i, de forma que %¢2i lo = &.
Logo, se x = (1, - ,p), obtemos

d d _
)= Sordt| = S0 ol @) =G, B3

VYx € M. Portanto:

=0

& (2) = —&(a). (3:32)
]
Desta forma as equagoes 3.28 e 3.29 sao equivalentes a:

w(&) =& Vi, (3.33)
w(n;) =0, Vj. (3.34)
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Sejam EJ e 1, as 1-formas associadas aos vetores Ej e 1, pela métrica B (via isomorfismo
musical, como definido na subsegao 2.11.1), ou seja, gj(m)(Y) = B(&;(x),Y) e fa(x)(Y) =
B(na(z),Y) VY € T, M e Vx € M. Expandindo as componentes da conexao:

w; = Zwijgj + Zwiaﬁm (3.35)
i a

e impondo as condigoes 3.33 e 3.34 sobre w, obtemos:

wE) =& = wi(§) = —0ji = > wisbs(§) = —0ji = > wisB(E,. &) = —0ji,  (3.36)

win) =0=wj(n) =0Vj,i = > wisils(ni) = 0= wjeB(nsm) =0. (3.37)

Temos em 3.37 a matriz de Gram de [ vetores LI, o que significa que a matriz As; = B(ns, n;)
¢ inversivel, e para cada j € {l1,---k} temos wj, = 0, onde s pertence ao conjunto de
indices dos vetores de deformagao 7;. Por outro lado, se denotarmos B;; = B (€, Ej), como
os {§;}¥_, sdo LI, By; é inversivel. Se denotarmos a inversa de B;; por (B;;)~! = BY,
temos entao, de 3.36 que w;s = —DBJ%, onde s pertence ao conjunto de indices dos vetores
de movimento rigido &;. Obtemos, assim, a 1—forma de conexao:

w=—B¢, Q¢ (3.38)
Se definirmos {El, e ,Ek} como a base dual da base do espaco vertical {£;,---, &}, ou
seja, & (EJ) = 5;, ¢ imediato ver que & = B;,€ e, assim,

- . ~ . =i =~ . .. .
E importante nao confundir as 1-formas £ e &. Os isomorfismos musicais relacionam
campos vetoriais com formas diferenciais pela métrica, enquanto que, acima, relacionamos

. .. . L. =t
duas formas diferenciais entre si com a métrica. Temos que & = (§;), enquanto £ ¢é a forma
dual de &;. Com esta notagao a expressao da 1-forma de conexao fica:

w=-8 ¢ (3.39)

Provamos na subsegao anterior que a distribuicao B-ortogonal a V), é uma conexao.
Logo, tal w é a 1-forma de conexao associada a conexao definida anteriormente. No entanto,
por completude, mostramos abaixo diretamente que w ¢é, de fato, uma 1-forma de conexao.

Proposigao 3.2.5. w é uma 1-forma de conexdo.
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Prova: Como vimos no capitulo 2, para que esta seja uma 1-forma de conexao, ela
deve satisfazer trés propriedades: (1) ser diferenciavel, (2) ser tal que w(fl# ) =¢&, e (3)
pyw = Adg-1w. A condigio (1) é diretamente verificada pois BJ® & composicao de um
campo tensorial diferenciavel com campos vetoriais diferenciaveis e, logo, diferenciével. Ja
& = B(E,,-) é a 1-forma B-dual ao campo vetorial £, e, portanto, diferenciavel. Assim w
é diferenciavel. A condigao (2) vale por construgao.

Para mostrar que vale a condicio (3), seja X = V +Y € T, M a decomposi¢io de um
vetor tangente de M em suas componentes vertical V' e horizontal Y. Para a componente
horizontal, como ¢g.H, = Hy.g, temos que ¢yw(Y) = w(¢gY) = 0 = Adg1w(Y). Logo
(3) vale para vetores horizontais. Para vetores verticais, como & + £#(x) é um isomorfismo
entre a algebra de Lie e o espaco vertical V,, temos que V = £#(z) para algum vetor de
Killing £. Logo

g (D EH(2)) = g (g apltE)]_ ) = warg (o - ca(tEy| )=

t=0 t=0
d d
= wx-g(%m - gg‘lexp(t@g\t:o) = wz-g(@(x “g)- e:vp(tAdg—IE)\tZO) =
Wag((Ady—18)% (2 - 9)) = Ady—1€ = Ady1w, (£ (2)) (3.40)

Assim, a condigao (3) também é satisfeita e w &, de fato, uma 1-forma de conexao. O

3.2.5 O Ciclo de Deformagoes como Curvas Fechadas em M /G e a Natagao
como a Holonomia do seu Levantamento Horizontal

Podemos, com a 1-forma de conexdo em maos, calcular os levantamentos horizontais de
curvas fechadas em M /G. Obteremos, assim, os deslocamentos rigidos resultantes de um
ciclo de deformagoes do corpo como a holonomia de curvas fechadas no nosso espago base.
Para fins operacionais, precisamos dotar M /G de um sistema de coordenadas. Usaremos
como coordenadas funcoes reais induzidas, em M /G, por funcdes reais G-invariantes no
espaco total M [37].

Definigao 3.2.1. Sejam N uma variedade, G um grupo de Lie agindo sobre N e f : N — R.
A fungao f € dita G-invariante se f(x-g) = f(z) Vx € N eVg € G.

O que a defini¢ao anterior nos diz, em palavras, é que as fungoes G-invariantes sao
funcoes que se mantém constantes ao longo de uma o6rbita.

Dada uma funcdo real G-invariante no espaco total, £ : M — R, podemos induzir uma
fungao £ : M /G — R, no espaco dos formatos, definindo:

([z]) = U(z). (3.41)

. - . . . - -
Queremos tomar um conjunto de [ funcdes* G-invariantes independentes {El, -+, 0} tal que

4Aqui chamamos a atencéo para o fato de que, como M possui k vetores de Killing linearmente indepen-
dentes, e como a &lgebra de Lie dos vetores de Killing ¢ isomorfa a algebra de Lie de G' = Iso(M), temos
dimG = k e, portanto, dimM /G = dimM — dimG = dn — k = l.
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suas fungoes induzidas em M/G, {¢,--- ,fl} também sejam independentes. Por exemplo,

podemos tomar como ¢ fun¢des como a distancia (medida no espaco ambiente M) entre
pontos que formam nosso corpo, ou angulos entre as geodésicas que ligam algum ponto
x; € M aos pontos ; e xy, (figura 3.1). Neste caso, £ = (¢1,..., ') : M/G — R estabelece
um homeomorfismo entre um aberto U C M /G e R!, e (U, (¢},... ")) é um sistema de
coordenadas em M /G.

dy
Tk

dy

Figura 3.1: Tlustragdo das fungdes descritas acima. Aqui, « é a fungdo angulo entre as
geodésicas que ligam x;, x; e xy, di ¢ a funcao distancia (dist) entre x; e z, e dp ¢ a fungao
distancia entre x; e x;.

Estabelecido um sistema de coordenadas, a holonomia pode ser diretamente calculada
através do levantamento horizontal de curvas no espago base de um fibrado principal. Como
vimos no capitulo 2, se temos uma curva y(t) : [0, ;] — M /G tal que v(t1) = v(0), podemos
expressar o levantamento ¥(t) na forma y(t) = o(v(t))-g(t), onde o é uma segao do fibrado e
g(t) ¢ uma curva em G. Escolhemos o tal que g(0) = e, onde e denota o elemento neutro de
G. Determinamos, assim, o levantamento, encontrando ¢(t) através da equagao diferencial

2.69: d
79 = — Ry« (07w) (5 (7(1)), (3.42)

onde R, denota a multiplicacao a direita no grupo: R,(h) = hg, g,h € G. A holonomia
sera entao dada por g(t).

Resolvendo esta equagado, obtemos o movimento do corpo em funcdo do tempo como
uma curva em M, levantamento horizontal da curva em M /G, que descreve o ciclo de
deformagoes que o corpo realiza.

Alcancamos, assim, o objetivo de obter uma descri¢do geométrica do efeito swimming.
Definido o espaco de configuracoes M e o espaco dos formatos M /G, dotamos o fibrado
principal G --- M — M /G de uma conexao que traz consigo as leis de conservacio. Expres-
samos o vetor velocidade no espaco das configuracdes M em termos dos vetores que geram
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movimentos rigidos e dos que geram deformacoes. Estabelecemos o espaco horizontal como
o espaco das deformagoes fisicamente possiveis. Obtivemos um sistema de coordenadas
para o espago dos formatos M /G usando fungoes reais G-invariantes em M. A natagao
pode ser expressa, desta forma, como a holonomia do levantamento horizontal de curvas

fechadas em M /G.

3.2.6 A Base de Levantamentos Horizontais de Vetores Coordenados

Estabelecido um sistema de coordenadas (U, (¢'...¢")) em M /G, vamos apresentar uma
base para o espago horizontal H,, * € 7= 1(U), composta por vetores que consistem de
levantamentos horizontais dos vetores coordenados %. Faremos isto para deixar mais
claro de onde surgem os vetores de deformagao n; B-ortogonais aos vetores de movimentos
rigidos &;.

Para determinar a base de levantamentos de vetores coordenados, vamos, primeira-
mente, exibir uma base apropriada para T M cuja base dual contém a base de H, composta

pelo levantamento horizontal dos vetores coordenados 8?21"

. . . . —i ] o~ q- .
Nosso primeiro passo é verificar que as formas £ e d¢’ sao linearmente independentes.

Vamos mostrar este fato mostrando que EL e d’ sdo ortogonais.

Podemos induzir, a partir da métrica B em M, uma métrica B definida no espaco dual
do espaco tangente a cada ponto p de M. Se a e 3 sdo elementos de Ty M, B induz B da
seguinte forma [34]:

B(av, ) = B(oF, ). (3.43)
Mostremos que EZ e dzj sdo ortogonais segundo a métrica B:
B(§.dl') = B(E Y, (P ) = &P (€' = d’ B (&), (3.44)

agora, lembrando que (&) = &; e que &;(p) = d/dt[p - exp(—t&)]|i—o, temos:

. o Cd =
rad I\ _ mnis g0 _ s J _
B(E,dV) = BdP'E, = § BE P (p-exp(—t.)) = 0, (3.45)
pois £ é funcdo G-invariante em M. Vemos assim que ?J_dzj, Vie {l,---,k} eVj €

{1,---,l}. Logo, o conjunto {El(p), e ,Ek(p), a7 (p),--- ,dzl(p)} ¢ um conjunto de coveto-
res linearmente independentes. Por dimensionalidade, este conjunto forma uma base local
de T*M

Definimos 7% = (dza)ﬁ. Como os df* sdo LI e # ¢ um isomorfismo, 7% sdo LI, e a matriz
de Gram desses elementos sera inversivel. Denotamos A% = B(7%,7?), e Agy, os elementos
da matriz inversa a (A%). Definimos 7, = A4s7°. Logo, 7% = A%7,. Como a matriz Ay,
possui posto maximo, os vetores 7, sao linearmente independentes. Temos que:

B(giaﬁa) = B(gia Aasﬁs) = AasB(Zia (dzs)ﬁ) = Aasdzs(gi) =0. (3-46)
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Logo, 7,L&;, o que mostra que {7y, -+ ,7;} ¢ uma base de Hp, e que {&1,--+ , &4, Ty, -+, 71}
¢ um conjunto LI. Por dimensionalidade, {&;,---,&,, 7, - ,7;} ¢ uma base do espago
tangente T, M. Mas observe que:

e’ (@) = B((dl")",7,) = B[, 7,) = Aps BT, 7°) = Aps A™ = 5. (3.47)

Assim, {&;,--- , &, 7y, ,7;} ¢ a base dual da base {El, e ,Ek,dzl, e ,d?l} de T;M.
Vimos que {7;,---,7;} é uma base de Hy. Vamos mostrar, por fim, que esta base é
0

exatamente a base dos levantamentos horizontais dos vetores coordenados 35 Temos:

Al (m.7gp) = w0 (7)) = dr* e (my) = dE° () = 6. (3.48)
0
oeb -
Assim, concluimos que, dado um conjunto de fungdes G-invariantes {Zl, e ,Zl} em
M, que induzem um sistema de coordenadas (U, (¢',---,¢!)) em M /G, este sistema de
coordenadas determina naturalmente uma base do espaco tangente a um ponto p de M,
{&,-,&.,m, -+ ,m;}, sendo {7y, - ,7,;} exatamente a base do espago horizontal dada
pelos levantamentos horizontais de %.

Logo, mm, = %. Como 7, é sempre horizontal, 7;, ¢ o levantamento horizontal de

3.3 Natacao para Pequenas Deformacoes

Tendo obtido uma descricao geométrica da natagao, vamos calcular o deslocamento gerado
por ciclos pequenos de deformacao. Como visto no capitulo 2, o colchete de Lie mede a nao-
comutatividade dos fluxos dos campos de vetores envolvidos, ou seja, mede o quanto uma
curva infinitesimal, que percorre os fluxos dos campos de vetores envolvidos, se distancia
do seu ponto inicial (ver figura 2.1). Consideramos dois campos de vetores V e W em M /G
com [V, W] = 0 (por exemplo, os dois campos coordenados V = % e W = %, i # 7).
Desta forma, o lago infinitesimal gerado por V e W é fechado e pode ser pensado como um
ciclo infinitesimal no espago de formatos do corpo. Para seguir a notagdo que adotamos
neste capitulo para campos horizontais em M, denotamos por 7; e 7; os levantamentos
horizontais de Ve W (se V = aii eW = % temos, da subsegao anterior, n; =17; en; = ﬁj).
O comutador [n;,7n;] ndo é necessariamente zero (tais vetores nao sao coordenados), mas
sempre resulta em um vetor vertical:

a1, 1] = [, mems) = [V, W] = 0. (3.49)

Logo, [n;,n;] nos d4 uma medida do movimento rigido (sendo um vetor vertical) gerado
pelo ciclo infinitesimal de deformacées. O vetor [n;,7;] € uma aproximacao linear do deslo-
camento. Ou seja, em uma expansao de Taylor do deslocamento gerado por um ciclo infini-
tesimal de deformagoes ao longo dos fluxos de n; e ;, [1:,7;] € o termo de primeira ordem.
Se AS denota a area infinitesimal determinada por tal ciclo, [1;, 7;]AS é a aproximacao em
primeira ordem do deslocamento rigido gerado pelo ciclo de deformacgoes.
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Uma outra maneira de ver isto é através da curvatura da conexao w. Como [n;,n;] é
vertical, podemos escrever [n;,n;] = A#, com A € G. Segue que w([n;,n;]) = A. Seja Q a
curvatura da conexao. Pela equagao de estrutura de Cartan, (equagao 2.62), temos:

Qni,ny) = dw(ni,ng) +w (i) A w(ng). (3.50)

Mas, por construcao, w(n.) = 0, Va. Logo, Q(n;,n;) = dw(n;,n;). Lembrando da equiva-
léncia (equagao 2.40):

dw(ni, ;) = ni(w(ny)) — nj(wni)) — w(ni, nil) = —w((ni, nyl), (3.51)

obtemos uma relacao entre a variagao gerada pelo ciclo infinitesimal do formato e a cur-
vatura da conexao:

w([ni,n;]) = —dw(ni,n;) = =Qmi, 0j)- (3.52)

Logo, a curvatura da conexao nos dé a medida da holonomia gerada pelo ciclo infinitesimal
do formato. A seguir calculamos a curvatura da conexao.

dw(na,my) = d(—BE) (na, )65 = (—dB?* A&y — B*dE,)) (na, )45 (3.53)
mas, como gs(na) =0, V s,a, temos:

Q(ni,m5) = dw (10, mp) = (—B*dEs) (110, 10);. (3.54)

Determinamos, assim, a expressao para a curvatura da conexao, que nos da a medida
da variacao infinitesimal derada por um ciclo infinitesimal no espago dos formatos. Como
um vetor arbitrario no espaco tangente a M pode ser expresso na base {¢;, nj}, e como 2
se anula quando aplicada a vetores verticais, a expressao acima determina completamente
a 2-forma de curvatura.

Finalmente obtemos a expressao para o deslocamento infinitesimal gerado pelos campos
vetoriais 1, e 7, que denotamos por h:

h= Q10 m)* = (B*dEs) (10, m)&5) = —(B*dEs) (nas m)S; (3.59)

Observamos, assim, uma relagdo entre a natagao gerada por uma curva pequena no
espago dos formatos, e as derivadas exteriores das formas associadas aos vetores de deslo-
camento rigido.

No caso do movimento rigido ser descrito pela agao de um subgrupo unidimensional de
G, podemos integrar a curvatura da conexao para obter a holonomia, como vimos na se¢ao
2.10. Neste caso, vale a equacao 2.82 que nao é restrita a apenas pequenas deformacoes.
Nos exemplos a seguir vamos voltar a este ponto.
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Holonomia e Curvatura do Espago Ambiente

Vamos agora considerar um dos principais resultados apresentados no trabalho de Avron e
Kenneth [12] que é a relag@o entre a curvatura do espago ambiente e a natagao de pequenos
nadadores gerada por ciclos infinitesimais de deformagoes. Para mostrar esta relacao, va-
mos usar as coordenadas normais de Riemann, introduzidas na subsegdo 2.12.2. Nestas
coordenadas, vimos que pode-se fazer uma descri¢do particularmente clara dos vetores de
Killing relacionados a translacoes.

Definimos, para um nadador pequeno, os momentos de multipolo. Eles sdo expressos
em coordenadas normais de Riemann como:

QUIk stx alah (3.56)

Os momentos estdo bem definidos até termos de ordem menor que o(RL?), onde L ¢é a
dimensao linear tipica do corpo e R é a curvatura escalar do espago ambiente. Quando
os primeiros momentos se anulam, @7 = 0, dizemos que a nocao aproximada de centro de
massa do corpo esta na origem. Adotaremos pontos que satisfazem tal propriedade como
origem.

Observando a equacao da natacao 3.55, vemos que o deslocamento do corpo em M na
direcao §; ¢ dado por: N

—(BIdE,) (10, m0)- (3.57)

Assim, para analisarmos apenas a quantidade deslocada em uma direcdo relacionada &
translagao, analisamos os termos que multiplicam os vetores de deslocamento rigido rela-
cionados & translagao.

Tomamos coordenadas normais na vizinhancga do corpo em torno de um ponto p, tal que
a origem corresponda ao centro de massa aproximado (@’ = 0). Nestas coordenadas, vetores
de Killing associados a translagoes e vetores de Killing associados a rotacoes sao, até a ordem
dominante em RL?, mutuamente ortogonais. Como escolhemos, na origem, normalizar os
vetores de Killing relacionados a translagao (equagao 2.117), se Ej é relacionado a translagao,
temos (até a ordem dominante) B;j; = 6;; (com j fixo). Assim, BY = §, de forma que o
corpo se desloca na direcao &; por:

—d&; (1a, ). (3.58)

Lembrando que:
~ 1 1
d . = d— o . = — Oéd -
£ m Ea,m (&) m Ea mad(&;)s

e usando a expresséo 2.119, temos:

d:c Adxl,  (3.59)

1
= m Z maal(&j)

2 .
d&;(Na> ms) Z madu(&)r (s — )| = —Ririj — > mazgngnp| . (3.60)
o o «
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onde o tensor de curvatura é calculado na origem.

No caso de uma variedade de dimensao 2, com dois vetores de Killing relacionados a
translacoes, &1 e &2, pelas relagoes expressas em 2.120, a quantidade transladada da direcao
de &1, 62, e na direcao de &, d22, sdo dadas por:

2
bt ===\ Y maxd (ngn — 1)z AS | R (3.61)

2
00 = = | 3 mara(man; = manp)e AS | R, (3.62)
(e}

onde R é a curvatura escalar do espago ambiente e AS é a area coordenada infinitesimal
englobada pelo lago.

3.4 Exemplos

Nos exemplos abaixo, realizaremos uma anélise detalhada de um corpo extenso em R?, S?
e T? = S x S' (toro imerso em R3). Este sistema, introduzido por J. E. Avron, trata-se de
um corpo de 3 massas puntiformes iguais, conectadas por duas linhas geodésicas de massa
desprezivel. Duas massas sao conectadas por uma geodésica enquanto a outra geodésica liga
a terceira massa & primeira geodésica formando um angulo de 90 graus. Vamos nos referir
a este corpo simplesmente por robd. As linhas que ligam uma massa & outra chamamos
bragos, nos referindo a cada segmento de geodésica entre a massa e o ponto de encontro
com a segunda linha por um braco. A linha que liga a terceira massa & primeira linha
chamamos de perna do robé. Rotulamos o ponto massivo da perna como massa 3, o ponto
massivo do braco que, seguindo a linha 2 até o ponto de encontro com a linha 1 a partir
da massa 3 fica a direita, rotulamos por massa 1 e ao ponto massivo & esquerda de massa
2. Tlustramos este corpo na figura 3.2.

Atribuimos ao nosso robd uma configuracdo bem especifica. O rob6 serd capaz de
realizar dois movimentos independentes apenas, o de esticar e encolher a perna e o de
esticar e encolher os bragos, de forma que o comprimento de um brago seja sempre igual
ao do outro. Analisaremos o comportamento deste sistema em trés espacos ambientes: R?
(curvatura nula), S? (curvatura positiva) e o toro S' x S (em sua regido de curvatura
negativa).

Nos exemplos abaixo vamos analisar o seguinte ciclo de deformacoes: esticar os bragos,
esticar a perna, encolher os bragos para seus comprimentos originais e, por fim, encolher a
perna para seu comprimento original. [lustramos este ciclo na figura 3.3.

3.4.1 Robd em R?

O primeiro passo para analisar a natacdo em R? é determinar o nosso espaco de con-
figuragoes M. Vamos tratar do plano real com sua métrica usual g;; = d;;. Com essa
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brago

perna 3

braco

Figura 3.2: Ilustracao do robo.

Figura 3.3: Tlustracao do ciclo realizado pelo robo.

métrica, R? é uma variedade riemanniana de curvatura nula. O grupo de isometrias de
R? & E(2), o grupo euclidiano, que consiste de translagoes e rotacdes em R2. A acdo de
E(2) sobre R? pode ser expressa por uma rotacio R € SO(2) seguida por uma translacio:
(z,y) = R-(x,y) +r, comr = (r1,r2) € R%. Esta acdo pode ser escrita na forma matricial
se representarmos elementos de R? pela matriz coluna (x,y,1)!. Com isso, um elemento
arbitrario de F(2) pode ser expresso da seguinte forma:

cos¢ sing 1]
—sing cos¢ ry |. (3.63)
0 0 1

Vemos que, na notacdo das secdes anteriores, temos neste caso: M = R? G = E(2)
e M = R? x R? x R2. Se g € E(2) e p = (p1,p2,p3) € M, a acao de E(2) sobre M
sertda p-g = (g7 - p1,g~t - p2,97 - p3). Se os 3 pontos massivos do nosso robd forem
coincidentes, qualquer rotacao em relagao ao ponto massivo nao altera a configuracao. Se
desconsiderarmos estes pontos de M . a acdo sera livre. Temos, assim, M = M \ F onde

E={z € M|G, # {e}} = {p € M|p1 = p> = ps}.
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Determinado M, vamos calcular a conexao. Para isso vamos determinar os vetores de
movimento rigido, suas 1-formas B-associadas e a matriz de Gram B;; dos campos vetoriais
de Killing. Se usarmos coordenadas cartesianas {z,y}, os vetores de Killing do plano sao:

0
= — 3.64
51 O ) ( )
relacionado a translagoes na direcao do eixo =,
0
= = 3.65
€2 8y ) ( )
relacionado a translagdes na dire¢ao do eixo y e, por fim,
0 0
- — y— 3.66

relacionado a rotagdes em relagdo a origem. Os vetores que descrevem os movimentos
rigidos sao, entao:

- 1,0 0 0

=T 3-+5— 3.67
§1 3(81’1 +8:1:2+8x3>’ ( )
— 1,0 0 0
=g+ +5 3.68
&2 3(3.@1 Y2 ays) (3.68)
e
- 1 0 0 0 0 0 0
=o\T15— — Y15~ Y25 = —Y37—)- 3.69
S = g g T g T2y, T R an, T ey Yo, (3.69)
As 1-formas associadas aos campos vetoriais de movimento rigido sio:
~ 1
&1 = g(d$1 + dxo + dx3), (3.70)
~ 1
§o = g(dyl + dya + dys), (3.71)
¢ 1
&3 = - (v1dyr — yrder + xadys — yadrs + x3dys — yadas). (3.72)

3

Para calcular a matriz de Gram dos vetores de movimento rigido segundo o produto
interno B, podemos, por exemplo, avaliar a expressao &; (& j) = B;;. Temos:

1 0 Ly + 2 +y3)
(Bij) = 0 1 %(371 + 2o 4 x3)
—3nt+yetys) 3@ t+artas) F(@P+yf+ad+y3+ad+43)
(3.73)
A sua inversa (B%) é também simétrica e, portanto, determinada por seus elementos abaixo:
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Bl — 9(=(1/9) (z1+wa+x3)°+1/3(z3+a3+x3+y7 +y3+y3))
2(z?+a3—zoxst+ai—z1 (T2+a3)+yI —y1Y2+Y2 —Y1y3—Yy2ys+y3)’

B2 — (z1+z2+z3)(y1+y2+ys))
(2(z3+a3—zaz3+ai—z1 (za+a3)+y; —v1ye+vs —y1y3—y2u3+y3))’
B3 — 3(y1+y2+ys)
2(z3+a3—zox3+ai—z1 (Ta+33)+y; —y1y2+v3 —y1Y3—y2y3+y3)
2 2 2 2 2 2 374
B22 — 3z +3x5+3x5+2y7 —2y1y2+2y5 —2y1y3 —2y2y3+2y3
2(x7 a3 —zows+ag—r1 (2+3)+yi —y1y2+y5 —y1y3—y2y3+y3)
B2 — _ 3(z1+z2+w3)

4 2(x?+a5—wow3+as—z1 (22 +9g3)+y% —y1y2+y5 —y1y3—y2y3+y3)’
B2° =

2(z3 a3 —woz3+x3—z1 (T2 +33)+yf —y1y2+ys —y1ys—yoy3+y3)

Determinamos, assim, a conexao, de acordo com a expressao 3.38:

w=—B¢, ®¢. (3.75)

Figura 3.4: Sistema de coordenada de R?/E(2).

Vamos agora escolher um sistema de coordenadas conveniente para o espago quociente
M/E, de forma que possamos expressar curvas no espaco dos formatos e levanta-las para
obter a natagdo como a holonomia destas curvas. Dados os trés pontos massivos do nosso
robo, tragamos uma reta que liga as massas 1 e 2, a qual chamamos eixo e;. Tragamos outra
reta que passa pela massa 3 e tangencia o eixo e; formando um angulo de 90°. Chamamos
esta reta de eixo ey e 0 ponto em que e; e ey se cruzam de origem O. A estas coordendas
atribuimos a orientacao usual de R? dando o sentido positivo de e; de forma que a massa 1
esteja sobre o semi-eixo positivo. Definimos entdo a coordenada ¢! como a funcao induzida
em M/E(2) pela funcao Zl, a distancia da massa 1 a origem O com sinal positivo se a
coordenada e; da massa 1 é positiva. Definimos a coordenada ¢? como a funcio induzida
em M /E(2) pela fungao ZQ, a distancia entre a massa 2 e a origem O com sinal positivo se
a coordenada e; da massa 2 é negativa. Por fim, definimos a coordenda ¢3 como a funcio
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induzida em M/E(2) pela funcdo £, a distancia entre a massa 3 e a origem O com sentido
positivo se a coordenada ey da massa 3 é positiva.

O conjunto de funcoes {¢*, ¢2 ¢3} forma um sistema de coordenadas para o aberto que
compreende o interior do seu quadrante positivo {(¢},¢%,¢3)|¢* > 0,02 > 0,£3 > 0}, que
é justamente onde nosso rob6 realiza seus movimentos. Neste sistema de coordenadas, o
ciclo de deformagao do nosso rob6 é dado pela curva:

(b+at,b+at,p) se 0 <t <1,
) b+abta,p+i(t—1)) sel <t<2,
() = (b+a—(t—2)a,b+a— (t—2)a,p+1) se2<t<3, (3.76)
(b,b,p+1—(t—3)l) se 3<t <4,
e 0s campos vetoriais tangentes a esta curva sao:
vy = aldp +adp se 0 <t <1,
vo =10p se 1 <t <2, (3.77)

—v se2<t<3,
—v9 se 3 <t <4,

Como sabemos qual é a conexao, podemos determinar o levantamento horizontal ¥ da
curva v da maneira descrita na subsegao 2.8. Escrevendo 7(t) = o(v(t)) - g(t), onde o ¢é
uma secao do fibrado principal e g(t) é uma curva no grupo estrutural com ¢(0) = e, a
equacao do levantamento para grupo de matrizes é (equagao 2.70):

9(t) = —A(¥()g(1), (3.78)

onde ¥(t) = v’ 88@- e ofw = A.

Consideremos a seguinte a se¢ao o definida no quadrante positivo do espago dos formatos
(aqui expressa, por simplicidade, diretamente em coordenadas):

a(0t, 02, 03) = (0,04,0,—02,03,0). (3.79)

Fazendo o pullback da conexdo por esta secdo, se escrevermos a conexao na forma w =
Yo wi ®&, obtemos A =5 A; ®&:

—3d3((01)2 + (02)%) + (de* — de?) (01 — £2)03 — 2d3(¢3)?

Ay =o0tw = 6((41)2 + 0102 + (£2)2 4 (£3)2) ’ (3.80)
Ao — o de3(0r — 02)03 — (A0t — de)(2((01)2 + 0162 + (£2)2) + 3(£3)?) 581
2 =0 W2 = 6((01)2 4 102 + (2)2 + (£3)2) ’ (3.81)
Ay = oty = LEL L) + (AL — i (3.52)

T2+ 0+ (P2 1 (B))
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Podemos agora calcular g(¢). Temos de 3.78:
Aw(t) (v1) =0, (3.83)

para 0 <t < 1. Logo %g(t) = 0 neste intervalo e, assim, g(¢) = e para o trecho 0 < ¢ < 1.
No préximo trecho temos

l
Ay (v2) = =381, (3.84)

para 1 < ¢ < 2. Neste intervalo de tempo, a agdao se d& por um grupo unidimensional
(abeliano), ja que a equagao diferencial acima é unidimensional. Desta forma, podemos
proceder como explicado na se¢ao 2.10, propondo a forma g(t) = e®(M&1 ¢ ysando a equacio
2.78 para determinar o « e, consequentemente, a curva em Iso(R?) que realiza o levanta-
mento.

Neste contexto, £ pode ser entendido como o gerador de transla¢ao na diregao 0/0x na
variedade ambiente, e a exponencial de «(t)&; seria a translacao de «(t) ao longo do eixo
. Uma outra maneira de entender a exponencial, neste caso, é como uma exponencial de
matriz. Existe um isomorfismo de algebas de Lie que relaciona £ com a matriz da algebra
de Lie de E(2), e(2):

0
0
0

O O O

0
1. (3.85)
0

A exponencial da matriz acima multiplicada por «(t) é:
10

01 at) |, (3.86)
00 1

que é justamente o elemento de E(2) relacionado a translagao por «(t) ao longo do eixo x.
Prosseguindo com os nossos célculos, temos:

d z
Zalt) = 5. (3.87)

com a condicao inicial g(1) = e, de onde segue que a(1) = 0. Obtemos, assim, a solugao:

alt) = é(t 1), (3.89)

para 1 <t < 2. Logo, g(t) = es (=D& para o intervalo 1 <t < 2.
Podemos, da mesma forma, determinar g(¢) no intervalo 2 < t < 3. Aplicando A ao
vetor velocidade da curva para este intervalo, —vq, temos:

Av(t)(_vl) = 0. (389)
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A condigao inicial é dada pelo trecho anterior:
l
g(2) = e3%1, (3.90)
A solucao da EDO para « é, obviamente, constante, e temos:
g(t) = e3%, (3.91)

para 2 <t < 3.
Finalmente, para 3 < ¢ < 4, aplicamos a conexao A ao vetor velocidade da curva neste
intervalo, —uvs:

l
A’y(t)(_/UQ) == g (392)

Analogamente ao caso 1 <t < 2, temos que resolver a equacao diferencial:

%a(t) _ —é, (3.93)
com as condic¢bes iniciais
9(3) = e, (3.94)
de onde segue que:
a(3) = é (3.95)
A solugao seré:
alt) = é(4 _ 1), (3.96)

para 3 <t < 4. Logo, g(t) = e5(U=D8  Desta forma, vemos que:

9(4) =e,

ou seja, a holonomia é nula. Nao observamos natacao em R2, como era de se esperar pela
discussao no inicio deste capitulo.
Levando em consideragdao que nossa acao se dé por

(p1:p2,03) -9 = (97 (1) 9~ (p2), 9~ " (p3)),
onde p1, p2, p3 € R2, o levantamento horizontal de ~ é:

+at0 —b— atp,O), se0<t<1
), b+a,—L(t—1),—b—a,p+ 2l(t —1),0), se 1 <t <2
b—l—a —t), —g,—b—a(3—t),p+%l,0), se2<t<3

(4—1t),b,—L(4—1t),~b,p+21(4—1),0), se3<t<4

(0,b

L

(1) = E% (3.97)
iy
3
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Note que, devido & simetria do robd, o grupo de isometria age nesta configuracao de
particulas apenas através de seu subgrupo abeliano gerado por £;. Desta forma, podemos
obter a holonomia integrando a curvatura da conexao, como explicado na segao 2.10, através
do teorema de Stokes. Antes disso, fagamos a seguinte mudanga de varidveis:

e=0" 402 s=0" -7 (3.98)
de forma que:
512638762:6;5 (3.99)

Nestas coordenadas, o movimento realizado se limita ao plano s = 0.

Nas coordenadas {e, s, £3}, a curvatura serd dada por® Q = fesde A ds + fosde A df3 +
fesds A d¢3. Como o movimento descrito pelo robo se da em s constante, ds = 0, e o
integrando se resumira a f.ysde Ad¢3. Calculando a curvatura usando a equacio estrutural,
temos que f,;3 = 0. Assim, o integrando é nulo, e nao observamos holonomia.

O resultado estéd em concordincia com o calculo que fizemos anteriormente. No entanto,
integrando diretamente a curvatura, obtemos a holonomia resultante das deformagoes, e
nao a expressao analitica da evolugao temporal do movimento, a qual obtemos com o
levantamento da curva que descreve o movimento no espago dos formatos.

3.4.2 Robd em S?

Para tratar do caso do nosso robd em S?, usaremos coordenadas esféricas {r,6,¢}. Aqui 0
é o angulo do vetor posicao com o eixo z, sendo § = 0 quando o raio for paralelo ao sentido
positivo do eixo z, e ¢ é o angulo entre a projegao do vetor raio no eixo xy e o semi-eixo
positivo de x, com valores positivos para rotacoes no sentido anti-horario quando olhamos
o plano zy da regiao em que z > 0 (figura 3.5). A métrica usual nessas coordenadas para

a esfera de raio r é: )

0=y 2 ) (3.100)

Vamos determinar o nosso espaco de configuracdes. Tomando S? mergulhado em R3,
S? = {(z,y,2)|z? + 9%+ 2% = r?}, o grupo de isometrias de S? ¢ SO(3). Segundo a notagao
das secoes anteriores, M = S%x S? x §2 e, dado u = (uy,ug2,us) € ]\7, a agao de s € SO(3)
sobre u & wu-s = (s (u1), s (ug), s (u3)). Quando tratamos de 3 particulas na esfera,
a acao descrita nao é livre apenas no caso em que as trés particulas coincidem, ou se duas
delas coincidirem e a outra estiver diametralmente oposta as duas primeiras na esfera. A
configuragao do nosso rob6 nao deve admitir nenhum ponto de M para o qual a agdo nao
¢ livre. Tirando todas as possiveis configuracoes desses casos, obtemos M.

5Até agora, quando tratamos de formas G valorizadas, utilizamos a forma a = >0 @ eq, onde e; é
um elemento de uma base de G. No entanto podemos, equivalentemente, escrever uma r-forma a como
a = Zi1<~-<ir figindx™ A--- Adz'", onde fi;...;, € uma fungdo G valorizada.

r
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Az

Figura 3.5: Parametrizagao da esfera.

Agora, para determinar a conexdo, vamos determinar quais sdo os vetores de desloca-
mento rigidos, as suas 1-formas B-associadas e a matriz BY. Os vetores de Killing da esfera,
sao [25]:

&1 = sin ¢y + cot 0 cos @0y, (3.101)

que esta relacionado a rotagoes sobre o eixo z,
§2 = — cos 0y + cot 0 sin p0y, (3.102)
que esté relacionado a rotagoes sobre o eixo y, e
3 = 0Oy, (3.103)

que esté relacionado a rotacgoes sobre o eixo z.
Os campos vetoriais que descrevem movimentos rigidos em M sao, desta forma:

&, = sin ¢109p, + cot 01 cos ¢10,, + sin ¢20y, +
cot 03 cos P20y, + sin ¢p309y, + cot 03 cos P30,,, (3.104)

€y = — cos 10y, + cot by sin ¢p10, — cos p20p, +
cot 02 sin p20y, — cos ¢30g, + cot O3 sin p304,, (3.105)

e, por fim,

53 = 8¢>1 + 8¢>2 + a¢>3' (3-106)
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As 1-formas associadas a estes campos vetorias sdo:

2
51 (sm ¢1df1 + sin 61 cos 01 cos p1dp1 + sin podbfs +
sin @5 cos 92 cos ¢odpa + sin p3dfs + sin O3 cos 05 cos Pp3dgs), (3.107)
& = g(— cos ¢1dfq + sin 01 cos 01 sin ¢p1dp1 — cos podby +
sin 05 cos 02 sin gpodpo — cos p3dfs + sin O3 cos O3 sin p3deps), (3.108)
© 2
€5 = (sm(91) doy + sin(62)%dgo + sin(03)2dep3). (3.109)

A matriz de Gram dos vetores de deslocamento rigido segundo o produto interno B,
(Bij), é simétrica e, portanto, determinada pelos elementos:

B = %(1 — cos(¢1)?sin(01)? + 1 — cos(¢p2)? sin(62)? + 1 — cos(¢3)? sin(63)?),

By = —%%(sin(%l) sin(61)? + sin(2¢2) sin(f2)? + sin(2¢3) sin(63)?),

B3 = %2§(s n(261) cos(¢1) + sin(262) cos(p2) + sin(2603) cos(¢s)), (3.110)
By = (1 —sin(¢1)?sin(61)? + 1 — sin(¢2)? sin(62)? + 1 — sin(¢3)? sin(63)?), '
Bas = %%( in(261) sin(¢1) + sin(2603) sin(¢2) + sin(263) sin(¢p3)),

Bsz = % (sin(6)? + sin(6a)? + sin(63)?).

Os elementos da inversa da matriz de Gram (B%) sdo muito extensos e seria um trabalho
pouco frutifero apresenta-los aqui. Logo, vamos omiti-los. No entanto, pode-se facilmente
inverter a matriz B;; acima usando algum software apropriado, como o Mathematica, por
exemplo.

Precisamos agora escolher um sistema de coordenadas para o espaco quociente M /SO(3)
(espago dos formatos). Para tanto, tragamos a geodésica que liga a massa 1 & massa 2. A
essa geodésica chamamos e;. Tragamos uma geodésica que passa pela massa 3 e que cruza
e1 formando um angulo de 90°. A essa geodésica chamamos es. €1 € eo se encontram em 2
pontos diametralmente opostos. Ao ponto de encontro entre e; e es mais proximo da massa
1 chamamos a origem O, e ao mais distante chamamos O’. Ao meridiano que liga O e O’
no qual se encontra a massa 1, chamamos ej1, e ao seu meridiano complementar, e;_. A
partir de ej4 se rodarmos a esfera 90° no eixo OO’ no sentido anti-horario olhando a esfera
para o ponto O, chegamos ao meridiano de ez que chamaremos es;, e a seu meridiano
complementar chamaremos es_. A figura 3.6 ilustra tal construgao.

A coordenada ¢! serd a fungdo induzida em M /SO(3) pela funcio Zl, que é a distancia
da massa 1 & origem O, sempre com sinal positivo. A coordenada £? sera a funcao induzida
em M /SO(3) pela fungdo £°, que é a distancia da massa 2 & origem com o sinal negativo se
ela estiver no mesmo meridiano e;4 e com sinal positivo se no meridiano e;_. A coordenada
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Figura 3.6: Sistema de coordenadas de M /SO(3).

3 sera a funcao induzida em M /SO(3) pela funcio 23, que ¢ a distancia entre O e a massa
3, com sinal positivo se a massa 3 estiver sobre es, e com sinal negativo se a massa estiver
no seu meridiano complementar de es, es_.

Desta forma definimos um sistema de coordenadas bastante conveniente para o aberto
U= {42,030 < 0t < (7r)/2,0 < 2 < (71)/2,0 < 3 < (7r)/2}, que é onde nosso
robo realiza seus movimentos. A curva que descreve o ciclo de deformagoes do rob6 nessas
coordenadas é:

(b+at,b+at,p) se 0 <t <1,
(b+a,b+a,p+l(t—1)) sel <t<2
(

() = b+a—(t—2)a,b+a—(t—2)a,p+1) se2 <t <3, (3.111)
(b,b,p+1—(t—3)l) se 3 <t <4,
com vetor velocidade dado por:
v1 = alp + adp se 0 <t <1,
ve =10p se 1 <t <2,
—v1 se 2 <t <3, (3.112)
—v9 se 3 <t <4,
Definamos ainda a secao
0 Iz Iz
o203y = - 0,4 0,7 0, (3.113)

2 7 2 r 27
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que sera usada para obter o levantamento horizontal ¥(¢) = o (y(¢))g(t) de v(t). Escrevendo
a conexao como w = E?:l w; ® &;, temos imediatamente que

o*w; = fi/Qi, i =1,2,3, (sem soma em i),

onde:
fi= 2(d£3(5+cos(2—€3))(sin(2—€1)—sin(2—€2))—(dél—d€2)(4+cos(2—€1)—|—cos(2—€2)) Sin(%)),
r r r r r r
(3.114)
3 1 2 1 2
Q1=r(—(5+ cos(%))(sin(%) — sim(%))2 +2(1+4 cos(é)2 + cos(é)Q) X
203 20! 202 203 203

x(—(5+ COS(T))(—?) + COS(T) + COS(T) + COS(T)) - sin(7)2)), (3.115)

fo = 2((d0* — d€2)(cos(2fl) + Cos(2f2) +2(=5+ COS(M))) +
+(det — de*) (4 + cos(2fl) + cos(252)) cos(2f3) +
1 2 3
+d€3(sin(%) - sin(%))sin(%)), (3.116)
3 1 2 1 2
Q2=r(—5+ Cos(%))(sin(%) — Sim(%))2 +2(1+ cos(%)2 + cos(é)2) X
3 1 2 3 3
x(—=(5+ cos(%))(—?) + cos(%) + COS(%) + cos(%)) — sin(%)Q)), (3.117)
f3 = 2(df*(—14 + 5cos(2f1) + 5cos(2f2) +(2+ cos(zfl) + 005(2,,,62)) X
3 1 2 3
X cos(%)) + (de* — dé%(sin(%) - sin(%)) sin(%)) (3.118)
3 1 1 1 2
Qs=r(—-5+ cos(%))(sin(%) - sin(%))2 +2(1+ cos(é)2 + cos(é)z) X
3 1 2 3 3
x(—(5+ cos(%))(—3 + COS(%) + COS(%) + COS(%)) — sin(%f)). (3.119)

Resta-nos determinar a curva g(t) em SO(3) através da EDO 2.70. Procedendo como
no exemplo anterior, e denotando novamente A = o*w, obtemos

Ay (v1) =0, (3.120)
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para 0 <t < 1. Logo:
d

Com a condigao inicial g(0) = e, a solugdo da EDO é g(t) = e, para 0 < t < 1. Para o
intervalo 1 <t < 2, temos

l
A'Y(t)(vz) = _T(2—|—COS(2(a+b)))€3‘ (3122)

Neste intervalo de tempo, a a¢ao se da por um grupo unidimensional (abeliano), ja que
a equacao diferencial é unidimensional. Desta forma, podemos proceder como explicado na
se¢ao 2.10, propondo a forma g(t) = e®®)& ¢ usando a equacao 2.78 para determinar o «
e, consequentemente, a curva no grupo de isometrias que realiza o levantamento.

Neste contexto, £3 pode ser entendido como o gerador de rotacao da esfera em relagao
ao eixo z, e a exponencial de «(t)&s seria a rotagao pelo angulo «(t) em relagao ao eixo
z. Uma outra maneira de entender a exponencial, neste caso, é como uma exponencial de
matriz. Existe um isomorfismo de algebas de Lie que relaciona &3 com a matriz da algebra

de Lie de SO(3), so(3):

0
-1

0
0. (3.123)
0 0

O O =

A exponencial da matriz acima multiplicada por «a(t) é:

cos(a(t)) sin(a(t)) O
—sin(a(t)) cos(a(t)) 0 |, (3.124)
0 0 1

que é justamente o elemento de SO(3) relacionado a rotagao pelo dngulo «(t) em relagao
ao eixo z.
A equagao diferencial que determina «(t) neste trecho é:

d l
%a(t) N r(2+4 Cos(Q(“‘H’) ) ’ (3.125)

T

com condigao inicial dada por g(1) = e, de onde segue que a(1) = 0. A solugao desta EDO
é:
l
at) = (t—1), (3.126)
r(2+4 COS(M))

para 1 <t < 2, de onde temos g(t) = exp (t—1)&3].

Y S
T(2+COS(M))
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Para determinarmos a equagao diferencial de g(t), no intervalo 2 < t < 3, aplicamos a
conexao no vetor velocidade de ~:

A*y(t)(_vl) = 0. (3127)
Logo,
Loy =0 (3.128)
dtg - 9 .

e assim g(t) é constante para 2 <t < 3.
Finalmente, para determinarmos a equagao diferencial de g(¢) no intervalo 3 < t < 4,
aplicamos a conexao no vetor velocidade de  neste intervalo:

Ay (—v2) = Mf& (3.129)

Obtemos, portanto, a seguinte equagao para «:

d l
—at)=————5—, 3.130
dt ®) r(2+ COS(%b)) ( )
com a condigao inicial:
l
3) = . (3.131)
r(2 + cos(2ethly)
A solugao desta equacgao diferencial com condigao inicial sera:
at) = —;(t -3)+ ! (3.132)
r(2+cos(27b)) T(2+COS(M))‘ _
Observamos, assim, que g(4) se trata de uma rotacao sobre o eixo z pelo angulo:
l l
- + . (3.133)

r(2 + COS(QTb)) (2 + 003(2(a+b)))

-
A agdo de s € Iso(S?) sobre u € M é: u-s = (s~ (u1),s 1 (u2),s 1 (u3)). Logo observamos,
ao final do ciclo de deformagoes, um movimento rigido dado pela adi¢do na coordenada ¢

do angulo:

l l
r(2+ cos(%)) B r(2+ COS(Q(Q—H)))). (3.134)

r

Ou seja, observa-se o efeito swimming. Observe também que o angulo resultante é negativo
jaque m/2 > (a+0b)/r >b/r > 0.

Novamente, devido & simetria deste exemplo, o grupo de isometria age aqui através
de seu subgrupo abeliano gerado por £3. Assim, como explicado na segdo 2.10, podemos
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novamente usar o teorema de Stokes e obter a holonomia através da integragao da curvatura
na area determinada pelo laco das deformagoes. Consideremos novamente a transformagao
de coordenadas:

e=0" 402 s=10" -2 (3.135)
de forma que:
1 e+s o €e—s
= = .1
l 5 4 5 (3.136)

Nestas coordenadas, o movimento realizado se limita ao plano s = 0. A curvatura, sendo
uma 2-forma, pode ser escrita como Q = feode A ds + fosde A dl3 + fosds A df3. Como
o movimento descrito pelo robd se d4 em s constante, ds = 0, o integrando se resumira a
fopsde A df3. Calculando a curvatura usando a equacdo estrutural, temos que:
3 e
fp = ———0G) (3.137)
72 (2 + cos(%))

Integrando o coeficiente da forma sobre a area A determinada pelo lago da deformacao,
temos que:

f d 3 ' 5 P+l 5 2(b+a) B Sin(%)
pdend = | fosded?® = | de de 2. (13s)
A A P 2 r2 (2 + cos(£))

O resultado da integral acima é:

l l

. . (3.139)
r(2+ cos(%)) r(2 + cos(Q(a:b) ))
Pela equagao 2.82, temos, entdo, que g(4) = exp([—T(2+C(l)S(27b)) + r(2+cos(12(“+b)))]£3)’ a agao
resulta na rotagao em relagao a z pelo angulo r(2+C(l)s(2b)) ~rer (l2<a+b> 58 Este é exatamente
- r(2+cos( =22

r

o resultado que obtivemos com o calculo que fizemos anteriormente. No entanto, observamos
novamente que, integrando diretamente a curvatura, obtemos a holonomia resultante das
deformagoes e nao a expressao analitica da evolucao temporal do movimento.

3.4.3 Robod no Toro

Para parametrizar o toro, usaremos duas coordenadas angulares {6, ¢} com os raios maior
e menor fixos a e b. 6 é o dngulo entre o raio a e o semi-eixo positivo de x no plano xy,
com valores positivos para rotagoes no sentido anti-horario, quando olhamos o plano xy da
regido em que z > 0. ¢ é o angulo do raio b com o raio a, sendo ¢ = 0 quando o raio b
for paralelo ao raio a com sentidos opostos e o sentido positivo de ¢ é o das rotagoes no
sentido horario quando tomamos a secao do toro sobre o plano xz e olhamos para o circulo
no semi-eixo positivo de & de uma regiao de y < 0.
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‘<V

Figura 3.7: Parametrizagao do toro.

A métrica de acordo com essa parametrizacao é:

( (“_b305¢)2 b02 ) (3.140)

O primeiro passo para a analise do nosso robd no toro, que denotamos por 72 = S x 1,
¢ determinar M. Enxergando o toro mergulhado em R3, seu grupo de isometrias sera
o grupo de rotagoes sobre o eixo z, que denotaremos por R.. Temos entao, segundo a
notagao das segoes anteriores, M = Tz,f\]yl =T?xT?xT?e G =R, SescR,e
u = (u1,u2,u3) € M, a acio de R, em M se da por u-s = (s~ (u1),s H(ua),s 1 (us)).
Essa agao é livre em M e, portanto, M =1M.

Determinado M, devemos obter a conexao do nosso fibrado R, --- M — M/ R.. Para
isto vamos determinar os vetores de movimentos rigidos, suas 1-formas B-associadas e a
matriz B;;. O tnico vetor de Killing do toro é:

&1 = 0p, (3.141)

e, portanto, o campo vetorial que descreve movimento rigido em M é:
&1 = 0o, + Op, + Op,.- (3.142)
A 1-forma associada & esse vetor é

€1 = (a — beos ¢1)%dly + (a — beos ¢2)2dy + (a — beos ¢s)>dbs. (3.143)
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A nossa matriz de Gram neste caso é apenas um numero dado por:
B = (a —bcos ¢1)? + (a — beos ¢z)? + (a — beos ¢3)2.

A matriz inversa é, entao, simplesmente:

1
(@ —bcos1)?+ (a—bcosp2)? + (a — beos ¢3)?”

11 -1
B =By =

Assim, a conexao ¢ dada por:

_ (a—bcos¢)?db; + (a — beos ¢2)2dby + (a — beos ¢3)dbs
N (a—bcos$1)? + (a — beos ¢p2)? + (a — beos ¢3)?

Figura 3.8: Sistema de coordenadas de M /R,.

® &,

(3.144)

(3.145)

(3.146)

Agora escolhemos um sistema de coordenadas conveniente para o nosso problema.
Primeiro tracamos a geodésica entre a massa 1 e a massa 2. Chamamos essa geodésica
de e;. Tragamos entao a geodésica que passa pela massa 3 e cruza e; em um angulo de 90°.
Denotamos esta geodésica por ea. O ponto em que e; e ez se cruzam chamamos de origem
0. O segmento da geodésica que comecga na origem e segue a curva na qual se encontra
a massa 1, chamamos e;;. O segmento complementar da geodésica chamamos ej_. Se
tomarmos um vetor tangente a geodésica e; que aponta para e, olhando de fora do toro,
se rodarmos o vetor velocidade em 90° no sentido anti-horario, obteremos o vetor velocidade
da curva geodésica ey que aponta para o segmento ezy. Cada segmento da geodésica eo

comeca na origem e parte em uma das duas diregoes possiveis.
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A coordenada ¢! sera a funcio induzida em M /R, pela funcio Zl, que é a distancia
entre a massa 1 e a origem, sempre com sinal positivo. A coordenada ¢? sera a funcdo
induzida em M /R, pela funcio EZ, que ¢é a distancia entre a massa 2 e a origem, com sinal
positivo se a massa 2 estiver em ej_, e com sinal negativo se em e;,. A coordenada 3 sera,
a fun¢do induzida em M /R, pela funcao Z3, que ¢é a distancia entre a massa 3 e a origem,
com sinal positivo se a massa 3 estiver em esy, ou com sinal negativo caso a massa 3 esteja
sobre ey (figura 3.8).

Estas fungoes sdo um sistema de coordenadas sobre o aberto U = {(¢!,¢2,£3)]0 < ¢! <
br,0 < £2 < br,0 < £3 < ar}, que é onde nosso robo realiza seus movimentos. Nessas
coordenadas a curva que descreve o ciclo de deformagoes do nosso robo é:

(m+rt,m+rt,p) se 0 <t <1
) (m4+rm4rp+i(t—1)sel <t <2
() = (m4+r—(t—=2)rrm+r—(t—2)r,p+1)se2<t<3’ (3.147)
(b,b,p+1—(t—3)]) se3<t<4
e o campo vetorial tangente a curva sera:
v =10pn +10p2 se 0 <t <1
=10y <
v =10p se 1 <t <2 (3.148)

—v1 8¢2<t<3
—vg s5e3<t<4

Para o levantamento 5 da curva v propomos a forma 7(t) = o(y(t))g(t), com o uma
se¢ao do aberto V para o espago das configuragdes M, e ¢(t) uma curva em R,, com
g(0) = e. Definimos a segdo ¢ que usaremos para o levantamento:

L9 s El £2 ZS
£, 0%0°) = (0,—,0, ——, ——,0). 3.149
O’( Y Y ) ( ? b » b ’ a — b’ ) ( )
Se denotarmos o pullback da conexao segundo essa se¢do A = o*w, temos:
— b)de?
A=— (a—") . (3.150)

(a—0)%+ (a—bcos(5))2 + (a — beos(5))?

Como o grupo R, é unidimensional (abeliano), podemos proceder como descrito na segao
2.10 e descrever a curva g(t) em R, envolvida no levantamento horizontal por g(t) = e®*®é1,
de forma que o trabalho de resolver as equacoes diferenciais se resuma a resolver a equagao
2.78 para a (EDO em R).

Neste contexto, & pode ser entendido como o gerador de rotagao da esfera em relagao
ao eixo z, e a exponencial de a(t){3 seria a rotagao pelo angulo a(t) em relagdo ao eixo
z. Uma outra maneira de entender a exponencial, neste caso, ¢ como uma exponencial de
matriz. Existe um isomorfismo de algebas de Lie que relaciona & com a matriz da dlgebra
de Lie de R,:
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10
-10 0 |. (3.151)
0 0

cos(a(t)) sin(a(t)) 0
—sin(a(t)) cos(a(t)) 0 |, (3.152)
0 0 1

que ¢é justamente o elemento de R, relacionado a rotagao pelo angulo a(t) em relagdo ao
eixo z.

Para determinarmos a equagao diferencial de g(¢) no intervalo 0 < ¢ < 1, aplicamos a
conexao A no vetor velocidade de 7y, que neste intervalo é v;. Temos:

Ayy(v1) = 0. (3.153)
A equagao diferencial é, entao:
i (t)=0 (3.154)
dtg =Y, .

com a condigao inicial g(0) = e. A curva ¢, portanto, constante: g(t) = e, para 0 <t < 1.
Para determinarmos a equacao diferencial de g(¢) no intervalo 2 < t < 3, aplicamos a
conexao no vetor velocidade de . Temos:

(a —b)l
a—b)? +2(a — beos(™H))

Ay (v2) = 1 S61 (3.155)

A equacao diferencial para «a(t) que obtemos fica, entdo:

d . (a — b)l

%a(t) ~ (a—1b)2+2(a — beos(5T))2

(3.156)

Da condigao inicial dada pelo trecho anterior, g(1) = e, obtemos (1) = 0. A solucao da
equacao diferencial para este valor inicial é:

B (a —0b)l B
alt) = (a—b)2 +2(a — beos("4"))? =1, (3:157)
para 1 <t < 2. Logo,
B (a —b)l
9(t) = eap (a—b)?+2(a— bcos(mz—yw))2 =D&, (3.158)
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para 1 <t < 2.
Para determinarmos a equacgao diferencial de g(¢) no intervalo 2 < t < 3, aplicamos a
conexao no vetor velocidade de v neste intervalo. Temos:

Ay (=v1) = 0. (3.159)
Logo:
4oy =0 (3.160)
dtg - 9 .

para 2 <t < 3. A solugdo é constante neste intervalo e , portanto,

(a —b)l
a—b)? +2(a — beos(™H))

g(t) = exp ( 5&1 (3.161)
para 2 <t < 3.

Para determinarmos a equacao diferencial de g(t) em 3 < ¢t < 4, aplicamos a conexao
no vetor velocidade de v neste intervalo. Temos:

B (a —b)l
A’y(t)(_UZ) = (a—b)2+2(a— beos(%))

5 3. (3.162)

Obtemos a equagao diferencial:

d (a — b)l

"= (a—b)%+2(a—beos(}))?’ (3.163)

_ (a—b)l
(a—b)2+42(a—bcos( mT-H" )

A condi¢ao inicial é dada pelo trecho anterior «(3) 5, € a solugao

da equagao diferencial é:

(a —b)l (a —b)l
t)=— t—3 , 3.164
a(t) (a—b)2+2(a—bcos(%))2( )+ (a—b)2 +2(a — beos(4"))? ( )
para 3 <t <4, de forma que:
_ (a—b)l _ (a—b)l
g(t) — e (afb)2+2(a—bcos(%))2 (t 3)+(a—b)2+2(a—bcos(mT+T))2 &1 . (3165)

Observamos que g(4) é a isometria que descreve uma rotagao no eixo z pelo angulo:

(a —b)l (a —b)l
(e = )2 +2(a - beos())? a2 bcos(TT))2” (3.166)
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Mas como a agdo de s € R, sobre u € M é u-s = (s 1(u1),s *(uz2),s '(u3)). Obser-
vamos um movimento resultante do nosso robo, ao final do ciclo de deformacao, que que
corresponde a uma rotagao no eixo z por um angulo de:

(a—b)l _ (a —b)l
(a—b)2+2(a—bcos(F))?  (a—0b)%+2(a—beos(™F))?

(3.167)

Ou seja, observa-se o efeito swimming. Queremos um ciclo dentro dos limites 7/2 > (m +
r)/b > m/b > 0, desta forma o angulo resultante do ciclo de deformagbes na regiao de
curvatura negativa do toro é positivo, ao contrario do caso do S?, de curvatura positiva,
em relacao ao mesmo ciclo de deformagoes.

Estamos tratando com um problema cujo grupo de isometrias que age na nossa con-
figuracdo é unidimensional. Vamos, como nos exemplos anteriores (e como explicado na
se¢ao 2.10), usar o teorema de Stokes para obter a holonomia através da integracao direta
da curvatura. O elemento g = e®¢! serd a rotacdo em relacio ao eixo z pelo angulo a.
Faremos a mesma transformacao de varidveis dos exemplos anteriores:

e=0 402 s=10— 12 (3.168)
de forma que:
512628,62:6;5 (3.169)

Para este exemplo, novamente, o movimento realizado se limita ao plano s = 0.

Nas coordenadas {e, s, £3}, a curvatura serd dada por Q = (fesde A ds + fosde A df3 +
fozds A df3). Como o movimento descrito pelo rob6 se da em s constante, ds = 0, e, inte-
grando a 2-forma associada & curvatura, o integrando se resumira a f.ssde Ad¢3. Calculando
a curvatura pela equacao estrutural, temos que:

e 3 &
= 2(a — b)(a — beos|4;]) Sm[?b]&. (3.170)
(a —b)% 4+ 2(a — bcos|s7])?

Integrando o termo f.s da forma sobre a drea A determinada pelo laco da deformacao,

temos que:
P 2(m+r) 2(a — b)(a — beos[£]) sin[£]
edAdégz/edd€3:/ d€3/ d( 2 2b>.
/4fe3 ‘ Afzs ‘ » om ‘ (a—b)2—|—2(a—bcos[2eb])(2 |
3.171
O resultado da integral acima é:
(a —b)l (a —b)l
— . 3.172
(a—b)2+2(a—bcos())?  (a—0b)%+2(a—beos(™41))? ( )
Pela equagao 2.82, temos, entao, que:
a—b)l a—b)l
a9 — ). (3173

9(4) = exp([~ (a—b)*+2(a—beos(’))*  (a—b)?+2(a—beos(™5T))?
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Desta forma, a a¢ao de g(4) resulta em uma rotagdo em relagao a z pelo angulo

(a — )l (a—0b)l

(a—b)2+2(a—bcos(F))?  (a—0b)%2+2(a—beos(™))?

Este é exatamente o resultado que obtivemos com o calculo que fizemos anteriormente. No
entanto, integrando diretamente a curvatura, obtemos a holonomia resultante das defor-
magoes, e nao a expresao analitica da fungao temporal do movimento, a qual obtemos com
o levantamento da curva que descreve o movimento no espacgo dos formatos.

Resolvemos, assim, trés exemplos de natacdo em espagos curvos como a holonomia
de uma curva fechada no espaco dos formatos do nosso corpo. Um exemplo do nosso
tratamento para natacao em espacos curvos em RQ, de curvatura nula, um exemplo em
5?2, cuja curvatura é positiva, e na regido do toro de curvatura negativa. Observamos que
no plano, de curvatura nula, ndo héa translagoes resultantes de forcas internas, como ja
previsto pela mecéanica classica. No caso do S?, realizamos um ciclo de deformacoes para
o qual observamos um deslocamento resultante na coordenada ¢ em seu sentido negativo.
Realizamos um ciclo semelhante, na regiao de curvatura negativa do toro, e observamos um
deslocamento resultante contrario ao do S2, no sentido positivo da coordenada que expressa
o angulo no plano zy.
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Capitulo 4

Conclusao

Em 2003, Wisdom descobriu um novo fenémeno para corpos quase-rigidos compostos por
massas puntiformes em espagos-tempos curvos: o efeito da natagdo. Ele previu que, em
espagos-tempos curvos, um corpo quase-rigido realizaria movimentos relacionados com
traslagoes devido exclusivamente a ciclos de deformagoes gerados por forgas internas do
corpo. Esta natacao é bem diferente da natagao usual, que consiste em empurrar o fluido
no sentido contrario ao movimento fazendo uso da forca de reagdo. A natacdo em espagos
curvos é um movimento gerado por forcas internas. Ela nao depende da velocidade que os
ciclos de deformagoes sao realizados, mas apenas dos ciclos em si. Logo, este é um fendémeno
de fase geométrica. Em 2006, Avron e Kenneth apresentaram um modelo para a natagao
em espacos curvos. Este modelo trata de corpos compostos por um conjunto de massas
puntiformes arbitrario, que realizam movimentos nao relativisticos em uma variedade es-
tatica arbitraria. Avron e Kenneth obtiveram uma expressao para a natagao gerada por
um ciclo de deformagoes infinitesimal e, para o caso de corpos pequenos, relacionaram a
natacao obtida por um ciclo infinitesimal de deformacoes a curvatura do espago ambiente.
Em nosso trabalho, seguimos os moldes do modelo estabelecido por Avron e Kenneth para
buscar uma nova formulacao para a natacao, em termos de fibrados principais e conexoes,
propria de fendmenos de fases geométricas.

Introduzimos no capitulo 2 os conceitos béasicos para o desenvolvimento do nosso tra-
balho. Apresentamos a teoria dos grupos de Lie e suas dlgebras de Lie associadas, partindo
de uma introduc¢ao dos conceitos de campos de vetores e dos colchetes de Lie. Exploramos
um pouco mais a fundo as idéias geométricas envolvidas no conceito de colchetes de Lie de
campos de vetores. Trabalhamos com o conceito de agoes de grupos de Lie em variedades
diferencidveis, um conceito fundamental para a compreensao do formalismo de de fibrados
principais. Introduzimos o teorema da orbita principal, que foi um conceito central no
desenvolvimento do nosso trabalho. Tratamos de formas diferenciais, estrutura por tras do
conceito de conexao. Apresentamos, entdo, os conceitos de fibrados principais, conexoes e
holonomia, introduzindo o formalismo que usamos para descrever a natacao. Para tratar dos
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espagos curvos, ambiente dos corpos que realizam a natagao, introduzimos os conceitos basi-
cos de geometria riemanniana. Definimos e exploramos algumas propriedades relevantes da
métrica riemanniana, conexoes afins, transporte paralelo e geodésicas, da conexao rieman-
niana e da curvatura. Tratamos dos conceitos de isometrias de uma variedade rimenanniana
e de seus vetores de Killing, estrutura que usamos para descrever os movimentos rigidos
dos corpos em espacos curvos. Por fim, exploramos algumas propriedades de grupos de
transformagdes em que a variedade é riemanniana e o grupo de Lie seu grupo de isometrias.
Mostramos que a agao que descreve movimentos rigidos no espago de configuragoes é uma
agao propria e apresentamos ainda o teorema 2.13.1, que usamos para definir o fibrado
G---M— M/G.

No capitulo 3, definimos de maneira precisa movimentos rigidos e deformagées de um
corpo em um espago curvo, e descrevemos o que significa a natagdo em espago curvo.
Mostramos, através do teorema da érbita principal, que restringindo adequadamente M =
M x --- x M, restricio que denotamos M, obtemos o fibrado principal G---M — M/G.
Desenvolvemos o tratamento geométrico da natagao, descrevendo-a como a holonomia do
levantamento horizontal de curvas fechadas no espago dos formatos do corpo, M/G. Ob-
tivemos uma expressao para a natagao por pequenas deformacoes, que relacionamos com
a curvatura da conexao. Por fim, resolvemos exemplos, usando o formalismo de fibrados e
conexoes, de um rob6 de trés massas puntiformes em espagos bidimensionais. Para mostrar
a influéncia da curvatura do espago ambiente no movimento, resolvemos o problema do
robd em um espaco de curvatura nula, R?, em um espaco de curvatura positiva, S2, e na
regido de curvatura negativa do toro 72 = S! x S1.

Destacamos que, com o uso do formalismo proprio de fases geométricas, obtivemos uma
maneira sistematizada de calcular a natacao de corpos que desenvolvem ciclos de defor-
magoes arbitréirios, e de obter analiticamente a fungao temporal da configuracao do corpo,
0 que nos proporciona um entendimento completo da dindmica do movimento. Esta siste-
matizagdo vem a ser uma ferramenta importante no estudo do efeito da natacao para corpos
que realizam ciclos de deformagoes mais complexos, como para deformagoes assimétricas.

Podemos apontar ao menos duas diregoes que os trabalhos futuros que utilizem o for-
malismo de fibrados e conexdes para a descricdo da natagdo podem seguir. O primeiro,
como ja dissemos, é o estudo da natacdo gerada por ciclos complexos de deformagoes,
em especial as assimétricas, que sao descritas pela acdo de um subgrupo nao-abeliano no
espaco das configuragoes. Outra possibilidade de trabalho que pode se beneficiar com a
utilizagao do formalismo de fibrados e conexoes é o estudo da natacao gerada por ciclos de
deformagoes extensos no contexto nao-abeliano, particularmente em espacos ambientes nao
simplesmente conexos.
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