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INTRODUÇÃO 

A questão de existência de imersões mfnimas tem sido muito 

focalizada pela geometria diferencial. Nesta monografia nos dispomos 

a estudar este problema em variedades riemannianas compactas para o 

caso da esfera de Riemann, de acordo com os trabalhos publicados de 

Sacks-Uhlenbeck em [11] e Micallef-Moore em [6] , onde encontramos 

uma ampla análise tanto de existência e regularidade dessas imersões 

quanto de aplicações dos resultados lá obtidos. 

Sejam M uma super·ffcie compacta orientável com uma estrutura 

conforme e N uma variedade riem'lnniana sem bordo de dimensão maior ou 

igual a dois. Pelo teorema de Nash podemos considerar N mergulhada 

isometricamente em IRk para algum k. Assumiremos que M tem uma métrica 

riemanniana compatfvel com sua estrutura conforme e que essa métrica 

induz uma medida dJ.L em M. 

Seja Q =L 2(M,N) n C0 (M,N) o espaço das aplicações continuas 
1 1 

f:M~ N cuja a primeira derivada distribucional está 

Definimos neste espaço o funcional energia E:Q --t IR tal que: 
1 

E(f) = fMjdfj2dJ.L 

• 

em 

Chamamos de harmônicas as aplicações de Q que são pontos 
1 

crfticos desse funcional energia. 

No caso em que M é a esfera de Riemann S
2 

já sabemos que as 

imersões harmônicas são imersões mfnimas. Assim para estudarmos as 

imersões mfnimas de M em N, é suficiente investigar os pontos 

crfticos do funcional energia. 



Apesar da f01·ma simples do funcional energia não é viável 

usa-lo diretamente para resolvermos o problema, pois de imediato 

-
ter1amos um obstáculo natural que seria o de não podermos usar a 

teoria de pontos criticas uma vez que não podemos afirmar se o 

dominio deste funcional tem uma estrutura diferenciável. Para 

contornar esta dificuldade entre outras, fazemos uma pertubação no 

funcional energia, definindo o funcional <X-l/l-energia que denotaremos 

E 
<X,l/1. 

E«,l/J(f) = JMO+Idfl
2

l«dJ.L + JM(f.l/J)dJ.L 

onde feL2«(M,N), a.>l, l/JeL1(M,IRk) e o ponto no segundo termo 
1 

representa o k produto interno usual de IR . 

Cumpre, naturalmente observar que para «=1 e 1/1=0 temos o 

funcional energia, isto é, 

E (f) = volume(M) + E(f) 
1,0 

O funcional E ,,, é do ponto de vista anaHtico, um instrumento a,, 

mais adequado ao estudo dos pontos criticas de E que estamos 

. interessados, pois em primeiro lugar seu dominio L 2<X(M,N) tem uma 
1 

estrutra de variedade de dimensão infinita modelada em um espaço de 

Banach, em segundo lugar o funcional E ,,, satisfaz a condição de 
<X,, 

Palais-Smale (condição-C) que nos permitir usar a teoria de Morse 

para garantirmos que ele possui um ponto critico. 

No primeiro capitulo deste trabalho nós fazemos os cálculos 

básicos sobre o funcional E ,, de suas primeira e segunda variação, 
<X,, 

bem corno provamos que ele satisfaz a condição C. 

No segundo capitulo formalizamos a prova da existência de 

pontos criticas f de 
<X,l/1 

E e «,1/1 detalhamos a verificação da 



regularidade destes pontos crfticos. Na última seção deste capitulo 

mostramos um dos teoremas principais deste trabalho a saber: 

Dada uma variedade compacta, simplesmente conexa N°, e k o 

menor inteiro tal que rr (N)~O. Então existe uma aplicação harmônica 
k 

não constante f:S
2 
~ N de Indice ~ k-2. 

Estudamos a regularidade dos pontos criticas usando a técnica 

clássica da análise empregada por C.B. Morrey em [8) que consiste em 

interpretar a questão do ponto de vista meramente variacional. 

Precisamos ressaltar que na seção 2.1 do segundo capitulo onde 

tratamos da regularidade dos pontos crlticos do funcional E ,,, foi a,., 
inevitável a sobrecarga da notação devido ao próprio tratamento dado 

ao problema. 

No terceito capitulo usamos o teorema supra-citado para mostrar 

que uma variedade compacta, simplesmente conexa com dimensão ~ 4 e 

satisfazendo a condição de "curvatura positiva sobre bi-planos 

totalmente isotrópicos" é homeomorfa a uma esfera. Esta condição, a 

ser definida oportunamente, generaliza como veremos outras condições 

sobre curvatura já bem conhecidas e por conseguinte o teorema 

generaliza outros 
~ 

resultados tais como o teorema da esfera de 

Berger-Klingenberg-Rauch-Toponogov no caso de dimensão ~ 4, e o fato 

de toda variedade compacta simplesmente conexa com operador curvatura 

positiva ser homeomorfa a uma esfera. 



CAPrTULO 

O FUNCIONAL ENERGIA PERTURBADO 

1.1. Preliminares 

Neste capitulo vamos estudar alguns aspectos do funcional 

ex-energia perturbado que será. uma ferramenta importante para 

resoluçaõ da questão da existência e regularidade de esferas 

harmônicas. 

Faremos nesta seção uma apresentação de alguns fatos básicos 

sobre os quais apoiar-se-á. o restante do capitulo. 

Sejam M e N variedades riemannianas de dimensões m e n 

respectivamente, sendo N subvariedade mergulhada em IRk. 

Designamos por 71 o fibrado vetorial trivial sobre M cujo espaço 

total é M:xRk e por t; o fibrado sobre M cujo espaço total é MxN. 

1.1.1. Definição: 

Chamamos de espaço de Sobolev LP associado às aplicações de M 
r 

em N o conjunto: 

L~ (i;) = {f:M ~ i;/ f é seção de i; e 
1 
~o f M I 'i71

(f) I PdJ.l < 00 ) 

onde dJ.L é o elemento de volume de M. 

A função I fi = [ E f I 'i71 
(f) I P dJ.L] -~- define uma norma para 

LP 1=0 M 
r 

1 



Analogamente definimos LP(l1) como o espaço de Sobolev LP 
r r 

k associado às aplicações de M em IR . 

Para fins de referência enunciaremos no teorema a seguir as 

propriedades clássicas destes espaços. 

1.1. 2. Teorema de Mergulho de Sobolev: 

Sejam M e N variedades riemannianas C
00 

de dimensões m e n, 

respectivamente. Seja r um inteiro não negativo e p satisfazendo 

1 ~ p < oo, Então valem os seguintes mergulhos: 

Caso A: Se rp < m então LP(Ç) c L q(Ç) para todo p ~ q ~ ..!!!L 
r m-rp 

Caso B: Se rp = m então: 

LP(Ç) c L q(Ç) para todo p ~ q < oo 
r 

Caso C: se rp > m, então: 

LP(Ç) c dcç) para todo O ~ j < r -
r 

onde 

m 
p 

dcç) = {f:M ~ Ç I a derivada clássica v•cn exista e seja 

continua para s = 0, ..... , j}. 

m 
Caso D: Se 1 ~ p, q < oo, r - p ~ s -

m 
q 

inclusão é continua. Se r - E!_ > s 
p 

m 
q 

e r > s então a 

inclusão é completamente continua, isto é, leva conjuntos 

limitados em relativamente compactos. 

1.1.3 Teorema 

Sejam Ç e l1 os fibrados acima definidos e p' E IR, r E IN 

números tais que rp > m, então: 

(i) Os espaços de Sobolev LP(l)) são espaços de Banach 
r 

2 



(ii) Os espaços de Sobolev LP(Ç) têm uma estrutura diferenciável como 
r 

subvariedade de Banach de LP(l)). 
r 

A idéia para a demonstração da parte (ii) do teorema acima é 

considerar todos os subfibrados vetoriais abertos de Ç digamos O e a 

partir da inclusão to= O~ Ç definamos uma aplicação: 

L:00 ):L:(O) ----7 L:(Ç) por L:o0 Hn = i0 of 

Palais em [9] mostrou-nos que a familia '!F = {(0, L:0
0

)): O subfi

brado vetorial aberto de Ç} é um atlas diferencial para LP(Ç) e com 
r 

essa estrutura LP(Ç) é uma subvariedade fechada de LP(l)). 
r r 

1.1.4. Observações: 

(i) No teorema 1.1.2 chamamos especial atenção para o caso C onde 

vemos que a partir de uma majoração da norma ! I de uma aplicação 
LP 

r 

podemos obter um certo grau de regularidade desta. 

(ii) As estruturas obtidas no teorema 1.1.3 são condições necessárias 

mais adiante pará podermos aplicar a teoria de pontos crlticos ao 

funcional energia perturbado. 

1.2. Primeira e Segunda Variação do Funcional E ,,, 
a.~.,. 

Aqui vamos fazer alguns cálculos necessários para podermos 

manusear com mais intimidade os operadores diferenciais obtidos na 

primeira e segunda variação do funcional a.-1/J-energia. 

3 



1. 2.1 Notação 

n = L~a(~). õ = L~(lJ) 

O = (TO) = {g:M~ IRk/g(p) e TN V p eM} c Õ. 
, , f(p) 

Chamemos c ,,, a extensão de E ,,, a L
2

1
a(lJ) a,., a,., 

1.2.2. Primeira Vadação de E ,,, (Notação: &E ,1) a,., a,., 

Sejam f e Q e V e n,. vamos calcular numa expressão para a 

derivada de E ,,, no ponto f aplicada a V. Com este propósito a,., 
definamos a função: 

H(t) = ca,I/J(f+t.V) = JM[{l+~d(f+tV)I 2 )a + f.I/J + t.V.I/J]dA 

H'(t) = JM[a(l+ldf+tdV~ 2 )<X-l(2< df,dV> + 2t<dV,dV>) + V.I/J]dA 

(2.1) H'(O) = JM[2a{l+ldfl
2
)a-l.<df,dV> + V.I/J] dA 

Para simplificar os cálculos chamaremos g:M ~ IR a função 

11 11 2 <X-l g(p) = 2a{1+ydf I ) . 
p 

Note que como V(p) e TN então V.P (1/J) = V.I/J • 
f(p) , 

Assim obtemos: 
~ 

(2.2) 

JM (g.df,dV) = JM (/(gdf), V) com d•(gdf) = -tr('V'(gdf)) 

Desenvolvamos o segundo membro desta equação: 

• 2 2 f •IRk M 
d .(gdf)= - E ('V'e (gdf))(e )= E ['V (gdf)(e) - (g.df)('V' e)] 

i 1
1 1.

1 
e 1 e1 

= t= 1 l 

4 



onde: 

assim obtém-se: 

* 2 -1 2 - M 
d (gdf)=-g. E [(a-1)(1+~ dq ) e

1 
<I df I )e

1 
(f)+V e (f)e

1
(f)-df(V e e

1
)] 

I =1,2 . I l 

usando a definição da segunda forma fundamental do mergulho de N em 

- N 
(B of)(e f,e f) = V (f)e (f) - V (f)e (f) 

N 11 e 1 e 1 
l l 

temos: 

• 
2 

2 1 2 
d (gdf) = -g. E [(a-1)(1+0dfA r .e (jdfj )e (f)+B of(e (f),e (f)) + 

UI 1 1 N l l 
1=1 

N M 
+ V (f)e (f) - df(V e ) e 1 e 1 

I I 

observando que: ~f = trVdf = 

temos: 

2 
• 2 1 2 

d (gdf)=g.{-~f-(a-l)(l+Hdfl r ·E e (jdfj ).e (f)- E (B of)(e (f),e (f))} 
U 1 1 N I l 

l =1 

2a 
Assim denotando por Q ,,, o operador de L (M,N) tal que: a,, 1 

5 



obtemos uma forma sintetizada para a primeira variação da energia 

perturbada: 

(2.3) 

desse modo temos que os pontos críticos do funcional a-r/l-energia são 

as soluções fracas da equação diferencial parcial não-linear: 

Q ,,,(f)=O e são chamadas a-r/l-harmônicas. a,., 

1.2.3 Segunda Variação 

Seja f E Q um ponto critico de E ,,,. Sejam V, W E Q a,., r 
dadas. 

Consideremos uma aplicação e:(-l,l)x(-l,l)xM --7 N diferenciável 

nas duas primeiras variáveis tal que 

{ 

2a 
e(IJ ,IJ ,. ) E L (~) para todo 1J ,IJ E (-1,1) 

1 z 1 1 z 
· ae ae 

e(O,O,p) = f(p), a (O,O,p) = V(p), a (O,O,p) = W(p) 
IJ1 '"'z 

então se chamarmos h(IJ ,IJ ) = E ,1,(e(IJ ,IJ , . )) teremos: 
1 z a,., 1 z 

6 



fazendo-se ( I 12 <X-1 
g®=®g 11 ,Jl ,p)= 2«(1+ de ) tem-se pela primeira 

1 2 p 

variação: 

::~ (J.1.1,J.1.2) = J}<gde, d( ::
2 

)> + 1/1 • ( aZ:) ) , donde segue: 

I 

• 
< d ne (d ( ae ) )) 

+I L--g--e_._v_-_:_,..,.~1 ____ a,..,._2----~~ 
a

2 

] 
+ 1"'·~, 
~ 

11 111 

Desenvolvendo melhor o segundo membro da equação acima temos: 

(I) ve: (gde) = 2a(a-1Hl+;del
2
).2(de, ve: de) + g. (ve: de) 

a11 a11 a,..,. 
1 1 1 

podemos considerar { a! 1. a! 2 . e 1' e 2} campos canônicos de um 

sistema local de coordenadas da variedade IR~xM, dal [ a!.· e
1
] = O. 

• • 
Observando-se que: Ve a (de)e

1 
= V~ :: + [e

1
) , temos 

I 1 a,..,. 
• 1 

e I I 12 «-2 n : u 2 a-1 (2.5) V a (gde) = 4a(a-1)(1+ df ) .(df.dV)df+2a(1+1df\a ) dV 
a- (0,0) 

111 

(11) 

7 

a e 

a ] a11 
a,..,.. 2 

a 
a,..,. -

2 



assim temos: 

• 
- R

6 (e 1' 8!1 ) 

e• ( 8e ) (g.de,V ~ d 
8112 

) = 
811 

( 
N ( 8e ) ) N ( a e ) ae (g.de,d v ae 8112 >-<g.de,R de, 8111 al1/ 

811 
1 1 

notando que: 

a2e 
811 811 

1 2 

= ~k 8e = (B oe) ( 8e 8e ) + V
8
N

6 
8e 

8e a11 N 811 ' 8112 811 
811 2 1 811 2 

1 1 

obtemos somando com 2. 6: 
• 

(g.de, v
6

8 d( ~= )>I + 1/J. 
7J 2 (0,0) 

111 

N ae I • N v 
8 8 = (d Cgdr>, v w> + 

e 112 (0,0) v 
811 

1 

N N + 1/J .V W - g(R (V,df)df, W) + 1/J .(B of)(V,W) 
V N 

8 



Como f é ponto critico de E ,,, tem-se que: a,., 

f (/(gdf), 'VN W) + 1/J .'VN W =~E ,,,(f)('VN W) = 0 
M v v a,., v 

daf: 

f 11 U 2 CX-1 N f -2cx }l+ydf U ) .(R (V,df)df, W) + M(BNof)(V,W).l/J 

1.3 A Condição - C (ou de Palais-Smale) 

Mostraremos nesta seção que o funcional a-1/J-energia satisfaz a 

condição-C de Palais-Smale também chamada de condição PS, que 

definiremos logo a seguir. Dispondo dessa propriedade ganhamos 

através da teoria de Ljusternik-Schnirelman em [10] a existência de 

pontos críticos para o funcional a-l/l-energia. 

1.3.1 Definição: 

Dizemos que uma variedade de Banach M é uma variedade de 

• 
Finsler se existe uma função I I :TM ~ IR tal que para cada ponto 

peM exista uma carta trivializante do fibrado tangente lp:O xV ~ TM 
p 

onde O é uma vizinhança aberta de p em M e V um espaço de Banach, 
p 

satisfazendo as propriedades: 

(i) Para cada q e O a aplicação v~ q lolp)(q,v) é uma norma 
p 

para V. 

9 



(li) Dados q EO e k>l existe uma vizinhança de q
0 

em O dig;tmos 'U 
o p p 

tal que para todo q E 'U e v E V: 

~ Cl locpHq
0

,V) ~ q locpHq.~) ~ k q locpHq
0
,v) 

1.3.2 Definição: 

Seja M uma variedade de Finsler F:M ~ IR uma aplicação. 

Dizemos que F satisfaz a condição-C se dado um subconjunto S de M 

satisfazendo: 

(i) I F I é limitado sobre S 

(ii) Dado n E IN existe p E S tal que 
n 

então F possui um ponto critico em S. 

< 1 
n 

Veremos agora uma sequência de lemas que nos possibilitarão 

provar a condição--C para funcionais um tanto mais gerais. 

1.3.3 Definição: 

Chamamos a função l:MxLP(lJ) ~ IR dada por l(x,s)=L(s(x)) 
r 

onde F(s) = f ;(s)dA de lagrangeano associado com o funcional F. 

1.3.4 Definição: 

seja t uma lagrangeano. Dizemos que t é p-coercino se existe 

uma familia {A} 
1 1=1, ..... 

de operadores diferenciais 

ordem v de LP(l)) em LP(l)) com as seguintes propriedades: 
r 

10 

lineares de 



2 • 
(ii) a ! (V,V) ~ 

as 
L IA

1
VIp-2.IA sj 2 

V s, V E C
00

(1J) 
1 = 1 

1 

1.3.5 Observações: 

(a) os operadores A chegam na verdade em espaços LP(t; ) onde t; é 
1 1 1 

sub-fibrado vetorial de 1); isto é, LP(Ç) é subespaço de LP(l}). 
1 

(b) dizemos que l é fortemente p-coercivo quando é possível tomar 

1.3.6 Lema 

O funcional a-1/J-energia 

p-coercivo. 

Demonstração: 

O lagrangeano do funcional 

l ,,,(f) = (l+~dfl 2
>a + f.t/1 a,., 

E ,1, é: a,., 

at ,,,(f)(V) = 2a(l+ldfl 2)a-1.(df,dV) + V.t/J a,., 

possui um Lagrangeano 

a2ta,t/J(f)(V, W)=4a(a-1)(1+ I df l2)a-2 .(df ,dV)(df,dW)+2a(l+ 1 df l2
)a-

1
. (dV,dW) 

a2t ,,,Cf}(V,V)=4a(a-llCI+Idfl 2)a-z<df,dv)2 + 2aU+Idfl
2
)a-

1 
ldvl

2 

a,., 2 

azt (f)(V, v> = 2aU+Idflz>a-tldVIz· [l<t + 2(a-0(df. dV) ] 
a,t/J ldVIzO+Idfl2) 

(3.1) 

2« Pela definição da norma L temos que o operador diferencial 
1 

de 1~ ordem {d} satisfaz a propriedade (i) da definição 1.3.3. 

Portanto o Lagrangeano l ,,, é p-coercivo. • a,., 

11 



1.3.7 Lema: 

Dado m>O existe c>O tal que V x, y E JRk vale: 

Demonstração: 

Se y = O a desigualdade é trivial para todo c > O. 

Se y ~ O dividimos por I y I m e obtemos: 

F(x',y') = J11 x +t y lmdt =J11x'+ty'lmdt 
o lYl lYT o { 

x'-

onde 

y'= 

Reduzimos assim o problema a mostrar que existe c>O tal que 

Se lxl ~ 2 tem-se: 

Sendo a função F não-negativa e continua temos que ela assume 

um mfnimo no compacto 
- k-1 k k-1 B(0,2)xS c IR x S digamos F(x,y) ~ C

0 

- k-1 V (x,y) E B(0,2) x S . Agora é só tomarmos c = min {1, C
0

} ·• 

1.3.8 Lema: 

2« 
Existe c>O tal que V f,g E L (l)) vale 

1 

J (~t , 1 ,(f)-~t ,,,(g)(f-g)dA ~ c[lf-gl
2 

- lf-g~ 2
a ] a,., a,., L 2« L 2a 

M 1 0 

12 



Demonstração: 

Consideremos o caminho h:[O,l) ~ fi dado por h(t) = g+t(f-g) 

então pelo lema 1.3.5 temos que dado p E M: 

õ
2
ta,t/J(h(t)(p))(f(p)-g(p), f(p)-g(p)) ~ ldCh(t))pl2a-2.ldCf-g)pl 2 

~ ldg + td(f-g) l2a-2.ldCf-g) 12 

p p p 

por outro lado observando que: 

~t(õt )h(t))(f-g) = õ
2
l ,,,(h(t))(f-g,h'(t))=õ

2
t ,,,(h(t))(f-g,f-g) 

a,~ a,~ a,~ 

obtemos usando o teorema fundamental do cálculo: 
1 

f õ2
t ,,,Ch(t))(f-g,f-g)=õl ,,,(h(l))(f-g)-õl ,,,Ch(O))(f-g) = 

O a.~ a,~ a,~ 

= [ ot ,,,cn - ot ,,,<&>] cr-g> 
a,~ a,~ 

assim: 

J..[.sta,.ifl-Ma,of#(g)] (f-g) ~ f J J: I dg+td(f-g) lza-z] ·I d(f -g) I z 

e pelo lema 1.3.6: 

f [õl ,1,(0-õl ,,,Cg)](f-g) ~ cf I d(f-g) 12a = cUf-gl 2 a - lf-gl 2a ]• 
M a,~ a,~ M L2a L2a 

1 o 

1.3. 9 Observação: 

Dado a>l. A aplicação P de O em L(Õ, Õ) definida por P(f) onde 

P é a aplicação tal P (o-)(p) = projeção ortogonal deo-(p) sobre 
f • f 

é C~ e leva conjuntos L 2a -Limitados em conjuntos Limitados. 
1 

1.3.10. Lema 

Dada uma sequência LP(lJ)-limitada {S} c LP(~) então passando 
r 1 r 

LP(lJ) 
a uma subsequência podemos supor (1-p )(S -s) __ r_~ O. 

s
1 

1 J 

13 



Demonstração: 

Para cada y E N denotemos k q(y) a projeção ortogonal de ~ sobre 

TN assim q:N ----) L(~k.~k) é uma aplicação CctJ e considerando que 
y 

N é subvariedade fechada CctJ de ~k podemos estender q a uma 

aplicação cctJ Q:l)-------) L(l),l)) por Q(x, v) = (x,q(v)) que preserva 

as fibras, isto é, Q(l) ) c L(l) ,1) ) e se v E N = t; então Q(x,v) 
X X X X 

k é a projeção ortogonal de T(l) ) = ~ sobre T(t; ) = TN . 
X V X V V 

Sendo (p cr )(x) é uma projeção ortogonal 
s 
1 

em ~k segue que 

I (1-(ps cr)(x) I ~ I cr(x) 1. logo 
1 

pela definição de ®a I u p 
L o 

temos 

(3.2) ~(1-p Hs -s >I < s -sI 
s1 1 J LP - 1 J LP 

o o 

como no nosso caso p=2a, r=l, m=2 podemos usar o caso D do teorema 

e a inclusão é completamente contínua 

ou seja leva conjuntos LP(l))-limitados em 
r 

LP(l))-relativamente 
o 

compactos. Assim, como {s} é limitada, podemos passar a uma 
1 

subsequência que seja LP -Cauchy e portanto da desigualdade 3. 2 temos 
o . 

IU-p Hs -s >I -------) O 
8 1 1 J LP 

o 

Pela compacidade de M podemos tomar um número finito de campos 

tal que V x E M tenhamos TM = espaço gerado pelos 
X 

vetores assim definimos: 
v 
r 1x

1
•l p 

1=1 LP 
k-1 

portanto basta mostrar que IX((I-p )(s -s »I ~ V 
8 1 1 J LP 

X campo 

k-1 

CctJ sobre M. 
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Provemos a identidade: 

(3.3) X((l-p )(s -s) = (X(Q(s )))(s -s) + (Q(s )-Q(s ))(Xs) 
s1 I J I I J I J J 

sejam s e Cco(Ç) e (]' e Cco(lJ). Definamos Xp:Cco(Ç)xCco(lJ)------+ Cco(lJ) 

Xp(s,(J') = X(p (]") = X(Q(s)(J') = (X(Q(s)))(J' + Q(s)(X(J') então a aplicação 
• 

X se estende a uma aplicação eco de LP(Ç)xLP(l)) em Lkp (l)) conforme o 
p k k -o 

lema 19-10 em [9] ; usando esta definição temos: 

(3.4) X(l-p )(s -s )) = Xs -Xs - Xp(s ,s -s ) 
s
1 

I J I J I I J 

= Xs -Xs - (X(Q(s )))(s -s )-Q(s )(Xs -Xs ) 
I J I IJ I I J 

vejamos que Xs = Q(s)(Xs) V s · e LP(Ç) bastando para isso 
k 

mostrarmo sno subespaço denso Cco(Ç). 

Com efeito, 

Dado temos ds :TM ------+ TN = T(Ç ) 
x x s(x) x s(x) 

como 

(Xs)(x) = ds (X(x)) e T(Ç ) ) então segue da definição de Q(x,s(x)) 
x x s(x 

que X = (Q(s))(Xs). 
8 

Usando a igualdade X = Q(s)(Xs) na equação 3.4 obtemos a 
• 

identidade 3.3. 

Finalmente mostremos que: 

com efeito: 

Tomemos 

X(Q(s ))(s -s )+(Q(s )-Q(s)) (Xs) 
~I IJ 1 J J 

o 

n 
c e (0,1) tal que k-c > - então pelo teorema 1.1.2 caso D, 

p 

é completamente continua dai passando a uma 

subsequência se necessário podemos supor s ------+ s em LP (l)), logo 
I O k-C 

(3.5) s -sI 
I J LP 

k-C 

--~o. 
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Da continuidade da aplicação LP (L(l);q)) 
k-c 

definida por P(s)=Ps = Q(s) segue que Q(s
1
)-7Q(s

0
) 

logo temos: 

em L:_c(L('ij,'ij)), 

(3.6) IO<s) - Q(s >I 
I J LP 

-~0 

k-C 

conforme o lema 19.10, de (9], temos que a aplicação 1f definida de 
1 

LP(L('ij,ll))xLbP(ll) em LP(ll) tal que 1f (H,<r)=H<r, onde (Ha-)(x) = H(x)(a-(x)) 
a a 1 

e n 
b > p , O ~ a ~ b é bilinear e contfnua, portanto: 

IHa-1 = 11f (H,a-)1 ~ c . ~H~ . ~<r~ 
LP 1 LP 1 LP LP 

a a a b 

observando que XQ( s ) E LP (L( 11.11)) e tomando 
I k-1 

H = X(Q(s )), <r = s -s , a = k-1, b = k - c temos: 
I I J 

~X(Q(s )))(s-s >I ~c ·IIX(Q(Si))l .~s-s.l 
1 1 J LP 1 LP 1 J LP 

k-1 k-1 k-C 

Analogamente (ainda pelo lema 19.10) tem-se que a aplicação 1f
2 

defi-

nida de LP(L(l),'ij))xLP(ll) em LP(l)) tal que 1f (H,<r) = H<r 
b a b 2 

é bilinear e continua, portanto: 

~H<rl = 11f (H,a-)1 ~ c ·IHI ·la-1 
LP 2 LP 2 LP LP 

b b b a 

observando que LP(L('ij,l))) c LP (L('ij,lJ)) e tomando 
k k-C 

H = Q(s ) - Q(s ) E LP (L('ij,lJ)) e <r = Xs E LP em, temos, 
I j k-C J k-1 

ICQ(s )-Q(s ))(Xs >I ~c IO<s )-Q(s >I ·IXs I 
1 J J LP 2 I J LP J LP 

k-C k-C k-1 

~ (Q(s )-Q(s ))(Xs ) I ~ c I (Q(s )-Q(s ))(Xs ) I ~ 
1 J J LP 3 I J J LP 

k~ ~c 

:s c ~Q(s )-Q(s >I .~Xs I 
4 I J LP J LP 

k-C k-1 
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pela definição da norma I I temos: 
LP 

k 

~XCQCs n1 
1 LP 

k-1 

assim obtemos a desigualdade: 

~X(Q(s ))(s -s) + (Q(s )-Q(sJ))(s -s >I 
1 1 J 1 1 J LP 

k-1 

~ IXCQ(s ))(s -s >I 
1 1 J LP 

k-1 

+ ICQ(s )-Q(s )(s -s >I 
1 J 1 J LP 

k-1 

~c ~Q(s >I .1s -s I +c ~Q(s )-Q(s >I ~sI 
1 1 LP 1 J LP 4 1 J LP J LP 

k k-E: k-E: k 

Como ~sJI P é limitada então tem-se pela observação lema 1.3.8 

Lk 

é limitada dal usando as convergências 3.5 e 3.6 

temos: 

X(Q(s ))(s -s) + (Q(s )-Q(s ))(s -s) 
1 IJ 1 J IJ 

1.3.11 Lema: 

LP 
k-1 

--~o .• 

' . 
Seja J:LP(lJ)---+ IR uma aplicação c com dJ:LP(lJ)---+ LP(lJ) 

k 1 k k 

leva conjuntos limitados em conjuntos limitados. Seja J = 11 
. LP(~) 

restrição de e seja { s } uma sequência 
1 

r 

LP(l))-limitada contida 
k 

em LP(~) tal que di ~ O, então passando a uma subsequência 
r '1 

podemos supor dJ (s -s) ~O. 
s

1 
1 J 
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Demons Lração: 

Decompondo s .-s = p (s -s )+(1-P )(s -s ) e notando que 
I J s

1 
I J s

1 
I J 

P Cs
1
-s ) E T(LP(~)) ~ dJ. (P (s -s ))= dJ (P (s -s )) obtemos: 

s
1 

J k s
1 

s
1 

s
1 

I J s
1 

s
1 

I J 

dJ. (s -s ) = dJ. (P (s -s )) + dJ. ((1-P )(s -s )) 
SIJ SSIJ S S IJ I I I I I 

= dJ (P (s -s )) + dJ. ((1-P Hs
1
-s )) 

SSIJ S S J I I I I 

portanto: 

lldJ. (s -s )~~~dJ ~-~P ~-~s -sI + ~dJ. ~-~CI-p )(s -s >I 
sI J s s I JLp s sI J LP I I I I I 

k k 

Pela observação 1. 3. 9 ~ p s I é limitada. 
I 

Pelo lema 1.3.10 ~(1-p )(s -s >I~ O (passando a uma 
s

1 
I J 

subsequência). por hipótese temos que ls -s I 
I J LP 

é limitada e 

k 

I dJ. I ~ O (por hipótese) assim conclufmos da desigualdade acima 
SI 

o lema.• 

1.3.12 Teorema: 

O funcional o:-1/J-energia 

limitado inferiormente. 

Demonstração: 

E 
«.1/1 

satisfaz a condição-C e é 

Chamemos J.=c ,,, e J = c ,,,1 = E ,,,. então: 
o:,., o:,., L zo:(~) o:,., 

1 

CaJ. -aJ. Hv> = J (at ,,,CfHV> - at ,.(gHVl] dA 
r ' M o:,., a,., 

18 



tomando V=f-g e usando o lema 1.3.8 obtemos: 

ou ainda 

onde + + ( ) 2«-1 q>:IR ~ IR , q> t = ct 

1~ Parte: J é limitado inferiormente. 

Como N é compacta e está mergulhada isométricamente em IRk então 

N é limitada em IRk, isto é,l=sup{ I x I :xeN} < oo. 

Assim f ~P = f M I f(x) I P 5. I. vol(M) V f e L~(~) 
o 

portanto L 2 «(~) é L 2«( 1))-limitado. Consequentemente o conjunto 
1 o 

2(X 20: 
U=I"\{VcL (1)) convexo com L (~) c V} (fecho convexo) 

o 1 

é limitado também. 

Seja A = sup {I fi : f e U} 
L2« 

o 

~orno q> é uma função que leva limitado em limitado então existe B >O o 

tal que t>CC0,2A)) c (O,Bo) daf dados f, g E U: 

como temos: 

(~J. -~J. )(f-g) ~ lf-gl .(q>(lf-gl ) - Bo] V f, g E U 
r , Lux Lux 

1 1 

Fixemos um g E L~(~) e tomemos f E L~(~) arbitrário. 

19 



Consideremos o caminho C1' :[0,1] 
l 

2(X 
--~ L ( 1J) dado por: 

1 

CT,(t) = g + t(f-g) ,. CT,(t) - g = t(f-g) então 

(~J- (f)-~1- )(t(f-g)) ~ tjjf-gl . [rpCtlf-gl ) - Bo) , logo, 
C1' r c L 2« L 2CX 

1 1 

1 
3-(f} ~ J-(g} + dJ-( )(f-g) + ~f-gl . f [rpCtlf-gl ) - B } ] dt. 

g L2« O L2« 0 

1 1 

Verifica-se a partir da definição do funcional a.-1/J-energia que 

o funcional linear ~1- é limitado, dai existe 

' 
~ ~1- ~ ~ K e portanto: 

g 

K > O 

~1- (g-f) ~ ~f-g~ .K => {Jj (f-g) ~ - lf-gl . K 
g L2CX g L2CX 

1 1 

temos assim que: 

tal que 

j(f} ~ j(g) + ~f-g~ 2CX 
L 

1 

f [rp(t~f-g~ )-B) dt onde B = Bo+K 
O L2« 

1 1 

como I i m q>(t) = oo, fixando ~>O existe r > O tal que 
t-)OO 

q> ( ~ ) > 2(1+~)B, segue da monotonicidade crescente de q> que se 

t ~ 
1 -e 
2 

1 1 1 

f rp(tjjf-gl ) dt ) f q>(tlf-g~ ) > f 20+~)B = (l+~)B 
O L2a. 1 L2« 1 

1 - 1 -2 2 

Assim temos: 

(3.8) J-(f) ~ J-(g) + ~.B~f-gl za. ~ J-(g) quando lf-gl ~ r e 

Ll 
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(3. 9) 3-(f) ~ j.(g) - Klf-gl 2a ~ j.(g) - Kr quando ~f-gl < r 
L, 

Portanto J ~ min {3-(g), j.(g) - Kir}.• 

2! Parte: J sati~;faz a condição C. 

(a) Da desigual Jade 3. 8 verificamos que um conjunto 

qual J é limitado, é L 20:-limitado. 

20: S c L (Ç) no 
1 

1 

Com efeito: 

Digamos 20: 
J(f) < T V f e L (é) então de 3.8 tem-se: - 1 .... 

enquanto que se ~q zo: < ~g~ 2a + r. 
L L 

1 1 

(b) Seja {f } c S uma sequência satisfazendo a hipótese (ii) da 
n 

definição 1.3.2, isto é, ~~Jf 1-~ O. Usando o lema 1.3.11 temos 
n. 

~3-f (f n -f m) --~ O e consequentemente: 
n 

C~3-f Hf -f > n m 
-----J o 

n 

(c) Como L zo:(l)) c L zo:(l)) é completamente continua (teorema 1.1.2) e 
1 o 

{f } 
n 

assim: 

é limitada podemos passar para um subsequência 
20: 

L -Cauchy, o 

1 f ,f 1 -----) o => 1 f -f 1 . cpC 1 f -f 1 > ~ o 
m m L 20: n m L2a n m L2a 

o o o 

(d) segue da desigualdade de (b), de (c) e da desigualdade (3. 7) que 
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f -f 
n m 

.q>( f -f ) 
LZ<X n m LZ<X 

---~o 

1 1 

dado c > O, como 1 im q>(t) = O e q> é estritamente monótona tem-se 
HO 

cq>(c) > O, além disso se tq>(t) < c q>(c) então é fácil ver que t < c 

assim tomando 

V n,m > N - o 

portanto {f } 
n 

c = cq>(c) >O existe N e IN tal que: o 

. ~f -f 1 . q>q f -f 1 < c q>( c> => 1 f -f 1 < c 
n m L 2CX n m L 2<X n m L2CX 

1 1 1 

é uma scquência L zcx-Cauchy em L zcx
1 

(~) e sendo este um 
1 . 

2CX 2<X L (lJ) segue que f f e L (~). Da 
1 n 1 

subespaço fechado de 

continuidade de ~J temos I ~J f I = lim ~ ~J f I = O , dai f é um 
m 

ponto critico de J aderente a S. • 
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CAPfTULO 11 

REGULARIDADE E EXISTÍ:NCIA 

2.1. Regularidade dos Pontos Críticos do Funcional E ,
1
,. 

a,, 

Trabalharemos aqui com a versão var:iacional do problema, isto 

é consideraremos o funcional E ,1, na forma: a,, 

(I. I) I(z,G) = f G F(x,z(x), Vz(x))dx 

onde G c IR
2 

é um domfnio, x = (x ,x ) E G , z:G ~ IRk é uma apli-

2a 1 k 

1 2 

I I 8z
1 

cação L com z=(z , ... ,z ), dx=dx dx e Vz=(p )= p onde p = -
8
-. 

1 1 2 r r X 
r 

Considerando-se uma estrutura conforme para S2 e cp:G c 1R2 ~ S2 

um sistema de coordenadas dessa estrutura então dada s:S
2 -+ IR\ 

s E L 2a(Ç), obtemos a aplicação z=socp:G ~k assim para o caso do 
1 

funcional E ,1, o integrando é: a,, 

(1.2) 

Toda esta seção terá o intuito de mostrar o seguinte resultado. 

2.1.1. Proposição: 

2a 
Existe uma constante ao>l tal que para aE(l,ao] e 1/JEL tem-se 

que todo ponto critico de E ,
1
, está em L 2a além disso se 1/JECr» então a,, 2 

os pontos criticas também são cfl). 

Obteremos esta proposição usando a abordagem feita por Morrey 

em [8) sobre a diferenciabilidade dos pontos crfticos de funcionais 
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do tipo 1.1. onde trabalha-se com os funcionais cujo o integrando F 

satisfaz certas hipóteses as quais chamaremos "condições de Morrey" a 

saber: 

2.1. 2. Definição "Condições de Morrey" 

2 n-1 
(i) FeC em todas as variáveis ou F e F estão em c., para algum n~3 e 

1.1. p r 

J.l.(O,l). 

(ii) I F zl2+ I Fzxl2+ I F zz 12~Ml(R).V2V 

(iii) 

(i v) 

IF 12+1F 12+1F 12~M (R).V2V-2 
z zp xp 1 

ml (R). vv-
2
lnl

2
~ L F I J rr;rr! ~ Ml (R). vv-2

1 JI 1
2 

para 
prpa 

aplicação II:IR2 
----)lRk 

onde, v~2. O~m~M. O<m
1 
(R)~M 1 (R), lxl

2
+1zi

2

~R
2 

V=O+IPI2>1/2. III12= E(III)2 
r 

toda 

2.1.3 Vejamos agora que de fato o nosso integrando 1.2 satisfaz es

tas condições. 

(i) é óbvio a partir da definição de F que tal condição de re-

gularidade (C2) é verdadeira em todas variáveis. 
1.1. 

(ii) Notando que 1/J é continua pois L
2
a.cC

0 
temos que existe T>O 

tal que 11/JI~T, como F = 1/J, F = O, F = O temos 
z zx zz 

I F 12 + I F 12 + I F 12 = II/J I g2. Vzv • onde v = 2a. 
z zx zz 
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assim dada IT:IR2
- IRk 

E F 1 J rr'nJ = 2o:O+IPI 2>a-1.IITI 2+4aCa-IHI+IPI 2>a-2.E rr'nJ 
PrP• r • r a 

1 2 2 
notando que ab~ 2 (a +b ) tem-se para a~2 que: 

E F 1 J rr~rr~ ~ 2aCl+lpl 2>a-1.jrrj 2.[1+ Ca- 1 ) 
2

] ~ 4a.vv-2.jrrj 2 

prp• 1+ I Pl 

notando que ab~ 
-a2-b2 

2 
temos para 

a~ ~E P1PJ rr~rr! ~ ~ 2a{1+IPI2>a-t·IITI2·(1- (a-1) ] ~ a.vv-2·1IIIz 
r • I+IPI2 

Portanto a aplicação F satisfaz as condições (i)-(iv) com v=2a, 

2 2 m =a M =max{4a , T , 4o:}. 
1 • 1 

2.1.4 Associada ao funcional 1.1 temos a equação de Euler-Lagrange 

8 
-- F 1 = F 1 ou equivalentemente na forma integral (usaremos a 
8x. p z 

r r 

convenção de Einstein para o somatório): 

f 1 r 1 2a k 1 (1.3) G{l; A +l; B )dx = O para todo l; E L (G,IR ) com l; 8G=O 
r 1 1 1 

onde 
r A (x,z,p)=F t(x,z,p) 
1 p 

e B (x,z,p)=F t(x,z,p). 
1 z 

r 

Sejam O< I h I <a, 
k . 

l;:G- IR com suporte em D'ccG , onde 
a 

G a ={x E. G tal que B(x,a)c G} e e
1
, e

2 
vetores unitários na 

direção dos eixos x e x de IR2 respectivamente. Definamos: 
1 2 

l;h1(x) = h -1
[ l;'cx-he )-l;1(x)] e zhl(x)=h -•. [z1(x+he )-z1(x)]. 

a a 

25 



h Usando i.; em 1. 3 obtemos: 

f -1 1 1 r -1 1 1 
h [i.; (x-he )-i.; (x)] A + h [i.; (x-he )-i.; (x)] B =O 

D' r a r 1 a . 1 

o o com a mudança de variável y=x+he nos 1- e 3- termos tem-se: a 

(1.4) f h-1[i.;16Ar + i.;16B) = O 
D' r 1 1 

{ 

6Ar =Ar(x+he z(x+he )Vz(x+he ) ) - Ar(x,z(x), Vz(x)) 
1 1 '1 '1 '1 1 

6B =B (x+he ,z(x+he )Vz(x+he ))- B (x,z(x),6z(x)). 
1 1 '1 '1 '1 1 

onde 

Chamando 6z = z(x+he )-z(x) e 6p=p(x+he )-p(x) e usando a série de 
'1 '1 

Taylor com resto integral obtemos: 

6Ar = Ar(x+he ,z+Dz,p+6p)-Ar(x,z,p) 
1 1 '1 1 

1 
= [f dAr I (x+the ,z+t6z,p+t6p)] (he ,6z,6p) 

o 1 '1 '1 

1 1 1 
= h.f Ar +(f Ar J)(6zJ) + (f Ar J)(6 J) 

O 1x7 O 1z O 1p• P• 

analogamente temos: 
1 1 1 

6B = hf B +(f B J)(6zJ)+(f B J)(6pJ) 
1 O 1x7 O 1z O 1p • • 

portanto fazendo-se as substituições a equação 1.4 fica: 

1 
+ cJ a J)zhj1 = o. tp • 

o • 

h1 -1 1 h1 -1 1 
onde z = h .6z e z =h 6p . 

r r 

Definamos agora, várias aplicações que utilizaremos a seguir: 

26 



1 1 
rs f Ar (x+the ,z+t~z.p+t~p) ahlix) = A lpJ 

h o • '1 

b~IJ(x) 1 r c~~ix) 1 ( = p A Ar (.,. ,. ) = p A Ar (. ,. ,. ) 
h. h O lzj . O lzj h h 

dhtix) 1 J1 e~~(x) 1 J1 = Q A B .(.,.,.) = p A Ar (.,.,.) 
h. h O lzJ h. h O lxJ 

rl' (x) 1 J1 = Q A B (.,.,. ). 
hl h• h O lxl' 

Substituindo-se as integrais internas da equação 1.5 pelas 

equações acima obtemos: 

( 1.6) 

Fixemos x ED', sejam R>O, h >O tais que B = B(x , R+a)c G e 
o o o ho 

a~R. Seja l) E Lip B(x ,R+a) com l)(x) = 1 para todo x E B(x ,R) 
o o o 

Definamos Z =l).Z e i;=l).Z dai Vi;=l).VZ+Vl).Z e VZ=l).Vz +Vl).Z . 
h . h h 

Substituindo em 1.5 e usando a convenção Einstein, temos: 
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f A {(VZ+Vl).z ).[a (VZ:_Vl).Z )+b P Z+l)e P )+z.[c P (VZ-Vl).Zh) + 
B(x ,R+a) h h h h h h h h h h 

o 

+d Q Z+f Q ] } = O 
h h h h 

A partir da desigualdade 2.1.2 verifica-se imediatamente que: 

m 1 ~1ahj~M 1 ; lbhj, lchj,jehl~~ jdhj, lfhl ~M 1 • 

Majoremos adequadamente cada termo da equação 1. 7: 

1~ Termo: 

A a (Vl)) z f 2 2 

B n n h 

2~ Termo: 

3~ Termo: 

A M 
h (VZ V )2 _1_ ·f A Q z2 ---z - l).Zh + 2 B h h 

4~ Termo: 

f d Q Z
2 
A < M f A Q Z

2 

hh h- 1 hh B B 
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5~ Termo: 

NOTA: Para obtermos as majorações acima valemo-nos dos seguintes 

argumentos: 

{ 

p2 < Q 
h - h 

ITJI ~ K. 

Usando as majorações acima e a desigualdade: 

(1.8) 

SM +1 M +1 2KM +M
2 

1 1 1 1 
como lahl~m 1 = a:>1, chamando Z

1
= 2 (m _1)• Z

2
= M _1 , Z

3
= 2 (m _ 1 ) 

1 1 1 

conclulmos que: 

Para continuarmos a demonstração da proposição 2.1.1 precisamos 

do seguinte: 
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2.1. 5. Lema: 

Sejam A~ e B
1 

satisfazendo as condições 2.1.2 com v~2 e seja 

l o -
zeH (G)nC (G), com 0<11<1 uma solução de 1.3. então existem R ,C >O 

v " l l 

tais que: 

J V 2 J V-2~ 2 V (x).~ (x)dx ~ V V~(x) I dx 
B(x ,R) B(x ,R) 

o o 

1 
onde O<R<R , Çe]( [B(x ,R)] e R , C dependem somente de v, m

1
; M , 11 

1 vo o 1 1 1 

h (Z,G) = sup I z(x)-z(y) I·CI x-y p-11 = L. 

" 
Demonstração: 

00 
Consideremos apenas o caso t;ec [B(x ,R)] (pois o caso geral 

c o 

fazemos por aproximação.) Definamos: 

t;1(x) = Ç2(x).[z1(x)-z1(x
0
)] 

Aproximando-se z por uma sequência z eC
00

[B(x ,R)) podemos usar 
n O 

t; na equação 1.3, assim temos, 

(1.10) J 
2 Ir 1 I) r O= Ç .[p A +(z -z )B] + 2(z -z t;.t; A 

B(x ,R) r I O I o r 1 
o 

(1.11) 
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Esta última desigualdade é obtida de: IJ(t) = l+t2 lpl 2d1J = 

v v v v 

J 
1 --1 1 J 1 --1 1 i i 

=2tiPI2 '* IPI2 o[t+t2IPI21 2 dt ~2 oll2 d~-t = v .[~-tO> -~-t(O) 1 

assim como Ar(x,z,O) = F (x,z,O)=O temos: 
1 1 

Pr 
1 r ml v m1 

p A (x,z,p) ~ -V--
r 1 V V 

Usando a dcsogualdade 1.11 na equação 1.10, temos as seguintes 

majorações; 

J 
v-1 J v-z J 2 2 2 v-2 usando o fato: B2lt;IIVÇIV = B2(IÇI).(IVÇI)V ~ B(Ç V +IVÇI )V 

temos: 

m J Ç2
Vv ~K J Ç2 

+LR11M J Ç2
Vv +LR11M J ç2

vv +LR11M J I VÇ I
2
Vv-

2 

2B 2B 1B tB tB 

usando a desigualdade de Poincaré (em [6) teorema 3.2.1) tem-se 

J B Ç 2 ~ ~ R
2 J B I VÇ 1

2 
e como Vv- 2 ~1 temos para R ~uficientemente pequeno 

(tal que R 2 -ll~ u=JB Ç 2 ~ ~ R11 la vv;
2
.IVÇj

2 
dal: 

Portanto tomando C
1
=( K~ +LM

1
) 

m >2LR11M , obtemos o lema. • 
2 1 1 
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(2.1.6) Afirmação: 

Z1f AhQhjzl 2 ~ Z
4
(R+a)"'.f Ah.IVzl

2 

B(x ,R+a) B(x ,R+a) 
o o 

Para provarmos essa afirmação utilizaremos as desigualdades: 

1 
(i) C

1
((I+Ial

2
t+O+Ibl

2
tl 5. f

0
(I+Ial

2
+lb-al

2
.t( 

1 
(ii) fo[l+lal2+lb-al2·t] r 5. c2.[Cl+lal2{+(1+lbl2{] 

1 
5_C f f [1+ I p+t6p l

2
lv

12
1 z 1

2 
pois z é continua 

3 
B O 

1 
5. 2C f f (1+IPI2+ti6PI2lv/21zl2 

3 B O 

fazendo-se a=p(x) e b=p(x+he ) e usando (ii) tem-se 
'1 

f I 1
2 v/2 I 

1
2 v/2 I 

1
2 

~ C
4 

8
((1+ p(x) ) +(1+ p(x+he

7
) ) ] z 

1 

aplicando-se agora o lema 2.1.5 ás funções V(x)=(l+ I p(x) 12) 2 e 

I 1
2 1/2 V(x+he )=(1+ p(x+he ) obtemos para R+a<R: 

'1 '1 1 

V-2 V-2 

z f A Q I z 12~C (R+a>"'f [(1+ I p(x) j 2) -2- +(1+ I p(x+he ) 12) 2 ] I 'Y'z 12 
1Bhh 5 B '1 

V-2 

5.C CR+a>"'f [ f1U+IPI2+ti6PI2> 2 1 ·1Vzl2 
6 B O 

sendo a função real 
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Agora usando o fato de IVzl ser limitada e a afirmação 2.1.6 

conclulmos que: 

f A 1Vzl
2
<f A 1Vzl

2
<z u A lz 1

2+f A Q ]· 
B(x ,R) h - B(x ,R+a) h - 5 B(x ,R+a) h h B(x ,R+a) h h 

o o o o 

Pela definição de l) temos Vz I B(x ,R(Vzh e sendo Ah~l segue que: 
o 

Da fórmula de Taylor com resto integral deduzimos 

1 
z (x)=f z (x+the )dt conforme teorema 3.6.8 em [8] vemos que as 

h o" ., 
v 

• V V-2 1 sequênctas z eL , A eL ,A Q eL convergem nesses espaços em suas 
h h h h 

respectivas normas, para z ~ p , A ~ W , A Q ~ W1
• 

h '1 h 1 hh 2 

Da desigualdade de Hõlder f B A h I zh 15. I A h I _v_ ·li zh 1
21 L v 

V-2 -L 2 

Portanto existe ~ > O, tal que, para todo I h I <~. vale: 

(1.12)f IVz l
25.f A IVz 1

2
5.[ A . lz 1

2 
+A Q ]z <M(constante) 

B(x ,R) h B h h h h h h 5 
o 
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Assim z é uma sequência limitada em L 2 , logo possui uma 
h 1 

subsequência fracamente convergente z ~IJ em L 2• Dal como z ~p 
h 1 h r 

v 2 em L conclu[mos que IJ=p EL Isto é: r 1 
2 

z E L • 
2 

2.1.7 Prova da Proposição 2.1.1. 

Acabamos de mostrar que as soluções fracas do problema 

variacional 1.1, ou seja as soluções de 1.3 estão em L 2 • Em particular 
2 

os pontos críticos do funcional a-lji-Energia. 

2a Vejamos agora que se 1/1 E L então os pontos críticos estão 

2a 
em L . 

2 

Seja s ponto critico de E .~t• isto é, Q )s)=O, dai: a,y a,y 

2 
(1.13) lls= - (a-1) (d s,ds) ds+A(ds,ds)+ 1 P (1/J), 

O+ldsl 2 l 2aO+Idsj 2 )a-1 
• 

onde A é a segunda forma fundamental do mergulho de IN em u{ com I A I <C 
1 

Logo lllsl~(a-1) I d
2
sl +C

1
1 dsi

2
+C

2
1 P•(I/J) I· 

Usando Minkowski, 

~llsl ~C (a-Uid
2
sl +C ldsl +C IP (1/J)I 

, Lza 3 Lza 4 L4a 5 • Lza 

<C (a-Uisl +C lsl +C IP (1/J)I 
- 3 L2a 4 L4a 5 • Lza 

2 1 
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Utilizaremos um Teorema de Mergulho de Sobolev (em [ que 

{ 

L (O c IRn) 
d

. j+m 
lZ : 

se mp = n, 1 ~ 

Dal tomando m = j = 1, 

L q (O' c IRk) 
J 

k ~ n, p ~ q < oo 

p = k = n = 2 e q = 4a temos L 2 c L 4o: 
2 1 

portanto: 

A segunda parte da proposição 2.1.1 decorre agora do fato de 

os coeficientes A
1

, B satisfazerem as hipóteses do teorema 5.6.3 em 
r 1 

[8]. 

2.2. Lemas Auxiliares 

Nesta seção mostraremos alguns resultados que utilizaremos na 

seção 2.3, quando trataremos da existência de esferas harmônicas. 

A partir do integrando da segunda variação da a-Energia 

perturbada (Equação 2. 7) obtemos o operador de Jacobi L ,1,(f) para 
a., 'f' 

• 2 • 
E ,1, , em um ponto critico f, definindo-o de L za.(f TN) em L a(f TN) 

a,"' 2 

tal que, õ
2
E ,1,(f)(V, W)=-J (L ,1,(f)(V),(W))dA 

a,"' M a,"' 

Usando a formulação variacional do funcional c ,1, (Equação 1.1) 
a,"' 

obtemos: 
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onde 1 k 1 ~.k • a v • 
V=(V , ... ,V), W=(W , ... ,w ), Vr= ax 

r 

Como F = F = F = O Temos 
zz zp pz 

e/r; ,1,(f)(V, W)=J F (V
1

, W1)=-J (~a (F ). V
1 
+F V

1 
, WJ ) ex,., I j r s X I j r I j rs 

M p p M • p p prps 
r s r s 

assim o operador t ,1,(f) definido como a extensão de L ,,,(f) a todo ex,., ex,., 

L 2CX( ) 
1 

TI se escreve como: 

onde a (F ) dJ = O observando-se que 
8x I j ' 

8 prps 

A
11 

satisfaz a condição 2.1.2 (iv) 
rs concluímos que t ,,,cn é ex,., um 

operador elíptico e portanto sua restrição tex,t/J(f) também é um 

operador diferencial de 2.! ordem eliptico. 

É fácil observar na equação (2. 7) do capitulo 1 que õ
2
E ,,,(f) é ex,., 

simétrica e portanto L ,,,(f) é auto-adjunto. ex,., 

2.2.1. Definição 

Chamamos de operador de Fredholm uma aplicação linear contínua 

L:E ~E entre espaços de Banach que possue imagem fechada, bem 
1 2 

como núcleo e conúcleo (= E /Imagem) de dimensões finitas. 
2 

36 



Chamamos indice de L ao número inteiro: DimKerL - DimcokerL 

onde KerL é o núcleo de L, e coker é o conúcleo de L. 

Chamamos uma aplicação h: V ~w. entre as variedades V 

(conexa) e W, de Fredholm, se h é C1 e dh I :TV -- TW for 
X X X 

operador de Fredholm para cada x. 

Da teoria clássica de operadores elipticos tem-se que todo 

operador T, eliptico, possui núcleo e conúck de dimensões finitas. 

Vejamos sucintamente o processo que r.:Js mostra isso: 

Todo operador eliptico L datisfaz a desigualdade de Gording: 

2 2 
C~-t.4tlLC 1 ll -C ll (encontramos esse fato demonstrado por exemplo 

L2 2 L2 
1 o 

em [18] pag. 198). Nessa mesma referência pag. 199 obtém-se a partir 

da desigualdade de Gording que o operador M=(L+À ) é completamente 
o 

continuo, isto é, leva conjuntos limitados em conjuntos relativamente 

compactos. 

Seja {ll kKerL, uma sequência limitada então: 
n 

-1 
M ll =L~-t +À ll =À ll * Ml-tn n n On On 

1 
= - ll 

À n o 

dai como M é completamente continua temos que Mil possui uma 
n 

subsequência convergente e portanto {ll } 
n 

possui uma subsequência 

convergente dai pela caracterização de espaços de Banach de dimensão 

finita por sequências tem-se que dim Ker L < oo • 

• 
Usando a propriedade clássica de operadores, Ker T = coker T ,e 

o fato de L .~.<n cx,'f' 
ser auto-adjunto obtemos que Lcx,t/J(f) é uma 

aplicação de Fredholm de indice zero. 
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2.2.2. Definição 

Dado um espaço topológico X dizemos que um subconjunto de X é 

residual se ele pode ser expresso como intersecção de uma coleção 

enumerável de subconjuntos abertos e denso de X. Pelo teorema da 

categoria de Baire um subconjunto residual de um espaço métrico 

completo é denso. 

2.2.3. Lema: 

NDA={I/J e L za(M,IRk) I tal que Ker L ,,,(f) = O para todo ponto critico f ex,., 
2a k 

de E ,,, com E ,,,Cr>.~ A } é aberto e denso em L (M,IR ) para todo A>O. ex,., ex,., 

Demonstração: 

Seja f ponto critico de E ,,,. Para cada seção V do fibrado ex,., 
• pull-back f TN definamos a aplicação f :M ~N por f (x}=exp V(x), 

v v f(x) 

onde exp :N ~N é a exponencial clássica. 
f(x) f(x) 

Para r=O ou 2 consideremos 'U vizinhanças da seção nula do 
r 

fibrado L za(M,f • TN) e definamos as aplicações rp :'U - L za(M,IRk) por 
r r r r 

rp (V}=f . Notando que rp (O)=f e drp I o= identidade, temos pelo teorema 
r v r r 

da função inversa que existem vizinhanças 'U tal que rp :'U - rp ('U ) 
r r r r r 

são difeomorfismos. Ao invés de vizinhanças de f trabalharemos no que 

se segue com as vizinhanças 'U da seção nula. 
r 

2a k zex· • 
Definamos a aplicação ~:'U xL (M,IR ) -)L (M,f TN) tal que 

2 

~(V,x) = (drpol f 1
.(Q ,,,(fv)). 

v ex,., 
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:za k :za • 
!f:'U

2
xL (M,IR ) ~L (M,f TN) 

cv.x> (dfP 1 f 1.CO cr )) 
o v a,x v 

Calculando a diferencial em (O,t/1) obtemos 

ao cr > 
=id. [ ar a,x v I (V,x)+ 

(o,I/J) 

ao cr > 
--=---a.;..;_.x v I .cv.x>] 
ax (o,I/J) 

a 
=( 7ff 0«,1/J(f))(V)-P ,Cx) 

Pela definição de e L .J.(f) a,'Y' 
temos 

ao cn 
(L (f))(V)=( ~ )(V) assim obtemos: a,I/J ar 

õ~ 1 c ,1,>Cv.x>=CL .~.<r>HV)-P Cx> 
o,'Y' a,'f' f 

Conclui mos que õ~ I (o,I/J) é sobrejetiva pois dado WeL 
2
a(M, f • TN) 

tomando V=O e x=-N tem-se 

õ~ I ( ·1·)(0,-W)=-P (-W)=P (W)=W. 
o,'Y' f f 

Vejamos agora que o núcleo de õ~ I (o,I/J) decompõe-se 

2a • 2a k 
L

2 
{M,f , TN) e L {M,IR ). Com efeito, 

Sendo L ,1,(f) uma aplicação de Fredholm temos que 
a,'Y' 

:za • :za • -
L (M,f TN)= K e X e L (M,f TN)= K e Y, onde K = ker (L }f)), 

2 a,'Y' 

Y=Im{L ,1,{f)) com K e K subespaços de dimensão finita. 
a, V' 

SeJ·a L2a(M (f.TN)l.) = (1-P )(L2a(M IRk)) onde 
t f • 

então: 

!=identidade 

l. l. :za • 
Ker õ~ I (o,I/J)={(k+V, W +La,I/J{f)(V)):keK; v e X, W e L (M,f TN)} 

pois: 
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a~ I (o,I/J)(V,~)=O se só se Pr(~)=La,I/J(f)(V) se só se ~=W
1

+La,I/J(f)(V) 

assim chamando F = X x R temos que: 

2a • 2a k 
L2 (M,f TN) f) L (M,IR )= Ker a~ I (o,I/J) f) F 

Como a~ I (o,I/J) é sobrejetiva e Ker a~ I (0,1/J) 

concluimos pelo teorema da função implicita que: 

ll ={(f,I/J) I ~(cp (f),t/1)=0} = {(f,t/1) I Q ,/,(f) = O} 
2 a,~ 

decompõe-se 

={(f,I/J) I f é ponto critico de E ,
1
.} é uma subvariedade de 

a,~ 

2a 2a k L
2 

(M,N) x L (M,IR ). 

Afirmação: JT:p.- L :za(M,IRk) dada por TI( f ,1/J)=I/J é uma aplicação de 

Fredholm de indice zero e anl (r,I/J) é sobrejetiva se só se La,I/J(f) 

é sobrejetiva. 

Com efeito, 

Sabemos que o espaço tangente a p. em (f,t/1) é: 

assim temos, 

2.1. an I ( o/o)(V.~)= ~ = p (~) + ~.1. = L ,/,(f)(V) + ~.1. 
r,~ r a,~ 

Seja (V,~) e Ker an I (r,I/J)' isto é, an I (r,I/J)(V,~)=O então x = O 

e dai L )f)(V)=P (~)=P (0)=0 ~ V e Ker L ,
1
,(f) portanto 

a,~ r r a,~ 

Ker an I (r,I/J) c Ker La,I/J(f) <t> {0}. Por outro lado tomando (V,O) e 

e Ker La,I/J(f) + {O} temos (V,O) e Tp.(r,I/J) pois: 

L ,/,(f)(V)=O=P (O) e an I ( o/o)(V,O)=O ~ Ker L ,J,(f) ® {O} c 
a,~ r r,~ a,~ 

c Ker an I (r,I/J) 
2.2. 

assim: 

Ker an I (r,I/J) = Ker La,lf) ® {O} 
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Mostremos a igualdade 

2.3. 
2a • l. 

Im ~nl (f,I/J) = Im La,I/J(f) e L (M,(f TN) ) 

Com efeito, das desigualdades em 2.1 temos obviamente a 

inclusão c, seja W E Im L ,1,(f) e :l E L 2a(M,(f • TN)1
) então tomando a,., 

V=L -
1
,1,(f)(W) e x = W + i obtemos: a,., 

.(V,x)ETf.L(f,l/1) pois 

l. 
.W+x Elm~nl(f,l/1) 

assim tem-se a inclusão :::>. 

P (x)=P (W)+P (xl.)=W+O = L '"(f)(V) 
f f f a,., 

1 1 
pois ~nl (f,I/J)(V,x)=La,l/l(f)(V)+x =W+x 

Como La,I/J(f) é Fredholm temos Dim [ Ker La,l/l(f)] e 

2a * 
D. [ L ( M,f TN ] r· · I d . ld d 2 2 2 3 1m 1m L ( f ) mltas, ogo segue as 1gua a es . e . que: 

a,I/J 

Dim [Ker ~n I (f,I/J)] < oo 

Dim [L 2a(M,IRk]/Im ~n I (f,I/J)] < oo, pois 

L 2a( M,IRk) 

Im ~nl(f,I/J) 

Deste último isomorfismo obtemos também que Dim[coker L '"(f)] a,., 

= Dim [coker ~nl (f,l/1)] e portanto n é Fredholm também de índice zero 

(pois L '" tem índice zero). Devido a igualdade 2.3 temos que a,., 

~n I (f,I/J) é sobrejetiva se só se La,I/J(f) o for. 

Concluímos da afirmação acima que NDA é o conjunto dos valores 

regulares de nl A. 
ll 

Vejamos que NDA é aberto e denso, para isso usaremos o 

procedimento de S. Smale em [12] : 
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A 
ND é aberto, pois 

Seja {1/J } c L w.(M,IRk)\ND\ isto é cada n E IN existe um ponto 
n 

critico p de nl com n(p )=YJ • Suponhamos 1/J ~. Como 
n A n n n 

ll 

Eo:(p 
0

) ~ A V n, então Eo:,I/J é limitado sobre {p 
0

} dai pela condição-C 

(teorema 1.3.11) existe uma subsequência de {p } convergente, 
n 

digamos p n --~p. Dal pela continuidade da n e õn tem-se: 

n(p)=Lim n(p ) = Lim 1/J = 1/J e õnl = Lim õnl = O. Logo p é ponto 
n n p p 

n 

critico e é valor critico de n, isto é, 1/J E L w.(M,IRk)\NDA 

portanto L 2a.(M,IRk)\NDA é fechado. 

NDA é denso, pois 

Sejam X E 
A 

'U vizinhança L w.(M,IRk) de n(x ). Seja ll e em o 1 o 

v c 
A 

uma vizinhança de rp:UcE v uma carta local ll X e para o 
A 

ll em x , onde E é um espaço de banach e rp(y )=x . Seja o o o 

f=norp:U ~L2a.(M,IRk)=E' então como ker õnl tem dimensão finita 
X o 

podemos escrever E = E
1 

x Ker dflx . Chamando y
0 

= (p
0
,q

0
) 

o 

vemos que a diferencial de f com relação a primeira variável é 

injetiva para todo (p,q) bem próximos de (p
0
,q

0
) logo usando o 

teorema da função impllcita existe vizinhança D xD de (p ,q ) em 
1 2 o o 

E
1
x Ker df I x tal que 

o 
f restrita a D x {q} 

1 
é difeomorfismo para 

todo q E D . Assim a sobrejetividade de f em D x D depende da 
2 1 2 

sobrejetividade na 2~ variável. 

Seja P:E' ~E' /Im df I x a projeção canônica. Considere a 
o 

aplicação ~:{p 0 }x D
2 
~ E'/Im dfjx 

o 
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n é Fredholm temos Dim (Ker df I x ) < oo 

o 
e Dim (E' /Im df I x )< oo. Logo 

o 

pelo teorema de Sard existe z E P('U ) valor regular de ~. Assim 
1 

tomando -1 
1/J E P (z)nU vemos que 1/J é uma valor regular de n em '11 • 

1 1 

2.2.4. Observação: 

Considerando que C00(M,IRk) é denso em L :ux(M,IRk) e que NDA é 

aberto nós podemos 

arbitrariamente pequena. Assim pela proposição 2.1.1 para tais 1/J 

tem-se que todos os pontos criticas de E são C
00

• Vemos então 
a.,I/J 

pelo teorema de Uhlenbeck em [5] pg. 443 que todos os pontos criticas 

de E 
a.,I/J 

de a-Energia são fracamente não-degenerados de 

índice finito portanto a teoria de Morse sobre variedades de Banach 

pode ser aplicada a E .~.. 
a.,., 

2.2.5 Lema: 

Seja a. o dado pela proposição 2.1.1, e a. E (l,a. ). Seja N uma o 

variedade compacta com no(N)= .... =n (N)=O 
r-1 

e n (N):;tQ. Então 
r 

existe um ponto critico não-constante para E :0 ~. cujo indice é 
a 

~r-2, Além disso existe uma constante B, 

idependente de a, tal que o ponto critico pode ser escolhido de modo 

que tenha a-Energia ~ (l+B2 )a. 

Demonstração: 

Seja n:Q ----7M, a função dada por n(f)=f(oo) onde oo é o polo 

2 
norte de S . n é uma fibra(;ão cuja fibra é o espaço das aplicações 

de S
2 

em M que preservam o ~')nto base. A sequência exata da fibração: 
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••• ~ 1t (FIBRA) ---+lt (O) ---~·lt (N) ---+ 
1-2 1-2 1-2 

ainda , a aplicação de cisão i• sendo induzida pela aplicação 

dada por i(x)=constante = x. Assim nós temos uma 

sequência exata curta: 

2.4. O --~lt (FIBRA) ------+lt (C) 1t • (N) ---+0 
1-2 1-2 -----+ 1-2 

Considerando que 1t (FIBRA)E!! 1t (N) ~ O segue de 2.4 que 
r-2 r 

1t (Q,i(N)) ~ O. 
r-2 

Tomemos A>O e c>O constantes tais que: 

(2.5) II.PII < c '* E-
1
,1,((-oo,A] ) c E-

1
((-oo, A+1] ), e a aplicação 

L~ a,~ a 

1t (E-
1
,~.((-oo,A] ), i(N)) --- 1t (C,i(N)), seja não nula. 

r-2 a,~ r-2 

onde: 

R = 
m 

c = 
m 

Usando a desigualdade de Morse: (pg. 64 em [13]): 

r -2 
L (-1{-2-m.R ~ 

m 
m=O 

r-2 
L (-l)r-2-m. C 

m 
m=O 

dim H (E-
1
,
1
, [ -oo,A] ) = i-ésimo número de betti. 

m a,~ 

número de pontos criticas de E ,1, de indice m. 
a,~ 

temos que C ~ O para algum m~r-2 pois R = .... =R =O e 
m 1 r-3 

R ~0. Assim existe um ponto critico f ,1, r-2 a,~ 

-1 
Ea,I/J((-oo,A] ), isto é, Ea,I/J(f)a,I/J ~ A. 

para 

com 

E ,1, em 
a,~ 

indice 

representa um elemento não-nulo de 1t (Q,i(N)). 
r-2 

Suponhamos mostrado a seguinte: 
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2.2.6. Afirmação: 

Existem constantes positivas B (independente de a:), õ e C tais 

que 

2.6. 

2.7. 

f ,,, satisfaz: a,., 

E ,,,(f ,,) ~ 1 + õ - CIII/JII a,., a,., Lzo: 

Então escolhendo uma sequência 1/J ----K) em 
n 

e f «,1/J 

pontos críticos fracamente não-degenerados de índice ~k-2 temos: 

(i) E (f ,,, )~ A+l (segue de 2.5 e E ,,, (f ,,, )~ A) a: a:,., a:,., a:,., 
n n n 

(ii) para cada i e IN, 3 71
1 

e IN tq llõEa:(fa:,I/J >11 ~ ! 
n 1 

Pois õE (f ,,, )(V) a: a:,., 
n 

1 

= õE ,,, (f ,,, )(V) - f V.I/J a,., a,., n 
n n M 

os 
n 

e 

Como E =E 
a: a:,O 

satisfaz a condição C (teorema 1.3.11) então 

f possui uma subsequência convergindo para um ponto critico f «,1/J a 
n 

de fndice ~k-2 e de 2.6 e 2. 7 temos 

é não constante pois E (f )>1. 
a: a 

f 
a 

Portanto o lema 2.2.5 é uma consequência da afirmação 2.2.6 a 

qual trataremos agora de mostrar. 
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Considere a subvariedade N ={s e L za(M,N) I s é constante das 
o 1 

aplicações triviais de O. (Note que N =E- 1(1)). 
o a 

assim 

Observe que dado y e 

TL za(M,N)y=L za(M, TN ) 
1 1 y 

za N c L (M,N) então: o 1 

za 
e TN = {a e TL (M,N) /da = O} 

Oy 1 y 

2 
construímos um fibrado normal para N em um sentido L -Fraco: 

o 

71 ={v e L za(M,TN }:(v,a) = J v.a=O V a e TN } 
y 1 y M oy 

71 = U 71 c TL za(M<t>N) I 
yeN y 1 N 

o o 

Usemos a exponencial exp: TN ~ N para definir a aplicação 

e:TL za(M,N) ~ L za(M,N) dada por: 
1 1 

e(s, v)(x) = exp(s(x), v(x}} 

Então vale a seguinte: 

2.2. 7. Afirmação: 

A restrição da aplicação e a 71 é um difeoformismo de uma 

vizinhança da seção nula de 71 
za 

em uma vizinhança de N c L (M,N). o 1 

De fato, 

note que e(y,O) = exp(y,O)=y, isto é, 

diferencial de e temos 

e(y,O)e N calculando a 
o 

del(y,O)(a,v)(x)= d expl(y,O)(a,v(x)) V a e TNY e v e 71Y 

za 
escolhendo 71 de modo que de( O):TN <t> 71 ~ TL (M,N) 

y y, y y 1 y 

seja um isomorfismo a afirmação é uma consequência imediata do 

teorema da função implicita. 
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2.2.8. Lema 

Dado ex > 1, existe um ~>O dependendo de ex e uma retração 

-1 ~ 
cr:E [1,1+~] x [0,1]- L (M,N) 

ex 1 

é, cr satisfaz: 

(i) é continua 

(ii) cr(s,O) e E- 1[1) e cr(s,l)=s V s e E-1[1,1+cr) 
ex ex 

(iii) cr(s,t) e E- 1 [1,1+~) V t e [0,1] 
ex 

Demonstração: 

Seja s e E~ 1 [1,1+~). isto é, Eex(s)= f M (1+ I ds l
2

)
2
e [1,1+~) 

usando o fato que (l+~l~1+Ã 2 
V ex>1 e À ~ O, temos (considerando M=S

2 

e f
52

dA = 1,!:. + fMidsl~ ~ fMU+Idsl
2

)ex ~ 1+~. donde f)dsl
2

ex < ~ 

Considerando-se a desigualdade e Poincaré: 

f1sl~ ~ cex.fldsl~ V se L~(M,IRk) temos 

lls-f: ~~~:ex = fMis-fsl~dA + fMidCs-fs>l~dA 
1 

assim, 
1 

11 s-f 11 < K .~Ui' 
M L~ ex 

1 

Portanto pela afirmação 2.2.27 para ~ suficientemente pequeno 

existe y e N e v e 11 , pela afirmação 2.2.7, tais que e(y,v)=s e 
y 

tanto v 
00 

quanto f I dv I~ podem ser tomados arbitrariamente pequenos. 

Definamos o candidato para a retração: 

(s,t) -------~ e(y,tv) 
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então cr(s,O) = y e N Q< N = E-1[1) e cr(s,l) = 
o ex 

e(y,v) = s, portanto cr 

satisfaz (ii). 

cr satisfaz (i) pois para cS pequeno cr é continua. 

Para verificarmos (iii), isto é, que E (cr(s, t)) e [l,l+cS) V S, V t. 
ex 

Basta provarmos que E (cr(s, t)) é função não decrescente de t, isto é, 
ex 

Com efeito: 

Seja IJ.=cr(s, t)=exp(y, tv) então: 

:~ = d exp 1 (y. tv r v logo como d exp 1 (y. 0 (identidade temos que 

dll I dt t=O = v e IJ.(o) = y assim: 

IJ.(t) = IJ.(O) + ~~ I t=Ot + R(tiJ.) 

IJ.(t) = y + v. t + R(tiJ.) 

diferenciando a igualdade acima e notando que a grandeza de ll depende 

diretamente da grandeza de v temos: 

daf, 

igualdades acima obtemos: 

:t Eex(cr(s,t)) = 2cx JMO+Idlll
2
)ex-t.(d1J.,dv)dA 

~ 2~ JM(I+Idlllz>ex-t·ldlllz.[l-tOCIIvlloo )] 

Logo para cS suficientemente pequeno e portanto v temos 
(X) 
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2.2.9. Prova da Desigualdade 2.6 

Como N é compacta e está mergulhada isométricamente em !Rk, 

existe C>O tal que I x I ~C V x E N q I= normal IR
0

) assim I f ex,t/J(x) I~ C 

V x E M lofo disto e da desigualdade de HÕlder temos: 

assim, 

f I f ex ,,,t/J I ~ c I t/J 11 zcx 
M ,., L 

Logo basta ver que E (f ,,.>> 1 + c5. ex ex,., 

Com efeito suponha que não, isto é, E (f ,
1
) e [1,1+c5] então ex ex,., 

definamos a aplicação F:M x [0,1] _____, N tal que (x,t)~ (cr(f ,1,t))(x) 
ex,., 

F é continua pois cr e f ,,, o são. ex,., 

F(· ,O)econstante e F(· ,1)=f ,
1
, logo obtemos uma contradição pois f 

ex,., ex,I/J 

é um representante de uma classe de Homotopia não-nulo. 

2.2.10. Prova da desigualdade 2. 7 

Como E satisfaz a condição-C, ele assume um miuimo em toda 
ex 

componente de 
2CX L (M,N), portanto escolhendo em cada componente 
1 

L:CX(M,N) um elemento J.L de classe Cr/J e tamanho B = max I dJ.L(X) I temos 

zex que Eex(f) ~ (l+B ) . Para obtermos a desigualdade 2.7 basta então em 

2 5 A (1 Bz)ex 1 . . . tomarmos = + - , p01s ass1m teremos: 

Mostraremos agora um Lema que utilizaremos na próxima seção 

onde demonstraremos a existência de esferas Harmônicas não-triviais. 

Essencialmente o Lema nos diz que o indice de uma esfera harmônica 

não-constante não é afetado quando removemos um número finito de 

pontos. 
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2.2.11. Lema: 

Seja m o lndice de uma esfera harmônica f:S
2 
~ N. Dado um 

conjunto de pontos {p
1

, .... ,pt} em S2 existe um subespaço Linear V 

• de f(f TN) de dimensão m tal que: 

(i) A forma de lndice I é negativa definida sobre V. 

(ii) V e V ,q V anula-se em uma vizinhança aberta de P (i=1, ... ,t). 1 . 

Demonstração: 

• Por hipótese, existe um subespaço linear V de f(f TN) de 
o 

dimensão m sobre o qual a forma de lndice é negativa definida, isto 

Consideremos a esfera unitária de V : 
o 

<!f = {V e V 
o 

tal que f (V,V)dA 
s2 

= 1 } , onde f dA=1 s2 

Chamemos D(p ,r ) c S2 o disco de raio r e centro p . Sendo 
1 o o 1 

um número r o 
tal que D(p ,r ) 1'"1 D(p ,r )=</> 

1 o j o 

para 1~i:;tj~t. e tal que cada função radial r :D(p ,r )-{p} ----7 R 
l l O I 

. c1. seJa 

2 Para cada e tal que O<e< min e{r ,1}, seja TI :S ~[0,1) a o e 

aplicação dada por: 

TI (p)1°Uog(e2l-log r (p))j(log e) 
e 1 

1 
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( p ) < e 2 

2 se e~ r
1

( p) ~e 

caso contrário. 

para algum 
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calculando a derivada de ll e majorando adequadamente vemos que e 

existe e, independente de e tal que: 

J I dlle 12 ~ C/ poge I 
s2 

notando que V(lJe V) = lle VV + Vlle· V temos: 

IIVCllevf = CllleVV + Vlle·VI>2 ~ 2lllelziVVIz+21VllelziVIz 

2 
No caso em que e ~r 1 (p) ~e obtemos: 

(para e pequeno log < O) e 

log r (p) 
1 

log ~ 2· 
e 

Portanto O ~ lJe(p) ~ 1 V p e S
2

, usando isto e a inequação 

2. 8 obtemos em 2. 9: 

assim tomando a=1 e t/J=O na equação 2. 7 do capitulo 1 temos: 

Hll V,71 V) = l5~(f)(71 V,71 V) 
e e e e 

= 2I [IIVC.,.,eV>II
2

- (IR(lleV,df)df,lJeV)] 
sz 

Como I(V,V) = I IIVVII
2
-(R(V,df)df,V) ~ O tem-se: 

sz 

I (R(V,df)df,V) L I IIVVII
2 

L o 
sz sz 
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assim 3 C )0, C constantes tais que: 
1 2 

l(l) V,l) V) = C I(V,V) + C /loge , 
e e 1 2 

e para e suficientemente pequeno 

l(l) V,l) V)<O Ir/ Ve'!J 
e e 

• 

e 

é um subespaço Linear de rCf TN) de dimensão m o qual satisfaz as 

condições (i) e (ii)• 
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2.3. Existência de Esferas Harmônicas 

Nesta seção garantiremos a existência de esferas harmônicas no 

caso de certas variedades compactas, mais precisamente provaremos o 

teorema 2.3.11, assegurando assim a existência para o caso de uma 

variedade compacta N, com 1l (N).tO para algum k~2. Para a prova deste 
k 

teorema precisaremos de alguns resultados, os quais tratamos agora de 

exibir e provar. 

Por razões que ficarão claras logo adiante, trabalharemos 

localmente, isto é, consideraremos um disco D(R) c S
2 

de raio R e o 

funcional ex-Energia restrito a ele Eex=EexiD(R):D(R) ~ IR. Chamando 

2 D o disco unitário de S , através de uma expansão conforme de D em 

D(R) obtemos: 

E (s) 
ex 

Assim neste caso a equação de Euler-Lagrange (1.2.3) sofre uma 

pequena alteração: 

(3.1) 
2 

t:..s + 2(ex-1) (d s,ds) ds + A(ds,ds) = O 

(R2+1dsl2l 

2.3.1 Proposição: 

Existe c>O e ex >1 o 
tais que se s:D~ N é um ponto 

critico de Eex' com E(s)<c e l~ex~ex 0 , então para cada p e (l,c:o) e 

D'c D existe uma constante C(p,D') tal que lldsll ~C(p,D'LIIdsll . 
LP(D') L2 

1 
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Demonstração: 

Seja q>:D ----7 IR 
1 

uma função C tal que q> é identicamente 1 

em D'. Sem perda de generalidade admitamos f 
0 

s = O [ pois se a = f 
0 

s 

então f o {s - VoL~D) ) = O e S - Vo~(D) ainda satisfaz (3.1) uma 

vez que ds = d{s - Vo~(D)>]. 

observando que: 

2 2 2 
d (q>.s) = (d q>).s + 2(dq>)(ds) + q>.d s 

d(q>.s) = q>.ds + s.dq> 

multiplicando-se (3.1) por e substituindo-se esses valores 

obtém-se: 

2 
fl(q>s)+ 2(o:-l)(d (q>s),ds) ds+A(d(q>s),ds) = 

k
2
+jdsj

2 

(flq>).s+( Z(o:-l) ) {(d2q>)S + 2(dq>)(ds),ds) + A(sdq>,ds) 
k

2
+jdsj

2 

Assim temos, 
2 

jA(q>s) + Z(o:-l)(d (q>s),ds) ds + A(d(q>s),ds)j 5. 
k2+1dsl2 
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assim obtemos: 

calculando-se a norma LP em ambos os lados da desigualdade e 
o 

usando Minkowsky obtemos: 

usando os fatos que 

obtém-se: 

seja C(p) a norma do operador t:. - 1 como uma aplicação de LP em o 

LP então: 
2 

assim a desigualdade (3. 2) fica: 

tomando p=2 e a suficientemente próximo de 1 tal que 

seja positivo, então: 
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onde usamos a desigualdade de Holder generalizada para obter: 

chamando D" = {x e D tal que q>(x) = 1} temos pela definição de 

h(q>) que h(q.>) I D" = O pois q> = em D". logo substituindo em (3.4) tem-se: 

Dai por um teorema de mergulho de Sobolev tem-se: 

Agora usando novamente a inequação (3.3) para um p qualquer e q.> 

tendo suporte em D" temos: 

11 s 11 ~ 11 A 11 · [ J I ds I
2
P ] 1/p ~ 11 A 11 · 11 s 11 

2 ~ 11 A 11 · C
2 

• 11 s 11 
4 

Lp(D") CIO D" CIO L2p(D") CIO 
2 L 4 (D") 

1 1 1 

como s e LP c d então existe C constante tal que: 
2 3 

3/4 u ]1/4 

U I ds 14] ~ C * f I ds 14 ~ C I ds 14 * 11 s 11 4 ~ C . 11 s 11 

D" 3 D" 3 D" L 
4
(D") 3 L 4 

1 1 

Dai: 

como f s = O temos: 
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isto é: 

ldsll ~ C -ldsl 
LP(D') 5 L 4(D') 

1 o 

(3.5) 

Para obtermos a estimativa da proposição basta então mostrarmos que 

lldsll ~ Cl!dsll 
L

4
(D') L 2(D') 

o o 

e usarmos a inequação (3.5), de fato: 

tomando p = 4/3 em (3.3) e usando o fato que: 

U . ]3/4 (J )1/Z(J )1/4 jjd(cps)jjdsj 11 = jd(cps)j
4

/
3
.jdsj

4
/

3 
~ jd(cps)j

2 
jdsj

4 = 
L4

/
3 D' D' D' 

temos: 

(3.6) 

o 

lldsll 
L2 

o 

[C(4/3f
1
-2(a:-1)] llcpsll ~ li Ali ·lld(cps)ll -lldsll + h(cp). lldsll 

L 4/3 m L 4 L 2 L 4/3 
2 o o o 

substituindo-se em (3.6) as inequações: 

lldsll ~ lldsll 
L 4/3 L2 

o o 

lld(cps)ll ~ k'.llsll [onde k' é constante do mergulho de Sobolev 
L 4 L 4/3 

o 2 

tem-se: 

lldsll ~C.IIdsll onde C= k'.[jjAII -llsll +h(cp)] f (C(4/3f
1
-2(a:-1)) 

L4 (D') L2 m L4 

o o o 
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2.3.2. Corolário 

Existem a >O e e>O tais que se E(s) < E: e s for ponto critico 
o 

de E com a e (0, a ) então s e N i.e E(s} = O. a o o 

Demonstração: 

Da inequação (3.6) com dominio M ao invés de D e cp=1 temos: 

[C(4/3f
1
-2(a-1)] . ~siiL 

4
/

3 
5. IA~ 00 ·k' .vf(;). llsiiL 

4
/

3 

2 2 

tomando r.< -1 
C( 4/ 3 ) -Z(a-1) = K, se E(s} < E: então: 
k' -IIAIIoo 

K.llsll 5. vf(;) · llsll < ;-;--- · llsll L 4/3 L 4/3 L 4/3 
2 2 2 

Logo: 

11 s 11 = O ~ f I ds 1
4

/
3 = O ~ ds = O ~ 

L4/3 M 
s = constante, ~ s e IN . o 

2 

2.3.3. Lema 

Existe um E: > O tal que se f I ds l 2dl-l < E: então existe 
D(2) 

uma constante C > O, tal que: 

I ds(x) li x I 5. C. ( f I ds l
2
dl-l) 

1

/2 V x e D 
DC2Ixl) 

Demonstração: 

Consideremos o E: > O dado pela proposição 2.3.1 para p = 4 e 

a = 1, dado x e D definamos ;(x) = s(x +I x I x) então: 
o o o 
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f -2 f 2 f 2 1 ds 1 d~-t = 1 ds 1 dll < 1 ds 1 d~-t < c 
D D(x

0
,1 x

0 
I 0(2) 

-Sendo s uma aplicação harmônica s também é harmônica donde 

usando a proposição 2.3.1 e o mergulho de Sobolev obtemos: 

tem-se: 

lds(x >llx l=ld~(O)I~ C.C(4).11dsll ~ C.lldsll 
o o L2(D(x .lx I)) L2(D(2Ix I)) 

o o o o o 

2.3.4. Lema: 

Seja s:D\{0} ~ N (N c IRk) uma aplicação harmônica tal que 

E(s) < lXI. Então considerando um sistema de coordenadas isotérmicas 

tem-se: 

f
2n f2n 

I s (z) l
2
de = r

2
. I s (z) 1

2
de onde 

O e O r 

Demonstração: 

z = x+yi 
{

x = r cose 
com 

y = r sene 

Como s é harmônica então a aplicação W(z)= I s 1
2 
-I s 1

2 
+2(s , s )i 

X y X Y 

é holomorfa, em D'\{0} 

2 2 I 
1
2 I W(z) I ~ 21 s I + 21 s I = 2 ds(z) . 

X y 
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. -· 

Pelo Lema 2.3.3 tem-se I ds(z) 12 ·1 z 12 5. C.E(S) Logo: 

I W(Z) I 5. C' ·I z l-2 
onde C'= 2C.E(s) 

Logo 1 im W(z)z3 = O e da1 W(z)z3 tem uma singularidade removível 
z~O 

em zero e portanto pólo de ordem no máximo dois. Como o coeficiente 

a da série de Laurent de W(z) é dado por: 
-2 

a _
2 

= z!i . f zW(z)dz com 7 = pe
1
a, pe(O,l) e a e [0,2rr] 

7 

então segue da desigualdade: 

I a -21 5. z! f I z li W(z) I 5. f I W(z) I 5. 2E(s).(2np)~ o quando p ~ o 
7 7 

que a _
2 

= O. Assim z = O é pólo de ordem no máximo um. Calculemos 

explicitamente a função Re w(z)z2
: 

W(z)z
2 

= (I s 12 -I s 12 
+ 2(s ,s )i)(x

2 -l +2xyi) 
X y X y 

2 2 2 I 
1

2 I 2 Re(W(z)z ) = (x -y )( s - s I )-4xy(s ,s ) 
X y X y 

Calculando 
ax ay 

s = s . -a + s ae = -r sene s + r cose s e x e y x y 
e 

ax ay 
sr = sx. ar + sy ar = cose sx + sene sy 

verificamos que: 

observando que f zW(z) dz = if
2

n z2W(z)de temos que: 
lzl=r Olzl=r 

60 



2.3.5. Teorema: 

Seja s:D\.{0} ~ N uma aplicação harmônica de energia finita. 

Então s se estende a uma aplicação harmônica e C
00

, s:D ~ N. 

Demonstração: 

Como fD I ds 1
2 
dJ! < oo então I i m f I ds 1

2 dJ.L=O logo por meio de 
R~oo D(R) 

uma expansão conforme de D(R) para D(2) podemos assumir que 

f I ds l2
dJ.L < c, onde c é aquele dado pelo lema 2.3.3. 

D(2) 

Definamos uma função q:[0,2n] x [0,1] ~ IR como: 

q(r,a) = { 

q( 2 -m)-q( 2 -m+l) 
. (r-2-m+l ), r e (2-m, 2-m+l) 

-m -m+ 1 
2 - 2 

1 J2n 
2

n 
0 

s(2-m,e)de 

isto é, q só depende da coordenada radial e é linear nos intervalos 

-m -m+l 
Portanto no domínio [0,2n] x (2 , 2 ) q é harmônica para 

r e [2-m, 2-m+l] : 

(3.7) 
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pela desigualdade do valor médio temos: 

max {ls(x)-s(yll:lxl e IYI e [2-m, 2-m+1]} ~ 

~ 2-m+3 .max {I ds I (x): I x I e [2-m, 2-m+1] } 

~ 2
3 .c 1 ds l

2
df.L ( J ) 

1/2 

I xl~2-m+1 
onde a última desigualdade segue do lema 2.3.4. 

Usando esta majoração na inequação (3. 7) obtemos: 

(3.8) 

vamos fazer uma estimativa para a norma 

Por integração temos: 

L 2 de (q-s): 
1 

m [ J2Tr 8 ]2-m+t J * r r CqCr,cxl-sCr,cx».csr<r.cx>- 8 ~cr,cxldcx - Cq-sl.d d(q-s>.d11• 
m=l O 

2
-m D 

como 

L=/s-q).(sr -q·)~u r=ll s-q ~2r/2ur=ll sr -q·12] 1/2 ~( L= li s-q ~2r/2 

obtemos: 

J DI dq-ds 12dj.t~u r=ll s-q 12) 1/2. (J r=ll sr 12) 1/2 + ~!: 2-m+l. 

-m+l -m+1 -m+1 -m+l J2Tl[ ] [ ] J . 
0 

q(2 )-s(2 ,e sr (2 ,e)-q'(2 ) de- D (q-s).Ll(q-s)dj.t. 

62 



da inequação (3.8) segue que o limite acima quando m ~ co é zero. 

Como (q-s) é harmônica ll(q-s) = -A(s)(ds,ds), assim estimamos: 

-f (q-s)ll(q-s)diJ = f (q-s).A(s)(ds,ds)~IIAII llq-sll f I ds l
2
dll ~ 

D D co COD 

chamando õ = 2 4.c./c 

(3. 10) 

f
0

1dq-dsl
2
dll ~ 

observando que: 

tem-se em (3.9): 

fD1d(q-s)l2dll = f1sr-qrl2 + lse-qel2 ~ fD1sel2dxdy, pois qe =O 

~ ~ U I s l
2
dxdy + f I s 1

2
. -

1 
drde] ,pois dxdy=r

2
drde 

D e D e r2 

_!_f I ds 12 
2 D 
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e considerando a definição de q e o lema 2.3.4 tem-se: 

assim substituindo-se estas desigualdades em (3.10): 

por uma expansão do disco D(t) em D(l) t ~ 1 obtém-se: 

dai: 

1 
aplicando o lema 2.3.3 para O < I x

0 
I < 2 obtemos: 

1-2c5 

(f 1/2 -2 f )1/2 
lds(x >llx I ~C. ldsl

2
) ~C. (21x 1) . ( ldsl

2
dll 

o o D(2lxol o D 

assim se s e L za(D,N).Repetindo o método da proposição 2.1.1 obtemos a 
1 

regularidade de s. • 

Veremos agora como obter a existência de esferas mínimas ou 

mais precisamente mostraremos que uma sequência de pontos críticos s a 

de E quando a --7 1, converge para uma aplicação harmônica ou então 
a 

existe uma esfera mínima agindo como uma obstrução. 
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2.3.6. Observação: Como estamos trabalhando com M=S
2

• admitiremos M 

coberta por discos de raio tão pequeno quanto queiramos. Digamos 

R=2-
1
CieiN) tal que os discos com metade desse raio. ainda continuam 

cobrindo M. e métrica sobre esses discos estejam uniformemente 

próximas da métrica plana; e ainda consideremos que cada ponto de M 

pertence a no máximo h discos. onde h independe de R=2-
1
• Expandindo 

estes discos D(R) ao adisco unitário D e restringindo o funcional 

a-Energia a este disco temos: 

2.3.7 Lema: 

Seja s :D(R) ---7 IN 
a 

uma sequência de pontos criticas do 

funcional E tal que quando a ~ 1 temos s convergindo para s a a 

em L:a(D(R).IRk). Então existe c > O tal que se E(sa) 5. c tem-se 

s ~ s em d(D(R/2).N) e a aplicação s:D(R/2) ~ IN é harmônica a 

e 

Demonstração: 

Pela invariância conforme basta considerarmos R=l. Consideremos 

c > O dado pela estimativa da proposição 2.3.1 com p=4 e D'=D(l/2). 

Assim a partir de um a suficientemente pequeno, a saber, a<a ( onde o 

a é dado pela prop. 2.3.1) tem se: o 

lldsallo0/2),1,4 5. C(4, D(l/2)).c 
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Seja o mergulho compacto de Sobolev: 

temos então que a sequência s possui uma subsequência convergente em a 

C1(D(l/2), IRk), logo a partir da convergência fraca s ~ s em 
a 

L za(D,IRk) tem-se s ~ s em dCD(l/2), IRk). Sendo a convergência 
1 a 

1 
em C podemos obter a equação de Euler-Lagrange de s, simplesmente 

passando-se ao limite na equação (3.1), isto é, âs+A(ds.ds)=O e 

portanto s é harmônica• 

2.3.8 Proposição: 

Seja 'UcM um conjunto aberto e s : '1.1 ~ NciRk uma sequência de 
a 

pontos criticas de E com a ~ 1, s convergindo fracamente para s a a 

em L 2 ('1.1 IRk) e E (s ) < B. Fixado m e IN considere o conJ·unto 
1 ' a a 

-m+1 
'1.1 = {x e '1.1 : D(x, 2 ) c '1.1 } 

m 

Então existe uma subsequência {a(l)} c {a} e um número finito de 

pontos {x , ...... ,xl }, onde l,m ,m 
l depende de B e N mas não 

depende de m, tal que sa(l)~ s em deu \Ul D(x • 2-m-1),N). 
m 1=1 l,m 

Demonstração: 

Cubramos '1.1 
m 

com discos D(x , 2-m) c '1.1 
l 

tal que cada ponto 

x e '1.1 seja coberto no máximo h vezes e os discos D(x ,2-m-l) ainda 
l 

continuem cobrindo '1.1 (veja observação 2.3.6). 
m 

Assim temos: 

L J I ds l 2 d~-t 5. h E (s ) < h.B 
1 D(x ,2 -m+1) a a a 

1 

Dai para cada a há no máximo Bh/c discos sobre os quais 

J ldsal 2 d~-t > c 
D(x ,2-m+l) 

l 
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onde c é a constante do lema 2.3.7. Vejamos que é possivel escolher 

uma subsequência {ex( i)} de {ex} de modo que s ex(l) convirja para s em 

exceto sobre l < hB/c + 1 discos. De fato, 

pelo lema 2.3. 7 acima podemos por um processo recursivo finito achar 

uma subsequência {ex(l)} que convirja para s 

para todo os discos tais que: 

J I ds 1
2 d~t ~ c 

D(x ,2-m+1) ex 
1 

e portanto a convergência de tal subsequência apenas não está 

garantida nos discos onde: 

J lds 12dl! > c 
D(x ,2-m+1) ex 

1 

isto é no máximo em t < Bh + 1 discos• 
c 

2.3.9 Teorema: 

Seja 'UcM um conjunto aberto e s : '1.1 ~ N um ponto critico 
ex 

de E com E(s ) < B, ex~ 1 e convergindo fracamente para s em 
ex ex 

L
2

('1.1, IRk). Então existe uma subsequência {t3}c {ex} e um número finito 
1 

l independe de '1.1, tal que st3 

converge para s em 

1 
C ('U-{x

1
, •...•.. ,xt}, IN). Além disso s:'U~ N é uma aplicação 

harmônica e dtJ. 

Demonstração: 

Pela proposição acima construímos uma série de subsequências 

{ex(m)} c {ex(m-1)} c .... c {ex(2)} c {ex(l)} c {ex} com ex(m) ~ 1 e 

s ---? s em d(U \ U D(x , 2-m), N) para cada m e IN, onde 
ex(m) m 

1 
~i l,m 

t < Bh/c + 1. 
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Escolhendo uma subsequência diagonal {13} das sequências {a(m)} 

temos que s
13 

s em: 

dcucu ' uD DCx • 2-m>. 
m m I,S_, l,m 

1 
N) = C ('lLVl( 

m 
u. D((x , 2-m)), N) 

I,S_, l,m 

Assim s
13 

s em dctL,{x
1

, .... ,xl}, N). 

Considere o funcional linear Fe[L~('U,IRt)( dado por:F(f) = f 'U (df,ds) 

como s
13 

assim: 

Donde: 

f t L z('U IRk) s racamen e em 
1 

, temos que 

Portanto aplicando o teorema 2.3.5 s se estende a uma 

aplicação C
00 

e harmônica de 'U em N. • 

Observação: 

Pelo teorema acima não podemos assegurar d-convergência de 

s nos pontos {x
1

, .••. ,xt}. Mas se existir um õ>O tal 

que maxxeD(x ,õ) I dsa(x) I ~ B < oo entáo podemos garantir que s13 ~ s 
I 

em dcncx ,õ), N). Com efeito: 
I 

2 
Considere c dado pelo lema 2.3. 7 e R>O tal que nR B<c e 

D(x
1
, R) c D(x

1
,õ) então: 

f ldsal
2
dll ~ nR

2
B < c 

D(x ,R) 
I 

E assim a convergência s
13 
--~ s em dCD(x

1
,R/2}) é garantida pelo 

lema. 
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2.3.10. Teorema: 

Seja s 
ex uma sequência de pontos crlticos de E ex 

com ex ~ 1, 

E (s ) < B, e s ~ s em ex ex ex C
1
(M-{x

1
, ••• xt}, N) mas não convergindo 

1 
em C (M\{x

2
, ••• , xt}, N). Entáo existe uma aplicação harmônica 

- 2 s:S ~ N não-trivial tal que: 

5cs2
> c ~c 

m=1 " 
além disso: 

E(s) + E(s) < 1 im E(s ) - ex 
ex~ 1 

Demonstração: 

Seja b = max {I ds (x) I: x e D(x , 2-m)} 
a ex 1 

e seja 

um ponto onde o máximo b é assumido. Como por hipótese não temos 
a 

convergência C1 
em x então pela observação acima devemos ter 

1 

1 im ba = co, passando-se a uma subsequência se necessário. Além disso 

como 

D f . · -s (x) ( b- 1 ) e 1mmos = s x + .x. Então a a ex ex 
um ponto critico de E e: 

a 

ldsa<x>l 

ldsexco>l 

= I ds (x + b - 1x) l·b - 1 < 1 V x e 0(0,2-m.b ) 
a a a a - a 

= I c >I -1 -1 ds x . b = b . b = 1 V ex a a a ex a 

Observe que para m fixo e ex ~ 1 temos 2-m.b ~ co logo 
a 

usando a observação acima e teorema 2.3. 9 temos que para todo R<co 

podemos achar uma subsequência {a(R)} tal que sa(R) ~ s em 

d(D(R), N) onde s:D(R) ~ N é harmônica e eco. Como I ds(O) I = 1 

é claro que s é não trivial. Assim tomando-se uma subsequência 

diagonal temos s ~ --~ s 
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Também é fácil notar que: 

E(s)+E(s I ~(x ,2-m) ~ 1 im {E(s
0 

1 0(0,2-mb/3)) + E(s/31 M"\D(x , 2-m))} 
1 /3~1 ~ 1 

~ 1 im ECs
13

) 
{3~ 1 

Tomando o limite quando m ~ CIO temos: 

E(s) ~ E(s) + E(s) ~ 1 im ECs
13

> ~ 1 im E
13

cs
13

> < CIO 
{3~ 1 /3~ 1 

2 2 
logo como IR e S {pólo} são conformemente equivalentes temos pelo 

teorema 2. 3. 5 que s se estende a uma aplicação CCIO e harmônica 

- 2 s:S ----t N.• 

2.3.11 Teorema: 

seja Nn uma variedade riemanniana compacta tal que n (N)=O 
1 

para todo i < k, e 

harmônica não constante 

Demonstração: 

Tr (N)~O com k~2. Então existe uma aplicação 
k 

f:S2 
~ N de índice ~ k-2. 

Pelo lema 2.2.5 temos uma sequência de pontos criticas não 

constantes f a.(i) de Ea.(i) com a.(i) ----7 1, o lndice de Ea.(i) 

em f a.(i) menor ou igual k-2 e E (f ) < (1+B2)am, B 
(") (") 0:1 0:1 -

independente de a.( i). Como as aplicações f a.( i) são não triviais, 

isto é, f a.(i) ti! N
0

, segue do corolário 2.3.2 que: E (")(f ("))>c , 0:1 0:1-

c independente de a.(i)" 

Fazendo a.(i)---7 1 temos pelo teorema 2.3. 9 que _após passarmos a 

uma subsequência, se necessário, a sequência f a.(i) converge em 

dCS
2
'\{p , .. ,pn}, N) para uma aplicação CCIO e harmônica f :S

2 
----t N. 

1 ~ 1 
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Caso 1: f é não constante. 
1 

Basta então mostrarmos que o fndice m de f < k-2. 
1 -

Considere o diagrama de fibrados vetoriais, 

• • fTM nTM 
1 2 

l l 
s2- 2 

(id, f ) > S xM 
1( 

1 2 

onde 1r é a projeção na segunda variável. 
2 

TM 

1 
M 

• Pelo lema 2. 2.11 existem m seções v , .... ,v 
1 m 

de f TM, 

linearmente independentes tais que: 

(i) A forma do indice é negativa-definida sobre o espaço gerado por 

v , .... ,v 
1 m. 

(i i) V , ... , V anulam-se em vizinhanças de {p , .... p } . 
O m 1 2 

Estendamos V , ... V a seções diferenciáveis V , .... , V 
1 m 1 m 

com suporte em uma vizinhança tubular de (id,f )(S
2

), e seja: 
1 . ~ 

V (i) = (id,f (")) (V ), onde r = 1, .... , m 
r ex 1 r 

se nós olharmos para V (i) 
r 

como uma aplicação de 

que Vr(i)(p) e Tf ( 1M, então teremos: 
ex(l) p 

v (i)--~ 
r 

• ~ 1 
(id,f ) (V ) = V em C 

1 r r 

em TM 

de 

tal 

Conforme a equação 2. 7 do capitulo 1 temos que a segunda variação de 

·2CX • 
E = E se escreve em U e V e L (f TM) como: 

ex ex,o 1 ex 

(3.11) ~~ (f )(U,V) = 4ex(ex-l)J O+lldf ll
2

lex-2.(df , VU)(df , VV)dA + 
ex ex s2 ex ex ex 

+2cxJ 0+11 df ll
2

lex-
1
.{(VU,VV)-(}((U), V} dA 

5
2 ex 

como a sequência b = IJ (l+lldf (")ll
2
)exm-

1 
·IIVV CDII·IIVV CillldAI 

l s2 ex 1 r s 

é limitada então: 
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(3.12) 

(o:(i)-ll.IJ O+lldf (")f>o:m-z.(df ,vv (i)).(df vv (i))dAI~ 
S 2 o: 1 o:(l) r o:(l) • 

< (o:-l).b o 
- 1 

Portanto segue de (3.11) e (3.12) que: 

õ~ <,r < (V (i), V (i)) ~2J {(VV ,VV )-(X(V ),V )}dA=21(V ,V ) 
0: 1 0: 1) r s s2 r • r s r s 

onde I é a forma do índice para a energia usual. Logo para um certo 

portanto o índice de f 
O:(l) 

é pelo menos m isto é, 

m ~ índice 

Caso 11: f é constante. 
1 

de f < k-2.• 
O:(l) -

Se f 
0:(1) 

convergisse em d(s2,N) então E(f ) = lim E(f ) que não 
1 O:(l) 

acontece pois E(f ) = O 
1 

e E(f ) > c. Logo existe um ponto 
0:(1) -

digamos x E s2 onde a convergência d falha. Através de uma rotação 

conveniente podemos supor x = O na representação plana 

Para cada i seja p E S
2 

um ponto tal que: 
1 

1 
1 

r 

através de uma rotação conveniente podemos supor cada 

representação S
2 = C u {oo}. 

2 
S = C U {oo}. 

P = o 
1 

na 

Assim conforme a mesma demonstração que fizemos do teorema 2.3.10 

temos: r~ O· e definindo f :C~ N como f = f o g 
1 1 1 O:(l) 1 

onde g (z) = r z é uma dilatação conforme, temos: 
1 1 

e passando-se a uma subsequência 
1 converge em C sobre os 

subconjuntos compactos do plano complexo para uma aplicação 
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I . 

harmônica, não constante f 
co 

que se estende a 
2 S . Agora basta 

mostrarmos que m = índice de f co 5. k-2. 

Como E não é conformemente invariante precisamos trabalhar com outro 
ex 

funcional E tal que E (f ) = E (f ). Explicitamente: 
1 1 1 CX(l) CX(l) 

E (f) = f (l+Hdf H
2)cxm.dA 

1 1 c u 1.1 1 

• onde dA = g (dA) 
1 1 

- - 2 • 2 
lldf

1
ll

1 
= norma de df com respeito a medida ds = g (métrica de S ) 

1 1 1 

analogamente temos através de mudança variável que: 

(3.13) 

~~(f )('U,V)=4cx(i)(cx(i)-l)J Cl+lldf ll 2 )cxm-2.(df ,VV)(df ,VV) dA 
11 c 11 1 1 11 

+ 2cx(i)J Cl+lldf H2)cxm-1{(Vu,VV) -(H (U),V)} dA . c 1111 1 1 1 1 

onde (,)
1 

denota o produto interno com respeito a métrica ds~ e 

H (V) = [R(V,e (i))e (i) + R(V, e (i))e (i)] sendo 
1 1 1 1 2 2 

e (i) e e (i) 
1 2 

base ortogonal com relação a ds
2
. 

1 

Seja K c C um subconjunto compacto, então: 

( r
1

1
)2ds2

1 
(1) 2 2 n (dx + dy ) uniformemente sobre K. 

Como df ----+ df uniformemente sobre K segue que 
1 co 

r~CIIdf1111)2 -~ lldf coiiE uniformemente sobre K onde 

11 11 E = norma Euclidiana. 

A fim de assegurar a limitação do lado direito da equação 

( ) 1 . 1 (r )2cx(l)-2• 3.13 mu tlp iquemos tudo por obtendo: 
1 
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2«-2 ~ f 2«-2 2 0:-2 -(r) .cSE (f )(U,V)=4o:(o:-1) (r) .U+Idf I ) .(df ,VU). 
• 11 c• 11 1 1 

Como no caso I, sejam v ..... ,v 
1 m 

campos linearmente 

independente dados pelo lema 2.2.11, isto é, que anulam-se em 

vizinhanças dos pontos de ramificações de f , e em uma vizinhança de 
co 

co; e sobre os quais a forma do índice é negativa definida. Estendemos 

v ..... ,v 
1 m 

a seções diferenciáveis v , .... ,v 
1 m 

definimos: 

v o> = od.f >*cv >. 
r 1 r 

de • n TM e 
2 

Usando U = V (i) e V = V (i) em (3.14) temos através de uma 
r 8 

desigualdade análoga a (3.12) que o primeiro termo em (3.14) converge 

para zero quando i co. 

Uniformemente sobre qualquer subconjunto compacto K do plano 

complexo menos os pontos de ramificação de f e considerando que a 
co 

integral: 

2J {(VV (i), vv (i)) -(H (V (i)), v (i))}dA 
C r s 1 1r 8 1 

é invariante sobre mudança conforme de métrica, temos que: 

Cr >20:-2
.cS

2E Cf Hv o>. v m> -~2J {(VV ,vv >-<HCV >.v>} dA = 
I 11 r s C r 8 r s 

= 2Hv. v> 
r s 

onde I é a forma de índice para a energia usual da aplicação 

harmônica não-constante f :S2 N. 
co 
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Portanto para suficientemente grande 

definido e portanto colocando V (i) = V (i) g -I 
r r 

0 
1 

temos que: 

[cS
2
E (ll(f (ll)(V (i), V (i))] a a r a r,• 

é uma matriz negativa-definida e portanto o lndice de f ( deve ser a (I) 

pelo menos m, logo m s lndice de f < k-2.• 
a(l) -
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CAPrTULO 111 

APLICAÇÃO 

3.1. Preliminares 

Veremos que uma variedade riemanniana, compacta, simplesmente 

conexa de dimensão nL2, sob certa condição sobre o operador curvatura 

é homeomorfa a uma esfera. Esta condição, que apresentaremos 

claramente abaixo, é a positividade do operador curvatura sobre os 

bi-planos totalmente isotrópicos; ela generaliza alguns resultados 

particulares já conhecidos tais como: no caso n=2 com a curvatura 

seccional positiva, e no caso n=3 com o operador curvatura positivo 

sendo o primeiro uma consequência imediata do Teorema de Gauss-Bonnet 

e o segundo uma consequência de um teorema recente de Hamilton [ 4] o 

qual mostra na verdade que tem-se um difeomorfismo se a curvatura de 

Ricci for positiva. Em [ 5] Hamilton usando métodos de equação do 

calor provou que no caso n=4 e com operador curvatura positivo tem-se 

difeomorfismo. É também interessante notar que para n=S e n=6 tem-se 

também difeormorfismos pois vemos em [ 7] que S
5 

e S
6 

têm apenas uma 

estrutura diferenciável. 

3.1.1. Condição sobre curvatura: 

Seja M uma variedade riemanniana de dimensão n com espaço 
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tangente T M no ponto peM. Lembramos que o operador curvatura em p é 
p 

o endomorfismo linear auto-adjunto 'R:A 2-r M -+ A 2-r M da potência 
p p 

exterior A 2-r M do espaço tangente, definido por: 
p 

(:R(xAy), uAv) = (R(x,y)v,u), para todo x,y,u,v e T M 
p 

onde (,) é o produto interno proveniente da métrica Riemanniana e R é 

o tensor curvatura usual. 

A métrica Riemanniana (,) de T M pode 
p 

ser estendida 

naturalmente a uma forma bilinear complexa (,) e a um produto interno 

Hermitiano (<.>) sobre o espaço tangente complexificado T M ® C; 
p 

sendo que estas extensões se relacionam pela igualdade: 

(<z,w>) = (z,w) para z, w e T M ® C 
p 

Analogamente a métrica Riemanniana (,) de A2-r M pode ser 
p 

estendida de dois modos sobre A2 (T M ® C). 
p 

Nós estendemos o operador curvatura a uma aplicação linear 

complexa: 

'R:A 2(T M ® C) 
p 

e a cada bi-plano U' c T M ® C associamos uma curvatura seccional 
p 

complexa K(U") e IR dada por 

K(U") = ((<:R(zAw), zAw>))/(jlzAWII>
2 

onde {z,w} é uma base para 0". 

Chamamos um elemento z e T M ® C de isotrópico se (z,z)=O.Um 
p 

subespaço linear complexo V de T M ® C 
p 

isotrópico se (z,z) = O para todo z e V. 

é chamado totalmente 

Dizemos que a curvatura de uma variedade Riemanniana M é 

positiva sobre bi-planos totalmente isotrópicos se K(U")>O para todo 

bi-plano U' totalmente isotrópico contido em 
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ponto pEM. 

Observe que a dimensão de um subespaço totalmente isotrópico de 

T P M ® C é menor ou igual a ~ logo só teremos bi -planos totalmente 

isotrópicos se n~4 e portanto apenas para variedades de dimensão 

acima de 4 é que a condição acima é definida. 

3.1. 2. Definições 

(l) Dizemos que o opearador curvatura 'R.:A 2-r M ~ T M, é positivo 
p p 

quando tem autovalores positivos. 

(2) o posto de um elemento W E é o menor inteiro tal que 

t 
w pode ser expresso na forma w = L v Aw, v e w T M. Dizemos que 'R 

i =1 1 1 1 1 p 

é (k,t)-positivo se 
k 

r< 
i=l 

'R(w ), 
1 

w) 
1 

> o para todo conjunto 

ortonormal {w , ..... ,w } de k elementos de A2-r M, sendo cada um de 
1 k p 

posto menor ou igual a t. 

(3) Dizemos que a curvatura seccional de uma variedade M tem pinching 

c'5(0<c'5~1) se existe uma função positiva k sobre M tal que: 

c'S.k(p) ~ K(u) ~ k(p) 

para todo plano u c T M em todo ponto p E M o pinching é dito ser 
p 

global se k puder ser tomada constante e estrito se uma das 

desigualdades é estrita. 

3.1.3. Proposição 

Seja M uma variedade Riemaniana de dimensão n, n~4. Então a 

condição de positividade da curvatura sobre bi-planos totalmente 

isotrópicos decorre de qualquer uma das seguintes condições: 
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(i) M tem operador curvatura positivo, 

(ii) M tem operador curvatura (2,2)-positivo, 

(iii) M tem curvatura seccional de pinching ! estrito. 

Demonstração: (i) e (ii) 

Como (i) implica (ii), pois se o operador curvatura tem 

autovalores positivos então ele é (k,l)-positivo para todo k,l e IN, 

basta mostrarmos que (ii) implica nossa condição. 

De fato, seja CT c T M ® C um bi-plano totalmente isotrópico. 
p 

Seja {z, w} base de CT com z = e + ie 
1 2 

e w = e +ie 
z 4 

tal que 

e (<z, w>) = O. É imediato notar que essas 

condições implicam que <e e)=l; 
j' k Jk 

para 1~,k~ 4 

zAw = (e +ie ) A (e +ie ) = (e Ae -e Ae ) + i(e Ae +e Ae ) 
12 3 4 1324 1423 

temos consequentemente que: 

(1.1) (<~(zAw),zAw>) = (~(e Ae -e Ae ),e Ae -e Ae ) + 
13241324 

(~(e Ae +e Ae ),e Ae +e Ae ) 
14231423 

Logo como os elementos (e Ae -e Ae ) 
1 3 2 4 

e (e Ae +e Ae ) 
1 4 2 3 

posto menor ou igual a 2 temos que (2,2)-positividade implica: 

(<~(zAw), z.fw>) > O 

isto é, ~ é positivo sobre os bi-planos totalmente isotrópicos. 

Ciii) Da equação (1.1) tem-se: 

(<~(zAw),zAw>)=(R(e ,e )e ,e )+(R(e ,e )e ,e )+(R(e ,e )e ,e) 
1331 2442 1441 

+(R(e ,e )e ,e )-2(R(e ,e )e ,e ). 
2 3 3 2 1 2 3 4 

têm 

Por hipótese os quatro primeiros termos são maiores que 

1 
4 k(p). Pela desigualdade de Berger temos: 
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portanto: 

1 1 
(<~(zAw),zAw>) > 4. 4 k(p) - 2. 2 k(p) = 0• 

3.2. Teorema de Micallef-Moore: 

Sejam E uma superffcie de Rieman, M uma variedade Riemanniana, 

e f:E ~ M uma aplicação harmônica não constante. Consideraremos 

aqui o caso em que E é a esfera de Rieman S
2

• Nesse caso sabemos 

que uma aplicação harmônica é uma imersão mínima conforme . 

• O fibrado f TM sobre E (pull-bak de TM por f) herda uma 

métrica (,) e uma conexão V pull-bak da métrica riemanniana e da 

conexão de Levi-Civita de TM. Conforme observamos em 3.1.1 a métrica 

• 
(,) pode ser estendida ao fibrado complexificado E = f TM ® C como 

uma forma bilinear complexa (,) ou como um produto interno hermitiano 

(<,>). A conexão V também se estende a uma conexão linear complexa 

sobre E. 
p,q 

Seja A (E) o espaço das (p.q)-formas sobre E com valores 

em E; em um sistema de coordenadas complexo local z=x+iy sobre E , 
1 o 

A' (E) é gerado por dz e é gerado por dz. A conexão V 

decompõe-se em V = V' +V'' onde, 

e 

sabemos [19] que existe uma única estrutura holomorfa sobre E com 

relação a qual V'' é o operador a sobre E, assim nesta estrutura 

uma seção W de E é holomorfa 

~ V"W =O~ V a 

az 
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az 
~ ( :x + i :y ) onde a 

-= 

Podemos considerar ar 
az como uma seção local do fl brado 

• f TM ® C uma vez que: 

( ~ ) (p) = f ( ~ ) ax *p ax ( ~)c > ay p 

:; = ~ . [( :~ ) - i ( :~ ) ] 

Com essa notação expressamos o fato de f ser harmônica pela 

equação: 

v a 
ar =o 

az 
ar 

Logo az é uma seção local holomorfa de E. 

Por outro lado, a conformidade de f será expressa por:(:; 

portanto ( :; ) (p) é isotrópico para todo p e L· 

ar) = 0 ' az 

A forma de índice I que definimos na introdução deste 

trabalho como: 

(2.1) I(V,V) = Jl: { IIVVII
2

- (H(V), V) } dA 

pode ser estendida a uma forma bilinear simétrica hermitiana sobre as 

• seções de E = f TM ® IC, bastando para isso considerar o produto 

• hermitiano (<,>) em E e a extensão do endomorfismo H de r(f TM) para 

um endomorfismo de f(E). Assim transferimos para o espaço das seções 

de E as definições de índice, nulidade e campos de Jacobi. 
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3.2.1 Lema: 

HW,W) = 4f~{~va/az Wl
2

- (<~(W(8f/8z)), WJ\(8f/8z)>)} dxJ\dy 

para toda seção W de E. 

Demonstração: 

Via integração por parte tem-se: 

f~llva;a:Z Wll
2
dxAdy = -f~<<Valazva;a:Z w. W>> dxAdy 

=-! f~(<(V818xV818x+V8/8yV818y)W, W>) dxJ\dy 

- ! f~ (<R(8f/8x, 8f/8y)W,W>) dxJ\dy. 

Assim em (2.1) temos: 

-(<R(W,8f/8x)8f/8x,W>) - (<R(W,8f/8y)8f/8y,W>)} dxJ\dy 

Denotemos W = U+iV onde U e V são seções a valores reais de 

* f TM, então: 
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i(<R(8f /8x,8f/8y}W,W>)-(<R(W,8f /8x}8f /8x, W>)-(<R(W,8f /8y}8f /8y, W>) = 

= -2(~(UA8f/8x}, UA8f/8y) - (~(UA8f/8y}, VA8f/8x) 

- (~(UA8f /8x}, UA8f /8x) - (~(UA8f /8y}, UA8f /8y) 

- (~(VA8f/8x}, VA8f/8x) - (~(VA8f/8y}, VA8f/8y) 

= - (~(UA8f/8x + VA8f/8y}, UA8f/8x + VA8f/8y) 

- (~(VA8f/8x - UA8f/8y}, VA8f/8x - UA8f/8y) 

(2.3} = - 4(<~(WA(8f/8z}}, WA(8f/8z}>) 

onde a primeira igualdade decorre da simetria de Bianchi do tensor 

curvatura enquanto a última decorre de 

WA2(8f /8z}=(U+iV}A(8f /8x-i8f /8y}=(UA8f /8x+VA8f /8y)+i(VA8f /8x-U8f /8y) 

Substituindo-se (2.3) em (2.2) provamos o Lema.• 

3.2.2 Teorema 

Seja M uma variedade riemanniana n-dimensional com curvatura 

positiva sobre bi-planos totalmente isotrópicos. Então toda aplicação 

harmônica conforme não constante f:S 2
~ M tem indice maior ou igual 

a (n-3)/2. 

Demonstração 

Um teorema de Grothendick (em [ 2]) nos assegura que podemos 

decompor o fibrado E em uma soma direta de fibrados de linha 

holomorfos, 

(2.4) E = L e L e ...... e L 
1 2 n 

Ordenando os indices convenientemente podemos considerar: 

(2.5) c (L ) > c (L ) > ..... > c (L ) 
11-12- -1n 

onde c (L ) denota o primeiro número de Chern de L . 
1 1 1 
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Uma vez que a forma bilinear complexa (,) é preservada por 

2 • 
translação paralela, ela pode ser considerada como uma seção de ® E 

• e ela estabelece um isomorfismo holomorfo entre E e E . Assim como a 

sequência das classes de Cherns é invariante do fibrado holomorfo 

devemos ter que: 

(2.6) c (L ) = c (L ) para i = 1, ... , n 
1 1 1 n-1+1 

Se W W e são seções holomorfas de L e L respectivamente 
1 J 1 J 

tais que a aplicação (W , W ):S2 --+ C v {oo} 
1 J 

não é identicamente 

nula, então seu grau deve ser zero, assim c (L ) + c (L ) = O 
1 1 1 J 

em 

outras palavras, 

c (L ) + c (L ) :~; O ~ (L ,L ) = O 
1 1 1 J 1 J 

de fato, em [ 2] vemos que podemos escrever: 

E = E ® L { L® L /c (L ) > O } 
O 1 n-1+1 1 1 

onde E = ® L {L fc (L) = 0}, e os somandos E , L® L são 
O J 1 J O 1 n-1+1 

ortogonais entre si com relação a (, ) logo se c (L )+c (L ) :~; O então 
1 1 1 J 

devido a equação (2.6) temos i :~; n-j+l e j:;tn-i+l e portanto: 

(L ,L) = O 
1 J 

Em particular E+ = L {L/c
1
(L

1
) > O} é um subfibrado 

isotrópico de E pois nesse caso c(L) + c(L)>O e(,) 
1 1 1 J 

é não 

degenerada em E . Além disso considerando S2 = C u {oo} e z=x+iy as 
o 

coordenadas sobre a esfera de Riemann temos que 
ar é uma seção 

holomorfa de E porque ela se anula em oo e em todos os pontos de 
+ 

ramificação de f. 
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Do teorema de Riemann-Roch tem-se: 

{

c (L )+1 
dimc {seções holomorfas de L

1
) = ~ 

1 
, se 

, se 

c
1
(L

1
) ~ O, 

c (L) < O. 
1 l 

se W e W são seções holomorfas de E
0

, tem-se que (W , W ) é 
l J l J 

constante e portanto podemos escolher seções holomorfas {W , W , .. } de 
1 2 

E
0 

que constituam uma base ortonormal complexa em cada ponto com 

relação a (, ). Seja V o subespaço linear complexo de r(E) gerado 

pelas seções isotrópicas W +W, W +iW , .... 
1 2 3 4 

de E 
o 

e as seções 

holomorfas de E+' que como observamos são isotrópicas. 

Em cada ponto p o subespaço linear complexo V(p)={W(p) I WeV} 

t d. - . . 1 n-1 L V em 1mensao maior ou 1gua a ~· ogo contém um subespaço 

linear complexo de dimensão maior ou igual a 

• 
n 3 
2-2 consistindo 

de seções holomorfas isotrópicas de E = f TM ® C tal que se W é 

um elemento não nulo de V , então WA(8f /8z) '~= O. 
o 

Portanto segue do lema 3. 2.1 que para W e V , o 

I(W,W) = -4f (<~(WA(8f/8z)), WA(8f/8z)>) dx.Ady 

s2 
ar 

como W e az são seções isotrópicas temos que W(p) e ~( ) az P 

gera um bi-plano totalmente isotrópico em Tf(p)M ® C 
2 

para cada peS 

e assim a hipótese de curvatura positiva sobre bi-planos totalmente 

isotrópicos implica: 

I(W, W) < O para todo 

ou seja: 

indice de f ~ dimensão de 

3.2.3 Teorema de Micallef-Moore 

WeV o 

n-3 v > -2- .• o -

Seja M uma variedade riemanniana compacta, simplesmente conexa, 
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n-dimensional (n~4) cuja curvatura é positiva sobre bi-planos 

totalmente isotrópicos. Então M é homeomorfa a uma esfera. 

Demonstração: 

Seja k o menor inteiro tal que 

simplesmente conexa k ~ 2. 

n: (M) :-~; O, como M é 
k 

Pelo teorema 2.3.11 existe uma aplicação harmônica não 

constante f:S
2
----? M de fndice m 5. k-2. Por outro lado temos do 

teorema 3. 2. 2 que 
n-3 

m ~ -
2
-, logo 

n 
k > z· 

Pelo teorema de isomorfismo de Hurewicz e pela dualidade de 

Poincaré devemos t€r k=n. Assim como M é um CW-complexo temos do 

teorema de Whitehead que M tem o mesmo tipo de homotopia que a 

esfera. Pelas soluções das conjecturas generalizadas de Poincaré para 

n~4 conclufmos que M é homeomorfa a uma esfera.• 
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