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Sou Grato a Deus

Por mais uma realizagdo

Neste mundo ilusério

onde tentamos medir o imensurével

e simbolizar o tudo que é simplesmente nada
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INTRODUCAO

A questdo de existéncia de imersBes minimas tem sido muito
focalizada pela geometria diferencial. Nesta monografia nos dispomos
a estudar este problema em variedades riemannianas compactas para o
caso da esfera de Riemann, de acordo com os trabalhos publicados de
Sacks-Uhlenbeck em [11] e Micallef-Moore em [6] , onde encontramos
uma ampla andlise tanto de existéncia e regularidade dessas imersdes
quanto de aplicagBes dos resultados 14 obtidos.

Sejam M uma superficie compacta orientavel com uma estrutura
conforme e N uma variedade riemanniana sem bordo de dimensdo maior ou
igual a dois. Pelo teorema de Nash podemos considerar N mergulhada
isometricamente em R® para algum k. Assumiremos que M tem uma métrica
riemanniana compatfvel com sua estrutura conforme e que essa métrica
induz uma medida dy em M.

Seja Ql=Lf(M,N) n C°(M,N) o espaco das aplicagSes continuas
f:M——> N cuja a primeira derivada distribucional estd em L%
Definimos neste espago o funcional energia E:Ql ——> R tal que:

E(f) =I | af | 2du
‘ M

A}
Chamamos de harménicas as aplicagdes de Ql que sdo pontos

criticos desse funcional energia.

No caso em que M é a esfera de Riemann s? ja sabemos que as
imers@es harmoénicas sfo imersdes minimas. Assim para estudarmos as
imersdes minimas de M em N, é suficiente investigar os pontos

criticos do funcional energia.



Apesar da forma simples do funcional energia n3o ¢é viavel
usa-lo diretamente para resolvermos o problema, pois de imediato
terfamos um obsticulo natural que seria o de ndo podermos usar a
teoria de pontos criticos uma vez que n3o podemos afirmar se o
domfnio deste funcional tem uma estrutura diferenciavel. Para
contornar esta dificuldade entre outras, fazemos uma pertubagio no
funcional energia, definindo o funcional a-y-energia que denotaremos
Ea,w.

2.
E (f) = I (1+[adf ") du + I (f.y)du
(R
M M
onde fELfa(M,N), o1, weLl(M,(Rk) e o ponto no segundo termo
representa o produto interno usual de R".

Cumpre, naturalmente observar que para a=1 e PY=0 temos o
funcional energia, isto &,

E o(f‘) = volume(M) + E(f)

O funcional Ea é do ponto de vista analftico, um instrumento

W
mais adequado ao estudo dos pontos criticos de E que estamos
[interessados, pois em primeiro lugar seu dominio Lfa(M,N) tem uma
estrutra de variedade de dimensdo infinita modelada em um espago de
Banach, em segundo lugar o f uncioﬁal E

oy

Palais-Smale (condig8o-C) que nos permitir usar a teoria de Morse

satisfaz a condigdo de

para garantirmos que ele possui um ponto critico.

No primeiro capitulo deste trabalho nés fazemos os calculos
basicos sobre o funcional Eoc, v de suas primeira e segunda variacgo,
bem como provamos que ele satisfaz a condigdo C.

No segundo capitulo formalizamos a prova da existéncia de

pontos criticos f de E e detalhamos a verificagdo da

o,y o,y



regularidade destes pontos criticos. Na altima segdo deste capitulo
mostramos um dos teoremas principais deste trabalho a saber:

Dada uma variedade compacta, simplesmente conexa N", e k o
menor inteiro tal que nk(N)atO. Entdo existe uma aplicagdo harménica
nido constante f:Sz—> N de fndice ¢ k-2.

Estudamos a regularidade dos pontos criticos usando a técnica
classica da andlise empregada por C.B. Morrey em [8] que consiste em
interpretar a questdo do ponto de vista meramente variacional.

Precisamos ressaltar que na segdo 2.1 do segundo capitulo onde
tratamos da regularidade dos pontos criticos do funcional Ea, v foi
inevitdvel a sobrecarga da notag3o devido ao préprio tratamento dado
ao problema.

No terceito capitulo usamos o teorema supra-citado para mostrar
que uma variedade compacta, simplesmente conexa com dimensdo > 4 e
satisfazendo a condigdo de ‘"curvatura positiva sobre bi-planos
totalmente isotrépicos” é homeomorfa a uma esfera. Esta condigdo, a
ser definida oportunamente, generaliza como veremos outras condigdes
sobre curvatura jA bem conhecidas e por conseguinte o teorema
generaliza outrczs resultados tais como o teorema da esfera de
Berger-Klingenberg-Rauch-Toponogov no caso de dimensdo » 4, e o fato
de toda variedade compacta simplesmente conexa com operador curvatura

positiva ser homeomorfa a uma esfera.



CAPITULO |

O FUNCIONAL ENERGIA PERTURBADO

1.1. Preliminares

Neste capitulo vamos estudar alguns aspectos do funcional
a-energia perturbado que serd uma ferramenta importante para
resolugad da questdo da existéncia e regularidade de esferas
harménicas.

Faremos nesta segdo uma apresentagdo de algﬁns fatos basicos
sobre os quais apoiar-se-4 o restante do capitulo.

Sejam M e N variedades riemannianas de dimensSes m e n
respecﬁvamente, sendo N subvariedade mergulhada em R

Designamos por n o f ibrédo vetorial trivial sobre M cujo espago

total & MxR" e por € o fibrado sobre M cujo espago total é MxN.

1.1.1, Definigdo:
Chamamos de espag¢o de Sobolev L: associado as aplicagbes de M

em N o conjunto:
r

L': &) = (f:M— £/ f & segdo de £ e Y I IV‘(f)Ipdu (o)
1=0 /M

onde du é o elemento de volume de M.
' r 1
A fungdo |f] )= ) I IV‘(f )|®du] ®" define uma norma para
L =0 'M

r

L':(g).



Analogamente definimos L:(n) como o espago de Sobolev L:
associado as aplicagBes de M em Rk.
Para fins de referéncia enunciaremos no teorema a seguir as

propriedades cléssicas destes espagos.

1.1.2. Teorema de Mergulho de Sobolev:
Sejam M e N variedades riemannianas C” de dimensdes m e n,
respectivamente. Seja r um Inteiro n3o negativo e p satisfazendo

1 { p ¢ ». Entdo valem os seguintes mergulhos:

mp
m-rp

Caso A: Se rp <{m entdo L:(&) c LY &) para todo p < q ¢

Caso B: Se rp = m entdo:
L:(E) c LY£&) para todo p { q<

Caso C: se rp > m, ent3o:

L:(ﬁ) c CJ(€) para todo 0 < j<r - —p"l

onde

C’(E) = {f:M—— &| a derivada classica V'(f) exista e seja

contfnua para s = O,..... , J)
m m P q
Caso D: Se1<p, q<€o, r - > >s - T entéoLr(ﬁ)cL'(g)ea
« inclusdo é contfnua. Se r - —Ipﬁ- >s - I—:— e r>s entdo a

inclusio & completamente contfnua, isto &, leva conjuntos

limitados em relativamente compactos.

1.1.3 Teorema
Sejam € e m os fibrados acima definidos e p' € R, r € N
nimeros tais que rp > m, entdo:

(i) Os espagos de Sobolev L:(n) s3o espacos de Banach



(i1) Os espagos de Sobolev L:(-‘;') tém uma estrutura diferencidvel como

subvariedade de Banach de L:(n).

A idéia para a demonstragdo da parte (ii) do teorema acima é
considerar todos os subfibrados vetoriais abertos de £ digamos O e a
partir da inclusio 10:0—9 € definamos uma aplicagio:

L':(iO):L':(O)—> L:(f;') por L:(io)(f) =1, of

00
Palais em [9] mostrou-nos que a familia ¥ = {(O, L:(io)): O subfi-

brado vetorial aberto de £} é um atlas diferencial para L:(i;') e com

essa estrutura L:(E) é uma subvariedade fechada de L:(n).

1.1.4. Observagdes:
(i) No teorema 1.1.2 chamamos especial atengdo para o caso C onde

vemos que a partir de uma majoracio da norma || de uma aplicagio
P
r

podemos obter um certo grau de regularidade desta.

(ii) As estruturas obtidas no teorema 1.1.3 s3o condigbes necessérias
mais adiante para podermos aplicar a teoria de pontos criticos ao

funcional energia perturbado.

1.2. Primeira e Segunda Varia¢do do Funcional Eoc v
£ N

Aqui vamos fazer alguns céalculos necessarios para podermos
manusear com mais intimidade os operadores diferenciais obtidos na

primeira e segunda variagdo do funcional a-y-energia.



1.2.1 Notacgdo

Q= Lf“(s). Q= Lf“(n)

Q = (M) = {gM—> R*/g(p) € ™, , vV peMci

Chamemos ¢ a extens3o de E“

200
- a L1 (n)

W

)

1.2.2. Primeira Variagdo de E, (Notagio: SE

Y y

Sejam f e e V e Q,' vamos calcular numa expressfo para a

derivada de Ea no ponto f aplicada a V. Com este propésito

Y

definamos a fung3o:

H(t) = €, w(f+t.V) = I [(1+ud(f+tV)|2)°‘ + .y + t.V.w]dA
! M

H'(t) = J [a(1+udf+tdvu2)°‘“(2< df,dV> + 2t¢dV,dv) + v.w] dA
M

(2.1) H'(0) = I [za(1+ﬂdf]2)““.<df,dv> + v.w] dA

M

Para simplificar os calculos chamaremos g:M —— R a fungédo

glp) = 2a(1+||dfpﬂ2)a'l.

Note que como V(p) € TNf(p) ent3o V.Pf(lﬁ) =Vuy.
Assim obtemos:

.
@22 s, wl,(v’ = H(0) = I [(g.df.dV) . V.Pf('ll)]dA

M

I g.df,dV) = I (d*(gdf). V> com d*(gdf) = —tr(V(gdf))
M M

Desenvolvamos o segundo membro desta equag3o:
» z 2 f .IRk M
d .(gdf)= ~ ¥ (Ve (gdf))e)= ¥ [V (gdf)(e) - (g.df)(V_ e)]
i=1 ' B T W ' !



( ~.‘Rk f.k
(gdf)(el) = dg(el) df(e‘) + g.Ve R

1 1

= e (g)e,(f) + g.T, ;e (f) (¥ conexdo de RY)

onde: ) 1

df(el)

e, (@) = 2ala-1)(1+]ar|*)* % ¢ (]df|®)

r.
i

g (a-1)(1+]df | *) "o e ([af|®)

assim obtém-se:

d (gdN=g. T [a-D+]ar|2)e (|ar]2e (147

e (f)-df (V¥ e )]
1=1,2 el !

eﬁf)l

usando a definigdo da segunda forma fundamental do mergulho de N em

R*

(BNof)(elf,elf) =V e(f) - e (f)

(f) e(f)

temos:

2
d (gdf) = -g. T [(oc—l)(1+|]dfﬂ2)_l.el(|df[z)el(f)+BNof(el(f),el(f)) +
i=1

M
+ (f)e (f) - df(Ve(:l) .

M
(”el(f) df(Ve‘ el)]

observando que: Af = trVdf = Z [V
temos:

2
d (gdf)=g. {~Af~(a-D(1+]df |2 .5 e (|df]%).e ()= L (B of)e,(f),e ()}
i=1

Assim denotando por Q o operador de Lfa(M,N) tal que:

oy



(x-1)

2
Q. (D=2a(1+]df > | TeqdrBe )|+ ar +
o,y H (1+|df|2) 2y |dr| 1

2
+ L (Bof)e(f), e () - _é—a (1+|dr|2)“°‘pf(w)}
i=1

obtemos uma forma sintetizada para a primeira variag3o da energia
perturbada:

(2.3) ) Ea' V’l f(V) = !M—(Qa,w(f)).VdA

desse modo temos que os pontos criticos do funcional a-y-energia s3o

as solugdes fracas da equagdo diferencial parcial n3o-linear:

Q

(f)=0 e sdo chamadas a-y-harménicas.

o,

1.2.3 Segunda Variagdo

Seja f € Q um ponto critico de Ea . Sejam V, W € Qf dadas.

y

Consideremos uma aplicagfo e:(-1,1)x(-1,1)xM —— N diferenciavel

nas duas primeiras variaveis tal que

e(ul.uz,.) € Lf“(&) para todo B, € (-1,1)

6(0,0,p) = f(p), %ﬁ-(o.O.p) = Vip), _gg (0,0,p) = W(p)
1 2

ent3o se chamarmos h("l’"z) = Ea w(e(ul,uz. .)) teremos:

8°h

(0,0)
aul apz

2 —
é Ea, (F)V,W) =

Y



fazendo-se g®=®g(ul.u2,p)= Zoc(1+|dep|2)o‘-l tem-se pela primeira

6"1

variag3o:
2
8"h _ de de .
N (ul,uz) = I [<gde, d[—a—u— ]) + Y, [3‘;—-] ] , donde segue:
1 M 2 2
8°h * 8
_ o <)
TR (“1’“2) f [(V 3 (gd o), d[—a—“—] >+
1 72 M — 2
ou
1
I
' 8 8%
2] o )

11 ITI

Desenvolvendo melhor o segundo membro da equagdo acima temos:

» * »*
(1 vea (gde) = 2ala-1)(1+]do]?).2¢de, v"a ded + g. [vea de]
o, o, m,
. 8 a .
podemos considerar ——, —=— , e, e campos candénicos de um
aul auz 1’ 2

sistema local de coordenadas da variedade RxRxM, daf [?3—, el] = 0.
1

* *
Observando-se que: Vea (de)el = Vi %ﬁ— + [e‘] , temos
- 1 1
- a“‘
(2.5) v° (gde) = ax(a-1)(1+]df |*)*2.<df.dVIdr+2a(1+ | dff )* av
T (0,0) '
op
1
»* »* P * * 3 * P P
e 9o o o 0 o e
(1) Vave[au Vl 6[6;1]R [1’6u] au
'g'r i 2 -—a—ﬁ‘ 2 1 2
1 1
y a
<) C)
-V [ 8 ] au
e, —J— 2
1 3“1



assim temos:

<g-do,7%, d[—ai ]> - <g.de,d[vg [ 9o ]])—(g.de,RN[de, 9o ] %

au Em Bu ) au
- 2 - 2 1 2
6;11 aul
* N 8o N de de
= <d (gdc—>),Vae o > + g¢R [E,de] Ik de)
— 2 1 2
u
1
* *
(2.6) (g.de.Vea d[?- ])I = (d (gdf), v: W + gRN(V,dO)W, df
m
1
notando que:
2 Kk
8% de de ) N de
MmO, Vlze . (Bu°e)["557' £ ] *V3% B
172 — 2 1 2 - 2
au ap
1 1
obtemos somando com 2.6:
*»
»
<g.de, v°, d| 2|y PP AT = «d (gdf), V" W) +
2 _ Lo, )7 0,0 9o 3,1(0,0) v
au ’ au i

1 1

'y .v: W - gRNv,df)df, Wy + ¢ (B of )(V,W)



Como f é ponto critico de Ea tem-se que:

W

* N N N
I <d (gdf), \7v W +y .V W=8E (f{(V_ W)=0
" v v

o,y
daf:
(2.7) o
5°E,, w(f)(V,W)=4oc(oc—l)I (1+(|dfy2)“'2<df,dv><df,dw>+zaj (1+]df | *)<av,dw>
’ M M

_ZaI (+Jar ™ R v, drar, wy + I (B of)(V,W).y
M M

1.3 A Condig3o - C (ou de Palais-Smale)

Mostraremos nesta segdo que o funcional «-yY-energia satisfaz a
condicdo-C de Palais-Smale também chamada de condigdo PS, que
definiremos logo a seguir. Dispondo dessa propriedade ganhamos
através da teoria de Ljusternik-Schnirelman em [10] a existéncia de

pontos criticos para o funcional a-y-energia.

1.3.1 Definigdo:

Dizemos que uma variedade de Banach M é uma variedade de
Finsler se existe uma fungédo I |:TM———-) R talE que para cada ponto
peM exista uma carta trivializante do fibrado tangente qp:Opr——) ™

onde Op é uma vizinhanga aberta de p em M e V um espago de Banach,

satisfazendo as propriedades:

(i) Para cada q € 0p a aplicagdo vl—— (] Jop)(q,v) é uma norma

para V.



(ii) Dados qoosOp e k)1 existe uma vizinhanga de q  em OP digamos U

tal que para todo q e Uev e V:

+ (1 Tow)a,m < (] Jop)a®) <k (] Jop)la_,v)

1.3.2 Definig3o:

Seja M uma variedade de Finsler F:M—— R uma aplicag3o.
Dizemos que F satisfaz a condigdo-C se dado um subconjunto S de M
satisfazendo:

(i) |F| é limitado sobre S
(ii) Dado n € N existe p_€S tal que []dfpl ¢ L

n

ent3o F possui um ponto critico em S.

Veremos agora uma sequéncia de lemas que nos possibilitardo

provar a condigfo-C para funcionais um tanto mais gerais.

1.3.3 Definigéo:
Chamamos a funcdo l:MxL:('n)-—) R dada por &x,s)=L(s(x))

onde F(s) = IL(s)dA de lagrangeano associado com o funcional F.
M

1.3.4 Definigéo:

seja ¢ wuma lagrangeano. Dizemos que ¢ é p-coercino se existe
uma famfilia >{A1}1=1. . de operadores diferenciais lineares de
ordem v de L:(n) em LP(n) com as seguintes propriedades:

s
. P, P P P P
D Js | Lr(n) $ ¢ 1§1IIA‘S' o) + czﬂsl V s € Lr(n)

LP(n)

10



2%t :
SV §AV[PE|As®Y s, Ve cm)
ds 1=1

(i)

1.3.5 Observagdes:
(a) os operadores Al chegam na verdade em espagos Lp(El) onde El é
sub-fibrado vetorial de 7; isto &, LP(Ei) é subespago de LP(y).

(b) dizemos que ¢ ¢é fortemente p-coercivo quando é possivel tomar

C2 =0
1.3.6 Lema

O funcional «-y-energia €, ¥ possui um Lagrangeano
p—-coercivo.
Demonstragdo:

O lagrangeano do funcional €, " é:

2,x

‘a,wm = (1+]df}")" + f.y
8L, ,OW) = 201+[df )% <df,dv> + V.

azta w(f)(V,W)=4oc(oc—1)(1+ndflz)a_z.<df,dV)(df,dW)+2a(1+ﬂdflz)a_l. <dV,dWy

azta w(f)(V.V)=4oc(oc—1)(l+l]dflZ)a"2<df,dv>2 + 20(1+]df |H* 7 Jav?

2
8% (F)V,V) = 2a(1+]df |%)* " Jav]® [m 2(a-1)¢df,dV)
o,y > 2
Jav (1+}df| ")

(3.1) 8% (V,V) 3 [ar]** % Jav|?

o,y

Pela definigdo da norma Lfa temos que o operador diferencial
de 12 ordem {d)} satisfaz a propriedade (i) da definigdo 1.3.3.

Portanto o Lagrangeano ta v é p—coercivo.l‘

11



1.3.7 Lema:

Dado m>0 existe c>0 tal que V x, y € R* vale:

1
I |x + tylmdt > c|y|m
0

Demonstragdo:
Se y = 0 a desigualdade é trivial para todo ¢ > O,

Se y # O dividimos por |y|™ e obtemos:

k
x=—]—TeIR
F(: " .. 1 X y n _l ’ y | m y
X,Y)-— o —m“’t—l—;-r dt—0|x+ty| dt onde
’ Yy k-
S 7
y

Reduzimos assim o problema a mostrar que existe ¢>0 tal que

1

Fix,y)>c¢c V (xy) € R*xs*1,

Se x| > 2 tem-se:

1 1 1
F(x,y) = I [x + ty|™dt zI (|x|-|ty])™dt ZI (2-1)"dt =1
0 0 0

Sendo a fungdo F n8o-negativa e continua temos que ela assume
um minimo no compacto B(0,2)xs*" ¢ R* x s*! digamos F(x,y) > C,

vV (x,y) € B(0,2) x s, Agora é s6 tomarmos c¢ = min {1, Co} N |

1.3.8 Lema:

Existe ¢>0 tal que V f,g € Lf“(n) vale

2 20
Iu(&“' §(0-3t (@E-A > cllf-el”, - Ir-el S, ]
1 (0]

12



Demonstragio:
Consideremos o caminho h:[0,1] —— Q dado por h(t) = g+t(f-g)
entdo pelo lema 1.3.5 temos que dado p € M:
5%, SBEOENEP)-P), 1(p)-gp)) 2 [dh()p]** . Jd(r-glp]®
20-2 2
2 lldg + td(f- fd(f-
2 |dg, + td(f-g) | Jdirg) |
por outro lado observando que:
d 2 , 2
Ff.(&a,w(h(t))(f_g) =3 ta’¢(h(t))(f-g.h (t))=8 ta'w(h(t))(f-g,f-g)
obtemos usando o teorema fundamental do calculo:

1
2
I 2 b yMONTE gm0t (HDT-g)-3,, ,(hON(f-g) =

= [ s, 0 -3t s!I(g)] (f-g)

assim:
1

IM[&% S0-8¢, (@] (F-g) > I Ho|dg+td(f-g)|za-z]_l ar-)[?
M

e pelo lema 1.3.6:

200 2
IM[&“' -8t (@)](F-g) > cIMId(f~g)| - c[llf—glz‘:a - ﬂf—gﬂL‘Za In
1 ]

1.3.9 Observag3o:
Dado al. A aplicagio P de Q em L(Q, Q) definida por P(f ) onde
P, & a aplicagdo tal Ff(o)(p) = projegdo ortogonal dec(p) sobre

TNf(p) &6 C” e leva conjuntos Lfa-Limitados em conjuntos Limitados.

1.3.10. Lema
Dada uma sequéncia L:(n)—limitada (Sl) C L:(f;') entdo passando
LP()

a uma subsequéncia podemos supor (I—ps )(Sl—sj) - o
1

13



Demonstracgao:
Para cada y € N denotemos q(y) a projegio ortogonal de R* sobre
TNy assim q:N—— L(le,IRk) é uma aplicac8o C” e considerando que
N é subvariedade fechada C° de R® podemos estender q a uma
aplicago c”® Q:n—— L(n,m) por Q(x,v) = (x,q(v)) que preserva
as fibras, isto é, Q(nx) C L(nx,nx) ese veN= &x entio Q(x,v)
é a projecdo ortogonal de T(n ) = R® sobre T(E) =TN.
xV X v v
Sendo (p’I o)(x) é uma projegio ortogonal em R segue que
1

|(I-(pstr)(x)| < |o(x)|, logo pela definigdo de o] up temos

1 Lo
[(t-p N} < |o] _ em particular:

% L? L?

(3.2) ﬂ(I—p' )(sl-s

, J)HLP £ SI_SJan

0

COmoO NO NOSSO caso p=2a, r=i, m=2 podemos usar o caso D do teorema
1.1.2, isto 6, L:(n) C L:(n) e a inclusdo é completamente continua
ou seja leva conjuntos L:(n)—limitados em Lg(n)—relativamente
compactos. Assim, como (sl} é limitada, podemos passar g uma
subsequéncia que seja Lz—Cauchy e portanto da desigualdade 3.2 temos

I( I—p'l)(s‘—sj) | » — 0

0

Pela compacidade de M podemos tomar um nGmero finito de campos

Xl, ..... Xv tal que V¥ x € M tenhamos 'I'Mx = espago gerado pelos
vetores Xl(x),....,XV(x), assim definimos:
v
P P P
Isip, =1Isl’ + X Ixsl
L LP 4= 'LP
0 k-1

portanto basta mostrar que ﬂX((I—p‘ )(sl—sj))l p——-)O Y X campo
1
k-1

C°° sobre M.

14



Provemos a identidade:;

(3.3) X((I—p'l)(sl—sj) = (X(Q(sl)))(sl-sj) + (Q(Sl)—Q(SJ))(XSj)

sejam s € C(§) e o e C”(n). Definamos Xp:C"(£)xC”(n) — C™(n)
Xpls,0) = X(p o) = X(Q(slo) = (X(Q(sN)e + Q(s)(Xc) entdo a aplicagdo
Xp se estende a uma aplicagdo C” de L:(E)XL:(T)) em L;_O(T)) conforme o
lema 19-10 em [9] ; usando esta defini¢fo temos:

(3.4) X(l—p'l)(sl—sj)) = Xsl—)(sJ - Xp(sl.sl—sj)

= Xsl—XsJ - (X(Q(sl)))(s‘-sj)-Q(sl)(Xs‘—XsJ)

vejamos que Xs = Q(s)(Xs) v S € L:(E) bastando para isso
mostrarmo sno subespago denso Cm(ﬁ).
Com efeito,

Dado s € C° temos ds :TM —— TN = T(§) como

x x s(x) x s(x)

(Xs)(x) = dsx(X(x)) € T(&x)s(x) entio segue da definigio de Q(x,s(x))
que X‘i = (Q(s))(Xs).

Usando a igualdade X' = Q(s}{Xs) na equac3io 3.4 obtemos a
identidade 3.3.

Finalmente mostremos que:

LP
X(Q(s )55 )+(Qs)-Qls D) (Xs)) X1 50

com efeito:
Tomemos ¢ € (0,1) tal que k-€ > —g entdo pelo teorema 1.1.2 caso D,
L:(n) < L:_e('n) é completamente continua daf passando a uma

subsequéncia se necessario podemos supor s,/ S, em L:_e(n), logo

(3.5) ss|] ——o0.
LA

k-€

15



Da continuidade da aplicag8o P:L:_e(n)————-) L::_C(L(n,n))
definida por P(s)=Ps = Q(s) segue que Q(s‘)———>Q(s°) em L:_C(L(n.n)),
logo temos:

(3.6) ﬂQ(sl) - Q(SJ)I p T 0
k-€

conforme o lema 19.10, de [9], temos que a aplicagio Rl definida de

L;(L(nm))ng(n) em L;(n) tal que RI(H,O‘)=H0‘, onde (Ho)(x) = H(x)(o(x))

e b ——g— , 0 <a b é bilinear e continua, portanto:

[]Ho*l]Lp = []RI(H,G‘)HLP < cl."H Jel
a a a b

observando que Q(sl) € L:(L(n.n)) e XQ(sl) € Li_l(L(’n.n)) e tomando

H = X(Q(sl)), o = s—sj, a=k1b=k-¢ temos:

1 .
||X(Q(sl)))(sl—sj)lLP < Cl."X(Q(Sl))H ) ."sl—s‘jlLp
k-1 k-1 k-€
Analogamente (ainda pelo lema 19.10) tem-se que a aplicagdo Kz defi-~

nida de L:(L(n,‘n))xL:(n) em L:('n) tal que HZ(H,O‘) = He

é bilinear e continua, portanto:

IIHGHLP = ﬂ}tz(}{,cr)lLp < cz.ﬂHILp.ﬂcrle
b b b a

observando que Lz(L(n.TI)) c Ll‘:_e(L(n,n)) e tomando
= - p A= p
H = Q(Sx) Q(sj) € Lk_e(L(n,n)) e ¢ ij € Lk_l(n), temos,

H(Q(S,)"Q(S,))(Xs,)le gcqu(sl)-Q(sj)ILp .HXSJILp

k-€ k-€ k-1

lasp-ats )], < e l@tsp-aispos )l - <
k-1 k-€
s C4HQ(Sl)—Q(SJ)an S
k-€ k-1
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pela definigio da norma I | temos:
L

A KV

l]X(Q(sl))ILP ﬂQ(sl)lLPIXsJILP < Isjl .
k-1 k k-1 k
assim obtemos a desigualdade:
[X(@Q(s))s=s) + (Qs)-QUsis~s)] -

LP
k-1

< HX(Q(SI))(SI—SJ)ILP + I(Q(sl)-Q(sJ)(sl—sJ)le

k-1 k-1

SclﬂQ(sl)ﬂLp.nsl—sJILp +<_:4||Q(sl)—Q(sj)|Lp []sJILp

k k-€ k-€ k

Como usjl P ¢ limitada entdo tem-se pela observagdo lema 1.3.8
k
que HQ(SJ)ILP ¢ limitada daf usando as convergéncias 3.5 e 3.6
r
temos:

LP
X(Q(sl))(sl—sj) + (Q(Sl)—Q(Sj))(sl—sj) 1 o g

1.3.11 Lema:
N *
Seja j:L:('n)———) R uma aplicagdo ¢, com d}:L:(n)——) Lz(n)

leva conjuntos limitados em conjuntos limitados. Seja J = } a

P
L (§)

restrigdo de } e seja (sl} uma sequéncia L:(n)-limitada contida

em L:(E) tal que dJ" —> 0, entdo passando a uma subsequéncia
i

podemos supor d}s (sl—sJ) — 0.
1

17



Demonsirag3o:
Decompondo s, = psl(sl—sj)+(I—P.l)(sl—sj) e notando que

- p - = _ .
Psl(si sJ) € T(Lk(g))sl = djsl(Psl(sl sj)) dJsl(Psl(s‘ sj)) obtemos:

d}si(sl—sj) = d}sl(PSl(sl—sj)) + d}sl((I—Psl)(s!—sj))

= dJS‘(PSl(sl-sJ)) + d}sl((I—PSI)(si-sJ))

portanto:

laZ, (s‘—sj)[]g[]dJs I-Ipg ".ﬂsl-—sjn ot ldg |- 10-p, )(s‘—sj)ﬂ .
1 i 1 Lk 1 1 Lk

Pela observagdo 1.3.9 "psl é limitada.
1

Pelo lema 1.3.10 [](I—ps )(s;sj)l——) 0 (passando a uma
1

subsequéncia), por hipétese temos que si—sj| . é limitada e
L
k

ﬂd}sl —— 0 (por hipé6tese) assim concluimos da desigualdade acima

o lema.m

1.3.12 Teorema:

O funcional a-y-energia E satisfaz a condigdo-C e ¢

o,y

limitado inferiormente.
Demonstragao:

E entdo:

e J= e“»'I’ILZ"‘(E; oy’
1

Chamemos J=ea

W

(89,-83 (V) = I [st, (OV) - 8t (V)] dA

" ay

18



tomando V=f-g e usando o lema 1.3.8 obtemos:

2a 2a
(ij—ajz)(f—g) >c Hf—gILza - clf—g'Lza .
1 0

ou ainda

(3.7) (63{—63')(f—g) > ﬂf—gle o(If-2| 2a) - Ir-g| o o(|r-2] - )
L L L
1 1 o 0

onde ¢:R+————) R* ,  plt) = ct?*1

12 Parte: J & limitado inferiormente.
Como N é compacta e estd mergulhada isométricamente em R® entfo

N é limitada em le, isto &,I=sup{|x|:xeN} < .

Assim f P = I |f'(x)lp SLvol(M) V f e Lm(E)
LP M !
0

portanto Lfa(ﬁ) é Lia(n)—limitado. Consequentemente o conjunto
U=n(VcLza(n) convexo com Lfa(E) ¢ V} (fecho convexo)
¢ limitado também.

Seja A = sup {|f] R LAY
Lo

‘como ¢ é uma funglio que leva limitado em limitado entdo existe B°>0
tal que ¢((0,2A)) c (0,Bo) daf dados f, g € U:
if-2} 2o $ ifl e t H o $2A 2 o(Jf-g] 2a) < Bo
L L L L ‘
(] [\ o 0
como [f-g] s § Ir-g} by LEmOS:
o 1

(33,-33 )(f-g) 2 ﬂf-gle-lw(ﬂf-gle ) -Bo]Vf,geU
1 1

Fixemos um g € Lfa(ﬁ) e tomemos f € Lfa(E) arbitréario.
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Consideremos o caminho O‘f:[O,l] _ Lfa(n) dado por:
o-f(t) =g + tif-g) = O‘r(t) - g = t(f-g) entdo

(GJo.f(f)—SJ‘)(t(f-g)) > t"f-gILw . [go(tf—gILza) - Bo] , logo,

1 1
1 1 1
HE) = Hg) + Jod‘gv (py(f-8)dt = He) + I — 94 (p)(t-(f-))dt
f 0 f
1
HE) 2 Je) + dF(f-g) + Ilf—gle - Iolwﬂf—zle) - B }] dt.

1

Verifica-se a partir da definigio do funcional a-y-energia que
o funcional linear 6}‘ é limitado, daf existe K >0 tal que
ﬂa}gﬂ < K e portanto:

33 (1) < "f—gﬂLza K » 83 (f-g) 2 - f—gle . K
1 1

temos assim que:
1

HE) 2 Hg) + |f-g] - I [o(t]f-g] 20‘)—B] dt onde B = Bo+K
L 0 L
1 1

como lim ¢@) = o, fixando &>0 existe r > O tal que
t>0

w[—g—) > 2(1+8)B, segue da monotonicidade crescente de ¢ que se
L}

t>2 1

2 —5 e ﬂf—gle > r entdo:

1

1 1 1
I ptff-g] , ) dt> J o(tf-g] , )> I 2(1+3)B = (1+3)B
0 L 1 L, 1
2 2
Assim temos:
(3.8) Hf) > Hg) + 8.B|f-g] o 2 Hg) quando [f-g] 2re
L
1
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(3.9)  Hf) 2 Hg) - K|r-g] on 2 J(g) - Kr quanlo [f-g] <r
L
1
Portanto J 2 min {#(g), #(g) - Kir}.m

22 Parte: ] satisfaz a condig3o C.

(a) Da desigualdade 3.8 verificamos que um conjunto S ¢ L?a(E) no
qual J & limitado, & Lf“—umitado.

Com efeito:

Digamos J(f) T V f € Lfa(E) entdo de 3.8 tem-se:

T-1(g) T-J(g)

"f_gleoc < ? ﬂf! 20 < "glea * 3B se "f_guLzoc 2 r
1 1 1 1

enquanto que se [f-gf o T € claro que |f] o le) ot
L

L
1 1 1
(b) Seja (fn} ¢ S uma sequéncia satisfazendo a hip6tese (ii) da

definicdo 1.3.2, isto §, GJf | —— 0. Usando o lema 1.3.11 temos
. o

' BJf (f n—f m) —> 0 e consequentemente:
n
(ajfn)(fn—fm) —> 0

(c) Como Lfa(n) c Lza(n) é completamente contfnua (teorema 1.1.2) e
(fn) é limitada podemos passar para um subsequéncia Lza—Cauchy,
assim:

)—— 0
2a

—> 0> lfn —fmle . qp(ﬂf‘n—fmn
) o

I f ol
mmL:a

(d) segue da desigualdade de (b), de (c) e da desigualdade (3.7) que
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f -f W(f-f ) —0

dado € > 0, como lim ¢(t) = 0 e ¢ ¢é estritamente monétona tem-se
t->0

ep(e) > 0, além disso se tp(t) < € p(e) ent3o é facil ver que t < €

assim tomando € = g¢(e) >0 existe No € N tal que:

L

Vv nm>N_ . []fn—fmlea : go(ﬂfn—fmle Ceple) s f £ | <e
1 1 1

portanto (fn) é uma sequéncia Lfa-Cauchy em Lfa(éj) e sendo este um

subespago fechado de Lfa(n) segue que fn—-———) f e Lfa(ﬁ). Da

continuidade de &J temos ||6.lf| = lim ﬂ&l‘_ |] =0, daf f € um
m

ponto critico de J aderente a S.m



CAPITULO Il

REGULARIDADE E EXISTENCIA

2.1. Regularidade dos Pontos Criticos do Funcional Eoc

’W.

Trabalharemos aqui com a versdo variacional do problema, isto

é consideraremos o funcional Ea na forma:

W

(1.1) (z,G) = IG F(x,z(x), Vz(x))dx

onde G ¢ R® & um dominio, x = (xl,xz) €e G, z6 —> R* & uma apli-

az‘
ax -’

r

cagio qu com z=(zl,...,zk), dx=dxldx2 e Vz=(p: )= p onde p: =

Considerando-se uma estrutura conforme para s? e ¢:G ¢ R — S°
um sistema de coordenadas dessa estrutura ent3o dada s:Sz——~>— IRk,
s € Lfa(E), obtemos a aplicago z=sop:G —R* assim para o caso do

funcional Ea o integrando é:

W
(1.2) F(x,z,p) = (1+|p|2)a+z.w
Toda esta segdo terd o intuito de mostrar o seguinte resultado.
2.1.1. Proposig3o:
Existe uma constante ao>l tal que para ae(l,ao] e weLza tem-se

que todo ponto critico de E estad em Lza além disso se wecw entdo

o,y

os pontos criticos também sdo c®.

Obteremos esta proposigdo usando a abordagem feita por Morrey

em [8) sobre a diferenciabilidade dos pontos criticos de funcionais



do tipo 1.1. onde trabalha-se com os funcionais cujo o integrando F
satisfaz certas hipbteses as quais chamaremos "condi¢gdes de Morrey" a

saber:

2.1.2. Definigdo "Condig3es de Morrey"
(i) FECZ em todas as varidveis ou F e Fp estdo em C;;_l para algum n23 e
1(0,1).

(i) [F_|%|F_|%+|F_|*M (R).VZY
Zz zZX zZ 1
(iii) [F_|%+|F_|%+|F. |%M (R).V?V2
z zp Xp 1
(ivi m@R.WV?r|%X ¥ F e’ ¢ MER.WEn
1 rs 1

l 2
1]
pl‘pl

para toda
. 2 k
aplicagdo R™ —>R
2 2,2
onde, V2, ogm§M;/2<ml(R:ng(R); lx] +|z| <R
V=(1+|p| ) I |]I| = Z(Hr)
2.1.3 Vejamos agora que de fato o nosso integrando 1.2 satisfaz es-
tas condigdes.
(i) & obvio a partir da definigdo de F que tal condi¢do de re-

gularidade (CZ) é verdadeira em todas variaveis.

(ii) Notando que ¥ é continua pois L%’ temos que existe T>0

tal que |y|<T, como l"z =y, sz = 0, Fzz = 0 temos
2 2 2 2 2V
lel +|sz| +|Fzz =|yp|<T V", onde v = 2«
(i) F =a(1+|p|*™.2[p|), F, =0, F,_=0. Assim,
7, 12+ [F, [4IF,  [P=te® % 1+]p| %=t [p] . (v =

2
=40>. —I——l—p2 V2 ¢ 4ol VR
'
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1_2 kK 1 1 kK Kk, _ 1,20
(iv) F(xl,xz,z 25,2 ,pl,pz,....,pl,pz) = (l+)j(pr) ) +zy

_ 2.0-1 1) 2,0-2 J !
Foi) = all+|p| )" .28".8 +ala-1)(1+|p| ) 2|p_|.2|p |

rs

assim dada H:IRz——— le

(I 2,01 2 2,0-2 o 1)
X Fp:pj M) = 2a(1+|p| )% (1) *ate-1)1+|p|H* 2L 1]

notando que abg —%—(a2+b2) tem-se para a2 que:

L F a1 < 2et+p D% 2 0e 41 ¢ aw v )
PP rs 2
rs l+|p|
—az—bz
notando que ab) — temos para

3 1_J 2,01 2 {a-1) v-2 2
of 5 ¥ 1 g > > 20(1+|p|®) .|m|".[1- ]2av o n
3 E i T I Infp (L Im]

Portanto a aplicagfio F satisfaz as condigSes (i)-(iv) com v=2«,

m =a, Ml=max(4ocz, Tz, 4ac}.

2.1.4 Associada ao funcional 1.1 temos a equagdo de Euler-Lagrange

a

X Fpl = le ou equivalentemente na forma integral (usaremos a

r r

convengio de Einstein para o somatério):

(1.3) IG(C:A:-rClBl)dx = O para todo £ € Lf"‘(c,m“) com &|3G=0

1]

onde A:(x,z,p)=Fp1(x,z,p) e Bl(x,z,p)=l~"zl(x,z,p).

r

Sejam O<|h|<a, &:G— R* com suporte em D’ccG , onde
G‘=(x e G tal que B(x,a)c G} e e, e, vetores unitarios na
diregdo dos eixos X ex, de R® respectivamente. Definamos:

cm(x) = h—l[c'(x—hea)—cl(x)] e zhl(x)=h'l.[z'(x+hea)—zl(x)].



Usando Ch em 1.3 obtemos:
ID' h'l[r;:(x—hea)—t::(x)] A: + h'l[ci(x-hea)—cl(f)] B =0

com a mudanga de variavel y=x+hea nos 12 e 32 termos tem-se:

(1.4) I h'fc'aAt + 4By =0
Dv r 1 I

r_,r _ AT

de {AAI—Al(x+he72(x+he7)Vz(x+he7)) Al(x,z(x).Vz(x))
ABl=Bl(x+he7,z(x+he7)Vz(x+he7))- Bl(x,z(x),Az(x)).

Chamando Az = z(x+he7)-z(x) e Ap=p(x+he7)—p(x) e usando a série de

Taylor com resto integral obtemos:

r

AAl = A:(x+he7,z+Dz,p+Ap)-A:(x,z,p)

1
[I dA” | (x+the ,z+tAz,p+tAp)] (he_,Az,Ap)
o 1 ¥ ¥

1

—

1 1
h.[ A" +(I ATz + (| AT )
o lx7 o iz Jo lp' p.
analogamente temos:
1

1 1 )
ABl = hI B _ +( Blzj)(AZ )+(I

)
B _j)(apY)
0% Jo p s

0

portanto fazendo-se as substituigSes a equagdo 1.4 fica:

1 1 1 1 1
1 r r h) r hly, A h)
(1.5) ID’cr[IoAlx;(IoAl )z +([0A,p:)z' J+g [IOle;‘IOsz’)z .

, Il m)
( Blpj)z’] = 0.

70

onde 2™ = hlazZ' e z:‘=h-lAp:_.

Definamos agora, varias aplicagdes que utilizaremos a seguir:

26



W(x,t) = 1+|z+tAz|2+|p+tAp|2

1 v 1 Ll
_ -1+— . 1 2
Ah(x) = I [W(x,t)] "2 (x,1), Ph(x).- mI W(x,t)
0 h )
1 X
Qh(x) = ﬂl—ﬂ I W(x,t) 2
h (0]
rs 1 1 r
hlj(X) = —rh JOAIP: (x+the7,z+tAz,p+tAp)
b (x) = IIA' () C(x) = IIA’ ()
hiJ Ph.Ah o 12 eeee hi) - Ph.Ah 0 1z)
(x) = IIB () e7(x) = IIA’ Crnrl)
hi}j Qh Ah o 2 pee hi Ph.Ah 0 1xy '
4 1 !
fhl(x) = Qh.Ah IOB"‘7( ere)

Substituindo-se as integrais internas da equagdo 1.5 pelas

equagdes acima obtemos:

(1.6)
1, rs _hj r _hj ry 1 r _hj h) Y
ID,Ah(cr[ahljzl +Phbhljz +Phem] +q [Phchljzr +thhljz +Pthme_o
Fixemos xoeD’, sejam R>O, h°>0 tais que B = B(xo. R+a)c Gho e
afR. Seja n € LipoB(xo,R+a) com 7{x) = 1 para todo x € B(xo,R)
Definamos Z =1.z_e &=n0.Z daf V{=n.VZ+Un.Z e VZ=n.Vzh+Vn.zh.

Substituindo em 1.5 e usando a convengdo Einstein, temos:
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A {(VZ+Vn.z ).[a (VZ-Vn.z )+b P Z+ne P J+z.[c P (VZ-Un.z ) +
JB(XO,R+a) h " h "h h h h h h h

+thhZ+thh] }=0

2
(1.7 IBAh|ah| |vZ|"=

2.2
IBAnahVn . Zh_IBA“( VZ+Vn. zh)( thhZH). ehPh) -

2
z thhAh—IBAhthhz

-1 A Zc p (VZ-V.z )—I
IB A" "h'h h g

A partir da desigualdade 2.1.2 verifica-se imediatamente que:
mlslahlle; lth' Ichl'leh|S Ml; Idhl’ Ifhl SMI'
Majoremos adequadamente cada termo da equagdo 1.7:

12 Termo:

22
IBAnan(Vn) z .

2 2
< M.IBAh[VnI z

22 Termo:

A A
h 2 h 2
I BAh(VZ+Vn.zh)(thhZ+nehPh) gIB — |VZ+Vn.z |+ I s |b P, Z+ne p, |

A
h 2 2,2.,2 2 2.2
gIB —5 [VZ+Vn.2, | +IBAhthhz +IBAhn e P

A
h 2 2
SI 5 —5 |VZ+Vn.zh| +MJBAthZ +KMJ AhQ

gphh
32 Termo:

A, 2 Ay 222

IBAhZchPh.(VZ-Vnzh) < IB —3 (VZ—Vn.zh) + IB — - Z c P,
A, : 2 M 2
< JB —é—(VZ—Vn.zh) + —Z—.IBAthZ

42 Termo:
IBthhzzAh <M JBAthzz
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o
S- Termo:

fQZ
Ith

2 2 2
f"AQ AQZ M
h h h h~h 1 1 2
SI -——-—+I < IAQ+-——JAQZ
B 2 B 2 ZthZ th

NOTA: Para obtermos as majoragles acima valemo-nos dos seguintes

argumentos:
xy & o (x+y%) P2 <Q,
2
syl e Jucpepy)? Il <

Usando as majoragbes acima e a desigualdade:

1 2 2 2 2 2
7[|VZ+Vn.zh| +VZ—V1).zh| 1 < |VvZ|"+|Vn] |zh| obtemos

SM
2 2. 2 1 1 2
(1.8) I Ah(lahl—l)IVZ| g(Ml+1)I Ah[Vn| .zh+(—7-+ —Z-)I AQZ+
B B B
My
+ (KM + —5-) IBAth

SM_ +1 M, +1 2KM +M
como |ah|2ml= o>l, chamando Zl= 'ﬂ—n—lT_—lT, 2—-h4—_l- , 23= _ﬂ—m_l—_l—i
concluimos que:

)

A Q Z%zZ

2.2
nQ, A|Vn|zh+

(1.9)[ Alvz|?¢<z .

B(x ,R+a) n J B(x,R+a) ZI B(x,R+a)

+ 27 I AQ
3 B(xo,R+a) hh

Para continuarmos a demonstragdo da proposigdo 2.1.1 precisamos

do seguinte:
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2.1.5. Lema:
Se jam A: e Bl satisfazendo as condigdes 2.1.2 com VX2 e seja
ZEH:'(G)I'\C:(G). com O<u<l uma soluc;ﬁb de 1.3. ent3o existem Rl.Cl>0

tais que:

Vv(x).ﬁz(x)dx < I V"LZIVE(X)I2 dx

IB(xo,R) B(xo,R)

onde O<R<Rl, EGR:) [B(xo,R)] e Rl. Cl dependem somente de v, m ; Ml, 1}
0

hn(z’a) = sup|z(x)-z(y)|.(|x-y)" = L.

Demonstragao:
Consideremos apenas o caso EEC‘: [B(xo,R)] (pois o caso geral
fazemos por aproximacio.) Definamos:
£'(x) = £°x).[2'(x)-2'(x )]
Aproximando-se z por uma sequéncia zneCw[B(xo,R)] podemos usar
€ na equagdo 1.3, assim temos,

(1.10) g%.[pIAT+z'-z )B] + 2(z'-z )6.€ AT

0= j
B(xo,R)

1 1

r r - r — J
A (x,2,p)-A (x,2,0)= [ I dAl'(x,z,tp)](p)_ps'I

1
1.r _Lr 1) r
prA‘(x,z.p)—prAl(x,z,O) + PP, IoAlpi(X.Z.tp)

A" j(x,z,tp)
s

0 o

1%

1
> p:.A:(x,z,O)+ml|p|2 ! [1+t2|p|2] 2 (condigio 2.1.2)
0

v
(1.11) > mV —l(2
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Esta dltima desigualdade é obtida de: u(t) = 1+t2|p|2du =
v v v v
2, 2 1 (3! 1 2 2
=2t[p|* » |p|® 1+t “Ip]) ot 25| w7 dp = — [u(D)7-p0)" ]
O (o)

assim como A:(x,z,O) =F l(x,z,O)=0 temos:
p

1: mary ™
pAGOZP) 2 Vi —5
Usando a desogualdade 1.11 na equag3o 1.10, temos as seguintes

ma joragdes;

2, 1 1 r IAI £ Mlvv—l
mI&j V<KI IE(Z—ZO)E&,'AI v
B ) |B] < MV
mzj gz.v"ng §4LRIM [ J gz.v"+j 2|¢| [vg| vV
B B B B

usando o fato: I 2|€||\7€|VV‘l I 2(1€- (|V§|)V I (§2V2+|V§|2)VV—2
B
temos: |
mI ezv"ng €2+LR"MI EZVV+LR"MI g%v +LR”MI |vg| Vo2
2 2 1
B B B
usando a desigualdade de Poincaré (em [6] teorema 3.2.1) tem-se

I Ezg —;—-Rz I |V§|2 e como Vv_221 temos para R suficientemente pedueno
B B

(tal que R*¥¢ 1):I g% %R“ J vV vg)? dat:
B B

KRN
(m,-2LR"M ) I £V 25— +R'M )I A

2172

K,

2

Portanto tomando C1=[ +LM1] / (mz-ZLR" Ml) e R1>0 tal que

m2>2LR':Ml, obtemos o lema.m
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(2.1.6) Afirmagc3o:

Q |z |$Z(R+a)"I A .|vz|?

2
! B(xo,R+a) h h B(xo,R+a) h

Para provarmos essa afirmagdo utilizaremos as desigualdades:
| 1
(1) Cl(1+|a]®)+(1+]b] %] gI [1+]a]%+|b-a)t]"
o

(ii) I [1+]a|%+]b-a| %11 © < C,.l+]a| e+ [b] BN

ZJ Ath|z|2=ZJ I [1+]z+tAz] +|p+'cAp|2 v/2 |z|2
B B/0
1 2 v/2 2
gcJ I [1+]|p+tAp|“])" °|z|® pois z é contfnua
B

<2cf j t1+p |+t 0] 12 2|

fazendo-se a=p(x) e b=p(x+he7) e usando (ii) tem-se

2.v/2 v/z 2
INES

<C I [(1+]p(x)]|%) +(1+|p(x+he )|
B

aplicando-se agora o lema 2.1.5 4s fung8es V(x)=(l+|p(x)|2)

V(x+he7)=(1+|p(x+he7|2)1/2 obtemos para R+a<R :

v-2 ' V-2

2 2,z 2
ZJBAth|2|ZSCS(R+a)"IB[(1+|p(x)12) 2 +(1+|p(x+he7)| ) 1 |Vz|

v-2
1 L,
<C (R+a)"I [ J (1+]p|%t|ap]®) 2 ] .|vz|?
6
B ‘0
2 2
sendo a funcgfo real 1+|p| +t12p] > continua em [0,1] entdo
1+|z+tAz| “+| p+tAp|
32
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existe C>0 tal que 1+]p|2+t|Ap|2$ C.(l+|z+tAz|2+|p+tAp|2), portanto

N 2 2
ZIIBAthIZI < Z4(R+a)“IBAh|Vz| n

Agora usando o fato de |Vz| ser limitada e a afirmagfo 2.1.6

concluimos que:

I AhIVz|2gI Ah|vZ|zgzsU A |z |2+I AQ ]
B(xo,R) B(xo,R+a) B(xo,R+a) h B(x ,R+a) hoh

Pela definicio de n temos VZIB(X e sendo AhZI segue que:

,R)=Vzh
[V}

I |z, | zgj A |Vz] ngSU Alz| 2+I Ath]
B(x,R) B(x ,R) B(x,R+a) B(x ,R+a)

Da férmula de Taylor com resto integral deduzimos

1
zh(x)=I 27(x+the1)dt conforme teorema 3.6.8 em [8] vemos que as

0
v

. v v-2
sequéncias zheL ’ AheL ,AtheLl convergem nesses €spagos em suas

. ) 1
respectivas normas, para zh—) p,’, Ah—-> Wl, Ath—> Wz.

. . 2
Da desigualdade de Holder IBAhlzhlg ﬂAhl v .ﬂ|2h| ILv

v-2
L 2

Portanto existe & > O, tal que, para todo |h| <3, vale:

2 2 2
(1.12)[}3(x R)|Vzh| SJBAhlvth < Ah . Izhl + Ath ]25<M(constante)
0’
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Assim z, é¢ uma sequéncia limitada em Lf, logo possui uma
subsequéncia fracamente convergente z —j em Lf. Daf como z, —>p7
em LY concluimos que #=P7€Lf isto é:

2
ze€el =
2

2.1.7 Prova da Proposi¢do 2.1.1.

Acabamos de mostrar que as solugdes fracas do problema
variacional 1.1, ou seja as solugSes de 1.3 est3o em Lz. Em particular
os pontos criticos do funcional a-y-Energia.

Vejamos agora que se Y € L**  entdo os pontos criticos estdo

em Lza.
2
Seja s ponto critico de Ea, " isto &, ro, w(s)=0, daf:
2
(1.13) As= - e-1)(d S;ds’ ds+A(ds,ds)+ 1 P,
(1+]ds|™)y 2a(1+]ds| ") *

onde A é a segunda forma fundamental do mergulho de N em R" com |A|<C1

Logo |As|<(a-1)|d%s| +C, | ds| 2+C2| P (¥)].

Usando Minkowski,
[as) . <C_(a-D]d’s] . +C,|ds] , +C_|P ()]
. LZ(X 3‘ Lza 4 Lm 5% s Lza
<C_(a-1]s] . +C ]s| , +C_|P.(¥)]
3 Lza 4 Lm 5% s Lza

2 1

Seja C(Zoc)=ﬂA—1| p entdo |[s] P=ﬂA-l(As)| p < Clp)]as) , assim
L L L

2 2
-1
C(p) .ﬂsIng ca(a—l)ulew+c4ns|L4a+cslP'(¢)|Lm
2 2 1
-1
[C(p)"-C_(a-1)] ﬂsILzag C4HSILW+ csnP.(w)|L2a
2 1
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Utilizaremos um Teorema de Mergulho de Sobolev (em [ ] ) que

L (QcRY) — LY (@ c¢RY)
j+m )

semp=n,1<k<{n pl{q<w

diz :
. 2 a0
Daf tomandom = j=1, p=k=n=2 e q = 40 temos chLl

portanto:

Is] . <w=seLl®
Lza 2
2

A segunda parte da proposigdo 2.1.1 decorre agora do fato de

os coeficientes Ai, Bl satisfazerem as hip6teses do teorema 5.6.3 em
r

[8l.

2.2. Lemas Auxiliares

Nesta segdo mostraremos alguns resultados que utilizaremos na
segdo 2.3, quando trataremos da existéncia de esferas harménicas.

A partir do integrando da segunda variagdo da «a-Energia
perturbada (Equagido 2.7) obtemos o operador de Jacobi Loc, 'Il(f ) para

. .. 200, . * 20, *
Ea v em um ponto critico f, definindo-o de L2 (f TN) em L“(f TN)

tal que, 8%E_(F)V,W)=-| <L (F)(V),(W)>dA
o,y M a,y
Usando a formulagdo variacional do funcional ea v (Equagdo 1.1)
obtemos:

2 _ I y,) - L) 1ol
d'c (f)(V,W)-J F . J<V yTWH+F | J<V Ws>+F ) 1<er >+F >Vr,Ws>

o 1
M ZzZz zp, Pz PP

L B
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av )
onde V=(V',...,V%), w=(w',...,.W), v'= 1 w! ="
r axr s ax'

Como Fzz=F =F =0 Temos

2 = O 3 1 1)
) ea’w(f)(V,W)—I F, <VLWh= I o (F L )VF | VWS
M PP, M s PP, PP

i
r

assim o operador la (f) definido como a extensdo de La (f) a todo

W W

20
L1 (n) se escreve como:

a 1 P 2
la’w(f)(V)— 3% (F L) )VP+F ; JVPs = AV V+BVV+C.V
8 prps pl"ps
onde AM=F , BY = 8 (F ), cY = 0 observando-se que
rs 1] r ax i
pl"ps & pl‘ps

A:i satisfaz a condigdo 2.1.2 (iv) concluimos que Ea, w(f }) é um
operador eliptico e portanto sua restrigio Za, lﬁ(f ) também € um
operador diferencial de 22 ordem eliptico.

E facil observar na equagdo (2.7) do capitulo 1 que GzEa’ V/(f ) €

simétrica e portanto La (f) é auto-adjunto.

W
2.2.1. Definigdo

Chamamos de operador de Fredholm uma aplicagdo linear continua
L:E1 ——-)Ez entre espagos de Banach que possue imagem fechada, bem

como nucleo e contcleo (= EZ/Imagem) de dimensdes finitas.
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Chamamos indice de L ao ntmero inteiro: DimKerL - DimcokerL
onde KerL é o nucleo de L, e coker é o conucleo de L.

Chamamos uma aplica¢gio h:V——W, entre as variedades V
(conexa) e W, de Fredholm, se h ¢ C' e dh|x:TVx—— W for
operador de Fredholm para cada x.

Da teoria classica de operadores elipticos tem-se que todo
operador T, eliptico, possui nacleo e conticle de dimensdes finitas.

Vejamos sucintamente o processo que 1.0s mostra isso:

Todo operador eliptico L datisfaz a desigualdade de Gording:

2

(u,Lu)ZCl M Z—C2 W 2 (encontramos esse fato demonstrado por exemplo

I..1 Lo
em [18] pag. 198). Nessa mesma referéncia pag. 199 obtém-se a partir
da desigualdade de Gording que o operador M=(L+Ao) é completamente
continuo, isto é, leva conjuntos limitados em conjuntos relativamente
compactos.
Seja (un}cKerL, uma sequéncia limitada entdo:
Mg sluyAp=apu »Mg = 2 p
n n 0n On n Ao n
dai como M ¢é completamente continua temos que Mun possui uma
subsequéncia convergente e portanto (un} possui uma subsequéncia
convergente dai pela caracterizagio de espagos de Banach de dimensio
finita por sequéncias tem-se que dim Ker L < o .
*

Usando a propriedade cléssica de operadores, Ker T = coker T ,e

o fato de La (f) ser auto-adjunto obtemos que Loc '//(f ) é uma

W

aplicagdo de Fredholm de indice zero.
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2.2.2. Definigéo

Dado um espago topol6gico X dizemos que um subconjunto de X é
residual se ele pode ser expresso como intersecgdo de uma colegio
enumeravel de subconjuntos abertos e denso de X. Pelo teorema da
categoria de Baire um subconjunto residual de um espago métrico

completo é denso.

2.2.3. Lema:

NDA={¢ € Lw(M,IRk)I tal que Ker La (f) = O para todo ponto critico f

¥

de E com Ea (f)X A } é aberto e denso em Lw(M,IRk) para todo A>O.

o,y ¥
Demonstracgio:
Seja f ponto critico de E _ ,. Para cada segio V do fibrado

a,y

*

pull-back f TN definamos a aplicagdo fv:M ——N por fv(x)=expf(x)V(x).
onde expf(x):Nf(x) ~——N ¢é a exponencial classica.

Para r=0 ou 2 consideremos ‘Ur vizinhancas da se¢do nula do
. 20 * . . 20 K
fibrado Lr (M,f TN) e definamos as aplicagdes q)r:‘ur—- Lr (M,R") por
(pr(V)=fv. Notando que qpr(0)=f‘ e dgor|0= identidade, temos pelo teorema
da fun¢do inversa que existem vizinhangas ‘llr tal que ¢>r:‘ur—— q)r(‘ur)

sdo difeomorfismos. Ao invés de vizinhangas de f trabalharemos no que

se segue com as vizinhangas U da segdo nula.
r

. .« 20 Kk 20,
Definamos a aplicagdo ?:‘UZXL (M,R") ——L" (M,f TN) tal que

F(V.x) = (dgo] )7.(Q, SV,
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»
s;:uzxLz"‘(M,R“) — L¥*M,f TN)

(V,0) ———— (de_| )7.(Q, NCR)

Calculando a diferencial em (0,y) obtemos

- -1
8F | (, yy(Vo0)=3de | )| o, w(f)[aQa,x(f‘v) | (o (V2201

aQ _ _(f )

X Vv

(V,x)+ o2

(o,¥)
= —a—f- SPIVIP (0

—id. [i(i&x(fv)

.(V.x)]
(o,y)

Pela definicdo de Q_ ,(f) e L . (f) temos

(L w(f))(V) ( 3T !/l )(V) assim obtemos:

3F|(, 4 V-0=(L

O,Vl) a:'/’
»*
Concluimos que S?I(o ¥ ¢ sobrejetiva pois dado weL®*(M,f TN)

(f))(V)-Pf(x)

tomando V=0 e x=-N tem-se

3%|, ,(0,-W)=-P_(-W)=P (W)=W.
( f f

0.'1’)

Vejamos agora que o niacleo de 65’7[(0 v) decompbe-se

*
L:a(M,f ,TN) @ LZ*(M,R¥). Com efeito,

Sendo L ,(f) uma aplicagdo de Fredholm temos que

o x a, Y o . B
L2 MfTN)=Ke X e L M, TN)=K ® Y, onde K = ker (Loc w(f)).
Y=Im(La l/l(f )) com K e K subespacos de dimensdo finita.
#*
Seja L¥*M,(f TNVY) = (I—Pf)(Lw(M,le)) onde I=identidade

entdo:

Ker 8% 'l’)={(1<+v,w*+1_‘x SDVD:keK; v e X, wh e LM, F TN

pois:
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ayl(o.w(V.th se sb se Pf(x)=La’ (f)(V) se s6 se x=W1+La’ (F)(V)

Y y

assim chamando F = X x K temos que:
20 * 20 ky_
L"M,f TN) @ L™ (M,R")= Ker 89|(0’¢) o F

Como 6?}'](0 é sobrejetiva e Ker 69|(O ) decompde-se

W)

concluimos pelo teorema da fungdo implicita que:
m =((f.¢)|s;(go2(f),w)=0) = ((f.n/:)IQa’w(f) = 0)
=((f,y)| f ¢é ponto critico de Ea, 'll) é uma subvariedade de
L2*MN) x L*%(M,RY).
Afirmagdo: M:p — Lw(M,IRk) dada por T(f,¥)=¢ €é uma aplicagdo de

é sobrejetiva se s6 se L (f)

o,y

Fredholm de findice zero e <51t|(f

W)

€ sobrejetiva.
Com efeito,
Sabemos que o espago tangente a pn em (f,y) é:
Th ‘. w)=Ker afﬂ(o, ¢)=((v.x)|x_a' w(f)(V) -P () =0}
assim temos,

2.1. suf(, (V)= x = P (0 + 2" = L (V) + 2"

Seja (V,x) € Ker 61t|(f v’ isto &, anl(f w)(V,x)=0 entdo ¥ = O

e daf Loc (f)(V)=Pf(x)=Pf(0)=O 2 V € Ker La (f} portanto

Yy

R
Ker énl(f’w) < Ker La,w(f) ® {0}. Por outro lado tomando (V,0) €

€ Ker Loc (f) + {0} temos (V,0) € Tp(f pois:

W)

(V,0)=0 = Ker La,n/:(f) ® {0} ¢

W

La’w(f)(V)=0=Pf(0) e <‘51t|(f

c Ker anl(f

W)

assim:

W)

2.2, ~ Ker 61tl(f = Ker La (f) ® {0)

W) Yy
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Mostremos a igualdade

=ImL_ (e L2, (5 TN

2.3. Im 3n| (s "

W)

Com efeito, das desigualdades em 2.1 temos obviamente a

R *
inclusdo ¢, seja W € Im La (f) e xl € Lm(M,(f TN)') entio tomando

]
V=L‘;1¢(f)(W) e x=W+2 obtemos:

) Pois Pf(x)=Pf(W)+Pf(x'L)=W+O = L, ,(DW)

.W+xl € Im 6n|(f’¢) pois 51t|(f’w(V.X)=La’¢(f)(V)+xl=W+x1

.(V,x)e'l‘pt(f

assim tem-se a inclusdo >.

Como L (f) é Fredholm temos Dim |Ker L  (f)]| e
RV a,y
. L2%(M,f TN
Dim > finitas, logo segue das igualdades 2.2 e 2.3 que:
Im Loc '/’(f)

Dim [Ker 51I|(f l[l)] (e

Dim [L**M,R*]/Im 5|, ] < @ pois

* * *
L2*M,RY)  _ L2%Mf TNJe L2%(M, (f TN)D) | L®%(M,f TN)

Im om| 4 Im L, ,(f) oL2%(M, (f TN)Y) Im L, ,(f)

Deste altimo isomorfismo obtemos também que Dim[coker L W(f )]
= Dim [coker 61I|(f 'll)] e portanto m ¢ Fredholm também de indice zero

(pois L tem indice zero). Devido a igualdade 2.3 temos que

o,y

é sobrejetiva se s6 se L (f) o for.

,'/l) ao'l’

Concluimos da afirmagdo acima que ND* ¢ o con junto dos valores

<‘51t|(f

regulares de =
1]

. A X
Vejamos que ND~ ¢é aberto e denso, para isso usaremos O

procedimento de S. Smale em [12] :
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ND* ¢ aberto, pois
. 200 k A .
Seja (l/!n) c L""(M,R')\ND", isto € cada n € N existe um ponto

critico P de = 4 com n(pn)=¢n. Suponhamos l/ln —. Como
u

Ea(pn) < A ¥V n, entéo Ea é limitado sobre (pn) dai pela condigio-C

x'/
(teorema 1.3.11) existe uma subsequéncia de (pn} convergente,
digamos P —p. Daf pela continuidade da =n e dn tem-se:

n(p)=Lim n(pn) = Lim b o=y e 61[|P = Lim anlp = 0. Logo p é ponto

n

critico e Y é valor critico de =n, isto é, Y € LZOC(M,le)\NDA

portanto LZOL(M,IRk)\NDA ¢é fechado.

ND* & denso, pois
. A .. 20 k .
Sejam X, € p e ‘Ll1 vizinhangca em L“ (M,R") de n(xo). Seja
Vc uA uma vizinhanga de X, € ¢:UcE —— V uma carta local para
uA em X , onde E ¢é um espago de banach e ¢>(yo)=xo. Seja

f=nop:U ——9L2a(M,IRk)=E’ entdo como ker 6n|x tem dimensdo finita
0

podemos escrever E = E x Ker df lxo. Chamando y_ = (p,q )

vemos que a diferencial de f com relagio a primeira varidvel ¢é
injetiva para todo (p,q) bem préximos de (po,qo) logo usando o
teorema da fungdo implicita existe vizinhanga DlxD2 de (po,qo) em

Elx Ker df lx tal que f restrita a Dlx {q} ¢ difeomorfismo para
0

todo q € Dz' Assim a sobrejetividade de f em Dlx D2 depende da
sobrejetividade na 22 variavel.

Seja P:E’ ——FE’/Im df Ix a projecdo candnica. Considere a
()

aplicagdo @:{po}x Dz——-——a E’/Im df|x dada por d>(q)=(Pof)(po.q). como
()
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n é Fredholm temos Dim (Ker df|x ) <o e Dim (E'/Im df|x X . Logo
0 0

pelo teorema de Sard existe 2z € P(‘Ul) valor regular de . Assim

tomando ¥ € P"l(z)nU1 vemos que Y ¢é uma valor regular de m em ‘Ul.

2.2.4. Observagao:

Considerando que Cc”(M,R*) & denso em Lw(M,IRk) e que ND* ¢
aberto nés podemos tomar Y € Cm(M,le)r\NDA de norma L%
arbitrariamente pequena. Assim pela proposigdo 2.1.1 para tais 1/
tem-se que todos os pontos criticos de Ea, v sio C”. Vemos entdo
pelo teorema de Uhlenbeck em [S5] pg. 443 que todos os pontos criticos

de de oa-Energia Eag A sdo fracamente ndo-degenerados de

Ea, v
indice finito portanto a teoria de Morse sobre variedades de Banach
pode ser aplicada a Ea, v
2.2.5 Lema:

Seja « dado pela proposicdo 2.1.1, e a € (l,ao). Seja N uma
variedade compacta com 1to(N)=....=1tr l(N)=0 e nr(N)#O. Entdo
existe um ponto critico nio-constante para Ea:Q —R, cujo indice é
{r-2, onde Q = Lfa(SZ,N). Além disso existe uma constante B,

idependente de «, tal que o ponto critico pode ser escolhido de modo

que tenha «a-Energia ¢ (1+Bz)a.

Demonstracgéo:
Seja m:Q——>M, a fungio dada por mn(f)=f(v) onde @ é o polo
norte de S°. m é uma f ibracdo cuja fibra é o espago das aplicagdes

de s® em M que preservam v ponto base. A sequéncia exata da fibragdo:
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T,

e — nl_z(FIBRA) ——)nl_z(m ———ml_z(N) _—...

ainda , a aplicagdo de cisdo i, sendo induzida pela aplicagdo

i:N—Q dada por i(x)=constante = Xx. Assim nés temos uma

sequéncia exata curta:

24, 0 ———n (FIBRA) —n _(Q) n .(N)——0
-2 i-2 _n___—___) 1-2
*

Considerando que nr_z(FIBRA)E nr(N) # O segue de 2.4 que
n _(Q,i(N)) # O.
r-2
Tomemos A>0 e £€>0 constantes tais que:
-1 -1 C
(2.5) ||¢||L2a< € > Ea,w((—m’A] ) € E_ ((-w, A+1] ), e a aplicagdo

n (E!

-2Eq (oAl ), i)

nr_z(Q,i(N)), seja ndo nula.

Usando a desigualdade de Morse: (pg. 64 em [13]):

r r

-2 -2
D7FPR ¢ T EDTE™ C
-0 m m

m= m=0

onde:
R = dim H (E.' [-®»,A] ) = i-ésimo numero de betti.

m m* oy
Cm = numero de pontos criticos de Ea v de indice m.
temos que Cm # 0 para algum mgr-2 pois R1=....=Rr_3=0 e
Rr_2¢0. Assim existe um ponto critico f U para Ea, " em

-1 . .
Eoc,w(( w,A] ), isto &, Eoc,w(”a,w < A. com indice <r-2

representa um elemento ndo-nulo de =« 2(Q,i(N)).
-

Suponhamos mostrado a seguinte:
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2.2.6. Afirmagdo:
Existem constantes positivas B (independente de a), 8 e C tais

que foc satisfaz:

Y

2.6.

\%

Frglag) 218 Sl

2.17.

I~

2.0
Fopllay) < WYL o,

Entdo escolhendo uma sequéncia .pn—-—x) em L e foc " os
? n

pontos criticos fracamente nao-degenerados de indice <k-2 temos:

(i) E (f )X A+l (segue de 2.5 e Eoc

" “»'I’n n(f )X A)

a,wn

»'/’

. . - 1
(ii) para cada i € N, 3 n € N tq |}6Ea(fa’wn )| < n—l
1

Pois 8E (f V) = SE
o,

\lln a.wn(foc.

(V) - I Vg = - jv.w e
wn " n n

1B,y 1 < 1Y) —— 0

Como E =Ea satisfaz a condigio C (teorema 1.3.11) entdo

o 0

foc " possui uma subsequéncia convergindo para um ponto critico foc
’
n

de fndice <k-2 e de 2.6 e 2.7 temos I+8CE (f )XK(1+B9)% Logo f,
é nio constante pois E (f 1.
o
Portanto o lema 2.2.5 é uma consequéncia da afirmagdo 2.2.6 a

qual trataremos agora de mostrar.
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Considere a subvariedade No=(s € Lfa(M,N)I s € constante das

aplicagBes triviais de . (Note que N°=E;l(1)).

Observe que dado y € No c Lfa(M,N) entdo:
2 g 20 _ 20 =
TLl (M,N)y—L1 (M,TNy) e TNoy = {a € 'I'Ll (M,N)y/da 0)
assim construimos um fibrado normal para No em um sentido L’-Fraco:

= 2 H = =l
ny—(v € L1 (M,TNy).(v,a) IMv.a OV ace€ ’I'Noy }

20
n = yel.{ n, © TL, (M@N)lN
o [+

Usemos a exponencial exp: TN —— N para definir a aplicagao
e:TL.“(M,N) — L**(M,N) dada por:

e(s,v)(x) = exp(s(x), v(x))

Entdo vale a seguinte:

2.2.7. Afirmacéio:

A restrigdo da aplicagdo e a m é um difeoformismo de uma
vizinhanga da segdo nula de m em uma vizinhanga de N0 c Lfa(M,N).
De fato,
note que e(y,0) = exply,O)=y, isto é, e(y,0O)e N0 calculando a

diferencial de e temos :

de|(y’0)(a,v)(x)= d expl(y’o)(a,v(x)) Vae TNy e ven

20
: ——> TLT(M,N)
escolhendo ny de modo que de(y’ 0) 'I’Ny ® 'ny 1 v

seja um isomorfismo a afirmagdo é uma consequéncia imediata do

teorema da fungdo implicita.
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2.2.8. Lema

Dado o« > 1, existe um >0 dependendo de a e uma retragéo
:iE_[L148] x [0,]]— L¥(M,N)  de E_t1,148) sobre E_'l], isto
é, o satisfaz:
(i) é continua
(ii) o(s,0) € E:[l] e o(s,)=s V s e E;l[l,lﬂrl

(iii) o(s,t) € E;1[1,1+6] Vteloll

Demonstragao:

Seja s € E;1[1,1+8], isto €, Ea(s)=I (1+[ds|2)ze [1,1+3]
M

usando o fato que (1+7\)2_>_1+7t2 V >l e A > 0, temos (considerando M=S2

e I sz =1, A +I |ds|2a gI (1+|ds|2)a < 1+8, donde I |ds|2a <8
S M M M

Considerando-se a desigualdade e Poincaré:

J|s|2°‘ < Ca.I|ds|2a v s e L*(MR") temos

"s—Is 12 = J IS-IslwdA +J |d(s—Is)|wdA
M L1 M M
20 20
<K, Iu|d(s-fs)| = Koc'JMIdSI <K,-8

assim,
1

||s-f | <K .5°%
M LZCX o

Portanto pela afirmagdo 2.2.27 para & suficientemente pequeno
existe y e N e v € ny, pela afirmac3o 2.2.7, tais que e(y,v)=s e
tanto v _ quanto I ,dvlw podem ser tomados arbitrariamente pequenos.

Definamos o candidato para a retragdo:

-1 20
o:E [1,1+8] x [0,1]] — L (M,N)

(s,1) — el(y,tv)
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entdo o(s,0) = y € N « N, = E;llll e o(s,1) = ely,v) = s, portanto ¢
satisfaz (ii).

o satisfaz (i) pois para 8 pequeno ¢ é contfnua.

Para verificarmos (iii), isto &, que Ea(t(s,t)) € [1,1+8] V S, V t.
Basta provarmos que Ea(o(s,t)) é fungdo ndo decrescente de t, isto &,

S (E (ols,t) 0.

Com efeito:

Seja p=c(s,t)=exply,tv) entio:

du _ oy .
roi d expl(y’ Y logo como d expl(y'o)—xdentldade temos que
%‘ti lt=0 =v e ulo) =y assim:

n(0) +

u(t) t + R(tu)

dp
at =0

u(t) = y + v.t + R(tp)

diferenciando a igualdade acima e notando que a grandeza de p depende
diretamente da grandeza de v temos:

du = t.dv + 0("v||m ).tdu
dai,
—d—(du) =dv s S Iulz = 2 (du ﬁ—(du)) = 2 (du, dv) usando estas
dt dt > dt ’
igualdades acima obtemos:
d

— Ea(cr(s,t)) = 2a J (1+ | dp |

201
dt
M

.<du, dv>dA

2a 2,00-1 2
< —t_j (1+]due| 2% | dpe | 2 [1-t0(|v]_ )]
M
Logo para J suficientemente pequeno e portanto Vv © temos

d
—qt Ea(o(s.t)) > 0.
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2.2.9. Prova da Desigualdade 2.6
Como N é compacta e estd mergulhada isométricamente em le,
existe C>0 tal que |x|<C V x € N (]| |= normal R") assim £, w(x)|$ C

V x € M lofo disto e da desigualdade de HOlder temos:

J 1ra gt <€ W1,

assim,

-— 2 -_— —
G w)—IM(1+|dfa, J| )+qua,¢w =E,(f, w¢)+]fa'¢sza(fa,¢) C¥

Logo basta ver que Ea(fa, 'IJ» 1+ 8.

Com efeito suponha que nfo, isto &, Ea(fa,w) e [1,1+8] entdo
definamos a aplicagdo F:M x [0,1] — N tal que (x,t)— (o*(fa’wt))(x)
F é continua pois o e fa’ " o sdo.
F(+,0)=constante e F(',1)=fa,w

¢ um representante de uma classe de Homotopia ndo-nulo.

logo obtemos uma contradigdo pois fa

W

2.2.10. Prova da desigualdade 2.7

Como Eoc satisfaz a condigdo-C, ele assume um minimo em toda
componente de Lfa(M,N), portanto escolhendo em cada componente
Lfa(M,N) um elemento p de classe C” e tamanho B = max |du(x)| temos
que F‘a(f ) € (1+B%)*. Para obtermos a desigualdade 2.7 basta entdo em
2.5 tomarmos A = (1 + Bz)a—l, pois assim teremos:

2,0
Eg pToy) € Eglfg ) + CIIWlle < (14B)” + Cl|¢|le

Mostraremos agora um Lema que utilizaremos na préxima segdo
onde demonstraremos a existéncia de esferas Harmoénicas ndo-triviais.
Essencialmente o Lema nos diz que o findice de uma esfera harmoénica
ndo-constante ndo é afetado quando removemos um numero finito de

pontos.
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2.2.11. Lema:

Seja m o indice de uma esfera harménica f :Sz——> N. Dado um
conjunto de pontos {pl,....,pz} em S° existe um subespago Linear V
de I(f *TN) de dimensio m tal que:

(i) A forma de indice I é negativa definida sobre V.

(ii) V € V = V anula-se em uma vizinhanga aberta de P, (i=1,...,8).

Demonstragio:

Por hip6tese, existe um subespago linear 'l/o de T(f *TN) de
dimensdo m sobre o qual a forma de indice é negativa definida, isto
é SE(fNV,V) <OV Ve v

Consideremos a esfera unitaria de V :
o]

?T={VeV° tal que I
2

{V,V>dA =1} , onde I 2dA=1
s S

Chamemos D(pl,ro) c s* o disco de raio r, © centro P, Sendo
{pl,...,pz) finito existe um numero r, tal que D(pi,ro) N D(pj,r°)=¢
para IKi#j<¢, e tal que cada funcdo radial rl:D(pl,ro)—(p]}——) R
seja Cl.

Para cada © tal que 0<e< min @(r‘o,l), seja ne:SZ——->[0,1] a

aplicagdo dada por:

0 se O< rl(p )< o para algum i
n@(p)- (log(ez)-log ri(p))/(log o) se ez_<_ rl( p) < @ para algum i

1 caso contrario.
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calculando a derivada de ng € ma jorando adequadamente vemos que

existe e, independente de e tal que:

2
Izldnel < /|log, |
S

notando que V(neV) =7 eVV + Un e.V temos:

2 2 2 2 24,2
19 V" = (fn 9V + Vn_.V[)" < 2[n_|"|OV]*+2|Vn |"|V|
No caso em que ez_<_r‘l(p) <& obtemos:

Zloge < log rl(p) < loge (para e pequeno loge < 0)

log rl(p)

Tlg, ‘%
©

31«

Portanto O < ne(p) €1 V pe Sz, usando isto e a inequagdo
2.8 obtemos em 2.9:

I |9(n_V)|*dA < z.I |ov|% i’)ge . sup {|V(p)|%p € 5%
2 2
S S

assim tomando a=1 e ¥=0 na equagdo 2.7 do capitulo 1 temos:

Im_V,nV) = S°E(f)(n JVon V)

zJ [Vt V)|® = <Ren_V.df)df,n_V>]
2
S

< 4J [19V]*~n<R(V, df)df, V3] + 122 sup{|V(p)|f ; pESZ}
2 (<]
s

Como I(V,V) = I

S

[OV]*~<R(V,df)dF, V> < O tem-se:
2

J CR(V,df)df, V> zj jov|® > o
2

S s?
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assim 3 C1>0’ C2 constantes tais que:

It V,n V) = CI(V,V) + C /loge ,

e para e suficientemente pequeno

I(neV,neVKO Vv VeJ e V= (neVIVe‘l/o}

]
é um subespago Linear de I'(f TN) de dimensdo m o qual satisfaz as

condigdes (i) e (ii)m
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2.3. Existéncia de Esferas Harménicas

Nesta segdo garantiremos a existéncia de esferas harménicas no
caso de certas variedades compactas, mais precisamente provaremos o
teorema 2.3.11, assegurando assim a existéncia para o caso de uma
variedade compacta N, com nk(N)#O para algum kz2. Para a prova deste
teorema precisaremos de alguns resultados, os quais tratamos agora de
exibir e provar.

Por razdes que ficardo claras logo adiante, trabalharemos
localmente, isto &, consideraremos um disco D(R) c s® de raio R e o
funcional a-Energia restrito a ele Ea=Ea|D(R):D(R)———> R. Chamando
D o disco unitario de Sz, através de uma expansdo conforme de D em
D(R) obtemos:

E(s) = J 1+|ds|%%p = RZY, I (R*+]ds|"®)%.dw’
D

D(R)

Assim neste caso a equacdo de Euler-Lagrange (1.2.3) sofre uma

pequena alteragao:

2
(3.1) ps + 2le-1)(d7s,ds) 4o A(ds.ds) = O

(R2+|ds| )

2.3.1 Proposicdo:
Existe €0 e oco>1 tais que se s:D—— N ¢é um ponto
critico de Ea’ com E(se e lgaSao, entdo para cada p € (l,0) e

D’c D existe uma constante C(p,D’) tal que [ds| <C(p,D’).|ds| ,
L°(D’) L
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Demonstragio:
Seja ¢:D——> R uma fungio c' tal que ¢ ¢ identicamente 1

em D’. Sem perda de generalidade admitamos I s=0 [ pois se a = I s
D D

~ a _ _ a . .
entédo ID(S = V.L(D )=0 e S VoL (D) ainda satisfaz (3.1) uma
a
vez que ds = d(s - m)].
observando que:
Alp.s) = (Bp).s + ¢.As
2 2 2
d(e.s) = (dp).s + 2(dp)(ds) + ¢.d"s
d(g.s) = ¢.ds + s.dyp
multiplicando-se (3.1) por @ e substituindo-se esses valores

obtém-se:

2(a-1) (d%(gs),ds)

Alps)+ ds+A(d(gs),ds) =
k2+|ds|2
2(a-1) 2
(qu).5+[———-— ] ((@%p)5 + 2(de)(ds),ds) + A(sdy,ds)
2 2
k“+|ds|

Assim temos,
2(a-1) (d%(ps),ds)
k2+|ds|2

|Alps) + ds + Ald(gs),ds)| <

,2lo=1)|d%p| |ds|®|s|, 4(a-1)]|de]|ds|

|ds|+]|A] lde]||s|[s]
K%+ |ds|® k?+|ds|® ®

<lae]-|s|

< [|Ago|+2(¢x-1)|d2go|] |s| + [4(e-1)|de]| + |A[m|d¢|ls|m] |ds|

< hip).(|ds| + |s]|).
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onde h(p) = max { |Ap| + 2(a—l)|d2¢|; 4(a-1)|dp| + |A|m|d¢>| |slm }

assim obtemos:

2(¢>z-l)|ds[2 2
|Alps)]| < 5 — - |d°(ps) |+ |A|w]d(¢s||ds| + hip) (|ds]| + |s|)
k“+|ds|

| Alps) < 2(a-1)[d*(p(s))] + |A]|_ dlgs)|ds| + hig) (|ds| + [s])

calculando-se a norma Lg em ambos os lados da desigualdade e

usando Minkowsky obtemos:

2
||A(qps)"Lp < 2(e-1|  d%as)| p+|A|m"|d(«>s).|ds|]|Lp+h(<p)(||ds||Lp+"s||Lp
o () o ()
usando os fatos que ||d2(¢s)|| < sl e | |ds|+]|s]|]| <P |s|
L L’ L L
0

obtém-se:

(3.2) [ales)] < 2(a-D|es| + |A]| [|dlps)].|ds|| _+ h(e)]s]
LP LP © LP LP

0 2 0 1

seja C(p) a norma do operador A" como uma aplicagd@o de Lz em
L? entso:
2

cip) ' es| = cp) AT ales))| < [ales)
L L’ L’

assim a desigualdade (3.2) fica:

(3.3) Cp)os| < 20a-Des| + |A] .]|d(gs)|.|ds|| _+ h(e) |s|
L L ® L? L?
2 2 0 1

tomando p=2 e « suficientemente préximo de 1 tal que c(2)-2(a-1)

seja positivo, entdo:

55



(3.4) [C)7-2(a-1)] Jos| , < JA] -dos| , + sl , + heo)|s] ,
l"2 l-'l I-'l Ll

onde usamos a desigualdade de Holder generalizada para obter:

ates)| as]] , < [dte)] ,.Jas]
l-'0 I-'0 I-'0

chamando D" = {x € D tal que ¢(x) = 1} temos pela definigdo de

h(yp) que h(go)lD,, = 0 pois ¢ = em D". logo substituindo em (3.4) tem-se:

Is || <c.ls || onde C= [A]_/(C(2)” - 2(a-1))
L2(D") L}(D"

Dai por um teorema de mergulho de Sobolev tem-se:

Isl . <Culsl®, ¥ ae (0w
Lq(D") L
1 1
Agora usando novamente a inequagdo (3.3) para um p qualquer e ¢

tendo suporte em D" temos:

o, Il [ lesi™ ] al el Lt L

LF;(D") ( ")

1 « .
como s € L: ¢ C entdo existe C3 constante tal que:

A 3/4 s A 174 4
U |ds| ] ¢ C;’I 1ds|* < CaU |ds| ] s 81, <clsl,
D" D" D" LI(D") Ll

Dat: gy < 17,

como I s = 0 temos:

fasl o <sl , <Cls| , <C.lds] ,
LI(D') LZ(D') LI(D') L (D )
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isto é:

(3.5) []ds]l < C_.]ds|
L3(D") s L;(D')

Para obtermos a estimativa da proposigdo basta entdo mostrarmos que

lds| . < Clds| . e usarmos a inequacdo (3.5), de fato:
LO(D') LO(D’)

tomando p = 4/3 em (3.3) e usando o fato que:
' 4/3 as3]** 2)? )V
o1 e[ttt ][ et ) ([ pest®)
Lo D D D

= |dles)| , . |ds|
L L?
0 0

temos:

(3.6)

[C4r3)-2(a-1)] Jos| , . < [A]; "d(gos)||L4. ||ds"L2 + h(go).uds"Lm

2 0 o] 0

substituindo-se em (3.6) as inequagdes:

Jas] ,, € s
o S0l
0 0

[d(es)| . $K.|s| , . [onde k* é constante do mergulho de Sobolev
L L

(4] 2
L. (D,R")c LI(D,R)].
tem-se:

lasf , L. "dS"Lz onde C = Kk'.[|A]_. ||s||L4+h(¢>)] / (C(4/3)"'-2(a-1))

0 0 0
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2.3.2. Corolério
Existem oc°>0 e €>0 tais que se E(s) < € e s for ponto critico

de E com «e€ (0, «a) entdio s € N ie E(s) =
[+ 4 o [+]

Demonstragao:

Da inequagio (3.6) com dominio M ao invés de D e ¢=1 temos:

< JA] K VEGS).|s II

[C(4/3)'1—2(a-1)] . u " L3

2

4/3

tomando vV & < Cl((?/ilsl)\" -2(¢x—1) = K, se E(s) < € entdo:

K.|s| < VE(s) .|s] <V €
473 1473

2 2 2
Logo:
Isl =0=’I |d5|4/3=0 2 ds =0 = s = constante, 3 s € N .
L4/3 0
2
2.3.3. Lema

Existe um € > O tal que se I ]ds]zdp { £ entdo existe
D(2)

uma constante C > 0, tal que:

, V2
|ds| “dp V xeD

|ds(x)| [x] < c.[ I
D(2|x|)

Demonstragéo:
Consideremos o € > O dado pela proposigdo 2.3.1 para p = 4 €

a = 1, dado X, € D definamos s(x) = s(xo+|xo|x) entdo:
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I |ds|%dp = I |ds|?du < I |ds|%du < €
D D(x ,|x | D(2)

Sendo s uma aplicagdo harménica s também é harménica donde

usando a proposi¢do 2.3.1 e o mergulho de Sobolev L: C C1 obtemos:

max (Idg(x)lzx € D(172)} (”:[]d’én . < E.C(4).||d§|| . donde
LI(D(I/Z)) LO(D)

observando que |ds(xo)||xo|=|d§(0)| e ﬂdgu , = |ds] )

L(D) L2D(x , |x |))
tem-se:
|ds(x )| |x |=|ds(0)|< C.C(4).|lds||L2(D( ' <C. ||ds"L2(D(2 .

0 xo,|x0| 0 IXo|

2.3.4. Lema:

Seja s:D\{0)—— N (N c le) uma aplicagdo harménica tal que
E(s) < «». Ent3o considerando um sistema de coordenadas isotérmicas

tem-se:

r Coso

It

r sene

2n ) ” 2n 2 X
J |s_(2)|°de = r f [s (z)]°de onde z = x+yi com
(5] r
0 (0] y

Demonstragdo:
Como s ¢ harménica entdo a aplicagdo W(z)=|sxl2—|sy|2-|>2<5x,'5y>i

¢ holomorfa, em D\{0O}

[W(z)| < 2[s |?+2]s |? = 2]ds(2)|
x y
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Pelo Lema 2.3.3 tem-se ]ds(z)lz.lzl2 < C.E(S) Logo:
|W(Z)| < C.|z|? onde C'= 2C.E(s)

Logo lim W(z)z2> = 0 e daf W(z)z° tem uma singularidade removivel
250

em zero e portanto pélo de ordem no maximo dois. Como o coeficiente

a_, da série de Laurent de W(z) é dado por:

1 R [

a, = - J zW(z)dz com ¥y = pe , pe(0,1) e a € [0,2n]
Y

entdo segue da desigualdade:

la_| < 2—;—[ |z| |W(z)| SJ |W(z)| < 2E(s).(2nmp)—> O quando p—> O
¥ Y

que a_ = 0. Assim z = O ¢é pélo de ordem no maximo um. Calculemos
explicitamente a funcdo Re w(z)z:
W(z)z? = (|s |2—|s |2 + 2¢{s ,s )i)(xz—y2+2xyi)

x y X y

Re(W(z)z?) = (xz-yz)(ls |2—|s |2)-4xy(s ,5 >
X y Xy

Calculando s =s.£+s iZ—=-—r~senes +rcoses e
) x Oe y 0&e x y
ax ay
S =§.——+S - =C0SO S + Sene s
r x Odr y r x y
verificamos que:
2 2 2 2
Re(W(z)z°) = Ise(z)l - |z| .|sr(z)|
2n )
observando que I zW(z) dz = iI z"W(z)de temos que:
|z|=r o|z|=r
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21
ZZW(z)de=ImI zW(z)=Im a 2=0-
|z]|=r i

2n 2 21 2 2
I ISG(Z)I de—I r|s (z)] de=ReI
0 0 r 0|z|=r

2.3.5. Teorema:
Seja s:D\{0}— N uma aplicagdo harménica de energia finita.

Entdo s se estende a uma aplicagdo harménica e Cm, s:D — N.

Demonstragao:

Como I |ds|2du {wentdo lim I |ds|2dp=0 logo por meio de
D Ryw /D(R)

uma expansdo conforme de D(R) para D(2) podemos assumir que

J |ds|?du < €, onde € € aquele dado pelo lema 2.3.3.
D(2)

Definamos uma fungdo q:[0,2rn] x [0,1] —— R como:

~m -m+1
q(2_ )-q(2 ) (2™, re @™, 2™
Z-m _ 2—m+l
q(r,a) =
1 2n _ _
—2; I s(2 m,e)d@ , T =2m, meN
0

isto & q s6 depende da coordenada radial e é linear nos intervalos

-m ~m+1

27,27 )meN.
Portanto no dominio [0,2r] x (277, Z_mﬂ) q é harménica para

re[2™ 2™

-m+1
|atre-stro]| < [a@™-q@™].| 20— | + |sre0-q@™)]
Z-m_z—m+1
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pela desigualdade do valor médio temos:
max {|s(x)-s(y)|:|x| e |y| € [2™ 27™"] ) ¢

2% max {|ds|(x):|x| € [27™, 27™"] )

4 2 172
2°.C [I|x|<2'"”1 |ds| du]

onde a ultima desigualdade segue do lema 2.3.4.

IN

I

Usando esta majoragio na inequagio (3.7) obtemos:

172
(3.8) |qlr,a)-s(r,@)| < 24.C.[ I |ds|zdu] ¢ 2*ce”?

x|

L. 2
vamos fazer uma estimativa para a norma Ll de (g-s):

Por integracdo temos:

J |dg-ds|%dyu = I d(q-s).d(q-s)du =
D D

-m+1

) 2n 8 2 »
Y [rJ (q(r,a)-s(r,a)).(s (r,a)- —a—q(r,a)da] —I (g-s).d d(g-s).dp.
m=1 0 r r -m D
2
como

, ’ V2 . 2lire N2
s—q).(sr—q X |s—q |sr—q | < |s—q|
r=1 r=1 r=1 r=1
V2
(11
[ J r=1 ©
obtemos:

) % N2 .
[ | dg-ds| duﬁU |s-q| ] U |s | ] + lim 2™,
D r=1 r=1 " m-o

2n
J [q(Z'm“)-s(Z-m“,e] [sr(z_m"l,e)-q’(z-m*l)] de—J (g-s)A(q-s)du.
0 D
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da inequagdo (3.8) segue que o limite acima quando m - o §é zero.

Como (g-s) é harménica Alg-s) = -A(s)(ds,ds), assim estimamos:

-I (g-s)A(g-s)du = I (q—s).A(s)(ds,ds)sllA“m"q—sllmj |ds|2du <
D D D

< JA] 2cV e .|as|?
© L2

chamando & = 2°.c.vV ¢ tem-se em (3.9):

(3.10)

172 172
I | dq-ds|%du < ” |s—q|2de] [I Is |2de] R aI |ds| %dp.
D r=1 r=1 © D(1)

observando que:

IDId(q-s)Izdu = IIsr—quz + |se-qe|2 > ID|se|2d.xdy, pois q, = 6]

ITJ 2 2
> L |sldxdy+I|s|drde]
Z_De D ©

> = U lselzdxdy + I lselz. —1-2 drde],pois dxdy=r2drde
D D r

v

L s 2dxdy +| |s |? drde (segue do lema 2.3.4)
p ° D "

2
2 1 2
512+ 15,17 ] = 5[ e
[ID@ r ZD

[\
N
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e considerando a definicdo de q e o lema 2.3.4 tem-se:

172 172
J |s-q|2de < U |se|2de] - %I |ds|%de = U |sr|2de]
r=1 r=1 D r=1

assim substituindo-se estas desigualdades em (3.10):

(1-25)! |ds|2dpgj |ds| %de
)

D(1 r=1

por uma expansio do disco D(t) em D(1) t {1 obtém-se:

(1-23) J |ds|%dp < t.J |ds|%de

D(t) r=1

dai:

J |ds| 2 ¢ 1422, I |ds| %du
D(t) D

aplicando o lema 2.3.3 para O < IXO‘ < —%— obtemos:

1-28

172 ——— 172
2 2
|astx )] [x, | < cU |ds|2] < C.[2|x0|] .UD|ds| du]

D(2|x |
o

assim se s € Lfa(D,N).Repetindo o método da proposigdo 2.1.1 obtemos a
regularidade de s.m

Veremos agora como obter a existéncia de esferas minimas ou
mais precisamente mostraremos que uma sequéncia de pontos criticos Sy
de Eoc quando «-—> 1, converge para uma aplicacio harménica ou entdo

existe uma esfera minima agindo como uma obstrugdo.
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2.3.6. Observagdo: Como estamos trabalhando com M=Sz. admitiremos M
coberta por discos de raio td3o pequeno quanto queiramos. Digamos
R=2"(ieN) tal que os discos com metade desse raio, ainda continuam
cobrindo M, e métrica sobre esses discos estejam uniformemente
pr6ximas da métrica plana; e ainda consideremos que cada ponto de M
pertence a no méaximo h discos, onde h independe de R=2'l. Expandindo
estes discos D(R) ao adisco unitario D e restringindo o funcional

a~-Energia a este disco temos:

E(s) = ID(R2 + |ds|H%dp

2.3.7 Lema:

Seja sa:D(R)——> N uma sequéncia de pontos criticos do
funcional Eoc tal que quando a«a—— 1 temos Sq cbnvergindo para s
em Lfa(D(R),IRk). Entdo existe € > O tal que se E(s“) € € tem-se
S, S em c'(D(R/2),N) e a aplicagdo s:D(R/2) — N € harménica

0

e C.

Demonstragéo:

Pela invariancia conforme basta considerarmos R=1. Consideremos
€ > 0 dado pela estimativa da proposi¢io 2.3.1 com p=4 e D’=D(1/2).
Assim a partir de um a suficientemente pequeno, a saber, a(oco ( onde
@ é dado pela prop. 2.3.1) tem se:

las, I p1/2) 1.4 € €4 DU/2)).e
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Seja o mergulho compacto de Sobolev: L:(D(l/z).IRk c Cl(D(l), R)
temos entdo que a sequéncia Sy possui uma subsequéncia convergente em
Cl(D(l/Z), IRk), logo a partir da convergéncia fraca Sy S em
Llw(D,le) tem-se s,——> S em CI(D(I/Z), R*). Sendo a convergéncia
em C' podemos obter a equagdo de Euler-Lagrange de s, simplesmente
passando-se ao limite na equacfo (3.1), isto €&, As+A(ds.ds)=0 e

portanto s é harménicam

2.3.8 Proposicio:

Seja UcM um conjunto aberto e sa:‘u — 5 NcR* uma sequéncia de
pontos criticos de Ea com a —» 1, Se convergindo fracamente para s
em Lf(‘u, R") e Ea(sa) < B. Fixado m € N considere o conjunto

U ={xelU:Dx 2™ cu)}
Entdo existe uma subsequéncia {a(f)} ¢ {a} e um ntmero finito de
pontos {xl,m, ...... ,xz,m }, onde ¢ depende de B e N mas ndo

1 £ ~m-1
depende de m, tal que Se) > S em o (um\Ul=1D(xl,m' 2 )N

Demonstracgao:

Cubramos ‘Um com discos D(xl, 2™ c U tal que cada ponto
X € U seja coberto no méximo h vezes e os discos D(xl,2_m_l) ainda
continuem cobrindo ‘Um(ve ja observagdo 2.3.6).
Assim temos:

2
T |ds, |“dn < h E (s ) < h.B

i JD(xl,Z_m”)

Daf para cada « ha no maximo Bh/e discos sobre os quais

I |ds |2du > €
D -m+1 «
(x1,2 )
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onde € é a constante do lema 2.3.7. Vejamos que é possivel escolher
uma subsequéncia {a(8)} de {a} de modo que So(2) convirja para s em
Cl(D(xi, Z_m-x), N) exceto sobre ¢ < hB/e + 1 discos. De fato,
pelo lema 2.3.7 acima podemos por um processo recursivo finito achar
uma subsequéncia {a(f)} que convirja para s em Cl(D(xl,Z_m-l), N)
para todo os discos tais que:

2
I |ds |“du < €
-m+1 o
D(xl.Z )

e portanto a convergéncia de tal subsequéncia apenas ndo esté

garantida nos discos onde:

2
-m+1)ldsa| du > €

D(xl.z

isto € no maximo em £ < z—h+ 1 discosm

2.3.9 Teorema:

Seja UcM um conjunto aberto e sa:‘U-——) N um ponto critico
de Ea com E(Soz) (B, a——> 1 e convergindo fracamente para s em
Lf(‘u, RX). Entio existe uma subsequéncia {B}c {«} e um nuimero finito
de pontos (xl,....,xe}, onde ¢ independe de U, tal que SB
converge para s em
C(‘U—{xl, ....... ,xg}, N). Além disso s:U—— N € uma aplicagio
harménica e C".

Demonstragéo:

Pela proposigdo acima construimos uma série de subsequéncias

{a(m)} ¢ {alm-1)} c ....c {a(2)} ¢ {«(l)} € (&} com a(m)—— 1 e

——— s em c‘(um\ U D(xl , 2™, N) para cada m € N, onde

S
a(m) lsﬂ ,m

£ < Bh/e + 1.
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Escolhendo uma subsequéncia diagonal {B)} das sequéncias {a(m)}
temos que sB———-> s em:

c‘(g(‘um\ Y D, 2™), N) = Cl(‘U\Q( Yy Dltx, 27™), N)

Assim Sg———> s em Cl(‘l.l\(xl,...., l)’ N).
»*
Considere o funcional linear Fe[Lf(‘U,IRk)] dado por:F(f) = I Kdf,ds)
Uu
como sB———> s fracamente em Lf(’u. R") temos que F(SB)———) F(s)
assim:

0 gI {ds-ds, ds ~ds) = I |ds|? + I ds|%-2 I(ds , ds)
y B B y sl v, el B
Donde:

E(s) = I ]dsl2 < lim J |dsB|2 = lim E(s,) < B
U U B

Portanto aplicando o teorema 2.3.5 s se estende a uma

aplicagao C® e harménica de U em N.m

Observacao:
. = 1 -
Pelo teorema acima ndo podemos assegurar C -convergéncia de
S,——> § nos pontos (xl,....,xe}. Mas se existir um &>0 tal

B

que max )Idsa(x)l { B { » entido podemos garantir que sB——) s

xeD(xl,a
em Cl(D(xl,a), N). Com efeito:

Considere £ dado pelo lema 2.3.7 e R>0 tal que nR’B<e e
D(xl, R) ¢ D(xl,a) entido:

I |dsa|2du <mR’B < e
D(xl,R)

E assim a convergéncia s,——— s em Cl(D(xl,R/z)) é garantida pelo

B

lema.
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2.3.10. Teorema:
Seja S, uma sequéncia de pontos criticos de Ea com o« > 1,
1 . .
Ea(sa) {B, e sy —— s em C (M—(xl,...xt}, N) mas n3o convergindo
em Cl(M\(xz,..., xz), N). Entéo existe uma aplicagdo harmoénica
s:sf 5N ndo-trivial tal que:

~ 2 [ ] -m
s(S) ¢ mgl( agl Bga sB(D(x‘, 2))

além disso:

E(s) + E(s) ¢ Tim E(s,)
a1

Demonstragio:
. - . -m . -m
Seja b, = max {]dsa(x)l. x € D(x, 277} e seja x eD(x,2)
um ponto onde o maximo ba € assumido. Como por hip6tese ndo temos

- 1 « .
convergéncia C em X entdo pela observagdo acima devemos ter

lim b = w, passando-se a uma subsequéncia se necessario. Além disso
a1

1
como s —— s em C (M\{xl,...., 8)’ N) temos que X, — X

Definimos s (x) = s (x_+ b_.x). Entdo s :D(0,2™b )——> N &
o a o [+ 4 [» 4 [+ 4

um ponto critico de Ea e:

|ds_(x)| |ds (x_+ b'lx)l.b"1 <1 V x € DW0,2™b)
o o o o [+ 4 o

|ds_(0)]
a

l[ds (x )].b'=b .b'=1V «
a o o o [+ 2

Observe que para m fixo e a —> 1 temos Z’m.ba——> o logo

usando a observagdo acima e teorema 2.3.9 temos que para todo R<w

~

podemos achar uma subsequéncia {a(R)} tal que ga(R) —— s em
c'(D(R), N) onde $:D(R)——> N é harménica e C”. Como [ds(0)] =1

€ claro que s ¢é n3o trivial. Assim tomando-se uma subsequéncia

diagonal temos s_—— s em Cl([Rz, N).

B
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Também ¢é facil notar que:

E(s)+E(s|M\D(x ,2™™) < Tim {E(5,|D(0,2™b_)) + E(s,|M\D(x,, 27™))}
1 g1 B B B 1
< lim E(s))
B->1 B

Tomando o limite quando m —— o temos:

E(s) < E(s) + E(s) { Tim E(s,) ¢ 1im EB(SB) (o
B~»>1 B>1

logo como R® e s? {p6lo} sdo conformemente equivalentes temos pelo

B

teorema 2.3.5 que s se estende a uma aplicagédo c® e harménica

s:8° 5 N.m

2.3.11 Teorema:
seja N” uma variedade riemanniana compacta tal que nl(N)=0
para todo i < k, e nk(N)#:O com k>2. Entdo existe uma aplicagéo

harménica nido constante f :Sz——-) N de indice < k-2.

Demonstrago:
Pelo lema 2.2.5 temos uma sequéncia de pontos criticos ndo

constantes f . de E com «afi)——> 1, o indice de E ,,
ali) ali)

afi)

. oll)
menor ou igual k-2 e Eoc(i)(f

em f ) < (1+BH*Y, B

ali) a(i)

independente de «af(i). Como as aplicagdes foc(i) sdo ndo triviais,
i i .3. : . S2€
isto ¢, fa(i) ¢ No' segue do coroléario 2.3.2 que Ea(l)(fa(l))_e

€ independente de a(i).
Fazendo a(i)— 1 temos pelo teorema 2.3.9 que apds passarmos a

uma subsequéncia, se necessario, a sequéncia foc(i) converge em

Cl(Sz\(pl,..,pe}, N) para uma aplicagdo C” e harménica fl:Sz—-—> N.
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Caso I: f X ¢ ndo constante.
Basta entfo mostrarmos que o indice m de f ; < k-2.

Considere o diagrama de fibrados vetoriais,

» *
f l’I'M > HZTM > TM
2 2
S Gd 1) > S"xM - > M
1 2
onde n, é a projecdo na segunda variavel.
*
Pelo lema 2.2.11 existem m segOes Vl,....,Vm de f TM,

linearmente independentes tais que:
(i) A forma do indice é negativa-definida sobre o espago gerado por

).

(ii) Vo,...,Vm anulam-se em vizinhangas de (pl,....p2

Estendamos Vl,...Vm a segbes diferenciaveis VI,....,Vm de

*
I'IZTM com suporte em uma vizinhanga tubular de (id,f l)(Sz), e seja:

*
Vr(i) = (id,f _,.,) (Vr), onde r=1, ...., m

ali)
se nés olharmos para Vr(i) como uma aplicagdo de s em TM tal

que Vr(l)(p) € Tf.am(p)M, entdo teremos:

*
V (i) —> (id,f) (V) = V_em C'
r 1 r r
Conforme a equagio 2.7 do capitulo 1 temos que a segunda variagdo de

200, %
E =E se escreve em Ue V e L™ (f TM) como:
o o,0 1 a

2,2
(3.11) 62Ea(fa)(U,V) = 4a(a—l)Isz(1+||dfa|| )7l VUXAS , VV)dA +
+2¢xI Sar 1557 {<uu,uvy-¢r(u), V) dA
S
como a sequéncia b = U RO TP b i LAGT ARG ETY
S 8

¢ limitada ent3o:
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(3.12)

. 2,0(1)-2 : .
(ali)-1). | IS2(1+ | ) 15 Ldf WOV EDD.KdE OV (1)>dA |<

< (cL-l).bl —5 0

Portanto segue de (3.11) e (3.12) que:

62Eau) au)(v (i), V (i) ——ﬁZJSZ((VVr,VV.)—Gf(Vr),Vs>)dA=21(Vr,Vs)
onde I é a forma do indice para a energia usual. Logo para um certo
a(i) bem préximo de um temos que 62E au))(v (i), Vr(i)) <0

portanto o indice de f é pelo menos m isto €,

oli)
m £ indice de f € k-2.m
oll)

Caso II: . é constante.

. 102 . o 3
Se fa(l) convergisse em C(S°,N) entdo E(fl) = lim E(fa)(l) que nio

acontece pois E(fx) = 0 e E(fam) > €. Logo existe um ponto

digamos x € S2 onde a convergéncia C1 falha. Através de uma rotagao
conveniente podemos supor X = O na representagdo plana S2 = C v {o}.

Para cada i seja p, € s um ponto tal que:
1

i
r

o

(pl)" = max {||dfam(p)||:p e %) =
através de uma rotagdo conveniente podemos supor cada P, = 0 na
representacgio s? = ¢ u {m.
Assim conforme a mesma demonstragdo que fizemos do teorema 2.3.10
temos: r‘l-—-a 0 e definindo ?1:0—-) N como ’f"l = foc(i)o gi
onde gl(z) =rz é uma dilatagio conforme, temos:

||d'f“l(0)|] =1 e ||d'f\:‘|| <1 em C

. 1
e passando-se a uma subsequéncia f \ converge em C sobre os

subconjuntos compactos do plano complexo para uma aplicagdo
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. 2
harménica, nfo constante f © que se estende a S”. Agora basta
mostrarmos que m = indice de Fw < k-2.

Como Ea ndo é conformemente invariante precisamos trabalhar com outro

funcional li'.l tal que El(f‘l) = Ea(l)(fa(l))' Explicitamente:

Z)a(l).d

E(f) = Ic(h[]dflul A

*
onde dAl = gl(dA)

~ ~ *
|df 1"1 = norma de df com respeito a medida ds? = g (métrica de s?)

analogamente temos através de mudanga varidvel que:

(3.13)

a(i)-2

aZEl(?l)(u,V)=4a(i)(a(i)—1)I (1+]dF | 2%P7% <af ,wvy<df | ,oV> dA
c

2,0(1)-1

+ za(i)J (] df |0 HCu 9V ~¢H (U),V> ) dA
Jc

onde (,)l denota o produto interno com respeito a métrica dsf e
Kl(V) = [R(V,el(l))el(l) + R(Vx’ ez(l))ez(l)] sendo el(l) e ez(x)
base ortogonal com relagdo a dsf.

Seja K < C um subconjunto compacto, entdo:

[—rl_ ]zdsf —_— [-;lt— ] (dx2 + dyz) uniformemente sobre K.
1

Como d?x———) d'fw uniformemente sobre K segue que

rf( jaf Y —s ||d'fv‘w||E uniformemente sobre K onde

W,

|| H E = norma Euclidiana.

A fim de assegurar a limitacdo do lado direito da equacdo

20(1)-2

(3.13) multipliquemos tudo por (rl) , obtendo:
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20-2 F = _ 20-2 2,@-2 , %
(rl) .BEl(fl)(U,V)-—4a(oc I)Ic(rl) .(l+ﬂdf‘l|1) .(df‘,VU)l.
) (d'f"l,VV)ldAl + ZaIc(rfwfndf]f)““. {<VU,9V> ~CH (U),V> } dA..

. 2 .
Como no caso I, sejam Vl,....,V campos S linearmente
m

independente dados pelo lema 2.2.11, isto €&, que anulam-se em
vizinhangas dos pontos de ramifica¢les de 'f"m, e em uma vizinhanga de
w; e sobre os quais a forma do indice é negativa definida. Estendemos
Vl,....,Vm a segbes diferenciaveis VI,....,Vm de n:TM e

definimos:

~ ~ * .
V (i) = (id,f) (V).
r i r
Usando U = \7r(i) e V= V'(i) em (3.14) temos através de uma
desigualdade andloga a (3.12) que o primeiro termo em (3.14) converge
para zero quando i ——— w,

2,01
)

X §42,0 _
5 s (faf D% = 1

Considerendo-se que: (rf “'f"d?,"
Uniformemente sobre qualquer subconjunto compacto K do plano
complexo menos os pontos de ramificagdo de fm e considerando que a
integral:
ZJC«VVr(l), VVs(1)>l—<?(l(Vr(1)), Vs(l)>)dAl
é invariante sobre mudanga conforme de métrica, temos que:
(r)** 2% (F )V ),V (1) ‘—_’ZI {KVV WV >-¢3(V ),V >} dA =
i i1 r s c r s r s
=21V, V)
r 8
onde I é a forma de indice para a energia usual da aplicagdo

. ~ ~ 2
harménica ndo-constante f © :§"—— N.
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Portanto para i suficientemente grande Gzﬁl(?l) é negativo

definido e portanto colocando Vr(i) = vr(i) ° g?l temos que:

[8°E_ (f

a(l) a(l))(vr(i)’ vl(i))]r,s

é uma matriz negativa-definida e portanto o findice de f deve ser

alw

pelo menos m, logo m < fndice de fom) £ k-2.m
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CAPITULO 1l

APLICAGAO

3.1. Preliminares

Veremos que uma variedade riemanniana, compacta, simi:lesmente
conexa de dimensdo n)2, sob certa condigdo sobre o operador curvatura
¢ homeomorfa a uma esfera. Esta condigdo, que apresentaremos
claramente abaixo, é a positividade do operador curvatura sobre os
bi-planos totalmente isotrépicos; ela generaliza alguns resultados
particulares ja4 conhecidos tais como: no caso n=2 com a curvatura
seccional positiva, e no caso n=3 com o operador curvatura positivo
sendo o primeiro uma consequéncia imediata do Teorema de Gauss-Bonnet
e o segundo uma consequéncia de um teorema recente de Hamilton [ 4] o
qual mostra na verdade que tem-se um difeomorfismo se a curvatura de
Ricci for positiva. Em [ 5] Hamilton usando métodos de equagdo do
calor provou que no caso n=4 e com operador curvatura positivo tem-se
difeomorfismo. £ também interessante notar que para n=S5 e n=6 tem-se
também difeormorfismos pois vemos em [ 7] que s® e s° tém apenas uma

estrutura diferenciavel.

3.1.1. Condigdo sobre curvatura:

Seja M uma variedade riemanniana de dimens3o n com espago
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tangente TpM no ponto peM. Lembramos que o operador curvatura em p €
o endomorfismo linear auto-adjunto R:AZTPM————) AZTPM da poténcia
exterior Azl'pM do espago tangente, definido por:

{R(xAy), uAvd = (R(x,y)v,u), para todo x,y,u,v € TpM
onde ¢,> é o produto interno proveniente da métrica Riemanniana e R ¢é
o tensor curvatura usual.

A métrica Riemanniana > de TPM pode ser estendida
naturalmente a uma forma bilinear complexa (,) e a um produto interno
Hermitiano ¢{,>) sobre o espago tangente complexificado TPM e C;
sendo que estas extensdes se relacionam pela igualdade:

Kz,w>> = (z,w) para 2z, W € TpM e C

Analogamente a métrica Riemanniana ) de ALl‘pM pode ser
estendida de dois modos sobre AZ(TPM e C).

No6s estendemos o operador curvatura a uma aplicagdo linear
complexa:

R:AZ(TPM ®C) —— AZ(TPM ® C)
e a cada bi-plano ¢ ¢ TpM ® C associamos uma curvatura seccional
complexa K(c) € R dada por

K(o) = (KKR(zAw), zAw>D)/(|zAW])?
onde {z,w} é uma base para .

Chamamos um elemento z € TPM ® C de jisotrépico se (z,z)=0.Um
subespago linear complexo V de TPM ® C ¢é chamado totalmente
isotrépico se (z,z) = O para todo z € V.

Dizemos que a curvatura de uma variedade Riemanniana M ¢

positiva sobre bi-planos totalmente isotrépicos se K(¢)>0 para todo

bi-plano ¢ totalmente isotrépico contido em TpM ® C em qualquer
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ponto peM.
Observe que a dimensdo de um subespago totalmente isotrépico de
TpM ® € ¢é menor ou igual a % logo s6 teremos bi-planos totalmente

isotrépicos se n>4 e portanto apenas para variedades de dimensdo

acima de 4 é que a condigdo acima é definida.

3.1.2. Definigtes
(1) Dizemos que o opearador curvatura R:Azl‘pM——> TpM' é positivo
quando tem autovalores positivos.

(2) o posto de um elemento w € I\ZT‘;M é o menor inteiro £ tal que

¢
w pode ser expresso na forma w = } lewi, v, e wa M. Dizemos que R
. i=1 P
é (k,8)-positivo se ¥ < R(wl), wl> > 0 para todo conjunto
i=l
ortonormal {wl, ..... ,wk} de k elementos de ALFPM, sendo cada um de

posto menor ou igual a £.
(3) Dizemos que a curvatura seccional de uma variedade M tem pinching
8(0<8<1) se existe uma fungio positiva k sobre M tal que:

8.k(p) < K(o) < k(p)
para todo plano ¢ c TpM em todo ponto p € M o pinching é dito ser
global se k puder ser tomada constante e estrito se uma das

desigualdades € estrita.

3.1.3. Proposigao
Seja M uma variedade Riemaniana de dimensdo n, n>4. Entdo a
condigdo de positividade da curvatura sobre bi-planos totalmente

isotrépicos decorre de qualquer uma das seguintes condigdes:
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(i) M tem operador curvatura positivo,
(ii) M tem operador curvatura (2,2)-positivo,

(iii) M tem curvatura seccional de pinching % estrito.

Demonstragéo: (i) e (ii)

Como (i) implica (ii), pois se o operador curvatura tem
autovalores positivos entdo ele é (k,f)-positivo para todo k,& € N,
basta mostrarmos que (ii) implica nossa condigio.

De fato, seja o c TpM ® C um bi-plano totalmente isotrépico.

Seja {z,w) base de ¢ com z = e + ie2 e w= ez+ie4 tal que

Izl = [w| = \/T e <<z,w>) = 0. E imediato notar que essas

Sjk para 1<j,k< 4

(elAes—eer 4) + 1(elAe4+e2Ae3)

condigbes implicam que (eJ, ek>

zZAw = (e1+1e 2) A (e3+1e 4)
temos consequentemente que:
(1.1) (KR(zAw),zAW>)> = <?2(e1/\e3-eer4),ell\ea-eer4 >+

(7?(elAe4+eer3),elAe4+e2Ae3)
Logo como os elementos (eAe -eAe) e (eAe +e e ) tém
1 3 2 & 1 4 2 3
posto menor ou igual a 2 temos que (2,2)-positividade implica:
KR(zAw), z2wd>> > 0
isto ¢, R € positivo sobre os bi-planos totalmente isotrépicos.

(iii) Da equagdo (1.1) tem-se:
(<R(2Aw),zAw>>=(R(el,es)ea,el)+(R(e2,e4)e4,e2>+<R(el,e4)e4,el>
+<R(e2,e3)e3,e2>—2(R(el,ez)es,e4>.

Por hipétese os quatro primeiros termos s3o maiores que
%k(p). Pela desigualdade de Berger temos:

1
|[<Rle e e ,e >| < —k(p)
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portanto:

KR(zAW), zAWD) > 4. %k(p) - 2. =k(p) = Om

3.2. Teorema de Micallef-Moore:

Sejam Y uma superficie de Rieman, M uma variedade Riemanniana,
e f:Y —> M uma aplicagdo harménica nédo constante. Consideraremos
aqui o caso em que )} ¢é a esfera de Rieman s%. Nesse caso sabemos
que uma aplicagdo harménica é uma imersdao mfinima conforme.

O fibrado f‘*TM sobre Y (pull-bak de TM por f) herda uma
métrica ¢,> e uma conexdo V pull-bak da métrica riemanniana e da
conexdo de Levi-Civita de TM. Conforme observamos em 3.1.1 a métrica
{,> pode ser estendida ao fibrado complexificado E = f i“TM ® C como
uma forma bilinear complexa (,) ou como um produto interno hermitiano
{,>>. A conexdo V também se estende a uma conexdo linear complexa
sobre E.

p,q

Seja 4 (E) o espago das (p.q)-formas sobre } com valores
em E; em um sistema de coordenadas complexo local z=x+iy sobre Y} ,
4"°(E) & gerado por dz e LUE) 6 gerado por dz. A conexdo V
decompde-se em V = V'+V’’ onde,

v':4”°(E) — 4"°(E) e v (E) — £1(E)
sabemos [19] que existe uma Unica estrutura holomorfa sobre E com

relagdo a qual V'’ ¢é o operador 3 sobre E, assim nesta estrutura

uma segdio W de E € holomorfa
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onde

Podemos considerar ¥ como uma secdo local do fibrado

*
f TM ® C uma vez que:

af - 8 af _ a
[B_XJ(p)"f‘“P[W] ['ﬁ](p)'f‘P[—a?]

£ +{(#)-( 5]

Com essa notagdo expressamos o fato de f ser harménica pela

equagdo:
af
Ve -0
8z
af =
Logo 3z é uma segdo local holomorfa de E.

Por outro lado, a conformidade de f serd expressa por:(—g—g , g—i) =0

portanto [ %g— ](p) é isotrépico para todo p € }.
A forma de indice I que definimos na introdugdo deste

trabalho como:

(2.1) I(V,V) = I { jov|? - v, vy } dA
>

pode ser estendida a uma forma bilinear simétrica hermitiana sobre as
secbes de E = f*TM ® C, bastando para isso considerar o produto
hermitiano ¢{{,>) em E e a extensdo do endomorfismo ¥ de T(f i'ETM) para
um endomorfismo de I'(E). Assim transferimos para o espago das segoes

de E as defini¢Bes de indice, nulidade e campos de Jacobi.
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3.2.1 Lema:

I(W,W) = 4J {IIVa o3 W% - R(W(BT/82)), WA(af/az)»} dxAdy
b

para toda segio W de E.

Demonstracgio:
Via integragdo por parte tem-se:

L:nva/a w|| dxAdy = —I V55,85 W WD dxAdy

4

]
I

%,0x%/0x Vas0y 0s8y' V> W?> dxAdy

NI

>

(

Cs,0x%8/8y VasayVas0x' W W>> dxAdy

.h' o

0>

1 2 2
3 [ {100 + 19/, W17} axtay

- 2 J K<R(8f/3x, 8f/3y)W,W>) dxAdy.
>

Assim em (2.1) temos:

2 .
(2.2) (W, W) = Jz{4||va sV "+ iKKR(8f /8%, 8f/ay)W, W>)
-¢{<R(W,8f/8x)af /8%, W>> - (<R(w,af/ay)af/ay,w>>} dxAdy

Denotemos W = U+iV onde U e V s3o segles a valores reais de

*
f TM, entio:
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i¢<R(8f/3x,8f/8y)W,W>)-(<R(W,8f /8x)3f /8%, W>D-(KR(W,8f /8y)af /3y, W>) =

-2{R(UABf/8x), UN3f/8y) - (R(UASf/8y), VAdf/adx)
- {R(UABf/8x), UN3f/8x)y - (R(UABf/8y), UAdf/8y)

- {R(VABf/8x), VA8f/8x) - {R(VA8f/8y), VAdf/dy)

- (R(UABF/8x + VA8f/8y), UASf/8x + VASf/8y)

- (R(VA8f/8x - UA8f/8y), VA8f/8x - UAdf/ay)

(2.3) = - 4{KR(WA(8f/8z)), WA(8f/8z)>)

onde a primeira igualdade decorre da simetria de Bianchi do tensor
curvatura enquanto a Gltima decorre de
WA2(8f/8z)=(U+iV)A(8f /8x~i8f /8y)=(UABf /8x+VASf /8y)+i(VASf /8x-Udf /8y)

Substituindo-se (2.3) em (2.2) provamos o Lema.m

3.2.2 Teorema

Seja M uma variedade riemanniana n-dimensional com curvatura
positiva sobre bi-planos totalmente isotrépicos. Entdo toda aplicagdo
harménica conforme n#o constante f:S°— M tem indice maior ou igual
a (n-3)72.
Demonstragdo

Um teorema de Grothendick (em [ 2]) nos assegura que podemos
decompor o fibrado E em uma soma direta de fibrados de linha
holomorfos,
(2.4) E = Lle Le...... oL

Ordenando os indices convenientemente podemos considerar:
(2.5) cl(Ll) > Cl(LZ) DI > cl(Ln)

onde cl(L‘) denota o primeiro nimero de Chern de Ll.

83



Uma vez que a forma bilinear complexa (,) é preservada por
translagdo paralela, ela pode ser considerada como uma segio de ®2E‘
e ela estabelece um isomorfismo holomorfo entre E e E‘. Assim como a
sequéncia das classes de Cherns é invariante do fibrado holomorfo
devemos ter que:

(2.6) cl(Ll) = cl(Ln_m) para i =1,.., n
Se W’ WJ e sdo segles holomorfas de Ll e LJ respectivamente
tais que a aplicagéo (Wl,WJ):Sz——) € v {0} ndo ¢ identicamente
nula, entdo seu grau deve ser zero, assim cl(Ll) + cx(LJ) =0 em
outras palavras,
cl(Ll) + CI(LJ) 20 = (Ll,LJ) =0

de fato, em [ 2] vemos que podemos escrever:
E=E o Y { Le Ln-1+1/°1(L1) >0}

onde E =e} (Lj/cl(LJ) = 0}, e os somandos E, Le L sdo
ortogonais entre si com relagio a (,) logo se CI(L1)+CI(LJ) # 0 entdo
devido a equagdo (2.6) temos i # n-j+1 e j#n-i+l e portanto:
(Ll,LJ) =0

Em particular E, = Y (Lx/cl(L‘) > 0} é um subfibrado
isotrépico de E pois nesse caso cl(Ll) + c1(L_|)>O e (,) ¢é ndo
degenerada em Eo. Além disso considerando S% = C U {0} e z=x+iy as
coordenadas sobre a esfera de Riemann temos que 33 é uma segao

holomorfa de E+ porque ela se anula em « e em todos os pontos de

ramificagdo de f.
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Do teorema de Riemann-Roch tem-se:

c (L)¥1 , se cl(L) >0,
dimc {secBes holomorfas de Lx) = { 11 1t

(0] , se cl(Ll) < 0.
se Wl e WJ sdo segdes holomorfas de Eo, tem-se que (Wl,WJ) é
constante e portanto podemos escolher seges holomorfas (WI,WZ,..} de
Eo que constituam uma base ortonormal complexa em cada ponto com
relagdo a (,). Seja V o subespago linear complexo de TI'(E) gerado
pelas segGes iséfrépicas W1+W2, W3+iW4,.... de E0 e as segles
holomorfas de E+, que como observamos sdo isotrépicas.

Em cada ponto p o subespago linear complexo V(p)={W(p)|WeV}
tem dimensdo maior ou jgual a _n_;_l Logo V contém um subespago
linear complexo de dimensio maior ou igual a %—— -g— consistindo
de segdes holomorfas isotrépicas de E = f*TM ® C tal que se W ¢
um elemento ndo nulo de 1/0. entdo WA(8f/8z) # O.

Portanto segue do lema 3.2.1 que para W € Vo’

I(W,W) = -4I KRIWA(BF/82)), WA(BF/82)>> dxAdy
2
)
af ~ ~ . . af
como W e 55 S8o secBes isotrépicas temos que W(p) e -—a—z(p)

gera um bi-plano totalmente isotrdpico em Tf(p)M ® C para cada pesS2
e assim a hipétese de curvatura positiva sobre bi-planos totalmente
isotrépicos implica:

I{W,W) < 0 para todo W € 1/0

ou seja:

n-3

3 .B

indice de f > dimensio de Vo 2

3.2.3 Teorema de Micallef-Moore

Seja M uma variedade riemanniana compacta, simplesmente conexa,
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n-dimensional (n»4) cuja curvatura ¢é positiva sobre bi-planos

totalmente isotrépicos. Entdo M é homeomorfa a uma esfera.

Demonstragao:

Seja k o menor inteiro tal que nk(M) # 0, como M ¢
simplesmente conexa k > 2.

Pelo teorema 2.3.11 existe uma aplicagdo harménica ndo
constante f :Sz———> M de findice m < k-2. Por outro lado temos do
teorema 3.2.2 que m 2 —n;—s—, logo k > —rzl—

Pelo teorema de isomorfismo de Hurewicz e pela dualidade de
Poincaré devemos ter k=n. Assim como M ¢é um CW-complexo temos do
teorema de Whitehead que M tem o mesmo tipo de homotopia que a

esfera. Pelas solucdes das conjecturas generalizadas de Poincaré para

n24 concluimos que M ¢é homeomorfa a uma esfera.m
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