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RESUMO

Neste trabalho, nés consideramos o Esquema Classico de Shewhart para a
construgio de graficos de controle X, com pardmetros ng, kg e hg. Numa tentativa de melthorar
sua rapidez na detecgido de perturbacdes estavels na média do processo, nés estabelecemos,
na regiao interna aos limites de controle, uma faixa central, definida por um limite inferior e
um limite superior de alerta, tal que, se uma observagéo cair dentro dos limites de controle, a
préxima amostra serd de tamanho n, se ela cair fora da faixa central, n,, caso contrario, com

Ny, = Ny

Este novo esquema, que denominamos nV, é mantido com os mesmos custos
basicos que o Esquema Classico Shewhart de referéncia, pela escolha conveniente de n,, n, e
largura da faixa central, garantindo que E[n / X € (LIC,LSC)] = no enquanto o processo
estiver sob controle.

Nés desenvolvemos [ormalmente as propiedades basicas de estatisticas deste
esquema, mostramos quc cle melhora o ECS em termos do tempo médio esperado entre a
ocorréncia e a detec¢ao de perturbagdes estdvels na média do processo, em varios contextos de

importéancia praticas.

Os resultados sao abundantemente ilustrados com simulagoes Monte Carlo.
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ABSTRACT

In this work we consider Shewhart’s Classical Scheeme for the construction of
X control charts, with parameters ng kg and kg. In an atempt to improve its promptness to
detect stable shifts on the process’ mean, we establish, in the region inside the control limits, a
central stripe defined by a lower and an upper warning limit, such that, if one observation falls
inside the control limits the next sample size will be n,, if it falls outside the warning limits and
ng, otherwise, with n, > n,.

This new scheeme, which we call nV, is kept with the same basic costs as the
reference Shehwart’s scheeme, by choosing ny, ny and the width of the central stripe such that
Eln / X € (UCL,LCL)] = ng, as long as the process is kept under control.

We formally develop the basic statistical properties of this new scheeme, and
show that it improves Shewhart’s basic aproach in terms of the expected time between occurence
and defection of the stable shift on the process’ average, in several situations ol practical

interest,.

The results are abundantly ilustrated thru Monte Carlo simulations.
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INTRODUCAO

Neste trabalho partimos do Esquema Classico de Shewhart (ECS) para cons-
trugdo de grificos de controle X, definido pelos parametros ng, kg, ho, estabelecendo, na regiao
interna aos limites de controle, uma faixa central, simétrica em torno do valor médio objetivo

M

A regido definida pelas duas faixa laterais, interna aos limites de controle mas
externas & faixa central, denominamos Regiao de Alerta.

O nosso delineamento amostral diferencia do Esquema Classico de Shewhart
por adotar um tamanho amostral varidvel: Se X cair na Faixa Central, a préxima amostra
serd, de tamanho n, < ng € se cair na Regido de Alerta, a préxima amostra serd de tamanho
n, > ng. Os valores de n,, n,y € a largura da faixa central serao escolhidos de modo a fazer com
que o valor médio esperado de n, dado que X caiu entre os limites de controle, seja igual ao
valor de referéncia ng, desde que o sistema esteja em controle estatistico. A Regido de Alerta
é definida pelo fator constante k,, menor que kg. Esta idéia foi originalmente proposta por
Reynolds, Amin, Arnold e Nachlas {1988), s6 que eles fazem k e n constantes e h varidvel
Veremos que a alternativa n varidvel, além de enriquecer a idéia, tornando-a mais versatil e
portanto mais adaptivel a uma variedade de contextos praticos permite, em diversas situagdes,

ganhos de eficiéncia bem maiores.

Nosso objetivo aqui é construir um esquema alternativo, mas de custo equi-
valente ao Esquema Clédssico de Shewhart, que apresente maior agilidade na deteccio de per-
turbagdes estaveis na média do processo.

Desta forma, partindo de um delineamento bésico de referéncia definido por
(ko, 1o, ho), construimos outro, com mesmos valores ky € hp mas com n variavel, de forma
que, sob controle estatistico E{n/X € (LIC,LSC)} = ng, onde LIC e LSC sio os Limites
Inferior e Superior de Controle, respectivamente, definidos por LIC = M - kyo/\/rg e LSC
= M + koo/\/no. Aqui, M & o valor objetivo de X, onde o € o desvio padrdo de X quando
o sistema se encontra sob controle. Para maior simnplicidade denominaremos nV o esquema
amostral que propomos, com n variavel. Ao esquema originalmente proposto por Reynolds,



Amin, Arnold e Naclhas (1988) denominaremos hV. Na Figura 1 a regido de alerta € a faixa
sombreada delimitada pelos Limites Inferior e Superior de Alerta (LIA e LSA); com LIA = M

- kaof\/ng e LSA = M + k,0/, /ro.

Tempo ou nimero de amostras

Figura 1: Gréfico de controle X com faixa de alerta

Nés adotamos o Modelo Bdsico de Duncan {1956) que considera que, uma vez
inicializado, o processo fica sob controle por um tempo aleatdrio Ty, quando entio ocorre a per-
turbacde estavel na média. Esta perturbagio leva a média de M para M + éo com §é fixo, onde
o é o desvio padrao da variavel de interesse X quando o processo estd sob controle estatistico.
Duncan admite ainda que a ocorréncia de uma pertubacao bloqueia outras ocorréncias até que
seja detectada e corrigida, iniciando-se outro ciclo. O intervalo de tempo desde a ocorréncia da
pertubagio até sua detecgio pelo grafico de controle é denominado 75. Em seu Modelo Basico
Duncan agsume gue 73 tem uma distribuigido exponencial com pardmetro ¢. Esta consideracao
é irrelevante para nossos chjetivos, neste trabalho.

Nds denominamos entdo T, como o tempo decorrido entre a pertubagio estdvel
na média do processo e sua deteccdo pelo grafico de controle. A eficiéncia do Esquema nV,
relativamente ao Esquema Classico de Shewhart, serd definida como a razio entre a esperanca
de T sob o ECS e a esperanca de T, sob o Esquema nV. Veremos, que os ganhos potenciais
de eficiéncia dependerdo, entre outras coisas, do fator de variagdo na média, &, e podem ser
realmente extraordinarios em diversas situacées de interesse.

Aqui desenvolvemos o método em seus aspectos tedricos e exploramos os ga-
nhos possiveis em diversos contextos. Todos os resultados sio abundantemente ilustrados por

simulacio Monte Carlo.



Capitulo 1

Graficos de Controle : Uma Revisao
Historica

1.1 Introducgao

Os graficos de controle foram introduzidos por Shewhart, ainda nos anos vinte.
Com eles iniciou-se o uso sistemdatico de técnicas estatisticas no controle de qualidade e de

processos.

O fundamento tedrico dos graficos de controle € a diferenciacido das causas de
variagdo da qualidade, em sistematicas e aleatorias. Na monitoragao de processos industriais e,
mais particularmente, no acompanhamento de processo de fabricagGes em série ou continuas,
frequentemente existe uma varidvel de interesse X, cuja a distribuigao de probabilidade esta
associada ao estado de controle do processo. O processo é dito estar sob controle estatistico, se
a distribuicio de X, e particularmente, se a média (M) e a variancia (o?) de X, nio se alteram
com o decorrer do processo. Em geral, em situagdes praticas, M ¢ um valor ajustado de acordo
com as especificagoes, e o2 mede uma variabilidade indesejavel mas inerente ao processo.

Qcorre o desajuste do processo quando hid uma variagdo na meédia ou um

aumento na variancia.



Observa-se que certas variagoes do processo pertencem a categoria de variagoes
por causas comuns. As variagdes por causas comuns sao em geral técnicamente dificieis de serem
evitadas, pois sdo o resultado de uma infinidade de causas complexas, cada uma contribuindo
com uma parcela insignificante para a variagao total.

Além dessas variagdes aleatdrias, denominadas de causas comuns, outras va-
riagdes podem ocorrer, geralmente produzidas por causas identificiveis. Essas variagdes, deno-
minadas de causas especiais, podem alterar tanto a média quanto a varidncia do processo. Sao
frequentemente indesejdveis, podendo causar prejuizos consideraveis. Tipicamente essas va-
riagbes sao causadas por intervengdes indevidas no processo ("tampering”), defeitos na matéria
prima, erros de operadores, desgaste das maquinas, etc. Um processo € dito estar sob controle
estatistico se s6 apresenta variacdes de causas comuns. Em geral é pouco frutifero tentar esta-
belecer um programa de melhora de um processo que apresente variagbes por causas especiais,
pois elas podem confundir o observador. Assim, colocar um processo sob controle estatistico é
um passo preliminar no esforgo para a melhoria continua do mesmo.

Usualmente para uma variavel X existem limites de tolerancia em torno do
valor desejado M, denominados limite inferior de tolerancia (LIT) e limite superior de tolerdncia
(LST), especificados em projeto ou por contrato. Mesmo que o processo se encontre sob controle,
é sempre possivel que alguns itens sejam fabricados fora destas especificagoes.

0 Esquema Classico de Shewhart para construgio de grafico de controle para
X, estabelece que uma amostra de tamanho fixo ny seja retirada a cada intervalo constante de
tempo hg. Os valores.de X na amostra sdo medidos e a média obtida é plotada no grafico X

como mostra a Figura 1.1.1.

Os limites de controle sdo escolhidos de maneira que, na auséncia de causas
1dentificivels, praticamente todos os pontos caiam entre eles.

Durante o acompanhamento de um processo, se um ponto cair dentro dos
limites de controle, assume-se que o processo esta sob controle. Shewhart recomenda neste caso

nao intervir no processo: "leave it alone”.

Se um ponto cair fora dos limites, entendese que, o processo esti fora de
controle. Recomenda-se neste caso agbes apropriadas de investigac¢do e corregao para encontrar

e eliminar as causas especiais.



Existe uma estreita ligagio entre graficos de controle e o testes de hipSteses.
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Figura 1.1.1: Um gréfico tipico de controle para X

Conceitualmente, o grafico de controle é um teste de hipétese coniinuo no
tempo, isto €, pontos sdo plotados sequencialmente; um ponto plotado dentro dos limites de
controle recomenda a nao rejeicao da hipétese de controle estatistico, enquanto que um ponto
plotado fora dos limites de controle, recomeda a rejeicio da hipétese do controle estatistico.
Desta forma, como nos testes de hipdteses, pode se pensar na probabilidade do erro tipo I
dos gréificos de controle, isto &, a probabilidade de se concluir que o processo esta fora de
controle, quando ele realmente esti sob controle-e, reciprocamente, na probabilidade do erro
tipo II. Tradicionalmente, os graficos de controle tém sido planejados levando-se em conta
apenas critérios estatisticos. De forma sumadria, o planejamento de um grafico de controle,
consiste na escolha de 3 pardmetros :

tamanho da amostra (na),
intervalo entre amostragens (ko)
e o fator de abertura dos limites de controle (k)

A este esquema denominamos aqui Esquema Cldssico de Shewhart, e através de
todo este trabalho sera referido por ECS. Nestes casos; a menos que explicitamente especificado,
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ko serd igual a 3. A operacdo de um plano de qualidade baseado num grafico de controle
envolve diversos custos. Ha os custos com amosiragem, os custos associados a investigagio
de uma suposta falta de controle detectada pelo grafico, e sua eventual corregdo, e os custos
decorrentes das perdas adicionais de qualidade associados a operagao do sistema fora de controle
estatistico. Todos estes custos sdo influenciados pela escotha dos parametros ng, kg, ho. Desta
forma é conveniente que, no planejamento de um grafico de controle, estes custos sejam levados

em consideragao.

O primeiro modelo completo para o planejamento econémico de graficos de
controle foi introduzido por Duncan (1956), com uma metodologia formal para determinar a

escolha 6tima dos parametros ng, ko e ho.

O modelo basico de Duncan assume que, sob controle estatistico, a varidvel
aleatéria X apresenta uma distribuigdo Normal com média M e desvio padrdo . Neste modelo
o estado de controle estatistico é interrompido por uma perturbagao estavel na média de X,
levando-a de M para M + éo, com 6 constante. Além disso, Duncan assume que a ocorréncia de
uma perturbacio blogqueia a ocorréncia de outras até que a mesma seja detectada e eliminada,
iniciando-se outro ciclo de qualidade.

No modelo de Duncan o acompanhamento de um processo é composto de

eventos e etapas :
Evento 1: O processo entra em operagao
Evento 2: Uma perturbacio estivel ocorre na média
Evento 3: A perturbacdo é detectada pelo grafico de controle
Evento 4: A perturbagao é diagnosticada fisicamente
Evento 5: A perturbagdo é corrigida

Evento 6: O processo é reiniciado; e assim por diante. Entre dois eventos

consecutivos femos uma Etapa.
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Etapa 1: (entre os eventos 1 e 2): O processo estd operando sob controle

estatistico.

~ Etapa 2: (entre os eventos 2 e 3): O processo esta operando fora de controle,
sem o conhecimento do operador

Etapa 3: (entre os eventos 3 e 4): Ou o processo esté paralizado, ou o processo
est4 operando fora de controle, mas ja com o conhecimento do operador

Etapa 4: (entre os eventos 4 e 5): Com as causas ja identificadas e sendo

corrigidas.

Etapa 5: (entre os eventos 5 e 6): Com os procedimentos para a reinicializagio

do processo.

0 intervalo entre evento 1 e evento 6, isto €, entre dols reinicios consecutivas
do processo, é denominado ciclo de qualidade.

Entre os eventos 1 e 2 podem ocorrer outres eventos indesejaveis: Qs alarmes
falsos ou, na terminologia dos testes de hipoteses, os Erros do tipo 1.

O tempo decorrido entre o inicio de operagao {ou reinicio) do processo e a
ocorréncia da pertubagio na média, € denominado 75. Diversos autores consideram que 7; tem
distribui¢do Exponencial com paridmetro 6. Em sua tese de doutorado, Costa (1989) considera
um modelo onde 7} tem distribuicdo de Weibull e introduz esquemas alternativos ao ECS. Este
modelo permite tratar eficientemente sistemas com deterioracio. Para nosso trabalho aqui

contudo, esta questdo € irrelevante.

O tempo decorrido entre a ocorrencia da falha e sua detecgio pelo grafico de
controle é definido como 75. Este tempo é importante neste trabalho pois nosso objetivo serd
exatamente criar delineamentos alternativos ao ECS que, sob condigbes idénticas, reduza E(T3).

Sem perda de generalidade, consideramos que as etapas seguintes do ciclo tém
duragdo nula. Assim, o comprimento de um ciclo de qualidade sera T =T, + 7.

12



Além disto adotaremos a seguinte notacdo: N; é o nimero de amostras ins-
pecionadas durante a etapa 1, e N, o niimero de amostras inspecionadas na etapa 2. Desta

forma, no ECS (N; — 1)hy < Ty < Nahy.

Neste trabalho adotamos o modelo de perturbacdes de Duncan, por sua sim-
plicidade e relativa generalidade, j4 que a perturbagio instantanea pode ser a representagao
formal de uma perturbagic em rampa mas que se da em um tempo curto relativo a kg, Ao final
nos testamos nosso delineamento num contexto em que a média do processo varia de forma

mais irregular em torno do valor objetivo.
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1.2 O Esquema Classico de Shewhart, Suas Caracteris-
ticas e Limitacgoes

O ECS toma uma amostra de ng itens a cada intervalo de hy unidades de
tempo. A média dos ng valores observados de X é plotado sequencialmente no grifico X onde

sao definidos os limites de controle.

Os limites de controle, sio definidos por:

LIC = p - koo [\ /ng € LSC = p + koo//ng, onde:
ko é o fator de abertura dos limites de controle
o/+/ng é o desvio padrio da média de X.

. EXEMPLQO 1.2.1: No ECS geralmente adota-se kg = 3. Esta € uma escolha
que fornece uma excelente prote¢io contra alarmes falsos mas, em contrapariida, torna muito
lenta o detecgdo de pequenas pertubagdes no processo. Neste caso, a frequéncia média de alarmes
falses, € de 1 em cada 870 inspecies com o processo sob controle.

Esta alta protecdo € tmportante. Boua parte da varzabthdade verificada em sti-
tuagoes prdticas € decorrente de um excesso de inlervengdes no processo: Por desconhecimento
da natureza estatistica dos processos reais, operadores cuidadosos mas desinformados tendem
a intervir no mesmo sempre que observam um valor de X fore de um a vizinhaga estreita de
M. FEste excesso de intervengies tem efeito contrdrio ao desejado, aumentando a varighilidade
resultante do processo. Shewhart, entendendo a natureza estatistica dos processos, sabendo da
existéncia inevitdvel da variabilidade por causas comuns, advertiu severamente contra a inter-
vengdo indevida (tampering) no processo. O valor escolhido ky = 3 expressa esta preocupagdo
: 86 intervenha no processo quando houver evidéncia muito forte de que o mesmo realmente
saitu do estado de controle; ” otherwise, leave the process alone! 7.

Por outro lado, como consequéncia desta alta protegdo contra alarmes falsos,
uma perturba¢do pequena na média pode passar muite tempo desapercebida. Por exemplo, uma
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perturbagdo estdvel na média igual a 0,250 tomard em média 281 inspegoes para ser detectada
seng = 1, e 155 inspegdes se ng = 4, e assim por diante. A redugdo do valor de ko diminuird
o tempo médio esperado entre a ocorréncia e a deteccio de uma perturbagdo mas, por outro
lado, aumentard a frequéncia de alarmes falsos.

Para a varidvel de interesse X, existem em geral Limites de Tolerancia em
torno do valor desejado M, denominados :

Limite Inferior de Tolerancia ( LIT ) e Limite Superior de Toterancia ( LST ),
estes limites, em geral de natureza técnica, sao frequentemente especificados em contrato para
produtos finais, ou em projetos para produtos intermediarios.

Devido & variabilidade por causas comuns, inerente a qualquer processo real
de fabricagao, mesmo que ele se encontre sob perfeito estado de controle, é sempre possivel que
alguns itens sejam fabricados fora das especificagdes, isto é, com X abaixo do LIT ou acima do
LST.

A frequéncia com que itens sao fabricados fora das especificagoes, estando o
processo sob controle, depende da variabilidade do mesmo - representada pela varidncia o? -
e pela severidade dos limites de tolerancia. Nas situagbes em que os limites de tolerancia sao
folgados, muito raramente - ou quase nunca - itens fora das especificages sao fabricados, desde

que o processo esteja sob controle.

Em outras situagoes, os Limites de Tolerancia sao mais rigidos, relativamente
a variabilidade natural do processo, tornando mais frequente a ocorréncia de itens fora das
especificagoes.

EXFEMPLO 1.2.2 : Consideremos um processo de empacotamento de leite, em
o que volume objetivo de leite por pacote € M = 1000 ml e o desvio padrao inerente do processo
€ o0 = 5 ml. Se os Limites de Tolerdancia forem LIT = 985 ml e LST = 1015 ml sabemos que,
enquanto o processo se mantiver sob controle, muito raramente serdo produzidos itens fora das
especificagoes. Neste exemplo, para X distribuido normalmente, a frequéncia de incidéncia de
itens fora dos Limites de Tolerdncia serd igual a 2(1-9(3)), ou 2,7 por 1000. Dizemos entao
que os Limites de Tolerancia sdo folgados. Neste caso pequenas variagoes em M ou em o ndo
provocardo danos sensiveis em termos da frequéncia de itens ndo conformes, vide Figura 1.2.2.
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: e - ; o vol {ml)
lit 890 1000 1010  Ist

Figura 1.2.2: Distribuigdo do volume empacotado X, com o processo sob controle. Os limites
de tolerancia se localizam & 3 desvios padrdes de distancia de M.

Por outro lado, se LIT = 990 ml e LST = 1010 ml, temos uma situagdo critica
onde itens fora das especificacées jd sdo fabricados a uma taza aprozimadae de I a cada 22, vide
Figura 1.2.5.

’ + - —t> vol (mi)
990 1000 1010
lit : Ist

Figura 1.2.3: Distribuigio do volume empacotado X, com o processo sob controle. Os limites
de tolerancia se localizam & 2 desvios padroes de distancia de M.

Neste caso, pequenas variagées em M ou em o® podem provocar aumentos
constderdveis naquela proporgdo.

A ocorréncia de alguma perturbagao no processo, pode provocar variagdes
nos parametros da distribui¢do da variavel de interese X. Em particular, a média pode se
deslocar do valor ajustado M ou a variancia pode crescer, ou as duas coisas podem ocorrer
concomitantemente. Devido a variabilidade natural do processo, tais perturbacées podem nao
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ser imediatamente percebidas pelo operador. Na verdade, a menos que ela seja de grande
magnitude, dificilmente serdo percebidas sem o recurso de ferramentas estatisticas especiais. O
problema é que mesmo pequenas perturbagdes em relagio ao estado de controle de X podem
provocar, se nao detectadas rapidamente, perdas considerdveis, ndo apenas na maior frequéncia
de casos de ndo conformidade, como aumento da proporc¢io de itens conformes, mas distantes
do valor objetivo M. Qu seja, mesmo as pequenas variagbes provocarao sempre mais perdas,
mais retrabalho e menos qualidade.

Tradicionamente tem-se adotado o principio, profundamente equivocado, de
que qualquer valor de X € igualmente bom, desde que esteja entre os Limites de Tolerancia.
Mais recentemente, com crescimento da jmportancia que vem assumindo as questdes relativas
3 qualidade dos produtos, tem crescido a aceitagdo do principio que estabelece uma fungao de
perda associada a varidavel X. Esta funcdo s6 é zero quando X = M e cresce com |X — M|
Em particular, a funcio quadritica £(XM) = ko(X — M)* para X € (LIT,LST) tem sido
frequentemente empregada. Neste contexto a detecgao ripida, mesmo de pequenas perturbacoes
nos parametros da distribuigdo de X, ganha importéancia. Ver, a respeito, Taguchi (1990).

Além disto é importante ressaltar que Limites de Tolerancia nao podem ser
estaticos. Em vez disto, eles devem ser escolhidos de forma a estimular e acompanhar a melhoria
permanente da qualidade. Desta forma, Limites de Tolerancia folgados por implicarem numa
atitude, consciente ou nao, de desconsideragdo com os propdsitos de melhoria continua da

qualidade, sio um equivoco perigoso.

EXEMPLQ 1.2.8 : Voltando a situagdo do exemplo anterior, com M = 1000
ml, 0 = 5 ml, LIT = 990 ml e LST = 1010 ml, se a média se deslocar de 1000 ml para
1002,5 ml uma variacdo 0,5 desvio padrdo, a taza de ocorréncia de itens fora das especificagies
crescerd de 4,6% para 7,3%. Aléem disto a distdncie gquadrdtica média entre o valor de X ¢ o
valor objetivo M, para os itens conformes, crescerd de 19,35 para 21,81. Com § =1, a d.m.q.
entre X e M seria 28,26.

Fica evidente que o esfor¢o para a detecgio rapida de pertubacgdes estiveis,
mMesmo pequenas, no processo, € importante.

Avangos consideraveis tém sido feito no sentido de desenvolver esquemas alter-
nativos ac ECS que acelerem a detecgio de pequenas pertubagdes, conforme veremos a seguir.
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1.3 Esquemas Alternativos Eficientes

O ECS tem a vantagem da simplicidade conceitual e operacional, indispensavel
a meto século atras, mas ainda importante em diversos contextos atuais. Sua desvantagem é a

lentiddo na detec¢ao de pequenas perturbagdes.

Esta lentiddo pode ser corrigida, variando-se os parametros k, h e n, mas
qualquer variagio af implica em custos adicionais. A redugio dek acelera a detecgio de variacdes
estaveis na média mas penaliza com um aumento na taxa de alarmes falsos. A reducio de h
ou o aumento de n tem efeito analogo, mas aumenta os custos amostrais.

Duncan (1956) desenvolveu um esquema que, estabelecendo custos diversos e
um modelo de tempo de falha, determina a escolha 6tima k, h e n.

Diversas alternativas ao ECS permitem acelerar a detecgdao, sem alteragao
de custos, apenas utilizando esquemas mais sofisticados que fazem uso mais eficiente das in-
formagdes contida nos dados. Estes esquemas sio, geralmente, mais complexos, o que os tor-
nariam inadequados no ambiente de fibrica dos anos 20 e 30. Hoje, contudo, com a enorme
difusdo de uma cultura matemadtica basica, ¢ mesmo dos conceitos estatisticos fundamentais,

eles ja podem ser, realisticamente, considerados como alternativas.

Regras adicionais podem ser introduzidas no ECS. Por exemplo, mesmo que
nao se verifique um valor de X fora dos limites de controle, a hipotese nula pode ser rejeitada

se uma das condigdes abaixo for verificada:

o Duas observacoes sucessivas afastadas da média de mais de dois desvios padrdes amostrais,

isto €, fora do intervalo (M-20/,/no, M+20/./n0).

e Cinco observagoes consecutivas afastadas da média de mais de um desvio padrao amostral,

isto é, fora do intervalo (M-1¢/,/np, M+1o/,/ng).

e Dez observagbes consecutivas abaixo (ou acima) da média.

s ete.
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Estas regras adicionais de controle aumentam a agilidade do ECS, mas tiram-
lhe muito da simplicidade conceitual e operacional. Além disto tornam mats complexo o controle
da frequéncia de alarmes falsos. Estes vio aumentando & medida que novas regras de controle
vao sendo incluidas tornando necessarias revisdes no valor de ky. Diversas outras alternativas
modificam mais profundamente o ECS.

O esquema das somas acumuladas proposto originalmente por Page (1954), por
exemplo, trabalha nio com o tltimo X, mas com a soma acumulada dos desvios | X — M|. Esta
alternativa acelera a deteccio de perturbagbes estiveis na média do processa. A determinagao
dos limites de controle, varidveis no tempo, fica um pouco complicada. A este respeito ver
Ewan (1963) e Woodward e Goldsmith (1964). .

Uma caracteristica criticavel das somas acumuladas é que ela toma decisdes
baseadas em todas as observagdes pretéritas, com pesos iguais independente da antiguidade das
mesmas. Duas alternativas buscam corrigir esta falha. O esquema das Médias Movels, e o das
Médias Méveis Ponderadas Exponencialmente.

O primeiro trabalha nio com o dltimo X, mas apenas com a média dos "m’s”
iitimos valores observados de X (Nelson 1983). O segundo trabalha com a média mdvel pon-

derada exponencialmente,

Vi=AXi+ M1 = )Xoy + 21 = AP X + ..

A escolha de J, no intervalo (0, 1), permite dar maior ou menor peso as ob-
servagoes passadas. Em particular A = 1 nos leva ao ECS, e A = 0 nos leva ao esquema das
somas acumuladas. Esta alternativa, proposta originalmente por Roberts (1959) estd elegan-
temente apresentada e discutida em Hunter (1986). O problema da escolha étima de A, bem
como diversas consideragdes tedricas importantes sdo bem abordadas por Alexandre (1990).
Neste trabalho os ganhos de eficiéncia do esquema sao determinados detalhadamente e algu-
mas complicagles inerente ao esquema sio resolvidas.

A proposta de Reynolds, Amin, Arnold e Nachlas (1988) é nova. Ela estabelece
uma faixa central aos limites de controle, definidas por um novo parametro k,, menor que ko.
A regido interna aos limites de controle, mas externa a faixa central, é denominada Regido de
Alerta. Nesta proposta o tempo de espera até a préxima observacio depende do ultimo valor
de X. Se este estiver na faixa central, o tempo de espera serd h=»k; > hg; se estiver na faixa
de alerta teremos h=h, < hy. Tomando os mesmos valores ky € ng do ECS de referéncia, e
escolhendo h, e k; e k, tais que E(h/X ¢ (LIC,LSC)) = hy enquanto o sistema estiver sob
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controle, teremos um esquema de mesmos custos que 0 ECS. Os ganhos de cficiéncia permitidos
nao sio despreziveis, conforme veremos adiante.

Este esquema é importante e bastante estudado neste trabalho pois o que
fazemos é alterd-lo no sentido de fazer o ltimo valor observado de X determinar, nio o préximo
intervalo h, mas o préximo tamanho amostral n, entre duas alternativas : n, < ng € n, > ny,
onde os indices p e g representam "pequeno” e "grande”, respectivamente.
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Capitulo 2

Graficos de Controle X, Com
Tamanho das Amostras Variavel

2.1 Introdugao

Os graficos de controle sdo utilizados para dois tipos de finalidades diferentes:

Dirigir (run) um Processo
Melhorar a qualidade do Processo

Dirigir um processo € uma operagdo analoga a dirigir um carro : Queremos
mante-lo na estrada, com minimo de variagbes laterais que for possivel. Ja melhorarar um
processo Implica em gradativamente eliminar as causas especiais de variabilidade, reduzir va-
riabilidade por causas comuns e melhorar os niveis médios ( aumentando-os ou diminuindo-os

conforme o objetivo ).

Na atividade rotineira de dirigir umn processo, queremos uma ferramenta que
detecte rapidamente as variagoes tais como, um deslocamento brusco e estdvel ou o surgimento
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de uma tendéncia na média ou na varidncia do processo.

Em particular estamos interessados, neste trabalho, em desenvolver alternati-
vas ao esquema cldssico de Shewhart que reduzam o tempo médio esperado entre a ocorréncia
e a detecgdo de uma variagao estavel na média de um processo, sem contudo impactar negati-
vamente na frequéncia de alarmes falsos nem nos custos de operacdo do esquema de controle.

Consideramos sempre, como referéncia, o ECS com paridmetros ng, &k € hg.
O Ob jetivo é desenvolver esquemas alternativos que reduzam E{T;] sem incorrer em aumentos
nem nos custos amostrais nem na, frequéncia de alarmes falsos.

Em Reynolds, Amin, Arnold e Nachlas (1988) temos uma alternativa interes-
sante ao esquema classico de Shewhart : Em vez de amostrar a intervalos regulares, eles fazem
com que o tempo de espera até a préxima inspe¢io dependa do iiltimo valor de X observado.
Assim um valor de X préximo do valor objetivo, M, determina um tempo de espera grande
até a préxima inspe¢io. J4 um valor de X dentro da faixa de controle, mas préximo dos seus
limites, determina uma espera pequena até a préxima inspegao.

Ganhos substanciais de eficiéncia sd0 conseguidos, trabalhando-se com dois
comprimentos de intervalos, &, < h,, e uma faixa central, interna aos limites de controle. Se-
X cai dentro da faixa interna, a préxima inspecao se dara apés h, unidades de tempo. Caso
contrario, apds h,. Como ilustra a Figura 2.1.1.

K, =LSC
K =tsa |__..__¢ _ _ __ _______ | S,
{ i ,

0= M | . I I 9
! i * | o |

-K, = UA __:H___.“JI__._____:.____'r.____,__,____4_
| | , ] | | | |

-K, = LIC L1 ; : ! l : Jr ,'

¢

Tempo ou nimero de amosiras
Figura 2.1.1: Gréficos de controle para X & intervalos varidveis

Os valores do LSA ( Limite Superior de Alerta )e do LIA ( Limite Inferior
de Alerta ), bem como os comprimentos, k, e h, sdo escolhidos de forma a se ter E[h] = kg
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quando o processo estd sob controle estatistico. Os outros parametros, ng e kg sao mantidos
iguais. Desta forma garante-se que os dois delineamentos sejam equivalentes em termos de

custos amostrais e frequéncia de alarmes falsos.

Ezemplo 2.1: Ao esquema cldssico de Shewhart com no = {, ho = 10min, ko

= 8, podemos contrapor uma alternativa com, por exemplo, n = ng = 4, h, = Imin, hy =
20min € k=ky = 8. Os LSA e LIA definidos pela constante, k, = 0,631682, sdo determinados

fazendo-se E[h] = 10min para o sistema em controle.

As Figuras 2.1.2 € 2.1.3 abaizo apresentam os histogramas para o tempo decor-
rido entre a ocorréncia € a detec¢do, de uma perturbacio estdvel de 1,00 na média do processo,
para ECS e para o esquema alternativo com h varidvel. Os histogramas sumarizam os resultados

de 1000 simulagées independentes.
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Figura 2.1.2: Esquema classico de Shewhart
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Figura 2.1.3: Esquema alternativo de Reynolds, Amin, Arnolds ¢ Nachlas (88)

A redugdo no tempo médio entre a ocorréncia e detecgdo da perturbagdo ¢
bem visivel. No esquema ECS a média dos 1000 valores observados foi igual a 59,7 minutos,
enquanto gue no esquema alternativo foi de apenas 20,41 minutos.
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2.2 Gréfico de Controle X, Com n Variivel

O que vamos fazer aqui é explorar a 1déia basica de Reynolds, Amim, Arnold
e Nachlas (1988), numa outra diregio : Em vez de fazer variar o tempo de espera, variaremos
o tamanho da amostra.

1

Partimos da mesma idéia basica proposta por Reynolds, Arnold, Amine
Nachlas (1988), mas mantemos h constante e fazemos o tamanho amostral n variar segundo o
Hltimo valor observado de X : Se X cair muito préximo do valor objetivo M, o préximo tamanho
amostral seréd n, < ng. Caso contrdrio, se X cair ainda dentro dos limites de controle, mas
afastado de M, na denominada Regido de Alerta, o préximo tamanho amostral serd n, > nq.
Aqui os indices p e g representam “pequeno” e "grande”, respectivamente.

A variagdo no tamanho amostral n faz com que o desvio padrdo de X seja
também variavel. Assim, os Limites de Controle deveriam também variar de acordo com n.
Para evitar este problema trabalharemos com a varidvel Z, definida por Z = /n(X — M)/o,
que tera média 0 e desvio padrao 1, enquanto.o processo se mantiver sob controle.

Para termos um esquema de custo equivalente ao ECS de referéncia, isto €, o
ECS com k = kg, n = ng e h = hg, tomamos também k = &y e h = hy, e escolhemos k,, o fator
que determina os Limites de Alerta, de tal forma que, escolhidos os valores n, e ngy, tenhamos
E(n/X € (LIC,LS(C")) = ng enquanto o processo se mantiver sob controle.

Como h é mantido constante, a comparagéo entre os dois esquemas pode ser
feita com base em E(Ny).

No item 2.3 trataremos deste esquema alternativo com detalhe. contudo, como

motivagio inicial consideremos aqui um exemplo.

EXEMPLO 2.2.1 : Seja o ECS com ko = 3 e ng = 4, e 0 nosso esquema
alternativo, com ko = 8, n, = 1 e n, = 10. Na figura abairo mostramos a distribuicdo de
N, sob o nosso esquema alternativo, baseado em 1000 simulagies Monte Carlo. Tomando em
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ambos o0s casos, § = 1. Lembramos que no ECS, N, tem dsiribuigdo geoméirica com p =

1
1= 0 (ko <3/ Jma I+ 8(—Fo b7 o)

& 310
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g
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Figura 2.2.4: Distribui¢io de frequéncia para o Esquema Clissico de Shewhart
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Figura 2.2.5: Distribuigao de frequéncia para o esquema alternativo, com o tamanho das amos-
tras variavel

O ganho de eficiéncia, neste caso, é evidente.
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2.3 Desenvolvimento Tedrico do Plano Amostral Com

n Variavel

Partindo do esquema classico de Shewhart, estabelecemos, na regido interna
aos limites de controle, uma faixa central e duas faixas laterais, que denominamos faixa de alerta,
conforme Figura 2.3.6. Para maior simplicidade plotaremos, em vez de X, a sua transformacio

7 = (j*r'_ng)\/"'_1

Assim a variancia fica estabilizada, sem influéncia do tamanho amostral. Desta forma, temos
LIC = -kg, LSC = ky, LIA = -k, e LSA = k,. O tamanho n; da i-ésima amostra é determinado

por Z;_,. A primeira amostra tem sempre tamanho n.

7 {

k, =LSC
k =LSA _.-.—-.._4._ __________ ,_._--_ ________
1 '
! !
0= M . fren. ? D ' : ' . +
} 1 I ’ . ¢ ‘
=LA | USSR R S R
R L R S
-k,=LIC I I L
| | i i P! N 1
-

Mg Ny Ny Ny N Tempo ou nimero de amostras -
Figura 2.3.6: Gréfico de Z com tamanho das amostras varidvel

Se Z estiver na faixa central, a préxima amostra tera tamanho pequeno, n,.
Se Z estiver na Regiao de Alerta ( superior ou inferior ), a préxima amostra, tera tamanho

grande, n,.

Nosso objetive é construir um esquerna alternativo, mas de custo equivalente
ao Esquema Cléssico de Shewhart que apresente, maior agilidade na deteccao de pequenas
perturbagdes estiveis na média do processo.

Desta forma, partindo de um delineamento basico de referéncia definido por
kg, no € hg construimos outro, com mesmos valores ky € Ay mas com n varidvel, de forma que:

E[n/Z € (LIC,LSC)] = n,
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enquanto o sistema permanecer sob controle.

RESULTADO 2.1 : No esquema nV, tomando-se tamanhos amostrais n, € n,,
os limites de alerta sdo definidos por

228 (ko) — 1] + 1}]

b= 07 (1/2{ 22
P

ng — N
g

Prova : No esquema nV temos

5 EInJZ g (=ko, ko)| = 1, PZ € (—ku, ka)/ Z € (~ko, ko)]+

-

ngP[Z € ((—ko, —ke) U (kark0))/Z € (—ko, ko)) = npP[Z € (—ka,ko)/Z € (—ko, ko)]+

nyP(Z € (—ko, —ka) U (ka ko) Z € (—ko, ko))

definido

Pp‘= P[Z € (_ka;kn)/Z € (—ko,ku)] - i{g E E::::;i}

P(Z € (—ko, —k.) U (k.. ko)]

P, = P|Z € (~ko,—kz) U (ka, ko) / Z € (o, ko)) = P[Z € (Zko, o)|

com P, =1—P,, assim E[n/Z € (—ko, ko)] = n,F, +n,P, =n, — (n, —n,)F,
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Adimitindo-se que X tem distribuicio Normal, temos entao

&(ka) — (k)

= B(ko) - 8(ko)

onde ®(z) = [, le;e‘%ydy é a fungao de distribuicdo acumulada de prob. da

Normal padrio. Fazendo agora E[n/Z € (—ko, ko)] = no, temos

logo

B(k,) — 0(—ky) = T2 = (g ) (k)]

(ng — nyp)

mas ®(z) — B(—z) = 20(z) — 1

logo

O(ks) = 1/2{ [2‘1’(%) ~1]+1}

ou ky = &~ 1[1/2{ [2(1»(%) —1)+1}]

conforme enunciado.

EXEMPLO 2.2 : Na mesma situagdo do exemplo 2.1, vamos agora testar
a alternativa com n varidvel, que denominamos esquema nV. Fazendo n, = 1 e ny, = 20,
mantemos k = kg = 3 e h = hg = 10 min. Com base em 1000 simula¢des independentes
estimamos o tempo médio necessdrio para a deteccdo de uma perturbagdo estdvel igual a 1,00
na média do processo.
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Os Limites de alerta sdo estabelecidos buscando obter E(n) = ny enquanto o
processo estiver sob controle. Do resultado 2.1 obtemos, entdo k, = 1,{0458.

Como X € calculado ora com base numa amostra de tamanho ngy, ora com base
numa amostra de tamanho n,, o desvio padrio de X € varidvel. Consequentemente os limites
de controle e de alerta serdo também varidveis. Esta complicagdo técnica ¢ superada com um
procedimento simples. Em vez de trabalhar com X, trabalhamos com Z = XM /n. Assim,
enquanto o sistema estiver sob controle, Z terd média zero e desvio padrio igual a 1.

_ ,  Na Figura 2.3.7 vemos o histograma dos 1000 valores obtidos para T).
310 —
248 1
186 - B
B E[T;) = 28,1

124 - ]

distribuicao de frequencia

62 -
0 T N S O N A T B N I S B A WAL
150 200 - 250
tempo '

Figura 2.3.7: Histograma para o esquema alternativo de amostras varidveis

A média dos 1000 valores fot igual a 28,1, a eficiéncia do esquema n'V relativa

ao ECS foi, neste caso igual a 5798',—?- = 2,1256.
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2.4 Eficiéncia Relativa : Desenvolvimento Matematico

Nosso objetivo neste trabalho, é melhorar a eficiéncia, ou seja, conseguir maior
agilidade na detecgdo de pequenas perturbagdes na média do processo, a custos equivalentes ao
Esquema Classico de Shewhart.

A eficéncia relativa depende basicamente da variagio n, e n, € o tamanho do

deslocamento na média, é.

Vamos definir :

E,{N;] = é o niimero médio esperado de inspegdes, desde a ocorrencia até a
detecgao de uma falha, no esquema classico de Shewhart.

E.[Ng] = é o niimero médio esperado de inspecdes, desde a ocorrencia até a
detecgdo de uma falha, no esquema nV.

Assim, independente de n, a distribuigio de 7 antes da perturbagao é normal,
de média zero e variancia 1. Apds a ocorréncia da pertubagao - um deslocamento na média do
processo igual a §o - a distribuigio de Z se modifica para N(§\/n,1), j4 agora dependente do
tamanho amostral variavel n.

No esquema nV nio conhecemos a distribuicio de N,, nosso objetivo neste
paragrafo é determinar a distribuicdo de NV;, a qual depende de alguns resultados auxiliares.
Primeiro vamos definir alguns conceitos bésicos: '

1. Seja P,, a probabilidade de X;_; € (LTA,LSA), ou seja, a probabilidade de que o tamanho
amostral na i-ésima inspecdo, dado que X; € (LIC, LSC), V j < 1, seja pequeno.

9. G(kn) = Ok — 6y/n) — ®(—k — 6,/n), é igual a P[ Z ¢ (—k — §3/m, k — 64/n)], com
7 ~ N(0,1)

3. Dv = G(k,n,) — G(k,n,)
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4. U; é o i-ésimo valor de Z apés a perturbagio. Assim, se a perturbagao ocorre entre a
Nj-ésima e a N; + 1- ésima inspegdes, entao U; = Zn 4

5. Pi; éa a probabilidade de que o alarme venha ocorrer na i-éstma inspegao apds a per-

turbacio, ou seja, P[U; ¢ (LIC,LSC)/U; € (LIC,LSC)¥j = 1,2,3,...i—1]
RESULTADO 2.2.a: Com P, defindo acima, temos :
By, = D P, + Glkayng)[1 + Dy, + ...+ DiT¥

Prova : O problema resume-se em determinar os valores F,,, 1 =1, 2, ...,

-

JIH 1]

temos;

P, = Plmy =1, = P2, € (~ka, ka)/Zn, € (—ko, ko)]

 P{Zn, € (~kay k) N Zny € (—ko, ko)]

- P(Zn, € (—ko, ko)]

_ PZw € (~hak)] _ Glke,0) _
P(Zn, € (—Fo ko)) G(ko,0) 7

By =1-F, (2.2.4.1)

determinando F,,

Py, = Plmy = ny] = P{Us € (—kas ka)/Us € (—ko, Ko)]

= P[U; € (=kg, ka)/{ma1 = np} N{U; € (—ko, ko)}] * P[{m1 = np} N {Ur € (Ko, ko)}]
+P[U, € (—kq, ko) [{ma = ng} N {U1 € (—ko, ko) }] * P[{m1 = ng} 0 {U1 € (—ko, ko)}]
_ Gkq,mp)
N G(ko,ﬂp)

G(knang)
G(ko, ny)

Pl{my = n,} n{U4 € (—ko, ko)}]

Pl{m; = n,} N {Uy € (—ko, ko)}]
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= -g((f;—::zj)fj[ml = np) * P[U1 € (—ko, ko))
G(ka,ng)
G(kg, )
G(ka,np)
G(koyn,)
G(ka,ny)
G(kﬂa '”'9)

+ Plmy = ng] * P[U; € (—ko, ko)] =
Plmy = ny] % Gko,ny)+

P[ml = ng] * G(kg,ﬂg)

e G(ka,np) * P[m1 = np] + G’(ka,ng) * P[ml = ng]

logo,
sz = G(kn, np)Pm + G(ka, ng)Pm

a generalizagdo é imediata;
Pp.' = G(ka: np)Pp.'—z + G(ka: n’Q‘)‘PHi—I

jéque P,,=1-P, Vi
B = {G(km np) — G(k,, Ng)}Pp;-a + G(k,, n,}

por deducio;
Py, = Di B + G(kaﬂ ng)

PP3 = Dkappz +G(kaany) =
Dka(Dku PP + G(ka'lng)) + G(kﬂ’ n.?) =
chpp + G(kayng)(1 + Dy,)

portanto temos :

-2

Ppi = DLZIPF + G(ka'—'ng)(l + Dka + T + ka

conforme enuncido.
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RESULTADO 2.2.b : Com II; definido acima, temos :
=1~ DkaPpi - G(koa”y)
Prova : Cumpre-nos, determinar II;, i = 1, 2, 3, ..., comegamos entao por II;

Il = P[Uy £(—ko, ko)] = P[Ur E(—ko,ko)/mu = np]

*P[my = n,| + P[Uy £(—ko, ko)/my = ny] * P[my = ny]

mas
PIU; f(~ko,ko}/mi=mny) =1~ PU; € (~ko, ko)/mi = ny],
Ui = Zugsi ~ N(Sy/iiny1)
tem-se
PlU;. E(=ka, ko}/m; = np} = 1 — ®(ko — 64 /np) + @(—ko — 6, /1)
independente de j = 1, 2, 3, ..., assim,
H1 = (1 —_ G(kn,np)) * P[ml = np] + (1 —_— G(ko, ng)) * P[ml = n_g]
H2 = (1 - G(kg,np)) * P[mg = np] + (1 - G(kg, ng)) ¥ P[m2 = ﬂg]
I; = (1 — Gkoynp)) * Plm; = nyp) + (1 — Gko,1y)) * Plm; = ny)
definindo )
P,, = Plm; =n,} e B, = Plm; =n,} =1 - F,
entao,

IL = (1 — Glko,np)) * Py + (1 — Glko,ng)} + Py

por outro lado temos

H." =1 Dkoppi — G(kg,ng) (2.243)

conforme enunciado, onde Dy, = G(kq,n,) — Glkg,ny)

RESULTADO 2.2 : No esquema nV, a distribuicio de N; é dada por:
P[N; = i] = [Di Py + Gk, n,)|[Di Py, + Gk, 1))
oo [V = DBy, — Gk, ng)]
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Prova : No esquema nV temos:
U; € o i-ésimo valor de 7 ap6s a falha, isto é, U; = Z,,, + ¢

U; € o J-ésimo valor de Z antes da falha,isto é, U; = Z;
P[N; =1]= PlU; € (—ko,ko),Vj =1,2,3,...,0—1]
*P[Ul' € (‘—k:k)/UJ € (“ko,ko),Vj =1,2,.. S t— 1]

entao,
b1 = P[U‘ € (“kﬂako)/UJ € (—ko,ko),Vj =1,2,...,2— 1]

logo; .
]_ - Hl -_ P[Ul E (“‘ko, ko)]

1 —H2 = P[U2 c (_kﬂa kﬂ)/Ul € (—ko, ko)]
1~ 1k = PlUs € (—ko, ko)/ Uz, Uy € (—ko, ko)

assim por diante, temos :
PlU; € (=ko, ko), Vi =1,2,...,: = 1] = (1 = IL)(1 — [I2}... (1 — IT;—;)

logo
P[N; =i] = (1 —II; {1 —1I;)...1I; (2.2.4.4)

onde,

¢ no resultado 2.2.b temos, II; = 1 — Dy, P, — Gl(ko, 1)
o no resultado 2.2.a tem-se, F,, = Di"'F, + Glks,ng)[1 + Dy, + ... + DY

portanto temos

P[N2 = 3] = [Dkopp + G(ksng)”DkoPm + G(k{}ang)] co [1 - Dkan.' - G(k[)a ng)
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conforme enumciado.

EXEMPLQO 2.3 : considerem 0 caso em que : § =1, kg=3, ng=4

n, =1

ng =10 } = En]| =n,P, +n,(1 — B,) =ng

logo P,+10(1 - F,) =4

P, =2/3
| {Pg=1/3

tem-se

— .P[Z € (_ka: ka)] _
"~ P(Z € (ko ko))
como Z ~ (0,1) ko = 3 tem — se,

P(Z € (-3,3)] = 0,9973, para P[Z € (—k.,k.)] = 0,66487,

com euzilo de uma tabela normal, ou por cdlculos numéricos em computador, encontra-se o

valor de k,. Neste exemplo temos k, = (,963825.
Glka,np) = @k, — 6\/71_,9) - &(—k, - 6\/71_,5) =0, 4608
- Glkyyng) = Ok, — 8y /mg) — ®(—k, — 8,/ny) = 0,0139

2/3

5

logo,
Dy, = 0,4469
portanto :
P, = Dy, P, , + G(k,,ny) = 0,4469P, , 40,0139
assim, '

P, =0,66667 = F,
By, = Gkaynp) B, + G(ka, ny) Py = 0,3118

P,, = 0,1533
P, = 0,08244
P,, = 0,0508

converge para aprorimadamente 0,0252.
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Nota : jd que, do resultado 2.2.2 temos,
By =Di'By 4 (14 Diy o+ -+ + D ") (Glkay )

entdo,

. 1
Lim; oo Py, = N G(ka,ng)
Assim no exemplo acima temos :
1
L- f— . — U, 1 =
Moo Fp; 1—0,44690 0139 = 0,0252

mas temos do resultado 2.2 que :
PIN; =] = (Dy, P, + Glko, ) )(Di, By, + G(ko,mg))
oo (1= Dy Py — Gko, ng))

temos :
o

E,[Nz] = ) iP[n; = i],

i=1

no exemplo anterior tem-se :
II; =1-0,4128F,, — 0, 5644
E,[N;] = 2,7481

Definindo eficiéncia relativa como :

- Es [N2}
Efic. relat.
fic E.[V;]
ES[N2] = 6; 30.

Como ne esquema Cldssico de Shewhart, Ny tem distribuicdo geomélrica de pardmetro p co-

nhecido, onde : )

P= Es[N2]’
logo :

Efic. Relat. = :£3% =2 294.

2,7481
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2.5 Cialculo Em Alguns Casos Gerais Fixando ng, n, e
ng

Vamos agora determinar, para diversas escolha de ng, n,, n, e k,, e calcular a
eficiéncia relativa, onde foi definida na secido anterior.

A Tabela 2.1, mostra a eficiéncia no esquema nV relativa ao ECS com os se-
guintes parametros np = 4, kg = 3 e iy = h. No esquema nV consideramos diversas alternativas
para 7,, ng. A eficiéncia relativa é determinada para 6 variando de 0.1 a 1.9.

o eficiéncia relativa

(npyng)  (1,10) (1,20)  (1,50) (2,6) (3,5) (1,5)
k, 0.963285 1.40458 1.85385 0.67237 0.67237 0.31775

0.1 - 1.0092 1.0203 T1.0511 1.0036 1.0021 1.0026
0.2 1.0885  1.2194 1.6414 1.0271 1.0118 1.0167
0.3 1.3001 "1.8273 3.9079 1.0869 1.0367 1.0508
0.4 1.6540  2.9930 7.7368 1.1814 1.0766 1.1008
0.5 2.1058  4.3876 8.1826 1.2993 1.1272 1.1588
0.6 2.5317  5.0011 6.4540 1.4216 1.1816 1.2161
0.7 2.7723  4.6453 4.6973 1.5248 1.2311 1.2645
0.8 2.7643  3.8965 3.4013 1.5886 1.2675 1.2972
0.9 2.5720  3.1243 25206 1.6036 1.2855 1.3109
1.0 22936  2.4657 1.9246 1.5735 1.2839  1.3055
1.1 1.9975 1.8523 1.5156  1.5101 1.2650 1.2832
1.2 1.7213 15697 1.2292 1.4268 1.2333 1.2485
1.3 1.4811  1.2911 1.0257 1.3360 1.1941 1.2057
1.4 1.2816  1.0892 0.8792 1.2456 1.1522  1.1590
1.5 11213 0.9429 0.7734 1.1618 1.1108 1.1110
1.6 0.9958 - 0.8368 0.6968 1.0882 1.0732 1.0650
1.7 0.8999  0.7599 0.6422 1.0253 1.0409 1.0222
' 8 0.8280  0.7049 0.6038 0.9749 1.0148 0.9843
'.9 0.7757 0.6665 0.5784 0.9362 0.9953  0.9518

Tabela 2.1: Tabela de eficiéncia no esquema nV relativa ao ECS

Conforme mostra as tabelas, o esquema nV ganha eficiéncia a um determinado
valor de delta, 8. Em todas as situagbes das Tabelas 2.1 e 2.2 houve maior ganho de eficiénaa
para pequenas variagoes na média do processo conforme podemos observar, para grandes va-
riagdes na média o esquema nV perde eficiéncia, isto €, j4 ndo ¢ mais eficiente do que o ECS.
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Um outro fator importante no ganho de eficiéncia é a distincia entre as amos-
tras, isto é, quanto maior for diferenca entre os tamanhos amostrais maior sera o ganho de
eficiéncia, conforme Tabela 2.1 e 2.2.

A Tabela 2.2, mostra a eficiéncia no esquema nV relativa ao ECS, onde o
delineamento do ECS é: ngp = 15, kp = 3 e kg h, ja 0 esquema nV tem-se o seguinte delineamento
com ng = 15 (fixo) e variamos n,, n, e respectivamente k;, com os demais pardmetros fixos.

) eficiéncia relativa
(np,n,) (1,30) (1,40) (1,60) (5,25) (3,19)
k, 0.69964 0.91402 1.17669 0.67237 0.31775

0.1 1.0617 1.0996 1.1731 1.0149  1.0166
0.2 1.4233 1.7340 24187 1.1002 1.1021
0.3 1.9641 2.7040 4.1379 1.2414  1.2227
0.4 2.2456  2.948¢ 3.7454 1.3605  1.3131
0.5 - 2.0735 2417717 2.5744 . 1.3873 - 1.3312
0.6 1.7051 1.7853 1.6747 1.3226  1.2805
0.7 1.3503 1.2996 1.1328 1.2152 1.1911
0.8 1.0765 09805 0.8321 1.1079  1.0926
0.9 0.8886 0.7885 0.6681 1.0243  1.0049
1.0 0.7709 0.6793 0.5794 0.9721  0.9361
1.1 0.7040  0.6213 0.5342 09482  0.8895
1.2 0.6699  0.5940 0.5148 0.9462 0.8633
1.3 0.6558 0.5845 0.5106  0.9563 - 0.8528
1.4 0.6528 0.5847 0.5145 0.9703 0.8535
1.5 0.6554 0.5900 0.5227 0.9825  0.8609
1.6 0.6604 05973 0.5328 0.9909  0.8719
1.7 0.6666 0.6056 0.5438 0.9958  0.8848
1.8 0.6734 0.6144 0.5552 0.9983  0.8983
1.9 0.6806 0.6235 0.5668 0.9994 0.9121

Tabela 2.2: Tabela de eficiéncia no esquema nV relativa ao ECS
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A Tabela 2.3, mostra a eficiéncia no esquema nV relativa ao esquema hV, e
com seus respectivos delineamento descrito na tabela. E evidente que o esquema nV é muito
mais eficiente do que o esquema hV para todos os casos apresentados.

Este ganho de eficiéncia é maior quando ha pequenas variagées na média do
processo, ji grandes variacdes na média do processo a eficiéncia tende a diminuir, em alguns
casos o esquema hV é mais eficiente do que o esquema nV, isto para grandes variagbes na média,
para pequenas variagdes na média do processo o esquema nV é muito mais eficiente do que o

esquema nH em todas as situagoes.

6 . eficiéncia relativa

(no,npmy) (4,1,10) (4,1,20) (4,1,20) (4,3,5) (155,25) (15,525) (15,5,25)

k, 0.9638 1.4046 14046  0.6724 0.6724  0.6724  0.6724

“(hoy by hy)  (4,1,50) (4,1,50) (10,1,50) (4,1,50) (4,1,50) (4,3,5) (10,1,50)

kq 0.0766 0.0766  0.2316 0.0766 0.0766  0.6724  0.2316

0.1 1.001  1.013 1.010 - 0.995 0.989 ~ 1.03 0.98
0.2 1.035  1.016 1.148 0.962 1.022 1.19 0.98
0.3 1.154  1.626 1.586 0.920 1.043 1.44 0.94
0.4 1.343 2454 2.343 0.871 0.961 1.60 0.79
0.5 1.542  3.300 3.061 0.816 0.821 1.56 0.61
0.6 1.665  3.450 3.081 0.758 0.714 1.40 0.52
0.7 1.644  2.919 2.489 0.699 0.658 1.19 0.50
0.8 1.497  2.224 1.801 0.644 0.632 1.00 0.52
0.9 1.294  1.634 1.258 0.597  0.617 0.84 0.55
1.0 1.099  1.204 0.890 0.563 0.611 0.74 0.57
1.1 0.940  0.914 0.663 0.543 0.613 0.68 0.59
1.2 0.814  0.724 0.527 0.538 0.629 0.66 0.62
1.3 0.720  0.604 0.451 0.547 0.659 0.67 0.65
1.4 0.650  0.525 0.408 0.566 0.694 0.70 0.69
1.5 0.599  0.474 0.385 0.591 0.736 0.74 0.74
1.6 0.559  0.442 0.374 - 0.625 0.781 0.78 0.78
1.7 0531  0.422 0.370 0.661 0.826 0.83 0.83
1.8 0512  0.411 0.372 0.696 0.868 0.87 0.87
1.9 0.500  0.506 0.377 0.734 0.904 0.90 0.90

Tabela 2.3: Tabela de eficiéncia no esquema nV relativa ao esquema hV
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2.6 Curvas de Eficiéncia

Para construgdo de curvas de eficiéncia, consideramos que a média se
desloca de M para M 4 6o, entre uma determinada inspegéo e a seguinte, conforme ilustrado

na Figura 2.6.8.

media
do processo
‘Mr+eol__ . _ _ _ _ _ ’
‘™

!

, I

' [

S — e 0, o
. (nl-ﬂ nh ocorre a - . .
aiteracao na MEpecoes
media

Figura 2.6.8: Média do processo antes e apos a ocorréncia de falha

Apbés esta alteragdo, calcula-se o tempo meédio esperado, entre a ocorréncia , €
a detecciio de uma perturbacio, usando o esquema cldssico de Shewhart, E,{N,], nas mesmas
condigdes, calcula-se 0 tempo médio esperado entre a ocorréricia e a detecgao de perturbagdes
através do esquema nV, E,[N,], a eficiéncia relativa é dada por :

Ey[Na]
En [N2] ’

Efiec. Rel =

Entao, para construir a curva de eficiéncia, varia-se o valor de 9, isto €, para
cada § tem-se uma de eficiéncia relativa, ou seja, um ponto no grafico. Aqui nés consideramos

=0.1,020.3,..., 109

A Figura 2.6.9 apresenta trés curvas de eficiéncia no esquema nV relativa ao

ECS, com os respectivos delineamento.
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Nota-se que o esquema nV é mais eficiente do que o ECS, para valores de § €
[0.2, 1.0] e também um outro fator importante no ganho de eficiéncia € a variagdo do tamanho
amostral, isto €, quanto maior for a diferenca entre os tamanhos amostrais mator serd o seu

ganho de eficiéncia conforme é apresentada no grafico.

or curva delineamento

sl ng N, N ke

.l 4 1 50 1.85385

6l 4 1 20 140458
'§ el 4 1 10 0.96383
&4t
& ol

2 L

(L

00 o5 10 5 20

6

Figura 2.6.9: Curvas de eficiéncia no esquema nV relativa aoc ECS

A Figura 2.6.10 apresenta trés curvas de eficiéncia no esquema nV relativa ao
ECS, com seus respectivos delineamentos. Nota-se que a eficiéncia relativa nestas situagdes em
particular ndo apresenta ganhos tao significativos quanto nos delineamentos apresentados na
Figura 2.5.7, esta diferenca no ganho de eficiéncia, se deve ao fato de que n, e n, estdo préximos,
isto é, a diferenca entre os tamanhos amostrais sac pequenas em relagio aos delineamentos da

delineamento

ng N, N k,

4 2 6 0.672367
4 1 5 0.317750
4 3 5 0.672367

Figura 2.5.7
4 -
curva

3t A
p B
4]
g2} ¢
g
g2

1...

0 L 1 L ]

00 05 10 15 20

b/

Figura 2.6.10: Curvas de eficiéncia no esquema nV relativas ao ECS
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Eficiencia

Eficiencia

Nl

As Figuras 2.6.11 ¢ 2.6.12, apresentao curvas de eficiencia no esquema nV re-
lativa ao esquema hV, com scus respectivos dchneamentios. Nola-se que as curvas apresentdo
as mesmas caracteristicas, isto é, no senlido do ganho de eficiéncia, como foi observado ante-
riormente, para pequenas varia¢oes na média do processo a eficicncia é maior do para grandes
variagbes, e também quanto maior a diferenga enire os tamanhos amostrais malor € o ganho de
eficiéncia, conforme sao apresentados nos graficos.

N curva delineamento
o ng Ny M k., hg h, hy ko
3 %\ A 4 1 20 1.40458 4 1 50 0.0766
/AN 07660
f \ B 4 1 10 096383 4 1 50 0.07660
ol C 4 1 20 140458 10 1 50 0.23163
/,B-—-\‘\ D 4 3 5 067237 4 1 50 0.07660
1r - \'\
\D O A
RSP W o e
I ey,
00.0 015 10 l; 210
6-..!710
Figura 2.6.11: Curvas de eficéncia no esquema nV relativa ao esquema hV
4
[ curva . delineamento
r__,»C.\ L0} h() hp hg k‘u
al TN A "4 4 1 50 0.07660
/r’a\l o B 15 4 1 50 0.07660
. ~ -~ N C 4 10 1 50 0.07660
Y
1 \\ﬁ‘_’_’_._—____
0 L 1 ]
0.0 05 15 20

1.0
§ /7o

Figura 2.6.12: Curvas de eficiéncia no esquema hV relativa ao ECS
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2.7 Simulagoes de Monte Carlo

Para se determinar a distribui¢do de frequéncia de N; no esquema nV, apds ter
sofrido uma alteragao na média do processo, ultilizamos do procedimento simulagdes de Monte
Carlo, efetuamos o mesmo procedimento, para determinar-se a distribuigdo de frequéncia de
N, no ECS, apés a alteracio na média do processo ( Nz tem uma distribuicio geométrica de
parametro p conhecido): 1

p:_l__ﬂ__

E,[N)’

mas determinamos para comparar-se as distribuigoes. A

Para cada distribuigio de frequéncia, ultilizamos 1000 repeti¢ées de Monte
Carlo, em cada repeticio, foi registrado o niimero de inspegdes até a falha, isto foi contado em
1000 repeticdes. Ao final, temos a distribuicio de frequéncia para os delineamentos, isto é, para
o ECS e para o esquema nV,

A Figura 2.7.13 ilustra a distribuigdo de frequéncia para o ECS, apds a média
do processo ter sofrido um deslocamento de é = 1.0, com o seguiente delineamento :

ng——4
og=1
:3,
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Figura 2.7.13: Distribuigio de frequéncia para ECS

Para a distribni¢io de frequéncia de N, temos:
E,[N3) = 6.34
K[Ng] = 34.44 .

Este processo gastou em média, préximo a seis inspecdes, para se detectar a
alteracdo na média do processo, § = 1.0.

A Figura 2.7.14 mostra a distribui¢io de frequéncia, para o esquema nV, com

o mesmo delineamento do ECS, isto €, com as repectivas alteragbes, com n varidvel onde:

k, = 0.963825 ( limite de adverténcia )
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Figura 2.7.14: Distribuicdo de frequéncia para amostras varidveis

Na distribui¢io de frequéncia N;, temos:
En[No) = 2.95

Vo[ No) = 3.17

Podemos observar, que a distribui¢io para o ECS, é mais dispersa, com relacio

a0 esquema nV.

No ECS, utiliza-se em média, préoximo de seis inspegoes, para detectar-se
a falha, enquanto no esquema nV, nas mesmas condigdes, gasta-se em média proximo de
trés inspegoes, ou seja, aproximadamente a metade das inspegdes, acarretando um ganho de

eficiéncia de 50%.

A Figura 2.7.15 apresenta uma distribuigao de frequéncia de n, no ECS, apés
ter sofrido uma alteracdo na média do processo, 0 delineamento para a distribuicio de N; &

n9=10
=10
ko=13
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Figura 2.7.15: Distribuicdo de frequéncia para o ECS
Neste caso tem-se para distribuicdo de frequéncia N; no ECS:
E_,[Ng] = 13.07

V,[V,] = 170.86

A distribuicio de frequéncia de N; no esquema nV, é apresentado na Figura
9.7.16, com o mesmo delineamento da Figura 2.7.15, onde:

k. = 1.32287
np =1
ng = ol
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Figura 2.7.16: Distribuigao de frequéncia para o esquema nV
Onde, a distribuicio de frequéncia para N, tem-se :

E.[N;] = 4.89
Vi[Ny] = 15.93

Neste caso, 0 ECS gasta em média préximo de treze inspegdes para detectar-se
a falha, j4 o esquema nV gasta-se em média préximo de quatro inspecOes para detectar-se a

falha.

O esquema nV, € em média aproximadamente trés vezes mais rapido do que o
ECS, tendo um ganho de eficiéncia de 75%.

Foram apresentados duas situagdes, entre virias situagdes reais, concluindo-se
entio, que o esquema nV demonstra ser mais eficiente do que o ECS, em diversas situacdes

reais de interesse.
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2.8 Conclusao

Neste trabalho nos propusemos a desenvolver um esquema alternativo para a construgao dos
graficos de controle para a média de um processo que, mantendo os mesmos custos operacionais
basicos que o Esquema Classico de Shewhart, melhorasse na rapidez de deteccdo de perturbagoes

estaveis na média do processo.

O esquema nV que propusemos se mostra muito eficiente para deslocamen-
tos na média do processo, entre 0,2\/ng € 1,2,/rg desvios padrdes de X. Suas propriedades
estatisticas basicas foram estabelecidas de forma completa. '

Acreditamos que resultados interessantes poderio ser também obtidos nos
gréficos para controle da variancia do processo. Também podem ainda ser testadas situagdes -
onde a média do processo se desloca de forma gradual, de M para M + 6.
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