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Resumo

Neste trabalho estudamos alguns aspectos de estimacao e diagnéstico de influéncia
global e local de modelos nao lineares sob a classe de distribuicao misturas da escala
skew-normal, baseado na metodologia proposta por Cook (1986) e Poon & Poon (1999).
Os modelos nao lineares heteroscedasticos também sao discutidos.

Esta nova classe de modelos constitui uma generalizacao robusta dos modelos de
regressao nao linear simétricos, que tém como membros particulares distribuicoes com
caudas pesadas, tais como skew-t, skew-slash, skew-normal contaminada, entre outras.
A estimacgao dos parametros sera obtida via o algoritmo EM proposto por Dempster
et al. (1977). Estudos de testes de hipéteses sao considerados utilizando as estatisticas
de escore e da razao de verossimilhanca, para testar a homogeneidade do parametro de
escala. Propriedades das estatisticas do teste sao investigadas através de simulacgoes de
Monte Carlo.

Exemplos numéricos considerando dados reais e simulados sao apresentados para

ilustrar a metodologia desenvolvida.

Palavras-chave: Modelo de eliminacao de casos; Algoritmo EM; Homogeneidade;
Influéncia Local; Modelo de regressao nao linear; Distribuicao misturas da escala skew

normal.
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Abstract

In this work, we studied some aspects of estimation and diagnostics on the global
and local influence in nonlinear models under the class of scale mixtures of the skew-
normal (SMSN) distribution, based on the methodology proposed by Cook (1986) e
Poon & Poon (1999). Heteroscedastic nonlinear models are also discussed.

This new class of models are a robust generalization of non-linear regression sym-
metrical models, which have as members individual distributions with heavy tails, such
as skew-t, skew-slash, and skew-contaminated normal, among others. The parameter
estimation will be obtained with the EM algorithm proposed by Dempster et al. (1977).
Studies testing hypotheses are considered using the score statistics and the likelihood
ratio test to test the homogeneity of scale parameter. Properties of test statistics are
investigated through Monte Carlo simulations.

Numerical examples considering real and simulated data are presented to illustrate

the methodology.

Key-words: Case-deletion model; EM algorithm; Homogeneity; Local influence;

Nonlinear regression models; Scale mixtures of skew-normal distributions.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

O modelo de regressao nao linear com distribui¢do normal (N-NLM) ¢é freqiiente-
mente utilizado em diferentes areas de pesquisa com o intuito de modelar dados com
distribuicao simétrica; as fungoes nao lineares dos parametros sao utilizadas com o
objetivo de explicar ou descrever os fenomenos sob estudo. Entretanto, é bastante
conhecido que varios fenomenos nem sempre podem ser modelados com a distribuicao

normal, seja pela falta de simetria ou a presenca de valores atipicos.

Em décadas passadas, mesmo quando o fenomeno sobre o estudo nao apresentava
resposta para a qual a suposicao de normalidade da variavel resposta fosse razoavel,
procurava-se algum tipo de transformacao no sentido de obter pelo menos, o compor-
tamento simétrico dos dados. A mais conhecida e usada destas técnicas foi a proposta
por Box & Cox (1964). Recentemente, muitos autores tém discutido o problema da

transformagao de varidveis, veja por exemplo, Azzalini & Capitanio (1999).
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Diante desta problematica, nos tultimos anos, distribuicoes alternativas sao consi-
deradas para resolver este tipo de problema. As distribuigoes elipticas (Fang et al.,
1990) sao, talvez, as mais conhecidas dentre as propostas por preservar a estrutura
simétrica da distribuicao Gaussiana e apresentarem caudas mais ou menos pesadas que
a distribuicao normal. Esta 6tima propriedade tém sido recentemente considerada em
muitos estudos. Por exemplo, Cysneiros & Vanegas (2008) estudaram o modelo de
regressao nao linear com erros simétricos apresentando um estudo analitico e empirico
para descrever o comportamento dos residuos padronizados. Vanegas & Cysneiros
(2009) propoem procedimentos de diagndstico baseados no método de eliminagao de
casos (CDM) para modelos de regressao nao linear simétricos. Recentemente, Cysneiros
et al. (2009) introduzem a classe de modelos de regressao nao linear heteroscesdésticos,
no qual apresentam um processo iterativo para estimar a média e o parametro de dis-

persao do modelo.

Apesar desta nova classe de distribuicoes representar uma boa alternativa a dis-
tribuicao normal, a mesma parece nao ser apropriada quando a distribuicao dos dados
observados ou erros do modelo é assimétrica (Hill & Dixon, 1982). Neste contexto,
as distribuigoes skew-elipticas vém sendo usadas com sucesso. Esta nova familia de
distribuicoes tém a vantagem de ser analiticamente tratéavel e é uma alternativa viavel
para modelar conjunto de dados que apresentam comportamento assimétrico. A dis-
tribuigdo skew-normal, introduzida por Azzalini (1985) é talvez a pioneira dentro dessa
nova estratégia de modelagem que contém como caso particular a distribuicao normal.
Usando a idéia de Azzalini (1985), outras distribuigoes assimétricas foram desenvolvi-
das, como por exemplo, a skew-t, skew-cauchy, skew-slash, skew-normal contaminada,
skew-exponencial poténcia, entre outras. No contexto de modelos nao lineares, podemos
mencionar alguns trabalhos recentes onde foram desenvolvidos estudos com estes tipos
de distribuigdes. Por exemplo, Cancho et al. (2009) apresentam o modelo de regressao

nao linear skew-normal (SN-NLM), na qual uma andlise completa baseada na verossi-
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milhanga é desenvolvida, incluindo o algoritmo EM para encontrar as estimativas de
méxima verossimilhanga (EMV). Recentemente, Xie et al. (2009a) e Xie et al. (2009b)
usaram o teste de escore para testar a homogeneidade das variancias no modelo SN-
NLM. Entretanto, sabe-se que as estimativas dos parametros de um modelo baseado na
distribuicao skew-normal também sao sensiveis as observagoes atipicas como ¢ discu-
tido em Montenegro et al. (2009). Uma soluc¢do para o problema dos dados atipicos em
um contexto assimétrico foi apresentado por Branco & Dey (2001) que propuseram a
utilizacao da classe de distribuigdes misturas da escala skew normal (MESN), a fim de
lidar simultaneamente com a assimetria e diferentes graus de curtose. Por outro lado, é
interessante notar que esta classe contém como caso especial a familia de distribuigoes

mistura da escala normal, como ¢é estudada e discutida em Lange & Sinsheimer (1993).

No entanto, considerando que o modelo assumido é apropriado para um conjunto
de dados, a avaliacao dos aspectos de robustez nas estimativas dos parametros tém sido
uma preocupacao importante de varios pesquisadores nos ultimos anos. O método de
eliminacao de casos (CDM), que consiste em estudar o impacto de cada uma das ob-
servagoes nas estimativas dos parametros depois de ser excluida do conjunto de dados,
é, provavelmente, a técnica mais utilizada para detectar observagdes atipicas (Cook
& Weisberg, 1983). Apesar disso, a investigacao sobre a influéncia de pequenas per-
turbacoes, no modelo ou nos dados, sobre as estimativas dos parametros tém recebido
crescente atencao nos ultimos anos. Esta pode ser alcancada através da andlise de in-
fluéncia local (Cook, 1986). Esta técnica é bastante geral, sendo utilizada para avaliar
a estabilidade das estimativas com relagao ao modelo tedrico e tem sido aplicada recen-
temente com sucesso em modelos lineares e nao lineares sob a classe de distribuigoes
simétricas misturas da escala normal, veja por exemplo, Osorio (2006) e as referéncias
citadas no trabalho dele. Além disso, alguns resultados também podem ser encontra-
dos, considerando a distribuicao skew-normal, veja por exemplo os trabalhos de Lachos
et al. (2005) e Lachos et al. (2008) que aplicam a técnica de influéncia local no modelo

de calibragao comparativa e no modelo de regressao com erros nas variaveis com inter-
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cepto nulo, respectivamente.

Tendo como base, o que foi discutido até aqui, apresentaremos uma breve descri¢ao
do algoritmo EM, que sera utilizado para encontrar as estimativas de maxima verossi-
milhanca (EMV) dos parametros nos modelos nao lineares sob a classe de distribuigoes
MESN. Também apresentaremos um resumo de analise de influéncia aplicados nos mo-
delos nao lineares e finalmente descreveremos os objetivos e a organizacao do presente

trabalho.

1.2 O algoritmo EM

O Algoritmo EM (Dempster et al., 1977) é um enfoque aplicado no célculo iterativo
de estimativas dos parametros do modelo pelo método de maxima verossimilhanca.
Este algoritmo é aplicado ao problema de estimacao a partir de dados incompletos,
aumentando o vetor de dados observados (y.s) com a inclusdo de varidveis latentes
(¥nobs), as quais nao sao observadas diretamente. Obtendo-se, deste modo, o vetor de
dados completos Yeomp = (Yobs, Ynovs), de tal forma que a fungao de log-verossimilhanca
¢ representada por Ceomp(0Yecomp) = 10g(f(Yeomp|@)). Cada iteragdo do algoritmo EM

consiste em dois passos:

e Passo E (Esperanca):
Este passo consiste em calcular a esperanca da log-verossimilhanca completa,

~(i—1
denotada por Q(0|0( )), condicionada no vetor de dados observados. Isto é,

—~ ~(i—1
para a i-ésima iteracao temos que, dado 6 = O(Z ),

~(i—1)

Q08"

~(i—1)

) - E{gcomp(0|yvcomp)|yobsa 0 }7
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e Passo M (Maximizagao):
Consiste em maximizar a log-verossimilhanca completa em relagao aos parametros
do modelo, substituindo os dados latentes por seus valores esperados condicionais
~(i—1)
)

obtidos no passo E. Para a i-ésima iteracao obtemos 5(2) que maximize Q(0|0(

tal que,

()

Q@" "

) > Qo0

|0 ), VO € 0O.
Estes passos alternam-se até convergir e geralmente é considerado como critério de con-

(i i—1
vergéncia HO() _9' )H < €, com € > 0.

1.3 Diagnéstico

Os modelos estatisticos sao ferramentas importantes para extrair e compreender
caracteristicas essenciais de um conjunto de dados. Uma etapa importante na andlise
é a verificacao de possiveis afastamentos das suposicoes feitas no modelo, como por
exemplo, a existéncia de observagoes extremas com alguma interferéncia nos resultados
do ajuste. Os elementos do conjunto de dados que efetivamente controlam aspectos da
andlise sao ditos influentes se elas produzem alteragoes no resultado de andlise quando

excluidas ou submetidas a algum tipo de perturbacao.

Existem basicamente duas abordagens para a deteccao de observagoes que influen-
ciam seriamente os resultados de uma anédlise estatistica: i) a abordagem método de
eliminagao de casos (tradugao livre de “case-deletion model”), em que o impacto de
se excluir uma observacao na previsao é diretamente avaliada por medidas, tais como,
o afastamento pela verossimilhanga e a distancia de Cook (ver, Cook, 1977) e ii) a
abordagem em que a estabilidade dos resultados com relagao ao modelo tedrico é estu-
dado através de diferentes niveis de perturbacao no modelo. Uma técnica desenvolvida

por Cook (1986) conhecida como método de influéncia local teve uma grande recep-
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tividade entre os pesquisadores, gerando iniimeras publicacoes em que a metodologia é
aplicada, seja em classes particulares ou propondo extensoes desta técnica. Por exemplo,
Thomas & Cook (1990) aplicam o método de influéncia local para predigoes em mode-
los lineares generalizados; Laurent & Cook (1993) consideram o método de influéncia
local em um modelo de regressao nao linear, enfatizando a relagao entre o jacobiano
do leverage e o método de influéncia local sobre os valores do modelo ajustado, entre
outros. Nos tultimos anos, varios autores também utilizam este método para modelos
de regressao linear com erros nao normais; veja por exemplo, Galea et al. (2005), Cys-
neiros & Vanegas (2008), Lin et al. (2009). Recentemente Zeller et al. (2010) aplicaram
a técnica de influéncia nos modelos lineares mistos skew-normal/independente. No en-
tanto, estudos de inferéncia e andlise de diagnodstico para os modelos nao lineares sob a

classe de distribuicoes MESN nao tém sido desenvolvidos.

1.4 Definicao dos Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é apresentar um estudo de estimacao e di-
agndstico de influéncia nos modelos nao lineares sob a classe de distribuigoes assimétricas
MESN. Neste estudo, a estimagao dos parametros é feita via o algoritmo EM e a analise
de diagnéstico é baseada na metodologia proposta por Cook (1986) e Poon & Poon

(1999). Definimos os seguintes pontos como os objetivos especificos do nosso trabalho:

1 Descrever a classe de distribuigoes assimétricas de misturas da escala skew-normal,
como discutido em Branco & Dey (2001), Lachos & Vilca (2007), Kim (2008),
Basso et al. (2009), entre outros, e desenvolver algoritmos para estimagao dos

parametros do modelo.

2 Estender o modelo de regressao nao linear SN-NLM apresentado por Cancho
et al. (2009) assumindo que a distribui¢ao dos erros pertence a classe MESN e

desenvolver o algoritmo EM para estimar os parametros de interesse deste modelo.
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3 Fazer uma analise de influéncia local e global, baseada na metodologia proposta

por Cook (1986) e Poon & Poon (1999) nos modelos nao lineares sob a classe

MESN.

4 Propor o teste de escore e o teste da razao de verossimilhanca para verificar
o pressuposto de homocedasticidade do parametro de escala nos modelos nao
lineares sob MESN, que representam uma extensao dos trabalhos apresentados

por Cysneiros et al. (2007) e Lin et al. (2009).

5 Apresentar e descrever o modelo de regressao nao linear heteroscedéastico sob a
classe MESN. Assim como descrever o algoritmo EM para estimacao dos parametros

deste modelo.

1.5 Apresentacao dos Capitulos

No Capitulo 2, apresentaremos a classe de distribui¢oes misturas da escala skew-
normal (MESN), originalmente introduzida por Branco & Dey (2001) e, posteriormente,
estudada por Lachos & Vilca (2007), Kim (2008), Basso et al. (2009), entre outros. Tal
apresentacao tem a finalidade de descrever algumas propriedades, tais como repre-
sentacao estocdstica e os momentos condicionais, que serao tuteis para a implementacao
do algoritmo EM na estimacao dos parametros. Além disso, apresentaremos um estudo

de simulacao para avaliar a performance dos EMV dos parametros.

No Capitulo 3, estenderemos o modelo nao linear SN-NLM, apresentado por Can-
cho et al. (2009), assumindo que a a distribuigdo dos erros pertence a classe MESN.
Em seguida, desenvolveremos o algoritmo EM para estimar os parametros do modelo
apresentado, a funcao escore e a matriz de informacao observada. Para avaliar a per-
formance dos EMV dos parametros realizaremos um estudo de simulagao. Desenvolver-
emos, também, uma analise de diagnéstico de influéncia local e global, baseado na

metodologia proposta por Cook (1986) e Poon & Poon (1999) nos modelos nao lineares
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sob MESN. Finalizaremos este capitulo com uma aplicacao dos dados trabalhados por

Cancho et al. (2009), para ilustrar a metodologia proposta.

No Capitulo 4, faremos uma apresentacao e descricao do modelo de regressao nao
linear heteroscedastico sob a classe MESN, propondo o algoritmo EM para a estimacao
dos parametros neste modelo. Um estudo de simulacao sera realizado para avaliar a
robustez e as propriedades assintéticas das estimativas. Além disso, estenderemos os
trabalhos realizados por Cysneiros et al. (2007) e Lin et al. (2009) apresentando o teste
de escore e o teste da razao de verossimilhanca para verificar o pressuposto de homo-
cedasticidade do parametro escalar (0?) nos modelos nao lineares sob MESN. Posterior-
mente, discutiremos um estudo de simula¢ao com o intuito de verificar as propriedades
assintéticas da estatistica de escore e o poder do teste. Finalmente, apresentaremos
uma aplicagao dos dados trabalhados por Lin et al. (2009) para ilustrar a metodologia

proposta.

No Capitulo 5, finalizaremos esta dissertacao com conclusoes finais e perspectivas

para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Distribuicoes misturas da escala

skew-normal (MESN)

Em muitas aplicacoes de diferentes areas de pesquisa como, por exemplo, financas,
economia, sociologia, climatologia e ciéncias biomédicas, notamos que a estrutura dos
dados e/ou modelos utilizados nao satisfazem a suposicao de normalidade devido, entre
outras causas, a presenca de alta assimetria ou de observagoes atipicas. Por esta razao,
a construcao e estudo de familias paramétricas flexiveis, que sao capazes de acomodar
valores praticos de assimetria e curtose, recentemente tem recebido consideravel atencao

na literatura.

Nesse contexto, a familia eliptica, que agrupa um conjunto de distribui¢oes simétricas
com caudas mais/menos pesadas do que a distribuicdo normal, possui um grande
destaque. A principal vantagem desta classe é que permite estender os modelos desen-
volvidos sob normalidade para um conjunto mais amplo de distribuicoes. Esta classe de
distribuicoes inclui a distribuicao t-student, slash, normal contaminada, entre outras.

Uma descricao detalhada da classe de distribuicoes elipticas multivariadas é apresen-
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tada, por exemplo, em Fang et al. (1990) e Arellano-Valle (2004).

No entanto, apesar desta classe representar uma interessante alternativa a dis-
tribuicao normal, ela pode nao ser apropriada quando a distribuicao dos dados é as-
simétrica. Para tratar este problema, Branco & Dey (2001) propdem a familia de
distribuicoes skew elipticas, que inclui como caso especial a distribuicao skew normal
(Azzalini, 1985). Ao longo deste capitulo discutimos sobre uma sub-classe da familia de
distribuicoes skew elipticas, especificamente, a familia de distribui¢oes misturas da es-
cala skew-normal (MESN). Como veremos, esta classe possui interessantes propriedades
que permitem facil implementacao de algoritmos de otimizagao numérica. Além disso,
a mesma contem como um caso especial a familia de distribuigoes misturas da escala

normal (MEN) (Andrews & Mallows, 1974)

Iniciamos este capitulo com a distribuicao skew normal univariada e uniparamétrica,
mostrando algumas de suas propriedades. Em seguida, apontamos uma relagao entre a
forma uniparamétrica com o modelo skew normal de trés parametros (locagao-escala),
usada para construir a classe de distribuigoes misturas da escala skew normal (MESN).
Para esta classe, também ¢ apresentada algumas de suas propriedades, assim como, sua
representacao estocastica, que ¢é 1util na implementacao do algoritmo EM. Em seguida,
sao apresentados alguns exemplos de distribuicoes pertencentes a esta classe e o al-
goritmo EM para estimacao de maxima verossimilhanca dos parametros em modelos
de locagao-escala MESN. Um estudo de simulacao é apresentado para avaliar as pro-
priedades assintéticas dos EMV dos parametros, mostrando que nosso algoritmo pro-

posto é adequado. Finalmente, algumas consideracgoes gerais sao discutidas.
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2.1 Distribuicao skew-normal padrao

Uma variavel aleatoria Z tem distribuicao skew-normal padrao se sua funcao de

densidade de probabilidade (fdp) é definida por
f2(z) = 2¢(2)®(A2), z € R, (2.1)

onde ¢(.) e ®(.) indicam a funcao de densidade de probabilidade e a func¢ao de dis-
tribuicao acumulada de uma normal padrao. Aqui A € R é o parametro de assimetria,
o qual caracteriza a forma da distribuicao, tal que valores positivos de A indicam assime-
tria positiva e valores negativos indicam assimetria negativa; note que quando A = 0

m (2.1), fz(z) é a densidade de uma normal padrao.

Para consideragoes deste trabalho denotaremos Z ~ SN(\) para representar uma
variavel aleatéria com densidade skew-normal padrao com parametro de assimetria A,

e as principais propriedades que tem esta varidvel Z sao:

e Se Z ~ SN(A), entdo |Z| ~ HN(0,1), onde HN ¢é a distribuigao half normal

padrao,

Quando A — oo a densidade (2.1) converge para uma HN (0, 1),

Se Z ~ SN()\), entao —Z ~ SN(=M),

A densidade (2.1) é log-concava,

1= Fz(2A) = Fz(z =),
o Fy(zA) = [2()]%,
o Z ~ SN(\) entdo Z? ~ x3.

Uma discussao mais detalhada das propriedades e proposicoes podem ser vistas em

Bayes (2005) e Basso (2009).
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Proposicao 2.1.1 Seja uma varidvel aleatoria Z ~ SN(N). Entao,

i) E[Z \/75 Var(Z] =1— 262,

3
ii) O coeficiente de assimetria é v = \/g (2-1)0% (1 - 267) 2,
iti) O coeficiente de curtose € k = % (7 — 3)6* (1 — 20) -

md

Proposicao 2.1.2 Seja Yy, Y ~ N(0,1). Entao,

Z = 8|Yo| + (1 = %)Y, ~ SN(N), (2.2)

2.2 Distribuicao skew-normal com trés parametros

Uma variavel aleatoria Y tem distribuicao skew-normal com parametro de posigao

i € R e escala 0% > 0, se sua fungao densidade de probabilidade (fdp) é definida por:

fy(y):§¢ <y;“)®<xy;“), yeR. (2.3)

e escrevemos Y ~ SN(u,02 )\). Considerando as proposicoes desenvolvidas para a

distribuicao skew-normal padrao, podemos generaliza-las para distribui¢ao skew-normal

com tres parametros.
Proposicao 2.2.1 Se Z ~ SN(\) eY = u+o0Z. EntioY ~ SN(u, 0% ).

Proposigao 2.2.2 Seja uma varidvel aleatéria Y ~ SN(u, 02, \). Entao,

i) BY] = p+00\/2, Var[] =0 (1-20),

i) Os coeficientes de assimetria e de curtose sao 0os mesmos do caso uni paramétrico®.

!Detalhes desta secao podem ser encontradas em Basso et al. (2009)
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2.3 Distribuicoes misturas da escala skew-normal

A fim de introduzir as notagoes necessarias que serao utilizadas ao longo do trabalho,
esta secao é iniciada com a definicao das distribui¢oes misturas da escala skew-normal
(MESN). Uma variavel aleatéria Y é dito ter distribuicao MESN, se esta pode ser escrita
como:

Y = pu+ sx2(U)Z, (2.4)

em que i ¢ o parametro de posicao, Z ¢é uma variavel aleatéria skew-normal com
parametro de posigao 0, escala 02 e de assimetria \; além disso, x(u) é uma fungao de
pesos positiva; U é uma variavel aleatéria com fungao de distribuicao H(+; v) e densidade
h(:;v) e v é um escalar ou vetor de parametros da distribuicao de U, o qual pode ser
conhecido ou desconhecido (Lange et al., 1989). Este parametro estd relacionado com a
curtose, podendo controlar as caudas da distribuicao sob investigacao. Embora posamos
lidar com qualquer fungao , neste trabalho restringiremos a nossa atencao para o caso
em que x(U) = 1/U, ja que sob esta restrigdo interessantes propriedades matematicas
sao obtidas. Dado U = u, temos que Y|U = u ~ SN(u,u"to? \). Assim, a densidade
de Y é dada por:

WAy — 1)
—2/ o(y; ,uto?) @ ( . )dH(u;l/), (2.5)
em que @(+; i1, %) denota a densidade de uma distribuigao normal univariada com média
@ e variancia 02 > 0 e ®(-) é a funcdo de distribuigao da normal padronizada (uni-
variada). A notagao Y ~ MESN(u,0%, \; H) serd usada quando Y tem funcao de
densidade de probabilidade como em (2.5).

Quando H é degenerada com u = 1, obtemos de (2.4) a distribuigao SN (u, 02, \);

quando A = 0, a distribuicao MESN ¢é reduzida a classe de distribui¢coes misturas da

escala normal(MES) representada pela fungao de densidade de probabilidade:

= /OO Gp(y; 1, u” 0 )dH (u; v).
0
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Apresentaremos em seguida alguns resultados importantes para as distribuicoes
MESN, cujas demonstragoes foram desenvolvidas em Lachos & Vilca (2007), Basso

et al. (2009) e Lachos et al. (2010).

Proposigao 2.3.1 A representacgio estocdstica da varidvel Y ~ MESN (u, 0, \; H) é
dada por:
Y = p+ AUY2|Ty| + UV, (2.6)

em que A = 06, I' = 0% — A% |Ty| denota o valor absoluto de Ty, U ~ H(-;v),

Ty ~ N(0,1) e Ty ~ N(0,1) sdo mutuamente independentes.

Proposigao 2.3.2 Seja Y ~ MESN(u, 0%\, H), entio a funcio geradora de momen-
tos (fgm) é dada por:

My (t) = 2/ et”+%“71t2”2(ID(u_l/Q&rt)dH(u), teR. (2.7)
0
Proposigao 2.3.3 Seja Y ~ MESN (u,0% )\, H). Entao,
1) Se E[UY?] < 0o, entio E[Y] = ju+ \/glﬁA ,

2) Se E[U™'] < oo, entio Var[Y] = kyo* — 2k3A?, com K, = E[U™?] ¢ A = 06.

Um resultado importante para a implementacao do algoritmo EM é o calculo dos
seguintes momentos condicionais k, = E[U’|y] e 7, = E[U"*Wg(UY2A)|y], com
We(x) = ¢(x)/P(x), x € R. As demonstragoes destes resultados podem ser encon-
tradas em Zeller (2009).

Proposigao 2.3.4 Seja Y ~ MESN(u,0?, X\, H) e o fator de mistura de escala U ~
H. Entao,

N}

290(y)
¥(y)

Yo(y)

/2 1/2
o) EU,"o(U,"A)],

EU;o(U,2A) e 7 =

em que 1y € a fdp de Yo ~ MEN(u,0% H), U, 2 UlYog e A= Moty — p).
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A seguir apresentaremos alguns exemplos de distribuigoes que pertencem a classe

das distribuicoes MESN:

e Distribuicao skew-t com v graus de liberdade. Neste caso consideramos
U~ Gamma(v/2,v/2), v > 0, em (2.5), onde Gamma(a, b) denota a distribui¢ao

gamma com média a/b. A densidade de Y tem a seguinte forma:

G a\"F ¢7IT_
f(y)—m<1+;) T( d—i—yA’V_l_l)’ y € R, (2.8)

em que d = (y — pu)*/0? e T(;v) denota a funcio de distribui¢io da t-student,

com parametro de posicao zero, escala um e v graus de liberdade, denotada por
t(0,1,v). Usaremos a notagao Y ~ ST (u, 0%, \; v) para representar a distribuigao
skew-t. Um caso particular da distribuicao skew-t é a distribuicao skew-cauchy,
quando v = 1. Quando v — oo, temos a distribuicao skew-normal como caso

limite?. Considerando a Proposicao 2.3.3, a média e a variancia da varidvel Y sao

E[Y] = “JF\/g(FF(:?)))A’ v>1e

Varly] = (yiz) 0—2—%<FF(Z;))2A2, v>2,

A
V1EAZT

dados por:

emque A =cded =

e Distribuicao skew-slash. Neste caso temos U ~ Beta(v,1) - onde Beta(a,b)
denota a distribuicao beta com parametros a e b - com parametro de assimetria
v. Usaremos a notagao Y ~ SSL(u,0% \;v) para representar a distribuigao

skew-slash. A densidade de Y é dado por:

1
f@wﬂg/u%w@mw*&@wmmmuyeR. (2.9)
0

A skew-slash é uma distribuicao de cauda pesada, tendo como limite a distribuicao

skew-normal (quando v — c0)3.

2 Aplicagoes podem ser obtidas em Lin et al. (2007) e Azzalini & Genton (2008)
3 Aplicagoes podem ser encontradas em Wang & Genton (2006)
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Da Proposigao 2.3.3 também é possivel verificar que:

ElY] = u+\/g(2y2i1)A, v>1/2 e
vl = (2)e (2) (325 ) 8 v

e Distribuicao skew-normal contaminada. Aqui U é uma variavel aleatéria

discreta que toma um de dois estados considerando que a fungao de probabilidade

de U é dada por

h(u‘l/) = Vﬂ(uzw) + (1 - I/)I[(uzl), O<r<l,0<y <,

tal que v = (v,v)".

Denotamos por Y ~ SCN(u,0% \;v,~) para representar a distribuicio skew-

normal contaminada. Da defini¢ao (2.5), temos imediatamente:

f) = 2{vo(y; .y 'o?)P(y?A) + (1 — v)d(y; 1, 0”)(A)}. (210)

Os parametros v and v podem ser interpretados como a proporcao de outliers e
o fator escala, respectivamente. A distribuicao skew-normal contaminada reduz
a skew-normal quando v = 1. Assim, da Proposicao 2.3.3, temos que a média e a

variancia sao dadas por,

2 v

9 2
VarlY] = Pirou)er -2 (2o r1-v) A2
gl T \7?

Com o objetivo de comparar estas quatro distribui¢oes, na Figura 2.1 mostramos as
densidades da SN(u,c? \), ST(u,0%,X;2), SSL(u, 0 \;1) e SCN(v,0%, X;0.5,0.5),
compu=002=1el=-25,0,2.5. Note que alteramos a escala das densidades para
que as mesmas possuam o mesmo valor na origem. Podemos observar na Figura 2.1
que as distribuicoes skew-slash, skew-t e skew-normal contaminada tém caudas mais

pesadas que a distribui¢ao skew-normal.
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Assimetria Negativa (A=—2.5) Simetria (A=0) Assimetria Positiva (A=2.5)

SN

- sSNC
< --+4- ssL

Densidade
Densidade
Densidade

T T T T t T
-8 -6 -4 -2 o 2 -5 o

Figura 2.1: Funcao de densidade da SN, ST, SSL e SCN.

2.4 Estimacao dos parametros nos modelos MESN

Com o intuito de estimar os parametros pelo método de maxima verossimilhanca
nos modelos sob a classe de distribuigoes MESN, nesta secao adaptamos o algoritmo
EM, proposto por Dempster et al. (1977), para o problema em estudo. Para fazer isso,

apresentaremos a representacao hierarquica dos modelos MESN sob um ponto de vista

de dados incompletos.

2.4.1 Estimagao dos parametros via algoritmo EM

O modelo hierdrquico para uma variavel aleatéria com distribuicao MESN é dado por:

Yi|Ui = ui, Ty =t; ~ N(u+ Aty,u;'T), (2.11)
T|Ui =u; ~ NT(0,u;*;(0,00)), (2.12)
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emque A =00, = (1 —6%) 0*e NT(a,b, (p,q)) denota a distribui¢cao normal truncada
no intervalo (p,q). Um resultado importante e de muita utilidade é que a distribuicao
de ZTZD/Z = Vi, UZ = U, é NT(/J“Tlauz_lM’Z%7 (0> OO))7 com

A r
K A2 4+ F(y ,U,), T A2 4T

Considerando o passo E do algoritmo EM, representamos a estimativa dos parametros
¢ = g(0) por E = g(@), onde g(-) é uma funcio genérica de @ = (u, 02, \)". Dado
Yy =W, yn), t = (ts,...,tn) e = (uy,...,u,) ", a funcio de log- verossimi-
lhanga completa com (y,t,u) é expressa por:

Ceomp(By, t,1) = ¢ — glogf‘ - % z;u(y — = At)? + ;log (h(us;v)), (2.14)
em que ¢ é uma constante que nao depende de 6.

Seja @y = E[U|0 = 0,y], al; = E[Uit:|0 = 0. y], ut® = E[Ut2|6 = 8,y,] e usando a
propriedade recursiva do valor esperado, obtemos

—
~ ~

uty = U;(fir + ) + Mr#y,, ut? = Wilfig, +0)? + M} + Mr(fir, + 20)7,,

em que

UYh.,
?12. =F Ui1/2Wq>( Z/\luTi) O,yZ] .
My

As esperangas condicionais: u; = uj, e 71,, podem ser derivadas dos resultados da
Subsegao 2.1 dado por Basso et al. (2009).

Assim, o valor esperado condicional da log-verossimilhanga completa é:

k)

~ ~ 1
QO8") = Elleony(0)y.8" = = Zog(D) = o= > [ (5 = ”

i=1

~ — (k) R
— 2A(y — ity Aut? 4+ B [log (h (ui; v)) |y, e(k)H ,

~(k) . =
onde @ ~ é o valor atualizado de 6.
O passo M contém expressoes matematicas analiticamente intratdveis, que podem ser
substituidas por uma seqiiéncia de passos de maximizagao condicional (CM). Este pro-

cedimento é conhecido como Algoritmo ECM (Meng & Rubin (1993)). A seguir
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descreveremos este tipo de algoritmo EM para a estimativa de maxima verossimilhanca

dos parametros da distribuicao MESN.

k) —5k)

(k) ,ut?  parai=1,...,n.

~(k ~
Passo E: Dado 0( ), calculamos u; utg

~(k ~(k
Passo CM: Atualizamos 9" maximizando Q(0|9( )) sobre 6, o qual resulta nas

seguintes expressoes:

n n

~ ~ (k) » ~(k
At = @y - at AW/ aY),

i=1 i=1

D+ 2 Z {Ak A(k+1)) (s — ﬁ(k—l—l))?ﬁg )A(k-i-l) + ut2 (AZ) (k1) |

P ~ n — (k
Rtk Z 0 (i — ) St
i=1

em que 1(y;0) é a densidade MESN.

~ (k+1 ~ o~ o~ =
Os valores de 02( o e A podem ser recuperados pelas relacdes A = A/ \ﬁ e

/\

= A2 ¢ f respectivamente, tal que o processo de estima(;éo é iterado até cumprir

k+1) .
|| < €, com € suficientemente

alguma regra de convergéncia, por exemplo se ||9
pequeno. Neste trabalho, denominaremos essa variante do algoritmo EM por algoritmo

tipo EM
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2.4.2 Estudo de simulacao

Com o intuito de avaliar a performance do método proposto para estimar os parametros
no modelo com distribuicao MESN, apresentamos o seguinte estudo de simulagao, onde
mostramos que a estimacao dos parametros através do algoritmo tipo EM proporciona
boas propriedades assintoticas, como esperado.

Realizamos um estudo de simulacao Monte Carlo com o seguinte modelo:
Y;':ﬁl—i—ﬁgl’i—l—&', 2':1,...,71, (215)

onde ¢; ~ MESN (—\/gklA, o2, \; H) sdo varidveis aleatdrias iid com média zero. A
variavel z; foi gerada considerando uma distribui¢ao uniforme no intervalo (0.1,20) e
os valores sao os mesmos em todas as simulacoes. Os valores dos parametros foram
estabelecidos como 3; = 37, 8, = 0.6,0% = 0.5, \ = —3.

Assim, com o objetivo de avaliar as estimativas dos parametros para o modelo (2.15)
comparamos o valor do desvio relativo médio dos parametros para diferentes taman-
hos de amostra, sendo o principal foco de nosso interesse a avaliacao do viés e do erro
quadrético médio (EQM) das estimacoes obtidas pelo algoritmo tipo EM. Os tamanhos
de amostras fixados sao n = 30, 50, 100, 150, 200, 250, 300, 400, 500 e para cada com-
binacao dos parametros e tamanhos de amostra, foram geradas 1000 amostras dos
modelos MESN; isto é: skew normal(SN-LM), a skew-t (ST-LM) com v = 3, e a skew
slash (SSL-LM) com v = 2. Entao calculamos o viés e o erro quadratico médio (EQM)
sobre todas as réplicas.

Para 0 = (01,05, 03,0,) = (31, 32,0%, \), temos que

1000 1000
1 1

: 70 7 2
Vies(0;) = 15 > (9]. —ej) e BQM(0;) = 15 > (ej - 9]-) G=1,....4

(2.16)
Nas Tabelas 2.1 e 2.2 e nas Figuras 2.2 e 2.3, podemos observar que os valores médios
do viés e do EQM sao pequenos em todos os parametros, a excecao do A. Assim, temos
que a medida que os tamanhos de amostras aumentam os valores do viés e EQM se

aproximam a Zero.
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Podemos concluir através dos resultados do estudo de simulacao que a performance
dos EMV obtidos pelo algoritmo tipo EM é aceitavel, ja que tanto o viés como o
EQM tendem a zero a medida que o tamanho da amostra n aumenta. No entanto
ressaltamos que para tamanhos nao muito grandes de amostra, o parametro \ tem

estimativas viesadas.

B P2
e _ S -
S — SN 2 — SN
| --8ST - - 8T
++ SSL _ ++ SSL
©
O_ —
o
8 g 8-
> >
8 -0 °
S NN _
8 S
S T T T T T T T 1 T 1T T T 1T T T 1
30 50 150 250 400 30 50 150 250 400
Tamanhos de amostra (n) Tamanhos de amostra (n)
o° A
2 _ o _
) - .
— — \'.
N e
w o .
g_ S __._.\.Q:;:. ___________________ -
(%] ]
8 | 2 i \/____’_"—-—
> >
8 o
g T
| — SN a — SN
o - = ST - = ST
- ++ SSL : h .+ SSL
S T T T T T T T 1 I T T 1T T T T T 1
30 50 150 250 400 30 50 150 250 400
Tamanhos de amostra (n) Tamanhos de amostra (n)

Figura 2.2: Viés dos EMV de 31, (2, 0% e X para o modelo Y; = 31 4 Box; +¢;, i=1,...,n.
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Figura 2.3: EQM dos EMV 31, 32, 02, e A para o modelo Y; = 3 + fox; + €5,

2.5 Consideracoes finais
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Neste capitulo apresentamos a classe de distribuicoes MESN, desenvolvendo suas

propriedades mais relevantes, assim como, o algoritmo tipo EM para estimacao de

maxima verossimilhanga (EMV) dos parametros. Mostramos por meio de um estudo

de simu-lacao que as estimacoes do modelo locacao-escala na classe de distribuigoes

MESN tém boas propriedades assintéticas, no sentido que o viés e o erro quadratico

médio tendem a zero. Esta classe de distribuicoes é bastante abrangente e tem sido
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Tabela 2.1: Viés dos EMV dos parametros com diferentes tamanhos de amostras.

SN

n 61 B2 a? A

30 -0.005538 7.704056e-04 -0.095174  -0.102838
100 -0.000642 1.242774e-06 -0.007267  -0.524677
200 0.000543 -2.224958e-05  -0.005089  -0.194227
300 -0.001105 3.248876e-05 -0.003005 -0.132154
500 -0.000292 3.221047e-06 -0.001549  -0.083597

ST

n 61 B2 a? A

30 0.047329 -2.157411e-04  -0.097386 0.493508
100 0.005783 -1.790982¢-04  -0.010565  -0.167699
200 -0.002517 3.138173e-04 0.000871 -0.199745
300 0.000892 -1.189951e-04 0.001325 -0.132872
500 0.000531 -6.684754e-05 0.002441 -0.102653

SSL
n B1 B2 o? A
30 0.025595 -1.20951e-03 -0.104648 0.714446
100 0.001434 1.78818e-04 -0.016474  -0.154642
200 -0.000813 9.20431e-05 -0.001448  -0.155439
300 -0.001458 1.30775e-04 0.001162 -0.153093
500 -0.001877 2.91470e-05 0.001742 -0.093730

a base de alguns estudos recentes como, por exemplo em Basso et al. (2009) usam
esta classe de distribuigbes em misturas finitas de distribuicoes; Zeller et al. (2010) que
estudam esta classe de distribuicoes em modelos lineares mistos. No entanto, surge a

inquietude de estender estes métodos em modelos nao lineares com erros sob a classe

de distribuigoes MESN.
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Tabela 2.2: EQM dos EMV dos parametros com diferentes tamanhos de amostras.

SN
n B1 B2 o? A
30 0.026953 1.779123e-04 0.044952  7.580480
100 0.007735 5.535795e-05 0.012346  3.677420
200 0.003441 2.386031e-05 0.006051  1.130500
300 0.002374 1.724803e-05 0.003811  0.545057
500 0.001584 1.092020e-05 0.002467  0.300480
ST
n B1 B2 o? A
30 0.049981 2.703588e-03 0.049676  2.437909
100 0.013850 7.246418e-05 0.015904  1.203927
200 0.006733 3.479262e-05 0.009069  0.817658
300 0.004349 2.155480e-05 0.005716  0.486148
500 0.002789 1.327071e-05 0.003720  0.302482
SSL
n B1 B2 o? A
30 0.047029 3.023485e-04 0.043794  3.586345
100 0.013468 8.405593e-05 0.013784  1.307183
200 0.006815 4.386702e-05 0.007931  0.842009
300 0.004190 2.759513e-05 0.004641  0.588331
500 0.002387 1.5668120e-05 0.003073  0.323788




Capitulo 3

Modelos nao lineares sob a classe de

distribuicoes M ESN

Os modelos normais de regressao linear e nao-linear podem ser considerados como
uma das ferramentas mais populares para a andlise estatistica de dados. No entanto,
os fenomenos sob investigagao nem sempre estao de acordo com o modelo normal, seja
devido a falta de simetria ou a presenca de observagoes atipicas. Para lidar com este
problema, algumas propostas foram elaboradas na literatura substituindo a suposicao
de normalidade por classes paramétricas (e ndo paramétricas) mais flexiveis de dis-

tribuigoes.

Dentro deste contexto, e sendo o foco de nosso trabalho os modelos nao lineares
podemos citar os seguintes trabalhos: Cordeiro et al. (2000) que estudaram as es-
timativas de maxima verossimilhanca corrigidos na classe simétrica de modelos de
regressao nao linear. Cysneiros & Vanegas (2008) que estudaram os modelos simétricos
de regressao nao linear, realizando um estudo analitico e empirico para descrever o

comportamento dos residuos padronizados. Lemonte & Cordeiro (2009) que estudaram

25
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os modelos nao lineares considerando que os erros seguem uma distribuicao Birnbaum-
Saunders. Por outro lado, Cancho et al. (2009) introduzem os modelos de regressao
nao linear skew normal (SN-NLM) e apresentam uma anélise completa baseada na vero-
ssimilhanca, incluindo o algoritmo EM para encontrar os EMV. No entanto, nao tém

sido estudado os modelos nao lineares sob a classe MESN.

A andlise estatistica se assenta em trés pilares fundamentais: a modelagem que
estamos considerando, a estabilidade dos resultados e inferéncias e a avaliacao das ob-
servacoes influentes, que sao os elementos dos dados que controlam os aspectos da
andlise. Sobre este ultimo, existem duas principais abordagens para deteccao de ob-
servagoes influentes: i) a abordagem modelo de eliminagao de casos (CDM), em
que o impacto de excluir uma observagao sobre a previsao esta diretamente avaliada
por medidas tais como o afastamento pela log-verossimilhanga e a distancia de Cook
(ver, Cook, 1977) e ii) a abordagem conhecida como influéncia local, que foi desen-
volvida inicialmente por Cook (1986). Nesse contexto, nos iltimos anos, muitos autores
estudaram estas duas abordagens para os modelos de regressao linear e nao linear con
distribui¢oes nao normais, como por exemplo Galea et al. (1997) que estudaram a andlise
de influéncia local em modelos de regressao linear elipticos. Ortega et al. (2003) que
estudaram a andlise de diagndstico em modelos de regressao log-gamma generalizada.
Lachos et al. (2005) e Lachos et al. (2008) que aplicaram a técnica de influéncia local
no modelo de calibragao comparativa e no modelo de regressao com erros nas variaveis
com intercepto nulo, respectivamente. Ferreira (2008) que fez uma andlise de inferéncia
e diagnéstico em modelos assimétricos. Xie et al. (2009a) que estudaram a andlise de
diagndstico para os modelos de regressao nao linear skew normal com erros AR(1). Lin
et al. (2009) que estudaram a andlise de diagnéstico para os modelos nao lineares com
distribui¢ao skewt-t-normal e recentemente Zeller et al. (2010) que fazem o anélise de
influéncia nos modelos lineares mistos com skew normal. No entanto, até agora nao ex-

iste a andlise de diagnéstico nos modelos nao lineares sob a classe de distribuicao MESN.



27

Neste capitulo apresentaremos os modelos nao lineares sob a classe de distribuicoes
misturas da escala skew normal, desenvolvendo as duas abordagens da andlise de di-
agnostico para esta classe de modelos. Os resultados deste trabalho, serao o comple-
mento da teoria apresentada no capitulo anterior e servira como uma alternativa para
avaliar e estudar os modelos nao lineares, sobre um enfoque diferente das técnicas ex-
istentes.

Iniciaremos este capitulo com a descricao dos modelos nao lineares sob a classe de
distribuigoes mistura da escala skew normal (NLM-MESN). Definiremos a funcao de
log-verossimilhanga, a fungao escore e a matriz de informagao observada (MIO). Des-
creveremos o algoritmo tipo EM para obtencao das estimativas de maxima verossimi-
lhanga (EMV) dos parametros do modelo. Apresentaremos também, alguns critérios
de selegao de modelos e a construcao dos envelopes simulados (Atkinson, 1981) com
o intuito de analisar os residuos de Pearson, além disso, avaliaremos por meio de um
estudo de simulagao o desempenho dos EMV dos parametros dos modelos nao lineares
sob a classe de distribuicoes MESN.

Desenvolveremos de uma maneira detalhada o andlise de diagnéstico para os modelos
nao lineares sob a classe de distribui¢bes mistura da escala skew normal (NLM-MESN),
considerando o modelo de eliminacao de casos (CDM) e a influéncia local. Estudare-
mos o conjunto de dados, Produtividade de dleo de palma, que foi apresentado em Foong
(1999) e trabalhado por Cancho et al. (2009), com a finalidade de estimar os parametros
considerando os modelos nao lineares sob a classe MESN, fazendo também uma andlise

de diagnostico. Por fim, apresentaremos as consideracoes gerais do capitulo.
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3.1 Descricao do modelo

O modelo de regressao nao linear sob a classe de distribuicoes MESN, denotado por

NLM-MESN, ¢ definido por:
Yi=n(B,x;)+e;, i=1,...,n, (3.1)

em que Y; é a variavel resposta, 7(.) é uma fungao injetiva e duas vezes diferenciavel
com respeito ao vetor de parametros B = (Bi,...,3,)", x; é um vetor de valores
das variaveis explicativas. Neste trabalho assumimos que os erros aleatérios e; ~
MESN(—\/gK,lA,Oj,)\; H), com k; = E{U 2}, A =06 ed = N (1+ )2 que
correspondem ao modelo em que os erros tém média zero. Pela propriedade de lineari-

dade temos que Y; ~ MESN (n(3,%;) +bA,0% X\; H), parai = 1,...,n. Entao:

2
E[Y]] = n(B,x;), Var[Yi] = kao® — VA% em que b= —1/ =K.

™

Estes resultados podem ser provados usando o Lema 2 dado em Basso et al. (2009) e a

Proposicao 2.3.3, isto é,

E[Y;] = /BXZ +€z _77/6}(2 +E52
= n(B,x;) — \/7/~€1A—|—\/7/€1A
= (Baxi)

VarlY;] = Var[n(B,x;) + &) = Varle]

= kool — V20202 = Koo — VPA?

Seguindo as sugestoes dadas por Lange et al. (1989) e Berkane et al. (1994), assumimos
que o valor de v é conhecido ou fixado de antemao. Estes autores apontaram dificuldades

na estimacao de v, devido a problemas na fungao de verossimilhanca.
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3.2 Funcao de log-verossimilhanca
A funcio de log-verossimilhanca para 8 = (8',0%, \)", dada uma amostra y =
(Y1, yn) ", é definida por £(0) = Z&-(O), em que
i=1
1 1,
0;(0) =log2 — 3 log 27 — 5 logo” + log K;,

com K; = [° ut/? exp{—%uidi}q)(uil/zAi)dH(ui), em que d; = (y; — n(B,x;) — bA)?/o?

)

é a distancia de Mahalanobish e A; = (y; — n(8,x;) — bA)\ /0.

e Funcao escore

i , oe) < _ 06:(0) _
A fungao escore é dada por U(0) = 90 ; Ui(0), em que U;(0) = 0
(U:(B) ", Ui(0?), Ui()\))T e para v = 3,02 ou \, U;(v) tem a forma:
00;(0) 10loge? 1 0K; .
(v) = - — ,i=1,...,n, 2
Ui(7) o 3 o +K¢ o i n (3.2)
em que
0K; 04; 1 3\ 9d;
L T1%(1 oot (2) 2
oy ’<>8’y 21(2)87
e Matriz de informacao observada
2 noa2g
A matriz de informagao observada J(0) = —m = — Z 0 €Z(HT)7 tem ele-
0000 — 0000
20,
mentos dados por J,, = — %(;OT) . para v, T = (3,02 ou A, onde
oyorT 2 0v0TT K} Oy OrT  K;0v0TT’
e
PK;, qu) 5\ dd; od; qu) 3 0?d; B lpﬁ 2) 0A; 0d; N od; 0A;
oyorT 4 \2) oyorT 20 \2)oyorT 277 Oy orT Oy orT
0A; 0A; 02 A,
I (2) At T :
z() 070TT+2()(3781'T7
com,

)
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e
120w = — [T utesp (—gunta + 42) ) dtrtu.
2T 0 2
Note que podemos escrever K; = I;I’(%), parai=1,...,n.

De Basso et al. (2009), temos os seguintes resultados para as principais distribuigoes

MESN consideradas neste trabalho:

o Skew-t:
20UV 2T (w + v/2) v+ 2w
S = SR T dge ( 1o YT “’) ¢
2wyu/2r(u+2w)
If’(w) - ; V42w’
V2rD(v/2)(d; + A7 +v) 2
o Skew-slash:
vtw d;
) = EEEDp () pesia)
s v (v +w) d; + A?
[i ('lU) — \/%(dl + A?)V—i—w 1 + w, 72 ,

onde S; ~ Gamma(v + w, L) 1).

As derivadas de d; e A; envolvem manipulacoes algébricas padronizadas e podem ser
encontradas em Cancho et al. (2009).

Note que desde que temos expressoes para a matriz de informacao observada e fungao
escore para @, o método de Newton-Raphson também pode ser facilmente implementado
para obter os EMV. Contudo, neste trabalho discutiremos os passos necessérios para a

implementacgao do algoritmo tipo EM.
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3.3 Estimacao dos parametros via algoritmo tipo

EM

Com o objetivo de estimar os parametros nos modelos NLM-MESN via algoritmo
tipo EM, seguimos a seqiiencia apresentada na Subsecao 2.4.1, para a qual utilizamos

a seguinte representacao hierarquica para Y;

YilUi=u;, Ty =t; ~ N(B,x;)+ At;,u;'T), (3.3)
T|Ui = u; ~ NT(bu;*;(b,00)), (3.4)
U, ~ H(:v), (3.5)
em que,
I'=(1-6)0* A=06 b= —\/glﬁ, e r = E{U Y. (3.6)
m

Segue que a distribuicao de T;|Y; = y;, U; = u; é NT((juri + b, u; " M2); (b, 00)), com

, T A

MT = m7 € Ur, = m(yl - n(ﬁ,xl) — Ab)

Passo E:

T

Sejam y = (y1,..., %), t = (t1,...,ta)" eu = (ug,...,u,)". A funcio de log-

verossimilhanca completa para @ = (8",0%, \)" associada com (y,t,u) é dada por:

n

1
gcomp(eb"a t, u) =CcC—Z logF - ﬁ ; ( (/37 Xz) )27 (37)

~(k R
em que ¢ é uma constante que nao depende de 6. Assim, dado 0( ), encontramos ugk)

~ (k) k)

ut; " e ut? para i =1,...,n, através das seguintes relacoes:
i = EUje=6"y)
it = BUt0 =8" yl = ol ) +v) + P,

—5 k) A(k) ~ ~ e
ut? = EU#16=0"y) =" (@) +0)° + MV + M0 () + )Y,

)
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em que
UM
9 = B UMW (P8,
' M
T

Para a distribuicao skew-t e skew-slash temos expressoes computacionais atrativas que
podem ser facilmente implementadas (vide Basso, 2009).

Passo CM:

A Q-funcao é dada por:

Q(010") = Elloony(0)]y, 0

~(k ~ ~(k
em que 0( ) é o valor atualizado de 6. O passo CM consiste em atualizar 0( : pela

~(k
maximizacao Q(0|0( )) sobre 6, que leva as seguintes expressoes:

gy = argminﬁ(z(k) — n(ﬁ,x))Tﬁ(k)(Z(k) —n(B,x)), (3.8)

n -~ (k)
Akt _ D uty (Y — W(B(k+1)7 X;))
o n k)

Zi:l “t?

. 1< ~(k k)
L = n Z ((yz - ﬁ(ﬁ(kﬂ), Xi))ZUE = 2A(k+1)(yi - n(ﬁ”““), X;))ut;
i=1

, (3.9)

—~(k
- (A2)(k+1)ut2§ )) , (3.10)
em que U® = diag(ﬂgk), . .,a,(f’) e z®) é a resposta observada corrigida, dada por

~ (k) ‘0
= utg ) / ul(-k). Este processo ¢ ite-

A . . C e . , Ak Ak
rado até que uma regra de convergéncia definida seja satisfeita, isto é, se HO( '_9' )||

7k — y_z(k)?(k)’ com ;(k) _ (ﬁ(k) 7’-\(’9))1' e ?(k)

yereyin i

é suficientemente pequeno ou até que uma certa diferenca envolvendo duas avaliagoes
sucessivas do log-verossimilhanga ||€(§(k+1)) — E(a(k))H ou ||€(§(k+1))/€(§(k)) — 1|, seja
suficientemente pequena. Uma observacao interessante é que no passo CM as estimagoes
de 3 sao equivalentes as estimativas obtidas pelo método de minimos quadrados pon-

derados em um modelo nao linear da forma z = n(3,x) + €, permitindo uma eficiente

implementagao do algoritmo em softwares estatisticos como SAS, R, Ox e Matlab. Note

A ~ — (k)
= c— 2log(l) — — {wﬂm—MQ&»ﬁnA@—anmwﬁ+A%ﬁ
1

Y
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também que as estimativas para o?*+1) e \#+1) podem ser obtidas usando (3.6), isto

é,Xzﬁ/\/F632:£2+f.

3.3.1 Consideragoes para a implementagao

Sabe-se que os métodos computacionais para estimativas de maxima verossimilhanca
de fungoes nao-lineares podem enfrentar alguns obstaculos, no sentido de que o método
nao necessariamente pode fornecer solugoes globais, se os valores iniciais estao longe
dos valores verdadeiros dos parametros. Assim, a escolha dos valores iniciais para o
algoritmo tipo EM no contexto nao-linear tem um grande papel na estimativa dos
parametros. Em nossos exemplos consideraremos o seguinte procedimento para o caso

SN-NLM:

~

e Obter as estimativas B( ) usando o método de minimos quadrados ponderados

e Calcular os valores iniciais (52)© e A usando os residuais e o método dos es-
timadores de momentos, apresentados em Basso et al. (2009) e Lin et al. (2007),
com M; = 0. O intervalo para o coeficiente de assimetria v; da distribuigao SN
é aproximadamente (—0.9953,0.9953), como apresentado em Azzalini (2005). No

)

, . e e e . ~(0 ~
entanto, o métodos de momentos podem produzir valores iniciais de % que nao

estao neste intervalo. Neste caso, usamos como pontos iniciais os valores —0.99

(se 7\” < —0.9953) ou 0.99 (se 1\” > 0.9953).

No entanto, quando modelamos dados usando a ST-NLM, SCN-NLM ou a SSL-NLM,

adotamos a seguinte estratégia:

e Obter os valores iniciais através do método dos momentos para o SN-NLM, como

foi descrito no item anterior;
e Obter as estimacoes dos parametros da SN-NLM, via o algoritmo tipo EM;

e Usar as estimativas obtidas no item anterior como valores iniciais do algoritmo

tipo EM para os correspondentes parametros dos modelos ST-NLM e SSL-NLM;
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e Para estimar v no modelo ST-NLM e SSL-NLM, fixamos valores inteiros para v
desde 3 até 100 e desde 2 até 100, respectivamente, escolhendo o valor de v que

maximiza a funcao de verossimilhanca.

3.3.2 Selecao de modelos

Alguns critérios de escolha de modelos geralmente utilizados sao: o AIC (Akaike, 1974)
e o Critério de Determinagao de Eficiéencia (EDC) (Bai et al., 1989). Estes sao definidos
por

~

_2€(0) + VCn,s

em que /() é alog-verossimilhanga, v é o niimero de parametros livres que sao estimados
no modelo e o termo de penalizagao ¢,; que é uma seqiiéncia (conveniente) de nimeros
positivos. Temos que ¢, = 2 para o AIC. Para o critério EDC, ¢, é escolhido de modo
que satisfaz as condigoes ¢, /n — 0 e ¢,/(loglogn) — 0, quando n — co. Aqui usamos

¢ = 0.24/n, que foi considerado em Bai et al. (1989).

3.3.3 Analise de residuos

A anélise de residuos tem como finalidade identificar observagoes atipicas, assim como
verificar a correta especificacao do modelo ajustado. Para isto, neste trabalho definimos

o seguinte residuo padronizado, comumente chamado de residuo de Pearson,

~

= A (3.11)
Var(y:)
em que @(yi) = K02 — %@82/5\2, i =n(8,x;), i=1,...,n, com 3, 52 e 6 sendo as

EMV de 3, 0% e §, respectivamente.
Com estes residuos padronizados construimos envelopes simulados, como foi sugerido
por Atkinson (1981), para detectar uma incorreta especificagao da distribuigao do erro,

da componente sistemética n(3,x;) assim como a presenga de observagoes atipicas.
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3.3.4 Estudo de simulacao

Na Subsecao 2.4.2 desenvolvemos um estudo de simulacao para avaliar a performance
dos EMV obtidos pelo algoritmo tipo EM nos modelos MESN. Nesta Subse¢ao, nosso
objetivo é comparar o desempenho das estimativas dos parametros nos modelos nao
lineares na classe MESN com presenca de outliers na variavel resposta. Para isto,

realizamos um estudo de simulacao Monte Carlo usando o seguinte modelo:

- B
= 1+ By exp(—PFs;)

iid . e L L
ondeg; ~ MESN(— \/g k1A, 02, \; H) sdo variaveis aleatérias independentes e idéntica-

+e&, i1=1,...,n =50, (3.12)

mente distribuidas com média zero. Cada valor de z; foi gerado considerando uma
distribui¢do uniforme no intervalo (4,53) e sdo os mesmos em todas as simulagoes.
Os valores verdadeiros dos parametros considerados para nosso estudo foram: (; =
37.3, 0o = 44.5, 83 = 0.73,02 = 2.95, A = =2 (i.e., A = 1.537). Geramos 2000 amostras
da SN(—WA, 02, \) e para garantir a presenca de um outlier, fizemos Y;* = Y; — 4,
onde Y; é o valor central da amostra e ¥ = 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10. Em cada réplica
obtemos os parametros estimados com e sem a perturbacgao considerada, denotadas por
0e é(i), respectivamente. Em todos os casos consideramos o modelo skew normal (SN-
NLM), skew-t (ST-NLM) com valores de v = (3,6, 10), skew-slash (SSL-NLM) com
v = 2 e skew normal contaminada (SCN-NLM) com v = (0.2,0.2). Por fim, calculamos

. . . 0,
as mudancas relativas das estimativas de 3, (2, 33 e 0% usando % — 1‘.

Nas Figuras 3.1 e 3.2, podem ser encontrados os valores médios das mudangas relativas
nas estimativas para as 2000 réplicas, onde podemos observar que para todos os modelos
as mudancas relativas aumentam conforme aumentam os valores de 9. No modelo skew-
t a influéncia nas estimativas aumentam quando v também aumenta. No entanto, para
os modelos MESN com caudas pesadas, estas medidas variam pouco, o que indica que
esses modelos sao mais robustos do que o modelo SN-NLM na presenca de observagoes
atipicas. Note também que, ao contrario dos outros modelos considerados, nos modelos
ST-NLM e SSL-NLM a influéncia dos outliers em B e 02 nao ¢é estritamente crescente

quando ¥ aumenta. Estes graficos mostram também que, embora exista uma observagao
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atipica em todos os modelos considerados, esta observacao parece ser mais influente nas
estimativas do modelo skew-normal e do modelo skew-normal contaminada, o que re-
flete a capacidade dos modelos com caudas mais pesadas do que o modelo skew-normal
para reduzir e controlar a influéncia de outliers nas estimativas dos parametros. Estes
resultados s@o semelhantes aos apresentados em Vanegas & Cysneiros (2009), em um

contexto simétrico.
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Figura 3.1: Mudanca relativa média nas estimacoes de (3, (2, B33 e 0 para o modelo de

crescimento nao linear com distribuigoes SN, ST, SSL, SCN.
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3.4 Analise de diagnéstico

Nesta secao desenvolveremos os dois principais tipos de abordagem da andlise de
diagnostico para os modelos nao lineares sob a classe de distribuicoes mistura da escala

skew normal (NLM-MESN), o modelo de eliminagdo de casos (CDM) e a andlise de

influéncia local.
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Figura 3.2: Mudanca relativa média nas estimacoes de (31, (2, 33 e 0 para o modelo de

crescimento nao linear com distribui¢oes SN, ST(v = 3,6, 10)
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3.4.1 Modelo de eliminagao de casos (CDM)

A identificacao de observacoes que influenciam desproporcionadamente nas estimativas
dos parametros é uma etapa fundamental no processo de validacao do modelo, ja que
a presenca deste tipo de observacoes, pode gerar inferéncias inadequadas. Uma abor-
dagem importante na identificacao de observagoes atipicas é baseada na metodologia
conhecida como Modelo de Eliminacao de Casos®*, para os modelos de regressao linear
com distribuicao normal.

Para estudar o impacto da i-ésima observagao na estimativa de méxima vero-
ssimilhanca de 6, é usual comparar as estimativas dos parametros obtidos com todas as
observagoes, denotada por 5, e as estimativas dos parametros obtidos quando a i-ésima
observacao foi excluida, denotada por 5(2-). Esta metodologia corresponde ao modelo

de eliminagao de casos (CDM), o qual pode ser expresso como:

em que a funcao de log-verossimilhanca para 0 sem a i-ésima observagao é denotada por
(i (0) = Zj# (;(0). Calcular ;) = (ﬁg), a(Qi), A@)" para todo i e comparar 6, com
@, pode envolver um extenso trabalho computacional, especialmente quando o tamanho
da amostra n é muito grande. Afortunadamente, o seguinte resultado obtido por Cook

& Weisberg (1982) proporciona uma férmula aproximada sobre o CDM para estimar

os parametros, em cada um dos n casos, isto é,
i) =0+ {J(6)} ;) (0), (3.13)

em que £ (5) = 8£(i)(0)/80|9:é com,

o(6) _ 5~ 0(0) (3.14)

| (3.15)

4 Traducao livre de “case-deletion model”, proposto por Cook (1977)
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para j = 1,...,n, em que v = 3,02 ou A e K; é definido e calculado na Secao 3.2.
Deste resultado, podemos ver as diferencas entre as estimativas dos parametros, com
todas as observacoes e sem a i-ésima observacao. Conseqiientemente podemos obter

medidas para avaliar o impacto das observagoes influentes nos modelos NLM-MESN.

e Distancia generalizada de Cook
A distancia generalizada de Cook é definida como a distancia padronizada entre 5(2-) e
@, isto é,

o~ o~ ~

GD; = (6 — 0) 'M(6;) — 6), (3.16)

que avalia a combinacao ponderada dos elementos para a diferenca 5(2-) — 8. Cook
& Weisberg (1982) consideram varias opgoes para M. Uma escolha muito usada é a
matriz de informagao observada, isto é M = J. Agora, substituindo (3.13) em (3.16),

obtemos a seguinte aproximacao:
GDi = é(i)(e)T{J(e)}‘lé(i)(O), 1= 1, N

e Afastamento pela log-verossimilhanca

O afastamento pela log-verossimilhanca (Cook & Weisberg, 1982) é definido como:
LD; = 2{(6) — ((8»)}. (3.17)
Substituindo (3.13) em (3.17), obtemos a seguinte aproximacao para LD;.

LD =2{0(0) — (6 + {J(0)} U (0)},i=1,...,n.

3.4.2 Influéncia local

Nesta subsecao apresentaremos em forma resumida o método de influéncia local pro-
posto por Cook (1986) e outro método alternativo que tem sido utilizado para avaliar
a influéncia de determinada observagao. O método de influéncia local permite avaliar
o impacto sob as EMV, de pequenas perturbagdes no modelo e/ou nos dados, baseado

no afastamento pela log-verossimilhanca.
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A perturbacao no modelo é introduzida através de um vetor w € 2 C RY em
que €2 é um conjunto aberto. Seja ¢(@|w) a fungao de log-verossimilhanga do modelo
perturbado. Assumiremos que existe wq € €2 tal que £(0) = ¢(0|wy), para todo 8 € O.
Considerando 8 e 8, as EMV sob o modelo postulado e perturbado, respectivamente,
Cook (1986) sugere que a comparacao entre 8 e Oy, seja feita através do afastamento

pela log-verossimilhanca definido por,
LD(w) =2 {ﬁ(@) - g@(w))} L weq. (3.18)

A idéia de Cook (1986) é investigar o comportamento da fungdo LD(w) numa vizi-
nhanca de wy. Para isso, é analisada a curvatura normal na direcao d, da superficie
o(w)=(w', LD(w))T, chamada de gréfico de influéncia. Em seu artigo, Cook (1986)
mostra que a curvatura normal para 8 € RP*2 na diregao de d € RY, ||d|| = 1 é dada
por Cy(@) = 2|d"A*"J-'A*d|, onde J é a matriz de informacio observada e A* é
a (p + 2) x ¢ matriz com elementos A, = 0*((0)/90,0w,, parar = 1,...,(p+2) e

s=1,...,q; ambos avaliados em 6 = Dew= w, (modelo postulado).

A sugestao aqui é examinar os elementos do autovetor associado com o maior auto-
valor da matriz T = A*T{J}~'A*. Alternativamente, podemos avaliar o impacto da
i-ésima observacao mediante a medida de influéncia local total definida por C; = Cy,(0),
onde d; é o vetor ¢ x 1 de zeros com o valor de 1 na i-ésima posicao. Apesar de que o
método de influéncia local proposto por Cook (1986) tem sido aplicado com sucesso em
muitos problemas estatisticos, alguns aspectos sao questionados, como por exemplo, a
falta de um critério objetivo para avaliar a grandeza da curvatura normal e o tamanho
relativo das componentes da direcao correspondente a maior curvatura normal. Ante
isso, Poon & Poon (1999) propoem um método de influéncia local baseado na curvatura
normal conformalizada By(0) = Cy(0)/tr(2T), que é uma medida padronizada da cur-

vatura normal utilizada por Cook (1986).
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Uma propriedade interessante da curvatura normal conformalizada é que para al-
guma diregao unitaria d temos, 0 < By(0) < 1, o que permitird uma comparagao das
curvaturas obtidas entre os diferentes modelos misturas da escala skew normais. Poon
& Poon (1999) propuseram que a i-ésima observagao seria considerada como influente

se M(0); = By,, ¢ maior que o valor:

M(0) + ¢*SM(0),

em que M(0) = 1/q e SM(0) é o erro padrao da amostra de {M(0)x, k =1...,q} e
c¢* é uma constante selecionada. Dependendo do caso, ¢* pode ser qualquer valor, veja
Montenegro et al. (2009a) para mais detalhes. A seguir, avaliamos a matriz A* sobre

dois esquemas de perturbacao considerando um modelo NLM-MESN.

e Perturbacao de ponderacao de casos
Considerando uma atribui¢ao arbitraria de ponderagoes (pesos) para as unidades ex-

perimentais, a funcao log-verossimilhanca pode ser definida por,

n

1 1
(B|w) = Zwi[logQ ~3 log 27 — 3 logo? + logKi],

i=1
em que K; é definida em (3.2) e w = (wi,...,w,)" éum vetor de pesos das contribuicoes
de cada observacao para a log-verossimilhanca; wo = (1,...,1)" é o ponto de nao per-
turbagao, isto é, £(0|wy) = ¢(0). Este esquema de perturbagao procura determinar se a
contribuigao das observagoes com diferentes ponderagoes (pesos) afetam as estimativas
de maxima verossimilhanca de 6. Depois de algumas manipulacoes algébricas temos

que a matriz A*, é dada por:

AT = (A}, AY),

0L;(0)
00

em que A = , com os elementos especificados em (3.2).
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e Perturbacao do parametro de escala
Para estudar o efeito do afastamento da suposicao de homogeneidade, considerando o
parametro de escala o2, apresentamos a seguinte perturbacao af%_ = 0% /w;, com w; > 0.

Esta perturbacao considera que a distribuicao de Y; é heteroscedastica, isto ¢,
Var(Y;) = O’ii (l{:2 — 652),

em que ko, 0 e b estao definidas na Segao 3.2. Sobre este esquema de perturbacao,
o modelo nio perturbado é obtido quando w, = (1,...,1)". Além disso, a funcao

log-verossimilhanca perturbada tem a seguinte forma:

n

1 1 1
(Olw) = > [1Og2 — g log2m — §1Og0'2 + 5 logwi +10gK}”,],
i=1

em que d}’ = w;"*(y; = (8, x;) = bAw; %) /0%, A = X (yi (B, %) —bAw; ) Jo
e K é definido como na Secao 3.2, com 02 /w; no lugar de 0. A matriz de perturbagao
é dada por A* = (AET, A AT, cujos elementos sdo apresentados no Apéndice

A.1. Um estudo mais detalhado dos modelos nao lineares heteroscedasticos sob a classe

MESN sera abordado no Capitulo 4.

3.5 Aplicacao: Produtividade de 6leo de palma

Nesta se¢ao, usamos os dados referentes a produtividade de 6leo de palma, apresen-
tados por Foong (1999) e também estudados por Cancho et al. (2009) usando SN-NLM
e assumindo o modelo de crescimento nao linear (ver Figura 3.7b). Com o intuito de
ilustrarmos nossos métodos, substituimos o pressuposto skew normal pela classe de

distribuigoes MESN, como segue:

103} iid \/5 2
Y, = +e, €~ MESN | —\/—=kiA 0"\ H |, 3.19
1+ By exp(—fsx;) e T (3.19)

parai=1,...,19, em que H denota a funcao de distribuicao da variavel de mistura U.



3.5. Aplicacao: Produtividade de éleo de palma 43

ST SSL

-33.6
1
-34.7
Il

1

loglik
-34.0
|
loglik
-34.8
Il

1

_34.4
1
-34.9
|

1

-35.0
L

-34.8
1

Figura 3.3: Log-verossimilhanga perfilada do parametro v considerando os modelos

ST-NLM e SSL-NLM.

3.5.1 Ajuste do modelo

Para a estimacao do modelo consideramos as distribuigoes SN-NLM, ST-NLM e SSL-
NLM; escolhendo para as distribui¢coes ST e SSL o valor inteiro de v que maximiza
a funcao de log-verossimilhanga, como é mostrado na Figura 3.3. Para o modelo ST
encontramos que o valor de v = 3 e para a SSL encontramos o valor de v = 2. Com os
valores de v = 3 e v = 2 as variancias da distribuicao skew-t e a skew slash sao finita.
A Tabela 3.1 contém as EMV obtidas pelo algoritmo tipo EM para os parametros dos
trés modelos assim como seus correspondentes erros padrao assintéticos (EP), obtidos
através da matriz de informagao observada. O critério de selegao do modelo AIC indica
que a distribuicao ST apresenta o melhor ajuste para este conjunto de dados.

Embora as estimativas dos parametros de regressao sao semelhantes nos trés modelos,
os erros padrao dos modelos ST-NLM e SSL-NLM sao menores que os obtidos sob o
modelo SN-NLM. Isto sugere que os dois modelos com caudas mais pesadas parecem
produzir EMV mais precisas do que o modelo SN-NLM. As estimacoes para os compo-

nentes da variancia (0% e \) nao sao comparaveis, pois eles estao em escala diferente.
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Tabela 3.1: EMV e EP obtidos por ajustar varios modelos de misturas nos dados de

produtividade de 6leo de palma.

SN-NLM ST-NLM SSL-NLM
Parametros EMV EP EMV EP EMV EP
51 37.351  0.462  37.529 0.441  37.463  0.486
B2 44.576  17.039  43.483 10.364 43.373  14.982
B3 0.731 0.070 0.732 0.045 0.728 0.063
o? 6.919  2.655  1.644  1.152  3.105  1.708
A -4.453 3.125 -1.871 1.332 -3.489 2.481
v - - 3 - 2 -
log-verossimilhanga -35.037 -33.829 -34.781
AIC 80.074 79.659 81.562

3.5.2 Analise de diagnéstico

e Modelo de eliminagao de casos (CDM)

Na Figura 3.4, sio apresentadas a distancia generalizada de Cook (GD!) e o
afastamento pela log-verossimilhanca (LD)), definidas na Subsecao 3.4.1. Os
resultados mostrados indicam que as observacoes #10, #13, 415, £16 e §18 sao
identificadas como influentes nas estimacoes dos parametros sob todos os modelos.

No entanto, baseados na (GD!), vemos que a observacao 13 destaca-se entre elas.

Nota-se da Figura 3.5 que quando usamos distribuicoes com caudas mais pe-
sadas do que a SN-NLM, o algoritmo tipo EM permite acomodar as observacoes
influentes (£13, #15, #16 e #18), atribuindo-lhes pequenos pesos no processo de es-
timagao. Os pesos estimados para a distribui¢ao skew—normal (u;,i = 1,...,19)
sao indicados como uma linha continua. Portanto, esta classe de distribuicoes
(MESN) permite, naturalmente, atribuir pesos diferentes a cada observagao e,
conseqiientemente, controlar a influéncia de uma observacao sobre as estimativas
dos parametros. Estes resultados concordam com os apresentados em Osorio et al.

(2007), no contexto simétrico.
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Figura 3.4: Gréfico de GD! (Ira linha) e LD! (2da linha) sob os modelos SN-NLM,

ST-NLM e SSL-NLM.
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A seguir, focamos nossa analise na aplicacao do método de influéncia local, baseado
nos esquemas de perturbacao propostos. Em todos os casos, consideraremos o valor de

c* =1.96.

e Perturbacao de ponderacao de casos
Sob o esquema de perturbagao de ponderacao de casos, encontramos os valores

de curvatura maxima Cy, ., = 3.99, Cq,, =228eCqy,,,,q5, = 2.13.

azxST
Na primeira linha da Figura 3.6 notamos que sob os modelos SN-NLM, ST-NLM
e SSL-NLM, a observagao 13 ¢é identificada como influente. Além disso, a ob-

servacao f18 também é identificada como influente sob o modelo SN-NLM.

e Perturbacao do parametro de escala
Neste caso, os valores da curvatura maxima sao dados por Cg = 6.40,

Ca =2.10e Cq

maxSN

= 4.82. Sob este esquema de perturbagao (na Figura

maxST maxSSL

3.6- segunda linha) mostra-se influente quando assumimos os modelos SN-NLM

e SSL-NLM.

Sob este esquema de perturbacao, que considera o modelo heteroscedastico, é
importante notar que, como esperado, a influéncia das observacoes é reduzida
quando consideramos distribui¢oes com caudas mais pesadas do que a SN-NLM.
Para este conjunto de dados, o modelo ST-NLM, controla melhor as observagoes

influentes.

3.5.3 Analise de residuos

Considerando que com o modelo ST-NLM se obtém os melhores ajustes para os da-
dos de produtividade de 6leo de palma (Ver Subsegao 3.5.1), avaliamos o grafico dos
residuos de Pearson r; (3.11) contrapondo-o a varidvel explanatéria x;, como se observa
na Figura 3.7a. Este grafico mostra que os residuos das observagoes f13, £15, #16 e £18

sao possiveis outliers, ja que se encontram fora das linha de referéncia (-1,1). Note que
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Figura 3.6: Grafica de M(0) sob os modelos SN-NLM, ST-NLM e SSL-NLM. Per-
turbagao de ponderagao de casos (1ra linha) e perturbacao do parametro de escala (2da

linha).

estas observacoes sao as mesmas que foram encontradas na analise CDM.

Finalmente, na Figura 3.7b mostramos os valores preditos, com todas as observacoes
e sem as observagoes influentes (f15, #16, #18) para o modelo ST-NLM; notamos que
quando as observacoes influentes nao sao consideradas, pode ser visto uma ligeira mu-
danca na curva ao compara-la com a curva obtida com todas as observagoes.
Com o intuito de verificar se existe uma especificacao incorreta da distribuicao dos
dados e a componente sistematica (3.19), na Figura 3.8 apresentamos os graficos dos
envelopes simulados para os residuos de Pearson. Esta figura claramente indica que a
ST-NLM é mais adequada para modelar os dados de produtividade de éleo de palma
do que os modelos SN-NLM e SSL-NLM, ja que nao ha observacoes que estao fora dos

envelopes.
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Figura 3.7: (a) Gréafico dos residuos rj em contraposigdo a varidvel explanatéria z; e

(b)Valores preditos.
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Figura 3.8: Envelopes simulados para os residuos de Pearson sob os modelos SN-NLM, ST-

NLM e SSL-NLM.

3.5.4 Influéncia de um valor outlier

A estimagao robusta dos modelos ST-NLM e SSL-NLM pode ser também estudada
através da influéncia de uma tnica observacao outlier nas EMV de 6. Em particular,
podemos avaliar quanto as estimativas de @ estao sendo influenciadas por uma mudanca

de V unidades em uma observagao Y.
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Como é considerado em Zeller et al. (2010), substituimos a observagao Y por
Y, (V) =Y, —V, e observamos as mudangas relativas nas estimativas (‘(g(V) —9)/0) D,
onde # denota as estimativas baseadas nos dados originais e a(V) denota a estimagao
dos parametros, para os dados contaminados. Neste exemplo, selecionamos aleatoria-

mente a observacao 5 e a contaminamos considerando a variacao V = 0,0.4,0.8....5.

Na Figura 3.9, temos os resultados das mudangas relativas das estimagoes de (s e,
(3 para os valores de contaminacgao V, sob os modelos SN-NLM, ST-NLM e SSL-NLM.
Como esperavamos, os modelos ST-NLM e SSL-NLM, estao sendo menos afetados pelas

variagoes V do que o modelo SN-NLM.

B2 B3

Relative Change
Relativ Change

00 04 08 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52 00 04 08 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52

v

v

Figura 3.9: Mudancas relativas nas estimacoes de (35 e (3, sob os modelos SN-NLM,

ST-NLM e SSL-NLM considerando diferentes perturbacoes V na observagao 5.
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3.6 Consideracoes finais

Neste capitulo, foi discutido um modelo de regressao nao linear no qual assumimos
que as observagoes seguem uma distribuicao sob a classe de distribuigoes misturas da
escala skew-normal (NLM-MESN). Apresentando também o algoritmo tipo EM para
obter as EMV dos parametros do modelo.

No estudo de simulagao apresentado na Subsegao 3.3.4 encontramos que as estimativas
dos parametros sob os modelos ST-NLM e SSL-NLM sao menos sensiveis a presenca
de observagoes atipicas do que a distribuicao SN-NLM. Além disso, baseado no es-
tudo de diagnéstico de influéncia e nos tipos de perturbagoes - perturbacao de caso e
do parametro escalar (¢0?) - aplicados no conjunto de dados produtividade de 6leo de
palma, notamos que sob os modelos ST-NLM e SSL-NLM os resultados foram mais
apropriados.

Dos resultados obtidos neste capitulo, vemos que os modelos NLM-MESN surgem como
uma boa alternativa para estudar os modelos nao lineares sob um enfoque diferente das
técnicas existentes.

Contudo, baseado na perturbacao de escala, que representa o modelo heteroscedastico,
acreditamos que um modelo mais adequado para os dados analisados é o modelo
heteroscedéstico sob as distribuicoes MESN, o que serda o foco principal no préximo

capitulo.



Capitulo 4

Modelos nao lineares

heteroscedasticos sob a classe de

distribuicoes M ESN

Uma consideracao importante na andlise estatistica nos modelos nao lineares com
erros normais é o pressuposto que todas as observagoes tém variancias iguais. O nao
cumprimento deste pressuposto afeta a eficiéncia das estimativas dos parametros, mo-
tivo pelo qual, é importante o desenvolvimento de testes que nos permitam determinar
a presenca ou auséncia de tal homogeneidade. Nos tultimos anos, varios autores pro-
puseram testes para verificar a homogeneidade da variancia em modelos diferentes, entre
eles, Cook & Weisberg (1983) que desenvolveram um teste de escore para heteroscedas-
ticidade em modelos de regressao. Chih-Ling (1986) desenvolveu o teste de escore
para o modelo autoregressivo de primeira ordem, AR(1), com heteroscedasticidade.
Lin & Wei (2003) que consideraram testes de heteroscedasticidade em modelos nao li-
neares, Cysneiros et al. (2007) que desenvolveram testes de diagndstico para detectar

heteroscedasticidade em modelos simétricos de regressao linear e, mais recentemente,
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Lin et al. (2009) que desenvolveram o teste de escore para testar a homogeneidade do
parametro escalar no modelo ST-Normal-NLM, que foi introduzido por Gémez et al.
(2007).

Desse modo, este capitulo tem como intuito preencher essa lacuna, desenvolvendo tais
testes, os quais complementarao o que foi apresentado nos capitulos anteriores.
Contudo, surge a inquietude natural para desenvolver as técnicas que permitam encon-
trar as estimativas dos parametros, uma vez que a presenca de heteroscedasticidade tem
sido comprovada para o modelo sob investigacao. Este capitulo tenta responder esta
inquietude, apresentando para isto, uma extensao do modelo NLM-MESN. Propomos
assim, os modelos nao lineares heteroscedasticos sob a classe de distribuigoes MESN
(NLMH-MESN), desenvolvendo o algoritmo ECM para encontrar as estimativas de
maxima verossimilhanca dos parametros de interesse, a funcao escore e a matriz de
informacao observada (MIO). Assim também, apresentaremos um estudo de simulacao
para avaliar a robustez e as propriedades assintoticas das estimativas obtidas.
Desenvolveremos o teste de escore e o teste da razao de verossimilhanca para avaliar
a heteroscedasticidade do parametro escalar nos modelos NLM-MESN, para o qual,
também apresentaremos um estudo de simulagao que avaliard a distribuicao assintética
e o poder do teste da estatistica de escore. Em seguida, apresentaremos uma aplicagao
a um conjunto de dados reais previamente analisados por Lin et al. (2009).
Acreditamos que este capitulo serd um aporte importante para a analise de dados assi-

métricos com presenga de heteroscedasticidade.
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4.1 Descricao do modelo

O modelo nao linear heteroscedéstico sob a classe de distribui¢oes MESN (NLMH-
MESN), é definido por:

Yi=n(B,xi)+e, i=1,...,n, (4.1)

em que Y; é a varidvel resposta, n(.) é uma fungao injetiva e duas vezes continuamente
diferencidvel com respeito ao vetor de parametros B = (31,...,03,)", x é um vetor
ou matriz que contém os valores das varidveis explicativas e os erros aleatorios £ =
(€1,...,e,) sao independentes.
, . 1/2
Neste capitulo, assumimos que g; ~ M ESN (—\/EmAm-/ 02, H), em que 02 =
™ 1 T 7

o’m; e m; = m;(p, z;) é uma fungao conhecida e duas vezes continuamente diferencidvel

. . ) . T t/\ 1 d ./ . 1 7. . T
e z; = (%1,...,%y,) contém valores das varidveis explanatérias p = (p1,...,pq) -

Como apontado por Lin et al. (2009), as varidveis z; sao em geral, embora nao seja

necessario, um subconjunto de {xq,xs,...,z,}. Da Proposicao 2.3.3, segue que,
Elei] =0 e Varlg] = o?m; (kg — b*0?).

Considerando as propriedades das distribuicoes MESN desenvolvidas na Capitulo 2
temos que Y; ~ MESN(n(B,x;) + bAmg/z,azm,-,)\;H), parai = 1,...,n; onde b =
—\/gm. Para efeitos de estimacao consideraremos que v é conhecido. Da Proposicao

2.3.3, segue que,
ElY]=n(8,x) e VarlYj] = a*my(ry —°5°).

Como apontado por Lin et al. (2009), quando a variancia depende de um nimero de

variaveis explanatorias z;, duas formas de m; sao usualmente consideradas. A saber,
. . . , . - q
(i) o modelo log-linear, isto é, m; = m;(p, z;) = exp( =1 pjzij)

.o A . . V) . o q pj
(ii) o modelo produto poténcia, isto é, m; = mi(p,z;) = []j_, i
Certamente, (ii) requer que z;; seja estritamente positivo; no entanto, esta res-

trigdo nao é necessaria em (i).
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Cook & Weisberg (1983) e Simonoff & Tsai (1994) usaram o modelo log-linear e/ou
modelo produto poténcia como a fungao m da variancia nos modelos normais. Barroso
& Cordeiro (2005) aplicaram o modelo log-linear para modelar a heteroscedaticidade
no modelo de regressao t. Os resultados de Chen (1983) mostram que o teste de hete-

roscedasticidade nao é muito sensivel com a forma funcional m; considerada.

4.2 Funcao de log-verossimilhanca

Seja 8, = pe 6 = (87,02 \)" definido em (3.2). Entao de (4.1) temos que a
funcao de log-verossimilhanca para @, = (OlT, OT) dada uma amostra observada y =

(y1,...,yn)" pode ser escrita como:

n

- 1 1 1
0(0y) = Z&-(Og) = Z {10,53;2 ~3 log 2m — 5 log o — 3 logm; + log KZ’”} . (4.2)
i=1

i=1
e [uncao escore

A funcao escore é dada por:

(4.3)

- 10logo? 1 0logm; 1 oK™
U(02) - - 9 9 m ’
00, — 2 00, 2 004 K™ 00,

(2

em que
oK™ 04, 1 3\ Od;

— ] LA 5 N :

00, ' ( )802 271 (2) 08,

com K" = fooo UyzeXp{—%Uidi}q)(uj/zAi)dH(ui)’ A = My — n(B,xi) —

bAm}ﬂ)/(mZUQ)l/2 ed; = (yi —n(B,x;) — bAm}ﬂ)z/(m,-az) que é a distancia
de Mahalanobish. As quantidades I?(.) e I?(.) sdo definidas como na Secao 3.2

com o?m; no lugar de o2.
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e Matriz de informagao observada

A matriz de informacao observada para 05 = (01T, BT) é dada por:

Joo J(0) — 06,00,
- _zn: {_18210gg2_13210gmi_ 1 aKimﬁKim_l_ 1 9K
| 200,00, 200,00, (K")? 00, 00, K"90,00, ]
(4.5)

em que
060,00, 4" \2) 00,00,

—1[.‘1’ <;) ﬂ _ lpb (2) <6A2 od; od, aAz)

; +
2" 00,00, 2 00,00, 00500,
OA; DA, B2A;
—IP () At = TP (1) ————.
F D45, 07 T W 50,007

As derivadas de d; e A; envolvem rotineiras manipulacoes algébricas e sao dadas

no Apeéndice A.2.

4.3 Estimacao dos parametros via algoritmo tipo

EM

Com o objetivo de estimar os parametros do modelo NLMH-MESN via algoritmo
tipo EM, seguimos a seqiiencia descrita na Subsecao 2.4.1, pela qual escrevemos a

seguinte representacao hierarquica para Y;

ViU =u;, Ty =t; ~ Nu(B,x;)+ Am)*t;, u; 'm;I), (4.6)
U ~ H(;v), (4.8)

em que a distribuicao de T;|Y; = v;,U; = u; é NT((pps + b, u; ' M2; (b, 00))), com

I A .
2 = - =  (y— A /2 _
Mz = AT T M= mi/z( i) (yi —n(B,x;) — Abm;""), i=1,...,n.
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Assim, os passos necessarios para a implementacao do algoritmo tipo EM sao:

Passo E:

Sejam y = (y1,...,yn) ", t = (t1,...,t,)" eu = (u1,...,u,) . Entdo, a funcao de
log-verossimilhanca completa para @, = (p', 8", 0%, \)" associada com (y,t,u) é dada

por:

n

1 U; 1/2, \2
Ceomp(B2]y, t,u) = ¢ — 5 logF — = Zlogml 5T Z ( —n(B,x;) — Am,;"t;)",

tal que ¢ é uma constante que nao depende do vetor de parametros 05. Assim, dado

~(k (k) ~k) k) , , : .
02 : obtemos ugk) utik), ut? , para i =1,...,n, através das seguintes expressoes:
~(k
alt = E[U0,= 9; )7yi]7
~(k) (k) (k) y~(k) (k) ~(K)
t; = ElUiti|0, =0, ", yi] =u; (i, +b) + Mp 7.7,
—; (k) k . . N
a2 = EU#20, =0y ] = 0% (G0 + )2 + MEY + MO (3 + 20)7 0,
em que
Ul/2ﬁ(k)
~(k)
79 = B U Wa(“a (8, y,
M

Como no modelo homocedastico, para a distribuicao skew-t e skew-slash temos ex-
pressoes computacionais atrativas que podem ser facilmente implementadas.
Passo CM.:

Neste caso a funcao () é dada por:

~(k) ~(
Q(02|02 ) = E[Ecomp(02)|yva 02 ] =Cc—3 lOg -5 Z log m;
n [ (k) -~ (k)
1 u; — (k)
- ﬁ ~ ( (ﬁ> Xz)) - 2A( (ﬁ> Xz)) 1/2 + A2Ut2 5

~(k ~ ~(k
em que 0; ) é o valor atualizado de @,. Assim, o passo CM, consiste em atualizar 0; )
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~(k
maximizando Q(Oﬂ@é )) sob 02, 0 que leva as seguintes expressoes:

B = argming(z® — n(8.%) TP (" — n(B.x)). (4.9)
n (k) k
A+ 22:1 ut; ( i—ﬁ(ﬁ( +1)>Xz‘)) (4.10)
n ) ’ :
> i ut;
f(k—i—l) _ 1 ((yl o n(ﬁ(k+1)’xi))2af(k) o 2A(k+1)(y~ N n(ﬁ(k—i—l) X'))’{L\t%(k)
n 7 (2 bl ] 7
i=1
2 (k+1)/\2(k)
+ (A% ez (4.11)
pltt) = argmaxpz log(f (y;| BFTY, g2*+1 \E+D 3)) (4.12)
i=1
em que ﬁ;k(k) = ﬂgk)/mgk), uAt:(k) = uAtEk)/mg/z(k), Uk = diag(ﬂf(k), o ,ﬂ;;(k)), zF) & a
resposta observada corrigida, dada por z® = y—A®F® com 7*) = (AW BT,

?i(k) = Jt:(k)/ﬂ;k(k) en(B,x) = (n(B,x1),....17(8,x,)) . Este processo é iterado até que
uma regra de convergéncia definida seja satisfeita, por exemplo, se ||§2(k+1) — 0A2(k)|| é
suficientemente pequeno ou até que uma certa diferenca envolvendo duas avaliagoes
sucessivas do log-verossimilhanga ||£(§;k+l)) - €(5;k))\| ou ||£(§;k+l)) /ﬁ(gék)) — 1|, seja

suficientemente pequena. Note também que estimativas para o%(k+1) e A(k+1) podem

ser obtidas usando (3.6), isto é, A = 3/\/? ed2=A24T.

4.3.1 Analise de residuos

Para a analise dos residuos nos modelos NLMH-MESN consideraremos o residuo padro-
nizado de Pearson, definido em (3.11), onde fi; = n(8,x;) e Var(y;) = 62 (ks — %k‘%?),
com m; = m(p,z;) e B, 52, 0 e p que sdao as EMV de B, 02, § e p respectivamente.
Aqui, também geraremos os envelopes seguindo o mesmo procedimento desenvolvido

na Subsecao 3.3.3.
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4.3.2 Estudo de simulacao

Nesta secao desenvolveremos um estudo de simulagao para avaliar a performance e as
propriedades assintoticas das estimativas dos parametros obtidas pelo algoritmo tipo
EM nos modelos NLMH-MESN. Para isto, realizaremos um estudo de simulagao Monte
Carlo com o seguinte modelo:

_ B
1 + By exp(—[F3;

%

R i=1,...,n, (4.13)

em que g; ~ MESN(—\/g/{lAmgﬂ,af,)\; H), com o? = a*m(z;,p), sdo varidveis
aleatérias independentes e identicamente distribuidas com média zero. Consideramos o
modelo log linear exp(pz;) para representar a fungao m,. Cada valor de x; foi gerado con-
siderando uma distribuigao uniforme no intervalo (0.1,20) e se definiu z; = x;/10; estes
valores sao os mesmos em todas as simulacoes. Os valores verdadeiros dos parametros
considerados para nosso estudo foram: 3, = 37,3, = 43,35 = 0.6,0% = 0.5,\ = -3 ¢

p=—0.2.

e Robustez das estimativas
O objetivo deste estudo de simulagao é comparar o desempenho das estimativas
dos parametros nos modelos NLMH-MESN com presenca de outliers na varidvel
resposta. Para isto, geramos 1000 amostras de tamanho n = 50, considerando
€ ~ MESN (—\/2/7Am;,02,)\) em (4.13). Para garantir a presenca de um
outlier na data gerada, construimos Y;" = Y; — 9, onde Y; é o valor central da
amostra e v = 1,2,3,4,5,6,7,8,9 e 10. Em cada réplica obtemos as estimacoes
dos parametros com e sem a perturbagao considerada, denotados por 0e 6@, res-

pectivamente. Os modelos considerados sao a skew-normal (SN-NLMH), a skew-t

(ST-NLMH) com valores de v = (3,6,10,12) e a skew-slash (SSL-NLMH) com
0% - 1}7 onde ¢ = ﬁla 627 637

v = 2. Por fim, calculamos as mudancgas relativas
a? ou p.
As Figuras 4.1 e 4.2 mostram as médias das mudancas relativas na estimacao para

as 1000 replicacoes. Podemos observar que no modelo skew normal a mudanca
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relativa aumenta conforme aumentam os valores de 9. No entanto, para os mode-
los MESN com caudas pesadas essas mudancas sao muito pequenas, o que indica
que, da mesma forma que no caso simétrico, modelos de caudas pesadas sao mais
robustos que o modelo SN-NLMH na presenca de observagoes atipicas. Nota-se
também, que ao contrario dos outros modelos considerados, na ST-NLMH e SSL-
NLMH a influéncia do outlier em B e 02 nao é estritamente crescente quando
¥ aumenta. Concluimos, entao, que embora exista uma observagao extrema em
todos os modelos considerados, esta observacao parece ser mais influente nos erros
do modelo skew-normal, o que reflete a capacidade dos modelos com caudas mais
pesadas do que skew-normal para reduzir e controlar a influéncia de outlier nas

estimativas dos parametros.

e Propriedades assintoticas

O intuito deste estudo de simulacao é a avaliacao do viés e do erro quadratico
médio (EQM) das estimagoes dos parametros obtidas pelo algoritmo tipo EM
nos modelos NLMH-MESN. Os tamanhos de amostra considerados sao n =30,
50, 100, 150, 200, 250, 300, 400 e 500. Para cada combinagao dos parametros e
tamanhos de amostra, foram geradas 500 réplicas dos modelos: skew normal(SN-
NLMH), skew-t (ST-NLMH) com v = 3 e skew slash (SSL-NLMH) com v = 2.
Logo, calculamos o viés e 0 EQM sobre todas as réplicas.

Sendo 0 = (p, 31, 32, 33,02, \), como em (2.16) definimos:

Vies(0;) = %Z (55.“ . ej) e EQM(6;) = % 3 (@@ . ej>2, j=1,...6.

Dos resultados mostrados na Tabela 4.1 e nas Figuras 4.3 e 4.4, observamos que
o viés e 0 EQM tendem a se aproximar a zero quando os tamanhos de amostras
aumentam. Portanto, podemos concluir que as estimativas obtidas pelo algoritmo

tipo EM para os modelos NLMH-MESN sao consistentes.
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Figura 4.1: Mudanca relativa média nas estimacoes de (35, 35, 0 e p para o modelo de

crescimento nao linear com distribuicao SN, ST com v = 3 e SSL com v = 2.

4.4 Testes de Hipodteses

O modelo definido em (3.1) assume que a Var(Y;) = o” [ky — b6°] é constante, isto
é, o parametro de escala é constante. No entanto, de forma semelhante ao parametro
de dispersao descrito por Lin et al. (2009), o parametro de escala atual pode estar
relacionado com a i-ésima observagao. Assim, nao podemos obter inferéncias para o
modelo sem verificar os pressupostos, visto que existem muitos parametros desconhe-
cidos envolvidos. Assim, é necessario testar a homogeneidade do parametro escalar.
Nesta segunda parte do capitulo nos concentraremos em desenvolver o teste de escore

e o teste da razao de verossimilhanca para detetar a presenga de homogeneidade do
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Figura 4.2: Mudanca relativa média nas estimacoes de (35, 33, 0 e p para o modelo de

crescimento nao linear com distribuicao SN e ST com v = 3,6, 10, 12.

parametro de escala nos modelos NLM-MESN.
Seguindo o estudo feito por Lin et al. (2009), generalizamos primeiro o parametro de

escala o2 por 02, onde ¢? ¢ modelado por

o2 = o*m(z;, p). (4.14)

Assumimos que existe um tnico valor p, de p, tal que m(z;, p,) = 1, para todo i.
viamente, s = ntao o = o © tem varianci nte. i m
Obviamente, se o entao o? % e Y; tem variancia constante. Conseqiientemente,
temos o0 modelo de regressao nao linear homocedastico sob as distribuicoes MESN, como

descrito no Capitulo 3. Testar a homocedasticidade dos erros é equivalente testar a
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Tabela 4.1: Viés na estimacao dos parametros para diferentes tamanhos de amostras

no modelo NLMH-MESN definido em (4.13).

SN-NLMH
n B1 B2 B3 p o? A
30 0.018142 0.170583 2.13575e-05 -0.084223  -0.118008 0.796860
100 0.006792 0.100482 3.91535e-05 -0.043359 0.029257 -0.811886
200 0.002079 0.064363 1.92594e-04 -0.021745 0.013798 -0.358806
300 0.002328 0.050321 1.20312e-04 -0.007175 0.003215 -0.192273
500 0.001778 -0.033103  -9.26027e-05 0.007755 -0.006792  -0.092239
ST-NLMH
n B1 B2 B3 p o? A
30 0.067886 0.069632 -7.45632e-04  -0.147138 0.008791 -0.074835
100 0.012163 0.200567 2.69659e-04 -0.056125 0.035765 -0.748369
200 0.007974 0.017946 -1.40273e-04  -0.014836 0.011951 -0.359338
300 0.000959 -0.045411  -2.45914e-04  -0.000850 0.005841 -0.231270
500 -0.001173 0.020128 9.32806e-05 0.003383 0.000531 -0.087790
SSL-NLMH
n B1 B2 B3 p o? A
30 0.024367 0.373273 2.46772e-04 -0.128733 0.006428 -0.824971
100 0.002395 0.255741 6.62715e-04 -0.045246 0.025884 -0.716985
200 0.004480 0.026543 -1.24525e-04  -0.023700 0.017441 -0.348624
300 -0.000788 0.057916 1.28792e-04 -0.010133 0.011916 -0.208165
500 -0.000653 0.030382 3.68057e-05 -0.005529 0.002849 -0.062118

hipétese p = p,, isto é,

Hy:p=p,vs Hy: p# p,.

(4.15)

Para testar as hipdteses definidas acima (4.15), podemos usar a estatistica de escore ou

a estatistica da razao de verossimilhanca, as quais definiremos a seguir.

4.4.1 Teste de escore

Como indicamos na apresentacao deste capitulo, o teste de escore foi utilizado nos

ultimos anos por muitos autores para avaliar a presenca de heteroscedasticidade nos

modelos de regressao. Como por exemplo, veja Cook & Weisberg (1983), Chih-Ling

’

(1986), Lin & Wei (2003), Cysneiros et al. (2007),Lin et al. (2009), entre outros. E
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Figura 4.3: Viés na estimacio de 33, 02, p e A no modelo NLMH-MESN definido em
(4.13).

mais atraente usar o teste de escore, ja que para obter a estatistica do teste somente se
requer calcular as EMV sob a hipdtese nula (Hy).
Sejam 6, = pe 8 = (ﬁT, o2, \) ", sendo 0, o parametro de interesse. Entao, a estatistica

do teste de escore para testar Hy (Cox & Hinkley, 1974) é da seguinte forma:

~0 ~0 ~0
SR = Up(B)T 3PP (B)Up(8)), (1.16)

~0 06(02) ~0, . _
em que Up(0,) = op |02:@, JPP(0,) é a parte superior esquerda de J 1(02)|02:@

~ ~T —~
correspondente a p e 920 = (py,B .52, \)" sio as EMV de 0, = (p,3",6% \)" sob

H,y. Sob Hy, a distribuicao assintética da estatistica SR segue uma Xz-
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Figura 4.4: EQM nas estimacoes de (33, 02, p e A no modelo NLMH-MESN definido em
(4.13).

4.4.2 Teste da razao de verossimilhanca

A estatistica da razao de verossimilhanga (ERV) para testar Hy, é definida por:

ERV =2 (6(62) - 6(520)) , (4.17)

o~

em que 8; = (p,, 3 ,5% )" denota as EMV de 6, sobre Hy e 8, = (p,3 ,02,\)"
denota as EMV sobre o modelo irrestrito. Neste caso, a distribuicao assintotica da

estatistica da razao de verossimilhanca segue uma X?]-



4.4. Testes de Hipoteses 65

Nota-se que as EMV de 85 sob Hy, que correspondem ao modelo homocedastico,
sao obtidas via algoritmo tipo EM?. Apesar da implementacao da estatistica de escore
(SR) ser mais simples do que a ERV, visto que a primeira requer apenas a obtengao
das estimativas sob Hy, enquanto que a segunda necessita a obtencao das EMV sob
Hj e sob o modelo irrestrito. Como desenvolvemos o algoritmo tipo EM para obter
as EMV sob Hj e sob o modelo irrestrito, concluimos que a ERV nao tem sido muito

dificil de implementar.

4.4.3 Estudo de simulacao

Nesta secao, desenvolveremos um estudo de simulacao com o intuito de estudar a per-
formance da distribuicao assintética e o poder do teste da estatistica de escore, con-
siderando os modelos NLM-MESN. Escolhemos a estatistica do teste de escore para este
estudo de simulacao, ja que o mesmo teste ¢ comumente usado para avaliar a heteros-
cedasticidade do parametro de escala nos modelos de regressao nao linear.

Como em Xie et al. (2009b), o modelo usado para este estudo de simulagao é
Yi=exp(Bz;) + €, i=1,...,n, (4.18)

onde g; ~ MESN(—\/gklA,af,)\; H), o2 = o*m;(z;, p), com m;(x;, p) = exp(pz;).
Vamos assumir que = 2,02 = 0.5, = 1.

Para este estudo de simulacao, trabalharemos com a distribuicao skew-normal, skew-t
com v = 3 e a skew slash com v = 3; considerando diferentes tamanhos de amostra
(n = 30,50,70,90, e 150). Cada z; foi gerado considerando uma distribuigao uniforme

no intervalo (0.2, 2), e sdo os mesmos em cada simulagao.

e Poder do teste de escore
Neste caso, os valores da variavel aleatéria Y; sao gerados seguindo o modelo
(4.18), considerando os verdadeiros valores dos parametros, os valores de z; fixos,

os diferentes tamanhos de amostra (n) e os valores de p = 0,0.2,0.4,0.6,0.8, 1;

5Como foi discutido no Capitulo 3
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Rejection Ratio
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0

repetindo este procedimento 2000 vezes.

Para cada valor de n e p, encontramos a proporcao de vezes que foi rejeitada a
hipé6tese nula (Hp), tal que esta proporgao representa o valor simulado do poder
do teste. Em cada caso, as estatisticas de escore foram comparadas com o valor
critico x? ao nivel a = 0.05. A Tabela 4.2 apresenta o poder do teste estimado
da estatistica SR, para os diferentes tamanhos de amostra n e p. Note que
para uma amostra de tamanho n = 30 o poder do teste estimado da estatistica
SR no modelo SN é 0.082, 0.0875 no modelo ST e 0.0945 no modelo SSL, ao
nivel de 0.05. Portanto, este poder do teste é muito conservador em todos os
casos. Contudo, quando n > 50, os valores do poder do teste estao mais perto
do 0.05. Quando p e n aumenta, o poder do teste da estatistica SR aumenta
rapidamente como se mostra na Figura 4.5. Nesta figura é possivel observar que
se o tamanho da amostra é moderada ou grande, a SR proposto detecta muito

bem a heteroscedasticidade do parametro escalar.

SN ST SSL

Rejection Ratio

Rejection Ratio
0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 10

01 02 03 04 05 06 07 08 09

Figura 4.5: Poder do teste de escore para diferentes valores de n e p, considerando as dis-

tribuicbes SN, ST e SSL no estudo de simulagao.
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e Distribuicao empirica da estatistica de escore
A performance da distribuicao assintética da estatistica de escore SR é avalia-
da comparando a distribuigao empirica com a distribuicao tedrica via simulagao
Monte Carlo. Os valores da variavel aleatoria Y;, sao gerados seguindo o modelo
(4.18), considerando os verdadeiros valores dos parametros, os valores de x;, 0s
diferentes tamanhos de amostra (n) e p = 0 (sob Hy), repetindo esse procedimento
2000 vezes. Em cada repeticao é obtida a funcao de distribuigao empirica do teste
de escore. A comparacao entre a funcao de distribuigao empirica da estatistica do
escore e a fungao de distribuigao x? estao representadas na Figura 4.6 e mostram
que a funcao de distribuicao empirica da estatistica do escore é aproximada a

distribuigao tedrica x?.

Tabela 4.2: Taxas de rejeigao da Hy : p = 0, sob as distribuigoes SN, ST e a SSL

SN-NLM

n p=00 p=02 p=04 p=06 p=08 p=1.0
30 0.0820 0.0610 0.1130 0.1740 0.2735 0.4000
50 0.0690 0.0755 0.1570 0.2680 0.4220 0.6180
70 0.0670 0.0860 0.1970 0.3955 0.6285 0.8160
90 0.0625 0.0920 0.2450 0.4865 0.7455 0.8920
150 0.0630 0.1345 0.3565 0.7055 0.9030 0.9875

ST-NLM

n p=00 p=02 p=04 p=06 p=08 p=1.0
30 0.0875 0.0995 0.1320 0.2115 0.2930 0.3715
50 0.0730 0.0980 0.1435 0.2395 0.3665 0.5135
70 0.0650 0.0945 0.1805 0.3025 0.4410 0.6275
90 0.0735 0.1345 0.2305 0.3900 0.5955 0.7740
150  0.0650 0.1435 0.3425 0.5725 0.7730 0.9255

SSL-NLM

n p=00 p=02 p=04 p=06 p=08 p=1.0
30 0.0945 0.0915 0.0980 0.1665 0.2475 0.3330
50 0.0740 0.0815 0.1150 0.1860 0.2990 0.4350
70 0.0620 0.0935 0.1840 0.3015 0.4900 0.6645
90 0.0605 0.0990 0.2205 0.4280 0.6280 0.8165
150  0.0595 0.1270 0.3375 0.6240 0.8570 0.9690
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4.5 Aplicacao 1: Produtividade de 6leo de palma

Nesta secao consideraremos os dados de produtividade de éleo de palma, que foram
avaliados na Secao 3.5 sob o modelo homocedastico, onde concluimos que o modelo
ST-MESN é mais adequado para ajustar os dados. Encontrou-se também que as ob-

servagoes f15, 16 e 418 sao influentes.

4.5.1 Teste de heteroscedasticidade

Para fazer o teste de heteroscedasticidade do parametro de escala no modelo ST-NLM,
com os dados de produtividade de 6leo de palma, aplicamos o teste de escore descrito

na Subsec¢ao 4.4.1 considerando x; = z; e o modelo log-linear para a funcao m;, isto é,

2 __

m; = exp(px;). Note que, quando p = 0, temos que o? = g2 para todo i.
Assim, aplicando o teste de escore para testar as hipéteses Hy : p = 0vs Hy : p # 0,
encontramos que o valor da estatistica de escore é SRgr = 19.79 e seu correspondente
p-valor= 8.642e-06, que nos permite rejeitar a hipétese de homocedasticidade. A seguir,
avaliamos o impacto das observagoes £15,416 e #18 na decisao do teste de hipdtese de
homocedasticidade do parametro de escala. Refazendo o teste sem estas observagoes
encontramos que SRgr=3.02 (p-valor = 0.0818) o qual indica que as observagoes ex-
cluidas mudam a decisao para nao rejeitar Hy, isto é, a homocedasticidade do parametro
de escala é preservada. Esse resultado concorda com a analise grafica representada na
Figura 3.7a, onde vemos um padrao constante dos residuos, no intervalo de referéncia
(—=1,1).

A Tabela 4.3 mostra os valores das SR para os modelos SN-NLM, SSL-NLM e
a ST-NLM, com seus correspondentes p-valor. Notamos que para os modelos SN-
NLM e SSL-NLM sao rejeitadas a hipétese Hy. A presenca de observacoes influentes
afetam significativamente nossa decisao sobre heteroscedasticidade do parametro de
escala, e esta decisao pode ser modificada dependendo do modelo usado. Similares

conclusoes sao obtidas quando usamos o modelo produto poténcia para a funcao m,

isto é, m;(z;; p) = xf.
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Tabela 4.3: Estatistica de escore (SR) e p-valor para os modelos MESN.

Todas as observagées  Todas - §15, §16 e #18
Modelo SR p-valor SR p-valor

SN-NLM  38.87257  4.5239e-10  5.324405 0.02102
ST-NLM 19.79010  8.6429e-06  3.028285 0.08182
SSL-NLM  32.12216  1.4477e-08  3.910459 0.04798

4.6 Aplicacao 2: Calibracao ultrasonica

Nesta secao, usaremos os dados referentes a calibragao ultrasonica, analisados por
Chwirut (1979). Estes dados s@o resultados de um estudo de NIST envolvendo cali-
bragao ultrasonica. Recentemente Lin et al. (2009) avaliaram o mesmo conjunto de da-
dos sob o modelo homocedastico, considerando a distribuigao skew-t-normal. A variavel
dependente é a resposta ultrasonica (y) e a variavel explicativa é a distancia metalica
(); a relacdo nao linear entre as varidaveis pode ser observada na Figura 4.7. Tlus-
traremos nossos métodos, substituindo o pressuposto skew-t-normal pela classe geral
de distribuigoes MESN, como segue:

exp(—pFiz;) iid \/5 )
y, = SPT) RSN (<) kA, 02, A H), 4.19
B2 + Bax; e ( Wﬂl 7 ) ( )

2m;, parai=1,...,214.

onde 0? = o

Seguindo Lin et al. (2009), consideraremos para os dados o modelo nao linear definido

p

i

em (4.19) e para a fun¢ao m; o modelo produto poténcia, isto é, m; = x
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Figura 4.7: Grafico de dispersao para os dados de calibracao ultrasonica.

4.6.1 Ajuste do modelo

Para ajustar o modelo consideraremos as distribui¢oes assimétricas SN-NLMH, ST-
NLMH e SSL-NLMH e, além disso, consideraremos também as distribuicoes simétricas
normal (N-HNLM) e t-student(T-HNLM). Sob a distribui¢ao ST e SSL ¢é escolhido o
valor inteiro de v que maximiza a funcao de log-verossimilhanca®, como ¢ mostrado na
Figura 4.8. Para o modelo ST encontramos que o valor de v = 4 e para o modelo SSL
encontramos o valor de v = 2.

A Tabela 4.4 mostra as EMV dos parametros para os cinco modelos, com seus co-
rrespondentes erros padroes assintéticos (EP) obtidos através da matriz de informagao
observada. O critério de selecao do modelo AIC indica que as distribuicoes assimétricas
com caudas pesadas apresentam melhores ajustes, sendo a distribuicao ST-NLMH sig-
nificativamente melhor. Se compararmos o critério AIC dos modelos assimétricos com o
obtido por Lin et al. (2009) usando a distribui¢ao skew-t normal (AIC=1069.3), temos

que os modelos assimétricos produzem melhores ajustes.

SProcedimento discutido em Lange et al. (1989)
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Figura 4.8: Log-verossimilhanca perfilada do parametro v considerando os modelos

ST-NLMH e SSL-NLMH.

Embora as estimativas dos parametros de regressao sao semelhantes para as dis-
tribuigoes consideradas, os erros padroes obtidos, sob distribuigoes com caudas pesadas
sdo menores que os obtidos sob o modelo SN-NLMH (na maioria dos casos). Isto sug-
ere que a ST-NLMH e a SSL-NLMH produzem estimativas de méxima verossimilhanca

mais eficientes do que o modelo SN-NLMH.

Tabela 4.4: EMV e EP obtidos ao ajustar varios modelos de misturas nos dados de

calibracao ultrasonica.

N-NLMH T-NLMH SN-NLMH ST-NLMH SSL-NLMH
Parametros EMV EP EMV EP EMV EP EMV EP EMV EP
51 0.148 0.01595 0.157 0.01354 0.154 0.01512 0.156  0.01415 0.155  0.01449
B2 0.005  0.00041  0.005 0.00033 0.006 0.00038 0.005 0.00036 0.005  0.00037
083 0.012  0.00076  0.012 0.00064 0.012 0.00071  0.012  0.00066 0.012  0.00068
P -0.959  0.12627 -1.035 0.08299 -0.987 0.12717 -0.959  0.18024 -1.025 0.15795
o? 16.20  2.10449 8.837 0.61650 33.785 5.82211 11.323 3.04540 13.86  3.29217
A 2.248  0.43980 0.885  0.37991  1.477  0.42380
v - - 4 - 4 - 2
log-verossimilhanga -531.076 -519.328 -521.454 -516.5663 -517.507
AIC 1072.152 1050.656 1054.908 1047.133 1049.014
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4.6.2 Analise de diagnéstico

e Modelo de eliminacdo de casos (CDM)
Baseado na distancia generalizada de Cook (GD!), os resultados mostrados na
Figura 4.9, indicam que as observagoes (£146, £147 e £176) sao identificados como
as mais influentes na estimacao dos parametros sob o modelo SN-NLMH; no
entanto, nenhuma observacao é considerada influente sob o modelo ST-NLMH e
SSL-NMLH, O mesmo padrao pode ser observado quando usamos o afastamento
pela log-verossimilhanca (LD}), onde apenas as observagoes #146, $147 e #176 sao
identificados como as mais influentes na estimacao dos parametros nos modelos
SN-NLMH, ST-NLMH e SSL-NLMH. Nota-se na Figura 4.10, que as distribuicoes
com caudas mais pesadas do que a SN-NLMH, permitem acomodar as observacoes
influentes (4146, 147 e £176), atribuindo-lhes pequenos pesos no processo de
estimagao; os pesos estimados para a distribuigao skew—normal (u;,7 = 1,...,214)
sao indicados como uma linha continua. Portanto, esta classe de distribuicoes
(MESN) permite, naturalmente, atribuir pesos diferentes a cada observacao e,
conseqiientemente, controlar a influéncia de uma observacao sobre as estimativas

dos parametros.

A seguir, apresentamos um estudo de influéncia local baseado no esquema de per-
turbacao de ponderacao de casos, sob os modelos SN-NLMH, ST-NLMH e SSL-NLMH,

considerando o valor de ¢* = 2 para M(0).

e Perturbacao de ponderacdao de casos
Sob o esquema de perturbacao de ponderacao de casos, encontramos os valores

= 193, Cd =164 e Cd = 1.78.

de curvatura maxima Cg

maxSN maxST maxSSL

Da Figura 4.11 notamos que nas trés distribuicoes a observagao 176 ¢ identifi-

cada como influente. Além disso, a observacao #146 também é identificada como

influente sob o modelo SN-NLMH.
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Figura 4.9: Gréfico de a) GD! e b) LD! sob os modelos SN-NLMH, ST-NLMH e

SSL-NLMH.
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Figura 4.11: Gréfica de M(0) com os modelos SN-NLMH, ST-NLMH e SSL-NLMH, sob

perturbacao de ponderacao de casos.

4.6.3 Analise de residuos

A fim de verificar se existe uma especificacao incorreta da distribuicao dos erros e
a componente sisteméatica (4.19), na Figura 4.12 é mostrado o grafico dos envelopes
simulados para os residuos de Pearson. Esta figura indica claramente que o modelo
ST-NLMH ¢é mais apropriado para ajustar os dados de calibracao ultrasonica do que
os modelos N-NLMH, SN-NLMH e T-NLMH, dado que nao ha observagoes que estao

fora dos limites dos envelopes simulados.

4.6.4 Teste de heteroscedasticidade

Com a finalidade de verificar a presenca de heteroscedasticidade do parametro escalar no
conjunto de dados de calibracao ultrasonica, aplicaremos o teste da razao de verossimi-

lhanca no modelo ST-NLMH, sendo este modelo o mais apropriado para a modelagem

deste conjunto de dados’, com o? = o%zf. Nota-se que, se p = 0, entao o

2 _ 2

para todo 7, isto é, a estatistica da razao de verossimilhanca para testar as hipdteses

Hy:p=0vs Hy:p+#0, é definida por:

ERV =2 (5(52) - g(ég))

"Ver Subsecio 4.6.1 e 4.6.3



76 4.6. Aplicacao 2: Calibragao ultrasonica
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Figura 4.12: Envelopes simulados para os residuos de Pearson sob os modelos N-NLMH,

SN-NLMH, T-NLMH e ST-NLMH.

onde 52 = (0, BT, 52, \)T denota as EMV sob Hy e 0, = (p, BT, o2, /):)T denota as EMV
sob o modelo irrestrito.

Neste caso, temos que FRVsr = 33.04 e seu correspondente p-valor==8.994e-09, com o
qual rejeitamos a hipétese de homocedasticidade, conclusao que coincide com a obtida
por Lin et al. (2009) usando a estatistica de escore. Portanto, concluimos que a su-
posicao de homogeneidade do parametro de escala nao ¢ adequado para os dados de
calibracao ultrasonica.

Nao obstante, com o intuito de verificar se a presenca das observacgoes influentes obtidas
no andlise de diagndstico (£146, 1147 e £176) afetam a heteroscedasticidade do parametro
de escala, aplicamos novamente o teste da razao de verossimilhanca no conjunto de da-

dos sem considerar estas observacoes influentes; encontrando que FRVgr = 38.05 com
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seu correspondente p-valor =~ 0, com o qual concluimos que a heteroscedasticidade do
parametro de escala é preservada. Neste conjunto de dados a presenca de possiveis ob-
servacoes influentes nao afetam significativamente a heteroscedasticidade do parametro
de escala do modelo.

A Tabela 4.5 apresenta os valores da ERV e p-valor para os modelos SN-NLMH, SSL-
NLMH e ST-NLMH, mostrando que em todas as distribuicoes avaliadas, a hipdtese
de homocedasticidade do parametro de escala é rejeitada, considerando todas as ob-
servacoes ou sem considerar aquelas que sao influentes. Similares resultados foram
obtidos quando consideramos o teste de escore para avaliar a heteroscedasticidade do
parametro de escala (vide Tabela 4.6).

Estes resultados reforcam o fato que existe uma forte presenca de heteroscedasticidade
do parametro de escala, a qual deve ser considerada para fazer as inferéncias no con-
junto de dados de calibracao ultrasonica. Similares resultados foram obtidos quando
consideramos o modelo log-linear para a fungao m, isto é, m; = exp(z;p), por tanto,

o? = o*m; = o2exp(zip)

Tabela 4.5: ERV e p-valor nos modelos NLMH-MESN.

Todas as observagoes Todas - #146, #147 e 4176

Modelo ERV p-valor ERV p-valor
SN-NLMH  68.40134 1.110223e-16  81.19974 ~0
ST-NLMH  33.04722  8.994735e-09  38.05352 ~0
SSL-NLMH  44.34826  2.748557e-11  49.71340 ~0

Tabela 4.6: Estatistica de Escore(SR) e p-valor nos modelos NLMH-MESN.

Todas as observagbes  Todas - §146, §147 e #176

Modelo SR p-valor SR p-valor
SN-NLMH  74.69615 ~0 75.34588 ~0
ST-NLMH  33.67623 ~0 31.56924 ~0

SSL-NLMH  49.86896 ~0 44.72882 ~0
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4.7 Consideracoes finais

Apresentamos neste capitulo o modelo nao linear heteroscedastico sob a classe de dis-
tribuigoes MESN, como uma extensao do modelo NLM-MESN apresentado no Capitulo
3. Foi discutido o algoritmo tipo EM para encontrar as estimativas de maxima veros-
similhanca dos parametros. Estudos de simulagao desenvolvidos mostraram que as
estimativas obtidas via algoritmo tipo EM nos modelos com caudas mais pesadas do
que a skew-normal reduzem e controlam a influéncia de observacoes influentes na esti-
mativa dos parametros. Além disso, foi discutido o teste de escore e o teste da razao
de verossimilhanca para avaliar a heteroscedasticidade do parametro de escala. Estes
testes, foram complementados com um estudo de simulacao para estudar a distribuicao
assintotica da estatistica de escore, assim como o poder do teste.

Na aplicacao 1, trabalhamos com os dados de produtividade de éleo de palma, apresen-
tados no Capitulo 3, mostrando que a presencga de observacoes influentes podem afetar
significativamente nossa decisao sobre heteroscedasticidade do parametro escalar. Na
aplicagao 2, avaliamos os dados de calibragao ultrasonica, encontrando que os modelos
com caudas mais pesadas do que o modelo SN-NLMH, produzem melhores ajustes. O
teste da razao de verossimilhanga e o teste de escore evidenciaram que o modelo hete-

roscedastico é mais apropriado para ajustar os dados.



Capitulo 5

Conclusoes Finais e Perspectivas

Futuras

5.1 Conclusoes finais

Nesta dissertacao discutimos os modelos de regressao nao linear sob a classe de dis-
tribuicoes misturas da escala skew-normal. Desenvolvemos o algoritmo tipo EM para
encontrar as EMV dos parametros para as distribui¢oes skew-normal (SN-NLM), skew-
t (ST-NLM) e skew slash (SSL-NLM). Os desvios padroes assintéticos foram obtidos
baseado na matriz de informagao observada tanto no modelo homocedastico quanto no
modelo heteroscedastico. Apresentamos os residuos de Pearson para avaliar o ajuste
para os dados via grafico de envelopes. Estudos de simulacao foram feitos com o intuito

de investigar a robustez dos resultados.

Conhecendo a importancia de avaliar a presenca das observacgoes influentes, uti-

lizamos a analise de diagndstico nos modelos NLM-MESN através do modelo de elimi-
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nagao de casos(CDM)- considerando, para isso, o afastamento pela log-verossimilhanca
e a distancia de Cook - e um método mais geral, conhecido na literatura como método
de influéncia local (Cook, 1986), que estuda a estabilidade dos resultados sob o esquema

de perturbacao de ponderagao de casos e a perturbacao ao parametro de escala.

Outro ponto importante, que foi abordado é um estudo de teste de hipétese baseado
nas estatisticas de escore e da razao de verossimilhanca, para testar a homocedastici-
dade do parametro de escala nos modelos. Além disso, estudos de simulagao foram

feitos para estudar a performance do teste de escore.

Os resultados obtidos foram aplicados em dois conjuntos de dados reais: um con-
junto de dados que trata sobre a produtividade de éleo de palma - que foi considerado
por Cancho et al. (2009) baseado no modelo SN-NLM - e outro conjunto de dados que
trata sobre calibragao ultrasonica - que foi analisado recentemente por Lin et al. (2009).
Foram realizados estudos de simulagao utilizando os programas estatisticos como o R

e Matlab.

Finalmente, os resultados deste trabalho representam uma extensao dos resultados
apresentados por Cancho et al. (2009), Lin et al. (2009), Xie et al. (2009a) e Xie et al.
(2009b), num contexto assimétrico, assim como, dos resultados apresentados por Osorio

(2006), Vanegas & Cysneiros (2009), num contexto simétrico.

5.2 Perspectivas Futuras

Vérios trabalhos de pesquisa podem ser derivadas e/ou direcionadas a partir dos

resultados deste trabalho, entre elas podemos mencionar as seguintes:

e Estudar os resultados de estimacao e diagndstico encontrados nos modelos nao-

lineares sob a classe MESN desde uma perspectiva bayesiana.
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e Estender os resultados de estimagao e diagnostico encontrados nos modelos NLM-

MESN para o caso multivariado.

e Estudar os modelos mistos nao lineares sob a classe MESN, com a finalidade de
introduzir mais propriedades e discutir alguns aspectos inferenciais, incluindo o
algoritmo tipo EM para a obtencao das EMV dos parametros de interesse, bem

como a questao de identificabilidade.

e Realizar um estudo de inferéncia e diagnéstico nos modelos lineares generalizados

mistos sob a classe MESN, desde uma perspectiva classica e bayesiana.

e Realizar um estudo de inferéncia e diagndstico nos modelos para dados de con-
tagem com excesso de zeros e efeitos aleatdérios assimétricos, desde uma perspec-

tiva classica e bayesiana.



Apeéendice A

Resultados adicionais do Capitulo 3

e Capitulo 4

A.1 Elementos da matriz de perturbacao A*

A fim de avaliar o esquema de perturbagiao o?(w;) = 0?/w;, vamos apresentar os ele-

mentos de A para este esquema. Em este caso a funcao de log-verossimilhanca é dado
n

por {(Olw) = Z&(0|wi), onde que

i=1

1 1 1
l;(0|w;) =log2 — 5 log 2w — 3 log o® + 3 logw; + log K,,,

e K,; ¢ definida na secao com o(w;) em vez de 0. Neste caso d,, = B*(w;) e Ayi =

AB(w;), em que B(w;) = w1/2(yl- —n(B,x%;))/o — bio.

7

Sobre este esquema de perturbacao temos Ay, = (AET, A AT em que

1 0 0 1 0?
Al = _——Kwi _Kwi 7 3  a_
oy K2 Ow; oy + K, Ow;0v

wi

KLAH? P)/:ﬁ70-27)\7
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com
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A continuagao, mostramos as derivadas de d,,, e A,, em relagdo a @ e w e para simplificar a

notacao consideramos 1; = n(3,%;). Se consideramos w; = w;o = 1, obtemos:
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A.2 Primeira e segunda derivada no modelo hete-
roscedastico

Em este apéndice a primeira e segunda derivada de d; = Bi2 e A; = A\B; sao obtidas, em que

o? = o*m(x;, p) = o?m; e assim 6 = BT, o2\ p)T.
[ dz
adz o B 677@ 8(12 - BZ' 4 8(12 _ Y 8(12 o _& aml
B 2az B’ 0do? 020“ oN 2Bid, op miCZ op’
d%d; _ 1 0n Oy | Bi 9’
oBoB’ o7 0B 08"  0i9poB"T
azdi 1 8"72
0B0c? o020 [2B:+ bl 55 0B’
azdi — _61 8777/
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0B0pT i 2Bi+ 4] 555,7
0%d; 1 0*d; b 9% B; 1 om;
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02d; 0%d; b’ om;
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— = |—=@4B;+bs - — i
opdp T Qm?( +59) op OpT  m; OpopT
onde &' é ¢ sao a primeira e segunda derivada de §.
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