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INTRODUCAO

Neste trabalho, pretendemos analisar e testar comparativamente um tipo nao
conforme de Elemento Finito de Segunda Ordem. Este objetivo veio inicialmente da
necessidade de trabathar com Elementos Finitos Retangulares de ordem superior com-
pleta. por assim dizer. Este esforgo ira exigir seis graus de liberdade, do tipo Lagrange,

e seis pontos deveram ser escolhidos num retangulo.

Isto tem duas conseqiéncias: a primeira é que, tendo escolhido os quatro vértices
do retangulo, restam apenas duas escolhas. impondo que & continuidade em todos os
lados nao pode ser garantida. Em segundo lugar, ao optar por dois pontos internos,
urn possivel caminho seria o de se escolher dois pontos localizados simetricamente. Isto
se revelou infrutifero, obviamente, nao permitindo a definicho das fungées de hase: é
necessario que os pontos internos sejani escolhidos de modo nao simétrico (secao 2.5)
- ¢ nenhuma continuidade das fungdes, do espago gerado com este elemento, pode ser

garantida sobre os quatro lados de cada elemento retangular.

Nossa expectativa fol a de que este novo Elemento Finito nao seria competitivo
nos casos padrio, mas que poderia se revelar 1til em situacoes heterodoxas. Nas ex-
periéncias computacionais efetuadas, isto ocorreu parcialmente. Embora a equacao
escolhida para os testes seja a mails classica possivel (a Equacao Estacionaria da Di-
fusdo), ensalos numéricos mostraram que, em comparagac com os Elementos Finitos
usuais. este Elemento nao conforme apresentou relativo sucesso na aproximacgio de
solugdes com comportamento particular. Porém seu desempenho foi menos eficiente
naqueles exemplos de solucdes 'boas™. Sabe-se ainda que este tipo de Elemento é apli-
cado com éxito para resolver equagoes de ordem igual ou superior a quatro onde o uso
de Elementos conformes é bem mais complexo. Como mencionado em [9]: Este tipo
de elemento permite obter uma boa representacio de todos os gradientes de restri¢des
simples..., e a seguir,... ele é usado por Engenheiros na pratica para resolver problemas

s . e . . r
de elasticidade bi e tridimensionais formulados sobre dominios retangulares.



Estes ensalos mencionados estao no ultimo capitulo. junto com estudos compa-
rativos com outros Elementos Finitos (Elementos Triangulares de Primeira e Segunda
Ordens. e Elementos Retangulares). A analise destes Elementos Finitos, as defini¢des

deste novo Elemento e o estudo dos erros estao nos capitulos seguinies.

Observemos porém que este trabalho tem sido desenvolvide visando passar ao
leitor da forma mais clara possivel, através do tratamento particularizado da equacao
em estudo, as nogdes gerais da metolodologia de Elementos Finitos e temas afins, re-
sultados tedricos e praticos aplicaveis em toda a sua extensao de modo geral. Também,
uma quantidade razodve! de referéncias bibliograficas é mencionada no transcurso da
leitura em conexao coni 0s conceitos, resultados e temas. para que o leitor possa melhor
esclarecer as provaveis duvidas e se aprofundar se for do inferesse. A intencdo do autor
em quanto ao desenvolvimento deste trabalho € & mais fiel e espera que este esfor¢o

sirva de ajuda a quem se interessar pelo tema.



CAPITULO 1

O PROBLEMA CONTINUO

1.0. Introducao

Neste capitulo comecamos apresentando o problema misto de Dirichlet-Neumann,
aqui chamado de PMDN. na sua formulagéo cléssica, e a seguir definimos os espagos de
Sobolev H!, H?, H} onde procuraremos a solugio do PMDN na sua formulacao fraca
ou variacional que daremos posteriormente. Em seguida provamos algumas proprie-
dades das fungoes que entram na formulagdo variacional e com a ajuda do lema de
Lax-Milgram garantimos a existéncia e unicidade da solugio do PMDN na sua for-
mulacéo fraca no tipo de espago mencionado acima. Concluimos o capitule colocando
o problema mediante o método de Galerkin num espago de dimensao finita onde iremos
a4 procura da solucao aproximada ou numiérica pelo Método dos Elementos Finitos.

Isto é, neste capftulo descrevemos o caminho percorrido do PMDN em sua for-
mulagao cldssica para a obtengao de Solu¢des Aproximadas da versdo fraca do Problema
Discreto.
1.1. Problema misto de Dirichlet-Neumann — Formulacao
classica ou forte

Seja © um conjunto aberto, conexo e limitado de IR? de fronteira I' = 90 “sufici-
entemente suave” (por exemplo, de classe C? ,[15]) composta de duas partes comple-

mentares ['s e Ty, ).e:
T:PUUF1 Com 1“001“1 -——w.

A estes dados associamos o seguinte problema:

Dados o, um patametro escalar positivo e uma funcéao f convenientemente definida

sobre 2, achar uma funcao u definida sobre £} tal que

Py Hu
(1.1.1) —G(@'—Fﬁ) = f para (r.y) em §2



(1.1.2) u = gg para (x,y) em Ty

Ou

“ an

(1.1.3) = ¢ para (r,y) em Iy.

Esta é uma equagao diferencial parcial elitica linear de segunda ordem com valores
na fronteira conhecida como Problema de Contorno.

. Ou . . - . et N .
Aqui, 3 denota a derivada normal na diregio 5 exterior {nnitdrio) a fronteira T

de Q, isto e,
e S =) il =1
— =7 = 97— o N =1{(M,52} , =
an 3 ar "?zay ! ha%2) s |17

621:‘ azi.'.

e 3 é a derivacao no sentido usual ou classico; Au representa ¢ operador FIEEwE
r drd o dy?

As restricoes ulr, = go (Dirichlel}, og-;hl = ¢ {Neumann), no sentido pon-
tual. constituem uma condigao suplementar DG‘.?CE‘.SSéI‘ia para a unicidade da solugao e
sao ditas condigoes de contorno. Uma solugao do problema cldssico é, por exemplo,
uma funcao v € C*(Q) satisfazendo(1.1.1)-(1.1.3).

Para usar o Método dos Elementos Finitos (ou algum deles ¢f. [2]). na procura
de uma solugao aproximada ou numérica devemos reformular este problema. Tal for-
mulacao é dita fraca on variacional, que como veremos depois, ela permite acomodar
dados irregulares e solugdes irregulares. alem de é claro dados mui suaves {veja exem-
plos do capitulo 5). de tal forma que quando uma solugao suave cldssica existe ela
também é solucao do problema fraco. Assim nada se perde reformulando o problema
de uma maneira variacional, ganhando a significativa vantagem de considerar proble-
mas com dados e solugbes irregulares.

Por outra parte sio muitos os problemas a valores fronteiras em dois ou tres
dimensdes para os quais a solugdo exata ndo se consegue achar explicitamente , embora
se saiba (prova-se) que ela existe.

E na solucio destes problemas onde se revela o verdadeiro potencial do Método

dos Elementos Finitos {MEF).

oo



O tratamento de problemas classicos de Dirichlet e de Neumann e do problema
classico misto e suas solugbes assim como dos operadores de Laplace no qual este
trabalho se apdia é, de modo geral, o de [2], [5], [9], [13]. [15], [17]. Teoremas de
existéncia sdo citados em [32).

No que se segue escrevemos as notagoes usuals
d? d?

)

Bu= (545
! Oz} - dr}

Ju Ov . du Ov
6:1"] 81'1 63"2 83'2

VU' VQ,‘ =

1.2. Espacos de Solugao

Na procura de uma solucido numérica via elementos finitos, transformamos um
problema original em outro em algum sentido equivalente chamado de uma formulacao
variacional do problema cldssico. Uma tal formulagao é do tipo:

Achar v € V', tal que:
(1.2.1) /ﬂ (Ve - Vo + aur)dr = ]Q fodz, Yo eV

onde V é um espago de funcdes que sera caracterizado de acordo com o problema. Se

uma solugao u € V existe, fazendo v = # em (1.2.1) teremos:

_ 5, 2 _ 27 _
aLVndm%—oLudr ‘qud:r

0/Q(%)zd.’r-l-o-/ﬂ(g—;)zdaﬁ—ka/nuzdm=/quo’:r;

podemos entdo impor s funcoes de V assim como as suas primeiras derivadas que

ou

sejam de quadrados integraveis sobre (2.

Ainda mais, é possivel generalizar o conceito classico de derivada por um de
derivada fraca e obter uma teoria apta para resolver tanto tedrica como numericamente
este tipo de problema variacional. Motivados por estas consideragoes introduzimos a

seguir estes e outros conceitos e resultados.



Comegamos definindo o espago das fungdes (na verdade, classes de funcoes) de
quadrado integraveis sobre 2 C IR* aberto, conexo e limitado. Resultados relevantes
para o presente tema se apoiam neste tipo de conjunto, ver por exemplo, {2]. [9], [13],

etc. Seja entdo:

(1.2.2) ) ={v:Q—R/ /Qh‘

2dr < x}

onde a integracio se entende no sentido de Lebesgue!®)(ver obras citadas no final do
paragrafo anterior assim como [14], [33]). Observemos que uma fungio de L) pode

perfeitamente néo estar definida num subconjunto €' C ) de medida nula [13]. j& que
f |o* dx = / lv|*dr . em particular para & =1,2.
a-c Jo

De {fato, nao distinguimos duas fungoes v,w em L*(Q) se ¢ que v{z) # w(z) 56
para r € (" e, na linguagem usual. v = u em quase toda parte {¢.t.p.), isto é. » e w
pertencem a mesma classe.

Com o produto interno

(1.2.3) (v, w)p2q) = f vewdr
Q

e a norma assoctada

1/2 ) 1/2
(124) “v”L?(ﬂ) = [(1‘, 1’)["(9]] = (/ﬂ IU[ dl’)

L*(€1) é um espaco Hilbert (cf.[2]).

Definiremos adiante os espacos de Sobolev de ordem 1 e 2 sobre {2 denotados por
HY Q). HY(Q) respectivamente, mas, para isso. precisamos definir a nocao de derivada
fraca para funcdes de L*(Q).

Seja, para o dominio 0, w: ) C R — R com ;€ C*{Q).

Definimos o suporte de ¢ como sendo o conjunto fechado

supp = {r € Qfp(z) #0} e

(o] Este tipo de integragdo abrange um conjunto amplo de {funcoes e propriedades que convém aos
nossos propdsitos (cf. [24], capitulo 3 observacao **).




ColM={p: Q- R/pe(C"(Q) Vn e supp G N}

! , %)
Se ¢ € C§7(1) decorre, é claro que ¢|r = 0, e também que Bi € C5 ().
a£y
Dizemos que v € L*() tem derivada fraca com respeito a z, se existir uma funcao

7!
denotada por — tal que

dix;

(1.2.5) f@ pdr = ( 1)/ 3 dr Vo e Cg () e i=1,2

Observagoes

(12) Se v for derivavel no sentido classico entao usando integracao 1)01‘ parteq e o fato

de v definida

de ¢ ter suporte contido em {1, temos que a derivada fraca 5
‘II

acima coinecide com a derivada parcial de v no sentido classico.
(22) Nem toda funcao de L*(€1} é derivivel no sentido fracol*).
(32} Exemplos de derivacao fraca sao dados no capitulo 5.

(42) Sempre que aqui falarmos em derivada, de uma funcao v. estaremos implicita-

mente fazendo mensao a {1.2.5).

Definimos agora H'({!} como sendo o espago das funcdo v € L*(Q) tais que suas

derivadas fracas —i—- : = 1,2 (1.2.5) existem e também pertencem a L2(Q) i.e.

v  Ov

2
ar,” or, & LW

(1.2.6) HYQ) = {vcI¥Q)

O fato que —Z ¢ L*(Q), quer dizer que a integracao em (1.2.5) existe (é finita)

ja que pela demgua]dade de Cauchy-Schwarz

v O de iy, \M? 2, \2 L O
el = [ e < ([ 1gde) " ([ lotdn) " = 157 o e

(1) Para este fim, ver [13]. Confira tamhém o exemplo 6 do capitulo 5.

L2()

[y |



Definem-se, em H'(§) o produto interno

] d a
(1.2..‘) ('“-*”“)HI(Q} = (U v L?(m + 2(8: 3; )Lﬂ(n

= (o3 7))

e a norma correspondente

1/ 1/2
{1.2.8) [0y = [(UaU)Hl(ﬂ)] [||1’|1L2(n) + ZH ||L2(n)] :

veja (1.2.4).
Com este produto interno e esta norma, H'(Q) é um espago de Hilbert [9], [13].
No estudo dos problemas que abordamos neste trabalho, tratamos muitas vezes

de fungdes v € H'() tais que ufr = 0 onde T' = 9. Para este caso, definimos:
Hy(Q) ={ve H'(Q)|vr=0 qtp]}.

Neste espaco, a semi-norma em H'({)) definida por

1/2
(1.2.9) 0|me) = {Z ||“||L?(n] ;

é uma norma equivalente & norma dada em (1.2.8), ver [5].

H{(Q) também pode ser definida como a aderéncia ou fecho de C§°(§) em H'(Q),
onde a restri¢ao v|r deve ser entendida no sentido da aplicacio trago discutida no
proximo item, cf. [5], [15].

Por extensao da defini¢do acima, definimos de modo analogo a derivada fraca de
2

ordem 2 de v € L?(Q) como a fungio (se existir) - tal que

dr,0z;

v &% .
2. dr = ) dr ; Yo € C7(Q) .
(1.2.10) 0 61?,-3373-[? ! /Q v Or;0x; T Ve Eele(8Y

H?()) é, entao, o conjunto das funcgoes de L#(f2) para as quais existem as derivadas
fracas de ordem 1 e 2 e também pertencem a L?(Q1). Intreduzindo uma notacao mais
compacta:

Para o= (o1,03) , a; € Ny, lal =a1 4+ a; e



d'ly
1.2.11 v = o ot
( ) v ERCEN , teremos

(1.212)  HYQ) = {ve L} Q)/Ya,|o| <2,30°0 € L¥}Q):

fn@% odr = (-—}]Mfﬂv Fodr , Vo€ C2(),

Neste caso para (1.2.13), o; € {0,1,2}, |o|=a; + 0, < 2.

Podemos definir um produto interno em H?()) como se segue:

du v
1239) ey = (il S 55),.,

%
i Z (8:11131_? 8.1?,—83-J)L2(m Z (0%u,0%v)r2(qy ;

0<i<; <2 lo]<2

€ em Consequencla, a norma

(1.2.14) Hl‘”?{'z(g] Uhgza) = 9 Hao””L?

[a{<2

Verifica-se que H?(§)) é um espago de Hilbert. Finalmente.

1/2
(1.2.15) o] g2y = [z ||a°1’||L?(n)]

laj=2

define uma seminorma em H?((}).

De forma analoga obtemos os mesmos resultados para H™({}) , m > 2, assim
como para ! C IR", n > 2. Para uma generalizacdo destes e outros resultados reco-
mendamos ao leitor [2], [5], [9], {15].

No que se segue, tentaremos dar sentido ao conceito de traco de uma funcao.
Teorema do Trago

O problema classico exige que vir, = go isto €, v(r) = ge(r), Vx € T. Para

1 = (a.b) prova-se que uma fungao v de H'(Q) é igual, q.t.p. 2 uma (tnica) fungio

|



continua definida sobre [a,d] e, portanto, nao ha dificuldade em definirmos v|r como
sendo v(a} e v(b). No entanto, para £ C IR? nem toda funcio (ou classe de funcées) de
H'()) tem um representante continuot®, isto é, dado v € H'(Q) nem sempre podemos
falar de v(z) para qualquer = € §, e neste caso o sentido que daremos a restricio vlp,
valor no bordo I' de , é dado pelo seguinte resultado {cf. 1.3-1 de {17]).

1.Teorema. Seja () aberto e limitado em JR? com fronteira I' suficientemente regular
(por exemplo, C* por partes®),

Entao Cg°(Q) € denso em H'(2) e a aplicacdo linear e continua

7 CE@) — CoT) W

v — v =vlp
se prolonga em uma aplicagio linear e continua

AHYY) — LHD) ®
vo— A
A funcéo 4 assim definida é chamada de aplicacio traco e o seu valor 3¢ para
v € H1(Q1) chamado de traco de v sobre I,
Notagao: vir = Hv.
Assim, o sentido que daremos a restrigao v/r = g é dado pelo operador trago i.e.
5 v = g q.t.p. sobre ', onde Jv é uma funcio L}('} ¥). Podemos verificar {cf. [3])

que H(Q) é o milceo da aplicacao trago 7, i.e.
HAO) = kerd = (v € H'(O)|vlr = 0}

Férmulas de Green
Seja ) aberto e limitado em R" de fronteira I' € por partes e = (M, %2... ., 7n)
o vetor normal unitario exterior a fronteira I’ de . Entao

D Yu,ve HY(Q)

(2) Veja contra exemplo em [13], [17].

(3) Uma definigio deste tipo de fronteira aparece em [17].

@) = {v:T — R /v é continua sobre I'}.

ELAT) = {v: T — R| f|v]’do < 00}, do dencta a medida superficial, sobre o bordo I',[9].
(¢) Para uma revisio mais ampla do trago de uma fungao, ver [9). [17].



Ju v
o Oz vdr = ~ 8$‘dr +/ uvrdo

i) Ve HYQ), v c HY()

- ou v du
u/nAuz!d:r:; / 33: 31 dr—/ d—?;udor

: . u
Na integracao sobre o bordo I' de 1, deve-se entender u, v, — como sendo

%
. - [ 0u _ .
F(u), ¥(v), 7(%-) respectivamente(”.
1.3. Formulagao fraca ou variacional do problema misto
Suponhamos a solugide u do Problema Classico de Contorno (1.1.1)-(1.1.3) sufi-
cientemente “regular™ como por exemplo, u € H(Q)) e definamos o seguinte espago de

funcoes:

(1.3.1) V={ve H{Q)|v/r, =0}
onde =90 =T UI'y , TonT =40

-Multiplicando a igualdade —aAu = f por uma funcio teste v € V. e integrando

—»crf Auvd:ﬂ:/fvdx.
Q Q

Usando a formula de Green (ii) obtemos

fV'u Vtidr_af—vda—/fvd:r,

sohre ). teremos

ou
/Vu Vvd:r—/fvda"+a/ B vdcr-i«a/r ——vdo
1
Ju
Fazendo também uso de v|r, =0 e Az = sobre T’y {q.t.p.), vem:
7
(1.3.2) a-] Vi . Vadr = f fvd:r-}-j qvds
4] Q Iy
Definamos a(+,-): VxV > R
Ou 81
(1.3.3) a(u,v ~0:f Vu-Vuodz = O’Z/ iz, 3.1",

(7) Estas e outras férmulas de Green sao revistas em [5], [8], [15].



e f:VoR
(1.3.4) f(tr)=/vad:r-|-/r1 grvdo .

Entédo a formulagio variacional (1.3.2) corresponde a:

Acher ueV t.q.
(1.3.5)
alu,v) = f(v), VeeV.

1.e. Achar velV tq.

du v ou ov
1.3.6 7 = dr rd Yu .
(1.36) G/n(axlarlJrargarg)dT ]va T+<Lg]b o VeV

Observagao. FEsta é uma formﬁlaqéo variacional do problema (1.1.1)-{1.1.3). Um
dado problema cldssico pode ter associado mais de uma formulacao variacional. Uma
tal formulacao depende basicamente de como as condigoes de fronteira sao consideradas.
veja [2].

A importancia de (1.3.5) é colocar 0 PMDN cldssico em uma formulacao variaci-
onal apropriada para o uso de resultados da teoria de aplicacoes lineares e bilineares
sobre espacos de Hilbert como aqueles em que aqui devemos trabalhar. Na sequéncia,
¢ apresentado um resultado que garante a existéncia e a unicidade da solugéo para o
nosso problema variacional.

1.4. Lema de Lax-Milgram
2.]lema. Seja V um espa¢o Hilbert e seja a aplicagao, bilinear a(-,+} : V xV — R

continua i.e. satisfazendo

(1.4.1) IM :la(v.v)] < Mlullyv - ||vlly, VYe,vwel,

Seja ainda a(-,*) coerciva ou V-elitica no seguinte sentido

(1.4.2) >0 tg a{v,o) > Mp|E, Yeev
e ainda
{1.4.3) f:V — IR linear e continua.

10



Entao o problema variacional
(1.4.4) Achar v eV t.q. alu.v)=f(v), YVoeeV

tem uma tnica solugao.

Este resultado aparece, por exemplo, em {5], {13], {17] e uma generalizacio pode
ser vista em [15].

A seguir mostraremos que a formulacao variacional (1.3.5) satisfaz as condicées
do lema. Sem perda de generalidade para os nossos propésitos finais consideraremos
go=10,a=1
(1) V € Hilbert.

Obviamente V = {v € H'(Q)/ vir, = 0} é subespaco de H(f2) com a norma de
V sendo a induzida de H*(Q) i.e. |jv|li = |[v||gqy Vv € V.

Consideremos as aplicacoes lineares e continuas

5:HYQ) = LT r—a0, . .
¢ o Au =)y . (aplicacdo traco)

po: LX(T) — L*To) , (llpow = povllraqroy < flw — vllzz(ry)
w - pow = w/r,

Pory - HI(Q) — L*(Ty) é continua e
V = (po-3)"1{{0}). por definicao de V,
sendo fechada a imagem inversa do fechado {0} por uma fungao continua.
Seja (v,) uma sequéncia de Cauchy em V. Sendo H'(Q?) Hilbert, (v,) é conver-
gente em H'(Q) e, como V é fechado, o limite da sequéncia estd em V.
(2) a{,-): V xV - K é& bilinear.
Primeiramente mostramos que a(-. -} é simétrica. Pela definigao do operador a,
remes 2 du 81: dv du
= ;] dx; 33‘, dr = Zf ar; 6:rid:r = a(v,u).
Quanto a lineanidade, provamos em segu}da., dado u € V, a{u,+) é linear

oy [ S Ay L B B,

I
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2 ou dv 3u Juw Ou 31} Jdu ow
;]( 33‘ dr dT 3I)dT_QZ/81 61", Z/@Té}jdr—
o alu,v) + a(u,w) .

Da simetria segue a bilinearidade i.e. e{ov+ w, u) = ea(v,u) + a{w, u) para cada
veV ,VoweV.
(3) a(-,) é continua.

Consideremos o espago [L2(Q)] x [L} ()] = [L}()]?, é um espago de Hilbert com

o produto interno,

2
(U-.,'I'_-‘)[LZ[QJ]‘J = /(U.,I?)dell" = Z/ 'U,'?.-‘,'d.‘l"
Q o Ja

para u.v € LYQ) x L*(§), que define a norma

2
H“]]fﬂ(m}? = (1’71’)[13(9}]2 = Z_/Q |v:{r | dr = Z [ei(r ‘|L9{Q
=1

Entao,
jo(u, )] = |>Z [ ool = (Ve Vel

usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz em [L*(2)]%, tem-se:
la(u, o)) = |[(Vu, Vo)ayp] < BVul|zagye - [[Vollizz )

Ora,
HUHQHl{m = H""”i?m) + Z || ||L?(m = ||U||L2(ﬂ} + ||Ve H[L?(ﬂ]]?

i=1.2 '1

¢, portanto,
la(w, )| < [lullgs) - el » M=1.

Assim a(-, ) é continua em H(Q} x H'(Q) como também é continua em V x V.



(4) a{+,-) é coerciva.

Para provar isto usaremos o fato de que a seminorma

['lHI(n] : HI(Q) — IR

1/2

o /2 av dv
=[] = [ e + gl

lo|giq) = [
|al=1

é uma norma sobre V equivalente a norma ||-||z(n) desde que I'y tenha medida super-

8)

ficial positiva ), por exemplo 'y nao vazia e continuva.

Com isto
2 dv |, 2., 00 2 2 2
alv,v) = Z]:fn lé-?:l dr = Z}: Hg;{“mm = |1’|Hl(n] 2 /\H’“”Hlm}

sendo a ultima desigualdade resultante da equivaléncia entre as normas,

(5) f:V — R é linear e continua, para

(1.4.5) flr) = /sz fvdr +/I‘ qvdo

a linearidade de f é imediata.

Provemos entao a continuidade.
Usando a desigualdade de Holder [13], temos de (1.4.5)

Fl < | [ godsl 41 [ gwdol < [ |fvldz + [ lorwldo <

e tellez ey + Haallez ey ol |2z @)

como 'y C I'. entao

1/2 1/2
lellioy = ([ toPdr) < ([1lde) ™ = liollrry e

e @lollzz @y + Han iz llellez ey < WF 2 livllzz ey + gl lvllz

sendo que existe uma constante C' que depende de ) t.q., {cf. 1.2.3 de {5]),

Yo e H{(Q), [lollzry < C(DHvlez o) -

() Com efeito, ver teorema 1.2.1 de [5].
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Em consequeéncia,
Al llvllzagy + Nal ez llellzz ey < Alzellvllzg, + Cllallezanllvlle @) =

220y + Cligi 2] - ollz2@) £ M -ial[mye -

Concluindo que |f(v)] < Mljv||pg1q). A continuidade de f(v) sendo decorrente da
linearidade de f.
Com f € L¥Q) e ¢ € L3(T), teremos que f é continua em H'(Q) e, portanto,
também em V.
1.5. Formulacao final apropriada para elementos finitos
Estamos agora em condigoes de formular de maneira mals precisa um problema
variacional associade ac PMDN de 1.1 levando em consideracao condicées suficientes
que garantem a existéncia e a unicidade da solugao mediante o lema de Lax-Milgram.

Seja ! € JR? um aberto, conexo e limitado de fronteira I' (™! por partes, com
T=T,UT, e Tonl =10
tendo ainda que I'y é de medida do positiva, e que
FEL*O) e ¢ € L¥Iy).

O problema formulado anteriormente se torna, entao:

Achar we V={ve H{(Q)/v|, =0} taq.

(1.5.1) alu.t) = fv). VweV

Em (1.5.1), conforme anteriormente mencionado, temos

(1.5.2) f[augi du dv

G0 0 00N e [ s et
Lt d.T} 0-71+512532] T th r -+ I‘]glt T v e

Fazendo uso da {ormula de Green (ii)

Ou v ", ¢u
(1.5.3) /Za—adx = —afﬂzax vd:r-l-aj = vdo
validas para as fungoes v € H%(() e v € HI().
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Entao de {1.5.2) e (1.5.3) temos

2 a2
d*u Ou
_a]s?gé}?vd$+o-£égasda_—_]nfvd:r-}-./]_j qvdo , YveV

ou ainda, dado que v € V, €, portanto

a
v/r, =0 eque Q—E:gl em [}

an

/Q{ (_O ; gé% - f)l'}(f.’l‘ =0, VreV.

Dado que existe uma unica fungdo v € V verificando (1.5.2), concluimos que

temos resolvido formalmente o problema a valores de contorno:

2. 9%

o Z F.2 = f g-l.p.em . com
=1
@ = { em 1y e
Ju
O— = em ;.
3?; G 1

Este é chamado de problema misto ndo homogéneo (seria homogéneo se g, = G)
para o operador
2§
U — —a ; (9_13
of. 1.2.28 de [5].
1.6. A procura de uma solu¢gao numeérica
No intento de procurar uma solugac u(r) para o tipo de problema cldssico, o
ideal seria achar uma expressio analitica para u. Um método cldssico nessa direcgao,
por exemplo, é 0 método de separacao de varidveis que funciona em varias situagoes
(Analise de Fourier}. Nem sempre, porém, existem técnicas de integracao que permitam
exibir uma solugio de forma analitica. Neste 1ltimo caso uma alternativa é recorrer a

métodos numéricos para obter uma aproximacio da solucao.
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Um dos caminhos para que, a partir de um problema cldssico, cheguemos a um
problema semelhante (em alguns sentidos) de aproximagdo numeérica, se inicia com a
expressao do problema original em sua formulacao fraca, ou variacional.

Em geral isto consiste em definir um espaco V de funcoes e formas linear f(-)
e bilinear @(-,+) convenientes definidas sobre V' e V' x V respectivamente obtendo o

seguinte problema dito variacional:
(1.6.1) Achar veV t.q au,v)=f(v), YVveV,

onde as condicoes de contorno do problema original ou classico estao agora implicitas
na formulagdo variacional ou no espage V, tornando o problema nesta formulagio
equivalente ao problema original em sua forma classica.

llustremos mais uma vez estas idéias com um exemplo simples de Equagao de
Dirichlet Homogénea.

Achar v € V tal que:

(1.6.2) —Au=J] em 1, com
(1.6.3) ur =10

Seja V um apropriado espago de fungoes, como. por exemplo,
(]64) V = {U v e HI(Q) i ’L‘h“ = 0} = Hé(g)

Multiplicando —Awu = f por uma fungao teste v € V e integrando {no sentido de

Lebesgue) sobre (2, obtemos
_ f Auvdr = f fodz . YoeV.
Q Q
Usando agora uma conveniente formula de Green, temos
Ou
(1.6.5) -—/ Auvdr = f Vu-Vodr — ] —uvdo = / fudr.
Q Q r 0% Q

Como v/r = 0. isto se torna

/Vu-Vvd:r= /f‘f‘di“-g
] Y.
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de onde segue a formulacgio variacional:

Achar u € V tal que
(1.6.6) af{u,v} = /DVU - Vudzr =/ frde = f(v), VveV
Q

Aqui f e as fungoes de V devem ser fais que a integracao na formulacao variacional
fagam sentido e o espago V e as formas linear f(-) e bilinear a(-,-) com propriedades que
garantam a eXisténcia e unicidade da solugao do problema. como por exemplo aquelas
impostas pelo lema da secio 1.4. Neste ltimo caso bastaria definir V = Hi(Q), para
garantir uma solugao de (1.6.6) associado ao Problema de Dirichlet (1.6.2)~(1.6.3).

Se u é solucao do problema original é claro que u é solugio do PV associado. A
reciproca, poréim, nem sempre ¢ verdadeira. As vezes a solugao do PV é solucao do
problema associado sob certas condi¢des impostas a mais. Por exemplo, se a solugdo
do PV for de classe C'? entao ela é a solucao do problema original.

De posse da existéncia e unicidade da solucao do problema variacional, prova-se
ainda que o problema (1.6.1} é bem posto no sentide que a solucdo depende continu-
amente dos dados (obsevacao 4 segao 1, [4]), isto quer dizer que pequenas variacoes
nos dados acarretam pequenas varjagées na solugdo o que nos permite ir a procura de
uma solu¢ao numérica ou aproximada denotada v, onde uy € Vi, com V, um espago
de dimensao finita N, que pode ou nao ser subespaco de V. O Método dos Elementos
Finitos permite construir ¥, pela montagem sistemética (capitulo 3) das fungdes da

base que o geram. Assim sendo se tem:
(16?) ‘;1 =< qslaé?s'-wc.ﬁﬁ"h >

Em seguida colocamos. de alguma forma, sobre V,, o PV definido sobre V. Agora

uy, devera ser a solugao do seguinte problema variacional aproximado {PVA)
(1.6.8) Achar wu;, €V, t.q. ap(ws,vy) = fr(wy) Ve, € V.

onde fi(*) e ay(-,*) definidas sobre V,, e Vj, x V,, sdo representacoes das respectivas
formas f(-) e a{-,-} definidas sobre V e V' x V. Por exemplo, quando V} é subespago

de V podemos definir
(1.6.9) ap(+ ) =al( Y fv,xw e fuls)=fl)/v
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A prova da existéncia e da unicidade da solucao vy, de (1.6.8), considerando {1.6.9)
no caso do Vj, ser subespaco de V, é imediata, usando novamente o lema da segio 1.4.

(Caso V, nao for subespaco de V a prova da existéncia e unicidade do PA nao é
tao imediata. As formas a, e f;, devem ser convenientemente definidas, assim como
uma norma. apropiada debe ser considerada sobre V,. Um tal método de aproximagao
é dito nao conforme. Outro tipo de nao conformidade esta relacionada com o uso de
integracio numérica para aproximar as formas a; e f;, [5], [18]. Para alguns destes
e outros métodos nao conformes é possivel mostrar que existe a solugao u; do PA ou
discreto e é Wnica, e ainda que é convergente para a solugao n do PV, com 2 nova
norma definida sobre V,,. Uma forma de se conseguir isto é definir estes problemas,
(1.6.8). com propriedades que permitam aplicar novamente o lema em 1.4. (cf. {4]. [3],
[9]). Aqui usaremos um método nao conforme utilizando o elemento finito desenvolvido
neste trabalho (cf. se¢bes 2.5, 3.5.).

Agora como dimensao de V), é finita. o problema se torna discreto, isto é, as

funcoes vy, de ¥, podem ser expressas em termos das funcoes ¢,,
Na

(1610) vy = ZO‘,‘@,‘
=1

para a base {¢1, %2, ..., ¢n,} de V.

Na solug¢do de Problemas Variacionals Aproximados. recorre-se muitas vezes a
métodos como o de Galerkin (1915) {(dado em (1.6.12) cf. [1]. {10]. [13]. [17}).

Dado que V}, € gerado pelas ¢,’s, substituindo (1.6.10) em (1.6.8), concluimos que

o problema (1.6.8) equivale a
(1.6.11) Achar € Vi sap(upn, ¢;) = fulg;} V5 . 1 <3< N,

Entao, construir uy, € ¥, é procurar {a,.aq..... ax,) € R com

N
up = Y 05
=1
para o qual valha (1.6.11) i.e., dada a bilinearidade de a:

Ny,
(1612) ZO’,‘G};(@,‘, (;53) = fh(o_‘,r) [ V.;" ] 1 SJ S ‘Nh'
1=1
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Na verdade, o que se resolve entao é o sistema linear
(1.6.13) Aa=f

onde a matriz A é dada por
ai; = (0. ¢;) . 1,7 =1.2,..., Ny . asolugao é

a=(o1,0g,...,ax5,) e€olermo f é dado por

fi = 1nlé;).

No iltimo exemplo mencionado acima, teremos

a(oé) = [ V6:-Vo,dr

flo;) = /Q fo,dx

Dada a unicidade de uy, a matriz A resulta ser nao singular.

Se ay(-.+ ) for simétrica entao A também €. o que € nma vantagem para a solugao
numeérica do sistema. Na escolha da base de V), € interessante, do ponto de vista
numeérico, que a matriz A seja esparsa, o que se consegue com o uso de Elementos
Finitos. QOutras caracteristicas matriciais de A podem estar relacionadas com as dos
operadores @ ou a,, também.

Agora bem, ficam muitas perguntas: o que tem a ver a solugao uy de {1.6.11)
com a solugido u do PV? Serd que u;, converge a u quando N cresce? De que forma
pode ser provada esta convergéncia? Com que tipos de normas? Qual é a ordem dessa
convergéncia?

Aqui entra a teoria de elementos finitos para dar respostas a estas questes e
deve ser entendida como uma metodologia para a geracac das funcoes ¢; da base dos
espagos Vj, de aproximagio que nao dependa do meétodo variacional empregado para
construir uma solugao aproximada uy, de u, e que convirja de certo modo para v quando
as dimensdes espaciais da discretizacao (de momento identificadas simplesmente por
h, veja observacio 3 em 4.3) se aproximam de zero ou. equivalentemente, quando Ny

Cresce.
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CAPITULO 2

FERRAMENTAS DISCRETAS

2.0. Introducao

O objetivo deste capitulo é dar a definigao de elemento finito em JR? e apresentar
varios exemplos de elementos finitos provando, nos virios casos, que satisfazem as
propriedades enunciadas em sua definicdo. No final apresentamos um novo elemento
de tipo ndo-conforme.

A 1déia a explorar é a de construir um espago Vj, de dimensao finita, de fungoes
definidas sobre §). onde procuramos montar uma aproximacao u, da solugio v do PV
convergente a v, quando a dimenséao N, de V), cresce (e & — 0).

Vi é construido particionando o dominio £ por elementos finitos {discretizagao de
£)) e definindo sobre eles funcdes de base com pequenos suportes qgue geram V;. Se
V,, assim construido por subespaco de V' o elemento escolhido na construgao de V; é
dito de tipo conforine; caso contrério, i.e., se ¥ nao for subespaco de V', o elemento
referido e dito nao-conforme. Elementos do tipo ndo-conforme podem ser usados com
vantagens para problemas de guarta ordem ou mais, onde o uso de elementos conformes
se torna mais complexo. O novo elemento aqui apresentado, de tipo nao-conforme, foi
usado com éxito no PMDN proposto no capitulo anterior.

Uma vez construido V3, resolvemos o PVA:

Achar u;, € V, tal que
(2.1.1} arlup,vi) = falvn), Vor €V

Onde h é um parametro relacionado com a dimensao N; de V3 (com £ — () <=
JN;, —¥ OO)

Em sepuida devemos provar que wu, converge para ¥ em V., isto é
g h 1

(2.1.2) [lw — wa||[v — O h—0 ou N — oo.
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Esta convergencia ¢ forte, isto é, na propria norma de V (na terminologia usual
chamada norma da energia). Isto nem sempre se consegue para qualquer tipo de
elementos ou para problemas de ordem superior a dois. As vezes apenas CONsSeguimos
na literatura estimativas de erro da aproximacao do tipo ||[u — uy ||z, ou em alguma
seminorma que envolva derivadas. Um exemplo € a convergéncia usande a semi-norma
lu — wup |, que pode ser de utilidade de acordo com o tipo de informagao que se quer,
ou que se consegue obter sobre a solugao.

2.1. Elementos Finitos

Definigao: Um elemento finito em [R? é uma terna (A, X, P) onde,

<]
() K C IR? é compacto, conexo. k'# ¢, de fronteira A" Lipschitz continua;

.a ‘ 0 . - . T . .
(i1} T é um conjunto finito de N formas lineares ()Y, linearmente independentes,

definidas sobre ("™(A') chamadas de grovs de liberdade do elemento; e

(iii) P é um espaco de fungdes p: K — IR tal que £ é P-unisolvente, i.e.

dados N escalares aj, 09.....ax existe um unico p € P que satisfaca
(2.1.3) widp) = oy 1<i< N
Observagoes:

1. A P-unisolvéncia de ¥ é equivalente a existéncia de N fungbes p; € P tais que

paracada z:1 <¢ <N
(2.1.4) pip) =8, Yiil1<j<N
gue constituem uma base de P.

Isto se demonstra como se segue:

Em primeiro lugar, o conjunto {p; . 2 = 1,..., N} é linearmente indepen-
dente (a P-unisolvéncia de ¥ garante a existéncia das fun¢bes p; definidas por
(2.1.4)). de fato,
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AT
se Za,-p‘- =0, aplicando uma fun¢ao ¢;, obtemos
=1

N N N N
0 aip) =) gilaip) = aipi(p) =D oib;=a;=2;(0)=0, 1 <j <A
=1 =1 =1 =1

A,'
entao se, Y oypi=0, a;=0, 1<;<N
=1

N
Por outro lado. dado p € P, seja a; = ¢;{p), 1 <1 < N, a funcdo Zoj-pj- é
3=1
a unica em P (¥ é FP-unisolvente) que satisfaz
X N
215 e(Yan)=Yanm) =a=wp) . 1<i<N
i=1 i=1
N
logo p = Zojpj.
1=1
N
Reciprocamente dados ay,as,...,ax, tomando p = Za_,-pj- (existéncia),
e
S !
temos  @i(p) = Y opi(p) = a;.
=1
2 It
Seja ¢ € P tal que ;(g) = oy (unicidade), entdo g= > Bip; e
j=1

N N
a; = pi(q) = w(z ﬁ;m) =2 _Biip;) = B para 1<i<N.
=1

3=1
logo, g=p.

. As funcgoes p;. 1 £ j £ N que satisfazem @;(p;) = 6;,. 1 <7 < N sao chamadas

de fungdes de base do elemento.

. Da observacdo 1 se segue que uma condigao necessaria para a P-unisolvéncia de

Y é que a dimensao de P seja a cardinalidade do conjunto X, em simbolos:
Dim P = #%
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4. Falaremos do elemento finito K para nos referirmos 2 terna (K, X, P).

5. No escopo deste trabalho, P serd um espaco de polinémios e entenderemos ele

assoclado ao elemento como P(K)
(2.1.6) P(K)y={p/K : pe P}.

O fato de P ser um espago de polindmios é essencial, tanto para célculos
computacionals como para provar questoes relativas a convergéncia das solugbes

aproximadas.

6. Mostrando a existéncia da base {p;}}_; do elemento, verifica-se facilmente que o
conjunto ¥ é £.z.
Com efeito, se

N
SNawilf)=0 , Ve CF(K),

=1
emao fazendo f =p;
N N
D oodp) =D b =a; =0,1<j<N.
i=1

=1

7. Para mostrar a P-unisolvéncia de © é suficiente mostrar a existéncia de N fungoes

de base p;, 1 <i< N de P tais que

eilp) =6, 1S5 <N,
Assim, dados aj,@,.....an. a fungdo p = 3 a;p, é a Unica em P que
satisfaz
LP{(P) =0y
de onde a aplicacgéo
L:P — R"

p — Li{p) ={p®}E,
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é linear e continua entre espacos da mesma dimensio N, é uma bijecao, logo,
dado
{oi ), 3'p € P tal que

wi(p) = a;.

Uma outra forma empregada para provar a P-unisolvéncia de ¥ é mostrar

que Ker £ = {0}, i.e.

se wilp) =0, Vi:1 <1< N entao p=0.

Exemplos de Elementos Finitos
Construiremos aqui, de acordo com o paragrafo anterior, alguns exemplos de ele-

menlos finitos.

2.2 Triangulo do tipo 1

Q3

Figura 1

Seja K um triangulo em IR? com vértices a;, @03, e definamos

w;: C*(Kk) — R
o= el f]=fla)’
K é compacto, conexo e de interior nao vazio. Como a fronteira di de K é

poligonal, ela é Lipschitz-continua.
Sejam Y={p; ; 1 <7<3} e



P={a+br+cy [ a,b,ce R}
P, € o espago dos polinémios de primeiro grau em r e y. Podemos identificar
P; com o conjunto de planos em IR?. Primeiro devemos verificar que:
Dim P, = #5. =3, cf. observagao 3 acima.

©; € linear

(af + g}a:) = afla;) + gla;)
= opi{f)+wilg) 1 1<¢<£3, Vee R

cilof + g)

Verificamos que

(1) 3 é £.4. mostraremos que se
VfeC™K), (a1p1+or0+a3pal{f)=0entéon, =0, 1<:<3.

Dado que trés pontos nao colineares determinam um unico plano definamos

p: € P.paracada 2:1<:<3, por

o

1.7) p:R*— R
18) pt-(aj) = 5,‘_;,‘ 1 S _} S 3.

b |

(
{

[}

Sejam f; = p;/x € C*(K), 1 <1 <3. Entdo

3
como (Zaj-goj-)(ﬁ-) =0 . teremos
g=1

3 3 3
0="> o;0,(f) = Y epeilp/) =Y espifrley) =i, 1 <1 <3,
=1

1=1 =1
(i) 3 é Pj-unisolvente.

Devemnos mostrar que dados aq, az,03.3' p € P tal que wi(p) = a;, 1 <2< 3.

3
Seja p=7 a;p; € Py,
=1
entio  pilp) = Y ejpilp) = D a;pila) = Y 0ibi; = o
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E, finalmente, p é tinico dado que é um plano definido em trés pontos,

aj, ds, @3, nao colineares, com

(2.1.9) pla;) = o; 1<7<3

Observagoes

1. Os pontos ay, a4, a3 sao chamados 0s nds do elemento A e Ny denota o conjunto

de nos do elemento K, i.e. Ny = {a;, az, a3}
2. Por simplicidade, denotaremos 3 por
> ={fla) /1< <3}
3. As funcdes p;/x formam uma base de P(/) e, entao, do elemento acima.

4. Os elementos nos quais os graus de liberdade em ¥ sio dados pelos valores da
funcao nos nés sao ditos do tipo de Lagrange, enquanto aqueles elementos onde

alguns dos graus em X sio definidos por derivadas sdo ditos do tipo Hermute.
Iremos aqui explicitar alguns dos itens mencionados no inicio desta parte.
Dado um tridngulo com vértices a : (a1, az), b: (b, by). ¢ : (c1,¢2), seja

(‘2 - ﬂ.g a.l - C]

(2.1.10) A=

02“"52 b]_"'—ﬂl

entao,
|AI = (C2 — G.g)(b] — ﬂ.]) —_ ((12 -— bg){a] — C])‘

Moleny) =1+ ﬁ (by = e2)(& — a3) + {er = by)(y — a3)]

)\b(&”,y) = ﬁ[(cz - 6‘2)(-1"- - 01) + (0-1 - Cl)(y - 0-2)]

Adz,y) = |17|[(0-2 ~ by)(x — ay) + (b — a1)(y — a2)]
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Como podemos verificar,
I w=u

(2.1.11) Afw) = { 0 wetu para u,w € Ng = {a,b,c}

Uma tipica funcao teste do elemento mais simples em JR? estd esbocada na

figura 2 .

Aa;

A
Figura 2

Ela é nula no segmento @;a;.

Veremos no proximo capitulo que o espago gerado Vj, com triangulos do
tipo 1, é constituide de fungdes continuas, i.e., ¥, C C%0).

Por outro lado, as fungoes de V;, que serao montadas como sendo planas
sobre cada X C Q. néo estio em C'(Q), i.e., Vi G CH(§).

Estas propriedades das fungoes de V},, como veremos depois, estao estreita-

mente relacionadas com os nds comuns as intersecoes das fronteiras dos elementos.

2.3. Retangulo do tipo 1

Para definir um elemento K qualquer deste tipo, comegamos com o quadrado
unitirio K de vértices @1(0,0),d,(1,0),a5(1,1), @4(0, 1). K é obviamente compacto,
conexo, de interior nao vazio e de fronteira Lipschitz-continua.

O elemento (K, P P) é entao definido por

(2]12) J’\'TE! = {3.1,321 63164}, e

| O]
=1



(2.1.13) Sp={f@a)/1<i<4), feC™REK).

<
~

a a
1 2 a’ az

Figara 3 Figura 4
Tomamos P=0Q;={a+br+cy+dry/ab.cdec R} .
Q1 é o espaco de polinémios de primeiro grau em cada variavel; Q) é um conjunto
de polindmios incompletos de segundo grau.(por causa do termo zy).
Dim @ = #X, = 4.

As funcdes de base de K sdo (figura 5)

M= (o —1)(y —1)

(2.1.14) ti;ﬁf Y
Ay = (1—a)y

Elas sao nulas nos segmentos [Gx,ds] . [dx, @;]. Por construgio os lados deste
elemento K séo paralelos aos eixos r. ¥.

Cada lado é descrito da forma. z=constante, y=constante, logo Xi/fado(f{'} é uma
reta, a reta que une A(d@) e A;(b). com @ e b vértices contiguos, veja figura 5.

Como é facilmente verificado, estas fungdes A; satisfazem

Ai(a;) = &;

28



Figura 5

Conferimos a seguir:

(i) Sp é Li.:

A

-~

seja f=A;
4 4
Za-‘-pt-(,\j) = ZQ,;/\J-((:,-) =a;=0, 1<£;54,

Que 3-p € Ql—unisolvente segue da existéncia das funcoes de base do elemento.
{Com efeito. observagao 1, pagina 21).
Para um elemento retangular genérico A™ (fig. 4}, seja, agora, (A", L, Fy) definido
por '
Ng = {ay,a,. a3,a4}. Entao:
Cr={fla)/1<i<4} e
h = {a+ bx + cy + dry}.



A definicdo das fungoes base para um retangulo genérico K de vértices ay, a;, a3
e a4 pode ser simplificada se for feito uso de uma transformacio linear F ; A — A’
definida de modo que F(a;) = a;, isto por si sé garante que F(K)=K, como é mostrado
no exemplo 2 da secio 4.2. O mesmo acontece se K e K fossem tridngulos, cf. exemplo
I da mesma secao. As funcdes A; sobre K seriam construrdas (ver figura 6 a seguir)
usando F~! e as funcdes base de K : A(€,5) = X o F~'{£,p) = X(x,y) onde
(&,7) = Flz,y).

-~ ~ 3 -
Qq Q_‘3 ) Q'3

(%,Y)
b4
4 a,z
a, )
a, 2 1 i
)(
Ay Q,
Figura 6
Fazendo a; = (a7, a!) tem-se
1 0 a”
aj — ai ¢ aj — a3
FYen) = -+
P P

Sk €entdao Q(HA )-unisolvente e as fungbes de base do elemento & dados acima
verificam A;(e;) = §;;.
O espago V), gerado com retdngulos de tipo 1 € constituido de fungoes continuas

(ie. Vi € C%R)), embora suas funcées nao sejam de classe C1(Q).
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Observacao:

1. Uma condigido necessaria e suficiente para que um gquadrilitero A de vértices
ay, az, a3, a4 Seja a imagem de R por uma transformacao linear inversivel F tal
que F{a;) =a;, 1 <1 <4, équek seja um paralelogramo nao degenerado de
IR?* (Com efeito ver [18]).

2.4. Triangulo do tipo 2

Neste proximo exemplo. os nds dos elementos finitos nio serao apenas os vértices,

mas incluirao fambém os pontos médios dos lados.

a;
Q.13
A3
Q, o
12 0‘2
Figura 7
O conjunto Np dos nds sera:
Np={a;, 1 <i<3:q;;.1 <2 <5<3},
a+a; L g . ,
onde cada a;; = é o ponto médio do lado @a; ; também

2
Tr=A{fle), 1<0<3: flay), 1 <1< <3} e
Pr=P= {n+b:r+cy+d.-ry+crrz+_fy2/a.b.c,d,ﬁ,fEﬂi’}.

P, é o espaco dos polindémios de segundo grau em z.y.
A dimensao dos espacos P, é a cardinalidade de > 5 : Dim P, = # ) 5 = 6.
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Sejam A; , 1 <1 < 3, as fungdes de base do tridngulo do tipo 1, exemplo 2.2,
definidas sobre este tridngulo K.

Ailas) = & . 1<y7<3.

Elas satisfazem

Mak) = M) = e 4 2i0))

logo.
£1ej#i

1 k
A{(ﬂ-kj):§[6{k+6ij] :{ k=iouj=i

brf

As funcoes

pi=A2A—=1) 1<:<3
py=4M%; 1<y <3

constituem uma base de P(K). Elas verificam

1 em a,
P =

0 nos outros nos

1 em a;;
Py =

0 nos outros nds
Verificamos que as p; e p;; sdo {.i.:

3
Aplicando S aipi+ > aipi
i=1 1< 3<3
em cada nd do elemento, obtemos

0'g=0’,‘j=0 1<i".<3..
Dado p € P, podemos escrever p como

p= Z)\t(Q/\% — I)p(ﬂg) + Z 4/\1'/\}'?(01'_}')

i=1 i<;<3

de fato, ambas as funcoes estao em F; e coincidem nos 6 nds do elemento. Ainda.

V, C C°(0D).
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Visualizagao das fungoes de base (locais) para o triangulo do tipo 2

(i) A figura 8 identifica uma funcao p; = X;{2A; — 1) que é localmente um polinomio
de 29 grau e que vale 1 num dos vértices a; do tridngulo e ainda que é nula nos

demais vértices a; e pontos médios de cada lado, a;;.

Observagao. Cada lado [a;, ¢;] de A é descrito da forma : y=Az+B, (2,y) € [a;. 4;],
substituindo y (=Ax+B) na funcéo de base p; de P, (figura 8). que tem a forma
pi=a+br+ocy+dry+ex+ fy?,

se tem que.pi/[ah%] corresponde na sua forma mais geral a um polindmio de 27 grau
em x, sendo que ele é unicamente determinado por trés graus de liberdade . como por
exemplo o valor que assume nos trés nés a,.a;;.a; no lado [a;, a;]. Assim sendo como
p: é nula em a;, aji. @, p; € nula no segmento @, ay , sendo que sobre @, a; ela é uma
porcao de pardbola {figura 8).

Esta nocao de Py —unisolvéncia de Ty . onde K'=[a;, ;] é um lado qualquer de
K,

Pr= Py /pe e Sk = {v{a) 1 a, € K'0 Ny}

p €Tk .+ ¢ CXK) — R
v i) = vla;)

¢é de interesse quando alguma suavidade é requerida das funcgbes de 1}, como continui-

dade delas ou de algumas das suas derivadas (cf. capftulo 3).

(i1) A figura 9 mostra uma funcae p;; = 4A;A; que é um polindémio de grau 2 local-
mente que vale 1 no ponto médio a;; de um dos lados e que se anula nos demais
nds; ela é nula nos segmentos @ 6; e aa;. sendo sobre o lado @a;. parabodlica

r . 0
(proxima pdgina).
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Figura &

Figura §
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2.5. Um novo Elemento Finito

No elemento finito denominado reténgulo do tipo 1, descrito no paragrafo 2.3.
temos as funcdes al definidas como polindmios ditos degenerados, devido aos 4 graus
de liberdade. Um modo de melhorar o tipo de aproximacgao seria considerar os pontos
médios de cada lado (8 graus de liberdade, figura 10) ou também o ponto centro do

retangulo {9 graus de liberdade, figura 11).

4
3

Figura 10 Figura 11

Uma tentativa de introduzir um elemento menos sofisticado esbarra na impossi-
bilidade de localizar mais dois nds internos simétricamente dispostos (ndo existem as
funcoes de base relativas a estes pontos). A solugao é, entdo, a seguinte: usar um
elemento retangular com 6 graus de liberdade {figura 12). Os nds escolhidos séo os
4 vértices a,.a,5,a3 € a4 € também os pontos internos ay e ag assimétricamente

localizados. com respeito ao centro de massa.

ay + 2a; + 3a4

2a .
(2.1.16) gy = 2210
3
(2117) _J’\"Y;\-' = {G‘.,‘ . i S ] S 6}
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(2.1.18) Tk = {fla): 1<7<6)

(2.1.19) Py =P
Q.4 Q3
L ]
. Qe
Qs
Figura 12

Para o caso de a; = {#,y). a; = (v + Axr.y), a3 = (v + Aa,y + Ay) e a4 =
(r.y + Ay), temos a5 = (¢ + -4‘3,1 ¥+ %‘i) e ag={r+ MTT Y+ »2—%3) .

As funcdes de base locais deste elemento sao, no caso particular de r =y =0 e

Axr = Ay = 1 {previamente verificado que Dim P, = #Xx = 6):
(2.1.20) =1+ -153:1" — 9y + ry — };;;rQ—i—Sy?
(2.1.21) By = —21 4 2y — vy + 3r* — 297
{2.1.22) pa = —122 + 10y + 2y + 122 — 104
(2.1.23) By =3r — 3y —ry— 3r2 4+ 4y°
(2.1.24) Ps = —36(x —y —2* +3°)
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(2.1.25) P = %]—3* — 36y — —87)1—3"2 + 36y*

Para esta familia, podemos verificar que, de fato {fig. 13.a)

pila;) =é;, para 1<1,5<6
Para obter as 6 funcdes de base sobre um elemento finito genérico A desta familia,

podemos usar — como ja foi feito antes. pagina 30 — uma transformacéo linear inversivel

F. sendo

F:K —K
tal que F(a;) = a;
a'-i 6.3 Q"‘ aj
fon Y
. Qe . Cle
a_-; )"{\ Qs )(
a, P Ly Qs
Figura 13a Figura 13b

Por exemplo. se A é dado pelos vértices a; = {za.y0), @ = (20 + Az, yp).
as = (1o + Az, y0 + Ay) e a4 = (20,y0 + Ay) com os nos

Ar Ay
a5=(-r+?-,y+?)

2Ar 2Ay
0'6_('T+ 3 $y+ 3 )

as fungoes de base locals serao:
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13 9 1

Pl(-”"sy) =1 ‘f‘E(ﬁ'—-’fo)_A_y(y—yo)f AIAy(T—ID)(y—yU)
15 , 8 )
—.ZA_TQ(T-%) +A—y2(y—yo)
(2,5) = ——=(z — 20} + (¥  %0) — ———{z — Z0)(¥  30)
2l T, = ——(T —  — — —_ — _
2 Yy Ax Ta Ay ¥ — Yo AzAy L —TIopY¥ — Yo
3 )
+Aa_2(-"‘7—3"0]2— Ayg(y“yo)z
12 10 1
pala,y) = "E(‘T —xo) + E(y - yo) + Amy("‘" — x0)(y — ¥o)
12 , 10 )
+A.T2(T_ 0] - A_yg(y'_yo)
(2,8) = 4+ — 70) — —= : )y — vo)
palz,y) = ATI—TO—A(?; v)—MAy(r—ao ¥ — Yo
3 ) 4 )
—ATQ(""?— o)+ Ayg(y—yo)
36 36 36 36
ps(e,y) = =1 (z —zo) + 5(3} — o) + {7 - o)’ - Zy—z(y — yo)?

81 36 81 .36 :
pe(z,y) = Jrﬁ(I - Zq) — A—y(y ~Yo) — m(x — zo)° + "A—yg(y — Yo)

Tal como neste exemplo, teremos as fungoes de base local satisfazendo
(2.1.26) pila) = i o F7(a,) = Bil@;) = &,
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e Y i € P{A)-unisolvente.

Esbogamos a seguir dois exemplos de funcoes de base do novo elemento

Figura 15

O espaco V), gerado, como veremos depois é formado somente com funcgdes qua-
drado integraveis mas nao continuas i.e. ¥, C L*(Q) embora V, G C°(Q). O presente
elemento é entao de tipo ndo conforme. ja que ¥, nao é subespaco do espaco V onde estd
colocado o nosso PMDN, pais, como veremos no Capitulo 3. ¥, CV <= ¥V, C C%(Q).

O espago V}, gerado com discretizagoes feitas com este novo elemento nio é em
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geral, formado por fun¢oes continuas do ponto de vista global, muito embora sejam
polindnuos de grau 2 em cada elemento.

De fato, consideremos dois elementos adjacentes A; e k'3, com veértices comuns
a; e a;, 0s quals pertencem a uma discretizagao genérica T, de €1 (secdo 3.1}, como

mostra a figura:

a..

Yo+ AY 2
X, X,

Yo a

Figura 16
As funcdes vy € V;, estdo formadas por combinagoes das fungées de base % glo-

balmente definidas. 1.e.
X,
o= 3 vy
i=1

onde v; = vy(a;} e as ¥;’s sdo definidas {proximo capitulo) como para elementos por

(2.1.27) e (2.1.28). fixado i definamos :

1, se j=1 e

2 i hfag:Y = &, = ' ) .

("'1“"‘) ’L'l(aj) (qIJ { 0‘ se J #?:

com j tal que a; percorre os nds de todos os elementos da discretizagio, e ainda com
(2‘1.28] ?.;'L‘{/}\‘J € Pz(f\’j) Vj:a, e X;.

Como (hifw, Mag) = by o ac€ N, of (21.27),

entdo, ¢;/x, € a funcdo de base local do elemento A’; associada ao nd a;. Portanto,

no presente caso, as restrigdes v; = v,/k, € vy = vy/k, sio polindmios de 22 grau em
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duas varidvels
vw=a,+br+eey+daryteri+ iyt r=12

que coincidem em a, e «, mas em geral nao coincidem no segmento [a;, a;]. Observemos
que 1}1/[(,“%] € U3/[a,,a,) POdem ser vistas como polinémios quadraticos em uma variavel
que a priorl sO coincidem em 2 pontos, a saber a; e a; (cf. observacao, pagina 33),
e assim Vj € um espago de fungoes descontinuas e nao derivaveis embora estejam em
L*(Q).

Por exemplo, considere uma discretizacao (capitulo 3), de = [0,2] x [0.1} de
dois destes elementos, Ky = [0,1]%, Ky = [1,2] % {0, 1] {como na figura 16 com zo=yo=0
e Ar=Ay=1), a funcao de base y1; de V, associada ao né (1.1). usando as relagoes da

pagina 38. é definida por
Y/r, = =120 + 10y + ay + 1202 — 10y?

vn/i, = 3a—1) =3y — (e = 1)y — 3(a —1)" 4+ 4¢°

onde.

Vi =< %'00: 011 ¥10: P11 U200 W21 >

e ¥ vale 1 em {1,1) e zero nos outros nos.
Para verificar que esta "funcao” de L?{€) é descontinua, avaliamos estas restricdes

no ponto (1,1/2) em A N A5,
Colk(L1/2) =3 sopassoque  a/ay(1.1/2) = ~1/2

No préximo capitulo iremos eshocar o uso desta metodologia na conceituagao
pratica — iremos, entéo definir a discretizagao do dominio Q e as familias de Elementos

Finitos ai definidas.
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CAPITULO 3

O PROBLEMA DISCRETO

3.0. Introducao

Do ponto de vista da utilizagdo do Método dos Elementos Finitos na resolugéo de
Problemas Aproximados — no sentido descrito no primeiro capitulo, faz-se necessario
escolher os tridngulos ou retangulos (no caso de JR?) ou os tetraedros ou paralelepipedos
(no caso do IR?) que irao se constituir nos elementos com que se discretiza o dominio
£} C R no qual se procura aproximar nma dada solugdo v € V.

Iremos. neste capitulo. iniciar a descricio do processo de discretizar Q. discre-
tizagao essa que nos permitira construir o espago Vj onde sera obtida a solucio apro-
ximada v, € V., solucio discreta do PMDN. A partir das funcées de base {local) de
cada elemento, montaremos as funcdes de hase (global) que geram o espaco V. Iremos
fazer isto com cada um dos elementos apresentados como exemplos no capitulo 2 e
mostraremos que com elementos conhecidos obtemos inclusdes Vi, € C%({}). mas com
o novo elemento (nao conforme) sé podemos obter ¥, C L*(0).

Um outro exemplo de elemento nao conforme é o quadrado e o cubo de Wilson
[4].]5],{9]. Outros tipos de nao conformidade sao apresentados em [8].

3.1. Discretizagao do poligono Q

Definigao: Seja { um poligono em JR?, uma discretizagdo {ou triangulagao) T} de
M

Q é uma particdo {A; 1M, de Q, j.e. O = | JK;, com as seguintes caracteristicas:
=1

Vij:l<ij<M,

(3.1.1) (i) K: é um tridngulo ou um quadrilitero;

(3.1.2) (i) parai#j KiNK;= ¢; M e

(3.1.3) (iii) parai# j, K;NK, oué vazio, ou é um vértice comum ou um lado

[
(1) K; denota o interior de K; no sentido topolégico classico.



comum.

A figura 1 mostra uma particio de 1 = [0, a] x [0. b] com as caracteristicas préprias
de uma discretizagao enquanto a figura 2 mostra uma situagao imprdpria.

Ne figura 1, a interseqao de dois elementos ou é vazia ou é um vértice comum
ou € um lado comum. Isto permite, como veremos logo. montar as funcoes de base
de V}, a partir das funcdes de base de cada elemento e com boas propriedades, como
por exemplo continuidade que corresponde ao caso de elementos conformes do tipo
Lagrange. Para elementos finitos do tipo Hermite consegue-se ainda continuidade de
algumas derivadas das fungdes do V}, correspondente.

Na figura 2, um dos lados de alguns dos elementos ndo coincide exatamente com

o lado de algum outro contiguo.

b b

0 L 0 Q@
Figura 1 - Triangulagio T} de Q. Figura 2 - Néo triangulacio de 0.

Com uma dada discretizacao de ), dizemos que dois ou mais elementos da particao
sao adjacentes se tém um lado ou vértice comum.

Definimos o parametro b como sendo
(3.1.4) h= Jax by onde hy = Diam(R)

1sto €, hy € o maior dos lados no caso de triangulos. ou a maior das diagonais no caso
de quadrilateros.

A cada elemento R; da discretizacao (e alguns nés neles) podemos associar um
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elemento finito (K, k., Pk, ). e com ele, uma familha de elementos Fj:
(3.1.5) Fo= {(K,Sx.Px) | K € T3}

Com uma dada triangulacio T de © e uma familia de elementos F), associada

construimos o seguinte Espaco de Elementos Finitos
(3.1.6) Vi, = {v: - Riv,/ € Py, paracada K eT,}.

Observamos de imediato que ¥, € L3(€)). pois
2
[etde= % [ (ofu)tdr <+
{ h‘ETh K
onde v,/ € univocamente definida dada a Pr-unisolvéncia de Tp:.
A priorl. na verdade. com uma dada discretizacao T de ). o espaco 1} definido

acima é subespaco do espago produto H Py, dado que as restricoes vy /an, . v/ or,-
KGTh
onde A. K; sdo adjacentes. podem nao coincidir no lado comum a Ay e A ie

Vi © IT Pw.

KeTy,

onde as "fun¢oes” v, = (vilrer, € Vi em geral podem nao ser fungoes no sentido usual
do Analise classico. Uma situacao onde isto ocorre é com o elemento finito trabalhado
no item 3.5 mais adiante. ¥, é entao definida como um espago de funcées polinomiais
por partes (cf. (3.1.6)).

Se quisermos obter inclusoes tais como
L;i g (‘10(5) k] I}r g Cl(ﬁ) ] etc.,

devemos observar algumas condigées de compatibilidade nas fronteiras entre os ele-
mentos. Por exemplo, se dado dois elementos adjacentes quaisquer A, K';, de uma

triangulacao T), de © (com um lado comum)

vi =t /K, vy = Uy / K, €

vif g =/, onde K =hk.N A .
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Yoy, €V}, entdo as v, sdo continuas, Vi, € CY{Q).

Dado que Vj, consiste de fungdes polinomials por partes podemos provar que
(3.1.7) Vi CHY(Q) <= V; C€.C%0).

O seguinte resultado pode ser encontrado em (4],[5],[6].[11].
1. Teorema. Suponhamos que Py C HYK), VK € T, e que V;, € C%Q), entao
Vi € H' (). Se além do mais, as fungoes de Vi séo nulas na fronteira df2, entéao
Vi C HQ).

Se v, for continua na fronteira dos elementos, entdo a derivada Dy, no sentido
de distribuicoes existe e é continua por partes (sobre cada elemento). é uma funcao

polinomial. e, portanto, de quadrado integravel i.e.
(3.1.8) Dy, € 12(0) Vi € HY{O).

se  p{r)=0, VYredd, entao
trago(vs) = vifoq =0 e Vi C H}(Q) o

Reciprocamente, se vy nao for continua na fronteira dos elementos, a derivada Duy,
pode nio existir como fungao de L?(Q) ®) e v, & H'(2). Assim (3.1.7) é verdadeira.
3.2. A construgio de um espago V, C C%Q) com tridngulos do

tipo 1

Nos ensaios numericos deste trabalho., o dominio 2 sempre sera um retingulo
[0.a] x [0, b], veja figura 3a.

Seja T, uma triangulacdo de { formada de tridangulos do tipo 1.

Para cada K € 1}, . P = P (K), onde

(3.2.1) PK)y={v/p:v=a+br+cy, com a,bc€ R}
(3.2.2) N, = |J Nrx.
Kely

N, denota o conjunto de nés da triangulagio T}, de (1.

(2) Veja, por exemplo [13].



Definamos

(3.2.3) Vi={v: Q= R|v/x € P, ,para cada K € T}}.

F 3

¥

Figura 3a Figura 3b - Dizcretizacao de £ com

tridzgulos do tipo 1

Dado que em cada elemento A € T}, uma {uncdo p € P, fica completamente
definida especificando os valores de p nos nés de A’, ou seja nos vértices de cada
triangulo /', tem-se que uma funcio v, € V; ficard univocamente definida especificando
todos os valores que assume v, nos vértices de todos os triangulos de T}, 1.e. em N,.
Isto. por si 56, garante que v, € C%({1).

De fato, dados dois elementos adjacentes A; e K; (com um lado comum) de T},
seja k' = AN K; = [a,,a,] a porcéo de reta que une a, com e, entdo denotando por
vi = va/ K, €v; = v [k, , verifica-se que tanto v; quanto v; sao pedagos de retas definidas
sobre o lado comum K', e, pela construgao de vy, como vi(axt = v;(ax) Yk = 7, s, temos
por tanto v;/ 5 = v; /-, mostrando a continuidade de v sobre K, N A,

Para especificar uma dnica fun¢ao v, € V;, continua, temos usado o que chamamos,

por extensao "os graus de liberdade ¥;” do espago Vj:

(324) Yy = {’U(GJ) / a; € .Nh} .

De fato, ¥, = |J g, pois os graus de liberdade de elementos adjacentes
NeT,
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assoclados a um N6 comum. no presente caso, coincidem. e de fato esta extencio é

possivel.

Qs

T"i/K' = 1!_?'/_;\'!

Figura 4

Podemos. entao. definir
(3.25) Vi, ={v,: Q= IR /S, éespecificadoe v,/JN € P{K). YK e€T,}.

Toda fungéo v, que seja continua e plana sobre cada tridngulo A € T} estéd em

V4. bastando - para verificar esta afirmacao ~ definir ¥}, por
(3.2.6) Vi={ve CoM | o/k e L(K). VR €T}, o

Observacoes.

1 Se i, € Y é o grau de liberdade associado ao nod ¢; de uma discretizagao T, e se
2, 2 (<) — R é tal que: ¢;,. = p;, [/ para cada & que tenha a; por né. e onde
Pi - CF(K) — IR é o grau de liberdade de ¥ associado ao né ¢; entao faz sentido a

extensao

(3.2.7) o= {J Zx
ReT,

isto é, a extensao (3.2.7) é valida desde que os graus de liberdade para cada A sejam
escolhidos de tal forma que eles ndo mudem de um elemento para outro. Isto é dbvio
para graus de liberdade do tipo Lagrange mas néo para graus de liberdade do tipo

Hermite. Uma situacao onde esta extensdo nao é possivel é dado no triangule de
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Hermite do tipo 3 em [4]. Neste caso a derivada {dada pelo grau de liberdade) muda
de direcio de um tridngulo para o imediato adjacente.
2 Em se tratando de Elementos Finitos do tipo Lagrange podemos falar, sem ambi-
guedade, da fungao de base relativa a um determinado né. o que nao é o caso para
Elementos Finitos do tipo Hermite, onde fregiientemente a cada no é associado mais
de um grau de liberdade, como valor da fungao e algumas derivadas dela, avaliadas no
mesmo no.
Construgio das fungdes Geradoras (Base) de V},

Tendo caracterizado o espago V},, iremos agora exibir uma base para 17}.

Para definir uma base de V), hasta definir. como para elementos, fungoes v, de
Vi. 1 <1< N, com

Tﬁ‘i(ﬂj) = 55; 1<j<AN.

Dado, entado, vy, € V), podemos escrever
N
vn(a) = D _walo,u{a).
i=1

Ambas as expressbes coincidem no conjunto N de nds da triangulagao T),.
As ¢’s sao linearmente independentes:
De fato, se

N B

Y aahi(z)=0 . Yre. entao,

i=1

N
escolhendo # = ¢;, temos Zﬁ‘iﬁf’{(ﬂ.j) =a;=0.1<j <N, concluindo:

=1

(3.2.8) Vi =< tho, ...t >

Este tipo de base tem a vantagem de ter pequenos suportes, se {K;}{_, é o conjunto

de tridngulos que tem a; por né comum, entao o suporte de ¢; é dado por

T

Supp(v;) = UJ K.

1=1]



Se a; ndo é né do triangulo K, entao Ve; € Ni . vi{a;) = 0, e, como ¢;/x €
P, = ¢;/x =0 , o polinbmio zero ou polinémio nulo.

Se a; € K, entdo, por definigao
wi(a;)=1 e h(ar)=0. para ap#a; .com ¥;j/x € Pr.

As figuras 5 e 6 ilustram fungoes de base (base global) de Vj para uma discretizagao

T, de Q feita com tridngulos do tipo 1.

el e

7 T T T

Figura 5 - Fungao base para um né vértice interior a £2.

O fato das funcoes da base de V} terem pequenos suportes acarreta que a matriz
resultante no problema discreto seja esparsa, e com uma adequada numeracao dos nds
a matriz resulta ser banda.

Para clarear estas idéias analisemos o seguinte exemplo, decorrente da equacéo de
Dirichlet homogénea.

Da formulacao classica,

—Ay = f em £ com

‘U.Er = 0
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S e

Figura 6 - Fungdes hase para nés da fronteira. a;. ay.

obtem-se a formulacio variacional

(329) //Qvu . vi:d'yd;r = f/ﬂfvd’yd.?’, Vv € H&(Q)

Fazendo. com uso do Método de Galerkin, uma aproximacao deste problema, isto

é substituindo em (3.2.9)
N
v = o e u= Ty, para cadai: 1 <7< N |
3=1
obtem-se a i-esima equagao do NxN sistema linear Az = £, (1.6.11) a (1.6.13),

AI
z:r.j foVg{:j-Vij:,-dyd:r://thﬁ,-dyd.r, 1 funcao de base de V.
i=1
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onde

fo= [ [ foidyda
Ly}
b O, 31,"‘,— o
ﬁ{j / T'U 4 U‘ d?}'d] = /] (d‘r aj‘ ay ayj) d."!‘f-r-. temos
A = (aijh<ij<n e f= (f:‘);ir com
U-]/Vi‘,' - Vo, dydr —/] i Vidydr =
supt, r‘l‘:upr,j

OpiOp;  0v¢i 0y,
//A,.,(ar dx oy oy )T

onde v',/R; = ¢; . ¥; /K = ;. a0 as fungbes de base de A’ associadas as nds ¢, e @

A Csup Py Msup ¥,

em A respectivamente, e. sempre que sup ', Nsup ¢y = o. tem-se «,, = 0.
a, as a, Qyy
Figura 7

Os valores nao nulos da matriz (de rigidez) A sé acontecem quando os suportes
de v e v'; tem elementos em comum, no caso da discretizagao esbogada na figura 7,

com 12 elementos e 12 nés (apenas 2 nos interiores a §1), fixando &, 1 < & <12

ay; = (Vu[Vip;) = 0 sempre que  |& — 7| > 4,

-
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i. e. sempre que k — 5 > j > k+ 5, visto que sup ¢, Nsupr; = ¢ Vj: |k — j| > 5.
Quando j : |k — j| < 5, e supyx Nsup v, # ¢, ax; pode ser nao nulo, obtendo-se
uma matriz A 12 x 12 de banda 5. Neste caso, a dimensao de V), € 12.
As caracteristicas do sistema linear dependem nao sé da discretizagio, mas
também da escolha da numeracio dos nos. No mesmo caso acima, mas com a nova
enumeracao, a estrutura da matriz piora, pois valores das entradas a; 19! @1 12; @2 12 etc.,

nao sao necessariamente nulos (figura 9).

Figura 8 - Matriz A de banda 5.

Qg
Qg Qg Qz
Qo Ay Qyy %
X,
X,
Ay Q, Q3 Qy

Figura 9
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O sisterna linear tera uma matriz de banda 12, pois como sup ¥ N supyy; =
K, U K,, entao
avia= [ [ Vi1 Vindydr £0.
HiUAS
A matriz A, muito embora tenha tantos elementos nulos neste caso quanto a
matriz do caso anterior, ndo tera o aspecto indicado na figura 8, mais o da figura

abaixo

XXXOX X000 00 XX
XXCOCOXXX0XXO0
XOXXXO0OOcCcoX
QOXXX0000000
XOXXXXQ0 0000
| XXOOXXX00000
. OXOO0OXXX0200
L OXOO0COXXXX00
L O000000XXX00
L OX0O0000XXAXX0D
| XX0000000XXX
\XOX0000000XX

X: possiveis valores ndo nulos
0: valores nulos. Interse¢ao vazia dos suportes das bases.
Figura 10

No Problema Misto de Dirichlet-Neumann PMDX precisamos que a solugio seja
nula na parte 'y da fronteira 9§2. Exigimos entao que as fungoes do espago V;, satisfi-

Zessem

(3.2.10) Vi € {v e H(Q}v/To = 0}

ora, como qualquer v, € V), € continua, entdo v;[[p = 0 vale pontualmente, i.e.
(3.2.11) v(z)=0 Vrely

Para construir uma base de V,. basta exchiir as funcées de base associadas aos
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noés da fronteira pertencentes a 'y, pois desta forma tem-se:

(3212) Vi':ﬂ,"ff,'(.fo) =0, Vrpe Iy, e
f\?

(3.2.13) up{7) = Zu;,(n,-);",[.r) satisfaz
—

(3.2.14) u(r)=0 Vrel,.

3.3 Construgao de V, C CQ) com retingulos do tipo 1.
Funcoes de Base

Seja T}, uma discretizacio de 0 formada com retangulos do tipo 1 (fig 11b). para
os casos em que { = [a,b] x [c.d] C IR?

as

A3
ar Q3
Figura 1la - Retangulo do tipo 1
Na notacao adotada neste trabalho, teremos
{3.3.1) Pr=0Q,={a+br+cy+dry. (z.y) € K'};

(3.3.2) %, = {e(a;)|a; € Ny, j=1.2... N}
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onde N, é o conjunto de nés da discretizacao T}, e N o niimero desses nos:

Ylh

Figura 11b

(3.3.3) No= |J Ngs e
I\’ET?;
(3.3.4) Vi={v,: Q- Rlv,/x € h,K €T}}

Para verificar que espacos de elementos finitos assim construidos estido em C°(9Q),
sejam KA. K; dois elementos adjacentes (que tem lado comum} e v, € Vi tq I; €

especificado, 1.e. sdo dados os o; € R, 1 <j < N :w(ae;) = a; entao:
vy = /K, =a, + bty +day =1,

Como os retangulos tem lados paralelos aos eixos coordenados, nesses lados ou
T = constante ou y = constante. Para v, /K, N A;, 7 =1,], entao, tanto v; quanto v,
sao porgoes de retas definidas sobre K; N A’; e coincidem nos 2 nés do lado comum a
K;e K, elogo

(3.3.5) v, /K;NK; =v;/K;N K

e vy ¢ continua na interseccao dos elementos. Podemos concluir que:

i
i
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Sev,/K € Q1 VK €T, entdo v, € V; é continua & L, for especificado.
Observagao:

Notemos que esta ultima situagdo ndo seria verdadeira sem contar com a Q(h)-
unisolvéncia de X para cada K € T}, e sem ser possivel a extencao dos graus locais
de liberdade ) aos globais Tj.

Podemos, finalmente, definir:

(3.3.6) Vi = {v,: @ = R|S, éespecificado e v/ € Q1 VK € T}
ou. ainda:
(3.3.7) Vi, = {‘L-‘}, € Co(ﬁ”vh/}\' €., VRNeT,}.

As funcoes da base de 1,

Como em paragrafos anteriores uma fungao de base 1+; de V}, é definida por
(338) 'll."f‘i'(ﬂ.j) = 61'}' a; & N}, 1 S ?,j S N

com /KW €@y, VK &T,.
Onde, para v, € V},

AT
(3.3.9) vilx) = Y wala)ei(z).
=1

As figuras a seguir caracterizam visualmente estas 1 de V.

As fungoes de base global (i.e. do espago V) podem ser obtidas das fungdes de
hase local, ou seja. das fungdes de base de cada elemento. Tomando como exemplo o
presente caso.

Sejam: {A’;};_, o conjunto de elementos em 7 que contem o0 nod a,; ¢y, a fungao

de base do elemento K; associada ao né g, i.e.:
wr,(e;) =1 e @g(a) =0 para ax#a; Vor € Nxe o, € Gh(K;)

Defina-se
0 em K eTy\{A;},. )

‘f’f’:{% 1<¢<8.



Figura 13 Figura 14

Fungoes base para noés na fronteira ay, a;

3o sinal ”\" aqui utilizado indica — como € usual - 0 “complementar relativo a”.



Entdo ¢; € V,, e
l,il’j(a‘.,'] = (%J' 1 S 1 § N

1.e. v, é a funcao de base de V}, asociada ao né a;:
vila;) =1 ¢{a)=0 i#£j5 1<i<N e ,/n€Q(HA) VAN eT,.

3.4 Construgao de V, C C%Q) com tridngulos de tipo 2.
Funcoes da Base geradora de V.

Seja T}, uma triangulagio de O feita com tridngulos de tipo 2. isto é:

Figura 15 - Tridngule de Lagrange do tipo 2.

Teremos:

(3.4.1) Ty = {vla;)/a; € Mo} = | Zw;
ReTy,
(3.4.2) Ny= |J Ng; e
}\'eTh

(343) Yr = {'U(a.j-)/aj e ‘N}{}.

Ainda
(3.4.4) Py = Py(K)Y={a+ bz 4 cy +dey +ex’ + f¥. (z,y} € K},
com DimPy = 6 = #Zx.
(3.4.5) Vi = {2, : Q= Rloy /s € P, VK € T},}
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4
[ 3
d
3

[ )
[
[
[ ]

Figura 16 - Discretizagao T), de ! com triangulos do tipo 2.
Como antes, para construir wina funcio continua vy, € V, definida sobre Q. basta
atribuir valores aos graus de liberdade Xj de 1} te.
vpla;}=a; e R 1 <37 <N,
e definir v, /K pela Po( X )-unisolvéncia de Y.
Sejam A; e K; dois €lementos com um lado comum K, NA; = K’ = [a,.¢,].7 # s,
na figura 17 por exemplo, poderia ser [a;. ¢5] ou o segmento que liga a; e a3.

Seja v, € Vi entao
(3.4.6) v =k =t bt eyt dayt e+ fyt v =k, @

Na intersecgao dos elementos, tem-se : r = constante ou ¥ = constante ou y = a+
bz; logo as v; U7 variam quadraticamente nas intersecgoes dos elementos, coincidindo
em frés pontos, a saber, os nos de cada elemento adjacente ao longo da intersec¢io;

assim, por exemplo, em A; N KA.

(3.4.7) vag) = 1?[0.;;) para k=1,3.9.

(4) Fet4 sendo aqui utilizada a notacde “A” para indicar uma numeragao local dos nés.



Q,; asz

Figura 17

Portanto, como ambas fungdes vy, v sao quadraticas em apenas uma variavel (so-
bre {as, a;]) e coincidem em 3 pontos (uma quadrdtica em uma variabel é univocamente
definida por trés graus de liberdade), v, é continua em [az, a] e deste modo em todas

as interseccoes dos elementos de T} sendo:
Vi C CO(0).
Por outro lado seja v € C°(Q) t.q. v/K € P, YK € T}, definamos v, € V), por
vi(a;) = v{a;} para cada a; € Ny,

e v,/ K € Py(K) sendo determinada pela P,(K)-unisolvéncia de Tg. Se K,. K, tem

um lado conum K’ = K1 N K, e ay,az, as sio os nés em K', entéo por definigao,
vp(e) = v(e;) 1=1,2,3.
Portanto vy /K’ = v/K' e vy /K = v/ K; concluindo,

v, = v sobre €.
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Assim podemos definir,
(3.4.8) V={ve C')|un/K € B,,VK € T},}.

Funcoes base de V),
Para a; € Ny e 1 €1 < N ¢fi{a;) = §,; define uma base de Vj:

N
(3.4.9) vn(z) = Y val(a;)s(x),

=1
onde 1; /K, com a; € Nk, é afungao de base de P,( h') associada aonéa; € Ny ,VK €
T ou
wyr(a) =6; a; € Nk.
As figuras abaixo caracterizam visualmente as fungées de base de Vj, para discre-

tizacoes feitas com este elemento.

Figura 18 - Fungao base correspondendo ao né ponto médio do lado de um elemento.
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Figura 19 - Fungio base global correspondente a um nd vértice interior a 1.

T
.-ﬂ
II"

DARNbest \\\ %
N\ ‘W’

\‘ﬁ\\ “\\

\ =
""M . =
== ————

Figura 20 Figura 21

As figuras 20 e 21 sio fungdes base associadas a nés ponto médio do lado e vértice

do tridngulo respectivamente na fronteira I' = 91
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3.5. Construgao de um Espago V), com um Elemento Alterna-
tivo
Q) continua sendo um retingulo com um dos vértices (sem risco de perda de

generalidade) na origem, {1 = [0.a] x [0, b).
AY

0 AX

Figura 22
Geométricamente — veja figura 22 - os nds relativos a este novo elemento se loca-
lizam nos quatro vértices: (0,0).(Az,0). (Axr, Ay), {0, Ay). e também no interior, em

disposicao assimétrica

(A:r. Ay) (QAJ”. QAy)
32/ S \3 3 /)
com 6 graus de liberdade, o espago a ser construido tera fungdes que, no interior de

cada elemento, serao da forma:

(3.5.1) a+ bz +cy+dry +ex’+ fy’.

isto &, Py = P,.
Na nomenclatura usual, para completar a definicdo para a construgio de um

espaco Vj, com este elemento, serd necessirio caracterizar ainda N, e Xj, como antes

(3.5.2) Ni={J Ng,
KeTy,
(3.5.3) Yn = {v(a;) | a; € Ny}

Os nds da malha, indicados localmente acima, compoem o conjunto Ny, conforme

indicado na figura 23.
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O espaco Vi para este elemento é dado por
(354) Vh={'vh:ﬁ—-+ﬂlvh/}\' e b, V]\’ETh}.

Jé foi visto que V, C L%*(f2), mas no presente caso, Vi G C%

1}, como ver-

emos mais adiante. Esta iultima restricao faz com que V, ndo seja subespaco de V,

(1.5.1), (3.1.7). Para definir fungdes base de cada elemento, iremos proceder da seguinte

marneira:

Sejam A e K, elementos genéricos conforme indicado na figura 24, ezseja. K um
elemento de referéncia de lados unitarios e nos internos em (g, 5) e (g, -g), com
funicoes de base local identificadas por 5,— ,t=1,2.3,4,5,6.

A
b

L] e *

[} L] *

L4 L .
» L -

v’ . [

o o !

Figura 23 - Discretizagao T, de ! composta por retangulos do tipo al
Definindo-se a transformacao linear oy, : K1 — K de modo que
a‘f\"l(a?’) = a,

(3.5.5)

onde os a, e 0s @, sdo, respectivamente os 6 nés de K e de K, l.e.
z—-—a y—2=b

Jh'l(xry): (c—a ! m)

Pode-se definir as funcdes ¢! da base local de K pela composi¢ao

(3.5.6)

(3.5.7) 6! = ¢;o0k,, i=12,....6
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Anélogamente, considerando o elemento identificado como K, na figura 24, as

funcoes da base local para este elemento serao:
¢)?=¢l—00'h'2 ) 3=1;2,,6

Dada uma funcao vy € V), teremos v; = wy|p, € vy = vy|k, dadas (localmente
G 1 2

por:

(3.5.8) =Y wla)éiooxk,)

a€Nx,
e
(3.5.9) v= 3. vi(ar)(g:00K,)
a".‘GNrJ\'Q
respectivamente.
=~ =y
\
X, )
| Q@ ¥ aj ~ G
1, %, s
ag
o ~
b 4 at a2
ag Az
a ¢

Figura 24

Um fator que ira diferenciar este novo tipo de Elemento Finito dos anteriormente
mencionados é que nao temos a inclusao do V;, em (). Como ja vimos no final do

capitulo 2 com um exemplo que, v/ x,nx, # V2of Aynk,- Isto vem do fato de que:
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Embora cada v, € V), seja geralmente determinada de modo global especificando
os valores que assiume nos graus de liberdade global - e, sendo, sobre cada retangulo, um
polinémio do segundo grau, serd de se esperar a descontinuidade, ainda mais porque,
considerando como {K,} o conjunto de elementos que tem certo né genérico ax como
né comum, e sendo vy, o grau de liberdade (vg, € Ty, ) do elemento A, associado a

esse nd, temos — ver figura 25:
(3.5.10) vk, (ay) = vr,{ar), quaisquer K, K; € {K,},

onde vy|g, € univocamente definida pela Po{ K, )-unisolvéncia de 35 , isto é, por con-
strucéo vy € continua nos nds de todos os elementos da discretizacio 7).

Como v, é um polinémio de 22 grau em K, e (em geral) outro polinémio de 29
grau em K>, por exemplo, coincidindo apenas em a; e «a, ndo hé porque coincidirem
ao longo do segmento {a;,a;] = K3 N A, (observe que uma fungao do espago resirigao
P3/la, u] depende de trés graus de liberdade, e as fungdes v, /g, € v4/x, nd0 sdo coin-
cidentemente definidas a priori num terceiro ponto entre a; e ¢;) — ha descontinuidade
de v, descontinnidade que podera se repetir sobre todos segmentos que compdem as

fronteiras entre elementos adjacentes.

Figura 25

De fato, as proprias funcoes de base de Vj, sdo descontinuas, ver figuras adiante:
(3.5.11) v, €V, , v € C%0).
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Mas especificamente, como ja fol mencionado no capitulo 1,

(3.5.12) vic 1 P(K),

KeTy

sendo as "func¢des” de V), a priori, por definicdo, continuas nos nés comuns as fronteiras
dos elementos.
Funcoes Base do Elmento nao Conforme

Como antes, construimos o espaco V, a partir das func¢bes de base global ¥,

associada a cada no6 a; € N, ,1 <k < N, e definidas por:
Yila;) =6, paracada a; €N, ,1 <5 <N,

e para v, € V},, como é usual,
N
{3.5.13) vy = Z’t?},_((lt')df,' .
1=1
Neste caso como ja foi mencionado no final do analise do item anterior, se K' é

um lado qualquer de K (por exemplo paralelo ao eixo X. y = 7 é constante), ¥z nio

€ Py--unisolvente pois
(3.5.14} Pir={a+br+cr? (z,7) € K’} onde

(3.5.15) T = {v(a;) 1 a; € K'N Nk} a; € K' é vértice em K.

Com Dim Px: =3 # # (Sp) =2 = #K N Ng.

Neste caso infinitas fungées em Py podem assumir prefixados valores nos dois
nés a; € K'n Ny,

As figuras que encerram este capitulo exibem alguns casos das fungoes de base

1p; de Vi — além de ilustrar (3.5.11) e {3.5.12).

67



4
i

L

Figura 26 - Fungao de base global ¢; associada ao nd a; interior a K. ¢/ =0, VL € T\ K.
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CAPITULO 4

DA CONVERGENCIA DE SOLUCOES
APROXIMADAS

4.0. Introducao
No presente capitulo serao introduzidos alguns conceitos sobre elementos finitos
e suas familias, conceitos que nos permitirdo aplicar resultados que garantam a con-
vergéncia da solugdo aproximada u, a solugao exata u do PV, com wu; sendo solugao
do problema discreto no espaco V},, associado a0 PMDN sobre o espaco V, onde Vj,
subespago de V, é por exemplo um daqueles apresentados no capitulo anterior.
Posteriormente iremos definir o interpolante Il,u € V) de v € V que, junto com
as outras nogdes apresentadas. nos permitirao fazer uso da teoria de interpolacio sobre
espacos de Sobolev para obter estimativas a priori de |ju — uy||v sobre cada um dos
tipos de elementos conforme ja estudados.
4.1. Elementos e famnilias de elementos afim-equivalentes
1.Definigio. Dois elementos (K, %, P), (K,Z, P) sao ditos afim-equivalentes se existe

uma transformacdo linear inversivel F:

F: R - R
(4.1.1) T — F(z) = BT +b
tal que vatham .
K =F(F),
(4.1.2) a; = F(a)
eq =BEy, e
(4.1.3) P={p:K—>R/p=poF ' peP},

com a; € Nx |, @ € N.



(4.1.4) £ix. £, entram na definigao dos graus de liberdade
Dpla;) - &k, Dp(a;) - €k de I e ¥ respectivamente.
Veja na figura 1 uma descrigao visual.

Figura 1

Verifica-se o seguinte resultado:

Se (K,%, P) é um elemento finito e (K, X, P) é definido pelas relagoes anteriores
(4.1.1)-(4.1.4), sendo F uma transformacao linear inversivel, entao (K, X, P) é também
um elemento finito afim-equivalente, com (X, T, P).

Uma familia de elementos finitos é chamada familie afim-equivalente ou simples-
mente familia afim, se cada um dos seus elementos é afim-equivalente 2 um mesmo
elemento o qual é chamado elemento de referéncia da familia. Cabe citar que nem toda
familia de elementos é uma familia afim.

4.2. Exemplo de familias afins: tridngulos do tipo 1 e 2, qua-
drilateros de tipo 1

Exemplo 1.Considere, na figura 2 uma triangulacio Ty, de Q = [0, 4] x [0, b] composta
por t.rié,ngulos de tipo 1.

Entao a familia

Fp = {{K,Zg,P) /K €Ty} ¢umafamilia afim.
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Seja K; um elemento da familia Fi, e K elemento de referéncia com
a3(0,0),az(1,0),a3(0,1), figura 3.

4

b

X:

L ]

Figura 2

Define-se uma transformacio linear F; : K — K;, Fi(z,y) = (AT + B.Cy + D),

onde A,B,C,D sao constantes a determinar com ajuda do sistema (4.2.1):

a(gi, | d(i}
F’:
a
3 ){i )
X & o 1
a, @, Q"tii é‘“

Figura 3 - Elementos afim-equivalentes: K, K;
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F(@) = F(0.0) = of"

(4.2.1) F(@) = F(1.0) = o’
Fi(@) = F,(0,1) = " ent3o
_ al?) — i) 0 z b0} z
. — B{‘}§+~b{‘) ou
(4_2_3) E(Eﬂ -y-) — ((a{i) _ b[i))f + Bl (d{t ) + C(x]} (;r y)

onde B!} é nio-singular, logo F; é inversivel com

B ) T — b(‘] . B ( T — b{i} y — C(i) )
(4.2.4) T= B; ( : ) =F ' (z.y) = S I T T

(T)
/0

| |
o

) A
={

3‘117:

)

l'-!l
=

, o O _ o) Bt el) _ g gl
o (g () < B o) a’-c”
-ﬁt {(‘T!y)/a S.'I:___b 1 c Sys (b(‘}_a{z))$+( b(,‘)_a(t‘) )}

(a dltima expressio sendo a porcao de reta a2 (}) quando o) < z < ¥, figura 3.)
No que segue iremos, por simplicidade omitir o indice (.

Se 0<7<1entdo
a<z=(a—-bT+b<b (verfigura 3)e (4.2.3).
Se, ainda, 0 <7 < —F + 1, entdo usando (4.2.3) tem-se
c<y=c+(d—cFSc+(d—c)(-T+1)

que é‘ O IMESIO Jue esCrever

d—
b—a

be — ad)

cers (S 0vern s (5
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ou

< <(d~c) +(bc—ad)
[ -
=¥=Ap—q/7 b—a /
esta ultima expressao é a reta que contém @,a;, fig. 3.

29) Por construgdo, ¢, = Fifa,) 1<k <3.
39) Provaseque: Py={p: K;—~ R|p=7pcF '}, p€ P,}. Visualmente:

., F' — P
K, — K —

N S

po ki

Dado p € P, , existe § € P, tal que p = o F'. De fato, basta escolher

7= po F; € Py, ou. usando uma descrigao esquematica:

Assim, p=po Fo F~! =po F~'. De outra forma sejam:

p=A+Br+Cye P eusando (4.2.3)
P=poF=(A+Bb+Cc)+Bla-bz+Cd-c)je P,

entao usando (4.2.4)

poFl(e,u) =AF e, 0) = (>, B ) =
r—b y—c
(A+Ba+cc)+3(a—b)(m)+C(d—c)(d__c):A+Bm+cy:p.

Reciprocamente Yp€ P, , p=po F; ' € P,.
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Esta familia, é, em suma, afim-equivalente.
Exemplo 2.
Sejam 0 = [0,a] x [0, 5], T}, formada de quadrildteros do tipo 1.

L

Figura 4

Consideremos Fj, = {{K. X, Q) / K € T,}. Iremos também aqui verificar que

F;, é familia afim.

d + &,

=

b-( +-

—4

+ —+
Elemento genérico da famflia (A, Xx,¢1) Elemento de referéncia (K. 3., )

Figura 5
Definamos, de forma analoga ao exernplo anterior, uma transformacao linear
F:K — K,F(%,7) = {AT + B,Cy + D) pelo sistema F(@;) = a;. Entao,

=1
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F(z,7) = [CE“ dgb] ( ;) +( X ):((c—a.)f+a,(d—6)§+b]=(:r.,y)

De fato é simples verificar que a; = F(a;}. Também

1 — —b - =

(4.2.5) Fi(z,y) = (i_j : h) = (7.7).
K={@9/0<FF<1} e
K={(z,y) /asa<c, b<y<d}.

12 K = F(K) Se 0 <l,entio a<z=(c—a¢)T+a<ec

0<7
Se 0<y<l,entio b<y=(d-bF+b<d
29) Por definigdo, vale a; = F(g,;), i=1,2,3,4.

3°) Iremos provar que:
Qi={¢:K—>R[/qg=goF ™", geQ}.

Seja g=Azy+Bz+Cy+De @, ,

como antes, escolhemos §=go F. Entao g =go F o F~1 =go F?, ou ainda

G=gqoF=¢(FE®.7) = §=Alc—a)(d—bFF+(B— Ab)(c—a)F
+(Aa+ CYd—b)F+ (D + (B — Abla+ Ch) € Q,

e g=goFlistoé gF i ry)=g(r. L27) =

Alz—a)(y—b8)+ (B—Ab)(x —a)+ (Ae+ CHy — b} + (D + (B — Abla+ Cb) =
Azy+Br+Cy+D=qe Q:,

reciprocamente, dado € @, , g=go F! € G
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Pois sendo as componentes de F~!, a primeira de grau um em r e a segunda
de grau um em y o grau de § nio é alterado, sendo o grau de ¢ igual ao grau de G.

Esquematicamente

K 2 K 5
go k1
=goF'=Axzy+ Bz +Cy+De@.

Observacgoes.

1. Uma transformagao linear F : K — K onde K e K sio tridngulos, preserva os
pontos médios dos lados, logo, usando a mesma transformacio do exemplo 1, podemos
mostrar de maneira similar que uma familia de tridngulos de tipe 2 é uma familia afim.
Também de maneira analoga ao exemplo 2 prova-se que uma familia de elementos do
tipo alternativo € uma familia afim.

2. Para cbmputos envolvendo elementos finitos, ao inves de calcular as fungdes base
de cada elemento de nma discretizagéio, sio usadas as funcdes de base do elemento de
referéncia e as respectivas transformagoes lineares aqui explicitadas, relativas a esses
elementos, sendo que s6 é requertdo guardar as coordenadas cartesianas dos nés dessa
discretizagdo. Por exemplo, para calcular as entradas do sistema linear associado ao
PVA usando integracao exata ou utilizando uma quadratura numérica, etc.

4.3. Familia Regular de Discretizacoes e Elementos Finitos
de Classe C'. Teorema de Convergéncia.

1.Definigdo. um elemento finito ¢ dito de classe CP, {respectivamente de classe C')
quando é o elemento de referéncia de uma discretizagao e o respectivo espago gerado
V,, associado a essa discretizacio, satisfaz a inclusio V, € C%(), (respectivamente,
v, C CY@).

1.0bservagdo. Anteriormente, viu-se que o espago V), gerado com discretizagées feitas
com triangulos do tipo 1, ou triangulos do tipo 2 ou ainda quadrilateros do tipo 1
satisfaz Vj, € C°(01) e como as famflias associadas a cada uma dessas discretizagdes

sao familias afins, segue-se que os respectivos elementos de referéncia sao de classe
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avh
dz;’

L4 3 r el . 1-
é, em cada um dos casos de quadrado integravel mas nao necessariamente continua,

C®. Observemos, porém, que eles nao sao de classe C', pois para v, € V, ,

nas intersecoes dos elementos. Da mesma forma o elemento de referéncia dado em
2.5, (2.1.20) a (2.1.25), nao é de classe C° pois nao fazemos com ele um espago V, de
fungdes continuas, porém sé de quadrado integraveis.
Familia regular de discretizagoes

Considere-se uma familia de discretizagdes (Th)per, onde h = 0, h € 7 C (0,1),

e com cada discretizacdo T , h € 7, uma familia associada F), de elementos finitos.

Definamos:
(4.31) hxy = didmetro de K = Sup{d(z,y), para quaisquer z,y € K} e
(4.3.2) px = Sup{diam(5), sendo S uma bola contida em K},

veja as figuras 6 e 7.

Figura 6 Figura 7

2.Definicdo. Uma familia de discretizacées (Tj)pe- € dita regular se:

i) para cada h € 7, Fj é afim-equivalente a um unico elemento finito de referéncia
(K,T,P), ie.
(4.3.3) U F. ¢ afimequivalente a (K.T,P)

her
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11) existe uma constante o tal que para cada k € 7:
Be
(4.3.4) £ < VRKeT, ; e
PR
) 7étq. h—0.
Onde, como em (3.1.4) definimos o parametro h como sendo
(4.3.5) h= sup hy.
KeTy
Exemplo 1. Seja @ = [0,1] x [0,1]. Com tridngulos do tipo 1 construamos discre-

tizacoes I}, de O dividindo o intervalo [0, 1] em n partes iguais tanto no eixo X como

no eixo Y, como mostra o desenho da figura 8.

f 3

! a

/S X

¥

I 1
Figura 3 Figura 9

Assim em cada iridngulo obtido temos a seguinte situagao:

(4.3.6) hp = — VA €Ty e logo. h= —= . com
n .
2
(4.3.7) T= {% [n 22} C(0,1).
Veja a figura 9. Entao
2
4.3.8 s d
(4.3.8) PK TRV onde
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By
(4.3.9) f_ =o=14+vV2,YK €T, ealém do mais, Vh € 7.
K

Ja fol visto no paragrafo 4.2 que uma tal familia F}, para h € 7, e afim-equivalente
a um elemento de referéncia de vértices (0;0); (1,0);(0,1). A constante o é dada em
(4.3.9) e podemos fazer A — 0, com h € T (n — 00).

Assim, (Th)rer é uma familia reguler de discretizagoes.

Uma condigdo equivalente ao requerimento (ii) acima, a saber, que

Jo tal que Ego VKeT,, h€r, éaseguinte
P

Se 85 € o menor angulo do triangulo K, entéo

(4.3.10) 38, tal que paracada her 8y > 0 VK €T;.

i -
No exemplo anterior, tinhamos 85 = 6y = 7 VKeT, e VYher.

Quando A é um retangulo de altura ey e largura fx {ax > fx), a condigao (ii)
é equivalente a existéncia de uma constante Cy tal que
r a.}\'
(4.3.11) Yhecr . YReT, , — <
9N
Um exemplo onde estas situacoes ndo ocorrem € quando se fixa o numero de
divisbes como m no eixo Y, e fazendo o nimero de divisdes n no eixo X crescer

indefinidamente, isto €, fazer n — oc. Entao
Y8 > 0 (ou V(o > 0) dher e IK €T

tais que 8y < 8y (respectivamente % > (). Veja o esquema da figura 10.

De se manter esta situagio a Condl‘; ¢ao (11i) acima nao se cumprira pois, Nao {eremos
hx — 0, ao invés disso Ay — —, portanto, o erro que é limitado por Ax {veja Teorema
7 a seguir e subseqiientes aplicacdes) nao podera ser feito menor que uma determinada

tolerancia (precisao requerida do erro).

Como na pratica sé6 computamos um nimero finito de vezes, 8 ndo pode ser feito
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arbitrariamente pequeno, nem ay /¢y ilimitado.

aK o ax"
ix < I < Ix

O‘K Qa X' a K"
RX IX' IK”

Ox > 8% > 0%

Figura 10

3.Observagao

Neste trabalho é usada a h-versio do MEF, onde procuramos aproximarmos a
u pelo incremento do refinamento da malha ou discretizagdo, cf. 2.0 e 11i) acima. A
p-versao do MEL consiste em fixar uma malha grosseira e achar solu¢bes aproxima-
das u; pelo aumento do grau dos polinémios de elementos. Indicadores de erro sao
usados sobre cada elemento para verificar se uma dada tolerancia tem sido atingida
e assim determinar quais deles serdo p-incrementados. Uma terceira versdo combina
as duas anteriores. Nesta hp-versio do MEF os indicadores ajudaram a determinar

quais elementos serdo subdivididos e quais p-incrementados. Em todos estes métodos
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convergéncia € conseguida pelo aumento dos graus de liberdade %, do espago V.

A seguir é enunciado sern demonstragao um teorema que garante a convergéncia
"forte” da solugdo aproximada u) para a solugao fraca u do PMDN, sendo u; apro-
ximada com o uso de certos elementos finitos, i.e., usando a "convergéncia na norma
[| - || do espago H'(2) ao qual u pertence”.
1.Teorema (de acordo com [5]). Seja (T} )re, uma familia regular de discretizacoes de
classe C° com elemento de referéncia (?&7, 3, ?), onde a ordem maxima das derivadas

parciais ocorrendo na defini¢ao de ¥ € s, com s =0 ou s =1.

SeuecV=H) ou ueV=HD
ese P CPCH\K)

Entao

(4.3.12) f]iintl)Hu—u;,Hm = 0.

Vale lembrar que b = max{diam(RK'), K € T}

Logo, a convergéncia u, — wu em norma || - ||z esta garantida para familias
regulares (T} )ne, de discretizagoes feitas com triangulos de tipo 1, ou com tridngulos
de tipo 2 ou ainda com retangulos de tipo 1. Como o novo elemento nzo é de classe C°,
Le, Vi G C°(Q), niao podemos usar o presente teorema para garantir a convergéncia
de u; para wu.

Ver em [5] um exemplo da convergéncia de uj, para u usando elementos finitos
nao conformes, feito para o caso do cubo de Wilson. De momento, posso dizer que
provei, usando uma adaptacao simplificada para IR? e considerando graus de }iberdade
somente do tipo Lagrange na demonstragio, em [5], da convergéncia para o cubo de
Wilson, convergéncia de ordern h*, em norma ||.||, para o nosso elemento alternativo
usado na formulacéo fraca do PMDN.

4.4. Estimativa de Erro a Priori
Uma vez garantida a convergéncia da solugao aproximada u, para a solugao exata

u, seria desejavel poder medir a qualidade de tal aproximacéo bern como a ordem dessa



convergéncia, isto é, medir as estimativas de u — u;, em alguma norma ou seminorma
apropriada. O seguinte resultado é de muita utilidade para tal objetivo.
1.Lema de Céa. Existe uma constante C independente dos subespacos V}, de apro-
ximagao, tal que:
(4.4.1) [Ju — upl|ly £ CInf Hu—uvulhy

vp€Vy

onde u e uy sio as solugdes de

(4.4.2) a{u,v) = f(v) YveV
(4.4.3) a(urva) = f(vs) Ve, €V,

Onde a, f,V satisfazern as hipdteses do Lema de Lax-Milgran, (veja o capitulo 1).

Fazendo v = v;, em (4.4.2) e combinando com (4.4.3) obtemos
(4.4.4) alu — up,vp) =0 Y, € V5.
Usando a coercividade e a continuidade de a e (4.4.4), temos:

Mlu—wll}y < alu —wnyu —w)| < Ja(u — up,u — vy) <

ﬁf||u—u;,]]v IIU—Uh_”V . V'Uh € Vh y
de onde
M
”U"_“-h”VST”U‘*Uh”‘Ja Ve, € Vi
Entao
M
Hu —uplly < CInf |[u—wv|ly com C=—.

v €V A

Do lema anterior segie que uma condicio suficiente para a convergéncia de u

para u é que exista uma familia {V},) de subespagos de 1" tal que:

(4.4.5) Iim Inf I]u - ‘Uh.HV = 0.

A—0 el
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Usando o lema, a melhor estimativa de erro resulta de usar a projecao Pu da

solugao u sobre cada V}, isto é, de acordo com a figura 11.

V %

“nIp ) |U—Pu“

Vi

Figura 11

(4.4.6) H'u - PUHV = Iﬂ_f ||U — vth.
v €l
O problema, entido de estimar o erro |{u — uy|ly € reduzido a um problema em
teoria de aproximacao: avaliar a distancia entre a solugiao u e o subespago V4:

(4.4.7) d(u, Va) = |lu = Pul|v .

Como nio é fdcil de trabalhar com essa projecdo € frequentemente usado o Il u-
interpolante em V), de v em V para limitar o erro. Dado v € V define-se este interpo-
lante II;v € V), de v € V' como sendo:

(4.4.8) Hyv = Z o;{v)dy .

¢J€Eh
onde ; é a funcado de base global associada ao grau ¢; e v sendo suficientemente suave
de modo que ¢;(v) esteja definido. II;v é o unico elemento de Vj, que toma os mesmos

valores que v e algumas de suas derivadas nos nds da triangulagao, i.e.,
¢j(nht’) = ¢j(v) . V@J € E}, .
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Como
(44.9) e = usll < € Inf Jfu—whl] < Cllu—Tyul]
vhEV,
podemos estimar o erro, estimando ||u— Il u|} na forma ||u—TH,u}| < ChP onde C é uma

constante por determinar, h é o parametro associado a discretizagdo, Ty, b = max hy,
KeTy,

e > 0 é uma constante chamada de ordem de convergéncia (estimada) de u; a u.

Dizemos entao que a convergéncia de u; a u € da ordem 8 o qual abreviamos por:
(4.4.10) lfu ~ ux]| = 6(8).

Dado que £; = | | X temos que
KeTy,

(4.4.11) Myu/x =Npu, paracada K €Ty, (ver Teorema 2.3.2 de [5]).
Aqui, Ilxu é o interpolado em Py de u/ K definido por

(4.4.12) Npv = z Ei{u)p: (Pr-interpolante),
ElEZK

com p; € Py sendo a fungao de base do elemento K, associada ao grau &;.

v também é caracterizado por
(4.4.13) Hpu € P e &G(llgu) = ft‘(‘u), V& € Yy -

Em consequéncia. fazendo v = u — IIu € usando a linearidade da integral, temos

(4.4.14) | — Mypullm o) = (_[ |v|?dz + Zf |——t2d:.,~~)1 " =

(= 1w d$+2f|—*|d:r]) "

KeT,
\ 1/2
( Z || — HK“HHI{K}) :
KeT,

Desta igualdade tiramos que o problema de estimar o erro ||u—up ||z () € reduzido

ao problema de avaliar os erros locais

o — Ogullramy » lu—Orulmey e |lv=Terullp ).
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Com relacao aos operadores de projegao I, temos:

C®(K)  em se tratando de elementos e Lagrange. e
DomIly ={ C*(A)  para elementos de Hermite sendo s a ordem da
derivada maior ocorrendo em Xy

Passaremos a seguir e em ordem a esclarecer e interpretar, teoremas que nos
garantam convergéncia e ordem dessa convergéncla para o caso de varios elementos
finitos (em particular, para aqueles analisados no capitulo 2).

Enunciaremos a seguir, entao, sem demonstragdo alguns teoremas e resultados
gerais (cf. [5]), e iremos particularizando para cada caso especifico relacionado com o
PMDN.

Comecamos com as definicoes relativas aos espagos de Sobolev de ordem (m,p)
sobre ) C IR™:

Sejam:
a={a1.02....,a,) EINJ e |o|=artost - +a, .

Define-se a derivada de ordem a de v:

dlely

Jv = ,
8013'18&23"2 . .80‘"&"“'

para d°v satisfazendo:
/6“11:;)(& = (_1)l0[] vO%pdr Ve € CF{8)
Q 0

derivacio no sentido de distribuicdes {capitulo 1). O espaco de Sobolev, denotado por

Wm2(()) é, entao, dado por:
(4.4.15) W) ={v:Q — R|0"ve L?(Q),Va, 0< |a] <m}.

Onde w € L?(§}) quer dizer que:

1/p
(4.4.16) lollzsgey = ( [ folrdz) ™ < o0
f
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Wm2(Q1}) & geralmente equipado com a norma

T o o

0<|o|<m o< ]a[<m

Com esta norma, e a topologia induzida, W™?({}) é um espaco de Banach. Em

particular temos — ou denotamos: paral < p < o0

wor(Q) = L*(Q)
WO Q) = L2(0)
(4.4.18) WA(Q) = H(Q)
w2Q) = H( )

Wmi(Q) = H™(4).

H™(Q) é um espago de Hilbert com a norma (4.4.17), p = 2. Frequentemente se

faz uso também da semi-norma

(4.4.19) o]y = [ /ﬂ IJZ= ]aﬂvjpda."]lf‘p

1/2

S l10%lle|

Jo=m

Para p=2, lgmy = [

Um estudo mais detalhado destes espagos e suas propriedades pode ser encontrado,
por exemplo em [2], [15].

Frequentemente faz-se necessario medir, para W™?({1), o grau de suavidade de
suas fungdes isto é, verificar se W™P(2) C C*(f)) para algum s > 0. A resposta a esta
questdo estd incorporada as imersdes de Sobolev.

Diz-se que um espaco normado [/ esta imerse em um espago normado V, de
normas || - |lv e || - ||v se:

(1) U é um subespaco linear de V,
(i1} A injecao, a saber, o operador identidade 2 : I/ — V, € continua.

Esta ultima condicao é equivalente a:

dC € R, C >0 tal que [Ju|lv < Cllufle:, YueU.
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Para denotar tal imersao, escreve-se

(4.4.20) U—V.

2. Teorema de Imersao de Sobolev (cf. 1.3.2. de [15]). Seja & C R, £ de
Lipschitz, e seja I'* um dominio k-dimensional obtido da intersecciao de Q com um
hiperplano de dimenséo k de R", 1 < k < n e sejam j e m inteiros nio negativos.
Entao existem as Imersoes seguintes:

(i)se mp<n e n—-mp<k<n

kp
T — mp

WP (Q) s WH(T*) desde que p< g <
{ityse mp=n Vk 1<k<n
WmHe0) o W) se p<g< oo
(ili) semp>n _
Wmtir(Q) — ().
No caso de interesse local, temos n = p = ¢ = 2 e, entdo para m = 1, (1) se torna,
para k=n, rr=0c kR com

WIH(0) = HH(Q) o BI(Q) = W), para 20

le. HY(Q) — HYQ) = L*())
HY Q) — H(Q)
H3(Q)) — H*(Q)
e assim por diante,
de onde:
s HPM O H S o H S H o H o 2

em particular,
(4.4.21) H— H ¥s,r, s>r>0.
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Além disso, de (i) com mp > n param > 1, sendo 7 > 0 e p = 2 tem-se
WmH2(Q) = H™H(Q) < T (D).
Como C° () C C7(8), (ver definicées em [15]), temos C* () < C7() e
H™ (M) = C7(Q), 720, m>22

on entao

oo ) = HH() > Oy, 520

ou ainda
o= H3Q) < H3O) < C(Q)
o= HY) — H3(Q) — CH9)
= H3Q) — HYQ) < C¥Q), etc.
Para enunciar os préximos teoremas precisamos extender a definigao de elementos
afim equivalentes A e R para dois conjuntos quaisquer 2 e {.
Dizemos que dois conjuntos abertos ) e Q1 de IR? sdo afim-cquivalentes se existir

uma funcao linear inversivel F' tal que:
(4.4.22) F:7eR*v F(?)= Bf+bec R?

satisfazendo © = F(0).

No que segue usaremos as correspondéncias

(4.4.23) fel=7=FF e e

(4.4.24) (t: Q- R)=>(v=00F': Q- R),

entre pontos I € 0 e 7 € O e entre funcoes definidas sobre @ e €. Assim sendo
(4.4.25) 9(Z)=ov(r), Vr,Z e B,v

que satisfacam (4.4.22) a (4.4.24) acima.
No caso das funcdes v e # serem definidas q.t.p., como no préxime teorema, é

entendida que as relacbes acima serdo verdadeiras q.t.p. em 2 e Q.
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3.Teorema (cf. [5]). Sejam © e 0 dois conjuntos abertos afim-equivalentes de JR™. Se

a fungao v € W™P(Q2), param >0 e p € [1,00], entédo a fungio  =vo F € W™P(Q1),
e existe uma constante C = C{m,n) tal que Yo € W™*?(Q},

(4.4.26) 5], .6 < ClIIBI[™ | det(B)| " *|v|mpa ,

onde B é a matriz da transformacdo F dada em (4.4.22).

Analogamente tem-se

(4.4.27) V5 € W™P(Q), [v]mpn < C||B‘1||m[det(B)[_Up|6|m'p!ﬁ :
Sabendo-se que |det(B)| = M, seria desejavel avaliar as normas ||B]| e
medida(?)

||B~!}] em termos de simples quantidades geométricas. Esse € o objetivo do préximo

teorema onde usaremos as seguintes notagoes:

(4.4.28) h= diam(Q)) , k = diam({})
(4.4.29) p = sup{diam(S); para qualquer bola S contida em 2}
(4.4.30) 7 = sup{diam(S); para qualquer bola S contida em 1} .

Figura 12

4.Teorema(d. [5]). Sejam 0 e Q = F(Q) dois subconjuntos abertos afim-equivalentes

de R* onde F : 7 € IR? —— (B¥ + b) € IR* é uma funcao afim (linear) inversivel.
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Entdo sao verdadeiras as cotas superiores:
(44.31) IBll<: e 1B <~
p p
Para uma familia T} de elementos afim-equivalentes para a qual 0 = K € R? éo
elemento de referencia, os teoremas 3 e 4 com
(p=g=n=2,
(ii) onde Fi : £ € R? — Fy(7) = By + b€ R? é tal que K = Fy(K),
para I € T},
(i11) com |det{By)| = C, medida(K) e ||Bgr|| £ C;h,levam aos resulta-

dos:
(4.4.33) [0 grminy < Cap™ (medida-(f"))_”?|ﬂgm(j{-) -

O seguinte teorema prova uma estimativa relevante para operadores preservando
polinémios, quer dizer satisfazendo uma relacdo da forma (4.4.35) a seguir para k 2> 0,
como é o caso do operador de projecao Il definido por (4.4.12). (4.4.13).
5.Teorema Para alguns inteiros k > 0 e m > 0 e nimeros reais p.q € [1,00), sejam

H"'k“’p{ﬁ-) e W™I(Q) espacos de Sobolev satisfazendo as inclusGes
(4.4.34) W2 () o Wm™e(Q)

e seja Il : W12(0) — W™¢(Q) um operador linear tal que:

(4.4.35) Ve P(f)), Tlp=p.

Para qualquer conjunto aberto §} afim-equivalente a Q, definamos a funcao IIg
por
(4.4.36) (Mgo) =11 5 |
para as funcoes © € WHr((}) e v € W*'(Q) na correspondéncia definida por
(4.4.22) a (4.4.25). Entao existe uma constante que depende de i1 e 0.C(11,9) tal que

para todos os conjuntos afim-equivalentes 2, Yo € WHT12(Q)},

P hk'ﬂ
(4.4.37) o — Mgvlme0 < C(I1,Q) (medjda(Q))(lz’qﬂf'P)

T

‘vlk"'lxpvn 1
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onde A, p sdo os parametros definidos para o Teorema 4.

Para esclarecer a definicao de TIg observemos o seguinte diagrama:

v (Mgv=w=wo F1)

wfk+1,p(ﬂ) LN W!m,q(ﬂ)
»

b=voF w=1o F!

Whie(@) — wma(()

3

It = o

=)

Dado v € W*12(Q), sejam & = v o F € W*+'P(Q), Teorema 3 e

Wm(Q), Teorema 5.

Entao Il € definida como

o
)
H
=
m

Oo(v) = o Fl={3)oF' e
(Ilqv) oF =113 ou
(Mgv) = 5.
O proximo resultado particulariza ¢ Teorema 5 para operadores Pp-interpolantes
T} definidos para elementos finitos, (4.4.12). (4.4.13} .

Paraocasop=g=n=2e Q=K | O0=K , sendo elementos afim-equivalentes

podemos tomar Ilg = My (4.4.12) e I = Iz e ainda
(4.4.38) H*YE) - HY(K),

inclusao esta que € valida para k > m > 0 segundo concluimos do Teorema de imersio

de Sobolev e vale (cf. préximo Teorema)

— pEtHE
(4.439) Vve HY(K), |v-—Ugv|gmr < C(lig, K) o ol xy -
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Esta expressao se revela de grande importancia para obter ordens de convergéncia
em normas e seminormas para espagos construjdos com familias regulares de elementos
finitos como mostrarao os dois préximos teoremas.

Particularizando o teorema anterior para elementos finitos obtemos estimativas
do erro de interpolagdo jv — [l vl o k-
6.Teorema. Seja (K, P,%) um elemento finito, com s denotando a maior ordem da
" derivada parcial ocorrendo na definicio de 5. Se as seguintes inclusoes sdo verdadeiras

para inteiros m > 0, k > 0 e mimeros p,¢ € [0, oo},

(4.4.40) W P (K) — C*(K) ,
(4.4.41) W) o W™K ,
(4.4.42) P(K) Cc P c w™i(K).

Entdo existe uma constante C’(f,}?’,f}) t.q. para todos os elementos afim-
equivalentes (K, I, P} e todas as fungdes v € W +1P(K) .
hig

;f—l
pm Ivlk'f_l?p‘h—’
i

(4443) |U — HKU|m.g,K S O(};;’ ﬁ’ i) (nledida(hr))(lf‘?—lfp}
onde ;v denota o Pp-interpolante de v, medida de K é a dr-medida de K

hy = diam(K)
pr = sup{diam(5) : S bola contida em K}.

Finalmente para familias regulares de discretizacoes (73 )rer, 0 erro de interpolagao
(4.4.43) pode imediatamente ser convertido em estimativas da forma |lv — g v||m gk,

lembrando que para tais familias tem-se a propriedade:
hk

VK, —<g VT, k € 7 onde ¢ € constante,
PK

1 -1
de onde — < U~ e (4.4.43) se torna, fazendo
PK h

C = C(K, P.%) (medida(K))M/- 1P T
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(4444) |’U - H}\'Ulm.q,h' S C h}c\?lﬁmlvlk-H,p,K .

Nocasop=¢=mn=2,e s =), como }a vimos,
(4.4.45) HYE)— C(K) para k+12>2, ie, VE>1,
(4.4.46) H*YEK)—> H™(K) para k+1>m, ie, 0<m<k+1,e

(4.4.47) Pi(K) C P C H™(K)

Para tridngulos de tipo 1 P = Pi(K),k = 1; quadrildteros de tipo 1 P =
QuK), P(K) C Qi(E), k = 1; e, para tridngulos de tipo 2 P = Py(K), k = 2.
Agora bem, usando {4.4.17), {4.4.19) e (4.4.44):

1/2 o~y 2(k41—i)] 42 12
o= Bollamisy = (Sl = xolisy) < (SO olimory) - =

=0

1/2
I’U'Hk-pi”\](z Chz(k-l—l ) ) 1

sendo hy um parametro tendendo a zero (hx < 1) entdo,

Rk o hi{kﬂ-m) pois 7 < m de onde

P

Ch?(k+1—a 1/2 < % §h2(k+1—m) 1/ ,__6'hk+l—m

|U|H*+1(ﬁ Z = |U|H*+1(K) Z K = A |‘“|H*+1(K) )
i=0

ou seja, concluimos que para k > le 0 <m <k +1,

(4448) HU - HK’U“Hm(}{) S C h;ﬂ-l_mllek+1(H) .

Um resultado mais geral é dado pelo seguinte teorema:
7.Teorema. Seja dada uma familia afim-regular de elementos finitos (K, £x, Pr) cujo

elemento finito de referéncia (K, P, $) satisfaz:

(4.4.49) WHr(F) o ¢ (K),
(4.4.50) WHIH(K) - W™I(K), e
(4.4.51) P(E)c PCcwm™(K).
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Entao existe uma constante C (;’:f, P , i] tal que para todos os elementos finitos A

na familia, € todas as fungdes v € WH*HHP(K)

(4452)  |lv = Dgv|lmex < C(K, P, E)(med(K)) /o7 51" 0|, 11 ok

No caso de maior interesse aqui, para p = ¢ = n = 2, a estimativa acima se torna:
(4453) HU - HKUHH”‘(K) S C h}?l_mivlyk-{»l(};} . para

E>1 e 0<m<Ek+1.

como concluimos anteriormente, (4.4.44).

Observacgao: Notemos que nos teoremas 6 e 7 a partir de certas hipdteses sobre os
espacos de Sobolev montados em cima do elemento de referéncia X podemos concluir
estimativas do erro de interpolaco para fungoes de espacos definidos sobre elementos
de uma familia F} afim associada.

Levando em consideragao que

172
(4.4.54) |ulgmi) = ( > |u|§;mm}) e que portanto
KeT,,
, 1/2
(4.4.55) ollme = (£ olfmi)
heT,

obtemos de (4.4.52) a ordem global de convergéncia (sobre Q) a partir da convergéncia
local (sobre &', o elemento em questdo), da solugao aproximada uy para a solugio exata
u, tendo suposto, de saida, que a familia de espagos de aproximacao é construida com
elementos finitos do tipo A

Tomando h = maxhy tem-se:
KeTy

S Mo =Tgollmpy < 30 CRF ol gy = CRHE Tl g,
KeTy KeTy

de onde conluimos, usando (4.4.9), (4.4.11) e (4.4.55) para

k>1 e 0<m<k+1, que IIU.—’U.h“HM(Q)SChk+1—m|U|Hk+l{Q}.
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Vejamos mais alguns casos relativos a elementos finitos apresentados neste traba-
lho:

(1) Ordem estimada de convergéncia para o tridngulo do tipo 1.

A3
(K,P,%)
P=P(K
() a, 2,
Figura 13

Para discretizacoes feitas com triangulos K do tipo 1:
hipdtese (4.4.49) HY(K) — C%K) k = 1. consequéncia do Teorema 2

hipdtese (4.4.50) H(K) — H™(K) 0<m <2, of (4.4.21)

hipétese (4.4.51) Py(K)= A(K) =P C H"(K)} k=1 m>0, trivial.
llv = Mpvllgmu, < C hi-“m|v|H9(;;}‘_ 0<m<2

cf. (4.4.53) com k = 1, onde pelo menos devemos ter v € H*(A') como mostra a ultima
expressao.

para m =0, |Jv — Hpvl|p2m < Chi|vl2ny
para m =1, ffu =~ Mxvl|giny < Chilolpgegy , e
para m = 2, v — Hgvl|gyr)y < Clolpx) -

Onde a iltima estimativa (m=2) significa que o erro em norma {|u — ug||y2(q) é

limitada por uma constante.
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(2) Ordem estimada de convergéncia para o quadrilatero do tipo 1.

Ay A,

X

=)
P
o

Q, Q;
Figura 14

Para discretizacgoes feitas com quadrildteros do tipo 1:
HY{EY o CYE)  (k=1)

H¥K)— H™(K) 0<m<?2
P(Ry=PE)CQ(K)y=PCH"K) m>0, k=1

e entao, para v € H*(K),
Hv - H;{U”Hm{h') S C hr;’\.—_ml‘l.?lgz(ﬁ'), 0 <m < 2.

para m = 0} ||‘l - HK'UHL?(K] § Ch‘%\"h’lH:’(h") s
param = 1, ||[v — Hpvllm@ry < Chilvlpegy e
para m = 2, {fv — Hxvilgzwy < Clolazx) -

Para obter a ordem global de convergéncia devemos ter na verdade u € H*({})

desta forma u/p € H*(K) e vale (4.4.55), confira observacao na pagina 95.
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(3) Ordem estimada de convergéncia para o triangulo de tipo 2.

(j‘;‘a i: p) a;
Qs
. Qa3
P = P(R)
4 Q2 Q2
Figura 15
k=2

H3(K) — C°(K)
HE) < HMK) 0<m<3

e -

P(K)=P=P(K)C H"(K)
||'U — HKU“H"‘(K) S C h?(_mtvly:s(h‘}, 0 S m S 3.,

onde necessitamos ter v € H*(K).
para m = 0, {jv — Opvll2x) < Chik |vlpeg -
para m = 1, |jv — Hgv|lm &) € Ch¥|v|ayx) -
param = 2, ||v — Dgvf|pzry < Chlvlmsxy > €

param=3, ||v— HHU”H:*(K) < Clvlpaxy -
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Considerando &k =1
H} K)o CY(K)
HYK)—> H™(K) 0<m<?2
P(K)=P(R)C P(K)= P c H™(E)

'U-——HK’U Hmh-SCh2.—_mszK, 05?’?’352,
(K) K (K)

onde s6 necessitamos v € H(K'), ainda que a ordem de convergéncia é inferior ao caso

de v € H3K), com k = 2.
m =0, |Jv — Hgv||r2n) < Chk|vlg2xy
m =1, |[[v — Hxo|lm @) € Chrlvlgax
m =2, {|v -~ gv||lgr) < Clolga).-

Estimativas a priori para estes e outros tipos de elementos de Lagrange e de

Hermite podem ser encontradas em [4], [5], [18].
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CAPITULO 5

ENSAIOS NUMERICOS

5.0. Introducao

Neste capitulo séo apresentados alguns testes comparativos efetuados pela im-
plementacio (em Fortran) dos elementos finitos expostos no texto precedente para a
resolucio do PVA da formulagio fraca do PMDN dada em 1.5. Comparam-se os erros
relativos cometidos. A aproximagao sera via Método de Galerkin, com cada um dos
elementos e espagos de elementos finitos trabalhados nos capitulos anteriores. Com-
paramos e verificamos a ordem de convergéncia 0{k”) a posteriori (estimada) com a
ordem a priori provada no capitulo anterior para cada um destes elementos. Em todas

os ensalos fol usado o seguinte PMDN:

(5.0.1) —aAu=f (z,y)€Q, com
(5.0.2) ulr, =0 e
Ju
5.0.3 ol
(5.0.3) an e

O PVA que aqui foi implementado usando o método de Galerkin é o de (1.6.11),
(1.6.12) e (1.6.13} onde {com  dado na figura 1):

ai = ai(60.6,) = [ V6:-Vgyda :
fi= 585 = 1651 = [ fosde+ [ (o/ )6l )
dx em 1’5”

também dy =
dy em
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€ I'fh =< ¢11¢2:-"1¢N;,> y

onde as ¢; sao as fungées da base global de elementos finitos em correspondéncia com
os nds em Ny-(Ny N Ty

As entradas a;; da matriz do sistema foram calculadas exatamente (precisio dupla
de méquina, 1071°), as componentes f; usando integracdo Gaussiana, em geral com dois
ou trés pontos por eixo na maioria dos exemplos (com excegdes) o que é suficiente para
obter uma boa aproximagido. Com n=3 pontos é calculado em forma exata a integragio
de polinomios de grau 2n4+1=7. O sistema Az = f é resolvido usando a decomposigio
de Cholesky, onde a matriz é guardada como um vetor no qual s6 tem sido armazenada
a banda dela. Os tempos de CPU correspondem a soma dos tempos da montagem de
A, do célculo de f e da resolugao do sistema Az = f.

A nao ser que esteja indicado diferentemente, teremos:

(5.0.4) Q=1[0,1] x [0,1] ,

(5.0.5) MN=T=T,UT,

e (ver figura a continuacio):

. g = {0} x[0.1]e

(5.0.6) To = Iur!?, onde
I = [0,1] x {0} ;
Y = {i}x[0,1] e

(5.0.7) I, = Fil)uf‘iz), onde

r? = [0,1] x {1} .

Obviamente a fronteira I' de Q é C? por partes (cf. 1.5) e I's tem medida ‘super-

ficial’ do (=d¥) positiva.

5.1. Estimativa a posteriori
Cada tabela aqui apresentada exibe os resultados numéricos obtidos que corres-

pondem a uma dada solugido conhecida. Como pelo nosso estudo ja sabemos que
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os elementos convergem em ||.||zz, |||z, |-z € ||-]ls e conhecemos a ordem dessa
convergéncia é que temos usado uma estimativa do erro diferente para indagar o seu

comportamento.
(2)

3 [4

(1) (1}

o 0 [

v

(2)

lo

Figura 1

Usamos. nas estimativas a posteriori, o erro relativo em norma Euclideana cor-
respondente a uma convergéncia pontual em R*. k sendo o niimero de nés da malha
nos quais a solugao aproximada é conhecida. A nossa expectativa é que conhecendo a
priori a convergéncia em média quadritica (p=q=2 em (4.4.53)) do erro ou das suas
derivadas de ordem um ou dois , obtenhamos uma convergéncia pontual de alguma
determinada ordem. A férmula usada da o erro relativo on percentual e é da forma.

por exemplo para tridngulos ou retdngulos do tipo 1:

N 1/2
— — (Z (U(.’["',yj)—uh(ﬂ",',yj))Z)
[« —upller M=
- Vile (2 2
. (Z (tf(Ts-yj))Z)

ii=1
onde o vetor u é a solucio exata conhecida e calculada nos & nds da malha, u;, é a
solugao aproximada calculada nos nés da malha. N identifica a ordem da malha visto
que usamos N subdivisdes no eixo x e N subdivisoes no eixo y; (x;,y;) sdo os nds da
malha sobre o dominio 2 de v, com 1 € 7,7 < N, e k é o nimero total de nos da

particdo em Q{k = N x N, no caso atual (5.1.1)).
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Cada uma das tabelas apresenta 5 colunas. A primeira da esquerda da a ordem
N da malha assim como o k correpondente (veja o exemplo 1 do capitulo anterior),
identificando o refinamento relativo da malha.

As quatro colunas restantes dac o erro relativo mencionado acima e o tempo de
CPU, soma dos tempos da montagem da matriz A, do vetor independente f e da
resolucao & do sistema Ax = f, para os respectivos elementos, a saber tridangulos do
tipo 1, retangulos do tipo 1, tridngulos do tipo 2 e o elemento aqui desenvolvido.

No extremo inferior de cada coluna figura a ordem do erro estimado a posteriori.

N(h) T1 R1 T2 NE
N(h=) ERRO ERRO ERRO
CPU CPU CPU
ordem h™ hm R* ht

A notacdo para cada tipo de Elemento Finito serd a seguinte:

Triangulos de tipo 1.  “T1”
Retangulos de tipo 1:  “R1”
Triangulos de tipo 2:  ~T27
Novo Elemento: “NE”

Os tempos de CPU, em geral nos exemplos sic obtidos tomando 3 pontos no eixo
z e 3 pontos no eixo y para a Quadratura Numeérica por Gauss, na montagem do lado
f do sistema Az = f o que retornou nos exemplos praticos uma boa estimativa do

erro em relagao a ouiro nimero de pontos qualquer.
A ordem de convergéncia a posteriorl, dada na nltima linha de cada tabela a
continuagdo, corresponde a melhor ordem inteira verificada para os erros apresentados.
Lembramos que para a ordem & de convergéncia do erro existe uma constante C

que pode depender de u mas que nido dependen de A {ou N tal que:

(5.1.2) erro = ||u —uy|} < Ch*
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ou equivalentemente,
€rTo

(5.1.3) T <C para her,h—0.

Conseqiientemente para cada 7 existem seqiiéncias CL e C3:

€Iro

a

erro

h—m, ODdP

(5.1.4) o LA, R

Cx ¢ limitada ( decrescente ou nao crescente): Ck < C VYN; C¥ nao ¢ limitada
(crescente ou divergente): YC,3N : C} > C. Sendo baseade nisso o nosso critério
para obter (até onde for possivel) estimativas a posteriori.
Exemplos. Andilise e comentarios.

A ordem de convergéncia verificada nos dados da tabela do exemplo 1, para cada
elemento, ultima linha, concorda com o melhor erro a priori estimado para cada um

deles. Podemos verificar nesta tabela, por exemplo para T2,
C>C3 202 Ch > Cl2 (> .80 passo que

Cs < Clp S S G S0 <

com efeito (5.1.4) com k& = 3. Os erros lancados por R1 sao menores que os obti-
dos por T1 sendo h? a ordem de convegéncia de ambos. Também nos tempos, R1 se
apresenta melhor do que T1, o que é de se esperar ja que os polin8mios de elementos
R1 contem o termo zy a mais de aproximacao que os correspondentes de T1, mesmo
assim nao é suficlente para aumentar em um o grau de convergéncia do Rl sobre o
grau de convergéncia do T1, so melhora a constante limitante do erro. NE se mostra,
neste exemplo, inferior tanto no erro como na ordem de convergéncia e no tempo de
CPU. Mesmo sendo # a ordem de convergéncia do NE os erros, para maltha idénticas,
sao praticamente da mesma ordem que os de T1 que é de convergéncia h%. isto talvez
evidencia a caracieristica quadrdtica do NE contra a caracteristica linear do T1. Por
ultimo na constatagao dos erros por NE ndo devemos esquecer que ele é um elemento
nao conforme (V,CC°(Q)), na aproximagao das fungdes continuas (q.t.p.) deste exem-

plo e dos subseqiientes. Também a ordem h? provada a priori para NE é baseada na
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norma ||.||x que nao usa a fungio e sem a sua derivada.

Exemplo 1: Consideramos v =sinx siny ;u € C>()
N{k) T1 R1 T2 NE
5(0.2828) |  1.21 x 1072 3.23 x 108 1.43 x 10~ 2.13 x 1072
i2 13 30 22
10(0.1414)] 3.02 x 1978 8.33 x 10~* 1.3 x107° 6.4 x 1073
62 38 191 126
15(0.0943)f 1.34 x 103 3.7 x 1071 3.15 x 107° 3.19 x 1073
161 103 683 423
20(0.0707)]  7.54 x 1074 2.08 x 1074 1.16 x 107 1.96 x 1073
284 194 1931 1024
30(0.6471)] 3.35 x 10™* 9.26 x 1073 2.81 x 1077 9.99 x 1074
724 504 8421 4232
ordem h? h? h3 h ]
Trivialmente:
f=-Au=2sinzsiny € L}¥Q) e
COsS T Stny  em F{l}
(5.1.5) g=
SN T €Os Y em I‘?’

é tal que g € LE(T).

Com o qgual a solucao do PVA esta garantida assim com a convergéncia de uj; a u

(1.5e4.4)

Comentérios: Neste 19 exemplo a solugio v é muito bem comportada como se pode

2 . .
apreciar pelos erros. O valor de h-——T’V— (confira exemplo 1 do capitulo 4} é arredondado

nas tabelas para quatro digitos decimais.



Pode-se apreciar claramente o melhor desempenho dos T2 tanto nos tempos de

CPU como nos erros de aproximagdes. Por exemplo para T2 com N=10 e tempo de

CPU 191, o erro correspondente 1.3 X 10~° e inferior que (melhor):
7.54 x 107*, erro dado por T1 para N=20 e tempo de CPU 284;
2.08 x 1074, erro dado por R1 para N=20 e tempo de CPU 194;
3.19 x 1073, erro dado por NE para N=15 e tempo de CPU 423.

Exemplo 2: Para u(z,y) = —z%°® In(zy) ,u € H3(Q), v g H*(Q). (cf exemplo 7).

N(h) Tl R1 T2 NE
5(0.2828) 0.20 7.28 x 1072 1.42 x 1072 781 x 1072
9 8 30 24
10(0.1414){5.03 x 10-7 147 % 1079 1.36 x 102 2,41 x 1077
57 38 180 122
15(0.0943)]2.07 x 10~ 598 x 1073 336 x 10~ 198 x 1077
136 60 665 378
20(0.0707)]1.09 x 10-2 3.2x 1073 1.24 x 10~% 8.26 x 1073
253 175 1824 1010
30(0.0471)[4.41 x 1073 1.35 x 1077 3 x 1073 446 x 10-3
714 441 8199 4151 |
ordem hT h? h* h ]

Comentéarios: Os erros obtidos por NE sdo menores em cada particdo do que os erros

dados por T1, para valores de N menores que 30 e mesmo assim a convergéncia a

posteriori do NE é & e a de T1 é A%, o que é verificado quando, para N=30 , o erro

dado por NE ultrapassa ao erro dado por T1. Comparando erros e tempos de CPU o

desempenho do NE, para malbhas menores do que 15 x 15, e similar ao de T1. Estas

compara¢oes ficaram mais evidentes nos exemplos 4.1 e 4.2. A ordem de convergéncia

dos 4 elementos e preservada tanto na teoria como na pratica. Como antes T2 tem um

comportamento superior que o de Rl que por sua vez mostra um desempenho melhor

do que T1.
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Exemplo 3: wu(z,y) = 2%%? ;u € C*(0)
N(h) Tl R1 T2 NE
5(0.2828) |5.86 x 102 1.29 x 10-2 1.02 x 1073 4.0t x 10~7
4 3 12 12
10{0.1414)[1.48 x 10~2 3.35 x 102 1.0 x 104 1.66 x 10™*
25 17 116 75
15(0.0943)]6.37 x 10~2 1.51 x 1073 2.52 x 1078 9.44 x 1073
58 38 534 300
20(0.0707)[3.49 x 1072 8.52 x 102 9.37 x 10-° 6.26 x 1073
110 77 1597 855
30(0.0471)[1.5 x 10-3 381 x 1071 231 x 10~9 348 x 1073
307 153 7605 3888
ordemn h? h? h3 h

Comentdrios: Neste exemplo usamos 2 pontos em cada eixo para a quadratura
numeérica por Gauss, o que é suficiente para integrar exatamente {1071, precissao de
mdquina) polinbmios de gran 2n+1 (=5 para n=2). Os tempos de CPU, assim como
0s erros respectivos sao menores para R1 do que para T1. sendo a convergéncia de h?

para ambos. O comportamento de T2 é claramente superior, sendo que o desempenho

de NE é inferior ao dos outros elementos.

Exemplo 4: u(z,y) = 2% |, u € C=(Q)

N(h) T1 R1 T2 NE
5(0.2828) | 0.29 0.103 3.43 x 1072 0.105
12 8 24 18
10(0.1414)[0.104 2.96 x 1072 4.47 x 1073 4.83 x 1072
46 35 146 111
15(0.0943)(5 x 1072 1.36 x 107* 1.22 x 10~3 3.22 x 10~*
111 74 642 376
20(0.0707)[2.85 x 102 7.78 X 1073 4,69 x 101 233 x10°°
255 176 1824 1019
30(0.0471)1.24 x 10~* 3.5 % 1073 1.19 x 107* 1.42 x 1072
616 446 8426 4266
ordem h? s b2 h3 h
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Comentarios: Podemos ver neste exemplo que para malhas de ordem menores ou
iguais do que 15, o desempenho de NE e proximo ou até melhor que o de T1, isto
também e observado para poténcias maiores de xy como mostram os exemplos 4.1 e
4.2 a seguir, em eles a comparagio é feita pelo tempo de CPU. As colunas indicam
o tempo de CPU dos respectivos elementos assim como a ordem da malha e o erro

cometido na aproximacao de u por u.

Exemplo 4.1 wu(z,y) = (z - y)®

N|CPU T1 NICPU NE

8| 34 0.15 6] 33 [8.19 x 1072
9] 46 0.12 7| 46 16.86 x 107*
10{ 61 0.10 8| 63 598 x 1072

12| 81 |7.55 x 1072 91 86 15.34 x 1072
14/ 117 15.69 x 10~2 10/ 115 |4.83 x 1072
161 152 |4.41 x 1072 111153 [4.41 x 1072

Exemplo 4.2 wu(z,y) = (z -y)®

N|{CPU T1 NICPU| NE
91 65 0.22 7161 0.11
10| 85 0.19 81 77 10.34 x 1072
13| 143 0.13 10! 145 [7.03 x 102
15{ 190 0.10 11] 188 16.33 x 1072

171247 [8.16 x 1072 12| 239 [5.79 x 1072
19! 323 {6.68 x 1072 13! 305 J5.35 x 1072
221 441 |5.08 x 102 14] 372 |4.98 x 1072
23! 479 14.67 x 1072 15/ 474 4.67 x 1072
24| 549 14.30 x 1072 16| 566 [4.39 x 1072

Comentdrios: Para malhas de ordem maior, o erro dado por T1 decresce mais rapida-

mente que o erro obtido com NE. Estas caracteristicas também podem ser observadas
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em outros exemplos. Isto é, claro, devido a ordem de convergéncia, h? para Tl e h a

posteriori para NE.

Exemplo 5: u(z.y) = (z-y)'™ , v € H}Q), ug HYO)

N(h) T1 R1 T2 NE
5(0.2828) [4.73 x 10~2 9.4 x 107 5.45 x 104 3.65 x 1072
49 34 103 65
10(0.3414)[1.17 x 10~2 2.42 x 10~° 6.0 x 107° 1.44 x 1072
214 147 507 278
15(0.0943)}5.06 x 1073 1.09 x 1073 1.93 x 107° 8.09 x 1073
498 334 1453 764
20(0.0707)2.78 x 1073 6.15 x 104 9.32 x 107° 5.32 x 1073
939 627 3282 1666
30(0.0471)[1.2 x 1073 2.75 x 10~* 3.56 x 107° 2.93 x 107°
2182 1465 11459 5684
ordem h? 2 I s h

Comentarios: Lembremos que para erros a priori nos obtivemos no capitulo anterior:
Para triangulos do tipo 1,  ||lv — Hxv||r2e) < ch?|v]py2(q). para v € H* ()
Para quadrildieros do tipo 1, ||v — Hxvl|r2(q) € ch?|v|gz(q)- para v € H?(Q)
E, para triangulos do tipo 2, [jv — Ixv||z2q) < ch®|v|g2q). para v € H3(Q).
o — Mgvl|r20) < ch?|v|p2g)- para v € H*(Q).

O comportamento da convergéncia pontua! por nos adotada, claramente, como

mostram os exemplos, obedece as estimativas a priori obtidas em norma L%, || - ||z2(e),
. Fu
que é a methor. No presente exemplo u € H3()), de fato sobre ) 5,3 meo € de
T

quadrado integrivel, cf.

8%u\? 21\%2 1 . 1
_ 7/2 —5}'2 _—
[ [(Gs) drav=(55) [ v [ = dedy = +eo.

e portanto a priori nao é de se esperar uma convergéncia ciibica para T2 como mostra a

iltima estimativa acima, o que viria a explicar o fato de so obtermos uma convergéncia
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quadratica a posteriori com T2, para este exemplo. Com tudo o desempenho do T2 é
em termos de CPU superior ao dos outros elementos. No proximo exemplo também a

solugao u nao esta em H3(), porém a convergéncia a posteriori atinge a ordem A>.

0 (myenAx(?,
Exemplo 6: U~{($_1)2 (y —1)? <z,y <2 ., verfigura 2.

Entaou € H Q) eu & H3(Q) ; 0=1[0.2] x [0,2].

N(h) T1 Rl T2 NE
6(0.4714) |.14 3.8 x 1072 54 x 1073 7.1x 1072
8 4 21 18
10(0.2828){5.8 x 10™* 1.5 % 1072 1.10 x 1073 4.1 x 1072
22 16 114 94
16{0.1768)[2.3 x 102 59x 1073 2.2 x 107* 2.3 % 107*
62 45 674 416
22(0.1286)(1.2 x 1072 3.2x 1073 7.3x 107° 1.5x 1072
134 103 2311 1284
30(0.0943}{6.3 x 103 1.7 x 1073 2.5x 107° 9.5x 107°
331 252 7764 4084
40(0.0707)(3.4 x 1073 9.8 x 1074
841 696
ordem hZ ~ h2 h® h

Comentarios: Aqui sé foram usados 2 pontos de Gauss por cada eixo o que é suficiente
para obter uma boa aproximacio na quadratura usada para o lado f do sistema ja que

v é, por partes, no maximo um polindmio de grau 2 em cada variavel. u & H3(Q)}, de
2

u o, - .
fato _— € uma funcao descontinua sobre (1,
-

@:{ 0 (x,y)¢[1,2]><[1,2]
dr? 2(y — 1)2 1 <z,y <2

{1} x (1,2] é o conjunto de pontos em ) onde esta “fun¢ao” é descontinua. Assim nao
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u
existe ——, com efeito

dz?
f:f 6?; gi dedy = (ax / / atpdrldy“
[ (-1re/” )dy =2 [y 1)299(1=y)dy ,

este iltimo termo nao sendo necessariamente nulo para qualquer o € C§°(£2), ao passo

foz /2 gissﬁdﬂ”dy = ] j 61*399d1?d3’ =0, Vo
2

u Sy P : ey
Logo —— néo é derivavel segundo distribuigdes pois (1.2.5) néo € satisfeita.
I

que

Neste exemplo o Laplaciano de u

Ay = { 0 (2,5} € Q-([1,2] x [1.2))
o 2((-1”-—1)24-(3{-—1)2) 1<z,y<2,

¢ uma fungao descontinua no conjunto ({1} x (1,2]) U ((1,2] x {1}), e assim a matha
deve ser escothida de tal forma que esses pontos de descontinuidade estejam contidos

na fronteira dos elementos da discretiza¢ao para que a quadratura

/ ]ﬂ fesdedy . f=—Au sobreQ , K; CO

pre-programada decorrente do problema discreto nao envie um dado errado para a
resoluc¢ao do sistema. De momento basta escolher N par.
Como ja foi mencionado, a priori ndo era de se esperar uma convergéncia cibica

com T2, mas foi atingida, como podemos verificar nos dados da tabela.
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Figura 2

Exemplo 70 u(z,y) = —zylnay , v € H{(Q), v ¢ H(Q)

N(k) T1 R1 T2 NE
5(0.2828) [4.77 x 10~° 1.97 x 1077 885 x 103 0.12
6 4 13 15
10(0.1414)|1.22 x 1072 3.95 x 10~° 284x 1073 4.12 x 1077
23 18 113 80
15(0.0943)[5.82 x 103 1.69 x 1073 1.43x 1073 223 x 1077
56 43 529 310
20(0.0707){3.49 x 10~% 9.28 x 1071 8.82 x 10~4 1.45 x 10~7
105 79 1581 873
30(0.0471)[1.71 x 1073 4.04 x 10771 449 x 1077 7.88 x 1077
305 _ 247 7641 3858
ordem h h* h h

Comentarios: Neste exemplo s6 temos v € H'(§1}, como veremos a seguir. Felizmente
nos temos o seguinte resultado (Teorema 1. capitulo 4), ¢f. teorema 5.1-4 em [17]. sob
as mihimas hipéteses do que a solugiao u € H'(Q) e que P (K)C Py para K € T,
entao
};i_E% Hu — ur)liny =0 .
Isto é claro, caso a solucdo do problema esteja garantida. A ordem de con-

vergéncia, em norma || - ||z1(q), dada pelo teorema é k, se u € H?*(Q), mais para
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o presente caso nada é garantido com respeito a ordem dessa convergéncia pois u s6
pertence a H1(1). Com tudo podemos verificar na tabela do exemplo 7, convergéncias
a posteriori da ordem h para T1, h? para R1, h para T2 e h para NE. Lembremos que
usamos, nas estimativas a posteriori, um erro relativo em norma Euclideana e que ele se
comporta como nas estimativas a priori em norma || {|z(q), como pode ser constatado
nos exemplos aqui analisados. Verificamos agora que este exemplo faz sentido e que

somente temos u € H'(Q).
A solucio u é duas vezes diferenciavel (segundo distribui¢bes} com respeito a cada.

variavel, seja ¢ € C3°(11),

]fu—dwdy_] un,o/ . /l autpd’r f[ L,od'rdy

basta mostrar que

(5.1.7) wr [ =ully)olly) ~ w0 uv(09) =0 gty

r=0

com efeito

u(1,y)p(l.y) = —ylny0 =0  Vye (0,1],{ie. qt.p sobre[0,1]), e
u(0,9)(0,y) = lim ule,y) - (0, y)=10
£— et e

=0
pols usando a regra de L’hopital,
Iney 1
Aguley) =Dy =vin g =vige=o

du 2
Analogamente mostramos a existéncia de ——. E sobre )

oy
du du
(5.1.8) Fr —y(lnzy +1) oy —z(lnry +1)

. - U
Agora testamos a derivabilidade de ——.

Or
v [ [ 5 e =

o1 [ [ 5 G [ (50
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_// g2 I

ja que podemos mostrar que

u "=l du du
(5.1.10) e 5, Loyl ~ 2= (0,9)p(0.y) =0 qtp.
com efeito 5
a1 W)e(Ly) = —yny +1) - ¢(1,y) =0 qip. e
Ju

7. (0:)#(0.y) = lim e, yiple y) = bm —yole,y) (e +lny +1) =

Jdx Zot Or

—y m (e, y)Ine —yp(0,y) (lny +1) =0

=0 _\lr:l-tAP-
com efeito
sle. . (e, :
im o ,y) — lim ¥ (vi’:) - -—hmelnze'%/( ,y) 0
LT + !
e—0t =0% .

ja que

Iinl, o'(e,y) = ¢'(0,3) = 0 por defini¢éo, e
e—0

lnﬂ c 2lne
lim eln*e = lim —— = lim - =-2limelne =0 ,
e—0t e—0+ . e—0+ — ) e—0+

como j& vimos ao testar a derivabilidade de u.

s Ou : .
Analogamente mostramos a derivabilidade de u e —— com respeito a y. Assim o

dy
Au estd definido q.t.p. sobre Q .
De (5.1.8) nos temos g.t.p sobre §2
’u 1 Yy
(5111 i = (ot 0) =
Ou 1 T
9 U s __=z
(5.1.12) - I(Iywo) ;



u & H*(Q), com efeito

/]( )d"dy:folﬁ(fo Qdy) 3/ ~dz =

1
-hm/ —lwd;r—lhm( 1 ):llinl(—1+1):+oo.
£

3 ot I 3 et Ile 3 :—ot

u € HY{Q), primeiro mostremos que u € L*(Q)
2 — . 2 —
//ﬂu d.rd_y = //ﬂ(:cy]n.r+ zylnny)Ydrdy =
1 1 1 1
/ yz(/ I21n23:d$)dy+2/ yzlny(f :r.zln;rd:r)dy
o 0 0 0
1 1
—|—/ y? lnzy(] :rzd:r.)dy
0 0

bastando verificar que as seguintes integrals existem

1 ' 3 2 2 2
]0 r*ln’ zdr = (% in®zr — §1"3111 r+ 2—_3:3) G: >
1 3 Iy
9 T T 1
: ld:(—‘]——) = —=
/{; rlnrdr 3 nr 9 /1, 9
considerando que
bm 22 In®r =0 e lim 2%lnr =0 ,

r—0 r—0

e ainda (?_u € L2(Q)
dr

[ L) i [ [0+ 7
- L1 = T T
a\Jx ¥ Qy y Y

1 1 1 1
:/ yz(] 1n23:d:r)dy+2] yzlny(/ !n:rd:r)dy

0 o 0 o

1 1 1 1 1 1 1 1

—1—2/ yi(/ lnscd.r)dy—I-f / yzlnzydydr+] ] yzlnydyd:r-i-f / 2dydr
0 0 0 7o o Jo o Jo

onde € suficiente que existam as integrais
f In*2de = (zln’z — 2rlnz + 2x)jg = 2

/ Inzde = (rlnz — 7)) = -1
Q
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onde

lim zln?z =0 e Iim zlnz =0 o

T—0+ =0+

Até aqui temos provado que, u € H'(2),u ¢ H*(Q) e Au estd definido q.t.p. so-

bre § (de uma generalizagio deste exemplo por inducdo, seguindo o mesmo tratamento

dado aqui, prova-se que
u = (zy)" Inzy € H"(§2) e ug HT(Q).

Para que ao menos o problema fraco faca sentido as integrais envolvidas na
formulagio devem existir. Nio devemos esquecer aqui que para usar o Teorema de
existéncia, de u, requisitamos f € L*({}) que nao é o presente caso, com tudo, este

exemplo mostra uma clara convergéncia do método, através da convergencia dos erros.
*u

Vale também dizer que se o g L*§)) entio também f ¢ L*(Q). como em
g
?

(5.1.11), (5.1.12).

Assim na formulagao aproximada.

D
[ Ve Vagdr = [ piidr+ [ 0% odo
0 0 r, 0y

podemos observar que as integrais existem. Na parte I'y da fronteira nao encontramos
ip : u o
dificuldade para integrar o termo ’Y[)a—']r'o?__'-'j.

Para elementos A com um dos seus lados na parte I'y da fronteira, a integral

A fdf:/fh_,(?r L) dsdy

e indeterminada, mas a integracao
/K feidt (g =vyx € Px)
existe, com efeito, ; é um polinSmio tal que
@ilr, =0 logo wilm=2-p e @jlrz =yg

onde p e ¢ sao polindmios, e para o caso do K ser um quadrildterc com um vértice na

origem ;| = xyp onde p é um polindmio.
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Por iiltimo, é interessante comparar este exemplo com a solugio de H(f1) a se-

guir,
2
Exemplo 8: u = g(x — r)3/2y v HH Q)

cuja ordem a postertori de convergéncia é menor do que k para os quatro elementos.

0
Com efeito, u € HY{f1). Como podemos trivialmente verificar v, au au pertencem a
Y
2
L*(Q). Agora bem, usando {(5.1.9} e (5.1.10) concluimos que 8—: existe e {veja 1.1-8 ¢
subseqiiente analise em [17])
J*u 1 — 8z + 82
u = (2($ _I;;)l:; )y, ma,is — g—;_f L*(). com efeito
d*u\? 1 1(1—63".-1-8:[]
o) dedy = [ U *dy ) dr, ond
/]9(612) =1 (z — 77%) g VY o, onae
1(1 — 2)2 )
-8z +‘8I ) dr = —16 — 162 + 327° — E;f?ﬁ:r.s + In -
a (r — %) 3 1—xlo
a integrabilidade dependendo do ultimo termo,
T 1/2 £
him In + bhm In = +oo
e—0D+ 1 — 7l e—l1— — Thy/z
logo u &€ H?(Q).
_ A 2
Au = (1= 8z +827) q.t.p. sobre .

2(1. _ Iz)l,!z y
™
em Q) (ver férmulas integrais niimeros 86,89,90,91), logo o lado f do sistema esta

As espressoes m > 0 sdo integravels sobre qualquer compacto contido

garantido, ja que

du
5.1, = dr Zond
(5.1.13) f=[[,, fesddut [ (Zedindr
onde f=—-Auep, € Pk, KCQe

% e Xy 2 = (m-m2)
oy - Mooy Ty, 0 1T VMR
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onde 7 é normal e exterior a fronteira 9. Com 3 coordenadas por eixo na quadratura

Gaussiana obteve-se os seguintes resultados

N(h) Tl R1 T2 NE
5(0.2628) |.12 12 1 13
59 38 119 80
10(0.1414)[7.4 x 107 7.4 x 102 7x10°7 7.5 %1072
263 192 608 383
15(0.0943)[5.8 x 10~2 5.9 x 1077 5.7x 1072 58 x 1072
628 431 1522 963
20(0.6707}}5 x 10~ 5 x 1072 49x 1072 4.9x 102
1127 787 3410 2059
30{0.0471}}4 x 1072 4 x 1072 4 x 1077 4x 10~2
- 2620 1962 11704 | 6493
ordem < h < h | <h | < h

Uisando uma quadratura Gaussiana mais refinada: ¢ pontos por eixo. o erro di-

minui consideravelmente como mostra a préxima tabela.

N(R) T1 R1 T2 NE

5(0.2828)

1.1x 102

9.2x 1079

81 x 103

1x 1072

10{0.1414)

67x 10-3

6.4x 1073

6.3 x 1079

64x 1073

15(0.0943)

54x 1073

53x 1077

53x 107%

5.3 x 10-7

20(0.0707)

4.6 x 10~

4.6 x 1073

46x 107

46x 103

30(0.0471)

3.38 x 10~3

38x10°3

38x%x 1073

38x 10-3

ordem

< h

< h

<h

< h

Nestes 1ltimos dados a ordem h de convergéncia néo € atingida para nenhum dos
quatro elementos. Nas iltimas duas tabelas os erros langados pelos testes sao idénticos
para os quatro elementos (?77) salndo com vantagem RI que usa menor tempo de
CPU, em seguida T1, NE e T2 respectivamente. Provavelmente a baixa convergéncia
dos resultados, neste exemplo, € devido aos dados aproximados pela quadratura nas

entradas f; em (5.1.13) causadas pelo termo assintético

P

fo; = m , P polinomio em z e y.
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Por 1ltimo, a ordem de convergencia para este exemplo é superior a k'/2, para os

quatro elementos.

Exemplo 9:
u(z.y) =24 we L), « ¢ H'(Q)

u é derivavel no sentido de desitribuicbes e

8 1
uo_ - 4;22}?, mais 8_” ¢ Lz(ﬂ]1 com efeito
T

/ LY ara= 1 ([ s -

1 1
60] — 'r—-—wln;r

0: _Eﬁs]-l}(? Ine = +oc

logo u ¢ H'(D).
O laplaciano Au esta definido q.t.p sobre Q e
1 > =
Au = 42712y — ZT—S/zy;

Além do mais é possivel efetuar a integracao das entradas do lado f do sistema
decorrente da discretizagao (como no exemplo 7}. Portanto o problema discreto esta

definide.

N(h) TI Rl T2 NE
5(0.2628) 9.8 x 1072 4.3 x 1077 1.1 x 102 §9x 10-2
22 17 54 36
10{0.1414){3 x 102 1.5 x 1072 8.1x 1073 55% 10~2
99 66 272 173
15(0.0943)[1.6 x 1072 1.1x 1072 7x 10-3 3.8 x10"?
234 169 930 522
20(0.0707)[1.1 x 1672 8.5 x 107 6.3x 1073 2.8 x 102
443 302 2911 1195
30(0.0471)|6.8 x 1077 6.2x 1073 53x 1077 1.8x 107°
1079 778 9293 4518
ordem h h < h h

Enquanto T1, R1 e NE atingem a ordem h de convergéncia T2 nao chega a uma

ordem de convergéncia de h/2.
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o~ . . . - b " *
Observagao: Verifica-se que as componentes (a maioria) do vetor u — uy, isto é,

~ "
|u{z;} — ur(z:)|, tem uma convergéncia da mesma ordem do que o erro percentual.

Exemplo 1(:
w=(zy)*° we H'(Q), v ¢ HY(Q)

N(h) T1 Rl T2 NE
5(0.2828) [1.2 x 102 6.4 x 1073 1.2 x 1072 7.5 % 1072
48 34 109 63
10(0.1414)7.2 x 1073 6.8 x 10-3 7.1 x 10-3 35x 1072
220 143 549 315
15{0.0943)}5.2 x 1073 5.9 x 1073 55x 1073 2.3x10°2
508 328 1520 835
20{0.0707)[4.3 x 10~% 5.2 x 1073 47x1073 1.7 % 1072
889 630 3237 1653
30(0.0471)[3.3 x 1073 4.3 x 1073 3.7 %1073 1.1 x 102
2186 1512 11529 5679
ordem < h < h < h h

Sobre o interior de Q! u é indefinidamente diferencidvel, isto é
u € C™(Q)

onde 0-0 = 90 é um conjunto de medida nula. Assim

Bu\? o
(i) _ (gmvz,fsys;’s) =,2_g$—4r’5y6f5 entdo

//Q(%)Edlfd‘r _ %/ﬁl 1-4/5(/01 yﬁfsdy)dxz

45 1 s 43 1/5
2 dr = —2 5zl
275/0 T T oyt

1
< 00 .
0

Analogamente com respeito a y, logo u € H'(f2).



.[./ (3:1'2) zdy = 63‘)65 g1 (/01 ysf5dy) dr =

36 5 [ s 36 5 ( 5) o5
AT dr — 2 (.2
695 11Jo ” TT %5 11\ 9)7

Observagoes e conclugoes finais

Pelos exemplos analisados aqui pode ser observado que em geral os erros dados
a priori (no caso atual para valores da funcéo) coincidem com a melhor ordem inteira
estimada a posteriori com excecio do exemplo 6 onde para uma funcio de H?, T2
obteve 'uma’ ordem de convergéncia a mais da esperada a priori.

Também obteve-se convergéncia para exemplos nao previstos em teoria, como nos
ultimos.

Levando em consideragao estes 1iltimos exemplos. é desejavel achar condigdes ge-
rals que permitam garantir solugdes e até ordens de convergéncia para fungdes u exclu-
sivamente de H'{€1} ou L*(}), como as dos exemplos 7,8.9 e 10 onde as propriedades
que garantem uma solugao € uma aproximagao a ela foram enfraquecidas e ainda assim

foi obtida uma clara convergéncia do método.
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