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Resumo

Nesta dissertacao obtemos resultados de multiplicidade de solucdes fracas nao triviais para o
problema
—Au+V(x)u=f(x,u), xeR",

onde V é continua, f &€ C!, com f(x,0) = 0 e f & assintoticamente linear. Utilizamos
métodos variacionais e a teoria de grupos criticos, para obtermos e distinguirmos as solucdes.

Apresentamos também resultados de existéncia de solucdo ndo trivial para o problema
—Au+V(x)u=f(u), xeR",

onde V e f sdao funcdes continuas. Utilizamos as técnicas de concentracao de compacidade

e de aproximacao do dominio por subconjuntos limitados, para obtermos a solucdo.

Palavras-Chave: Equacdo de Schrodinger, Assintoticamente Linear, Multiplicidade de Solucdes,
Teoria de Morse, Métodos Variacionais, Concentracdo de Compacidade, Aproximacdo por

Dominio Limitado, Problemas Elipticos, Existéncia de Soluc3o.



Abstract

In this dissertation we get resulted of multiplicity of not trivial weak solutions for the problem
~Au+V(x)u=f(x,u), xRV

where V is continuous, f is C!, with f(x,0) = 0 and f is asymptotically linear. We use
variationals methods and the theory of critical groups, to get and to distinguish the solutions.

We also present results of existence of not trivial solution for the problem
—Au+V(x)u=f(u), xecR",

where V' and f are continuous functions. We use the techniques of concentration of com-

pactness and approximation of the domain for bounded subsets, to get the solution.

Palavras-Chave: Schrodinger Equation, Asymptotically Linear, Multiplicity of Solutions,
Morse Theory, Variationals Methods, Concentration of Compactness, Aproximation for Bounded

Domains, elliptics Problems, Existence of Solution.
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Introducao

Estamos interessados, neste trabalho, em estudar a equacao diferencial parcial eliptica,
—~Au+V(x)u=f(x,u), xRV (P1)

onde u pertence a um espaco de Sobolev adequado, V é um potencial continuo e f tem
regularidade apropriada.

O problema é motivado pelo estudo de existéncia de "standing wave solution” para a
equacao de evolucdo de Schrodinger ndo-linear. Este tipo de equacdo tem muitas aplicacdes,
dentre estas, as solugdes de (P1) podem ser vistas como solugdes estacionarias para muitos
problemas de evolucdo que descrevem processos naturais e fisicos, conforme apresentado por
[21].

A principal motivagdo para o estudo da equacgdo (P1) vem da fisica quantica ndo-relativistica,
onde a equagdo de evolu¢do de Schrodinger: iv; + Av — V(x)v — f(v) = pv, é usada para
determinar o comportamento da funcdo de onda de um dado sistema fisico. As solucdes desta
equacdo de evolucdo, tipo "standing waves", v(x, t) = e #tu(x), onde u é solucio de (P1),
tem uma importante interpretacdo fisica. Elas correspondem a estados estaveis em um nivel
de energia definido.

Estudaremos equacdes elipticas semilineares, com comportamento assintoticamente linear.
Esse comportamento aparece em diversos problemas fisicos, como no estudo de campos
eletromagnéticos, vide [31] e [32]. Por exemplo, a ndo-linearidade assintoticamente linear da

forma e
S
f(s) =———
) 1+7[s|?

descreve a variacdo da constante dielétrica de um certo gas, onde um feixe de laser se propaga.

s, vy>0

Ja a ndo-linearidade da forma

f(s)=1 s,v>0

B exP07|5|2
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pode ser encontrada no contexto da propagacdo de feixes de laser no plasma, vide [33].

Neste contexto, discutiremos alguns resultados de multiplicidade de solucdes via métodos
variacionais e teoria de Morse. Mais precisamente estamos interessados em multiplicidade de
solu¢des ndo triviais.

Equagdes do tipo (P1) em dominio limitado, tém sido extensivamente estudadas. No
entanto, os problemas em dominio ilimitado introduzem novas caracteristicas especificas,
revelando-se um especial interesse dos matematicos em problemas no RV .

A sequir apresentamos um exemplo dessas peculiaridades dos problemas no R" . Considere
Q2 c RY um conjunto aberto e limitado, com bordo suave. Entdo para qualquer 1 < p <
2*, onde 2* = 400, se N = 1,2 e 2* = 2L se N > 2, temos que H(S2) esta imerso
compactamente em LP(2). Este fato é crucial para a investigacdo de equagdes elipticas ndo-
lineares neste dominio. Entretanto, se o dominio ndo é limitado, a imersdo compacta falha,
o que provoca dificuldades essenciais. Estas dificuldades sdo intrinsicas ao dominio, ou seja,
estdo ligadas as propriedades, completamente diferentes, dos problemas elipticos ndo-lineares
em RV .

Durante todo o texto consideramos N > 3, no entanto, todos os resultados podem ser
obtidos para N = 2, sem hipéteses adicionais, através de algumas variacdes na abordagem da
resolugao do problema.

No Capitulo 1, obtemos resultados de multiplicidade de solu¢des para (P1), onde f €
CY(RN xR, R), tal que f(x,0) = 0. Esta altima condi¢do nos diz que o problema (P1) possui
uma solucdo trivial, a funcdo identicamente nula. Estamos interessados em solucdes fracas

ndo triviais. Solucbes de (P1) sdo precisamente os pontos criticos do funcional

I(u) == 1/ (IVul® + V(x)u®) dx —/ F(x,u)dx, u€H,

2 RN
u
onde F(x, u) = / f(x,s)ds e H:={ue HY(R") : [on V(X)u?dx < +o0}.
Usualmente pgra mostrar que o funcional / possui pontos criticos, mostra-se que 0 mesmo
possui certa estrutura geométrica e que o conjunto de seus pontos criticos tem uma certa
compacidade, mais precisamente, satisfaz a condicdo de Palais-Smale, onde a imersdo com-

2N

pacta de H em LP(RN), para 2 < p < 2* = +—5 € um fato essencial, o que ndo acontece

com o espaco de Sobolev H*(RV). Neste caso mostraremos que o funcional /, sob hipéteses

adequadas, tem ao mesmo tempo pontos criticos do tipo ponto de sela e passo da montanha
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(generalizado) ou pontos criticos do tipo ponto de sela e linking (vide Perera [29]). Em ambos
0s casos utilizamos teoria de grupos criticos para distinguirmos as solucoes.

Resultados de existéncia de solucdo para esse problema no RY com ressonancia, foram
obtidos por Furtado, Maia e Silva em [15] e por Furtado e Silva em [17]. Paiva em [25] e
[26] estudou esse problema em dominio limitado, onde obteve resultados de multiplicidade de
solucdes. Resultados de existéncia para problemas semelhantes em dominio limitado foram
obtidos por Perera, em [28], Rabinowitz, em [30], Berestycki e Figueiredo, em [3], Zou, em
[35] e Costa, em [8], onde o Gltimo obteve resultados para sistemas de equacdes em RV .

No Capitulo 2, estudamos (P1), onde f n3o depende de x € RN, mais precisamente,
estudamos o problema

—Au+V(x)u=f(u), xecR", (P2)

com f € C(R*,R), tal que f(x,0) = 0. Esta dltima condi¢do nos diz que o problema (P2)
possui uma solucdo trivial, a funcdo identicamente nula. Apresentamos os resultados obtidos
por Jeanjean e Tanaka, em [20] e Liu e Wang, em [23]. Uma das principais caracteristicas
apontadas, é que o problema é auténomo no infinito, ou seja, lim V(x) = V.

A principal dificuldade encontrada no estudo do problema‘,X|e_;cr§Ono fato de nao termos
a imersdo compacta de H*(RV) em LP(RY). Para contornar esse problema, [20] utiliza a
técnica de concentracdo de compacidade de P. L. Lions, juntamente com o fato do problema

ser auténomo no infinito. Solucdes de (P2) sdo precisamente os pontos criticos do funcional

I(u) = %/RN (IVul® + V(x)u?) dx—/

F(u)dx, ue HYRY),
RN

u

onde F(u) = / f(s)ds. Assim obtem-se uma seqiiéncia de Cerami para / e a partir da té-
cnica de concenotra(;éo de compacidade, mostra-se que esta seqiiéncia € limitada. Juntamente
com o fato do problema ser auténomo no infinito, utilizando-se de resultados de Berestycki
e Lions, em [4], mostra-se que essa seqiiéncia converge, a menos de subseqiiéncia, a uma
solugdo ndo-trivial de (P2).

Liu e Wang, em [23], estudam o problema a partir da aproximag¢do do dominio por sub-

conjuntos limitados, assim empregando resultados conhecidos para dominios limitados. Mais
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precisamente, aproxima o R" por bolas centradas na origem de raio R, — +00. Mostra-se

que a partir de um certo raio, o problema

—Au+V(x)u=f(u), B(0,R,)
u=0, 0B(0, R,).

sempre tem solucdo positiva, ainda mais, que essas solucdes, a menos de subseqiiéncia, con-
vergem para uma solugdo ndo-trivial de (P2). E importante destacar que nos casos apresenta-
dos por [23], ndo precisamos que exista lim V/(x), basta apenas uma limitagdo apropriada

o |x| =00
deste limite.



Capitulo 1
Multiplicidade de Solucoes

Neste capitulo, obtemos existéncia e multiplicidade de solucdes para o problema eliptico

semilinear
—Au+V(x)u=f(x,u), xeR", (1.1)

com N >3, a funcdo f € C}(R" x R, R), tal que f(x,0) = 0. Esta altima condicdo nos diz
que (1.1) possui uma solucdo trivial u = 0. Estamos interessados em solucdes ndo triviais.
Considere o potencial V € C(RV, R),

(W) existe \p € R, tal que
0 < W < inf V(x).
0= XIEnRN (X)
(V4) para todo M > 0, temos

p({x € R" : V(x) < M}) < +o0,

onde i denota a medida de Lebesgue em RV .

Observe que, se V' é coercivo, isto €,

lim V(x) = 400,

[x| =00

entdo V satisfaz (V).
Tomando V : RY — R, tal que V(x) = |x| +a, com a > 0, temos que V satisfaz \; e V.
Assuma que
() f € CY RN xR, R) e |f'(x,s)| & limitada em R" x R, onde f'(x, s) é a derivada parcial

com relacao a segunda variavel. 14
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Vamos buscar solu¢bes de (1.1) em
H:={uec H'R"): / V(x)u?dx < +oo}.
RN

A partir deste ponto, quando ndo indicarmos sobre qual conjunto esta definida a integral, é
porque a integracdo é sobre o RV .

O espaco H é um espaco de Hilbert munido do produto interno
(u, vy = /(VUVV + V(x)uv)dx
com norma correspondente
lul|? = /(]Vu\2 + V(x)u?)dx.

Do Apéndice A, temos que H esta imerso continuamente em LP(RV), para2 < p < 2* e

2N

estd imerso compactamente em LP(RV), para 2 < p < 2*, onde 2* = s

O funcional associado a (1.1) é definido por
1
I(u) = §/(|Vu|2 + V(x)u?) dx — / F(x,u)dx, u€ H,

onde F(x,u) = /u f(x,s)ds, ou seja, u é ponto critico de /, se e somente se, € uma solucdo
fraca do problemg (1.1). Observe que / esta bem definido e & de classe C2.

Assumindo (V) e (V1), temos que o problema linear —Au + V(x)u = Au possui uma
seqiiéncia de autovalores (A,)pen, cOm 0 < Ay < --- < X\, < -+, que possui como @nico ponto
de acumulacao +oo, conforme apresentado no Apéndice B, onde cada autovalor aparece com
a mesma frequéncia na sequéncia quanto a sua multiplicidade, ou seja, se A\j_ 1 < A; < Ajy1,

entdo A; € um autovalor simples.

Definimos
L(x) := liminf fix.s) < K(x) := limsup flx, S),
[s]—o0 S S| 00 S
L(x):= Iigj&f@ < R(x) = Iimjg@p 2Fg>2<, S)'
e
m(x) = inf fix.s) < M(x) := sup f(x.s)

s#£0 S s#£0 S



16

onde os limites sdo uniformes para quase todo x € R" .

Considere

(F1) existe uma constante A > 0 e B € L}Y(R") tal que
1, N
|F(x,s)] < EAS + B(x), Vs €R, qtp x € R".
(Fy) existe D € LY(RV), tal que,
K(x)s®> —2F(x,s) > D(x), Vs € R, qtp x € R".
No caso em que temos ressonancia, (F,) é conseqiiéncia de uma hipétese de ndo-quadratici-

dade local, vide [15].
Tomando f : RY x R — R, tal que

Flx,s) = ke QOIS
P(x) + Q(x)ls]
onde k &€ uma constante positiva, Q(x) > Q > 0, @ € L*(R") n C(RY) e P(x) > 0,
P e LYRMyn L2(RY) n C(RY). Como exemplos de fun¢des com estas caracteristicas,
destacamos @ uma constante positiva e P(x) = exp(—|x|?). Dessa forma f satisfaz (f;), (F1)
e (F,), para k, Q e P adequadas.

Os resultados apresentados a seguir sdo obtidos a partir de estudos com problemas seme-
lhantes em dominio limitado. O Teorema 1.1 é uma versao de resultados obtidos em dominio
limitado, apresentado em [26] e [25]. Enquanto o Teorema 1.2 é uma versdo de resultados
obtidos com problemas em dominio limitado apresentado por [28] e [29].

Para mostrarmos que o funcional energia associado ao problema (1.1) satisfaz a condicdo
de compacidade de Palais-Smale, utilizamos as técnicas apresentadas por [9] e [3] para o
problema em dominio limitado, donde obtemos a Proposicdo 1.1.

A geometria do Teorema do Ponto de Sela, é apresentada por [15] e [17], que trata do
problema no caso ressonante, donde obtemos a Proposicao 1.2. Para obtermos a geometria
do Teorema do Passo da Montanha Generalizado, apresentamos a Proposicdo 1.3, uma versao
para R" de resultados em dominio limitado, apresentado por [35]. Finalmente, para o Teorema
1.2, apresentamos a Proposicao 1.4 que representa a geometria que o funcional tem de
satisfazer no Teorema 1.10, que é baseada na sua versao em dominio limitado apresentado
por [29].
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Teorema 1.1 Assuma (W), (V1), (1), (F1), (F2) e que

M1 Z m(x) < F(x,0) < A < A < L(x) < K(X) < A

Am £ L(x) < K(x) £ A1

Se ocorre,

f(x t
1. f'(x, t) > (x, ) ou

2. f’(X, t) f >\m+1/

entdo o problema (1.1) possui pelo menos duas solugées fracas nao triviais.

Teorema 1.2 Assuma (\,), (V). (1), (F1), (F2) e que

Am < L(X) < K(X) < >\m+1 <A < f’(X, 0) < M(X) ﬁ >\k+1-

Am £ L(x) < K(X) £ A1
Se ocorre,
1. m=1,
2. m>2ef'(x,t) # Am, ou

3 Fi(x 1) < )

entdo o problema (1.1) possui pelo menos duas solugées fracas ndo triviais.

Exemplos de f que satisfazem as hipdteses destes teoremas podem ser obtidas a partir de
f:RY xR — R, tal que

QISP
Fx9) = K By T Qs

tomando k, Q e P adequadas, é claro que a escolha da f depende da escolha de V/, pois V

tem influéncia direta no espectro do problema de autovalor —Au + V(x)u = Au, u € H.
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1 Preliminares
Em todo o texto C é constante, que representara diversos valores. A Proposicao a seguir

€ baseada num resultado para um problema semelhante, em dominio limitado, apresentado

por Costa e Oliveira em [9].

Proposicdo 1.1 Assuma (), (V1), (f1). (F1).f € C(RY x R) e que
A < L(x) < K(x) <A

)\,‘ ﬁ Z(X) S R(X) ﬁ >\f+1'
Entao o funcional | satisfaz a condicdo de Palais-Smale.

Demonstracdo: Seja (u,) C H uma seqiiéncia de Palais-Smale, ou seja, |/(u,)| — C e

[[1'(un)|| — 0.
Vamos mostrar que (u,) € limitada em H. Suponha, por contradi¢do, que ||u,|| — +oc.
Tomando v, = HZ—"H temos do Lema 1.7 (Apéndice D) que
v, = vpem H
v, — v em L*(RV),
Vo(x) = vo(x) qtp em RY,
f, — fo em L2(RV),
f n . .
onde f,(x) = W Ainda mais
fo(x)
Lix) < < K(x), se vw(x 0
()—VO(X)— () 0()#
fo(x) =0, se vp(x) = 0.
Defina .
o(x) , vo(x) #0
p(x) = \g?(i))\
X = ITIJFI, Vo(X) =0.

Observe que fo(x) = p(x)w(x), ¥V x € RY. Portanto,

L{x) < p(x) < K(x),se w(x) # 0
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p(x) = X, se v(x) = 0.

Donde segue que,
A < p(x) < Ajsr

Por hipdtese, existe €, — 0, tal que |I"(u,)w| < €,]|w||, V w € H. Portanto,

/l n n f r Yn n
Lﬁ;!:‘l_/wvndx‘é ZINN
[l o] o]l

ou seja,

/ flx, un)v dx =1

[|tal|

Como f, — fy em L2(R") e v, = vy em L%(R"), temos que

/fovodx =1.

Portanto, vy # 0. Por outro lado, dado w € H, temos

", f(x, u,
= | e v o [T <

Como v, — vy em H, temos que
/(anVW + V(x)vaw) dx = (v, w) = (v, W) = /(VVOVW + V(x)wow) dx,
ainda mais como f, — fy em L2(R"V), temos que

f(x, u,
/ﬁWdX = (I, W>L2(R’V) — (fo, W>L2(RN) = / fowdx.

Portanto,
/(VVOVW—I— V(x)vow) dx — / fowdx =0, VweH

ou seja, vy € solucao fraca do problema
—Aw +V(xX)w = f(x), x € RV

logo,
—Avy + V(X)v = fo(x), x € RV, (1.2)
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ou seja,
—Avy + V(x)vo = p(x)vp, x € RV, (1.3)

Agora temos trés casos, quando:
1. p(x) = i
2. p(x) = Ait1s

3. )\,‘ ﬁ p(X) ﬁ )\,'_|_1.

Caso 1: Neste caso, de (1.3) obtemos ||vo[|* = Xi|vol|?. gy, ainda mais, como [ fyvodx =
1, seque de (1.2) que

Ivoll* = 1 = Aillvoll 2 amy-

Por outro lado,

lim 1—/de: jim 2n) _

=0 [[uall? noo ||up|?

Portanto,

F n
lim /de: 1

n=oo | |lup|?

Assim, pelo lema de Fatou, temos

F(x, up  Flx.u,
MlIVologny = 1= lim /MdXZ/Ilmmf ()

noe J o |[un|? oo ||un|l?

Logo, pelo Lema 1.8, temos que Ajl|voll7o@ny > [ L(x)vgdx. Donde segue que L(x) = A;,
para quase todo x € RV, o que é uma contradicio.

Caso 2: Neste caso, obtemos ||vo[|* = Ait1|vol|{>(gny. ainda mais

Jvol>=1= >\i+1||Vo||fz(RN).

Por outro lado,

lim 1—/de: jim 21un)

n=00 [[unll? n=oc ||un|?

Portanto,

lim /de: 1

n=oo | |lup|?

Assim, pelo lema de Fatou, temos

F r Hn - F r Hn
)x,-+1||vOHf2(RN) =1=Ilim /de< /Ilmsupde

n—00 ) e [l
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Logo, pelo Lema 1.8 temos que >\,-+1Hv0||f2(RN) < [ K(x)v3dx. Donde segue que K(x) =
Ai+1, para quase todo x € RY, o que é uma contradicdo.

Caso 3: Neste caso, como vy # 0 temos uma contradicdo com o Lema 1.9.

Assim nos trés casos obtemos uma contradi¢do, portanto (u,) é limitada em H.

Finalmente, podemos decompor /"(u) = u — T(u), onde T : H — H é um operador
compacto, como /'(u,) — 0 e T(u,) possui uma subseqiiéncia convergente, temos que (u,)
possui uma subseqiiéncia convergente.

Definimos H;, = [¢1, ..., @], onde ¢; &€ a A-autofungdo do problema —Au + V(x)u =
Au, x € RN, u € H. Podemos escrever H = H; ® H;-, para cada j € N.

Proposicdo 1.2 Assuma (\p), (Vi), (F1), (F») e f € CL(RY x R). Suponha

A £ L(x) < K(x) £ Amia,

uniformemente para quase todo x € RN. Entdo,

1. lim [(u) = —o0, para u € Hy,
[lu[| =00

2. existey € R, tal que I(u) >, ¥V u e HE.

Demonstragdo: Para obtermos (1.), como L(x) # Ak, o Lema 1.10 (Apéndice E), nos diz

que existe Ry > 0 e d > 0, tal que,
Jull = [ Tuax < ~lulP. v u € Hy
BRO

Como H,, tem dimensado finita, usando o fato que a bola unitaria é compacta em H,,,

dado £ > 0 existe r > 0 tal que

/ vdx < €& Y u€ Hpy, |ul| =1.
B

De fato, suponha por contradicdo que n3o existe tal r, entdo existe r, — +oc, u, € B(0,1) C

/ urdx > €.

n

H.,, tal que

E claro que, a menos de subsegiiéncia, ||u, — uOHfQ(RN) — 0 para algum ug. Por outro lado,

o = tollEzgamy > llun = tiollizag,) = ltnllizas,) = lluollixey,) > €
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O que é um absurdo. Portanto, existe r > 0 tal que
/ u?dx < €||ul)?, Y u € Hp.
B

Temos para R > Ry suficientemente grande que,

J

Autdx < g||u||2 YV u € Hp.

c
R

Seja u € H,,, como

21(u) = ||u||2—/B Z(x)uzdx+/“3 [(x)uzdx—2/

Br

F(x, u)dx — 2/ F(x, u)dx

Bk

pelo Lema 1.10 (Apéndice E), temos

21(u) < —5HUHQ—|—/ (L(x)u® — 2F(x, u)) dx—|—2/ |F(x, u)|dx

Bg B¢,

por (Fy) segue

2/(u) < —6]ul? —|—/ (L(x)u? — 2F(x, u)) dx+/ Auvtdx + C

Bg B¢,

pela desigualdade anterior, temos

2l(u) < —g|]u|]2 +/ (L(x)u* = 2F(x, u)) dx + C.

Br
- 2F(x,s - _ ,
Como L(x) = limsup % e o limite & uniforme, dado € > 0, existe N(¢) > 0, tal que
[s|—>+o0
- 2F(x,s)
L(X) — 5—2 < €,S Z N(E)

ou seja,
L(x)s*> —2F(x,s) < €s?,s > N(e)

Portanto, existe M(e) > 0, tal que

L(x)u* —2F(x,u) < eu® + M(€), Y u € Hp, qtp x € Bkg.



Desta desigualdade, obtemos

/ (L(x)u” = 2F(x, u)) dx < / (ev” + M(e)) dx

Br

portanto,
/ (L(x)u? = 2F (x, u)) dx < €l[ullZ2gam + Cs
Br

pela imersdo continua de H em L2(R"), segue que
/ (L(x)u” = 2F(x, u)) dx < eCo||ul]* + G
Br
tomando € > 0 suficientemente pequeno, obtemos
T 2 6 2
(L(x)u® = 2F(x, u)) dx < —||ul|* + C.
Br 4

Portanto, 5
21(u) < _ZHUH2 +C,u€ Hp.

Logo, /(u) — —oc, quando ||u]] — oo.

Para obtermos (2.), observe que,
[ ul]* > Am—&-l”“”%?(R’V)' V u € Hy,.
Por (F>), temos
1 2 [ 2 1 V% 2
I(u) > 5 |ul|*— | K(x)udx+ | D(x)dx | >C+ 5 (Ami1 — K(x)) v?dx
portanto para algum y € R temos que

I(u) >y, Y uec HE

Proposicdo 1.3 Assuma (\p), (Vi), (F1) e f € C1(RY x R). Suponha que
o1 < m(x) < F(x,0) < Ak < Ay £ L(x) < K(X) € A1,

uniformemente para quase todo x € RN. Entdo | satisfaz

23
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1. existe a, p > 0, tal que I(u) > o, ¥V u € HE |, |ul| = p.
2. lim [(u) = —o0, para u € Hy.
[lull—+o00
3. /(U) S O, Vue Hk—l-
Demonstracao: Para obter (1.), como f'(x,0) < A, existe €g > 0 tal que,
sf(x,5) < (M —€)s°, |s| < R, qtp x € R",
para algum R > 0, donde segue que
Ak — €0 N
F(x,s) < —5 S Is| < R, qtp x € R™.
Ainda mais, existe C > 0 tal que
F(x,s) < Cls|’, |s| > R, qtp x € R",

com 2 < p < 2*. Portanto,

A, —
F(x,s) < kTe()52+C|s|”, VseR, gtp x € RV,

Donde segue,
1 1 Ak —
I(u) = EHqu —/F(x, u)dx > EHUHZ = kTeo/u2dx— C/ |ulPdx.

Como, para cada u € H;-_ |, temos pela caracterizagdo variacional dos autovalores, que |[u]]? >

>\k || u||i2(]RN) ) porta nto

1 A —
) > = (1= 2250 ||l = CllullP, ue HE,.
2 Ak

Observando que p > 2, podemos obter p > 0 e a > 0 tal que /(u) > a para todo u € H;- |
com |lul[ = p.
Observe que (2.), segue imediatamente do item (1.), da Proposi¢do 1.2.

Finalmente, para obtermos (3.) como Ax_;1 < m(x), temos que

15 < sf(x, s)
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donde segue que

Ak2152 < F(x,s)

Dado u € Hy_1, temos que ||u|]? < )\k_1||u||f2(RN), portanto

1
1) < 5 (1P = X lluln ) <0, 0 € His

Proposicdo 1.4 Assuma (), (V1), (F.), f € CL(RY x R). Suponha que
Am ﬁ [(X) < K(X) ﬁ >\m+1 < A1 < f’(X, O) < /\/I(X) < A

uniformemente para quase todo x € RN. Entdo | satisfaz
1. existe a,p > 0, tal que I(u) < —a, YV u € Hx_1, ||u]| = p.

2. Existe um vetor e € Hy_y tal que | é limitado inferiormente no semi-espaco
{se4+u;s>0,u€ Hy ,}.
3. lI(u) >0, YueHL .
Demonstracao: Para obter (1.), como f'(x,0) > A,_1, existe €5 > 0 tal que,
sf(x,s5) > (M1 +€)s% |s| < R, qtp x € RV.

para algum R > 0, donde segue que

Ak 1+E€
F(x,s) > %52, Is| < R, qtp x € RV,
Ainda mais, existe C > 0 tal que
Ak
Fx,s) > M1 90 g |s| > R, qtp x € RY,

com 2 < p < 2*. Portanto,

Ak_1+E€
F(x,s) > leﬂf— Cls|?, Vs eR, qtp x € R".
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Donde segue,

1 1 Ak—
I(u) = Slull —/F(x, L %ﬂo/u?dm c/ lulPdx.

Como, para cada u € H,_1, temos, pela caracterizagcdo variacional dos autovalores, que

[ull> < A=l ull 2y, POrtanto

p, uc Hk—l-

1 Ak
<1_ k—1 T €o

< 2
1) < 5 (1= 252 )l + il

Observando que p > 2, podemos obter p > 0 e a > 0 tal que /(u) < —a para todo u € Hy_4
com [[u| = p.

Para obtermos (2.), basta observar que Hi-, C Hk, tomando e = ¢,_; e aplicando a
Proposicao 1.2, o resultado segue.

Finalmente, para obtermos (3.), como M(x) < Ak, temos que
s > sf(x,s), VseER, qtp x € RY

donde segue que

A
?ksz > F(x,s), VseR, qtp x € R".

Dado u € Hi- ;, temos que ||u||? > Ak||u||f2(RN), portanto

1
1) > 5 (1P = MellulBagen)) > 0, € HEy.

2 Demonstracao dos Resultados Principais

Seja J € C?(H) e u um ponto critico de J ndo-degenerado, ou seja, d?J(u) tem inversa
limitada. Definimos Indice de Morse de J em u, denotamos por m(J, u), como a dimens3o
do espaco negativo, correpondendo a decomposicdo espectral. Analogamente, definimos a
Nulidade de J em u, como n(J, u) := dim Ker(d?J(u)).

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que / tem valores criticos isolados e cada
valor critico corresponde a um ndmero finito de pontos criticos. Assim, tanto para os Teore-

mas 1.1 e 1.2, pela Proposicdo 1.2 e pelo Teorema 1.8 (Apéndice C), temos que existe uma
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solucdo u; € H, tal que Cp,(/, u1) # 0, onde Cp(/, uy) € 0 m-ésimo grupo critico do funcional

| em uy, conforme definido no Apéndice C.

2.1 Demonstracao do Teorema 1.1

Pela Proposicdo 1.3 e pelo Teorema 1.9 (Apéndice C), temos que, existe uma solu¢do
Uy € H, tal que Cx(/, u) # 0.

Vamos mostrar que u, e u; sdo nao triviais e distintas. Como f'(x, 0) j{ Ak, temos que

"O)@.8) = [ V8P4V g [ £x0dx = [ (= F(x.0) x>0 = k...

portanto m(/,0) + n(/,0) < k, pelo Corolario 1.1 (Apéndice C), temos que Cx(/,0) =0 e
Cm(1,0) =0, logo uy e u; sdo ndo triviais.

Para distingiirmos u, de uy, considere os seguintes casos:
Caso 1: Suponha f'(x, t) > fix. t). Como Ck(/, up) # 0, temos do Corolario 1.1 (Apéndice

C), que m(/, uy) < k. Observe que,
(). 8) = [ IVEP4VOE- [ Fx ) = [ Oy = Fix )6 <05 =L. k-1

pois Ax_1 % f'(x, up). Portanto, k — 1 < m(/, uy) < k. Vamos mostrar que m(/, uy) = k.

Para tanto, considere os problemas de autovalores

—Aw + V(xX)w = uf'(x, up)w (52)

f(x, uz) "

—Aw 4+ V(xX)w = u .
2

(S3)

Observe que, da Proposicao 1.12, temos que

" <f(xu,2u2)> << (f(xu,zug)) <1
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f(x,s)

, ainda mais, 1 é autovalor de (S3), pois —Auy + V(x)u, = f(x, tp) =

f f
(Xu' uz)) < 1. Do fato que f'(x, up) > (x, t2)
2

(' (x, 1) < (“X' “”) <1

Uz

pois Ax_1 %
f(X, U2)
U

u. Portanto, ( , temos que

)

Portanto, m(/, u;) = k. Pelo Corolario 1.1 (Apéndice C), temos que C,(/, uz) = d,xZ. Como
m> ke Cy(l,u) # 0, temos que uy # uy.

Caso 2: Suponha f'(x,t) £ Api1. Como Cn(l,u1) # 0, temos que m(/,u1) < m <
m(!, uy) + n(l, uy). Observe que,

() (. b)) = / VP + V()¢ / F1(x, 1)@ = / Oy — Pl u)) @ >0, j=m+1,

pois Amt1 Z f'(x, u1). Portanto, m(/, uy) + n(/, u1) < m. Logo, m(/, u1) + n(l,u1) = m.
Pelo Corolario 1.1 (Apéndice C), temos que C,(/, u1) = dpmZ. Como m > k e Ci(/, up) # 0,

temos que u, # uy. n

2.2 Demonstracao do Teorema 1.2

Da Proposicdo 1.4, utilizando o Teorema 1.10 (Apéndice C), existe uma solu¢do u, € H,

Us 7£ Oe Ck—l(/: U2) 7£ 0.
Vamos mostrar que u, e uy sao nao triviais e distintas. Como Ax ﬁ f'(x,0), temos que

"O).8) = [ IVBE+V6 -~ [ 7007 = [ (.0 <0 =1k

portanto m(/,0) > k — 1, pelo Corolario 1.1 (Apéndice C), temos que C, 1(/,0) = 0 e
Cm(1,0) =0, logo uy e uy sdo ndo triviais.

Para distinguirmos u, de uq, considere os seguintes casos:
Caso 1: Suponha m = 1. Observe que m(/, u;) < 1. Vamos mostrar que Ci(/, u1) = 0,17Z.
Observe que se m(/, uy) = 1 o resultado é imediato.

Caso m(/, u;) = 0, considere o problema de autovalor

—Aw 4+ V(x)w = pf'(x, up)w. (S4)
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Entdo wi(f'(x, u1)) > 1, pois m(/,u;) = 0. Como Ci(/,u;) # 0, pelo Corolério 1.1
(Apéndice C), temos que m(/,u1) + n(/,uy) > 1, implica que p1(f'(x,u1)) < 1, logo
p1(f'(x, ur)) = 1. Aplicando o Teorema 1.3 (Apéndice B), temos que w1 (f'(x, uy)) € simples.
Logo n(/, uy) = 1.

Pelo Corolario 1.1 (Apéndice C), temos que Ci(/,u1) = 0,1Z. Como 1 < k—1e
Ck_1(1, un) # 0, temos que vy # .

Caso 2: Suponha m > 2 e f'(x,t) # An. Como Cn(/, u1) # 0, temos do Corolario 1.1
(Apéndice C), que m(/, u;) < m. Observe que,

I"(u) (¢, &) :/|V¢j|2+V(X)¢,2—/f'(X, u)p? = /(Aj —f'(x,u1))¢? <0, j:1,..., m,

pois A\, £ f'(x,uy). Portanto, m(/,u;) > m. Logo, m(/,u;) = m. Pelo Corolario 1.1
(Apéndice C), temos que Cy(/, u1) = dpmZ. Como m < k — 1 e Cx_1(/, uz) # 0, temos que

Uy # uy.

f(x t :
Caso 3: Suponha f'(x,t) < (Xt ). Como Cy_1(/,up) # 0, temos do Corolario 1.1
(Apéndice C), que k — 1 < m(/, uz) + n(/, u). Observe que,

() (5. 8,) = / VP + V()2 / F1(x, ) = / Oy — Fl0w) @ >0, 5> k+1,

pois Akr1 Z f'(x,up). Portanto, k — 1 < m(/, uz) + n(/, un) < k. Vamos mostrar que
m(!, u)+n(l, u) = k—1. Suponha, por contradi¢do, que m(/, u)+ n(/, uy) = k. Considere

0s problemas de autovalores

—Aw 4+ V(x)w = pf'(x, up)w, (S5)
—Aw 4+ V(xX)w = p f(XL;ng) w (S6)

e
—Aw + V(X)W = pAg1w. (S7)

Observe que w1 (f'(x, u2)) < -+ < uk(f'(x,u2)) < 1, pois a soma do indice de morse com a

nulidade da solucao é dado pela quantidade de autovalores menor que ou igual a 1 do problema
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A A f
(S5). Observe que —— < -+ < +1 _ 1 sdo autovalores de (S7). Como (x. o) £ k1,
Akt1 Akt1 . L
temos, da Proposicdo 1.12 (Apéndice B), que uj(Axs1) < W; ( (Xu Ug)). Portanto
2
f(x,u f(x, u
Hok+1 ( ( 0 2)> > k(A1) > 1> pe(F'(x, w2)) > pk ( ( 0 2))

0 que contradiz com o fato do 1 ser autovalor do problema (S6). Portanto m(/, ux)+n(/, up) =
k — 1 e pelo Corolario 1.1 (Apéndice C), temos que C,(/, t2) = Op—1yZ. Como m < k — 1
e Cp(l, uy) # 0, temos que uy # uy. ]
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Apéndice A: Propriedades do Espaco H
Considere V € C(R", R), tal que

(V) existe Vp € R, tal que V(x) >V >0, VxeRV.

(V1) para todo M > 0, temos u({x € RN : V(x) < M}) < +oo, onde i denota a medida de

Lebesgue em RV .

Definimos
H:={ue H'R"): / V(x)u?dx < +oo}.
RN

A partir deste ponto, quando ndo indicarmos sobre qual conjunto esta definida a integral,
é porque a integracdo é sobre o RV .

O espaco H é um espaco de Hilbert munido do produto interno:
(u,v) = /(VUVV + V(x)uv)dx
cuja norma correspondente é:

lul|? := /(|Vu|2 + V(x)u?)dx

Denotamos 2* =

N> 0 expoente critico de Sobolev.

Os resultados apresentados a seguir, podem ser encontrados no texto de Bartsch e Wang,
em [2].

Proposicdo 1.5 O espaco H esta imerso continuamente em LP(RY), para 2 < p < 2%,

Demonstracao: De fato, por (V4) temos
2 . 2 2 2 1 2 1 2
[ullin@ny = [ (Vul"+u)dx < [ [Vul]~dx + Vi V(x)u“dx < max{1, VO}HUH :

portanto a imersdo é continua em HY(RM). Como a imersio de H(RY) em LP(RM) é

continua, para 2 < p < 2%, o resultado segue. [ ]

Proposicdo 1.6 O espaco H esta imerso compactamente em LP(RV), 2 < p < 2*.
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Demonstracao: Basta verificar que toda seqiiéncia limitada em H possui subseqiiéncia con-
vergente em LP(RM).

Seja (u,) C H uma seqliéncia, tal que ||u,|| € limitada. Como H é Hilbert, a menos de
subseqiiéncia (u,) converge fracamente para algum uy € H, denotamos u, — g € H.

Inicialmente, provaremos que H estd imerso compactamente em L2(RV). Como (u,) C
L?(RV) e H esta imerso continuamente em L2(RV), segue que [[up||;2mny € limitada, por-
tanto a menos de subseqiiéncia, u, — ug € L2(R"), ainda mais, a menos de subseqiiéncia
| tnll 2wy — @ € R. E claro que ||upl|2emy < a.

Afirmamos que dado € > 0, existe R > 0 tal que

/ urdx < €
RM\Bg

uniformemente em n, onde Bg := B(0,R) C RV,
: 2 5 N HUnHizp(RN)
De fato, sejam K > —sup|[u,||*, p€ (1, m—= ) eD> sup ——0—
€ n N —2 vernioy  |lunl]
. 1 1
Seja p' tal que — + o = 1. Como para cada M > 0, temos que u({x € RN : V(x) <

M}) < 400, tomando R suficientemente grande, de modo que

p

€
e RM\Bg: V <Kh < | ——
M({X \ R (X) = }) 2DSUp||Un||2
Definamos
A= {xc R"\Br:V(x) > K}
e

B:={x e RM\Bg: V(x) < K}.

Pela nossa escolha de K, temos

V(x) [ ua|?
2dx < [ —ZLu2dx < <
/Aundx_/A % uydx < K S

(1.4)

N|
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Pela desigualdade de Holder, obtemos que

1 1
/u,z,dx < </|un|2”dx>p (/ dx) P
B B B

1

/

[unll2p gy (B) P
1

< DljuPu(8)P
€

—. 1.
: (1.5)

IN

IA

Portanto, de (1.4) e (1.5) temos a afirmagdo anterior. Assim obtemos que,

||U0||%2(R’V) = ||UO||i2(BR)+||UO||i2(RN\BR)

Y

HUOHiQ(BR)

- 2
anoo HUnHLz(BR)

. 2 2
i (11l 2gay — el )

> a’—e.

v

Portanto, ||uol[{>ny = @®. Entdo, [|upll2@my — o = [[uoll?ogny. Como u, — up €
L2(RN), segue que u, — ug € L2(RY).
Finalmente, dado 2 < p < 2*, considere p = 2t + (1 — t)2*, para algum 0 < t < 1.

Utilizando a desigualdade de Holder, temos

00— wallsny = [ 00— woPax

- /wfﬂm%%—uwlmwx

(- wtor) ([

2%(1—
it = w0l 35 gamyllm — w1550

NG
z dx) dx

VAN

< Cllun = woll35 gny

pois |u, — upl?* € L%(RN), lup — up|* 0 € Lﬁ(RN) ., H esta imerso continuamente em

LZ(RM) e |lu, — wo|| € limitada. Logo, u, — ug € LP(RV), 2 < p < 2%, m
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Apéndice B: Teoria Espectral

Os resultados obtidos neste apéndice, sdo baseados em estudos realizados em [13]. Aqui,
exceto quando explicitamente definido, (E, (-,)) € um espaco de Hilbert reale T : E — E
um operador linear compacto simétrico. Estamos interessados em obter uma caracterizacao

variacional dos autovalores de T.

B.1 Operadores Compactos Simétricos

Lema 1.1 Se

w1 = sup (T(u),u) > 0.
llull=1

Entdo existe ¢1 € E, com ||¢1|| = 1, (T (¢1), p1) = u1 e T(¢1) = w1¢1. Analogamente, se

w1 = inf (T(u),u) > 0.

llull=1

Entdo existe p 1 € E, com ||p_1|| =1, (T(¢P 1), 1)=wp1eT(p 1) =p 1¢ 1.

Demonstracdo: Observe que (T (u), u) < ||T||, para ||u|| = 1. Entdo u; < +oo. Considere
llupll = 1, (T(uy,), up) — 1. A menos de subseqiiéncia u, — ¢1 e T(u,) — T(¢1), pois T

é compacto. Portanto (T (u,), up) — (T{(¢1), 1), ou seja, (T (¢1), $1) = u1. Observe que
1

1]’

> l1, O que é uma contradicdo com a definicdo de ;.

1]l < IimJirnf||un|| = 1. Suponha que [|¢:1|] < 1, entdo, tomando v = temos que
n——+0oo

_ (T(¢1). ¢1) !
T =0 = Tl
Entdo ||¢1]| = 1

Considere f(u) = (T(u), u) e g(u) = %(||u||2 —1). SejaS={veE;g(u)y=0,9'(u) #

0} = {u € H,||u]] = 1}. Observe que f|S atinge maximo em ¢;. Pelo Teorema dos

Multiplicadores de Lagrange, existe u € R tal que f'(¢1) = ug'(¢1), portanto, T (1) = ups.
E claro que p = p.
O restante da demonstracao é analogo. [ ]
Observando que, se £ C E é um espago vetorial, tal que, T(F) C F, entdo T FL FLt—
F+ é compacto e simétrico, portanto, podemos repetir o procedimento anterior, obtendo

outros autovalores para T. Assim podemos enunciar a proposicao a seguir.

Proposicao 1.7 Se

pn = sup{(T (u), v); [lull = 1, uLl$r,... . dn1]} > 0.
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Entdo existe, ¢, € E, com ||¢s|| = 1, (T(dn), ®n) = thn € T(Pn) = ndn. Analogamente, se

pon = inf{(T (), u); flull = 1 ullpa, .. @ nial}

Entdo existe, ¢, € E, com ||p_,|| =1, (T(d-n). P n) =t neT(P n) =t nd_n
Os lema apresentado a seguir € um resultado simples e pode ser obtido em [5].
Lema 1.2 Para T definido como anteriormente, temos que
1. Autovetores correspondentes a diferentes autovalores sdo ortogonais.
2. Se u é um autovalor de T, entdo o autoespaco N(T — wl) tem dimens3o finita.

3. Os autovalores de T nao podem acumular em um ponto u # 0.

Lema 1.3 Seja T : E — E um operador simétrico. Entdo

sup | (T (u), u) | = sup [|T ().

lull=1 lull=1

Demonstracao:
Seja a = sup |(T(u),u)|. E suficiente mostrar que ||T|| < a. De fato, V u,v € E,
[lul]=1
temos
T ) T(u—v),u—
_( (u+v) u2—|—v> . —a§< (u—v) u2 V)
lu+ v lu— v
ou seja,
allu+ vI[? = (T (u+v), u+v)=(T(u),u) +2(T(u),v) +(T(v), v)
e

allu = v <(T(u—v),u—v)=(T(u),u) = 2(T(u), v) + (T(v). v)

Subtraindo a segunda desigualdade da primeira, temos que

4(T (u), v) < 2a(][ul® + [IVI]*).

Para [|u]| = 1, se T(u) # 0, tomemos v = e obtemos da desigualdade anterior que

1T ()]
|IT(u)|| <. Se T(u) =0 éclaro que ||T(u)]| < a. Portanto, ||T]| < a. [ |
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Lema 1.4 Para cada u € E, temos

+00
T(u)= Y wilu )i
Ciz0
Demonstracao:
Seja u, = u— > 1=, {u, ¢y ¢;. E suficiente provar que T(u,) — 0. Como u,L¢;, i =
i£0

-n, ..., -1,1,..., n. Pela Proposicao 1.7 e o lema anterior, temos que

1T Cun)ll < max{lp—nl, [tnl H] un|

Donde segue o resultado, observando que ||u,||2 = |[u]|2 — 327 (u, ;) < ||ul|?. n
i#0
Lema 1.5 Todo autovalor ndo nulo de T, é obtido pelo processo descrito na Proposicdo 1.7.

Demonstracao:

De fato, suponha por contradicdo, que exista 0 < u # u;, V i. Seja ¢ o autovalor
associado a u, pelo Lema 1.2, ¢ L¢;, V i. Pelo Lema 1.4, seqgue que T(¢) = 0, o que é uma
contradicdo, pois ¢ # 0 e u # 0. (]

Considere F, C E um subespaco vetorial de dimensdo n de E.

Proposicao 1.8 Para cada n € N, temos

tn = inf sup (T(u),u).
Fot Jlulj=1
ulFp

Analogamente

t—pn=-sup inf (T(u),u).
Foo1 llull=1
ulFpq

Demonstracdo: Seja A, (= ian sup (T (u), u). Considerando F, 1 = [¢1, ..., ¢n1], temos
n-1 flul=1
uLFn,1

que pela definicao de w, que A, < ).
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Por outro lado, seja {hy,..., h,} um conjunto de vetores mutualmente ortogonais em
n

E, defina F, 1 = [hy, ..., h,_1]. Seja ¢ = Za,-qb,-, tal que (¢, h)) =0,/ =1,..., n—1.
i—1

n
Normalizando ¢, temos, E a? =1, segue que
i=1

(T($).¢) = Zafﬁb/ > -

Portanto,
sup (T(u),uy >, V¥V F,1 CE.
o,
Logo, A, > w,. De forma analoga, mostra-se a outra caracterizacao. [ |

Proposicao 1.9 Para cada n € N, temos

wn, =sup inf (T(u),u).
Fp llull=1
uckFp

Analogamente
t_n,=inf sup (T(u),u).

Fo Jlull=1
ueEF,—1

Demonstracdo: Seja A\, = supHiﬂfl<T(u), uy. Considerando F, = [¢1, ..., o0, u € Fp,
Fo llull=
ulFp

n n
||ul| = 1, temos que u = Za,-qb,-, com Zaf =1, portanto

(T(u), u) = Za?m > L.

Logo, /\n > K.
Por outro lado, dado F, C E, subespaco de E de dimensao n, dado u € F,, tal que
ullgy, ..., ¢, 1]. Pela definicdo de w,, temos que (T (u), u)y < w,, consequentemente
inf (T(u),u) < .

[lul]=1
u€fp

Portanto, A, < u,. De modo analogo, mostra-se a outra caracterizacao. [ |
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B.2 Autovalores do Operador —A + V/(x)

Nesta secdo, iremos estudar o problema de autovalores
—Au+V(x)u=Au, ue H (1.6)
onde o potencial V € C(RM, R), satisfaz (\,) e (V1). O espaco de Hilbert real
H:={uec H'®R") : /RN V(x)u*dx < 400}

munido do produto interno

(u,v) = /(VUVV + V(x)uv)dx
e com norma correspondente

ol = [ (Val? + Vi)

Do Apéndice A, temos que H esta imerso continuamente em LP(RV), para2 < p < 2*e

2N
N=2"

Os resultados obtidos a seguir sdo baseados em estudos realizados em [13], onde o pro-

esta imerso compactamente em LP(RV), para 2 < p < 2*, onde 2* =

blema é abordado em dominio limitado.
Fixado u € L2(R"), considere S : H — R definido por

Su(v) = /uvdx
Observe que pela imersdo continua de H em L2(R"), temos
Su(v)] < /|UI|V|d>< < Jullc2mlIvilez@ey < Cllullezgm V]

portanto, S, é limitado.

Pelo Teorema de Representacao de Riez, existe T, € H, tal que

(Ty,v)y=S,(v)= /uvdx.
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Definimos T : H — H tal que T(u) = T,. T esta bem definido, é linear e simétrico. De fato,

se u=v € H, entdo

(T(u),w) =S5,(w) = /uwdx = / vwdx = (T(v),w), YV w € H,
portanto, T(u) =T(v). Sejau,ve Hea e R

(T(u+av),w) = /(u +av)wdx =(T(u)+aT(v),w), VweH,
logo, T é linear. Finalmente, observe que,

(T(u),v)=Su(v) = /uvdx =(T(v),u)={(u,T(v)), Yu,vEeEH,
portanto, T & simétrico. Ainda mais, como H estd imerso continuamente em L2(R")

IT()[* = (T (u), T(v)) = /UT(U)dX < Jullez@m I T (W)l c2geny < CllulllIT ().

Portanto || T (u)|| < C||ul|, logo T é limitado.
Vamos mostrar que T é compacto. De fato, seja (u,) C H, ||u,|| limitada, entdo, a menos
de subseqiiéncia u, — ug € H, ainda mais u, — ug em LP(RV), 2 < p < 2%,

Assim,
T (up — )| = (T (un — tg), T(up — trp)) = /(un — o) T (u, — ug)dx
pode ser majorado de modo
I (un = wo)lI* < 1lun = toll 2| T (un) = T (o)l 2wy < Clltn = tollc2@m I T (un) = T (uo)

portanto,
1T (up — o) II” < Cllun — ol 2y,

logo, a menos de subseqiiéncia, T(u,) — T (up). Portanto T é um operador compacto.
Assim dos resultados apresentados na se¢do anterior e como (T (u), u) = [u?dx > 0
temos que se y € autovalor de T, entdo p > 0. Por outro lado se T(u) = 0, entdo u = 0,

portanto u > 0.
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Considere ¢ a u-autofuncao de T, entdo

/ V(ud)Vy + V() (ud)vdx = (ub. v) = (T($,v) = / pvdx, Vv e H

portanto,
1
/V¢Vv + V(x)pvdx = ;/d)vdx, VveH
logo,
1
—Ap+ V(x)p = —0.
W
~ : . 1
Dos resultados apresentados na secao anterior, definimos \; := —, temos todos os auto-

valores de —A + V/(x) em H e podemos enunciar a seguinte proposicléo

Proposicdo 1.10 O problema de autovalor (1.6), tem uma seqiiéncia de autovalores
O< A S <A<

com a seguinte caracterizacao variacional

1
— =, =sup inf /uzdx.
An Fr llull=1

uefF,

e podemos tomar as autofungdes (¢;)ien de modo a formar uma base ortonormal para H.

Proposicdo 1.11 A seqiiéncia de autovalores do problema (1.6), se acumula no infinito, ou

seja, A\, — +00.

Demonstracao: Considere By, . . ., B, ¢ R", bolas duas a duas disjuntas. Considere uq, ..., u, €
C(RM), tal que suppu; C B e [u?dx = 1.
Observe que {u, ..., u,} € um conjunto mutuamente ortogonal. Seja F, = [uy, ..., Un].
n

Para u € F,, temos u = Za,-u,-.
i=1
Portanto,

n n
/uzdx: g a?/u?dx: E a?

n n
lull® = {u,uy =) af (wu) < ¢y o
i=1 i=1
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onde ¢ = max_,{(u;, u;)}. Entdo
2 Lo
ucdx > E”UH , YueF,.

Dessa desigualdade e da caracterizacao dos autovalores, segue que A, — +o0. [

Observando que se o problema (1.6) fosse do tipo
—Au+V(x)u=AP(x)u
. - N . .
onde p € uma L"-funcao, com r > 5 Temos a seguinte sequiéncia de autovalores
c SALp(P(X)) - S AL(P(X) <O < A(P(X)) < - S A(P(X)) < -+
com a seguinte caracterizacao de autovalores

1
——  _ —sup inf | P(x)u’dx
An(P(x)) F,,p|u|=1/ ()

uckp

1
————— = inf sup /P(x)u2dx.
An(P(X)) Ao =1
ueFp
Essas observagdes sdo obtidas a partir de um procedimento analogo ao problema (1.6). Assim

podemos enunciar a seguinte proposicao.

~ N ~
Proposicdo 1.12 Sejam P, P : RY — R, L"- funcdes, com r > 5 tal que P(x) < P(x), x €
RM. Suponha que exista A\,(P(x)) e A,(P(x)). Entdo X\,(P(x)) > X\, (P(x)). Ainda mais, se
P(x) £ P(x) entdo \,(P(x)) > Aa(P(x)).

O Teorema a seguir & um resultado parcial do Teorema do Tipo Krein-Rutman, baseado

em sua versao em dominio limitado, apresentado em [13].

N
Teorema 1.3 Segja P € L"(RV), com r > 5 Suponha que u({x € RN: P(x) > 0}) > 0,
entdo o problema
—Au+V(x)u = AP(x)u, em R"

admite um autovalor principal A1(P(x)) > 0 simples. Um resultado analogo pode ser obtido
quando u({x € R; P(x) < 0}) > 0.
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Demonstracdo: E claro que A\;(P(x)) > 0. Vamos mostrar que a multiplicidade algébrica
de A1 (P(x)) é 1. Para isso, basta mostrar que N(/ — X\ (P(x))T)? = N(I — A (P(x))T),
onde T esta definido por (T (u),u) = [ P(x)u?dx. Seja u € N(I — X (P(x))T)?. Entdo
u—X(P(x))T(u) = td1(P(x)), para algum t € R. Portanto

(=2 (P)T (), ¢1(P(x))) = (u, ¢1(P(x)) = M(P(x))T(d1(P(x))))
= 0
= t(d1(P(x)), 6:(P(x)))

portanto t = 0. Logo, u € N(/ — A (P(x))T). Donde segue o resultado. u
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Apendice C: Teoria de Pontos Criticos

Neste apéndice, abordaremos algumas definicdes e resultados da Teoria de Pontos Criticos
e da Teoria de Morse. As demonstracdes destes resultados sdao dadas no Livro do Chang,
vide [6].

Seja E um espaco de Hilbert e J: E — R um funcional de classe C!. Denote o conjunto
de pontos criticos de J por K. Dado ¢ € R, seja J. = {u € H; J(u) < c}e K. = JI(c)NK.

Definicdo 1.1 Chamamos a seqiiéncia (u,) C E de Seqiiéncia de Palais-Smale, se J(u,) < ¢
e J'(u,) — 0. Dizemos que J satisfaz a condicdo de Palais-Smale (PS), se toda Seqiiéncia

de Palais-Smale (u,) C E, possui uma subseqiiéncia convergente.

Definicdo 1.2 Seja J € CY(E), dizemos que J possui uma deformacdo propria se, ¥ a < b,

tal que KN J7Ya, b] = 0, entdo J, é um retrato de deformacdo forte de J,\ K.

Lema 1.6 (Deformacio) Se J € C1(E) satisfaz (PS)., ¥ c € [a, b] e se KN J(a, b] = 0,

entao J, é um retrato de deformacao forte de Jy.

Denotamos por H,.(X,Y) o grupo de homologia singular relativo com coeficientes em Z,

em que Y C X sao espacos topolégicos.

Definicdao 1.3 Seja uy um ponto critico isolado de J, e seja ¢ = J(ug). Chamamos
Cp(Jr to) = Hp(Je N Uy, (Je\{to}) N Uy,)

o p-ésimo grupo critico de J em uy, p € N, em que U,, é uma vizinhanca de uy, tal que
KN (J.NUy) ={uo}.

Exemplos:

e Se u é ponto de minimo local de J, tomando U, uma vizinhan¢ca de modo que u seja o
nico ponto critico nessa vizinhanga, temos que ¢ N U, = {u} e portanto C,(J, u) =
Hp(Je N Uy, (J\{u}) NUL) = Hp({u}) = 6po.

e Se u é um ponto critico ndo-degenerado de J, ou seja, com n(J, u) = 0, tal que
m(J, u) = m, tomando U, uma vizinhanca de modo que v seja o Gnico ponto critico
nessa vizinhancga, temos que J. N U, =~ B™, onde B™ é uma bola no R™ e (J\{u}) N
U, ~ S™ 1, onde S™ ! = @B™, portanto C,(J. u) = Hy(Jc N Uy, (JN\{u}) N U,) =
Hy(B™, 5™ 1) = §,mZ.
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Definicao 1.4 Seja D uma j-bola topologica em E, e S um subconjunto de E. Dizemos que
0D e S sdo homologicamente enlagados, se 9D NS =0 e |[T|NS # 0, para cada j chain T

com 0T = 0D onde |T| é o suporte de T.

Proposicao 1.13 Seja E; e E5 dois subespacos fechados de um espaco de Hilbert E. Suponha
que E = E; & E; edimH; < 4+00. Sejae € Es, |le|| =1, eR,r,p >0, comp < R. Seja
Dy ={u+se;ue HiNB,,s € [0,R]} eS1 = E;NOB,. Entdo 0D, e Sy sdo homologicamente

enlacados.

Proposicao 1.14 Seja £, e E, dois subespacos fechados de um espaco de Hilbert E. Suponha
que E = E;1 ® E; edimH; < +oco. Entdo, se D, = Bp N E; e S5 = E», 0Dy e 5, sdo

homologicamente enlacados.

Teorema 1.4 Assuma que 0D e S sdo homologicamente enlacados, onde D é uma j-bola
topolégica. Se J € C(E,R) satisfaz

J(u)>a, YueSedu)y<a YuedD,

entdo H;j(J,, Jp) # 0, para b > maxyep J(u).

Teorema 1.5 Assuma que oo € Hi(Jp, J,) é ndo-trivial, e

c = inf sup J(u).

TEQ U€|T\
Suponha que J satisfaz (PS). Entdo existe uy € K. tal que C;(J, up) # 0.

Noés pretendemos calcular grupos criticos de ponto criticos isolados. Para tanto, apresen-

tamos o Teorema do Shifting. Mas primeiro, considere o Teorema do Splitting.

Teorema 1.6 (Splitting) Suponha que U é uma vizinhanca de uy em um espaco de Hilbert
E e que J € C?(U). Assume que uy é o Gnico ponto critico de J e que A = d?J(ug) com
nicleo N. Se 0 é um ponto isolado do espectro a(A) ou 0 ¢ o(A), entdo existe uma bola
Bs, 0 > 0, centrada em 0, um homomortfismo local ¢ definido em Bs que preserva ordem, e

uma funcio de classe C*, h: Bs NN — N* tal que

Jog(v+ W):%<AV,V>+J(/I(W)+W), YV u € Bs
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ondev = Pyu, w = PyLu, e Py (respectivamente Py. ) é a projecdo ortogonal sobre o espaco

N (respectivamente N+ ).

Seja N = d(U N N), definimos J= J|f. O seguinte teorema relaciona os pontos criticos de

J com os de J.

Teorema 1.7 (Shifting) Suponha as hipoteses do Teorema 1.6. Assuma que o indice de

Morse de J em uy é w, entao

Co(Jug) =Cp_p(J,g), p=0,1,...

Corolario 1.1 Assuma as hipoteses do Teorema do 1.7, que o indice de Morse de J em uy é
W, e que v =dimN < 4+o0c. Entao

1. Cp(J, uo) = 6puZ, ou

2. Cp(J, to) = dp(ut)Z, ou

3. Cp(Jug)=0,parap<pep>u+v.

Os dois teoremas a seguir sdo conseqiiéncias imediatas dos resultados anteriores.

Teorema 1.8 Seja E = V & W um espaco de Hilbert real com V' de dimensao finita, 0 <
k :=dimV. Suponha J € C*(E,R) satistaz (PS). Suponha que existey € R e

(J1) existe p > 0 tal que  sup  J(v) <7,
{veVillvll=r}

() J(w) >, VweW.

Ainda mais, assuma que J tem somente valores criticos isolados e cada valor critico cor-

responde a um namero finito de pontos criticos. Entdo J tem um ponto critico ug, com
Ci(J ug) # 0.

Teorema 1.9 Seja E = V@W um espaco de Hilbert real com V' de dimenséo finita, 0 < k :=
dimV. Suponha J € C(E,R) satisfaz (PS). Suponha que existe e € W, ndo nulo, y € R e

(J1) existe p > 0 tal que sup J(w) >,
{weW;||w||=p}

(J2) J(u) <7y, YuedD, onde D={v+re|lv+re|]| <p o<r<p}
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Ainda mais, assuma que J tem somente valores criticos isolados e cada valor critico cor-

responde a um namero finito de pontos criticos. Entdo J tem um ponto critico ug, com
Ck_|_1(J, Uo) 75 0.

O teorema a seguir € um resultado abstrato apresentado em [29].

Teorema 1.10 Seja E = V & W um espaco de Hilbert real com V de dimensao finita,
0 < k:=dimV. Suponha J € C'(E,R) satisfaz (PS). Suponha que

(J1) existem p > 0 tal que  sup  J(v) <O,
{veVillvl=e}

() J(w)>0, VweW,
(J3) existe vy € V tal que J é limitado inferiormente no semiespaco {svo+w : s > 0, w € W}.

Ainda mais, assuma que J tem somente valores criticos isolados e cada valor critico cor-

responde a um namero finito de pontos criticos. Entdo J tem um ponto critico ug, com
Ck_].(JI Uo) 75 0.
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Apéndice D: Preliminares para a Compacidade
O resultados desta secdo sdo apresentados em [3] em suas versdes para dominio limitado.

Lema 1.7 Assuma (f;). Seja (u,) C H uma seqiiéncia tal que ||u,|| — +oo. Definimos
u _ f(x, ua(x))

vV, = —— f(x) = , entdo a menos de subseqiiéncia
|[un| ||

v, =~ Vg emH

v, = vo em L*(RV)
Vo(x) = vo(x) gtp em RV,
f, — fo em L2(RV).
Ainda mais
fo(x)

vo(x)
fo(x) =0, se vo(x) = 0.

L(x) <

< K(x), se v(x) #0

Demonstracao: Como v, é limitada em H é claro que
vy, — Vg em H

v, = vo em L2(RY), pois H cc L*(R"Y)
Vo(x) = vo(x) qtp em RV,

De (f;), temos que |f(x,s)| < als|, V (x,s) € RY x R, implica que (f,) & limitada em

L2(R"). De fato, como H esta imerso continuamente em L?(R"), temos

7 (., Un)||L2(RN) ||un||L2(R’V)
|[fallL2@my = <a <C
mHEED [t |
Portanto,
f, — fy em L?(R").
Definimos

E. ={xeR": w(x) >0} E_:={xeR": wkx) <0}, E:={xeR":vw()=0}



Lo () = liminf 22%) ¢ ik (x) = limsup L2

s—*doo S s—+oo

Se u,(x) # 0, podemos escrever

_ Fx ua(x)
up(x)

fn(X) Vn(X).

Seja x € E;, como v,(x) = w(x) > 0 e ||u,|| = +o0, entdo u,(x) = +oc. Portanto,

imin £,06) = timint "2 00 > 1 (o)
imsup £,(x) = imsup " 6 < k(o)
Logo,
Lo(x) < liminf 1200 00D 50D e )

n— 400 VO(X) - VO(X) n—-+00 VO(X)

Seja x € E_, como v,(x) = w(x) < 0 e ||uy|| = 400, entdo u,(x) — —oo. Portanto,

ILTJFQI f(x) = IILT—il—ro]j %vn(x) = Ilrmigop % nﬂr:l—noo Va(X) > K_(X)vo(x),
imsup () = imsap 20Dy, — imint D) i 100 < L ().
Logo,
L (x) < liminf f”((x)) < ’["((X)) < limsup f”((x)) < K (x).
n—-+oo Vo(x Vo (x n—too Vo (X
Seja x € Eg, como v,(x) — vo(x) =0 e W < a, temos
Jm 109 = Jim S5 =0

Logo, fo(x) = 0. Portanto obtemos o que queriamos.

Lema 1.8 Assuma (F;). Seja (u,) C H uma seqiiéncia tal que ||u,|| — +o0. Entdo

2F (x, up(x)) < limsup 2F (x, up(x))

L(x)vZ(x) < liminf
( ) O( )_ n—o00 ||U,n,||2 n—o0 ||ul”l||2

< K(x)v(x)

onde vy é dada no lema anterior.
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Demonstracao: Defina
Fn(X) = —||[:[n||2

Vamos estudar o limite pontual de F, nos seguintes conjuntos

E. = {x € R"; v(x) # 0}

Eo = {x € R"; vo(x) = 0}

Caso 1: Neste caso, x € E,, temos que |u,(x)| = |v,(x)|||un|]] — “+oco para quase todo

x € E,. Assim podemos escrever

awrzgﬂgggﬁﬁwx

para todo n suficientemente grande e x € E,. Portanto, obtemos

liminf F,(x) > (Iim inf M) Ve (x) > L(x)Vi(x)

n—o0 n—oo U% (X)

e
limsup F,(x) < (Iim sup %&")(X))) V(x) < K(x)VE(x)

Caso 2: Neste caso, x € Eg. Suponha que |u,(x)| < 1 entdo, de (F;) temos que
A 2
[F O ()] = S lun(x)I” + B(x),

como ||u,|| = oo, segue que

. A B(x)
< lim + =0,
n—00 2||un|[>  |ual[?

2F n
0 <limsup F,(x) = lim supM

TRIE
n—oo n—o0 n

portanto, lim,_ . Fn(x) = 0 = L(x)vZ(x) = K(x)vZ(x). Supondo que |u,(x)| > 1, entdo

< — <
20) 2 k) S

Ot A B A gy

Assim, como v,(x) — vp(x) = 0 para quase todo x € Eg, temos

2F n
0 < limsup F,(x) = limsup 2F(x, un(x))

n—00 n—00 U,% (X)

va(x) < (A+ QB(X))nlLrgo va(x) =0,
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portanto, lim,_ 0 Fn(x) = 0 = L(x)v¢(x) = K(x)v¢(x).
Logo lim, e Fn(x) = 0 = L(x)vZ(x) = K(x)vZ(x) para quase todo x € Ey. Assim desses
dois casos obtemos o lema. |

Considere A; os autovalores do problema —Av + V(x)v = Av em H, dados no Apéndice
B.

Lema 1.9 Seja p : RN — R uma funcdo mensuravel, satisfazendo \; £ p(x) £ Aiy1. Se

w € H é solucao fraca de
—Aw + V(x)w = p(x)w em RV

entao w = 0.
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Apéndice E: Preliminares para a Geometria

O lema a sequir, € necessario para obtermos o comportamento geométrico do funcional.

Este resultado é apresentado em [15].

Lema 1.10 Suponha que f € C(R" x R), satisfaz (f,) e L(x) # Am. Entdo existe § > 0 e
Rq > 0 tal que
Jull = [ Twax < ~lulP. v u € Hy
Bk,

Demonstracao: Como H,, possui dimens3o finita, pela caracterizacao dos autovalores, temos

que
R s
Am = Sup 2 = HUH = HUHLQ(RN)AT‘”'
uEHm ||U||L2(]RN)
Logo,

]2 - / L(x)uldx < / (A — L(x)) ?dx < 0.

Como a bola unitaria € compacta em H,,, existe §; > 0 tal que

|ul> - /[(x)u2dx < =061, YU € Hpy,|lul] = 1.

u o
Dado v € H,,, como m € um vetor unitario, segue que
u |2 u\?
—I = [ L(x) <—) dx < —90;.
‘ [[ull / [lull
Portanto,
l|u||? —/[(X)uzdx < —01||ul]?, Y u € Hp,. (1.7)

Dado € > 0, obtemos Ry > 0 tal que

/ v?dx <€, Y u€ Hpy, |lul] =1.
B

C
Ro

De fato, suponha que ndo, entdo existe R, — +oo, u, € B(0,1) C Hp, tal que

/ uvldx > e.

Rn
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E claro que, a menos de subsegiiéncia, ||u, — uOHfQ(RN) — 0 para algum ug. Por outro lado,
[un — UOH%Q(R’V) > [Ju, — U0||i2(5,§,n) > ||Un||%2(5,gn) - ||U0||%2(B,C?n) 2 €.
O que é um absurdo. Portanto,

/ v?dx < €l|ul]?, Y u € Hp.
BS,
De (1.7) temos,
|ull? —/ L(x)u?dx < —51HUH2+/ L(x)u?dx
Br, Bg,

portanto,

|ul]? — / L(x)u?dx < —64||ul|> + )\m+1/ Pdx < —81||ul)®* + Apmesellul]?.

Bry B/C?O

Tomando ¢ > 0 suficientemente pequeno, de modo que § = 6; — A,e1€ > 0, temos o

resultado. -



Capitulo 2
Existéncia de Solucao

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados de existéncia de solucdo fraca nao trivial,

que podem ser encontrados em [20] e [23], para o problema eliptico semilinear
—Au+V(x)u=f(u), xcRV (2.1)

com N > 3, a fungdo f € C(R™,R), tal que f(0) = 0. Esta daltima condigdo nos diz que
(2.1) possui uma solugdo trivial 1 = 0. Estamos interessados em solu¢do ndo trivial positiva.

Considere o potencial V € C(RM, R),

(1) existe \p € R, tal que
0< VW < inf V(x).

x€ERN
(Vh) existe Vi, € (0, 00), tal que
im V(x) = Vs

[x|—=—+o0

Uma classe de exemplos de V com tais propriedades, pode ser dada por V : RV — R, tal que

V(x k + a
com k, a constantes positivas.
Assuma f € C(R) tal que f(s) =0,s <0,
(f1) o limite
f'
lim ﬁ =0
s—0t S
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(f;) existe a € (0, 00), tal que

S—+oo S

a> o = inf(a(=A + V(x))),

onde o(—A + V(x)) & o espectro do operador auto-adjunto —A + V/(x) : L2(RN) —
L2(RN).

Exemplos de fun¢des que satisfazem (f;) e (f2), podemos destacar f : R — R, tal que

S2

fls) = k1+s'

onde k & uma constante positiva.
Observe que a principais caracteristicas do problema (2.1) sdo que a ndo-linearidade é
assintoticamente linear e que o problema associado no "infinito" é auténomo.

Vamos buscar solucdes de (2.1) em H := HY(R"), com a norma
lul|? = / (IVu)® + V(x)u?)dx
RN
que é equivalente a norma padrdo de H}(R"). De fato,

/(|Vu!2 + V(x)u?)dx > / IVul?dx + / u?dx > min{V, 1} /(!Vu\2 + u?)dx.

A partir deste ponto, quando ndo indicarmos sobre qual conjunto esta definida a integral, é
porque a integracdo é sobre o RV .
Por outro lado, de (V4) e como V é continuo, temos que existe 0 < M = max V/(x),

xERN
portanto

/(IVUI2 + V(x)u?)dx < /|Vu|2dx + I\/I/ u?dx < max{M, 1}/(|Vu|2 + u?)dx.

O funcional associado a (2.1) é definido por
1
I(u) = E/(|Vu|2 + V(x)u?) dx —/F(u)dx, u€H,

onde F(u) = / f(s)ds, ou seja, todo ponto critico de / € uma solugdo do problema (2.1).
0
Seja

I(u) == %/ (IVul® + Viou?) dx —/F(u)dx, ueH.
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o funcional associado ao problema no infinito.

Apresentamos os seguintes resultados

Teorema 2.1 Assuma (\1), (W), (1), () e

(3) existe § > 0, tal que
2F(s)

. <V,—0, VseR".

Entdo (2.1) tem uma solucdo positiva.
Teorema 2.2 Assuma (\y), (W), (1), () e
(W) V(x) < Vi, ¥V x €RV,
(f4) Definimos G : Rt — R por 2G(s) = f(s)s — 2F(s)

1. G(s) >0, Vs>0,
2F(s)

& > Vo — 0, entdo G(s) > 9.

2. existe § > 0, tal que se
Entdo (2.1) tem uma solugdo positiva.

Teorema 2.3 Assuma (Vy), (W), (f1), () e

(Vy) existe Ry > 0, tal que,
V(x) >V, V |x| > Ro.

(fs) para todo s > 0 temos

f
ﬁ<\/®o_
S

Entdo (2.1) tem uma solugdo positiva.

Os Teoremas 2.1 e 2.2 sdo apresentados por [20], ja o Teorema 2.3 € um caso particular
de um resultado apresentado por [23], onde o autor obtém também um resultado mais geral
para o Teorema 2.1.

Para estabelecermos os Teoremas 2.1 e 2.2, mostramos que o funcional / associado ao
problema possui a geometria do Teorema do Passo da Montanha, assim obtemos uma se-
quéncia de Cerami, tal que o funcional aplicado a esta seqiiéncia converge para o nivel C,
dado pelo Teorema do Passo da Montanha. Mostramos também que essa seqiiéncia é limi-

tada, através do método de concentracdo de compacidade de P. L. Lions, mostramos que, a
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menos de subseqiiéncia, converge fracamente a um ponto critico nao trivial do funcional /. Ja
para obtermos o Teorema 2.3, utiliza-se a técnica da aproximacao do dominio por conjuntos
limitados, mais precisamente, aproximamos o R" por bolas centradas na origem. Estudamos
o problema nessas bolas e verificamos que a partir de um certo raio sempre obtemos uma
solucdo positiva. Essa seqliéncia de solucdes dos problemas em dominio limitado € limitada

em H'(RVM) e converge fracamente a uma solucdo positiva do problema inicial.

Definicao 2.1 Dizemos que (u,) C H é uma Seqliéncia de Cerami, no nivel c, se
I(u) = ¢ e |I"(un)ll-r (1 + |luall) — 0.

Em particular,

{uy) —c e |[I'(uy)||y— — 0.

neste caso, dizemos que (u,) C H é uma Seqiiéncia de Palais-Smale no nivel c.

1 Geometria do Passo da Montanha

Primeiro, /(0) = 0 é uma conseqiiéncia imediata do Lema a seguir.

Lema 2.1 Assuma (\1), (f1), (). Entdo

() = 2P~ o(ul),

I"(u)u = |lul* = o(llull®),

a medida que u — 0 em H.

: 2N .
Demonstracdo: Fixemos 2 < p < 2%, onde 2* = N_> é o exponte critico de Sobolev.
Dado € > 0, existe C, > 0 tal que

1F(s)| < els| + CcJs|P !, Vs ER,

Ce
IF(s)| < 252 + sk, Vs eR

. f(s .
De fato, como lim Q =0, existe § > 0, tal que
s—0t S

If(s)| <e€ls|, VO <s <.
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f
ﬁ = a, existe R > max{1, 0}, tal que

De modo analogo, como limg_, 4
|f(s)] < (la| +¢€)s, Vs>R.
Como f é continua, existe K. > 0 tal que
1F(s)] < KesP™L, VI <s<R.
Como f(s) =0, Vs <0, tome C. = max{K,, |a] + €}, entdo
1f(s)] < €|s| +Cls|Pt, VsER. (2.2)

Consequentemente,

Ce
s? + F|s|”, VseR.

N| o™

F(s)] = '/Osf(t)dt' < ‘/Os|f(t)|dt' < 1/05e|s| +ClsPidt] <

Como H estd imerso continuamente em LP(RN), para2 < p<2* e

'/F(u)dx

segue que | F(u)dx = o(]|u|*) quando u — 0 em H. De modo analogo, como

' / f(u)udx

temos que [ f(u)udx = o(||u||*) quando u — 0 em H.
1
Assim, do fato que /(u) = §||u||2 — [F(u)dx e I'(u)u = ||u]|> — [ f(u)udx, temos o

resultado. ]

€ 2 Ce p
< EHUHLQ(RN) + FHUHLP(R’V)’

< €||U||i2(RN) + C€||u||lZp(RN)v (2.3)

Corolario 2.1 Assuma (\1), (f1), (f2), entdo existe py > 0 tal que
1. Para todo ponto critico u # 0 de I, temos que ||u|| > po.

2. Para toda seqiiéncia de Palais-Smale (u,) C H, no nivel b, b # 0, temos que

liminf ||u,|| > po.
n—oo

Demonstracao:
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Item 1: Suponha, por contradicdo, que existe u, € H, pontos criticos ndo nulos de /, com
u, — 0. Pelo Lema 2.1, existe ng, tal que V n > ng, temos
I"(un) up o([[un|?)

=1+
[[ual[? [[unll®

o(l[uall*)
[[un |2 N _ o |
Item 2: Suponha, por contradi¢do, que existe (u,) C H uma seqiiéncia de Palais-Smale

Como lim,—e0 = 0, temos uma contradicio.

no nivel b # 0, tal que liminf,_ ||u,|| = 0. Considere (v,) uma subseqiiéncia de (u,) tal que

limp—eo ||Va]] = 0. Portanto,

n—oo

1
b= lim I(v,) = lim (—||vn||2—|— o(an||2)> =0
n—oo 2
0 que é uma contradicao, portanto temos o resultado. [
Lema 2.2 Assuma (\y), (f1), (). Entdo existe e € H, ndo nulo, tal que I(e) < 0.

Demonstracdao: Como —A+V/(x) é auto-adjunto, entdo o infimo do espectro o(—A+V/(x))

pode ser caracterizado como,

info(-A+V(x)) = inf < —-Au+V(X)u,u>pgvy= inf |lul]>, ueH.
UHLQ(RN) |ul L2(RN)
Por (f;), temos que info(—A + V(x)) < a. Entdo podemos encontrar & € H, tal que
1] 2eny = 1 e ||]|? < a. Substituindo @ por || podemos supor @ > 0, qtp em RV .

Inicialmente mostraremos que

lim /F(tu)dx:%a.
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De fato, seja x € R" tal que ii(x) > 0. Por (f,) temos

OF@a(x) . ST F(s)ds
im ———~ = |lm —/————
t—~00 12 t—too 12
a(x)
= lim / f(16) tdo
t—+oo Jo t2
a(x)
= lim / @Gdé
t—+oo J to
a(x)
= / afdo
0
= S(axy
e para x € RV, tal que &i(x) = 0, temos
F(ta(x)) . a,_, o
= — 0= S(a)
Portanto, F(ta00)
: tulx)) _a . ‘o N
tﬂTooT = 2(u(x)) , qtp em R™.

Por outro lado, de (f1) e (f;) temos que existe C > 0 tal que
0< =2 <C VseR, (2.4)

portanto,
s s S2
F(s):/ f(t)dth/ tdt:CE, s> 0,
0 0

como para s < 0, temos que f(s) = 0, entdo,

F(s)
52

0< <

N[O

, VseR (2.5)

Consequentemente,
F(ta(x) _ C

0< -
N t2 -2

(7(x))?, qtp em RV,

Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos que

lim /F(;U) dx = /%a(U(X))de = %a.

t—+00
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Portanto,
. (to)y 1, _ , F(ta(x)) 1,
Am, — = 5l tﬂToo/TdX = alf-a) <o
Logo existe t; > 0, tal que,
I(toar)
5— < 0.
tO
Tomando e = i, temos que /(e) < 0. [

2 Existéncia de uma Seqiiéncia (z,) Limitada em H

Para obtermos o Teorema 2.3, abordaremos o problema através de aproximacao do

dominio por bolas centradas na origem. Para tanto, considere 0 < R, —+ 400 e

{ —Au+V(x)u=f(u), x€ Bg, (Pn)

U = O, X € 6BR”

Proposicdo 2.1 Assuma (1), (V4), (f1), (2), (fs). Entdo existe um nidmero natural Ny, tal

que (Pn) tem uma solucdo positiva z,, ¥ n > Ny.

Demonstracdo: Considere A, o primeiro autovalor de —A + V/(x) em H}(Bg,), entdo pela

caracterizagao variacional temos

Jos, IVUP? +V(x)u*dx

Ap = in
T UEHL(Br)\(O} fBR,, u2dx

Podemos olhar H}(Bg,) C H3(Br,,,) C -+ C H(R"), assim obtemos que

Ao <o dy < oo < Aq

Como C&°(RM) é denso em HY(RV), dado € > 0 existe ¢ € C°(R"), tal que

[ V9> +V(x)¢?) dx
[ ¢2dx

§>\0‘|—€.
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Considere n suficientemente grande, de modo que supp¢ C Bg,, entdo A, < Ao + €.
Assim podemos concluir que existe Ny tal que A\, < a, V n > Ny. Assim temos a seguinte
hipétese verificada

f(s)

0y <A, <a= lim —= n> N.

s—+oo S
E fato conhecido que (Pn) sob essas hipéteses tem solucdo, vide [24]. Portanto existe uma

solucdo positiva para (Pn), para todo n > N.

A partir desse ponto, consideraremos (z,) como a seqiliéncia dessas solu¢des positivas.

Lema 2.3 Assuma (V1), (V4), (1), (). (fs). Considere y, € RV tal que z,(yn) = ||zy|| Loo®m).
entdo |y,| < Ro, onde Ry é dado pela condicdo (V).

Demonstracao:

Observe que z, € uma solugdo classica de (Pn), assim é de classe C2. Como z, atinge o
0°2,(yn)
ox?
que |y,| > Ro para algum n, entdo

maximo em y,, temos que <0, portanto —Az,(y,) > 0. Suponha, por contradi¢ao,

V(¥0)Za(yn) < =Bza(¥n) + V(¥a)Za(yn) = F(20(¥n)) <V (¥a)Za(Vn)

onde a Gltima desigualdade é dada por (V4) e (f5). Assim obtemos a contradi¢do, donde segue

o lema. |
Lema 2.4 Assuma (V1), (V4), (f1), (%), (f5). Entdo ||z, e(gny € limitada.

Demonstracdo: Suponha por contradicdo, que a menos de subseqiiéncia ||Zn||Loo(]RN) — 400.

Defina
Z,(x) = —Z”(X + Yn)
! HZHHLOO(R’V).

Observe que z,(0) = 1. Ainda mais, como z, € solu¢do de (Pn), temos

F(Za(X + yn) _

—AZ,(x) + V(X + yn)Zo(x) = 20 70) Zy(x), em Bgr,(=yn). (2.6)

A estimativa do tipo Schauder, para maiores detalhes ver [19], mostra que (Z,) € limitada
no espaco de Holder C,lcf(]R’V), para algum 0 < B < 1. Entdo existe Z € H, tal que para
0 < B' < B e a menos de subseqiiéncia

Z,— Z, em CLE (RM).



62

Como Z, é positiva e Z,(0) = 1, temos que Z > 0 e Z(0) = 1, ainda mais Z # 0. Em particular
Z.(x) = Z(x), qtp em RV,

Do Apéndice G, sabemos que Ag > 0 € o primeiro autovalor de —A+V/(x) em H, considere

¢o a autofuncdo associada. Multiplicando (2.6) por ¢o(x + y,) e integrando obtemos

f(za(X +yn)) _

)\O/Zn(x)¢0(x+yn)dX:/ 20+ ) Zy(X)Po(x + yn)dx.

Como |y,| € limitada, a menos de subseqiiéncia, y, — y € RY, com |y| < Ry. Portanto, da

equacao anterior, do Teorema da Convergéncia Dominada e do Lema de Fatou, temos

)\O/Z(x)d)o(x—l—y)dx = )\Olimi()rgf/fn(x)¢o(x+yn)dx
= Iimior;f / (VZ,(x)Vo(x + vn) + V(X + ¥n)Z:(X) o (X + yn)) dx
= liminf / %%(X)%(X + ya)dx

> / liminf %a(ﬂd)o(x + Yn)dx

= a/z(x)qbo(x+y)dx.

Como Z z 0 e ¢ € a primeira autofuncao, temos uma contradicdao com o fato que g < a.

Portanto ||z, || gy € limitada. u
Lema 2.5 Assuma (\1), (V4), (f1). (), (fs). Entdo ||z,|| € limitada.

Demonstracdo: Suponha por contradi¢do, que a menos de subseqiiéncia ||z,|| — +o0. Defina

Como Z, é limitada em H, a menos de subseqiiéncia

z,—~z¢€eH

Z,— 2 em L2 _(RV)
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Z.(x) = 2(x), qtp em R".

Observe que

_ Hz ()

_AZH(X) + V(X)Zn = WZH(X), em BRn- (27)
Multiplicando a equagdo anterior por Z,(x) e integrando, obtemos
f(z, N
1= /|V2n(><)|2 +V(x)23(x)dx:/ (ZZ((XX)))ZS(X)dX, em Bg,. (2.8)

Portanto, de (V) temos

Voo/c 72(x)dx < /B V(x)Z2(x)dx

c
Ro Ro

< / V2,00 + V(x)22(x)dx (2.9)

c
Ro

< / V2,001 + V()2 (x)dx
1.

Como ||z, || =mny € limitada, por (f1) e (f5), temos que existe Vo > ¢ > 0 tal que

f(z(x)) <Ve—0, VnxeRY
() — 7 7 ,
portanto
/f(ZZn((XX)))E?I(X)dX < (\/oo _5)/2§(x)dx. (2-10)

Assim de (2.8),(2.9) e (2.10) temos que

1 1 9
o _ [ _ [ > =
/BRO 72(x)dx /Zn (x)dx /B Z,(x)dx = Vom0 Voo  V(Ve—10) .

C
Ro
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Como 7, — Z, em L2 (RV), temos que Z # 0. Multiplicando (2.7) por ¢o(x) e integrando,

loc

obtemos do Teorema da Convergéncia Dominada e do Lema de Fatou que

Yo [ 20gulx)dx = dolimint [ Z(x)gu(x)dx
= Iiminf/(VZH(X)Vd)O(X)—!—V(X)Zn(x)<j>0(x)) dx

= Iimi{gf/%i(x)%(x)dx

> /Iim inf mZ,(><)<l>o(><)dx

n—oo  Zp(x)

= a/f(x)d;o(x)dx.

Como Z # 0 e ¢ # 0, temos uma contradicdo com o fato que A\g < a. Portanto ||z,|| é

limitada. u

3 Existéncia de uma Segqiiéncia de Cerami (u,) Limitada em
H

Para obtermos os Teoremas 2.1 e 2.2, abordaremos o problema através do método da
concentragdo de compacidade. Como assumindo (V4), (f1), (f2), temos dos Lemas 2.1 e 2.2
que o funcional / possui a geometria do Teorema do Passo da Montanha, vamos mostrar que

existe uma seqiiéncia (u,) C H de Cerami no nivel ¢, onde

c=inf max] J(v(s)) > 0,

yel s€[0,1

el ={yeC([0,1], E);v(0) = 0 e v(1) = wo}.
De fato suponha, por contradicdo, que ndo existe nenhuma sequéncia de Cerami no nivel
¢, para o funcional /, entdo o funcional /, satisfaz (C),, portanto pelo Teorema do Passo da

Montanha, existe i € H, tal que, /(&) = c e I'(d) = 0. Mas, tomando u, = &, temos que

I(un) = ¢ e |1F"(un)llyr (14 [unl]) =0,
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ou seja, (u,) € uma Sequéncia de Cerami, para o funcional / no nivel ¢, o que & uma con-

tradi¢do. Logo, existe uma seqiiéncia (u,) C H de Cerami no nivel ¢, para o funcional /.

Proposicdo 2.2 Assuma (1), (f1), (f). Seja (u,) C H a seqiiéncia de Cerami no nivel ¢ do
Teorema do Passo da Montanha, dada anteriormente. Suponha que (f3) ou (fs) ocorra, entdo

(u,) é limitada em H.

Demonstracao:

Suponha por contradi¢do, que (u,) ndo é limitada, entdo a menos de subseqiiéncia ||u,|| —
. Un - A
+00. Seja w, = ol entdao a menos de subsequéncia
Un

w, = wem H,

w, — w em LP (RV),

w,p(x) = w(x), qtp em RY.

Ainda mais, ocorre uma das seguintes alternativas:

1. (Non-Vanishing) 3 a > 0,0 < R < oo e (y,) C R" tal que

lim / w2dx > a > 0.
yn+BRr

n—-4o00

2. (Vanishing) V R > 0 temos

lim sup/ widx = 0.
n—H—ooyeRN y+BR

Vamos mostrar, a partir dos lemas a seguir, que nenhum dos casos anteriores pode ocorrer,

chegando a uma contradicao.

Lema 2.6 Assuma (\1), (W5), (1), (). Suponha que (f3) ou (fy) acorre. Entdo (w,) ndo
satisfaz (Vanishing).

Demonstracao: Suponha, por contradicdo, que (w,) satisfaz (Vanishing), entdo V R > 0

lim sup/ w2dx = 0.
N0 yeRN Jy 4 Bg
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Usando (V,), dado € > 0, existe R > 0, tal que |V(x) — V| <€, V x € Bg. Portanto,

/\V(X) — Vio|W2dx = /B IV(x) — Vio|W2dx + /C V(x) — Vio|W2dx
R R

< C/ ngX—FE/ w2 dx
Br <

< Ke, n> ng,
pois H esta imerso continuamente em L?(R"). Logo

lim /( (x) — Vi )w2dx = 0.

n—-+oo

Assim temos,

lim /]VWn!2+VOOW3dX: lim /|VWn!2+V(x)W3dx: lim [|w,||*> =
n—-+o0o n—-+00

n—-4o00

em particular,

1— lim /|an|2dx 1
I 2dx = — % < 2.11
[ wia . = _—
Como lim /(u,) = ¢, temos que
n——+o0o
- Fun)wy - F(up) 1 Un)
| —”d | dx : 2.12
,H'Too/ 2 ~ ot ] Yl I TP T 2 (2.12)
Observe que de (2.11) e (2.12), temos uma contradi¢do com (f3). De fato, considere
F
4 > 0 dado por (f3), entdo Sgs) <V, —0, VseR, entdo
1 , F(up)w? Ve —0 5 Vio—0 1
R — 7 n < < —
2 nﬂToo/ 2 XS5 nﬂToo/W”dX— 2 Vi

0 que é uma contradigdo. Agora mostraremos que (2.11) e (2.12) nos ddo uma contradi¢do

com (f). De fato, seja d > 0 dado por (f;), definimos

Flun(x) _

o= bR r =2

(V —90)}.
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Entdo para todo n € N, temos

2
= lim /—F(“”)W"dx

1
2 n—-+o00

F(up)w?
< lim (—(Voo—é)/ w3dx+/ (”2)W”d)
n—-+oo n c ul‘l
1V, F(up)w?
< = | L
< 5y Himsw [ SR
portanto,
. Fu,)w? )

Ainda mais, limsup M(RN —Q,) = 400, onde p é a medida de Lebesgue em RM . De fato,

n—-+oo
suponha por contradigdo que ndo. Usando (2.5), temos

Flugw? , _ C
/deg—/ w2dx. (2.14)
Qs 2 Jag

up
Pelo Lema de Lions [p. 100, [21]], temos que

im | Wall Lommy = 0,

para algum 2 < g < 2*. Utilizando a desigualdade de Holder, e como limsup u(R" — Q,) <

n—-+o00
lim
n—-o0 Q

que é uma contradicdo com (2.13) e (2.14). Portanto, limsup u(R"Y — Q,) = +c0.

n—-+o00

Por (f;) temos que, G(s) > 0 e G(up(x)) >4, x € QF, portanto

400, temos que

wydx < CHETOO ||Wn||%q(R’V) =0,

(=
n

[ sunax= [ 6ludx = ou(mt -2,
Q5

assim,

lim /G(Un)dX: +o0.

n—-o00

Como,

/G(un)dx: %/f(un)u,,dx—//-_(un)dx: /(un)—%/’(un)un
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. . . 1
temos uma contradicdo, pois lim /(u,) — =!'(u,)u, = ¢, que prova o lema. [
n——+o0 2

Lema 2.7 Assuma (\1), (W.),(f), (f). Entdo (w,) ndo satisfaz (Non-Vanishing), com
(v,) C R limitada.

Demonstracao:
Sabemos que, a menos de subseqiiéncia, w, — w € H.
Afirmacao 1: O limite fraco w é ndo-negativo.

De fato, como (y,) C R" é limitada, existe Ry > 0 tal que y, + Br C Bg,, assim temos

n——+00
- 2
< Ilm/ wydx
n—+o00
Br,

< / w2dx,
Br,

portanto, w # 0. Ainda mais, como ||/'(un)||g-1 (1 + ||us]]) — O, em particular ||/'(u,)||p— —

0, temos que

0 < a< lim / w2dx
Yn+Br

/(Vuan + V(x)u,v) dx — / f(u,)vdx — 0, V v e H,
donde segue que existe €, — 0 em H™1(R"), tal que
—Au, +V(X)u, = f(u,) + €, em HH(RY),

( n) W n

—Aw, + V(x)w, = —
W = = Wt

(2.15)

Considere w,; = max{—w,, 0}, entdo de (2.15), temos

n

f(un N
/(VWnVWn+V(x)Wan) dx:/(ﬂwnwn HZ—HWn)dX.

f(un)

n

Como

w,w, = 0, obtemos

—12 €n —
w = [ —w_dx.
Iwi 2= [ o
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Analizando que w, & limitada, €, — 0 em H 1(R") e ||u,|| — 400, temos que
lim |lw, ||* = 0.

n—-o00

Como w, — w qtp em RV | temos que w~ = 0, logo w > 0.
Afirmacdo 2: w é um autovetor do operador —A + V/(x), associado ao autovalor a.

Para provar que —Aw + V(x)w = aw, é suficiente verificar que V ¢ € C°(R"Y), temos
/(VWV¢ + V(x)we) dx = a/ wodx. (2.16)
Seja ¢ € C°(RN) arbitraria mas fixada. Multiplicando (2.15) por ¢ e integrando obtemos,

/(VWHV¢—I—V(X)WH¢) dx = /@Wncpdwr/”z—”nqu.

Como ¢ é fixa, €, — 0 em H Y(R") e ||u,|| — +o0, temos que lim /HZ—”Hd)dx = 0. Ainda

n—-+o00
mais, como w, — w em H, temos que

lim /(VW,,V(IH—V(X)qub)dx = nﬂT < Wy, ¢ >y

n—-+oo
= < w, ¢ >y
= /(VWV¢ + V(x)we) dx.
Finalmente, precisamos mostrar que
f(un
lim / (Un) |\ b = a/wd)dx. (2.17)
n—+00 Un
Primeiro, estabelecemos que
f(un
lim (u )W,, = aw, qtp em RV, (2.18)

n—+oo U,

Para tanto, distinguimos os caso w(x) =0 e w(x) > 0.

Seja x € R" tal que w(x) = 0, entdo por (2.4), temos

f(un(x))

0= ‘ ey

W,,(x)‘ < Clwa(x)1,
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como w,(x) — w(x) =0 qtp em R" |, temos

o ((0)

A 00 wp(x) = aw(x).

Agora, considere x € RV, tal que w(x) > 0. Ent3o, necessariamente u,(x) — +o0c. Portanto,

de () e do fato que w,(x) — w(x) qtp em RY | temos que

i (ot ) = i EECE i ) = w0, o em !

assim obtemos (2.18). Denote por Q C RN um compacto tal que supp¢ C €. Como
H(Q) estd imerso compactamente em L!(2), temos que w, — w fortemente em L1(Q).

Em particular, tomando uma subseqiiéncia se necessario, existe h € L1(2) tal que
|w,(x)| < h(x), qtp em €.

Portanto, de (2.4), temos

w,| < Clw,| < Ch, qtp em Q. (2.19)

n

‘f(un)

Como ¢ é limitada, de (2.18) e (2.19), podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue e obter

lim /Mwn(bdx: lim /MW,@dx:a/Wdex,
Q Q

n—+00 Up n—+00 Up

ou seja (2.17). Donde segue a Afirmacao 2.
Afirmacdo 3: O operador —A + V/(x) ndo possui um autovetor ndo-negativo, associado ao
autovalor a.

Suponha que u € H é ndo-negativo e satisfaz,
—Au+V(x)u = au, em RV,
Primeiro considere uma constante A, tal que

inffa(-A+V(x)) <A< a
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Do fato que
info(—A+V(x))= inf (“Au+V(x)u, u),,
HuHiQ(RN):
existe v € H tal que
2
VP,
VI g

Como C$°(RM) é denso em H, podemos assumir que v € C5°(RM).
Considere R > 0 tal que suppv C Bgr e considere o problema de Dirichlet para —A + V/(x)
na bola Bg. Seja A =info ((—A + V(X))\LQ(BR)>. Por construcdo,

N 17

< 5 <A<a. (2.20)
HVHLz(RN)

Por outro lado, A é autovalor de (—A + V/(x))| 25,y associado a um autovetor vg > 0 em

. v .
Br. Observe que a derivada normal de vg, a—lf < 0, pois

6(1) . 6VR 0o
/BR VR%C!X = /BR an ¢dX, \4 ¢ S CO (BR)

Usando a Formula de Green na bola Bg,

o0
—A dx = VoVidx — —YdS(x),
[ (-agyax /Bquwx/ $dS(x)

oBr ON

obtemos

I/
T~ o — o o

A/ uvrdx
Br

—AvRudx—I—/ V(x)vgudx

R Br

VVRVudX—/ aﬂudS(x)%—/ V(x)vrudx
Br

R aBr ON

VVRVudx—I—/ V(x)vgudx

R Br

VR(—AU)dX—I—/ v,@dS(X)%—/ V(x)vrudx
on Br

R O0BRr

vR(—Au)dx—i—/ V(x)vrudx

R Br

Uvedx.
R

I
o
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Como u é ndo-negativa, ndo-trivial e vg > 0, temos que fBR uvrdx > 0, portanto A > a, o
que é uma contradicdo com (2.20). Assim obtemos a Afirmacgdo 3.

Finalmente, a Afirmacao 1, juntamente com a Afirmacao 2, nos diz que w € um autovetor,
nao-negativo, associado ao autovalor a, o que é uma contradicao com a Afirmacao 3. Donde

segue o lema. [ ]

Lema 2.8 Assuma (1), (\5), (1), (). Entdo (w,) ndo satisfaz (Non-Vanishing), com
(yn) CRY, |y, = +oc.

Demonstracdo: Defina ,(x) = uy(x + ¥») € Wy(x) = w,(x + y,), entdo temos de (2.15)

que

f _n _n
LA+ V(x4 ) = L) ”Z -

(2.21)

— n
Un
com & — 0 em H }RM). Como (w,) & limitada, existe w € H, tal que w, — w e

w,(x) = w(x) qtp em RY . Como
0<a< lim / w2dx < lim / W,?dxg/ w?dx
n=+00 Yn+Br =400 Br Br
temos que w # 0. Vamos mostrar que
—Aw + Voow = aw.
Para tanto, é suficiente verificar que V ¢ € C*(R"), temos
/(VVT/V¢ + VW) dx = a/ weodx. (2.22)

Seja ¢ € C°(RN) arbitraria mas fixada. Multiplicando (2.21) por ¢ e integrando obtemos,

/ (VY + V(x + y)ind) dx = / f([f”) Wb + / €.

; [l

n—-4o00

Como ¢ é fixa, €, — 0 em H Y(R") e ||u,|| = +o0c, temos que lim /HZ—"H(bdx = 0. Ainda

mais, como w, — w em H, temos que

lim /VVT/nV¢dx: /VWV(],’)dx.

n—-o00
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Vamos mostrar que

lim /f(;’”) Wopdx = a/vT/d)dx. (2.23)

Primeiro, estabelecemos que

f (@)

lim w, = aw, qtp em R". (2.24)
n——+o00 Up

Para tanto, distinguimos os caso w(x) =0 e w(x) > 0.

Seja x € R" tal que w(x) = 0, ent3o por (2.4), temos

f(@n(x)) -

0 g‘ 7.0 Wi (x)| < Clwp(x)],

como w,(x) — w(x) qtp em R" | temos

f(@n(x)) -

lim Wh(x) = aw(x).

n—+oo  {y(X)

Agora, considere x € RV, tal que w(x) > 0. Ent3o, necessariamente ii,(x) — +oc. Portanto,

de () e do fato que w,(x) — w(x) qtp em R" | temos que

i (G ) = i FEC i () = 279, o e B

assim obtemos (2.24). Denote por Q C RN um compacto tal que supp¢ C €. Como
H(Q) esta imerso compactamente em L!(Q2), temos que w, — w fortemente em L1(Q).

Em particular, tomando uma subseqiiéncia se necessario, existe h € L*(2) tal que
W, (x)| < h(x), qtp em Q.

Portanto, de (2.4), temos

w,| < C|w,| < Ch, qtp em . (2.25)

‘f(Un)

Up

Como ¢ é limitada, de (2.24) e (2.25), podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue e obter

lim /f(_Un)vT/nd)dx: lim /@vm)dx:a/ wodx,
Q Q

n—+00 Up n—+00 Up
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ou seja (2.23).

Finalmente, vamos mostrar que

lim /V(X+yn)vT/n¢>dx: /VOOVT/q,’)dx

n—-4o00

Por (\4), dado € > 0, existe no(€, x) tal que |V (x + y,) — V| <€, ¥V n> ny. Ainda mais,
existe U, vizinhanga aberta de x tal que |V (y + y,) — V| <€, Vy € Uy, n > ng(e, x). Como

Qc|Ju.

(2 é compacto e

existe uma subcobertura finita, tal que

QC LkJUX/..
i=1
Tomando ng(e) = rpélx{no(e, x;)}, segue que
IV(x+ y,) — V| <€, YV x€Q, n>nye)
ou seja, V(x + y,) — Vi uniformente em Q. Portanto,

lim /Q(V(X + Vi) — Vo) Wapdx = 0.

n—-+00

Logo,
lim /V(x+yn)vT/n¢dx: lim /VOOVT/nqbdx: VOO/VT/q,’)dx.
n—-+oo n—+o00
Assim concluimos a demostracdo do Lema. [

Dos Lemas 2.6, 2.7 e 2.8, chegamos a uma contradi¢do, logo (u,) € limitada em H, e

concluimos a Proposicao 2.2. [

4 Um Ponto Critico Nao-trivial para o Funcional /

Nesta secdo mostraremos que a seqiiéncia limitada (z,) e a seqiiéncia de Cerami limitada

(u,) obtidas anteriormente, converge fracamente para um ponto critico ndo-trivial do funcional
l.
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Proposicao 2.3 Assuma (1), (\b), (V4), (f1), (), (fs). Entdo a seqliéncia limitada (z,) obtida

anteriormente, converge fracamente a um ponto critico z ndo-trivial do funcional I.

Demonstracao: Como z, é limitada em H, temos que
z,—~z€H

7, — z, em L _(RY)

Za(x) = z(x), qtp em R".

Seja ¢ € C°(RM), entdo pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que

/Vsz) +V(x)zpdx = <z,¢>

= lim <z,¢>

n—oo

= lim /VZnV¢+V(X)Zn¢dX
n—oo
= lim /f(zn)qbdx
n—oo
= / lim f(z,)¢pdx
n—oo
= /f(z)qbdx.
Portanto, I'(z)(¢) = 0, V ¢ € C°(RY), ou seja, z é um ponto critico do funcional /. Vamos

mostrar que z & ndo-trivial. Como z, > 0 e z,(x) — z(x), qtp em R", temos que z > 0 qtp

em RV . Entdo basta mostrar que z # 0. Observe que

/|Vzn|2 +V(x)z2dx = / f(zp)zadx (2.26)

Vamos mostrar que || z,[|;2(gny € limitada inferiormente por uma constante positiva. Suponha,
por contradicdo, que, a menos de subseqiiéncia, ||Z,|[;2qgvy — 0. Entdo, por estimativa
eliptica, vide [19], temos que ||Z,||,<®v)y — 0. Por (f1), para n suficientemente grande e

algum 0 < &€ < X, temos que

F(za(x))¢o(x) < (Ao — €)Za(x)do(x), qtp em R",
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onde g € o primeiro autovalor do problema —Au+V(x)u = A\u e ¢ é a autofungdo associada,
dados no Apéndice G.

Multiplicando a desigualdade anterior por ¢o(x) e integrando em RV | temos que

Mo / Zubodx = / V2,V o + V(X)Zsodx = / F(z2)odx < (Mo — €) / Zabodx,

que é uma contradicdo. Portanto, ||z,|[;2gvy € limitada inferiormente por uma constante

positiva. Por (f1), (V4) e (fs) temos

v |
B

onde Ry € dado em (V4). Portanto, como ||z,||,2®vy € limitada inferiormente por uma con-

z2dx < /|VZ,7|2 +V(x)z2dx = /f(zn)zndx < (Voo —9) /Z,fdx

C
Ro

stante positiva, segue que

/ z,?dx:/z,fdx—/
Br, B
>

para algum o. Como z, — z, em L,OC(RN), temos que z # 0. O que conclui a demonstracao

Ve — 0 0
z2dx > /zﬁdx VS /u,?,dx = K||zn||f2(RN) >0 >0,

Ro
da Proposicdo. [
Agora, considere o problema no infinito, isto &,
—Au+ Vieu = f(u), em RV (2.27)
Observe que se u é solucdo de (2.27) (Apéndice F), entdo seja u~ = max{—wu, 0}, portanto
—Auu™ + Vuu = f(u)u .

Logo
ol = [ (90 + Vil ) dx = 0

Assim u é ndo-negativa. Ainda mais, u é solugdo do problema (2.28), onde tomamos

() :{ Vs +1(s), s>0

—h(—s), s<0
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pois, h satisfaz (ho), (h1), (h2). De fato, (ho) € trivialmente verificada, para (hy) basta obser-

var que
h(s
lim Q = -V,
s—0t S
finalmente para (hy), observe que
. n . h(s
lim |h(s)]s =2 = lim A(s)] LsThE =0,
§—+o00 s——+oo )

Podemos observar que w é a solugdo com menor energia de (2.28), se e sé se, é a solugdo

de menor energia de (2.27), ainda mais essa solugdo € positiva.
Proposicao 2.4 Assuma (V,), (W), (f1), () e (f3), entdo I ndo tem ponto critico ndo-trivial.

Demonstracdo: Suponha que / tem um ponto critico ndo-trivial. Como vimos anteriormente,

tomando

Vs +1f(s), s>0
h(s) =

—h(-s), s<0

podemos utilizar a Proposicdo 2.5, e obter que existe s5 > 0 tal que

H(So) > O,
portanto,

S2

—\/OOEO + F(s0) > 0.
Logo
2F (s
v < 2F)
50

0 que é uma contradicdo com (f3). [

Lema 2.9 Assuma (1), (W), (f1), (). Seja (u,) C H uma seqiiéncia limitada de Palais-
Smale no nivel ¢, para o funcional |, onde ¢ é o nivel do Teorema do Passo da Montanha.

Entdo, a menos de subseqiiéncia, u, — u # 0, com I'(u) = 0, se alguma dessas condicdes
1. (f).
2. (fs) eV(x) <V, VxRN eV(x) # Vi, para algum x € RV.

valer.
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Demonstracdao: Como (u,) C H é limitada, existe uma subseqiiéncia, v, — wu. Vamos
mostrar que /I"(u) = 0. Como C°(RVM) é denso em H, basta verificar que I'(u)¢p =0, V ¢ €
C(RN).

Observe que

') —1'(u)p = < un, P >4 —/f(un)qbdx— <u, P>y —/f(u)qbdx
= <U,— U P>y —/(f(u) — f(u,)) pdx.

2N
(RV), 2 < g < 2*, onde 2* = —> e I'(u,)p — 0,

Como u, — uem H, u, = uem L] _
temos que /'(u)p =0, V ¢ € C(RY). Portanto, I'(u) = 0.
Suponha que u = 0. Assim, (u,) é uma seqiiéncia de Palais-Smale no nivel ¢ para o

funcional I, de fato, dado € > 0, existe R > 0, tal que |V, — V(x)| <€, V x € BS, assim

M)~ 1] = |3 [ e = Vi)

1
< 5 [ M= Vluiax

1

1
= —/ ]Vm—V(x)\u,%dx+—/ Ve — V(x)|u2dx

R

C

< = u,%dx—l—i/ u2dx
2 /s, 2 J5e
C

< 2| wdx+ Ec)u?
2 /s, 2

Como u, = u=0em L? _(RV) e (u,) € limitada em H, temos que

i T = o) = ¢
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De modo analogo, como (u,) € limitada em H temos

1 (up)v — I'(uy)v| = ‘/(VOO —V(x)) upvdx

< /\voo ~ V() |unllvidx

- / |voo—V(x)||un||v|dx+/ Ve — VO)lluallvldx
Br Be

< c/ |un||v|dx+e/ IVl dx
Br B

c
R

N

< Cllvllz@mlltnllisr) + €Cllunll c2qem | VI c2gm)

< ([|tnlli2esgy +€) ClIVII.
Ainda mais,

sup |I"(un)v = I"(un)vl < sup (|lugllizepy +€) ClvIE< [lunllizsg) + €
Ivii<1 Ivli<1

(RY), temos que lim sup |I'(u,)v — I'(u,)v| = 0, portanto,
N0 |lv]|<1

como u, = u=0em L3

lim 1"(u,) = 0.

n—-4o00

Agora vamos mostrar que (u,) satisfaz (Non-Vanishing). De fato, Suponha que (u,)

satisfaz (Vanishing), entdo V R > 0 temos

lim sup/ urdx = 0.
n—=+00 yerN Jy 4 B

Por (2.2) temos
£(s)] < els| + Cels|P™!, Vs eR

portanto, V u € H, temos que

' / f(u)udx

Pelo Lema de Lions [p. 100, [21]], temos que

< €||U||i2(RN) + Ce”“”ip(RN)-

ol =0
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Assim podemos concluir que

lim /f(u,,)undx:O.

n—-+4o00
Por outro lado, como (u,) € uma seqliéncia de palais-Smale limitada, temos que

o B
nﬂ}crnool (up)u, =0

Assim,

lim ||uy]|> = lim (/’(un)un+/f(un)undx) =0
n—-+o00

n—-+oc

0 que é uma contradi¢do, com o Corolario 2.1. Portanto (u,) satisfaz (Non-Vanishing).

Seja a, R > 0 e (y,) C R" tal que

n—-+o00

lim / uﬁdx2a>0.
YI7+BR

Defina @,(x) = u,(x + y,). Como (u,) é uma seqliéncia de Palais-Smale no nivel ¢ para
I, temos

AP L) = i Hen) =€

lim I'(d,) = lim I'(u,) =0

n—+00 n—+oo
portanto (i,) € uma seqiiéncia de Palais-Smale no nivel ¢ para /. E claro que (i,) é limitada,
portanto &, — & em H. Vamos mostrar que /(i) = 0. Como C(R") é denso em H, basta
verificar que I'(0)¢ = 0, V ¢ € C(RV).

Observe que
T(a)é— (@)l < C|<bo—a.¢>n|+ / (@) — £(@)| |Bldx.

7 (RN), 2 < g < 2% e I'(u))p — 0, temos que
I'(@)p =0, V ¢ € CF(RN). Portanto, I'(i) = 0.
(RM), portanto

Como &, — i em H, &, — & em LY

Observe que i # 0, pois &, — T em L7 _

n—-+0o0 n—+oo

|12y > 1162205, = lim / Rdx Iim/ Rdx > a > 0.
Br Ynt+Br

Portanto @ € um ponto critico ndo-trival de /.
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Se (1.) acontece, temos, pela Proposicio 2.4, que / ndo tem ponto critico nio-trivial, o
que é uma contradic3o.

Se (2.) acontece, temos que G(s) > 0, V s € R, usando o fato que (&,) € limitada e que
i, — i qtp em R" | pelo Lema de Fatou, temos

2¢ = lim (2[(7@,) — I'(T@,)a,)

n—-4o00

— lim /(f(U,,)U,,—QF(Un))dx

n— 400

= lim /G(U,,)dx

n—-4o00

Ent3o & € um ponto critico ndo-trivial de I, satisfazendo /(1) < ¢. Como i é solucdo do
Problema 2.27, temos que & > 0. Pelo principio do méaximo forte, temos que 7 > 0 em RV .

Pela Proposicdo 2.6, podemos encontrar «y € C([0, 1], H) tal que

y(t)(x) >0, VxeR", te€(0,1],

7(0) =0./(v(1)) <0, ae~([0.1]),

Como assumimos (2.), temos que V v € H, com v(x) > 0, gtp em RV

I(v)—I(v) = /(VOO — V(x)) vidx > 0,

pois V(x) £ V,. Portanto

I{(yt) < I{vt), ¥V te(01]

Logo,

< 1(y(t I(y(t) < c.
e gy ) < gy 100 < €

0 que é uma contradicdo. Assim concluimos que u # 0. [ ]
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5 Demonstracao dos Resultados Principais

O Teorema 2.3 é conseqiiéncia imediata da Proposicdo 2.3. Exceto para o caso especial
V(x) = Vi no Teorema 2.2, os Teoremas 2.1 e 2.2 seguem do Lema 2.9.

Considere o caso V(x) = V. Nesta situagcdo, observando que o espectro o(—A + Vi.))
é apenas a translagdo do espectro o(—A) = [0, +00) em V., temos que o(—A + V) =
[Voo, 00), portanto de (f), temos que a > V.. Entdo H(s) = F(s) — %\/OOS2, satisfaz
H(sq) > 0, para algum sg > 0, suficientemente grande, portanto da Proposi¢do 2.5, obtemos
um ponto critico ndo-trivial para o funcional /, em particular uma solucdo positiva para o

Problema 2.1. ]
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Apéndice F: Problemas Auténomos

Neste apéndice vamos estudar alguns resultados classicos para problemas auténomos.

Considere a equacao
—Au = h(u), em RY (2.28)

onde,
(ho) h: R — R é continua e impar.

. . h(s
(hy) Existe slrg+ % € (—o0,0).

n+2

(hs) lim |h(s)|s 2 = 0.
S——+00

Associado a (2.28) temos o funcional J: H = R,

J(u) = %/|Vu|2dx—/H(u)dx,

onde H(u) = /u h(s)ds.

Dizemos que w ¢ a solucdo de menor energia de (2.28), se
Jw)=m=inf{J(u);u+#0e S (u) =0}

A demonstragdo da seguinte Proposicdo é dada por [p. 317, [4]].

Proposicdo 2.5 Assuma (ho), (hy), (hy). Entdo J esta bem definido e temos
1. O problema (2.28) tem uma solucdo nao-trivial, se e s6 se, H(sy) > 0 para algum sy > 0

2. Se H(sp) > 0 para algum sy > 0, entdo m > 0 e existe uma solucdo de menor energia
w de (2.28), que satistaz w > 0 em R" , e ainda mais é ponto critico de J e vale a

identidade de Pohozaev,
(N — 2)/|Vw|2dx = 2N/H(W)dx.

Lema 2.10 Seja vi(x) = v(3), t > 0, onde v é um ponto critico ndo-trivial de J em H.

Entado

LIV ellEagny = t 2V VI -
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(s)

52

2. Para toda funcdo continua F satisfazendo limsup
5—+0o0

< 400, temos que

/F(Vt)dX: tN/F(v)dx.

3 vl = t"[|v]] Vag=2.

q q
La(RN) LI(RN)"

Demonstracao: Facamos a seguinte mudanca de variavel, y = % entdo tNdy = dx.
Item 1: Como Vw(x) = %Vv(y), temos que
IV By = [ Vvl =3 [ 19vPedy = £ 2T v]f
Item 2: Basta observar que
/F(vt(x))dx: /F(v(%))dx: tN/F(v)dy.
Item 3: Considere, no item anterior, F = |- |9, e o resultado é imediato. ]

Proposicao 2.6 Assuma (hy), (h1), (hy) e H(sy) > 0 para algum sy > 0. Seja v uma solucao
de (2.28), com v(x) >0, V x € RN. Entdo existe um caminho v € C([0,1], H), tal que

v(t)(x) >0, VxeRM, te(0,1],

7(0) =0, J(v(1)) <0, v e([0.1])

e
max J(y(t)) = J(v).
te[0,1]
Em particular, para w obtido na Proposicdo 2.5, temos que
inf max J(vy(t)) < J .
inf max J(v(1)) < J(w)
Demonstracao:

Pela identidade de Pohozaev, temos que

N—2
[ Hadx =T E v



Portanto,

tN—Z 5 N tN_2 N _ 2 N 5
Jve) = = IVVifiany — 7 [ HV)dx = { —— = =7 | [IVV][{2n).
Vamos mostrar que
1. rpj\g(J(vt) = J(v)
2. tﬂrroo J(vy) = —o0

3. el emy = IVVellfoany + Iell oy = £V 21V VI @ny + VIV gny, POrtanto

. 2
lim [[v:[* = 0.

Item 1: Observe que se

d (N=2) v s N—2
EJ(Vt):( 5 N 3—Tt"’ 1) IVv[io@ny =0, t>0.

Entdo t =1, como

d2
a1

(N-2) ] ]
= S (V= 3 = (V= D) 9
1 t=1

= —(N=2)IVV[[agn,

t=
< 0,

temos que rp>ag<J(vt) = J(v).

Item 2: Observe que

th=2  N-2
s = (5 = S ) 19V e

portanto lim J(v;) = —o0.
t—+o00

Item 3: Observe que

HVtH%—Il(R’V) = /(|VVt|2 + [vi[?) dx
= HVVtHi?(RN) + ||Vt||i2(RN)

= " VVIIL@n + VI

85
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esta (ltima igualdade segue do Lema 2.10.
Seja to > 1 tal que J(vy,) < 0. Definimos y(t) = vy, para t € (0,1], v(0) = 0. De fato
v € o caminho que resolve a Proposi¢ao, pois do Iltem 2 temos

max J(y(t)) = max J(Vige) = J(v)

pois 1/ty € (0,1]. Temos também que J(y(1)) = J(vy,) < O, fy(%) = v, observando que

1/to € (0, 1]. Finalmente, pela hipétese da Proposi¢cdo, temos

Y(E)(X) = vigelx) = v (tit) >0,V xRV
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Apéndice G: Existéncia da Primeira Autofuncao

Neste apéndice, estamos interessados, em caracterizar o primeiro autovalor do problema
—Au+V(x)u=Au, ue HY(RY) (2.29)

e a sua autofuncdo associada.

Lema 2.11 Assuma (\1), (V). Se Ao < Vi, onde \q é dado em (f,), entdo \q é autovalor

do problema (2.29) e existe uma autofuncdo correspondente ¢, positiva em RN .

Demonstracao: Existe R,§ > 0, tal que V/(x) > Ao + 0, para |x| > R. Como

: . Vul?> + V(x)u?dx
Ao =info(—A+V(x)) = uew\f{o} / |f u2dE< )

O principio variacional de Ekeland, implica na existéncia de uma seqiiéncia (u,) C H, tal que

lunll 2y =1, Jluall* = Ao

/(Vuan + V(x)u,v)dx — p, / upvdx = o(||lup)|Iv|.V veH (2.30)

onde w, & o multiplicador de Lagrange. Sem perda de generalidade, assuma u, > 0. E claro
que existe ¢q tal que
u, = ¢g em H,
Up — d)O em L%OC(RN)’

Un(x) = do(x) qtp em RV,

Tomando v = u, em (2.30), usando o fato que ||u,]|> = Ao juntamente com as afirmacdes

anteriores, temos que

/(Vd)on + V(x)pov) dx = )\O/cpovdx,v veH

Se ¢o # 0, entdo ¢g é autofungdo do problema (2.29) e do principio do maximo, junta-

mente com o fato que u,(x) — ¢o(x), gtp em RN | temos que ¢y > 0.



Basta mostrar que ¢ # 0. De fato, suponha por contradicdo que ¢ = 0. Entao

/ uvidx — [ ¢odx =0,
Br

Br

Assim de (2.30), temos que fB,‘% urdx — 1

dy = / (Wt + V(x)2) dx + ol aall) | ]
> / V(x)u2dx + o(||uall)l|a]
By
> (>\o+5)/ w2dx + o(||unll) |l
By

— >\0+5

0 que é uma contradi¢cdo, pois W, — Ao.
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