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-INTRODUÇAO 

No presente trabalho apresenta-se uma maneira de se fazer uma partição 

dos torneios hamiltonianos, fazendo-se uso dos conceitos de ciclo car-

actedstico, caracterÍstica dclica e de diferença cfclica. 

No capitulo 1 são apresentadas as definições básicas, que serão necessárias 

no decorrer deste trabalho, além de algumas observações referentes a 

resultados básicos e simples, os quais são citados, juntamente com sua 

bibliografia, para sanar qualquer dúvida que não esteja tratada aqui, 

devido ao fato de não serem imprescindÍveis ao desenvolvimento desta 

dissertação. 

No capitulo 2 há uma singela introdução para a Teoria de Homotopia 

Regular de Digrafos, partindo, logo após, no rumo dos conceitos de ci-

elo caracteristico, caracterÍstica dclica e de diferença dclica. 
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No capitulo 3 temos vários resultados que culminarão no teorema prin­

cipal deste trabalho, o Teorema de Classificação dos Torneios Hamilto-

nianos. 

No capitulo 4 são citados dois resultados referentes a torneios hamilto­

nianos cuja diferença ciclica é igual a dois. 

Finalizando, no apêndice se encontram os exemplos apresentados ao 

longo da dissertação. 



Capítulo 1 

PRELIMINARES 

Ao longo deste texto precisaremos das seguintes definições, a saber: 

DEFINIÇÃO l.l:Um digrafo será chamado torneio,se cada par de 

seus vértices estiver unido por exatamente um único arco. 

DEFINIÇÃO 1.2:V(T) e A(T) denotarão respectivamente, o con-

junto dos vértices e o conjunto dos arcos do torneio T. Se n é a cardi­

nalidade de V (T), diremos que o torneio T tem ordem n e passaremos 

a denotá-lo por Tn. 

3 



4 CAPfTULO 1. PRELIMINARES 

DEFINIÇÃO 1.3:Seja v um vértice de Tn, então ao subtorneio obtido 

de Tn, deletando-se o vértice v e todos os arcos adjacentes a ele, será 

denotado por Tn-V. 

DEFINIÇÃO 1.4:Dado um ciclo C de Tn, (V( C)) denotará o subtorneio 

induzido de Tn através dos vértices de C. 

DEFINIÇÃO 1.5: Sejam A e B subtorneios de Tn, então B -+ A de-

notará que todos os vértices de B são predecessores de todos os vértices 

de A. 

DEFINIÇÃO 1.6: Um torneio de ordem n, no qual existe um ci­

clo que passa por todos os vértices do mesmo, será chamado de torneio 

H amiltoniano de ordem n ou simplesmente H amiltoniano, sendo deno­

tado por Hn· 

DEFINIÇAO 1.7: Um homomorfismo de um torneio Tn em um 

torneio Rm, é uma aplicação p: V(Tn) -+ V(Rm), na qual temos que, 

se (v,w) E A(Tn) então tem-se que ou (p(v),p(w)) E A(Rm) ou que 
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p(v)=p(w). 

Como Tn pode ser considerado também como um grupóide comutativo 

( [ 11]), um homomorfismo é também um homomorfismo entre os dois 

grupóides relacionados . Temos também que, se p é sobrejetora, então 

Rm é isomorfo ao grupóide quociente Tn/P· Neste caso, V(Tn) pode 

ser particionado em subtorneios disjuntos s<1), s<2), ... , s<m), tais que 

s(i)- s(j) ~ (wi, Wj) E A(Rm), onde Wi = p(V(S(i))) e 

Wj = p(V(S(j))). 

Diremos então que Tn é a compos·ição das componentes S(i) com o quo­

ciente Rm ([4]) e usaremos a seguinte notação : 

Tn = Rm(S(1), S(2), ... , S(m)). 

DEFINIÇAO 1.8: Um torneio Tn é dito simples se quando a com­

posição Tn = Rm(s<l), s<2), ... , s<m)), implicar que m=1 ou m=n. 

OBSERVAÇÃO 1.9: É fácil de se ver que se Tn admite uma com-

posição com quociente Rm, então Rm é isomorfo a um subtorneio de Tn. 

OBSERVAÇÃO 1.10: Para todo torneio Tn, existe exatamente um 
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torneio quociente simples não trivial([ll]). 

OBSERVAÇAO 1.11: Temos que um torneio Tn é não Hamilto-

niano se e somente se, seu quociente simples é T2. 



Capítulo 2 

A DIFERENÇA CÍCLICA 

DE UM TORNEIO 

Começaremos este capitulo com alguns comentários a respeito da Teo­

ria de Homotopia Regular de Digrafos. 

A Teoria de Homotopia Regular de Digrafos é uma tentativa bem suce­

dida de se tentar definir um conceito de homotopia, semelhante ao já 

existente para superficies, para o caso de digrafos. 

Como se pode ver na referência [1 ], isto se faz possivel através das 

definições do que são pré-topologias, pré-espaços e funções o-regulares 

e o*-regulares, sobre digrafos. 
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Analisando-se detidamente a acima citada referência, vê-se que esta 

maneira pela qual foi definida a homotopia para digrafos é a mais 

"natural", pois são utilizados apenas os dados combinatórios determi­

nados pelo digrafo "abstrato". Em momento algum a representação ou 

realização do digrafo em um certo ambiente é levada em consideração. 

Com essa nova definição de homotopia especifica para digrafos, pode­

mos calcular de maneira análoga à já conhecida homotopia, os respec­

tivos grupos de homotopia regular sobre um digrafo G, que serão de-

notados por Qn(G) e Q *n (G). 

Tem-se também que estes grupos de homotopia regular, relacionam-se 

com os já conhecidos grupos de homotopia clássica, os Tin(P), para um 

determinado poliedro P, através do seguinte resultado: 

Segundo Teorema de Isomorfismo: 

Sejam G um digrafo e K o complexo simplicial associado a G. Então, o 

grupo de homotopia regular Qn(G) é isomorfo ao grupo de homotopia 

Tin(IKI),onde IKI é o poliedro que realiza o complexo simplicial K. 
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Para termos uma idéia de como é esse poliedro conveniente, vamos 

fazer as seguintes observações. 

Seja D=(V(D),A(D)) um digrafo. Dado um subconjunto X C V(D) 

não vazio, ele é chamado testado se existir x E X tal que x --+ X - x. 

X é chamado totalmente testado, se para todo subconjunto não vazio 

A C X, tem-se que A é testado. 

No poliedro IKI os simplexos são aqueles que são gerados pelos subcon­

juntos totalmente testados de D. Particularmente, se D é um torneio Tn, 

os subconjuntos totalmente testados são os subtorneios transitivos.(ver 

[1]) 

Definição 2.1: Um vértice v de Hn é chamado de um vértice neutro 

de H n' se temos que H n - v for um torneio hamiltoniano. O número 

de vértices neutros de Hn será denotado por v(Hn)· 

Observação 2.2: Como 11(Hn) é também o número máximo de subtorneios 

de ordem n - 1 e pela ref. [9] , na qual Moon demonstra que o número 

minimo de k-ciclos em Hn é n-k+l, com 3 ::; k ::; n, temos portanto 

que em Hn (n ~ 4) existem no minimo 2 e no máximo n subtorneios 
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hamiltonianos de ordem n- 1, segue que 2 ::; v(Hn) ::; n. 

Definição 2.3: O torneio An (n ~ 4) com conjunto de vértices 

V(An) = {x1, x2, ... , Xn} e conjunto de arcos 

A(An) = {(xi, Xj);j < i- 1 ou j =i+ 1}, tem somente dois vértices 

neutros, os vértices x 1 e Xn, por isso tal torneio é chamado de torneio 

bineutro de ordem n. 

Definição 2.4: Um subtorneio T' de um torneio T é chamado de 

projetado se existe um vértice de T- T' tal que v .,__ T' ou v --+ T'. Se 

nenhum vértice de T- T' projeta T', então T' é chamado de não pro­

jetado. Se C é um ciclo de T, C 'e dito ser projetado (respectivamente 

não projetado), se (V(C)) é projetado (respectivamente não projetado). 

Teorema 2.5: Um torneio Tn(n ~ 5) é hamiltoniano se e somente 

se, existe um m-ciclo não projetado C, onde 3 ::; m ::; n- 2. 

Demonstração : 

( ===>) Se Tn é hamiltonia.no e n ~ 5, temos pela observação 2.2 que 

2 ::; v(Tn) ::; n, logo podemos tomar v, um vértice neutro de Tn. temos 
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então que Tn - v é torneio hamiltoniano de ordem no mínimo 4 e 

da{ ,novamente usando a observação 2.2, podemos tomar w1 ew2 , dois 

vértices neutros de Tn - v. Suponhamos então que os dois torneios 

hamiltonianos Tn - {v, WJ} e Tn - {v, w2} são ambos projetados , 

ou seja, estamos supondo que qualquer m-ciclo C é projetado, onde 

3 ::; m ::; n- 2. 

Observemos que w1 não pode projetar Tn- {v, w1}, pois se assim ocor-

resse Tn- {v, w2} não seria hamiltoniano, porque teriamos que 

WJ --+ Tn - {v, w2, WJ} ou que WJ +- Tn{ v, w2, WJ}. Vemos também 

que w2 não pode projetar Tn-{ v, WJ, w2}, pois, caso contrário, teriamos 

que w2--+ Tn- {v, WJ, w2} 011. que w2 +- Tn- {v, WJ, w2} e portanto 

chegariamos a conclusão de que Tn - {v, WJ} não seria hamiltoniano. 

Conclu{mos então que no m{nimo um dos dois torneios, Tn- {v, WJ} 

ou Tn - {v, w2} é não projetado e por conseguinte, temos que em Tn 

existe no mÚúmo um (n-2)-ciclo que é não projetado. 

( {::::==) Se Tn é não hamiltoniano temos que Tn = T2(Sl, 8 2), logo cada 

ciclo de Tn está na componente 8 1 ou na 8 2 e em qualquer um dos dois 

casos, tal ciclo é projetado. 



12 CAPíTULO 2. A DIFERENÇA CÍCLICA DE UM TORNEIO 

Observação 2.6: Notemos que os torneios hamiltonianos H 3 e H 4 

também possuem m-ciclos não projetados, só que a condição de que 

m :::; n- 2, não é mais satisfeita. 

Proposição 2. 7: Seja C um ciclo não projetado de Hn e v um vértice 

não pertencente a C. Então existe um ciclo que passa por todos os 

vértices de H n - v, ou seja, temos que H n - v é hamiltoniano, o que 

equivale a dizer que v é um vértice neutro de H n· 

Demonstração: 

Suponha que dadas as hipóteses acima, tivéssemos que H n- v não fosse 

hamiltoniano. Então teriamos que Hn- v= T2(Sl, 8 2). Logo, como C 

é um ciclo, o1t C estaria em 8 1 ou então em 8 2 , o que implicaria que 

C seria um ciclo projetado, o que gera uma contradição. 
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Esta proposição motiva a seguinte definição: 

Definição 2.8: Seja C um ciclo não projetado de Hn. Defina o con­

junto Pc = V(Hn)- V(C), o qual consiste de vértices neutros de Hn, 

que neste caso serão chamados de polos de C. 

Definição 2.9: Um ciclo não projetado C de Hn é dito ser minimal, 

se para cada ciclo C', tal que V(C')CV(C), temos que C' é projetado 

por pelo menos um vértice de Hn. Um ciclo é chamado caracterÍstico 

se ele possue o menor comprimento entre todos os ciclos minimais. Ou 

seja, é um ciclo minimal com o menor comprimento. O comprimento 

de um ciclo caracteristico é chamado de caracterÍstica cÍclica de H n 

e é denotado por cc(Hn)· Ao número dado pela diferença n- cc(Hn) é 

dado o nome de diferença cÍclica de Hn e usaremos a notação cd(Hn)· 
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Observação 2.10: Notemos que se C é um ciclo caracteristico de 

Hn, temos então que cd(Hn)= # Pc, de fato: seja k, o comprimento do 

ciclo caracterfstico C; assim C possui k vértices e a cc(Hn)= k. Como 

Pc = V(Hn) - V(C), temos que# Pc = #V(Hn) - #V(C)= n- k. 

Por outro lado, temos que cd(Hn)= n- cc(Hn) = n- k. 

-------
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(*=)Se C é ciclo minimal e v é polo de C, então pela definição 2. 8, 

v é um vértice neutro de H n. 

Observação 3.2: Se v é vértice neutro de Hn, em geral não existe 

ciclo caracteristico C, tal que v E Pc (Vide exemplo 2). 

Corolário 3.3: O conjunto de vértices neutros de H n' é a união dos 

conjuntos dos polos dos ciclos minimais de Hn. Portanto segue que 

Demostração: 

Pela proposição 3.1, a pnmezra afirmação é óbvia. Para verificar a 

outra afirmação, basta lembrar que cd(Hn) = n- cc(Hn) e notar que 

se houver mais que um ciclo caracteri~tico em H n' haverá pelo menos 

um vértice neutro que não será contado pela cd(Hn)· 

Proposição 3.4: cd(Hn)=v(Hn) se, e somente se, em Hn existe um 

único ciclo mini mal (o ciclo caracterfstico). 

Demonstração: 
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(~)Suponha que em H n existam exatamente m (com m> 1) ciclos 

minimais. Então no minimo um é caracteristico. Denote tal ciclo por 

C. Além disso, se C' é um ciclo minimal diferente de C, existe um 

vértice neutro v E Pc,, que não é um elemento de Pc, isto é, temos 

que 

#Pc < v(Hn), logo cd(Hn) < v(Hn) pela proposição 2.10, o que é uma 

contradição. 

( Ç:== )Denote por C o único ciclo minimal de Hn e suponha que 

cd(Hn) < v(Hn)· Então e:riste um vértice neutro v tal que v ri. Pc. 

Logo um novo ciclo minimal C' pode ser obtido pela proposição 3.1, o 

que é uma contradição. 

Proposição 3.5: Se Hn é a composição Hn = H:n(s<1), s<2), ... , s<m)) 

com torneio quociente H~ 1 , então cc(Hn) = cc(H:n). 

Demonstração: 

' (i)Seja C' um ciclo característico de H:n, então (C') é isomorfo a um 

subtorneio de Hn que não é projetado, pois C'é não projetado em H:n. 
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Temos também que para cada ciclo C" de H :r,_ tal que 

V(C") C V(C'), C" é projetado em H:n_, logo tem-se que (C") é iso­

morfo a um subtorneio que é projetado em Hn. Portanto temos 

cc(H:n_) 2': cc(Hn). 

(ii)Seja C um r-ciclo não projetado de Hn, usando-se a projeção canônica 

p, temos que p(C) é não projetado e não está contido em nenhuma com­

ponente s(i). 

Então temos duas alternativas: ou p(C) também é um r-ciclo, ou então 

p(C) é um s-ciclo, onde s < r. De qualquer modo conclui-se que, dado 

um r-ciclo C não projetado em H n, obtemos um s-ciclo não projetado 

em H:r,_, onde s::; r. Portanto, isto implica que cc(Hn) 2': cc(H:n_). 

Das partes (i) e (ii}, conclui'mos que cc(Hn) = cc(H:n_). 

Proposição 3.6: Seja Hn = H:n_(s<1), s<2), ... , s<m)), então v é um 

vértice neutro de H n se, e somente se, v está inclufdo em uma compo­

nente não unitária, ou p( v) é um vértice neutro de H:n_, onde 

p:V(Hn) ~ V(H:r,_) é a projeção canônica. 
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Demonstração: 

(==::::})Se v é um vértice neutro, então ou v está inclu{do em muma com­

ponente não unitária e uma das conclusões já fica satisfeita, ou então 

existe io ,tal que s(io) = p( v). 

Se ocorre o segundo caso, temos que p(slv) é vértice neutro de H:n, pois 

p(Hn- v)= H:n(s<l), s<2), ... , sCm))- s<io) e como pé homomorfismo 

e H n- v hamiltoniano, então temos que H:n ( s<l), s<2), ... , sCm)) - S(io) 

é hamiltoniano. 

(~)seja s< io) = p( v)' então temos que o torneio 

H:n(s<l), s<2), ... , s<m))- S(io) é hamiltoniano, mas temos também que 

tal torneio é isomorfo a um subtorneio não projetado de H n- v. Se..fa C 

o ciclo desse subtorneio de H n- v. Como C é não pro_jetado e v E V (C) 

, temos pela proposição 2. 7 que Hn- v é hamiltoniano. 

Proposição 3. 7: Seja H:n um subtorneio hamiltoniano de Hn. Então 

Demonstração: 
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Demonstraremos, equivalentemente, que cc(H:r,J 2: cc(Hn)- n + m. 

(i) Verifimremos primeiro para m = n - 1. 

Seja cc(H~_ 1 ) =h e consideremos um ciclo caracteri.c;tico Ch em 

H~-1 = Hn- v. 

-Se v não projeta Ch, então Ch é um ciclo não projetado em Hn. Segue 

que cc(H~_ 1 ) 2: cc(Hn). Assim temos que cc(H~_ 1 ) > cc(Hn) - 1. 

- Se v projeta Ch, então existe um vértice w E V(H~_ 1 )\ V(Ch), tal 

que v não projeta (V (C h) U { w}), pois caso contrário H n não seria 

hamiltoniano. 

Desde que w não projeta Ch, pois este é não projetado, podemos con­

struir um ciclo Ch+l, cujo conjunto de vértices é V (C h) U { w}, o qual 

é não projetado em Hn. portanto cc(H~_ 1 ) 2: cc(H n)- 1. 

(i i) Tomemos agora o caso geral, onde temos 3 ::; m ::; n - 1. N e.c;te 

caso duas possibilidades diferentes devem ser consideradas: 

ii.l) Existe uma cadeia de subtorneios hamiltonianos 
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Nesta situação, u~c;amos passo a passo a parte (i) actma, obtendo 

cc(H:n) ~ cc(Hn)- n + m. 

ii.2)Existe um torneio hamiltoniano H;(m ~ s(n) tal que, entre H:n e H;, 

existe uma cadeia de torneios hamiltonianos, como a descrita na parte 

ii.l), enquanto que para cada torneioT;+l tal que V(H;) c V(T;+1), T;+l 

é não hamiltoniano, ou seja, H; é projetado por todos os vértices de 

V(Hn)\ V(H;) = {VI, V2, ... , Vn-s}. 

Então temos que Hn = H~_ 8 ({ v1}, { v2}, ... , { Vn-s}, H~). 

Segue então que cc(Hn) = cc(H~-s+l) < n- s, usando-se as proposição 

3.5 e o Teorema 2.5. 

Temos portanto que: 

cc(Hn)- n + m < -s + m < cc(H~)- s + m ~ cc(H:n), onde a última 

desigualdade segue da parte ii.l). 

Observação 3.8: Se tivéssemos definido um ciclo caracteristioo como 

sendo um ciclo mínima} com comprimento máximo, teriamos verdadeira 

uma propriedade similar à proposição 3.5, porém, uma propriedade sim­

ilar à proposição 3. 7 já não seria valida. 
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De fato , observe-se em H 8 do exemplo 2. 

Temos que o 5-ciclo x2, X3, . .. , XG, x 2 é minimal com comprimento máximo. 

ou seja, 8 - 5 = 3, enquanto que: 

-em H8 - x 4 cada 3-ciclo minimal tem comprimento máximo, ou seja, 

7-3 = 4. 

- em H8 - x1 o ciclo x2, X3, X4, x5, x2 é minimal com comprimento 

máximo, então 7 - 4 = 3. 

- em H 8 - x 8 o 5-ciclo x 2, x 3 , ... , x 6, x 2 é mínima} com comprimento 

máximo, logo temos 7 - 5 = 2. 

Corolário 3.9: Se C é um ciclo caracterfstico de Hn e v é um polo de 

C, temos que cd(Hn) ~ cd(Hn- v)~ cd(Hn)- 1. 

Demostração: 

Como v é um polo de C, C é também um ciclo não projetado de H n- v. 

Então temos que cc(Hn- v)~ cc(Hn)· 

Portanto: 

n- 1- cc(Hn- v) ~ n- 1- cc(Hn) ,e 

cd(Hn- v) ~ cd(Hn) - 1. 
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Agora u.s1tndo-se a proposição 3. 7, terminamos por obter: 

cd(H n) 2:: cd(Hn - v) 2:: cd(H n) - 1. 

Proposição 3.10:Seja H:n_ um subtorneio hamiltoniano de Hn, então 

temos que v(H:n) ~ v(Hn)· 

Demostração: 

(i) Vamos provar primeiro param= n- 1. 

Suponha qu.e u é u.m vértice neutro de Hn-1 = Hn- v, e u não é u.m 

vértice neutro de Hn, ou. seja, qu.e Hn- u não é hamiltoniano. 

Temos então que o quociente simples de H n - u é T2 e uma das com-

/ 

ponentes é necessariamente {v}, pois caso contrário, teríamos que 

Hn- {v, u} seria não hamiltoniano. 

Segue da{ que, ou u --+ v --+ H n - { u, v} ou u +-- v +-- H n - { u, v}. 

Agora, se tomarmos u ', um vértice neutro de Hn - v diferente de u, 

como v não pode projetar H n - { u', v}, temos que u' é também vértice 

neutro de Hn. Então existe no máximo um vértice neutro de Hn-l, o 

qu.al não é um vértice neutro de H n. 

Como v é vértice neutro de H n e não de H n - v, segue que 
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v(Hn-d ~ v(Hn)· 

(i i) Provemos agora o caso geral: 

Se existe uma cadeia de subtorneios hamiltonianos H:n+l, ... , H~_ 1 , tal 

que V(H:n) C V(H:n+1) C ... C V(H~_ 1 ) c V(Hn) então 

v(H:n) ~ v(H:n+1) ~ ... ~ v(Hn). 

Caso contrário, existe um H~ como em ii.2) da demonstração 3. 7 e 

então v(H:n) ~ v(H~) e também v(H~) ~ v(Hn) pela proposição 3.6 e 

pelo fato de que H~ é uma componente de Hn. 

Proposição 3.11:Para cada n ~ 5, o torneio bineutro An possm 

cd(An) = 2 e contém como único ciclo minimal, o ciclo x2, x3, ... , Xn-1, x2. 

Demonstração: 

Demonstraremos por indução em n. 

Para n=5, x2, x3, X4, x2 é o único ciclo minima.l e cd(A5) = 2. 

Assuma que cd(An-1) = 2 e An-1 possui somente o ciclo minimal 

Considere An obtido de An_1, através da adição do vértice Xn, sucessor 
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de Xn-1 e predecessor de todos os outros vértices de An_1. 

Em An todos os (n-3)-ciclos são projetados; de fato, temos que Xn pro­

jeta o ciclo x2, X3, ... , Xn-2, x2, o qual é não projetado em An-1 e temos 

também que o Único (n-3)-ciclo incluindo Xn é o dclo X4, :z.:5, ... , Xn, X4, 

que é projetado por x 1 . 

Além disso, o (n-2)-ciclo x2, x3, ... , Xn-1, x2 é o único ciclo de ordem 

(n-2) q'ue é não projetado em An. Portanto cd(An) = 2. 

TEOREMA 3.12:(Teorema de Classificação dos Torneios Hamilto­

nianos) 

Seja Hn(n ~ 5) um torneio hamiltoniano de ordem n, então 

2::; cd(Hn)::; n- 3, ou seja, 3::; cc(Hn)::; n- 2. 

Reciprocamente, para cada n ~ 5 e para cada h, tal que 2 ::; h ::; n- 3, 

existem torneios hamiltonianos Hn com cd(Hn) = h. 

Demonstração: 

(í)A partir do teorema 2.5, temos: 

3::; cc(Hn) ::; n- 2 

- n + 3 ::; -n + cc(Hn) ::; -2 



26CAPíTULO 3. PARTICIONANDO OS TORNEIOS HAMILTON/ANOS 

2 :::; n- cc(Hn) :::; n- 3 

2:::; cd(Hn) :::; n- 3 

(ii)Para n ;:::: 5 e h 

cd(An) = 2 

2 temos que o torneio An satisfaz a condição 

Agora para n ;:::: 5 e 2 :::; h :::; n- 3. Tomemos o torneio bineutro An-h+2 

de ordem n-h+ 2, com conjunto de vértices V { x1, x2, ... , Xn-h+2}. 

Definamos Hn := An-h+dTh-1• { x2}, ... , { Xn-h+2}), como a composição 

obtida a partir· de An-h+2, trocando-se a componente {x1 } por qualquer 

torneio Th-l, de ordem h-1. 

Pela proposição 3.5 temos: 

cc(An-h+2) = n- h = cc(Hn) 

Então: 

cd(Hn) = n- cc(Hn) = n- n +h= h 

Portanto: cd(Hn) = h. 

Observação 3.13:Para n=4, tem-se que no torneio H4, 

cd(H4) = 1 e cc(H4) = 3 

Para n=3, tem-se que no torneio H3, cd(H3) = O e cc(H3) = 3. 
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Observação 3.14:Um torneio simples Hn com cd(H,.) = h pode ser 

obtido de um torneio bineutro An, através da reversão do arco (xi, Xi+h-I), 

para cada i 2: 3 e h 2: 3 tal que i + h ::; n - 1 

Assim para cada h admissivel, existe também torneios simples Hn com 

cd(Hn) =h 2: 4. 

Observação 3.15:0s torneios simplesmente desconexos, têm carac­

tedstica dclica igual a 3. 

Corolário 3.16:A coleção 'Hn,h={Hn: torneios hamiltonianos de or­

dem n com cd(Hn) = h}, para cada n 2: 5 e para cada h tal que 

2 ::; h ::; n - 3, é uma partição do conjunto dos torneios hamiltonianos 

de ordem maior ou igual a 5. 
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Observação 3.17:Se à coleção descrita acima, adicionarmos as 

seguintes classes: 

'H3,o={H3: 3-ciclo}, e 

'H.4,1={H4: torneio hamiltoniano de ordem 4}, 

obteremos uma partição de todos os torneios hamiltonianos. 



Capítulo 4 

TORNEIOS Hn COM 

cd(Hn)=2 

Proposição 4.1:Qualquer Hn(n 2:: 6) com cd(Hn) = 2 é simples. 

Demonstração: 

Suponha que H n não seja simples e considere a sua respectiva com-

. - H H (S(l) s<Z) S(m)) d H ' . . l poszçao n = m , , ... , , on e m e quoczente stmp es 

relacionado a H n. 

Agora considere C, um (n-2)-ciclo não projetado de Hm. Desde que 

Hm pode ser identificado com um subtorneio de Hn, C pode ser consid-

29 
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erado também como um ciclo não projetado de H n, o que origina uma 

contradição, pois isso significaria que: 

cc(Hn) ~ m- 2 

- n + cc(Hn) ~ -n + m- 2 

n- cd(Hn) 2 n- m + 2 > 2 

cd(Hn) > 2 

Atingimos um ponto onde somos capazes de obter uma caracterização 

estrutural dos torneios Hn com cd(Hn) = 2. 

Para H 5 , segue do teorema 2.5, que cd(H5 ) = 2. 

Para n=6, pode-se verificar que existem somente dois torneios H s com 

cd(H s) = 2, o torneio bineutro As e o torneio H~ obtido de As a partir 

da reversão do arco (x2 , x5) (Vide exemplo 3). 

Em geral vale a seguinte proposição: 
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Proposição 4.2:Para n ~ 7, os torneios bineutros An são os únicos 

torneios com diferença cfclica igual a 2. 

Demonstração: 

Provaremos por indução em n. 

Para n=7, podemos obter H7 com cd(H7) = 2, somente pela adição de 

um vértice v a A6 ou a H6. 

Se considerarmos A6, como v deve pro_ietar o ciclo caracteri~tico de A6, 

obtemos oito diferentes possibilidades, consideradas as ad_iacências de 

v, mas somente o caso em que H1 = A1 temos a condição cd(H7) = 2 

satisfeita, pois nos outros casos ou H 7 contém um subtorneio cu.ia 

diferença ciclica é 3 ou não é hamiltoniano. 

Se considerarmos H~, como v deve pro_ietar os quatro 4-ciclos de H~, v 

deve necessariamente pro_ietar H~. Então, começando a partir de H~, 

um torneio H 7 com cd(H7) = 2 não pode ser construido. 

Agora assumamos que para cada n > 7, An é o único torneio com 

cd(An) = 2. Consideremos um torneio Hn+l· Desde que cd(Hn+l) 

deve ser igual a dois e Hn+l não pode incluir um subtorneio Hn, com 

cd(Hn) > 2, Hn+l somente pode ser obtido pela adição de um vértice v 



32 CAPíTULO 4. TORNEIOS HN COM CD(HN)=2 

a An. 

Similarmente como antes , obtemos oito diferentes casos , mas a condição 

cd(Hn+I) = 2 é satisfeita somente quando Hn+I = An+I· 



Apêndice A 

EXEMPLOS 
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EXEMPLO 1: 

Flg. 1 

Na figura número 1 acima, temos um exemplo de um torneio bineu-

tro. 

Nesta figura temos o torneio bineutro de ordem 7, o A7. 

Podemos verificar prontamente que os vértices x 1 e X7 são seus vértices 

neutros. 
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Observe-se que o ciclo x2, x3, x4, xs, X6, x2 é um ciclo caractedstico. 

Com as observações acima, temos então que, para este torneio, sua car­

actedstica dclica e sua diferença dclica são respectivamente: cc(A7)=5 

e cd(A7 )=2. 
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EXEMPLO 2: 

Fig. 2 

O torneio hamiltoniano descrito na figura 2, o qual indicaremos por 

H 8 , é um torneio que contém o torneio bineutro A7, bastando para 

verificar esta afirmação retirar o vértice x2 . 

O ciclo x1, x2, X3, x1 é caracterlstico. 

Enquanto que o ciclo x4, xs, X6, X7, xg, x4 é minimal. 

Temos então que cc(H8 )=3 e cd(H8 )=5. 
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EXEMPLO 3: 

Fig. 3 

Neste exemplo referente à figura :3, temos um torneio de ordem 6 

com quatro ciclos caracterfsticos. Vamos denotá-lo por H~. 

Temos como ciclos caracterfsticos de H~, os ciclos: 
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Como se pode ver, todos os ciclos citados acima, são 4-ciclos, portanto 

parar o torneio H~ temos que cd(H~)=2. 
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EXEMPLO 4: 

Fig. 4 

Neste exemplo denotaremos o torneio hamiltoniano da figura 4 por 

Para H8 , temos que cd(H8 )=3, pois temos os seguintes 5-ciclos que são 

, 
característicos: 
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Temos cada subtorneio hamiltoniano de ordem 7 de H8 , também com 

diferença ciclica igual a 3. A seguir relacionamos tais subtorneios e seus 

respectivos ciclos caracteristicos: 

x 8 , x2, x3, X4, x 5 , xs, X7, xs e ciclo caracterfstico xs, x2, x3, xs, xs; 

x 1, x2, x 4, x 5, x 6, x 7, x8, x 1 e ciclo caracterfstico x 5 , xs, x 7, x 8 , x 5 ; 

x 1, x2, X7, x3, x 6, x 8 , x 5 , x 1 e ciclo caracterfstico x2, X3, xs, Xs, x2; 

xs, X4, x 1, x2, x7, xs, X3, xs e ciclo caracterfstico x1, x2, x3, xs, x1; 

xi, x2, x3, x4, x 5 , x7, xs, XI e ciclo caracterfstico XI. x2, X7, xs, x 1; 

XI, X2, X3, X4, X5, X6, Xg, XI e ciclo caracterfstico X2, X3, X6, Xg, X2j 

XI, x2, x3, x4, x 5 , xs, X7, x1 e ciclo caracterfstico x1, x2, x3, X4, xi. 
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