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INTRODUCAO

No presente trabalho apresenta-se uma maneira de se fazer uma partigao
dos torneios hamiltonianos, fazendo-se uso dos conceitos de ciclo car-
acteristico, caracteristica ciclica e de diferenca ciclica.

No capftulo 1 sao apresentadas as definigoes basicas, que serdo necessarias
no decorrer deste trabalho, além de algumas observacoes referentes a
resultados basicos e simples, os quais sao citados, juntamente com sua
bibliografia, para sanar qualquer divida que nao esteja tratada aqui,
devido ao fato de nao serem imprescindfveis ao desenvolvimento desta
dissertacao.

No capitulo 2 ha uma singela introdugao para a Teoria de Homotopia
Regular de Digrafos, partindo, logo apds, no rumo dos conceitos de ci-

clo caracteristico, caracteristica ciclica e de diferencga ciclica.
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No capftulo 3 temos varios resultados que culminarao no teorema prin-
cipal deste trabalho, o Teorema de Classificacao dos Torneios Hamilto-
nianos.

No capftulo 4 sao citados dois resultados referentes a torneios hamilto-
nianos cuja diferenca ciclica é igual a dois.

Finalizando, no apéndice se encontram os exemplos apresentados ao

longo da dissertagao.



Capitulo 1

PRELIMINARES

Ao longo deste texto precisaremos das seguintes defini¢oes, a saber:

DEFINICAO 1.1:Um digrafo serd chamado torneio,se cada par de

seus vértices estiver unido por exatamente um unico arco.

DEFINICAO 1.2:V(T) e A(T) denotarao respectivamente, o con-
junto dos vértices e o conjunto dos arcos do torneio T. Se n é a cardi-
nalidade de V(T), diremos que o torneio T tem ordem n e passaremos

a denota-lo por T,,.



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

DEFINICAO 1.3:Seja v um vértice de T}, entao ao subtorneio obtido
de T, deletando-se o vértice v e todos os arcos adjacentes a ele, sera

denotado por T,-v.

DEFINICAO 1.4:Dado um ciclo C de T, (V (C)) denotaré o subtorneio

induzido de T,, através dos vértices de C.

DEFINICAO 1.5: Sejam A e B subtorneios de T, entdo B — A de-
notara que todos os vértices de B sao predecessores de todos os vértices

de A.

DEFINICAO 1.6: Um torneio de ordem n, no qual existe um ci-
clo que passa por todos os vértices do mesmo, sera chamado de torneio
Hamiltoniano de ordem n ou simplesmente Hamiltoniano, sendo deno-

tado por H,.

DEFINICAO 1.7: Um homomorfismo de um torneio T, em um
torneio R,,, é uma aplicagdo p: V(T,) — V(R,), na qual temos que,

se (v,w) € A(T,) entao tem-se que ou (p(v), p(w)) € A(R,) ou que



p(v)=p(w).

Como T,, pode ser considerado também como um grupédide comutativo
([11}), um homomorfismo é também um homomorfismo entre os dois
grupdides relacionados . Temos também que, se p € sobrejetora, entao
R,, é isomorfo ao grupéide quociente T,/p. Neste caso, V(T},) pode
ser particionado em subtorneios disjuntos S S@ . S0 tais que
SO 5 8W = (w;, w;) € A(Ry), onde w; = p(V(S®)) e

w, = p(V (S9)).

Diremos entao que T}, é a composicao das componentes S@ com o quo-
ciente R,, ([4]) e usaremos a seguinte notagao :

Ty = R (S, 8@ gm)y,

DEFINICAO 1.8: Um torneio T, é dito simples se quando a com-

posicao Ty = Rp(SMW, 8@ 8 implicar que m=1 ou m=n.

OBSERVAGCAO 1.9: E facil de se ver que se T,, admite uma com-

posicao com quociente R,,, entao R,, € isomorfo a um subtorneio de T,,.

OBSERVAQAO 1.10: Para todo torneio T,,, existe exatamente um
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torneio quociente simples nao trivial([11]).

OBSERVACAO 1.11: Temos que um torneio T, é nio Hamilto-

niano se e somente se, seu quociente simples é To.



Capitulo 2

A DIFERENCA CICLICA

DE UM TORNEIO

Comecaremos este capitulo com alguns comentérios a respeito da Teo-
ria de Homotopia Regular de Digrafos.

A Teoria de Homotopia Regular de Digrafos é uma tentativa bem suce-
dida de se tentar definir um conceito de homotopia, semelhante ao ja
existente para superficies, para o caso de digrafos.

Como se pode ver na referéncia [1], isto se faz possivel através das
definigées do que sao pré-topologias, pré-espagos e fungoes o-regulares

e o*-regulares, sobre digrafos.
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Analisando-se detidamente a acima citada referéncia, vé-se que esta
maneira pela qual foi definida a homotopia para digrafos é a mais
"natural”, pois sao utilizados apenas os dados combinatérios determi-
nados pelo digrafo ”abstrato”. Em momento algum a representacao ou
realizacao do digrafo em um certo ambiente é levada em consideracao.
Com essa nova definicio de homotopia especifica para digrafos, pode-
mos calcular de maneira analoga a ji conhecida homotopia, os respec-
tivos grupos de homotopia regular sobre um digrafo G, que serao de-
notados por @,(G) e Q x, (G).

Tem-se também que estes grupos de homotopia regular, relacionam-se
com os ja conhecidos grupos de homotopia classica, os I1,,(P), para um

determinado poliedro P, através do seguinte resultado:

Segundo Teorema de Isomorfismo:

Sejam G um digrafo e K o complexo simplicial associado a G. Entéo, o

grupo de homotopia regular Q,(G) ¢ isomorfo ao grupo de homotopia

I1,(|K|),onde |K| é o poliedro que realiza o complexo simplicial K.



Para termos uma idéia de como é esse poliedro conveniente, vamos
fazer as seguintes observagoes.

Seja D=(V(D),A(D)) um digrafo. Dado um subconjunto X C V(D)
nao vazio, ele é chamado testado se existir z € X tal que z — X — z.
X é chamado totalmente testado, se para todo subconjunto nao vazio
A C X, tem-se que A é testado.

No poliedro | K| os simplexos sdo aqueles que sao gerados pelos subcon-
juntos totalmente testados de D. Particularmente, se D é um torneio 7,

os subconjuntos totalmente testados sao os subtorneios transitivos. (ver

[1])

Definicao 2.1: Um vértice v de H, é chamado de um vértice neutro
de H,, se temos que H, — v for um torneio hamiltoniano. O nimero

de vértices neutros de H,, sera denotado por v(H,).

Observagao 2.2: Como v(Hp) é também o nimero méaximo de subtorneios
de ordem n — 1 e pela ref.[9] , na qual Moon demonstra que o niimero
minimo de k-ciclos em H,, é n-k+1, com 3 < k < n, temos portanto

que em H, (n > 4) existem no minimo 2 e no maximo n subtorneios
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hamiltonianos de ordem n — 1, segue que 2 < v(H,) < n.

Definicao 2.3: O torneio A, (n > 4) com conjunto de vértices
V(4,) = {z1,29,...,zn} e conjunto de arcos

A(Ay) = {(24,25);5 <i—1o0u j =1+ 1}, tem somente dois vértices
neutros, os vértices z1 e &, por isso tal torneio é chamado de torneio

bineutro de ordem n.

Definigao 2.4: Um subtorneio T’ de um torneio T é chamado de
projetado se existe um vértice de T — T’ tal que v «— T ou v — T”. Se
nenhum vértice de T'— T' projeta T’, entao T’ é chamado de nao pro-
jetado. Se C é um ciclo de T, C ’e dito ser projetado (respectivamente

nao projetado), se (V(C)) é projetado (respectivamente nao projetado).

Teorema 2.5: Um torneio T,(n > 5) é hamiltoniano se e somente
se, existe um m-ciclo nao projetado C, onde 3 < m <n — 2.
Demonstracao :

(=) Se T,, € hamiltoniano e n > 5, temos pela observagao 2.2 que

2 < v(Ty,) < n, logo podemos tomar v, um vértice neutro de T,. temos
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entdo que T, — v é torneio hamiltoniano de ordem no minimo 4 e
dai ,novamente usando a observagao 2.2, podemos tomar wy ewsy, dois
veértices neutros de T, — v. Suponhamos entao que os dois torneios
hamiltonianos T, — {v, w3} e Tp, — {v, w2} sao ambos projetados ,
ou seja, estamos supondo que qualquer m-ciclo C € projetado, onde
3<m<n~2.
Observemos que wy nao pode projetar T,, — {v, w1}, pois se assim ocor-
resse T,, — {v, wp} ndo seria hamiltoniano, porque teriamos que
wy; — Tn — {v,wa, w1} ou que wi — Tp{v,wa,wi}. Vemos também
que wo nao pode projetar T,,—{v, wi, wa}, pois, caso contrdrio, teriamos
que wg — Tp — {v,wy, wa} ou que wo «— T, — {v,w, wa} e portanto
chegam'/amos a conclusao de que T, — {v, wi} ndo seria hamiltoniano.
Concluimos entéo que no minimo um dos dois torneios, T, — {v, w;}
ou Ty, — {v, w3} € nao projetado e por conseguinte, temos que em T,
eriste no minimo um (n-2)-ciclo que € nao projetado.
(=) Se T,, € nao hamiltoniano temos que T, = To(S*, S?), logo cada
ciclo de Ty, estd na componente S* ou na S? e em qualquer um dos dois

casos, tal ciclo ¢ projetado.
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Observacao 2.6: Notemos que os torneios hamiltonianos Hs e Hy
também possuem m-ciclos nao projetados, s6 que a condi¢ao de que

m < n — 2, ndo é mais satisfeita.

Proposigao 2.7: Seja C um ciclo nao projetado de H,, € v um vértice
nao pertencente a C. Entao existe um ciclo que passa por todos os
vértices de H,, — v, ou seja, temos que H, — v é hamiltoniano, o que
equivale a dizer que v é um vértice neutro de H,,.

Demonstragao:

Suponha que dadas as hipoteses acima, tivéssemos que H,— v nao fosse
hamiltoniano. Entdo teriamos que Hy — v = To(S*, S?). Logo, como C
é um ciclo, ou C estaria em S* ou entdo em S?, o que implicaria que

C seria um ciclo projetado, o que gera uma contradicao.
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Esta proposi¢ao motiva a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.8: Seja C um ciclo nao projetado de H,. Defina o con-
junto Pc = V(H,) — V(C), o qual consiste de vértices neutros de H,,

que neste caso serao chamados de polos de C.

Defini¢ao 2.9: Um ciclo nao projetado C de H,, é dito ser minimal,
se para cada ciclo C’, tal que V(C’)CV(C), temos que C’ é projetado
por pelo menos um vértice de H,,. Um ciclo é chamado caracteristico
se ele possue o menor comprimento entre todos os ciclos minimais. Ou
seja, ¢ um ciclo minimal com o menor comprimento. O comprimento
de um ciclo caracteristico é chamado de caracteristica ciclica de H,
e é denotado por cc(H,). Ao nimero dado pela diferenca n — cc(Hy,) é

dado o nome de diferenca ciclica de H,, e usaremos a notacao cd(Hy).
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Observacgao 2.10: Notemos que se C é um ciclo caracteristico de
H,, temos entao que cd(H,)= # Pc, de fato: seja k, o comprimento do
ciclo caracteristico C; assim C possui k vértices e a cc(H,)= k. Como
Pc = V(H,) - V(C), temos que # Pc = #V(H,) - #V(C)=n - k.

Por outro lado, temos que c¢d(H,)= n - cc(H,) = n - k.

‘ UMED A

fOWRG I TESA s e e
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(«=)Se C € ciclo minimal e v é polo de C, entao pela definigio 2.8,

v € um vértice neutro de H,,.

Observagao 3.2: Se v é vértice neutro de H,, em geral nao existe

ciclo caracteristico C, tal que v € Pg (Vide exemplo 2).

Coroléario 3.3: O conjunto de vértices neutros de H,,, é a uniao dos
conjuntos dos polos dos ciclos minimais de H,. Portanto segue que
cd(H,) < v(Hpy).

Demostracao:

Pela proposicao 3.1, a primeira afirmagao € dbvia. Para verificar a
outra afirmagao, basta lembrar que cd(H,) = n — cc(H,) e notar que
se houver mais que um ciclo caracteristico em H,, haverd pelo menos

um vértice neutro que nao serd contado pela cd(H,).

Proposicao 3.4: cd(H,)=v(H,) se, e somente se, em H, existe um
inico ciclo minimal (o ciclo caracteristico).

Demonstragao:
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(==)Suponha que em H, existam exatamente m (com m>1) ciclos
minimais. Entdo no minimo um € caracteristico. Denote tal ciclo por
C. Além disso, se C’ € um ciclo minimal diferente de C, eriste um
vértice neutro v € Po, que nao € um elemento de Pg, isto € , temos
que
#Pc < v(H,), logo cd(H,) < v(H,) pela proposicao 2.10, o que € uma

contradigao.

(«==)Denote por C o unico ciclo minimal de H,, e suponha que
cd(Hy,) < v(H,). Fntao existe um vértice neutro v tal que v ¢ Pcq.
Logo um novo ciclo minimal C’ pode ser obtido pela proposigao 3.1, o

que € uma contradigdo.

Proposigao 3.5: Se H, é a composi¢ao H, = H! (S, 5@ .  §im)

com torneio quociente H,, , entao ce(H,) = cc(H},).

Demonstracgao:

4

(i)Seja C’ um ciclo caracteristico de H! , entio (C') € isomorfo a um

subtorneio de H,, que nao € projetado, pois C’€ nao projetado em H),.
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Temos também que para cada ciclo C” de H), tal que

V(C”) C V(C"), C” é projetado em H),, logo tem-se que {(C”) € iso-
morfo a um subtorneio que € projetado em H,. Portanto temos

cc(H),) > cc(Hy).

(ii) Seja C um r-ciclo nao projetado de H,, usando-se a projegcao canonica
p, temos que p(C) é nao projetado e nao estd contido em nenhuma com-
ponente S@.

FEntao temos duas alternativas: ou p(C) também é um r-ciclo, ou entao
p(C) € um s-ciclo, onde s < r. De qualquer modo conclui-se que, dado
um r-ciclo C nao projetado em H,, obtemos um s-ciclo nao projetado

/
em H,,,

onde s < r. Portanto, isto implica que cc(Hy) > cc(H})).

Das partes (i) e (ii), concluimos que cc(H,) = cc(H!).

Proposigao 3.6: Seja H, = H! (SW 8@ . St entio v é um
vértice neutro de H, se, e somente se, v esta incluido em uma compo-
nente nao unitaria, ou p(v) é um vértice neutro de H,,, onde

p:V(H,) — V(H,,) é a projecao candnica.
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Demonstragao:
(=>)Se v € um vértice neutro, entdo ou v estd incluido em muma com-
ponente nao unitiria e uma das conclusoes jd fica satisfeita, ou entao
existe ig ,tal que S(0) = p(v).
Se ocorre o seqgundo caso, temos que p(slv) € vértice neutro de H), , pois
p(H, —v) = H! (SW 8@ sty _ g0 ¢ como p é homomorfismo
eH,—v h,amiltoniano, entdo temos que H! (SM s@)  gm)y_ glio)

é hamiltoniano.

(<==)Seja S1) = p(v), entdo temos que o torneio

H! (S s@ gm)y_ glio) ¢ hamiltoniano, mas temos também que
tal torneio € isomorfo a um subtorneio nao projetado de H,—v. Seja C
o ciclo desse subtorneio de H,—v. Como C € nao projetado ev € V(C)

, temos pela proposicao 2.7 que H,, — v € hamiltoniano.

Proposigao 3.7: Seja H], um subtorneio hamiltoniano de H,. Entao

cd(H},) < cd(Hn).

Demonstiragao:
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Demonstraremos, equivalentemente, que cc(H])) > cc(Hp) — n + m.
(i) Verificaremos primeiro para m = n — 1.
Seja cc(H!,_,) = h e consideremos um ciclo caracteristico C, em
by =Hp—v.
- Se v nao projeta Cy, entao Cy, € um ciclo nao projetado em H,. Segue

que cc(H!_,) > cc(H,). Assim temos que cc(H]_,) > cc(H,) — 1.

- Se v projeta Cp, entdo eriste um vértice w € V(H] _)\V(Cy), tal
que v nao projeta {V(Cr) U {w}), pois caso contrario H, nao seria
hamiltoniano.

Desde que w nao projeta Cp, pois este é nao projetado, podemos con-
struir um ciclo Cpyq, cujo conjunto de vértices € V(Cp) U {w}, o qual

€ nao projetado em H,. portanto cc(H]_,) > ce(H,) — 1.

(ii) Tomemos agora o caso geral, onde temos 3 < m < n — 1. Neste
caso duas possibilidades diferentes devem ser consideradas:
1.1)Eriste uma cadeia de subtorneios hamiltonianos

twrs Hlvo, . H]_, tais que

V(Hp,) C V(Hpyy) C ... CV(H,_y) CV(Hn).
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Nesta situagao, usamos passo a passo a parte (i) acima, obtendo

ce(H,,) > ce(Hy) —n + m.

ii.2) Existe um torneio hamiltoniano H.(m < s(n) tal que, entre H), e H.,
ezriste uma cadeta de tornetos hamiltonianos, como a descrita na parte
#.1), enquanto que para cada torneioT, | tal que V(H.) C V(T,,1), Ta\4
€ ndo hamiltoniano, ou seja, H. € projetado por todos os vértices de
V(HI\V(H]) = {vi,ve,..., Vn_s}.

FEntao temos que Hy, = H,_({v1},{ve},. .., {va-s}, H.).

Segue entao que cc(H,) = cc(H,,_,. ;) < n—s, usando-se as proposi¢ao
3.5 e o Teorema 2.5.

Temos portanto que:

ce(Hp) —n+m< —s+m < ce(H,) —s+m < cc(H],)), onde a iltima

desigualdade segue da parte ii.1).

Observagao 3.8: Se tivéssemos definido um ciclo caracteristico como
sendo um ciclo minimal com comprimento maximo, teriamos verdadeira
uma propriedade similar a proposi¢ao 3.5, porém, uma propriedade sim-

ilar a proposi¢ao 3.7 ja nao seria valida.
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De fato , observe-se em Hg do exemplo 2.

Temos que o 3-ciclo zg, z3, . . ., Zg, T2 é minimal com comprimento maximo.
ou seja, 8 — 5 = 3, enquanto que:

—em Hg — x4 cada 3-ciclo minimal tem comprimento maximo, ou seja,
7-3=4.

- em Hg — x1 o ciclo x9,x3,%4,Z5 2 € minimal com comprimento
maximo, entao 7 — 4 = 3.

— em Hg — xg 0 b5-ciclo z9,z3,...,Zg, 3 € minimal com comprimento

maximo, logo temos 7 — 5 = 2.

Corolédrio 3.9: Se C é um ciclo caracteristico de H,, e v é um polo de

C, temos que cd(Hy) > cd(Hp, — v) > cd(H,) — 1.

Demostragao:

Como v € um polo de C, C é também um ciclo nao projetado de H,,— v.
Entao temos que cc(Hyp — v) < cc(Hy).

Portanto:

n—1—ce(H,—v)2>2n—1~cc(H,) e

cd(Hp — v) > cd(H,) — 1.
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Agora usundo-se a proposi¢ao 3.7, terminamos por obter:

cd(Hy,) > cd(H, — v) > c¢d(H,) — 1.

Proposicao 3.10:Seja H,, um subtorneio hamiltoniano de H,, entao

temos que v(H, ) < v(H,).

Demostracao:

(i) Vamos provar primeiro param =n — 1.

Suponha que u € um vértice neutro de H,_y = H, — v, e u nao ¢ um
vértice neutro de H,, ou seja, que H, — u nao € hamiltoniano.

Temos entdao que o quociente simples de H,, — u € Te e uma das com-
ponentes é necessariamente {v}, pois caso contrdrio, teriamos que

H, — {v, u} seria nao hamiltoniano.

Segue dai que, ouu — v — Hp, — {u,v} ouu — v — H, — {u,v}.
Agora, se tomarmos u’, um vértice neutro de H,, — v diferente de u,
como v nao pode projetar H, — {u', v}, temos que u’ € também vértice
neutro de H,. Entdo eriste no maximo um vértice neutro de H,_1, o0
qual nao € um vértice neutro de H,.

Como v € vértice neutro de H,, e nao de H, — v, segue que
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v(Hp-1) < v(Hy,).

(ii) Provemos agora o caso geral:

Se existe uma cadeia de subtorneios hamiltonianos H,, ., ..., H,_;, tal

n—17
que V(H])C V(H, ) C...CV(H,_;) C V(H,) entao

v(H;,) £ v(H, 1) < ... <v(Hy).

Caso contrdrio, existe um H! como em .2) da demonstragio 3.7 e

entdo v(H])) < v(H)) e também v(H!) < v(H,) pela proposicao 3.6 e

pelo fato de que H!, é uma componente de H,.

Proposicao 3.11:Para cada n > 5, o torneio bineutro A, possui

cd(Ap) = 2 e contém como tnico ciclo minimal, o ciclo z9, z3, . .., Tn_1, 2.

Demonstracao:

Demonstraremos por indugao em n.

Para n=5, xo, T3, T4, To € 0 unico ciclo minimal e cd(As) = 2.
Assuma que cd(Ap—1) = 2 e An—1 possui somente o ciclo minimal
o, T3,...,Tp-2,Tp-1-

Considere A,, obtido de A,,_,, através da adi¢ao do vértice z,,, sucessor
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de T,_1 e predecessor de todos o0s outros vértices de A,_;.
Em A, todos os (n-3)-ciclos sao projetados; de fato, temos que z,, pro-
jeta o ciclo xo, 3, ..., Tn_2, To, 0 qual € nao projetado em A,_; e temos
também que o dnico (n-3)-ciclo incluindo z,, é o ciclo x4, x5, . .., Tn, Za,
que € projetado por x;.
Além disso, o (n-2)-ciclo x2,z3,...,Tn-1,%2 € 0 unico ciclo de ordem

(n-2) que € nao projetado em A,. Portanto cd(A,) = 2.

TEOREMA 3.12:(Teorema de Classificacio dos Torneios Hamilto-
nianos)

Seja H,(n > 5) um torneio hamiltoniano de ordem n, entao
2<cd(H,) <n-—3,ouseja, 3 <cec(Hp) <n-—2.

Reciprocamente, para cada n > 5 e para cada h, tal que 2 < h <n -3,

existem torneios hamiltonianos H, com cd(H,) = h.

Demonstragao:
(1)A partir do teorema 2.5, temos:
3<ce(Hp) <n—2

~n+3< —n+ce(Hy) < -2
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2<n—ce(Hy,) <n-3

2 < cd(H,) <n-3

(ii)Paran > 5 e h = 2 temos que o torneio A, satisfaz a condigao
cd(A,) =2

Agoraparan > 5 e2 < h < n—3. Tomemos o torneio bineutro Ap,_pi2
de ordem n-h+2, com conjunto de vértices V{z1,x2, ..., Tnnio}.
Definamos H,, := Ap_pio(Thoy, {z2}, . .., {Tn_ni2}), como a composigao
obtida a partir de Ap_pi2, trocando-se a componente {z1} por qualquer
torneio Tp_1, de ordem h-1.

Pela proposi¢ao 3.5 temos:

cc(An—ps2) =n —h = ce(Hy)

Entao:

cd(Hp) =n—ce(Hpy) =n—n+h=nh

Portanto: cd(H,) = h.

Observacao 3.13:Para n=4, tem-se que no torneio Hy,
cd(Hy) =1 e ce(Hy) =3

Para n=3, tem-se que no torneio Hs, cd(Hs) = 0 e cc(Hs) = 3.
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Observagao 3.14:Um torneio simples H,, com e¢d(H,) = h pode ser
obtido de um torneio bineutro A, através da reversao do arco (i, Z;1h—1),
paracadai >3 eh >3 talquei+h<n-—1

Assim para cada h admissivel, existe também torneios simples H,, com

cd(Hp) = h > 4.

Observagao 3.15:0s torneios simplesmente desconexos, tém carac-

teristica ciclica igual a 3.

Coroldrio 3.16:A colegio H,p={H,: torneios hamiltonianos de or-
dem n com cd(H,) = h}, para cada n > 5 e para cada h tal que
2 < h <n -3, é uma particao do conjunto dos torneios hamiltonianos

de ordem maior ou igual a 5.
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Observagao 3.17:Se a colecao descrita acima, adicionarmos as

seguintes classes:

Hao={Hs: 3-ciclo}, e

H,s,1={H4: torneio hamiltoniano de ordem 4},

obteremos uma parti¢ao de todos os torneios hamiltonianos.



Capitulo 4

TORNEIOS r, COM

cd(Hp)=2

Proposigao 4.1:Qualquer H,(n > 6) com cd(H,) = 2 é simples.

Demonstragao:
Suponha que H, nao seja simples e considere a sua respectiva com-
posicao H, = Hp,(SM 8@ . 80} onde H,, é quociente simples
relacionado a H,,.
Agora considere C, um (n-2)-ciclo nao projetado de H,,. Desde que
H,, pode ser identificado com um subtorneio de H,,, C pode ser consid-

29
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erado também como um ciclo nao projetado de H,,, o que origina uma
contradi¢ao, pois isso significaria que:

ce(Hp) <m — 2

—n+ce(Hp) < —n+m—2

n—cd(H,) >2n~-m+2>2

cd(H,) > 2

Atingimos um ponto onde somos capazes de obter uma caracterizagao
estrutural dos torneios H, com cd(H,) = 2.

Para Hg, segue do teorema 2.5, que cd(Hs) = 2.

Para n=6, pode-se verificar que existem somente dois torneios Hg com
cd(Hg) = 2, o torneio bineutro Ag e o torneio Hg obtido de Ag a partir
da reversao do arco (zq,z5) (Vide exemplo 3).

Em geral vale a seguinte proposigao:
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Proposicao 4.2:Para n > 7, os torneios bineutros A, sao os unicos

torneios com diferenca ciclica igual a 2.

Demonstragao:

Provaremos por indugao em n.

Para n=7, podemos obter H; com cd(H7) = 2, somente pela adi¢ao de
um vertice v a Ag ou a Hy.

Se considerarmos Ag, como v deve projetar o ciclo caracteristico de As,
obtemos oito diferentes possibilidades, consideradas as adjacéncias de
v, mas somente o caso em que Hy = A7 temos a condigao cd(Hr) = 2
satisfeita, pois mos outros casos ou Hr; contém um subtorneio cuja
diferenca ciclica é 8 ou ndo € hamiltoniano.

Se considerarmos Hg, como v deve projetar os quatro 4-ciclos de Hi, v
deve necessariamente projetar Hg. Entao, comegando a partir de Hg,
um torneio Hy com cd(H7) = 2 nao pode ser construido.

Agora assumamos que para cadan > 7, A, € o dnico torneio com
cd(Ap) = 2. Consideremos um torneio Hnyy1. Desde que cd(Hypyi)
deve ser igual a dois e H,, ., nao pode incluir um subtorneio H,, com

cd(Hy) > 2, Hnt1 somente pode ser obtido pela adi¢ao de um vértice v
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a An.
Similarmente como antes , obtemos oito diferentes casos , mas a condi¢ao

cd(Hnt1) = 2 € satisfeita somente quando Hyiy = Apyy.



Apéndice A

EXEMPLOS
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EXEMPLO 1:

XT x2

x4

Fig. 1

Na figura niimero 1 acima, temos um exemplo de um torneio bineu-

tro.
Nesta figura temos o torneio bineutro de ordem 7, o A~.
Podemos verificar prontamente que os vértices z; e 27 sao seus vértices

neutros.
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Observe-se que o ciclo z9, T3, 4, 5, T, T2 é um ciclo caracteristico.
Com as observacoes acima, temos entao que, para este torneio, sua car-
acteristica ciclica e sua diferenca ciclica sao respectivamente: cc(A)=>5

e Cd(A7):2.
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EXEMPLO 2:

X<

X
S Fig. 2

O torneio hamiltoniano descrito na figura 2, o qual indicaremos por
Hg, é um torneio que contém o torneio bineutro Az, bastando para
verificar esta afirmacao retirar o vértice zs.

O ciclo z1, z2, x3, 71 € caracteristico.
Enquanto que o ciclo z4, =5, 2¢, 27, Ts, T4 € minimal.

Temos entao que cc{Hg)=3 e cd(Hg)=5.
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EXEMPLO 3:

xg x1

x5

Neste exemplo referente a figura 3, temos um torneio de ordem 6
com quatro ciclos caracteristicos. Vamos denoté-lo por Hj.
Temos como ciclos caracteristicos de H. &, 0s ciclos:
- Ty, Te, Ty, T3, I1
- &1, %2, T5,Te, L1 5
- Tg,Ts, L3, T4, L2 ;

- ¥2,%s, Tp, T4, T2 .
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Como se pode ver, todos os ciclos citados acima, sao 4-ciclos, portanto

parar o torneio H§ temos que cd(Hg)=2.
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EXEMPLO 4:

X1

X5  Fig. a

Neste exemplo denotaremos o torneio hamiltoniano da figura 4 por
Hg.
Para Hg, temos que cd(Hjg)=3, pois temos os seguintes 5-ciclos que sao
caracteristicos:
T2, L3, T4, Ts, L6, T2;
T1, T2, T3, T4, T7,T1;

Tg, Tg, L1, L2, T3, Tg,

X3
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T8, T2, T3, T4,T7,T8;

Ty, T2, T4,Ty, Tg, Ly .

Temos cada subtorneio hamiltoniano de ordem 7 de Hg, também com
diferenga ciclica igual a 3. A seguir relacionamos tais subtorneios e seus
respectivos ciclos caracteristicos:

Tg, T2, L3, T4, Ty, Tg, L7, Tg € ciclo caracteristico Tg, T, T3, Tg, Tg;

Ty, 9, T4, Ts, Tg, L7, Tg, T1 € ciclo caracteristico Zs,Tg, L7, T8, 5,

T, Lo, T7, L3, T, Lg, Ts, T1 € ciclo caracteristico Tg, L3, Lg, Tg, Lo

Tg, T4, T1, T, T7, T, L3, Tg € ciclo caracteristico Ty,%9, X3, T, T1;

Ty, o, T3, T4, Ty, L7, Ty, T1 € Ciclo caracteristico Tq,ZL9, X7, Tg, T1;

1, T2, T3, T4, Ty, Tg, Ts, L1 € ciclo caracteristico o, T3, Tg, Ts, T2,

Z1,To, T3, T4, T, Tg, L7, T1 € ciclo caractenistico xq, T, 3, T4, T1.
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