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RESUMO

O objetivo principal deste trabalho é o estudo de varias formas do principio de maximo para
operadores elipticos de segunda ordem aplicadas as solucgoes classicas, generalizadas e fortes.
A questao de unicidade da solucao do problema de contorno misto é discutida com o auxilio
do principio de méximo. No tltimo capitulo fazemos uma aplicacao do principio de méximo
e o método do plano mével de A. D. Alexandroff (no estudo de superficies de curvatura
média constante), a qual consiste em estabelecer propriedades geométricas das solugoes. Tal
método primeiramente usado no contexto de EDP por James Serrin em 1971 e seguido entre
outros por B. Gidas, W. M. Ni e L. Nirenberg em 1979 para estabelecer que qualquer solucao

positiva de um problema de Dirichlet semi-linear tem simetria radial.



ABSTRACT

The main goal of this work is the study in several forms of the maximum principle for
elliptic operators of second order applied the classical, generalized and strong solutions. The
question of uniqueness of the solution of the boundary problem mixed it is discussed with the
aid of the maximum principle. In the last chapter we make one application of the maximum
principle and the method of moving planes of A. D. Alexandroff (in the study of surfaces
of constant medium curvature) consists of establishing geometric properties of the solutions.
Such method initially used in the context of PDE by James Serrin in 1971 and followed
among other for B. Gidas, W. M. Ni and L. Nirenberg in 1979 they established that any

positive solution of a semilinear Dirichlet problem has radial symmetry.
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Introducao

Neste trabalho, estudamos varias formas do principio de maximo para operadores elipticos

de segunda ordem

n n
L= E AUz, + E biug, + cu
=1

ij=1
com ¢ < 0. Tais principios sao generaliza¢oes do seguinte resultado: Toda fungao f(x) que
satisfaz a desigualdade f” > 0 no intervalo [a,b] atinge seu valor maximo nos extremos
do intervalo [a,b]. Estes principios nos permitem obter informagoes sobre as solugdes de

equacoes diferenciais sem qualquer conhecimento explicito da mesma.

Uma conseqiiéncia da caracterizacao das func¢oes harmonicas num dominio limitado 2 C

R™, através da formula da média, isto é,

1

-1
rTrw,

u(z) =

/ udS, VB, (x) CC )
OBy (x)

é que v nao pode assumir um valor maximo num ponto interior a menos que u seja constante
(veja por exemplo em [HL], Capitulo 1). Esse resultado foi provado inicialmente por C. F.
Gauss em 1839 e S. Farnshaw separadamente. Iniciando como os trabalhos de A. Paraf
em 1892 estas conclusoes sao estendidas para operadores elipticos de segunda ordem em
duas dimensoes com coeficientes suaves e com coeficiente de u menor que zero. Depois,
E. Picard e L. Lichtenstein provaram no caso ¢ < 0. Em 1927, E. Hopf estabeleceu esses
resultados sem quaisquer hipéteses de continuidade sobre os coeficientes, bastando apenas
limitagao uniforme dos coeficientes. Depois de algum tempo, em 1952, E. Hopf e O. A.

Oleinik separadamente generalizaram o principio de maximo incluindo estimativa no ponto

Vil



INTRODUCAO viii

da fronteira (Lema de Hopf). Uma versao do Lema de Hopf é devida J. Serrin em [S] e foi

estendida por Gidas, Ni e Nirenberg em [GNNZ2].

A generalizagao do principio de maximo para solugoes fraca é devida a W. Littman. O
principio de maximo forte para operadores na forma divergente com hipdteses minimas foi

obtido por Guido Stampacchia em [Sta]. !

Este trabalho esta organizado da seguinte forma:

O Capitulo 1 é dedicado ao estudo dos principios de maximo classico. Com o auxilio des-
ses principios, discutiremos a questao de unicidade da solugao do problema misto; obteremos
estimativas a priori para as solugoes dos problemas de Dirichlet e Neumann, e comparacao
entre as capacidades de dois condutores. Estudaremos uma forma do principio de maximo
devido a A. D. Alexandroff, e como conseqiiéncia obteremos o principio de maximo para

dominios de medida pequena devido a S. R. S. Varadhan.

No Capitulo 2 estudaremos a desigualdade de Harnack e os principios de maximos fraco

e forte para operadores elipticos de segunda ordem na forma divergente:

Lu = (a;; (z) ug, + b; (2) u)x + ¢ (x) ug, + d(x) u.

No Capitulo 3 trataremos das solucoes fortes, onde apresentaremos o principio de
maximo de Alexandroff para fungoes em C (ﬁ) N VVIIOC”(Q) Estudaremos o principio de

maximo de Bony, devido a Jean Michel Bony que generalizou o principio de méaximo classico

para os espagos de Sobolev W2P(Q) com p > n (veja [Bol, [Lio] e [T]).

No Capitulo 4 fazemos uma aplicacao do principio de maximo em conjunto com o
método do plano mével de A. D. Alexandroff (no estudo de superficies de curvatura média
constante), e o método do deslizamento introduzido em [BN1, BN2] consistem em estabelecer
propriedades geométricas das solugoes. O método do plano mével, primeiramente usado no
contexto das Equagoes Diferenciais Parciais por James Serrin em [S] e seguido entre outros

por B. Gidas, W. M. Ni e L. Nirenberg em [GNN2] que estabeleceram que qualquer solucao

Maiores detalhes sobre as datas histéricas podem ser encontrados em [PW, péagina 156] e [GT].



INTRODUCAO ix

positiva de Au + f(u) = 0 em Q = {x € R";|z| < R} e u = 0 sobre 02 ¢é radialmente

simétrica.

O Apéndice A traz algumas propriedades dos Espacos de Sobolev.



CAPITULO 1

Solucoes Classicas

Neste capitulo vamos estudar principios de maximo para operadores elipticos de segunda
ordem linear no sentido cléssico. Estes principios sao generalizacoes do seguinte resultado:
Uma funcao f(x) que satisfaz a desigualdade f” > 0 no intervalo [a,b] atinge seu valor
méaximo nos extremos do intervalo [a,b] (veja [PW]). Aqui estudaremos o principio de
maximo fraco, forte, o Lema de Hopf, o principio de méaximo de A. D. Alexandroff e como
aplicagao desses principios discutiremos alguns resultado de unicidade de solugao para o

problema de Dirichlet.

1.1 Definicoes e notacgoes preliminares

Ao longo destas notas §2 sempre denotara um dominio em R", isto é, um subconjunto aberto
e conexo de R™. A fronteira de Q serd denotada por 9Q := (Q N (R™\ Q)).

Por B ou B, (y), com r > 0 e y € R™ vamos denotar a bola aberta:
B, (y) ={z e R";Jx —y| <r}.
Para funcao u usaremos v, u~ definidas por:

vt (z) = max {u(x),0}

u” (z) = min {u(z),0} .
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Usaremos as seguintes notacoes:

e w, indica o volume da bola unitaria em R";

o || representa a medida de Lebesgue do conjunto €2.
e A notacao U CC (), significa que U é um subconjunto préprio de €2, com fecho com-
pacto em ().
e Usaremos as seguintes notacoes, para indicar as derivadas parciais de uma funcao
u: ) — R™
ou
Diu = = Uy, .
’ 8:61 i
, o 1 se i=j
® 0;; ¢ o delta de Kronecker, isto ¢, 6;; =
0 se i#]
e A é o laplaciano, ou seja, A = > | %.

Ao longo deste trabalho estaremos usando a notacao de indice repetido. A convencao
de que indices repetidos sao somados implicitamente, foi introduzida por Einstein em 1916,
que depois zombou a um amigo, “eu fiz uma grande descoberta em matematica; suprimi o
sinal de somatério toda vez que a somatoria deve ser feita sobre um indice que ocorre duas
vezes...” (veja [W]). Isto pode simplificar e reduzir equagoes que envolvem tensores. Por

exemplo, usando a notacao de Einstein,
5 (x)uxl% = Z Qij (I)umx]
i,J
O operador L definido por:
Lu = Mu + c(z)u = a5;(2)Ug,0; + bi(2)ug, + c(2)u (1.1)

¢ um operador diferencial parcial linear de segunda ordem. As fungoes A = (a;;) : Q@ — R™,
b=(b;): @ = R" e c:Q — R sao fungdes mensuraveis. Neste capitulo iremos assumir u €
C?(Q). Como Ug,z; = Ug;e, NA0 hd perda de generalidade em supor a;; = aj;. Adotaremos

as seguintes definigoes:
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Definicao 1.1.1. Dizemos que o operador L € eliptico em x € ) se existirem niumeros

positivos A(z), A(x) tais que,
0 < A@) [€]* < ay(2)&&; < Ax) J¢f° (1.2)

para todo & € R" \ {0}.
O operador L € eliptico em ) se L for eliptico em cada ponto x € ). Diremos que
L ¢é estritamente eliptico se X > X\g > 0 para alguma constante \g. O operador L ¢é dito

uniformemente eliptico em ) se % for limitado em €.

[bi ()]

D) < constante < oo para todo x € €. Considerando L' = \7'L

Assumiremos que

no lugar de L, podemos reduzir ao caso em que A\ = 1 e os coeficientes b; sao limitados.

Notemos que se L é uniformemente eliptico em §2, entao os a,; sao limitados.

Nos exemplos a seguir, podemos aplicar sem dificuldade as defini¢des acima.

Exemplo 1.1.1. Considerando a;; = 0;;, b =0 e ¢ = 0 em (1.1), obtemos L = A. Neste

caso vemos que L é uniformemente eliptico com \(x) = A(z) = 1.

Exemplo 1.1.2. Seja x4, ..., x,_1 varidveis espaciais enquanto x,, o denota o tempo. FEntao,
0s operadores D} + -+ D2 | — D? da equacio da onda, e D?+---+ D? | — D,, da equagdo

do calor nao sao elipticos. Para verificar isto, considere na equagdo (1.2) & = p;.

Exemplo 1.1.3. Seja L = Dy1+x1Dsy. O operador L € eliptico no semi-plano {z € R2?; 2, > 0}

mas nao € uniformemente eliptico. Aqui

r1 se O0<ux; <1

1 se x1>1

1 se O<x; <1

Ty se x1 > 1.

Note que, L é uniformemente eliptico na faixa (o, ) X R onde 0 < o < # < 00.
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1.2 Principios de maximo classicos

Iniciamos com um lema que é uma generalizacao de um resultado do calculo das fungoes de
varias variaveis o qual afirma que se uma funcao v tem um ponto de maximo local em x,

entdo a forma bilinear D?u(xg) é semi-negativa definida! (veja [Li], [La]).

Lema 1.2.1. Assuma que L € um operador eliptico em cada ponto de um dominio ) C R™.
Suponhamos que u € C%(2) N C(Q) satisfaz Lu > 0 em Q e c(x) < 0 em Q. Se u tem um

mdzrimo nao-negativo em §2, entdo u nao pode atingir esse mdzimo em §2.

Demonstragao: Suponhamos que u assume um maximo nao-negativo em zy € §2. Entao
Uy, (29) = 0 e amatriz Hessiana D*u(2o) = (Us,q, (%0)) é semi-negativa definida. Pela hipdtese
de elipticidade a matriz A = (a;;(x)) é positiva definida®. Por um resultado da Algebra
Linear, o qual utiliza o fato que A é positiva definida (veja [HJ] Teorema 7.6.3, pagina 465)
segue-se que tr(AD?u(xg)) = ijug,e,(20) < 0. Dai, temos que Lu(zg) < 0, o que contradiz

a hipé6tese: Lu(xg) > 0. |

Segue da demonstracao do Lema 1.2.1, que se c(x) 0 entao a nao-negatividade do

maximo pode ser omitida.

1.2.1 Principio de maximo fraco

Teorema 1.2.2 (Principio de maximo fraco). Suponhamos que o operador L é eliptico
num dominio limitado Q e que u € C*(Q)NC(Q). Se Lu> 0 em Q, c(z) <0 em Qe $ é
limitado, entao

supu < supu’.
Q o9

Demonstracao: A prova é feita utilizando uma funcao auxiliar e o Lema 1.2.1. Para todo
g > 0, considere a funcao

w(z) = u(x) + ™™

'Uma matriz real simétrica A é semi-negativa definida se, e somente se, 27 Az < 0, para todo x € R".
2Uma matriz real simétrica A é positiva definida se, e somente se, 7 Az > 0, para todo = € R™ \ {0}.
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com « a ser determinado. Temos,
Lw = Lu+ L (e**') > g™ [a11a2 +bia + c} .
Pela elipticidade, temos ay;(z) > A(z) > 0 para todo x € Q. Assim,

Lw > ge*™* ()\oz2 + b + c)

=\ (a2 + %oz + ;) ge™M
> A (a2 — byax — CO) ge™,

Na tultima desigualdade usamos o fato que ’bﬂ < by e § < ¢, onde by e ¢p sao constantes

positivas. Logo, podemos escolher « suficientemente grande de modo que:
Lw >0, para todo x € €.
Aplicando o Lema 1.2.1, obtemos:

supw < supw™.

Q o9
Assim,
supu < supw < supw’ < supu’ + e sup e,
Q Q o9 o9 zeQ
O resultado segue-se fazendo € — 0. [ ]

Observagao 1.2.3. Seja L como no Teorema 1.2.2. Se u € C*(Q) N C(Q) satisfaz Lu < 0

em 2, ¢ <0 em Q e 5 € limitado, entao

sup(—u) < sup(—u)”,
Q G
onde (—u)t = max {—u,0} = —min{u,0} = —u~. Logo,

sup(—u) < sup(—u")
Q 20

ou ainda,

infu > infu™.
Q 90
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1.2.2 O Problema de Dirichlet

O problema de Dirichlet para L consiste em encontrar uma funcao u tal que,

Lu = f em Q
(1.3)
u = ¢ sobre 0f)

onde as fungoes f € C(Q2) e p € C(0N) sao dadas.

Se L eliptico em cada ponto de um dominio limitado © e ¢(z) < 0 em (2, usando o
Teorema 1.2.2, obtemos unicidade de solugao cléssica® para o problema de Dirichlet (1.3).

Com efeito, sejam u e v duas solugdes do problema (1.3). A funcdo w = u — v satisfaz:

Lw =0 em{
w = 0 sobre 0f)
O principio de maximo fraco implica que w < 0 em ). De maneira analoga concluimos que

w > 0 considerando a funcao —w. Logo, u = v em (. ]

Sabemos que funcoes continuas definidas em subconjuntos compactos de R™ atingem seus
extremos no dominio. A hipdtese de €2 ser limitado nao pode ser removida, como mostra o

exemplo abaixo para garantir a unicidade do problema de Dirichlet (1.3).

Exemplo 1.2.1. Consideremos Q = {x € R*;x, > 0} e u(x) = x, em Q. Claramente a

fungdo u € uma solucdo nao trivial * do problema:
Au =0 em§
u =0 sobre 0S2.

Observacao 1.2.4.

e A condicio ¢ < 0 no principio de mazrimo fraco nao pode ser removida. Com efeito,
sejaQ) = {(z,y) € R* 0 < z,y < w}. Cdlculos simples mostram que u(x,y) = sen(z) sen(y)

satisfaz:

Au+2u =0 em
u =0 sobre 0f)

3Uma fungao u € C%(Q) N C(Q) satisfazendo (1.3) é chamada de solucio cléssica.
4Dizemos que u é uma solucdo nao trivial se ela ndo é identicamente nula.



CAPITULO 1 SOLUCOES CLASSICAS 7

e atinge em ) seu valor mdzimo.

o A hipdtese nao-negativo no principio de mdximo fraco nao pode ser substituida. De
fato, considere @ = B;(0) C R*, L = A —1 e seja u(z) = —3n — |z|> em Q. Entdo,

Au=—2n e portanto Lu = Au—u=n+|z]° >0 em Q e

supu = —3n > —3n — 1 = supu.
Q a0

1.2.3 Lema de Hopf

Nesta segao, estudaremos o Lema de Hopf cléssico (veja [GT], [Fr], [HL],[PW]). Extensoes
desse resultado foram obtidas por J. Serrin em [S] para dominios com “bicos”, e por Gidas,
Ni e Nirenberg em [GNN2]. Em [Fr, Apéndice E| extensoes do Lema de Hopf em ([GNN2])

sao apresentadas com algumas modificacoes.

Teorema 1.2.5 (Lema de Hopf). Suponhamos que L é uniformemente eliptico em €,

c=0eLu>0em€. Sejaxy e IN tal que,
i) u € continua em xo;
i) u(xo) > u(x) para todo x € Q;
iii) OS) satisfaz a condi¢do da bola interior” em xg.

Entao, a derivada normal exterior de u em xq caso exista, satisfaz

9
a—Z(mo) > 0.

Sec<O0e ¢ limitada, entdo o resultado continua valendo deste que u(xg) > 0. Se

<
A

u(zo) = 0 a mesma conclusao vale independentemente do sinal da fungdo ¢ (veja [GT]).

Demonstragdo: A hipétese sobre 0f) implica a existéncia de uma bola B = Br(y) C €

com xy € 0B. Para 0 < o < R, consideremos a funcao

h(z) = e " — ¢ o

®Dizemos que O satisfaz a condicdo da bola interior em x¢ € 92 se existir uma bola aberta B contida

em {2 com x € 0B.
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onde r = |x — y| > 0 e a é uma constante positiva a ser determinada. Claramente,

2

hy, = =20 (z; — y;) emor
Py, = [—20(52-]- + 402 (i —yi) (zj — yj)} e Y.

Fazendo alguns célculos simples, obtemos:

Lh = efarz {4()52@” (CIZZ — yz) (xj — y]) — 2 [aij 5ij + bl (l’z — yz)}} +ch

> e {40’ X(z)r? — 2a (az; + [b] 1) + ¢}

onde a ultima desigualdade segue da hipdtese de elipticidade de L, da desigualdade de
Cauchy-Schwarz e do fato que ¢ < 0.

aij [b]
Como <%, &§

<

X

sao limitados segue que para « suficientemente grande Lh > 0 na regiao
anular Br(y) \ B,(y). Sendo h > 0 e u — u(xy) < 0 sobre 0B,(y), existe uma constante
positiva ¢ > 0 tal que u — u(zo) + ch < 0 sobre 0B,(y) e sobre 0B onde h = 0. Em
Br(y) \ B,(y), temos L (u — u(xg) + eh) = Lu + eLh — cu(zg) > —cu(zg) > 0. O principio
de méximo fraco implica que u — u(xy) +eh < 0 em Bg(y) \ B,(y). Dal,

u(zg) — u(xg — tv) S 6h(mo —tv)
t - t ’

t > 0 pequeno.

Fazendo ¢ — 0T, obtemos:

u(zo) — u(zo — tv) h(zg — tv) — h(zo)

lim inf > ¢ liminf
t—0+ t t—0+ t
oh dh
= —5$<$0) —& % >0

A condic@o ¢ < 0 pode ser omitida desde que u(xy) = 0. De fato, quando u(zg) = supu =
Q
0, podemos usar o operador L~ := Lu — ¢*(z)u em vez de L, pois Lu > 0 e v < 0 implicam

L u> —ct(z)u > 0. [

Mais geralmente, vale o seguinte:

lim inf —u(xo) — u(2)

>0
z—zo o — x]

quando o angulo entre os vetores zo — z e a norma em zy ¢ menor que 57 — ¢ para algum

6 > 0 fixado.
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1.2.4 Principio de maximo forte

O principio de maximo forte exclui a possibilidade do maximo ocorrer em um ponto interior.

Teorema 1.2.6 (Principio de méaximo forte). Suponhamos que L €é uniformemente
eliptico em Q0 e que u € C*(Q) N C(Q) satisfaz Lu > 0. Se c(z) < 0 em Q e £ € limi-
tado. Entdo, a menos que u seja constante o mdzimo nao-negativo de u em Q ndo pode ser

atingido em ().

Demonstragdo: Seja M o méximo nao-negativo de u em Q. Seja ¥ = {x € Q; u(x) = M}.
¥ é relativamente fechado, pois ¥ = u~'({M?}). Precisamos provar que 3 = §2. A prova ¢
feita por contradicao.

Se ¥ é um subconjunto préprio de €2, entao podemos encontrar um bola aberta B C Q\ X
com um ponto da fronteira em 3. Com efeito, podemos escolher um ponto P € Q \ ¥ tal
que dist(P,Y) < dist(P,082) e depois dilatamos a bola centrada em P até tocar 3.

Suponhamos que zg € 0BNY. Claramente, Lu > 0 em B, u(z) < u(zy) para todo x € B
e u(xg) = M > 0. Como zy é um ponto de maximo interior de €2, Vu(zy) = 0. Contradigao,
pois aplicando o Lema de Hopf, temos % > ( onde v ¢é a dire¢ao normal exterior a bola B

em xg. |

Corolério 1.2.7 (Principio de comparacao). Suponhamos que L é uniformemente eliptico

em Q, u € C*(Q) N C(Q) satisfaz Lu > 0, c(z) <0 em Q e £ € limitado. Se u < 0 sobre

09, entio u < 0 para todo x € Q) ou u = 0.

Demonstracao: Conseqiiéncia imediata do principio de maximo forte. [ |

Para problemas lineares o principio de comparacao é o principio de maximo usado para

diferenca de duas fungoes.

O resultado contido no corolario seguinte é uma conseqiiéncia dos Teoremas 1.2.5 e 1.2.6.

Corolario 1.2.8. Assuma que L € uniformemente eliptico em . Suponhamos que Of)

satisfaz a condi¢do do bola interior e que u € C*(Q) N CY(Q) satisfaz Lu > 0 em 0 com
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c(z) <0 e 5 € limitado. Suponhamos ainda que o mdzimo ndo-negativo de u € atingido em
ro € Q. Entdo, xo € 02 e para qualquer direcdo exterior v em x

ou

%(Io) >0

a menos que u seja constante em Q.

O préximo resultado devido a Serrin é o principio da comparacao, mas sem nenhuma

hipétese sobre c(x) (veja [HL]).

Teorema 1.2.9. Suponhamos que L é uniformemente eliptico em Q e que u € C2(Q)NC()

satisfaz Lu > 0. Seu <0 em Q, entao u <0 em Q ouu=0 em €.

Demonstragdo: Basta aplicar o principio de méximo forte (Teorema 1.2.6) para o operador

L u:= Lu— c"(z)u. [

O resultado seguinte é o principio de maximo para o operador L quando existe uma

supersolugao® positiva (veja [HL]).

Teorema 1.2.10. Suponhamos que existe uma funcdo w € C*(Q) N CYQ), w > 0 em Q
e Lw <0 em Q. Seue C*Q)NCQ) satisfaz Lu > 0 em Q, entdo “ ndo pode assumir
um mdzrimo ndo-negativo em ), a menos que == seja constante. Se = assume um mdrimo
nao-negativo em xo € 082 e = # cte, entao para toda diregdo exterior v a 0S), tem-se:

0 [u

—(— ) (xo) >0

v (w) (o)

se 082 satisfaz a condi¢ao da bola interior.

|e

Demonstracao: Seja v = 2. Entao u = vw. Depois de alguns calculos simples, obtemos:
Lu = GijVg;0,W + QiU We; + AijUg; Wa, + QjjUWe,0, + bV, W + bjvw,, + cow.

Como a;; = aj;, resulta

~ Lu 2 Lw
v ” ajvu—l—;{wZaJw]—k }UZ+(w)U (1.4)

J

5Dizemos que v € C%(€) é uma supersolucio para Lu = 0 em Q se Lv < 0 em €. De maneira anloga

define-se subsolucao considerando —u no lugar de wu.
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Para concluirmos o resultado, basta aplicarmos o principio de maximo forte juntamente com

o corolario 1.2.8 a funcao v. ]

Corolario 1.2.11. Seja w como no Teorema 1.2.10. Entao, para toda funcao u tal que
Lu>0emQ eu <0 sobre 0N, tem-se u < 0 em ).
Demonstracao: Segue do Teorema 1.2.10. ]

O resultado seguinte é chamado principio de méximo para dominios estreitos.

Proposicao 1.2.12. Seja L uniformemente eliptico em ). Suponhamos que existem cons-

tantes positivas, \g, by e ¢y tais que
ain > X, bi>-by e c<c.

SeﬁC{xGR”;a—5<x1<a} e u satisfaz Lu > 0 com u < 0 sobre 052, entao u < 0 em

Q ouu=0, desde que

2bge 2b2
coe ™ <o+ 2 (> 0).
Ao
Demonstracao: Para a = % a funcao
w = e — o1

é positiva em {2 e satisfaz

—Lw = (a11a2 + bloz) et — ¢ (2t — 1)

> ()\Oa2 — boa) et — ¢g (€2 — ™).
Daf,

—e % L > Ao — boav + ¢g — ce*

2b2 2b
= )\—5 + cop — cpe™®  (pois o = )\—;)
>0

por hipdtese.
A fungao v = & satisfaz Lv > 0 onde L é dado por (1.4). Como v <0 ewv <0 sobre

092, segue pelo de méximo forte (ou Corolério 1.2.7) que u < 0 em Q ou u = 0. [ ]
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1.2.5 Unicidade do problema de contorno misto

Seja Q C R™ limitado com fronteira formada pela unidao disjunta dos conjuntos I'' e I'?.
Nao estamos excluindo a possibilidade de I'" ou I'? serem vazios. Consideremos o seguinte

problema:

Lu = f emQ

% +a(x)u(r) = ¢ sobreT! (1.5)

u = 1) sobre I'?

para alguma f € C'(Q), p € C(I') , ¢ € C(I?) e a(z) >0

Proposicao 1.2.13. No problema (1.5) suponhamos que L € uniformemente eliptico em 2,
c(x) <0 em (,

$ € limitado e a(x) > 0 sobre T''. Entao (1.5) tem no mdzimo wma solugdo
u € C*(Q)NCHQ

secZz0ouaz0. Sec=0ea=0, entio duas solugoes de (1.5), se

)
existirem, diferem por uma constante (veja [PW]).

Demonstrag¢do: Suponhamos que u e v sao solugdes de (1.5). Entao w = u — v satisfaz

Lw = 0 emQ
— +a(z)w(z) = 0 sobreI (1.6)

w = 0 sobre ['2

Se w > 0 entdo w tem um maximo positivo. Pelo principio de maximo forte (Teo-
rema 1.2.6) este maximo deve ocorrer em um ponto zg € I'!. Se w nao for constante, %—f >0
pelo Corolario 1.2.8. Por hipdtese a(z) > 0 e w > 0 logo a(zg)w(ze) > 0. Por (1.6)
a(zo)w(zo) = —2%(x9) < 0, absurdo. Portanto, w é constante ou w < 0 em Q. Aplicando
o mesmo argumento para funcao —w, concluimos que w deve ser constante. Mas, nenhuma

constante a nao ser o zero satisfaz (1.6) a menos que ¢ = a = 0 e I'y seja vazio, neste caso

qualquer constante satisfaz o problema 1.6. [ ]
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1.3 Estimativas a priori

Nesta secao, obteremos estimativas a priori para as solucoes dos problemas de Dirichlet e
Neumann (veja [HL]), baseadas nos principios de méximo.

Suponhamos que {2 é um dominio limitado de R™. Consideremos o operador L em (2 para
u € C%Q) N C(Q). Suponhamos ainda, que a;;, b; e ¢ sdo continuas e portanto limitadas
em 0.

Denotemos por T a norma do sup de a;; e b;, isto é,
max |a;;| + max |b;| < Y.
Q Q
Proposicao 1.3.1. Suponhamos que u € C*(2) N C(Q) satisfaz

Lu = f emQ
u = ¢ sobre 0f)

para alguma f € C(Q) e ¢ € C(99). Se c(z) <0, entdo
lu(z)| < r%%X|ga| + Cmgx|f| , Yz e
onde C'=C (A, T, diam ) é uma constante positiva ([HL]).
Demonstragao: Iremos construir uma funcao w em 2 tal que:
i) Llwtu)=Lw+xLu=Lw+ f<0em
i) w+u=wxp >0 sobre 0.

Sejam F' = max |f| e & = maxsq |¢|. Para estabelecer (i) e (ii) é suficiente demonstrar
que:
Lw —F em ()
w > sobre 0.

IN

Suponhamos que Q C {0 < x; < d} para algum d > 0. Seja w = ® + (e"‘d — ea‘”l) F., onde o
é uma constante a ser determinada. Notemos que,
—Lw = (ane®+ba) Fe™™ —cd —c (ead — ) F

> (allaQ + bla) F.
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Usando a elipticidade e escolhendo « suficientemente grande, resulta
—Lw > F em ().

Portanto,
Lw < Ff em()
w > F¢ sobre 0.

Pelo Corolério 1.2.7, tem-se |u| < w. Dal,
sup |u| < supw < & + sup (eo‘d — ea“) F<d+ (eo‘d — 1) F,
Q Q Q

onde o depende de A e 1. [

Proposigao 1.3.2. Suponhamos que u € C?(2) N C(Q) satisfaz

Lu = f emQ

(1.7)
%—i—a(x)u(x) = ¢ sobre 05
v

Sec(z) <0 emQ ea(x)>ay>0 sobre I52, entdo
<
u(@)] < € {max el +max||} Vo € O
onde C =C (A, T, ag, diam Q) é uma constante positiva ([HL]).

Demonstracao: A prova deste resultado é dividida em duas partes:
Caso especial: ¢(z) < —¢y < 0.
Sejam ® e F' como antes. Definamos v = %F + O%OCD + u. Como ¢(z) <0ea > ay>0,

temos:

Dai,

Lv:c(m)<iF+iq>)ﬂ:fg—FifemQ.

Co o)
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Facilmente verificamos que:

1 1
@—Fav = a(—F—i——(I))igp

Co (7))
> B+ > 0. (1.8)

Se v tem um minimo negativo em ), entao este minimo ¢é atingido sobre 052, digamos

que seja em zy € 9. Isto implica 22(zq) < 0, logo (8 + aw) (w9) < av(wy) < 0, 0 que

contradiz a desigualdade acima. Portanto, v > 0 em 2, logo

1 1
lu(z)] < —F + —@
Co Q)

para todo x € €.
Caso Geral: ¢(z) <0 em €.
Consideremos u(z) = z(x)w(x) onde z é uma funcio positiva em  a ser determinada.

Calculando % e usando a condicao de fronteira, obtemos:

ow 10z %
W + (a(x) + ;$> w= = sobre 09).

Como na demonstracao do Teorema 1.2.10,

2 Lz f
Aij Wy, ; + Z <bz + ; Z aijzzj> Wy, + w; = ;
¢ J

Precisamos escolher uma funcéo z > 0 em ( tal que,

L
it < —co(A\ A, d, ap) <0 em
z
o+ 1% > 1ozo sobre 0f).
z0v — 2

Para isto é suficiente escolher z tal que

GijZaiz; T biza < —¢p<0emQ
— )

z
%% < %ao sobre 0f).
Com efeito, ¢ < 0 implica ¢ + aijzzizjz—i_ bi, = % < —c
%%| < %ao s —%ozo < %g—i < %040 S0 < Oé—%(l/o < a+%% < a+%oz0. Como

azaoéa—%aOZ%—%:%.
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Suponhamos que  C {0 < x; <d}. Seja 2(z) = A+ P4 — P parax € Q, Ae B

constantes positivas a serem determinadas. Temos:
— 2 Bz Bz1
Qij20,0; + biZe;, = —a1187€”" — by S

Logo,

-1 (a2 +b18) €™ anB* + b1 8 1

7 (aijzxix]- + bzzz’l) — A T eﬁd _ B = A T oBd =] T eﬁd >0

se 3 é tal que 3%ay; + Bby > 1.
Como Vz(z) = (—ﬁeﬁ“, 0,--- ,0), obtemos:

10z

2z Ov

1

1
—-Vz-v| = < |- :éeﬁml.
z z z

(~5e)

Bz Bz .
Para z = A + P4 — /"1 > A tem-se E%! < 571 < &Tl < %ao. Para A suficientemente

grande (A > %) O resultado segue aplicando o caso especial para w. ]

1.4 Estimativas do Gradiente

As idéias basicas no tratamento das estimativas do gradiente, devido a Bernstein, envolvem
diferenciagao da equagao com respeito a x;, j = 1,---, n, seguido pela multiplicacao por
ug, e somando em j. Aplicamos o principio do maximo a equagao resultante na fungao
v = |Vu|2. Ha duas classes de estimativas do gradiente, estimativas do gradiente global e
interior. Usaremos a equacao semi-linear para ilustrar esta idéia.

Seja 2 um dominio limitado de R™. Consideremos
Mu = ajjuy,e; + biuy, = f(x,u) em Q. (1.9)

Para u € C2(Q) e f € C(Q x R),a;;,b; € CH Q) NCQ) e a;;&E > N|E]F,VE € R™ e para
alguma constante positiva A. Um ponto de Q x R serd denotado por (z,z) e escrevemos

Qijayp = 87617;]' para indicar a derivada de a;; com relacdo a xj (veja [HLJ).
k
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Proposigao 1.4.1. Suponhamos que u € C3(Q) N CY(Q) satisfaz (1.9), para a;;, b; € CH(Q)
e f € CYHQ x R). Entdo,

sup |Vu| < sup |Vu|+ C
Q )

onde C = C <)\, diam($2) [aij, bil o), © = [ull poo () - |f|01(§x[—e,@])) ¢ uma constante po-

sitiva.
Demonstracao: Temos,

D; (|Vu|2) = ZQquumxi
k
(1.10)

k

Derivando (1.9) com respeito a xy, depois multiplicando por u,, e somando a equacao

resultante em k, obtemos:

E (aij,a:kuxixjuxk + aiju:via:jxkua:k) + E (bz,wkuxluxk + bzumlmkuxk) =

0,5,k ik
= Y foa, + £ ) (ug,)? (1.11)
k k
Usando (1.10) e (1.11), concluimos que:
> .
= Z 2 (aijuxkxjuxkxi + aijuxkuzkxizj) + Z szuxkumkxz
05,k ik
=2 Z (aijuxkxjuxkxi - aij,zkuxixj uxk) -2 Z bi,mkuxiuxk + 2fz |V’LL’2 + 2 Z fmku:tk
1,7,k i,k k

Utilizando a hipétese de elipticidade com & = V(u,, ), obtemos:

2 2,12
g QijUay Uz, = A g [ty | = A }D u‘ )
ivjok 1
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Dai,
M (|Vu|2) > 2\ ’D2u|2 -2 Z iy Uy Uy, — 2 Z bi zy Uy U,
i3,k ki
2L Vul? + 2 fotta,
k
Pela desigualdade de Cauchy, obtemos:

M (|Vul?) > | D?u|* = C|Vul* - C

onde C =C <)\, |CL¢]’, bi’cl(ﬁ) ) |f‘cl(§x[—®,e})>'

Calculando M (u?) e usando a hipétese de elipticidade, segue-se que

Y]

2A |Vul* — [ fI — [ul’

v

20 [Vaul* - ||f||201(§x[,@,@}) - ||U||ioo(§) :
Assim,
M (|Vu|2 +au®) > A ‘D2u‘2 + (201 — C) |[Vul* - C.
Para o suficientemente grande,
M (|Vul* + au?) > A |D2u|2 + |Vul* = C.

Afim de controlar o termo independente, consideramos uma nova funcéo e com 3 > 0.

Note que,
M (|Vu]2 + au® + eﬁxl) >\ ‘D2u‘2 + |Vu|2 + {—C + B%aqye”™ + blﬂeﬁwl} )

Se colocarmos o dominio 2 C {z; > 0}, entdo ¢’** > 1 para todo x € Q. Assim, para (3
grande, fazemos com que o iltimo termo seja positivo.
Sejaw = |Vu|*+au?+e’" para «, 3 grandes dependendo de A, diam(), |, bi|01(§) , 0=

’U‘Loo(g) € |f’cl(gx[_97@]> ) obtemos:

M(w) > 0 em €.
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Pelo principio de méaximo, tem-se:

supw < sup w.

Q 09
Dai,
sup ]Vu]z < supw < supw
Q Q o9
< sup|Vul® + asup u|* 4 sup e
o9 o9 o9
< sup|Vul® + C.
o9
Logo,

sup |Vu| < sup |Vu| + C.
Q o)

Proposi¢ao 1.4.2. Suponhamos que v € C3*(Q) satisfaz (1.9) para a;;, b; e f como na

proposicao anterior. Entdao, para todo compacto ) CC
sup |Vu| < C
Q/
onde C =C </\, diam () |aiz, bil o) » © = [[ull ooy - |f|01(§><[79,®])> € uma constante po-
sitiva.
Demonstragdo: Considere v € C5°(Q) com v > 0 e w = v|Vul> + a|ul’ + %1, Seja
v=" |Vu|2. Célculos simples segue-se que,
Mv = (M~)|Vul> + 2a;7v.,D; (]Vu|2) +yM (|Vu|2)

= (M’V) |VU|2 + M (|vu|2) + Z 4aij%€iu$kuﬂﬁj1’k'

i7j7k

Como na prova anterior, temos:
M (|Vul?) > N D?u|* — C|Vul’ - C.
Portanto,

Z'7‘j7]€
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Aplicando a desigualdade de Cauchy com & > 07, resulta:

1 2 2

i,7,k

2 2
22%]“%7331“3:]9:;@ |u‘rk$J‘ )
i35,k

1 2
= 522 layl*|Vuf + €]V | D%l
(2%

= |Vl | D%’ + Cle) [Vul*.

Vamos exigir que:
IVA]> < Cy em Q. (1.12)
Para € > 0 pequeno

Muv > My |D%u|” =2 |Vy[* | D?u]” = 20(e) [Vul* — C |Vul]* + (M) |[Vul* - C
2
= v }D2u‘2 (1 — )\—i \V’y|2) — (2C(e) + C + (M~)) |Vul* - C.

Tomando 5 no lugar de €, obtemos:
Mv > \y ‘DQU‘Q (1 — % |V7|2) — C|Vul|* = C.
Segue de (1.12) que para € pequeno
Mv > %)\7 }DQu‘Q —C'|Vu]* - C.

Agora podemos argumentar como na proposicao anterior para obtermos o resultado. ]

1.5 Teorema da Divergéncia

O teorema seguinte é o Teorema de Green-Gauss

Teorema 1.5.1. Seja Q C R™ um dominio limitado, com fronteira de classe C'. Para

ue Ot (ﬁ) vale
/um dX:/ uv; dS (1.13)
Q a0

onde v = (11,...,V,) representa a normal unitdria exterior a OS).

"Se a, b e € sdo nimeros positivos entdo ab < ea® + 1%,
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Demonstragao: A prova deste resultado e outras formulagoes podem ser encontrado, por

exemplo em [Fr, Apéndice D]. (]

O teorema acima também é chamado de teorema da Divergéncia porque para ) como no

Teorema 1.5.1 ele é equivalente a:

/V-de—/ V- vds. (1.14)
Q 0N

onde V € C! (ﬁ, R”). O campo vetorial é dado por:

divV:V«V:iin.

i=1
Com efeito, para obter (1.14) de (1.13), considere V; = u e some em j; para obter (1.13) de
(1.14) faca V; = ud;; para i fixadoe j=1,--- ,n

1.5.1 Identidades de Green

Seja u,v € C! (ﬁ) Em (1.14) considerando V' = vVu, obtemos:

/ [vdiv (Vu) + Vv - Vu|dx = / vVu-vdS. (1.15)
Q )

Usando a identidade Au = div (Vu) podemos reescrever (1.15) da seguinte forma,

/vAudX—l—/Vv-VudX:/ v@ds (1.16)
Q Q o OV

conhecida como primeira identidade de Green. Permutando u e v em (1.16) e subtraindo a

equacao resultante de (1.16), obtemos a segunda identidade de Green:

[)(v&u—u&v)dxz/89<v%—u%) ds. (1.17)

1.6 Capacidade

Os resultados aqui expostos sdo baseados nos livros classicos de Protter & Weinberger [PW]

e Gilbarg & Trudinger [GT].
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Seja 2 C R3 um dominio cuja fronteira consiste de duas superficies I'; e I'y fechadas,
simples e suaves. Pode-se mostrar a existéncia de uma funcao v em {2 com as seguintes

propriedades:

Au =0 em )
u =1 sobrel (1.18)
uw = 0 sobrel's
A unicidade da solugao do problema (1.18) segue da Proposi¢ao 1.2.13. Usando uni-
dades apropriadas, a quantidade u pode ser interpretada fisicamente como o potencial ele-
trostatico em cada ponto de 2 quando a diferenca de potencial de uma unidade é mantida
entre os condutores perfeitos I'; e I'y. A carga total C' = C (I'1,I'y) induzida pela diferenca

de potencial é dada pela expressao:

1 [ 9
Ot =1 | a—ZdS. (1.19)

A quantidade C' é chamada de capacidade eletrostatica ou simplesmente capacidade de I'y

com relagao a I's. Segue da primeira identidade de Green que,
1 ou 1 ou

=— [ —dS.
4 Jp, Ov 4t Jp, Ov

A funcao w = 1 — u é harmonica em (2, igual a 1 sobre I'y e igual a 0 sobre I'y, a relagao

1 ow 1 ou
~in FladS—E Fl%ds

implica que C (I'1,I'y) = C (', I'y).

Usaremos o principio de maximo para obter comparacao entre as capacidades dos con-
dutores de varios tamanhos. Substituindo o condutor I'y pelo condutor I} o qual é maior
no sentido que esta em €2 e separa I'y de I'y como mostra a Figura 1.1.

Seja € o dominio limitado por I'} e I';. A funcdo u é o potencial eletrostético obtido
quando uma unidade da diferenca de potencial é mantida entre I} e I'y, i.e., w é solucao do
problema,

Au =0 em
u =1 sobreI" (1.20)

uw = 0 sobreI's.
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Figura 1.1:

Denotemos por C' = C (I'},T'y) a capacidade de I') com respeito a I's. Segue pelo principio

do méximo forte que 0 < u < 1 em €2. Definindo v = u — u em €', obtemos:

Av =0 em )
v < 0 sobrel (1.21)

v = 0 sobre I's;.

Pelo Corolario 1.2.8, % > () sobre I'y. Logo,

— 1 ou Ou 1 ov

ou seja, para 'y fixado, a capacidade eletrostatica aumenta quando I'y se move para o
exterior. De maneira analoga podemos mostrar que para I'; fixado a capacidade cresce com
['s, movendo paro o interior.

Usaremos a propriedade acima para obter uma limitagao para a capacidade de um par de
condutores. Para isso, considere duas esferas concéntricas S1 = 0Bg,(z¢) € Sy = 0Bg,(x0)
com R, > R;. Neste caso, a capacidade pode ser calculada explicitamente. De fato, su-

ponhamos que xy ¢ a origem do sistema de coordenadas cartesianas e consideremos r =

v x? + y? + 22. Célculos diretos mostram que,

u(x Z)_ﬂ 11
X& 7R2—R1 T R2

¢ uma funcao harmonica na regiao compreendida entre S; e Sp. E mais, u = 0 quando

r = Ry eu =1 quando » = Ry logo u é a funcao potencial eletrostatica requerida. Como
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2 = 2 sobre S, encontramos que
du B Ry
oV, _g, Ry (Ry — Ru)’

logo a capacidade de duas esferas concéntricas é dada por:

R, RiRy

C (51, 5) = A7Ry (Rs — Ry) /S ds = Ry — R,

Se existirem esfera S; e Sy tal que S esteja no interior de I'y e I'y no interior S,, como

mostra a Figura 1.2, entao a capacidade C (I'y,I'y) satisfaz

RiR
C(Fl,rg) > 0(51,52) = ﬁ
2 — 14

De modo andlogo este método nos dd uma cota superior para C (I'1,I'y), deste que seja

H'_J

Figura 1.2:

possivel encontrar esferas concéntricas contidas no dominio limitado por I'y e I's que separem

I'y e I'y. Para I'y selecionamos uma esfera Si raio R. Como a capacidade de I'; com relagao
R $ itiva, v Vi

a Sp decresce quando R aumenta e é sempre positiva, vemos que ela deve tender para um

limite quando R — oco. Motivados com o que foi exposto acima temos a seguinte definicao:

Definigao 1.6.1. A capacidade de um condutor I'y é o limite quando R — oo da capacidade

de I'y com rela¢io a Sg. Denotaremos esta quantidade por C (I'y).
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Seja u uma fungao tal que Au = 0 no exterior de I'y, u = 1 sobre I'y e lim u (x,y,2) = 0.
T—00
Segue da ultima condigao que para todo € > 0 existe um R tal que 0 < u < € sobre Sg. Pelo

argumento usado na obtencao da monotonicidade da capacidade, obtemos:

1 ou
— — <
el dS < (T, Sg).

Aplicando o mesmo argumento para funcao == a qual é ndo-positiva sobre Sg e 1 sobre I'y
> 1—¢ R ’

temos:

1—8

/ T3S > ¢ (11, Sr).

Fazendo R — oo e € — 0, resulta

— dS
1 47T Fl

Usando a primeira identidade de Green, obtemos:

/ s,
SR

onde Sg é qualquer esfera contendo I';. Quando I'; é a esfera 57,

C(Sl) = hm C(Sl,SR) I%lm

ou seja, a capacidade da esfera é dado por seu raio.

Usando o principio de maximo obteremos comparacao entre a capacidade de dois con-
dutores. Seja I'} e I'f duas superficies fechadas simples contidas no interior da superficie
[y (veja Figura 1.3). Nao excluimos a possibilidade de I"} e T'f se interceptarem. Seja

'y =TIy UT'Y e consideremos as fungdes g, us e u satisfazendo as seguintes propriedades:
(i) A fungao u; é harmonica no dominio entre I'} e 'y, u; = 1 sobre I'} e u; = 0 sobre I'y;
(i) A fungdo uy é harmonica no dominio entre I'f e 'y, ug = 1 sobre I'] e ug = 0 sobre I'y;

(i) A fungao u é harmoénica no dominio entre I'; e I'y, uw = 1 sobre I'y e u = 0 sobre I's.
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Figura 1.3:

Definindo a funcao v = wu; + us — u no dominio entre I'; e I'y e argumentando como na

obtencao da monotonicidade da capacidade concluimos que:
C<C'+C".

A desigualdade acima nos diz que a capacidade com relagao a uma dada superficie I'y é um
funcional subaditivo de I'y. Se T's é uma esfera de raio R, C (I'}), C(I']), C (I'y) sao as

capacidades dos condutores simples, entao

C () <C(I) +C(I).

1.7 Principio de maximo de Alexandroff

O principio de maximo de Alexandroff (estimativas de Alexandroff-Bakelman-Pucci) nos da
limitacao para o supremo de u em €2 em termos do supremo de u sobre 0f) e da norma L"
de f, calculada sobre um conjunto de €2, chamado conjunto de contato maximo de w.

Seja 2 C R™ um dominio limitado. Consideremos o operador eliptico L definido na
Secao 1.1, onde os coeficientes a;;, b; e ¢ sao pelo menos continuos em ). Seja D =
det(A) e D* = Dw. Assim, D* é a média geométrica dos autovalores da matriz A = (a;j).
Assumiremos que 0 < A < D* < A onde A\ e A sao constantes positivas que denotam res-

pectivamente os autovalores minimal e maximal da matriz A. Apreciaremos equagoes da
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seguinte forma:

Lu=f
para alguma f € C(Q).
Definicao 1.7.1. Sejau € C(2). Definimos o conjunto de contato mdzximo de u como sendo
' ={y e Ip, € R" tal que u(z) < u(y) +p,(x —y),Vze}.

O conjunto I't pode ser visto como o conjunto dos pontos em €, cujo plano tangente fica

acima de u. Na observacao a seguir listamos algumas propriedades de I'".

Figura 1.4: Conjunto de contato maximo de u

Observacao 1.7.2.
e u € concava se, e somente se, 't = ),
e Seue CYQ) entdo p, = Vu(y);
e Se Q ¢é limitado, T'" € relativamente compacto.
e Seu € C?(Q) entio D*u € nao-positiva definida em T'F.

As trés primeiras afirmacoes sao imediatas. Provemos entao a tultima afirmacdao. Da
férmula de Taylor e da definigio de T segue-se que $D?u(y)(z — y)> + o (|Jz —y[*) < 0.
Considerando x — y = tv, onde v é um vetor unitario, obtemos:

1

2
2 2 0 (|tv| )
§D u(y)v® < ——
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O resultado segue-se fazendo t — 0.
O lema a seguir é o primeiro resultado envolvendo o conjunto de contato méximo de u,

o qual serd usado para demonstrar o principio de maximo de A. D. Alexandroff.

Lema 1.7.3. Suponhamos que g € L. (R™) € nao-negativa. Entao, para toda u € C (Q) N

loc

2 (Q)
/ g < / g (Vu) |det(D?u)]
B (0) r+
, ‘ . 1
onde I't € o conjunto de contato mdzimo de v e M = ————— [ supu —supu™ | .
dlam(Q) QO o0

Demonstracao: Sem perda de generalidade podemos supor que u < 0 sobre 0f2, pois
podemos substituir v por u — sup u.

Seja QF = {x € Q;u(x) >88}. Considere y. = Vu —eld : Q@ — R". Entao Vy. =
D?u — eI. Como D?u é nao-positiva definida sobre I'* e I ¢ positiva definida, concluimos

que Vx. é negativa definida sobre I'". Pela férmula de mudanga de variavel (veja [Fol]),

obtemos:

/ g:/ g(Xa)’detDQU—él :
Xe(TTNOQT) r+nQ+

Fazendo € — 0, obtemos:

/ g:/ g (Vu)|det D?ul .
Vu(T+NQt) r+nQ+

Portanto, é suficiente provar que By, (0) C Vu (I'm N Q1) isto é, para todo a € R™ com
la| < M, existe z € Tt N QT tal que Vu(x) = a.
Podemos supor que u assume seu maximo m > 0 em 0 € 2. Considere

m
£(x) = —— =M.
() =m+ax, |a| < Gam(Q)

Observe que £(x) > 0 para todo x € 1. De fato, |az| < [a] |z] < F7ley diam(Q) = m.
Como u assume em x = 0 seu méximo, Vu(0) = 0. Assim, existe x; préximo de 0 tal

que u(xy) > £(x1) > 0, pois £(z) tem inclinagao a # 0. Por hipétese, u < 0 < £ sobre 0S.

Portanto, existe Z € ) tal que Vu(z) = D£(Z) = a, pois Vu(Z) é a inclinagao do hiperplano
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£. Agora podemos transladar verticalmente o plano y = £(z) a posigdo maximal, isto é,
tal que a superficie y = u(z) fique abaixo do plano. Claramente em tal ponto u é positiva e

zelr. n

Corolario 1.7.4. Nas hipdteses do Lema 1.7.83 para g = 1, tem-se

1
diam(£2) —aijuz.z)"}n
supu < suput + ———= / —
2 o {/Wn { r+< nD*

Demonstragao: Sabemos que g, = tr(AD?u) e que AD*u é nao-positiva definida
sobre I'". Usando o fato que a média geométrica é menor ou igual a média aritmética e
chamando de )\; os autovalores de —AD?u, concluimos que:

D* {det(—D%u)}* = {det(—AD*u)}" = /A -\,

)\1 + -+ )\n B tr(—ADzu) Qi Uga;

n n n

Logo,

det(=D%u) < [ —L 22 . 1.22
et(~Dh) < (e ) (122)

Aplicando o Lema 1.7.3 com g = 1, teremos:

/ dy S/ |det(D?u)| .
B (0) r

Usando as identidades:

Y

/ dy = M"w, e det(—D’u) = |det(D*u)
B (0)
M n< 1) YT
v [ (S55)
1 | —iUp . \ "
. + < = 1) YT
s () < [ (505)

1
1 _ai'umim "1
supu—supu*ﬁdiamQ{—/ (#) }
Q o0 Wy, Jr+ nD*

segue-se que:

e dai

ou ainda
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Teorema 1.7.5 (Principio de maximo de Alexandroff). Suponhamos que u € C*(Q2)N

C(Q) satisfaz Lu > f em €, %, % € L") ec <0 em Q. Entao,

Q oN

L"(F+)> '

Demonstracao: Se b; = ¢ = 0, a prova estd completa, pois f < Lu < 0 sobre I'".

sup u < supu*%—CH%

Ln(I+)

b
— diam Q. || ——
com C' =C (n, iam €2, H D

Para b;ouc#0ex € QF, cu <0. Seja pu € R™. Entao,

IN

— Uz, bitg, +cu— f <bu,, — f
< [blIVul = fT+ f7

< plIVul+ [~

= ([, p7 ) (IVul, )

< (B + () (9 )
< (o () { [(lvu%)"“ + (M*)n_l} - 1+ 1]}
= (00 G ) (V) D)

As duas ultimas desigualdades foram obtidas, aplicando a desigualdade de Hélder. Con-

siderando ¢(p) temos:

_ 1
Ip|™ +pm”

M n—1 n
n M
/ g(p)dp = wn/ T dr = 2» log (— + 1)
B (0) o THp" n I

1 — QiU \
/ 9(Vu) |det D*u| < / — ( A ’)
r+no+ r+nO+ |VU| + p“n nD*

/ 1 (161 + (=L )") (V™ + ) 272
rno+ |Vul" 4 pn n" (D*)"

[ (Eerry
a r+no+ D n'
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Usando o Lema 1.7.3, substituindo €2 por Q7. obtemos:

Mn 2n—2 n —1r—\n
%bg(_H)S [ bl" + ()
n I n" o Jrno+ D

Logo,
M™ 2n—2 b n — ||
— +1<exp - ~ H—* +u! f—* ,
© Wn T Dl rrnor Dl pnr+nnr
ou
2n72 b n —||n
M < p g exp | o - H— |5 -1
n"tw, \ ||D Ln(D+NQ+) D Ln(DHNQ+)
ou ainda
1
2’(7,72 b n — || n
supu —supu’ < pdiamQ ¢ exp | ——— H—* + ! f_* 1
@ o0 ntwn \ || Dl pr e nay D* || pn gt
Se f # 0, escolha = || -— :
D* || pn gt
Se f =0, considere p > 0 e faga p — 0. [ ]

1.7.1 Estimativas a priori para solucoes de equacoes semi-linear

Nesta se¢ao, usaremos os Teorema 1.7.5 e o Lema 1.7.3, para obtermos algumas estimativas

a priort para solucoes de equagoes semi-linear.
Proposicao 1.7.6. Suponhamos que u € C(Q) N C?(Q) satisfaz
Qu = a;(x, u, Vu) g, + b(z,u, Vu) =0 em (1.23)

onde a;; € C(2 x R x R") satisfaz a;;(x, z,p)&& > 0 para todo (z,z,p) € XX R x R" e
¢ € R™. Suponhamos ainda, que existem fungdes nao-negativas g € L}t (R) e h € L™()

loc

tais que,

b(z, 2, p)|
nD*

, V(z,z,p) € QxR xR" (1.24)
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/h”(x)dm </ 9" (p)dp = goo- (1.25)
Q n
Entao,
sup |u| < sup |u| + C diam(€2),
Q o9
onde C'= C(g,h) € uma constante positiva.

Demonstracao: Vamos provar para subsolugoes. Suponhamos que Qu > 0 em 2. Como

D?u é nao-positiva em I't, obtemos —a;;tg,,;, > 0. Dal,
b(z,u,Vu) >0 emI'*.

Em I'" N QT verificamos que:

b(x,u, Vu) < h(x)
nD* = g(Vu)

(1.26)

Aplicando o Lema 1.7.3 para ¢", temos:

/ g" < / 9" (Vu) |det D?u

B (0) rnet
< "V ijUaix;
B /r+msz+g V) ( nD* )

b n
< (Y
N r+mQ+g (V) (nD*)

pois u ¢ uma subsolugao. De (1.26) e (1.25), obtemos:

/ g”é/ h”(l’)dl’é/h”</ q"
BM(O) r+nQ+ Q n

Dai, existe C' = C(g, h) > 0 tal que M < C. Portanto,

supu —supu’ < Cdiam(Q).
Q B

A seguir discutiremos as equagoes de Monge-Ampere (veja [HL], [CY]).
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Proposicao 1.7.7. Suponhamos que u € C?(Q) N C(Q) satisfaz
det D*u = f(x,u, Vu) em Q

para f € C(Q x R x R"). Suponhamos ainda que existem fungoes nao-negativas g € L, (R™)

loc

e h € LY(Q) tais que,

|f(z,2,p)] < 7(@)

h(z)
(

para todo (x,z,p) € A X R x R" e

/Qh(ﬂﬁ)dw </ 9(p)dp = geo.
Entao,

sup |u| < sup |u| + C diam(€2)

Q o0

onde C'= C(g,h) € uma constante positiva.

Demonstracao: Anéloga a Proposicao 1.7.6. Aplique o Lema 1.7.3 a g. ]

Os corolarios seguintes sao casos particulares do resultado anterior. O primeiro caso, ¢é

quando f = f(x), podemos considerar g = 1.

Corolario 1.7.8. Suponhamos que u € C*(Q) N C(Q) satisfaz
det (D*u) = f(z) em Q
para alguma f € C(Q). Entdo,

1
diam n
sup Ju] < sup u] + (/ |f|"> .
Q oN wWR Q

O segundo caso é sobre equacao de curvatura Gaussiana.

Corolario 1.7.9. Suponhamos que u € C*(Q) N C(Q) satisfaz

n—2

det (D*u) = K(z) (1 + |Vu|2)T em ()
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para algum K € C(2). Entdo, se

Ky = / |K(z)] < w,
0
o sequinte vale:
sup |u| < sup |u| + C diam ©
Q o9

onde C' = C(n, Ky) € uma constante positiva.

1.7.2 Principio de maximo para dominios de medida pequena

Sem qualquer condigao sobre ¢, o principio de maximo vale para dominios estreitos. O
principio de méaximo de Alexandroff implica em um resultado similar para dominios de

medida pequena devido a S. R. S. Varadhan (veja [BN3], pdgina 4).

Teorema 1.7.10. Seja 2 um dominio limitado. FEntdo existe um o positivo, com § =
§ (n,diam Q, A, ||c || ) tal que o seguinte vale:
Se |Q| <6 eue C*(Q)NC(Q) satisfaz Lu > 0 em Q com u < 0 sobre 9L, entdo u < 0

em ) ou = 0.

Demonstracao: Notemos que o operador L~ = L — ¢ satisfaz as hipdteses do Teo-

rema 1.7.5 (principio de méximo de Alexandroff) e além disso,

L u>—cu.

Como suput = 0, segue pelo Teorema 1.7.5 que
o0

C
e T

Q

1
< Sy 0 s

Q Q

supu = supu', absurdo. Logo, u < 0. Usando o Teorema 1.2.9 concluimos o resultado. m
Q Q

O —-n
Se 6 = (X HC“LHLoo(Q)) , entdao supu < supu’. Se v > 0 em algum ponto, entao
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Solucoes Generalizadas

Neste capitulo, trataremos de operadores elipticos de segunda ordem, cuja parte principal

esteja na forma divergente (veja [GT], [Sta]).

2.1 Operadores elipticos na forma divergente
Vamos considerar o operador L da seguinte forma:
Lu = (ai; () g, + b () u)  + ¢ () ug, +d (z)u (2.1)

onde os coeficientes a;;, b;, d sao funcoes mensurdveis no dominio 2 C R"™.
A forma divergente tem a vantagem que o operador L pode ser definido para uma classe
mais ampla de fungoes do que a classe C* (Q).

Motivagao para a definigao de solugao fraca ou generalizada

Assuma por um momento que u é realmente uma solugao classica, multipliquemos a EDP

Lu = f por uma fungao teste v € C§°(£2), e integremos sobre €2, para encontrar

/ {(aijuxj + biu) Vg, — (Citly, + dur) v} dx = — / fodx,
Q Q

35
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onde integramos por partes o primeiro termo do lado esquerdo. Nao ha termo sobre a
fronteira, pois v = 0 sobre 0f). Por aproximacao podemos obter a mesma identidade para
fungoes v € H} (Q).

Se u ¢ apenas fracamente diferencidvel e as fungoes a;ju,, +b; e ciu,, + du sao localmente
integréveis, diremos que no sentido fraco ou generalizado que u satisfaz Lu = 0 (> 0, < 0)

respectivamente em {2 se
L(u,v) = / {(aijus, + biw) vy, — (ciug, +du) v} dx =0(<0,>0) (2.2)
Q

para toda v € C} () com v > 0. Quando os coeficientes de L sdo localmente integréveis,
segue do teorema da divergéncia que as fungoes u € C? (Q) satisfaz Lu = 0 (> 0,<0) no
sentido cldssico também satisfazem no sentido fraco. Se os coeficientes a;;, b; tém derivadas
localmente integréveis, entao uma solugiao generalizada u € C? (2) também ¢ uma solugao
classica.

Seja fi, g, i = 1,--- ,n funcoes localmente integravel em (2. Entao, uma funcao fraca-

mente diferenciavel u sera chamada solugao fraca ou generalizada da equacao nao-homogeénea
Lu= g+ D;f; (2.3)

em Q se L(u,v) = F(v) = [, (fiva, — gv) dx para toda v € Cj (22). Como antes solugdes
cldssicas de (2.3) sdo também solugoes fracas e uma solugao generalizada C? () também é
uma solucao classica quando os coeficientes de L forem suficientemente suaves. Vamos supor

que o operador L é estritamente eliptico em (2, isto é,
ai (2) €& 2 A€, Vo eQ, £eR"

para alguma constante positiva A. Suponhamos ainda os coeficientes de L sao limitados, isto

é, existem constantes nao-negativas A e vy tal que,
Dolag @) < A% ATy (@) + e (@)) + AT d (@) <9° VeeQ. (24)
ij i

Definigao 2.1.1. Sejau € WH2(Q). Dizemos que u é uma solugao do problema de Dirichlet
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generalizado:

Lu = g+ D;f;, em¢)
g+ Dt (2.5)

u =@ sobre OS2

se u for uma solucdo fraca de (2.3), p € WH2(Q) eu — ¢ € W2 (Q).

Usando (2.4) e a desigualdade de Poincaré, obtemos:

‘/aijumjvxidx
Q

< / Z |aijtug, vz, | do < / Z la;| |Vu| [Vu| de
Q ij Q i
<A / V] Vo] dz < A2 [ Vall 0y V0l

<C ||u||W01’2(Q) ||U||W01’2(Q) ;

</Qbiuvx1|</Q<Zbi2); (Zm 2>§u

K3 3

<My / Vo] u < Cllolly 2oy lulhyaos o

/ biuv,,
Q

‘ / Cilly,; U

Q

/ duv
Q

< Ol 2 llullw-2 ) s

2 : 2 : 21\ 5
< / du / o) < (2N lull oy ol oo

<C ||u||W01’2(Q) HU”WO”(Q) ‘

Logo, existe uma constante C' tal que

+ |bjuvy,| + |ciug,v| 4 |duv] } dx

|'C (u7?})| S / {|aijua:jv$i
Q
< Cllully g vl 2y -
Assim, para u € WH2(Q) fixado, a aplicagao v — L (u,v) é um funcional linear limitado

sobre W,?(Q). Logo, a validade de (2.2) para v € C} () implica que (2.2) também vale
para v € W, ().
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2.2 Principio de maximo fraco

Nesta secao estudaremos uma generalizacao do principio de méaximo fraco classico para
operadores elipticos na forma divergente. Para isto necessitamos da nocao de desigualdade

na fronteira para fungoes em W2 (Q) (veja [GT], [T]).

Defini¢ao 2.2.1. Seja u € W2 (Q). Dizemos que u < 0 sobre 9Q se ut € Wy'* (). Se
u € continua numa vizinhanca de 0S), entao u satisfaz u < 0 sobre 0); se a desigualdade
vale pontualmente no sentido cldssico. Qutras defini¢oes de desigualdades em OS) seque-se
naturalmente. Por exemplo: u > 0 sobre 0 se —u < 0 sobre 92; u < v € Wh2(Q) sobre
00 se u —v <0 sobre 092;

supu = inf {k; u < Kk sobre 02,k € R}.
o0

No caso das solugoes classicas pedimos que o coeficiente de u fosse nao-positivo, aqui

também impomos uma condicao sobre este coeficiente. Como (b;), nao necessariamente
J

existe como funcao, a nao-positividade de D;b; 4+ d deve ser interpretada no sentido genera-

lizado, isto é,
/ (dv — by, ) dx <0, Vv e Oy (Q), v>0. (2.6)
Q

Como b; e d sao limitados, a desigualdade acima permanece véalida para toda v € VVO1 )2 (Q)
com v > 0.

Agora estamos em condigoes de formular o principio de méximo fraco. (veja [GT], pagina

179).
Teorema 2.2.2. Suponhamos que v € W2 (Q) satisfaz Lu > 0 (< 0) em Q. Entao,

supu < supu’ (infu > inf u‘) .
Q o0 Q o0

Demonstragdo: Sejam u € Wh2(Q) e v € Wy (Q). Entao wv € Wy'' () e D (ww) =

vDu + uDwv. Substituindo uv,, = (uv), — vu,, na desigualdade £ (u,v) < 0 e usando (2.6),

Ty

teremos

/ {aijurjvm — (b + ) vuxi} dx < / {duv —b; (uv)x dx} <0 (2.7)
Q Q
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para todo v > 0 tal que uv > 0.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

: : :
S it ) s, < | (bi+e) [Z (umi)Ql — [Z (b; +¢;)?| |Vul.
Usando a desigualdade (a + b)? < 2(a? + b?), obtemos:
3
S (b s, < V3 [zw% v 19l
Por (2.4) e pelo que foi exposto acima, teremos:
Z (bi + ¢i) Uz, <20y |Vaul.

De (2.7), temos que:

/aijuxjvxidx < 2)\7/ v|Vu|dx (2.8)

Q 0

vale para toda v > 0 tal que uv > 0.

Seja ¢ = supu" tomemos um niimero x de modo que, £ < k < supu e definav = (u — r)"
o0 Q
Note que se tal nimero nao existir, entao nao ha nada a ser provado. Pela regra da cadeia

veja Teorema 7.8 em [GT]), temos v € W% (Q) e
0

Du seu>k
Dv =
0 se u < K.

De (2.8) segue que [, a;jv,,v5,dx < 2)\y [Lv|Vo|dx, onde I' = supp Vo C suppv. Pela

hipétese de elipticidade, obtemos:
[ 1vofax <2y [ o1vulds < 29 ol 190
logo,
HVUHL2(Q) <2y HUHLZ(F)'
Aplicando as imersoes de Sobolev para n > 3 (W12 (Q) — Lns (2)), teremos:

ol 22, ) < Cllollwra@) = ClIVOll L2y < Cllvlaqy
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Da desigualdade de Holder, temos:

; : :
i = ([1) < (1) Wt

1
= [5upp Vol ol 2

1

Assim,

1
01, 2 gy < € lollzaqey < C loupp Vel ol s,

onde C' = C (n,7). Logo,

|supp Vou| > C™".

Quando n = 2 aplicamos o teorema de imersao de Sobolev, substituindo nQTn por qualquer

2
nimero maior do que 2. Essas desigualdades independem de k, e portanto sao validas quando
K — SUp U.

Q
A funcao u atinge seu supremo em ) sobre um conjunto de medida positiva e além disso,

Vu = 0. Mas, isto contradiz a desigualdade acima. Portanto,

supu < supu’.
Q o9

Como conseqiiéncia do teorema acima, obtemos unicidade de solugao para o problema

de Dirichlet generalizado para equagao (2.3).

Corolério 2.2.3. Suponhamos que u € W2 (Q) satisfaz Lu = 0 em . Entdo, u = 0 em
Q.

2.3 Desigualdade de Harnack

Nesta secao, usaremos sem demonstrar os dois primeiros resultados. O segundo é a desigual-
dade de Harnack fraca para supersolugao de (2.3) (veja [GT] e [Sta]). Na préoxima segao,

utilizando a desigualdade de Harnack fraca, obteremos o principio de maximo forte.
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Teorema 2.3.1. Suponhamos que o operador L satisfaz (2.4) e que f; € L1 (Q),1=1,--- ,n,
g € L% para algum q > n. Suponhamos ainda que u é wma subsolugdo W2 (Q) da equagdo
(2.3) em Q. Entao, para toda bola Bag (y) C Q e p > 1 vale

sup u < C (R_Tn ||u

Br(y)

Niorzaney 5 (R)> (2.9)

onde C = C (n,3,7R,q,p) , b (R) = X (R[] o) + B ]
f:(fla"'afn)'

)edzl—%. Aqui

L? )

No teorema anterior se u é uma supersolucao de (2.3) o resultado vale substituindo u por

—u e ut por u”.

Teorema 2.3.2 (desigualdade de Harnack fraca). Suponhamos que o operador L sa-
tisfaz (2.4) e que f; € L1(Q), g € L% para algum q¢ > n. Suponhamos ainda que u é
uma supersolugio Wh2(Q) da equagdio (2.3) em ), nao-negativa na bola Byr(y) C Q e
1 <p< 5. Entao,

R [ull po gy < C ( inf w4+ k (R)) (2.10)

Br(y)

onde C = C (n, %,’yR,q,p).

Demonstragdao: Veja [GT], Teorema 8.18 na pagina 194. [ ]

Teorema 2.3.3 (Desigualdade de Harnack completa). Suponhamos que o operador L
satisfaz (2.4), u € WH2(Q), u >0 em Q e Lu =0 em . Entdo, para toda bola Byr(y) C

vale

sup u < C inf u (2.11)
Br(y) Br(v)

onde C = C (n, %,fyR).

Demonstracao: Conseqiiéncia imediata dos teoremas 2.3.1 e 2.3.2. [

O coroldrio a seguir é uma forma da desigualdade de Harnack (veja [GT], pagina 199) .
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Corolario 2.3.4. Sejam L e u como no Teorema 2.3.3. Entdo, para todo ' CC Q wvale:
supu < C'infu
Q/ Q)

onde C = C (n,2,vR, Y, Q) (veja [GT], [PW)).

Demonstragdo: Seja 1, o € V' tal que u (z;) = sg/p e u(ry) = lslll/f u. Seja I' C € uma
curva ligando x; a x3, e consideremos R de modo que 4R < dist (I', 092). Pelo teorema de
Heine-Borel (veja [Li]), I" pode ser coberta por um nimero finito (que s6 depende de €' e )
de bolas abertas de raio R (veja Figura 2.1). Aplicando o Teorema 2.3.3 a cada bola e

combinando as desigualdades resultantes, obtemos a conclusao do teorema. ]

()

SO SIS DI DL

Figura 2.1:

2.4 Principio de maximo forte

Teorema 2.4.1. Suponhamos que L satisfaz as condigoes (2.4) e (2.6). Seja u € Wh2(Q)

uma subsolugao para Lu =0 em €. Se para alguma bola B CC €2
supu = supu > 0,
B Q
entdo a funcao u deve ser constante em €.

Demonstragdo: Sem perda de generalidade podemos supor que Byg(y) C €. Seja M =

supu. Seja v := M — u. Alguns célculos diretos mostram que a igualdade: L (v,w) =
Q
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—L (u,w) + M [, (bjw,, — du) dx vale para todo w € Cj () com w > 0. Usando (2.6) e a
elipticidade de L segue que: L (v,w) > 0, ou seja, v é uma supersolugao para equagao (2.3)
com f; = g = 0. Aplicando a desigualdade de Harnack fraca com p = 1 a fun¢édo v, obtemos:

R_”/ (M —u)dx < C inf (M —u)=0.
Bar(y)

Br(y)
Logo, u = M em Byr(y).
Seja Qy = {x € Q; u(x) = M}. Temos que Q) # () por hipdtese. Q2 é relativamente

fechado e aberto em 2. Como €2 é conexo segue que €2 = (2. ]



CAPITULO 3

Solucoes fortes

Neste capitulo, trataremos das solucoes fortes para operadores elipticos de segunda ordem.

Seja L o operador eliptico definido na Segao 1.1 e f uma fungao definida em ).

Definicao 3.0.2. Uma solugdo forte para equagao,
Lu=f (3.1)

¢ uma fungao em Q0 duas vezes fracamente diferencidvel satisfazendo a equagao (3.1) quase

sempre em ).

3.1 Principio de Maximo de Bony

Quando u pertence apenas a algum espago W?%P?(Q2), a matriz Hessiana de u em zy nio esté
definida. Desta forma, necessitamos de uma ferramenta mais sofisticada. Jean Michel Bony
em [Bo| generalizou o principio de maximo cldssico para os espagos de Sobolev W2 ?(£2) com

p >n e P. L. Lions, em [Lio] mostrou que p = n é o caso limite. Seja

Teorema 3.1.1 (Principio de méximo de Bony). Suponhamos que u € W*?(Q), p > n

atinge em xy € ) um maximo local. Entao,

lim inf ess a;;(2)y,2, () < 0.

T—To

44
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Demonstracao: Podemos supor sem perda de generalidade que xg ¢ um ponto de maximo
. . 4 ,
local estrito. De fato, considerando v(z) = u(z) — |z — xo|" em vez de u, vemos que o é um

ponto de maximo local estrito para v; além disso,

lim inf ess a;(2) Uy, () = Iminf ess a;;(2)ve,q,; (7).

T—T0 T—X0
Seja U CC  uma vizinhanca aberta arbitraria de xq tal que u < u(zo) em U \ {x0}, e

seja W definido por:
W ={yeU;u(x) <u(y)+Vu(y) - (x—y) parazecU}.

Como u(xg) é um valor de maximo estrito, podemos fixar r > 0 suficientemente pequeno

de modo que,
uw(z) < u(xg) +1n-(xr—1x9) paratodo x € QU

quando 1 € R™ satisfaz || < 7. Assim, para todo 7 como acima, o méximo sobre U da
funcdo = — u(x) —n-x pode ser atingido apenas no interior de U; em outras palavras, existe

y € U tal que
u(z) <uly) +n-(r—y) paratodo z € U.

Mas, isto implica que n = Vu(y) e portanto y € W.

Consideremos a aplicacdo F : Q — R” definida por F(y) = Vu(y), pelo que foi exposto
acima, concluimos que F(W) D B,. Provemos que |W| ndo pode ser zero. De fato, como
W2r(Q) — C*'74(Q) (veja [Ev], Capitulo 5), existe uma constante C' tal que, se Q C € é

um cubo aberto, entao cada derivada u,, € C 0’1_%(§) satisfaz
1, (&) = 1y, (2)] < C(diam Q) [fuy, .00
para 2/, 2" € Q. Assim,
[F(Q)] < C(diam Q"% ullype.ng) -

Suponhamos que |W| = 0. Entdo, para todo ¢ > 0 existe uma seqiiéncia {Q,} de cubos

disjuntos Q; CC Q tal que W C Uéﬂ e Z(diam Q)" <e.

J=1 J=1
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Considerando a; := (diam Q,)", b; := ||u||§V2,p(Qj) e usando a desigualdade de Holder,
obtemos:
FOV)I< D 1F(Q)
j=1
coS
j=1

Q

Assim,

IFW)| < C'7 [[ulljye ooy

e portanto |F(W)| = 0, absurdo, pois F(W) D B,.

Pelo Teorema 5, pagina 280 de [Ev], u,,,, ¢ a derivada classica q.t.p. em €2, em particular
em W. Seja & € S ! fixado. Pela férmula de mudanca de coordenadas, em quase todo ponto
y € W cada derivada primeira u,, admite derivada direcional com respeito a &, e podemos

aplicar a férmula de MacLaurin para fun¢ao ¢(t) = u(y + t§), t € R com |¢| < dist(y,oU).

Assim,
u(z) = ¢(t) = ¢(0) + t¢'(0) + g [¢"(0) + o (t)]
= u(y) + Vu(y) - (v = 9) + 5 [t (9)6& + 0 (1)]

com o(t) — 0 quando t — 0, para z = y + t. Como u(x) < u(y) + Vu(y) - (x — y) para
todo  como acima, concluimos que ., (y)&&; < 0. Seja {f(m)} um subconjunto denso
enumeravel de S"~!. Pelas consideracoes acima segue-se que em quase todo ponto y € W,
Ugiar, (y)fi(m)éj(»m) < 0 para m € N, e portanto u,,,, (y)&¢&; < 0 quando £ € S*1.

Provamos que em toda vizinhanga aberta U de zy tem um subconjunto de medida posi-

tiva, onde a matriz Hessiana de u ¢ nao-positiva e portanto a;juz,,; < 0. [ |
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Como no caso cléssico, temos um resultado analogo ao Lema 1.2.1 para fungoes em

W2P(Q) com p > n:

Lema 3.1.2. Suponhamos que u € W*P(Q) satisfaz Lu > 0 em Q,p >n e c(x) <0 em S.

Se u tem um madximo nao-negativo em €2, entao u nao pode atingir esse maximo em €.

Demonstragao: Suponhamos que Lu > n > 0 em €2 quase sempre. Se u atinge um maximo
local nao-negativo em xy € €2, entao segue-se pelo principio de méximo de Bony juntamente
com fato que as derivadas u,, sao no sentido classico, que liminfess Lu < 0, o que é uma

T—T0

contradicao. Assim, u nao pode atingir um maéaximo local em um ponto interior. [ |

Usando o principio de maximo de Bony, deduzimos de maneira analoga aos principios de
maximo cléssicos, principios de méximo para fungoes nos espagos de Sobolev, W2?()) com

p > n (veja [T]).

Teorema 3.1.3 (Principio de maximo fraco). Suponhamos que u € W*P(Q) comp > n
satisfaz Lu > 0 em ). Se ¢ <0 em QQ, entao
supu < suput.
Q o0
Teorema 3.1.4 (Lema de Hopf). Suponhamos  satisfaz a condi¢ao da bola interior e
que u € WP(Q), p > n satisfaz Lu > 0 em Q. Se u atinge um mdzimo local estrito em
xo € 002 e se By € R™ € tal que Bov(xg) > 0, entdo FoVu(xg) >0 sec=0ouc<0emQ e

u(xg) > 0.
Consideremos o problema contorno misto:

Lu = f em (),
U|m\r = 0, (3:2)
Bu = (BVu+yu)lp=¢
onde I' C 0N é fechada. Suponhamos ainda que fv > k sobre I', onde k é uma constante
positiva.
A condicao sobre 9Q\T" é a condigao de Dirichlet; a condi¢ao sobre I' é chamada derivada

obliqua regular.
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Teorema 3.1.5 (Principio de maximo forte). Suponhamosu € W*P(Q) satisfaz Lu > 0
em Q, p>mneBu>0sobrel'. A menos que u seja constante, e especificamente nao-positiva
se supessg A + max-y > 0, o mdzimo M de v em Q ndo pode ser atingido sobre QU T se

c=0evy=0,0uc<0emQ, v<0sobrel' e M > 0.

Demonstracao: Precisamos apenas excluir a possibilidade que v = M em algum ponto
zo € QUT sem coincidir com M em todo Q. Para isto, vamos assumir a existéncia de uma
bola Bgr(y) C € e um ponto xy € 0Br(y) N (QUT) tal que u(x) < M para = € Bg(y) e
u(zg) = M. O Lema de Hopf pode ser aplicado com (2 substituido por Bg(y) e portanto
BoVu(zg) > 0 quando ﬁ()% > 0. Mas, isto é absurdo pois as derivadas de u se anulam

em um ponto de maximo se este for interior ao dominio, enquanto GoVu(zg) < —yM < 0

com [y = [(xg) se xg € I. (]

3.2 Principio de maximo de Alexandroff

Com a notacao da Secao 1.7, generalizaremos o principio de méximo de Alexandroff para

funcdes em C (€2) N W2 (Q).

loc

Teorema 3.2.1. Suponhamos que u € C' (ﬁ) N I/Vlicn (Q) satisfaz Lu > f em €, %, U e
L"(Q) ec <0 em Q. Entao,

supu < suput + C
0 o0

(3.3)

i
D*

Ln(I+)

Demonstracao: Na Secao 1.7, estabelecemos esse resultado para as funcoes em C (ﬁ) N
C?(Q2). Usando o argumento de aproximacao, estenderemos este resultado para fungoes
em C () N W2 (Q). Suponhamos inicialmente que L ¢ uniformemente eliptico em Q com
razao % limitada. Seja {u,,} uma seqiiéncia de fungdes em C? (§2) convergindo no sentido de
VVIQOCn (Q2) para u. Para € > 0 arbitrario, podemos supor que u,, converge para u em I/Vligl (Q)

e U, < &+ supu sobre 0€), para algum dominio 2. CC 2. Notemos que,
o0

Mu, = M(u, —u) —cu+ Lu > M(u, —u) —cu+ f > M(u, —u) + f
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onde a tltima desigualdade segue de z € Q, e Mu = Lu — cu. Assim, aplicando (3.3) para

as funcoes u,, e M, com Q substituido por Q, obtemos:

C
sup uy, <esupu’ + — ||ay; Dij (um — u) + b; (uy, — w)|| + C Hi (3.4)
Qe o0 A D+ L (Qe)
Fazendo m — oo e usando o fato que u,, — u uniformemente sobre ()., temos:
N f
supu, <e+supu’ +C || = : (3.5)
Qe o0 9* L ()

Como e > 0 é arbritario, concluimos que (3.3) vale. Para remover as restri¢oes sobre L,

consideremos para 1 > 0, o operador:
L,=n(A+|b) A+L.

De (3.5), obtemos:

Sup u,, < e+suput +C
P

Qe

n(A+ o)) A
D;

} . (3.6)
L(Qc)

Fazendo n — 0 e usando o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, obtemos a

|
L™(Q)

desigualdade (3.5). Como ¢ é arbitrario segue-se que (3.3) vale. |

Usando o teorema anterior, temos unicidade de solugao para o problema de Dirichlet.

Teorema 3.2.2 (Unicidade). Seja L eliptico em um dominio limitado ). Suponhamos que

as fungoes u, v € C(Q) N W2™(Q) satisfazem Lu = Lv em Q e u = v sobre dQ. Se ¢ < 0

loc

em €2, entao u = v em 2.

Demonstragao: Segue do teorema anterior. ]

O exemplo abaixo mostra que o resultado de unicidade nao vale para funcgoes u, v €

C(Q) NW2P(Q) com p < n.

loc

XTikj
||

Exemplo 3.2.1. Considere Au + b7"F Uy, = 0 ep = —1 + % com 0 < A\ < 1. FEste
problema tém duas solugées: u(z) =1 e w(zx) = |z|* pertencentes a W“2(B) e u = w sobre

0B, onde B = B1(0).



SECAO 3.2 PRINCIPIO DE MAXIMO DE ALEXANDROFF 50

Enceraremos este capitulo com a seguinte observacao, cuja verificacao é andloga ao Teo-

rema 1.7.10.

Observagao 3.2.3. O principio de mdzimo para dominios de medida pequena se verifica

para solugoes fortes (veja [BN3]).



CAPITULO 4

Método do plano movel e do deslizamento

Neste capitulo estudaremos o método do plano mével e do deslizamento, os quais tém sido
bastante utilizados para obter propriedades qualitativas das solugoes de equacoes diferen-
cias parciais nao-linear, tais como, simetria e monotonicidade (veja por exemplo [L1], [L2]
[GNNT1], [BN3]). Os resultados aqui exposto sao baseados nos trabalhos de H. Berestycki e
Louis Nirenberg em [BN3].

4.1 Meétodo do plano movel

Este método basicamente compara os valores da solucao da equacao em dois pontos diferen-
tes, onde um ponto ¢é a reflexao do outro com relagao a um hiperplano. O plano é movido até
uma posicao critica, e entao, mostra-se que a solugao ¢ simétrica com relacao a esse plano
limite. O método do plano mével é devido a A. D. Alexandroff (no estudo de superficies
de curvatura média constante) e foi usado inicialmente no contexto das equagoes diferen-
ciais parciais por James Serrin em 1971 (veja [S]). Em 1979 Gidas-Ni-Nirenberg usaram o
método do plano movel para estabelecer resultados de simetria e monotonicidade de solugoes

positivas para um problema de Dirichlet (veja [GNN2]).

O teorema seguinte foi provado inicialmente em [GNN2| com hipéteses mais fortes. Em

[GNN2], 2 C R é um dominio de classe C2, f € C' e u € C?(Q) uma solucao positiva de

51
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(4.1).

Teorema 4.1.1. Seja Q um dominio limitado em R"™, convero na direcao x, e simétrico

com respeito ao plano x1 = 0. Seja u € VV;C” N C(Q) uma solugdo positiva de

Au+ f(u) = 0 emQ
u = 0 sobre 0f).

(4.1)

Suponhamos que f é Lipschitz continua. Entao, u é simétrica com respeito a x1 € Uy, < 0

para x1 > 0 em €.
Demonstracao: Com z = (z1,y) € Q ey € R" provemos que:

° Uy, >0 sex <0

o u(xy,y) <u(zl,y) semx <z, x1+z) <0. (4.2)
De fato, usando (4.2) e fazendo z{ — —z7, concluimos por continuidade que
u(zy,y) <u(—z1,y) se 1 < 0. (4.3)

Substituindo x; por —z; e usando v(z1,y) = u(—z1,y), segue-se que v satisfaz (4.3). Assim,
obtemos simetria de v em x;. Agora, fixemos algumas notagoes:

Seja —a = ;Ielgfz x1. Para —a < A <0, defina
o I ={x eR"z; = A}
e X(N)={z e 1 <A}
o ), = (2\ —z1,y) para x = (z1,y) € L
Em X(\) considere
w(z, \) = u(zy) — u(x).

Note que w estd bem definida, pois €2 é conexo e simétrico com relacao ao hiperplano z; = 0.
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Q
%
Figura 4.1: Plano mével
Como f é Lispchitz, w satisfaz
Aw+clz,)w = 0 em X(A
(2.3) » o

0 sobre 9%(\)

>
w2

onde

se u(zy) # u(x)

0 se u(zy) = u(x)

Com efeito, Aw(z, \) = Au(zy) — Au(x) = —f(u(zy)) + f(u(z)) = —c(z, \)w(z, A). Temos,
u(zy) > 0 = u(z) sobre 02 N 0X(A) e portanto, w(x, \) > 0 sobre 93(\). Como u > 0 em

2 segue-se que w # 0 sobre 0X(\).

Para provarmos (4.2), precisamos mostrar que:

w(x,A) >0 sobre X(\).

(4.5)

Com efeito, seja z € Q com z7 < 0 e 2] tal que 1 < 2] e x1+2) < 0. Considere 2\ = x;+21,

note que = € X(A). Logo, u(z},y) —u(z1,y) = w(z,A) > 0. Como ) é arbitrario, segue-se

o resultado.
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Para 0 < A 4+ a pequeno, segue-se do principio de méaximo para dominios de medida

pequena, que existe um ¢ > 0, tal que
IX(N)] <d=w>0em X(N).

Seja (—a, ;) o maior intervalo aberto de valores de A tal que (4.5) se verifica. Vamos
mostrar que x4 = 0. Suponhamos por contradi¢ao que p < 0. Por continuidade, w(x, 1) >0
em X(p). Como w # 0 sobre 0% () segue-se pelo principio de maximo que w > 0 em X(u).
Mostraremos que para todo € > 0 pequeno, w(x,u+¢) >0 em X(u + ¢€).

Fixemos um ¢ > 0 satisfazendo a conclusao do principio de maximo para dominios de
medida pequena. Seja K um subconjunto fechado de () tal que [S(p) \ K| < 2. Pela
continuidade de w(x, \) e pela compacidade de K, w(x, u) > constante > 0 para x € K. Por
continuidade, temos que para todo € € (0,¢0) pequeno |X(p +¢o) \ K| < dew(x,pu+¢) >0
sobre K. Em & = Y(u+¢) \ K a funcio w = w(z, u + £) satisfaz

Aw+c(z,Nw = 0 emX

w ; 0 sobre 9%

(4.6)

onde ¢ = ¢(z, u + ). Com efeito, a desigualdade na fronteira (4.6) segue-se de w > 0 sobre
0%(p+¢€) por construgao, pois u = 0 sobre J€2 e w = 0 sobre 7). e do fato que w > 0 sobre
oK.
Aplicando o principio de maximo para dominios de medida pequena em EN], concluimos
que w > 0 em 5. Portanto, w(z,p+e)>0em X(u+e). Mas, isto contradiz a escolha de .
Agora, provaremos que u,, > 0 se z; < 0. Como w(x,\) > 0 em 3(\) e w(A,y) =
0, podemos aplicar o Lema de Hopf na fronteira plana: x; = A de 3(\) e concluir que,

Way (A, y) = —2u,, (A, y) < 0 para todo A < 0.

Agora, provaremos que u,, > 0 se x1 < 0.

Dado z € Q com 2z, < 0, consideremos A = z;. Note que existe uma bola B = B,(z+ pe1)
em ().

Como w(z, A) > 0 em X(\) enquanto w(z, A) = 0, podemos aplicar o Lema de Hopf na

fronteira plana: z; = A de X(\) e concluir que, dyw(z, A) < 0.
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Isto prova que u,, (z) > 0, pois a identidade

0
Ow(z, \) = . U2\ — x1,y) —u(z)] = —us (2N — 21, Yy) — Uy, ()
1
mostra que djw(z, \) = —2u,, (2) quando z; = A. [

O contetdo do coroldrio seguinte é o famoso resultado de Gidas-Ni-Nirenberg (veja
[GNN2]) sobre simetria radial para solu¢do de um problema de Dirichlet semi-linear na

bola.
Corolario 4.1.2. Seja B = Bp(0) C R". Se f ¢é Lipschitz e u € C*(B) N C(B) satisfaz

Au+ flu) = 0 emQ
u = 0 sobre OS2 (4.7)

u > 0 emB,

entao u € radialmente simétrica. Além disso, ‘g—;f < 0 para todo 0 < r = |z| < R.

Demonstracao: Do teorema anterior podemos afirmar que xlg—;‘l < 0 para todo x € B

com z1 # 0 (pois u,, < 0 para x; > 0 e u,, > 0 para ;7 < 0 em B). Dal, 59—;1 = 0 quando

x1 = 0. Como A é radialmente invariante, isto é valido para toda dire¢ao e portanto % =0

para toda direcao tangencial, isto é, u é radialmente simétrica. Para a segunda parte do
ou

resultado notemos que, %(w) = g—;ﬁ('r’, 0,...,0) e entdo usamos o fato que 5. < 0 para

x> 0. |

4.2 Método do deslizamento

O método do deslizamento também utilizado para estabelecer propriedades geométricas de
solugoes de equagoes diferenciais parciais nao-lineares introduzido em [BN2], compara o valor
da fungao em dois pontos, sendo que o segundo ponto é obtido pelo deslizamento do dominio,

na direcao .
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Teorema 4.2.1. Seja 2 um dominio limitado de R", convexo na dire¢io x1. Seja u €

W2MQ) N C(Q) uma solugdo de:

loc

Au+ f(u) = 0 emQ (4.8)

u = ¢ sobre 0S).

Suponhamos que f € Lipschitz continua, suponha ainda que dados trés pontos: ' = (x},y),
x = (x1,y) e 2" = (2, y) sobre o segmento de reta paralelo ao eizo x1, x| < x; <z, com

', " € 09, entao

o) <u(z) < (") sex e (4.9)

o(x') < p(x) < p(x")  sex e dN. (4.10)
Entdo, u € crescente com respeito a x1 em §, isto €,

u(zy +7,y) > u(zr,y) para (21,y), (21 +7,y) €Q e7>0.

Além. disso, u € a unica solugio de (4.8) em W2(Q) N C(Q) satisfazendo (4.9) e se f é

loc

diferencidvel entao u,, > 0 em 2.

Demonstragao: Para 7 > 0, seja u”(z1,y) = u(x; + 7,y) definida em Q7 = Q — 7e; e
w™(z) = u"(x) — u(x) definida em D™ = QN Q7. Procedendo como na demonstracao do

Teorema 4.2.1, temos que:

Aw™ + T (x)w™ = 0 em D7

w™ > 0 sobre D7

(4.11)

onde ¢ € L™ satisfaz |¢"(x)| < b, para todo x € D" e para todo 7. Usando as condigoes
(4.9) e (4.10) conclui-se que w™ > 0 sobre 0D7.

Seja 19 = sup {7 > 0; D™ # (}}. Para 0 < 79 — 7 pequeno, D" é um dominio estreito.
Assim, segue-se de (4.11) e do principio de maximo que w”™ > 0 em D7. Vamos iniciar
o deslizamento de Q7 para direita, isto é, vamos decrescer 7 de 79 a uma posicao critica

T €[0,7°).
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Seja (7, 79) o intervalo maximal, com 7 > 0, tal que para todo 7/ em 7 < 7" < 79, w™ >0
em D7. Queremos mostrar que 7 = 0. Argumentado por contradicao, suponhamos que
7> 0.

Fixado x, w™(z) é continua em 7, fazendo 7 — 77, resulta: w”™ > 0 em D". De (4.9)
concluimos que w”(x) > 0, para todo x € QN ID". Logo, w™ #Z 0 em qualquer componente
do aberto D”. Aplicando o Principio do méximo forte a w”, vemos que w” > 0 em D7.

Seja 6 > 0 como no principio de maximo para dominios de medida pequena e K um
subconjunto fechado de D™ tal que |D™\ K| < $. Logo, para £ > 0 pequeno, w™ = > 0
sobre K e |D™ ¢\ K| < ¢. Como 0 (D™ ¢\ K) C 9D" ¢ U K, vemos que w” ¢ > 0 sobre
O(D*\K)CoD" UK.

O Principio de maximo para dominios de medida pequena, nos permite concluir que
w™f > 0em D7 ¢\ K e portanto em todo D™¢. Mas, isto contradiz a hipétese de (7, 79)
ser maximal. Portanto, w™ > 0 em D7 para todo 7 > 0.

Se f é diferencidvel, entdo podemos derivar a primeira equagao em (4.8), para obtermos
Aug, + f'(u)uy, = 0 em Q. Como u é crescente em xy, Uy, > 0 e u,, # 0, segue-se do
Teorema 1.2.9 que u,, > 0 em (2.

Para concluir a prova do teorema, resta mostrar a unicidade da solucao. Suponha que v
é outra solugao de (4.8) satisfazendo (4.9). De modo andlogo ao que foi feito antes para w7,
considerando w” = v — u, concluimos que v > u para todo 7 > 0, e portanto v > u. Por

simetria segue-se que v = u. [



APENDICE A

Espacos de Sobolev

Nesta secao, vamos estabelecer algumas propriedades dos espacos de Sobolev. Passemos

assim a algumas definicoes.

Consideremos o espaco
CP(Q) = {p € C™(Q); supp ¢ é compacto , suppp C Q}.
Vamos introduzir em C§°(£2) o seguinte conceito de convergéncia:

Definigao A.0.2. Dizemos que uma seqiiéncia {@,} C C$°(2) converge para uma fungao

w € CP(R) se:
i) supp ¢, C K para todo n € N e para algum K CC Q fizo;

ii) D%p,, converge uniformemente para D*p em K para todo multi-indice o = (o, . . ., o),

o; € N.
C5°(92) com esta nogao de convergéncia ¢ denotado por D(£2).

Definigao A.0.3. O espaco das distribuicoes sobre Q) € o espago vetorial topoldgico D'(2)
dual topoldgico de D(S).

o8
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Exemplo A.0.1. Seja L, () o espago das fungdes localmente integrdveis, isto é, o conjunto

das fungoes integrdveis sobre subconjuntos compactos de Q. Tomemos u € Lj, (). Podemos

associar a w uma distribuicao, T, € D'(QQ), definida por:

(Ty, ) = /Qu($)<p(x) dx Ve € D(Q).

Definicao A.0.4. Seja T € D'(Q)). Definimos a derivada D; = % de T como uma distri-

buicao, denotada por D; T como sendo:
(DT, ) = —(T,D;p), Vo€ D).
Em geral, se « = (g, ...,q,) e |a| =a3 + -+ a,, a; €N,
(DT, ) = (=1)(T, D).
Definicao A.0.5. Sejal <p<oocem=1,2,.... Definimos
WmP(Q) ={u:Q— R; D% € LP(QY), para todo |a| < m}
onde D indica derivadas no sentido das distribuicoes.

O espaco W™P é um espaco de Banach munida da norma:

fallrs = | 3 [ ID"ute) ax | (A1)

laj<m

O fecho de D(€2) com a norma (A.1) é denotado por Wy™?(Q). Os espagos W™ 2(Q) sao
espacos de Hilbert. Usamos a notagao H™(f2) para denotar W™ 2(Q), e HJ*(£2) para denotar
Wi2(Q), m=1,2,. ...

Usando a nocao de “trago” de uma distribuicao, conceito que nao definiremos aqui, é

possivel dizer que se u € HJ"(2) entdao D*u = 0 sobre Jf) para |a| < m.

Teorema A.0.6 (Desigualdade de Poincaré). Suponhamos que 0 € aberto limitado.

Entao, existe uma constante C' (dependente de 1) tal que:

lull e < CIIVull ) Y€ HY(Q). (A.2)
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Segue de (A.2) que em Hj(9),

J

Q

\// u2—|—/ |Vu|?
Q Q

sao normas equivalentes.

Teoremas de imersao de Sobolev
(i) se mp < n, entdao W™P(Q) C L) para todo ¢ <

ii) se mp > n, entao W"™P(Q)) C C7, onde v =m — 2.
(i) 2

np__.
n—mp’

(A.4)
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