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. _ P .
desenvolvido por Greco [10]. Definimos estes L , determinamos al
gumas propriedades e critérios de completude, e os comparamosS com

-

0os L desenvolvidos por DS. Resulta gue cs LP aqui estudados

-

sao mais faceis de serem utilizados e fornecem mais informagdes ,
o P .
ae passo gque os L de DS calculam normalmente a integral de

uma classe malor de fungoes.

Nosso trabalho fol desenvolvido utilizando sobretude os estu
dos feltos em {5,9,10] em gue nos baseamos. A nossa contribuicao
pessoal constitue-se na demonstragac e esclarecimento de muitos re
sultados mencionados nos artigos acima. Como principais resulta -
dos por nds provados citamos entre outros: o relacionamento da in
tegral mondtona com as integrais de Riemann e Lebesgue, a prova
de muitos resultados relacionados com o espago de Stone, a rela-
gﬁo entre A-mensurabilidade e a y-mensurabilidade de DS forne-
cendo a ligagao entre os espagos LP nos dois casos e a demons —
tragac de que para uma  o-algebra A e uma medida g¢-~aditiva p,

LP(X,A,u} de integral mondtona € completo.
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CAPITULO I
ALGEBRAS DE CONJUNTO, FPILTROS E ESPACOS DE RIESZ.

Veremos neste capitulo definicoes e propriedades de concei-
tos basicos que serao usados posteriormente neste trabalho. Intro
duzimos também a nocac do Espago de Stone associado a uma algebra

gque sera fundamental para o desenvolvimento da teoria dos espacgos LP.

1.1. ALGERRAS DE CONJUNTO

Seja X um conjunto e P(X) a classe de todos os subconjun-
tos de X. A C P(X) & uma algebra se A & fechada por unides fi-
nitag e complementares. Dado A C X denotamcs o complementar de
A por AC.

E facil ver que a interseccac de uma familia qualquer de al-
gebras de P(X) & uma algebra de P(X). Portanto, faz sentido de
finir a algebra gerada por IH C P(X) como sendo a menor Aalgebra
de P(X) que contém TIH.

Uma o-algebra € uma algebra que & fechada por unices enumé-
raveis. A o-algebra gerada por IH C P(X) & a menor c-algebra que
contém TH.

Sejam X e X' dois conjuntos e A e A' algebras de P{X}
e P(X') respectivamente. Dizemos que a aplicagao ¢ : A —> A

& um fhomoemonfismo de Algebras se ¢ satisfaz, para quaisquer A,B € A



1) »(a N B)

Il

¢ {A) Y ¢ (B)

2) ¢ (A VU B) w (A) YU v (B)

3) w(a%) = (wan©.

E c¢laro que ¢ ({A) € P(X') & uma algebra de P(X') contida em
A' , e & chamada uma imagem fhomomorfa de A . Quando ¢ & injetiva
e sobrejetiva dizemos que ¢ & um Lsomonfismo de Algebras e que as

dlgebras A e A' sao lsomongas.

Um atomo de uma algebra A & um conjunto H C€ A tal que se
BCA e BCH entao B = ¢ ou B = H. Intuitivamente vemos que
um &tomo € um conjunte que ndo pode ser guebrado em pedag¢os na al
gebra. Uma algebra A 2 dita atomica se gqualquer elemento de A
contém um dtomo de A . B dita superatomdica se qualguer subalgebra
2 atomica. Lembramos gue se A C FP(X) @ uma algebra de conjuntos

uma subidlgebra de A & uma algebra de P{X) contida em A .

Vejamos agora alguns exemplos de dlgebras de conjuntos.

EXEMPLO 1, Sejam X = IN e A C P(X}) a classe dos conjuntos finitos ou

cofinitos. A & algebra mas nao ov-algebra. £ também superatomica.

EXEMPLO 2. Sejam X = IR e I a familia dos subconjuntos de

IR gue sac unides finitas de intervalos. Denotamos por J<ntervalo

os intervalos abertos, fechados, semiabertos e ilimitados. Entac
Im & Zlgebra de P{IR) mas nao & o-algebra. E atOmica mas nao
superatimica. Seja I = [0,1] e I =1, N P(I). Entao I & uma

algebra de P(I).



BXEMPLO 3. Veremos agora um exemplo relacionado com topologia.

Se X & um cspago topoldgico entao a classe A subconjuntos

de X gque sao aberto e fechados & uma adlgebra de subconjuntos de X.

Lembrando gque um espago topolbgicc & totalmente disconexo se
suas componentes conexas sac pontos, temos o resultado bem conhe-

cido da topologia:

Seja X um espago topoldogico compacto e de Hausdorff. Nestas
condigoes X & totalmente disconexo se, e somente se (see) A &
uma base para a topologia de X (veja por exemplo Simmons:"Intro-

d.ction to Topology and Modern Analysis™).

EXEMPLO- 4. Seja X um espago topoldgice de B a og-algebra gerada
pelos conjuntos abertos de X . B & chamada o-algebra de Borel de
X. Seja f : X —» R. Definimos {f=0} = {x € X, f{x) = 0} .

{f >a} ={xe X, f(x) > al Ya € IR. Um conjunto de Baire & um

conjunto da co-algebra gerada pela classe ™ = {{f=0}, f: > 1R,

f continual. Um conjunto de Baire & sempre Borel e se X & metri

zavel um conjunto de Borel & também de Baire.

1.2, FILTROS

Sejam X # 4 um conjunto e A € P(X) uma algebra. Dizemos que

FocA &um 4i{tro de A se
iy F# 9

ii) s & F



iii) A,BE € F = ANTF € F

iv) A€ fF ,BE€EA,ACB = BEF

Se F & um filtro de A entdao 1 = {A € A , at e F} & chama-
do um ideal de A . Os resultados existentes para filtros tem duais

para ideais.

Seja T CA uma classe de conjuntos de A. Queremos saber
quando existe un filtro F de A tal que T C F. Uma condigao ne-

cessaria para que isso acontega & que se

n
H == nN Ai PR (1)
i=1

}n

agdiog

Esta condicgao € também suficiente se considerarmos F como a
classe de conjuntos de A que contém uma intersecgao finita de ele
mentos de IH. E ficil ver que F & um filtro e gue gualguer ou-
tro filtro que contém IH contém F. Por isso esse filtro & o
filtro gerado por I . Observamos que todos estes conceitos depen

dem a algebra A de P(X).

Um filtro de A & chamado um uftrafdiltro se naoc 2std contido
propriamente em nenhum outro filtro de A, Usando o Lema de Zorn
& facil provar que cada filtro estd contido em ao menos um ul-

trafiltro de A .

Nosso primeiro resultado diz que a colegac de ultrafiltros

que contém um dado filtro caracteriza este filtro,



]

PROPOSICAQ 1.1. Sejam X un conjunto, A algebra de P (X) ¢ F

filtne de A. Entac

F=r {F' , F' wltragilino de A,F C F'},

DEMONSTRACAQ. Seja Fl =n {F* , F' wultrafiltro de A,F C F'}.

Como a intersecc¢ao de uma familia qualquer de filtros & um filtro

seque que Fl & um filtro. Obviamente F C F

Fl C F utilizamos o seguinte fato:

1 - Para ver que
Se F @& um filtrode A e A€ A entao A & F see

a® o H # ¢ ¥H € F , pois isto & equivalente a A€F see 3H € F

tal que H N a® = ¢ . Isto & claro pois se A € F, A% n oa = b .

Por outro lado se AN E€ F , H N a® = p => H C A = A€ F,

Suponha portanto que Fl ¢ F isto & 3A € Fl , A& F. Logo

SN H#£¢ , ¥HEF e portante F U {A%} satisfaz a condicdo

A
(1) e existe filtro de A e dai ultrafiltro que contém F U {A%}.
Mas esse ultrafiltro tem A e AC como elementos, ommraﬁgao. Logo

Fl C F e temos o resultado. =

Existe uma caracterizacao simples dos ultrafiltros de A que

damos a seguir.

PROPOSICAC 1.2. Sefam X conjunto, A C P(X) algebra e F {§iltro

de A. Entdo sdo equivalentes

i) F ¢ ubtnagilino de A



ii) HE A = H & F oy H € F

n
n - -
. U iy — . -
iii) {H3b{ ¢ A e v R, eF = 3i, tal que H, € F.
i=1 o}
DEMONSTRACAO. i} == ii). Seja H € A tal que H & F, Como

H° N A # 0, VYAEF existe um filtro que contdm F U {E%} e co

mo F & um ultrafiltro segue que HS € F.

ii) =% 1iii) Suponha gque gqualquer 1 < i <

=

o

h

-

jeal

o
1

tao HY € F,
1

h o8
i
-

I T
s

n
€ F = U H, & F absurdo.

iii) = 1) Suponha que existe F' filtro de A tal que F ; Fr.
Seja A€ F' , Ag F. Entdo como AU A =X€F e AEF. Se-
gue que A° € F', Mas F C ' e portanto A € F' e A% € Fr ab

surdo. Logo F & ultrafiltro. w

E interessante noctar que a maximalidade de filtros se traduz
pela condigdo de um conjunto da adlgebra ou pertencer ao ultrafil

tro ou ter seu complementar 13.

Seja A C P(X) uwa algebra. Chamamos de ultrafilftro defeamdi-

nado pot x € X ou ultrafilire principal o seguinte conjunto.
2w ={A € A, x € A},

Claramente % & um filtro. Além disso se A € A temos que:

XEA e AEX ou x¢A= A°€Xx e portanto X 2 um ultrafiltro.



Notamos dque x€ N A, mas pode occorrer que {x}# N A,

AEx AEX

Neste caso gqualquer y € N A satisfaz y = X. Em qualquer ca-

AE X
SO0  se N A€ A entao e um atomo de A. Notamos gue podemos
AEX
ter o AEA como mestra o exemplo a seguir.
AEX

EXEMPLO 5. Sejam X = TR , x € X e A ={AC R tal que

x € a° ou x € A }. Entao A & Aalgebra e ¥ = {AC R tal
que x € A”}. Logo N A= x mas {x} & A.
AE %

Veremos que podemos associar a um filtro uma nogao de conver
géncia que & explicada a seguir.

Denotamos por MR ¢ conjunto IR U {+® , —=}. Sejam entdo X
um conjunte A C P(X) Aalgebra, F filtro de A e f:X —» 1R .

Defininos o. lim.supF f com relagao a F por

lim supp £ 3 = inf sup fi(x).
HEF xEH

Este & o limite superior da fungac f com respeito ao fil-

tro F . De maneira analoga definimos lim infy £ como

lim sup £ : = sup inf f(x)
HEF =x=EH

e guando estes valores forem igquais definimos o £imife de £ com

relacac a F



limF £f : = 1lim Supy T.

Vejamos agora um exemplo gue val ajudar a esclarecer estes

concelitos.

EXEMPLO 6. Sejam X = IR e A = P(X}). Se f : X > IR defini-

mos o fLimdite superich de £ em x € IR por

lim sup €(x): = sup{b € R tal que e >0 , ¥V, vizinhan

¥
ca de x tal que Vy € VX . {x} , f(y) < b + ¢}.

De maneira analoga definimos 1lim inf f(x). Dizemos ¢gue f
& semicontinua supernionmente se lim sup f(x) > f(x) para qualquer
% € TR. As funcgoes semicontinuas superiormente sao os limites pon
tuais de sequéncias crescentes de funcgles continuas (veja [12]) .

Definimos de forma anadloga semicontinua inferiormente.

o

h

Seja agora FX = {ACIR ; x € A

Notamos que F; e um filtro de algebra A mas contrariamente
ao exemplo anterior nac @ um ultrafiltro de A . Isto e  verdade
pois se B = {x+r : r € 9} entao B E€ A e B & Fx e B° & FX.
Isto ocorreu porgque a algebra A tem mais conjuntos que o caso an
terior e a nocao de maximalidade mudou. Logo a nogao de ultrafil-

tro ndo esti somente ligada ao conjunto base X mas também funda-

mentalmente associado a algebra A .

Vemos cue



lim supy f = inf sup f£{vy).
X ACTIR vyEA
xe a°

I facil ver que lim supp £ > lim sup £{x) e também f e
X

semicontinua superiormente em X see sao iguais. Vale também

Lim inf ¢ lim sup f{(x}) e igualdade see f for semicontinua  in-
X

ferjormente em . Como f & continua em x see os dois casos

ocorrem simultancamente vemos que £ & continua em X see exis-

te limF f. Logo existe um filtro de A que caracteriza a c¢on-~

X

tinuidade de uma fungac real em um dado ponto.

Este exemplo também mostra-nos que lim Supg f:»Lm1ian f.
X X

Este & um fato gecral, isto &, qualguer A algebra e F filtro de

A temos 1lim SUp. f > lim ian f para gqualquer f : X —s IR.

Notamos também gue as fungoes lim infy f e lim infp f
X b

sao semicontinuas superiormente e inferiormente respectivamente.
vamos agora introduzir o conceito do espaco de Stone associa

do a uma algebra A de P(X).

Indicames por X o conjunto dos ultrafiltros de A . Seja
¢ : X - X a aplicacdao que associa a cada x€X o ultrafiltro de
terminado por x . Se o @ injetiva dizemos que a algebra A 4epa
e ponitos; se & sobre A @ dita pengedita. Quando A & perfeita to

do ultrafiltro de A & principal. Se X & infinito (Cardinal X =

= #(X) > ﬁ)) entdc P(X) nao & perfeita. Basta considerar
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F=B<X tal que #(B°%) < +w)

Entac I & um filtro contido num ultrafiltro maximal que nao
& principal.

O conjunto X € chamado o espago de Sione associado a alge-
bra A. Daqui a pouco vamos definir uma Algebra importante de P (X)

e colocar uma topologia neste conjunto.

Sejam agora X um espaco topolbgico compacto e A a algebra

dos conjuntos aberto-fechados de X . Entac A & perfeita pois se F

& ultrafiltro de A entac

o3

B. # ¢ onde B, € F. Como B, sao
R 1 i

i=1
fechados e {B, B € F} tem a propriedade de inteseccao finita e X

& compacto temos 7" B # ¢ e dal qualgquer x nesta intersecc¢ao
pef

satizfaz X% = F e portanto A & perfeita.

Para cada H &€ A seja HC X o seguinte conjunto

H:=1{FeX:HEF}.

Definimos também A = {H:H € A}.

Temos entdo o seguinte resultado:

LEMA 1.3. Se X, A, X, A 3¢ como acima, entdoc A ¢ uma afgebnra

e a aplicagac
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& um isomorfismo de Glgebras.

DEMONSTRACAQ. i) Sejam H) e H, € A.

v (H, UH.} = {F& X : Hl U H. € F}.

Se H, VUH, € F o= H € F ou H, € F pois F & ultrafiltro .

= F € Hy ou T €4, logo F € w(Hl) U w(Hz) e

¢(Hl U Hz) - w(Hl) U w{Hz) .

Como ¢ (H,) e w(Hz) < so(Hl U H2) segue que ¢ (H.) VU ¢ (H,)

1

1 2

- sﬂ(H1 U Hz) donde segue a igqualdade de w(Hl U H2) e @(HlﬂJp(Hi'
ii) v (H, 0 Hy) = {F e Xx: H) 0 H, € F}.

Se H, N H, & Fo= H, € F e H, € F = F & p(Hl) e F € v(H)

=> ¢(H; N H,)) Cv(H) N eH,).

€ € F
) = Hy & Fe H, F o=

( C N sai i .
Hy 0 R, € F = w(Hl) aoe(H,) © v (H,y H,) donde sai a igualdade

Por outre lado se F € @(Hl) N ¢(H2

iii) HE€ A, HE€ o(HS) == € F o= HEF < F & p(H). Lo-

go w(HS) = X - ¢ (H).
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Com 1), 1i) e 1ii) provamos gque A & uma algebra. Além dig-
so w(X) =X pois X € F para gualquer ultrafiltro de A .
Como ¢ & sobre falta provar que v & biunivoca.

se A =4¢ , {6} ou {¢,X} o resultado & trivial. Seja en-
tio HEF , 0#H#X. Seja F=1{z¢€ A : 8% c 2}. Obviamente

F @& um filtro contido num ultrafiltro maximal F ! Clararente

HE F =+ F&H-== 1 # X. Logo se v¢(H) = X segue que H = X.

Podemos provar agora gue ¢ e biunivoca. Se w(Hl) = w(HZ)
- c ~ c ~ c
= - ™ ) =
entao w(Hl} X w{Hz) = w(Hl) U @(Hz) X = H1 H2 X
= H, C H De modo andlogo H, € H, e portanto ¢ & biunivoca.

1 27 2 1
Logo ¢ € isomorfismo de algebras. a

A C P(X) sendo algebra & fechada por intersecgbes finitas
portanto pode ser tomada como base para uma topologia 1T em X. O
espago de Stone X & usualmente dotado desta topologia, Temos

entao o teorema classico devido a Stone valido também para estru

turas mais gerais: as algebras de Boole (veja [16]}):

1.4. TEOREMA - Teorema de Representagac de Stone. Sejam X um con-
junto, A C P(X) uma algebra; X o espaco de Stone associado a A
e ACP() a afgebra dedinida acima. Entac X ¢ um espago compac
to de Hausdor(f e totatmente disconexo. A dlfgebra A & algebra dus
abento-fechados de X; o perjedta e sepana pontos de X,

DEMONSTRACAO. sSeja {ajil onde A, € A  um recobrimento aberto

i€T

de X por elementos da base. Entao N (X - A,) = ¢ isto &,
ieT
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nic existe F € X tal que Fex - Ai = ﬁg , ¥i €1, donde
7 FeXx tal que AEEF,VJ'_E[
k
Logo existem i.,...,i, € T tal que N (X-A..) = ¢ pois
1 k . ij
j=1
caso contrario IH = {X-Ai}iEI satisfaz a condicac (1) do paré-

grafo anterior e portanto gera um filtro e dal um ultrafiltro F'.

Absurdo pois dai X - A, € F' para gqualgquer 1 € I. Logo
k ko - ~
U A,. =X e U A,. =X donde X & compacto.
j=1 =1

Sejam Fl e F? dois ultrafiltros distintocs de A . Logo
existe A€ A, A€ Fl , A¢¥ F2. Isto implica que Fl € A e

F2 € A abertos de X e AN AS = ¢ . Logo X & Hausdorff.

X @ também totalmente disconexo para os conjuntos aberto-

~ -

fechados (=4) geram a topologia de X. A & algebra de P(X) e

seus elementos sao conjuntos aberto-fechados. Por outro lado, se

B ¢ X & aberto fechado B = U A, Ai € A por ger B aberto

=T 1.
1 f“"\‘____/

edai B = U A, pois B fechado €& compacto. Logo B

I
I C
T

4

pertence a A . Como comentamos antes, A € perfeita. Podemos ver

jgso de outra maneira:

Seja ' um ultrafiltro de A e seja

I ={AEA: AET"
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Como a aplicagdio A —>A & um isomorfismo de &lgebras I &
um ultrafiltro de A . Tomando A € A temos:

A€ I'" see A€ ! see [ €2

e portanto o ultrafiltro I' & determinado pelo elemento I & X

e assim A & perfeita.

Observamos finalmente que uma dlgebra separa pontos see da-
dos x e y € X distinteos existe A &€ A com x € A e y € A
(ou vice-versa). Dados dois ultrafiltros distintos de A vemos que

a condigdo acima & satisfeita pois X & Hausdorff e A & base pa

ra sua topologia. Portanto A separa pontos. =

A importancia deste teorema € enorme pois ele transforma no-

goes de algebras de conjunto para nogoes topolbgicas. Este resul-
- . s P . -

tado sera muito utilizado no estudo dos espagos L associados as

integrais mondtonas.

EXEMPLO 7. Seja X = ¢ um conjunto e A C P(X) uma algebra. Se
g 1 A —> [0,+o] satisfaz af{¢) =0 , a(X) # 0 e a(B) < alc)
se B < C ambos em A, entac o conjunto

F={HEA:aldnH =a(d) , ¥A € A}

& um filtro de A chamado suporte de A .
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EXEMPLO 8. Sejam X # ¢ conjunto, A C P(X) algebra, F filtro de

A . Definimos as fungoes aF,BF : A — {0,1} por

i se HEe F
aF(H) =
0 se H & F

1 se HNA#¢$ , YAETF

1l

BF(H)
0 se JAE F com B MOA=¢ .

Neste caso o suporte de ambas as fungoes & F. Notamos pela
caracterizagao anterior de ultrafiltros gque se F &  ultrafiltro
entao {xF = BF. Alem disso, neste caso ar e BF sac finitamente

aditivas pols:

Se ALBEA e ANB=¢ entao
i) Se mF(A UB) =0 = uF(A) = aF(B} = 0 porgue y & mond
tona. (isto porque F & filtro).
ii) 8e ap(AYUB) =1 = AUBEF ecomo F € ultrafiltro
= A E€F ou BE F mas ndao ambos pois A N B = ¢ e F & filtro.

Logo em qualquer caso vale A,BE€ A , ANB =4 =

wF(A U B) = aF(A) + uF(B).

e & finitamente aditiva.

“F
Por outro lado & facil provar que se u : A — {0,1} & adi

tiva entaoc F ={A € A : p(a) = 1} & um ultrafiltro de A . Isto
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estabelece uma correspcondéncia biunivoca entre as medidas finita-
mente aditivas nao constantes a 2 valores em A e os ultrafil-

tros de A .

Dizemos que um ultrafiltro F de A & Livae se N A = ¢
ASF

EXEMPLO 9. Seja A C P(IN) a algebra gerada pelos conjuntos fini-—
tos. O Unico ultrafiltro livre de A & ultrafiltro F dos conijun -

tos cofinitos. Vemos claramente gque F & um filtro.

Se ndo fosse ultrafiltro existiria F' ultrafiltro com F E F'.

n
Logo existe C € F' , Cc¢ F. bai C & finito C = U {xi} e Ccomo
i=1
cada {xi} €A e F' & ultrafiltro segue que existe 1 < i <n
tal que {xi } € F' ou seja F' = ii . Absurdo pois IN - {xi } e
o o o

FCF'. Logo F & ultrafiltro de A,

Seja F' um ultrafiltro qualquer de A. Se F' contém um
conjunto finito de W pelo raciocinio acima F' & principal

caso contrario F' C F e portanto F' = F,

EXEMPLO 10. Seja IT C P(I) a algebra gerada pelos intervalos de

I. Dado x € (0,1) chamamos

B, = (A & TT : 3r > 0 com (x=-g, X) C A}
SX = {p € TI : de > 0 com {x, x+¢&) C A} (2
y_o=1{pel X € A}
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Y, & o ultrafiltro principal determinado por x . Vamos pro-

var que BX e 6X sao ultrafiltros de 1

I
= B, & filtro
i) I e = B # ¢
X X
11} h & BX
iii) A,B € ax =% agl > 0 {x - €9 ®) C A
392 > 0 (x - £, , X} C B
Seja & = min{&l,sz} = (x-¢g,x} CANBE B

iv) A € BX , B€ A, AC B entdo claramente B € Bx

[— BX 2 ultrafiltro de 1. .

n
Seija {Hi}?:l CA com U H, 6 =HEB .Logo 3 >0 com

(x—e,¥) C H. Como cada Hi & uma unidc finita de intervalos —

1i_ , 1 < i <«<n e . <& com {(x~¢, ,x) CH, = H,A €8 e
o St = i = i i i X
o] n] o] O

portanto B & ultrafiltro.

Da mesma forma 6x & um ultrafiltro.

Observamos gue para X = 0 podemos definir éx e vy e pa

ra x=1, B e y, e ainda sao ultrafiltroes.
X
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Vamos mostrar agora que estes sao os unicos ultrafiltros de

II [

Para tanto tomemos F um ultrafiltro de II. Suponhamos que
F nao & da forma (2) para gqualquer x € I.

Seja entao x € 1. Por hipdtese 3IJA € F com x € A. Além

disso existe B e F com (x-¢,x) € F , ¥e > 0, Como B & uniao

finita de intervalos existe €, > 0 tal qgque (x-—ex,x) B = ¢ .

Da mesma forma 3JIC € F e ¢! > 0 com (%, X-Faé) N C = ¢ (quan-

X
do x =0 ou x =1 um destes passos nao existe). Seja
= - + ¢t = 0 N S N ¢ . Fazen S—
Ey {x Bt X ax) e D A B C F, E, Dx # . ENOS e
ta construgao para cada x € I. Como {EX}X T sao abertos e co-
. e o n
brem I compacto existe uma familia firnita {Ex.} que cobre I.
1i=1
n n
Dai n D, €F mas N D, = ¢ absurdo e logo F é da forma
i=} i i=1 i
€
Bx ' Gx ou v, para algum x I.

Os ultrafiltros do tipo BX sdo chamados adenentes a ehquer

da de x e os do tipo 8 adenentes a diredita de x . Os ultrafil

tros principais sao os pontos isolados de 1.. Pols {x} € A e
dai Yy = [%1 & aberto e fechado em EI' Por outro lado Bx nao

& isolado pois uma vizinhanca tipica de B & do tipo (x-¢ ;%)

'/_'—'""‘-HH,___

com ¢ > 0 e Yy € (x— ¢, x) para qualguer y € (x-¢, X). o

mesmo ©oCcorre com 6X .
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Vemos que duas &lgebras de conjuntos sao isomorfas see 0sS
seus ospagos de Stone sao homeomorfos. Quando A & a algebra dos
conjuntos aberto fechados de um espago topoldgico X compacto
Hausdorff e totalmente disconexc entao o espago de Stone de A &

homecomorfo a X.

Um conjuntoc H da algebra A & um atomo see H & um ponto
isolado de X (veja o Ultimo exemplo). Uma algebra de conjuntos
& atdmica see o conjunto dos pontos isolados de X & denso em X.
Além disso notamos que o conjunto dos ultrafiltros que contém um

filtro fixc & um subconjunto fechado de X.

1.3. ESPACOS DE RIESZ

Vamos estudar agora os espac¢os de Riesz, analisando varias de
suas propriedades. Veremos gue o conjunto das fungoes finitamente
aditivas @& um espago de Riesz de uma classe especial chamado com-

pleto. Este fato sera utilizado no Capitulo IV.

Um espage vetordiald ordenade (V,<) & um espago vetorial real
V munido de uma relagao < que satisfaz:

i) x « %

il) x <y e y<x = X=y

Yx,v,Z € V
iii) ®x ¢« y e yv <« 2 = X < 2

v) ¥
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Notamos que as trés primeiras condigoes definem uma ordem par
cial em V e as duas Gltimas relacionam esta ordem com a estrutu

ra de espago vetorial existente em V.

. +
Chamamos o conjunto V = {x € V ; x »» 0} de cone de ordem

ou cone dos elementcos positivos de (V,«).

Sejam (V,<) um espago vetorial ordenado e X,y € V. Indica-
mos por X v y (resp. x A y) © menor (resp. maior) elemento de V
que & maior (resp. menor) do que x e y quando este elemento

existir. Isto &

i)y x < xvy e y<xvy

ii) Se a €V e x<a,y<a=> xvyc<a

Dizemos que um espago vetorial ordenado (V,<) & um espago de
Riesz se existem x v Yy € X A y para cada para ¥,y € V. Neste
caso chamamcs = v y de sup {ou supremoc) de x e y € X A Y

de inf (ou infimo) de x e vy. Vemos pelas formulas (3) que o

sup concorda com a ideia intuitiva de supremo.

Definimos agora para todo x € V

Ix| = x v (=x) - variacdo ou valoer abscluto de x
X =xv 0 - variagao posifiva de x
X = (-x) v 0 - variacdo negativa de x

E facil entao demonstrar que

iy -(x A y) = (-x) v (-y)
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ii) x ry + 2 = (x+z) A (y+2z)

iil) x Ay X vy = Xty

iv) al{x A~ y) = (ax) A {ay) , va € (0, + o)
v) x = x' - x_ ;x| o= x' o+ x , xt A x =0
|lax| = |a]jx , va € R
. + 1 1
vi) %0 = 5 (x| + x) x = 5(x] - %
vii) x vy = % x+y+|x=-y]|) onde Xx,vy,zZ €V
21
x Ay =35 (x+y - |x - y[)

viii) [x + y| [x] + ly] .

P

Por exemplo vamos demonstrar qgue |x| = %+ x . De fato
+ - + -
X +x = (xv 0) + {-x) v 0 - pela def. x e X

= (x+ {(-x v 0) v {04 (~x) v 0) = doal de ii)

= {{x+{-x)) v (x+0)) v ({~x%) v 0} dual de ii)

= (0 v x) v ({(-x) v Q)
= 0 vxv (-%x) v O - agsociatividade

= |x] v 0 = [x] - pois |x| > 0.

Sejam agura (V,<) e (W,<) dois espagos de Riesz. Uma aplica-

¢ao linear o : V > W & chamada um homomoifisme de espacos de

Riesz se
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d(x aA y) = d(x) A ¢(y) ' ¥x,y € V.

Se (V,<) & um espac¢o de Riesz entao dizemos que um subespago
vetorial W de V & um Aubespago de Riesz de (V,<) se V¥x,y € W,
XAy e xvyUW, Todo subespago de Riesz & um espaco de Riesz
com a ordem induzida. Al2ém disso vemos que W C (V,i) subespaco

X - . , " + -
vetorial & subespago de Riesz se X € W = x € W ou x € W ou

[x| € w.

Dizemos que ¢ : (V,<) —— (W,<) & um Léomenfismo de espa-
o4 de Riesz se ¢ & um isomorfismo de espacos vetoriais e se ¢ &

homomorfismo de espagos de Riesz.

Um espago de Riesz (V,<) & dito completo se para todo A C V
nao vazio, limitado superiormente, A tem um extremo superior (um

maximo) em V. As consicoes seguintes sao eguivalentes:

1) (V,<} e completo

7} cada conjunto A C© V inferiormente limitado tem um extre-

m» inferior

3) cada rede {Xj}jézﬂ c v crescente e superiormente limita

+
da tem supremo em V

+ . +
4) Cada rede {Xj}je A <V decrescente tem um infimo em V .

Vejamos agora alguns exemplos de espacos de Riesz.
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EXEMPLO 11, No espaco vetorial E22 0s conjuntos

c, = fly) € R, x>0 ,y>0)
} 2
Cz-{(x;y)“:‘m r X >0 , y >0}
definem relacoes em R? de tal forma que C; gera um espago ve

torial ordenado, mas C, nao.

{z,w) <= (x~z, y=-w) € C, <

(x,y) < 1

- C

Neste caso (V,<. ) & um espago vetorial ordenado., Fazendo
1
uma construc¢ao andleoga para Cor <4 nao chega a ser uma ordem
2
parcial portanto (V,<. ] naoc & ordenado.
T2
Além disso (V, <o) 2 um espago de Riesz onde
1

1

(x,y) v (2,w) {x vz ,vvw

i

(x,¥) A (2,wW) (x A 2 , ¥y A W)

lembrando X A 2z = min(x,2).

EXEMPLO 12. Seja HJR = f :{R — IR} com o cone de ordem

C={f: R-——> TR , £(x} >0 , ¥x€ IR
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@ um espago vetorial ordenado com a ordem f <g guando

f(x) < gi(x) , ¥Yx € TR.

Claramente & um espaco de Riesz completo. No proximo capitu-
X - .
lo trabalharemos com [0, + «] que ¢ de certa maneira um cone

onde estac definidos as operacdes A e v .

Dizemos gue um subespago vetorial W de um espago de Riesz

(V,<) @umw banda se

i) €W, vyEV e |y|l<|x| = yew

ii) ¢ #ACW e A superiormente limitado em

V = gup A € W.

Voltamos ao exemplo 12 vemos que o conjunto das fungdes limi

tadas de Eiﬂl naoc & uma banda pois ii) falha. O conjunto das fun

¢oes continuas C(IR) també&m ndo & uma banda de (IRIR,i)FDiS exis

te A C C(IR) tal gue sup(A) em C(IR}) & diferente de sup A em

RT | Mas C(IR) & subespaco de Riesz de (IRJJR

» <)

vamos estudar agyora ¢ espago das medidas finitamente aditi-
vas que nos interessam particularmente. Este desenveolvimento sera
fundamental para o estudo das integrais mondtonas e seus espagos
Lk,

X # ¢ denotard um conjunto, A € P({X) uma algebra,l’{A) o con

junto das medd{das f{nitamente aditivas

F(A) = {u: A >R tal que A,BE€ A e ANBGF# ¢ =

p(A U B) = n{A) + p(B)}
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M{A) o subconjunto de F(A) das funcles limitadas

M(A) = {1y € F(A) tal que sup [p(A)| < +=}
. AEA

e MU{A) o subconjunto de M(A) constituido pelas medidas o-adi-
tivas

MO(A) = {y € M(A) tal que Li & g-aditival .

Colocamos em F(A) a estrutura de espago vetorial dade pela

soma de fun¢oes e multiplicagao por escalar.

Em M(A) consideramos o cone de ordem

M (A) = {p € M(A) : u(A) >0 , VWA E A},

pPara a ordem (<) gerada por este cone (M(A),<) & um espago

de Riesz onde dados u e v € M(A)

[y ,u vy € uay: A — R sao definidos por
n n )
lul (a) = sup{ & Ju(H,)| onde {Hi}._l C A & uma parti-
i=1 . e
cac finita de A} (4)
i Ayl (A) = inf {p(T 0 A) + y@ N 2% (5)

TEA
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L v ¥l (&) = sup {u(T N A) + y(&a n T} (6)
TEA

PROPOSICAO 1.5. Nestas condigoes (M(A),<) ¢ um espagoe de Rieaz.

DEMONSTRACAO. Vamos demonstrar (6) primeiro. Seja o : A —= 1R

definida por (6)

a(n) = sup {p(T N A) + y(@& n 1%)
T A

Como 1 e vy sao limitadas ¢ & limitada. Vamos provar que

o € M(A). Seiam portanto A,B€ A, AN B # ¢. Entao

3 (AU B) = sup {p(T N (AU B) + y(&a u B) n T} =
TEA

= sup {p(T N A) + y(A O Tc) + p{(T N B) + y(B N TC)} <
TEA

sup {p{T N A} + v(A N )} + sup {u(T N B) +
TeA TEA

{ A~

#y(B N T} = al(d) +a(B).

Por ocutro lado dadoes S e T € A seja C= (ANT) Y (BNShL

Dai

I

(AUB)NC={(ANC)U(BNC) e AnC={An{(ANT)U{AN (BNS))

ANT pois ANB # ¢

e BNC = BNS
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e portanto (AU B) NC = (AN T) U (BN S). {7). Além disso

(au g Nnct = (@anc u (Bn Y
¢ = (2 u 7% n (B® U 5%
e
anct = (anaS vant n@ane® v @ansS) =
= (guv (ANTS) n (AU (an sy =anT°
da mesma forma BN c® =pn gt logo
aup Nnct=(xannryu(en 5% (8) .

Logo

C)::

WA N T + 4 (a0 T + u(B NS + y(B NS

LA N T U (BN S)) + (a0t U (Bn g%y =

p({A U B)NC +y({(av B nc% (9)

por (7) e (8). Como
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a(A) + a(B) = sup {p(A N T) + yv(&AnNn <)} + sup {p(B n 8) +
A ScA

+ vy (B N SC)} = sup sup {p(A N T) + y(&A N TC) + p(B N 8) +
TeEA SEA

+ y{(B N 51 seque de (9) que

a(A) + a(B) < sup {u{{A U B) nC) + y((&aU B) nCc%)}
CeEA

= ¢ (A U B)

donde o(AVY B) =qg{(A) + 0(B} e como A € B sac arbitrariocs

o € M{A),
Usande T = A na formula {6) obtemos o (A) > p(A)

e T = 2% == o (a) > y(A). Logo a > yp e a > y.

Seja & € M(A) com & >pu e 6 > y. Entao seja A€ A fixo.

Para YT € A , 8(A) =8(ANT) +§(ANT) > y(An T) + y(&an T

& tomando o sup scbre A€ A obtemos & (A) > o (A).

variando A sobre A obtemos § > a. Logo pela definicao
O = u v y.

De maneira andloga provamos a formula (5) e assim M{A) & um

espage de Riesz.

Vamos agora provar a formula (4).



29

Seja A € A fixo. Entaoc

[uj (@) ={p v (W@ =sup {u(SNA - u@ansH} <
SEA -

isuE fjus nay] + | (SCHA)I}
=

c - R L . -
g como S N A, S N A e partigao finita de A isto e <

n
sup{ Z

[u(Hi)f, com {Hi}? C A particdo de A} (10)
i=1

n
i=1

os Indices de tal forma a colocar os E; ocom u(Ei) >0 em pri-

Seja agora ({Ej} C A particao finita de A. Reordenamos

meiro jugar. Dai

n r n r n
Eoju(E)] = = W(E,) + % = p(E,) = wu(VY E) -ul YV E)
i=1 i=1 i=r+1 i=1 i=r+l
r
pois 1 & M({A). Tomando B = U E, € A segue que a soma dada em
i=1
(10) para {Ei}n vale
i=1
WA 0 B) - p(a B < [uf(a).

Logo como sao iguals para qualgquer A € A resulta a igualda

de.



30

Vamos agora estudar © conjunto MU(A) das medidas g¢-aditi-~
vas definidas sobre A. y € MU(A) significa que dado {An}::lfi A

o .
onde U A €A e A, NA, = i ] entao (VU a) =
=1 * . b 73 * n=1 "

oo

Observamos gue nem sempre temos v A € A pois A é s0-
n=1

mente uma algebra. Claramente se 1,y € Mgf{A) e A & R entao
u+ vy e Ap € MU(A) e portanto MU(A) € subespago vetorial de

M(A).

Vamos agora provar que & um subespaco de Riesz de M(A). Dados
pn e vy € MU(A} entac 3Ju v y € M(A). Se provarmos que u v vy €

MG(A) teremos o resultado.

00

Sejam portanto u,y € M{A) e {An}n=l C A com A disjun-
tos dois a dois e U A € A, Entao
n=1
oo oo oo c
v v vV An) = sup {p{ W An N Ty + y( U An nT)} =
n=1 TEA n=1 n=1

(=]

= sup { £ wu(A_ N T} +
TEA n=1 n n

8

via 0T} = sup { T (ula_ T 4+
1 n TeA n=1 n

Il s

sup {pu{A_ N T} + y(@aA N Tc)} = B [pov vl (A ).
1 TeA n n=1

+ y(@a n T

n

oot 8
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Observamos que todas as séries sao absolutamente convergen —

k
tes pois por exemplo I |u (An)[i

[ {X) < + =, ¥k e v{a }kq -
n=1 n=

n 1

C A.

Por outro laco seja Tn € A e considere

M
u (A Tn) +

c
L n . Y@ N T (11)

—
i
Il =1 8
N 8

n 1

Como as séries sao absolutamente convergentes (mesmo  para

Tn =X , v € IN) entac dade £ > 0 , seja ng € IN tal que
= 2]
Lo fua) + 3 ly(a )| < e/4 (12)
n=n_+1 n=n_+1 n
e} o
i
Tomando Ci = U (Aj M Tj) vemos por um racioclinio analogo
j=1

ao do calculo para p v y (formulas {(7) e (8)) gue

n n
o} e}
pi{v A )YnCc_ ) = L utA_ 0T )
n=1 =" o n=1 n n
nO o nO c
yi{ Vv An) N Crl ) = L y(A_ D Tn}
n=1 O n=1
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n
[ ) D
| E u(An n Tn) - L pA_NT)| < e/4
n=1 n=1
ainda de (7)
n
[ y ) ( ) | /4
(Y A )Y NC - u{A N ¢ < g
n=1 " Ny no
Logo
Il - !
E u(An Tn) u(A Cn)[ < g/2
n=1 o
e da mesma forma
o c c
| I v, N Th - y@nC ] < e/

y{A_ N TC) < AN C )Y + vy{AnNn CC } + €
1 n n no no

=~ 8

0

z u(An Oy o+
n=1 n n
e comoe Cn £ A  tomandoc o sup do lado direito e depois do lado

esquerdo oktemos

[UVY](An)f_MVY(A)JrE

b}

n=1

& arbitrario juntando com a outra desigualdade cb-

g I aue £ > U

tida temos
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o

fu v yJ(A) =y v y(U A} e
1 n n=1 M

il 1 8

n

v y€ Mg(A) que & portanto subespago de Riesz de M(A) e dai

um espago de Riesz também.

Vamos agora provar que M(A) & completo.
PROPOSIGAO 1.6. M(A) e um espaco de Riesz completo.

DEMONSTRAGAO. Seja V C M(A) limitade, isto & 3y € M(A) tal que

W(A) < y(d) , YA E€a , V¥Yp €V,
vV = {ua , o €N} Seja pu: A —> IR definida por
u{A) = suE {“al(El) + ...+ “ak(Ek)}
. .
B b <A
k -
{En}n:l particao de A

onde @ € N. O sup e tomado sobre todos os conjuntos finitog de
indices w, € N, fungdes de V com estes indices e particoes de

A. Obviamente p < vy e p > Hy a, € N = y & limitada.
i

Vamos mostrar que I & finitamente aditiva.

Sejam E e P €A, ENF =¢ e e >0 . Existe {Ai}gle
N

particdo de EUVU F e f{o )0 - tal gque

i i=1
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“ql(Al) to... Udn(An) > p(E Y F) - ¢

. n
Tomamos E, = E N A, e P, =F N .« 1E, },
1 1 1 Al t 1}1=1

sao partic¢oes de E e F respectivamente.

n n n

p(EY + pu(F) > ® u (B.}) + Z u (F,) = %
-, o, o R | o

i=1 i i= =

n
= I My, {Ai) < p(EUF) +¢c . Logo como € > 0 & arbitra-
i=1 i

rio p(E U F) < L(E) + u(F).

n {c. 1 C A particoes finitas de E

Sed acor B, L. Lt
ejam agora { l}l:l r 17i=1

. ; n m
3 k C:
e [ respectivamente tal que 3 {ai}i:l . {Bi}i=l N com

Zop, (B} > ni(B) - e/2
i=1 i
m .
Eoug (CL) > ulF) - e/2
i=1 Pq
n n - - . ~
3 U {e
Como {bi}i:l {Lj}jzl é particdo finita de E F  entao

-|U : - . - n N > -
REVE) >u  (By) ..o +u  (B) +ug (Cp)+ tug (C ) Zu(E) tuE)-e
1 n 1 m
e como £ » 0 & arbitrario segue que u(E U F) > p(E) + p(F). Lo

go u € M(A).
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Seja agora v € M(A) com v > My

, Yo € N. Entao qualguer

. .n n
s € C
particao {E.}; , de A €A e {a }. , CN temos
v(A) = v(Ei} + .. 4 v(En) z_ual{El) + ...+ uan(En)

Tomando ¢ sup obtemos v{A} > uf(A). Como A & arbitrario V2>,

Assim u € o supremo de V e M{(A) & um espago de Riesz com--

pleto. =

De maneira analoga se mostra que MO(A) & um espago de Riesz

completo.

Notamos que quando A & uma ¢g-algebra a demonstracao de que
0.+]

U v y existe em Mg(A) € simplificada pois C = U

(Aan)u—
n n

1
tilizado na demonstracao pertence a A se AT € A ,¥Yn € IN.

Isto mostra que no trabalho com algebras os processos enumeraveis
devem ser analisados cuidadosamente. Embora a formula (6) para
v v vy pareca artificial ela se torna mais intuitiva a partir da
formula (4) para |up| , a qual realmente se assemelha a4 variagao
total de uma medida finitamente aditiva como veremos no proximo

capitulo.

Por ultimo vamos definir uma norma em M(A) por

lu| = sup |p(a)].
AEA
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Claramente [ | @ uma norma em M(A) e com esta norma O €s-—
pago métrico derivado & um espago completo e portanto de Banach.,

M (A) & um subespac¢o fechado portanto também um espaco de Banach.



CAPITULC I1I
INTEGRAIS MONOTONAS

Um conceito generalizado de integracao foi estudado por De
Giorgl e Letta (2] originando entac as integrais chamadas “monétg
nas", as quals foram posteriormente analisadas por Greco [5, 9].
Elas sao definidas a partir de uma fungao de c¢onjunto mondtona
gualquer, e nos casos usuais sao simplesmente a integral de Rie-
mann ou Lebesgue. Estudaremos agui as propriedades principais das

integrais mondtonas.

2.1. DEFINICAOC E PROPRIEDADES GERAIS

Uma funcgao de conjunto o : P(X) — [0, +] com X um con-
junto ndo vazio & dita monotena se al{$) =0 e se A,B C X e
A C B entao u(a) < a(B). Neste caso [O,+°°]X representa o con
junto de todas as fungaes f : X — [0, +w]. Neste conjunte que

* . ~
algumas vezes denotaremos por X definimos as operacgoes v £ N°

v o X© o x X —_—s X

vit,g) = f v g onde (f v gy(x) = fi{x} v glx)

para qualquer x ¢ X. Observamos que a v b = sup{a,b) se a e b

sao elementos de IR. Da mesma forma definimos o infimo de f e g

#*

em X , f a g,
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. - X - - -
Seja B € [0, +e]" . Dizemos que B & um dominiv de infe-

ghacao se

Yo € IB , VA E (Q,+0) = Af A ), £v i -)reB

onde X també&m denota a funcao constante de valor A .

Vamos agora definir o que & uma integral mondtona. A defini-
¢cao sera axiomdtica e depois veremos gue ela concorda com a idéia

usual de integral.

DEFINIGCAC 2.1. Sejam IB um dominio de integrac¢ao de [O,-i-wlX e

T : IB » [0, +=] um funcional. Dizemos que T & uma 4Lntegral

monotona (IM) se dades f£,g€ B e X € (0, +=) temos:

i) T{xg) = AT{g)
ii) g < £ =>7T{(qg) < T(f)

1ii) Tlg) = Tl{g ~ A} + Tig v X - A) (1)

iv) T{g) = lim T{g A n)
n-r+om

v) T(g}) = lim T(g v Lo L).
n-+4+w= n n

Uma integral mondtona & homogénea € a priori & linear somen-
te para uma classe especlfica de somas, isto & f=fa A+ (fv X2 - AL
Esta integral & também mondtona comc seu proprio nome o diz e sa-
tisfaz propriedades boas de convergéncia. Vamos estudar agora al-

gumas propriedades desta integral.

Primeiramente vamos mostrar que iv) +v) sao equivalentes a pro-

priedade sequinte
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vi} lim T(f A~ A - £ A g) = T(f).

+
£ -0

A r4o

Para tanto primeiro mostramos que iv) + v) saoc equivalentes

a: vi)!' lim T{f n n - f v i) = T(f).
n
n—+ 4+ =«

OBSERVAGAO. Para estas demonstragOes estamos supondo i), ii) e
iii) wvalidas.

Suponha portanto iv) e v} validas. Temos as seguintes igual

dades
1 1. Y
(fﬂn—fn-ﬁ)n(l——ﬁ)—{fz\ l)vﬁ n
[(f/\n-f“%}v(l*%)-—(l—%)]=(fvl—l) A (n-1)

cuja verificagao depende de separar os casos em que 0< f(x) <1l/n,

l/n < f(x) <1, 1< £(x} <n e f£(x) > n.

Para evitar casos triviais supomos n > 2. Logo pela iii) da

definicao 2.1 temos

T(f:‘\n—f"‘%)=T((f*’\l)v%—%)+T((fvl—l) A (n-1))

e tomando limite n -+ + o



40

lim T(f A n - £ A %} = lim T((f A 1) w i l) +
n -+ - w« n—++mm™ n n

+ T{(f v 1-1) A (n - 1))

de v} o segundo limite apds a igualdade vale T(f v 1-~1) e de
iv}o primeiro limite vale T( £ A 1). Por iii) novamente

T{(f v 1 - 1) + T(f A~ 1) = T{f) e portanto wvi)' & verdadeira.

Suponhamos agora vi)' valida. Neste caso

lim  T(f A n) > lim T(f An - £ A ) = T(f)
n—>+w« n -4 o n

onde usamos a propriedade ii). Como £ A n

| A

f , ¥n e T & mo

notona, segue que lim T(f A n) = T(£) = iv).
n -+ -+ o
1 1 1 .
Por outro ladco como f Aan-—-1£f A H-i f v o < £ tiramos
facilmente a propriedade v). Logo 1iv) + v) <= vi)'.
Claramente vi) == vi)'. Suponhamos portanto wi)' valida.
Como a funcac g(x,e) = T(f A » — £ A g) & crescente em » e de-
crescente em ¢ existe o limite lim  g(i,e) e & iqual a
A+ 4o
£ > 0+

sup g{i,e). Como T & mondtona e £ A A-f A e < £, X,e€ (0,+=)
A>0
>0

entao lim g (i, c)
k—)--}-m
£+ 0 +

| I8

T{f). Queremos provar a igualdade.
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Dado 4 e ¢ > 0 escclha n€ IN tal que n > & e

1

Neste caso f A n — £ A o < £A A - f A g e dai

A %) < T{(f A~ &2 - £ A g).

{
Hh

T(f A n

Utilizando +vi)' obtemos entao o resultado desejado.

Além disso a propriedade vi) @ equivalente 3 seguinte condi-
cac

vii) Se VYVk € N a rede {gi Ak} C B converge uniforme

i€Ah

mente em X 34 fungae g A k entdo

T(g) < lim inf T{g.)
Toie *

onde o lim inf & agora ¢ limite de uma rede de nimeros reais.
ie A
A prova desta equivaléncia sera feita por etapas. Primeira -
mente recordamos o conceito de rede ou sequéncia generalizadea (ve

jall4) .

Um conjunto D ¥ ¢ com uma ordem parcial > & dito ditdgdde

se
m,n D = Jdp€D , p>m e p >n.

Una 4ede¢ & uma tripla {(S,D,>) tal que (D,>) & um conjunto di

rigido e § & uma fungao com dominic D . Denotamos usualmente a

rede ($,D,>) por {Sj}jﬁED onde Sj & a imagem de j € D por 8. No

caso acima D = A e a rede e {g, A k}.
‘ 93 i €D
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Dizemos que {Sj}jE D esta eventualmenie em A se existe
p € D tal gue qualquer 3J > p implica Sj € A, Se 8 : D > ¥
e (¥,T) & um espago topoldgico dizemos que a rede {8, }iep con-

verge para y € Y com respeito a T se {Sj}jGED esta eventual-

mente em qualquer vizinhanca de y.

Redes sac importantes porque caracterizam completamente a to

polcgia de um espago, ac passo gue sequéncias sao insuficientes.

voltando ao nosso problema, vamos utilizar um resultado au-

xiliar.

LEMA 2.2. Se {gj}. ¢ uma rede de funcoes tal que

JED
unif. ~
gj Ak —> g Ak, Vk & IN , entao
lim sup {sup (g A~k - g.)} < 0 para cada k € W (2)
j €D X J -

Suponhamos valido o lema, vamos demonstrar gque vi) = wvii).

' g n - . - . P
Seja {ak}kEE , uma rede de nlmeros reais tal gque a, T(g),

Yk € A e 1lim a = T{g).
ki; 1'\

Logo por wil}' (equivalente a vi}} temos que

.. _ 1
¥k € A, Bnk tal que T(g A n, g A nk) > ak . (3)

Do 1lecma 2.2 segue gue ij € A tal gue



1
gAnk glf'n_' Vji]h
k
isto &
g Aan - g " Ag ¥ij > 3
- k D, 5 ¢ Y2 Jy

logo como T & mondtona usando {3) e (4) obtemos

" i — l 3 i
a, < T{g » Ny g A=) < T(gj) Y3 > Jy -

k nk

Como lim a, = T(g) segue que
~ k
kEA

T{g) < lim inf T{g,) =vii).
Suponhamos agora vii) wvalida. {g a n}ne Iy Sendo uma

guéncia € em particular uma rede. Obviamente

n—>-+w
(g ~» n) ~ k g~k , ¥k € N
uniformemente

43

sSe-

pois para gualgquer k € IN se n>k {(gt*tn Ak =gnk. Pela

vii)

T(g) < 1lim inf T(f A n).
n=+ +c

Como g A n cresce,c limite inferior & um limite pois T € mond

torno. Come g A n < g. Segue
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T{g) = 1lim T{g A n) = iv) .
n->+ o
Utilizando g = g v L1 sai v)
“n n n
Provemos agora ¢ lema:
unif

DEMONSTRACAO (Lema 2.2). Seja gy Kk ——==—> g A k , ¥k € IN.

Vamos provar primeiro que a hipotese implica a seguinte con-

digao

inf g < lim inf [inf g ] (5)
X i €D X ]

Sejam & < inf g e ¢ < [inf g - .

X X
Caso inf g =+ < como tenha convergéncia uniforme e segue
X
que lim inf [ inf gj] =+ _ Suponhamos entao que & finito.
j € D X

Seja k& W, k » 2 inf g. Se ¥j € D , inf gj > k o resul-
X X

tado & trivial. Caso contrario utilizamos a hipdtese e achamos

jO € A tal que

sup ]gj Ak -gAakf <e, ¥Vi> jO
X
dai

gj(x) Ak >gx) Ak -, ¥j>35 , ¥x&X
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donde segue que  inf 95 >infg-e=28 , V¥3>j

X X ©

logo inf g < lim inf [inf g.].
X i €D J

Provemos entac que (5) = (2).

Observamos primeiramente que na prova de (5) a partir da
convergéneia uniforme poderiamos ter utilizado qualguer subconjun
to A de X ao inves de X na propriedade (5) e o resultado

continuaria wvalido.

Seja entao ¢ > 0 e k € IN. Existe uma particao finita de

X, {Cj}gzl por coajuntos nao vazios e disjuntos e aj € [0,+ «)
tal qgue
r
0 < gAak - I a. vy < g (6)
. c. —
j=1 I 7
Para ver isso tome s > 0 tal que 1l/s < ¢ e para cada
3 =1,...,k-s tome Cj = {x € X : ]; s < gix) < %} ;, r=kes + 1
== = . a :J l 1
e Cks+l {x € X : g(x) > k}. Tomamos entao aj < e dai
kes+l
X a.e ., satisfaz as condigoes.
j=1 &y

r
Como por construgao z ajwc < g a k seque que ajpc < g

=> a, < alx) , ¥x &€ Cj. Logo
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a. < inf (g} < lim inf [inf (g,)] por (5) V1 < § < r.
] c, ien o, f =1

Logo Hio € A tal que V¥i > i

aj - e < i?f (gi) r Y1 o> iO P Y3 (7)

J

De {(6) e (7) segue que Yi o> i

r T r
g Ak ~g, < L a,v + e~ I g, < I (a, - inf(g.,))e +
i— C. c. — . C.
j=1 I 73 j=1 T3 T 3=l c, v T3
+ e < e+ e = 2¢ e portanto
lim sup |sup (g A~k - g,)] < 0, "
i€ A X T
Observamos que vii) nada mais & que um Lema de Fatou para

as integrais mondtonas. Neste caso necessita-se de uma hipdtese
mais forte gque a convergencia pontual, isto &, convergéncia uni-

forme em cada conjunto onde a fungao limite & limitada.

Vamos considerar agora °m tipo de convergéncia gque & equiva-

lente a esta convergencia "uniforme".

Sejam IR = R U {+w, ~=}] & f,g € ﬁx ={h : X —> TR}. Ob

servamos que TR nic & um espaco vetorial sobre TR . Vamos defi
. - . =X ! -
nor uma distancia A sobre IR e provar gque (IR~ , A) e completo,

A distancia & dada por:
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A{f,g) = sup | arctg(f (x)) - arctglg(x))] (8)

X
Fazemos uso do arco tangente para trazer pontos que estao no
infinito para distancia finita. E facil ver que & & uma métrica .
Além disso como & uma métrica de supremo o espaco € completo. No-

te que as funcoes sao quaisquer,

Além disso nas partes compacts ou seja conjuntes limitados

A 1
fn ——> £ se, e somente se {(see) (-a v fn) A a 112:gg—-‘)(a v £} A a.
(veja [6] ). Observamos que se fn'f > 0 , isto equivale as hipOte-
se de vii). Chamamos a convergéncia na métrica A de convergencdia

. X ~
untcgorme em IR e temos entao o resultado.

LEMA 2.3 {(Lema de Fatou). Se T ¢ a integral monotona scbre BB

fn,f B @ fn A f entao

T(f) < lim inf T(£ )
n

Todos estes resultados continuam validos para redes ac invés

de sequencias.

Citaremos agora outros resultados importantes sobre conver —

géncia das integrais mondtonas (veja [9]).

. ' X X
Sejam T : [0, +=] e {fj}j ey r fege [0, +a]™ Se
ocorre T(g) < 4+« , f. < g , ¥j € A e lim sup([sup f.]<sup £
J ier a tTa

YA C X , entao TI(f} » 1im sup T(Ff.).
— . 1
i< A
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A partir destes fatos podemos facilmente demconstrar o seguin

te tecrema:

TEOREMA 2.4 (Convergéncia Dominada). Sejam T : IB — [0, +=] IM,

{fj}j eACIB’ f,9 €W tal gue fj —é—é f , fj < g, ¥3€A4A 2

T(g) <+ =, tntao

T(f) = lim T(f.) (9)

JEA
Este & o teorema da convergencia dominada para integrais mo-
ndtonas. Como no Lema de Fatou a condigao exigida foi a convergén
cia uniforme. O teorema de convergéncia mondtona também & valido

no caso de convergéncia uniforme.

A definigdo de uma integral mondtona & simples e clara e for
nece alguns resultados importantes sem a necessidade de muitos pré
regquisitos. Mas esta definicao & dificil de ser utilizada em mui-
tas aplicagGes. Vamos agora mostrar gue existe uma . outra forma

mais natural e mais manuseavel.

As condigoes da definicac de IM sao independentes, isto &,po
demos achar (facilmente) exemplos de funcionais que satisfazem 4
e apenas 4 das condigoes da definicao (ver ([5]}. Por exemplo, se-
ja £ € [O,+°°]X tal que {f =T} # ¢ ,¥T7T € (0, +=). Seja HBf =

{u(f ~na~fab) : p,a,be€ [0, +w , u<+x®, a>hbl. B. & unm

dominio de integracac e T : B, > [0, + )
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T(U(f A a-f A b)) =

u se a = + «

T & uma funcao gue verifica i), ii) iii) e v) mas ndo verifica
iv).

Observamos que 1B, € o menor dominio de integragdo que con
tém f e por isso & denominado dominic de <integragdo gerado por £,

vamos demonstrar agora que as condigdoes i) - v) da defi-
nicao 2.1 sao consistentes constituindo exemplos de IM nao tri-
viais (T = 0). Os resultados principais da teoria das Integrais
MonOtonas foram desenvolvidas por Grecc ([5,9]) e muitos deles ne
cessitam de argumentos longos para serem demonstrados. Por causa

disso alguns dos resultados aqui apresentados nao serao prova=

dos.

0 teorema seguinte & basico para toda a teoria. Ele estuda

uma c¢lasse muito importante e abrangente de integrais monotonas,

TEOREMA 2.5. Se a: P(X) — [0, +=] 2 mondtona, entdo exisie uma
-— . . ) - . X +
unica Lntegral monofona T = [0, 4] —= [0, +«] que Ssalisfaz

T(eg) =u(B) onde BC X, ALem disso T e dada pokr

o {f > iﬁ} (10)

T(f) = 1im ;%
1 2

n-=+m 2 i

B ™ 8

DEMONSTRACAO. Vamos primeiro provar gue ¢ funcional 8 :{O,‘+m]x

——> [0, +«] dado por
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A, #0,¥i e H, C X} (11)
& uma integral mondtona que satisfaz S(wB) = (B) , ¥B C X.

OBSERVAGRC. ¢, denota a fungdo caracteristica do conjunto B.

n
Se I ey Sy com  Hy OH
i= i
entao
n
T A, <1 e H, CH, wi , 1l < i < n. Logo
. i~ i = =
i=]1
Ekiu{Hi) < Ekia(H) < o (H) pois g & monoteona.

Logo S{f})<a(H).Mas obviamente Yy < fy € S(f) > a (H) donde

vale a igualdade. Vamos agora provar i) a v},

i) 8{xg) =sup { ¥ ialf,} , Hiyp B v Ihe, <9 oo}l o=

AL
-

sup{ iz :

c
a(H,) , H, 1 H,
A

L vy <9 ...} = AS(g) , se A # O,
i

Se & =0, o resultadoc & Obvio.
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ii) g < f = se Zlin. < g entao Zkile < £, logo

S({g) < s{f).

n
iii) Seja h = L A,v¥ < g e A E (0, +e),
D 1 H, —
i=1 i
™ - 1 = =
Se ;Jli¢H < g a A defino hl Zkin‘ =Y h2 a
i i
¥ o] = P i = = 7
Se ukin. < govoa A defino hl 0 e h2 Zlin.
i i
i
8]
Caso contrario existe 0 < io <n tal gue I A, <A e
i=1 *
i +1
o
£ A, >% . Caso i =0 a primeira soma e definida como 0. As
i=l
i i
0 o)

sim h, = ¥ A,e. + (A - I A} ¢ < g AR e

Loy 1VH i=1 S

i +1
0 n
h, = (T A, = X&) ¢ + ) Ao < g v oh- A,
2 i=1 * By w1 a=p 41 P E T

De gualgquer forma obtemos h, < g A A

bos de tipo ¥ i < h, j=1,2 1 3 B, . .
O 4 I li'iji ; haps r ] ' tal que i+1,5 — Bl':J e
hl + h2 = n, Isto implica em S(g) < S{g A 2} + S{g v 2 - A},
Por ocutro lade se Ekin < g AR e
i

EBj¢Kj < g v oA - A entao

como fB, » 0 = g > X em K

1 1 == L.y < g oA A e dai

u
1 Hi Kl



EA + IR, <
iYH, Uk BjT\’.—q
1 1
portanto S{g A i} + S(g
dade.
iv}) se fukinl < g
Phitﬁn._g;\
i
€ monotona S{g) = 1lim S
n
v} Seja Eki¢Hl < g
1
Se a(Hl) = +
11
¥n>n ., g v -5 = O
+ L
i#l
. . 11, .
e lim 8{g v o H) =

n -+ o

Caso contrario tome

. 1
¥n > h (Ch.e. ) v = -
(o] 1 Hi n

e estd na forma da definicao de g e

v A o= A) < S{g} e portanto vale a igual

tome n€ IN , n > Zki dal

n. Logo S(g) < sup S{g A n) e como S
n
(g A nl.
escolha n & IN tal gue Eag A Dai
O no 1
- H ey L Awy e O -fhal) 4+
1 i#l i
Ma(H,] = + o
1
S(gl.
O mesme n_ . DPai
o
1 _ 1 - - 1 _1
n {Ai n)wH. . M. 29V, n
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Fazendo n » + @ => Zhia(Hi) < lim S{g v % - %) donde S(g) <

- oo

, 11
l;m Slg v = n).

Como S & monotona sai a igualdade.

Logo S @ uma IM que satisfaz as hipOteses do tecrema. Va

mos agora demonstrar a unicidade e a formula (10).

n
sl Y :) g
Se f 2 AiﬁH. . Hi Hi+l ' Ai > 0 entao
i=1 i
n
T(£) = & XA, o (H,) {12}
. 1 1
i=1
Para ver listo tome A = hl e use 11i) da def. 2.1.
T{(f) = T(f A~ X)) + T(Ff A~ X = ) = }\lu (Hl) + 'l‘(.D_‘, Aiile)
i¥l i
M ; = A =
£ A il Al Alwﬂl

e use indugao.

i - = ¥ ] ] -5
Se ainda f o Ain p Hi Hi+l ; ki 0 , entaoc
i=1 i
T = & . .
(f) O Al u(Hi) (13)
n A
Isto porgue f = 3 k.o gsatisfaz f —> £ ¢ de vii) da
= n - i H. n
i=1 i
definigao 2.1.
n i
T(f) < lim inf T{(f ) = 1lim ¥ JA.aq(H.) = = 3.y (H,)
— n o i i . i i
n n i=l i=1
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e por monotonicidade segue a igualdade.

foe]
. X
Seja agora f € [0, +«] e £ = I

o2

tdo por (13) T(E ) = 5 = oaf{f > 1,27},
o= 20

Além disso ¥k € N £0A p inf f Ak pois se n> k,
sup |£ - £ ] <« L r logo pelo lema de Fatou
n — .n
X 2
, . _ , 1 - . n
T{f} < lim inf T(£ ) = lim -~ I «aff » i/2"}.
— n n
n n o 2 i=1
O limite existe porque f_ & uma sequéncia mondtona.  Alé&m
disso f£_< £ donde T(f) = lim = I aff > 172"}, com
n -+« 2 i=1
isso provamos que T satisfaz a formula (10) e portanto como o

limite em (10) estid bem definida a integral & Unica. =

Notamos gque cste resultado mostra a grande semelhanca exis —
tente entre a integral mondtona e a integral de Lebesgue. Parti-
mos de uma definicao axiomatica e chegamos a um obhjeto que & efe-

tivamente uma integral.

a formula (10) & interessante porgue ela mostra que a IM de
pende somente do valor de © na imagem inversa por f de interva
los do tipo (1/2n , +m] onde i,n € IN. No caso da integral de
Lebesque o procedimento € separar o dominio em partes disjuntas

Vejamos a figura segquinte:
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ot
X = IR ,  a(A) =inf |b - a
BDA
B intervalo , B =la,b) (b pode ser +)
i o 5 /2.
o 3/
p
1 7 — o
S — _'1./&
J
l -
1.4 >34
e T
14 > 25

No primeiro estigio somamos as medidas dos conjuntos {f > 1},
{f > 2}, etc. e dividimos por 2; no segundo estdgio haverd  uma

particaoc maior nos valores de f e assim por diante.

Vejamos agora um exemplo elementar gue nos mostrara tambemn
a generalidade da IM: o conjunto X & quaquer e a funcaoc o &

gualgquer desde gque seja monotona.

EXEMPLO 1. Seja X = {1,2} e o : P(X) > [0, +=] dada por
a (¢} = 0 a({2h) =1

a ({1t =0 _ a({1,2}) = 2.
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Seja f : X — IR dada por

£i{l) =1 . £t{2)y = 2.
Usando a formula (10) chegamos a T{(f) = 4, Mais geralmente,
se f e finita , f = Alw{l} + A ¢{2} e do teorema TI(f} =
({1} + %y ({2}) = 23,
Indicamos a T do teorema 2.5 por J do isto é:
<
[ 2 i X
| £da: = lin Ly oatg s 2y yre [0, +w (14)
no, : n
n +ew 2 i=1 2

Note que calculamos a integral de qualquer funcgao positiva
Isto foi possivel porque o estd definida em gqualquer subconjunto
de X. Ha maior facilidade, portanto pois por exemplo se

£ pontual

n f entao existe J fdo e o importante € o tipo de
X

fungao limite e o tipo de convergéncia.

vames nmencionar agora algumas propriedades importantes e sim

ples da IM dada por (14)

1) J fda > gaflf > e} para ¥f € x* , ve > 0
X

OBSERVACAO. Convencionamos (.« = 0.

- € —
2) e g. }JC_A X e g & X e gy g



e existe £ € [0, +m]X e A S (0, +®) tal que g, < f , ¥j € A

e J f A X do <+o, entao
X

J gdo= lim { g. do .
X jen Jx J

Vamos provar este resultado gue & o Teorema da Convergéncia

dominada para integrais monotonas.

DEMONSTRACAQ de 2) Ja sabemos que [ gdo < lim inf ( g.de  pelo
Jx T 3 en Jx

Lema de Fatou. Sejam entac § < lim sup J g.dy e g > 0. Como
X

j € R
A : .
95 —> g, 3j{c} € A , tal que
gj(e) < g+ o€ e & < JX gj(e) dx» . Entao
S !f 9 - do [ (g. Aoe)de + ( (g. v £ o~ g)dn
Iy ~3(e) Ix j(e) iy 3 (e} -
[ . f
< LA e dy 4+ gdx pois 0 < qg,, £ - ¢ < g . Como
-y Jx — 73(e) —

r .

| £ A Ady <+« entdo lim | f A £ da = 0 pPoOis
! + J;{ '

£ 0

TiE A X)) = T(fA XA %) LOT(EA A v

e
I
|

a como

) = T(f " A) < + ® gegue que
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) o= lim TH{Ef A ) = 0.
+
n> e 0

Logo & < [ gdao pois ¢ € arbitrarioc e dai lim sup [ gjda <
— Uy A X B

< ( gdn . Loge vale a igualdade. =

. X
3) Sedja g & [0, +«] @ J gda < +=, pado € > 0 , 38 > O
X
tal que 2 (B) < § = J gda = ( gdem < € . Este resultado se
B P
ra utilizado na ideia de convergéncia gquase uniforme. Para demons

tra-lo note que pela hipdtese e por iv) da Definigao 2.1

lim T{g v n - n) = 0. Logo ano € IN tal que

n
T(g v n_ - nO)A £/2. Tome § = E/Zno , dai se n{(B) < 3§ temos

gdo = [ (g A~ n_)da + [ (g vin =-n )dv< n (B £ = ¢
B JB o ig o o O 2
4) Dois fatos interessantes sao gque lim af{f > 7 + ¢} =
+
g 0

= lim a«aif > T+ rr o, YT € {0, +») e como o {f>T} e off = T}

+
c‘—,’ro

[

s3o mondtonas decrescentes como fungoes de T entaoc tem no maximo
um  nimero enumeravel  de  desconbimaidades o segue qua

{T : off > 7] #aff » TI} & no maximo enumeradvel.



VEF LR

5%

Vejamos agora mais alguns exemplos de ™ do tipo (14):

EXFMPLO 2: Sejam X % 0 um conjunto e F um filtro de P(X). De-

finimos Ay By P(xy —> {0,1} por

il

% . {H)

1 se HNB#ZO , yB &€ F

BF(H) =
0 se IB € F , HNB # ¢
_ X -
Neste caso, se f € [0,+»] entao
fda, = 1im inf .f . fdR,. = lim sup_f. (1l6)
r F F F
X X
Vamog provar primeiro que se vy : P{X) > {0,1} & monoto-
na, entao
( fdy = sup {th : v{f > h} =1} (17)
Jx h € (0, +=)
Chamaremos o sup acima de s. Se § = 4w a igualdade & Ob-
via, caso contrario temos
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s s n
Dividindo por 2 e passando ao limite temos,

s =1lim = 1 y{f >S5} = J £y
n-rwe 2 i=1 2 X
pois [ fdy & igual também a lim L Eoaff > %}
% Ar+ @ A izl "
A partir disto, tome B C X , B # ¢ e defina

Gt PX) — {0,1} por
fl se B CH
OLB (H) = <
LQ caso contrario

{fn_{f > h} = 1} = inf f(x). Como
xXEB

=> inf f{x)
xEB

l At

A
r———y
e
h
[N
=
o
=
T
i
'_l
'..l.
=
H.
o]
'..1-‘
-
H
FaN
H
joh
2
-

{f > h1 €F = 1lim ianf:>inf f(x)>

Por outro lado, quando 7
xE{f>h}

> h = lim ian f > J fde por (17) e definicao de o p donde
D¢

sal o resultado.

A prova para a funcao By & analoga.

Quando F & ultrafiltro oy = BF e portanto existe 1imF f

para gualgquer ultrafiltro de P(X).
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0 seguinte resultado & importante para a teoria das inte-
grais mondétonas (veja {5,9]).

P{X)

PROPOSICAO 2.6. Seja N = {o € [0, +o] ; X #£0 : o & monoto

nat., N ¢ um dominic de integracdo. Seja T, N —> [0, +] ,

fex” dada pon

Tf(oc) = J fdo
X
Entdo Te ¢ integral monovtona, Linear e semicontinua inferion
mente, isto e, se o< iiw infa_ (2 a(B) <linm info (B), ¥BCX) entdo -

n
n & IN n

J fdao E_lim inf J fda
X n X n

Além disso, existe um outro resultado importante:

PROPOSICAO 2.6.a. Sejam B,00 : P(X) —=> [0,o] monotonas X # ¢

Entac valem ob seguinfes nesulifados:

1) s¢ 3D < (0, +=) denso em (0, +w) fal gque af{f > T} =

R{f > T} para ¥T € D entao J fdo = J fapg .
X X

2) s a < B e [ fda < + = entac J fda = [ fdg <=
X X JX

3FD denso em (0,+w) fal que off > T} = g{f > T} , ¥T € D.
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DEMONSTRAGCAO. Provaremos somente (1) que & basico para o parigra-

fo sequinte. Pela hipotese, se i,n € IN , Bti L €D tal que
I
n i+ ]
/2 = tl,n < 2h €
alf » ti,n} = R{f » ti,n} . Logo
. 1 = : ) . 1 ® i
lim =5 L oaf{f > t, } = 1lim -— T R{f > t, _} ., {18)
nre 25 4i=1 o0l n+e 20 4=l 1.0
Por outro lado
1 1 1
vt - = < == L gy <f .
PR P L PP C LT

Portanto, utilizando v) da definicao 2.1 se obtém

o0
[ fdo = lim Q% T ogf{f > . } =
X e 20 i=1 1.0
.
= lim -4 T B{f > t, n} = J fas . =
noe 20 i=1 : X

2.2. EXTENSOES DE INTEGRAIS.

Vamos agora definir a integral J do onde o estd definida
X -

numa subclasse de conjuntos de P(X). Para tanto, vamos estender

¢ a P(X) e provar que a integral estd bem definida.
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Seja H C P({X) com ¢ € IH =
B ={f& [0, +=]> : 3D dens (0, +)
H Z ' : o em , com
{f>Tte m ¥T € D}.
~ X . . - X
A notacac ™ C IB C [0, +=] indica que 1B < [0, +=] @

que as fungoes caracteristicas dos conjuntos de Tl estdo em IB .

Temos valida a seguinte proposicao.

PROPOSICAO 2.7. Sejam T e BBE{ como acama e IB tal gue oy C

B CB, .S T, e T, sdo Ainteghais monofonas sobre 1B tais
3 l ; = o I .. s 1 = 1

que El(QB) lz(ﬁB) qualquen B m entao T,O= T,

DEMONSTRACACO. Clara a partir da proposicao anterior. =

Vamos agora desenvolver uma relacao entre a integral mondto-
na e a integral de Riemann {ou Lebesqgue).

Seja I a familia deos intervalos de IR+ = (0, +=). Seja

L : 1 —> [0, +«)  definida por:

(1) = ~ += sgse I & ilimitado

| ~
[fb—a[ se a e b sao os extremos de I.

L

entao tem sentido escrever { pdf para qualquer P € HBI.
J (O'—luoo]
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Tome &' extensao mondtona de 4 a P(X) e faca

J odi : = J odg" (19)
(O’-}-cr:) (Of-}-m)

Pela proposigao 2.7 o segundo membro independe de L' e por

tanto ¢vdl @ bem definida.

J(0,+w)

Temos o resultado abaixo:

TEOREMA 2.8. Se¢ f € I, entao [ fdf e a Lntegral de Riemann
X

ou Lebesgue de f£.

DEMONSTRACAD. Seja f € 1B, e suponha que existe x € (0,44=) tal

gue lim inf f£{y) # lim sup £(y). Logo lim inf f(y) < ¢ < + =
+

+ +
y X v o x y X

Sedja =& > 0 tal gue 6§ + ¢ <lim sup f(x). Pelas definicoes de

_+_
y *x
L ) . . ‘ +
lim inf e lim sup 1sto implica que existe Yo S 4 tal que
f(yn) < § e yé — x'  tal que f(yﬁ) > 8 + g , ¥n € . Como
por hipbtese existe T G (8§, § + ¢) tal gue A = {f > T} €T ,is

to @ um intervalo, obtemos uma contradicao. Logo para x € (0,+w)

existe lim f(y}. O mesmo vale pelo limite & osquerda e oszim  f
_+_
y %

possui limiteg laterais em todos os pontos de (0,+«). Isto impli-
ca que f tem um nimero no maximo enumeravel de descontinuidades.

(veja {4]1}).



o | N B

65

Suponha que existem X, < X, < Xy com f(xl) < f(x2

Pela hipOtese scbre f, f & limitada com (O,xl) e (x3,+m) e &

) >_f(x3).

mondtona crescente e decrescente respectivamente nestes interva —

los. Se f nac & limitada, existe um Yo S (xl,x )  com limite

3

lateral infinito. Nao pode existir # com f tendo limite
7 Yo

lateral infinito em Y senag f ¢ B Neste caso £ & monOto-

T
na com (O,yo) e (yo,+m) e a figura abaixo ilustra um grafico pos-

sivel para f.

Fazendo analise comeo a anterior sobre o comportamento de £

‘podemos provar que f & de um dos tipos abaixo, além do descrito

acima:
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De gualquer maneira como f tem um nimero enumeravel de des
continuidades e no maximo um ponto com limite lateral infinito (es
te ponto pode ser 0 ou +w), entdc podemos pelo menos definir a
integral impropria de Riemann de £. Nos intervalos onde f & 1i
mitada, ela & exatamente a integral de Riemann (veja [4]). aAlém

disso a integral de Lebesgue de f estd bem definida e & igual a

integral de Riemann impropria de f. Denotamos [ £fd? a integral

'R
de Riemann impropria ou Lebesque de £ e por [ fde a integral
s
monotona de f. Notamos gue df = dx usual.
Seja 1* uma extensdo de 2 a P(8), & = Ja,bl . Entao
n n
: - o D ) X .
J £dl sup{.i \ix (Hi) ; Hi Hi+l ; _E kle. < £} .
S i=1 i=] i
n
f fdg = sup{.h ri-]ai _ai~1‘ onde a =a <aj<...<a =b
R i1
e r, = inf £ix)} (sentido de Riemann)

rearranjando colocamos na forma pa-—

= !

drao dada em (11} e como & & aditiva na algebra dos interva-

n
los, o valor de 5 T,
i=1

-~a. .| e inalterado guando utilizamos

1
a formula (11). Logo { £ds < J far.
R



67

No caso em f @& limitada (podemos tomar f a n e depois uti
lizamos a definigao de integral de Riemann imprdpria e o teorema da

convergencia monotona para o caso de f ndoc limitada) temos

i=1 i i=1 UHp mogoy 1 Thay gyl
t n
donde oA e%(H,) < & r, |a -a,_|
. i -, i i-1 i
i=1 i=1i
apds um rearranjo no sequndo membro para poder aplicar (12) ao

calculo das integrais mondtonas. Dai aplicamos o swprano do lado esguerdo e

infimo do lado direito J fds < f fdi: donde resulta a igualdade.
S R

Para estender o resultade para (0, +w) utilizamos a defini —
¢can de integral de Riemann e o teorema da convergéncia  dominada

para IM obtendo novamente a igualdade. =

Este resultado & fundamental porque ele mostra que uma certa
integral mondtona € exatamente a integral de Riemann da fungéo,um
conceito classico e totalmente conhecido ao passo que as IM sao
ainda abstratas para nos. Vamos mostrar ainda mais que toda inte-

gral monotona recal em J ¢ AL que @ a integral de Ricmann de +.
(0 =)



68

TEOREMA 2.9. Seja £ : I — [0, +®} como acima ¢ o : P(X) —>
[0, +®] monotona. Identificamcs uma extensdo L' de L a  P(X)

com L [(is%to ¢ escrevemos £ tambem para esta funcdo. Entaoc

{ fdo = { af{f > TIae(T) , YfeE [0, += % (20)
X {0, + =)
DEMONSTRACAO. Como ¢ {(T) = aof{f » T} & monOtona decrescente, ¢ € B,
e a segunda integral sempre existe. Seja entao o : P (X} >{0,1}
1 =se (H} > s
o (H) = onde s & (0,+w)
0 caso contrario
Como vimos antes
J fda.S = sup {7 uq{f > T =11 = sup {7 : alf > T > g}
X Te{0,+w) - TeE(0,+w}
= sup (T : ¢(T) > s} = ¢{¢ > s} pois & decrescente.
T€{(0,+=)
jl
//"‘\\ - \.. J’,
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Como J ¢pd? = lim J; L oa{d > j;} =
(0, + =) noteo 20 i=1 2
‘ L _
= lim — 0 fda./ n) Ppelo anterior.
nede 20 i=1 Jx 2
. n . Utilizando a 1i
Definimos R, = L a./2 , B = % a. ando a 1i
k | . i/,0
i=1 i=1 2

nearidade da propocsicao 2.6 obtemos

koo

) = sl [x fdai/2n . Como  B(B) =lim B, (B)

¥B C X o© mesmo lema da, lembrandc que Bk < B, ¥k &€ N e que Bk

cresce, © seqguinte resultado

r [e+) o0
FAC N ., ) = 2 J fdo, , o
JX i=-1 i/, i=1 /¥ l/?
Logo
J ¢df = lim J; J £ d{ & a./ n)
(0, + ) nee 2 X i=1 2

- . n
5 o - — : > 3 y . = =
Como 7B X , M / n(B} = )'.{gDB 1/2 } Segue.que



de onde sai o resultado.

Com o auxilio deste teorema muitos dos calculos para inte-
grais monotonas sao simplificados. Com o auxilio deste Tltimo tea

rema podemos provar facilmente as duas proPOSigaes seguintes:

PROPOSICAO 2.10. Seja 1,9 como acima ¢ ¢n y b, P

[0, + =] decrescsrites. Entao valem 04 sequintes fatos:

: (0, + ) —

1) [ (6 + p)dg = sag + { pas
(0, + )

J(0,+°ﬂ) (0, + =)
2) S¢ 2D denso em (0, +w) tal gque ¢]D =¥l enfac as An-

tegradls com neipeddo a L sac Lguads.

3) Se 3D denso em (0, +=) fal que ¢(T) > lim sup ¢n(T) '
I

YTED e ¢ _(T) < p(T) , ¥T € D com PaAL < 4+ eptdo
nT (0 ,+ )

f $df > lim sup J ¢ di . =
(Of+m) I (O:'i'm)

Usando estes fatos pode-se provar a seguinte proposicao:

PROPOSICAO 2.11. Seja a monofona Zfal que a(B ) to(B) se B C

o

= = C . £ ., C
Boyy @ ¥N € N e nL:Jl B, =B ,¥B ,BCPX. Se {f} .

[0,'Fw]X e fEElO,-+w]X aom fn + f entao
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( fdyx = 1lim J f da . =
X n>+o Jx 7

Este @ o teorema mais geral de convergéncia mondtona para in
tegrais mondtonas. Notamos que a exigénecia de convergéncia unifor
me foi substituida por convergencia pontual com o prego de uma
condicao sobre a medida o. Um teorema similar & vpalido para se-
quéncias decrescentes de fungoes onde a primeira funcao tem inte-

gral finita.

2.3, TEOREMA DE REPRESENTAGCAO

Vimos que f da & sempre uma integral monOtona. Vamos ago-

Jx
ra demonstrar a implicacac contraria deste fato, isto &, se
T : B — [0, + ] & IM , entao existe uma fungéo de conjunto

63

P(X) — [0, +=] mondotona tal que T(f) = J fda , ¥f € IB.
X

Dai dizemos que o representa T .

vamos primeiro definir duas fungoes de conjuntos auxiliares.

Seja

T : B > [0, +o] IM , onde B C |0, +«]"

definimos P(X) —> {0, +=] por

L-\:-l}? E LJ) r.].‘
aL (B = sup {T(f) «+ £ <, , f & B}

¥YB C X.

g (B) = inf [T(f) : £ > »
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se nao existe f ¢ IB , f > ¢y definimos BT(BJ =+ ™,

Temos entao O seguinte resultado.

TEOREMA 2.12 (Teorema de Representacgao). Seja T : B ——> [0, + o]
IM. Entdo y: P(X) —> [0, + ] representa T see o <y < B
DEMONSTRACAO (= ). Seja B ¢ X. Se 2 f &€ B, f > € entao

BT(B) =+® e y(B) < BT(B) e trivial. Suponha que isto nao & o

caso e sejam

com £.,£, € IBB. Logo

T(£,) < Tly,) = Y(B) £ T(£,) => ay(8) < v(B) £ B, (B).

— ) [ = 5
{ <) Seja B X. Se fl < p < f2 ‘ fl’f2 B ; entao
<0 i < < 1 s =
T(f)) < e (B < BT(B) < T(f,) pela definigao de ., e B,
Ainda mais, se
n
< I £ = o1
£, 5 Doy, S5y 0 £ f, €, A 200 0y Dy
i=1
entao
n n
< : >\ [ < 2 <
T(fl) < .? 5 YT(Bi) < Ai BT(Bi) < T(fz)
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por (12) e definicao g € BT .
n
. 1.1 A |
Como £ n- fn “ﬁ'i Y 1) w{f > i/.n) f , V¥f & IB
2 2 i=1 27
entdo tomando o limite quando n -+« obtemos
T(f) = j fdaT = f deT
X Jx
Decorre que se y & mondtona e Ap <Y < By entao
¥Yf € B — }[ fdy = T(f) . =
X

Este teorcma reduz todas as integrais mondtonas a integrais

do tipo J du que sao mais faceis de serem estudadas.
5"
Chamamos B ¢ X de T-regulfan se aT(B] = BT(B).

EXEMPLO 3. Sejam X # 0 um conjunto e F filtro de P(¥X). Congi-

-

dere MW = {f : X —= [0, +=] tal que 3 limF f}l. Entac DB & um

dominio de integracgao e

T{f} := limF T

& uma integral mondtona. Neste caso



j fdo
X

T lim lan f ' ¥E € [O: +°°]X

JX deT lim supy f

e se H & a classe dos conjuntos T-regulares entao
H = F U{BCX tal que BNH=¢ , ¥YHE FI}.

Se chamamos & entao

v = “o/m

l se BETF

"0 caso contrario.

2.4. LINEARIDADE F MENSURABRILIDADE

74

Veremos agora um conceite de mensurabilidade e que a classge

de funcoes mensurdvels tém boas propriedades. O resultado funda —

mental & que para fungoes mensuradveis a integral & linear.

DEFINIGCAO 2.13. Seja « : P({X) > [0, ] mondotona. Dizemos
BC X & ua-mensutaveld se
G(H) = a(8 n H) + a®° 01n , VHC X.

Esta & a definicao c¢lassica de Carathéodory. Neste caso,

GC X e ul¢) <+ =, G & a-mensuravel see

que

5
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a{C) + a(B) = a(G N B) + «{GVUB) , ¥BCX

ou equivalentemente se 3¢ > 0 , 3IM,N a-mensuraveis tal que
M<CGCN ¢ oafN - M) < €.

A classe dos subceonjuntos c-mensurdveis de X forma uma al-
gebra de P(X). Vamus aolinir agora uma fun¢ao g-mensuvravel. A  defini-

¢ao sera ligeiramente diferente da usual.

DEFINICAO 2.14. Sejam o : P(X}) —— [0, +=] mondtona @ £ e
[0,-+m]x . Entao dizemos gue f & oa-mensuravel se o seguinte

conjunto:

{T € (0, +«) : {f > T} nao & ao-mensuravel}

& no maximo enumeravel.

Vejamos agora o teorema de linearidade para fungoes -mensu-—
- - . . P
ravels. Este teorema sera ilmportante para a teoria dos espagos L

para integrais mondtonas.

TEOREMA 2.15. Sejam w: P(X) — [0, +=| monotena ¢ f,g duas

funcoes a-mensuraveds. Eptdo

{ (f +g)da = [ fda + { gda .
X Ix X

DEMONSTRACAQ. A idéia & demonstrar o resultado primeiramente para
fungoes simples, depois para fungoes limitadas e finalmente o caso

geral.
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seja B = {B < X : B @& c-mensuravell.
n
Tomemos primeiramente h = ¥ A.mA onde A, € (0, + ®) o
i=1 L Ay i
A, € B . Neste caso, vale
i o
/ i
i hda = &  X,o(A.) (22)
!x i=1 * 7
Se n 1 (22} e trivial. Suponha valida para n = k. Tome-
k+1
mos h = £ Ri¢A Rearranjamos a somatOria de tal forma que
n=1 i
<G . 3 4 e
MoSAy s = kel
Como Al & ~-mensuravel, vale:
rr J ( n+l
I hda = hda + hdn = I Ay C do +
Jx X-A, 'n, Jx i=2 1Ay MR
n+1
D WY + A9 Jda
. A .
Jx | 178,
usando indugao para o primeiro termo e iii) da definigao 2.1 com
A= Al para o segundo termo e depois inducac novamente , obtemos
n+l C n+1
= L L (A O L ALuiA, 0D + )
J hde = I agalA; 0BT 4 T palAl 0AD + 3 a(a))
X i=2 i=2
Como A, & a-mensuravel, obtemos (22).

1
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Sejam agora f e g limitadas e a-mensuravels, usando uma
construcao similar & usual obtemos tf 1, {gn} g-mensuraveis sim

unif _ unif
. L3 £ N

ples tal que fn o9, 9 e fn < f e 9, <qg,
Yn € W. Dai
! (f_+g_ldua = ( f du + doe e como £+ unif £+ e
JX n gn - Jx n X gn ) n gl’l . 9

fn g, < f + g passando ao limite e usando o lema de Fatou, ob-

temos

;
j (f +g)da = [ fdo + J gda .
X I X

Sejam agora f e g e-mensuraveis. Entac sabemos que £ A n

e g a n sao e-mensuraveis , ¥n € IN. Pelo demonstrado

:
J (f A n) + ga n)do = J f A ndo + J g s n do (23)
X X =

Como (£ +g) an<fan+gan=<f+g segue gue

(
1im J {(f A n+ g n)da = J {f + g)da
n X X

Como o limite do outro lado da iguaidade (23) é
obtemos o resulta”o necessario.

Vamos agora provar o seguinte fato utilizado na prova:
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Se B C X & a-mensuravel, entao I € {0,'+mJX

f fdm = J fda + fdo (24)
X B X-B
Para ver isto tome T > 0 e seja F = {f > T} entdo

«(Fr M B) + o(r; 0 B") = a(F2) , logo

allfo, > TH + atife, o > TH =a({f > T} (25)

B

"Como o {T) = a({fwB > T}1) e p(T) = af{f@X—B > T}) sao decres-

centes, entao

f {(p + dydi = pdf + J $dg
(0, + o)} {0, + =} (0, +=)

e usando o teorema 2.9 e (25) obtemos (24). =

As fungoes w-mensuraveis tem muitas propriedades boas. Va-

mos citar algumas agora.

PROPOSICAC 2.16. Sejam f e g oa-mensurnaveis. Lntao
1) £fvg ¢ £farg SA0 O-mensundveds
2) £+ g ¢ t-mensuraved

3) Se f e g {Limitadas = f v g - g e o-mepsuraved

A

4) Se {f } 530 mensuhavedls ¢ fn > £ ¢ dg tal que

n neIN
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| gdr < +® ¢ £ <g ,¥n& N = f ¢ a-mensurdvel. =

E muito importante caracterizar as fungoes a-mensuraveis, pois

para elas, a integral mondtona & linear.

2.5. CONVERGENCIA QUASE UNIFORME

Muitas vezes nao podemos garantir a convergéncia uniforme em
todo o conjunto X mas somente fora de um conjunto pequeno. Nes-
te caso, ainda temos um teorema de convergéncia. Vamos definir

portanto a convergéncia quase uniforme.

DEFINICAD 2.17. Sejam {fj}je A - [O,+m]X uma rede e £

[O,-+m]X . Dizemos que {f.}. converge quase uniformemente a

jrien
f com respeito a « ( gu. ). Se ve » 0 , 3B g-mensuravel ,
com «(B) < i tal que f,i w—ﬂ~%> £ Jlenotamos esta con-
I g-p X-B
vergéncia por f] SR
Temos valido o seguinte teorema:
TEOREMA 2.18. Se¢ja T LI S C 0, +e% o fe
' J J7JjEeA
X . X o
(0, + =] tal que 3g C© (0, + ] com fj <9 ¥vi © A e
J gda < + o .  Nestas condigoes [ fda = 1lim J f.da .
X X i dx
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DEMONSTRACAO. Como [ gde < += dado & > 0

| , 18 >0 tal que
X

al(B} < § = f gdy < ¢. Seja entaon ¢ > 0 , escolha B mensu-
B [

ravel conm u(BF) <8, & dado acima tal que

Entao

pelo teorema de convergéncia dominada lim f fjdu = J fdo
] X- B

] X—BE N

Logo 1lim sup { fﬁda:i{ fduo +s;iJ fdo + € e como € & ar-
j X - X-B X

bitrario

lim sup

.f
;5

£ dan < J fdo
x J X

Por cutre lado se B e +tal que

f, 2. F {26)

entac pelo TOD
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/ f
fde = 1im J f.da < lim inf j f.da <
) %-B j x- 17 3 x 47
. f f
lim sup } f.da < J fdo (27)
5 x X

Seja A = {x & X : {fn(}()}nejN nao converge a f(X)},v8§>0

IB satisfazendo (26) com 2(B) < ¢. QObviamente A C B. Loggo A

& a-mesuravel e (A} = 0. Assim
f _ N f
J fda = J fdu + J fda < gda < + =
X X-A A X-A
J fda = 0 eem X-A , f <g
Fiy
Lego 38 > 0 tal que se o(B) < ¢, [ fda < & e dal ti-
'B
ramos a igualdade em (27), isto &
lim ( f.da = J fdo . =
5 dx X

Notamos que este & um teorema de convergéncia dominada, vali
do para a hipotese de convergencia quase uniforme. Esta convergén
cla & muito importante porgque muitas vezes garantimos somente o
bom comportamento de convergencia fora de um conjunto peguenoc. Is

to esti relaciconado com a l-mensurabilidade de Dunford - Schwartz
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que serd definida no pvdximo capitulo.

Existem muitas outras propriedades importantes das integrais

m-.notonas. Para um leivor mais curioso, recomendamos [2,5,7,9].



CAPITULO TII

B
ESPACOS Ll DIl DUNFORD-SCHWARTZ

A teoria dos espagos P derivados de medidas o-aditivas &
classica e padronizada. Tal ndo ocorre gquando consideramos fun-
coes de conjunto finitamente aditivas (f.a.).Em [3] bDunford -
Schwartz desenvolvem uma teoria de integracgao para funcgoes f.a. que
no caso de fungoes os-aditivas recai no caso cléssico. No proximo
capitulo vamos desenvolver os espacgos LP a partir das integrails
mondtonas e comparar 0s resultados com os citados neste capitulo.
Neste capltulco mostramos em linhag gerais a teoria de Dunford-Schwartz gem

a preocupacao de demonstrar os resultados.

3.1. PUNCOES DE CONJUNTQO FINITAMENTE ADITIVAS

Neste capitulo X denota um conjunto #¥ ¢ e A C P(X) uma

algebra de subconjuntos de X. F(A) denota o conjunto das funcdes

de conjunto finitamente aditivas com dominio A e imagem IR, C
ou TR com um dos valores +« ou -« . Nos dois primeiros casos
a imagem de F(A) esta contida num espag¢o de Banach O qgue nao

gcorre no uliimo.

Podemos definir a variacao total de u € F(A) como no Capitu
to 1 e o provar que | pl &oa foal Seop o Hiwitada o real dizoemos que

. ~ + -
€ M(A) e dai coxistem as nogoes e 1 € M(A). M(A) e um sub

conjunto de TF (A},
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Para cada p real ou real estendida definimos

p* s P(X) — |
n*(E) = inf n{F)
LOE ,FEA

Neste caso vales as propriedades seguintes:

i) E € A = ¥ (E) = u(E)
ii) p*(a v BY < p*(a) + p*(B) , VA,B C X
iii) w¥(a) < u*(B) se A CBC X.
A propriedade ii) diz p* & subaditiva e iii) diz que e
mondtona e além disso & extensao de p a P(X). Como u{¢p) = 0 (se

u Z +=) entao p* & mondtona (conforme cap. II) e podemos definir

a integral mondtona J du* para w > 0 pois dai u* > 0.

X
DEFINICAC 3.1. Seja 1 € F(A). N C X & chamadc conjunto u-nulfo ,
se |p|*(N) = 0. Das propriedades i) — 1ii) segue que subconjun-

tos e unioces finitas de conjuntos u-nulos sac conjuntos u-nulos.

Em termos de filtros isto quer dizer gue a cla-se dos conjun
tos p-nulos forma um ideal de P(X), ou seja, os complementares dos

conjuntos p-nulos formam um filtreo de P{(X) se |u|(X) # 0.

Uma propriedade & verdade quase sempre se ela & verdadeira

fora de um conjuntc p-nulo.
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Chamamos a funcdo {u|* da definigao 3.1 de medida exterion
de U e denotamos por Hy
3.2. INTEGRAGAO
Definiremos nesta seg¢ao a integral J f(s)ulds) para fun-
5 .

¢oes a valores num espago de Banach E e p € F(A) complexa ,

real ou real estendida.

Vamos primeiramente definir uma norma no conjunto C, espacgo

de fungoes:

DEFINICAQ 3.2. Seja f£ & C e y € F(A). Definimos a norma de f

f = inf arctg {o + p ({|f] > al)} (1)
e
a0
onde l£] ¢+ X —> E
X s I f(X)
A funcao arctg & colocada para limitar o valor de £l por

1/2. Qualquer outra fung¢ao continua, mondtona, convexa e limitada

de ([0, +»} em |0, +=») serviria. Quando UO(X) < +o  podemos usar

ao invés de (1)
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1€l = inf {a + u ({|£] > a})}
a>0 ©

£ simples provar que |- & uma seminorma em C. Uma fun-
cao f € C chama-se p-nufa se {|f]| > a} & um conjunto yp-nulo
para cada o > 0., Observe que uma fungéo p-nula nao precisa ser

nula guase-senpre como mostra o segulnte exemplo.

EXEMPLO 1. Sejam X = {0,1}, A = algebra gerada por intervalos,

p = medida de Lebesgue e f : [0,]1]] —= R dada por

r" - . ,

’O se X e irracional

f(X) =
l/g se x =9p/g (p,g) =1
Entdo  {]f] > 2} & finito V¥a > 0 e portanto

ue({|f| >a)l) =0, ¥ >~ 0 mas {|f| > 0} =09 n [0,1] = @ e
ue(Q) = 1.

Mas ha uma boa caracterizagao de fungoes p-nulas.

Il
[
[ ]

LEMA 3.3. lUma fungac £ : X — B ¢ p-nufa see £

COROLARIO 3.4. As funcoes p-nulas formam um subespago vetforial de
C. Se £ e p-nula ¢ |g(x)] < |£(x)| wv-quase sempre , entdo g @

w-nufa,

Definimos a relagaco de esguivaléncia em C
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fvg se Ff - gl =0 e pomos

C(X,A,u,B) = C/v (abreviadamente C(¥X))

entdo C(X) & um espago vetorial normado com as operagoes:

(£l + {gl = If + gl

w [£7 - [wfl I [£10 = I,

vamos falar de fungoes como as classes de equivaléncia. Natu
ralmentc isto impoe a condicao de gue um conceito s& estd  bem

definido se for igual para qualquer representante da classe.

DEFINICAC 3.5. Convergéncia em C{X) & chamada convergéncia u-me-
dida ¢ denotada por fn e £ se
lim #f - £l =0
jt
1

H& uma caracterizacao boa para esta convergéncia.

LEMA 3.6, fn s sce lim ue({lf - f| > e}) =0, ¥r > 0.

T o

Lste lema & importante porgue ele relaciona as fungoes e a
medida exterior dos conjuntos onde a aproximacao & ruim. A conver
géncia em p-medida fica entao caracterizada como: para cada € >0
existe n tal que se f e fn diferem por mals de ¢, isto gera

um conjunto de medida peguena.
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OBSERVACAC. Se £, s = [fn(-)l e [ £(-) .

N

Além disso f+g @& fungao continua de f e g e xf & fun

cac continua de f para A flxo.

DEFINIGCAO 3.7. Uma funcao p-sdimples & uma fungao que assume um ni

mero finito de valores Al,...,kn tal que

Vamos definir a integral para as fungoes p-simples e depois
estendé-las para fun¢gocs mensuraveis, Seja S o conjunto das fun

¢oes p-simples.

DEFINICAC 3.8. Dizewos gue £ : X —— B fofalmente p-menburaveld
(tu.m) se f pertence ac fecho de S em C, isto @& existem
{fn}nEIN , fn simples tal que l;m an - f1 = 0. Dizemos que £

& p-mensunavel (u.m) se gualquer E € A com [p|{(E)< +«, vt é
totalmente p-mensuravel. A C X & dito mensunavel se . & mensu

ravel.

Vamos agoera definir a integral de fungoes l-simples.

DEFINICAO 3.9. Uma funcao f yu-simples € p-Lategravel (p.i.s) se

existe g p-simples
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n
onde E £ A, E, disjuntos U E, = X e tal que X, = 0 se

|[ui(E,) =++< e de forma que f e g sdo p-iguais, ic. If-gl =0.
Neste casc se h e p.i.s e g & da forma (2) entao definimos a

integral de h por

n
j hduy = f his)u({ds) = f g{s)ulds) = I XiU(E’Ei) {3)
E E E i=1
Estabelecemos a convencao 0.« = 0. Assim esta integral e
bem definida e se dh -kl =0 , entao
J hdy = J kdy YE € A,
E E

assim definimos a integral no conjunto das fungoes simgles as
guais formam um subespa¢o vetorial de C(X). Neste subeSpago a ig

tegral @ linear e se £ >0 e p > 0 entao { fdu > 0.
E
Denotamos a integral também por DJ hdu. Quando formos es-
X

tender a definigao continuaremos a utilizar esta notagao.

Vamos estudar agora o conceito de integral para uma classe

maior de fungoes.

LEMA 3.10. Sejam {f_} e {fi} duas Aeguewncias de fungoes p.i.s

1 .
s or ¢ adnda

S 3

com fi B £f ¢ £
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lim J |f;{x) - f;{x)[d]u} =0 , i=1,2.
n,m ‘X
Entao 3 linm ’ f; dy , 1 = 1,2 uniforme com respeito a
n '
~ . . . - , 1 , 2
E e sao iguais, isto e lim £f7 du = lim £f7 dy. =
n n
n E n E

Portanto, definimos as fungoes integraveis:

DEFINIGAO 3.1l. Uma fungao £ C C(X) chama-se p-integravel (pi)

F " 1
se H{EH}neﬂq A i.i.s. tal qgue fn —+ 35 f e

1im J Ifn(X) - fn(X)|d|p]= 0.
n,m A

Tal sequéncia determina f e definimos

Este limite eoxiste e independe da sequéncia que determina

por causa do lema anterior.

Seja L(X) o conjunto das fungoes integraveis. Vejamos

teorema abaixo:

TEOREMA 3.12. Seja g € C(X). Defindimos G : A —> R

G(E} = J gdu
E

£
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entao
i) ¢ ¢ f.a. ¢ |G|(E) = f fgylajpl
E
ii) lim |G (E} =0
[ufl (E) »0

i1i) ¥e > 0, 3A € A zal que |u|(d) < +» e [G](a%) < ¢

iv) j lg(x) | dfu] =0 s¢e g & p-nufa. =
X

3.3, LESPAQOS LP

DEFINICAO 3.12. Seja 1 < p <t o, L;(X) denota © conjunto das
fungoes p-mensuravels G C(X) tal que jf(-)]p & u-integravel.

Definimos a seminorma

FEl = TEN = [[ £(x)|F d]UJ}l/p ()

g = i . p .
Alguns resultados classicos da teoria dos L valem aquil .

Vejamos alguns dcles.

PROPOSICAO 3.14 (cguivalente ao Lema de Holder). Seja f escafaxn

¢ g vetorndial, £ & Lg(x) , g€ Lg(x), p>1, g>1el/op+l/q =

= 1. Entao fg & p-integravel e

£ el < I - gl . 0=
JJX (X) Q(XJ( L D g q
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LEMA 3.15. Suponhamos 1 < p < + =, £ £ e 19x), o escakar. Entdo
- P

. o)
. f. e B I = flgll « # I
i) o 1 Lp(X) , :afl 5 o fl 5

i i £+ = ! I + | Il
ii} 1 f2 Lp(X) e Hfl + fznp < [fl b f2 .

114) Hfl”p =0 see f 2 y-nula. =

Seija LP(X) = LE(X)/% onde "~ foi definida antes. Entao
(Lp(x) , “p) & um espacgo vetorial normado. Vejamos agora alguns

teoremas similares aos classicos para estes espagos Lp

TEOREMA 3.16. Seja 1 < p < + o . Seja {fn}neﬂq C Lp(x) e
FeC(X). Entdo £f€L (X) e IE — £ -2 0  see
P n P
iy f e ot
n
ii) lim J |fn( )[p diul = 0 wundforme em n.
|1_|[(E)-+O K

iii) ¥ve > 0 , 3 € A tal que ‘p|(E€) <+ o

[fn( )EdeLW <, ¥n . m

Vejamos agora ¢ teorema da convergéncia dominada de Lebesgue,

gue ainda & valido para estes espagos Lp .

TEOREMA 3.17. Sejam 1 < p < + = , g§&€ Lp(X) ’ {fj}jﬁﬁ C b

tal ‘que
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”fq(X)H < g (X}l y-quase sempre para qualquer o > 0.

Nestas condigoes fj Hor see (fe LP(xJ e Hfj-—fHP——e>OL

Este teorema € idéentico ao caso clé@ssico. Ista nos mostra que
para © TCD nao & essencial a hipdotese de que a medida seja o~
aditiva. Como corolario vemos gue o conjunto das fungoes p-simples

. - . - P
integraveis & denso cm Lo (X).

Esta & a teoria apresentada em [3]. Ela ensina como calcular
integrais de fungoes mensuravels e integraveis, Nem sempre O espa
¢o L, (X) sera completo (contrario ao caso classico} e aléem dis-
so o trabalho [3] nao dd nenhuma indicagao de como determinar quan
do LPfX) & completo. Na teoria desenvolvida no proximo capltu-

lo veremos mals algumas propriedades dos LP de Dunford - Schwartz

(DS} e determinamos guando um espago LP DS e completo.

oL

Por outro lado vemos gue a integral DS feita para fun-
¢oes de conjunto a valores num espago de Banach ¥ ou no sistema

real estendido.



CAPITULO IV

ESPACOS LP PARA MEDIDAS FINITAMENTE ADITIVAS

Definiremos aqui os espacgos LP associados a integrais mond
tonas para fungoes de conjunte finitamente aditivas, usando o con
ceito de A-mensurabilidade. Analisamos varias propriedades e es-
tabelecemos critérios de completude para tais espacgos. Comparamos
os resultados com o trabalho ja existente na literatura, de Dun-~
ford-Schwartz [ 3] e desenvolvemos relagoes entre os dois espagos
e as nogoes de mensurabilidade diversas. Uma vez que OS espacos
ot para medidas f.a. nao sao necessariamente completos, seja
na teoria de Dunford-Schwartz, seja no trabalho de Greco [ 10] o)
qual & a base deste capitulo; & portanto importante determinar
critérios de completude. Veremos que a completude em ambos os ca
sos estld somente relacionada as propriedades de convergencia das
fungoes de conjunto. Veremos também que as caracterizagdes aqui
dadas dao, de certa forma, mais informag¢ao que em [3] e sao mais

simples.

4.1. PRELIMINARES

Neste capitulo X denota um conjunto # ¢ e A C P(X) uma
dlgebra de conjuntos de P(X). Definimos primeiramente uma fun-

ao A-mensuravel.
<
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DEFINICAO 4.1. Uma fungaoc f:A —> IR & A-mensuravel se dados

a,b € R com a > b entao existe A € A com

{f »al cAC {f>hb}

onde IR = R U {+o, —w}_

Para f : IR

+ . - . .
> R 0 seguinte grafico ilustra © conceito

acima:
\] . . //’-’-
e
d
-

--"/

b R
'*——___.._-—--—-_.______x. c———— — —
(o3
£ A & -
— _.—w-—u—-—-——-_;\ -t -

Observamos que sendo A  somente uma algebra nao & verdade,
a priori, gque dado a € R <f>a}l € A, Entretanto, isto ocorre efe-

tivamente quando A & c-Alaebrn @ dai woltamos & definicao de mensurabilidade.

EXEMPLO 1. Sejam X = [0,1] e A a algebra gerada pelos inter-

vaios contidos em ¥X. Seja f:X > IR dado por

TO se xXx ¢ QN X
Flx) = ' .
Ll/q se x = p/q p/q € W, (p,q) =1
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onde (Q sao 0s racionais. Neste caso f & A-mensuravel, mas

{£>0} = QNX & A,

Como no capitulo I denotamos por

=
S
I

lbu:tA —> R finitamente aditiva limitada}

=
=
I

fu:A > R v-aditiva limitada}l.

Lembramos que M(A) e MO(A) sao espagos de Riesz comple-
tos.

As fungoes que sao combinagoes lineares finitas de fungoes
caracteristicas de conjuntos de A sao chamadas fungoOes A-simples.
Obviamente elas sao A-mensuraveis.

—=X .4 X

Se em T~ definimos a fungdo A : Rox 1 ——R'definida por

1

ME,g) = sup {larctg (f(x)) —arctg (g(x))!

XE X
entido A & uma métrica em RY e (R<,A) @& completo.
0O espago de Stone X associado a algebra A (veja capitulo
I} constituido dos ultrafiltros de A, terd um papel fundamental no

de-envolvimento dos espagos Ll

Todos estes concelitos estao relacionados entre si como mos-
tra a propo=icao seguinte:
PROPOSICAQ 4.2. Sejam X, A, X come acdma £ € =Y ¢ x o ultra

§iline principal defeaminade pon x € X. Entac sao equivafentes:
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1) f ¢ A-menduravel

ii} 3 lim f para cada wlinagiline F de A

iii) 3 £ :

e N

> R continua tal que £(X) = £(x) V¥x € X

iv) £ pentence ac fecho das funcoes A-simples om (iﬁx,&}.

DEMONSTRAGAO: i) = ii). Suponha que 1lim sup, £ # lim inf_ £ pa-

ra algum ultrafiltro F de A. Entao

a = sup inf f({x) < inf sup f(x} = b.
Hel =x&l HEF x€I
Se a = -= tomamos a' tal que a' € R e a' < b. Se
b = +» tomamos b' € R com b' > a. Logo vams supor |a|,|b| < o,

Sejam agora a',b' € R com a < a' < b' < b, Por hipdtese

existe A € A com
(£ >a'} 2 A O {f > b'}

Como inf f(x) » a' entao A g F pois VB € F,
XEA

inf f£(x) < a < a'. Da mesma forma A% ¢ {f < b'} logo

X E B -

sup_ f(x) < b' e portanto A® € F. Isto contradiz o fato de
XEA

que F & ultrafiltro. Logo ii) & verdade.

ii) = iii) Seja f:X —> W definida por £(F) = lim f.  Va-

mos provar gue f & continua.

Seja F € X tal que F(F) = Lin £ # +/-=. F(F) =b € R.
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Como sup inf f{y) = b entac dado ¢ > 0 existe H, e f
. o 1
He F ytH
tal que inf £y} » b-g. Do mesmo modo existe H2 € r tal gue
yeH,;
sup f{y) < b+e. Tomamos € = H,nH,. C & abertoc e fechado em

1 2
yEH2

X e como F €& HlmH2 (Obs.: A = {ultrafiltros de g de A com

A€ g}l}. C & nao vazio. Seja entao g € C, logo

HNH, €8 => H B = sup inf £{x) » b-¢
€p xXeH

H.NnH, € 8 = H, € 8 ™ inf Supf(X) < b+e

1 2 2 HER x€H
logo I%(B)-—g(F)[ < g edal f & continua em F. Da mesma for
ma s¢ prova que f & continua em B se E£(B) = +/-. Logo £ &

continua,

Seja x o ultrafiltro determinadeo por x. Entdo

f{x}! = sup inf £{y) < .E(x)N
HEX yEH )
= f{x) = £f(x).
£(X) = inf  supfly) > £(x)
HEX yeEH }

fiiy === 1) Seja f: X —> ] continua e £(¥) = f(x} Vx € X
Sejam a,b € R, a>»b, c¢c€ R talque b<c<a e § = cob
Tomamos B = {f > c}.

Y8 € B seja A, vizinhanga de B em X (com A_€A) tal

B
gue

a) Se | E(B)| < 4w == %(EBJ C (£(R)-6,£(8)+8), isto & pos
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sivel porque [A:A & Al & base para a topologia de X.

b) Se f(R) = 4w = %(AP}) C (a,+]
Por construgﬁo E{AF) C (=§,+=] C (b,+=] ¥3 & B.
]
Logo U E(ip} C {(b,+=}. Mas U AB & cobertura aberta
(OB ’ REBRB
de B e como f & continua, B & fechado e sendo X compacto B
n
& compacto. Logo 3 finitos B, € B tal que v AB cobre B
* L=1 "i
—
n - n n .
Seja D = U AF ¢ A. Sabemos que D= U AB = U AB 2B,
L=1 "i i=1 i L=l Vi

logo achamas D € A com

B C D C {f > bt

HeEBRB
Como
B O {f>ct D {£>a} =
{f > al ¢ D ¢ {f » b}
e como f(%) = £(x) V¥ x € X entdo

{f >a} € D c {f > b}

pois por exemplo se  f(x) >a — f(X) >a = X€D = DEX = x € D.

Portantc £ & mensuravel.
Estabelecemos as equivaléncias i)=> ii) = iii).

Vvamos agora mostrar ii)= iv]=> 1i.
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ii)=>riv}). S8ejam € > 0 e F € X. Caso lime = 4w escolhemos
He € Fotal que inf f£(x} > 1/e, dal definimos a = 1/¢e.
H
X€EH F
F
Caso lime = —-» egscolhemos HF € F com sup fi{x} < -1/¢e,
x €I
e tomamos a = -1/¢. F
H
F
Quando lime = b &€ IR escolhemos @LE F can sup f£(x) < bte/2
xcH
1
e H, € F com inf f£(x} > b-g/2. Tomamos H. = H,"H, € F e
2 P F 1 2
M 2

dal se x,y € Hp entao |f(x)-f(y)| < €. Escolhemos vy € Hy e
tomamos a = f{y).
H
F
Como {X"HF' F & Xt nao estd contida em nenhum ultrafiltro

n

existem finitos {Fi}n € X com O (X-—HF ) = ¢.
L=1 L=1 i
n
Logo Vol = X Definimos h:X —>» IR por

1=] i

n
h{x) = ) aH ¥ (X)

=1 i U

Entdac h & fungao A-simples.
Dados entao & > 0 escolhemos e>0 tal que Jarctg 1/e—-1/2] < &

e ]x—yj < ¢ =¥ |aretg x - arctg y| < 6. Dpal construimos h co
mo acima. Neste caso Af(h,f) < § e f estd no fecho das fungles

A-simples.

Observamos gue para congstruir h diminuimos HF de tal for-
i
ma que eles figquem disjuntos dois a dois. Isto &, tomamos
/L=1 \C
HI = H_ e H = H. N U H., \ para L > 2. Dal tomamos
, . F. ? -

-
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HF = H% e definimos h como acima. Isto deve ser feito para
i i -

garantir que s& um aHF 2 utilizado na soma que define h .

1
Observamos ainda que se f > 0 podemos tomar h com
Ath,f) < 6§ e h <« £. Para tanto basta definir ay - = inf f(y).
- F €
Yy HF

iv)=1) Pela def nicao de A-mensurabilidade f & A-mensuravel
see f' e f o sdo. Além disso se f > ¢ zntac £ €& A-mensu

ravel see f A n & A-mensurdavel ¥ n € N. Logo podemos nos res

tringir a £ > 0 e £ limitado.

Como existe 9, NEANEN f 9, A-simples Y n € N entac por
argumento analogo a Ultima observagao existe 9, b ¢ I, A~
simples ¥ n & W e 9, < I ¥né&WN.

Agora sejam o ,f : P(X) —> [0,+=] mondtonas tal que o/A = B/A.

~ f
Como g, Sao A-simples I In do = j g, dag logo pelo Lema de
X X _
Fatou e g < f segque que j fda = [ fd8. Assim a proposigao
X X
seguinte implica gque f & A-mensuravel. ™

Vamos agora fazer algumas observagoes com relagao a esteg
conceitos agqui introduzidos.

1) b =1{%:x€ X} ¢ X & unm conjunto denso em X. Para ver
isto tomemocs B C X aberto. Entao existe A€ A, A ¥ 0 com

ACB. Seja x€A. Dal X € A C B. Isto implica que a fungac

f definida no item iii) da proposicac 4.2 se existe & uUnica e
dal & dado por f(F) = lim £ ¥ F e Xx.

2) Uma fungao g¢: X > IR & A-mensuravel see cla for
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continua. Se ¢ & continua vemos na prova de 1iii) == i) da pro

o~

posi¢dao anterior que g e A-mensuravel.

Suponhamos que g seja A-mensuravel. Dai VYa,b € IR com

a>b , 3A¢< A tal que

{g>al cAcfl{g>b}.

Seja agora f : X ——> R definida por f(x) = g{i). Logo

se f(x) >a => g{x) >a = % € A =+ x € A. Donde concluimos:

{f > alcaAcC{f>bhbl.

Logo f & A-mensuravel e existe f : X —> R continua tal

que f(x) = f(x) = g(X) , V¥x € X.

Tomemos B € X. Se f(B) > a entio 3 {xi}iﬁﬁl C X rede com
~ - : 5 Tow 5 -
K, — g . Logo 5[10 € A tal gque Vi > i, - f(xi) a. Logo

i, = x, ¢ A, Vi > i e como A & fechado B €

Como D =X e A & aberto segue que D U A D A. Mas, como

A={%:x€a}c{f>nb}cC(Ff > b}. Logo

fechado DM ﬁ

=
(T

{g>al CAC{g>bl = {f>a}carc{f>Db}.

Suponhamos agora f# € X com g{p) = d € IR. Sejam an:d-l/n,

b =d4d-2/n ; n € TN, Temos An € A, n € N com

. c i c
{g > an} A {g > bn}.
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Comg £ € An ;o ¥n € N == f(g) > bn , ¥Yn e portanto
%(B) > d. De maneira similar £{8) < d = £(B) = g{B}. Nos casos
onde gi(p) ¥ IR um argumento semelhante prova que E(B) = g (B)
Logo g =f e g & continua.

Este resultado & fundamental pois caracterizamos as fungoes
A-mensuraveis como as fungoes continuas do espago de Stone X em
IR. Assim tra sformamos um problema algébrico em um problema de

topologia: estudo de fungoes continuas. Como veremos adiante isto

. . : F
val ser de grande utilidade no manuseio dos espacos L

3} O conjuntao MH(X,A) das fungoes A-mensuraveis limitadas &

uma algebra de funcoes. Isto poderia ser um resultado trabalhoso,

mas utilizando 2) fica imediato.

Se £ e o M (X, ) entio f e % sao continuas e limita
das e portanto £ o+ é & continua. Como (f + é)(i) = %(;) + é(%)z

= (f + g)(x) segue da proposicao 4.2 que f + g & A-mensuravel

{obviamente limitada) e portanto = Mb(X,AJ. Claramente f-+g

= £ + g. O mesmo ltipo de raciocinio nos mostra que (£, £ C IR e

{t

f-g sao limitadas o A-mensuraveis e portanto My, (X, A) ¢ uma al-

. PR . — e e
gebra de fungeoes 3f = 3»f e f-.g = f-9g.

A algebra de fungoes M, (X,A) & portanto claramente isomorfa

b
3 algebra das fungoes continuas e limitadas de X em 1R . Além
disso lembramos que f. u£€> r , {f.}._ rede see
j J €A
unif - ] .
{-n) v (f. A n) ——— (-n} v (f A n) , ¥n € IN e vemos gucas fun

goes mensurivelis limitadas sao exatamente os limites uniformes (no

sentido usual) das funcoes A simples.
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Seja A € A e v, a func¢ao cacacteristica de A. Neste caso

N & a funcgio caracteristica de A, pois como A & aberto e fe-
ch ~ & continua e V¥x € X ~ (%) = x).
ado ¢x , wA(x) vt )

Lembramos que punford-Schwartz {3] definem a mensurabilidade
em termos da algebra A ¢ da medida U finitamente aditiva como 0
limite em norma (diferente da apresentada aqui) de uma sequeéncia
de fungoes u-simples. Constratanto com isto agqui 0 necessitamos
da algebra A para definir a mensurabilidade de modo natural, o
gque de certa forma generaliza o conceito de mensurabilidade clas-

sico com respeito a uma ¢—-algebra.

Denotarverns por sinplicidade qualquer referancia a Dunford-Schwartz por
DS, Unit fungno mensuravel serda denotada por NG&--menstctavel . DS-1.- integhaveld

tem sentido analogo. A intearal com respelito a DS sera denotada por D( fd .
L Iy

Alem disso uma funcao finitamente aditiva sera abreviada por f.a.

e guando for limitada por f.a.l.

No capitulo II vimos gue as integrais mondtonas associadas a
uma fungao de conjunto mondtona o : P(X}) ——> [0, +«] pressupoem
que a funcao u estad definida em todo P(X). Queremos agora defi —
nir a integral mondtona associada a uma fungac de conjunto defini
da scmente em uma algebra de P{X). Bstad claro gue nem todas as
fungoes poderao ser integradas; mas o importante & que as A-mensu
raveis serao integraveis, Temos o seguinte resultado:

PROPOSTCAO 4.3. Svja A C P(X) uma algebra ¢ £ € 10, +M4X. Entao

sav equivalontes:
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3

i) f A-mensuravel

ii) para cada par de funcoes wo,B : P(X) ——> [0, +w| monoito-

nas tais que G/A = H/B Ae Lem J fdo = fdp., =
X

x

Este resultado depende de uma sequéncia de lemas gue nao re-
produziremos aqui. A demonstragac completa pode ser vista em [6] .
Faremos aqui um esbogo da prova. Que 1) implica ii) pode ser vis-
to a partir da Proposicao 4.2 pois i) => iv) da Proposigao 4.2
que implica ii). A volta & feita utilizando as fungoes Gp, € BF'
definidas rno Capltule [, associados ao fitro F' de P{X) gerado
pzlo ultrafiltro F de A e dai provar que existe lim, f V¥YF € X o

F

gque implica a mensurabilidade.

Em [7] Greco define a A-mensurabilidade em termos da condi-
cao ii) da proposigao acima onde A pode ser qualquer familia de
subconjuntos d= X. Quande A nac for uma algebra o resultado da
proposicac 4.2 que continua valido & i) < 1iv)ja que i) e 1iii)

nao fazem sentido.

Esta Ultima proposi¢ac & a chave para a definicac da inte-

gral de uma fungao A-mensuravel como veremos a seguir. Se f e

- X - .
A-mensuravel e f € [0, + ] cuéf.a., p » 0, queremos defi-

nir "J fdpy" de maneira natural e bem definida. A tentativa =
X

estender 1 a uma funcao ' : P(X) —— [0, +=| mondtona (por exem
f fdu'. Se
j

ple u' = nr o= inf Hi{BY) e definir "'( fdu" como
X X

BEA , ACH

" oz P(X) — [0,«} mondtona & outra funcao gue estende entao
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U"/A = “I/A e pela proposigao J fdu®t = J = fdu" . Logo tenos
X X

a definicao seguinte.

DEFINICAO 44. Sejam f € ﬁfx , A-mensuravel e | € M+(A), seja u'

extensao de 1 a P(X). Definimos J fdy = f f+dp' - j £ du' sc
X X X

ac menos um dos valores & finito. Se agora 1 € M(A; definimos

+ - - . . .
J fdu = J fduy - f fdu se as duas ultimas integrais existem
X X X

e ambas nao assumem os valores +« ou -« ao mesmo tempo. (defi-

nimos +® —{-®) =4+ |, —~w ~{(+m) =-w), Quando J fdu existe e
X

& finita dizemos que £ & u—dntegraved.
Observamos que f & -integravel see

- + -
t e p -integravel

+ - - . -
4 —integravel

Hh
41

- + . -
£ @& 1 —integravel

£ & p -integravel
Além disso ge f >0 e u>0, A-mensuravel Jja vimos
. A
que a{gn}neﬂﬂ A-simples com g, —> £ e g, < f.
. 2 + -
Quande f e gualguer 3 9, "> F r 9, < f e hn —é%> f )

hn < A, Logo se f & p-integravel
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; _ _
fdu = lim (| g dp’ - ( g du - { nayt e [ hay)
'k now dx D fx B Ix Ix
lim (I gap - | naw
= 11 . l_l"— ]..]
n -+ m jX g]’] JX n

j - , f
e como g e h A-simples ¢ igual a lim (| £ du onde £f =
n n n fy M

|(\

- h ., = 1i ( e A-si >
9, o Logo JX fdp l;m jx f du  onde £ @ A-simples |fn|

] ,¥ne W e %-39 £.

Veremos agora algumas propriedades da integral associada a
uma algebra e a uma funcao de conjunto f.a. definida nesta alge-
bra. Vamos relacionar ¢sta integral sobre o espage X com uma in
tegral sobre o espaco de Stonce X. Para tanto vamos primeiramen-
te desenvolver uma rclacao entre M(A) e MO(EU) {veja Cap. I pa-

ra notacao) onde Aq denota a o-Algebra de X gerada por A.

L

Se 1 € M(A) definimos v : A

> R por v(H) = v(H). En
tao claramente v & f.a.l. Além disso como VYH € A & aberto e fe-
chado v & regular. Como X & compacto o tecrema de Alexandroff
(veja [3] teoc. III, 5.13) nos garante que v & v-aditiva. Como
u(ﬁ) <+ um teorcma similar ao teorema de extensaco de Caratheo-
dory (veja (3], teo. III, 5.14) nos mostra gque y tem uma Unica ex
tensao o-aditiva a ﬂ”. Chamamos esta extensiao de . Sedja

p : M{A} — MO(R ) dada por
Ll
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Entao claramente ¢ & injetiva. Além disso se o € MG(AO) en

tao 1 : A —> IR definida por u{A) = uv(p) , ¥ A€ A catisfaz

U € M(A) e portanto v = p = ¢{u). Logo ¢ & bijecao. Além disso

claramente p + vy = 1 + ¥ © CJ = cop para u,y € M(A) e c€ R,

Assim ¢ ¢ ilsomorfismo de espacos vetoriais. Comc M(A) e MU(EG)

sac ambos espagos de Riesz completos e em A, uvy e [ov % co-

T —— - - . - . .
incidem segue que I v ¥y = QB V¥ e dal ¢ & um isomorfismo de

espagos de Riesz. Temos além disso as seguintes propriedades:

PROPOSIGAO 4.5, Sejam 1 € M(A) ¢ f € M(X,A) ¢ 1 <P <+w . Zp-
tae vale
L el o= |
. . ,
-2 J fde = | fdy  Ae ao menos um dos fatores exdiste.
X ! x
f,_ P i ~« P .
3) I BT du = | _ |£]" dp se ao menos um dos jfatores exdiste.
ix J\{
DEMONSTRAGAO. 1) 1| = w v (=0} = 0 v (1) =p v {(=u) = |y
2) Suponhamos f > 0 e 1 > 0. Os ouktros casos sao

deduzidos diretamente deste.

n
5¢ja primeiramente f  A-simples £fo= X A9 onde AiEEA.
3 n \ i=1 i
Logo f = 1§ a.¢3 & A-simples. Neste caso
i1 U Ay
n n o X
J fdy = ¥ alu(Ai) = aiu(Ai) = J fdi
A i=l ' ’ i=1 X
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£y

s < ) ' A,

No caso geral tomemos {f / - A-simples tal que f ——>f

e fn < f , ¥n € IN. Seja %n , ¥n € M. Entac, como fn'f
sic continuas e f < f em um conjunto densc de X ({x : x€X})

8!

segue dJue fn < f , ¥n € WN. Se além disso, A(fn,f) < £ para uwn n
- - . B

grande, entao pelos mesmos argumentos n(fn,f) < ¢. Logo fn o e
f < f , ¥n € IN. Entdo
n_.._.
_ T
fdu = lim f dy = lim fndp = J fdy.
Iy noe« Jx D new X X
3) Como £ ¢ M(X,A) entao J£fl € M(X,A) ¢ como |f]| » 0 en
- P - . 1”'P_ ’ _13
tio |f| € M(X,A) , ¥p , 1 < p <+ . Além disso [f{ = |f] e
portanto 3) & consequéncia imediata de 2). g

Vamos agora comparar o gue ja fei feito aqui com a teoria de
Dunford-Schwartz. Veremos que embora as definigoes de mensurabili
dade e integrabilidade sejam diferentes, elas estao muito relacio

nadas. Veremos tambem alguns exemplos.

Vamos primeiro traduzir DS-p-mensuravel por uma condigao
mais clara. Observamos que como |u| (x) < entac totalmente

mensuravel e DS-ju-mensuravel sao conceitos eguivalentes.

LEMA 4.6, £ : X

> TR ¢ DS-u-mensuravel see Ye > O, An_ € A e

n
., C )
Al,...,An C A disfuntos com .8 Ai = Aa , [u|(A€) < F ¢
i=1
sup bE(s) - £(t)] < ¢ , J = 1,...,n.

s,tEA_.I
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DEMONSTRACAC. Lembramos primeiramente que f & DS-p-mensuravel,

se ela esta no focho das fungoes p~simples, isto €, fungoes do ti
r
po n a,¢ ondc E, € A e a, =0 se ]ué{BjJ =+ o, Além

. E.
=1 L1 Ey 1 1

disso, a norma considerada &

£l = inf {a + E]||*({[fr > al) ).
w0
(== ). Seja + > 0. Entao, 3 f€ u-simples com tf - f§H< £/2
isto &,
inf {o + |1_.'|*(f_'zf - ff_f >} o< /2
a0

isto implica que |p|*({{f - £ > g/2}) < g/2. Logo 3 com

e

fu!(AE) <o e {}fv - f{ > ¢/2} C AE.

se £ = a.y. , tomamos uma decomposigao onde By =ae

disjuntos dois a dois e dat definimos Ai = A? N Ei (obs. exigi —

¥

n
mos U E, = X, se nac for a priori completamos com E =
. i n+l
i=1
n c
(v Ei) e pomos a4 = 0).
i=1
Como +f (%) - f{x)]| < e/2 , ¥x € AS entaoc em A, se s,t
L. .

© Ai temos
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5 2 £
1 c
f(t)] < ¢ vois f (s) = fE(t) = a,- Como U A, = R obtemos
3 j=1 @
0 resultado.
(= ). Nas condicoes da hipotese, escolhemos X € Aj e defini-
n
mos £ = T x,e. . Entac f_ & p-simples pois |pi(x) < + o.
=l i -
além disso, {]f___ - f| >} CA&; e portanto

W

n*{s - £ e/2} < 0 o= Mf -~ fl < 20 = como
e £

e >0 & arbitrario f & DS-)i-mensuravel. =

Vamos estabelecer agora uma coerSpondéncia errtre DS-l-men-—

surabilidade e o concelto de mensurabilidade agui definido.

Primeciramente, dada uma algebra A e 11 € M{A), vamos c<ons—
truir uma nova algebra ¢ uma nova fungao f.a.l. gque @ de  certa

forma regular. Scja entao

A = {B€ X tal que V¢ >0 , 3A,DC A
ACBCC e |i](D=-B) < g}

Temos o seguinte resuitado:
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PROPOSICAO 4.7. A ¢ uma algebra e neste caso existe uma {nica |

€ M{A) que estende p ¢ ta

que |ErA = |U|A' Alem disso A ¢ regu-

=

= A_-

>

Lar, i,e.

Hs

DEMONSTRAGCAO. Sejam B € A e ¢ > 0. Tomamos A,D € A com A C
BCD e |uj(b~-n) < z.
D-aA=0na%=20n 09 =2° -0 = || " -D0% <ee
p cB®ca® = Be?X.
Sejam agora Bl’BZ €A e € > 0.3 Dl,DZ,Al,A2 & A com
C C C C - S ¢ g -
A ©B,CD , A, CB,CD,, |u[(Dy-A)) <c/2 e [u[(D,-A)) <
£/2. Como
v - v C - U -
(Dy Py = Ay A,) (Dl ;) (b, = A,)
= i (D YD, - A) VA < fu (D = ALY + [p] (D, =~ A} < ¢ e
U U g L U B, e A i A & a
Al A2 C B1 B2 C Dl ! D, => Bl B2 € A . Assim A & algebra.
Suponhamos que existe a extensao e vamos provar gue A =2
Seda ¢ O A o ~ 0. Enthin AR,DC A com BCF CD e

[ - B) - /3.

E, E, € A tal que ACBCA, , BECDCE

Além disso  FA,A 1

l!
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e |ui(E - E,) = (e - El} < ¢/3 e
ulay; =2 = [l - a) < /3
Como E - A < (E - El} U (D - B) v (Al - A) =
|u[{E = A} < e/3 + /3 + €/3 = ¢ e ACFCE = PEA

Vamos mostrar primeiro a unicidade de V. Suponhamos que exis

tem X,y satisfazendo as condigoOes da proposigao. Suponhamos pri

meirc que p > 0. Claramente as condigoes implicam A>0 e vy >0.
Seja entao, B ¢ A. Existem A ,D_ € A com A_C B CD e
n" n n n
1
D - A =
[ul o n n) n
i
Podemous tomar A crescente (seja A! = U A ) e D de-
n 1 n=1 I n

crescente. Isto implica

= A(B) <« A(An) + 1/n = U(An) + 1/n pois x» & f.a.

=> A(B) = lim u(An). Como (A ) = A(A ) < 32{B) , ¥n € W

n n
=
A(B) = lim p(A_). Como o mesmo vale para y segue A = Y
I -» n
+ 1 )

Para © caso geral notamos que A = (h + JX[) e portanto
+ + ..t + , .o
A | A =Y 4 donde sai A =y . Como o mesmo resultado a valido

para i a oy segue a igualdade.
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vVamos ver agora a existéncia da fungdo U . Pela prova da u-
nicidade vemos que a tentativa natural & a seguinte. Dada B €A

egcolhemos An fa Dn com® acima e definimos

Suponhamog primeiro p > 0. Neste caso dada outra seguéncia
A' , D! nas condigoes acima como D' > A = (D'} > u(a ) =
n n n n n n

lim p{(D'}) > lim p{(A_ ) (os limites existe pois A & crescente
n-x n _n-¥00 n n

Dé & decrescente e |1 & mondtona). Da mesma forma

lim p(D_} > lim U(A%)

I n I+«
e como obviamente lim p{(D ) = 1im p{A_} e 1lim p{(D') = lim p(A'}
n—+w n n+oo n n+co n n—l»OO n
segue gque lim p(A ) = lim p{(A') e U(B) esti bem definida.
n-—-= n = o n
Claramente 11 & limitada. Vamos provar que 11 & f.a. Sejam
= e i - Ll - - - ]
Bl,B2 s A, By B, ¢ . Sejam {An}nEIN e {Ln}nEIN sequencias
satisfazendo as hipdteses da definicao de W para B, e B, res

pectivamente. Entao (A U E € uma sequencia que satisfaz

I‘l}l‘lEIN

as condigoes da definigao para B, Y B,. Logo

U = 1 L = i =
u(Bl B2) l}m U(An En) llm u(An) + u(En)
11 -+ -k o
[ ) [ = M = i ; IE ; E—— M
(An Bl ‘ En 132 > An En) 1im U(An) + Lim p (EJl‘l} 1 (Bl) + ]“(B2) .

i et T
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. ~ + -
No caso geral existem extengsao de U e extensao

1 Mo

de p . Tomamos o= u., -

0 resultado seguinte vai relacionar DS—-p=mensuravel com a
dlgebra A

PROPOSICAC 4.8. Sejam f : X — R , A,u, A ¢ 1 como acima.

Entac £ ¢ DS-p-mensundvel see £ 2 A-mensuravef e lim p {|£]>n}=0.
nrte -

DEMONSTRAGAOD. (= ). Sejam a,b € IR , a > b. Tomamos A ={f > a}

B = {f » b}. Sejam . < (ELEJ Al e E, {E}}ﬁ_ a particao da-
: 2 £ g i=1
da pelo Lema 4.6.
Seja D o v Li {pode se = ¢).
ECOAF g
R - R
Se x E Ea A , oentac Wy € E?
. . a-b 4 .
fly) » fi{x) -2 > a _("E_) > b. Logo E? CB e D «C B.
Como (U E') UE cobre X entao D UE =F DA e
i=1 = b £ £ [
|u](F. - D ) < ¢ . Temos a sequinte figura
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Como E € A, £, :f|E & DS-p-mensuravel. Aplico © mesmo ra-
- £
T 2 o _ -
cioclnio para £, = ¢ A2 = A DE ' B2 = B N Fa Da' Entao
= I' g P ; — ‘;" . f n - . -
Az LLZ > al, B2 _f2 > b}. Acho Ea , Fg, , Da £ A tal que
2 2 2
A2 C Fr . 82 2D, F. = DF U EE a ]uj(Em ] < a2 Q prossi-
.2 c.2 t2 ,2 2 i:.2
. N 3 4 . - °°
go assim para ., ctc. Seja entaoc D o= U D U A,
i=1 Y
~ k k
Por construcac A ¢ D ¢ B, Além disso U b, c¢D, U D_E&
i=1 i i=1 i
k
A, U D, UE 5D e pertence a A, Vk € IN. Além disso, a
i=1 “i “x
medida da diferenga Eu ¢ a menor que ck - 0, Logo D€EA e
"k
f & A-mensuravel.
Seja agora « > 0. Por hipotese Hfj—p—simples com ﬂfj-—fH <
£/2 = M, {[fj - f| > &} < g/2 = IA_ € A com {ffj—fi>g}cA
£ £
r r
e [pl(A ) < &. S f. = 1 a,vp tomamos ng > 'El ]ai| + ¢,

= J i=1 i i



|f(x}| > n

Logo o

= X e
ue{|f[ >ny <o, V¥Yn € n,

( <=}. Suponhamos agora £

Dado ¢ > 0 ,

3A_ € A com {|f] > n_} ¢ A
£ O £

Com arctg IR —>

mente continua em compactos. Sejam 6, =

62 tal que se

= |x-vy| < & (%)

X,y € [—no

tinua em compacto).

seja n
J O

-1, no

. - - .
{isto e posslvel pois
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n >
DE logo b

p o
e

n < g =
O

donde segue a segunda condigao.

A-mensuravel e lim ue{|f|:>n} = 0.

n-=>w

€ IN tal que pe{lf| > no} < /4 =>

e |pi(A€) < e/2.

(-w/2 , n/2} & continua ela & uniforme —

l
- +
1 |jarctg n arctg(no e

+ 1]l e |arctg x-arctg y} < &

2

tg & continua, unif.con

Seja § = 61 A 62. Pomamos g A-simples com Alg,f} < 4.
g
= < o i = . .
g -E riv, com |r. | + Selja Ei A comnm El - Al e
i=1l i
]pi(A - E.) < b (isto implica p (A, - E,) Ji). Tomamos
! i 2g e i i 2s
S
= & Entao £ & p-si .
f€ .i Vg ntao £€ e p-gimples
i=1 i
S ~—
Seja A = A U U (A, - E,) € A entao
[ j._:]_ . 1
S -
ue(A) <y (Ac) + E pe(Ai Ei) < e . (pois u e subaditiva).
i=1
Agora se |£(x) ~ £ (x)| > ¢ entao, ou
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i) [£(x)] > n_ => x © A
ii) 1) < n_ = ]gx)]| < n o+l = [f(x) -gx}| <c  (por(x)
loge x & A, - B, para algum 1 {senao glx) = £ (x)) donde

{|£ ~ f{[ >c} CA_ e assim pelo lema 4.6 £ & DS-y-mensu-

ravel. "

Traduzimos portante DS-p-mensurabilidade por K—mensurabilé

dade para uma algebra maior (em geral) que A. Notamos que se

1im ue{]f] > n} =0, entdo f A-mensuravel => f DS-p-mensu-
N

ravel. Assim as DS-p-mensurabilidade inclui de certo modo mais

fungoes.

Observamos que se A = {borelianos de [0,1]1} e u & a medi=-
da derivada do comprimento dos intervalos, entao A = {Lebesgue de

[0,11} e u & a medida de Lebesgue em [(0,1].

Vamos agora relacionar a integrabilidade. Veremos que a co-
nexdo se da novamente através da algebra A e tanbém pela medida
f.a. o .

PROPOSICAC 4.9. flma funcdc f : X —— R ¢ DS-p-integraveld see

f e j-dntegravel. Neste caso DI fdu = I fFdp
X X

DFMONSTRACAO( ==).Seja £ y-integravel. Entao £ & A-mensuravel.



Além disso, (f] & u-integravel donde 1lim ﬂé{|f[ >n} =0 0
o2
gque implica lim pe{[f{ >nt =0 e portanto f & DS-pu-mensu-
n—‘rw

ravel.

Escolhemos £ —— f com £ A-simples |fn‘ < | £ .
¥n € IN. Segue que

. —
J fdu = lim fndu.
X n Jx

Como fn & A-simples, escolhemos 9, A-simples tal que

£ _(x) - g (x)] < L em 2% com lpp(a ) < L oc €4 e
n n T 2“ r n g} n
2
1

Jxlgn ) in!d]'| b ;F

E fiaci . i—medida - ,

facil ver que a. ————3 f e alem disso

D - dluy = [ lg - alyn| = { - g |(dlut
[X |9, ~ 9t N g lalv] ) lg_ = g ldlv]

pois g & A-simples e p & f.a.

e esta ltima integral @& < que a seguinte integral
[ ey -l ig el 15, - g hald) -
- _—y [ e - " Cg !
B JX [, i~ | N )y . fal atnl+ {X |fn Iy

119



120

(todas A-mensuraveis simples e limitadas).

a

: a .
A l- e 3- integral —— 0 quando n,m —> + o Como

r

(£ - £ | <2/f] e | |£fja|i| < +» e |f -

| — 0 segue
m Jy m n

que a 22 integral converge a 0. Logo pela definicao £ & DS -

integravel e

Df fdy = lin Df g du = lim f g dy = lim J g dp =
-4 or o by 11 -+ ¥ n Foltal ] ¥ n

= lim ( £ dp = J fau
i JX n b

(=)} Suponha £ DS-jy-integravel e f >0 e u i_O. Os outros
cagos se deduzem facilmente deste.

Como £ & DS-p-mensurdvel, entio f & A-mensuravel. Se
f & limitada, entac f é u-integravel, pois lu| (X) < + =, Nes
te caso

f fdu = D{ fdy  pela primeira parte da demonstragao.
X ‘X

Fara o caso geral, tomamos fn = f a n. Entao fn & E—intg

gravel e

Assgim,
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f fdu = lim J f andy « M < 4+ o
)4 n X -

- - - — f
logo £ e j-integravel e claramente f fduy = DJ fdu . =
X X

Notamos que a hipdtese |uf(X) < + « foi essencial em mui-
tos argumentos dessas proposigoes. Vejamos agora alguns exemplos

mostrando as idéias desenvolvidas até agora.

EXEMPLO 1. sSeja X = IN, A a algebra gerada pelos conjuntos fini
tos e p o1 A—-—= [0,1] com uflA) = § L . Entac
n
na 2

1) £ & A-mensuravel see 31im f{n) € ™®
n-—-r«

Ja vimos que os ultrafiltros de A saoc os principais e o ul-
trafiltro dos cofinitos. Se 1n & ultrafiltro principal determina

do por n € MW, entao glim. £ = fin).

Seja agora [ o ultrafiltro dos conjuntos cofinitos. Entao
lim inf, f = sup inf f£(x} = sup inf fix) >
- HES xEH

g° finito x€H

sup inf f(x)

n X>n
Mas se HC e finito, seja n tal gue x > n = x e H dai
inf f(x) < inf f(x) e portanto lim infH f = lim inf f(n).

xEH ¥ n -r @
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Sendo o segundo limite o limite inferior de uma sequéncia de nime

ros reais. Da mesma forma, lim sup, f = lim sup £(n). Aggim,
n -+ +m .
31lim f(n) € R <= lim inf f{n) = lim sup f(n) < lim infB £ =
11 ] n o+ w

= lim sup, f = Blim8 £ o HlimF £, YFeyx = f & A-men

suravel,

2) A = P(I¥) pois dados A C IN e & >0, seja n € IN

A

o

td
i1

{no-kl,... } . Bntao A U B € A, AN

e

Li(B) = —%— < ¢ logo A €

=

-
w

|

o=

>

av)
VO
HE

iii) ¥ @ IN > IR & DS - p-mensuravel, pois f & A-mensu

ravel e WAy = —H e como f assume somente valores reais

segue que  lim ue{|f| > nt = 0.

nrw
EXEMPLO 2. Seja A ¢ P([0,1]) a algebra gerada pelos intervalos
de I = {0,1]. Utilizando os resultados dos exemplos & ¢ 10 do ca
pitulo I, vemos que existem limF f para gqualguer ultrafiltro de
A se existem os limites laterais de £ em cada ponto de 1. Por

exemplo, se x # 1, entao 31lim f see 3lim f(y). Logo £ &

8
X y~+x+
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sy,
A-mensurivel see tem limites laterais em todos os pontos. Seja
pos A > R dada pela medida usual dos intervalos estendida a

-

algebra A, vamos provar que se f & limitada, entao f & DS-

W-integravel see & integravel no sentido de Riemann.

Sabemos que £ : [0,1] » IR limitada & integravel sec

¥é > 0

Eé = ix & (0,11 tal que wlf:x) > §}
tem conteldo nulo, onde w(f;x) & a oscilagao de f em x {(veja

(41 ).

Pelo lema 4.6 vemos que esta condigao se traduz exatamente
por ser £ DS p-mensuravel. Neste caso & dificil caracterizar a
Algebra A mas vemos facilmente que O N I § A . Alén disso ,
nem todo aberto de T € A e portanto nem todo mensuravel segundo

Lebesgue. Notamos portanto, que as fungoes DS-p-mensuraveis in-

cluem as fungoes continuas, mas formam uma classe maior.

4.2. mspacos uf

A partir da dedinicao de A-mensurabilidade seria natural de-

L vy . - - )
finirmos L , com o conjunto das fungoes £ onde {f[P c u-inte
- - P !
gravel, com a pseudométrica (j [f - g d{u;)l/P
X
Na realidade a expressao |f-g| pode nac fazer sentido, co-

mo por exemplo f e g valem simultaneamente +« , e além disso
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mesno guando (f-q) esta bem definida pode ser que nac sedja A-mensuré
vel. Mais geralmente f e g A-mensuraveis e f + g bem defini
da nao implica f + g A-mensuravel, Isto & uma patologia introdu
zida pelo conceito de A-mensurabilidade e portanto, devemos ter

muito cuidado nas operagoes algébricas com fungoes A-mensuraveis.

Por outro lado, lembramos que se £ e g sao A-mensuraveis
e limitadas, entao f + g & mensuravel., A idéia entao, & tornar

as fungoes limitadas. Cbtemos isto da seguinte maneira:

Seja f € IR X e n & IN. bDefinimos

em termos graficos:

Além disso, se f & A-mensuravel, entao Rn(f) & A-mensura —
vel, ¥n & W, p denotard nesta secgac um numero real > 1. Se

- - P . -
>0 e A-mensuravel, entao f & A-mensuravel. Neste caso ,



se f,g M{X,A), podemos calcular
_ | It . P
a, (IR, 5 Rn(g)| dlu
- X
Como |R (f) - R (g}]| & uma fungao
limite
d (£,9):= 1lim (J R_(f) - R_(
o) el o % | n n
vVamos agora mostrar gue dp & uma
te wvamos estudar gquando dp(f,g} = 0.
priedades do espacgo de Stone X.
Sejam u A >R f.a.l. e X,

das anteriormente. Chamamos de suporte

S(uy = {a €A lwl®)y = |p|¢
se lul(X) =0 , s(u) = A . Caso contrar
S{y) &€ um filtro de A. Denctamocs por

trafiltros de A que contém o suporte de

g € X 3}

511 Sy <

é de de
!

Chamamos s—suponrfe H.

Vale o©
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!)1/P

crescente de n existe o

[T appt/?

pseudométrica. Primeiramen

Para isto, vamos usar pro-

A, RG e W comoc defini-
de y o conjunte

X) '}

io, como |y & f.a.l.,
S o subconjunto dos ul-

U

I ou seja

seguinte resultado:
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PROPOSICAO 4.10. §“ e 0 undico fechado de X que satisfaz YA € As

abeato de X , lulA)=0 see A N éu = ¢

DEMONSTRACAC. Seja D e S(u). Se 8 € 51 = §(y) Cf => DE

1
=> BED.Logo § € N D .
Hopes)
Suponhamos que P € M 5. Entao, VD € S(u), B € D ==
DES(u)
De 3 = S(u) ¢ § = R E éz' Logo él = M D ; Como D &
H P opesq

fechado , ¥D € A segue que SU é fechado.

como {B,B € A} forma uma base para X e A € A_ & zberto =

o

A= U B. com B, € A,

jEg J

Se |ul(A) = 0, entdo I[u|(B,) =0 = |p|(B,) =0 =

] — ]
C py i € Newd e 1C - .

X=B.) )= (x¥=3,)=" X)=> R e5(i)==8 CB. == 5 NB, = €
[u| (% B]) .h];ﬂ o >BJ s01)=> 8, j By » Y31 EJ
donde éw NA =

Vamos agora provar a volta. Seja A  aberto, A € AO e AN

ot

S =4 , entdo A C U D¢ . Queremos provar que |i|(A) = 0.

5 nDe sy}

Pelo teorema de cxetensao de Caratheodory (veje [3], Teorema IIT,

5.14) 'ui & regular e portanto, || (A} = sup { I1| (&), onde
o
K C A, K compacto , K & Ag}. Agora se, KCA , entdao K¢ U p€
' DE S {u)
~ n :
e como D & aberto, K C U D] onde D, € Sfu). Assim,
i=1
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n = n
v (k) < 2 fUr(Df) = ¥ Ipi(DpYY. Como D, € S(u) , |ul(Dp.) =
i=1 | i=1
. c e —
lu ) = (D]} = 0 == [uj(k} = 0. Logo |ul(a) = 0.
Seja agora B com as propriedades acima. Consideremos B°
que € aberto B = U A. onde A, €A ,  ¥) € J. Como A, €
e J ]
J
,_fi A B o= O E :'IN_ = = IH_C C:-—,._> CC <
5 e Aj = o |p|(Aj) ¢ Aj Su B s“_ Da
mesma forma, provamos Si c B , donde sal g igualdade. L
Utilizando estes fatos, podemos provar o seguinte resultado:
TEOREMA 4.11. Sejam £ e g A-mepsuravels e y : A —> IR §.a.L.

Entao, sac equivafentes:

iii) f ‘'R_({f) - Rn(g)|d|u| =0 , ¥n € W

DEMONSTRAGCAO. Observamos que como f e g sio A-mensurdveis e

em particular Ao—mensuréveis, e como AG & uma o~algebra, entao

[f # é} € Ao , portanto i) faz sentido.

i) <> ii). Como f e ¢ sioc continuas {fyéé} €& aberto. Assim

ii) e= {f # g} N S!J = ¢ == |u|({Ef #gh =0 pela proposicao

anterior,
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Para continuar a demonstragao vamos utilizar o seguinte re-

sultado auxiliar.

Se h €& M+(X,A) entao hdfn] = 0 gea 1lim sups(p) h = 0.

Jx

Vainos denotar S(u} por F para nao confundir com SU'

Suponhamos entao, lim SUPg (1)) h = 0. Seja w, = lul* . Toma-
mamos T > 0. Entao, como 1lim supr h = inf sup hi(x) =0 , BHT
HEF x€EH

com

xEH,
s
f hd}u} = ( hdue = J v {h > 71}dr
JIX .JX (0,+m) e
e como {h > 1} © Hf e H_ € S{p) = |Uf(H$) = 0 segue que
pfh > 1} =0 , ¥ >0 = f hdfp| = 0.
e
X
Se por outro lado, j hd[u[ = 0 =ﬁ>j u‘{h > Tidt = 0
X (04 o) ©

=y {h > 1} =0, ¥r > 0. Dado ¢ > 0 seja A € A tal que
e

{h > e} caC {h > eg/2}

como w_fth > e/2} =0 =luj@) =0 = ju| (&%) o] (x) ,

% € S{u) e a® ¢ {h < £} = inf sup h{x) < ¢. Logo, como £ &
HEF x€H
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arbitrario , lim SuPg () h = 0.

- + ~
Vamos agora provar que se f € M (X,A) e F = s(u) , entao

lim Supy f = sup £

s
u
Se B €S = £(8) = lim, £ = lim supy £ = inf sup £(x) e
H g HER xEH
como F € B isto é < inf sup f£{x} = lim supy £ . Assim,
HEF xEH
sup £ < lim Supg t.
SU
Por outro lado, suponhamos que lim sSupr f=d4¢€ IR. Sejam

a,p€ IR ,b<a<d e BEA tal que {f > a}l ¢ BC<C {f >b}. Lo
go, YH € F , 3Ix € B com f({x) »a== HNB# ¢ == 3 ultra —

filtro B de A contendo F U {B}.

Assim  £(f) = lim inf, £ > inf f(x) > b. Logo sup f > b
- ¥ B 5
U
pois B € éu. Como b < d & arbitrario, sup £ > lim sup, £, e

5
1
temos a igualdade.

De maneira analoga € a prova para lin sup. £ = +. Assim
J haly| = 0 see suph =0 <> h =0 em S .
X S "
U
\ — + .
Seja agora h = |Rn(f) - Rn(g)|. Entao, h € M (X,A} , h =
/“-" T . . —
|R_(f) - Rn(g)! ¢ como !Rn(f) - Rn(g}] e ambas as fungoes
iguais, V¥x : x £ X segue gue h =| Rn(f) - Rn(é)l. Assim, 1iii)
= |Rn(%) - Rn(é)i = 0 em éu , ¥n € IN &= f=g en éu = ii). 4
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Dizemos gue duas fungoes sao h-iguais se satisfazem qualquer

uma (e portanto, todas) das condicoes do teorema. Como

lim supy h = 0= 1lim supg hP Yh € M+(X,A) , ¥Yp , l<p <+

seque que f e g sao p-iguais see dp(f,g) = 0.

Quando A & uma o-3lgebra, A & o-3lgebra e qualguer aber-

to do espago de Stone € A . Neste caso (f # gl € A e dai
{£ # g} € A, Logo f e g sao wu-iguais = |p|{f # g} = 0. Cla

ro que se |u|{f # gl = 0, entio f e g sdo wu-iguais.

Vamos agora ver que dp € uma pseudométrica. Primeiramente

vamos demonstrar um resultado similar ac Lema de Holder.

Suponhamos f,g,h € M7 (X, A) com If!P , |g|P N p—inte-

graveis. Queremos mostrar dp(f,g) < dp(f,h) + dp(h,g).

Sefam

1

PROPOSICAC 4.11 (Lema de Holder para integrais mondtonas).
+ . | . - .
f,ge M XA com |f|p e fg;q w—Lntegravedls, onde % + gzrl.

Se

gl = ([ rgP
P |

d|l.!)1/p e o Q’”g”q :(J [g!q d!;_li}l/q<+m
X

e £ e g (imitadas, entas fg ¢ p-Anteghaveld e

,
VeEgh = | Jfq] alpl <00 dgh .
gly = lfsi dnl ol
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DEMONSTRACAC. Caso “fllp = (0 segue lim SupFIfI =0 (F = S(u)) e
como g @& limitada, lim supFlfg|= 0 = lkfgl, = 0. 0 mesmo ocor
re se Hqu = 0, donde sai trivialmente o resultado.

Suponhamos HEHp £ 0, Hgﬂq # 0. Da mesma forma da demonstra

cao classica, obtemos
R P 1-p
£ix} - (x) < = JE(x) |7 . NEl Bl +
1 gea| £ o l o gl

g 1-g

+ lg () |7 gt Il
g 9" 4 o

1
d

Como f e g sdo limitados |[fg| € M+(X,A). Como u| & sub
aditiva, em particular, entao vale a subaditividade da integral

para fungoes mensuraveis (veja [10])}. Logo

hfgl. = J [ £{x)g(x)|d|u] < Logglp Il ( | £(x) [P alu| +
1 X - P 1 d ']X
1 1-g f q
+ = gt i £l (x)|* 4 = 0fl_ gl .
a g p |, 19617 dlnl p Tqg

logo fg & p-integravel e segue o resultado. =

Da mesma forma que em {3], usando o resultado de subaditivida

de de [10] prova-se que

_ Py, 1y /P -y 2 1/p
(Jx IR (£) - R_(h}[Ta'p]) < (jx [B (£} - R (g) [Fd]u])

+ ([ IR (g) ~ Rn(h)|p d!ul)l/p , ¥n € .
X
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Tomamos o sup do lado direito e depois do lado esquerdo, e obte-

nos

a (f,h) < a4 (f,9) + 4 (g,h)

que & a desiqualdade de Minkowski. Utilizando estes fatos, temos

a proposigac seguinte.
PROPOSICAOC 4.12. dp defindido como acima ¢ pseudometrica.

DEMONSTRACAQ. Claramente, pela definigao dD(f,g} >0 e dp(f,g):
dD(g,f) . YF,g € M+(X,A). Como provamos que dp satisfaz a desi

gualdade triangular, entao d € pseudométrica.

P

vamos definir agora oS 25pacos ¥

DEFINICAQ 4.13. Seja iPx, A ¢ 1) o conjunto das funcoes £ A-
mensuravelis tal gue ifip e p-integravel. (Lp, dD) & um espago
pseudométrico. A relagac f v g see dp(f,g) = 0 & uma relagao
de equivaléncia em LP(X,A,U). Definimos LP(X,A,u} = L(X, A, u)/n
e assim LP(X,A,H) & um espago métrico.

Observamos que f & p-integravel see £ & |u|-integravel,
see §f| & !uI—integrével. Denotamos a metrica em LP(X,A, 1]

P

tambem por dp e algqumas vezes abreviamos LP(X,A,p) por L

P - . .
Elementgos de Lo {(X,A,u) saoc classes de funcoes A-mensuraveis

st BRI .
b-iguais. Da mesma forma que acima, posso definir LI(X,AO,u) e
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P o~ ~ ~ . - . - -
L (X,Ag,u). As seguintes relacoes entre estes dols espagos sao va

lidas.

PROPOSICAO 4.14. Scjam f,g9 € M(X,A) ¢ u e M(A).Degdnudines |- |=0
guande ambas £ ¢ g valfem +o ouw - o 0 mesmo vale pahra 5% - §|.

{Notamos que += —(-») =+ ¢sta bem definida). Neste caso
1) £e L5, A, = te (P&A,m

2) P, A = PG, )

I - ~
3y a_(f,9) = (. 1f-g|F alip
12 i%

1/p

([ f-gi® au /P
\

r
Fj

4} dp(f,g) ende u' : P(X} —> [0,+«)

monotfona com }J|| A lu] .

DEMONSTRACAO 1). [ € LP{X,A,p == f & A-mensuravel ¢ |f

integravel. Pela proposicac 4.5

-~ P e I]‘ . 1P | p
f~ [E17 dlul =g dEl Al —[ 1£17 alul <+ =
X X X

assim f£ € I_P(}i,Aj,ﬁ) e vice-versa.
L

- - P .
€ p-integravel «—= IJ | T dp+ - J PE|T dp | o« 4+
X X

? + 2 - - v -
— !J [I"[I dy + If'[i dp | < te = §f|P & |pj-integravel.
X

- X
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- . bos— | ~ B ~ P . _ .
3} Seja v iRn(f) Rn(g)‘ . Entao ¥, © continua, YneEMW

~ v

e portanto A-mensurdvel. Em particular AU—mensurével. v & uma

sequéncia crescente e portanto converge a uma fung¢ao | que & AO—

-

mensuravel, pois AG & o-algebra. Pela construcao e pela conven-

cao na hipotese seque que ¢ = {%-—élp. Como f € LP(X,AG,U) en-
tao lim [u|{|f] > n} = 0.

n-+o

Logo dado & > 0, escolhemos n; com |ﬂ|{|£| > nl}‘fe/4. As
sim, 3A € A com {|fnf >n ) C A e |pl(a) < £/2. Analogamente
para g, 3In, € N e B € A com {|%| > n2} ¢ Be |ul(B)<e/2.

Assim, om C = (A U B)® temos If] <n e |g| <n onde
n=n; vn, e Iy (%) <& . Bm C a convergéncia b, —> % @&
uniforme, logo pelo teorema 2.18, { dlu| = lim f\ b dluf o que

Ji n =

implica 3).

4} Aplicando o mesmo raciocinio de 3) vemos que 4) vale. Lo-
go podemos calcular dD(f,g) em fungao da medida externa My de
|11| ou em fungao da medida interna u, ou gqualguer outra. Nota-
mos que com a convengao adotada sobre |f-g| segue que esta fun
cao & A-mensuravel se f e g o forem e estiverem cm LF, Mas
pode ocorrer que mesmo nestas condigoes f-g & M(X,A) embora o)

seu madulo esteja. .

. . F -~ . .
Vejamos agora que os espagos L (X,Ag,u) sac parecidos COom

oS usuails e neste caso sao completos.
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PROPOSICAQ 4.15. (0 eipaco meiadco Lp(ﬁ,ﬁo,ﬂ) e un completamento

de LP(X,A,u) .

DEMONSTRAGAO. A & uma v-algebra e p & o-aditiva e portanto AO—
L
mensuravel tem o certido usual da teoria da medida. O  espago

P =5 =~ = . p -
L (X,Ao,u) e parecido com L usual. Para provar que & completo

demonstra-se o Lema de Fatou (agora para conversgéncia simples) ,

0 teorema da convergcéncia dominada a partir dai, da mesma forma

gque o caso classico deduz-se que Lp(i,ﬁg,ﬂ) & completo.

Vamoe somente demonstrar a linearidade da integral. Se
f € Lptﬁ,ﬁq,ﬁ) entao A = {Ef| =+w} € Eo e |ﬂ]{l%] =+®} = 0,
Logo tomamos g : X —> R dada por

g=9%f em A", g =0 em A.

Vemos facilmente que f e g sdo p-iguais =€>dp(f,g) = 0
Logo, vamos trabalhar somente com fungoes a valores reais. Isto

foi possivel porgue A & g-algebra e 7§ o—aditiva. &ssim, se f
.

e g sao Aﬁ—mensuréveis, f+g @ AG—mensurével. Além disso, co

- 2

mo dp & pseudométrica e invariante por translagoes, segue gue

f + g ¢ LP(Q,E ,u) . Assim, LI(i,Ro:ﬂ) & um espago vetorial. Defi

£

g
nimos ue = (i) - [0, + w) da forma usual

u (A =  inf {|p|BT VA C X
BEA ,ACB
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A classe B dos conjuntis ue—mensuréveis segunde Caratheodory

(veja def, 2.14), isto & das B € X tal que

I’j
b

L(A) = pn (AN B) +yu (anBYY , wva

@ Ue e(

-

& uma c-algebra de P(X) que contém EU. Se g @ Ao-mensurével,

entao g & pe~mensurével. Neste caso, pelo Teorema 2.15

£,9 € M*(S&,EG) :-f (f+g)di_ :f fdn_ + f gdy
% e % e Iy @

Portanto, a integral & linear para fungoes Aoﬁmensuréveis po
sitivas e portanto para fungoes Ag—mensuréveis integraveis. A par
tir disto, procede-se exatamente com¢ no casc classico (veja por

exemplo [1]).

Logo LP(X,AU,ﬂ) & completo. Vam0os agora provar gque & comple-

tamento de LP(X,A,u). Seja

o LP(X,A,H) — Lp(i,ﬁc,ﬁ)

I

[11'_1

Pela proposicac 4.5 ¢ & uma isometria e falta provar que a ilmagem

de | & densa em L (X,A ,1). A imagem de ¢ & exatamente o conijun-

a
—-3>» JR continuas, f € Lp(i,ﬂo,ﬂ)h Rudin

o

to das fungoes f

({14] teo. 3.14, pg. 68) prova que o conjunto das func¢oes continuas

- P .
com sSuporte compacto e denseo em L, usando o teorema de Lusin
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comc passo intermediario. Tal prova pode ser utilizada para os es

pacgos LP aqul definidos fornecendo o resultado que desejamos. =

. P .
Nac e verdade que 0s espagos L (X,A,1) sao sempre completos,

como mostram 0s exemplos.

EXEMPLO 3. Seja X = IN e A = algebra gerada pelos conjuntos fi
nitos e p{A} = -jf como no exemplo 1 deste capltulo. Seja
ien 2
fn ! N —— IR dada por
fn = {1,0,1.. .. 0,1,0,0,0,0,0 ... )
posigao 2n-1

Logo fn & A-mensuravel e |fn|P e p—-integravel , V¥Yp € W

YVp , 1 < p <+ o portanto, £ € LP(X,A,U). Além disgo, £ ~f£f ,

I I m

n > m, sC diferem entre as posigtes 2m+l e 2n-1.

Logo
¥ - £ P dp = ’ [{f - F P > rldt — 0
'n m l B 1} m
X J (Or+ u;}
gquando n,m o pOis {|fn - fm]P > rjCc{2m+1l,2nm+2,...} = A e
n(a)y = %m —— (0. Assim fn €& uma sequéncia de Cauchy em
2
P
L™ (X, A, u).
N . P ~
Mas se 3£ € L7 (X,A,n) com £ = lim fn em L , entac deve ha
n

ver convergéncia coordenada a coordenada e dai f =(1,0,1,0,1,0...).



—
Lo
(o]

Mas nao existe 1lim f(n) e logo £ nao & A-menguravel, portanto
I‘lv-ru)

I ¢ LP(X,A,U). Assim fn nao tem limite e LP(X,A,U} nac € com-

pleto.

EXEMPLO 4. Sejam X = [0,1] , A = Algebra gerada pelos intervalos,
1 medida de Lebesgue como no exemplo Z.

Consideremos uma seguéncia construida a partir de um conjunto

de tipo de Cantor:

y
| Fa, |
! k ] AO = [0,1]
|
|
—_— ) J Al = AO - (2/5, 3/5)
iy I
. A, =24, -1(9/50,11/50) V
Fa .
(39/50,41/50) }
1 | + pe———y Pr——— pr——
E assim por diante. Em cada
rafih_ Lu AR passo, tiramos (5-2n~l) de
cada intervalo fechado res-
tante.
. - - . P -
Seja £o= ¢ , ¥n € IN. Logo f & A-mensurivel, [f_| e
- n An n n
p-integravel, V¥p , 1 < p <+ e & facil ver quem {fn}nEIN é
uma sequéncia de Cauchy em LP(X,A,U). Seja A = O A . Entao, A"

n=1

& denso em {0,1].

. - P
Sa tn converge a alguma func¢ac em L (X,A,p) deve scr para

a fungao nula. Mas
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Logo dp(fn,O) ——=> (0. Agsim, fn nao converge e LP nao &

completo,

Observamos que a introdugac do espag¢e de Stone ajuda muito ,
polis Os espagos ot a estes associados sao completos e parecidos
COm 08 LP classicos. Vimos tambéem como no caso de DS ([31) que
nem todos os L' sao completos, mas determinamos um completamen-
to que foi Jjustamente o espacgo i do espago de 3tone. Notamos
gque a hipdtese |p|(X) < + » foi essencial em todo deseunvolvimen

to.

4,.3. CRITERIOS DE COMPLETUDE

Vamos agora analisar quando um espaco LP & completo. Para
tanto, iremos determinar uma Condigao sobre a algebra A e a medi-
da u que & necessaria e suficiente, a gual serd uma condigac do
tipo de convergéncia de conjuntos. Vamos determinar também guando
(D) LP(X,A,U) {espago P segundo Dunford-Schwartz [3]) & comple-
to. Também veremos uma condigac necessaria para a completude e

P
um teorema de "acoplamento" de espagos L .

Veremos primeiramente um resultado auxiliar.
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LEMA 4.16. Sejam B < P(X) uma &Egeb&a de confunfos ¢ vi:B —>
[0, +) wma medida c-aditiva. Tadicamos poir Bﬁ a a-algebra ge-

rada por B ¢ pov v a undca medida o-aditiva que estende v a

B Entac sac cguivaleontes:

i) Para cada {a_} C B, A cnescente, 3A € B com
n’néIN n

lim v(A4A ) =0 onde AAB = (AN 8BSy U (8 n A%

TP *

ii} Para cada A € BO, JA' € B ecom V{BAA'T) =0

iii) Cada funcao f Bd—menaun&uei ¢ v-igual a uma funcaoc  B-

mensuravel,

DEMONSTRACAO. A existencia e unicidade de v sao garantidas pelos
teoremas de Caratheodory e Hahn regpectivamente, as quais forne —

cem a forma de v

v(A}) = dinf{ ¥ v(B,) :+ U B, DA, B, € B} ; YA € B
. 1 1 1 1 9]

Nesta definigao podemos supor os Bi disjuntos dois a dois.

i) = 1ii). Seja {Bi} satisfazendo as condigoes acima. Pode

i€1IN
mos tomar }3i disjuntos 2 a 2. Por i) AB € A COom
i i o
Iim vwi(B A W B.) =40 logo lim vi{Bn (v B,) ) =20
i j=1 J i j=1
e comg v(B N Bi) P4 e, Bn (v B.) é decrescente e v &
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[s:a]

g-aditiva, entdo V(B N (YU B )% = 0. Da mesma forma
j=1 )

v U B,) nB°) = 0. Logo se D= Y B, , entio Vv(D&B) =0 e

j=1 j=1 )
D € B Logo Ww(B) = v(D) = & (B,) » V(A). Comc D DA ,

j=1 R

VA nD%) =0 — VY& nB%) = 0. (pois V(D nB%) = 0)

Logo

oa) > inf [ vB) , BE€ B e V(A-B) =01}
Aleém dissa, se v(A - B) =0 e Be& DL temos

=) =Tia o BS) + U(ANB) =0 + V(A NB) < V(B) = U(B)

—s U(A) = inf {v(B) : B €5 e wvia - B) = 0}.

n n
i i o
Tomamos E, = N A.. Como E ¢ A, e A-E, = U A0 A, ,
i . 3 i i .1 3
j=1 ]
entao
i -
via - B, <« ) v(a - aA,) =0
______ N} 5
= 'u(ArﬁEi) < 1/i
J(E. - A) < u(Ai~A) = U(Al) - vi{a) < 1/1




Logo  1im U(Ei.ﬂAJ = 0. Como E_.L é decrescente, 3 E & A
i . _
1im ;IEaNEi) = 0 {por i) usando complementares) vlE AR) <
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com

VEAE,) + V(E, AR) , Vi € IN. Fazendo 1 —> @ obtemos u(E AA)=0.

..

ii) = iii} Seja £ : ¥ —> R Bc—mensuréveln Vamos  supor
4

positiva. Tomamos para cada t > 0

= {f » £t} c B
At i £ t bu

Logo 3 AL ¢ B8 com U(At ﬂAé) = 0. Seja L o conjunto

L = {k/2" , k,n € W} . Tomamos

B(2k+1)/2n+1 = Bosny,/n Y (AE2k+1)/2n+1

Chamanmos D2 = B(k+l)/2n
Dy = A{2k+-1)/2n+1
D =B
4 k/2n
Entao

1} Por construgcac B, € B , VYt e L

' =t E C
2) t! < t Bt B

f
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Para ver isto, notamos que 2} € valideo se t e t' sao in-

m
2

teiros. Além disso, suponnamos 2) valido para n. Entao vk

B(k+l)/2n+l 2 B(k+l)/2n

< ~ hipd: - .
e como B(k+l)/2n Bk/2n por hipotese segque que

B(2k+1)/ C B
2n+l k/zn

Assim, a ordem & preservada para n+l e por indugao para todo

L.
V(a, AB_) = 0 vt € L
3} U(At ) t) . t
vamos provar por inducac sobre n. Se n =0
. - — H 1 o _ =
U(Bk Ak,) 0 (pois B, C Ak) == L(Bk Ak) 0
e
k k
Ak - Bk = .g (Ak - Ai) C _g (Al - AN}
i=1 i=l
Como U(Ai - Ai) =0 , ¥Yi e N = U(Ak - Bk) =0 e por-
v(a, ! = 0.
tanto (Ak ka)
suponhamos 3) validos para todos os inteiros menores do gue
n fixo. Entao, se D, = A( temos

1 2k+1)/2n+l

_ =) - W n Doyl
oo+l T P(2Ke1) /ol Dy ~1D, v (D '

A
( 2

2k+1) /

[ o [ C
= ™ M [ M M
(Dl D2 03) (Dl D5 D4)«
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Vamos agora calcular medidas de varios conjuntos.

A Al
c . _.C 2k+1 2k+1 = U > BN o
- = — = D i »! o =
Dl N D2 r D3 ' Dl D3 2n+1 2n+l = U(i_ 112 D3) 0
[ G o C
[ b} = M J = J — ' —
Dy MDy @D, =D N Dy, VDI =Ry Bksn € B, n T B/
2 2 2 2
U o= LJ . il
Dy MOy =B Y Bisny s T B/
2 2 2
e por induca via - B ) = 0 = v (D, N p€ A p%) =0
por indugao ]</2n 'k/zn 1 5 3
Logo
UfA(2k+l)/?n+l B B(2k+l)/2n+l) = 0.
B(2k+1j/2“+1 B A(2k+1)/2n+1 = Dy v Dy 0 DT - Dy
= - L - _
(b, = D) U [(Dy = D) N (D, - D)
D, - D, =B . A B, A —
2 1 (k+1) /,n (2k+1) /n (k+1) ,on (k+1) /0
U(D2 - Dl) = 0 por indugac.
Dy = Py = A(2k+1)/2n+l - A(2k+1)/2n+1 => v(by = D)= 0
logo v (B = 0.

(2k+1) /,n+l A(2k+l)/2n+l)

Assim, por inducac U(BtgﬁAt} =0 , yte L.
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Definimos agora f' : ¥ — [0, + =) por

£'{y) = supft & L : yv € B, _}.

Vamos provar gque f' & B-mensuravel. Para tanto, sejam a,b €

,a>b >0, Seja t €L com a >t >Db (notamos que L & den

so}. Se y &€ B_ == f'(y}] >t >b = y& {f' >bt. Se ye{f' >al

! . == = =y & .
= f'{y) > a Yy € B y B,» Logo B_ € B e

e portanto f£' & B-mensuravel.

Suponhamos f£'(y) # £{y). Seja por exemplo f'(y) > fly). Es—

colhemos t € L com fiy) « t <« f£'(y). Assim, vy ¢ Et' v ¢ At =
y € Bt ~ At. Caso f'(y) < fily), escolhemos £’ (y) t fiy) e
daf vy €A, - B . Logo {f' # f} C U (A _AB ) = vi{f' # fl <«
t t T t -
tel
¥ v(A_AB) =0, pois L & enumerdvel e v € M (B). Como
t t 9
tel
v & g-aditiva e B & o-algebra, f e f' sao v-iguais.
iii) == 1i). Seqja {An}n w € B  uma sucessao craescente. Como y @
o-aditiva e b, s—algebra, entao se B = An segue que
' n=1

lim U(Bi&An} = 0. Y n é Bﬂ—mensurével, portantc v igual g 5-

-+ o

mensuravel, Seja A € B tal que
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‘g » 1/31 2 A D {g > 1/2},

Se x€ A -8B, g(x) »1/3 e wB(x) =, 8 x&€B-A .
g(x) < 1/2 e ¢B(x) =1 => AAB C {g # @B} e como g S
Sa0 v~iguals, entdao v{(AAB) = 0. Logo 1lim (Aha ) = 0. x

n

Agora podemos caracterizar totalmente a completude dos espa-

p
gos L.

TEQOREMA 4.17. Completude dos Espacos LP. Seja p € M{A), A alge-

bra de P(X) e 1 < p < + » ., Entac sac equivalentes

P - -
i) L7 (X, A, ) @ um espage metrico compledto.

ii) wiA_J. oy © A crescente, 3 A€ A tal que lim{u[(A A ) =0.
I o

iii}) ¥g : X —= IR , AU—menéua&ueﬁ ¢ u-4igual a uma funcao

g' : X — IR contlnud.

DEMONSTRACAO, Sejam B = A e v : A —= [0,+%) dada por v(a)=

o~

—~ .

lul(a) , YA & A, Dai v I = |u| . Seja Y = X. Entao,

—

f : X-—> TR & continua see & B-mensuravel, portanto, iii) &
equivalente & iii) do lema anterior. Além disso, ii) & equivalen-
te a V{An}n ™ C A c¢rescente JA € A tal que l;m|p;(A.&An}:O

e isto & equivalente a i) do lema. Logo, peloc mesmo lema, ii) e

iii}) sdo equivalentes.
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iii) == i). seja g € LP{%,RU,Q). Por iii) g’ € LP(R,AU,L'I) g'
continua e d, {g,g') = 0. Assim, g’ & A-mensurdvel e portanto,
g' = £ para algum £ € LP(X,A,U}. Logo, a imagem de LP(X, A, )
por ¢ : f > f & Lp(ﬁ,ig,ﬂ) e como este & completo LP(X,A,u)
& completo.

i) = iii). Se g e ﬂg—mensurével e limitada segue gue

P, ~ P - . -
g € L (X,AU,U) e como L {X,A,u) é& completc & sua imagem & densa

em LP(R,EG,;) , 3f € LP(X,A,U) com dp(%,g) = 0. Imgo g & u-

igual a f continua.

Suponhamos agora g n-limitada mas positiva. Entao, g a n &

Ag—mensurével e limitada, logo Eﬁ|—igual a fn continua. Seja
hn =  sup (fi A i). Temos que f, A 1 & ]ﬂ|—igual a g a1
l<i<n =
¥i € IN e, portanto, por indugao hn & |p|-igual a gan o,
¥n € N e h_ & continua. Seja h = sup h_. , entado h €& con-
ne N
tinua e dp(g,h) = 0. Logo vale iii). O caso geral deduz-se fa-
cilmente deste. .

Notamos que a funcao v aqui definida nao estd diretamente re-

lacionada com i definida na proposicao 4.7.

Notamos ainda que o teovema foi obtido por meio do espago de
Stone, isto &, partimos do espago usual ({(condigao 1}, analisamos
o espago de Stone (condigao iii) para obter uma condigac no espa-
¢o base (condigao 1i). Assim, © espago de Stone pode ser elimina-

do da caracterizagao final se nos restringirmos a i) e 1i).
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A verificacao da condigado ii) do teorema pode ser trabalhosa
pois hd muitas sequencias de conjuntos em A, Mas naoc & necessid —

rio verificar a condicao ii) para todas, como vamos provar agora.

Diremos que i € M(A}) & internamente(resp. exfeanamente) regu
Las com respeito a WM < A se YA €A, |p|(A) = sup { p](H) ,
He I, I € A} (resp.inf{|p|(H), H &€ ™, A C H}). Neste caso, =2

valido o corolario seguinte.

COROLARIO 4.17. Seja yn € M(A) n ilaternamente [hesp. exiernamen-

te) nequlan com respedito a 1B C A onde T ¢ fechada por unices

(nesp. intersecgoes) findfas. Entdo LP(X,A,u} ¢ completo, s0e
LAV N C I1H ckescentfe (decrescente}] 3A € A tal  gue

n n&iN
im|u! (A AA ) = 0.

! n

n-—+
DEMONSTRACAO ( «=}. Seja {An}nE]N C A crescente. Tomamos

] CIH e U - T < 1/n. Sej £ A O
{]3njrn(.:ﬂ\T I e |“'(An Bn) /n eja B com
1im] ] (BAB ) = 0. Como [L1|(AnABnJ < 1/n segue limhz‘l (Baa )=
n

= 0 e pelo teorcma 4.17, LP(X,A,U) & completo. Isto para © caso

de 3 internamente regular com respeito a 1.

Quando yp for externamente regular com respeito a IH, tomamos

S = {8° onde H € IH} e dal v & internamente regular com res-

peito a M see & externamente regular com respeito a IH. Dai
- a
a prova sal da 1- parte.

(=) 'Trivial a partir do Teo. 4.17 e da construgac acima. a
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5 .
Voltamos ao espago LF de Dunford-Schwartz (D) L™ (X, A, ) .

Pela proposigac 4.9, (D) LP(X,A,u) = LP(X,E,ﬂ)_ Como A CA e
1 e a extensao de u , LP(X,A,u) C LP(X,K,ﬁ) = (D) LP(X,A,U).Além
disso,
1 P A ) —— (@) LE x4,
f — = f

& uma isometria.

A imagem de 1 nem sempre & sobre. Isto acontece, se existe

uma boa relacgdo entre A e A

PROPOSICAO 4.19. LU (X,A,n) = (D) LY (X,A, ) see VYA E A , 3B c A
com n (AAB) = 0. Em gqualfquen case LP(X,A,u) e denso em

(D) TF(X,A,0).

DEMONSTRACAO. u, (A AB) = 0 <= lu|(AAB) =0. I serd sobre, se
toda f A-mensuravel , J-integridvel & A-mensuravel.

(=>). Seja A & A. Entéao vy € LP(X,K,E) e assim 13 gGrLP(X,I,E)
tal que g & A-mensuravel e g & p-igual a 0y Seja B€A tal
gque {g > 1/2} ¢ B < {g » 1/3}. Pelo mesmo raciocinio do Lema 4.16
segue |u](AAB) =0 = n (A AB) = 0.

(=}. Seja f A-mensuravel. Podemos supor sem perda de generali

dade que f£>0. Dados 1i,n € IN, escolhemos 2i/n € A com
B 2z



i+l : i
> - C —-
{f zn} Ai/zn {f > 21,1}
3 € -l_j . = i = =
Seja Bi/ n A com i}](Ai/ n;lBi/ n) 0 , A B, X.
2 2 2
Utilizamos a mesma construgao de Lema 4.16
k
Dk = N Bi . Yk & TN e depois indutivamente sobre n
L=0
. = L) i
Py /e T Py o Y Pk nen 7 Py n]
Definimos L = {k/ n k,n € IN}. Entao, como na prova do Le
2
ma 4.16 , D, € A, ¥t €L, D ¢ D, se t >t ,}E;(Atx\Dt) =0,
Yt € L. Definindo f' por f'(y) = supit € L, y € Dt}, ¥y € X ob

temos como no lema que f' & A-mensuravel e que f e f' sao -
iguais. Assim sao j-iguais no sentido de Dunford-Schwartz, poils
tomamos primeiramente o resultado para funcoes limitadas e depois

o estendemos para fungoes guaisquer lembrando gue lim pe{]f]>n}=0.
n-w

Para ver a densidade de LP(X,A,p) em (D) LP(X,A,p),lembramos
que as fungoes £ DS u-mensuraveis simples com !f|P DS u-inte —

gravel formam um conjunto densc em (D} LP(X,A,u) {(veja Dunford-

- - _ p
Schwartz [3]) e que uma funcdo DS p-mensuravel simples com [£|
DS j-integravel & A-mensuravel e esta em LP(X,A,p) donde segue o re

sultado,. m

No exemplo 3 vimos que se dD(fm,fn} —> 0 naquele LP{X,A,U)

(f, + W —> ) entao cada coordenada produz uma sequéncia de
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Cauchy. Logo 3f : IN —> IR com f{a}) = 1lim f(a) , va € IN.
n- «

Claramente f & A-mensuravel e além disso, lim dp(fn, f)=0 pois
n I

agora estamos trabalhando com uma o-algebra e uma medida o-aditi-
va e valem os teoremas classicos de convergéncia. Neste caso, ve-
mos gue (D) LP(X,A,U) & completo, embora LP(X,A,U) naoc o seja

Como LP(X,A,U) & denso em (D) LP(X,A,u), entao a completude do
19 implica a completude do 29 espag¢o. Notamos que ha geralmente
mais fungoes DS y-mensuraveis que fungdes A-mensuraveis. Isto po-
de ser visto pelo raciocinio acima ou observando que A-mensurabi-

lidade nao considera a particular medida p e portanto deve servir

para qualquer 1 € M(A) o gue nao ocorre com a DS y-mensuravel.

Vejamos ¢ critério de completude para (D) LP(X,A,u).

COROLARIO 4.20. Seja p € M(A), A, u como deginidos em §4.2. Nes

’ P -
Ze caso {D) L {X,A,u) ¢ completo sec V{An}nEBJ C A chrescente
3a € A ecom lim |p{(AAA_) = O.

A n

DEMONSTRACAO. Sabemos que (D} LP(X,A,p) = LP(X,I,ﬁ) e vemos gque
& internamente regular com respeito a A pois YA € A, Ye >0 ,
IB,Dec A, BCACD e |ul{Db-B) <¢= |u[(d-B) <z« ==
ul (A) = sup{]p|(B), B €A, B CAJ, logo o corolario 4.18 esta-
belece o resultado. "

Veremos agora um critérioc necessario para a completude dos es

P o - L7
pagos L . Lembramos primeiramente um resultado que sera utiliza-

do aqui.
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Em [12], Halmos prova que se u & c-aditiva positiva e finita-
definida em uma J-~algebra B éntéo a imagem de p € um conjunto
fechado de IR. O método & dividir o espaco X (onde p: A C P(X)—>TR
em 2 conjuntos: © primeiro que contém todos os Atomos de U {(no
sentido de medida) e o outro que ﬁéo tem nenhum atomo. Halmos pro
va que existe no maximo um nimero enumeravel de atomos, dai  que
¢ resultado & valido para cada um dos dois conjuntos acima e de-

pois une os conjuntos e tira o resultado. Para uma medida c-aditi

va que nao seja positiva, pode-se utilizar o mesmo método, lem-
- - - + -

brando gue um atomc de w e um atomo de e de | e logo, de

]u{. Separamos entao X em trés partes: atomos positivos, ato-

mos negativos e o complementar da uniao destes, obtendo o resulta

do. Logo, se u © M _(A), A uv-dlgebra, entac

i

w(ly , B &€ A, 1 C A}
& um conjunto fechado de IR para cada A € A.

PROPOSICAO 4.21. Seja 1y € M{A). Entav, se LP(X,A,u) ¢ completo

{u(H) + HE€ A ¢ H < Al ¢ um conjunto f{echado de TR, VYA € A
DEMONSTRACAO. Seja A € A , entdo A€ A , A=1iF € X : A € F}.
Temos entao,

fi(g) : HE A, BCA = {(4U(H) ,HEA, HCA =1
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Além disso, I, & igual a

Claramente I2 C I3 pois A C AU . Por outro ladoc, Como
LP(X,A,U) & completo, entao dado B € KG existe (pela condigao
iii} do teo. 417 e condigdo ii) do lema 4.16), D € A  com
|u] (D AB) = 0 donde segue (D) = u(B). Logo 13 - I2 e 230
iguais. Pelo comentario anterior segue ¢ resultado. .

O proximo resultado nos di uma maneira de "acoplar" um nimero
enumeravel de espagos LP completos produzindce um espacgo LY com
pleto.

PROPOSICAC 4.22, Sejam tu 3 C M(A) onde A e uma  o-afgebha

€I
de P(X) ¢ suporfamos LP(X,A,UH) complfeto , ¥vn € IN. Seqa
{An}neﬂq C A uma particao de X com nzl [p (B < 4 e Seqfa
U € M(A)  defindida porn w{p) = % UH{A Il An) , VYA & A, Nestas
n=1
.~ P - ,
condigeoes L (X,A,n} e completo.

DEMONSTRACAO. Como Lodp liA) < + w2 e A~ disjuntos dois a

dois, p € M{A). A condigao ) [pn|(An) implica convergéncia
n=1

absoluta e assim todas as séries podem ser rearranjadas.

Seja A € A,
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[ (&)

i)
6]
fant
ito]
H_
o=
o
]
=
o
—
|
Il =1 §

y (ANA N Tc}) =
T n

C
= sup T {anA NnT)y - u{AnA NTT)} =
TGA n=1 In n n n

(v
- C
= L sup (W (ANA NnT)-u (ANA NT))
n=l T _EA n n n n

a Oltima igualdade segue do fato que o0s A sac disjuntos dois a

dois. 0 ultimo termo vale

Logo |u! = 3

'IL ] + L‘ H | — H . S
¢n|l se definimos [un ] (B) |un|(B i An).

Seja agora (B | C A uma seguencia crescente de conjun -

. P -
tos. Como cada &L (X,A,Un) e completoc, 3 Dn € A com

lim |p (D _AB ) =0 , ¥n€ IN (+)
K n n k
Tomamos B = > (At D ). Como A & o-algebra, B ¢ A. Vamos

n=1

provar agora gque lim §U|(B=3Bn) = 0.

n
= 5 ! )
|ul(BAB) o lu i (BAB) N AL,



[¥]
Dado € > 0 , escolhemos X tal que ) |Uk](Ak) < e/2.
k=ko+l
Tomamos § = e/2ko Agsim
{B&Bn) ﬁAkZI[B—Bn)ﬂAk]U[(Bn“B)ﬁAK]
{B - Bn) Ia} Ak = S (Ar i Dr) - Bn] M Ak =
r=1
= - - C \
Ak M Dk Bn C Dk Bn Dke_"_E R
escolhemos Ny tal gue ¥n ° no |ukl(Dk,&Bn) < 4
(B B) Ak [Bn Y (A wcr)] noA
r=1
—isn o0 @S apS) oo e portanto
n B T T By - !
r=1
c
- e C ot ) 0 C i
(Bn B} A, Bn Dk C Bnﬂ Dk' Logo (thBn) Ak Brl \Dk e
' i <&
]p|((BsﬁBn) A < se 0 >N
Logo, s n > n_ = SsSup nk temos
1<k<k
"0
ko o
lu|lBAB ) = & 'y | IBAB_ ) mA ] + & lu, | E(BAB_) 0 A ]
n k=1 k n k K=k +1 k n k
o
k el
f &+ v iukl(Ak) < % + % = g ,
k=1 k*ko+l
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assim lim |u|(BzﬁBn) = 0 e pelo teorema 4.17, LP(X,A,U) & com
n
pleto. ]

4.4. Espacos L”

(=]

Como no caso classico, os espacos L sao totalmente diferen

p . . w
tes dos L para 1 < p <+ o, Definiremos nesta segao os L pa
ra medidas finitamente aditivas, veremos gue sao sempre completos

e além disso que sao espag¢gos de Banach.

Quando p =+« a formula dada para dp nao @ boa e por is-

so vamos definir d do seguinte modo
wal

d_ o+ M{X,A) x MIX,A) —> [0, + )

[5.4]

d _(f,g) =sup[lim supF[Rn(f) - Rn(g)!]
n

onde F & o filtro suporte de y.

Pelo desenvolvimento do teorema 4.11 vemos gque f e g Sao
u-iguais see d_(f,g} = 0. Além disso, 4 > 0 e d_(f,g) =

X1 -_— [e.e}

a.(g,£) , ¥ £,9 € M(X,A). Se f£,9 € M (X,A), entdo

I, = lim sup,(f + g) < lim sup.f + 1im sup, g (%)
2 3
Pois se I, ou I, =+« o resultado € trivial. Suponhamos

anit @ > - 1. £
12 e I3 finitos e d »> 12, @ I3 Logeo VIH‘ F com
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sup fix) <d e 3H, € F com sup g(x) < e. Entao H=H,NH, €

2
E E

Fe supl{f+g){x) < d + e, logo (*) & verdade. Deste fato, fica
x=H

claro que d_(f,q) < d_(f,h) +d (h,g) , ¥f,9,h € M (X,A) e 4

& entac uma pseudométrica.

Além disso, d_(f,0) = lim supFlfl. Obviamente, d (£,0) <
lim supg}£] pois |Rn(f)| < |£] , ¥n € W. Por outro lado, se
lim supF[f|:-+m entao, ¥n € W , VH € F sup {f(x)|[=+> =
X H

sup [R_(f)| = n => d_(£,0) =+ .
x€EH

Suponhamos entac, lim supF[fj= d <+« _ Assim VH € F com
sup |[£(x)| > d. Tomamos n_>4d ,¥n_ € IN. Dai V¥n >n_ , te-

— (®) ] — O
x€H
mos
lim sup; |Rnff)| = inf sup |R_fix)| > 4.
HEF x€H N

e como n > d

sup [R_f(x)| >d ,¥YHE€F
XEH

Logo d_(f,0) = lim supgfj.
Definimos L (X,A,y) como o conjunto das funcoes A-mensura —
velis com lim SupF!f] < e e LW(X,A,U) o espago métrico deriva

do de Lm(X,A,u) identificando as fungoes j-iguais.
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Sejda £ € L (X,A,u) e lim sup-[f| = d <+ . Entdo 3 HEF
com s;p[f[ < 2d. Seja g = R,.(f). Entao como H € A, g & A-men-
suravel e limitada. Além disso, {f + g} cC g° e como HE F
|“](Hc) = 0. Logo £ e g sao y-iguais e portanﬁo toda fungao
de Lm(X,A,U} & y—~igual a uma funcao limitada. Dadas f e g
Lm(X,A,U) vamos definir a sua soma em L°. Sejam £' e g' A

mensuraveis, limitadas p~iguais a f e g respectivamente. De-

finimos a soma como f£' + g'. Come f' e g' sac limitadas ;
f' + g' & A-mensuravel limitada. Além disso, se £" e g" sa0
outro par nas mesmas condigoes, f" & p-igual a f' e g' & -
igual a ¢g' e dai " + g" & p-igual a f£f' + g' pois todas sao
limitadas. Portanto a soma esta bem definida. Claramente, se
F e Lm(X,A,U) o v e R entao f € ﬂn(X,A,U) & como Hme =
1im supF|E| = dw(f,O) & uma norma em Lm(X,A,U} segue que
LY(%, A, ) & um espaco vetorial normado. A sua estrutura vem da

HQ(X,A) conjunto das fungaes mensuraveis limitadas.

i

Como vimosg antes, 1im SUPF|f‘ = sup 1Tf ., vE e M{X,A). Entao
Sy
a aplicagao

0 = LUGA, ) —= C(S ,IR)
1
f ——e‘f|§
U
(onde C{(§ ,IR) & o espaco das fungoes continuas de S em R
1 b
dotado da norma de convergéncia uniforme) & uma isometria, por-

tanto, continua e injetiva,
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Seja por outro lado g € C(éu,IR). Come X & compacto e Haus

dorff, ele & normal e como N & fechado, entao pelc Lema de Ex-
tensao de Tietze (veja [14]), g pode ser estendida a g': X —

IR. Além disso como Su & compacto = g & limitada e podemos

tomar g' com a mesma norma (do sup} que g. Como g' : X — TR

é continua, entdo f : X > IR definida por fix) = g'(x) &
A-mensurdvel e Nfl _ = suplf] = sup |g| < += e f€ LY (X, A, u) .
5 ]
U o U .
Como |f|§ = g segue que O(L (X,A,u)) =C(8 , IR}.
y "
Como C(éL,H{) & completo e 8 & uma isometria concluimos que

L (X,A,u) & completo e portanto espago de Banach,

4.5, SOMA DE FUNCOES EM LP.

Vamos agora analisar quando estad definida uma soma de funcgoes
2 _ -
no espaco L , 1 < p < +w . Veremos gue nem sempre isto &€ verda-

de, mas que a completude garante a existéncia da soma de fungoes

P
e transforma L (X,A,p) num espag¢o de Banach.
No espaco L' (X,A,y) & sempre possivel somar duas fungdes uma
vez que cada fungae & jp-igual a uma fungao limitada e a soma de
fungoes A-mensuraveis limitadas & uma funcao A-mensuravel. Tal

niao ocorre em geral quando p < +« e nao & possivel colocar uma
; . P -
estrutura de espago vetorial em L (X, A,p) compativel com HM{X, A)
ou com a métrica d . Isto porgue as fungoes nem sempre podem Ser
D .
supostas somente a valores reais {podem valer +« ou -=) e mais

nem sempre a soma de duas funcdes reais A-mensuraveis & uma fungao
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A-mensuravel, como mostra o exemplo,

EXEMPLO 5. Sejam como no exemplo 1, X = N , A = algebra gerada

pelos conjuntos finitos e fl’f2 X = dadas por:
p: P(X) > 1R -
n se n & par
W) = = £ (n) =
nea 2 2 P
n se n € impar
-n se n & impar
= N
fz(n) ,
-n~ se n € par.

Como 3 lim £ (n) e 1lim f2(n), entao f e f sao A-mensu

A 1 0 1 2
raveis. Alem disso, como fl < £ : N > IR definida por £{n) =
2
=n e
_ f 2 \
fdr = p{f > 1l = pin® > 1}dr =
X J(O; + m} (O’ —|-{.I})
o f w — _ 1 . _
= pin > YT |rdr = ——— adT < =
(0,+ ) (0,+=) /TE)
entao fl € p-integravel, o mesmo ocorrendc com f2 e fl ,f2 «
LP(X,A,u). Mas fl + f2 nao & ao menos A-mensurdvel , pois
4 llm(j:l + fz)(n) € IR.

It
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Notamos porém gque 3J1lim |[f
1

Lt f2|{n) = 4o

Vamos entdo definir uma soma em L. Se f e g € LP(X,A,u),

P

dizemos gque h A-mensuravel & uma "soma de £ e g" em L se
lim & (R_(f) + R {g), h) = 0. Como d e pseudometrica, segue
nsw P 0 n P

trivialmente gue duas funcoes "soma de f e g" saoc p-iguais.Se
existe a "soma de f e g" igual a h segue gue dado £ > 0,

Hno tal que dp(Rn(f) + Rn(g),h) < £ & como Rn(f) + Rn(g) €

LP(X,A,u) =» h € LP(X,A,u) e portanto a "soma de f e g" , se
existe & uma fungao bem determinada de LP(X,A,u)‘

No caso em que f + g existe e & A-mensuravel, temos gue
f+g e a "somade f e g". Pois neste caso, dadec n € N , se
meE€ N , m > 2n , entao
|Rm(Rn(g) TR () - R (fg) | < IR (g) +R_(f) -R_(f+g) | < IR (£} - £

+ R (g) - g].
isto & somente uma verificagao dos casos |[f+g| > m, |[f+g[<m...

Logo

lim dp(R_(f) + R_(g),f+g)} < lim sup(£ | R (f)-—f|pd i ﬁ/P

n n - /., n

n n X
i 1 P 1
+ lim sup/ }Rn(g) - g|" alul) /P
n X

pois a pseudom@trica & invariante por translagao. I como
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|Rn(f) - f| converge quase uniformemente para 0 em IR e
]Rn(f) - £| < 2|f] € LP(X,A,u) segue que

lim(J |[R_(f) - f|P d|u])l/P = 0

n

n X

e analoga para g e portanto lim d (Rn(f)-FRn(g),f-fg) =0 ==
n o
f+g &a "somade f e g" em LL(X,A,U).
Por outro lado, pode ser gque a soma de fungdes em LF nao

exista. No exemplo 5, tomamcs f£,g € Ll(X,A,u) onde f + g naoc &

A-mensuravel. Se existe h € Ll(X,A,u) com h "soma de f e g

1 . . . . _ _
em L~ , entao l;m dl(Rn(f) + Rn(g),h) =0 e como dl(Rn(f)
R_{g),h) = J }R (£} - R_(g} - hidu devemos ter h = £ + g.

n . n n
I
Para ver isto, notamos primeiro que |him)| <+ « ,¥me IN ,
- { .
pois caso contrario y{{m}) = ;% >0 e {m} € A =#>j ih|dy =+ .
2 X
Se entao h # f +g , 9m € IN com h{m} # fi{m) + g(m). Seja
= |him) - £{m) - g{m)|. Entaoc ¥n € W , n > £(m) v g{m)
J iRr(f) + Rn(q} - hlap >J Tdp o= T %
x B {m} 2
e portanto nao & verdade que lim d,(R_(f}) + R (g),h) =0 e h
n

nano & a soma de f e g.

Mas se h = f + g, entac h & M(X,A) e portanto nao hid soma

de f e g em Ll(ﬂﬂ,A,u}-
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No caso p =+« a scma de f,g € Lm(X,A,p) sempre existe e

coincide com a soma definida anteriormente.

O importante & que gquando LP(X,A,U) & completo, podemos sem-

pre definir a soma de quaisquer duas funcoes f,g € LP(X,A,p) .

Neste caso f LP(%,EG,Q) e como 10 & 0 -algebra, A = {i%| = 4o}
= Ko‘ Seja g = X —> IR dada por g = f em A% e q =0 em A.
Como f € LP(X,KO,u) . [ﬂ[(A) =0 e como A€ 10 . g & u-igual

e . -

a f. Tomamos entao, g,t uy-iguais a f e g respectivamente ,

com g e t finitos pontualmente. Seja r =g + t, r : X — IR,

Como g e t sao A _-mensuraveis e Ay € s-&lgebra , entao r
P
(

m

?

i,Ao,ﬂ) pois d_ & pseudomé —

L

Ac—mensurével e além disso r € L

trica invariante por translacao.

Como LP{X,A,p) & completo existe h € LP(X,A,u) com h u-

igual a r. Como Rn(f) e Rn(é) sao limitadas segue que Rn(%)+
Rn(é) - h & continua e portanto Rn(f) + Rn(g) - h € MiX, A e

//—“_\_\%__,____..--‘/ . .
Rn(f) + Rn(g) - h = Rn(f) + Rn(g) - r. Assim, Rn(f) + Rn(g) - h

LP(X,A,p) <]

P ~ P
J [R_{f} + R _(g) - h| 4d|u] = f IR_{g) + R _{(£f) - r| 4|ul.
n n ~''n n
X X
Como r & soma de L e é (pois r & a so
made get e get sao y-iqguais a f e g respectivamente)
a segunda integral converge a 0 e portantoc h €& a "soma de £

P
e g" em I (X,A,u).
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Assim vemos gue se LP(X,A,U) €& completo, podemos construir

uma estrutura de espacgo vetorial sobre ele compativel com a métri

ca dp' Colocando ﬂfﬂp = (j |£4F d]u|)l/p vemos gue [ | &
X

P

P -
uma norma em LP(X,A,p) e com esta estrutura L (X,A,u) & um espa

¢0 de Banach.



CONCLUSAO

A teoria desenvolvida agqui a partir das integrais mondtonas ,
apresenta um desenvolvimento axiomatico e estéetico muito interes-
sante. A introdugao do espago de Stone, a principio dificil de ser
assimilada e utilizada se¢ transforma em uma ferramenta podercsa
para fornecer informagoes sobre A-mensurabilidade e espagos LP
com medidas finitamente aditivas. Uma comparagac com Os esSpagos
LP de Dunford-Schwartz leva a conclusao gue os espa¢os aquli in-
troduzidos sao mais ficeis de trabalhar e dao mais informagoes
at@ mesmo sobre os de DS. A completude para estes espacos & to-
talmente caracterizada em condigoes simples. Uma patologia destes
espagos decorre do fato de eles nao admitirem estrutura vetorial

em geral, mas que & assegurada quando o espaco € completo.

E importante ressaltar gue esta teoria estd feita para fun-
coes reais pols estd Implicito na definigac da integral mondtona.
Acreditamos que seja possivel estender este ccnceito de integral
mondtona para espacos vetorials com ordens totais ou ainda para

espagos de Riesz.
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