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desenvolvido por Greco [10]. Definimos estes Lp, determinamos al 

gumas propriedades e critérios de completude, e os comparamos com 
p p 

os L desenvolvidos por OS. Resulta que os L aqui estudados 

sao mais fáceis ~~.e serem utilizados e fornecem mais informações , 

ao pa:;so que os DS calculam normalmente a integral de 

uma classe maior de funções. 

Nosso trabalho foi desenvolvido utilizando sobretudo os estu 

dos feitos em !5,9,10] em que nos baseamos. A nossa contribuição 

pessoal constitue-se na demonstração e esclarecimento de muitos r::_ 

sultados mencionados nos artigos acima. Como principais resulta -

dos por nós provados citamos entre outros: o relacionamento da in 

b~gral monótona com as integrais de Riemann e Lebesgue, a prova 

de muitos re~mlt.ados relacionados com o espaço de Stone, a rela-

çâo entre A-mensurabilidade e a ).1-mensurabilidade de DS forne

cendo a liga~~:ão entre os espaços L p nos dois casos e a demons 

tJ~ação de que para uma a-álgebra A e uma medida o-aditiva JJ, 

LP(X,A,)J) de integral monótona e completo. 
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CAP!TULO I 

1\LGEBRAS DE CONJUNTO, FILTROS E ESPAÇOS DE RIESZ. 

Veremos neste capitulo definições e propriedades de concei-

tos básicos que serão usados posteriormente neste trabalho. Intr~ 

duzimos também a noção do Espaço de Stone associado a uma álgebra 

que será fundamental para o desenvolvimento da teoria dos espaços L P. 

l.l. ÂLGEBRAS DE CONJUNTO 

Seja X um conjunto e P(X) a classe de todos os subconjun

tos de X. A c P (X) é uma á.tgebJta se A e fechada por uniões fi-

nitas e complementares. Dado A c X denotamos o complementar de 
c• 

A por A-. 

j':; fácil ver que a intersecção de urna famÍlia qualquer de ál-

gebras de P(X) e uma álgebra de P(X). Portanto, faz sentido de 

finir a álgebra gerada por IH c P (X) como sendo a menor álgebra 

de P(X) que contém TI~. 

Uma o-ã19c.bJta e uma álgebra que é fechada por uniões enumé-

râveis. A a-álgebra gerada por lli c P (X) é a menor o-álgebra que 

contém lH. 

Sejam X e X' dois conjuntos e A e A' álg0bras de P(X) 

e P(X') respectivamente. Dizemos que a aplicação <P:A--;,A' 

e um t,ornOJiJOI[(\i.-61110 de álgebras se .P satisfaz, para quaisquer A,B e A 
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l) 'IA n n) '(A) ' '(B) 

2) o (A U B) =o (A) U o(B) 

t claro que ~(A) c P(X') é uma álgebra de P(X') contida em 

A' , e é chamada uma imagem homomoJt6a de A. Quando 'P e injetiva 

e sobrejetiva dizemos que o,p é um .{.1.Jomott6-L6mo de álgebras e que as 

álgebras A e A' são i.boman6a.6. 

Um âtomo de uma álgebra A e um conjunto H c A tal que se 

B c A e B c H então B = r)l ou B = H. Intuitivamente vemos que 

um átomo é um con:i unto que na o pode ser quebrado em pedaços na ál 

gebra. Uma álgebra A é dita a~tômic.a se qualquer elemento de A 

contém um átomo de A .. ti.: dita l.!upeJtatôm.tc.a se qualquer subálgebra 

é atômica. Lembramos que se A c P(X) e uma álgebra de conjuntos 

uma subálgeDra de A é uma álgebra de P (X) contida em A . 

Vejamos agora alguns exemplos ô.e álgebras de conjuntos. 

EXEMPLO 1. Sejam X = rn e A c P (X) a classe dos conjuntos finitos ou 

cofinitos. A i~ álqebrct 
-

ma.s nao '.r-álgebra. :t: também superatômica. 

EXEMPLO 2. Sejam X "" IR e l 
1R 

a família dos subconjuntos de 

IR que são uniões f in i tas dG intervalos. Denotamos por { nle_!r.\Jalo 

os intervalos abertos, fE~chados, semiabertos e ilimitados. Então 

PIIR) -mas nao e a-álgebra. E atômica mas na o 

superatômica. Seja I = [0,1] e 1
1

"" IIR n P(I). Então 1 1 e uma 

álgebra de PII). 
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EXEMPLO 3. V8remos aqora um exemplo relacionado com topologia. 

Se X e um espaço topológico então a classe A subconjuntos 

de X que são aberto e fechados é uma álgebra de subconjtmtos de X. 

Lembrando que um espaço topológico é totalmente disconexo se 

suas componentes conexas sao pontos, temos o resultado bem conhe

cido da topologia: 

Seja X um espaço topológico compacto e de Hausdorff. Nestas 

condições X é totalmente disconexo se, e somente se (see) A e 

uma base para a ·topologia de X (veja por exemplo Simrnons: 11 Intro

d"ction to Topology and Modern Analysis"). 

EXEMPLO 4. Seja X um espaço topológico de B a o-álgebra gerada 

pelos conjuntos abertos de X . B é chamada a-álgebra de Borel de 

X. Seja f : X --;> JR • Definimos {f:::: O} = {x E X, f (x) = O} 

{f > a} = {x E X, f (x) > a} \1 a E m. Um conjunto de Baire é um 

conjunto da c•-álgebra gerada pela classe IH = {{f= O}, f:--> JR, 

f continua}. Um conjunto de Baire é sempre Borel e se X é metri 

zável um conjunto de Borel é também de Baire. 

1.2. FILTROS 

Sejam X i·~ 1-Dll conjunto e A c P (X) uma álgebra. 

F c A e um :\.it't~u de A se 

i) F;',~ 

ii) ~ 'l F 

Dizemos que 

! 
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iii) A, B E F- =!> A n f' E F 

iv) A c F , B E A , A c B =;> B E F 

Se F é um filtro de A então 1 = {A E A , A c E F} é chama-

do um ideal de A . Os resultados existentes para filtros tem duais 

para ideais. 

Seja JH c A urna classe de conjuntos de A. Queremos saber 

quando existe urn filtro F de A tal que Til c F. Uma condição ne-

cessária para que isso aconteça e que se 

n 
n 

{Ai} i=l c rn ~ n Ai ;é rp • 
i=l 

(l) 

Est_a condição é também suficiente se considerarmos F como a 

classe de conjuntos de A que contém urna intersecção finita de ele 

mentes de IH. É fácil ver que F e um filtro e que qualquer ou-

tro filtro que contém IH contém F. Por isso esse fiJtro e o 

filtro qerado por m Observamos que todos estes conceitos depe~ 

dem a álgebra A de p (X). 

Um filtro de ·\ c chamado um u.LtJta6iltllo se não est5 contido 

propriamente em nenhum outro filtro de A • Usando o Lema de Zorn 

é fácil ].Jrovar qllc cad~i filtro está contido em ao menos um ul-

trafiltro de A 

Nosso primeiro resultado diz que a coleção de ultrafiltros 

que contém um dado filtro caracteriza este filtro. 
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PROPOSIÇÃO L l. .Se Jarn X u•n c_onjun:to, A ãige_bfta de P (X) ,, F 

DEI10NSTRAÇÃO. Seja F ""n {F' , f' 
1 

ultrafiltro de A,F c F'}. 

Corno a intersecçáo de uma família qualquer de filtros é um filtro 

seque que F1 é um filtro. Obviamente F ~ F1 . Para ver que 

F
1 

::_ F utilizamos o seguinte fato: 

Se F e um filtro de A e A E A então A (/. F see 

Ac n H I ~ VH E F pois isto e equivalente a AEF se e 3H E F 

tal que H n A c - ~ Isto e claro pois se A E F' 
A c n A ~ 

Por outro la ao se 3H E F ' 
H n A c ~ ~ = H C A~ A E F. 

Suponha portanto que Fl ~ F isto e 3A E Fl ' A 51 F. Logo 

VH E F e portanto F u {Ac} satisfaz a condição 

(1) e existe filtro de A e dai ultrafiltro que contém F u {Ac}. 

c l d' -Mas esse ult"rafiltro tem A e A co.m:J e ementoo, contra lçao. Logo 

F 1 ~ F e temos o r e sul ta do. • 

Exis-te uma caracterização simples dos ultrafiltros de A que 

damos a seguJr. 

PROPOE;rçÃo 1.2. Sejam X conjunto, A c P(X) 

de A. Ertttio -6Qo e.qu,(vate.nte.-6 
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i i) H E A ~ i.J: E F (![~ H c E F 

n 
iii) 

n 
{Hi)i=l c A e u H. ~ F = 3 i 0 tal que H. E F. 

l l i=l o 

DEMONSTRAÇÃO. i) :o.:.:~ i i) . Seja H E A tal que H "' F. Corno 

H c n A ,. o VAE F existe um filtro que contém F u {H c} e co 

mo F é um ultrafiltro segue que H c E F. 

i i) = iii) Suponha que qualquer l < i < n H. 
l "' F. En-

n n n 
tão H~ E F' n II~ E r = u H.) c E F > u H. 'l F absurdo. 

l i=l ' i=l l 
i=l l 

iii) -;> i) Suponha que existe F' filtro de A tal que F c F' f . 

Se-Seja A E F' A 'i' F. Então u c 
E F 'i' F. como A A - X e A 

gue que A c E F' • H as r c F' e portanto A E F' e A c E F, ab 

surdo. Logo F é ultrafiltro. • 

~ interesswnte notar que 2 maximalidade de filtros se traduz 

pela condiçZlo de um conjunto da álgebra ou pertencer ao ultrafil 

tro ou ter seu complementar lá. 

Seja A c P (X) uwa álgebra. Chamamos de u.Lttr.afJ .. f.A:.Jtu dete!tmJ.-

nado po-'t x f: X ou uttfl.a6~-Ltfto p!t.Ütc.ipaf o seguintE~ conjunto. 

x {A E A , x E A}. 

Claramente X e um filtro. Além disso se A E A temos que: 

X E A e A E i OU c -x rf- A ==> A E x e portanto x e um ultrafiltro. 
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Notamos que X E A 1 mas pode ocorrer que {x} ;i n A. 
AEX 

Neste caso qualquer y E n A satisfaz y = x. Em qualquer ca
AEX 

so se n 
AE X 

A E A então é um átomo de A. Notamos que podemos 

ter n A 7 A como mostra o exemplo a seguir. 
AEX 

EXEMPLO 5. Sejam X ~ lR ' 
X E X e A ~ {A c lR tal que 

Ao (i' A-). Então A álgebra - {A c tal X E ou X e e X ~ lR 

que X E Ao). Logo n A ~ X mas {x} (i' A. 
AEX 

-Veremos que podemos associar a um filtro uma noçao de conver 

gência que é explicada u seguir. 

Denotamos por lR o conjunto lR u {+oo , -oo}. Sejam então X 

um conjunto A c P(X) álgebra, F filtro de A e f: X--> lR 

Definimos o lim. supF f com relação a F por 

lim supF f in f sup f (x). 
HEF xEH 

Este é o limite superior üa função f com respQito ao fil-

tro F • De rnaneiru análoga definimos lim infF f como 

lim sup f = sup inf f (x) 
HEF xEH 

e quando estes valores forem iguais definimos o .1!.-i.mJ ... :tc. de f com 

relação a F 
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= lim supF f, 

Vejamos agora um exemplo que vai ajudar a esclarecer estes 

conceitos. 

EXEMPLO 6 • Se j aro X = JR e A = P (X) • Se f X --7 m. defini-

mos o .t.Lmlte. .óupe.Jr..Loit de f em x E IR por 

lim sup f (x): = sup{b E JR ·tal que E > O , \fV vizinhan 
x,o 

ça de x tal que VyEV -{x},f(y)<b+E}. 
X,E 

De maneira an5..loga definimos lim inf f(x). Dizemos que f 

é ~e.mi.eon.t.Znua .6upeJt.iOi1.me.n.;te. se lim sup f (x) ,:. f (x) para qualquer 

x E JR. As funções semi continuas superiormente são os limites po!!_ 

tuais de sequências crescentes de funções continuas (veja [12]) 

Definimos de forma análoga semicontinua inferiormente. 

Seja .:1gora 

Notamos que 

F = {A c IR ; x E A
0
}. 

X 

F e um filtro de álgebra A mas 
X 

contrariamente 

ao exemplo anterior nao c um uJ.trafiltro de A . Isto e verdade 

pois se B {x + r· r E Q} então B E A e B ~ F e BC ~ F . 
X X 

Isto ocorreu porque a álgebra A tem mais conjuntos que o caso an 

terior e a noção de maximalidade mudou. Logo a noção de ultrafil-

tro não está somente ligada ao conjunto base X mas também funda-

mentalmente associado à álgebra A . 

Vemos que 



lim f in f 
A C IR 

XE A
0 

sup 
yEA 

f (y) • 

17: fácil ver que lim supF f_:::_ lim sup f(x) e tumbém 
X 

9 

f e 

semicontínua superiormente em x see sao iguais. Vale também 

lin1 inf F lim sup f (x) e igualdade see f for semi continua in-
X 

feriorment.e em x . Como f e continua em x see os dois casos 

ocorre'n simultaneamente vemos que f é continua em x see exis-

te limF f. Logo existe um filtro de A que caracteriza a con
x 

tinuidade de uma função real em um dado ponto. 

Este exemplo também mostra-nos que lim supF 
X 

f..::_lim infF f. 
X 

Este é um fato geral, ié:itO é, qualquer A álgebra e F filtro de 

A te:;nos lim supF f _.:::_ lim infF f para qualquer f : X ~ JR. 

Notamos também que as funções lirn infF f e 
X 

lim infF f 
X 

são semicontinua:.:: superiormente e inferiormente respectivamente. 

Vamos a(jOra introduzir o conceito do espaço de Stone associa 

do a uma álgebra A de P (X). 

Indicamos por X o conjunto dos ultrafil tros dG A • Seja 

cp : X -·---» X a aplicação que associa a cada xEX o ul trafiltro de 

terminzuio por x . Se Q e injetiva dizemos que a álgebra A .óep!!:. 

:w pl!Hto-0; s,.,~ é sobre A é dita pent)e . .tta. Quando A é perfeita t~ 

do ultrafiltro de A e principal. Se X e .infinito (Cardinal X = 

~#(X) N ) 
() 

então P (X) não é perfeita. Basta considerar 

:I 
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Ent€io f e um filtro contido num ultrafiltro maximal que -na o 

é principal. 

O conjunto X c chamado o e-6paço de S-ton.e. associado a álge-

-
bra A . Daqui a pouco vamos definir uma álgebra importante de P (X) 

e colocar uma topologia neste conjunto. 

Sejam agora X um espaço topológico compacto e A a álgebra 

dos conjuntos aberto-fechados de X. Então A e perfeita pois se F 

é ultrafiltro de A então 
n 
n 

i=l 
Il. 

l 
onde B. E F. Como B. -sao 

l l 

fechados e {B, B E f} tem a propriedade de intesecção finita e X 

é compacto temos ·í B -1- {p e dai qualquer x nesta intersecção 
BEF 

satizfaz x - F e portanto A é per f e i ta. 

- -Para cada H F A seja H c X o seguinte conjunto 

H ~ (F E X H E F}. 

Definimos também A = {Ã : H E A}. 

Temos então o seguinte resultado: 

LEMA 1.3. Se. X, A I X, A -5ao c.omo ac-tma, e.ntão A e uma âf9e.!J-'ta 

e. a apiic..aç_ã.o 



A A c P (XI 

li H 

e um isomorfismo de álgebras. 

DE~IONSTRAÇÃO. i) Sejam H
1 

e H
2 

E A. 

Se 

= 

-
'(lll U H2 J ~ (FE X 

ou f" E H 
2 

logo 

ll 

pois F é ultrafiltro 

Como '.fJ (H
1

l e <P or
2

J .::_ <P (H
1 

u H
2

) segue que r.p (H
1

) u <P ( H
2

) 

c r.p (H
1 

U H
2

) donde segue a igualdade de .p (H
1 

u H
2

) e '{! (H
1

)u .,o( H}. 

Se H
1 

n H2 E;: F = H E 
l 

F e H2 E F = F E e (H
1

1 e F E 9 (H2 I 

= e(H
1 

n H2) CO '(Hl) n,(H
2
). 

Por out.ro lado se F E e (H
1 

I n e (H
2

) = Hl E F e H2 E F = 

Hl n H2 E F = ' (Hl) n e (H2) C0 '(Hl n H2) donde sai a igualdade. 

iii) H E A. H E IP(Hc) <;:::::::> Hc E F~ H f/ F ~F 9'( <P(H). Lo-

go e (Hc) ·- X - e (H). 

I 
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Com i) , i i) e i:Li) provamos que A e uma álgebra. Além dis-

-
'(X) 50 ~ X pois X E F para qualquer ultrafiltro de A . 

Corno • e sobre fal-ta provar que e e biunivoca. 

Se A = ~ { ~} ou {~,X} o resultado e trivial. Seja en-

tão H E F o ~ H ~ X. Seja F ~ {Z E A ' 
H c c z}. Obviamente 

F e um filtro contido num ultrafiltro maximal F ! Clarar:·ente 

- -
H " F = F íl H ~ 11 ~ X. Logo se e (H) ~ X segue que H ~ X. 

Podemos provar agora que <P e biunívoca. Se 'fi (H
1

) 

então '(H~) ~ 
-X - ' (!!2) = ,(H~) u H c ' (H2) = X = l 

u H2 ~ X 

= Hl c H2. De modo análogo H2 c Hl e portanto - biuni.voca. • e 

Logo • e isomorfismo de álgebras. • 

A c P(X) sendo álgebra é fechada por intersecções finitas 

portanto pode ser tomada como base para uma topologia L em X. O 

espaço de Stone X é usualmente dotado desta topologia. 'remos 

então o teoreMa clássico devido a Stone válido também para estru 

turas mais ge1:aL~: as álgebras de Boo1e (veja [16]): 

1.4. '.PEOREHA- Teorema de Representação de Stone. Se.jam X Ulli c.on-

junto, A c P(X) uma â.tgebJta; X o e.õpaç_o de. Stone. a-6-t,oc_,(.ado a A 

-A c PCi) a ~lgeb~a de6-tttlda ac_ima. Ent~o -X e um e.õpaç_o campa~ 

to de. Hau.õdoh(}{J e totafmerLte. di-t,c.oVle.xo. A â-tge.b!La Ã é_ âtge_bfta do-6 

abe.Jtto-Q~cfwdo,.'J dí!. X; r. pe_Jt6eJ:t:a e_ .6epcl!La )JOrttO-Ó de. X. 

DEMONSTRAÇÃO. Seja {Ái}iEI onde Ai E A um recobrimento aberto 

-
de X por elementos da base. Então n (X - A,) = q) 

iEI -'-
isto e, 



-nao existe F E X tal que F E X 

J F E X tal que 

A. 
l 

Logo Gxistem i
1

, ... ,ik E I tal que 

Vi 

k 
n 
j~l 
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Vi E I ' donde 

E I 

(X- A. . I ~ ~ pois 
lJ 

caso contrário JH = {X- Aj_} iEI satisfaz a condição (1) do pará

grafo anterior e portanto gera um filtro e dai um ultrafiltro F'. 

Absurdo pois dai X - A. E F' para qualquer i E I. Logo 
l 

k k 
u A .. ~ X e u A .. ~ X donde X e compacto. 
j~l 

lJ 
j~l 

lJ 

Sejam F 
l 

e F2 dois ultrafiltros distintcs de A . Logo 

existe A E A ' A E Fl A " F2. Is·to implica que Fl E A e 

. c - -c 
F2 E A abertos de X e A n A ~ ~ . Logo X e I-Iausdorff. 

X é também totC~.lmente disconexo para os conjuntos aberto-

fechados ( = ;\) qeram a topologia de X. A e álgebra de P (:R) e 

seus elcmc~:tus siio conjuntos aberto-fechados. Por outro lado, se 

é -B c: X aberto fechado B ~ u A. A. E A por ser B aberto 
i=I 

], l 

·~ k k 
e dai 8 .. u A. pois B fechado e compacto. Logo B u A 

l Ji j_c.o.l l i=l 

pertence a Â. Como comentamos antes, Â é perfeita. Podemos ver 

isso de outra maneira: 

-
Seja 1' um ultrafiltro de A e seja 

I (A E A 
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Como a aplicação A -->A é um isomorfismo de álgebras I é 

um ultrafiltro de A . Tomando A E A temos: 

A E I' see A E 1 see I E A 

e portanto o ultrafiltro I' e determinado pelo elemento I E X 

e assim A e perfeita. 

Observamos finalmente que uma álgebra separa pontos see da-

dos x e y E X distintos existe A E A com x E A e y \i' A 

(ou vice-versa). Dados dois ultrafiltros distintos de A vemos que 

a condição acima é satisfeita pois X e Hausdorff e A é base p~ 

-ra sua topologia. Portanto A separa pontos. • 

A importâncü1. deste teorema é enorme pois ele transforma no

çoes de álgebras de conjunto para noções topolÓgicas. Este resul

tado sera muito utilizado no estudo dos espaços LP associados às 

integrais monótonas. 

EXEMPLO 7. Seja X= (I) um conjunto e A C P(X) uma álgebra. Se 

a : A ----7- [O,+ooJ satisfaz a (<f!) = O , a (X) f:. O e a(B) <o.( c) 

se 8 c C ambos em 11, então o conjunto 

I' - (H E A ,i( A n H) = a (A) , ~A E A} 

e um filtro de A chamado suporte de A . 
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EXEMPLO 8. .Sejam X " 'P conjunto, A c P(X) álgebra, F filtro de 

A . Definimos as funçÕes a F' SF : A --...;, {o' l) por 

{: 
se H E F 

a F (H) = 
se H 'I F 

{: se H n A f <P VA E F 
GF(H) = 

se 3A E F com H n A = ~ . 

Neste caso o suporte de ambas as funções e F. Notamos pela 

caracterização anterior de ultrafiltros que se F e ultrafiltro 

entao n F = 3F. Além disso, neste caso a F e (~F 
~ 

sao finitamente 

aditivas pois: 

Se A,B E A. e A n B lD então 

i) Se ::\F(ll. u B) ""O ===:.> aF(A) == aF(B) =O porque o: e mono 

tona. (is-t:o porque F é filtro). 

U.) Se 11 r CA u B) = l ==> A u B E F e como F e ultrafiltro 

-~ A E F ou B " F mas na o ambos pois A n B = ~ e F c filtro. 

Logo E·m qualquer caso vale A,B E A A n B = ~ ~ 

e aF É• finitamente aditiva. 

Por outro J.ado é fácil provar que se JJ : A --> {O, 1} é a di 

tiva então F = {A E A : ]J (A) = 1} é um ultrafiltro de A. Isto 

I 
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estabelece uma correspondência biunivoca entre as medidas finita-

mente aditi.vas não constantes a 2 valores em A e os ultrafil-

tros de A . 

Dizemos que um ultrafiltro F de A e LtvfLe se n A = <P • 

N;c-F 

EXEMPLO 9. Seja A c P(JN) a álgebra gerada pelos conjuntos fini-

tos. O Único ultrafiltro livre de A ê ultrafiltro F dos conjun-

tos cofinitos. Vemos claramente que F é um filtro. 

Se não fosse ultrafiltro existiria F' ul trafil1:ro com F C F 1 
• 

+ 

n 
Logo existe C E F' , C ?! F. Dai C e finito C = u {xi} e como 

i=l 

cada {x.} E A e F' 
l 

-e ultrafiltro segue que existe l < i < n 
o 

tal que (X' } 
lo 

E F I ou seja F' = xio 
Absurdo pois JN-

f c F'. Logo F é ultrafiltx·o de A 

Seja F' un' ultrafiltro qualquer de A • Se F' contém um 

conjunto f in i to de JN pelo raciocinio acima F' e principal 

caso c,ntririo F' c F e portanto F' =F. 

EXEHPLO 10. Seja I c P(I) a álgebra gerada pelos intervalos de 
I 

I. Dado x c (O , 1) chamamos 

sx ~ (A E l . 3c > o com (x-t:, x) c A} 
l 

8 ~ IA c l 3c 
X I 

> o com (X' X+ €) c A} ( 2) 

y - {A c i X E A} 
X I 
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-yx e o ultrafiltro principal determinado por X - Vamos pro-

v ar que Bx e 6 sao ultrafiltros de li X 

f- B e filtro 
X 

i) I E sx => B ~ <P 
A 

i i) <P 'i' B 
X 

iii) A,B E c = 3El > 
X 

o (x - El ' x) c A 

3E > o (x - t: 
2 

, x) c B 
2 

Seja = (x-s,x) cAnBE 0x 

iv) A E Bx , B e A , A c B ent~o claramente B E Bx 

1- Sx e ultrafiltro de I 1 

Seja com = H E i3 X . Logo ::lt: > o com 

( x- c, x) c H. Como cada H i é uma união finita de intervalos ====> 

3i r 1 < i 
o o 

< n e E. 
lo 

< E 

portailto B é ultrafiltro. 
X 

com 

Da mesma forma ó e um ultrafiltro. 
X 

= E S 
X 

e 

Observamos que para x = O podemos definir ôx e yx e p~ 

r a X ~ l 8 
' X 

e e ainda são ultrafiltros. 
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Vamos mostrar agora que estes são os únicos ultrafiltros de 

Para ·:anta tomemos F um ul trafil tro de I 
1

• Suponhamos que 

F não é da forma (2) para qualquer x E I. 

Seja então x E I. Por hipótese 3A E F com x ~A. Além 

disso existe B e F com (x- s,x) ~ F , Vs > O. Como B é união 

f:Lnita de intervalos existe > o tal que {x-E ,x) n 
X 

Da mesma forma 3 C E F e s • > O com (x, x + E') n c 
X X 

do x = O ou x = l um destes passos não existe) 

8 ~ ~ • 

!jJ (quan-

Seja 

Ex = (x- c , x +é:') e o 
X X X 

A n B n c E F, Ex n ox f. Ql. Fazemos es-

ta construção para cada x E I. Como {Ex}x 1 sao abertos e co

brem I compacto existe uma família finita {E }n que cobre I. X. 

Dai 
n 
n 

i=l 

ou 

E F mas 
n 
n 

i=l 

para algum 

l i=l 

absurdo e logo F e da forma 
i 

X E I. 

Os ultrafiltros do tipo i3x sao chamados ade!ten.t.eó a e.-6qu.e:~ 

da de x e os do tipo 6 adc_Jte..nte..-6 ã d-<-JLe-<-ta de x . Os ul trafil 
X 

tros principais são os pontos isolados de 1
1

. Pois {x1 E A e 

dai l' = {X} 
X 

é aberto e fechado em 1
1

. Por outro laào 

é isolado pois uma vizinhança tipica de S é do tipo 
X 

8 nao 
X 

com t: > O e yy E {x ~E , x) para qualquer y E (x ~E , x). o 

mesmo ocorre com ô 
X 
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Vemos q~1e duas álgebras de c:--njuntos sao isomorfas see os 

seus espaços de Stone são homeomorfos. Quando A e a álgebra dos 

conjuntos ab0rto fechados de um espaço topolÓgico X compacto 

Hausdorff e totalmente disconexo então o espaço de Stone de A e 

homeomorfo a X . 

Um conjunto H da álgebra A é um átomo see H e um ponto 

' 
isolado de X (veja o último exemplo) . Uma álgebra de conjuntos 

é atômica see o conjunto dos pontos isolados de X é denso em X. 

Além disso notamos que o conjunto dos ultrafiltros que contém um 

filtro fixo é um subconjunto fechado de X. 

1.3. ESPAÇOS DE RIESZ 

Vamos estudar agora os espaços de Riesz, analisando várias de 

suas propriedades. Veremos que o conjunto das funções finitamente 

aditivas é um espaço de Riesz de uma classe especial chamado com-

pleto. Este fato será utilizado no Capitulo IV. 

(V,2) é um espaço vetorial real 

V munido de uma relação < que satisfaz: 

i) X < X 

.. I H X < y e y < X '"'? X = y 

\lx,y,z E v 
iii_) X < y e y < z -, X < z 

i v) X < y e a E [0,+"') = ax < ay 

V) X< y =:o!> X+ Z < y + Z. 
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Notamos que as três primeiras condiçÕes definem uma ordem pa!:_ 

cial em V e as duas últimas relacionam esta ordem com a estrutu 

ra de espaço vetorial existente em v . 

Chamamos o conjunto + V = {x E V ; x :· O} de cone de ordem 

ou cone dos elementos positivos de (V,< I . 

Sejam (V,.::_) um espaço vetorial ordenado e x,y E V. Indica-

mos por x v y (resp. x A y) o menor (resp. maior) elemento de V 

que é maior (resp. menor) do que x e y quando este elemento 

existir. Isto é 

i) X < X V y e y < X V y 
(3 I 

ii) Se a E v e x < a y<a~ xvy<a 

Dizemos que um espaço vetorial ordenado (V,<) É~ um e . .ôpa.ço de 

Rie.hz se existem x v y e x 11. y para cada para x,y E V. Neste 

caso chamamos x v y de sup (ou supremo) de x e y e 

de inf (ou infimo) de x e y. Vemos pelas fórmulas (3) 

sup concorda com a idéia intuitiva de supremo. 

Definimos agora pa:•-a todo x E V 

I xj = x v (-x) - variação ou va.tolL ab.t.o.tuto de x 

+ 
X X V () vaft-iaç.ão po.t..L:t-iva de. x 

x ==- (-x) v O - vaJLiaç.ão ne.gat:-iva de x 

t: fácil então demonstrar que 

i) -(x A y) ~ (-x) v (-y) 

X A y 

que o 



.ii) x A y + ::! = (x+z) A (y+z) 

iii) X A j + X V y = X + y 

i v) a (x ' y) ~ (ax) A (ay) \JaE(O,+oo) 

v) x 
+ 

"" X - X I xl 
+ 

-- X + X 
+ 

X 

I ax I ~ I a I x , ~a E lR 

vi) 
+ 1 

x ~ 2 (I x I + x) - x) 

vii) x v y 1 
~ 

2 
(x+y+ lx-yli onde 

X A 
1 

y~ 2 (x+y-lx-yll 

viii) lx + Yl < lxl + IYI . 

A X ~ o 

x,y,z E v 

21 

Por exemplo vamos demonstrar que Jxl + x + x . De fato 

+ (x o I ( -x) o pela de f. + 
X + X v + v - X e X 

~ (x + (-x v o I v (0+ (-xl v 0) - dual de i i) 

~ ( (x + ( -x) I v (x +O) I v ( (-x) v o I dual de i i) 

~ (0 v x) v ( ( -x) v o I 

~ o v X v (-x) v o - associatividade 

~ I xl v o ~ I xl pois I xl > o . 

Sejam aqc_,ra (V,<) e O!V,<) dois espaços de Riesz. Uma aplica-

-çao linear ~') : v --> w e chamada um homomoJtfJÃ...hmo de e-6 paç_o.6 de 

Ri.e..õz se 
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<Pix A yl ~ <)(x) A <PIYI Vx,y E V. 

Se (V,<) é um espaço de Riesz então dizemos que um subespaço 

vetorial W de V é um Dube_t.paç_o de_ R,Le.J.Jz de (V,<) se 'tfx,y (,: w , 

x A y e x v y c W. Todo subespaço de Riesz é um espaço de Riesz 

com a ordem l.nduzida. Além disso vemos que w c (V,<) subespaço 

vetorial é subespaço de Riesz se X E W ====;> 
+ 

X E W ou X E W OU 

[ x[ E W. 

Dizemos que Q (V,<) -~ (W,~) é um -tJ.Jomo!t6-Lómo de. e...ópa-

ç.o.6 de.. Rie!J z se <)1 e um isomorfismo de espaços vetoriais e se -<P e 

homomorfismo de espaços de Riesz. 

Um espc1ço de Riesz (V ,:5_) é dito c.ompie.to se paJ:-a todo A c V 

nao vazio, limitado superiormente, A tem um extremo superior (um 

máximo) em. V. As consições seguintes são equivalentes: 

1) (V,~) é completo 

?) cada con:junto A c V inferiormente limitado tem um extre-

mJ inferior 

3) cada redE {xj)jEA c v+ crescente e superiormente limita 

da tem supremo ern v+ 

4 I Cada rede { Xj} . E A v+ c 
J 

decrescente tem um in f imo em + v . 

Vejaffios agora alguns exemplos de espaços de Riesz. 
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EXEMPf_,O 11. No espaço vetorial lR 
2 

os conjuntos 

c1 ( (X' y) E 1R2 X > o I y > O} 

c2 - ( (x,y) E 1R2 x > O , y > O} 

definem relações em JR
2 de tal forma que c 1 geca um espaço ve 

torial ordenado, mas c
2 

nao. 

(x,y) 2..c (z,w) 
1 

= (x-z 1 y-w) E Cl = 

x·-z :> O e y-w > O ~· x > z e y > w. 

Neste caso (V,~C ) é um espaço vetorial ordenado. 
1 

uma construção análoga para c2' < -c 
2 

não chega a ser 

parcial portanto (V ,_::c l 
2 

não é ordenado. 

Além disso (V, ~C ) e um espaço de Riesz onde 
1 

(x,y) v (z,w) = (x v z , y v w) 

(x,y) A (z,w) = (x A z , y A w) 

lembrando x A z- min(x,z). 

Fazendo 

uma ordem 

EXEMPLO 12. Seja f dlR --> IR} com o cone de ordem 

c : (f f (x) > O 
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e um espaço vetorial ordenado com a ordem f < g quando 

f(x) < g(x) \lx E JR. 

Claramente e um espaço de Riesz completo. No próximo capítu

x 
lo trabalharemos com [O, +co] que é de certa maneira um cone 

onde estão definidos as operaçoes A e v . 

Dizemos que um subespaço vetorial W de um espaço de Riesz 

(V,<) éurn_é". banda se 

i) X E W yEV e IYI.:'_Ixl = yEW 

ii) ~ F A c W e A superiormente limitado em 

V :=;. sup A E W. 

Voltamos ao exemplo 12 vemos que o conjunto das funções limi 

tadas de JR JR nao e uma banda pois ii) falha. O conjunto das fug 

ções contínuas C (IR) também nao e uma banda de ( lR m, ,2) p::üs e xis 

te A c C (IR) tal que sup (A) em C ( m.) é diferente de sup A ern 

lRIR • Mas C(IR) é subespaço de Riesz de (IRIR, <). 

Vamos estudar aqora o espaço das medidas finitamente aditi-

vas quQ nos intcressêl.m particularmente. Este desenvolvimento será 

fundamental para o estudo das integrais monótonas e seus espaços 

X t- ~: denotará um conjunto, A c P(X) uma álgebra,F(Á) o con 

F (A) = { l-1 : 1\ --» IR tal que A, B E A e A n B '/- <jl ~ 

~ ll\~ u B) - 1' IA) + ~ (B)} 



M{A) o subconjunto de F(A) das funções limitadas 

M(A) = (IJ E F(A) tal que sup r~ (A) I < +w) 
AEA 
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e M (A) o subconjunto de M(A) constituído pelas medidas a-adi
a 

tivas 

M (A) - (~E M(A) 
a 

tal que w é a-aditiva} . 

Colocamos em F(A) a estrutura de espaço vetorial dado pela 

soma de funções e multiplicação por escalar. 

Em M(A) consideramos o cone de ordem 

ll (A) > O VA E A}. 

Para a ordem (~) gerada por este cone (M(A) ,<) e um espaço 

de Riesz onde dados )J e yEM(A) 

-
A~-> lR sao definidos por 

n 
[11[ IA) = sup( " 

i=l 
lu I H . ) I onde 

l 
e uma parti-

ção finita de A} 

[p A y] (A} = inf {JJ (T n A) + y (A n 'l'c)} 
TEA 

I 4 J 

I 5 J 



[~ v y] (A) - sup ( 1dT n A) + y (A n Te)} 
TEA 
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( 6) 

-(M(A) ,~) e um e6paço de Rie6z. 

DEMONSTRAÇÃO. Vamos demonstrar (6) primeiro. Seja a A~ IR 

definida por (6) 

a(A) - sup ("(T nA) + y(A n Te)} 
TEA 

- -Corno p e y sao limitadas a e limitada. Vamos provar que 

a E M(A). Sejam portanto A,B E A A n B i- tp. Então 

Dai 

,, (A U U) = sup {"(T n (A U B~ + yUA u B) n Te)}= 
TEA 

= sup {p(T nA) + y(A n Te) + p(T n B) + y{B n Te)}< 
TEA 

< sup {p(T nA) + y(A n Te)} + sup {p{T n B) + 
TEA TEA 

c + y (B n T ) } = a (A) + a (B) . 

Por outro lado dados S e T E A seja C = (A n T) u (B n S). 

(AUB) nc= (AnC) u (BnC) e AnC= (An (AnT)) u (An (BnS)) 

= AnT pois AnB ~ rp 

e snc=sns 
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e portanto (A u B) n C= (A n T) u (B n S}. (7}. Al~m disso 

(A U BJ n Cc = (A n Cc) U (B n Cc) 

CC = (Ac U Te) n (BC U Se) 

e 

da mesma forma B n cc = B r1 se logo 

( 8 I . 

Logo 

" ((A '1 T) U (B n S)) + y ((A n Te) u (B n Se)) 

" ((A U B) n C) + y ((A U B) n C c) ( 9 I 

por (7) e (8). Como 



a (A) + a (B) = sup {~{A n T) + y(A n Te)}+ 
']'t:::A 

sup {p(B n S) + 
SEA 

sup sup {w(A n T) + y(A n Te) + u(B n S) + 
'l'EA SEA 

c + y(B n s 11 segue de (9) que 

a(A) + a(B) < sup {p((A U B) n C)+ y((A U B) n CC)} 
CEÁ 

= a (A U B) 
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donde a (A u B) -a (AI + a(B) e corno A e B sao arbitrários 

a E MIAI. 

Usando T A na fórmula (6) obtemos a (A) > u(A) 

e c 
T = A ~ a (A) > y (A) • Logo a > U e o: > y. 

Seja O E M(A) com 6 > p e 6 ~ y. Então seja AE A fixo. 

Para ~TE A , O(A) = ó(A n T) + ó(A n Te) > y(A n T) + y(A n Te) 

e· tomando o sup sobre AE A obtemos ó (A) > a (A). 

Variando A sobre A obtemos 6 > a. Logo pela definição 

a.=wvy. 

De rn~meira an5.loga provamos a fórmula ( 5) e assim M (A) e um 

espaço de Hiesz. 

Vamos agora provar a fórmula (4). 



Seja A ~ A fixo. Então 

~~~(A) ~[~v(-~)) (A)~ sup {w(S nA) - W(A n Se)}< 
SEA 

< sup llwis n Ali+ lw (Se n Al/J 
s<=A 

e como s n A, se n A e partição finita de A isto é < 

n 
sup{ E I~(H.ll 

i=l l 
partição de A) 
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I 1'0) 

Seja agora partição finita de A. Reordenarnos 

os lndices de téll forma a colocar os Ei 

meiro lugar. Dai 

com ~J (E.) > O em pri
l 

n 
E 

i=l 

pois 

r n r 
I" (E.) I 

l 
E u(Ei) + c - W(Ei) ~ W( U Ei) 

i=l i=r+l i=l 

p E M(A). Tomando B 
r 
u E. E A 

l 
segue que a soma dada em 

i=l 

I l.O) para vale 

Logo como são iguais para qualquer A E A resulta a igualda 

de. 

,, 



Vamos agora estudar o conjunto M (A} das medidas 
o 
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cr-aditi-
~ 

vas definidas sobre A. 1-1 E M (AI 
o 

significa que dado {A } c n n=l A 

onde 

00 

= ~ 

n=l 

A E A 
n 

w (A I . 
n 

e A. n A. 
l J 

i 7' j 

00 

então w ( u 
n=l 

AI 
n 

Observamos que nem sempre ternos u An E A pois A e so-
n=l 

mente urna álgebra. Claramente se ~,y E M0 (A) e À E ~ então 

tJ + Y e À~ E M (A) e portanto M (A) é subespaço vetorial 
o a 

de 

M (A) • 

Vamos agora provar que é um subespaço de Riesz de M (A) . Dados 

w e y E M IA) a· então 3 tJ v y E M (A) • Se provarmos que f.! v y E 

M
0

(A) teremos o resultado. 

Sejam portanto e 

tos dois a dois e u An E A. Então 
n=l 

00 00 

lw v yJ I u A I .. sup (" ( u A n TI 
n=l n TEA n=l n 

00 00 

+ 

= sup ( " W (A ,, TI + L y (A n Te) ) 

TEA n=l n n=l n 

00 

y( u A 
n=l 

= sup ( 
TEA 

+y(AnTC))}<L 
n=l 

sup 
TEA 

(u{A n TI + y(A n Te)} 
n 

n 
n 

00 

~ 

n=l 

com A 
n 

Te) ) 

(o (A 
n 

00 

disjun-

(1 TI + 

z 
n=l 

[)' v y I (A I . 
n 
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Observamos que todas as séries sao absolutamente convergen 

k 
tes pois por exemplo z I~ 

c A. 

n=l 

Por outro la, 7o seja T E A 
n 

I -- L 
n=l 

]J(A n T) + 
n n 

Vk e 

e considere 

Como as séries são absolutamente convergentes (mesmo 

T = X 
n 

v E lN I então dado 
n 

00 

~ 

n=n +l 
o 

I u (A I I + n 

00 

~ 

n=n +1 
o 

ê > o , seja 

I y (A I I < E/ 4 n 

n E lN 
o 

tal 

(ll) 

para 

que 

I 12 I 

Tomdndo 
i 
u 

j=l 
(A. n T. I 

J J 
vemos por um racioclnio análogo 

ao do cálculo para ~v y (fórmulas {7) e (8)) que 

no 
y I I u A I n CC 

n=l n no 

por I 7 I e I 8 I 

n 
o 
z 

n=l 
u (A n T I n n 

n o 
Te) = I. yiAn C1 

n=l n 



I z 
n=l 

w(A n TI 
n n 

n 
o 

1: 
n=l 

uiA n T 11 < E/4 n n 

ainda de (7) 

Logo 

n 
o 

I,, ( I u 
n=l 

A ) n 
n 

- uiA n c ) I < E/ 4 
no 

I z uiA n T) - uiA n c I I < E/2 n n n
0 n=l 

e da mesma forma 

Loqo 

L 
nc;:.=l 

I L ) I < E/2 
n=l 

y(A n Te) - y(A n 
n n 

~~(A 
n 

,-1 1' ) + 
n 

1 
n=l 

y(A n T0 ) < u(A n 
n n 

+ y{A n 
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+ E 

e corno C <:' A tomando o sup do lado direito e depois do lado 
no 

esquerdo obtemos 

lu v y] (A ) < U v y (A) + E 
n 

e -mo F: ' O c• arbitrário juntando com a outra desigualdade ob-

tida temos 



' 

n-:=1 
[ ~ v y I (A I -

n " v 

00 

y( u 
n==l 

A) 
n 

e 
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~ v y E Mu(A) que e portanto subespaço de Riesz de M(A) e dai 

um espaço de Riesz também. 

Vamos agora provar que M(A) e completo. 

PROPOSIÇÃO 1.6. M(A) e um e-bpa.ç.o de RJ..e..õz comple-to. 

DEMONSTRAÇÃO. Seja V C M(A) limitado, isto e 3y E M(A) tal que 

"(A) < y (A) IJ A E a \lf-1 E V. 

V= {lJo:, o: E N}. Seja J-1 A~ lR definida por 

onde 

sup 

{E I k c A 
n n=l 

part.ição de A 

+ ... + ~~a (Ek)} 
k 

-a E N. O sup e tomado sobre todos os conjuntos finitos 
n 

de 

índices n . E N, funções de V com estes índices e partiçÕes de 
~ 

A. Obviamente " < y 11 > u 
a . 

1 

a. E N 
1 

= é limitada. 

Vamos mostrar quo 11 e finitamente aditiva. 

Sejam E e F E' A { n 
e E > O . Existe A1 }i=l 

partição de Eu F e {ct 1 }~=l c N tal que 
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)I (Al) 
al 

+ ... + )1 (A ) 
an n 

> p (E U F) - E 

1'omamos E.= E nA. e F.= F nA,. {E,}~ 
1 

e {Fl.)nl.=l 
l l l l 1 l= 

são partições de E e F respectivamente. 

n n 
~(E) +~(F) > ~ (E. ) + L 

o:i l i=l 
~ (F i) = L 

11 i i=l 

n 

U F.) 
l 

= L: p (A.) < 1.1 (E u F) + E • Logo como E > O e arbitrá-
i=! o;i l 

rin p(E U F) < J,(E) + w(F). 

Sejam açrora {C i} ~=l C A partiçÕes finitas de E 

e F respectivamente 

:n 
I: 

i=l 

W (B.) 
C< • 2 

l 

"s (c. J 
i J 

> W (E) - E/2 

> W (F) - c/2 

Como {Bi}~=l u {Cj}~;:;;;l e partição finita de E 

com 

F então 

+"a (Bn) + WGl (Cl) + .•• + )JB (Cm) '"_~(E) +w(F)-E 
n m 

e como c > O é arbitrário segue que JJ (E u F) > J.l (E) + ]J (F). Lo 

go W E MIA). 
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Seja agora v E M(A) com v > f.! -- a \Jcx E ,V. Então qualquer 

partição . }n 
{E i i=l de A E A e 

v (AI - v(E.) + ... + V(E) 
l n > fJ {Ell 

al . 

temos 

+ . . • + ~a 
n 

(E I 
n 

Tomando o sup obtemo.s v {A) > l1 (A). Como A e arbitrário v> fl. 

Assim ~~ é o supremo de V e M(Á) é um espaço de Riesz com-

pleto. • 

De manei:r.·a análoga se mostra que M
0 

(A) e um espaço de Riesz 

completo. 

Notamos que quando A é uma o-álgebra a demonstração de que 

~ v y existe em M (A) é simplificada pois 
o 

00 

c = u 
n=l 

(A n T I 
n n 

u-

tilizado na demonstração pertence a A se A
11

, T
11 

E A , 'ri n E lli. 

Isto mostra que no trabalho com álgebras os processos enumeráveis 

devem :;er analisados cuidadosamente. Embora a fórmula ( 6) para 

1J v y pareça artificial ela se torna mais intuitiva a partir da 

fórmula (4) para lf-11 , a qual realmente se assemelha a variação 

total de uma medida finitamente aditiva corno veremos no próximo 

capitulo. 

Por último vamos definir uma norma em M(A) por 

IPI ~ sup I~IAI I· 
AEA 
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Claramente I é uma norma em M(A) e com esta norma o es-

paço métrico dedvado é um espaço completo e portanto de Banach. 

M0 (A) é um subespaço fechado portanto também um espaço de Banach. 



CAPÍTULO II 

INTEGRAIS MONOTONAS 

Um concclto qcneralizado de integração foi estudado por De 

Giorgi e Letta [2] originando então as integrais chamadas "monóto 

nas", a.s quais foram posteriormente analisadas por Greco [5 ' 9] . 

Elas sã•:J definidas a partir de uma função de conjunto monótona 

qualquer, e nos casos usuais são simplesmente a integral de Ri e-

mann ou Lebesgue. Estudaremos aqui as propriedades principais das 

integrais monótonas. 

2.1. DEFINIÇÂO E PROPRIEDADES GERAIS 

Uma função de conjunto a.. : P(X) ---? [0, +ooJ com X um con-

junto n~o vazio~ dita mon~~ona se a(~) =O e se A,B c X e 

A c B então a (A) < a(B). Neste caso l·o, + oo] X "' representa o con 

junto de todas as funções f : X ---,'> [0, + oo]. Neste conjunto que 

alçrumas vezes denotaremos por x* definimos as operações v e 11 

v x* x x* ~ x* 

v(f,g)=fvg onde (f v g) (x) = f(x) v g(x) 

para qualquer x E X. Observamos que a v b = sup(a,b) se a e b 

são elementos de JR. Da mesma forma definimos o in f imo de f e g 

,. 
em X· , f fi g. 
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Seja D3 ,-- [O, + oJ] X . Dizemos que JB e um domZvtiu de_ inte-

gnaç.ao se 

Vf E m V\ E lO, + oo) = Àf A À , .f V À - À E ]l 

onde À também denota a função constante de valor À • 

Vamos agora definir o que e urna integral monótona. A defini-

çao sera axiomática e depois veremos que ela concorda com a idéia 

usual de integral. 

DEFINIÇÃO 2.1. Sejam IB um dominio de integração de [O, +w]X e 

T: m _,. [O I + m] um funcional. Dizemos que T -e uma inte.gh.ai 

mo11Ôtona (IM) se dados f,g E JB e À E (O , + (X)) temos: 

i) ~r(Àg) ~ ÀTigl 

i i) g < f ='~ T(g) TI f) 
-

iii) TI g) T'lg " À) + Tlg À À) 
111 

~ v -

i v) T lg) = lim Tlg A n) 
n ·)-+(\' 

l !) V) T lg) ~ lirn Tlg v 
n-;.+co n n 

Uma integral monótona é homogênea e a priori é linear somen-

te para uma classe especifica de somas, isto é f= f A À+ (f v À- À). 

Esta integral é também monótona como seu próprio nome o diz e sa-

tisfaz propriedades boas de convergência. Vamos estudar agora al-

gumas propriedades desta integral. 

Primeiramente V0lllOS mstrar que iv) +v) sao equivalentes a pro-

priedade segu.i nte 



Vi) 

Para 

a: vi)' 

lim 
+ c -+ o 

tanto 

lim 
n --r+ oo 
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T(f A À -f A E) ~ T(f). 

primeiro mostramos que i v) + v) - equivalentes sao 

·r 1 f A n - f v !I 
n 

~ T (f I . 

OBSERVAÇÃO. Para estas demonstrações estamos supondo i) , ii) e 

iii) válidas. 

Suponha portanto iv) e v) válidas. Temos as seguintes igua~ 

dades 

(f A TI - f A 
l 
-) A 
n 

{(fAn-fA 

l (l - -1 
n 

~ (f A l) V l 
n 

l 
n 

- (l - (f v l - li A (n- 1) 

cuja verificação depende de separar os casos em que O< f (x) ~ 1/n, 

1/n < f ( x) < 1 , 1 < f ( x) < n e f ( x) > n. 

Para evitar casos triviais supomos n > 2. Logo pela iii) da 

definição 2.1 temos 

T(f A n- f A ~I o TI (f A li v~ !1 + TI (f v l - li A In- li I 
n 

e tomando limite n -+ + '"' 



lirn T(f A n - f A 
n++oo 

!c, = 
n lim 

n-++oo 
T ((f A 1) V 1 

n 

+ T ( (f v 1 - 1 I A (n - 1 I I 

de v) o segundo limite após a igualdade vale T(f v 1- 1) e 

iv)o p:rimejro limite vale T( f A 1 I . Por iii) novamente 

T(f v 1 - 1) + T(f A 1) = T (f) e portanto vi) ' e verdadeira. 

Suponhamos agora vi)' válida. Neste caso 

lim T(fAn)> lim T(f A n - f A T(f) 
n++co n++co 
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de 

onde usamos a propriedade ii). Como f A n < f \in e T e mo 

nótona, segue que lim 
n++oo 

T(f A n) = T(f) = iv). 

Por outro lado como 1 1 1 f A n - f A < f v - - - < f tiramos 
n n n -

facilmente a propriedade v). Logo i v) + v) ~ vi) 

Claramente vi) ~ vi)'. Suponhamos portanto vi)' válida. 

Como a fnnção g (:\,E) = T (f A À - f A E) é crescente em À e de-

crescente em s ex.-!. ste o limite lim 
;\-++oo 

E+ 

e e igual a 

sup g {À, E) • Como •r c monótona e f A À - f A E. < f , À, E E (O, +oo) 

À>O 
E> O 

ent~o lim g(À,E) 
À -+ +oo 
o:-+ o+ 

T(f). Queremos provar a igualdade. 
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Dado ' e [ ) o escolha n E lN tal que > À 
l < n e - E • 
n 

Neste caso f A n - f A 
l < f ' ' - f A E e dai 
n 

T (f A n - f A !) < T (f A À - f A s) • 
n 

Utilizando vi)' obtemos então o resultado desejado. 

Além disso a propriedade vi) é equivalente à seguinte condi-

-çao 

vi:L) Se \1 k E IN a rede { g i A k} i E A C IB converge uniforme 

mente em X a função g A k então 

'1" I g I < lim inf 
i E A 

1' lg. I 
1 

onde o lim inf e agora o limite de uma rede de números reais, 
i E A 

A prova desta equivalência será feita por etapLts. Primeira-

mente cecordamos o conceito de rede ou sequência generalizada (ve 

ja [J 41 l. 

Um conjunto D / 9 com uma ordem parcial > e dito diiLig-ido 

se 

m,n ~== D ==;. 3p E 0 p > m e p > n. 

U1na ~td(' ~uma tripla (S,D,>) tal que (O,>) ê um conjunto di 

rígido e S e uma função com dominio D. Denotar'1os usualmente a 

rede (S,O, >) por f Sj} j E 
0 

onde Sj e a imagem de J (= O por S. No 

caso acima D = A e a rede ~ {gi A k}
1 

E 
0 
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Dizemos que {Sj}j E 0 está e.ve.ntuatmente. em A se existe 

p E D tal que qualquer j ~ p implica Sj E A. Se S:D-->Y 

e (Y,T) é um espaço topológico dizemos que a rede {Si}iED con

verge para y E Y com respeito a T se {sj} j E 
0 

está eventual

mente em qualquer vizinhança de y 

Redes são importantes porque caracterizam completamente a t~ 

polcgia de um espaço, ao passo que sequências são insuficientes. 

Voltando ao nosso problema, vamos utilizar um resultado au-

xiliar. 

LEMA 2.2. Se [gj)jED 

g. A k 
J 

uni f. 
----7- g À k 

-e uma ne.de. Je. 6unc~e.~ tal que. 

Vk E JN e.ntãa 

lim sup 
j E D 

{sup 
X 

lg A k - gj I} < o para cada k E JN I 2 l 

Suponhamos válido o lema, vamos demonstrar que vi) =:;. vii). 

uma rede de números reais tal que 

~k E A e lim ak = T(g). 
kc= ,\ 

Logo por vj) 1 (equivalente a vi)) temos que 

I.Jk E A 

Do 

tal que T(g 11 nk- g 11 

lema 2.2 segue que 3 j E A 
k 

tal que 

I 31 



isto e 

l 
<J A nk - g· A nk A g. ' 

J 
v J' • > Jk 

lo C] o como T E~ mo nó tona usando { 3) e ( 4) obtemos 

a < 
k T (g A nk - g 11 

Como lim ak = T(gl 
kEA 

T (g) < lim inf 
j E A 

< T(g.) 
J 

segue que 

T (g.) 
J 

= vii ) . 

Vj 
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I 4 J 

Suponhamos agora viil válida. {g A n} n E IN sendo uma se-

quência é em particular uma rede. Obviamente 

n-++oo 
( g A n) A k ---------> g A k 1 \1 k E JN 

uniformemente 

pois para qualquer k E IN se n > k (g " n) " k ~ g " k. Pela 

vii) 

T(g) < lim inf T(f " n). 
n + + oo 

Como g" n cresce,o limite inferior e um limite pois T -e mono 

tono. Como g A n < g. Segue 
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T (g) - lim T(g A n) ~ i v) . 
n-++Ol 

Utilizando 
l l 

sai v). q g v 
~n n n 

Provemos agora o lema: 

DEMONSTRAÇÃO (Lema 2.2). Seja gj A k uni f g A k Vk E TIL 

dição 

que 

Vamos provar prl.meiro que a hipótese implica a seguinte con-

inf g < 
X 

ll.rn inf 
j E D 

Sejam t < inf g e 
X 

[ inf 
X 

E < I in f g - .! I . 
X 

(sI 

caso in f g = + oo como tenha convergência uniforme e segue 
X 

lim inf 
j E D 

[in f 
X 

g.] = + oo • Suponhamos então que e finito. 
J 

Seja k E lli , k > 2 in f g. Se 
X 

Vj E D , inf g. > k 
X J ~ 

o resul-

tado é ·trivial. Caso contrário utilizamos a hipótese e achamos 

dai 

tal que 

sup 1sj A k- g A ki < E , 

X 

g. (x) A k > g(x) A k- s , 
J 

v j > J o 

v j > j o 
V X E X 



donde segue que in f 
X 

g. > inf g- E= 1 
J X 

logo in f 
X 

g < lim in f [ in f g .] • 
. j E D J 

Provemos então que (5) = (2). 
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Observamos primeiramente que na prova de (5) a partir da 

convergência uniforme poderiamos ter utilizado qualquer subconju~ 

to A de X ao invés de X na propriedade (5) e o resultado 

continuaria válido. 

Seja então t: > O e k E lN. Existe uma partição finita de 

X ' {Cj}~=l por co~juntos não vazios e disjuntos e 

tal que 

o < 

Para ve1: 

r 
g "k->=a 

j=l j 

isso tome s > 

'c. < E 

J 

o tal que 1/s < c e 

j l, ... ,k·<3 tome c. = (x E X ' 
j - l 

< g(x) < 2) 
s s J 

a. E [O,+oo) 
J 

( 6 I 

para cada 

' r=k·s+l 

e cks+l - {x E X g(x) > k}. Tomamos então a. = j - l e dai 

k-s+l 

L a . .,~C sat.isfaz as condições. 
j=l J j 

Como por construção 
r 
~ 

j=l 

=9 a. < g(x) , \/x E C .. Logo 
J J 

a.'c J .. 
J 

J s 

< g A k segue que a ·'c J . 
J 

< g 



a. < inf 
J 

Logo 

( g) < lim inf 
i E A 

[ inf 
c. 

J 

~i 0 E A tal que \f i > i 
o 

por I sI 

a. - E- < inf (gi) 
J c. 

Vi>i ,Vj 
o 

J 

De (6) e (7) Begue que 

gAk-g.< 
l 

r 

" j=l 
a. <Pc 

J j 

+ E < E: + E - 2E 

+ E -

\1 i > i 
o 

r 
E 

j=l 

e portanto 

lim sup 
i E /\_ 

l sup 
X 

lgAk-g.)) 
l 

< o. 

r 
l: I a . 

j=l J 

• 
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v 1 < j < r. 

I 7 I 

- inflg. li• C c 1 . 
j J 

+ 

Observamos que vii) nada mais é que um Lema de Fatou para 

as integrais monótonas. Neste caso necessita-se de uma hipótese 

mais forte que a convergência pontual, isto é, convergência uni-

forme em cada conjunto onde a função limite é limitada. 

Vamos considerar agora 'm tipo de convergência que e equiva-

lente a esta convergência "uniforme". 

Sejam lR =IR U {+m, -oo} e Cg E IRX ={h: X--;. JR}. Ob 

-X 
servamos qne lR nao c um espaço vetorial sobre JR . Vamos defi 

nor uma distância 6 sobr:e 

A distância é dada por: 

-X 
lR 

-X 
e provar que (IR , !!. ) é completo. 



c\ (f,g) ~ sup I arctg (f (x)) - arctg (g(x)) I 
X 
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( 8) 

Fazemos uso do arco tangente para trazer pontos que estão no 

infinito para distância finita. ~ fácil ver que 6 e uma métrica . 

Além disso como é u.rna métrica de 2.upremo o espaço e completo. No-

te que as funcões sao quaisquer. 

Além disso nas partes compacts ou seja conjuntos limitados 

f 
n 

6 
--> f se, e somente se (see) uni f. 

(-a v f ) A a ---> (a v 
n f) " a. 

(veja [6] ) . Observamos que se f ,f > O , isto equivale às hipóte-n -

se de vii). Chamamos a convergência na métrica 6 de ~onvengên~la 

unióoJtme_ em nl e temos então o resultado. 

LEMA 2.3 (Lema de Fatou). Se T ê a inte.gJta.t movtÕtona -&obhe. IB , 

f ,f E 1B 
n 

f ~f 
n 

T (f) 

então 

< lim inf T(f ) 
n n 

Todos estes resultados continuam válidos para redes ao invés 

de sequências. 

Citaremos agora outros resultados importantes sobre conver-

gência das integrais monótonas (veja [9]). 

Sejam T : 

ocorre T (g) < 

[O, +oo]X e 

+ 00 ' f. < g 
J 

'riA c X , então 'r (f) > lim sup 
i E A 

, IJj E A 

'r I f. J • 
l 

e 

X 
[0, +ooJ • Se 

lim sup rsup 
i E A A 

f.J<sup f 
l- A 
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A oarti.r destes fatos podemos facilmente demonstrar o segui!:!_ 

te teoremu: 

TEOREMA 2.4 (Converqência Dominada). Se_jam T ! IB ----? [O, +oo] IM, 

{f.).~,cm, f,g Em tat que 
J J <H 

T (g) < + oo • Enlão 

T (f I = lim 
jEA 

T (f. I 
J 

~ j E A 

C 9 I 

Este é o teorema da convergência dominada para integrais mo-

nótonas. Como no Lema de Fatou a condição exigida foi a converge~ 

cia uniforme. O teorema de convergência monótona também é válido 

no caso de convergência uniforme. 

A definição de uma integral monótona é sim~les e clara e for 

nece alguns resultados importantes sem a necessidade de milltDs pr~ 

requisitos. Mas esta definição é dificil de ser utilizada em mui-

tas aplicações. Vamos agora mostrar que existe uma outra forma 

mais natural e mais manuseável. 

As condições da definição de IM sao indeoenden1:es, isto é,pQ_ 

demos achar (facilmente) exemplos de funcionais que satisfazem 4 

e apenas 4 das condições da definição (ver [5] ) • P01~ exemplo, se-

ja f E [O, + oo] X tal que {f= T) f'~ ,VT E (O, +oo). Seja IB == 
f 

{~(fAa-fAb) )J ,a,b E [0, +oo] , )J < + oo a > b}. IBf é um 

dominio de integração e T JB f --:> [O, + oo} 
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o se a < + co 

se a = + ro 

T é urna função que verifica i), ii) iii) e v) mas nao verifica 

i v) • 

Observamos que JBf é o menor domínio de integração que con 

tém f e por isso é denominado domZn..to de -inte.!}'Laçêio gVLa.do po!L f. 

vamos demonstrar agora que as condições i) ---~ v) da defi

nição 2.1 são consistentes constituindo exemplos de IM não tri-

viais (T ~ O). Os resultados principais da teoria das Integrais 

Monótonas foram desenvolvidas oor Greco ( [5,91) e muitos deles ne 

cessitam de argumentos longos para serem demonstrados. Por causa 

disso alquns dos resultados aqui apresentados não serão prova-

dos. 

O teorema seguinte é básico para toda a teoria. Ele estuda 

uma classe muito importante e abrangente de integrais monótonas. 

Se P(X) [O ' + oo) - mon.Õ:tona, e.n-tão e.x,if..:te. TEOREMA 2. 5. a: ..........,. e uma 

..tn:te.91!aC monô,tona [O' 
X 

[O' + oo I J:Ja:tl.6 6az unA.. c. a T +oo] ---9 que 

T 1• 8 1 = 1:X (B) onde_ B c X. Miim d-i-6.60 T -e dada poh 

00 

T(f) lim 
l 

' a(f .l.j I lo I - > 
n ·+ + m 2n i=l 2n 

DEMONS'rRACÃO. Vamos primeiro provar que o funcional S [O, +w] X 

---:> [O, +C<> 1 dado por 

(I 



J 

S(f) 
n 

~ sup{ l: \" (H i) 
i=l 

n 
l: 

i=l 
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< f ' 

(11) 

ê uma integral monótona que satisfaz S(~B) = ~ (B) , ~B c X. 

OBSERVAÇÃO. ~B denota a função característica do conjunto B. 

n 
Se l: Ài<PH. < 

i=l l 

então 

n 
l: \. < l 

i=l l 

~H com H. " l 

e H. c H ' Vi 
l 

1:\.a(H) < a(H) 
l 

Hi+l 

' l < i < n. Logo 

pois a e monótona. 

Logo S{f)<o.(H).Mas obviamente ,o
8 

.::_.,o
8 

e S(f) ~~a(H) 

vale a igualdade. Vamos agora provar i) a v). 

donde 

À. 
sup{:\I~ct(H.) H CH 

À l , i+l i 

L Ài''\L < Àg ••• } = 
l 

À. 
)" l 

\ <PH. < g ••• } = ÀS(g) , se 
l 

À t o. 

Se A = O , o resultado e Óbvio. 
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l.i) g ~ f ==> se L/..,o.pH < g 
1 . 

então logo 
1 

S(g) < S(f). 

i i i) Seja h 
n 
E 

i=l 
À. 'H 1 . 

1 

< g e \E{O,+oo). 

Caso 

i +1 
o 
r. 

i-=1 

sim 

bos 

hl + 

como 

Se Z À. 'f' H < g A À defino hl - I. l . 'H e h2 = o 
1 . 1 . 

1 1 

Se L: À.'P < g v À - l defino hl = o e h2 = I. l. 'H l Hi 1 . 
1 

i 
o 

contrário existe o < i < n tal que r. À. < À e o i=l 1 

\. > À 
1 

Caso i = o 
o 

a orimeira soma e definida como O. As 

i i 
o o 

hl = '~ Ài 10 H. + (À - r. li) •H. < g 
.i=O 1 i=l 1 +l 

o 

i +1 
o n 

h2 = r. .\. - À) 'H. + E À .• H 
i=l 1 +1 i=i +l 1 . 

1 1 
o o 

De qualquer forma obtemos hl < g A À 

do tipo I ·~ , I . .Y B 
l, J . . 

1' J 
h2 = h. Isto implica 

Por outro lado se 

-

j=l,2 tal que < h. 
J 

em S(g) < S(g A ). I 

IÀ,<PH <gt..À 
1 . 

e 
1 

L: l3 .<PK < g v À - À 
J . 

em 

J 

K =· l l:À.<PH 
1 . 

1 

A À e 

< g v À - À . 

h2 < g v À - À am --

B. l . 
l + 1] 

B. 
l,j 

e 

+ S(g v ) - À) • 

então 

e dai 
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LÀ.fHUK 
l i l 

+LB. <q 
J K j 

e está na forma da definição de g e 

portanto S(gA\I+S(gv l-li<S(gl e portant.o vale a igua_l 

dade. 

i v) Se " l L,i.pl-I. g tome n E 

1 

/: À,.PJ[ g A n. Logo 
1 . 

1 

e monótona S(gl ~ lim S(g A nl. 
n 

e 
n 

= 

v) Seja 

Se 

' g v 

lim S(g 
+ ~ 

/: \i<PH. < g. 
1 

escolha 

n 
1 1 = ( \ - _l_l 

n l n 

+ > ~ À .C:/. (H. I 
ii1 1 1 

l l s (gl . v -I -
n n 

Caso contrário tome o mesmo 

n 
o 

1:_) ct (H l) + ,. 
11 

if"l 
l . 1 (H. I 

1 1 

lN n > "À. 
1 

S(gl sup S(g A 

n 

tal que 

+ 

~ + m 

À. ~H 
1 . 

1 

n . Dai 
o 

+ ~~ 

ir'l 

l 
< S(g v 

n 

dai 

nl e como s 

1 
n 

o 
< À 

1
. Dai 

1 --1 
n 

l 
g v n 

l 
n 



Fazendo n + + 

lim S(g 
l 

v 
n 

n 

Como s 

<O -> z~ia(Hi) 

~I. 
n 

e monótona sai a 

< lim S(g 
n··:>-co 

igualdade. 

l 
v 

n 
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~I donde S(g) < 
n 

Logo S é uma IM que satisfaz as hipóteses do teorema. Va 

mos agora demonstrar a unicidade e a fórmula (10). 

Se 
n 

f :::: L: 
i=l 

então 

n 
T(f) = Z 

i=l 
~. a (H. I 

l l 

Para ver isto tome \ = \
1 

e use iii) da def. 2.1. 

ér 1 f I 

e use indução. 

Se ainda 

Isto porque 

defini1;ão 2 .1. 

T(f) 

= T(f A ~I + T(f A À - ~) 

f 

< 

f /1. ,\ 

00 

f - I: 
i=l 

n 
-

n 
i=l 

lim in f 
n 

À. <PH satisfaz 
:L . 

l 

n 
T(f ) = lim )) 

n i=l n 

,\ 
f --> 

n 

Àio; (H. ) 
l 

'1' I 1: 
dl 

~. > o 
l 

f c 

., 

= ~ 

i=l 

de 

), Í!X 

I 12 I 

então 

I 13 I 

vii) da 

IH.) 
l 



e por monotonicidade segue a igualdade. 

Seja agora 

tão por (13) 

f E 

T(f I 
n 

::::: ~~ 

i=l 

e f 
n 

I 
i=l 

l 
'{f l"/2n}. ~n > 
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En-

Além disso \fk E Thl f k inf A ___ , 

n 
f A k pois se n > k, 

sup 
X 

l if- f I <-n -
2

n logo pelo lema de Fa tou 

TI f) 

o limite 

disso f < f 
n 

< lim inf T(f ) 
n 

n 

existe porque f 

donde T (f) ~ 

n 

n 

lim 
n +w 

e uma 

lim 
+ w 

-

Z rdf > i/2°}. 
i=l 

sequencia monótona. 

w 
l 

= a{f l/2°}, > 
2n i=l 

Além 

com 

isso provamos que '1' sutisfaz a fórmula (10) e portanto como o 

limite em (lO) está bem definida a integral é única. • 

Notamos que este resultado mostra a grande semelhança exis-

tente entre a int~egral monótona e a integral de Lebesgue. Parti-

mos de uma definiç.J.o axiomática e chegamos a um objeto que é efe-

tivamente uma integral. 

A fÓrmula (10) é interessante porque ela mostra que a P1 de 

pende somente do vulor de IY na imagem inversa por f de interva 

los do tipo (i/2n f + w] onde i, n E m . No caso da int-egral de 

Lebes~rue o procedimento e separar o domínio em partes disjuntas 

Vejamos a figura seguinte: 



X a (A) ~ inf lb - ai 
B"A 
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8 intervalo B = [ a,b) (b pode ser +co) 

f 

"-\···-
----· --

--~ 
' 

_) /.z_ 

.)/ ?-

'--- -----,_ _ ____ _....-/ 

)J)!.1 

No nril:1<2iro estágio somamos as medidas dos conjuntos [f > 1}, 

{f > :n, etc. e di vi di mos por 2; no sequndo estágio haverá uma 

partição maior nos valores de f e assim por diante. 

Vejamos agora um exemplo elementar que nos mostrará também 

a gencralidude da DI: o conjunto X é quaquer e a função Li e 

qualquer desde que seja monõtona. 

EXEMPLO l. Seja X ~ (1,2} e a : P(X) --»[O, +·Xll dada por 

a I~) o '" ({2)) - l 

o({l))~D '"({1,2}) ~ 2. 
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Seja f X --;; IR dada por 

f I li l f I 2 I 2. 

Usando a fÓrmula (10) chegamos a T(f) = 4. Mais geralmente 1 

se f é finita , 

Indicamos a 

J fd a 

f o Àl~ (l) + À2, ( 2 ) e do teorema T (fi = 

T do teorema 2.5 por 

li lll 
n + = 

00 

L o:{f > 
i=l 

}, 'df E 

isto é: 

X 
[0, +ooJ (14) 

Note que calculamos a integral de qualquer função positiva . 

Isto foi possível porque o: está definida em qualquer subconjunto 

de X. Há maior facilidade, portanto pois por exemplo se 

-E .=o.::n.::t.::uc::a.::l~ 
" f entiio existe fx fdr.t e o importante é o tipo de 

função limite c o tipo de convergência. 

Vamos mencionar agora a]gumas propriedades importantes e sim 

ples da 1'1 dadu por (14) 

l) 
fx 

fd :t > i>J. { f > c) para V f E x* V c > o 

OBSERVAÇÃO. Convencionamos o .w o. 

{gj}jCAcx* * wüf. 
2) se e g E' X e gj ~ g 
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e existe f E:: I o, + = l X e À E (o , + oo) ta 1 que g j < f , v j E A 

e r\ f A À dCX -.::+a', então 

f gd l:t ;:: 

X 
lim 
jEJ\ 

g. do~ . 
J 

Vamos provar e o:> te resultado que e o 'feorema du Convergência 

dominada oara integrais monótonas. 

DEMONSTRAÇÃO de 2) Já sabemos que gdo: 5_ lim inf Í r 
JX j E A Jx 

g .da 
J 

Lema de Thtou. Sejam então ó < lim sup J g .da 
J 

e E > O. 
j E 1\. X 

g. __2__> g , 3j (c) E A , tal flUe 
J 

< q + c e 

• 
S < ! gJ. (E·)da 

Jx 

r r 
: f A L d~ -l- J <jdlX 
Jx x 

r 

8 ~ f 
X 

g. I I éh . - J E 
Então 

A E:) da + r (g. I I v L 
J X J c 

pois ü<g.
1

.
1

A 
- J f_ 

[ - ! 

. 
I 
Jx 

então lim f fAFdo:=O 
Jx 

'1' I. f A \I Tlf A \ A li 
n 

lim ·r (f X 1 li A v = 
n n 

-+ '" 

+ 

Tlf 

+ c: -} o 

TI f A 

" À I 

À 

< 

l l 
v e 

n n 

+ '" seque CJUG 

g • 

pois 

como 

pelo 

Como 

Como 



lim T(f A À A .1.1 = 
n 

n+ oo 

lim 
+ 

E+ Ü 
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T(fAE)=O. 

Logo ó < r gda 
Jx 

pois c e arbitrário e dai lim sup 
A f g .da < 

X J 

gela . Logo vale a igualdade. • 

3) Seja g E 
X 

[O 1 +co] JX gdo: < + ~XJ. Dado E>0,36>0 

tal que :J. (B) < O I gd:J. 
B 

= [ 9~P 8 dcx. < s . Este resultado s::_ 
Jx 

rã utilizado na idéia de convergência quase uniforme. Para demons 

trá-lo note que pela hiPÓtese e por iv) da Definição 2.1 

lim 'l'(g v n- n) -O. Logo 3n
0 

E llil 
n 

tal que 

T(g v n - n I A f/2. Tome ó = E /2n ' daí se rt (B) .\ temos 
o o o 

J B gdct r (g }det + r (g )dl • '(B)+ 
E = A n v n - n n E 

j B 2 . o i B o o o 

4) Dois fatos interessantes sao que lim o:{f > T + cl = 
+ 

= lirn n ~f > T + ,, 
+ 

f -,.o 

c ··)'-o 
VT E (0, +c:a) e como ·:x{f /T} e cl.{f T} 

sao monótonas decrescentes como funções de T então tem no máximo 

um numero enumcr.:í v c _i Ül' d.C'~-occm I~ i nu:LcL1dcs que 

{T a{f>rl~a{f T}} é no máximo enumerável. 
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Vejamos agora mais alguns exemplos de IM do tipo (14) 

(16 I 

Vamos provar primeiro que se y P(X) --> {O,l} e monóto-

na, então 

r fdy ~ 
Jx 

sup 
h E (0,+=) 

{h y(f>h}~ l} 

Chamaremos o sup acima de s. Se s = +oo 

via, caso contrário temos 

"' 
2: 

i=l 
-y{f > 

n 
< 2 . 

( l 7 I 

a igualdade e Ób-



Dividindo por 2n e passando ao limite temos, 

m r 
lim s 

[ y{f Í·S} 

Jx fdy s = - >-
n ~}-c>;) 2n i=l 2n 

r 
00 

pois fdy igual tambérrt lim 
l 

L a{f LI e a > 
Jx )..++ 00 À i=l " 

A partir disto, tome B c X , B ;é ljJ e defina 

P (X I ---> [O, l) por 

se B C 1-I 

CXB (H) =c~ 

Lo caso contrário 

Logo sup 
h C (O,+=) 

{u, B {f > h) = 1) = 

aB < a F \t'B E F segue r fdaB < fx fdaf 
Jx 

< fx f da F ' VG ~ f ~> lim in f F f < r f da F . 
Jx 

inf f (x) . 
xEB 

=;:> in f f (x) 
xEB 
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Como 

< 

Por outro lado, quando {f > h 1 E F --;, lim infff > inf f(x)> 
xE[f>h) 

> h => lim inf F f _.:::_ L fd0. F por (17) e definição de a F donde 

sai o resultado. 

A prova para a função BF e análoga. 

Quando F é ultrafiltro o:F "" BF e portanto existe limF f 

para qualquer ultrafiltro de P(X). 
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O seguinte resultado é importante para a teoria das 

grais monótonas (veja [5, 9] ) . 

in te-

PROPOSIÇÃO 2.6. Seja N = {a E [O, +ooJ P{X) 
1 

X =/ 0 : a é monÔ.to 

na}. N ê tWl domZv1J.a de ,Ln:te_gftaç.ão. Se.ja Tf N --:> [O, +co] 
' 

f E x* dada po!t 

En.:tão Tf e. -tn.te.gJr.a.t monõtona, .tine.alt e. -6e.mic.on.tlnua ln6e.Jtlo!!:-_ 

0: < _LL.t inf1t (C: 
- nEIN n 

a(BJ 

f X fda < lim inf 
n J 

fda 
X n 

< lü1 infa (B), \IB CX) 
- n 

n 

Além disso, existe um outro resultado importante: 

então 

PROPOSIÇÃO L6.a. Sejam B,a : P(X) --;, [O,oo] monôtanao X f ~ 

Então vaf.e.m o-6 6 e.guútte.,s ILe.hul.tadoi.J: 

1) .õe. 3D c (O,+'"') de.n.óa e.m (O, +co) :tal qwz. a{f > T} = 

S{f > T} pa:w t!T E o e.n.tão fx fda = fx fd8 • 

2)6e.a<B f X fda < + oo e.n:tão f fda 
X 

3FD dcn6o em (O,+oo) tal que a{f > Tl = B{f > Tl , 

r fdB 
Jx 

vr E n. 
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DEMONSTRAÇÃO. Provaremos somente (1) que é básico para o paragra-

fo seguinte. Pela hipótese, se i,n E rn 3t. E D tal que 
l,n 

i/2n < t. < 
l,n 

u. {f > t. } = 
l,n 

00 

lim 
l L a{f t. } > 

n+oo 2n i=l l,n 

Por outro lado 

i + ]_ 
2)'1 

e 

~{f > t. } Logo 
l,n 

00 

lim l L S{f > 
n+oo 2n i=l 

00 

I ' {f > 
:L=l 

<f t. } 
l,n 

t. 
l,n 

Portanto, utilizando v) da definição 2.1 se obtém 

t 
00 

fda lim 
l z a{f t. } = > = 

n-;-ro 2n i=l l,n 

00 

fx lirn 
l 

I S{f t. } fdS = > = . 
n-HD 2n i=l l,n 

2.2. EXTENSÕES DE INTEGRAIS. 

J I 18) 

• 

vamos agora definir a integral I da onde a está definida 
x· 

numa subclasse de conjuntos de P(X). Para tanto, vamos estender 

a a P(X) e provar que a integral está bem definida. 



__,L(,_. 

Seja lH c P IX I com ~ E 

IBIH (f c: [O' +~J 
X 

30 denso 

(f > T) 0 JH VT E o). 

1H r 1B r: [O, + m] X 

JH e 

em I o , + w I 

indica que 

com 

JB c X ro, +m] 
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e 

que as funções características Uos conjuntos de m estão em IB . 

Temos válida a seguinte proposição. 

PROPOSIÇÃO 2.7. SC'_jam IH e. JBlli c..omo ctc.-i.ma e JB ta-C que__ m c 

T I~ I .c T
2 

lf,.,l 1 B u 
quafquCJL B c m cntãu 'I' = T l 2" 

DEMONSTRAÇÃO. CLJra a partir da proposição anterior. • 

Vamos aqora desenvolver uma relação entre a integral monóto-

na e a integral de Riemann (ou Lebesgue) . 

Seja I a família dos intervalos de IR+ = (0, +oo). Seja 

I ro f +m) definida por: 

O se I cjJ 

~ I fi +oo se I e ilimitado 

lb-al se a e b sao os extremos de I. 

L 
ent.ão tem sentido escrever r fdt para qualquer f E m I. 

J (Ü,+ca) 
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Tome t' extensâo monótona de ~ a P (X) e faça 

= f ~d1' 
(Q,+oo) 

(19) 

Pela proposição 2.7 o segundo membro independe de ~~ e po~ 

tanto f ~d~ é bem definida. 
(Ü,+co) 

'l'emos o resul-tado abaixo: 

TEOREMA 2.8. Se. I E IDI então 

ou Lr~br6guc de f. 

fx fd~ -e a _{_n:teg~taf de R;.c.man.n 

DEMONSTRAÇÃO. 

que lim in f 
+ 

y -> X 

Seja t: > O 

lim in f e lim 

f(y ) o < e 
n 

por hipótese 

Seja f c mi e suponha que existe X c (O,+~) 

f(y) I lim sup f (y) • Logo lim in f f (y) < t ' + 
+ + 

y •x y • X 

tal que ó + c < lim sup f (x) . Pelas definições 
+ y -->-x 

isto implica existe + 
tal sup que Yn 

__ , 
X 

y' 
+ 

tal f (y') 6 Vn c -~ X que > + E IN. n n 

existe r c: I o , ó + c) tal que A (f > T) E I 

tal 

"' 

de 

que 

Como 

, is 

to é um int~ervalo, obtemos uma contradição. Logo para x E (O,+r:o) 

existe lim f (y) .. O mesmo vale pelo limite à esquerda c of:;:_=drn f 
+ 

y >-X 

possui limites laterais em todos os pontos de (O,+w). Isto impU.-

ca que f te;u um número no máximo enumerável de descontinuidades. 

(veja [41 ) . 
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Suponha que existem x
1 

< x
2 

< x
3 

com f(x
1

l < f(x
2

J >f(x
3

J. 

Pela hipótese sobre f, f é limitada com (O,x
1

l e (x
3

,+=) e e 

monótona crescente e decrescente respectivamente nestes interva 

los. Se f nao e limitada, existe um y
0 

E (x
1

,x
3

) com limite 

lateral infinito. Não pode existir y
1 

I y
0 

com f tendo limite 

-la·teral infinito em senao f fi IDT. Neste caso f é monóto-

na com (O,y ) e (y ,+=) e a figura abaixo ilustra um gráfico pos-
o o 

sível para f . 

I) 

+--

l 
/"' ' 

,. '1. . 'c 

Fazendo análise como a anterior sobre o comportamento de f 

·podemos provar que f é de um dos tipos abaixo, além do descrito 

acima.: 

I 
I 

I 
I " 

I v 

----------

. 
•'> I 

·'/ 

--· 
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De qualquer maneira como f tem um numero enumerável de des 

continuidades e no máximo um ponto com limite lateral infinito (es 

te ponto pode ser O ou + 00 ), então podemos pelo menos definir a 

integral imprÓpria de Riemann de f. Nos intervalos onde f e li 

mi tada, ela e exa·tamente a integral de Riemann (veja [41 ) Além 

disso a ini:egral de Lebesgue de f está bem definida e é igual a 

integral de Hiemann imprôpriZJ. de f. Dcnot"amos 

de Ricmann imprópria ou Lcbesyue de f e por 

monótona de f. Notamos que dQ. dx usual. 

Seja ·•* '• uma extensão de Q a P (S), S 

fs 
n n 

fd! sup{ À. v* IH. I H. ~ Hi+l ' 
)' 

i=l l l l i===l 

IR 
!l 

fdt ~ sup{ " r. ·I a. -a. j onde a a • 
i '-=1 

.l l l-1 o 

r fd~ a integral 
IR 

f fctr, 
Js 

[a ,b] 

À.<PH 
l . 

l 

a integral 

Então 

< f) 

< al < .. - < a b 
n 

C'! r. 
l 

inf f(x)} (sentido de Riemann) 

reu.rro.njando 
n 
;: 

i=l 

xE[a.
1

,a.l 
l- l 

r. ~ I l [a. 
1

,a. 
l- l 

, colocamos na forma pa-

drão dada em (ll) e como e aditiva na álgebra dos interva-

n 
los, o valor de \ 

i=l 

a fórmula (lll. Logo 

r. j a. -a. lj 
l l l-· 

r 
) s 

-e inalteru.do quando utilizamos 

fdL 
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No caso em f é limitada (podeJllO"" tomar f A n e depois uti 

lizanns a dcfiniça.o de integral de Riernann imprópria e o teorema da 

convergência monótona para o caso de f não limitada) temos 

e se 

donde 

t 

n 
in f { I: 

i=l 
r. la. -ct. 11 

1. l 1-

sup f(x)} r. 
r 

xc [a. 
1
,a.] 

r- r 

t n 
I :\iiPH. ' f = I À .-lpH < [ 

i=l i=l r . i=l r r 

t n 
I À.Z'(H.) < r. I a 1 - a I 

i=l l r i ;o;: _i_ 
r r- r 

{sentido de Riemann) 

r. ~ r [ai-l'ail 

apos um rearranjo no segundo membro para poder ap1icar (12) 

e 

ao 

cálculo das illtf'ÇIY:uis nnnótonds. Dai aplicLlJ:lC)S o sm:Temo do lado C'SlJUOrdo e. 

J fdt ~ J fdt donde resulta a igualdade. 
S R 

infin10 du Lx'lo djrc·ilu 

Para estender o resultado para {0, +oo) utilizamos a defini-

çã·-• de integral de Riemann e o teorema da convergência dominada 

para Il\.1 obtendo novamente a igualdade. • 

Este result21do é fundamental porque ele mostra que uma certa 

integral monótona e exatamente a integral de Ri.emann da função,um 

conceito cl~ssico e totalmente conhecido ao passo que as 
~ 

IM sao 

ainda abstratas para nós. Vamos mostrar ainda mais que toda inte-

1 - . r gra monoto:,.a reca~ em j que é a inleqrul de Rlcrnann ele .·J;. 

( Ü ,+ co) 
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TEOREMA 2. 9. Seja X:. : I --------7> [O, + oo] c. o mo ac.J.ma e. a p (X) __, 

[O, +oo] monOtona. Ide.nt/.6-i.c.amo.é uma e.xtent.ão 9, 1 de. ,Q, a P(X) 

c.om t (1.6-to ê. e..6C)t.e.veJJW.6 Q. tamb~m palta e.-t.ta 6unç.ão. Então 

f X f do: ~ f (0' 
a(f > Tldt(TI \ffE[O,+oo]X (20) 

DEMONSTRAÇÃO. Como Gl (T) "' a {f > T} é monótona decrescente, ~'J E JB
1 

e a segunda integral sempre existe. Seja entâo o , P(X) ~>(O,l) 
s 

n ( B) 
é~ 

Como vimos antes 

Jx f da. 
5 

= sup {r 
TE(O,+oo) 

~ sup (T 
TE(O,+oo) 

J 

-t se (H) > s 

onde 

caso contrário 

a f f s 
> T} ~ l} ~ s up {T 

TE(O,+m) 

~ITI > s} ~H~ > s} pois 

·-. 

I 
I 

SE:" (O,+co) 

a{f>T}>s} 

e decrescente. 

+------------



~ ,. 

Como 
+ ooJ 

00 

1 i T:1 
1 

~ 

r,-++w 2n i=l 

1 

2n 
n -~+co 

c 
<~ 

i=l 

f da. I I 
l 2n 
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pelo anterior. 

Definimos 
k 
L eti/2

11 

i=l 
,S=l::a. 111 i=l l 2 

. Utilizando a li 

nearidadc da proposição 2.6 obtemos 

Jx fda.
1 11 

• Corno 
l 2 

S (B) = lim 
k-+m 

\fB c X o mesmo lema dá, lembrando que Bk < [), Vk c JN 

cresce, o seguinte resultado 

fd( >~ c.t.
1 11

) = 
i==l l 2 

Logo 

d:dt lim 
+ =) n-+m 

fda. 1 n 
l 2 

w 

d( i o. 1 nl 
i=l l 2 

e utilizando o mesmo procedimento descrito acim<J. 

f I o, Jx 
"' 

<):di(, E d(lim 1 l: u, . / n) 
+ "') IY~ '" 2n i=l l 1 

Como .• B c X ,-x. I n (D) ~ iX {<P B > i/211
} segue ' l 2 

que 



lim ~ 

i=l 
= lim 
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f 'f! da =a(B) 
X B 

de onde sai o resultado. 

Com o auxílio deste teorema muitos dos cálculos para inte-

grais monótonas são simplificados. Com o auxilio deste Último teo 

rema podemos provar facilmente as duas proposições seguintes: 

PROPOSIÇÃO 2.10. Seja I, 9, c_ orno ac.-{.ma e_ ,~ , • , ,,, '+'n ·v '~-' 
(O,+~) -----7 

l) f 
(O,+co) + I (O. + (O} 

2) Sf' ~o denDo em (0, +oo) ta.t qu.t 4l]
0

;:::: Wlo e.nfCi_o ah in

tegJLa_{,;) c.om Jte-',pei-to a 9.., .6éto igu.aió. 

3) Se 3D de.vthO em (O,+oo) ta{ qu.e. 

~TED e~ (T) <~(T), ~TE D 
n 

~ (T) > lim sup 41 (T) 
n 

n 

c.om I lJ1 dQ, < + ro então 
{0 ,+oo) 

l ,~d~ > 
(Q,+oo) 

lim sup 
n J <I> dt 

(0 ,+oo) 11 
• • 

Usando estes fatos pode-se provar a seguinte proposição: 

PROPOSIÇÃO 2.11. Seja a monótona t:ai que. a (B ) t a IBI H B c 
n n 

"' 
B ~n c: lN e u B = B V B , B c p (X) . Se lfn } c 
n+l ' ' E lN 

n=l n n n 

X 
f E X 

f t f e_ntão [O,+m] e [0, +o:)] ('_ (1111 
n 



I fd~ 
X 

lim 
n-+ + oo 

f da 
n • 

7l 

Este c o teorema mais geral de convergência monótona para in 

tegrais monótonas. Notamos que a exigência de convergência unifo~ 

me foi substituída por convergência pontual com o preço de uma 

condição sobre a medida n. Um teorema similar é vpalido para se-

quências decrescentes de funçÕes onde a primeira função tem inte-

gral finita. 

2.3. TEOREMA DE REPRESENTAÇÃO 

Vimos que é sempre uma integral monótona. Vamos ago-

ra demonstrar a implicação contrária deste fato, isto e, se 

T lll --;:. [O, +o'] e IM , então existe uma 

P(X)-----> [O,+rnj monótona tal que T (f) 

Dai dizemos que ~~ representa T . 

função de 

~ I fda , 
X 

conjunto 

VfEJB. 

Vamos primeiro definir duas funções de conjuntos auxiliares. 

Seja 

T lll --"> [Ü 1 + oo] IM , onde lll c 

definimos p (X) __, [O, + m] por 

sup [~(f) f < "'B I f E lB } 

f > if' J3 1 fElll} 

X 
10 1 + 'Xl] 

VB c X. 

(21) 
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se nao existe f c: IB f > '~ 
I - "'B definimos 

Temos então o seguinte resultado. 

TEOREMA 2.12 (Teorema de Representação). Seja T JB --;> [0, + ooJ 

IM. Então y: P(X) ----;>!O, +o'] ne.pJte.LJenta T 1Jc>.e 

DEMONSTRAÇÃO (-------.;."). Seja B C X. Se ~ f E lli, f > 'f'B , então 

S (B) = + m 
T 

caso e sejam 

e 

fl < <P < f B 2 

-e trivial. Suponha que isto nao e 

com f l, f 
2 

E IB . Logo 

( ~) Seja BC X. Se fl < \DB < f
2 

entao 

Ainda mais, se 

n 
< I 

i=l 

então 

) 
i \J?l-1. 

1 

À. > o 
1 

o 



por (12) e definição tt .T e ST . 

n 
1 1 

n-2 
Como f A f A < ): n -

2n 2n i=l 

então tomando o limite quando n-+m 

Decorre 

,. r T(f) ~ 

J X 
fdrtT ~ fdllT 

jx 

que se y c monbtona e "T 

v f E lB = r fdy ~ T 1 f 1 
J X 

< 
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~{f > i/
2
nl 

< f \Jf E IB 

obtemos 

y < 1\, então 

• 

Este teorema reduz todas as integrais monótonas a integrais 

do tipo J d" 
x· 

que siio mais fáceis de serem estudada~:;. 

Chamamos B c X de T-Jie.gulaJt se aT(B) = BT(B)-

EXEMPLO 3. Sejam X 1- O um co.:cjunto e F fj_ltro de P(X). Consi-

dere m = {_f : X --4 [0, +=] tal que 3 limF f}. Bnt:ão 1B e um 

dominio de integração e 

'!' Jll-->10,+···1 

T (f) ·= limF f 

é uma integ.ral monótona. Neste caso 

• 
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lim supF f 

e se lli e a classe dos conjuntos T-regulares então 

lH F u {B c X tal que B n H VH E F). 

Se chamamos 6
1
, cx'l'/IH então 

r 
' l se B E F 

O caso contrário. 
l 

2.4. LINEARIDADE E MENSURABILIDADE 

Veremos agora um conceito de mensurabilidade e que a classe 

de funções mensuráveis têm boas propriedades. O resultado funda 

mental é que para funções mensuráveis a integral é linear. 

DEFINIÇÃO 2.13. Seja et P(X) --»[O,oo] monótona. Dizemos que 

B c X e ~-mcn6u~~u~f se 

rt(H) =- r;.(B 11 I-l) + ~x(Bc n !I) \iH C X. 

Esta 6 a definição clássica de Carathêodory. Neste caso, se 

G c X e 11(G) < + ~ , G e ~-mensurável see 
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~(G n B) + ~(G U B) VB C X 

ou e qui valentemente se 3 f: > O 3 M,N a-mensuráveis tal que 

A classe dos subconjunto~ a-mensuráveis de X forma uma ál-

gebra de P(X). VclJ1lO.s ék'l i.lür aqora tm1a funçi1o a-mensurável. A defini-

ç~o serã ligE!iratncntc diferente da usual. 

DEFINIÇÃO 2.14. Sejam a P (X) ----7 [O, + m] monótona e f E 

X 
[0, +e<'] • Então dizemos que f e a-meH.ó(i'câve_-f se o seguinte 

conjunto~ 

{TE{O,+~) {f > T) não e a-mensurável} 

é no máximo enumerável. 

Vejamos agora o teorema de linearidade para funções :l-mensu

ráveis. Este teorema ser a importante para a teoria dos espaços L p 

para jntegrais monótonas. 

TEOREMA 2.15. Se_jam lt: P(X) ----;. [O, +oo) 

(f+g)da =f fdrt + 
Jx 

r gdn: • 
Jx 

monõ-ton.a c f,g dua-6 

DEMONSTRAÇÃO. A idéia é demonstrar o resultado primeiramente para 

funções simples, depois para funções limitadas e finalmente o caso 

geral. 
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Seja B ~ {B c X 
a B e ((-mensurável}. 

n 
Tomemos primeiramente h ~ >: À ,l.{JA 

i=l l . 
l 

onde \ . E (O , + oo) 
l 

e 

Al. E B • Neste caso, vale 
a 

,1. hd 
'" I 22) 

J X 

Se n = 1 (22) ê trivial. Suponha válida para n = k. Tome-

mos h 
k+l 
z \ . ..; A 

l . 
l 

. Rearranjarnos a somatória de tal forma 
n==l 

Como A
1 

c "c-mensurável, vale: 

_ I hd" + r 
X-li JA 

n+l 
I '" 

' 
i=2 

1 1 

r1 A 
1 

n+l 
I 

i=2 
c do: + 

que 

usando indução para o primeiro termo e iii) da defi:1.içao 2.1 com 

À = À para o segundo termo e depois indução novamc:ntc , obtemos 
l 

Jx hdn = 

n+l 
I Àiu(Ai 

i~2 

n+l 
L ),ilt(Ai n l\l) + Àl't(A

1
) 

i"~ 2 

Como A
1 

e ·1-E'.c:'nsurável, obtemos (22). 
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Sejam agora f e g limitadas e a-mensurãveis, usando uma 

construçao s_imiVtr a usual obtemos a -mensuráveis sim 

ples tal que' 

'á n E JN • Dai 

r 
J
'(f+g)d 
X n n 

f 
n 

r Jx 

uni f 
f ' 

fndtt 

uni f 
' g 

e corno 

e f < f e 
n 

f + unif ,. 
n 9n 

< g , 

f+ g e 

f + g < f ·- g passando ao limite e usando o lema de Fatou, ob
n n 

temos 

r 
' J (f+g)dn = 

X 
r fda + f gda . 
Jx x 

Sejam agora f e g o:-mensurãveis. Então sabemos que f 11 n 

e g ,., n são ct-mensuráve_: s , \1 n E lN . Pelo demonstrado 

(f A n) +gAn)da I f 11 n da + f g 11 n dct 
X X 

Como (f + g) 11 n < f A n + g 11 n < f + g 

lim 
n 

J (f A n + g A n) da 
X 

Como o limite do outro lado da igua:l_dade 

obtemos o resulta,'o necessário. 

segue que 

(f+ g)det . 

(23) fdCL + 

Vamos ~~_gora provar o seguinte fato utilizado na prova: 

(23) 

gdn 
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Se Il c X e n-mensurâ,"·el, então ~f E [O, + w J X 

r r 

j X 
fd,, 

J 8 
fdet + f da (24) 

j X-B 

Para ver isto tome T > o e seJa F' = (f > TJ então 

logo 

I 2 5 I 

Como ;;1 { T) = et ( {f \f' B > T } ) e ~ITI = nl(f'x-B > Tll 
-sao d.ecres·-

centes, então 

f (0 + ·~)di 
(0,+"') + J(O, 

e usando o teorema 2.9 e (25) obtemos (24). • 

As funções ct-mensurãveis tem mui·t.as propriedades boas. Vu-

mos c i t.ar algumas agor·a. 

PROPOSIÇÃO 2.16. Se.j am 

l) f V 9 C. f A g 

2) f + g 

4) Se. f 
n 

6 __ , f e 3g tal que 



r 
1 gd'''- < + w c_ 
! X 

f < g 
n e a-me»~uk~vel. • 

79 

~ muito importante caracterizar as funções ex-mensuráveis, pois 

para elas, a integral monótona é linear. 

2.5. CONVF.RG~NCIA QUASE UNIFORME 

Huitas vezes não podemos garantir a convergência uniforme em 

todo o conjunto X mas somente fora de um conjunto pequeno. Nes-

te caso, ainda temos um teorema de convergência. Vamos definir 

portanto a convergência quase uniforme. 

DEFINIÇÃO 2.17. Sejam 

[O, +o_.] X . Dizemos que 

f com respci to a '" 

com tal L]UC 

X 
[O' + ~I uma rede e f 

{f.}. _ , converge quase uniformemente a 
J J t: !'. 

qu. I. Se V L > 0 3 B (r-mensurável 

i\ 
--Õ" f j • Denotamos esta 

X-B 
con-

vergência poc f. ---~TU > f. 
I 

'l'cmos válido o segui.nte teorema: 

2. J.8. s ('_i (7_ _S_l:l_+ [f I . [O' 
X 

TEOREMA f. f c + ., I r f E 
J ' J J E ,\ 

lo, X fa.C 3g lo, + .. I que c +co] X com f. < 
J 

g v J c 1\ e. 

fx 
gdn < + ~ . N(',:,ta~!:> cond;.ç.Õe-6 

fx 
f da ~ lim 

fx 
f. du 

i J 



DEMONS'rRAÇÃO. Como 

a(B) < 6 

rável con 

= JB 
gdrx 

ct(B)<Ô, 
f 

r gdn < +'" dado 'c lx 

< c. Seja então 1:. 

.S dado acima tal que 

80 

> o ' 30 > o tal que 

> o 
' 

escolha B mensu-
E 

f .6 
j lx-B ---> 

[ 

e J gda < c. 
BF 

Então 

fx f .do. ~ 

fx-B 
f.do: + JB f, dcx < 

J J J 
E E 

r 
f.dll: IB JX-B 

f.dcx < 
j X-13 

+ gda < 
J J 

[ E E 

pelo teorema de convergência dominada lim 
j 

Logo lim sup 
j 

bitrário 

lim sup 
J 

Por outro lado se 

f, I 
J X-B 

então pelo T C I! 

r 
' Jx 

B 

f. d~'í 
J 

e 

fdn +E :::_JX fdct 

< f fdct . 
X 

tal que 

+ E 

+ E 

f .dcx 
J f fdo: 

X- B 
E 

e como E: e ar-

I 2 6 ! 



r fdet - ltm 
) X-B j 

Seja 

lim sup 
j 

A = {x E.: X 

f .da < lim inf f.do: < 
J J 

)r f .da 
X J 

J 

r 
< J 

X 
f da 

-
nao conver<Je a 
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I 27 J 

f(X)),V8>0 

3B satisfazendo (26) com u:(B) < 6. Obviamente A c B. Logo A 

~ ~-mesurãvel e tt(A) =O. Assim 

r r r 
' f do: ~ 

j X-A 
fdcx + ' f da < 

Jx JA 

IA 
fcb - o e em X-A ' f 

Logo 3 l•; > o tal que se a(B) 

ramos a igualdade em ( 2 7) 1 isto e 

lim ( f .dcx ~ 

IX 
f do: 

J ' X J 

IX-A 

< g . 

< 6 

gd(t < + 

• 

r fda 
In 

"' 

< c e dai ti-

Notamos que este c um teorema de convergência dominada, váli 

do para a hipótese de convergência quase uniforme. Esta convergê~ 

cia é muito importante porque muitas vezes garantimos somente o 

bom comportamento de convergência fora de um conjunto pequeno. Is 

to estií relacionudo com a p-mensurabilidade de Dunford - Schwartz 
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que ser a definida no p1·óximo capítulo. 

Existem mui-tas outra~ propriedades importantes das integrais 

m-.nótonas. Para um leihJr mais curioso, recomendamos [2,5, 7,9]. 



CAP!TULO III 

ESP/,ÇOS 
p 

L DE DUNFORD-SCHWZ\RTZ 

A teoria dos espaços Lp derivados de medJdas o-aditivas e 

clássica e padronizada. Tal não ocorre quando consideramos fun-

ções de conjunto finitamente aditivas (f.a.).Em [3] Ounford-

Schwartz dese.11volvem l'rrnZl teoria de integração para funções f .a. que 

no caso de funções ,;-aditivas recai no caso clássico. No próximo 

capitulo vamos desenvolver os espaços Lp a partir das integrais 

monótonas e comparar os resultados com os citados neste capítulo. 

Neste capítulo l'lOstramos E'll1 linhas gerais ,:~ teoria de Dunford-Schwartz sem 

a preocupação de demonstrar os resultados. 

3.1. FUNÇÕES DE CONJUNTO FINITAMENTE ADITIVAS 

Neste capitulo X denota um conjunto i' rp e A c p (X) uma 

álgebra de subconjuntos de X. F(A) denota o conjunto das funções 

de conjunto finitamente aditivas com domínio A e imagem :m_, a: 

ou TR com urn dos volores + "' ou - '~) . Nos dois primeiros casos 

a imagem de F(A) está contida num espaço de Banach -o que nao 

ocorre no Íllii.mo. 

Podemos 11oftnir a variaç~o total de 

lu l' jl1 il\.'.11 \]lll' 111! (-, ,\ 

Jl E M(A) -
e dai existem as noçoes 

conjunto de F(A). 

+ 
li e 

ll E F(A) como no Capít~ 

li E M (A) . M (A) é um sub 
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Para cada JJ reo.l ou real estendida definimos 

* l-l P (X) __ , lR 

)I*(E) = tnf ~l(F) 

ECF , FEA 

Neste caso vales as propriedades seguintes: 

i) E F A"~ p*{E) = JJ(E) 

i i) w* (A U B) ..:: p* (A) + IJ* (B) VA,B c X 

iii) w*{A) < p*(B) se A C B C X. 

A propriedade ii) diz ll* ~ subaditiva e iii) diz que e 

monótona e além disso é extensão de )J a P (X). Como \.1 (qJ) = O (se 

)J t +=) então ]..:* e monótona (conforme cap. II) e podemos definir 

a integral monótona f dp * para )J > O pois dai 11 * > O. 
X. 

DEFINIÇÃO 3.1. Seja )1 E F(A). N c X e chamado eonjuntu 1.1-nuio , 

se I p I* (N) = O. Das px·opriedades i) ---.....;, i i i) segue que subconjun-

tos e uniÕes finitas de conjuntos ~J-nulos sao conjuntos JJ-nulos. 

Em termos de filtros isto quer dizer que a cla:-se dos conju~ 

tos JJ-nulos forma um _ideal de P (X), ou seja, os complementares dos 

conjuntos ~J-nulos formam Ulll flltrco de P (X) se 

Uma propriedade é verdade qtwflr_ f:.e_mpfl.t se ela e verdadeira 

fora de um conjunto IJ-nulo. 
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Chamamos a função llJ I* da definição 3.1 de medJ..da ex.tr?JL,[Olt 

de w e denotamos por w
8 

3.2. INTEGRAÇÃO 

Definiremos nesta seção a integral fx f(s)p(ds) para fun-

çoes a valores num espaço de Banach E e )J E F(A) complexa 

real ou real estendida. 

Vamos primeiramente definir uma norma no conjunto C, espaço 

de funções: 

c l f X --7 E} 

DEFINIÇÃO 3.2. Scj~ f~ C e l-1 E F(A). Definimos a norma de f 

f 

onde 

in f arctg {a + ~ I { I f I > a } I } 
e 

X ·--> E 

I lI 

X ---~> li f lXI 11 

A função arctg é colocada para limitar o valor de il f li por 

n/2. Qualquer outra Função continua, monótona, convexu e limitada 

de [O, + w) em 

ao invés de (l) 

lO,+'"') serviria. Quando JJ (X) < +o,- podemos usar 
e 



11 f li = inf 
a>O 
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{a+" l{ifl >a))} 
e 

E: simples provar que 11 · 11 e uma seminorma em C. Uma fun-

ç~o f E C chama-se w-nula se {jf[ >a} e um conjunto w-nulo 

para cada a > O. Observe que uma função w-nula não precisa ser 

nula quase-sempre como mostra o seguinte exemplo. 

EXEMPLO l. Sejam X= {0,1}, A = álgebra gerada por intervalos, 

Jl = medida de Lebesgue e f : [O, l] -----+ m dada por 

f (X) 

Então 

"e({jfj > ,]) cQ 

" IQ' I = l. e 

r o se X e irracional 

ll/q se X c p/q (p,q) l 

·x } é finito 'r/n > O e portan1:o 

v,,' O mas {jfj > O} c Q n [0,1] 

Mas há uma boa caro.c'terização de funções ]J-nulas. 

LEMA 3. 3. Uma 6éwç_ão f -X ---'- B c. 1-1-nuta ,se. e f 

Q' 

o .• 

COROLÁRIO 3.4. A .. \ .'ÍUIIÇ.Õc6 p-vwfah 6ohmam wn .6ubu.paço ve_;f:otc{.af_ de. 

-C . Se f e w-nrtla e jg(x)j < jf(x)j -g (~ 

w-nula. 

Definimos a relaçáo de esquivalência em C 
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f~ g se Uf- gn =O e pomos 

C(X,A,J_I,B) --C/'" (abreviadamente C(X)) 

então C{X) e um espaço vetorial norrnado com as operaçocs: 

[f] + [g[ [f+ g] 

rc I f! h fi 11 [f] 11 = 11 f li. 

Vamos falar de funçôes como as classes de equivalência. Natu 

ralmentc isto impÕe il condição de que um conceito é-50 está bem 

definido se for igual para qualquer representante da classe. 

DEFINIÇÃO 3.5. Convergência em C(X) e chamadil converqência )J-me-

dida (~ denot.-:tda por f __)'_> f 
n 

lim lif - fll O 
n 

n 

se 

11~ uma caracterização boa para esta convergência. 

LEMA 3.6. f _._, 
n 

f lim 
n-~ <» 

IJ ({jf- fj 
e 

> r:l I . o > o. 

Este lema é importante porque ele relaciona as funções e a 

medida exterior dos conjuntos onde a ap1·oximação é ruim. A conver 

gêncid em ]_1-mcd:ida fica então caracterizada como: para cada t: >O 

existe n tal que se f e f diferem por mais de t:, isto gera 
n 

um conjunto de medida pequena. 

" 
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OBS:CRVAÇÃO. Se f -'-> f 
n = [f l·l I --"-> [fl·l I. n 

Além disso f+ g e função contínua de f e g e A f e fun 

çao contínua de f para À f lxu. 

DEFINIÇÃO 3. 7. Uma função v-,;),{mp.tt>5 é uma função que assume um n-c. 

mero finito de valores •• , A 
n 

tal que 

Vi. 

Vamos definir a integral para as funç6es v-simples e depois 

estendê-Lls para funções mensuráveis. Seja S o conjunto das fun 

-
çoes )J-Simples. 

DEFINIÇÃO 3.8. Dizemos que f : X.....---.------ B totatmc.ntc_ )J-~11(:'Jt-6u!lãve_t 

(tfJ.ffi) se f pertence ao fecho de S em C, isto e existem 

f simples tal que 
n 

lim llf -f~ ; O. Dizemos que f 
n 

n 

E E A com IJJi{E)< + w d) f 
' 'E 

e 

totalmente p-mensurável. A c X e dit_o mefL6uJtãve_f_ se \{!A e mensu 

râvel. 

Vamos D~ 1 v-ra dc>finir u int0gral do funções )J-sirnples. 

DEFINIÇÃO 3.9. Uma funçà.o f )_j-simples é JJ-i»:te.gnáue.l ()l.i . .s) se 

existe g ~-simples 

n 
g = L 

i=-=1 
I 2 I 
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n 
onde E E A E. disjuntos u E. = X e tal que X. = o se 

l l i=l l l 

I~ I (E. I 
l 

= + ''-' e de formu. que f e g sao v-iguais, i l'. il f - gll =o. 

Neste caso se h e )J • i . s e g e da forma I 2 I então definimos a 

-i.vde.gJtaf de h por 

f E hd)J f g(sl~ldsl = 
E 

n 
z 

i=l 
X.)J(E,E.) 

l l 
I 3 I 

Estabelecemos a convençao O.co = O. Assim esta integral e 

bem definida e se 11 h- kll = O , então 

\I E E A. 

Assim definimos a integral no conjunto das funções simples as 

quais formam um subespaço vetorial de C (X) . Neste subespaço a in 

tegral ~ linear e se f> O e )J > O então JE fd)J ~O. 

Denotamos a integral também por oJ hd)J. Quando formos es
X 

tender a definição continuaremos a utilizar esta notação. 

Vamos estudar agora o conceito de integral para uma classe 

maior de funções. 

LEMA 3.10. Sejam (fl} 
n 

r (f2} 
n 

duaó .6 e.quê.r~cia.t. de fluvtçUr:_.t. jl • i . s 

c.om fl __!1_, f c f2 -!!.... f e ainda 
n n 
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lim ~ o i=l,2. 
n,m 

Então 3 lin 
n 

i= 1,2 uniforme com respeito a 

E e sao iguais, isto é lim 
n 

lim 
n 

Portanto, definimos as funções integráveis: 

• 

DEFINIÇÃO 3.11. lima função f c E(X) chama-se ~-integn~v~l {wi) 

c 
n 

u.i.s. tal que f ~f 
n 

lim 
n,m f lf (X)- f (X)Idlpl~ O. 

X n n 

Tal sequência determina f e definimos 

fE fdp lim 
n f f dp . 

E n 

e 

Este limite existe e independe da sequência que determina f 

por causa do lema anter_i.or. 

Seja L (X) o conjunto das funções integráveis .. Vejamos o 

teorema abaixo: 

TEOREMA 3.12. Se_ja q E C(X). Ve_6in{moh G 

G(E) ~ JE gdp 
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então 

ii) lim /Gf(E) 
)lJ I fE) -}-o 

o 

iii) ~">O, 3A E A -tat que /u/ (A) < +m e /G/ (Ac) < s 

iv) J /g(x) I d/ ui =O He g 
X 

3.3. ESPAÇOS Lp 

DEFINIÇÃO 3.12. Seju 1 ~ p < + oo. 

-
c_ )J-nuia. • 

L0 (X) denota o conjunto 
p 

das 

funçÜE!s ~1-mensuráveis c: C {X) t_al que /f(·) lp é w-integrável. 

Definimos a seminorma 

11 f li 11 f li (4) 
p 

Alguns resultados clãssicos da teoria dos r} valem aqui . 

Vejamos alguns deles. 

PROPOSIÇÃO 3.14 (equivalente ao Lema de HÜJdcr). Srja f e.Dcafa!t 

e g v c_ tu!I.iaf., 
~ o 

f ~ L (X) , g E 
p 

= 1. Então fg é 11-integrável e 

/f f(x) q(x)di'[ 
X 

11 f li 
p 

p > ]_ 1 q > 1 e 1/p + 1/q = 

llgll 
q • 



LEMA 3. 15, Suponhwno-& 1 < 

iii) 11 f 11 
l p 

Seja 

o 

p<+=, f f E 
1 2 L 

0 
(X) , 

p 
a e . .& c.ata"~. 

liaf 11 = llall • llf 11 
1 p 1 p 

llfl + f
2

11p < llf 11 + llf 0 11 
l p '· p 

-f e. 11-nuta. • 

onde '\.. foi definida antes. 
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Então 

Então 

(L (X) , 
p 

11 ) é um espaço vetorial normado. Vejamos agora alguns 
p 

teoremas similares aos clássicos para estes espaços 

TEOREMA 3.16. SeJa 1 ~:. p < +co 

f E C(X). Então 

i) 

f E L (X) e 
p 

11 f 
n 

f li 
o 
~-~ o 

p 

iii) \jc_ > o I 3E E A 
c 

la.t que I" I (E I < + ~ c 

Vn • • 

L . 
p 

c 

Vejamos agora o teorema da convergência dominada de Lebesgue, 

que ainda ~ vãlido pnra ostos espaços 

TEOREMA 3.17. Sc_Jam 1 < p < + co , 

:tat ·que_ 

L 
p 

L (X) 
p 
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11 f IX) 11 
(( 

< llg (X) 11 ~-quaée 6empke paka qualqucn > o. 

se c (f E Lp(X) e llfj-fllp-----;;.0). 

Este teorema e idêntico ao caso clássico. Isto nos mostra que 

para o T C D não é essencial a hipótese de que a medida seja o-

aditiva. Como corolário vemos que o conjunto das funçÕGs fJ-simples 

integráveis den:3o em 
r 

L (X). 

Esta é a teoria apresentada em [31 . Ela ensina como calcular 

integra:Ls de funções mensuráveis e integráveis. Nem sern~re o esp~ 

ço Lp (X) sera completo (contrãrio ao caso clássico) e além dis-

so o trabalho [3j não dá nenhuma indicação de corno determlnar qua~ 

do Lp (X) é completo. Na teoria desenvolvida no próximo capitu-

lo veremos muis algumas propriedades dos Lp de Dunford- Schwartz 

(OS) e determinamos quando um espaço LP DS e completo. 

Por outro lado vemos gue a integral os e feita para fun-

-çoes de conjunto a vulores num espaço de Banach V ou no sistema 

real estendido. 
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CAPÍTULO IV 

ESPAÇOS Lp PARA MEDIDAS FINITAMEN'rE ADITIVAS 

Definiremos aqui os espaços Lp associados a integrais mono 

tonas para funçÕQS de conjunto finitamente aditivas. usando o con 

ceito de A-mensurabilidade. Analisamos várias propriedades e es-

tabelecemos critérios de completude para tais espaços. Comparamos 

os resultados com o trabalho já existente na literatura, de Dun-

ford-Schwartz [ 3] e desenvolvemos relações entre os dois espaços 

e as noções de mcnsurabilidade diversas. Uma vez que os espaços 

Lp para medidas f.a. não são necessariamente completos, seja 

na teoria. de Dunford-Schwartz, seja no trabalho de Greco [ 10] o 

qual é a base deste capitulo; é portanto importante determinar 

critérios de completude. Veremos que a completude em ambos os ca 

sos está somente relacionada às propriedades de convergência das 

funçõc-'s de conjunto. Veremos também que as caracterizações aqui 

dadas dão, de certa forma, mais inform2cção que em I 3! -e sao mais 

simples. 

4.1. PRELIMINARES 

Neste capitulo X denota um conjunto I: Jl e A c P(X) uma 

álgebra de conjuntos de P(X). Definimos primeiramente uma fun-

ção A-mensurável. 
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DEFINIÇÃO 4 .1. Urna função f : A --> JR e A-mensurável se dados 

a,b E JR com a > b então existe A E A com 

(f> a} CAC {f>b} 

onde IR - JR li { +w, -w} . 

Para f m --~ IR+ o seguinte gráfico ilustra o conceito 

acima: 

--

--------- ---

P ·- n 

------, 
'l:,·), __ l 

Observamos que sendo A somente uma álgebra nao e verdade, 

a prior i 1 que~ dado a '= :m. 

tiva~1lent"e qu:nv1o t\ ó rh:-:"llrJcl)r--1 C' c1:',i voltemos rt definição de mensurabilidade. 

EXEMPLO l. Sejam X [O, l I e A a álgebra gerada. pelos inter-

va1os contidos em X. Seja f : X --> JR dado por 

x\f'Qnx 
f (x) 

se X p/q p/q E lN, (p, q) ~ l 
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onde Q sao os racionais. Neste caso f e A-mensurável, mas 

{f>O) = Qnx 'i' A. 

Como no capítulo I denotamos por 

M(A) = {JJ A --). lR finitamente aditiva limitada} 

Ü1 A --> m_ u-adi ti v a lirni tada}. 

Lembramos que M(A) e M0 (A) sao espaços de Riesz comple-

tos. 

As funções que são combinações lineares finitas de funções 

caracteristicas de conjuntos de A são chamadas funções A-simples. 

Obviamente elas são A-mensuráveis. 

Se em -X -1R definimos a funçao -X X + 
lR x lH - lR definida por 

então j'j 

A(f,g) sup llarctg (f(x)) -arctg (g(xl) 
xEX 

e uma métrica em JR x e e completo. 

O espaço de Stone X associado à álgebra A (veja capitulo 

I) cono;ti_tuic1o dos 'llLr.lf:iltH)S de A, terá um papel fundamental no 

de .envolvimento dos espaços LP. 

Todos estes conceitos estão relacionados entre si corno mos-

tra a propo~içao seguinte: 

PROPOSIÇÃO 4.2. Sejam X, A, X como ac-tma o ut.tJta 

6~ltJto p~incipal deteJtminado po!t x E X. En~ão hao equivalenteA: 
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i I - A-me_n-Suhâvcf f " 
i i) 3 LimFf pc~ 'l.rr cada uf.tJI_a6LCtno F de. A 

iii) 3 f : X --> lR c.ont_{_nua tal que f lxl f lxl Vx E X 

iv) f pcf1tc.aci!. ac 6c.dw da6 6unç_Õe_.6 A-himp.fe_.6 e_m 

DEMONSTRAÇÃO: _i.) '"'" ii). Suponha que lim supF f t- lim infF f pa-

ra algum ultrafi.J.·tro F de A. Então 

a = sup inf f (x) < inf 
HEf xCH H E F 

sup flxl = b. 
xEII 

Se a = -oo tomamos a' tal que a' E JR e a' < b. Se 

b = +oo tomamos b 1 tO: IR com b' >a.IDgovanossupor ]al,]b]<oo 

Sejam agora a' , b' E lR com a < a' < b' < b. Por hipótese 

existe A E A com 

{f>a']:JA :J{f>b'}. 

Como inf f(x) > a' então A !f F pois VB E F, 
X C: A 

inf f(x) <a< a'. 
XE B 

Da mesma forma A c c {f < b') logo 

suo f (x) < b' e portanto A c f/- F. Isto contradiz o fato de 
XE Ãc -

que F e ultrafiltro. Logo ii) é verdade. 

i i) ~ iii) Seja f X 
__ , 

lR definida por f I F I - limFf. V a--

mos provar que f e continua. 

Seja F E X tal que f I FI limff ~ +f-co. f I F I = b E lR. 
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Como sup in f f(y) = b então dado E > o existe Hl E F 
H E F yEH 

tal que in f f (y) > b-E· Do mesmo modo existe H2 E F tal q118 

y E Hl 

sup f {y) < b+e. Tomamos C = H
1 

n H
2

. C e aberto e fechado em 
y E H

2 

(Obs.: A = {ultrafiltros de S de A com 

A E S)). C e não vazio. Seja ent.ão B E C, logo 

H
1 

n H
2 

E B = H E B = sup inf f (x) > b-c 
l 

c,. 

HES XEH 

Hl n H2 
E B = H2 E s = in f sup f (x) < b+r: 

H E 8 xEH 

logo [f(S)- Í(F) I < E: e dai f é continua em F. Da mesma for 

-ma se prova que f é continua em B se f(~~) = +/-oo. Logo f é 

continua. 

Seja X o ultrafiltro determinado por x. Então 

iii} -·.-

Sejam 

To·mamos 

i) 

f(X; = sup 
H E X 

t6d = inf 
fiE X 

Scju f 

a,b E lR ' a 

X 

> 

B - {f •· c I . 

in f f (yl 
yEH 

sup f (y) 
yEH 

---> lR 

b, c E 

' < 
f (x) I ~ 
f (x) J 

f rxl f ( x) . 

> 

continua e f (i<) = f(x) Vx E X 

lR tal que b < c < 6 
c-b a e = 

2 . 

V 6 E B seja A
0 

vizinhança de B em X (com Aj3 E A) tal 

qüe 

a} Se ---.· (f(SI-ó ,f(SI+ol isto e po~ 



.• 
sivel porque {A A 

Por cons t.ruç<~o 

A} e ba.sc para a topologia de X. 

.,. f(A) C (a,+oo] 
(\ 

c_ (-fi,+oo] C (b,+oo] Vr) E B. 
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Logo u 
~:c B 

Mus U A, é cobertura aberta 
(\ E B P 

. 
de B e como f P contínua, B é fechado e sendo X compc::.cto B 

n 
é compacto. Logo .:J finitos Bi E B tal que u A cobre B 

L~l 8i 

Seja o ·-· !'., c A. 
p. 

l 

Subemos que 

logo achamos o E A com 

. 
B C O C {f > b) 

pois f {D) c u 
i? f'.= B 

f ( l, ' ) c: 
I• 

(b,+<x>]. 

Como 

. 
D ~ {f > c} ::J {f > a) 

. 
{f a} c o c {f > b} 

e como f{Xl ·- f(x) v x E X então 

{f ..., a! c o c {f > b} 

n 

U A~~. 
L=-1 ~ 

:1B, 

pois por exemplo ~3L: f(x) >a~ f(X) >a=> XE O=='> DE x :==!> x E D. 

Portanto f é mensurável. 

Estabelecemos as equivalências i)=:> ii) ==> iii). 

Vamos agora mostrar i i)==> i v)=> i. 



ii)=> i v}. Sejam c > 

HF E F tal que in f 
x E HF 

Caso limFf = -oo 

aH = -1/E. 
F 

e tomamos 

o e F E x. 

f ( x) > 1/s, 

escolhemos 
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Cé:~SO limFf ~ +~ escolhemos 

dai definimos a H ~ l/E. 

com 

F 

sup f(x} 
x E Ilf 

< - l/E 1 

Quando escolhemos n
1 

E F can sup f(x) < b+c/2 
xEHl 

com inf f(x) > b-s/2. 
x E H

2 

Tomamos H =1-ItiH EF e 
F l 2 

dai se x, y c I-I F então jf(x)-f(y) j <E. Escolhemos y E IIF e 

tomamos aH = f{y). 
F 

-
Como {X-HF, F c:= X} nao está contida em nenhum ultrafiltro 

n 
. .. . [F.J·n ex1stem ±1n1tos 

1 Lo::L 
n (X- H 

L~l Fi 
~ )J. E X com 

n 
Logo u li F . X. Definimos h X --·· lR por 

i~ol l 

n 
h (x) L aHF. 'H (X) 

i=l l F. 
l 

Então h ~ funç~o A-simples. 

Dados então éi > O escolhemos s >O tal que )arctg 1/t: -n/2) < O 

e ) x-y) jarctg x- arctg yj < ó. oaí construímos h co 

mo acima. Nesto caso !'!.(h, f) < !l e f está no fecho das fmções 

A-simples. 

Observamos que para construir h diminuimos H r. de tal for
l 

ma que eles fiquem disjuntos dois a dois. 

e 
I L~l 

HF. n ( . ~ 
l \ J-1 

para 

Isto é, tomamos 

L > 2. Dai tomamos 
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""' H' F. e definimos h como acima. Isto deve ser feito para 
l 

garantir que so um e utilizado na soma que define h . 

Observamos ainda que se f > O podemos 

6 (h, f) < 6 e h f Para tanto basta definir 

tomar h com 

inf f(y). 

yEHF 

i v)==> i) Pela def niç;)o de A-mensurabilidade f e A-mensurável 

se e e f o sao. Além disso se f > c ,.::_ntão f e A-rnensu 

râvel se e f A n e A-mensurável " n E N. Logo podemos nos res 

tringir a f > o e E limitado. 

Como existe 
A 

f A-simples " E N então gn --> gn n por 

argumento análogo a última observação existe gn 
o . --.• f gn A-

simples " n E: N e gn < f " n E N . -

Agora sejam a,G,P(X) --> [O'+~] monótonas tal que a/A = 8/A. 

A-simples lx 
r 

dr: Como gn sao gn da J crn d8 logo pelo Lema 

r X -
F atou e gn < f segue que ' f da = r fdS. Assim a proposiçao 

- j X .X 
seguinte implica que f e A-mensurável. • 

Vamos agora fazer algumas observações com relação a estes 

conceitos aqui introduzidos. 

-
l) o = (X ' X E X] c X e um conjunto denso em X. Para ver 

isto tomemos B c X aberto. Então existe A E A' A 

"' 
~ com 

A c B. Seja X E 1\. Daí X E 
-
A c B. Isto implica que a funçãü 

f definida no item iii) da proposição 4.2 se existe é Única e 

dai é dado poT f (F) 

2) Uma função g X --> lR e A-mensurável se e c lu for 
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contínua. Se g e continua vemos na prova de iU.) = i I da pr_Q. 

posiç.3.o anterior que g e A-mensurável. 

Suponhamos que g seja A-mensurável. Dai 'tfa,b E JR com 

a > b 3A E A tal que 

{ g a} c À c ( g > b}. 

Seja agora f : X -~ JR definida por f(x) = g(x). Logo 

se f(x) >a==:> g(X) >a~ X E Ã ~ x E A. Donde concluimos: 

(f '' a) c l\ c (f > b}. 

. 
Logo f ~ A-mensur~vel e existe f X ----? lR contínua tal 

que i(~) = f{x) = g(i) tlx E X. 

Tomemos 8 E X. Se f ( 8 I > a entiio 3 (x.}.EA c X rede com 
1. l -

( ·n ---> s . Logo 3i E A tal 
o 

que Vi > i 
o ' t(x. 1 

l 
> a. Logo 

x. E l\ Vi > i = X. c A ' Vi > i e como A c fecho.do s E 
l ' - o l o 

- . -
A. Assim (f > a} c A. 

. . 
Como O = X e A é aberto segue que D U A~ A. Mas, como 

-A é fechado D n À = A = { X : x E A} c { f > b} C { f > b} . Logo 

{ g > u} c Ã c: { g > b} ==';> {f > a} c A c {f > b}. 

Suponhamos agora ("" E X 

b
11 

= d-2/n ; n E JN. Temos 

com g(S) =dE IR. Sejam a =d-1/n, 
n 

A E A, 
n 

n E lN com 

{ q > a}CA C{g>b}. 
n n n 
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Como il E A 
n ' Vn E lN = f (lll > b n ' Vn e portanto 

f I SI > d. De maneira similar f I sI < d = f I SI g I SI. Nos casos 

onde g I SI I' m UY.l argumento semelhante prova que f lrl I = g (l:l) 

Logo g = f e g e continua. 

Este resultado ê fundamental pois caracterizamos as funções 

A-mensuráveis como a~. funções continuas do espaço de Stone X em 

JR. Assim tra' sformamos um problema algébrico em um problema de 

topologia: estudo de funçôes contínuas. Como veremos adiante isto 

vai ser de grande utilidade no manuseio dos espaços LP. 

3) O conjunto 1<1} (X ,A) das funções A-mensuráveis limitadas é ,, 
uma álgebra de funçàes. I~;to poderia ser um resultudo trubalhoso, 

mas utilizando 2) ficQ imediato. 

cnt~o f e g sao continuas e limita 
-v -v ~. 

das e portanto f + g e ccntinua. Como (f + g) (x) flxl + glxl= 

(f + gl lxl segue da p1·oposiç~o 4.2 que f + g e A-mensur5vel 

(obviamente linütada) c portanto ~ Mb(X,A). Claramente f+ g 

-
=f+ g. O rnesmo lipo de ruciocinio nos mostrct que 'f' f c m e 

f·g são limitadas ~ A-mensurâveis o portanto Mb(X,A) 6 uma ãl-

gebra dE:' funções 
-~-· --~ 

>f = ~f e f·g = f·g. 

A âlgebra de funç6es Mb(X,A) 6 portanto claramente isomorfa 

a álgebra das func.;Õc5 coutinuus e limitadus de X em m.. 

disso lembramos que j 
J 

,\ 
--> f ' {f. I·~\ 

J ]L' 
rede see 

Além 

( -n) v (f . (\ 
J 

uni f n) ___ _______, (-n) v (f A n) , \Jn E JN e vemos que as fu:Q_ 

ç6es mensuráveis limitudas sáo exatamente os limites uniformcs(no 

sentido usudl) das funç6es A simples. 
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Seja A E A e a função caLacterística de A. Neste caso 

9 e a funç~o caracteristica de A, pois como A e aberto e fe
A 

chado ~")\ é continua e Vx E: X, <PÃ (X) = '~~A (x). 

Lembramos que IJunford-Schwartz [3] definem a mensurabilidade 

em termos da álgebra A e da medida W finitamente aditiva como o 

limite Gm norma (diferente da apresentada aqui) de uma sequência 

de funções u-simples. Constratanto com isto aqui só necessitamos 

da álgebra A parQ definir a mensurabilidade de modo natural, o 

que de certa forma generaliza o conceito de mcnsurabilidade clás-

sico com respeito a uma o-álgebra. 

nr fd!l 
lx 

Além disso uma funçilo finitamente aditiva será abrev.iada por f.a. 

e quando for limitada por f.a.l. 

No capitulo II vimos que as inte(_Jrais monótonas associadas a 

urna funçiio de: conjunto monótona u : P (X) ~ !O,+"') -pressupoem 

que a funçiio n: está cJefinida em todo P (X). Queremos agora de fi-

nir a intcgr<-ll monótona associada a uma função de conjunto defini 

da somente em uma ó.lgcbra de P (X) . Está claro que nc•m todc:ts as 

funções poder~o ser integradas; mas o importante ~ que as A-mensu 

r5veis ser~o int~qr5veis. Temos o segu1nte resultado: 

PROPOSIÇt\0 4. 3. Sl.'ja A c P (XI f E 
X --· 

10, + "') . Entao 
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i) f 

i i) pa!ta c.ada ptVL de fli:nç(}(<'-6 ct, B : P (X) --> [0, +'"'I monUtu-

Este rcsul tado dl~pende de uma sequência de lema~l que não r e-

produziremos agui. A dcmonstra,;ão completa pode ser vista em [6] . 

Faremos aqui um esboço da prova. Que i) implica ii) pode ser vis-

to a partir da Proposição 4. 2 pois i) ~ i v) da Proposição 4. 2 

que implica iil. 1\ volta é feita utilizando as funçÕes 

definidas no Capitulo 1, associados ao fitro F' de P(X) gerado 

pelo ultrafiltro F de A e dal provar que existe limF f liF c:: X o 

que implica a mensurabilidade. 

Em [7] Greco dl"'f.ine a A-mensurabilidade em termos da condi-

çao ii) da proposição acima onde A pode ser qualquer familia de 

subconjuntos d~ X. Quando A não for uma álgebra o resultado da 

proposição 4.2 que continua válido é i) <:===>iv)já que 1i) e iii) 

não fazem sentido. 

Esta última proposição e a chave para a definição da :i_nte-

gral de uma função A-mensurável como veremos a seguir. Se f e 

A-mensurável e f E [O,+·"] X c ~~ e f. a., )J > O , queremos defi-

nir 11 JX fdp" de maneira natural e bem definida. A tentativa e 

estender ]J a uma função Jl' p (X) ----> [O' + oo[ monótona (por ex em 

plo p' * in f \1 ( B) ) definir ·t fd]-1" r fdu 1
• Se = Jl ·- e como ! 

Bl:A l\CB 'x 

P(X) --~ [Ü,'') monótona e outra função que est.endc 11 então 



]J" I A := 11' I A e pela proposição f fd)J' = f 
X X 

a definiçdo seguinte. 

DEFINIÇÃO 4 4 • Sejum f E 
--X A-mensurável JR 

' e 

extensã.o de ,, a p (X) • Definimos fx fd~J " fx 
ao menos um dos valores e finito. Se agora p 

fx fx 
+ 

Jx 
-

Últimas fd;J .. fd)J - fdw se as du<.1s 

-e ambas nao assumem os valores + oo ou - oo ao 

nimos +co - {- '"-') oc;;; + '" - w - (+ 00) =: - w). Quando 

ã finita dizemos que f e u-integ~~v~l. 

Observamos que f e -integrável see 

f+ + 
-integrável e " 

f+ -
-integrãvel ' e " 

~ + 
I f - -integrável e )i 

' I L f- --integrável e w 
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fd~1" . Logo temos 

ll E M+ (A) . Seja )J ' 

f+d)J' r -
-

j X 
f d).J' se 

E f.1(A, definimos 

integrais existem 

mesmo tempo. (defi

JX fd11 existe e 

Além disso se f > o e w > o A-mensurável Ja vimos 

que 3 {gn}nErn A-simples com gn 

Quando f e qualquer 
/', 

3 g --> 
n 

/', 
-----7 

h
11 

< ô. Logo se f e )J-integrável 

f 

g < f 
n 

e 

e h 
n 

6 
--> f 

g < f. 
n 

,, 



·~ lim 
n..).w 

e como gn e h 
n 

r 
I' 
Jx 

+ g dp 
n 

g dp 
n 

-

A-simples 

r 

J X 

c 

g du n . 

h dlJ) 
n 

igual a 

r 
Jx 

lim 
n 

h d + 
n ~ + ! 

ix 

I r 
!x 

f d~ 
n 
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hd~ I 

onde f 
n 

gn - h Logo fx fdp - l.Lm r f dp onde f e A-simples I f I < . 
j X n n n n 

n 

I f I ' ~ n f 
t\ 

f. E JN e --3> 
n 

Veremos agora algumas propriedades da integral associada a 

uma álgebra e à uma função de conjunto f.a. definida nesta álge-

bra. Vamos relacionar esta integral sobre o espaço X com uma in 

tegral sobre o espaço de Stonc X. Para tanto vamos primeira.men-

te desenvolver unw relaçao entre M(A) e M,J(A ) {veja Cap. I pa
o 

r a notação) onde A denoto a ,,-álgebra de X gerada por A. 

-
definimos v : A --" lR por v (l-I) = v OI). En 

tão claramente v 6 f.a.l. Al&m disso como V~ E Ã e aberto e fe-

chado v e regular. Como X e compacto o teorema de Alexandroff 

(veja [3] teo. III, 5 .13) no~-:; garante que v é o-aditiva. Como 

v (X) < + "' um tc,orcma similar uo teorema de extensão de Caratheo-

dory (veja 131, tco. III, 5.14) nos mostra que v tem uma Gnica ex 

tens~o o-aditiva 3 

cp : M ( A ) -------7 M (A 
l) u 

A . Chamamos esta extonsao de ,, \1 • Seja 

dado1 por 
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Então claramente Q é injetiva. Além disso se .1 E M {Á ) 
a a en 

tão \1 : A --> ]~ definida por 11 {A) "' v (A) , ld A E A satisfaz 

u E M(A) e portanto v=~=~{~). Logo~ ê bijeç~o. Alêm disso 

- -~ 

claramente 11 + y = 11 + y e C]J -= C]J para p,y E M{Á) e c E IR. 

Assim (r c isomorfismo de espaços vetoriais. Come M(A) e M (À ) 
o a 

são ambos espaços de Riesz completos e em A, \-1 v y e \-1 v y co-

incidem segue que LI v y = u v y e dai í)J é um isomorfismo de 

espaços de Riesz. Temos além disso as seguintes propriedades: 

PROPOSIÇÃO 4.5. Sejcun 11 F M(A) e f E M{X,A) e 1 < P < + w ::r1-

_ _., 

l) I w I - I''' 

fx 
r --

2 I f di- -

J x fd)J 

r lflp I 
3 I I du - ' 

J x 
-·· p 

I fi d1-1 óC_ ao meno-0 um do.6 fJa.toJLe.6 ex-Í._.6-te.. 
'X 

DEMONSTRAÇÃO. ll ~i~l = Ú v (-0l = Ú v (_:tJ'J =~~v{-_,!)= i1,j 

2) Suponhumos f > O e )r > O. Os outros casos sao 

deduzidos diretamente deste. 

Sc;ja primeiramente 

n 

f A-simples 
n 

f = [ a.~~ onde 
- l l "· 1."" l 

Logo ' ' u. ~- ~ 

l " -
l 

e A-simples. Neste caso 
i 

r 
n n 

Jx r ll r - a. 11 {A. l = ) a.]I{A.) = fctl'j 
j X 

-
Í"l 

1. _1. 
Í'-1 

l l 

A. E A. 
l 
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,, 
No caso geral tomemos A-simples tal que f ---'=-> f 

n 
' 

e f < f , \f n c 1N • Seja f 
n n 

Vn E IN. Então, como 

são continuas e [ ,' f em um conjunto denso de X 
n 

' 

f 'f n 

segue que f
0 

<f, \in~ rn. Se além disso, /\(f
0

,f) <r_ n::tru um n 

grande, ent;lo pcl()'; IW'o~rrnc; argumentos ~(f ,f) < [. Logo 
n 

- 6 -
f ·--7 f 

n 
' 
f

0 
< f , Vn C IN. Ent.i1o 

r fdp = lim 
'X n -+ "" 

I f dp 
X n 

= lim 
n -:- oo 

Í'dií. 

e 

3) CorJa f c /.j (X , A) 

tio lflp E M(X,A) 

entao lfl E M(X,A) c como I f 1 > O en ___ , 
Vp ' l < p < + 0 ' • Além disso 

portanto 31 é consequéncia imediata de 2). • 

Vamos agora comparar o que já foi feito aqui com a teoria de 

Dunford-Schwartz. Ver:emos que embora as definições de mensurabili 

dade e integrabilldade sejam diferentes, elas estão muito relacio 

nadns. Veremos tumbém alguns exemplos. 

Vamos primeiro traduzir DS-1J-mensurável por uma condição 

mais clara. Observamos que como l"llx)<+w entiio totalmente 

mensurável e DS-p-mensurável são conceitos equivalEmtes. 

LEMA 4.6. f 

sup lfis)-f(til<c 
s,tEA. 

:1 

l1 

u 
i=l 

J=l, ... ,n. 

IIJ I (A I 
E 

3A E A e 
' 

< F 
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DEMONSTRAÇÃO. Lembramos primeiramente que f e DS-~t-mensurável, 

se ela estfi no fecho das funç6es ~-simples, isto e, funç6es do ti 
r 

po .\ iJ . .;E 
Í'=l l_ '_i 

onde E. c A 
1 

disso, a norma considerada e 

a. "" O 
1 

llfll = inf h+ !J'I*((Ifl >a))}. 
lê) o 

se ]JJi {E.) =- + U! 

] 

(=·> ) . Seja > O. Enti1o, 3 f 
c 

p-simplcs com llf- f 11< E/2 
' 

isto é, 

l1•l*lflf- f i>>}))< c/2 
' 

isto implica que 

e 

n 
se 

i=l 

' *I { , I w f - f 1 I I 1:: 
> c/2}) < c/2. Logo 

-f/ > L·/2} C A_. 
I 

a.'{JE , tomamos uma decompm>ição onde 
l i 

E 
i 

Além 

com 

sao 

disjuntos dois a dois e dai definimos A. 
l 

Ac __ n E. I b · · o s. exlgl 
,_ l 

-mos 
n 
u 

i=l 
E. 

1 
X, se na o for a priori completamos com 

n 
u 

i=l 

Como 

e pomos 

:f lxl 
c 

c A
1 

temos 

a n+l 

- f lxl I 

- o) • 

< c:/2 Vx E Ac 
[ 

então em A. 
l 

se s,t 



lfis) - f(t) I < I f I sI - f,. I sI i + I f E I sI - f (t) 
s + f (t) 

E 

f !ti I < pois 

o resultado. 

f I sI 
f 

f (ti 
E 

= a .. Como 
l 

n 
u 

i=l 
A. 

]. 

I= . Nas condiçÓ(-,s 
n 

da hipÓtese, escolhemos X. E A 
J j 

e 

mos f " s 

Além disso, 

L X.'{l\ 
. l 1 . 
l"" l 

. Então f 

- f i > } c A i. 
E 

é p~simples p:Jis l1-1: ( x) 

e portanto 
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obtemos 

defini-

< + (f' 

c =;> 11 f - f 11 < 2l~ ~ 
c 

como 

E > O e arbitr5rio f c DS-]l-mensurável. • 

Vamos estabelece!~ at,~ora uma correspondência entre DS-JJ-men-

surabilidadc e o conceito de mcnsurabilidrcdc t1qui defin.ldo. 

Primci__ramento, dada. uma ã lqebra A e 11 E M {A), vamos cons-

truir uma nova álgebra c uma nova função f.a.l. que é de certa 

forma regular. Seja entiio 

l_B c .\ tal que 3 A I o C' A 

Temos o seguinte resultado: 
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PROPOSIÇÃO 4. 7. A -e uma ~lgeb4a e ne~~e ca~o exi~~e uma ~nica 

E M(Á) que c0tcudc J! e tal! que. I1JIA = I1JIA' A-Cé.m d,i.!.ll.lo A e Jcegu-

laJc, i. c., Ã =A. 

DEMONSTRAÇÃO. Sejam B E A e t: > O. Tomamos A,D F A com A C 

B c D e I p 1 (D - A) < •• 

I c c 
I li (h - D I < E e 

c,/2. Como 

c 

Suponhamos que existe a extensão e vamos provar que A A 

].' I A (' n<F,-n p 

Além di.sso A C B C: A , E CO C E 
l 1 
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e 

Como E - A ,_ (E - E
1

) U (D - l3) U (Al - A) o==> 

c=/3 + t./3 + E/3 e ACFCE---";> FEA 

Vamos mostrar pr imE:~iro a unicidade de )J. Suponhamos que ex i~ 

tem À,y satisfazendo as condiçÕes da proposição. Suponhamos pr~ 

meiro que fi > O. Claram(•ntc~ as condições impl-icam ), > O e 'I > O. 

Seja então, B c: 1\. Existem A
11

,D
11 

E A com A11 c B c 0
11 

I~ I (D - A I n n 
l 
n 

Podemos tomar A 
n 

crescente. Isto implica 

crescente (seja A~ 
l 

i 
u 

11=1 
A I c 

n 

À(B- A I 
n 

\ID -AI~"(D -1\l<l/n n n n n 

~ À (B) < À (A ) + 1/n 
n 

tJ(A) + 1/n pois À e f.a. 
n 

o 
n 

==> À (R) = lim ~~ (1\. ) • Como :1 (A ) 
n n 

\(A I< ).(BI , Vn E JN 
n 

n-+ '" 

À I Bl ~ lim p(A I • Como o 
n 

mesmo vale para y segue ) y . 
n -~ "-' 

e 

de-

Para o caso 9eral notamos que )+ -- _lI y 
2 

+ I Y I I e portanto 

+ 
) I A donde sai . Como o mesmo resultado á válido 

para À (> y segue a igualdade. 
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Vamos ver agora a existência da função )_I Pela prova da u-

nicidacte vemo:3 que a tentativa natural é a seguinte. Dada B E A 

escolh8mos A P D como acima e definimos 
n n 

i" (B) = lim 1-1 (A ) 
n 

Suponhamos primeiro J-1 > O. Neste caso dada outra sequência 

A' 
n 

lim 
n-J.-oo 

D' 
n 

nas condições acima como O' :J A 
n n 

)J(D') > lim p(A) 
n - n n -~ oo 

(os limites existe pois 

D' é decrescente e p e monótona). Da mesma forma 
n 

e como 

lim J-l(O) 
n n "7- LV 

> 

obviamente lim ~I (Dn) 
n+w 

lim ~(A') 
n 

~ lim V (A ) 
n n+w 

e lim 
n+w 

A 
n 

e 

V(D') 
n 

~ 

= 
crescente 

lim 
n+w 

V (A') 
n 

segue que lim >• (A ) lim V (A' I e iJ(B) está bem definida. 
n n n+w n+w 

Claramente 11 e limitada. Vamos provar que 11 e f.a. Sejam 

e B
1

,B2 ~A , Bl n n 2 - cp • Sejam {An}nEIN 

satisfazendo as hipóteses da definição de 11 

{ En} nE JN sequencias 

e 

pectivamente. Então ( A u E ) 
n n nclli 

e uma sequêncla que g,;_tisfaz 

as condiçÕes da definição para n
1 

U n2 . Logo 

iJ(B, u B2) ~ lim viA u E ) ~ lim V (A ) + u I E I ~ 

~ n n n n 
n-+-'" n -~ ,, 

(A c B 
' E C B ~A nE n) - lim uiAI+lim uiE ) ~ ]," (Bl) + iJ (B2) . 

n l n 2 n n n n-+m n-+'~' 

'' 
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No caso geral existem extensão de + 
(I e extensão 

de . Tomamos • • 

O resultado seguinte vai relacionar OS-~J-mensu:cável com a 

álgebra A . 

PROPOSIÇÃO 4.8. Sejam f: X--> lR A,w, X e w como ac~ma. 

A-men~u~~vel e lirn w {lfl>n}=O. 
e n .-,.+ oo 

DEMONS'l'RAÇÃO. (~ ) . Sejam a,b E IR a > b. Tomamos A = {f > a} 

B ={f> b}. Sejam < 

da pelo Lema 4.6. 

Seja 

Se 

[) u 

Ej_ roA f::~ 

x E r/ r 1 A , cn tão 
c 

l e 

(pode se 

Vy E 

f(y) > f (x I > a 
_

1
a-b

1 2 
> b. 

n 
E i) Como lJ u E cobre X então o 

i=l 

E ' c 

Logo 

u 
c 

I l-li (FE - DEc) < e: • '1'emos a seguinte figura 

a_ partição da-

E i c B e D c D. 
f. 

E ~ F " " e 
c f 
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/ \,_ 

// 

~" -

Como E E A, f =f e DS-]J-mensurãvel. Aplico o mesmo r a-
c 2 I E f: 

ciocinio 
2 

A2 o para ,- : A -
2 • B = B n F 

2 L 
D Ent.ão 

c t-: 

A2 
: {f2 > a J , B:2 ,f2 > b}. Acho E 

t-2 
F . . 

'2 

A2 c F • 82 ) o • F : D u 8 
f. f 2 f 2 é~ 2 E 

e I)J I (E I < 
' f f 

2 
e:~ prossi-

2 2 2 

as:> Lm 
3 4 

Seja então go pii Ci1 etc. 
00 

o - lJ [) \) !\. 

i=l L 

k k 
Por construçao A L O c B. Alêm disso u D c D, u o 

E. E. 

A, 
k 
.u 

i=l 
_j D 

medida da diferença 

f e X-mensurável. 

Seja agora > 

c/2 =- IJe I I f. - fi . ' J 

E 

o pertence a A ' 

L 
k 

c a menor que 

i=l 1 i=l 1 

Vk E JN. Além disso, 

k 
c ---------;> O. Logo DE A 

o . Por hipótese 3 f. -)J-Simples com llf. -f li 
J J 

> c_} < c/2 -> ,A E A com { jf -f i > ç: } c A 
;: J 

< r . Se f. = 
r 

' a ·"'E 
l i 

tomamos n 
o > 

r 
I 

i=l 
I a. I + l' 

] i=l l 

E 

a 

e 

< 

L 



117 

Logo I f ixl 1 > n ====> X e z:.. logo 
c 

]J { I f > n}<c====> 
o o e 

Vn E n donde segue a segunda condição. 
o 

( <:==). Suponhamos u.gora f A-mensurável c li m l' ( I f I > n l - O • e 

Dado E' > Ü seja n E lN 
o 

tal que 

n-+m 

3A E A com llfl > n I L A e IPi (A I < c/2. 
E O E E 

Com arctg : IR ~ {-n/2 , lr/2) é continua ela é uniforme-

mente continua em compactos. Sejam 6
1 

= I arctg n - arctg {n +1)1 e 
o o ' 

tal que se x,y E [-n - l, n + :I_] e I arctg x - arctg y I < 6 
2 o o 

==:> lx-yj <E (*) (isto é posslvcl pois tg e continua, unif.con 

tinua em compacto). 

Seja O = 0
1 

A ó
2

• 'romamos g A-simples com J'.(g,f} < rL 

s 
g = ~ r.<;JA com I r i I < + ((} . Seja E. EA com E. c /\. 

i=l r . r l l 
l 

e 

I~! (A. E.} 
cl 

(isto implica IA. E.} _i_) - < p - < 
2s 2s · Tomamos 

l l 

s 
f l.: r. <P E c i=l l . 

l 

Seja /\ A 

p (A) < 
e 

~~ (A ) + 
e c 

Agora se 

' 

e l l 

Então f e ]-l-simples. 
c 

s 
u u (A. - E. I E A então 

i=l l l 

l' (A. - E. I 
e l l 

< E • (pois 

lfix) -f (x) 
c 

> I'~ cntao, ou 

e subadi ti v a) . 



i I I f lxl >n ===> xEA 
o 
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i i I i f I x I I < n 
0 

= I g I x I i " n 
0 

+ l = I f I x I - g I x I ! < 1. (por(*)) 

logo xEA.~E. 
l l 

para algum i {senão glxl " fE lxl I donde 

{I f- f >c_- CA e assim pelo lema 4.6 f e DS-]J-mensu-c c 

rãvel. • 

Traduzimos portanto DS-lJ-mensurabilidade por A-mensurabili 

dade para urna álgebra maior (em geral) que A. Notamos que se 

lim I' {jfj 'n} 
e 

O, entao f A-mensurável = f DS-]J-mensu-

rável. Assim as DS-)1-mensurabilidade inclui de certo modo mais 

funções. 

Observamos que se A = {borelianos de [O, ll } e JJ é a medi-

da derivada do comprimento dos intervalos, então A""" {Lebesgue de 

[O, li } e fJ é a medida de Lebesgue em {O, li _ 

Vamos a9ora relacionur a integrabilidade. Veremos que a co

nexao se dá novament_e através da álgebra A e tanbém pela medida 

f. a. 1-1 • 

PROPOSIÇÃO 4. 9. Uma 6unr.;ão f 
- DS-JJ -in ;t e.[J ,'L(i v c_f_ ' X ----+ JR r 1. (!_ 12 

nJ fd~l r f do . 
X lx 

Dfl\10NS'TH/\ÇÃO( ·~o) .Seja f ~-t-integrável. Então f e A-mensurável. 
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Além disso, e ~~--integrável donde lim iJllfl>n}=O e 
o 

que implica lim 
n~w 

rável. 

Escolhemos f 

Vn E JN. Segue que 

-; { I f I 
I e , L 

___, 
n 

li.m 
n 

> 

f 

n -}oro 

n} = o e portanto f e DS-w-mensu-

com f A-simples I f I < I f I n n 

Como f e A-simples, escolhemos g A-simples tal que 
n n 

l 
< 11" 

2 
em com I e' I (A I < 

1 
n 

2
n 

e A E:: A 
n 

E fácil ver que. 
11-medida 

q -----+ f e <ilém disso 
~n 

i 0 - g I ct I '>'I m n 

pois q e A-simples e 11 e f.a. 
n 

e esta Últim<\ integral c~ que a seguinte integral 

' f I ls" - fm I + f fm - f nl + I f - g 1 ldlwl = 

X ' 
n n 

= L I '\,, - f I dlcc' + r lf - fnl d]i'l + fx m' ' ! Jx 'm I f - g ' n n 

e 

ct I i'! 



120 

(todas A-mensur5veis simples e limitadas}. 

A 1~ e 3:::: integral ----7 O quando n ,m --;:,. + w Como 

e < e lf - t I 
m n 

o segue 

que a 2~ integral converge a O. Logo pela definição f e DS ]-:-

integrável e 

o( fdp 
·X 

= LLm 

-~ lim ( 
n-+ "- J X 

g dp = lim 
n 

n-)--m 

fdp 

g d)J = lim 
n 

11 -~co 

(~ ) Suponha f DS-]J-·integrável e f > O e 11 > O. Os outros 

ca.:.;os se deduzem facilmente deste. 

Como f e DS-J!-mensurável, entilo f e A-mensurável. Se 

f e lirnitadA, ent~o f e u-integrável, pois !PI (X) < + = Nes 

te caso 

fd)l pela pd me.ira parte da demonstração. 

Para o caso qeral, tomamos f 
n 

f 11 n. Então f e ~1-int~ 
n 

grável e 

Assim, 

f d)J 
n oJ fd 11 

X 

H<+uo, \In Ec- Thí 



fdll lim 
n 

M < + '" 

logo f e p-integrâvel e claramente JX fd]J 
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r 
Dj fd11 • • 

X 

Notamos que a hipótese l11l (X) < + ('() foi essencial em mui-

tos argumentos dessas proposições. Vejamos agora alguns exemplos 

mostrando as idéias desenvolvidas até agora. 

EXEMPLO l. Seja X == lli , A a álgebra gerada pelos conjuntos fini 

tos e "oA--0[0,11 com w(A) Então 

l) f e A-mensurável see 3 lim f (n) E JR 
n+m 

Jâ vimos que os ultrafiltros de A são os principais e o ul-

trafiltro dos cofinitos. Se e ultrafiltro principal determina 

do por n (~ IN , então 3lim- f== f(n). 
n 

Seja ~gora f o ultrafiltro dos conjuntos cofinitos. 

lim inf
13 

f - sup in f f(x) ~ sup in f f (x) 
!-!Ej3 xEH H c fi.ni to zE::H 

sup inf f(x) 
n x>n 

Então 

> 

Mas se Hc e finit.o, seja n tal que x n = x c H dai 

inf f(x) 
xEH 

< inf f(x) 
x>n 

c portanto lim in f~ f 
L 

- lim inf f{n). 
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Sendo o segundo limite o limite inferior de uma sequência de nume 

ros reais. Dit mesma forma, lim sup
8 

f lim sup f (n). Assim, 
n --+ +'"'' 

3lim f(n) E JR ~ 
11 

lim inf f(n) 
n _, cn 

lim sup f (n) ~ lim inf i3 f = 
n 4 w 

= lim sup
5 

f 'dF E X = f e A-men 

surãvel. 

2) 7\ = F (Thl I pois dados A c rn e c > o seja n E rn ' o 

tal l 
B {n + l, ... } Então A u B E A A n que < e = . n o 

2 
o 

Bc A 
c 

E o A n Il c A c A u B e 

p(A u 13 [\ n BC) lJ (B) 
l logo A E A - < c 
n 

2 o 

iii) Vf : m --> m e OS - )J-Jllensurável, pois f e A-mensu 

rável c 

segue que 

p(A) )) 

nEJ\ 

lim I' li f) e 
n ~ "' 

e como f assume somente valores reais 

nl o. 

EXEMPLO 2. Seja A c P( [O,lj) a álgebra gerada pelos intervalos 

de I .. [0,1.1. Utilizando os resultados dos exemplos 6 e lO doca 

pltulo I, vemos que existem limF f para qualquer ultrafiltro de 

A sr existem os lin•ites laterais de f em cada ponto de 

exemplo, se x f 1, ent~o 3lim
6 

f 
X 

sec 3lim f (y). Logo 
+ y ->-X 

I. Por 

f e 
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A-mensurável see t:em limites laterais em todo::; os pontos. Seja 

dada pelit medida usual dos intervalos estendida ã 

álgebra A, Vamos ])rovar que se f e limitada, ent~o f e DS-

u-integr5vol see & iJJtcgrável no sentido de Riemann. 

Sabemos que f [O, lI --~ lR limitada 8 integrável se c 

Vó o 

F ·' ó - 'x ' I o, 11 tal que w(f;x) > ~n 

tem conteúdo nulo, onde w(f;x) e a oscilação de f em x (veja 

141 I . 

Pelo L"ma 4. 6 vemos que esta condição se traduz exatamente 

por ser f DS i.J-rnensur5vel. Neste caso e difícil caracteri.zar a 

álgebra A mas vemos facilmente que Q n I fJ A . Além di.sso 

nem todo aberto de I E A e portanto nem todo mensurável segundo 

Lebesgue. Notamos portanto, que as funções DS-lJ-mensurávcis in-

cluem as funções continuas, mas formam uma classe muior. 

4.2. ESPAÇOS 
p 

L 

A partir da dediniç.J.o de A-mensurabilidade seria natural de-

finirmos 
p 

L com o conjunto das funções f onde 

grâvel, com a pseudom~trica I f - I p dI ' I 1/P g i ~j i • 

-Na realidade a expressao I f- g i pode nao fazer sentido, co-

mo por exGmplo f e g valem simultaneamente + "'' e nlém disso 
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me:_i!no lJl.undo (f-q) c~-;tÁ. bem definida pode ser que não seja A-mensurá 

vel. Mais geralmonte f e g A-mensurãveis e f + g hem defini 

da não implica f+ g A-mensurável, Isto e uma patologLa introd~ 

zida pelo conceito de A-mcnsurabilidade e portanto, devemos ter 

muito cuidado nas operações algébri_cas com funções A-m<::msuráveis. 

Por outro lado, lembramos que se f e g são A-mensuráveis 

e limitadas, unt.:10 f ~- g ~mensurável. A id6ia ent3o, e tornar 

as funções limitadas. Obtemos isto da seguinte maneira: 

Seja f r:: m X e n E IN . De f in i mos 

R (f) - (-nl v (f A n). 
n 

em termos griificos: 

Além disso, se f é A-mensurável, entào R (f) é A-mensurá -
n 

vel, i:r'n E TI\1 • p denotará nesta secção um número real > l. Se 

f > o e A-mensurável, então e A-mensurável. Neste caso , 
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se f, g AI{X,A), podemos calcular 

a = 1! /Rn(f)- Hnlgl IP dlw!i 1 /P 
n .lx 

Como ]R (f) -R (g) I e uma função crescente de n existe o 
n n 

limite 

d (f,g) '= lirn 
p n _, ·~· 

Vamos agoru. mostrar que d 
p 

e uma pseudométrica. Primeirame~ 

te vamos estudar quando d (f,g) =O. Para isto, vamos usar pro
P 

priedades do espaço de Stone X. 

Sejam v : A __ , lR f.a.l. e X, A, A e 1J como defini
o 

das anteriormente. Chamamos de -!>u.poh...te. de 1-1 o conjunto 

s ( lJ) {A E A I o I (A) I" I (X) } 

se !JJI(X) ""O, S(~l) ==A. Caso contrário, como 11.11 é f.a.l. 

S(p) é um filtro de A. Denotamos por s 
)J 

o subconjunto dos 

trafiltros de A quo contém o suporte de 1-1 ou seja 

s-{r~(x 
]I 

s c 11 l c r~ } 

Chamamos s de s-6upotL-tc de 1-1. Vale o seguinte resultado: 
)J 

ul-
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PROPOSIÇÃO 4.10. s 
Jl 

c. o unA..c.o 

abeJLto de X ' !~ 1 (A)-""-O -~ee 

6echado de X que ~at~46az VA E A
0 

A n s :::: tP 
~ . 

DEMONSTRAÇÃO. Seja D e s I p I Se ,s E s = s I" I c e, = D E 
)l 

-
= il E D . Logo s c n D . 

11 DES(iJ) 

Suponhamos que i3 E n D. Então, \:10 E S (p), B E D ~ 
DE S(JJ) 

S(p)cS = i3 E St1• Logo s 
11 

fechado , \:10 E A segue que s 
)1 

e fechado. 

Como (B' B E A} forma uma base para X 

A ~ IJ B. com B. E A. 
jtCJ J J 

O . Como D 

e A E A e éilicrto 
o 

Se I Ú! (A) "' O, então i i~ I (B.) O ===* j )J I (B.) O =;:> 

J .---' J 

-

B 

e 

[J.lj (X-B.)==," (X-B.)=!)Ij(x)=--=-->BC::ES(l,)=~S CBC:: ::.::::;,. S nB. ·i• _\lj E J 
J _] J )I J )I J 

dond<? 

Vamos agora provw.r a volti.l. Sejtl A aberto, A E A e A (1 

..J ll 
. 

então De I'' I s ~ 
,, 

A c lJ . Queremos provar que (A) ~ o. ' ' ). 
DE S(p) 

Pelo teorema de c)xctens.:.ío de Carathcodory (veja [3) , 'l'eorerna III, 

s .14 I ' . \l! 

K c A, I\ 

e como 

EO regular e portanto, i 1; i (A) = sup I I, 1; I (K I , onde 

compacto 

-c ubcrto, 

K E À~}. Agora se, 

K c 
n 
IJ 

i=l 
onde 

~ 

I\CA,entâoKC U De 

c 
D. F S (lJ) • 

l 

DE S(p) 

Assim, 



n 
tvlik)< 

~- ,lJ j (D~) 
l 

Seja agorw B 

que e aberto Bc 

A " B e A. - ,, 
o J 

n 

i=l 

c 
(D.) . 

l 
Como 

o~~-l,,llkl 
' ' 

O. Logo 

o. c s (~1) 
l 

101 (A) o . 

com as propriedades acima. Consideremos 

... u A. onde A, E A Vj E J. Como 
J J ' j E=J' 

I 0 i (À.) ~ A. c se BC c c = = = 8
11 • J J 1' 

mesma forma, provamos se c Bc , donde sai a igualdade. 
]J 
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BC 

A. E 
J 

Da 

• 

Utilizando estes fatos, podemos provar o seguinte resultado: 

TEOREMA 4.11. SeJam f c. g A-men!.luJtâ:ve-i-.6 e l-' 

i) l0li'f /g I~ o 

•. 
i i) f = g em 

iii) 1 R I fl 
J X n 

s ,, 
R lgl ldlvl ~o 

n 
, Vn E IN 

A~ lR 6.a.L 

DEMONSTRAÇÃO. Observamos que como f e g sao Ã-mensuráveis e 

em particular A -mensuráveis, e como A
0 

e uma o 

portanto i) faz sentido. 

o-álgebra, então 

i) ~ ii). Como f e g sao continuas {f f':- 9-} e aberto. Assim 

o pela proposição 

anterior. 
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Para continuar a demonstração vamos utilizar o s~guinte re-

sultado auxiliar. 

Se h E M+ (X,A) entao hct l11 I = o se e lim sup 8 (~) h= O. 

Vamos denotar S (JJ) por F para nao confunàir com s 
l' 

Suponhamos então, lirn supS(p) h"" O. Seja jl = ll> ! * 
e 

Toma-

mamas T > Ü. Então, como lim supF h = in f 
HEF 

sup h(x) =O , 
xEH 

com 

sup h (x) < ·1 • Assim 
xEH 

r 

hdw 
e 

W {h > rJdT 
e 

e como e segue que 

" {h C> T} = 0 e ' 

Se por outro lado, 

V r > O = f hd I w I 
X 

o . 

f hdl"l 
X 

= Q ==> f '(.! {h > T }dT ::::= Q 

(O,+"') e 

==:> )J {h > T} = Ü , VT > Ü. Dado E: > 0 
e 

seja A E A tal que 

{h > ~} c A c {h > c/2} 

Como f.! {h > c/2} 
e 

e A c C {h < ~: } sup h(x) < c. Logo, como E e 
xEH 
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arbitrário , lim sups(wl h O. 

Vamos agora provar que se f E M+(X,A) e F= S(wl então 

lim supf f = sup f . 

s 
~ 

Se s E sl-1 f 1 .s 1 ~ lims f = lim sup
8 

f = inf 
HES 

sup f(x) 
xEH 

e 

como F c B isto e < in f sup f(x) = lim supf f 
HEF xEH 

Assim, 

-
§UP f < lim supF f. 
s 
~ 

Por outro lado, suponhamos que lim supF f = d ~ IR. Sejam 

a,b E lR b <a< d e B E A tal que {f> a} c B c {f> b}. Lo 

go, li H E F 3x c H com f(x) >a===» H n B f; rp -====:-- 3 ultra -

filtroS de Á contendo F U {B}. 

Assim r 1 e. I lim infB f > in f f(x) > b. Logo Sl}P f > b 
X B s 

" . 
arbitrário, pois li E s Como b d e s~p f > lim supf f. e 

)J s 
i' 

temos a igualdade. 

De maneira an.:Íloga é a prova para lim sup F f = + '" Assim 

I hd l1' I = o 
X 

Seja agora 

,--·-

SEH' sup h = O ~ h =-= O em 
s 

l_l 

h= jR (f)- R (g)l. Então, 
n n 

h E M+(X,AI h 

IR (f)- R (g) 1 e como 
n n · 

I R (f) 
n 

Rn C9-l I e ambas us funç6es 

iguais, x fC- X segue que 

R (g) 
n 

= o em s 
" 

h=lRifl 
n 

Vn E JN <!:=::> 

Rn (g) 1. Assim, iii) 

f= g em s 
li 

= j_i) . • 
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Dizemos que duas funções sao ~-iguais se satisfazem qualquer 

uma (e portunto, todas) das condiçÕes do teorema. Como 

o= lim 
p 

SUPp h 

segue que f e g sao u-iguais see d (f,g) ~o. 
p 

'l:fp' l<p<+oo 

Quando A e uma a-álgebra, A e o-álgebra e qualquer aber-

to do espuço de Stone E A • Neste caso {f ~ g} E Ã e dai 

{f I g} E A. Logo -f e g sao w-iguais = I~ I {f ~ g l ~ O. C la 

ro que se j~tl{f 1 gl =O, então f e g sao u-iguais. 

Vamos agora ver que dp e uma pseudométrica. Primeiramente 

vamos demonstrar um resultado similar ao Lema de Holder. 

Suponhamos 
+ r, g , h E ~J (X, A l com 

gráveis. Queremos mostrar dP(f,g) ~ dD(f,h) + dp(h,g). 

PROPOSIÇÃO 4.11 (Lema de E-Jolder para integrais monótonas). Se _ _fcur: 

- + f,g t- M (X,Al con1 

Se. 

11 f li 
p 

11 fglll i fg i dI )I I 11 fll llgll 
p q 



DEMONS'rRAÇÃO. Caso 

corno g é limiludu, 

11 f li = O segue 
p 

lim sup,lfgl~ 

lim supflfl ~O 

o ---" llfgll
1 
~o_ 

re se 11 gll "" O, donde sai trivialmente o resultado. 
q 
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(f~S(p))e 

O mesmo ocor 

Suponhamos 11 f li r o , 
p 

11 gll -:j O. Da mGsma forma da demonstra 
g 

çB.o clássica, obtemos 

lfixl- glxll 
l 

- p 

+ 1 I g (x) q 
q 

11 gli l-q 
q 

llflll-p llgll + 
p q 

11 f li 
p 

Como f c g s~o limitados [fgl E M+(X,A). Como :w1 é su.e_ 

aditiva, em particular, então vale a subaditividade da integral 

para funções mensuráveis (veja [lO]). Logo 

l + -
q 

11 glll-q 
q 

11 fll 
p 

11 flll-p 
l 

ngu ( lf<xl IP d[11 I + 
q J X 

11 f li 11 gll 
p q 

logo fg e JJ-integrávol e segue o resultado. • 

Da mesma forma que em [3], usundo o resultado de subaditivida 

de de [10] prova-se que 

I R (f I 
n 

'dn E m . 
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Tomamos o sup do lado direito e depois do lado esquerdo, e obte-

mos 

d (f ,h) 
D 

d (f,gl + d (g,h) 
p " 

que. é a desigualdade de Minkowski. Utilizando estes fatos, t:emos 

a proposição seguinte. 

PROPOSIÇÃO 4.12. d de.t)in-<.do c.omo ac.ima ê. p-6e.udomê.fA-Lc.a. 
p 

DEHONS'rRAÇÃ.O. Claramente, pela definição a (f,g) > o e d (f,g)~ 
p p 

a 19 , fi 
o 

+ 
V f, g iO::: M (X, A) • Como provamos que d 

p 
satisfaz a desi 

gualdade triangular, então dp e pseudométrica. 

Vamos definir agora os espaços LP 

DEFINIÇÃO 4.13. Seja LP(X, A, ]J) o conjunto du.s funções f A-

mensuráveis U:l.l que 'f'p I ; p-· int.cg:r.áve l. I L , d I 
p p 

e um espaço 

pseudométrico. A relação f 'C g se e dp(f,g) =O e uma relação 

p 
de equivalência em L (X,A,p). Definimos 

p 
L {X,-\,p) = L(X,A,~;)/"' 

e assim 
p 

L (X, A, 11 I é um espaço métrico. 

Observamos que f e )1-integrável scc f e :pl-tntegrável, 

se e 'f I e IJJI-integr5.vel. Denotamos a métrica em 

também por 

Elementos de 

a 
p 

e algumas vezes abreviamos 

p 
r.· (X, A, ~J) sao classes de 

p 
L (X,A,J_i) 

funções A-mensuráveis 

~-iguais. Da mesma forma que acima, posso definir e 
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p - - -
L (X,A

0
,JJ). As seguintes relações entre estes dois espaços sao va 

lidas. 

PROPOSIÇÃO 4.14. Scjctnl f,g E M(X,Al e 1J E M(A). Vl'tÍÍII-Í!IIo6 jC-q]=O 

{No.:tamo-6 que +'XJ -(-"') =+cu e..stã bem de6ir1ida). Ne.1te caJ.:.o 

p 
1) f E L (X,Á,\1) ~=-"> 

~ p - - -
f E L (X, A dl) 

o 

p p 
21 L (X,A,ul ~L (X,A,Il•ll 

r . • p 
ctl\ifi 1/P 3 I dp(f,gl ~ I 'r- g I 

J X 

4 I dplf,gl 
I I X 

p du' I 1/P ovtde ll' ~ I f - g I P lXI -·-> lO ,+~1 

moHÔtol-ta com l-1'1 A ~ I l' I -

DE1'10NsrRAÇÃO 1). f C L p (X, A, li} ·=· f -e A-mensurável c e ]1-

integr~vel. Pela proposjçâo 4.5 

- p . 
I f I ct I,, I . f, r , I 

~ • I I dI ll 
J X 

p 
lfl dfc•l '+" 

assim 
p '• . 

f (0 L (X,A ,jJ) ,, e vice-versa. 

2 I e 11-intcgrável djJ i < + 'XJ 

+ 
du < += <==='> : t I r e ]pl-integrável. 
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3) Seja - p 
- Rn (gl I . Então é continua, \lnEJN 

e porta.nto A-mensurável. Em particular A -mensurável. 
a 

,~, e uma 
~n 

sequência crescente e portanto converge a uma função ~J que é Ã -
a 

mensurável, pois Ã e o-álgebra. Pela construção e pela conven
o 

çâo na hipótese segue que 
~ • p 

\jJ ~ I f - g I . Como 
' 

f E en-

tão 1 im I ;; I 1 I i 1 > n 1 ~ o . 
n+oo 

Logo dado t~ >O, escolhemos n
1 

com 1~1 {j.fj > n
1

} < E:/4. A~ 

sim, 3A E A com {jf
11

1 > n
1

} c A e ]11[ (A) < E/2. Analogamente 

lI i' I -
jp)(BI para g, 3 n

2 
E IN e B E A com > n

2
l c B e < t:/2. 

··---c 
Assim, em c '' (A u Bl temos I i' I < n e I <i i < n onde 

. c 
convergência -n ~ nl v n2 e I vi (C I < e: Em c a W< ---711') e 

n 

uniforme, logo pelo teorema 2.18, Ji d 11~ I = lim r 
J •• ~'J dI ~ i o que 

n 
n ,, 

implica 31. 

~) Aplicando o mesmo ' - ' raClOClDlO de 3) vemos que 4) vale. Lo-

go podemos calcular d (f,g) em função da medida externa 
p 

]11 j ou em funçao da med-ida interna Jl. ou gunlguer outra. 
1 

)J 
e 

de 

Nota-

mos que com a convenção adotada sobre I t- g I segue gue esta fun 

ção é A-mensurável se f e g o forem e estiverem em LP. Mas 

pode ocorrer que mesmo nestas condições f- g 7! M (X,A) embora o 

seu m6dulo cstej~. 

Vejamos agora que os espaços 
p - ·-· -

L (X,A ,11) 
o 

os usuais e neste caso são completos. 

• 

-sao parecidos com 
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PROPOSIÇÃO 4.15. 0 ~jpaço mEt~ic.o 
p - - -

L (X,A ,~1) e um 
o 

c. om p kc -tam e.n -to 

de 
p 

L (X,Adt). 

DEMONSTRAÇÃO. A 
c 

a-aditiva e portanto A -
a 

mensurável tem o ~,cctjdo usual da teoria da medida. O espaço 

p - - - p 
L (X, A 

0
, \1) <"' pare c ido com L usual. Para provar que e completo 

demonstra-se o Lema de Fatou (agora para conversgência simples) 

o teorema da convcrqência dominada a partir dai, da mesmu forrou 

que o caso clássico deduz-se que 
p - - ' 

L (X,A ,~) é completo. 
o 

Vamo::: somente demonstrar a linearidade da integral. Se 

f E 
p - -~ -

L (X,A ,V) 
ll 

então :;:;+m} e =+m} =O. 

Logo tomamos g ; X -~~ lR 

g ~ f em 

Vemos facilmente que f 

dada por 

g ~ o em A. 

e g -sao )l-iguais ~ d (f' g) 
p 

~ o 

Logo, vamos trabalhar somente com funções a valores reais. Isto 

foi possivel porque A é o-álgebra e 
u 

o-aditiva. Assim, se f 

e g sao Ã -mensuráveis, 
o 

f+g e Á -mensurável. Além disso, co 
o 

mo dp e pseudométrica e invariante por translações, segue que 

f + g E 

nimos ,, 
e 

-

= 

1J (A) 
e 

(X) ---~ [0, +cu) 

p - ' -
L (X,A ,vi 

o 
e um espaço vetorial .. Defi 

da forma usual 

"" inf 11\.IIBIJ \IA c X • 
BE/1. ,AcB 

n 
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A classo G dos conjuntis ~J -mensuráveis segundo Caratheodory 
e 

(veja def. 2.14), isto é das B c X tal que 

W (A)'~ I~ (A r, B} + )Je(A n Bc) 
e e VA C X 

e uma c-álgebra de P (X) que contém Acr. Se g e À -mensurável, 
o 

então 

f,g E 

g c 0 -mensurável. Neste caso, pelo Teorema 2.15 e 

+ - ~ 

M (x ,A ) 
a 

(f+g)djO 
e 

Portanto, a integral é linear para funções 

sttivas e portanto para funções Ã -mensuráveis 
o 

À -mensuráveis p~ 
o 

integráveis. A pa~ 

tir disto, procede-se exatamente cornc. no caso clássico (veja por 

exemplo [1] ) . 

Logo 
p - - ~ 

L (X,A ,)J) e 
o 

completo. Vamos agora provar que e comple-

tamento de 
p 

L (X,A,ci). Seja 

p 
L (X,A,p) 

f f 

p - - ~-
L (X,A ,iJ) 

o 

Pela proposição 4. 5 ~~ é uma isometria e falta provar que a imagem 

de ~~ e densa em 
p "' ~- ., 

L (X,A ,ll) . ,, A imagem de ,, e ex a t.amen te o CODJUD-

to das funções f ' X ---·-:> lR continuas, f E 
p ' ' ~ 

L (X,A ,]J) ' Rudin 
u 

( [14] teo. 3.14, pg. 68) prova que o conjunto das funções continuas 

com suporte compacto é denso em L p, usando o teorema c1e Lusin 
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como passo intermr~diárlo. Tal prova pode ser utilizada para os es 

L p aqui definidos fornecendo o resultado que desejamos. paços • 

Não e verdade' que os espaços 
p 

L (X,A,\1) 
~ 

sao sempre completos, 

como mostram os exemplos. 

EXEMPLO 3. Seja X ~ IN e A = álgebra gerada pelos conjuntos f~ 

ni tos e \1 (A) 
l 

... -, 
2l 

como no exemplo 1 deste capítulo. Seja 

Logo f 
n 

Vp ' l < p ' 

-e 

-t- '" 

i C!\. 

dada por 

f 
n 

( l, o, l.. 

A-monsur3vel 

•::' portanto, 

e 

f 
n 

0,1,0,0,0,0,0 .... ) 

I 
posiçao 2n-l 

I f I P JJ-integrável Vn E e ' JN 
n 

p 
Além disso, f f é L (X,A ,11) ~ - m' n 

n > m, s6 diferen1 entre as posiç6es 2m+l e 2n-l. 

Logo 

- f I p d~~ 
ffi' 

quando n, m --> pois 

l 
-

2
2m 

p 
L (X,A,p). 

O. Assim 

J (o,+,,.,) 

f 
n 

p 
Mas se 3f E L (X,A,!J) com 

o 

f ]P > 1"}c{2m+l,2m+2, ... -l =A e 
m 

e uma sequência de Cauchy em 

f = lim f 
n 

n 

p 
em L , entuo deve ha 

ver convergência coordenada a coordenada e dai f= (l,O,l,O,l,O ... ) . 
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Mas n~o existe lim f(n) e logo f n~o ~A-mensurável, portanto 

Assim f 
n 

não tem limite e nao e com~ 

pleto. 

EXEMPLO 4. Sejam X = [0,1[ A = álge~bra gerada pelos intervalos, 

w medida de LebE~sgue como no exemplo 2. 

Considen::!mos uma sequência construida a partir de um conjunto 

de t.:l.po de Cantor: 

J.r·--l c·~~--··--] 

~---------~ 

?i - .\ ,._, 

SL:ja f 
n 

I 
J 

" ____ ,..... ___i 

= ~;A 

n 
, \fn E ThJ • Logo f 

n 

A 
o 

I o, 11 

A
0 

(2/5, 3/5) 

A
1

- ((9/50,11/50) U 

139/50,41/501 I 

E assim por diante. Em cada 

passo, tiramos (5.2°-l) de 

cada interva_1o fechado res-

tante. 

é A-mensurôvel, . I P [f 
n 

e 

w-int<.~qr5.vel, Vp 1 1 _:::_ p -( -t- m e ~ fãcil ver que {fn}nE'-~lli e 

uma S(~quência. de Couchy em 

e denso em [0,1]. 

f 
n 

converge a alguma função em 

a função nula. i\Jas 

Seja A 
n=l 

A . 
n 

- c Entao,A 

p 
L (X,A,~) deve ser para 



d (f '0) 
p n 

Logo 

completo. 

2 
25 

n-l 
2 

l - l 
5 

l 
2/3 " 

l-2/5 

dp(f ,0) -f---7 O. Assim, 
n 

f 
n 

l -

-

l 2 
-(1 +-
5 5 

nao converge e 

139 

-na o e 

Observamos que a introdução do espaço de Stone ajuda muito , 

pois os espaços LP a estes associados são completos e parecidos 

com os LP clássicos. Vimos também como no caso de OS ( [3]) que 

nem todos os LP sno completos, mas determinc.mos um completamen

te que foi justamente o espaço Lp do espaço de Stone. Notamos 

que a hipótese 1~1 (X) < + oo foi essencial em todo desenvolvimen 

to. 

4.3. CRITE':RIOS DE COMPLETUDE 

Vamos agora analisar quando um espaço LP é completo. Para 

tanto, iremos determinar uma condição sobre a álgebra A e a medi-

da lJ que é necessária o suficiente, a qual será uma conc~ição do 

tipo de convergência de conjuntos. Vamos determinar também quando 

(D) Lp (X,Á,]J) (espaço LP segundo Dunford-Schwartz [3]) é comple-

to. Também veremos uma condição necessária para a completude e 

um teorema de "acoplamento" de espaços LP. 

Veremos primeiramente um resultado auxiliar. 
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LEMA 4.16. Sf' jwn E c P (X) uma âlge..bha de c.onjunto-!.1 e v : B ~ 

[0, +·'') uma !IJCd{da ~~-(!d{t{ua. Indicamo-~ po!L 

kada poh B c p(rt v a un~ea medida o-adi~iva que ~6trnde v a 

i) Pa!z.a cada A rhc.6c.en1:e, 3A E B 
n 

lim v (A LI A ) = O 
n-+"'' 

n 
onde A 1\ B = (A n Bc) U (B n A c) 

ii) Paha cada A E B, 3A' E B com V(A6A') ""O 

" 
lii) Cada i\unç_á.o 

menbu!Lâvel. 

f B _-menhuh~vc.l ~ ~-igual a unra &unç~o 

" 

com 

B-

DEMONSTRAÇÃO. A existência e unicidade de v sao garantidas pelos 

teoremas de Caratheodory e Hahn respectivamente, as quais forne-

cem a forma de u 

"' "'' 
v(A) = inf v (B. I 

l 
B. ~A , 

l 
B. E B} ; 

l 
~A E B 

o 

Nesta definição podemos supor os Bi disjuntos dois a dois. 

i) ~ i i). Seja {Bi} iEJN" satisfazendo as condições acima. Pode 

mos tomar B. disjuntos 2 a 2. Por i) 
l 

i 
lim v(B " u B .) o logo lim 

i i cl J i 

i 

;)B E A com 

i 
v ( B n I v B. I c) ~ 

i =l J 

13c} c 
e como v(B n + '" B n u B. I e decrescente l 

:i~l 
J 

o 

e v e 
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o-aditiva, então V(B n ( u 
j=l 

B.)c) =O. Da mesma forma 
J 

~ 

;; ( ( u 
j =l 

B.) n BC) 
J 

O. Logo se D = u B. então ll(OLB)=O 
j=l J 

O E B • Logo li(H) - V(o) = -,~ V(A). Como O :_)A , 
a j =l 

0 -'-' V(A í1 Bc) "" 0. {pois V(D n BC) ""' 0). 

Logo 

\i(A) > inf ( v(B) , B E B e V(A - B) = 0 J. 

Além disso, sE~ v(A- B) =O e B E B temos 

viAJ 
c = \)(A r> B ) -t V (A n B) O + v (A n B) < v (B) -- \1 (B) 

:::=!> \)(A) = inf l_ll (B) J3 ( 13 e V (A - B) o} -

Assim \fn E IN , ;3 n E B com 

v (A - A I 
n 

i 
Tomamos E 

i 
n 

então 

viA 

-( - A) v Ej 

j=l 

i 
E.) < ): 

l j =l 

v (A. -A) 
l 

o c 

A .. 
J 

\~(A 

v (A ) < v (A) + l/n .. 
n 

Como E c A. 
l 

e A - E. 
l 

" 
A.) = o 

J 

i 
-- u 

j=l 

l = VlAôE.) 

v (A. I 
l 

l 

A n c 
A. 

J 

< l/i 

e 

. 
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LC.K1ü lim -v(E. \A) -"O. Corno 
' 

E. 
.L 

e decrescente, 3 E E A com 

lim 
l 

i 

v(F,\E.) 
1 

• o (por _i_) usando complementares) l'(E/..l\) < 

v(E i~<E.) -t- v(E. ~.i\) Vj E IN. Fazendo i-:>·-" obtemos v(E /\A)=O. 
l 1 

ii) ~>Li. i) SE:ju f : Y ---;;. "H Dü-mensurável. Vamos supor f 

positiva. 'l'omcunos para cadu t > O 

At "-' {f > t 1 C 13 . :5 • 

Loqo 3 A' 
t 

c G com lJ(At A A') = o. Seja L o cnnjunto . t 

L .. (k/2n k,n E lN I . '!'ornamos 
' 

k 

B = X Bk = n A'. Vk c lN c 
o j_=l l 

Chamamos 02 - B(k+lJ/
2

n 

DJ -
A(2k+l)/

2
n+l 

04 B 
k/ 2n 

. 

Então 

l) Por construçao Bt E B Vt E L 

2) tI < t 
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Para ver isto, notamos que 2) é válidn se t e t 1 suo in-

teiros. Além disso, suponhamos 2) válido para n. Entao Vk E IN, 

B(k+ll/
2
n+l 

e como por hipótese segue que 

B(2k+ll/ l c 
2n+ 

Assim, a ordem e preservada para n+l e por induçáo para todo 

L. 

e 

ldt E L 

Vamos provar por indução sobre n. 

v1sk 

Ak 

Como 

- Ak' I 

- Bk -

v (A. 
l 

-- o (pois 

k 
u li\ 

i=l 

1\~) =o 
l 

-

Dk c A' I = k 

k 
11: I c u (A. 

l i=l l 

Vi E lli 

Se n = O 

V(B - Akl " o 
k 

11. : ) 
l 

e por-

Suponhamos 3) válidos para todos os inteiros menores do que 

n fixo. Ent~o, se temos 

-B "0·-!D 
(2k+l)/

2
n+l 1 2 

u(o...,no)} 
' 4 



Vamos agora calcular medidas de vários conjuntos. 

o n De n De c o - o 
1 2 3 1 3 

o
2 

U o
4 

-- B 
k/ 2n 

Logo 

B{2k+ll ;
2
n+l 

logo 

D n (D U 
1 2 

u l3 
(k+l)/

2
n 

por indução. 

A (2k+l) / 
2
n+l 

V t E L. 

144 

o 
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Definimos agoru f' Y --) [O,+ w) por 

f' (y) - sup{t c:: L 

Vamos provar que f' é E-mensurável. Para tanto, sejam a,b E 

JR a > b > O. Seja t E L com a > t > b (notamos que L e den 

so). Se y E Bt f' (y) > t > b =::::!'> y E {f' > b f. Se yE{f' >a} 

= B 
a ~ y E Bt. Logo 

(f' >a} c Bt c {f' > b} 

e portanto f' c O-mensurável. 

e 

Suponha.mos f'(y) f- f(y). Seja por exemplo f'{y) > f(y). Es-

colhemos tE L com f(y) < t <f' (y). 1\ssim, y c Bt' y C/ 1\t ~ 

y E Bt- At. Caso f' (y) < f(y), escolhemos f' (y) t f lyl 

da f y E A - B . Logo 
t t 

{f' ,'f} cu (At6Bt) '""'> v{f' ,'f} 
tE L 

e 

< 

l: \J(At ,~>., Bt) " o ' pois L é enumerável e v E M I Bi Como 
tE L u 

v e o-aditiva e o e 
v 

o-u.lgebraT f e f' 
-sao v-tguais. 

' 

iii) -=:>i). Seja {A i c B n n JN 
uma sucessao crescente. Como v 

o-aditiva e g ,, .-,-5.J.qc~bra, então se 

lirn V(B 6 An) == O. "'n e 13 -mensurável, 
() n -~ oo 

mensurãvel. Seja A~ B tal que 

'" 
l) 

n=l 
A 

n 

portanto 

segue que 

v iguul g 

e 

B-
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{g ~ 1/3} ~A~ {g > 1/2}. 

Se X E A - 8 g(x) > l/3 e ~ B (x) ~ . Se X E B - A ' 
g (X) < l/2 e ~B (x) ~ l = A<IB c {g " <PB} e como g e 's 
sao v-iguais, então \'(A 6 B) ~ o . Logo lim (A A A I 

n 
~ o . • 

n 

Agora podemos carac-terizar totalmente a completude dos espa-

ços 

4 
p . 

TEOREMA .17. Completude dos Espaços L • SC.J a ]JEM(A),A 

bh.a de. P(X) e. l p < + " .• Então -5âo c.qc-ivalente-6 

~ um e-6paço m~t~ico completo. 

i i i) Vg : X A -men~u4~vel e ~-igual a uma riunç~o a 

g' :X--"'IR cun.tZvwa. 

DEMONS'I'RAÇÂO. Sejam B - A e v ' À ~ IO,+w) dada por 
~ 

J IJ 'i l11 I . Seja y - x. Então, 

êLtge-

v(h)== 

f : X --:> IR e continua see e 13-mensurável, portanto, iii) e 

equivalente à iii) do lema anterior. Além disso, iil é equivalen-

te a 'tl{A } r A crescente 
n n IN 

3Á E Ã tal que lim 1 i1 i (A /1 A
0

)=0 
n 

e isto é equivalente a i) do lema. Logo, pelo mesmo lema, ii) e 

iii) são equivalentes. 



iii) ~i). Seja 
p - - -

g E L (X,A ,·;1). Por iii) 
c 

g' 
p . 

E L (X,Á , 11) 
o 
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g' 

continua e d
1
J(g,g') =O. Assim, g' e Ã-mensurâvel e portanto, 

g' =f para algum f E Lp(X,A,p). Logo, a imagem de 
p 

L (X, A ' li I 

por cP : f __ , f e 
p ~ ' - p 

L (X,A ,~1) e como este e completo L (X,A,~) 
c 

é completo. 

i) =? iii). Se g c À -mensurável e limi tccda segue que o 
p - - - p 

imagem densa g E L (X,A
0

,tl) e como L {X,A,~t) e completo e sua e 

p - .. - p ' 

em L (X,A ,11) ~f E L (X,A, 11 ) com dp(f,g) = o ' Logo g e )J-
o 

' 
igual a f continua. 

Suponhamos agora g ri-limitada mas positiva. Então, g A n e 

A -mensurável e limitada, logo !~l-igual a f contínua. a n 
Seja 

h 
n 

Vi 

vn 

E 

E 

sup 
l<i<n 

IN e, 

IN e 

(f. A i). Temos que 
l 

portanto, por indução 

h e continua. Seja 
n 

e !~l-igual a 9 A i 

h e 101-igual a g A n 
n 

h = sup hN ' então h e con-
nEIN 

tlnua e d (g,h) 
p 

O. Logo vDle iii). O caso geral deduz-se f a-

cilmente deste. • 

Notamos que a função v aqui definida não está diretamente re-

lacionada com~ definida na proposição 4.7. 

Notamos ainda que o teorema foi obtido por meio do espaço de 

Stone, isto é, partimos do espaço usual (condição i), analisamos 

o espaço de Stonc (condição i.ii) para obter uma condição no espa

ço base (condição .Li). Assim, o espaço de Stone pode ser elimina-

do da caracterização final se nos restringirmos a i) e i i) . 
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A verificação da condição ii) do teorema pode ser trabalhosa 

pois há muitas sequências de conjuntos em A. Mas não é necessã-

rio verificar a condição ii) para todas, como vamos provar agora. 

Diremos que ) E M(A) é inteknamen~e(resp. exteknamente) ~e_g~ 

ialL com respeito u. m c A se TIA E A 

H E III, II c A} (resp.inf{IJJI(H), H E Jl!, A C. B}). Neste caso, e 

válido o corolário seguinte. 

COROLÂRIO 4.17. Seja Jl E:: M(A) 11 J.r1iC.·'t1Wmen;tr (!te.-:<.p. c_xte.Jz.naml?~rt

te) ,'1_egu€a!L com /t.c . .ope_ito a lH c A onde IH ê: fie.c.hada poJt wú.Oe.o 

p -
L (X,A,w) e c.umpieto, 

3A E A que. 

DEMONS'l'RAÇÀO ( '-'"=). Seja {An }nEJN c A crescente. 'l'omc:tmos 

I " i (A - D I n n 
1/n. Seja B E A com 

lim( \. (B 6 Bn) = O. Corno 
n 

IPI (A A B I < l/n n n 
segue 1 im I p 1 ( B '' A ) = n 

n 

=O e pelo tcorcmu 4.17, LP(X 1 A,w) é completo. Isto para o caso 

de p internamente regular com respeito a ll-1 • 

Quando )J for externamente regular com respeito a lli, tomamos 

m c = {H c onde H E llJ} e dai lJ é internamente regular com res-

peito a se e e externamente regular com respeito a lli. Dai 

· da l~ t a prova saL par-e. 

(==>) •rrivial a partir do Teo. 4.17 e da construçao acima. • 
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Voltamos ao espaço Lp de Dunford-Schwartz 
p 

(D) L (X,A,~) 

Pela proposição 4.9, 

~ é a extensão de ~ , 

p p - - -
(O) L (X,A,~) =L (X,A,~) Como A c A e 

p p -- p 
L (X,A,JJ) c L (X,A,~) = (O) L (X,A,~). Além 

disso, 

f _____ , f 

e uma isometria. 

A imagem de 1 nem sempre e sobre. Isto acontece, se existe 

uma boa relação entre A e A 

p p 
PROPOSIÇÃO 4.19. L (X,A,~) = (D) L (X,A, ) He 

com 

I o I 

fJe (A t,. B) = O. Em qua_f_que_Jt c.a-6o 

p 
L (X, A,~). 

p 
L (X,A,") 

VA E A , 3 B E Á 

-e de.nl.o em 

DEMONSTRAÇÃO. I será sobre, se 

toda f A-mensurável , ~-integrável é A-mensurável. 

(=s>). Seja A c~ ~\. Então 
p --

~A E L (X,Á,I•l e assim 
p T-

3 gE-L (X,A,JJ) 

tal que g é A-mensurável e g e p-igual a cp A. Seja 13 E A tal 

que {g > l/2} c B c (g > l/3}. Pelo mesmo raciocínio do Lema 4.16 

segue lwi!A;\B) -O~' 11 (A /\ B) = O . 
e 

( <::=). Seja f A-mensurável. Podemos supor sem perda de general~ 

dade que f > O. Dados i, n E ThJ, escolhemos E: A com 



Seja 

{f > 

B. I c A com 
1 

2
n 

c (f > 

;I]J I o ' l\ 
o 

~ B 
o 
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X. 

Utili2amos a mesma construçao de Lema 4.16 

k 

Dk ~ " B. 
1 

\fk E IN e depois indutivamente sobre n 
L "''O 

Definimos (k/ n ' 
2 

k,nEThl}. Então, como na prova do L~ 

4.16 Dt c A Vt E L, Dt c Dt' se t t' ,-, 
= o, ma ' 

) IJPI(At(\Dt) 

Vt E L. Definindo f' por f' (y) ~ sup{t E L, y E Dt}, Vy E X ob 

temos como no lema que f' e A-mensurável e que f e f' -sao v-

iguais. Assim são )l-iguais no sentido de Dunford-Schwartz, pois 

tomamos primeiramente o resultado para funções limitadas e depois 

o estendemos para funções quaisquer lembrando que lim u (jf]>n}~O. 
n·}W e 

Para ver a densidade de 
p p 

L (X,A,JJ) em (O) L (X,Á,)J) ,lembramos 

que as funções f DS JJ-mensurávei~ simples com ! f I p DS 11-inte -

grãvel forma~ um conjunto denso em 
p 

(D) L (X,A,~) (veja Dunford-

Schwartz [31) e que urna função DS )J-mensurâvel simples com I f I p 

OS Jl-int~egrS.vel é Á-mensurável e está em 
p 

L (X,Á,)J) donde segue o rc 

sultado. • 

No exemplo 3 vimos que se dp ( fm, fn) --7 O naquele 
p 

L (X,A,p) 

(f : m --;,. JR) então cada coordenada produz umu seguência de 
n 
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Cauchy. Logo 3f : IN _......_,.IR com f(a) = lim f(a) VaElN. 

Claramente f e A-mensurável e além disso, lim d (f , f)=O pois 
P n n -

agora estamos trabalhando com uma o-álgebra e uma medida o-aditi-

va e valem os teoremas clássicos de convergência. Neste caso, ve-

mos que (D) LP(X,Á,Jl) é completo, embora 
p -

L (X,ÁdJ) nao o seja . 

Como LP(X,A,lJ) é denso em 
p 

(O) L (X,A,tJ), então a completude do 

19 implica a completude do 29 espaço. Notamos que h.:í geralmente 

Ftais funções OS )l-mensuráveis que funções A-mensuráveis. Isto po-

de ser visto pelo raciocínio acima ou observando que A-mEnsurabi-

!idade não considera a particular medida )J e portan-to deve servir 

para qualquer 11 C-" B (A) o que não ocorrE' cem a OS ;J-mensurável. 

Vejamos o critério de completude para 
p 

(D) L (X,A,vl. 

COROLÃRIO 4.20. Seja IJ E M(A), A, ~ c_omo dº-6-i..viid.oh em §4.2. Nr.É_ 

e: c.ompfeto -5ee. V{An}nElli c A c.fLe.6c.en.te 

3A E A com lim li! i (A i\ A ) = O. 
n 

n 

p p - -
DEMONSTRAÇÃO. Sabemos que (D) L (X,Á,jJ) =L (X,A, 1_!) e vemos que ").1 

é internamente regular com respeito a A pois \J A c ·Ã 

3 B,D E A , B c A c D e I v I (O - B) < c = I v I (A - B) < c ~ 

I~~ (A) = sup { l ~ 1 (B) 1 B E A 1 B c A L logo o corolário 4.18 esta-

belece o resultado. • 

Veremos agora um critério necessário para a completude dos e~ 
p 

paços L . Lembramos primeiramente um resultado que será utiliza-

do aqui. 
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Em [12], Halmos prova que se lJ é 0'-aditiva positiva e finita, 

definida em uma <J-álgebra B então a imagem de ~' e um conjunto 

fechado de IR. O método é dividir o espaço X (onde 11: A c P(X)-------;.JR 

em 2 conjuntos: o primeiro que contém todos os átomos de )J (no 

sentido de medida) e o outro que não tem nenhum átomo .. Halmos pr~ 

va que existe no máximo um número enumerável de átomos, dai que 

o resultado e válido para cada um dos dois conjuntos acima e de-

pois une os conjuntos c tira o resultado. Para uma medida cr-aditi 

va que não seja positiva, pode-se utilizar o mesmo rr.étodo, lem-

brando que um átomc de .1 é um átomo de + 
)J e de ~~ c logo, de 

Separamos então X em três partes: átomos posiUvos, âto-

mos negativos e o complementar da união destes, obtendo o resulta 

do. Logo, :::;e i, ( __ M (A), A o-álgebra, então 

1:\i(TI) I H c A I H c A} 

e um conjunto fechado de lR para cada A E A. 

PHOPOS I ÇÃO 4 . 21 . S C j a /1 E M(A). En:tãu, -6C. 
p 

L (X,A,Ili -r compfe.lo 

{)J (H) , H c A -
r_ H c A} e um co11jun.to 6echado de IR, \/A E A 

-
DEMONSTRAÇÃO. Seja A E A , então A E A A {F C X A E F}. 

Temos enúío, 

{ l (H) H E A 1 II C A} = { íJ (H} , H E A H c A 



Além disso, r2 
-e igual a 

B E A , B C A}. 
a 

Claramente r
2 

c r
3 

pois A c A . Por outro lado, 
a 

p - -
L (X,A,~) e completo, entao dado B E A existe (pela 

o 
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como 

condição 

iii) do teo. 417 e condiç~o ii) do lema 4.16), D E A com 

]~] (D IIB) ~O donde segue úiDI -sao 

iguais. Pelo comentário anterior segue o resultado. • 

o próximo resultado nos dá umu maneira de "acoplar" um numero 

enumerável de espaços c0mpletos produzindo um espaço com 

pleto. 

PROPOSIÇÃO 4.22. Sejam {)Jn}nEJN c M(A) onde_ A e. uma 

de P lXI 
p 

L (X,A,JJ ) comp{e_to 
n 

uma pa!tl-lçiio de X com 

00 

00 

z 
n=l 

VnEID. 

< + 00 

o-âfgcbJta 

Seja 

Seja 

~ E M (A) de.6-i.n L da pott \1 (A) = ~ )_In (A n A I VA E A. NeD:ta-6 

c.ondj_ç.Õef.. 
p 

L {X,Á,Jl) 

DEMONS'rRAÇÃO. Como 

n=l 

e comp.Cc.to. 

1: llJ I (A ) < + \):) 
n=l n n 

'" 

n 

e A disjuntos 
n 

dois a 

dois, w E M(Á). A condiç~o ); 

n=l 
]11 I (A ) 

n n 
implica convergência 

absoluta e c~ssim todas as séries podem ser rearranjadas .. 

Seja A E A. 
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li' I (li) ~ sup 
TCÁ 

~~ 

n=l 
11 (A í1 A 

l1 l1 
n TI - ~ 11 (A n A 

n n 

= sup 
'r r= A 

00 

~ 

n=l 
sup (JJ (A 
T EA n 

n 

n=l 

n A n T) - ~ (A n A 
n n n 

n A n T) - lJ (A n A 
n n n 

a Última igualdade segue do fato que os A 
n 

sac disjuntos dois a 

dois. O último termo vale 

Logo j ~~ j ·< lun I I se definimos 
n:ool 'l\ 

n 

i P jj (B) 
n 'A 

l1 

[11 I (8 n A I 
n n 

SeJa agora i"I3k lkEIN c A uma sequência crescente de conjun 

tos. Como cada I,P(X,Á,)J ) é completo, 3D E A com 
n n 

lim 
k 

I p I (D i'. Bk) :::: o 
n n 

,VnEm 

Tomamos 

provar agora que 

111 I (B '8 I n 

(A 11 O ) . Como A e \)-,'1lgebra, 
n n 

lim !JII(I36B) ""O. 
l1 

n 

k==l 

l3 e A. Vamos 
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00 

Dado E > O , escolhemos k 
o tal que ' ]iJk I(~) < E/2. 

k~k +1 

Tomamos ó = ~/2k . Assim 
o 

,,, 
(B - B ) n A = [ u 

n k r=l 

escolhemos tal que \In > 

"' 
(B - B) n Ak ~ [B u IA r 1 

n n r=l r 

,, 
~ IB n 

n 
n (Ac 

r=-1 r 
n 

se 

c I I 
r 

0°) I 
r 

Logo, se n " n 0 sup nk 
l<k<k - - o 

ko 

n Ak 

n 
~ 

temos 

lw]IBI,B)~ 
n 

;: lllkll(I3i\Bn} n Akl + 
k~l 

I: 
k=k +l 

o 

k 
o 
f 

k~l 

' ,, 

o 

' . 

e portanto, 

f • 
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assim lim I uI (13 " B I n 
o e pelo teorema 4. 17 , 

p 
L {X,Á,JJ) e com 

n 
pleto. • 

4.4. ESPAÇOS L 
00 

00 . 
Corr.o no caso clássico, os espaços L sao totalmente diferen 

tes dos 
p 

L para 
00 

1 < p ~ + co. Definiremos nesta seção os L p~ 

. 
ra medidas finitamente aditivas, veremos que sao sempre completos 

e além disso que são espaços de Banach. 

. 
Quando p=+CX> a fórmula dada para nao e boa e por is-

so vamos definir d do seguinte modo 
'" 

d ,II(X,A) X M(X,A) _ _, [0, +oo) 
"' 

d.,(f,g) ~sup[lim supFIRn(f) - Rn(g) !I 
n 

onde F e o f :Ll tro suporte de JJ • 

Pelo desenvolvimento do teorema 4.11 vemos que f e g 

)-1-iguais see d
00

(f,g) = O. Alêm disso, d > O e d (f,g) ~ 
'" co 

V f,g e M(X,A). Se + f,g EM (X,A), entao 

lim supf g 
~r 3 

-sao 

Pois se r
2 

ou 1
3 

:::+= o resultado e trivial. Suponhamos 

V H
1 

E F com 
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sup f(x) < d 
xE Hl 

com sup g(x) < e. Então 
xEH

2 

H=HnH E 
l 2 

F e sup(f+c,J){x) < d ·1- e, logo (*) e verdade. Deste fato, fica 
xEH 

claro que d (f,q) < d (f,h) + d (h,g) 
00 -- 00 00 

e então uma pseudométrica. 

+ H,g,h EM (X,A) e 

Além disso, d
00

(f,O) = lim supf]f]. Obviamente, dw(f,O) .::_ 

d 
00 

lim supFI fj pois ] Rn (f) I j fi \In E JN . Por outro lu do, se 

lim supf[f]=+oo então, \In E JN VH E F sup jflxl I= + 00 ==> 
X H 

sup 
xEH 

I R (f) 
n 

= n = d (f,O) = +oo • 
m 

Suponhamos então, lim sup I f I= d < +"'' . Assim \IH E F F , 

sup lflxll > d. 
xEH 

mos 

e como n > d 

Logo 

sup 
xEH 

Tomamos n > d , V n E lli . Dai 
o o 

I R f I x) I > d 
n 

m 

in f 
HEF 

sup 
xEH 

, \IH E F 

IR f (x) I 
n 

'IJ n > n 
o 

> d. 

com 

te-

Definimos L (X,A,~J) como o conjunto das funções A-mensurá-

veis com lim supf! f I < +w 
m 

e L (X,A,wl o espaço métrico deriva 

00 -

do de L (X,A,w) identificando as funçoes w-iguais. 
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00 

Seja f E L (X,A,JJ) e lim supFifl = d < +'" Entào 3 H E f 

com suplfl < 2d. Seja g 
H 

R
2
d(f). Então como H E A, g é A-men-

surãvel e limitada. Além disso, {f + g} C Hc e como H E F 

O. Logo f e g sao u-iguais e portanto toda função 

de L
00

(X,A, ).Jl e ~ 1 -igual a uma função limitada, Dadas 

L w(X, A, 11 ) vamos definir a sua sana em L oo Sejam f 1 

f e g 

e g' A-

mensuráveis, limitadas 11-iguais a f e g respectivamente. De-

finirnos a soma como f' + g 1 
• Como f 1 e g' -sao limitadas 

f' + g' e A-mensurável limitada. Além disso, se f" e g" -sao 

outro par nas mesmas condições, f" e ]r igual a f' e g' e v-

igual a q' e dai f" + g" c 11-igual a f' + q' pois todas sao 

lirnitaclas. Portanto il soma está bem definida. CJ.J.ramente, se 

00 

f E L (X,Á,~J) c então -e como llf 11 

"' 
lim supF I f I - d (f, o) e uma norma em L"'(X,A,v) segue que 

" -L (X,A,u) e um espaço vetorial normado. A sua estrutura vem da 

:L (~,A) conjur1to das funç6es mensuráveis limitadas. 
D 

Corno vimos antes, lim supF jfj = sup 
S11 

Vf E 1\{(X,Al. Então 

a aplicação 

O .L"'(X,A, 11J --> C(S ,IR) ,, 

f--->flc 
o 

l' 

(onde C(S ,Tit) e o espaço das funçOes continuas de 
\1 

S em 
\1 

dotado da norma de convergência uniforme) e uma isometria, 

tanto, continua e injetiva. 

lR 

por-
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Seja por outro lado g E C ( s 1J , IR ) & Corno X e compacto e Haus 

dorff, ele é normal e como e fechado, então pelo Lema de Ex-

tensão de 'rietze (veja [14]), g pode ser estendida a g': X --> 

IR. Além disso como S é compacto ==:> g é limitada e podemos 
p -tomar g' com a mesma norma (do sup) que g. Como g' : X --7 m 

é continua, então f:X-->IR 

A-mensurável e 

Corno lfls g 
p 

-

segue que 

definida por f(x) = g' (X) 

00 

< + w e f E: L (X,A,u) 

~c(s IR). 
p 

e 

Como C (S , JR) e completo e e é uma isometria concluimos que 
~ 

ro 

L (X,A,u) é completo e portanto espaço de Banach. 

4.5. SOMA DE FliNÇOES EM Lp 

Vamos ç,gora anal isur quando está definida uma soma de funções 

no espaço l < p <+a, . Veremos que nem sempre isto é verda-

de, mas que a completude garante a existência da soma de funções 

e transforma 
p 

L {X, A, ·
1
_!) num espaço de Banach. 

No espaço L,,__.(X,A, 1tl é sempre possível somar duas funções uma 

vez que cada funçào e ]J- igual a uma função limita da e a soma de 

funções A-mensuráveis limitadas e uma função A-mensurável. Tal 

não ocorre em geral quando p < +'"-' e não é possível colocur uma 

estrutura de t::t,;pay·o vcLorial em Lp{X,I\,p) compatível com M{X,A) 

ou com a m(•trica d Isto porque as funções nem sempre podem ser 
p 

supostas somente d valores reais {podem valer + '" ou - .,.) e mais 

nem sempre a soma de duus funçôes reais A-mensuráveis e liDU função 
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A-mensurável, como mostra o exemplo. 

EXEMPLO 5. Sejam como no exemplo l' X ~ JN A ~ álgebra gerada 

pelos conjuntos finitos e fl,f2 ' X __ ,IR dadas por: 

~I : F (X) __ ,. 1H. 

t se n c par 

l' (A) 
, l 

f 
1 

In) = , -

nEA 2n l n2 se n e impar 

r -n se n e impar 

f 2 inl 

l-n2 se n e par. 

Como 3 li.m f 
1 

(n) e lim f
2 

(n), então fl o f2 sao A-mensu 
n n 

ráveis. Além disso, como fl < f N --> lR definj_da por f (n) 

2 
= n e 

fx 
i 

0{f r J f I O, 
r{n 

2 
r}d T f de - > -- > = 

j I O, + ''') + m) 

r iJ {n > 1>-ilJd-r f (O,+~) 
l dT < - = ---- "' 

J (O,+~) /Ttf 

ent~o r
1 

~ ~-integr&vel, o mesmo ocorrendo com r
2 

e t
1 

, t
2 

E 

p 
L (X,A,w). Mas f 1 + t 2 n~o e ao menos A-mensurável pois 

;f lim(f
1 

+ t
2

) (n) c JR. 
n 



Notamos porem que + f I (n) = +oo 
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Vamos então definir uma soma em Se f e 
p 

g E L (X,Á,]-1), 

dizemos que h A-mensurável e uma "-óoma de: f e_ g 11 em se 

lim d (R (f) + Rn(g), h) ~O. Como d e pseudom8trica, 
n+oo D n p 

segue 

-trivialmente que duas funções "soma de f e g" sao v-iguais.Se 

existe a "soma de f e g" igual a h segue que dado ~- > o 

3n tal que d (H (f)+ R (g),h) <c e como R (f)+ H (g) E 
o p n n n n 

p - p 
L (X,A,u) = h c L (X,A, 1,) e portanto a 11 soma de f e g" se 

existe e uma função bem determinada de 
p 

L (X,Á,!J), 

No caso em que f + g existe e é A-mensurável, temos que 

f + g e a "sorna de f e g". Pois neste caso, dado n E ThT , se 

mE JN m > 2n , então 

IR (R (g)+R (f))-R lf+gii<IRn(g)+R (f)-R lf+gii<JR (fl-fj m n n m n m n 

+ IR (g) - 91-
n 

isto é somente uma verificação dos casos I f + g I > rr, I f + g I <m ... 

Logo 

1im dp(R (f) 
n 

n 
+R (g) ,f+g) < lim sup(Jr IR (f) 

n - n 
n X 

1 . I J" . R ( I g I p dI ··I I 1/P + lm sup 1 g - ,_. 
n X n 

pois a pseudométrica e invariante por translação .. E como 
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I Rn (f) - f I converge quase uniformemente para O em JR X e 

p 
/Rn(f) -fi < 2/fl E L (X,A,jl) segue que 

e análoga para g e portanto lim 
n 

em 

d (R (f) +R (g), f+ g) ~ 0 
p n n 

f + g ~ a ''soma de f e g'' 

Por outro lado, pode ser que a 

exista. No exemplo 5, tomamos f,g 

Ll-'(X,Á,]J). 

soma de funções 

l 
E L (X, Á, 1-l) onde 

em 

f + g 

A-mensurável. Se existe 
l h E L (X,A,JJ) com h "soma de f 

em L
1 

, então + R (g) ,h) ~ O 
n 

e como 

na o 

nao e 

e g" 

R (g) h) - f l R (f) - H (g} - h i d)J 
n'-IN·n n' 

devemos ter h = f + g. 

Para ver isto, notamos primeiro que jh (m) j < + co , \1m E ll'il , 

pois caso contrário jl( {m}) ~ l 
2m 

> o e {m) E A -> i jh/d)J ~+w. 
Jx 

Se ent_ão h -/ f +g , 3m E 1N com h (m) t- f (m) + g (m) • Seja 

T == jh(m) - f(m) - g(m)!. Então V n E lli , n > f (m) v g (m) 

J 
iR (f) +R (g) -hjdp>f Td)l--

X n n {m} 

l 

e portan·to na o e verdade que lim dl (Rn (f) + R (g) ,h) o e h 
n 

n 

na o e a soma de f e q. 

Mas se h - f + g' então h 5l M (X, A) e portanto 
., 

na o há soma 

l 
de f e g em L (Thl ,A,IJ) _ 
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00 

No caso p :=:+co a soma de f 1 g E L (X,Á,J-1) sempre existe e 

coincide com a soma definida anteriormente. 

O importante é que quando Lp(X,A,J-1) é completo, podemos sem-

pre definir a soma de quaisquer duas funções 
p 

f,g E lj (X,Á,]-1) 

- p - - -
Ã li fi = +w} Neste caso f L (X,A

0
,1-J) e como e o -álgebra, A = 

a 

E A a· Seja q = X __, lR dada por q = f em A c e q = o em A. 

p - 101 (A) o Como f E L (X, A
0

, p) = e como A E Â ]-l-igual q e 
o .• 

a f. Tomamos então, q,t ]J-iguais a f e g respectivamente ' 
com q e t finitos pontualmente. Seja r = q + t, r : X ---> lR. 

Como q e t são A
0
-mensuráveis e A

0 
é o-álgebra , então r e 

A
0
-mensurável 

p ~ ~. ~ 

e além disso r E L (X,A 0 ,u) pois d 
p 

é pseudomé-

trica invariante por translação. 

Como L P (X, A ,1.1) é completo existe h E L P (X, A, )j) com h ]-1-

igual a r. Como R (f) e 
n 

R (g) 
n 

-
R (g) - h 

n 
é continua e portanto 

,----...._____.
R (f) + R (g) - h 

n n 

p 
L (X, Á,f-J) e 

R (f) + R (g) 
n n 

Como r é soma de f e g 

são limita das segue que R (f)+ 
n 

R (f) +R (g) -hEM(X,AI n n e 

- r. Assim, R (f) + R (g) - h 
n n 

p 
R lfl- r1 dl01. 

n 

(pois r e a so 

ma de g e t e q e t sao 11-iguais a f e g respectivamente) 

a segunda integral converge a O e portanto h é a "soma de f 

e g" 
p 

em L (X,A,~Jl. 
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Assim vemos que se Lp(X,A,w) é completo, podemos construir 

uma estrutura de espaço vetorial sobre ele compativel com a métri 

c a d . Colocando 
p 

11 f li 

p 
= ( Jr 

X 

vemos que 11 

p 
e 

p p 
uma norma em L (X,AdJ) e com esta estrutura L (X,Á,JJ) é uw esp~ 

ço de Banach. 



CONCLUSÃO 

A teoria desenvolvida aqui a partir das integrais monótonas , 

apresenta um desenvolvimento axiomático e estético muito interes

sante. A introdução do espaço de Stone, a principio difícil de ser 

assimilada e utilizada se transforma em uma ferrumenta 

para fornecer informações sobre A-mensurabilidade c 

poderoso. 

p 
espaços L 

com medidas finitamente aditivas. Uma comparação com os espaços 

Lp de Dunford-Schwartz leva a conclusão que os espaço~ aqui in

troduzidos sào mais fáceis de trabalhar e dão mais informações 

até mesmo sobre o:, de os. A completude para estes espaços e to

talmente caracterizada em condiç6es simples. Uma patologia destes 

espaços decorre do fato de eles não admitirem estrctura vetorial 

em geral, mas que é assegurada quando o espaço é completo. 

f: importante rcssal ta r que este. teoria está feita para fun-

ções reais pois E:Stâ implícito na definição da integral monótona. 

Acreditamos que soja posslvel estender estE conceito de integral 

monótona para espaços vetoriais com ordens totais ou ainda para 

espaços de Riesz. 
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