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Tocando em frente

Ando devagar porque jd tive pressa

E levo este sorriso porque jd chorer demais
Hoje me sinto mais forte, mais feliz, quem sabe,
So levo a certeza de que muito pouco eu sei

Ou nada sei.

Conhecer as manhas e as manhas

O sabor das massas e das macas;

E preciso amor pra poder pulsar,

E PTeciso paz pra poder Sorrir,

E preciso chuva para florir.

Penso que cumprir a vida seja simplesmente
Compreender a marcha de ir tocando em frente
Como um velho boiadeiro levando a boiada

Eu vou tocando os dias pela longa estrada, eu vou
Estrada eu sou

Conhecer as manhas e as manhas

O sabor das massas e das macas;

E preciso amor pra poder pulsar,

E Preciso paz para poder sorrir,

E preciso chuva para florir.

Todo mundo ama um dia, todo mundo chora,
Um dia a gente chega, no outro vai embora.
Cada um de nds compoe a sua historia,

Cada ser em si carrega o dom de ser capaz,

De ser feliz.

Conhecer as manhas e as manhas

O sabor das massas e das macas;

E preciso amor pra poder pulsar,

E Preciso paz para poder sorrir,

E preciso chuva para florir.

Almir Sater e Renato Teizeira
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Resumo

Neste trabalho provamos 6 conjecturas dadas por Santos relacionadas com as iden-
tidades do tipo Rogers-Ramanujan de ntimeros 16, 12, 71, 68, 22 e 26 na lista de Slater.
Usando estes resultados foi possivel obter extensoes para as seqiiéncias de Fibonacci, Pell
e Jacobsthal. Além disso estabelecemos uma férmula explicita para cada uma dessas
seqliencias em termos dos coeficientes trinomiais. Diversas novas interpretagoes com-
binatorias para este ntimeros sao dadas: em termos de particoes restritas, simbolo de
Frobenius e particoes coloridas. Também estabelecemos relagoes entre os nimeros de
Fibonacci e seqiiéncias bindrias e entre os nimeros de Jacobsthal e seqiiéncias ternarias.
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Abstract

In this work we provide the proof for six conjectures given by Santos related to the
Rogers-Ramanujan type identities of numbers 16, 12, 71, 68, 22 e 26 in Slater’s list. Using
these results it was possible to obtain extensions of the Fibonacci, Pell and Jacobsthal
sequences. Furthermore we give a proof of an explicit formula for these sequences in
terms of the trinomial coefficientes. Various new combinatorial interpretations for these
sequences, in terms of restricted partitions, Frobenius symbol and colored partitions, are
given. We establish also connections between Fibonacci numbers and binary sequences
and between Jacobsthal numbers and ternary sequences.
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Introducao

No capitulo zero, descreveremos alguns fatos historicos relacionados as identidades de
Rogers-Ramanujan e algumas aplicacoes dessas identidades em Combinatéria e Mecancia
Estatistica. Em seguida forneceremos alguns conceitos, notagoes , definigoes e resultados
que serao de grande utilidade para o desenvolvimento deste trabalho.

No capitulo 1, estaremos explorando interpretagoes combinatoérias para os niimeros de Fi-
bonacci em termos de simbolo de Frobenius, gerando duas familias infinitas de particoes
que sao casos gerais do resultado obtido por Santos em [12]. Também daremos uma prova
alternativa para a identidade de nimero 16 da lista de Slater, uma férmula explicita para
os numeros de Fibonacci em termos dos coeficientes trinomiais e uma relagao entre os
nimeros de Fibonacci e uma classe de seqiiéncias binérias.

No capitulo 2, daremos uma prova alternativa para as identidades de ntimeros 12, 71
e 68 da lista de Slater e uma formula explicita para os nimeros de Pell em funcao dos
coeficientes trinomiais. Finalmente descreveremos interpretacoes combinatérias para os
numeros de Pell usando o conceito de particoes coloridas e partigoes com restricoes.

No capitulo 3, faremos a prova de conjecturas dadas em [10] e observaremos que segue
como resultado provas alternativas para as identidades de nimeros 22 e 26 da lista de
Slater e uma férmula explicita para os numeros de Jacobsthal em termos dos coeficientes
trinomiais. Também estabeleceremos duas interpretagoes combinatérias para os niimeros
de Jacobsthal usando o conceito de particoes coloridas e uma relagao entre uma classe
das seqiiéncias ternérias e os nimeros de Jacobsthal.



0.1 Histodrico

Em 1894, L. J. Rogers da Universidade de Leeds descobriu um par de identidades que
relaciona uma série e um produto infinitos que se tornaram conhecidas, mais tarde, como
as identidades de Rogers-Ramanujan.

Durante a primeira metade do século XX, alguns matematicos, incluindo Rogers,
F. H. Jackson e W. N. Bailey descobriram varias identidades parecidas com as duas
primeiras identidades de Rogers-Ramanujan. Em 1950, Lucy J. Slater, orientada por
Bailey produziu uma lista de 130 identidades deste tipo em sua tese de doutorado, sendo
esta publicada em [14].

Em 1986, George Andrews publicou um algoritmo (veja [4]) que possibilita obter ex-
tensoes associadas as identidades do tipo Rogers-Ramanujan. Este método ficou conhe-
cido como Método Alternativo para provar identidades do tipo Rogers-Ramanujan.
Santos em [10], conjecturou extensdes para 74 das 130 identidades do tipo Rogers-
Ramanujan listadas por Slater, incluindo uma férmula explicita para a familia de polino-
mios associada a cada uma dessas identidades; tal formula é descrita em termos do
polinémio de Gauss ou extensoes do coeficiente trinomial (definido em [2]).

Em 1980, o fisico Rodney Baxter descobriu que as identidades do tipo Rogers-Ramanujan
estavam intrinsecamente ligadas com o modelo hexagonal (estes resultados aparecem em
[5], [6],[7]). Em seguida, damos uma idéia de como funciona este modelo em Mecacnia
Estatistica.

Descrevemos a seguinte situacao: consideremos a possibilidade de que cada ponto in-
teiro do plano R? (cujas coordenadas sdo niimeros inteiros) pode ser ocupado por uma
particula. Neste caso estamos considerando a malha Z x Z C R?, onde a particula pode
estar assumindo um desses pontos. Caso escolhamos o ponto (m,n) € Z x Z como sendo
uma particula, entao os outros seis pontos inteiros, como descritos na figura abaixo, nao
poderao ser escolhidos como uma outra particula neste modelo que estamos construindo.



Observemos que a figura descreve um hexagono, cujo centro é uma particula. Dessa
forma, o modelo consiste em considerarmos varios hexdgonos nesta malha, cujas particulas
estao nos respectivos centros.

Figura 1: Modelo hexagonal de Baxter.

O Problema é equivalente se considerarmos hexdgonos no reticulado Z?, onde cada um
desses hexagonos tem um ponto inteiro centrado e nenhum se sobrepde no outro, dai
o nome modelo hexagonal. A Mecanica Estatistica chama o arranjo particular de um
estado s (a maneira como estao dispostos os pontos na malha Z?), com energia E(s)
(neste caso, pode ser a forga de repulsao ou atragao das particulas) e nimero de particulas
n(s) (os pontos inteiros dispostos no plano de acordo com a regra estabecida acima).

As identidades do tipo Rogers-Ramanujan sao também aplicadas em Combinatoria. As
primeira e segunda identidades de Rogers-Ramanujan (dada em (1) e (2), respectiva-
mente) aparecem, sem demonstra¢do, no segundo volume do livro de Anélise Combi-
natoria de MacMahon. Este mistério foi resolvido somente em 1917 quando, acidental-
mente, Ramanujan encontrou o trabalho de Rogers, pesquisando volumes anteriores do
“Proceedings of the London Mathematical Society”.

Teorema 0.1.1 Se |q| < 1, entdo

oo 2
-
(C]' q> H 5n+1 1 _ q5n+4) (1)
n—o \4»4/)n
> n(n+1) 0

H 1 _ q5n+2 1 — q5n+3) ’ (2>

’

gq



A série e o produto infinitos dados no Teorema 0.1.1 sdo fungoes geradoras para certas
classes de partigdes de um inteiro positivo (uma partigdo de um inteiro positivo n é uma
seqiiéncia de inteiros positivos, nao ordenados, cuja soma é igual a n. Cada parcela nesta
soma é chamada parte da partigdo). MacMahon em [9], descreve as célebres identidades
de Rogers-Ramanujan em termos combinatorios.

Teorema 0.1.2 (Primeira identidade de Rogers-Ramanujan): O nimero de parti¢oes
de um inteiro n, em que a diferenca entre partes consecutivas € de pelo menos dois, €
tgual ao numero de partigoes de n em que as partes sao congruentes a 1 ou 4 modulo 5.

Teorema 0.1.3 (Segunda identidade de Rogers-Ramanujan): O nimero de particoes
de um inteiro n, em que cada parte excede 1 e a diferenca entre partes consecutivas € de
pelo menos 2, € igual ao numero de particoes de n em que as partes sao congruentes a
2 ou 3 modulo 5.

0.2 Resultados Preliminares

Nesta secao descrevemos algumas notacoes e enunciamos resultados que serao utéis para
o desenvolvimento deste trabalho, com excessao da Proposicao 0.2.1, que é um resultado
de grande utilidade na demonstracao de alguns teoremas e que nao foi encontrado na
literatura.

Comecamos com a seguinte notacao :
(a), = (aiq)n = (L —a)(1 —aq)... (1 —ag"™"), (3)
(@)oo = (a5 @)o = lim (a)n, |g] <1 (4)
onde,a e g € Cen € N.

Podemos definir (a), para todo complexo n por:

(a), = ) )

(ag™; q)o
O polinomio gaussiano é definido da seguinte forma:
[ n ] — L7 0<m<n

0, caso contrario
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em particular,

iy | o ] = = () Y

Segue deste tltimo resultado que o polinomio gaussiano é um g-analogo do coeficiente
binomial.

Também usaremos o seguinte resultado: para A e n inteiros, vale que,
. 2n+ A ) 1
lim ( = —. (8)

Os coeficientes de 27 na expansao de (1 + z + 2?)" sao chamados coeficientes trinomiais

e sao dados por
n _ =~ N L 2n — 2h
(5), =2 (5) (57),

Os coeficientes trinomiais tem as seguintes propriedades:

(?)f(—%k "
G)-Ga)e (5 Gn)

Fazemos uso das seguintes familias de polinomios que sao g—analogos dos coeficientes
: .. . A n | . ,
trinomiais (no mesmo sentido em que os polindémios de Gauss i sao g-analogos dos

coeficientes binomiais),

B o g m] ] 2m—2j
TO(maA) - T[)(m,A,Q) - Z( ]') ] ) m— A _] 5

7=0 ol 4q° L g
T(mA):T(mAq):i(_q)j_m- | 2m—2j
1 ) 1 s 41y : ] ) m—A—j

=0 LA L -

Definindo
U(m,A) =U(m, A, q) = To(m, A) + To(m, A + 1), (11)



segue de [2] as seguintes relagoes que serdo fundamentais em nossas demonstragoes

Um,A) =1+ HU(m—-1,A) —¢" 4Ty (m —1,A—1)

+q" AT (m — 1, A+ 2), (12)

U<m7 A) = (1 =+ q + qu_l)U(m - 17 A) - qU<m - 27 A)+

PP (m — 2, A — 2) 4 @A (m — 2, A+ 3), (13)
Ty(m, A) = Ty(m, —A), (14)
Ti(m, A) = Ty(m, —A), (15)

To(m, A) = To(m — 1, A — 1) + ¢ AT (m — 1, A) + ™A Ty(m — 1, A+ 1), (16)
Ti(m,A) = Ty(m — 1, A) + ¢" M Ty(m — 1, A+ 1) + ¢" *Toy(m — 1, A — 1), (17)

Ty(m, A) — ¢ ATy(m, A) — Ty(m, A+ 1) + ¢ Ty (m, A+ 1) = 0. (18)

Também segue de [2] que:

: (—¢* ")

lim Ty(m, A, q) = —————, 19

g Tilm 4,) (4% ¢%)oo (19)
. (=4 ¢°)oo
lim U(m,A) = ———"—. 20
lim U(m, A) @ (20)

Neste trabalho estaremos usando a seguinte notacao:
OT(m7 A) = Tl(m7 Aa q%)
A seguir exibimos um importante teorema que permite estabelecermos uma relagao entre

somatorios e produtorios.

Teorema 0.2.1 (Produto Triplo de Jacobi): Para nimeros complezos z # 0, e |q| < 1,
vale que:

Z ann2 _ H(l B q2n+2)(1 + Zqzn-i-l)(l + z_1q2"+1). (21)
n=—00 n=0



Finalmente, segue de [3] que

Teorema 0.2.2 (Lema de Abel): Se lim a, = L, entao lim (1 —t) E a,t" = L.
n—oo t—1—
n=0

Proposicao 0.2.1 Para A e m inteiros, vale que:

To(m,A) —To(m —1,A+1) = @™ Ty(m — 1, A) + ¢" ATy (m —1,A—1). (22)

Demonstracao: Segue de (12) que:

To(m, A) —To(m — 1, A+ 1) = To(m — 1, A) — To(m, A+ 1) + ¢ To(m — 1, A)

+¢P M To(m — 1L, A4+ 1)+ ¢ Ty (m —1,A = 1) + ¢ (m —1,A+2), (23)
aplicando (16) na segunda parcela do lado direito de (23), temos que:
To(m,A) —To(m —1,A+ 1) =To(m —1,A) = To(m — 1, A)
—¢" T (m = 1, A+ 1) — ¢®™P2AR T (m — 1, A+ 2) + ¢ ' Ty(m — 1, A)
¢ To(m — LA+ 1) + ¢ T (m — 1, A = 1) + ¢ Ty (m — 1, A + 2).
Fazendo um cancelamento, obtemos:
To(m, A) —To(m —1,A+1) = —¢" T (m —1,A+1)

— @A (m — 1, A4 2) + P Ty (m — 1, A) + ¢ Ty(m — 1, A+ 1)

¢ AT (m — 1, A~ 1)+ ¢" M T (m — 1, A+ 2). (24)
Consideramos as primeira e sexta parcelas no lado direito de (24), segue de (18),
—¢" T (M — 1, A+ 1) + ¢ T (m — 1, A+ 2) =
" -Ti(m — 1, A+ 1)+ Ty(m —1,A+2)} =
gmrAT {—qm_l_A_lTo(m — LA+ + "R (m — 1, A+ 2)} =
—*™  Ty(m — 1, A+ 1) + PP T (m — 1, A 4 2).
Substituindo em (24) e fazendo alguns cancelamentos obtemos:

To(m, A) — To(m — 1, A+ 1) = ¢*" " Ty(m — 1, A) + ¢ Ty (m — 1,A - 1).



0.3 Método para Provas Alternativas de Identidades
do tipo Rogers-Ramanujan

Comecamos com a descricao de uma idéia introduzida por Andrews em 1985, que
também pode ser usada para provar muitas identidades do tipo Rogers-Ramanujan.

Consideramos uma identidade do tipo Rogers-Ramanujan que se quer provar,

onde ¢(q) é uma série e m(g) ¢ um produto infinito. Consideramos a funcao de duas
varidveis f(q,t) com as seguintes propriedades:

o0

1. f(q,t) = Z P,(q)t", onde P,(q) sao polinomios;

n=0
2. lim P,(q) = 7(q);
3. f(q,t) satisfaz uma equacao nao-homogénea da forma:
f(Q7 t) = Rl(q> t) + RQ(QJ t)f(Q? tqk))

onde Ry e Ry sao fungoes racionais de ¢ e k é um inteiro nao negativo.

Agora vamos descrever, como exemplo, uma prova alternativa para a segunda identidade
do tipo Rogers-Ramanujan, que é a de niimero 14 na lista de Slater (esta demonstragao
foi dada por Santos em [10])

Consideramos a funcao de duas varidveis associada a segunda identidade de Rogers-
Ramanujan,

00 2
t2n n<+n

q
flq,t) =
n=0 (t)n+1
Podemos escrever
o0 t2nqn2+n 1 o0 zSannZ—i-n
HZ:% (t)n-i-l 1—1 n—1 (t)n-f-l



1 1 > t2n n2+n 1 t2 2 X t?n n2+3n
S e L LS
1=t 1-t4 (tg)h 1—t 1=t (tQ)nt

1
1 t22
1—¢t 1-—t

fla, tq).
Segue dai a equagao funcional
(1 =) f(q,t) = 1+ *¢*f(q, tq).

Entao, vamos escrever:
(o]

flat) = Put™

n=0

Com isso,
(L=1)) Pt"=1+1¢") Put"q",
n=0 n=0

isto implica,

S Pt =) Pot"=1+Y P, ot"".

n=0 n=1 n=2
Desta ultima equacao segue

POZ1;P1:1;Pn:Pn—1+ann—2~

Em [10], Santos conjecturou e provou:

_ - 4052465 2n = 4052 —345+7 2n
Poi= 3 4 {n—l—loj]fzq {n—4+10j}

j=—o00 j=—00
_ Z 072145+ 2n _ Z 1097 +265+4 2n
, n—2+ 107 , n—3— 107
j=—00 j=—o00
Pr= 4 [n—le T 1 n — 10
j=—00 j=—00
,Zq {n—le ‘Zq n—10j |
j=—o00 j=—o00
Temos que
1 > o . ) ) . . )
,}LDEO Py, = @ Z {q4032+6j n q40]2—34]+7 _ q40]2—14]+1 _ q40]2+26g+4} _
0o j=—oo

(26)



eI G R DI

@)oo n=0(mod4) n=2(mod4)

5n2+3n 5n2+3n
Do YT Y (YY) =

n=1(mod4) n=—1(mod4)
1 > n 5n’+sn
Segue de (21),
1 > n 5n2+3n
N o (-1rg e =
1 - 5n 1 5n—4
o (1—q¢™ )L =g,
n=1
Portanto,
1 7 -
nh_)nolOPQTL — (_ 1 _ q 5n 1)(1 _ q5n 4).
n=1

Segue de (1.5)

n+n

. = q
1 1—t
Jimn ( =2

n=0 n

Dessa forma, segue do Lema de Abel,

00 00 1
Z : H 1 _ q5n+2>(1 _ q5n+3) ’

n= nO

n+n

10



Capitulo 1

Extensoes Polinomiais e
Interpretacoes Combinatorias para
os Numeros de Fibonacci

Em 1202, Fibonacci publicou o livro “Liber abbaci” (livro do dbaco), onde além de outras
coisas, introduziu os numeros hindu-arabicos e descreveu um problema considerando
a reproducao de coelhos. Os numeros de Fibonacci, 1,2,3,5,8,13,..., definidos por
=1 F,=2;F, =F, 1+ F,_s, aparecem em grande niimero de situacoes, uma delas
é o seguinte problema de Combinatoria que descrevemos abaixo.

Queremos calcular o numero de ladrilhamentos possiveis para um retagunlo 2 x n com
dois tipos de ladrilhos, um ladrilho de cor branca (1 x 1) e um ladrilho de cor azul 2 x 2.
Segue abaixo os dois tipos de ladrilhos,

- N

Denotamos por L, o nimero de ladrilhamentos possiveis do retangulo 2 x n.

Temos que L; = 1, pois ha apenas um ladrilhamento para o retangulo 2 x 1 com os dois
tipos de ladrilhos definidos anteriormente. Veja figura abaixo,

11



Figura 1.1: Ladrilhamentos para retangulo 2 x 1.

Agora listamos os ladrilhamentos possiveis para o retangulo 2 x 2.

Figura 1.2: Ladrilhamentos para retangulo 2 x 2.
Logo Ly = 2.

O numero de ladrilhamentos para o retangulo 2 x 3 é L3 = 3. Segue (veja figura) abaixo

cada um desses ladrilhamentos,

Figura 1.3: Ladrilhamentos para retangulo 2 x 3.

Observamos que Ly = 5, pois hd 5 maneiras de ladrilhar o retangulo 2 x 4 com os dois
tipos de ladrilhos ja definidos. Listamos abaixo esses ladrilhamentos,

Figura 1.4: Ladrilhamentos para retangulo 2 x 4.

Particionamos o conjunto dos ladrilhamentos 2 x n com ladrilhos de dois tipos em dois
conjuntos:

e 0 conjunto dos ladrilhamentos 2 x n que contém na tultima coluna 2 x 1 ladrilhos
de cor branca.



e 0 conjunto dos ladrilhamentos 2 X n que contém nas duas ultimas colunas um

ladrilho de cor azul.

Observamos que a cardinalidade do primeiro conjunto que definimos é L, ;. O se-
gundo conjunto tem cardinalidade L,_5. Portanto estabelecemos a seguinte relagao
de recorréncia para este problema:

L, = 1
L2 = 2
Ln - Lnfl +Lnf2

Observamos que esta relacao de recorréncia nos fornece os niumeros de Fibonacci.

1.1 Numeros de Fibonacci e seqiiéncias binarias

Apresentamos, a seguir, uma bijecao entre os ladrilhamentos apresentados no inicio deste
capitulo e seqiiéncias bindrias. Dado um ladrilhamento como o da figura abaixo

Fan Y
A4

Figura 1.5: Ladrilhamento do retangulo 2 x 15.

associamos a cada ponto interno de coordenadas inteiras o valor “0”ou “1”através da
seguinte regra: se todos os 4 quadrados 1 x 1 vizinhos do ponto sao azuis associamos o
valor 1 e zero caso contrario.
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Para o exemplo acima a seqiiéncia correspondente é dada por (01111000100001).

E facil verificar que nao teremos nunca, através desta bijecao, a seqiiéncia 101 e também
um nimero par de 1’s consecutivos.

Logo, pelas observagoes acima provamos a seguinte proposicao:

Proposicao 1.1.1 O total de n—seqiiéncias bindrias, onde o padrdo 101 e um niumero
par de 1's consecutivos nao ocorrem € igual a F, 1

Em [14], é apresentada uma lista de 130 identidades, na qual, a identidade de nimero
16, dada abaixo, esta incluida.

n242n q q
H 5n+5 q5n+2)(1 o q5n+1>‘ (1.1>

iq

n=0

Neste capitulo descreveremos uma extensao para os nimeros de Fibonacci asssociada a
essa identidade.

No capitulo zero, vimos um procedimento, descrito por Andrews, para obter uma ex-
tensdo para uma série dada (relacionada a uma identidade do tipo Rogers-Ramanujan),
de modo a estabelecer uma prova alternativa para identidades do tipo Rogers-Ramanujan.

Santos em [10], obteve extensoes, f(q,t) para 74 das séries que aparecem nas 130 identi-
dades do tipo Rogers-Ramanujan, listadas por Slater. Dentre essas, escrevemos abaixo
a extensao para a série dada na identidade de ntimero 16 de Slater,

> t2nqn2+2n

Frola:t) = % (; @*)nr1(—ta* ¢*)n (12)
Também em [10], é dada uma familia de polinomios P,(q), associada a essa identidade,
ou seja,
fi6(q, Z P(
onde

Po(Q) = 1
Pi(q) = 1+¢° : (1.3)
Pqg)= (1= +¢" " Puii(q) + ¢*Pua(q)
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Neste capitulo estaremos explorando interpretacoes combinatorias para a familia de
polinomios P,(q). Notamos que, fazendo ¢ = 1 em (1.3), obtemos uma seqiiéncia de
inteiros positivos que nos fornece os nimeros de Fibonacci. Com isso é possivel es-
tabelecer uma relacao entre os nimeros de Fibonacci e as particoes restritas fazendo
uso do simbolo de Frobenius. Também damos uma prova alternativa para a identi-
dade 16 de Slater, sendo que esta é uma das conseqiiéncias do Teorema (1.2.1). Uma
outra conseqiiéncia é uma férmula explicita para os nimeros de Fibonacci em funcao
dos coeficientes trinomiais.

Vamos inserir um parametro k em fi5(q,t) e gerar a familia de polinémios P¥(q), sendo
que estas sao extensoes para os numeros de Fibonacci. Daremos uma interpretacao
combinatéria para P¥(q) que é um caso geral do resultado obtido por Santos [12], quando
fazemos k = 0.

1.2 Extensoes polinomiais para os Numeros de Fi-
bonacci

Definiremos a seguir uma familia de fungées de duas variaveis foo_ax(q,t).

Seja k > 0.
Inserimos um parametro k em fig(g,t), e com isso obtemos a seguinte fungao de duas
variaveis que inclui as fungoes fo0(q,t) e fis(q,t), quando fazemos k = 0 e k =
respectivamente,

o~ tn n2+42kn

foo-ax (gt Z DI (1.4)

n=

Observemos que:

tn n2+2kn

fa0—ak q, =
- nz (a5 qh)n

e tn n2+2nk
+Z 2)

— (t:¢*)n+1 (=10 ¢*)n

1 0 tn+1q(n+1) +2(n+1)k

+
L=t 4= (; ¢*)n2(—10% ¢*)n
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tntqn2 +2n+142nk+2k

Tt A—t)1—tg?) .. (I—te )1+ tq?) .. (1 +1tg2)

n=0

o0

Z (tq )ntq2k+1qn +2nk _
—t (1—=t)(1 —tg?) ... (1 —tg>+2)(1 +tg?) ... (1 + tg*>+?)

n:O

1 tq2k+1 e (tq )nqn 24onk
1=t (1—=1)((1+1tq%) =0 (tq* ¢*)n+1(—

1 tq2k+1
=i (1 —1t)(1 + tq?

t?q% )0

)f20—4k(tq2; q)

(1 =) (1 +tq*) fao-ar(q,t) = 1+ tq* + t¢* " foo_ar(tq®, q) (1.5)

Substituindo

fao—ar(q,t Zpktn

m (1.5) temos

(L+tg* —t —£2¢°) > Pr(q)t" = L+tq” + tg™* Y " Pr(tq?)"
= n=0

DB +tq? Y PRt —t Y PRt — 26> > P(g)t" =
n=0 n=0 n=0 n=0

1+ tg? + tg? ! Z Pr(tg?)"
n=0

SOPHQE + Y CPH @t =Y PE)t =) ? Pt =
n=0 n=0 n=0 n=0

1 4 tq2 T Z Pf(q)tn+1q2n+2k+l;
n=0

Z Prg)t" + Z P ( Z Q" — Z PPF (" =
n=0 n=1 n=2

1+tq +Z tn 2n+2k— 1
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Comparando os coeficientes temos:

Pi(g)= 1
Piq)= 1 + ¢+ : (1.6)
Pig)= (1 — ¢ + @&'"NPF () + PP,

Substituindo ¢ = 1 em (1.6

~—

PF1) = 1
PE1) = 2 , (1.7)
Pf(l) = Pvlf—1(1) + Pvlf—z(l)

Uma observagao imediata é que a sequéncia P¥(q), dada em (1.6) é uma generalizagao da
sequéncia de Fibonacci, pois fazendo ¢ = 1 em (1.6), obtemos uma relagao de recorréncia
que fornece os numeros de Fibonacci. Santos conjecturou a seguinte férmula explicita
para a familia dada em (1.6) quando k = 0,

Pla)= Y a7 PUM55) = Y ¢TI0 (0,5 + 2) (1.8)

Santos provou em [12] que vale tal relagdo e observou que fazendo ¢ — 1 em P?(q)
obtém-se uma féormula explicita para os nimeros de Fibonacci em funcao dos coeficientes
trinomiais.

Em [10], é dada uma conjectura de uma férmula explicita para P*(q) para o caso k = 1,

c(n) = Z q10j2+3jU(n75j) _ Z q1oj2+13j+4U(7,L7 57+ 3), (1.9)

j:—oo j:—OO

)= 1
Plg)= 1 + ¢ , (1.10)
Pg)= (1 — ¢ + MNP _(¢) + ¢*Pr_5(q)

Teorema 1.2.1 A formula c¢(n) dada em (1.9) satisfaz a relagao de recorréncia e as
mesmas condi¢des iniciais dadas em (1.6) quando fazemos k = 1
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Demonstragao: Vamos provar que a familia de polinémios dada em (1.9) satisfaz as
mesmas condigdes iniciais e a mesma relagdo de recorréncia dada em (1.10).

Temos que: ¢(1) = P(q) e ¢(2) = P}(q).
Agora vamos provar que, c(n + 1) = Pl(q); n > 1, ou seja
c(n+1) = (1—¢*+ ¢ )e(n) + ¢°c(n - 1),

isto é
c(n+1) = (1—=¢+ ¢ e(n) — ¢’c(n —1) = 0,

Para isso, faremos a seguinte observacao: sejam A, n inteiros positivos, consideramos,

U(” +1, A) - (1 - q2 + q2n+1>U(n’ A) o q2U<n - 17 A)

Escrevendo de maneira conveniente,

Un+1,4) = (L+¢"U(n, A) + ¢?U(n, A) = ¢°U(n — 1, A) (1.11)
Fazendo n — n+ 1 em (12),

Uln+1,4) = (1+ ¢ )U(n, A) =
¢TI (n, A — 1) 4 " T (n, A + 2) (1.12)
Substituindo (1.12) em (1.11)e aplicando (11) em 1.11 obtemos:
qn+1_AT1 (nv A— 1) + qn+A+2T1 (nv A+ 2) + QQU(TL7 A) - qu(n - ]-7 A) =
qn+1_AT1 (na A— 1) + qn+A+2T1(n7 A+ 2) + q2(T0(n7 A) + Tﬁ(n7 A+ 1))
—*To(n — 1, 4) — ¢PTo(n — 1, A+ 1) (1.13)
Segue de (16) e (17) que
Ti(n,A—1)=Ti(n—1,A—1)+ ¢ ' Ty(n -1, A)+
"My (n—1,A—2) (1.14)
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Ti(n, A+2) =Ti(n—1,A+2) +¢"™Ty(n — 1, A+ 3)+

" To(n -1, A+ 1) (1.15)

To(n, A) =To(n — 1, A+ 1)+ ¢ *Ti(n — 1, A)+

P Ty(n—1,A—1) (1.16)

To(n,A+1)=Tyo(n —1,A) + ¢ Ty (n —1,A+ 1)+

AT (0 — 1, A+ 2) (1.17)

Substituindo (1.14), (1.15), (1.16) e (1.17) em (1.13) temos

¢TI = 1, A) + T Ty (n = 1, A) + " T (n — 1, A - 2)

A2 {Tl(n —-1,A+2)+ q”+A+2To(n —1,A+3)+ q"_A_QTO(n -1, A+ 1)}
+¢ {To(n— 1, A+ 1)+ ¢" " Ty(n — 1, A) + ¢> > Ty(n — 1, A— 1)}
+@ {To(n — 1, A) + " Ti(n — LA+ 1) + @4 P Ty(n — 1,A+ 2)}
—¢*To(n — 1, A) — ¢*To(n — 1, A+ 1),
apos dois cancelamentos imediatos,

¢TI —1,A) + ¢ To(n — 1, A) + ¢ 42Ty (n — 1, A — 2)

AT (0~ LA+ 2) + ¢ (n - 1A+ 3) + "' Ty(n — 1, A+ 1)
—|—q"‘A+2T1(n . 17 A) + q2n—2A+2T0<n o 17 A— 1) + qn+A+3TI(n — ]_, A + ].)

+¢7 P (n — 1, A+ 2) (1.18)

Para completar a prova do teorema temos que mostrar que a expressao dada em (1.18),
quando substituida em (1.9) é igual a zero. Depois da substituigao, fazendo alguns
cancelamentos imediatos,

j=—o0 J=ee
Z q2n+10j2_7j+2T0<n . 1’ 5] . 2) + Z qn+10j2_2j+2T1(n _ 1’ 5,])
j=—00 =00

19



[e.9]

Z q2n+10j277j+2T0<n _ 1’ 5] . 1) + Z qn+10j2+8j+3T1(,n _ 1’ 5] + 1)

j:—oo j:_oo

Z qn+10j2+13j+4T0(n _ 1’ 5] + 2) - Z qn+10j2+18j+9T1 (n _ 1’ 5] _I_ 5)

j=—o00 j=—00

. Z q2n+10j2+23j+14T0( — 1,55+ 6) Z q2n+1012+133+4T (n—1,55 +4)

j:—oo ]7_00

_ Z qn+1012+8j+3T (n—1,5j +3) Z q2"+1032+3JT (n—1,55+2)

j=—00 =00

_ Z qn+10j2+18j+10T1(n — 1,55 +4) — Z q2n+10j2+23j+14T0(n — 1,55 +5). (1.19)

j:—oo j:—OO

Consideramos a quarta e décima terceira parcelas. Fazendo a substituicao 7 — j + 1 na
quarta parcela, segue (18),

Z qn+10j2—2j+2T1(n _ 1’ 5]) _ Z qn+10j2+18j+10T1(n . 1’ 5] + 4) —

j:—oo j=700

N Z q2n+10j2+13j+5T0(n —1, 5j + 4) + Z q2n+10j2+23j+14T0(n —1, 5]' + 5) (1‘2())

j=—00 Jj=—00

Substituindo (1.19) em (1.20), temos que a segunda soma dada em (1.20) cancela-se com
a décima quarta dada em (1.19). E a primeira soma dada em (1.20) cancela-se com a
décima quinta dada em (1.19) quando fazemos a substitui¢cao j — j + 1. Reescrevendo,

Z qn+10j2_2j+1T1 (n _ 1’ 5] _ 1) + Z q2n+1oj2+3jT0(n _ 17 5])
j=—o0 J=o0
00 oo

Z GO (n — 1,55 — 2) + Z g TSI (0 — 1,55 + 1)
j=—oc =0

Z GRS () 55 4 9) Z ¢TSI (n — 1,55 + 5)
j=—o0 J=me

_ Z q2n+10j2+23j+14T0(n — 1,55 +6) — Z q2n+10j2+13j+4T0(n — 1,55 +4)

j=—00 Jj=—00
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i Z qn+10j2+8j+3T1( -1 5] + 3 Z q2n+1oj +3JT (TL -1 5] + 2) (121)

j:—oo J__oo

Consideremos a primeira e sexta parcelas e fazendo a substituicao 7 — j 4 1 na primeira
parcela, segue de (18)

Z anOjLQJ-HTl(n —1,5j — 1) . Z qn+10j2+18j+9T1(n — 1,55 + 5) =
j=—o0 j==eo
> ST (0 — 1,55 4+ 4) — Ty (n — 1,55 + 5))
j=—00

Z q2n+10] T (0 — 1,55 + 4) Z q2n+10j BT (n — 1,55 +5)  (1.22)

j=—o0 J=o0

Substituindo (1.22) em (1.21) temos que a segunda parcela em (1.21) (fazendo j — j+1)
e a segunda parcela em (1.22) cancela-se, o outro cancelamento é imediato. Dessa forma,

Z GHOP TR (1 57 9) 4 Z ¢ (0 — 1,55 4+ 1)
j=—00 J==e
j=—o0 J=eo

. Z qn+10j2+8j+3T1<n . 17 5] + 3) _ Z q2n+10j2+3jT0(n — 17 5] + 2) (123)

j:—oo j:—OO

Fazendo a substituicao 7 — 7 — 1 na quarta parcela e 7 — j + 1 na primeira parcela
temos

Z q2n+103'2“3j+5T0(n 1,55 +3)+ Z ST (n—1,5j+1)

j=—o0 J=mee
Z q2n+10j2+13j+4T0(n —1,5j+2) — Z q2”+10j2+3j+1T0(n —1,55+1)
j=—00 J==o0
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_ Z IS () 1 5 4 3) Z FCrEIT (n — 1,55 4+ 2). (1.24)

j:—oo ]——OO

Consideramos a quinta parcela, segue de (18),

_ Z g TIPS (i — 1,55 + 3) Z ¢TSI (n — 1,55 + 2)
j=—00 J=—o0
+ D I (= 1,5) +2) = @ (0~ 1,5) +3) (1.25)
j=—00 =00

Substituindo (1.25) em (1.24) temos:

Z q”+10j2+8j+3T1 (n—1,5j+1)+ Z q2n+10j2+13j+4T0(n — 1,5 +2)

jzfoo .7':700

B Z GO (0 i 1) — Z g OIS (1 — 1,55 + 2)

j=—o00 Jj=—00

Considerando a primeira e a quarta parcelas, segue de (18)

= TS (- 155+ 1) = Y ¢n ST (n — 1,55 4 2) =

jzfoo jzfoo

— Z ¢TSI (T (n = 1,55 + 1) — Ty(n— 1,55 4 2)) =
j=—00
Z GO (1 554 1) — Z QOIS () ] 5j 4 2)
j=—o0 J=o0

Portanto

Z qn+10j2+8j+3T1 (77, 1,5+ 1) + Z q2n+10j2+13j+4T0(n — 1,55 + 2)

j:—oo ]'2700

B Z PO () 54 1) — Z ¢TSI (n — 1,55 +2) =0

Uma conseqiiéncia do Teorema 1.2.1 é a identidade de ntimero 16 na lista de Slater.

22



Corolario 1.2.1

0 n24+2n

q q;q oo 5n+5 5n-+2 5n+1
Z (q4' q4) - H —q )(1 —q )
0 ) n

n=

Segue do Teorema (1.2.1) que ¢(n + 1) = Pl(g). Dessa forma,

lim Pl(q) = lim c¢(n+1).

n—oo n—oo

De (20), temos que:

lim ( Z ¢+ 1,55) = > VU (n 41,55+ 3)) =

n—00
Jj=—00 Jj=—00

QQOOZ -512+3J'

j_ e}
De (21) temos:

o0

j 5 +3 n n n
S (-1 = H )L = ") (1= ¢,
j=—00
Logo,
nh_)rgopnl(q) q q H 5 +5 q5 +2)(1 _ q5 +1).

Segue de (1.5),

o qn 242n
tl_l)flll(l — 1) fao—ar(q, t Z%

para caso k = 1.

Portanto, segue do Lema de Abel,

n2+42n

i q 3 )so H ) (1 — ¢ 2)(1 — gL,

n=

O

e do Teorema 1.2.1 uma férmula explicita para os nimeros de Fibonacci em funcao dos
coeficientes trinomiais, pois
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lim Pﬁ_l(q) =F,,
qg—1

onde F,, é o n-ésimo numero de Fibonacci. Por outro lado,

hm{ Z q10j2_t,_3j(](n7 5]> . Z q10j2+13j+4U(n,5j +3>} —

q—1

j=—00 Jj=—00
i{(n+1) _<n—|—1)}
= 57 +1 /, 5 +3 /,
Portanto,
= n—+1 n—+1
F, = . — . .
j;m{<5ﬂ+1)2 (5J+3>2}

1.3 Interpretacao Combinatéria para os Niimeros de
Fibonacci

Agora vamos obter uma relagao entre os niimeros de Fibonacci e parti¢oes com restrigoes.
Para isso, vamos descrever o conceito de simbolo de Frobenius para uma particao dada.
Como um exemplo consideramos o grafico de Ferrers da particao 4 +3 + 1+ 1

o (g S ) , (1.26)

o simbolo de Frobenius para essa parti¢ao é dado pela matriz em (1.26). De modo geral,
dada uma particao 7, o simbolo de Frobenius de 7 é dado da seguinte forma:

<CL11 a1z ... a1n) (1 27)

a91 Q922 ... Q2pn

onde, n é a dimensao do quadrado de Durfee, a;; ¢ o nimero de pontos que estao a
direita da diagonal deste quadrado e na j—ésima linha deste gréfico e as; ¢ o nimero de
pontos que estao abaixo da diagonal deste quadrado e na j—ésima coluna deste grafico
(lendo da esquerda para direita). O elemento ay,, dado em (1.27) é chamado elemento
do topo.
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Definigao 1.3.1 Dizemos que uma parti¢ao € de Frobenius com alternancia par (impar)
se os elementos da primeira linha da matriz dada em (1.27) alternam a paridade lendo
da direita para esquerda, sendo que o elemento do topo é par (impar).

Abaixo descrevemos como exemplo uma particao de 29, que é de Frobenius com al-
ternancia par.

Segue abaixo como exemplo, uma particao de 43, que é de Frobenius com alternancia
impar.

Agora iremos estabelecer uma relagao entre os niimeros de Fibonacci e as particoes de
Frobenius com alternancia par tais que a;; — ag; = 2k. Iremos provar que o coeficiente
de tV na expansao de foo_41(q,t) é a funcio geradora para particoes de Frobenius com
alternancia par em no maximo N partes, onde a1; — ag; = 2k.

Para isso, consideremos a igualdade a seguir
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Observacao 1.3.1 Podemos escrever:

tn n2+42kn

foo-ax(g; 1) :Z Ty

tq n+1 tan)n

e tnqn2+2kn
g;% T—t)(1—tq?)...(1—tg®)(1 +tg®) (1 +tg*) ... (1 +tg>)
1 > tnqn2+2kn

: 1.28
l—tnz:0 (1 —2q*)(1 —t2¢%) ... (1 — t2¢*") ( )
Observamos que o produto no denominador em (1.28) pode ser escrito da seguinte forma:

1 1
(t2q*; q*)n N (1 —22¢*)(1 —t2¢®) ... (1 — t2¢%) ... (1 — t2¢*") N

(I+2¢  + '+ )+ 2+t ) A+ ¢+t + .. ) (1.29)
dessa forma, enumeraramos (1.29) contando da esquerda para direita (primeiro fator,
, n-ésimo fator).

E facil ver que o expoente de g dado (1.29) é um miitiplo de 4 e também de j, onde j é
a posicao do fator no produto (1.29). Dessa forma, se dividirmos o expoente de g por 2
o resultado é sempre um ntimero par e multiplo de 5. B

Segue da observacao (1.3.1) que na expansao de ﬁzw que é
L+ (B + (g + . 4+ (P + ..

o expoente de ¢ quando dividido por 25 é sempre igual ao expoente de ¢ que é também
par. Assim, podemos explicar como construir uma particio 7 do coeficiente de tV em
fa0—ax(g,t) de Frobenius com alternancia par , onde a;; — ag; = 2k.

O seguinte exemplo nos dard o procedimento que descreve a prova da afirmacao feita
anteriormente.

Seja
tnqn2+2kn

(t2¢% ")
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paran=3e k=1

t3q32+2'3 t3q32+2.3

(t2q4; q4)3 (1 _ t2q4)(1 _ t2q8)(1 _ t2q12) -

t3q32+2.3(1+t2q4+t4q8+t6q12_|_.”)
(14 2% +t*q" +t5¢* + .. )

(142" + t1g** +15¢%° .. ) (1.30)
Comecamos com um quadrado 3 x 3 e ao lado do quadrado um retangulo de base 2k e
altura n, que surge de ¢*° 23,

O expoente de t2 que é 3 é a contribuicdo do quadrado mais o retangulo para a particao
que estamos construindo.

Obtemos uma partigao (5+5+5) de Frobenius com alterancia par em no maximo 3 partes
com aj; — agj = 2.

Observe os casosn=1en =2

e temos aij; — ag; = 2.

Consideremos o termo t%q'? do terceiro fator dado em (1.30). Dividimos o expoente de
q, que é 12 por 2 e obtemos 6 e depois dividimos 6 por 3 (3 é a posicao do fator no
produto (#%¢*; ¢*)3) obtendo 2 que é o expoente de t.
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Agora colocamos os 6 pontos a direita do retangulo como uma pilha de altura 3 (a
posigao do fator) e largura 2 (que é o expoente de t). Os outros 6 pontos sao colocados
abaixo do quadrado de Durfee, onde a altura do retangulo passa a ser a largura (ou seja,
colocamos um retangulo 3 x 2, de largura 3 e altura 2) abaixo do quadrado de Durfee.

Agora, consideremos o termo t2¢® do segundo fator. Dividimos o expoente de ¢, que é 8
por 2 e obtemos 4 e entao dividimos 4 por 2 (2 é a posigao do fator). Colocamos estes
quatro pontos como uma pilha de largura 2 (expoente de t) e altura 2 (a posigao do
fator).

No termo t*¢® do primeiro fator, dividimos o expoente de ¢, que é 8 por 2 obtendo 4 e
depois dividimos 4 por 1 (1 é a posicao do fator). Colocamos estes quatro pontos em
uma pilha de largura 4 (expoente de t) e altura 1 (posigao do fator) obtendo a seguinte
representacao:

28



Observe que estes 43 pontos sao gerados por:
t3q15(t2q12) (t2q8) (t4q8) — t11q43

Com este procedimento conseguimos representar uma particao de 43 em exatamente 11
partes com simbolo de de Frobenius com alternancia par. Observe que aj; — as; = 2,
j =1,2,3. Entdo, em geral, o coeficiente de ¢V na expansao de

0 tnqn2+2kn

— (q"¢")n
é a fungao geradora para partigoes de Frobenius com alternancia par com exatamente
N partes, onde ai; — ag; = 2k.

Considerando o fator ﬁ podemos concluir que P*(q), o coeficiente de t na expansao

de fao—ax(q,t) é a funcdo geradora para parti¢oes de Frobenius com alternancia par em
no maximo N partes, onde aj; — ag; = 2k.

Dada uma particao de Frobenius com alternancia par, onde a1; — ag; = 2k, é necessario
explicar, como obter os termos que a geraram.

O quadrado de Durfee diz o valor de n, com isso podemos identificar o quadrado n x n
e o retangulo 2k x n. Para identificar o fator procedemos da seguinte forma:
e Consideramos a altura da primeira pilha a direita do retangulo 2k x n e a largura
desta pilha;
e A largura é o expoente de t, a altura é a posicao do fator;

e 0 expoente de q é: 2 X altura X largura.
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Repitimos este procedimento para cada pilha.

Como, por (1.7), P¥(1) = F, onde, F,, é nimero de Fibonacci de posigao n, provamos o
seguinte:

Teorema 1.3.1 O total de particoes de Frobenius com alternancia par em no mdximo
N partes, onde ai; — asj; = 2k, € igual ao N-ésimo nimero de Fibonacci.

Agora vamos descrever uma outra interpretagdo para fao_4x(q,t), também usando o
conceito de simbolo de Frobenius para uma particao dada. Para isso, partimos de que

0 2+2kn
foo-ak(4, ) Z (t; @) n1(—t¢% ¢®)n

com
fao-ax(q, 1) ZPk
© k
Po (Q): 1
Pi(g)= 1 + ¢+t :
Pigy= (1 — ¢ + ¢ P (q) + ¢*PF,(g)

e vamos provar que o coeficiente de tV, P%(q) na expansao de foo_41(q,t) é a fungao
geradora para parti¢oes 7, autoconjugadas, (parti¢des autoconjugadas estao definidas
m [11]) de Frobenius com alternancia impar (respectivamente par) se k é impar (par),
com maior parte menor do que ou igual a N + k e o elemento do topo > k.

Da observacao, (1.3.1) segue que na expansao de H+4] que é
14 (Bq9) + (22 + ...+ (2qY)i + ... (1.31)

o expoente de ¢ quando dividido por 2j é sempre igual ao expoente de ¢ que é também
par.

O préximo passo é explicar como construir uma particao autoconjugada, de Frobenius
com alternancia fmpar (par), no caso em que k é impar(par), com maior parte menor
do que ou igual a N + k e elemento do topo > k.

O seguinte exemplo ilustra o procedimento que descreve a prova dessa afirmacao.

Seja
tnqn2+2kn

(¢ q*)n
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Paran=3e k=1,

t3q32+2'3 t3q32+2.3

(t2q4; q4)3 (1 _ t2q4)(1 _ t2q8)(1 _ t2q12) -
t3q32+2'3(1 + t2q4 + t4q8 + t6q12 + .. )

(1421 + g% + 5¢% + ... (1.32)

Comecamos com um quadrado de Durfee 3 x 3

Acrescentamos ao lado e abaixo do quadrado de Durfee os retangulos 3 x 1 e 1 x 3,
respectivamente, no procedimento descrito abaixo:

Consideremos o termo t2¢'? do terceiro fator. Dividimos o expoente de ¢ por 2, que é 12
( obtemos 6), depois, dividimos 6 por 3 (3 é a posicao do fator no produto (obtemos 2).
Agora dividimos os 12 pontos como duas pilhas de altura 3 e base 2, ou seja colocamos
ao lado e abaixo dos retangulos 3 x 1 e 1 x 3 os retangulos 3 x 2 e 2 x 3, respectivamente,
segue abaixo este procedimento.

Y
=
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Agora, consideremos o termo t2¢® do segundo fator. Dividimos o expoente de ¢, que é 8
por 2 e obtemos 4 e entao dividimos 4 por 2 (2 é a posigao do fator). Colocamos estes
quatro pontos como uma pilha de largura 2 (expoente de t) e altura 2 (a posigao do

fator).
SHEE

. —~(153)

Com o termo t*¢® do primeiro fator, dividimos o expoente de ¢, que é 8 por 2 o resultado
¢ 4 e depois dividimos 4 por 1 (1 é a posigao do fator). Colocamos estes quatro pontos em
uma pilha de largura 4 (expoente de t) e altura 1 (posigao do fator) obtendo a seguinte
representacao:

Temos que a particao de 43 dada acima (em termos do grafico de Ferrers) é gerada pelos
seguinte termos que aparecem na expansao de (1.30),

t3q15(t2q12) (t2q8) (t4q8) — t11q43.

Com este procedimento conseguimos representar uma particao de 43 com as seguintes
restricoes
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e autoconjugada, de Frobenius com alternancia impar (par), caso k seja impar (par);

e com maior igual a 12.

1

Considerando o fator = podemos concluir que P} (q), o coeficiente de tV em foo_ai(g, t)

é a funcao geradora para particoes com as seguintes restrigoes:
e autoconjugadas, de Frobenius com alternancia impar (par, caso k seja par);
e com maior parte menor do que ou igual a N + k;

e 0 elemento do topo > k.

Dada uma parti¢ao autoconjugada, de Frobenius com alternancia impar (caso k seja
impar), é necessério explicar como obter os termos que a geraram. Para isso, devemos
seguir os seguintes passos:

e identificar o quadrado de Durfee na particao;
e identificar o retangulo de altura n e base k ao lado direito deste quadrado;

e considerar a altura da primeira pilha (disposta ao lado direito do retangulo de
altura n e base k) e a largura desta pilha,
x a largura é o expoente de ¢;
x a altura é a posicao do fator

x 0 expoente de q é:
2 x altura x largura.

Repitir este procedimento para cada pilha.

Fazendo ¢ = 1 em (1.6) temos que P¥(1) = F,, onde F,, denota o nimero de Fibonacci
de posicao n. Segue deste fato e das observagoes anteriores o seguinte teorema,

Teorema 1.3.2 O total de particoes autoconjugadas, de Frobenius com alternancia
impar (par, caso k seja par), elemento do topo > k e nas quais a maior parte é menor
do que ou igual a N + k € igual a Fi.
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A fungao de duas varidveis foo_4x(q,t) é uma generalizacao de

f20 q,t Z ZP

t2q q*)

onde,

)= 1 + ¢ , (1.33)
Plg)= 1 — @& + @ YP.a(e) + ¢*Pus(q)

quando fazemos k = 0. Neste caso, P,(q) = P°(q). Em [12], obtem-se uma relagao
entre as particoes autoconjugadas, de Frobenius com alternancia par e os nimeros de
Fibonacci. A construcao aqui apresentada constitui, portanto, uma generalizacao deste
resultado.

Em, [10], quando fazemos k = 1 em fo0_4x(q, t) obtemos

flG(Q> ) Z

tn n2+42n

ZQn ",

(t;¢2)n+1(—tg% ¢%)

onde

QO(Q) = 1
Q)= 1 + ¢ : (1.34)
Qu(e)= (1 — ¢ + MQna(e) + PQu-2(q)

neste caso, Q,(q) = P&(Q)

Observemos que as partigoes autoconjugadas, de Frobenius com alternancia impar com
maior parte menor do que ou igual a N+1 sao geradas por fi5(g, t) e é um caso particular
das partigoes autoconjugadas, de Frobenius com alternancia impar (par), caso k seja
impar (par), com maior parte menor do que ou igual a N 4+ k e o elemento do topo > k,
quando fazemos k = 1. Com isso, temos duas consequéncias do Teorema (1.3.2), ou seja,

Corolario 1.3.1 O total de particoes autoconjugadas, de Frobenius com Alternancia
impar com maior parte menor do que ou igual N+1 é o N—ésimo numero de Fibonacci.

Corolario 1.3.2 O total de particoes autoconjugadas, de Frobenius com Alternancia
par com maior parte menor do que ou igual N é o N—ésimo numero de Fibonacci.
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O Corolério (1.3.2) nos fornece um resultado jé obtido por Santos em [12].

Podemos estabelecer uma bijecao entre as particoes autoconjugadas, de Frobenius com
alternancia impar com maior parte menor do que ou igual a N + 1 e as particoes auto-
conjugadas, de Frobenius com alternancia par com maior parte menor do que ou igual
a V.

A lei de formacao para tal bijecao é dada da seguinte forma:

1. Considere uma particao de Frobenius com alternancia par com maior parte menor
do que ou igual a N =7, por exemplo 74+ 7+5+3+3+2+2

3. Coloque ao lado do quadrado de Durfee um retangulo de altura igual a 3 (dimensao
do quadrado de Durfee) e base igual 1 e abaixo desse um retangulo de altura 1 e
base 3
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Com isso obtemos uma particao autoconjugada, de Frobenius com alternancia impar
com maior parte igual a N + 1.

A inversa consiste em retirar os retangulos de altura n e base 1 que estao ao lado do
quadrado de Durfee e abaixo desse retangulo.

Também podemos estabelecer uma bijecao entre as partigoes autoconjugadas, de Frobe-
nius com alternancia impar e as particoes de Frobenius com alternancia par em no
méximo NN partes, onde a1; — ag; = 2. A lei de formacao para tal de bijecao ¢ dada no
seguinte exemplo:

1. Considere uma particao de Frobenius com alternancia par em no maximo N partes,
onde aj; —ag =2,94+9+7+3+3+2+2

2. Identificar o quadrado de Durfee dessa particao

3. Identificar o retangulo de altura igual a n (dimensdo do quadrado de Durfee) e
base igual a 2 que esta ao lado esquerdo do quadrado de Durfee. Isto é possivel,
pois ajj — agj = 2
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4. O retangulo descrito no passo 3 contém dois retangulos de altura 3 e base 1.
Dispor esses retangulos da seguinte forma: abaixo do quadrado de Durfee como
um retangulo de altura igual a 1 e base 3 e ao lado do quadrado de Durfee, um
retangulo de altura 3 e base 1.

Com isso obtemos uma particao autoconjugada, de Frobenius com alternancia impar
com maior parte menor do que ou igual a N + 1.

A inversa consiste em identificar o quadrado de Durfee e os retangulos de altura n e base
1 que estao ao lado esquerdo e abaixo deste quadrado e depois junta-los em um sé de
altura n e base 2 e depois dispo-lo ao lado (esquerdo) deste quadrado.

Descrevemos outras interpretagoes combinatdrias para as familias de polinomios P!(q) e
P%(q) que sao coefcientes de fi6(q,t) e fao(q,t), respectivamente, quando consideramos
a expansao em série de poténcias.

Observemos que:
tn n2+42n

o
fi6(q,t) Z oy T
n=

tq n—i—l tQaQ)n

e tnq3+5+ A2n+1

X T—nEr, (1.85)

n=
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Temos que:
Fiolag, t) =D Qulg)t",
n=0

com

Qo(q) 1
Q1(q) I+ ¢
Q)= 1 — ¢ + @NQnale) + ¢*Qns(q)

Observamos que o coeficiente de tVV na expansao de fi5(q,t) é a fungao geradora para
partigoes, nas quais as partes impares sao > 3, toda parte impar menor do que ou igual
a maior parte impar aparece exatamente uma vez, as partes pares sao multiplas de 4 e
menores do que ou iguais a duas vezes a maior parte impar menos dois e o nimero de
partes impares mais duas vezes o nimero de partes pares é no maximo /N.

Como @,(1) = F,, onde F,, é o nimero de Fibonacci de posicao n, entdo, segue da
observagao anterior uma relacao entre os numeros de Fibonacci e particoes com res-
tricoes:

Teorema 1.3.3 O total de particoes, nas quais as partes impares sao > 3, toda parte
impar menor do que ou igual a maior parte impar aparece exatamente uma vez, as partes
pares sao maultiplas de 4 e menores do que ou iguais a duas vezes a maior parte impar
menos dois e o numero de partes impares mais duas vezes o numero de partes pares €
no maximo N € igual a Fy.

Descrevemos alguns exemplos da classe de parti¢oes dadas no Teorema (1.3.3) na seguinte
tabela:

A seguir uma outra interpretagao combinatéria para foq(q,t). Podemos escrever:
0 tnqn2 0 tnq1+3+5+.,.+2n—1

Fole,1) = — (D (5 D ; (1—=)(%q* q*)n’ (136)

n

onde -
foolg,t) = Z-Pn(Q)tn
n=0
com
PO(Q): 1
Pg)= 1 + ¢ ,
Pig)= (I — ¢ + ¢ HPiale) + ¢*Pus(q)

O coeficiente de ¢V na expansao de foq(q,t) é a fungao geradora para partigoes, nas quais
toda parte impar menor do que ou igual a maior parte impar aparece somente uma vez,
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n | Partigoes descritas no Teorema (1.3.3) F,

n=0|0 1
n=110, ® o o 2
n=2|0, o o o * e 3
e o
n=3|0, ° o o * et 5
o o
e o o o e o
e O o o
SRR

Tabela 1.1: Partigoes descritas no Teorema (1.3.3).

as partes pares sao multipas de 4 e menores do que ou iguais a duas vezes a maior parte
impar mais dois e a soma do nuimero de partes impares e o dobro do niimero de partes
pares é no maximo N.

Entao segue da observagao e do fato que P,(1) = F,,, o seguinte teorema,

Teorema 1.3.4 O total de particoes, nas quais toda parte impar menor do que ou igual
a maior parte impar aparece somente uma vez, as partes pares sao multipas de 4 e
menores do que ou iquais a duas vezes a maior parte impar mais dois e a soma do

numero de partes impares e o dobro do numero de partes pares € no mdrimo N € igual
a FN-

Descrevemos alguns exemplos da classe de parti¢oes dadas no Teorema (1.3.4) na tabela
abaixo:
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n | Partigoes descritas no Teorema (1.3.4) F,
n=010 1
n=1|0, . 2
n=20, e, * ¢ 3

e o o o o
n=300 e, L e e S 5
o

Tabela 1.2: Partigoes descritas no Teorema (1.3.4)
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Capitulo 2

Extensoes Polinomiais e
Interpretacoes Combinatoria para os
Numeros de Pell

Os ntimeros de Pell, 1, 2, 5, 12, ... definidos por pg = 1; p1 = 2; pr = 2pn_1 + Pn_2 S0
denominadores da seqiiéncia de ntimeros racionais

1 3 7 17 41 99

que sdo os convergentes da fracdo continua que representa v/2.

Santos em [8], estabeleceu uma relagao entre os nimeros de Pell e partigdes com res-
tricoes . Também obteve uma férmula explicita para os nimeros de Pell em funcao dos
coeficientes trinomiais.

Em [10], sao dadas extensoes polinomiais P, (q) para os nimeros de Pell, sendo que estas
familias de polinomios estao relacionadas com as identidades de ntimeros 12, 68 e 71 da
lista de Slater que listamos ordenadamente,

(_QQ; q2)oo H(l o q4n+4>(1 . q4n+2)(1 . q4n+2) _

2. 42
(6% 6%
(g T
1+2) ] (2.1)
— (¢ ¢)n
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a oo H 16n+16 1 _ q16n+14)(1 _ q16n+2) _

o

Z n+1 q4' q4)nq
2.

= Dn1(a% ¢ )nla? ¢t

n242n

(2.2)

(_q2§q2>oo ¥ 1 16n-+16Y 16n+10y (1 16n+6Yy __
e [T —q )(1—gq )1 =g ™) =
) © n=0

L) a1 (=4 ¢*)ng™

1+ Z n(q2,q2) (—4% ¢*)n—1 (23)
Neste capitulo, damos uma prova alternativa para estas identidades. Além disso, esta-
beleceremos uma férmula explicita para os nimeros de Pell em funcao dos coeficientes
trinomiais. Finalmente, descrevemos uma relagao entre niimeros de Pell e parti¢oes col-
oridas e também damos uma relagao entre nimeros de Pell e uma classe de particoes
com restricoes.

2.1 A Identidade 12 de Slater

Em [10], é dada uma lista de fungées f(g,t) associada com 74 das 130 identidades
listadas por Slater e uma conjectura de uma férmula explicita para P,(q) em termos
de g—andlogos dos coeficientes binomiais ou trinomiais. A funcdo de duas variaveis
associada a identidade 12 é:

0o n(n2+1>

fralg,t) = Z . (2.4)

th+1

n=

Através de simples manipulagoes em (2.4), obtemos a seguinte equagao funcional

(1 —t)fia(g,t) = 14 (1 + t)tqf12(q, tq) (2.5)
e substituindo f(q,t) Z P,(q)t" em (2.5) temos que
Polg) = 1
P(g)= 1 + ¢ . (2.6)
Pug)= (1 + ¢") P + qnilpn—2(q)
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Santos em [10], conjecturou uma férmula explicita para a familia de polinémios P,(q),

cn)= Y ¢V CT(n,1+8j)— > ¢ ¥*2CT(n,3 - 8j) (2.7)

j=—00 j=—00
onde ¢(n) = P,_1(q).
No teorema seguinte provamos esta conjectura.

Teorema 2.1.1 A formula c¢(n) dada em (2.7) satisfaz a relagao de recorréncia e as
mesmas condigoes iniciais dadas em (2.6).

Demonstracao: E claro que as condigoes iniciais sao validas. Agora vamos provar que
c(n+1)=(1+q")e(n) +q¢"'e(n—1),

ou seja,
cn+1)—(1+¢")e(n) — ¢ te(n —1) = 0.

Dessa forma, temos que provar que:

> TCT(n+1,1+8j) = Y ¢V VTCT(n+1,3 - 8j)
j=—00 j=—00
N, P : s _ ]
S OT( 1+85)+ > g CT(n,3 — 8j)
j=—00 Jj=—00
—q”{ N T 1 v8)) — Y q8j2—8f+2OT<n,3—8j>}
j=—00 j=—00

—q"! { Y ¢UOT(n—1,148))~ Y ¢ VECT(n—1,3 - 8j)} =0 (28)

Fazendo a substitui¢ao ¢ — q% em (2.8) obtemos:

ST+ 1,1485) = Y ¢TI (n 41,3 - 8)

j:—oo j:—OO

=Y @I 1+ 85) + Y ¢TI (n, 3 - 8))

j=—o0 j=—o0
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—cf“{ > VT8 - Y qlﬁf-w*‘*ﬂ(n,s—&)}

e { @i —1,14+8)— Y ¢ T (n—1,3 - 8]')} =0 (29)

Verificando que a expressao (2.9) é zero, obtemos a prova do Teorema. Para isso, apli-
cando a propriedade (17) nas primeira e segunda parcelas,

> ¢ {Ti(n, 1+ 85) + "I T(n, 2+ 85) + ¢ T(n, 85) )

j=—00

= >0 AT (0,3 - 85) + ¢TI T (0,4 - 85) + ¢TI Ty (n, 2 - 8)) )

j=—00
_ Z q16J'2T1 (n,1+8j)+ Z q16j2—16j+4T1 (n,3 —8j)
j=—00 j=—o00
e 3 ) - 3 g )
j=—o0 j=—o0

A { S @ -1, 1485) — Y ¢ T (0 — 1,3 — 8j)}

j:—oo jZ—OO

Fazendo alguns cancelamentos e reescrevendo (a segunda parcela cancela-se com sexta
quando fazemos j — —j),

Z q16j2—8j+nTO(n7 8j) _ Z q16j2_24j+8+nT0(n’4 _ 8j)

j:—oo j:foo

e 3 R - 3 G s

j:—oo j:—OO

2 { Z q16j2T1(n, 1+8j)— Z q16j2_16j+4T1(n,3 - Sj)} -

j=—o00 j=—o0
Fazendo j — j + 1 na segunda parcela e aplicando (14), (nesta parcela), e j — —j na
sexta parcela ,

Z ¢\ 8Ty (n, 85) — Z ¢TSI (0, 4 + 85)

j:—oo j:—OO
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. Z q16j2+2nT1<n78j)+ Z q16j2716j+2n+4T1(n’3_8j>

. Z q16j2+2n72T1(n_ 1,1+8j)+ Z q16j2+16j+2n+2T1(n_ 1,3+8j)

j==—00 j=—o00
Aplicando (16) nas primeira e segunda somas e (17) nas terceira e quarta parcelas, temos:

@I Ty (n = 1,8) — 1)+ ¢" T (n — 1,85) + ¢ Ty (n — 1,8) + 1)}

j=—c0

= @I Ty (n = 1,34 85) + ¢TI (n — 1,4+ 85) + ¢ Ty(n — 1,5+ 85) }

j=—c0

= > @ T (0 = L1+ 8)) + ¢ YTy (n — 1,24 8) + ¢ VT (n — 1,85) }

j=—oc

+ Y @ (0 — 1,3 — 85) + "N Ty(n — 1,4 — 8j) + ¢" T Ty(n — 1,2 — 85) }
Jj=—00
= @ (= 11+ 85) + Y ¢TI R (n - 1,3 4 85).

j=—00 J=—00

Reescrevendo , obtemos:

S @I - 1,8~ 1)+ > @' (n - 1,8))

j=—00 j=—00
T~ 1,85 +1) = Y ¢ I (n — 1,3+ 85)
j=—00 j=—o0
_ Z q16j2+16j+2n+4T1 (n—1,4+85) — Z q16j2+24j+3n+8T0(n — 1,5+ 8j)
Jj=—00 Jj=—00

= @ (= 1,1+ 8) — > @M T (0 — 1,2 + 85)

=0 j==o0
_ Z q16j2—8j+3n—1T0(n —1, 8]) + Z (]16]'2_16]'-i-2n+4T1 (n _ 17 3 8])
P— j=—00
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4 Z q16j2*24j+3n+7T0(n —1,4— 8]) i Z q16j2*8j+3”+1T0(n —-1,2 — 8])

j:—oo j:_oo

— Z q16j2+2n—2T1 (n — 1, 1 + 8]) + Z q16j2_16j+2n+2T1 (n - 17 3 — 8.]) (21())

j=—00 Jj=—o00

Consideramos as segunda e sétima parcelas em (2.10), segue de (18),

[e.e]

Z q16_] +2nT -1 8] Z q16j +2"77 1, 1 + 8j) =

j=—00 J=—00

Yo d T~ 1,8)) = Ti(n— 1,1+ 8j)} =

j=—o0

Z q16j2+2n {qn—l—&jTO(n . 17 8]) o qn—1+8j+1TO(n — 1, 1 —+ 8])} —

j=—o0

Z q16j278j+3n71T0<n —1, 8j) _ Z q16j2+8j+3nTO(n —1,1+ 8j) (2_11>

j=—o00 Jj=—00

Consideramos as quinta e décima parcelas (faca j — —j nesta iltima), segue de (18),

. Z q16j2+16j+2n+4T1<n — 1,4+ 8j) + Z q16j2+16j+2n+4T1(n - 1,3+ 8j) =

j:—oo j:—OO

_ Z q16j2+16j+2n+4 {Ty(n—1,4+8)) +Ti(n—1,3+8j)} =

j=—oc0

S e 1SS (- 1,34 8) — " T Ty (n — 1,4+ 85) ) =

j=—o0

o0

D AT (n - 13 48)) = Y VTR (- 144 8))  (212)

j:—oo j:—OO

Substituindo (2.11) e (2.12) em (2.10) temos que: a oitava parcela em (2.10) cancela-se
com a décima segunda em 2.10. A primeira parcela em (2.12) cancela-se coma a sexta
parcela em (2.10) quando fazemos j — j — 1 e depois j — —j. A segunda parcela em
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(2.12) se cancela com a décima primeira em (2.10), quando fazemos j — —j. Os outros
cancelamentos sao imediatos. Reescrevendo,

Do @I (n =187+ 1) = Y g Ty (0 — 1,3+ 8)

j=—o00 J=—00

_ Z q16j2+2n72T1(n —1,1+8j) + Z q16j2716j+2n+2T1(n — 1,3 —8j) (2.13)

j=—so j=—o0
Aplicando (16) nas primeiras e segunda parcelas e (17) nas terceira e quarta parcelas
em (2.13),

Z q16j278j+n {To(n o 2’ 8] . 2) + qnflJrSj*lTl(n o 2’ 8] o 1) + q2n72+16j*2To(n o 2’ 8])}

j=—o00

= 2 @I To(n = 2,24 85) "V T (0 - 2,34 85) + 7O (n - 2,4+ 8)) )

j==o00

= @I (- 2,14 8)) + "L (n - 2,24 8)) + 0" YT (n - 2,8)) )

j=—00
D @R T (n = 2.3 — 8j) + ¢TI Ty (n — 2,4 — 85) + " YTy (n — 2,2 — 8j) }
Jj=—00
Reescrevendo,
S @I (= 2,85 —2) + Y ¢ T (n — 2,85 — 1)
j=—c0 j==eo
D2 AT (0= 2,85) = 37 g 0 — 2.2+ )
j=—00 =0
— Z q107* H16i+2n+2p, (n—2,3485) — Z q161'2+24j+3n+4T0(n — 2,4+ 8j)
j=—00 J==eo

. Z q16j2+2n_2T1 (n o 2’ 1 + 8]) . Z q16j2+8j+3n—2T0(n _ 2’ 2 + 8])

j=—00 J=—00

— Z q16j2—8j+3n—4T0(n —2,8) + Z q16j2_16j+2n+2T1(n — 2,3 —8j)

j:—oo j:—OO
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S T - 20+ 3 22—, (210

j:—oo j:—OO

Fazendo j — —j na primeira parcela e usando (14), temos que esta se cancela com
a quarta. Fazendo j — —j na segunda parcela e usando (15), esta se cancela com a
sétima. Da mesma forma a terceira parcela se cancela com nona, a quinta e a décima
cancelam-se, a oitava parcela com a décima segunda se cancela e a sexta cancela-se com
a décima primeira. Com isso, obtemos que (2.14) é igual a zero e dessa forma concluimos
a prova do teorema.

O

Uma nova férmula para os ntimeros de Pell em fungao dos coeficientes trinomiais é
obtida, uma vez que para ¢ = 1, (2.6) nos fornece a relagao de recorréncia que define os

numeros de Pell
{ n+1 _ n+1 ) }
1+8] 2 3 85/2

]7—00

onde P, _1(1) = p,_1, e p, denota o nimero de Pell de posigao n. Um outra conseqiiéncia
do Teorema (2.1.1) e a identidade 12 de Slater que segue como coroldrio,

Corolario 2.1.1

oo n(n+1)
(=0 Qn-1q" 2 q q s 41+ nt2 n+2
1+2 _ n—+ qn—i-)(l_qn—i-)'
; (¢ 9)n THO

Demonstragao: Segue do Teorema 2.1.1 que ¢(n + 1) = P,(q). Logo
Pug)= > ¢V CT(n+1,1+8j)— Y ¢V ¥2CT(n+1,3-8;).
j=—00 j=—00
Dessa forma segue de (19) ,

lim P,(q) = lim { Z qngC'T(n +1,148j) — Z q8j2_8j+20T(n +1,3 - Sj)} =

j:—oo jZ—OO

lim { > ¢ Ti(n+ 1,1+ 84, q?) Z &I (n+ 1,3 — 85, 7 )}

j:—oo ]——OO

{Zq iq8j2‘8j+2}= ) OOZ g

Jj=—00 J=—00 Jj=—00
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Fazendo z = —1 e ¢ — ¢* em (21), obtemos:

1 2 n n n
E (_1)Jq23 — | |(1 o q4 +4)(1 _ q4 +2)(1 N q4 +2).
jzfoo n=0

Portanto,

q q o0 n mn n
lim P,(q) = H ¢ (1 — ¢ (1 — ¢,

n—o0

Segue de (2.5) que:

lim (1 —¢)fi2(q,t) =1+ tlirﬁ(l + t)tqfi2(q,t)

t—1—
assim,
tlirﬁ (1 —1)f1a(q,t) = 1 + 2qf12(q, q)
Portanto,
—g; q 1q"<"2+1>
tglﬁ(l_t)f12 q,t 1+22

Portanto segue do Lema de Abel que:

n(n+1)

q q ooH 4n+4 q4n+2>>(1 4n+2 _1+22 —dq, Qn 1(1 2
n=0

2.2 A Identidade 71 de Slater

Em [10] é dada uma funcao de duas varidveis associada a identidade 71 de Slater, que
segue abaixo,

(=" ¢")n1(—tg; ¢*)ut"q™

1
= N 2.15
fri(g, 1) 1—¢ ; (t26% ¢*)n(t; @)1 (4% ¢*)n 219

Através de manipulagoes em (2.15), obtemos a seguinte equagao funcional,
(1=8)(1 —tq)(1 = 2¢") fru(q,t) = (1 — tq)(1 — £°¢") — tq(1 + t*¢")
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tq(1+tq*) + (1 —t¢*) (1 + t°¢")tq fri(q. tq°) (2.16)

e substituindo em f(q,t Z P,(q)t" em (2.16) temos que
( PO(Q) = 1
Pi(q) = I+gq
< Py(q) = l+g+@3+ ¢+ (2.17)
Ps(q) = 14q¢+P+2¢3 +2¢* +2¢° + " + * + ¢° e
Puq)= (1+q+ ¢ YPu1(q) — (¢ —¢* + ¢ ") Paa(q)
\ —(¢*+ ¢ =" Pus(q) + (¢ — ¢ 1) Pas(q)

Santos em [10], conjecturou uma férmula explicita para a familia de polinomios P,(q),

n)= > @UM,8) — Y U (n, 3 - 8j) (2.18)

j:—oo j:—OO

onde ¢(n) = P,(q), n > 0.

Teorema 2.2.1 A féormula c(n) dada em (2.18) satisfaz a relagao de recorréncia e as
mesmas condi¢oes iniciais dadas em (2.17)

Demonstracgao: E claro que as condicOes iniciais sao validas. Agora vamos provar que:
c(n) =(1+q+¢" e(n—1) = (¢—q" +¢" e(n - 2)—

(" + ¢ — " en=3)+ (¢ — ¢*" Ve(n — 4)

ou seja,
c(n) = (1+q+¢" e(n —=1) + (g —¢" + ¢ He(n - 2)
+H'+ ¢ =" Netn—4) = (" = ¢ Ne(n —4) =0,
isto é . .
> UM = Y ¢TI (n,3 - 8))
p— j=—o0
(1+q+¢" { ST @HIUn - 1,85) Z ¢TI0 (n — 1,3 - 8j)}
j=—o0 j=—o0

(q . 2n 1 { Z q32] +4JU —2, 8j) _ Z q32j2—28j+6U(n —2,3— 8j)}

j=—o0 j=—00
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(" +¢—¢" ) { > ¢TI (n - 3,8)) — > ¢TI0 (- 3,3 — Sj)}

(q5 o q2n 1 { Z q32j +4]U n—4 8] Z q323 —28]+6U 473 _ 8])} _ 0<219>

Jj=—00 Jj=—00

Para provarmos (2.19), faremos a seguinte observagao:
Observacao 2.2.1

Sejam A e n inteiros. Consideramos:
Un,A) — (1+q+ ¢ U —1,A) + (¢—¢" + ¢ HU(n—2,A)+
(@' +¢ =g U =3,4) = (¢" —¢" )U(n—4,4) =
Un,A)— (1+q+ ¢ "YU —1,A) + qU(n — 2,A) + (=¢* + ¢ U (n — 2, A)
+Hg'+ 0" =" U =3, 4) = (¢ — " )U(n — 4, A), (2:20)
aplicando (13) em (2.20) podemos escrevé-la da seguinte forma:

"o (n — 2, A= 2) + @A Ty (n — 2, A4 3) + (—¢* + U (n — 2, A)

(¢"+¢" = HU(n—3,4) — (¢ — ¢ U (n — 4, A). (2.21)
Segue de (14) que To(m — 2, A) = To(m — 2, —A) e de (16),
To(n —2,—A) =To(n —3,—A — 1) +¢" > Ty (n — 3, —A) + "2 Ty(n — 3, - A+ 1)

To(n—2,A+1) = To(n —3,A) + ¢ > T (n -3, A4+ 1) + ¢ 42Ty (n — 3, A+ 2).

Entao

U (n—2, A) = ¢*" Ty (n—3, A+ 1) +¢* 3 AT (n—3, — A)+¢"" 24Ty (n—3, —A+1)

"M To(n — 3, A) + AT (n — 3, A+ 1) + ¢ ATy (n - 3,A+2). (2.22)
Substituindo (2.22) em (2.21) e fazendo alguns cancelamentos obtemos:

AT (0 — 2, A — 2) + PP (n — 2, A+ 3) — ¢'U(n — 2, A)
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U —3,A) + AT (n — 3, —A) + ¢ Ty (n — 3, —A + 1)
an—2+AT1(n . 37 A + 1) + q4n—3+2AT0(n . 3’ A + 2) + (q4 + q5 . q2n—1>U(n . 3’ A)
—(¢° =" U(n —4,4) =

q2n—2AT0(n _ 2, A— 2) + q2n+2A+2T0(n _ 27 A+ 3)
—¢"{Un—-2,A)— (1+q+ ¢ )U(n—3,A)+qU(n—4,A4)}
q3n73fAT1 (n _ 37 _A) + q4n*572AT0(n — 3, —A+ 1) + q3n72+AT1 (Tl - 37 A+ 1)
¢TI (n — 3, A+ 2) — " 'U(n — 3, A) + ¢*" U (n — 4, A). (2.23)

Fazendo n — n — 2 em (13) segue que:

—" {U(n —2,A) = (1 +q+ @ )U(n—3,A) +qU(n —4,4)} =
_q2n—2AT0(n o 4’ A o 2) . q2n+2A+2T0(n . 47 A + 3)7
substituindo em (2.23) obtemos:

T (n — 2, A= 2) + PP Ty(n — 2, A+ 3) + ¢ T (n — 3, —A)
q4n7572AT0(n . 37 —A+ 1) + q3n72+AT1(n _ 3’ A+ 1) + q4n73+2AT0<n _ 3’ A+ 2)
—®"'WU(n —3,A) + ¢ 'U(n—4,A) — ¢ To(n —4,A - 2)

—PRARAT (4, A+ 3). (2.24)
Aplicando as propriedades (14), e (16) podemos escrever:
_q2n—1U(n — 3, A) + qQN_IU(n — 4’ A) = —q2n_1(T0(TL -3, —A> + TO(TL -3, A+ ]-))
¢ N (To(n — 4, A) + To(n — 4, A+ 1)) =

—>" M Ton —4,—A— 1)+ " Ti(n— 4, —A) + @ 4Ty (n — 4, —-A+ 1)}

_q2n—1 {To(n - 4, A) + qn_3+A+1T1 (TL - 47 A + 1) + q2n_6+2A+2T0(n - 4’ A + 2>}
T (n—4, A)+¢*" Ty (n—4, A1) = =" AT (n—4, — A)—¢" 2Ty (n—4, —A+1)

—P AT (= 4, A+ 1) — ¢ (0 — 4, A+ 2),

substituindo em (2.24) obtemos:

" To(n — 2, A= 2) + @A T (n — 24+ 3) + ¢ AT (n — 3, - A)
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¢y (n =3, —A+ D) + AT (n— 3, A+ 1) + ¢ ATy (n — 3, A + 2)
—@" AT (0 — 4, —A) — ¢ AT (n — 4, A+ 1) — AT (n — 4, A+ 1)
—" AT (0 — 4, A+ 2) — @My (n — 4, A = 2) — @A (n — 4, A 4 3)(2.25)
Aplicando (16) nas primeira e segunda parcelas,
q2n—2A {To(n — 3, —A+ 1) + qn—Q—A—l-ZTl(n — 3, —A+ 2) + q2n—4—2A+4T0<n —3,—A+ 3)}

G (n — 3, A +2) + ¢ (n - 3, A+ 3) + ¢y (n — 3, A+ 4))
AT (= 3, —A) + ¢ Ty (n — 3, —A + 1) + ¢ AT (n — 3, A+ 1)
G (0 — 3, A+ 2) — ATy (0 — 4, — A) — ¢ TATY (0 — 4, — A 4+ 1)

—P AT (n— 4, A+ 1) — ¢"TPAT (n— 4, A+ 2) — ¢ T (n — 4, A — 2)
—""PAT Ty (n — 4,A + 3) =

q2n72ATO(n — 37 —A + 1) + q3n73AT1 (77, - 37 —A =+ 2)

ATy (n — 3, — A+ 3) + 2" PAT Ty (n — 3, A+ 2) + @A (n — 3, A + 3)
¢TI (n = 3, A4 4) + AT (n — 3, —A) + ¢ 3PAT(n — 3, A+ 2)
¢ (n = 3, A+ 1) + AT (n — 3, A+ 1) — VAT (n — 4, —A)

—¢" AT (n — 4, —A+ 1) = P (0 — 4, A+ 1) — ¢ PPAT Y (n — 4, A+ 2)
PR (= 4, A — 2) — @A (n — 4, A 1 3). (2.26)

Consideramos as quarta e décima quinta parcelas em (2.26). Aplicando (14) na segunda
soma e fazendo A — —A+1em — n— 3 em (22) obtemos:

ATy (n —3,—A+1) — @A Ty(n —4,A—2) =

¢ (n — 4, —A+ 1) + ¢ (0 — 4, - A). (2.27)

Consideramos as segunda e décima sexta parcelas em (2.26). Fazendo A — A+ 2 e
m — n — 3 em (22) obtemos:

q2n+2A+2To(n o 3,A + 2) _ q2n+2A+2T0(n _ 4,_/4 + 3) —

q4n+2A—5T0(n — 47 A + 2) + q3n+A_3T1 (TL — 4, A + 1) (228)
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Substituindo (2.27) e (2.28) em (2.26) e fazendo alguns cancelamentos obtemos:
q3”_3AT1(n —3,—A+2)+¢" MM Ty(n -3, -A+3) + q3"+3A+3T1(n —3,A+3)
g AT (0 — 3, A+ 4) + ¢ AT (n — 3, —A) + ¢ (n — 3, A + 2)
q4n—5—2AT0(n —3,—-A+1)+ q3n_2+AT1(n -3, A+1).
Portanto,
Un,A) = (1+q+¢" HUn-1,A)+ (¢ —¢" + ¢ HU(n -2, A)

(q4 + q5 . C]2n_1)U(TL . S,A) o (q5 . q2n—1)U(n . 47 A) _

q?mf?)ACZﬂ1 (Tl o 37 —A + 2) + q4n74ATO(n — 3, —A + 3) -+ q3n+3A+3T1 (n — 3, A + 3)

¢TI (n = 3, A4 4) + AT (n — 3, —A) + ¢ 3PAT(n — 3, A+ 2)

q4n7572ATo(n o 3’ —A + 1) + q3n72+AT1 (TL _ 37 A + 1) (229)
|

O préximo passo para completarmos a prova do teorema é mostrar que a expressao dada
em (2.29), quando substituida em (2.18) é identicamente nula. Fazendo essa substituigao
temos:

Z q32j2—20j+3nT1 (n—3,—8j+2)+ Z q32j2—281'+4”T0(n —3,-8j+3)

Z q32j2+28j+3n+3T1(n ~ 3,8/ +3) + Z q32j2+36j+4n+4T0(n — 3,85 +4)

j:—oo jzfoo

Z q32j2—4j+3n—3T1 (n -3, —8]) 4 Z q32j2+20j+4”_3T0(n - 3,85 + 2)

j:—oo jZ—OO

Z q32j2712j+4n75T0<n 3,85+ 1)+ Z q32j2+12j+3n—2T1 (n—3,8j +1)

j:—oo j:—OO

j=—00 j=mee
Z q32j2—52j+3n+18T1(n —3,6—8)) — Z q32j2_60j+4”+22T0(n —3,7—28j)
j=—o0 d=seo
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B Z q32j2,20j+3nT1(n —3 -3+ 8]) _ Z q32j2*44j+9+4"T0(n —3,5— 8])

j:—oo j:—OO

— Y PTG (0= 3,24 8)) — > ¢ TTIIT (n - 3,4 - 8j) (2.30)

j:—oo j:foo

Fazendo a substitui¢ao 7 — j + 1 nas décima primeira, décima segunda, décima quarta
parcelas (e depois faga j — —j). Em seguida aplique (14). Com isso, obtemos:

Z q32j2—20j+3nT1 (7’L —3,-8j + 2) + Z q32j2—28j+4nT0<n —3,—8j + 3)

j:—oo Jj=—00

Z q32j2+28j+3n+3T1<n o 3’ 8] 4 3) + Z q32j2+36j+4n+4T0(n _ 37 8] + 4)

j:—oo j:—OO

Z q32j274j+3n73T1 (n . 37 —8j) + Z q32j2+20j+4n73T0(n _ 3’ 8] + 2)

j:—oo j:foo

Z q32j2_12j+4n—5T0<n o 3’ —8] + 1) _|_ Z q32j2+12j+3n—2T1 (n _ 3’ 8] + 1)

j=—00 J=—00
. Z q32j2_4j+3n—3T1(n . 3’ 8] o 1) o Z q32j2+4j+4n—6T0(n _ 3’ 8])
j=—o00 Jj=—o0
Z q32j2+12j+3n—2T1(n —3,-2-8j) — Z q32j2+4j+4n—6T0(n —3,—-1—28j)
j=—00 Jj=—00
_ Z q32j2*20j+3nT1 (TL - 3, —3+ 8j> _ Z q32j2+20j+4n73T0(n . 37 —3_ 8])
j=—o00 Jj=—00

_ Z q32j2_12j+4n—5T0(n —3,-2+ 8]) _ Z q32j2_36j+3n+7T1(n —3,4— 8]) (2'31)

j=—00 J=—o0

Consideramos as primeira e décima terceira parcelas. Fazendo j — —j e aplicando (15),
segue de (18) que :

S T 58 4 2) - 30 T 3,54 8)) =

j:—oo j:—OO
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S PETIENTI (n — 3, -8 +2) — Y ¢TI (n - 3, -8+ 3).

j=—00 j=—00
Substituindo em (2.31) e fazendo alguns cancelamentos:

Z q32j2+28j+3n+3T1(n _ 3’ 8] + 3) + Z q32j2+36j+4n+4T0(n _ 37 8] + 4)

Jj=—o00 Jj=—0o0

Z I (3 84) 4 Z PRI () — 3 8 4 2)
j=—00 =0

Z q32j2712j+4n75T0<n . 3’ _8] 4 1) + Z q32j2+12j+3n*2T1(n _ 37 8] + 1)

j=—00 Jj=—00

B Z q32j2_4j+3n_3T1 (n . 37 8] _ 1) _ Z q32j2+4j+4n—6T0<n o 3’ 8])

j:—oo j=foo

_ Z q32j2+12j+3n—2T1(n —3,-2—8j) — Z q32j2+4j+4n—6T0(n —3,—1—8j)

j=—00 Jj=—00

_ Z R ATy (N S S g Z ¢TI (n — 3,4 — 85) (2.32)

j=—00 Jj=—00

Consideramos as terceira e sétima parcelas em (2.32). Fazendo a substituigao j — —j e
aplicando (14), segue de (18) que:

Z q32j2—4j+3n—3T1(n —3,-8j) — Z q32j2—4j+3n—3T1(n -3,8i—1) =

j:—oo jzfoo

Z q32j2—4j+4n—6T0(n — 3, 8]) . Z q32j2_12j+4n—5T0(n —3,-8j + 1)'

j=—00 Jj=—00

Substituindo em (2.32) e fazendo alguns cancelamentos obtemos:

Z q32]2+28]+3n+3T (n—3,8j+3) Z q32] +36j+4ntdp (n — 3,85 +4)

j=—o00 J=mee
Z q32j2+20j+4n—3T0(n — 3,85 + 2) Z q32j2+12j+3n—2T1(n —3,8j + 1)
j==o00 I
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— Z q32j2+12j+3n72T1 (n—3,—2—8j) — Z q32j2+4j+4”’6T0(n —3,—-1—-28j)

j:—oo j:—OO

= D TPV (0 -3, -3 - 8)) — ) ¢ TEIT (0 - 3,4 - 8)) (2.33)

j=—00 Jj=—00

Consideramos as primeira e oitava parcelas em (2.33). Fazendo j — j + 1 na oitava
parcela e aplicando (15), segue de (18) que:

Z q32j2+28j+3n+3T1 (TL —3,8j + 3) _ Z q32j2_36j+3n+7T1 (n —3,4— 8]) -

j=—o00 Jj=—00

Z q32j2+20j+4n—3T0(n _ 3’ _3 _ 8]) _ Z q32j2+36j+4n+4T0(n _ 37 4 + 8])

j=—00 Jj=—o0

Substituindo em (2.33) e fazendo alguns cancelamentos,

00 o0
Z q32j2+20j+4n73T0(n o 3’ 8] + 2) + Z q32j2+12j+3n72T1(n _ 37 8] + 1)

j=—00 j=—o00

= N I (n 3,2 — 8j) — Y FHHHOT (n — 3,1 — 85).(2.34)

j=—o0 Jj=—00
Segue de (18) que:

Z q32j2+12j+3n—2T1 (n . 37 8] + 1) . Z q32j2+12j+3n—2T1 (n - 3’ _9_ 8]) —

j=—00 Jj=—o0

+ Z q32j2+4j+4n—6T0<n _ 3’ 8] + 1) o Z q32j2+20j+4n—3T0(n _ 3’ 8] + 2) (235)

j=—o00 j=—00

Substituindo (2.35) em (2.34) temos que (2.34) é zero e com isso concluimos a prova do
teorema. U

Fazendo ¢ = 1 em (2.17) obtemos a seguinte seqiiéncia:

(1) = . . (2.36)
Po(1) = 3P,_1(1) —P,_5(1) —P,_5(1)



Observamos que a seqiiéncia gerada por (2.36) é a seqiiéncia de Pell e com isso segue do
Teorema (2.2.1) uma férmula explicita para os numeros de Pell em fungao dos coeficientes
trinomiais. Basta considerarmos o limite de ¢ — 1 em (2.18),

e S {(0), () (%), () ) -
s {(a8),- (et}

j=—o0

A férmula para os numeros de Pell em funcao dos coeficientes trinomiais, dada desta
maneira ja foi obtida. Em [8] obteve-se esta férmula gerada pela familia de polindmios
(dada em [10]) associada & identidade 36 de Slater. Observamos ainda que a familia de

polinémios (também dada em [10] ) associada a identidade 12 de Slater também gera a
mesma formula para os nimeros de Pell.

Uma outra conseqiiéncia do Teorema (2.2.1) é a identidade 71 de Slater, que segue como
corolario,

Corolario 2.2.1

2 (=5 (G )™
1+ Z (¢%; -
n=1 )

2 qM)n (0% (0% ¢ )na

q C] 00 16n+16 1 16n+10 16n+6
| [ —q J(L—q ")
n=0

Demonstragao: Segue do Teorema (2.2.1) que ¢(n) = P,(q). Logo

o0

Pula) = 3 @ Um,8)) = 3 ¢TI0 (0,3 - 8).

Jj=—00 j=—00
Dessa forma segue de (20) que:

lim Pn(CZ) = lim { Z q32j2+4jU(n,8j) _ Z q32j2_28j+6U(n’3_8j)} _

j:—oo jZ—OO

(=4 ¢*)oo i 302 44j Z 32522846 | _
(4% ¢%) o I B

jzfoo j_foo
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QQOOZ j8]+2_]

j=—o0
Fazendo z = —¢* e ¢ — ¢® em (21) temos que:
oo . N .
Z (_1)]q8j +25 _ H(l _ q16 +16)(1 _ q16 +10)(1 _ q16 +6)‘
Jj=—00 n=0
Portanto,
nh_{go Pn(Q) q q H 16 +16 1 . q16 +10)(1 . q16+6)_

Segue de (2.16) que:

L)1 (=4 %)™
tlfln—(l =) fn(gt) =1+ Z )n(q2; q;)n(—q% 4*)n-1

Portanto segue do Lema de Abel

a oo H 16n+16 1 _ q16n+10)(1 _ q16n+6) —

(= (4 g
Ry
n=1

% ¢")n(0% ¢*)n(—¢% ¢*) -1

2.3 A Identidade 68 de Slater

Consideramos a func¢ao de duas varidveis dada em [10], associada a identidade do tipo
Rogers-Ramanujan de nimero 68 na lista de Slater,

o0 tq q t2q4.q4) tnqn2+2n
Jes(a,t) 2.37
o nz —tq% q%) (t @)1 (B¢ ¢ i1 ( )
Através de simples manipulagoes (2.37), obtemos a seguinte equagao funcional:
(1= t)(1 —tq)(1 +tg*) fos(a, ) = 1+ (1 + 2" )tq* fos(a. tq°), (2.38)
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e substituindo fgs(q,t) Z P,(q)t" em (2.38) temos que

PO(CI) = 1

Py(q) = l+g—q'+¢° (2.39)
Py(q) = 1+q+2¢" +¢" —¢" + ¢ '
Pg)= (A+q—¢+¢" )P a(q) — (¢ = = ¢*)Pua(q) —(¢* — ¢ ") Pus(q)

Em [10] é dado uma férmula explicita como conjectura para a familia de polinomios
P.(q), que segue abaixo,

= > UML)~ Y TR (0,2 - 8)), (2.40)

j=—o0 j=—o0

onde ¢(n) = P,_1(q); n > 1.

Teorema 2.3.1 A férmula c(n) dada em (2.40) satisfaz a relagdo de recorréncia e as
mesmas condigoes iniciais dadas em (2.39).

Demonstragao: E claro que as condigoes iniciais sao validas. Agora temos que provar:
cn+1)=1+qg—¢+¢")en) = (a—¢* = ¢*)e(n — 1) = (¢* — ¢ V)e(n - 2)

isto é,

cn+1) =1 +qg—q¢+¢" ) + (¢ — ¢ — ¢)eln —1) + (¢ — ¢ e(n - 2) =0,

ou seja,

N UM L1 48) — Y ¢ TR (n 41,2 - 8))

j:—oo jZ—OO

—(1+q—q2+q2”+1){ > REUM 14 85) - > q32j2‘2°”2U(n,2—8j)}

(¢—¢—q) { > UM - 1,1+ 8)) = > ¢ PU( - 1,2 - 8j)}

j=—o0 j=—o0

( 2n+1 { Z q32] +12]U 2’ 1 + 8]) _ Z q32j2_20j+2U(n — 2’ 2 — 8])} =0

j=—00 Jj=—00

Para isso, faremos a seguinte observagao:
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Observacao 2.3.1

Sejam A e n inteiros, consideramos a seguinte expressao,

Un+1,A) -~ 1+q—@+F UM, A+ (¢— ¢ — P)U(n —1,A)

+¢ = U (n — 2, A), (2.41)
e escrevendo (2.41) de maneira conveniente,

+g® = U (n =2, A). (2.42)

Fazendo n — n + 1 em (13) temos que:

Un+1,A) =1 +q+¢"U(n, A) +qU(n - 1,A) =
an—2A+2TO<n _ 1’ A o 2) + q2n+2A+4TO(n o 1’ A + 3)
Substituindo em (2.42), obtemos:
q2n72A+2T0(n . 17A . 2) + q2n+2A+4T0(n o LA + 3) + QQU(R,A)
—*U(n—1,A4) —*U(n —1,A) + ¢*U(n — 2, A) — ¢*'U(n — 2, A);
aplicando a defini¢ao de U(n, A) para as terceira e quarta parcelas,
q2nf2A+2T0(n _ 17A _ 2) + q2n+2A+4T0<n _ 1,14 + 3) + q2To(n,A)
CTo(n, A+ 1) — ¢#To(n — 1, A) — ¢*To(n — 1, A+ 1)
U —2,A)+¢U(n —2,A) — ¢ U (n — 2, A),

e agora aplicando a propriedade (16) nas terceira e quarta parcelas e fazendo alguns
cancelamentos, temos

T (n = 1, A= 2) + P (n — 1, A+ 3) + ¢ P T (n — 1, - A)

q2n—2A+2TO<n . 1’ —A+ 1) + qn+A+3T1(n o l,A + 1) + q2n+2A+4T0(n _ LA + 2)
—*U(n —1,A) +@PUn —2,A) — ¢ 'U(n -2, A).

Aplicando a definigdo de U(n, A) para as sétima, oitava e nona parcelas,
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CAIT (= 1, A = 2) + ¢PPAT (0 — 1, A+ 3) + ¢V AT (n — 1, - A)
q2n—2A+2T0(n . 1’ —A + 1) =+ qn+A+3T1(n . 17A + 1) + q2n+2A+4T0<n . 17A + 2)
—*To(n — 1,A4) — ¢*To(n — 1, A+ 1) + ¢*To(n — 2, A)
PTo(n —2,A+1) — " 'To(n — 2, A) — ¢ y(n — 2, A+ 1). (2.43)

Aplicando (14) na sétima parcela e depois aplicando a propriedade (16) nas sétima e
oitava parcelas e fazendo alguns cancelamentos, chegamos a

P (0 — 1, A = 2) + 2T (n — 1, A+ 3) + ¢ T (n — 1, A)
P =1, A+ D)+ ¢TI — LA+ D) 4 PP (n - 1, A+ 2)
—q" AT (0 = 2, A) — Ty (n - 2, — A+ 1) — AT (n - 2, A+ 1)
_q2n+2A+3To(n — 2. A4 2) N q2n—1T0(n -2, A) _ q2n_1TO(n -2, A+ 1). (244)

Aplicando (17) nas terceira e quarta parcelas e observando que To(n — 2, —A) = Ty (n —
2, A), chegamos depois de alguns cancelamentos a

P T (n = 1, A = 2) + PP (n — 1, A4 3) + PP (n — 1, A+ 2)
P 1 A 1) 4+ T (- 2, A — 1)
PRI (2 A1 1), (2.45)
|

Para finalizarmos a demonstragao do Teorema temos que substituir (2.45) em (2.40) e
verificar que esta nova expressao é igual a zero. Fazendo a substituicao , obtemos:

Z q32j274j+2nT0(n . 1’ 1+ 8]) T Z q32j2+28j+2n+6T0(n - 174 4 8])
j=—00 j=—00
Z q32j2—4j+2nT0<n 1, —8]') + Z q32j2+28j+2n+6T0(n — 1,3+ 8j)
j=—00 j=—00
Z q32j2—4j+2n—1T0(n —2 8j) . Z q32j2—4j+2n—1T0(n — 92, —8j)
j=—00 j=—00
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_ Z PRI (18 — Z ¢ B0A0T () 1 5 — 8j)

j:—oo j:—()O

Z q32j2_4j+2nTO(n _ 1’ 1+ 8]) _ Z q32j2_36j+2n+10T0(n _ 1’ 4 — 8])

j:—oo jZ—OO

— Z q32j274j+2n71T0(n - 271 o 8]) + Z q32j2*4j+2n71T0(n . 27 -1 4 8])

j:—oo j:—OO

Segue da propriedade de (14) que as quinta e sexta parcelas cancelam-se e as décima
primeira e décima segunda também. Os outros cancelamentos sao imediatos. Rees-
crevendo,

Z q32j2+28j+2n+6T0(n — 1,85 +4) + Z q32j2+28j+2n+6T0(n — 1,3+ 8j)

j=—o0 j=—o0

— Y PTG (0 — 1, -3 = 8j) — Y ¢TI (0 — 1, —4 — 85)(2.46)
j=—00 Jj=—00

Novamente, segue de (14) que a primeira e terceira parcelas cancelam-se e as segunda e
quarta também. Portanto (2.46) é igual a zero. Com isso temos a prova do Teorema.

O

Segue do Teorema 2.3.1 uma férmula para os nimeros de Pell em funcao dos coeficientes
trinomiais, uma vez que ¢ = 1 em (2.39) nos fornece uma relagdo de recorréncia que
descreve os nimeros de Pell,

= n+1 n+1
p”_jz_:m{(wl )2_(8j+3)2}’

onde p,, denota o numero de Pell de posi¢ao n.

Observamos, novamente que a familia de polindmios (dada em [10]) asssociada a iden-
tidade 68 de Slater gera uma férmula para os ntimeros de Pell semelhante as formulas
para os numeros de Pell geradas pelas familias de polinomios associadas as identidades
34,12, 71 de Slater. Outra conseqiiéncia do Teorema (2.3.1) é a identidade 68 de Slater.
Esta segue como corolario,

Corolario 2.3.1

n2+2n

— (¢ )1 (=" ¢")ng
2 (—q% ¢%)

n11(0% ) (4?5 ¢*)nsa

n=0
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749 ) OO H 16n+16 1 _ q16n+14)(1 _ q16n+2>.

Demonstragao: Segue do Teorema de 2.3.1 que ¢(n+ 1) = P,(q); n > 0.

Logo,

Pu(g)= Y ¢ UM+ 1,14+8)— Y ¢ R0 (n+ 1,2 - 8j).

j:—oo j=700

Dessa forma, segue de (20) que:

lim P,(q) = lim { S @TEUM A 1L 1+8) — Y VU (41,2 - 8j)} =

j:—oo ]Z—OO

(—C]§C]2)§ i 32524125 i 32j2-20j+2 | _
(4% ¢*) o I !

j=—00 j=—00
CI q o0 Z 8j2+63
j=—o00
Fazendo z = —¢% e ¢ — ¢® em (21) obtemos:
Z (_1)]q83 +65 _ H(l _ q16 +16)(1 _ q16 +14)(1 _ q16 +2).
jzfoo n=0
Portanto,
nlLHOlO Pn(Q) o\ 7 OO H 16n+16 1 - q16n+14)(1 o q16n+2).
Segue de (2.38)
> 4. 4\ n>+2n
lim (1 —?) fes(q, t Z & nH 054 )nd

P ) na1(0% )n (6% ¢ g1

n=

Portanto, segue do Lema de Abel,
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(—q; 92)00 - 16n+16 16n+14 16n+2y\ __

T A= a9 =g 1 — ) =
0% %) 7

(= )i (g ¢ g™ >

-0 (=% @*)nr1(¢% ¢*)n(q? q*)nra

n

2.4 Interpretacoes Combinatdrias para os Niumeros
de Pell

Estabelecemos uma relagao entre os nimeros de Pell e partigoes em trés cores. Escreve-
mos fes(q,t) da seguinte forma:

Jes(q, 1) = an(Q)tn -

1 & (14 2¢Y) (1 + 2¢%) ... (1 + t2¢*m)tngd+-+2ntl

L+t .. (L+ @) (1 —tq)... (1— g ) (1 —tg?)... (1 — tg®)

n=0

Definimos A; como o conjunto das particoes, onde as partes sao distintas e multiplas de
4.

Seja
Ol :{)\1,...,)\”;()\1,...,/\n) GAl},

0s \; sao chamados partes pretas.

Definimos A, como o conjunto das parti¢coes, nas quais, toda parte impar maior do que
1 e menor do que ou igual a maior parte aparece pelo menos uma vez.

Seja
02 = {>\17"'7)\n;()\17'-'7)\n) € AQ},

os \; € (5 sao chamados partes amarelas.
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Definimos B; como o conjunto das particoes, onde as partes sao pares com um nimero
par de partes e By como o conjunto das particoes, onde as partes sao pares com numero
impar de partes.

Seja
Cy={ A, ., A (A, 0 A\y) € BIUB2}7

os A\; sao chamados partes verdes.

Temos que

fos(a,t) =Y Pu(g)t".

Podemos concluir das definigdes anteriores que Py(q) é a funcao geradora para partigoes
em partes: amarelas, verdes e pretas, onde toda parte amarela maior do que 1 e menor
do que ou igual a maior parte aparece pelo menos uma vez, as partes verdes sao pares
e menores do que ou iguais a maior parte amarela impar mais um, as partes pretas sao
multiplas de 4, distintas e menores do que duas vezes a maior parte amarela impar menos
dois e o total de partes verdes e amarelas mais o dobro do nimero de partes pretas é no
maximo V.

Fazendo ¢ = 1 em (2.39) obtemos uma relagdo de recorréncia que descreve os nimeros
de Pell, dessa forma p, = P,(1). Segue deste fato e observagoes anteriores o seguinte
Teorema,

Teorema 2.4.1 O total de particoes em partes: amarelas, verdes e pretas, onde toda
parte amarela maior do que 1 e menor do que ou igual a maior parte aparece pelo menos
uma vez, as partes verdes sao pares e menores do que ou iguais a maior parte amarela
impar mais um, as partes pretas sao multiplas de 4, distintas e menores do que duas
vezes a maior parte amarela impar menos dois e o total de partes verdes e amarelas
mais o dobro do numero de partes pretas é no mdximo N, com um niumero par de partes
verdes menos o total de particoes deste tipo com um numero impar de partes verdes €
wqual a py.
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n Partigoes descritas no Teorema (2.4.1) Dn

Numero par de partes verdes Numero impar de partes verdes
n=0|0 1
n=1|0, , 2
n=20, ., ., 4, 242 +2, 4+ 5

) + 9, + + 2,

Tabela 2.1: Parti¢oes descritas no Teorema (2.4.1)
Agora vamos descrever uma interpretagado combinatéria para fr1(q,t) usando o conceito

de partigoes com restrigoes e depois relaciona-las com os nimeros de Pell.

Podemos escrever:

tnq1+3+'“+2”_1

1 -
fula) =757 ; A=t -t . At a—tgn =

Temos que

f?l(qat) = Z PN(Q)tNa
N=0

assim, Py(q) é a fungdo geradora para partigoes em no maximo N partes com as seguintes
restricoes: todo inteiro impar menor do que ou igual a maior parte aparece pelo menos
uma vez e as partes pares (pode aparecer) sao iguais a maior parte impar mais um.

Fazendo ¢ = 1 em (2.17) obtemos uma relagao de recorréncia que nos fornece os nimeros
de Pell, dessa forma P,(1) = p,,. Juntando este fato com as observagoes anteriores temos
o seguinte Teorema,
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Teorema 2.4.2 O total de particoes em no mdximo N partes, nas quais toda parte
impar menor do que ou igual a maior parte aparece pelo menos uma vez e as partes
pares (caso aparecam) sao iguais a maior parte impar mais um € igual a py.

Apresentamos alguns exemplos de partigoes descritas no Teorema (2.4.2)

n | Partigoes descritas no Teorema (2.4.2) Dn
n=0|0 1
n=110, ° 2

° o o e o o
n = 2 ®7 i Y Y 5
(] [ ] [ J
° e o e o o
n=3|0, ° ) 12
[ ] ® [ ]
° e o e o o e o o
. ° 7 ° o o o
. ° ° °
e o o o o
e o o
[ ]

Tabela 2.2: Parti¢oes descritas no Teorema (2.4.2)
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Capitulo 3

Extensoes Polinomiais e
Interpretacao Combinatoéria para os
Numeros de Jacobsthal

O numeros de Jacobsthal 1,1,3,5,11,21,43,85,171,... sao definidos por j, = 1,
J1 =1, 9n = Jn_1 + 2Jp_2. Os nimeros de Jacobsthal aparecem em varios problemas
de Combinatéria. Descrevemos abaixo uma situacao em que a seqiiéncia de Jacobsthal
aparece.

Queremos calcular o numero de ladrilhamentos possiveis para um retangulo 3 x n com
dois tipos de ladrilhos, um ladrilho de cor branca (1 x 1) e um ladrilho de cor vermelha
(2 x 2). Segue abaixo os tipos de ladrilhos,

- N

Denotamos por T}, o nimero de ladrilhamentos para um retangulo 3 X n com os dois
tipos de ladrilhos descritos acima.

Definimos T = 1.

Temos que T} = 1, pois ha apenas um ladrilhamento para o retangulo 3 x 1 com os dois
tipos de ladrilhos definidos anteriormente. Veja figura abaixo,
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Figura 3.1: Ladrilhamentos para retangulo 3 x 1.

Agora listamos os ladrilhamentos possiveis para o retangulo 3 x 2.

Figura 3.2: Ladrilhamentos para retangulo 3 x 2.
Logo T5 = 3.

O numero de ladrilhamentos para o retangulo 3 x 3 com os dois tipos de ladrilhos: com
um ladrilho 1 x 1 de cor branca e um ladrilho de cor vermelha 2 x 2 é T3 = 5. Segue
(veja figura) abaixo cada um desses ladrilhamentos,

mE Ny

Figura 3.3: Ladrilhamentos para retangulo 3 x 3.

Observamos que Ty = 11, pois ha 11 maneiras de ladrilhar o retangulo 3 x 4 com os dois
tipos de ladrilhos ja definidos. Listamos abaixo esses ladrilhamentos,
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m =
ol
m =N
o

Figura 3.4: Ladrilhamentos para retangulo 3 x 4.

Particionamos o conjunto dos ladrilhamentos 3 x n com ladrilhos de dois tipos em trés
conjuntos:

e o conjunto dos ladrilhamentos 3 x n (com os ladrilhos de dois tipos) que contém
pelo menos um ladrilhamento (a direita) 3 x 1 com ladrilhos de cor branca medindo
1x1;

e 0 conjunto dos ladrilhamentos 3 x n (com os ladrilhos de dois tipos) que contém
pelo menos um ladrilhamento (a direita) 3 x 2 com dois ladrilhos de cor branca
(1 x 1) e um ladrilho de cor vermelha 2 x 2, de acordo com a figura
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e 0 conjunto dos ladrilhamentos 3 x n (com os ladrilhos de dois tipos) que contém
pelo menos um ladrilhamento (& direita) 3 x 2 com um ladrilho de cor vermelha e
dois ladrilhos de cor branca (1 x 1) de acordo com a figura

Observamos que a cardinalidade do primeiro conjunto que definimos é T,,_;. O segundo
conjunto tem cardinalidade T}, 5 e o terceiro tem 7}, 5 elementos. Portanto estabelece-
mos a seguinte relacao de recorréncia para este problema:

Th= 1
= 1
T,= T,-1 +21,

Observamos que esta relacao de recorréncia nos fornece os nimeros de Jacobsthal.

3.1 Numeros de Jacobsthal e seqiiéncias ternarias

Apresentamos, a seguir, uma bijecao entre os ladrilhamentos descritos no inicio deste
capitulo e seqiiéncias ternarias. Dado um ladrilhamento como o da figura abaixo

FanY
"4

Figura 3.5: Ladrilhamento do retangulo 3 x 13.

associamos a cada ponto interno de coordenadas inteiras o valor “0”ou “1”através da
seguinte regra: se todos os quatro quadrados 1 x 1 vizinhos do ponto sao vermelhos
associamos o valor 1 e zero caso contrario.
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Observamos que de acordo com esta regra estamos associando a cada ladrilhamento uma
matriz 2 x (n —1) de 0’s e 1’s. Para o exemplo acima temos a seguinte matriz associada:

. ~ . 1
pode-se observar, facilmente, que nao podemos ter um nimero par de colunas ( 0 )

consecutivas e um nimero par de colunas ( ) consecutivas. Também nao podemos ter

1

. 1 . .
estas colunas vizinhas e o vetor nao ocorre. Se associamos agora, ao vetor coluna

1

1 0 :

0 )¢l )os valores “1”e “27, respectivamente,
teremos associado a cada ladrilhamento 3 x n uma (n— 1)-upla terndria com as restrigoes
mencionadas acima. Desta forma provamos a seguinte proposicao:

0 . “07e 3 1
0 O numero € as colunas

Proposicao 3.1.1 O total de n—seqiiéncias terndrias, onde nao ocorrem os padroes 21,
12 e um nimero par de 1's ou 2's consecutivos € igual a 1.

Neste capitulo, descreveremos duas extensoes polinomiais para os nimeros de Jacobsthal,
sendo que estas, estao relacionadas com as identidades de ntimero 22 e 26 da lista de
Slater, que estao abaixo nesta ordem.

q 6 +2 6n+4 6 +6 - q q)nq" (n+1)
0)eo " ¢ (1 —q" : (3.1)
)oo THO nz n+1(q, Dn
q (] 00 6n+3 6n+6 - q q nq (3 2)
}TO Z @D

Santos em [10], establece conjecturas de férmulas explicitas para as familias de polinémios
associadas as identidades de niimero 22 e 26. Neste capitulo faremos a prova dessas con-
jecturas e observaremos que segue como resultado provas alternativas identidades de
numeros 22 e 26 da lista de Slater e uma férmula explicita para os nimeros de Jacob-
sthal em termos dos coeficientes trinomiais. Também estabeleceremos uma relagao entre
os numeros de Jacobsthal e duas classes de particoes coloridas.
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3.2 A Identidade 22 de Slater

Santos em [10], seguindo um método introduzido por Andrews, define fungoes de duas
varidveis f(q,t) associadas a identidades do tipo Rogers-Ramanujan. Consideramos
inicialmente, a fungao de duas variaveis associada a identidade de ntimero 22 na lista de
Slater,

e tq, t2nqn2+n
1) = 3.3
f22 q nz t2 n+1(t q)n+1 ( )
Através de manipulagoes em (3.3), obtemos a seguinte equagao funcional,
(1= t)(1 = t%q) faz(q,t) = 1 + (1 + tq)t*¢* fa2(q. tq) (3.4)
e substituindo f(q,t) Z P,(q)t" em (3.4) temos que:
Polg) = 1
Pi(q) = 1
, 3.5
Pyq) = 1+q+¢° (3:5)
Polg) = FPuale) + (¢+¢")Pa2(0)— (¢—q")Pu-s(q)

Santos em [10], conjecturou uma férmula explicita para a familia de polinémios P,(q),

= Y ¢FHICT(n, 14 6§) — > ¢ YHCT(n,2 - 6j), (3.6)

j:—oo jzfoo

onde ¢(n) = P,_1(q); n > 1.

Teorema 3.2.1 A formula dada em (3.6) satisfaz a relag¢ao de recorréncia e as mesmas
condigoes iniciais dadas em (3.5).

Demonstracao: E claro que as condigoes iniciais sao validas. Agora vamos provar que:

c(n+1)=cn)+(q+q")c(n—1)— (¢ —q")c(n —2),

ou seja
isto é,
Z q12j2+4jCT(n + 1’ 1+ 6]) . Z q12j2_8j+lCT(n + ]_7 2 6])
j=—00 J=—o0
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=Y @VHCT(n, 14 65) + Y ¢ YTCT(n, 2 - 65)

j:—oo j:—OO

—(g+4") {quﬁHmm —1L1+65)— > ¢ TCT(n—1,2 - 6j>}

j=—o0

(q—q") {q12j2+4jCT(n —2,1+465)— > ¢8O (n — 2,2 — 6j)} =0 (3.7)

j=—o0

Fazendo a substituigao ¢ — ¢* em (3.7) temos:

ST AT+ L1+ 65) - Y @ (04 1,2 65)
j=—00 j=—00
o o0
. , b ,
. PTIT(n 1465) + Y ¢TI (0,2 - 65)
j=—00 Jj=—00

—(¢" + ¢ {q24j2+8jT1(n —L146j)— > (1,2 - 6j)}

j=—o00

(¢* — ¢*") {q24j2+8jT1(n— 2,1465)— > VT (n— 2,2~ 6j)} =0 (38)

j=—00

Temos que (3.7) é equivalente a (3.8). Aplicando (17) nas primeira e segunda parcelas
em (3.8),

S T, 1+ 65) + ¢TI (0,2 4+ 67) + ¢ T(n, 65) )

j=—c0

B Z q24j2716j+2 {Tl (/n/7 9 _ 6]) 4 qn+1+276jT0<n’ 3 _ 6]) + qn+172+6jT0(n’ 1 — 6])}

j=—00
_ Z q24j2+8jT1 (n,1+65) + Z q24j2_16j+2T1 (n,2 —67)
j=—00 Jj=—00
_<q2 + qQ”) { Z q24j2+8jT1(n — 1,1+ 6]) _ Z q24j2716j+2T1(n —-1,2— 6])}
j=—oo j=—o0
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(¢ —q2">{ > T (n - 2,14 65) - q24j2—16j+2T1<n—2,2—6j>} (3.9)

j:—oo jzfoo

Fazendo alguns cancelamentos e reescrevendo,

Z B G T Z AT () 65)
j=—00 j=—o0
B Z q24j2—22j+5+nT0<n7 3 6j) — Z q243'2*10j+"+1T0(n, 1—6j)
j==—00 g==eo
_(q2 + q2n) { Z q24j2+8jT1(n — 1,1+ 6]) _ Z q24j2_16j+2T1(n —-1,2— 6])}
j=—00 J==oo

(¢ —q2">{ S @I (n - 2,14 65) - > q?‘*fwj”ﬂ(n—z,z—@)}

j:—oo J:_OO

Aplicando (16) nas quatro primeiras somas,

o0

Z q24j2+14j+n+2 {To(n — 1,1+ 65) + qn+2+6jT1(n —1,246j5) + q2n+4+12jTo(n - 1,3+ 6j)}

j=—oc0

Z G LTy (1,65 — 1) + ¢TI (n — 1,65) + ¢ P Ty(n — 1,1+ 65)}

j==o0

— > PYTTET(n— 1,2 = 6)) + ¢" 7T (n — 1,3 = 65) + ¢ T (n — 1,4 — 65) }

j=—o00

_ Z 24710 {To(n —1,-65) + ¢"'" 9T (n — 1,1 = 65) + ¢" > ¥ Ty(n — 1,2 — 65) }

j=—o00

_(q2 +q2n> { Z q24j2+8jT1(n o 17 1 + 6]) - Z q24j2_16j+2T1(n o 172 - 6])}

j:—oo j:—OO

(q2 . an) { Z q24j2+8jT1(n - 2’ 1 + 6]) - Z q24j2_16j+2T1(n o 2’ 2 _ 6])}

j:—oo ]2700

Reescrevendo,
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Z q24j2+14j+n+2T0(n —1,1+65) + Z q24j2+20j+2n+4T1(n — 1,2+ 65)

j=—00 j=—o00

Z G HIEIAOT () 1 34 65) + Z T (0 — 1,65 — 1)

j=—00 Jj=—00
Z q24j2+8j+2nT1 (n -1, 6]) + Z q24j2+14j+3nT0(n — 1,1+ 6])
j=—00 Jj=—00
N Z q24j2,22j+5+nT0<n . 1’ 9 _ 6]) . Z q24j2728j+2n+8T1<n _ 17 3 — 6])
j=—o0 Jj=—00

_ Z q24j2—34j+3n+11T0(n 1,4 6j) . Z q24j2_10j+n+1T0(n —1, —6j)

j=—o00 Jj=—00
_ Z q24j2—16j+2n+2T1 (n—1,1—6j) — Z q24j2_22j+3n+3T0(n — 1,2 - 65)
j=—00 Jj=—00
_<q2 + q2n) { Z q24j2+8jT1(n . 1’ 1+ 6]) . Z q24j2716j+2T1(n o 1, 9 _ 63)}
j=—o0 j=—o0

j=—o0

(¢ —q2">{ M T (- 2,14 65) — Y ¢V T (n - 2,2—6j)} (3.10)

j=—c0

consideramos as segunda e oitava (faga a substituigao j — j + 1), segue de (18),

Z q24j2+20j+2n+4T1 (n — 1,2+ 6j) _ Z q24j2_28j+2n+8T1(n —-1,3— 6j) =

j=—00 Jj=—0o0

Z q24j2+14j+3n+1T0(n — 1,2+ 65) — Z q24j2+26j+3n+6T0<n —1,3+65) (3.11)

j=—o00 Jj=—00

Substituindo em (3.10) temos que a primeira parcela em (3.11) cancela-se com nona a
(faga j — 7 + 1 nesta parcela). A segunda parcela em (3.11) cancela-se com a terceira

em (3.10). Reescrevendo,
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~ 24524-25+n
Z q24]2+14j+n+2T0(n —1,1465) + Z To(n — 1,65 — 1)

j=—o00 Jj=—00
Z q24j2+8j+2nT1 (n . 1’ 6]) + Z q24j2+14j+3nT0(n . 1’ 1+ 6])
j=—00 j==—00
_ Z q24j2—22j+5+nT0(n 12— 6j) B Z q24j2_10j+n+1TD(n 1, —6j)
j=—o00 Jj=—00
— Z q24j2—16j+2n+2T1 (n—1,1—65) — Z q24j2_22j+3n+3T0(n —1,2 - 65)
j=—00 Jj=—00
—qZ{ Y- 1L146) = Y VTP (n - 1,2 —6j>}
j=—00 j=—00
_ Z q24j2+8j+2nT1 (n _ 17 1+ 6]) + Z q24j2_16j+2n+2T1 (n —1,2— 6])
j=—o00 Jj=—00
oo o
—q2{ S (- 2,14 65) = Y @R (n - 2,2 —6j>}
j=—00 j=—00

— Z q24j2+8j+2nT1(n —2,1465) + Z q24j2_16j+2n+2T1(n —2,2-65). (3.12)

j=—00 Jj=—00

Consideramos as terceira e décima primeira parcelas. Segue de (18) que

00 [ee]
Z q24j2+8j+2nT1(n —2,6j) — Z q24j2+8j+2nT1 (n—1,14+6j) =

j=—00 Jj=—00
Z q24j2+2j+3n—1T0(n . 17 6]) . Z q24j2+14j+3nT0(n _ 1, 1+ 6]) (313)
j=—o0 J=—o0

Consideramos as sétima e décima segunda parcelas, segue de (18),

_ Z q24j2+16j+2n+2T1(n —1,1465) + Z q24j2+16j+2n+2T1(n —1,246§) =

j=—o00 Jj=—o0
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= D0 VT = L1+ 65) + Y0 @I (- 1,24 67) - (3.14)

j:—oo j:_oo

Fazendo j — —j na segunda parcela dada em (3.14), e depois substituindo (3.13) e
(3.14) em (3.12), fazendo alguns cancelamentos imediatos obtemos:

Z q24j2+2j+3n71T0<n o 1’ 6]) _ Z q24j2+10j+3nT0<n _ 1’ 14 6])
j=—o0 Jj=—00
Z G2 () 1 1 65) + Z FEE T (n— 1,65 — 1)
j=—o00 —o0
oo oo
— Z q24j2722j+5+nT0<n ~1,2-6j) — Z q24j2,10j+n+1T0(n —1,-65)
j=—o00 Jj=—00
= AT - 1,14 65) + Y T (n— 1,2 - 65)
j=—00 Jj=—00

>0 IR T(n =214 65) — Y YTV (0 - 2,2 - 6))

Jj=—00 Jj=—00

— Z q24j2+8j+2nT1 (n—2,1+467) + Z q24j2,16j+2n+2T1 (n—2,2—6j) (3.15)

j:—oo jzfoo

Aplicando (17) nas sétima e oitava parcelas,

Z q24j2+2j+3n—1T0(n —1,6§) — Z q24j2+10j+3nT0(n —1,1+6y)
j=—o0 j=—oo
Z q24j2+14j+n+2T0(n 1,14 6) + Z q24j2+2j+nT0(n —1,65 —1)
j=—00 Jj=—00

_ Z A Ay (N U S Z QYT ) — 1 —65)

j:—oo j:—OO

= @RI (0 — 2,14 65) + ¢ T T (n — 2,24 65) + ¢" 9 Th(n — 2,65) }

j=—o0

= > TN - 2,2 - 65) + " Ty (n - 2,3 - 6)) + ¢" 2 Ty(n - 2,1 - 65) )

j=—o00
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Z q24j2+8j+2T1 (n —2. 1+ 6]) _ Z q24j2*16j+4T1 (n —2,2— 6])

j:—oo j:_oo

_ Z q24j2+8j+2nT1(n - 27 1 4 6]) 4 Z q24j2_16j+2n+2T1 (n _ 27 2 _ 63)

j:—oo j:—OO

Fazendo alguns cancelamentos e reescrevendo temos:

Z q24j2+2j+3n—1T0(n —1,6§) — Z q24j2+10j+3nT0(n — 1,1+ 6y)
j=—00 J=—oo
) o
Z AP HAAR2T (01 1 4 65) + Z I (n = 1,65 — 1)
j=—o0 J=mee
_ Z G22I () 19— 6j) — Z G () — 1, —65)
j=—00 J=ee

B Z QAT () 9 9 4 6 — Z G (n — 2, 65)

j=—00 Jj=—00

Z GRS (9 3 6+ Z GV (2 1 — 6)

— Y PYTIP T (n = 2,14 65) + Y ¢TI (0 - 2,2 -65)  (3.16)

j:—oo j:—OO

Considermos as terceira e sétima parcelas em (3.16), segue de (22) (Fazendo A = 1+ 65
em=n-—1),

Z q24j2+14j+n+2T0(n — 1,1+ 6]) _ Z q24j2+14j+n+2T0<n — 2,2+ 6]) =

j:—oo j=700

Z q24j2+14j+3n71TO(n _ 2’ 1 4 6]) + Z q24j2+8j+2nT1 (n o 2’ 6]) (317)

j:—oo j:—OO

Agora consideramos as quarta e oitava parcelas em (3.16), segue de (22) (fazendo m =
n—1leA=6j—1)

[e.9]

ST PVEIT (0~ 1,65 — 1) — Y ¢PYHEIT(n — 2,65) =

j:—oo j:—OO
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Z q24j2+2j+3n73T0(n —2,6j — 1)+ Z 244y (n—2,6j —2). (3.18)

j:—oo j:—OO

Da mesma forma, consideramos as quinta e nona parcelas em (3.16), segue de (22)
(fazendom =n—1e A =2 —6j),

_ Z q24j2_22j+n+5T0(n —1,2—65) + Z q24j2_22j+n+5T0(n —2,3—67) =

j:—oo j=700

o Z q24j2722j+3n+2T0(n —2,2—65) — Z qz4j2—16j+2n+2T1 (n—2,1—65) (3.19)

P j=—oo
Consideramos as sexta e primeira parcelas em (3.16), segue de (22) (fazendo m =n —1

e A=—6j)

_ Z AP0 o) 6 1 Z G0 (g — 21 — 6j) =

jzfoo jzfoo

= PTTI (- 2,—6 — 1) = > @V (n - 2,—65)  (3.20)

j:—oo j:—OO

Substituindo (3.17), (3.18), (3.19) e (3.20) em (3.16), temos:

Z q24j2+2j+3n—1T0(n —1,6§) — Z q24j2+10j+3nT0(n —1,1+6y)
j=—o00 j=—00

00 (e.¢]

5 . . 24 Q. .

Z q24] +14]+3n*1T0<n . 27 1 + 6,]) + Z q24j +8J+2nT1 (n o 27 6])

j=—00 J=eo
B Z q24j2+8j+2nT1 (n . 27 14+ 6]) + Z q24j2_16j+2n+2T1 (n - 2’ 92— 6])

j=—00 j=—o0

Z q24j2+2j+3n—3T0(n o 2’ 6] _ 1) + Z q24j2_4j+2nT1 (n _ 2’ 6] _ 2)

j:—oo j:—OO

_ Z q24j2—22j+3n+2T0(n —2,2—65) — Z q24j2_16j+2”+2T1(n —2,1—06j)
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_ Z q24j274j+2nT1(n —2,-6j — 1) _ Z q24j2710j+3n72T0<n — 2, —6j) (3_21>

j=—00 Jj=—00

Considerando as quarta e quinta parcelas em (3.21), segue de (18),

Z q24j2+8j+2nT1(n —2,67) — Z 24 8ty (n—2,1+6j) =
j=—00 j==eo
Z q24j2+2j+3n—2T0<n . 27 6]) - Z q24j2+14j+3n—1T0<n o 27 14+ 6]) (322)
j=—00 j=—o0

Agora consideramos as sexta e décima parcelas em (3.21) segue de (18),

Z q24j2—16j+2n+2T1 (n—2,2—6j) — Z q24j2_16j+2"+2T1 (n—2,1-6j) =

j=—00 Jj=—00

_ Z q24j2—10j+3n—1T0(n —2,1-65) + Z q24j2_22j+3n+2T0(n —2,2—6j) (3.23)

j=—o00 Jj=—00

Substituindo (3.22) e (3.23) em (3.21) e fazendo alguns cancelamentos imediatos, temos:

Z QBT () 6) — Z I (n — 1,1 4 65)
j=—o0 =m0
P (2,65 — 1) + Y YTV (n - 2,65 — 2)
j=—00 j==ee
. Z q24j2_4j+2nT1(n . 27 _6j _ 1) . Z q24j2_10j+3’n—2T0(n _ 2’ _6J>
j=—o0 j==oo

Z q24j2+2j+3n—2T0(n _ 27 6]) o Z q24j2_10j+3n—1T0(n o 17 1 — 6]) (324)

j=—o00 Jj=—o0

Consideramos a quarta parcela em (3.30) (fazendo 7 — —j) e aplicando (14),

Z q24j2_4j+2nT1(n o 2’ 6] . 2) — Z q24j2+4j+2nT1 (n . 27 6] + 2) —

j=—o00 Jj=—00
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DT (n - 2,65+ 1) = Y PV TEET(n - 2,65 + 1)+

Z GG () 9 9 4 6j) (3.25)

j=—00

Consideramos a primeira parcela em (3.25). Segue de (18) :

Z q24j2+4j+2nT1 (n o 2’ 1+ 6]) — Z q24j2+4j+2nT1 (n . 2’ 6])

j:—oo jzfoo

— Z q24j2—2j+3n—2T0(n o 2’ 6]) 4 Z q24j2+10j+3n—1T0(n _ 2’ 1 + 6]) (326)

j:—oo jzfoo

Substituindo (3.26) em (3.25)

[e.e]

Z q24j2—4j+2nT1 (n o 2’ 6] o 2) _ Z q24j2+4j+2nT1 (TL o 2’ 6])

j:—oo j:foo

— Z q24j272j+3n72T0(n_2,6j)+ Z q24j2+10”3"’1T0(n—2,1+6j)

j:—oo j:foo

=D AL - 2,65+ )+ D0 YT (- 2,2467) (3.27)

j=—00 j=—00
Consideramos a primeira parcela no lado direito de (3.27), segue de (18),

Z q24j2+4j+2nT1 (n o 27 6]) — Z q24j2+4j+2nT1 (n o 2’ 6] _ 1)

. Z q24j2—2j+3n—lTo(n _ 27 6] o 1) 4 Z q24j2+10j+3n—2T0<n _ 2’ 6]) (328)

Fazendo j — —j na primeira parcela do lado direito de (3.28) e substituindo (3.28) em
(3.27) temos:

ST (n—2,65-2) = Y @V (n— 2,65 — 1)

j=—00 j=—0
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. Z q24j2,2j+3n*1T0<n . 27 6] - 1) + Z q24j2+10j+3n72T0(n o 2’ 6])

j:—oo j:_oo

Z q24j2—2j+3n—2T0(n —2,65) + Z q24j2+10j+3n—1T0(n — 2,1+ 65)

j=—00 Jj=—00

C 3 T 1) 3 T 224 6) (320

j:—oo j:_oo

Substituindo (3.29) em (3.24). Temos que a terceira parcela em (3.21) se cancela com
a sexta parcela (fazendo j — —j e aplicando (14))do lado direito de (3.29). A primeira
parcela cancela-se (do lado esquerda de (3.29)) com a quinta em (3.24). A sexta parcela
em (3.21) cancela-se com a terceira em (3.29) (fazendo j — —j). A quarta parcela em
(3.29) cancela-se com a sétima (fazendo j — —j e aplicando (14)). A oitava parcela
em (3.24) cancela-se com a quinta em (3.29), quando fazemos a substituigdo j — —j.
Reescrevendo,

Z q24j2+2j+3n_1T0(n —1, 6]) _ Z q24j2+10j+3nT0<n —1,1+ 6])

j:—oo j:—OO

Y 2,6 1)+ S T 2,2 46) (330

j:—oo j:—OO

Consideramos as segunda e quarta parcelas em (3.30), segue de (22) (fazendo
A=1+6jem=n—1),

Z q24j2+10j+3nT0<n —2,2465) — Z q24j2+101‘+3nT0(n —1,1+65) =

j:—oo j:—OO

= Y O (= 214 6)) — Y UV (- 2,65)  (331)

j:—oo j:—oo

Agora considerando as primeira e terceira parcelas em (3.30) (faca j — —j e aplicando
(14)), segue de (22) (fazendo A =65 em =n—1),

o Z q24j2+2j+3n—1T0(n — 1,67 + 1) + Z q24j2+2j+3n—1T0(n _ 1,6j) =

j:—oo j:—OO
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_ Z q24j2+2j+5n74T0(n —2,6j) + Z q24j2,4j+4n—2T1<n —2,65 — 1) (3.32)

j:—oo j:—OO

Substituindo (3.31) e (3.32) em (3.24),

. Z q24j2+10j+5n—3T0(n —2. 1+ 6]) _ Z q24j2+4j+4n—2T1 (TL —2, 6])

j=—00 j=—00

ST ST 2.6) + 30 T 26 -1) (33

j=—00 j=—00
Considerando as segunda e quarta (faca j — —j e aplicando (14)), segue de (18),

. Z q24j2+4j+4n—2T1(n o 27 6]) + Z q24j2_4j+4n—2T1(n i 27 6] . 1) —

j=—o0 j=—o0

. Z q24j2—2j+5n—4T0(n . 2’ 6]) 4 Z q24j2+10j+5n—3T0(n _ 1’ 6‘7 + 1) (334)

j:—oo ‘]2700

Temos que a primeira parcela no lado direito de (3.34) (fazendo j — —j e aplicando
(14)) cancela-se com terceira em (3.33). O outro cancelamento é imediato. Portanto
(3.33) ¢ igual a zero e o Teorema esta demonstrado. O

Segue do Teorema 3.2.1 que

Pig)=cn+1)= Y ¢ HCT(n+1,1+6j)— > ¢ 9CT(n+1,2 - 6j).
j=—o00 j=—o00
Dessa forma,
. . - n+1 n-+1
o~ £ (720, (24))
j=—00

Por outro lado, fazendo ¢ = 1 em (3.5) obtemos uma rela¢ao de recorréncia que define
os numeros de Jacobsthal, ou seja, P,(1) = j,,

P(l)= 1 . (3.35)



Portanto, obtemos uma férmula explicita para os nimeros de Jacobsthal em termos dos
coeficientes trinomiais,

jnzli {(?:& )2_<2n—+6? >2}

j=—o00
Também segue do Teorema 3.2.1 uma prova alternativa para a identidade de niimero 22
na lista de Slater.
Corolario 3.2.1
> q" (n+1)

q q o0 H 6n+2 q6n+4) 6n+6 Z q q

— n+1 q Q)

Demonstracao: Segue do Teorema 3.2.1,

Pug)=cn+1)= Y ¢¥HCT(n+1,1+6j)— > ¢ ¥1CT(n+1,2-6j).

j:—oo jzfoo

Segue de (19) que

n—oo n—oo

lim P,(g) = lim { S @¥HICT(+ 1L,1465) — Y ¢¥VHOT(n+1,2 - 6j)} =

j:—oo j:—OO

(=4 Voo - 1252445 - 1252-85+1 | _
(4 @)oo 2 -2« B

j=—00 j=—00
q q o} Z 3] +2j
3_700
Fazendo z = —¢? e ¢ — ¢ em (21), temos
Z (_1)jq3j2+2j _ H(l _ q6n+6)(1 _ q6n+5)(1 _ q6n+1).

jzfoo n=0
Logo,

lim P,(q) q’ Joo H O (1 — g™ ) (1 — ¢,

n=0
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Segue de (3.4) que

= (—¢; Q)ng" "tV
A (=8 ale? nz ¢4 n+1(q, O’
Portanto, segue do Lema de Abel
q CI o0 H V(1 — ¢t (1 — o) i q, Jng"
e e @*)n+1(¢; O

3.3 A Identidade 26 de Slater

A funcao de duas varidveis, dada em [10], associada a identidade de nimero 26 na lista
de Slater é:

e tq q thq’n2
; 3.36
fuol,? nz (t2¢; ¢*)nr1(t; @ntr (3.36)
Através de manipulagoes em (3.36), obtemos a seguinte equagao funcional,
(1 —)(1 = %) fa6(q, t) = 1 + (1 + tq)t*q fas(q, 1) (3.37)
e substituindo fog(q, ¢ Z P,(q)t" em (3.37) temos que:
Py(q) = 1
Pi(q) = 1
Pylq) = 1 +2 , (3.38)
Pu(g) = Puoi(e) + (¢+¢" )Pi2(a)— (¢—¢" ") Pu-s(q)

Santos em [10], conjecturou uma férmula explicita para a familia de polinomios P,(q),

= > ¢"CT(n,65) = > ¢ THECT(n,3 - 65) (3.39)

j:—oo ]2700

onde ¢(n) = P,(q); n > 0.
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Teorema 3.3.1 A formula c(n) dada em (3.39) satisfaz a relagao de recorréncia e as
mesmas condigoes iniciais dadas em (3.38).

Demonstracao: E claro que as condigoes iniciais sao validas. Agora temos que provar,
para n > 3,

c(n)=cn+1)+(g+q¢" He(n—2) — (¢ — ¢" He(n — 3),

ou seja,
c(n) —c(n—1) = (g+¢"e(n —2) + (g —¢")e(n = 3) =0,
isto é,
1252 . 125212543 .
> ¢ CT(n,65)— Y q CT(n,3 — 65)
j=—00 j=—00
=D ¢TI =165+ > ¢ ¥HCT(n - 1,3-6))
j=—o00 Jj=—0o0
—(q+q¢" ) { > @ CT(n—2,65) = Y ¢ HCT(n 2,3 - 6j>}
j=—00 j=—o0

(¢ - q"—1>{ Y d¥CT(n=3,6j) = Y ¢ ¥CT(n - 3,3 —6j>} =0 (3.40)

j=—00 j=—00

Fazendo a substituicao ¢ — ¢* em (3.40),

> VT 6) = 3 a0 3 - 6))

j=—o0 j=—o0

= > T = 1,65) + Y T (n — 1,3 - 65)

j=—o0 j=—o0

—<q2+q2”‘2){ > Ti(n—2,65) = > VT (n - 2,3—6j>}

j=—o0 j=—00

(¢ —q"‘“>{ > T =3,6§)— Y T (n 3,3 - 69')} =0 (3.41)

j=—o0 j=—o0

Aplicando (17) nas primeira e segunda somas obtemos:
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3 T~ 1,6§) + ¢ To(n — 1,6j + 1) + ¢" 9Ty(n — 1,6] — 1)}

j=—00

= @ (= 1,3 - 6) + " Ty (n — 1,4 — 65) + ¢" T Ty(n — 1,2 — 65) }

j=—00
_ Z q24j2T1(n _ 1’ 6]) + Z q24j2_24j+6T1(n _ 1’ 3 _ 6])
j=—00 Jj=—00
—(¢* +q2”2){ S T —1,65) = > ¢V T (n - 2,3—6j>}
p— j=—00

(@ — ™) { S PP 3.6~ 3 T 2,3—6j>}

j=—00 j=—0

Fazendo alguns cancelamentos imediatos e reescrevendo,

ST~ 1,65+ 1)+ Y ¢TI (n— 1,65 — 1)

j:—oo j:—OO

_ Z G230 (1 4 65 — Z YISy — 1,2 — 6))

j=—00 g=—o0
—(q2+q2”_2){ > T —2,65) — > VT (n - 2,3—6j>}
j=—00 Jj=—o00

(¢* — ") { > @ T(n = 3,65) — > T (n - 2,3 — 6j)}

j=—00 Jj=—00

Fazendo j — —j na segunda parcela e j — 7 + 1 na terceira parcela e depois aplicando
(14) em cada obtemos:

23 P16 1) <2 3 1,24 6)

j=—o00 Jj=—00

B Z q24j2+2T1(n _9 6]) + Z q24j2_24j+8T1 (n —2,3— 6])

j:—oo j:—OO
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o0

Z q24j2+2n72T1 (n —2, 6j) + Z q24j2724j+2n+4T1(n —2,3— 6j)

j==o0 j=—00
Y VT =3,6j) = Y ¢*V YT (n - 3,3 - 6))
j=o00 J=—00

_ Z q24j2+2n72T1(n — 3, 6]) + Z q24j2724j+2n+4T1 (n -3,3— 6])

j:—oo j:foo

Aplicando (17) nas segunda e terceira parcela,

2 ) PV (n— 1,65 +1) =2 Y TSI (0 — 1,2 4 65)

j=—o00 Jj=—o0

. Z q24j2+2n72T1<n —2, 6j) + Z q24j2—24j+2n+4T1 (n —2,3— 6j)

j=—00 Jj=—00

= > Ti(n = 3,65) + ¢" T Ty(n — 3,65 + 1) + 4" Y Ty(n — 3,6] — 1)}
j=—00
> T (0 — 3,3 — 65) + ¢" 2 Ty(n — 3,4 — 65) + ¢" 2 Ty(n — 3,2 — 65) }

j=—o00

Z q24j2+2T1(n _3 6]) . Z q24j2_24j+8T1 (n —2,3— 6])

— Z Q=2 (n —3,65) + Z AR AR (n— 3,3 —65)

j:—oo j:foo

Fazendo alguns cancelamentos imediatos e reescrevendo,

j:—oo j=700

_ Z q24j2+2n—2T1(n —2, 6]) + Z q24j2_24j+2n+4T1 (n —2,3— 6])

j:—oo jZ—OO

= D I (= 3,65+ 1) = Y ¢V T (n - 3,65 — 1)
j=—o0 J=—00

Z q24j2_30j+9+nT0(n - 37 4 . 6]) + Z q24j2_18j+n+3T0(n - 37 2 _ 6])

j=—00 Jj=—00
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_ Z q24j2+2n72T1(n — 3, 6]) + Z q24j2724j+2n+4T1 (n -3,3— 6])

j:—oo j:—oo

Fazendo a substituicao j — j + 1 na sétima parcela e j — —j nas quarta, sexta, oitava
e décima parcelas, depois aplique (14), reescrevendo

o0 o
2 Z q24j2+6j+nT0(n o 17 6] 4 1) —9 Z q242+18j+n+3T0(n o 17 24 6])

j=—o00 Jj=—00

— Z G 2T ( — 2, 65) + Z G2 () — 23 4 6))

j=—00 Jj=—00

-9 Z q24j2+6j+nT0(n _ 37 6] + 1) +9 Z q24j2+18j+n+3T0(n . 37 24+ 6])

j=—o00 Jj=—o0

= AT (0= 3,65) + Y @YY (n - 3,3 4 65).

j=—o00 Jj=—00

Aplicando (16) nas primeira e segunda parcelas,

2 3 @V T (0 - 2,67) + T (0 - 2,65 + 1)+ ¢RI RT (0 — 2,24 65)

j=—00

—9 Z q24j2+18j+n+3 {To(n _ 27 14 6]) + qn—1+2+6jT1(n _ 2’ 2+ 6]) + q2n—2+4+12jT0(n _ 2’ 34+ 6])}

j=—00

. Z q24j2+2n—2T1 (n o 27 6]) + Z q24j2+24j+2n+4T1 (n _ 2’ 3 + 6])

j=—00 Jj=—00
_9 Z q24j2+6j+nTO(n o 3’ 6] + 1) ) Z q24j2+18j+n+3T0(n . 37 2+ 6])

j=—00 J=—00

= @ (0= 3,65) + Y ¢*V TR (n — 3,3 — 65).
j=—00 j=—00

Reescrevendo,

9 Z q24j2+6j+nT0<n o 2’ 6]) 1+ 9 Z q24j2+12j+2nT1 (n . 2’ 6] + 1)
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23 T (2,24 67) 2 3 g (0 - 2,14 6)

j=—00 Jj=—00

_9 Z q24j2+24j+2n+4T1(n —2,2465) — 2 Z q24j2+30j+3n+5T0(n — 2,34 65)

j:—oo j:foo

_ Z q24j2+2n—2T1 (TL —2 6]) + Z q24j2+24j+2n+4T1 (TL — 92,3+ 6])

j=—00 Jj=—00

2 ) YT (= 3,65+ 1) +2 Y VT (0 - 3,24 6j)

j:—oo j:—OO

= D0 TP (= 3.65) + Y PP (n =334 65)  (3.42)

j=—00 j=—o0
Considerando as quinta e décima doze parcelas, segue de (18) :

- Z q24j2+24j+2n+4T1 (n—2,2+ 65) + Z q24j2+24j+2n+4T1(n —2,3+6j) =

j:—oo ]—OO

. Z q24j2+18j+3nT0(n o 2, 24 6]) + Z q24j2+30j+3n+5T0(n _ 2’ 3+ 6])

j:—oo j:_oo

Substituindo em (3.42) e aplicando (17) na sétima parcela, obtemos:

2 Z q24j2+6j+nT0(n . 2’ 6]) + 2 Z q24j2+12j+2nT1(,n o 2’ 6] + 1)

Jj=—00 Jj=—00

D PTG (= 2,24 65) =2 D ¢TI (n - 2,1+ 6)

j=—00 Jj=—00

— Z VAR AR o} (n—2,2465) — Z q24j2+30j+3n+5T0(n — 2,34 67)

j:—oo j*OO

— 3" P T (0 - 3,65) + ¢ YT (n — 3,65 + 1) + "> Y Ty(n — 3,6j — 1)}

j=—00

22 3 PR 86) £ 1) +2 3 @IS0 8,2 4+ 6))

j:—oo j:—OO
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= @ (n = 3,65) + Y P (n - 3,3 4 65).

j:—oo j_oo

Reescrevendo,

2 3 P (0 - 2,65) +2 Y PTHEET (2,65 + 1)

j=—00 J=—o0
Z q24j2+18j+3nT0(n —2,2465)—2 Z q24j2+18j+n+3T0(n —2,1+65)
j=—00 J=oe
— N 2452 4-24j+2n+4 _ A N 24j%+305+3n+5 — '
S g Ti(n—2,2+6j)— Y q Ty(n — 2,3 + 65)
j=—00 g=eo
_ Z 2T (- 3, 65) — Z PO () 365 + 1)
j—o00 j=oo
B Z q24j2_6j+3n—4T0(n . 37 6] o 1) ) Z q24j2+6j+TLT0(n _ 37 6] —+ 1)
j—o0 j==e0

92 Z q24j2+18j+n+3T0(n o 3, 2+ 6]) o Z q24j2+2n72T1 (n _ 37 6])

j=—00 Jj=—00

i Z 247 24t (n—3,3—65). (3.43)

j=—o00
Usando que Ty(n — 2,67) = To(n — 2,—675) na primeira parcela em (3.43) e depois

aplicando (17) e (16) nas primeira e quinta parcelas, respectivamente:

9 Z q24j2+12j+2nT1 (n — 2,65 + 1) + Z q24j2+18j+3nT0(n — 2,2+ 6j)

j:—oo jZ—OO

—2 3 IR (- 2, 14 65) — Y g (- 2,34 6)

j:—oo jZ—OO

2 ) PV Ty (n = 3,65 — 1) + ¢" Y Ty(n — 3,—65) + ¢*" T Ty(n — 3,—6j + 1)}

j=—o00

_ Z P72 {T1(n — 3,2+ 65) + ¢" 9Ty (n — 3,3+ 65) + ¢" 229 Ty(n — 3,1+ 65)}

j=—o00
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=2 ) VT (n = 3,67) =2 ) VTR (n - 3,65 + 1)

j:—oo j:—OO

—2 > PV (= 3,65+ 1) +2 Y VST (0 — 3,2 4 65),

j=—o00 j=—o00

reescrevendo,

9 Z q24j2+12j+2nT1 (n—2,6j+1)+ Z q24j2+18j+3nT0(n — 2,24 67)

j=—o00 Jj=—00

—2 Y U T (2 14 6) — Y IO (- 2,34 6)

j:—oo j:—OO

23 VT (n 3,65 = 1) +2 Y ¢ (n - 3,-65)

j=—o00 Jj=—00

9 Z q24j276j+3n74T0(n —3,—6j+1) — Z q24j2+24j+2n+4T1(n —3,2+6)

j=—o0 J=—00

_ Z q24j2+30j+3n+4T0<n . 3’ 34+ 6]) . Z q24j2+18j+3nTO<n . 3’ 1+ 6])

j=—o00 j=—00

—2 Y @Y (= 3,65) — 2 ) P (n — 3,65 + 1)

j:—oo ]—OO

9 Z q24j2+6j+nTO(n . 3, 6] + 1) +9 Z q24j2+18j+n+3T0(n i 3’ 2+ 6])

j=—00 j=—

n Z GPYTIT2HAT (n — 3.3+ 65). (3.44)

j—oo

Temos que a quinta parcela (Ty(n — 3, —6j — 1) = Ty(n — 3,65 + 1)) cancela-se com a
décima terceira. A segunda parcela (T1(n — 3, —65) = T1(n — 3,67)) cancela-se com a
sétima parcela. A terceira parcela (fazendo a substituicdo j — —j) cancela-se com a

oitava parcela. Reescrevendo,

9 Z q24j2+12j+2nT1 (n . 2’ 6] + 1) + Z q24j2+18j+3nT0(n . 27 2+ 6])

j:—oo j—OO
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237 T 0 2,1 4+6]) = 3 VT (- 2,34 55)

j—o0 Jj—oo

_ Z q24j2+24j+2n+4T1 (n—3,2465) — Z q24j2+30j+3n+4T0(n — 3,3+ 65)

j=—o0 j=—o00
_ Z q24j2+18j+3nT0(n — 31+ 6]) +9 Z q24j2+18j+n+3T0(n —3,2+4 6j)
j=—o00 Jj=—00
Z QAT AT (334 6j). (3.45)
j=—o00

Consideramos as quinta e nona parcelas em (3.45), segue de (18) que

Z QAT (39 4 6) + Z U (g — 3.3 4+ 65) =

j=—00 Jj=—00

. Z q24j2+18j+3n—1T0(n —3,2 —|—6j) + Z q24j2+30j+3n+4T0(n — 3,3+ 6j) (3.46)

j:—oo Jj=—00

Substituindo (3.46) em (3.45) e fazendo alguns cancelamentos imediatos,

2 PP (n 2,65+ 1) + Y VTV (n - 2,24 6))

j:—oo jZ—OO

_9 Z q24j2+18j+n+3T0(n —2. 1+ 6]) _ Z q24j2+30j+3n+5T0(n —2.3+ 6])

j:—oo j:—OO

N Z q24j2+18j+3nT0(n — 3,1+ 6]) 42 Z q24j2+18j+n+3T0(n . 3’ 2+ 6])

j=—o00 Jj=—00

B Z q24j2+18j+3n—1T0(n — 3,2+ 65). (3.47)

j=—o00
Consideramos as terceira e sexta parcelas, segue de (22) (fazendom — n—2e A = 14+65)
_2 Z q24j2+18j+n+3T0(n . 27 1 + 6]) 4 2 Z q24j2+18j+7l+3T0(n o 37 2 + 6]) —
Jj=—0 Jj=—00
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-9 Z q24j2+18j+3n72T0<n o 3’ 1+ 6]) —9 Z q24j2+12j+2nT1 (n i 3’ 6]) (348)

j=—o00 Jj=—00

Substituindo (3.48) em (3.47) e fazendo j — j—1 na quarta parcela (depois faga j — —j)
obtemos:

230 PTII T = 2,14 65) + Y @Y T — 2,2 4 65)

j=—o00 Jj=—00

— Z q24j2+18j+3n—1T0<n — 2,34 6§) — Z q24j2+18j+3nT0(n — 3,1+ 65)

j=—o00 j=—00

_ Z q24j2+18j+3n—1T0(n —3,2+65) — 2 Z q24j2+18j+3n—2T0(n — 3,1+ 65)

j=—00 Jj=—00

9 Z A2 () 3 65) (3.49)

j=—ca

Aplicando (16) e (17) nas primeira, segunda e terceira parcelas,

2% @PITEET (n = 3,6 + 1) + ¢" TV Ty (n — 3,2+ 67) + 4" Ty (n - 3,65) }

j=—o0

> @ IT (n = 3,14 6) + ¢" Ty (n — 3,2+ 6) + "I T (n — 3,3 4 65) }

j=—ca

_ Z q24j2+18j+3n71 {To(n — 3,24 6§) + ¢ FHYIT (0 — 3,3 4 65) + 2T (n — 3,4 + 6j)}

j=—oc

. Z q24j2+18j+3"To(n . 3’ 1+ 6]) . Z q24j2+18j+3n—1T0(n . 3’ 2+ 6])

j=—o00 J=—00

—9 Z q24j2+18j+3n—2T0(n - 3, 1 + 6]) ) Z q12j2+12j+2nT1 (n _ 37 6])

Jj=—00 j=—00

Fazendo alguns cancelamentos imediatos, obtemos:

2 Z q12j2+12j+2nT1 (n - 3’ 6] + 1) +2 Z q24j2+6j+3n—3T0(n _ 37 6])

j=—00 Jj=—00
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(e 9]

> PV (= 3,246) + Y YT (0 — 3,3 46))

j=—o00 Jj=—00
_ Z (]24j2-|-24j—i-4n1'v1 (TL —3,3+ 6]) _ Z q24j2+30j+5n+1T0(n — 3,4+ 6])
Jj=—00 Jj=—00

9 Z q24j2+18j+3n—2TO(n —3,1+6j) —2 Z q24j2+12j+2nT1(n —3,69). (3.50)

j=—o0 j=—o00

Consideramos as primeira e oitava parcelas, segue de (18),

2 Z q24j2+12j+2nT1(n o 37 6] + 1) —9 Z q24j2+12j+2nT1(n o 3’ 6]) —

j:—oo j:foo

—2 ) PUFYEST(n—3,65) +2 Y ¢V T (n— 3,65+ 1), (3.51)

j:—oo j=700

Substituindo (3.51) em (3.50) e fazendo alguns cancelamentos imediatos, obtemos:

Z q24j2+24j+4nT1(n . 37 2+ 6]) + Z q24j2+30j+5nT0<n . 3’ 34+ 6])

j=—00 j=—o00

_ Z q24j2+24j+4nT1(n —3,3465) — Z q24j2+30j+5n+1T0(n —3,4465). (3.52)

j=—o00 j=—o00

Consideramos as primeira e terceira parcelas em (3.52), segue de (18),

D YT (0 = 3,246)) = Y PPV (n - 3,3+ 65)

j=—o0 J=—o0
Z q24j2+18j+5n—5T0(n — 3,2+ 6j) _ Z q24j2+30j+5nT0(n —-33+ 6j). (3.53)
j=—o0 J=moo

Substituindo (3.53) em (3.52) e fazendo j — j — 1 na quarta parcela em (3.52) obtemos
que (3.52) é igual a zero. Com isso temos a prova do Teorema.

O

Segue do Teorema 3.3.1 uma prova alternativa para a identidade do tipo Rogers-Ramanujan

de nimero 26 na lista de Slater,
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Corolario 3.3.1

e¢] 2

q q o H 6n+3 6n+6 Z

n=

n+1 q, Q) '

Demonstracao: Segue do Teorema 3.3.1 que

Pulg) =c(n) = 3 ¢%°CT(n,65) = 3 ¢%*~5CT(n, 3 — 65).

j=—o0 j=—o0

Segue de (19) que

lim Pn(Q) = lim { Z QHﬁCT(n, 6]) B Z q12j2*12j+3C’T(n,3 _ 6])} —

j:—oo ]2700

{ Z q i q12j2—12j+3} _

j=—o00 j=—00
q q 00 Z
]_700
Fazendo z = —1 e ¢ — ¢ em (21), obtemos
Z (—1)g" = H(l — SO (1 — B2,
j=—00 n=0
Logo,
lim P, (q) q q o0 H gFOY (1 — ¢t +3)2,
n—oo 0
Segue de (3.4) que
. q Dng"
lim (1 —¢) fo6(q, t .
t—>1*( ) Fasl nz ¢ ) n+1(q On
Portanto, segue do Lema de Abel
q q o0 6n+6 6n+3 - q q nq
H Z (¢:6*)n+1 (@3 @)n

n=
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Uma outra conseqiiéncia do Teorema 3.3.1 é uma férmula explicita em termos dos coe-
ficientes trinomiais para os numeros de Jacobsthal, pois

. T 1252 . 1252 -125+3 . _
}IET}Pn@—}}Ei{.Z ¢ CT(n,65) — > ¢ 1 CT(n,3—63)}—

j==o0 j==o0

i {(5)2_(3f6j>2}'

j=—00

Por outro lado, a familia de polinémios (P, (q)),eny ¢ uma extensao para os nimeros
de Jacobsthal, pois fazendo ¢ = 1 em (3.38) obtemos uma relagdo de recorréncia que
descreve os numeros de Jacobsthal,

P = 1 : (3.54)

Ou seja, P,(1) = j,. Portanto,
. - n n
jn_-z {(6J >2_(3_6j )2} (3:55)
j=—o0

Observamos que a extensao polinomial para os numeros de Jacobsthal, gerada pela
familia de polinomios associada a identidade de niimero 22 na lista de Slater, nos fornece
uma férmula explicita para os nimeros deste tipo,

() ()) e

Comparando (3.55) com (3.56) observamos a extensdao polinomial para os nimeros de
Jacobsthal associada a identidade de ntimero 22 gera a mesma férmula explicita (em
funcao do coeficiente trinomiais) que a extensao polinomial (para estes nimeros) asso-
ciada a identidade de niimero 26. Vejamos a seguinte observacao,

n+1 B n-+1 -

1 -6y ) 2—06j 2_
(o )+ (76 ), 7 (60
67 ) 1-6j ) 2 -0y )
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B n B n B n B
1—65 ), \2-6j ), \3-6j ), "
n n
(Gj )2_(3_6j )2 (3:57)
Substituindo (3.57) em (3.56) e fazendo j — —j na primeira parcela,
i{<n+1) <n+1)}:
= 1-6y 2-65 /),
f’: n+1 n+1 B
1+6 2-6j ),f "
j=—00

jio( >2 (3n6ﬁ>}

3.4 Interpretacoes Combinatorias para os Niumeros
de Jacobsthal

Estabelecemos uma relagao entre os nimeros de Jacobsthal e particoes com trés cores.
Primeiramente, escrevemos fo6(q,t) de maneira conveniente,

f26 q,t ZPN =

1 i (1+tq)(1 +tq2) ... (1 + tgn)t2nglt3+—+2n-1
11—t~ (1—1t2q)... (1 —t3¢*>*t)(1 —tq)...(1 —tq")

Com isso, podemos definir os seguintes conjuntos:

S1 como o conjunto das particoes, onde as partes sao distintas. Seja
Ll = {)\1,...,)\”; ()\1,...,)\n) € Sl},

os A\; € Ly sao chamados partes pretas.

S5 como o conjunto das particoes sem restrigoes. Seja

LQ:{)\1,...,>\n;(/\1,...,)\n)652},
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0s A € Ly sao chamados partes verdes.

S3 como o conjunto das particoes, onde as partes sao fmpares, nas quais todo inteiro
menor do que ou igual a maior parte aparece pelo menos uma vez. Seja

L3 = {)\1,...,)\”; (>\17~--7)\n) € 53},
0s \; € L3 sao chamados partes amarelas.

Temos que,

(1+tq)(1+tg*) ... (1 +tg") (3.58)

é a funcao geradora para particoes em partes distintas, cada parte menor do que ou igual
a n. O parametro ¢t conta o nimero de partes. Para cada n € N temos que (3.58) gera
as partigoes descritas em Sj.

Consideremos
1
(1—tq)(1 —tg?)... (1 —tq")
e observemos que (3.59) é a funcdo geradora para parti¢oes, cujas partes sdo menores do

que ou iguais a n. O parametro ¢t conta o nimero de partes. Para cada n € N geramos
partigoes, cujas partes estao em Ss.

(3.59)

Consideramos agora a parcela:

t2n 14+3+...4+2n—1

q
(1—29)(1— 2¢%) ... (1— 2g2+)

(3.60)

Temos que (3.60) é a funcao geradora para particdes com as seguintes restrigoes: as
partes sao ifmpares; todo inteiro menor do que ou igual a maior parte aparece pelo
menos uma vez; as partes sao menores do que ou iguais a 2n + 1,n € N. Para cada
n € N temos que as partes geradas dessa maneira estao em S3. O parametro ¢, conta o
ntimero de partes, mas neste caso, esta sendo contado duas vezes (para saber o nimero
de partes, basta olharmos para o expoente de ¢ e depois dividirmos por 2).

Quando expandimos fa(g,t), os fatores dados em (3.58), (3.59) e (3.60) aparecem em
cada parcela dessa soma. Entao consideremos particoes em partes verde, amarela e
preta, nas quais as partes amarelas sao impares, toda parte amarela menor do que ou
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igual a maior parte aparece pelo menos uma vez; as partes pretas sao distintas, as partes
verdes podem ser distintas e menores do que ou iguais a metade da maior parte amarela
mais ou a metade da maior parte amarela menos um; o niimero de partes verdes e partes
pretas mais o dobro do niimero de partes amarelas é no maximo /N.

Fazendo ¢ = 1 em (3.38) obtemos uma relagao de recorréncia que define os nimeros de
Jacobsthal. Usando o fato que P,(1) = j,, as observagoes anteriores e

f26(Q7 t) = Z Pn(Q)tna
n=0

obtemos o seguinte teorema:

Teorema 3.4.1 O total de particoes em partes verde, amarela e preta, nas quais as
partes amarelas sao impares, toda parte amarela menor do que ou igual a maior parte
aparece pelo menos uma vez; as partes pretas sao distintas, as partes verdes podem ser
distintas e menores do que ou iguais a metade da maior parte amarela mais um ou a
metade da maior parte amarela menos um; o numero de partes verdes e pretas mais o
dobro do numero de partes amarelas é no mdzimo N € igual a jy.
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Apresentamos alguns exemplos da classe de particoes descritas no Teorema 3.4.1

n Partigoes descritas no Teorema (3.4.1) | j,
n=0|0 1
n=10 1
n=210, 1+ 1, | 3]
n=3|0, 141, + 1, +1 5

Tabela 3.1: Parti¢oes descritas no Teorema (3.4.1)

Descrevemos uma outra relagao entre os numeros de Jacobsthal e particoes em trés cores.
Para isso, observamos que

f22 q,t ZPN =

i (1+tq)(1+tq?) ... (1 + tgn)t2ngt-tm+(+.tn) (3.61)
—te= (1-1t?q)...(1 = ¢ ) (1 —tq)... (1 —tq") '

Para estabelecermos uma relacao entre os nimeros de Jacobsthal e particoes coloridas
definiremos os seguintes conjuntos:

T} como o conjunto das partigoes, onde as partes sao distintas. Seja
Kl = {)\17---7)\t;()\1-'-)\t) € Tl},
os \; € (] sao chamados partes pretas.

T, como o conjunto das parti¢oes, onde todo inteiro menor do que ou igual a maior parte
aparece pelo menos duas vezes. Seja

KQ:{)\1,...,/\n;()\1,...,>\n)ETQ},
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os \; € (5 sao chamados partes verdes.

T3 como o conjunto das particoes, onde as partes sao impares. Seja
K3 ={A1, A5 (A1, ..., \n) € T3},

os \; € (3 sao chamados partes amarelas.

Temos que,

(1+tq)(1+tg*) ... (1 +tqg"). (3.62)

Observemos que para cada n € N, a fungao geradora dada em (3.62) gera parti¢oes
descritas em A, cujas as partes estao em Kj.

Consideramos

£2n (14 4n)+(14..4n)

q(
(1—tq)...(1—tg")

(3.63)

temos que (3.63) é a funcao geradora para parti¢oes, nas quais todo inteiro menor do
que ou igual a maior parte aparece pelo menos duas vezes, cujas a partes sao menores do
que ou iguais a n. Para cada n € N, a fungao geradora dada em (3.63) gera as partigoes
descritas em 75, cujas as partes estao em K.

Agora, observamos que

1
(1—12¢)(1 —t2¢3) ... (1 — t2g2n+1)’

(3.64)

é a funcao geradora para parti¢oes, cujas as partes sao impares e menores do que ou
iguais a 2n + 1, € N. O parametro ¢t dado em (3.64) conta o nimero de partes ( neste
caso, o expoente de t é par e significa que estamos contando duas vezes cada parte).

Quando expandimos fas(q,t), os fatores dados em (3.62), (3.63) e (3.64) aparecem nas
parcelas dessa soma. Entao consideremos particoes em partes: preta, verde e amarela,
nas quais toda parte verde menor do que ou igual a maior parte aparece pelo menos duas
vezes, as partes pretas sao distintas e menores do que ou iguais a maior parte verde,
as partes amarelas sao impares e menores do que ou iguais a duas vezes a maior parte
verde mais um e o nimero de partes verdes e pretas mais o dobro do nimero de partes
amarelas é no maximo /N.
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Fazendo ¢ = 1 em (3.5) obtemos j, = P,(1), onde j, ¢ o numero de Jacobsthal de
posicao n. Segue deste fato, das observacoes anteriores e

fo2(q, 1) = Z Pa(q)t",
n=0

o seguinte teorema:

Teorema 3.4.2 O total de particoes em partes: preta, verde e amarela, nas quais toda
parte verde menor do que ou igual a maior parte aparece pelo menos duas vezes, as
partes pretas sao distintas e menores do que ou iguais a maior parte verde, as partes
amarelas sao impares e menores do que ou tquais a duas vezes a maior parte verde mais
um e o numero de partes verdes e pretas mais o dobro do niumero de partes amarelas é
no maximo N € igual a jy.

Apresentamos alguns casos da classe de particoes descritas no Teorema 3.4.2

n Partigoes descritas no Teorema (3.4.2) Jn
n=0|0 1
n=1[0 [ 1]
n=2|0, + | 3]
n=3|0, 41, 14141, 1+1+1]5

Tabela 3.2: Partigoes descritas no teorema (3.4.2)
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Conclusoes

Neste trabalho obtemos:

— Duas familas infinitas de parti¢oes em termos do simbolo de Frobenius relacionadas
aos numeros de Fibonacci;

— As identidades do tipo Rogers-Ramanunjan de nimeros 16, 12, 71, 68, 22 e 26;

— Foérmulas explicitas para os ntimeros de Fibonacci, Pell e Jacobsthal em termos
dos coeficientes trinomais;

— Interpretagoes combinatorias para os numeros de Pell e Jacobsthal em termos de
particoes coloridas;

— Interpretagoes combinatérias para os nimeros de Pell em termos de partigoes com
restricoes;

— Relagoes entre os niimeros binarios e os niimeros de Fibonacci e entre os niimeros
ternarios e os numeros de Jacobsthal.
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