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Abstract

The theories of n-widths and entropy were introduced by Kolmogorov in the
1930s. Since then, many works aims to find estimates for n-widths and entropy numbers
of different classes of sets. In this work, we investigate n-widths and entropy numbers of
multiplier operators defined on the d-dimensional torus. In the first part, upper and lower
bounds are established for n-widths and entropy numbers of general multiplier operators.
In the second part, we apply these results to specific multiplier operators, associated with
sets of finitely and infinitely differentiable functions on the torus. In particular, we prove

that, the estimates obtained are order sharp in various situations.

Keywords: n-widths, entropy, torus, multipliers, approximation theory.

Resumo

As teorias de n-larguras e de entropia foram introduzidas por Kolmogorov na
década de 1930. Desde entao, muitos trabalhos tém visado obter estimativas assintoticas
para n-larguras e niimeros de entropia de diferentes classes de conjuntos. Neste trabalho,

investigamos n-larguras e nimeros de entropia de operadores multiplicadores definidos

vil



sobre o toro d-dimensional. Na primeira parte, estabelecemos estimativas inferiores e
superiores para n-larguras e nimeros de entropia de operadores multiplicadores gerais.
Na segunda parte, aplicamos estes resultados para operadores multiplicadores especificos,
associados a conjuntos de funcgoes finitamente e infinitamente diferencidveis sobre o toro.
Em particular, demonstramos que as estimativas obtidas sao exatas em termos de ordem

em diversas situagoes.

Palavras-chave: n-larguras, entropia, toro, multiplicadores, teoria da aproxi-

magao.
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Introducao

A teoria de n-larguras foi introduzida na década de 1930 pelo matematico russo
Andrei Nikolaevich Kolmogorov. Até 1960, apenas dois artigos haviam sido publicados
na direcao da pesquisa abordada neste trabalho, de autoria de Rudin e Stechkin. Apos
1960 houve um aumento significativo de interesse na area. Destacamos a seguir alguns
matemaéticos importantes que trabalharam ou trabalham com n-larguras: Chui, Micchelli,

Pinkus, Dyn, Tichomirov, DeVore, Triebel, WozZniakowski, Traub, Kashin, dentre outros.

O primeiro resultado sobre estimativas para as n-larguras das classes de Sobolev
wy (S') sobre o circulo esta contido no artigo de Kolmogorov [17], onde ele demonstra
que d,(Wy3(S"), L?) < ~". Mais tarde, em 1952, Rudin demonstra em [29] o que parece
ter sido o primeiro resultado assintotico para d,(W, (S'), L%), com p < ¢, tendo sido este
generalizado dois anos mais tarde por Stechkin em [32]. Apos isto, estimativas para classes
de Sobolev foram demonstradas para varios outros casos por diversos matematicos, dos
quais destacamos Gluskin, Ismagilov, Maiorov, Makovoz e Scholz, em [11], [14], [21], [22]
e [30]. Em 1977, Kashin completa o quadro de estimativas para d,(W,)(S"), L?) com os
artigos [15] e [16]. Diversas técnicas foram empregadas nestes diferentes casos, das quais

podemos destacar uma técnica de discretizagao, devida a Maiorov e o Teorema de Borsuk.

Para estimativas de n-larguras de conjuntos de func¢oes analiticas ou inteiras,

outras técnicas precisaram ser desenvolvidas. Dentre os matemaéticos que trabalharam



2 Introducao

com n-larguras de fungoes analiticas, destacamos Babenko, Fisher, Micchelli, Taikov e
Tichomirov, que obtiveram estimativas para conjuntos de fung¢oes analiticas em espacos
de Hardy em [1], [7], [34] e [35]. Dentre as diferentes ferramentas utilizadas podemos
destacar as propriedades das classes de produtos de Blaschke de grau menor ou igual a m.
Em 1982, Melkman em [23], demonstrou estimativas para um conjunto de fungdes inteiras

em C[—T,T], utilizando outras técnicas.

O conceito de entropia foi também introduzido por Kolmogorov por volta de
1930. Posteriormente, em 1948, esta definicao mostrou-se muito tutil na Teoria da Informa-
¢ao, desenvolvida por Shannon, onde a entropia era utilizada para medir ruidos num canal
de comunicacao. Ao fim da década de 1950, Kolmogorov adaptou suas ideias sobre entropia
de conjuntos compactos para transformacoes, relacionando entropia e sistemas dinadmicos,
o que culminou no que é hoje chamada de Teoria do Caos Deterministico, possibilitando
dente outras coisas, os desenvolvimentos iniciais da Teoria de KAM (Kolmogorov-Arnold-
Moser). Os numeros de entropia, medem uma espécie de “grau de compacidade"de um
operador e tém muitas aplicagoes na teoria de espagos de fungoes e teoria espectral ([6]),

sinais e processamento de imagem ( [4] e [5]), teoria de probabilidade ([4]), dentre outras.

Em grande parte, muito do desenvolvimento posterior da teoria de entropia
foi proporcionado pela mudanca de contexto, de espacos métricos para espacos vetoriais
normados, espagos quase-Banach e de Banach, o que deu um novo impulso a teoria, tanto
abstratamente, quanto no nivel de aplicagoes. Em particular, os trabalhos de Pietsch
promoveram o desenvolvimento dos ntimeros de entropia, ao passo que Triebel e outros

estudaram exaustivamente os nimeros de entropia de mergulhos entre espagos de Sobolev.

A maioria dos trabalhos recentes que envolvem ntimeros de entropia e n-larguras
visam obter estimativas superiores e inferiores para tais nimeros e uma grande quantidade

de resultados com estimativas assintoticas tém sido alcangados.

Observando a evolucao histérica do estudo das n-larguras e dos nimeros de
entropia, é possivel notar que tem sido uma pratica comum o uso, por diversos autores, de
técnicas distintas nas demonstracgoes das limitagoes inferiores e superiores para n-larguras
e nimeros de entropia de diferentes classes de fungoes. Um dos objetivos deste trabalho,
neste sentido, é dar um tratamento unificado para o estudo de n-larguras e de ntimeros

de entropia de conjuntos de func¢oes determinados por operadores multiplicadores sobre



o toro, através dos Teoremas 3.2.3, 3.3.1, 3.4.5 e 3.5.3. Dentre as ferramentas utilizadas
nas demonstracoes destes teoremas, a principal delas é o Teorema 3.1.17, que fornece
estimativas para Médias de Levy de normas definidas sobre o R". Na demonstracao de
tal teorema, utilizamos dentre outras ferramentas, a Desigualdade de Khintchine e um
resultado probabilistico de Kwapieni (Lema 3.1.13). Utilizamos também outras ferramentas
além das Médias de Levy, dentre as quais podemos destacar um resultado de Pajor e

Tomczak-Jaegermann (Teorema 3.2.2).

E importante observar que quando trabalhamos com analise harménica no toro
é, em geral, indiferente trabalharmos com somas parcias quadradas ou somas parciais
esféricas, entretando, nés mostramos neste trabalho que a técnica aqui utilizada é sensivel
ao tipo de soma que adotamos quando trabalhamos com n-larguras e nimeros de entropia

de conjuntos de fungoes infinitamente diferenciéveis, analiticas ou inteiras sobre o toro.

Iniciamos o Capitulo 1 apresentando os conceitos basicos referentes as n-larguras
de Kolmogorov, Gel’fand e de Bernstein. Em seguida, fazemos um estudo sobre as princi-
pais propriedades de tais n-larguras e finalmente abordamos algumas relagoes existentes
entre elas. Por fim, abordamos os conceitos basicos e principais propriedades referentes
aos numeros de entropia. As demonstracoes dos resultados apresentados neste capitulo sao

omitidas em sua totalidade por se encontrarem em [6] e [27] .

No Capitulo 2, realizamos um rapido estudo sobre Anélise de Fourier no toro
e introduzimos alguns conceitos que serao utilizados nos capitulos seguintes. As principais
referéncias para este capitulo sao [12], [9], [10], [13], [24] e [33].

Iniciamos o Capitulo 3 introduzindo o conceito de Médias de Levy de uma
norma definida sobre R”. Feito isso especificamos a norma com a qual iremos trabalhar
e num segundo momento demonstramos o Teorema 3.1.17, que nos fornece estimativas
inferiores e superiores para Médias de Levy da referida norma. Em seguida, usamos este
teorema como principal ferramenta na demonstracao dos Teoremas 3.2.3, 3.3.1, 3.4.5 e
3.5.3, que nos fornecem estimativas inferiores e superiores para n-larguras e ntmeros de
entropia dos operadores multiplicadores gerais do tipo A (Ver Definigoes 2.2.6, 2.2.7 e
Notagao 2.1.2). Ao longo do capitulo especificamos como os resultados podem ser obtidos

para os operadores multiplicadores do tipo A,. As referéncias utilizadas no capitulo sao

18], [20], [26], [25], [31] e [18].



4 Introducao

No Capitulo 4, de posse das estimativas gerais obtidas no capitulo anterior,
estudamos estimativas para n-larguras de Kolmogorov e para niimeros de entropias de
conjuntos de funcdes suaves sobre o toro T? associados & operadores multiplicadores
especificos.

Se a funcdo A : [0,00) — R & definida por A\(t) =t (Int)¢, t > 1e A(t) =0
para 0 <t <1, v,£ € R, v > d/2, £ > 0, temos que A(l)Up and AS)UP sao conjuntos de
funcoes finitamente diferenciaveis sobre T¢, em particular, se £ = 0 entdo A(l)Up e AS})UP
sdo classes de Sobolev em T¢.

Se a fungao X : [0,00) — R & definida por A(t) = e, ~,r > 0, temos
que AU, e A?’Up sdo conjuntos de fungoes infinitamente diferenciaveis (0 < r < 1),
analiticas (r = 1) ou inteiras (r > 1) sobre o toro T¢. E importante ressaltar que em

diversas situagoes as estimativas obtidas sao exatas em termos de ordem.

Observamos que no circulo T = S', ao contrario do que ocorre com as n-
larguras de Kolmogorov, os ntimeros de entropia de classes de Sobolev (ou do tipo Sobolev)
W) tém essencialmente o mesmo comportamento assintotico para todos 1 < p,q < oo.

Tal fato foi descoberto em [2], onde é demonstrado que
en(W)(S1), LI(SY)) < dn(Wy(S1), LU(ST)).

Neste trabalho, demonstramos que as n-larguras e nimeros de entropia sao essencialmente
diferentes quando trabalhamos com os operadores do tipo A® e N Demonstramos, em
particular, que para os operadores A, Ag), A, A,(f), com 2 < p,qg<oo, v>d/f2e
0<r<,

dn(AVT,, L) < dy(AVT,, L) < e,(AVT,, L) < e,(ADT,, L) < 07 (lnn) <,
d,(A?U,, L) < e,(APU,, L9),
dn(A5<2)Up7 L) < en(A5<2)Upa L),
dn(AOU,, L) = e R,
dn(ADU,, L) = e R,

en(A(z)Up,Lq) = eCkn

2 o —C.kr/(d+T)
en(Ai )U;D?Lq) ~ € )



onde

dr(d/2)\"" -
RZV(w) ; Re=727",

¢ = e (DDA 2N S (@4 0)(2)) T
K 9y rd/2 « =7 iy .

Ver as defini¢oes de d,,(A, X) e e,(A, X) no Capitulo 1 e o significado das notagoes < e

= na introduc¢ao do Capitulo 2.

Ao longo deste trabalho, todas as demonstragoes serao feitas para os operado-
res multiplicadores do tipo A, os resultados para os operadores do tipo A, serao apenas
enunciados, ja que podem ser obtidos de maneira andloga, com pequenas e simples alte-

ragoes.

Os resultados obtidos neste trabalho para n-larguras se encontram publicados
em [19].
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cAPiTULO 1

Preliminares

Nesse capitulo trataremos de resultados béasicos sobre n-larguras e nimeros
de entropia. Inicialmente faremos uma exposicao resumida dos principais conceitos de
n-larguras, abordando os diferentes tipos existentes, suas propriedades principais, bem
como as relacoes existentes entre elas. Num segundo momento, exporemos o conceito de
numeros de entropia, apresentando suas principais propriedades. As demonstracoes dos
resultados abordados neste capitulo serao na sua totalidade omitidas por se encontrarem
em [6], [27] e [28].

Denotaremos o conjunto dos inteiros nao negativos {0, 1,2,...} por N e o con-

junto dos inteiros positivos {1,2,...} por N*.

1.1 n-Larguras

Nesta segao, apresentamos os conceitos referentes as n-larguras de Kolmogo-
rov, Gel’fand e Bernstein, exibindo algumas de suas propriedades, bem como as relagoes

existentes entre elas.

Notagao 1.1.1. Seja X um espago linear normado com norma || - || x e X, um subespago

7



8 Preliminares

n-dimensional de X, n € N. Para cada z € X, E(z, X,,) denotara a distancia do subespago

n-dimensional X,, ao ponto x, isto é
E(z,X,) = inf{|lz —y|lx 1y € X}

Se existir y* € X tal que E(z; X,,) = ||z — y*||x, diremos que y* ¢ a melhor aproximacao

de z em X,,.

Vamos supor agora que em vez de um tnico elemento z, nos é dado um sub-

conjunto A de X. Nessas condigoes a seguinte pergunta se faz necessaria:
Quao bem um subespaco n-dimensional X,, de X pode aproximar o subconjunto A?

A resposta para essa pergunta encontra-se na definicao abaixo.

Definicao 1.1.2. Seja X um espago linear normado, X,, um subespago n-dimensional de
X, n € Ne A um subconjunto qualquer de X, chamamos de Desvio de A em X,, o nimero
E(A  X,) = sup{E(x,X,) :x € A} = sup inf |z —y|x.

z€A YE€EXn
O ntimero F(A, X,,) mede quanto o “pior elemento” de A pode ser aproximado
por X,,. Para o subconjunto A C X dado, nés indagamos o quao bem podemos aproximé-
lo por um subespago n-dimensional de X e para tal objetivo consideramos a possibilidade
de permitir que os subespacos n-dimensionais X,, variem dentro de X. Vale observar que

essa idéia foi apresentada por Kolmogorov em 1936.

Definicao 1.1.3. Seja X um espaco linear normado, A C X e n € N. A n-largura de
Kolmogorov de A em X é definida por

d,(A) = d, (A, X) = inf{E(A, X,): X, éum subespago n-dimensional de X'}

= inf sup inf ||z —ylx.
Xn z€A yeXn
Alguns autores preferem a expressao “n-didmetro” no lugar de “n-largura”, nos

no entanto usaremos o tltimo termo ao longo desse trabalho.

Uma vez definida d, (A, X), dizemos que um subespago n-dimensional X,, C X
¢ um subespago 6timo para d,(A, X) se tivermos d, (4, X) = E(A, X,). Geralmente ¢é
muito dificil, na verdade quase impossivel, obtermos um subespago 6timo para d,, (A, X),

para todos os subconjuntos A C X, uma vez que muito esfor¢o é necessario na obtencao
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para escolhas especificas de A e X. Para isso é de extrema importancia determinarmos
o comportamento assintotico de d,, (A, X) quando fazemos n 1 oo, j4 que um subespago

6timo X,, em geral pode nao ser obtido explicitamente.

Definigao 1.1.4. Seja X um espaco linear normado, A C X en € N . A n-largura de
Gel’'fand de A em X é definida por
I(A) = d'(A,X) = inf swp e,
L™ geAnLr

onde o infimo é tomado sobre todos os subespagos L™ de codimensao no maximo n de X.

Um subespago L™ de X é de codimensao n se existirem n funcionais lineares

linearmente independentes fi, fa, ..., fn € X (X " denota o dual algébrico de X ), tais que
L" = {zeX: fi(x)=0,i=1,2,...n}.

Se L™ ¢ um subespago de codimensao n de X para o qual d"(A; X) = sup{||z| : = €
AN L™}, entao L™ é chamado um subespago 6timo para d"(A; X).

Definicao 1.1.5. Seja A um subconjunto de um espago vetorial X. Dizemos que A é

convexo se para quaisquer x,y € A, tivermos
ar+ (1 —a)y € A,
para todo « € [0, 1].

Definicao 1.1.6. Seja A um subconjunto de um espago vetorial X. Dizemos que A é
centralmente simétrico se A é simétrico com relagao a origem 0, em outras palavras, se

para todo = € A tivermos —z € A.

Definigao 1.1.7. Seja A um subconjunto de um espago vetorial X. Dizemos que A é

absorvente se para cada x € X, existir A > 0 tal que x € AA.

Exemplo 1.1.8. Se X é um espaco linear normado e B = B(0,¢€) ¢ a bola fechada de

centro na origem e raio €, entao B é um conjunto convexo e centralmente simétrico de X.

Definicao 1.1.9. Seja X um espago linear normado, A um subconjunto fechado, convexo
e centralmente simétrico de X e n € N. A n-largura de Bernstein de A em X ¢ definida
por

bn(A) = b(A, X) = sup sup{A\: ABN X, C A},

Xn+1
onde o supremo é tomado sobre todos os subespagos (n + 1)-dimensionais X,, ;1 de X e B

denota a bola unitaria fechada centrada na origem em X, ;.
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Observamos que ao longo das proximas segoes os subconjuntos A de X de nosso
interesse, para os quais estaremos calculando as respectivas n-larguras, serao considerados

fechados, convexos e centralmente simétricos.

Teorema 1.1.10. Sejam X, Y e Z espacos lineares normados, A e B subconjuntos nao

vazios de X, a € R en € N. Entao:

(a) dn(aA) = |af dn(A);

(b) d.(A) = d,(b(A)), onde b(A) ={az:x € A,|a| <1} € o envélucro balanceado de A;
(c) Se B C A, entio d,(B) < d,(A);

(d) dn(A) 2 dpi1(A);

(e) Se X CY, X tem a norma induzida de'’Y e A C X, entdo

dn(A; X) > dn(A;Y);
(f) Se U eV sao subespagos de Z, C C U, D CV e UNV = {0}, entdo
dpsn(C+D,U+V) < dy(C,U) +dn(D,V).

Teorema 1.1.11. Seja X um espaco linear normado, A e B subconjuntos nao vazios de

X,aeR eneN. Entao:
(a) d"(aA) = |ald"(A);

(b) d*(A) = d*(b(A)), onde b(A) = {ax : x € A, |a| <1} € o envélucro balanceado de
A;

(c) se BC A, entao d"(B) < d"(A);

(d) d*(A) = d"'(A).

Proposicao 1.1.12. Se Y € um espaco linear normado e X € um subespaco de'Y com a
norma induzida de Y e A C X, entao d"(A,X) = d"(A,Y), n € N.

Proposigao 1.1.13. Seja X um espago linear normado, A um subconjunto fechado, con-

vexo e centralmente simétrico de X en € N. Entao
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(a) du(A) > bu(A);

(b) d™(A) > bu(A).

Notagao 1.1.14. Denotaremos por £(X,Y") a classe dos operadores lineares continuos de

X em Y, onde X e Y sao espacgos lineares normados.

Notagao 1.1.15. Ao que segue, dado um espaco linear normado X, By denotaréd a bola

unitaria fechada em tal espago, em outras palavras By = {r € X : ||z||x < 1}.

Definigao 1.1.16. Se T € L(X,Y) e n € N, definimos

d,(T) = d,(T(Bx),Y) = inf sup inf ||T(x)—1yly,

Yn rEBx YEY,

onde o nfimo ¢é tomado sobre todos os subespacos n-dimensionais Y,, de Y.

Defini¢ao 1.1.17. Se T' € L(X,Y) e n € N, definimos

d"(T) = d"(T(Bx),Y) = inf sup [|T(2)]y,

L™ zerLnnBx

onde o infimo é tomado sobre todos os subespacos L™ de X de codimensao no maximo n.

Observacao 1.1.18. Dado T € L(X,Y), d,(T) e d*(T) satisfazem todos os resultados

precedentes.

Notagao 1.1.19. K(X,Y) denotara a classe dos operadores lineares compactos de X em
Y, isto é, a classe dos operadores T' € L(X,Y) tal que o fecho do conjunto T(Bx) =
{Tx: ||z||x <1} é compacto em Y.

Defini¢ao 1.1.20. Dado T' € L(X,Y) existe 7" € L(Y’, X’), chamado adjunto de T e
definido por
(Tz,y) = (x,Ty), z€ X,y €Y,

onde
(x,2) =2'(x), z€ X, € X'

Teorema 1.1.21. Se T € L(X,Y), entao d"(T) = dn(T"), n € N.

Teorema 1.1.22. Se T € K(X,Y), entao d,(T) = d*(T"), n € N.
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1.2 Numeros de Entropia

Nesta secao, exibiremos o conceito de nimeros de entropia, abordando algumas

de suas propriedades.

Notagao 1.2.1. Sejam K; e K, subconjuntos de um espago de Banach X. Denota-
remos por N(Ki, Ky) o menor inteiro positivo IV, caso exista, tal que existem pontos

x1,T9,...,rNn € X satisfazendo
N

K, C U(ﬂ?l + KQ)

i=1
Definicao 1.2.2. Sejam X um espago de Banache A C X. O k-ésimo ntimero de entropia

do conjunto A é definido por

en(A) = ex(A,X) = inf{e > 0: N(A,eBy) < 2871},

onde By denota a bola unitaria fechada do espaco X, convencionando que inf () = +oo0.

Defini¢ao 1.2.3. Sejam X e Y espagos de Banach, T € L(X,Y) e k € N. O k-ésimo

numero de entropia do operador T é definido por
ex(T) = en(T(Bx),Y) = inf{e >0: N(T(Bx),eBy) < 2871}

Proposicao 1.2.4. Sejam X e Y espacos de Banach, A e B subconjuntos nao vazios de
X,aeR eneN. Entao:

(a) en(A X) < enir(A X);

(b) en(aA, X) = |ale,(A, X);

(c) Se B C A, entao e,(B,X) < e,(A4,X);

(d) Se X CY el |lx =1y, entdo e (A, X) > e (AY).

Proposicao 1.2.5. Sejam X,Y e Z espacos de Banach, T, S € L(X,Y) e U € L(Y, 7).

Entao:

(a) |T|| = er(T) > ex(T) > --->0;
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(b) ers1-1(UoT) < ep(U)e(T), k,l€N;
(c) exri1(T+S) < e(T)+¢(S), k,leN.
Proposicao 1.2.6. Sejam X, X1,Y, Y] espacos de Banach tais que X € isométrico a um

quociente de X1 e Y € isométrico a um subespaco de Y,. Denotamos por q : X1 — X a

aplicacao quociente e por j : 'Y — Y1 a inclusao isométrica. Entao para todo operador
T e L(X,Y), temos

a(l) = eToq) ¢ JalT) < al(joT) < elT).
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CAPITULO 2

Analise de Fourier no Toro

Reservamos este capitulo para a apresentacao de algumas defini¢coes e resul-
tados sobre analise de Fourier no toro. Os resultados deste capitulo serao aplicados nos
capitulos seguintes. As demonstragoes serao omitidas em sua maioria, por se encontrarem

em [12]. Outras referéncias usadas no capitulo sao [9], [10], [13], [24] e [33].

Ao longo deste trabalho usaremos vérias constantes absolutas (ou universais)
nas estimativas. Estas constantes positivas serao frequentemente denotadas por C, Cy, Cs, . . ..
No6s nao nos preocuparemos em exibir cuidadosamente estas diferentes constantes e tao
pouco tentaremos obter boas estimativas para elas. A mesma letra podera ser usada para
denotar constantes universais distintas em diferentes partes deste trabalho. Por facili-
dade de notagao, se {a,} e {b,} sdo sequéncias, escreveremos a, > b, para indicar que
a, > Cb,, a, < b, se a, <Cb, e a, <b, se C1b, < a, < Cyb,, n € N.

Usaremos letras em negrito para denotar multi-indices em Z¢ ou elementos em

T?. Em outras palavras escreveremos X = (11, 2o, ..., 2q) € T e k = (ky, ko, ..., kq) € Z%.

Continuaremos a denotar N = {0,1,2,...} e N* = {1,2,...}.

15
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2.1 Resultados sobre Analise de Fourier no Toro

Nesta secao, apresentamos algumas defini¢oes e resultados bésicos sobre Anélise

de Fourier no toro.

Notagao 2.1.1. O toro d-dimensional T? d € N*, é definido como sendo o produto

cartesiano d vezes do grupo quociente R /277, isto &,
T¢ = R/27Z x --- x R/2nZ.
Podemos identificar T? com o cubo d-dimensional
[—m, 7] = {(z1,29,...,29) ER?: —x < z; <7, i=1,2,...,d}.

Para que [—m, 7]¢, de fato, represente o toro T?, devemos identificar as suas faces opostas,
assim o ponto (xy,...,T; 1, —T, Ti11,...,2q) € identificado com o ponto (z1,..., z;_1, T,
Tii1,...,2Tq) para cada ¢ = 1,2,...d, fixo, uma vez que ambos representam o mesmo
elemento no grupo quociente.

A correspondéncia (z1,%a,...,zq) € [—m, 7|4 = (1,2 ... 1) estabelece
um isomorfismo de grupos entre [—7, 7]? e o produto cartesiano S* x - -- x S, de d vezes
o circulo unitario S* = {e" : t € [—m,7|}. Assim, podemos identificar também T? com
Slx .o x St

Funcoes definidas no toro T? sao funcoes f definidas em RY que satisfazem
f(x +2mm) = f(x), para todo x € RY e m € Z?. Tais fungdes sao ditas periddicas de

periodo 27 em cada coordenada.

Consideremos o circulo unitario S' munido da medida de Lebesgue normalizada
%dt. Vamos sempre considerar T¢ com a medida produto, d vezes, dessa medida sobre S?,
a qual denotaremos por dv(x) = ﬁ dzridzy . . .dzy. A medida dv(x) é a tnica medida

de Haar normalizada sobre T¢.

Notacgao 2.1.2. Dado k € Z¢, denotaremos por

— 2 2 2\1/2 — )
K = (4 + 4BV e [k = max iy

as normas euclidiana e do maximo do elemento k, respectivamente.

Para cada par de pontos x,y € R?, denotaremos por
Xy =21y + Tay2 + - + TaYd

o produto escalar usual de x por y.
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Definicao 2.1.3. Dizemos que uma funcao Lebesgue mensuravel f : T — C pertence

ao espaco LP(T%), 0 < p < oo, se
|lf(x)|P dv(x) < oo.
Td

Se f,g € LP(T%) e f = g q.t.p, consideramos f e g como sendo o mesmo elemento em
LP(T?). Além disso, se f € LP(T?),

17l = 1 liocray = ( / o dy(x))l/p

define uma norma em LP(T?) quando 1 < p < oo.

Defini¢ao 2.1.4. Dizemos que uma funcao Lebesgue mensuravel f : T¢ — C pertence
ao espaco L>®(T9), se existir 0 < B < oo tal que a medida de Lebesgue do conjunto
{x € T?:|f(x)| > B} é nula. Se f,g € L*(T%) e f = g q.t.p, consideramos f e g como

sendo o mesmo elemento em L*°(T?). Além disso, se f € L>(T9),

1fllo = Ifllqray = inf{B > 0:v({x € T*:|f(x)| > B}) = 0}
define uma norma em L*(T?).

Definigao 2.1.5. Seja f € L'(T%) uma funcao a valores complexos e m € Z?. Definimos

o m-ésimo coeficiente de Fourier da funcao f por

~

flm) = [ o0 dv(x)

—im-xX

Note que a expressao acima estd bem definida pois a funcdao x +— e é

2m-periodica em cada coordenada e limitada.

Definigao 2.1.6. Dada f € L'(T9), definimos a série de Fourier da funcao f por
> flm)e™>, (2.1)
mez?

Para aplicagoes posteriores usaremos apenas a convergéncia da série (2.1) em
L?(T?), que sera abordada nessa segao. Antes de entrarmos na questao da convergéncia,

abordaremos algumas propriedades elementares dos coeficientes de Fourier.

Definicao 2.1.7. Sejam f : T? —» C e y € T¢. Denotaremos por [, f e 7¥ f as fun¢des de
T em C definidas por f(x) = f(x), f(x) = f(—x) e por 7Y f(x) = f(x —y). O produto
de convolugio de duas fungoes f e g de L}(T?), denotado por f * g, é definido por

frg(x) = y f(x—y)g(y) dv(y).
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Teorema 2.1.8. (Desigualdade de Young, [33], p. 31) Se 1 < p,q < oo, f € LI(TY) e
g € LP(T?), entio f* g € L*(T?), onde 1/s =1/p+1/q— 1. Além disso, temos que
1S gllzsray < [1flzacray [|9]lzocray.

Listamos abaixo as propriedades fundamentais dos coeficientes de Fourier.

Proposigao 2.1.9. Se f,g € L'(T9), entdo

-~

(a) F+g(m) = f(m)+G(m), m e 2%

~

(b) M(m) = Af(m), A € C, m € Z¢;

—~

(c) F(m) = f(—m), m € Z4;
() f(m) = f(~m), m € Z%

(¢) 7¥(f)(m) = f(m)e™¥, y e T m e 7%
() (%0 f)(m) = f(m —k), k, m € 2%,
(8) [(0) = [ F(x)dv(x);

(h) sup [f(m)| < [[fllz1(ray;

mecZ4

-~

(i) T+g(m) = f(m)g(m), m € Z.

Proposigao 2.1.10. Se f,g € L'(T9) satisfazem

~

f(m) =g(m), mez,
entao f =g em quase todo ponto.

Definicao 2.1.11. Um polindmio trigonométrico em T¢ é uma funcdo da forma

P(x) = ) ame™, (2.2)

onde am, m € Z¢, ¢ uma sequéncia finitamente suportada em Z<, isto ¢, am # 0 apenas
para um ntimero finito de elementos m € Z?¢ . O grau de P ¢ o maior valor de |q|+- - -+ |qq|
tal que aq # 0, onde q = (q1, - - -, qa) € Z%. Denotamos por P o espago formado por todos

os polindmios trigonométricos.
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Proposigao 2.1.12. O conjunto dos polindmios trigonométricos é denso em LP(T?), para

1 <p<oo.

Observagao 2.1.13. Consideremos o espago de Hilbert complexo L?(T?), munido do

produto interno usual

(f.g) = Tdf(X)m dv(x), f,g€ L*(T?),

e para cada k € Z4, seja pi(x) = ekx.

A familia {¢y : k € Z¢}, é um sistema ortonormal completo de L?(T9), isto é:

(1> <90k7 ('pm> = 07 se k 7é m;

(i) llxllzzme =1, k € Z%
(iii) Se f € LA(T% e (f, 1) = f(k) =0, k € Z4, entdo f = 0.
Se f € L*(T?) entao

HfH%z(Td) = Z ]J?(k)\Q (Identidade de Plancherel),

kczd

n—oo

lim || f— Y flk)e™™ = 0,
[k|<n L2(Td)
enquanto que se f,g € L?(T?), entao
f(x)g(x)dv(x) = Z f(k)ﬁ(k) (Identidade de Parseval).
Td

kczd

Defini¢ao 2.1.14. Seja R um numero real nao negativo. Os nticleos esférico D(d, R) e

quadrado D*(d, R) de Dirichlet no toro T? sao definidos respectivamente por

DR(X) = D(d, R)(X) = Z eik-x e DE(X) — D*(d, R)(X) — Z eik-x.
k € 74 k € 7¢

Os nicleos esférico e quadrado de Dirichlet sdo polindémios trigonométrico em T¢.
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Definicao 2.1.15. Para R € R, R > 0, as expressoes

Sr(f)x) = (f*D(d.R)x) = > flk)e™™

Sp(N)(x) = (f*D*(d, R))(x) = Z f(k)eik-x

k € 74
kl. <R

sao chamadas uma soma parcial esférica e uma soma parcial quadrada de Fourier da funcao

f, respectivamente.

2.2 Operadores Multiplicadores sobre o Toro

Nesta secao, definimos o conceito de operadores multiplicadores definidos sobre

o toro e demonstramos alguns resultados que serao utilizados nos capitulos seguintes.

Definicao 2.2.1. Para [, N € N, definimos
A ={kezZ' |k <1}, A ={kez: |k, <I},

Hy = [ ke A\NA], Hf = [ ke AN\A; ],
d, = dimH,;, dj = dim®H;,

N N
Tv = PH, e Ti = PH;,
1=0 =0

onde A ;1 =0 e[f;: j€T)] denota o espago vetorial gerado pelas fungoes f; : T — C,

com j pertencente ao conjunto de indices I'.

Observacao 2.2.2. Uma consequéncia da Proposicao 2.1.12 é que o espago vetorial
H = [eik'x ke Zd}, gerado pela familia de funcoes {e®* : k € Z?} é denso no espaco
LP(T?), 1 < p < 0.

Observacao 2.2.3. (O Problema do Circulo de Gauss) O problema do circulo de Gauss
¢ uma simples questao de contagem com respostas surpreendentemente complexas. Em
poucas palavras, o problema consiste em contar os pontos de coordenadas inteiras contidos

em um circulo de raio R centrado na origem em R?. Podemos escrever esse niimero como
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N(R) = R* + E(R),
onde F(R) denota um termo de erro.

Gauss encontrou uma forma elementar de demonstrar que para valores grandes
de R, existe uma constante C' > 0 e um expoente 0 < § < 1 tal que E(R) < CR’. A

demonstragao desse fato pode ser conferida em [13].

Este problema tem mais de um século e uma grande quantidade de contetdo
matematico tem sido construido em torno dele. Em [10], J. Galante salienta que os tra-
balhos mais recentes nesta linha concentram-se especialmente na reducao desse limite
superior do erro, e a complexidade é tamanha que em mais de 80 anos, apenas uma me-
lhoria de cerca de 0,037 foi feita no valor do expoente 6 do termo de erro E(R). A melhor
aproximacao até agora foi obtida por Huxley em 1990, que obteve para o expoente 6 o

valor aproximado de 0,63014.

No caso mais geral, em R? a quantidade de pontos de coordenadas inteiras

contidos na bola fechada Bg de raio R centrada na origem é dado por

Nd(R) == VOZ(BR) + Ed(R>,

2 d/2
onde E4(R) denota o termo de erro (ver [9] e [24]), e como Vol(Bg) = m;{d? segue
que

2mrd/2
Ny(R) = R+ Ey(R).
)= (attarey) 7+ B
Denotando
0, = inf{a: E4(R) = O(R")},
¢ sabido que para d > 3, 6, = d — 2 (Ver [3]).
Proposigao 2.2.4. Sed;, = dimH; en = dim Ty entdao existem constantes positivas
C1, Cy e U5 satisfazendo
27Td/2 27Td/2
ld—l - C ld_2 < d < ld—l C ld—2
T'(d/2) s = gyt T
27Td/2 J 2’/Td/2
o= < < Nd C Nd—l
@) = " S arap) T
e
11 Cy
n = FNd [F2Nd+1
27Td/2
onde F = ———. Em particular, d; < 1771 e n < N?,
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Demonstragao. Segue da defini¢ao de H; que

d = #A—#A1 = Ny(l) — Na(l 1)
27Td/2 2ﬂ.d/2
= (U +E()) - (—=—1-1)4+Ey(1—1
(™ +50) = (gt - 1"+ 50 - 1)
27Td/2
= ——— (1= (=D + (Eq(l) = Eg(l = 1)).
dF(d/Q) ( ( ) )+( d() d( ))
Temos
ld . (l - 1)d _ dld*l o d(d2_ ]‘)ld72 4 d(d_ 1;(d — 2>ld73 — .+ 1’
donde
-t — dd Uzd 21— (-1 < di?
e portanto
22 2x2(d —1) 2/
- 24 Ey () — Eg(l = 1) < dp < ———1"" 4 Ey(l) — E4(1 - 1).
r(d/2) orayz) | o) T Bl ) s de s gyt Bl = Bl =)
Da Observagao anterior temos O(Ey(1)) = 1?72, assim

|E4(1) — Eg(1 = 1)| < |Eg(D)| + |Eg(1 —1)] < M%7 4+ My(I — 1)%72 < Cy1%72

e logo
2ﬂ.d/2 27Td/2
Gyt < ) < 1 4 01472 2.3
['(d/2) S WS gyt T (2.3)
21/2(d — 1
onde Cy = (C’l + %) . Por outro lado
Ax = Ny(N 21 N Ny gy
= by = ) = (G ) N B
e como Fg(N) < CsN2 < C3N% 1 ja que O(Ey(N)) = N2 obtemos
27.[.d/2 27Td/2
— Nt < n < N+ Cy N4, 2.4
(aram) ¥ < n < () ¥+ 24

Agora, como n < FN? + C3N?1, obtemos

1 1 1 1 1 i —C3\’
n = FN'+CN!  FN'\1-(-C3/FN)) — FN'4<Z \ FN

1 03 CQ 1 C’3
— 1— 2 4+ = ... > 1 — 3
FNd( F]\f_‘_FQN2 ) - FNd< FN
1 Cs
FNd  [2Nd+1
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De (2.3) temos que

27Td/2 27Td/2
d < Pyt < (40 ) 197 = ot 2.5
LS Tyt T S Ty T . (2:5)
2ﬂ.d/2
Seja agora Cs uma constante absoluta satisfazendo C5 < T(dj2) Para [ suficientemente
grande temos C5l972 < (51971, assim —Cyl972 > —C5197! e segue mais uma vez de (2.3)
que
27rd/2
d, > — Oy | 1971 = Gl 2.6
27Td/2
onde Cg = T(d2) Cs > 0. De (2.5) e (2.6), obtemos d; =< (971, Finalmente, de (2.4)
temos
27.‘_(1/2 p 27Td/2 27Td/2
N+ CsN™t < Cs ) N* = C;N?
@) =" S ar@e” T = \arap) T (S
donde n =< N¢. O

Observacao 2.2.5. E facil ver que
di =2 +1)%—= (201 —-1)+1)¢ < 14

21N < dim Ty < 29N?+ CON“ (2.7)
Definigao 2.2.6. Seja A : [0,00) — R uma funcio e para cada k € Z? sejam
A = A k), A= Al k).

Denotaremos por A e A, os operadores lineares definidos para ¢ € H (Ver Observagao
2.2.2) por

Denominaremos A (respectivamente A,) como sendo a sequéncia de multiplicadores A =
{ Ak }keza (respectivamente A, = {\f }reza)-

Observamos que se 1 < p < oo, temos H denso em LP(T9). Sendo assim, se
sup{|[|[A¢]l, : ¢ € H, ||¢ll, < 1} < 00, entao o operador A pode ser extendido a toda funcao
¢ € LP(T?) e é limitado sobre LP(T¢). O mesmo vale por A..
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Definicao 2.2.7. Sejam A = {Ag}yeze € A = {\}keze como na definigdo 2.2.6 e sejam
1 <p,q < o0o. Se para toda p € LP(T?) existirem fungoes f = Ap € LI(T9) e f* = Ao €

L(T%) com expansoes formais em série de Fourier dadas por

Fe S M e, (2.8)

kezd

foe Y A Bk,

k € Z4
respectivamente, tal que [ Al := sup{[Ally : ¢ € Uy} < 00 ¢ Al := sup{ [ Aol :
o € Uy} < oo, dizemos que A e A, s@o operadores multiplicadores limitados de LP em L9,
com normas ||A|l,q € ||Axllp.q, respectivamente, onde U, denota a bola unitéria fechada do
espaco LP(T?).

Neste trabalho, estudaremos os multiplicadores do tipo A e A,. Para A(t) =77,
v > 0, temos que AU, e AU, sdo classes do tipo Sobolev em T?. Para A(t) = e ", v,r >
0, temos que AU, e AU, sao classes de funcoes infinitamente diferenciaveis (0 < r < 1),

analiticas (r = 1) ou inteiras (r > 1) em T



CAPITULO 3

Estimativas para n-Larguras e Nimeros
de Entropia de Operadores

Multiplicadores Gerais sobre o Toro

Neste capitulo, demonstramos estimativas inferiores e superiores para n-larguras
e nimeros de entropia de operadores multiplicadores gerais de LP(T?) em L9(T%), 1 <
p,q < 0o. No caso das n-larguras, a estimativa inferior é demonstrada para as n-larguras

de Kolmogorov e Gel'fand e a superior somente para a de Kolmogorov.

Comecamos o capitulo introduzindo o conceito de Média de Levy de uma norma
arbitraria definida sobre R" e em seguida especificamos as normas com as quais iremos
trabalhar. Feito isso, demonstramos um teorema bastante importante que nos fornece
estimativas para as Médias de Levy de tais normas. Tal teorema serd usado como ferra-
menta principal na obtencao de estimativas gerais para n-larguras e nimeros de entropia,

o que seré feito nas quatro dltimas se¢oes do capitulo.

A principal referéncia para este capitulo é [18], outras referéncias utilizadas

sao [8], [20], [26], [25] e [31]. Os resultados para n-larguras obtidos neste capitulo estao

25
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publicados em [19].

3.1 Estimativas para Médias de Levy

Nesta secao, definimos o conceito de Média de Levy de uma norma arbitréaria
definida sobre R", em seguida especificamos as normas com as quais trabalharemos e por
fim demonstramos um teorema que nos fornece estimativas inferiores e superiores para a

Meédia de Levy de tais normas.

Notagao 3.1.1. Denotaremos por [||z||| a norma euclidiana (>, _, \xk|2)1/2 do elemento
x = (z1,T2,...,2,) € R" e por S"7! a esfera unitéaria euclidiana {x € R" : |||z||]| = 1} em
R"™.

Definigao 3.1.2. A média de Levy de uma norma || - || definida em R™ é definida por

-ty = w g = (el )

Sn
onde i denota a medida de Lebesgue normalizada em S™~1.

Notacao 3.1.3. Sejam A;, H;, d;, A}, H e df, | € N, como na Definigao 2.2.1. Dados

N, My, My € N, com M; < M, usaremos as seguintes notacoes

Mo Mo
TM17M2 = @ Hl; ]\Zl,MQ — @ H77
I=M1+1 I=M;+1
Dy(x) = D@ N)x) = Y e*x
keAn
Dy(x) = D'(dN)(x) = Y e*x
keAY
DMl,Mz(X) = Dyp,(x) — Dy (x) = Z pikx
ke A, \Anr,
(§]
Dinan(®) = Dig(0) = Dip(x) = 3 **
ke A%, \ A%

Mo\

Observagao 3.1.4. Seja n = dim Ty, a, € {& )7, uma base de Ty, a1, ortonormal em

L*(T9) e seja também J : R® — Ty a, 0 isomorfismo coordenado que a cada a =
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(a1, g, ..., ) € R™ associa a fungao

J(a) = Y & € Tann-

k=1

As funcoes e’k

, k € Ay, \ Apyy, formam uma base ortonormal de Ty, a,
quando munido do produto interno de L?*(T¢). Para expressar uma funcao real de Ty ar,

através desta base, necessitamos utilizar coeficientes complexos.

Desejamos identificar normas definidas sobre o espaco vetorial das fungoes reais
de Tas M, com normas definidas em R”, utilizando o isomorfismo coordenado J. Para isto
¢ necessario que as funcoes &, da base de Ty, a, sejam funcoes reais. Vejamos a seguir
como definir tal base.

Seja B; um subconjunto de A; \ A;—; com exatamente (#(A; \ 4;-1)) /2 =d;/2
elementos e tal que se k € By, entdo —k ¢ B;. Seja By = {m’ : 1 < j < d;/2} onde os
elementos sao escolhidos de forma que |m}| < |m/, | para 1 < j < d;/2.

Para cada 1 < j < d;/2 definimos

géj_l(x) = ﬁcos(mé.-x),
¢i(x) = V2sen(m) - x).

J

Temos assim que {5;} ¢ uma base ordenada ortonormal de H;, formada somente por

funcoes reais. Consideramos a base ortonormal

O = {&i = {§: Mi+1<I< M, 1<j<d}

My+1 Myi+1  Mi+2 My+-2 Mo Mo
1 g 75 76

de Tar v, munida da ordem & SR AL datrar 81 e Eayy

Consideremos uma funcao A : [0,00) — R satisfazendo A(t) # 0, para t > 0,
e seja A = {Ac}reze a sequéncia de multiplicadores definida por Ay = A(]k|). Para
My+1<1<Mel<j<d/2, definimos Xy, | = Ay; = Ay = A(|m’]) e consideramos

a sequéncia numeérica
A=l = (N M+ 1<1< My, 1 <5< d}

munida da ordem \MiTL | AMUEL AMiH2 0 A\MiA2 0 My A2
1 I I dMl+17 1 9 ) dM1+2’ A I dM2

Consideremos agora o operador multiplicador A,, definido sobre Ty, a, por

Ay (Z Oékfk) = > M.
k=1 k=1



Estimativas para n-Larguras e Numeros de Entropia de Operadores
28 Multiplicadores Gerais sobre o Toro

Denotaremos também por A,, o operador multiplicador sobre R”, definido por

An(C(l, Ao, ... ,Oén) = ()\10[1, )\2@2, RN ,)\nOén).
Dada & € Ty ,m, € 1 < p < 00, definimos
1€llanp = [[AnE]lp-
A aplicacao Ty, an, 3 & — ||€]|a,» € uma norma sobre Ty, ar,. Para o € R", definimos
lellanp = I(@)llanp = [[And (@)l
e temos que a aplicagao R" > a — ||| (a, p) ¢ uma norma sobre R™. Denotamos

By, = By = {aeR"alla, ) <1}

Se A, ¢ o operador identidade 7, escrevemos || |7, = |“llps I'lzp = I|I'llw), By, = B}
e B, = Bj):
Agora, seja ¢ € Tar, um,, @ real. Temos que
Mo
b S Gwe
I=M1+1 kGAl\Al,1
My  dy/2
_ l ! I gl
= Z Z <a2j—1§2j—1(x) + anfQj(X))
I=M+1 j=1

= Z Oékfk (X)a
k=1

onde
al2j—1 = \/E(Q(mé)qL@(—mé)) /2,
oy = V2 (~f(ml)+p(-ml)) /2.

Logo
Mo

Ap(x) = D Y APk
I=M;+1 kGAl\Al,1

My  di/2

= Z Z /\(|mé|) (aéjflgé]#l(X) + aéjgéj(x))

I=M;+1 j=1
n ~
= ) Meadi(x)
s

= A;SO(X)-
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: 0 -
Assim, como By = U, N Ty ar,, entao

ABI = AB) C AU, (3.1)

Observagao 3.1.5. De modo analogo ao que foi feito na Observacao 3.1.4, tomamos
n =dim Ty 5, €
Bf = {(m"),:1<j<dj/2} CAN\NA_,, Mi+1<1< M,
!

tal que se k € B} entao —k ¢ B;, onde os elementos sao escolhidos de modo que |(m*)j|. <
|(m*)L, |, para 1 < j < dj/2. Para cada 1 < j < dj /2, definimos

(&y-1)"(x) = V2cos((m")]

J

(fé])*(x) = V2sen ((m*)é -X) .

- X),

Entao

O = Gk = {(§) My +1 <1< My, 1<) <dj}
¢ uma base ortonormal de Ty, 5/, = l]\f]\/h-&-l H; munida da ordem (£} . ( %41;11)*’
(€2, (€2, (€M), (€2 )

Consideremos uma func¢ao A : [0,00) — R satisfazendo A(t) # 0 para t > 0,

e seja A* = {A[}xeze a sequéncia de multiplicadores definida por Af = A(|k|.). Para

My +1 <1< Myel<j<d/2 definimos A3, ,;, = \;;; = Ny, = A(J(m*)5],) e
J

consideramos a sequéncia numérica
A= = g Mi+1<1< My, 1< <d}

: * * * * * *
munida da ordem )‘1,M1+17 el /\dMl+1,M1+1’ )\17M1+2, ceey /\dMﬁQ,MlJrza ce ,/\1,M2, ce >‘dMQ,M2'

Consideremos agora o operador multiplicador A; definido sobre Ty} ,,, por

A (Z aku) = ZAZ%SZ-
k=1 k=1
Dada £* € Ty, € 1 < p < 00, definimos

1€7]

np = 858" -

A aplicacdo Ty, s, 2 &+ [|€7]|az,» € uma norma sobre Ty, ..
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Agora, se J* : R" — Ty, 4, € o isomorfismo coordenado que a cada o =

(o, g, ..., ) € R™ associa a fungao

J*(a) = Zakg;; € Tanm

k=1

entao para cada o € R", definimos

lollazey = N7 (@D laze = 85T ()ly

e temos que a aplicagdo R" > a — [|af|(az p) ¢ uma norma sobre R™. Denotamos

BX;‘NP = BX*,;D = {5 € TMl,Mz : H’S‘ Ayp < 1}7

Bl = By = {a €R" ol <1}

* 2 : : * *

Se A}, ¢ o operador identidade I* sobre Ty}, ,,, escreveremos || -
* no _ % n — B*

| H(p)a BI*,p = Bn,p ¢ B( - B(mp)'

I*,p)

rep = -5 - llaew) =

Definicao 3.1.6. Seja v uma medida sobre a o-algebra de Borel B(X) de X, onde X ¢
um espago topologico localmente compacto de Hausdorff

(a) v é chamada regular exteriormente sobre F € B(X) se

v(E) = inf{v(U): E C U, U aberto}.

(b) v é chamada regular interiormente sobre F € B(X) se

v(E) = sup{v(K): K C E, K compacto}.

(c) Se v for finita sobre os compactos, regular exteriormente sobre todos os Borelianos e

regular interiormente sobre todo aberto, dizemos que v é uma medida de Radon.

Teorema 3.1.7. (Teorema de Representagao de Riesz, [8], p. 205). Seja X um espago
topoldgico compacto de Hausdorff e seja I um funcional linear positivo sobre C'(X), isto
é, I(f) > 0 se f € uma fungao real continua sobre X e f > 0. Entdao existe uma unica
medida de Radon v sobre B(X) tal que

1(f) = /X f(@)dv(2),

para toda f € C(X).
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Definicao 3.1.8. Um grupo topolégico é um grupo GG, que também é um espago topologico

e cujas operagoes de grupo

GxG>3(u,v) — w EQqG,

Gou — u'led

sao continuas.

Definicao 3.1.9. Uma medida de Haar a esquerda sobre o grupo topolégico localmente
compacto G, ¢ uma medida de Radon v sobre G tal que v(uF) = v(E) para todo u € G
e F € B(G), onde uE = {ua : a € E}.

Teorema 3.1.10. (/8/, p. 315.) Sobre todo grupo compacto, existe uma tnica medida

normalizada de Haar a esquerda, isto €, tal que a medida de todo o grupo € igual a 1.

Observagao 3.1.11. O conjunto SO(n) das rotagoes proprias em R™, munido da opera-
¢ao de produto de matrizes e da topologia induzida de R™ x R", é um grupo topoldgico
compacto. Denotemos por o a medida de Haar normalizada sobre SO(n).

Seja f € L}(S™ 1) e seja f a fungao definida sobre SO(n) por f(u) = f(ue),
onde u € SO(n) e e = (0,0,...,0,1) € S"L. Entdo f € L}(SO(n)) e

Sn—1

F(y)duy) = / ., Jaio )

Em virtude desta relagao entre as medidas p e o, podemos concluir pelo Teorema 3.1.6
que, se v é uma medida de Radon sobre os borelianos de S™! e também é invariante
por rotagoes de SO(n), entdo existe A € R, A > 0 tal que v(E) = A\u(E), para qualquer
E € B(S™1).

Lema 3.1.12. Seja f € C(S"Y) e f a extensio de f para R\ {0} dada por

) :|||x|||2f(mi—w)-

Entao
27 ~

S duta) = SE [ ) dy),

onde dy(z) = e~ da: denota a medida Gaussiana em R
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Demonstragao. Definimos a aplicagao I : C(S™!) — R por

10 = [ v = [ Wl s (o) el

Esta aplicagao é claramente um funcional linear positivo sobre C'(S"™1) e segue portanto

do Teorema 3.1.7 que existe uma tnica medida de Radon v sobre os borelianos de S™~!

/n Iz ||? f <||| x |||) o—mlllalli? g, — Sn_lfdu. (3.2)

Observemos que se u € SO(n) entao

o _ _Ur ) il
frow = [ ellP s () e
S R e e e
. ]l
_ 2 v =7ll2llP gy = ().
Lot s () el = 10

Assim [ é invariante por rotagoes, de onde a medida de Radon v é invariante por rotagoes

satisfazendo

e ¢ portanto uma medida de “Haar"sobre S"~!. Logo, da Observacao 3.1.11, existe uma
constante \, tal que v = \,u, onde p é a medida de Lebesgue normalizada em S™!.

Segue assim de (3.2) que

x| ’ eI g = x x). .
[t (i) e s = a, [ pGo) dute) (33)

Tomando f =1 € C(S™ 1), da equagao acima vem que

o= w:/ Il )2 e el g
n—1 n

— (22 + - 22)e @A) dy L day,
]Rn

o 2 7r:c+ +x
= n xle )dxl - odx,

=n </ rie” ’mldm) </ e”%d@) (/ e”%d:z;n> . (3.4)

0 2 ., . .
Observando agora que f_oo e ¥ dy = /7, fazemos uma mudanca de variaveis na integral

/ e Wdy = \/g (3.5)

e obtemos

Tomando g = 7, segue que
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/ e idy; = 1, i=2,3,...,n. (3.6)

—00

Derivando agora a expressao (3.5) com relagao a variavel ¢ obtemos

/ —yPe W dy = —1/21/1.
—c0 q

Tomando y = x1 e ¢ = 7, obtemos da expressao acima

o 1
/ 22e ™ dr, = (3.7)

- 2

Segue assim de (3.4), (3.6) e (3.7) que A\, = n/27 e substituindo tal valor em (3.3), temos

27 x 2 2m ~
d - = 2 7 el g, = 22 d
[ @ dut) = 2 [ e s () e e = 2 [ o)
o que conclui a demonstracao. O]

Lema 3.1.13. (Kwapien [20], p. 585 ) Sejam {ry}32, as fungdes de Rademacher definidas
por
ri(0) = sen(270), 0 € [0,1],

eparam=1,2,...; 1=1,2,...,n, seja
07(0) = m P (r-nymi1 (B) + -+ i (6)).
Seja também h : R™ — R uma fun¢ao continua satisfazendo
h(zy, ..., 2, ) e k=l )

uniformemente quando Y, _, |xx| — 0. Nestas condigoes temos

1

/ b dy(e) = Tim [ R (@) 6), 07 0)

m—o0 0

Lema 3.1.14. (Desigualdade de Khintchine, [26], p. 41) Sejam {ry}32, as fungées de
Rademacher e seja 1 < p < oo. Entao existem constantes positivas B(p) e v(p) tais que

para todo n € N* e para toda escolha de escalares {cs}7_,, temos

n 1/2 L on 1/p n 1/2
B(p) (ZICSI2> < (/OIZTS(G)CSI”M) < 7(p) (Z!cﬁ) :

onde B(1) > 1/2 ¢ 1(p) = 2'2T((1+p)/2)/T(1/2) = p'/2
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Lema 3.1.15. (Teorema de Interpolagao de Riesz-Thorin, [8], p. 193) Sejam (X, M, o) e
(Y, N,v) dois espagos com medidas o-finitas, 1 < po, p1,qo, 1 < 00 € para cada 0 <t <1

sejam p; e g tais que

1 1—-1 t 1 1-1 t
_l’_

Y

Dt Do P1 qt 4o q1

Seja T um operador linear limitado de LP*(X, M, o) em L*(Y,N,v) para t € {0,1} e tal

que

ITfllg < Killfllpe,  feLlP(X,M,0), te€{0,1}.

Entao

ITflle < Ko 'Killfllpe,  f€LP(X. M,0), tel0,1].

Lema 3.1.16. Se t,, € Ty, v, = 6924:2M1+1 Hy e n = dim Ty a,, entao

[tallo < 27 [ltullp, 1 <p < oo, (3.8)
Itall < 2772 tall,, 1< p<2, (3.9)
[tally < 027V t,]l2, 2 < g < o0 (3.10)

Demonstragao. Seja Dy, ar, como na Notagao 3.1.3. Entao para cada ¢, € T, a,, temos
tn = Dy, * tn,
e segue assim da Desigualdade de Young (Teorema 2.1.8) que
[tnllee = I1Daram * tnlloo < [[Dasyass lloo [[Enll1- (3.11)

Mas, Dyroar, = Dary v * Doy o, , € assim usando mais uma vez a Desigualdade de Young,
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obtemos

HDMthHOO - HDMLMQ *DMLMZHOO

VAN

| Dary vtz |2l Doy a2

DMl,Mz DMLMQ dV(X)
Td

Z Z /]l‘d eMX eTIX (y(x)

keAn, \Anry JEAM, \Ar,

_ Z ez’kx G_ik'de(X)

Td
keAn, \ A,

= #(AMZ\AM1>

Mo
= ) dimH, = n (3.12)

s=M;+1

Segue assim de (3.11) e (3.12) que
[tnllse < nlltnlls-

Desta forma, se I denota o operador Identidade, temos que

()l < nlltall e [E)e < [ltnllco-

Podemos entdo aplicar o Teorema de Interpolagao de Riesz-Thorin (Lema 3.1.15) ao ope-

rador I, com

Ko = n,
K1 - 1,
do = 1 = 09,

ouseja, ¢ =00 e 1/p, =1—t. Logo K 'Kt =n'"t1* = n!/?t e fazendo p = p;, obtemos
ltlloo = () lloo < nP[ltall,, 1< p < oo,

o que demonstra (3.8).

Usando agora o fato que t,, = Dy, ar, * £, € que || Dagy a2 < n'/? (ver (3.12)),

segue pela Desigualdade de Young que

ltallz = IDa oty * tullz < Doty pgollzlitall < 72l
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e desta forma

)l < n'2ltal e [ (tallz < 1litall2-

Aplicamos novamente o Teorema de Interpolacao de Riez-Thorin ao par de desigualdades

acima com
. 1/2
K, = n'/?,

Ky =1,
Qo =q = 2,pp =1, p = 2,
ouseja q =2el/p, =1—1t/2. Assim, teremos K 'K! = n(1=9/2 = pl/m=1/2 ¢ fazendo
pt = p, obtemos
[talls < nP7V2 It, ], 1<p<2,
o que demonstra (3.9).

Usando (3.8), obtemos
)l <0 2litallz e [1(ta)ll2 < Lltallz.

Assim, de forma anéloga aos casos anteriores, obtemos (3.10).

]

Teorema 3.1.17. Seja A\ : [0,00) — R tal que t — |\(t)| é uma fung¢iao mondtona,
seja n = dim Ty, v, € considere o sistema ortonormal {&,}7_, de Tar a, € 0 operador
multiplicador A, sobre Ty, v, definidos na Observagao 3.1.4. Set — |A(t)| € decrescente,

entao existe uma constante absoluta C > 0 tal que:

(i) se 2 < p < o0, temos
My 1/2 My 1/2
ni? ( >, |>\(l)|2dz> < M(|| - lanp) < Cp 20712 ( > - 1)|2dz> ;
I=M;+1 I=Mi+1
(ii) se p= oo, temos
Ma 1/2 Mo 1/2
n ( 2 |A<Z>|2dz> < M([llano0)) < Cllnm) /2712 ( > - 1)\2dz> ;
I=M;+1 I=M;+1

(111) se 1 <p <2, temos

1 Mo, 1/2 My 1/2
5“‘”2< > wm?dl) SM(H-Hmn,p))Sn’”Q( > \)\(1—1)\le> ;
I=M;+1 I=M;+1
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(iv) sep=2, temos

M, 1/2 M, 1/2
W( >, wm?dl) SM(I\-Hmn,m)én‘”z( > ’)\(5—1)|2dz> .

I=M;+1 I=M;+1

Se t — |\(t)| € crescente, entao obtemos as estimativas em (i), (i), (i) e (iv), permu-

tando A(l) por A(I —1).

Demonstragao. Consideremos ¢ +— |A(t)| decrescente. Vamos inicialmente obter as desi-
; _ — (Mi+1 Mi+1 Mo "
gualdades em (iv). Para xz = (x1,...,x,) = (] SRR ZWARTRERRE (e s de )eR

temos da Observacao 3.1.4 que
Mz d 2
> 2N

I=M;+1 j=1

2 llr, 2 =

2

Mo d;
= D D INPED1IE 1

I=M;+1 j=1

My 2 q
> ( sup  A(|m) I)> > (@)

1<]<dl/2 ]:1

IN

A
X
|
=
s
=
N
e

I=Mi+1 j=1
e assim
| Nl duto) < 3| z—wz/ G
s I=M;+1
Mas
Vo= [ el duo) 2/ ) =0 [ ), i1
Sn— Sn—1
e logo
1
/ vidp(z) = =, i=1,....,n. (3.14)
Sn—1 n

De (3.13) e (3.14), obtemos

Mo dl Mo

1 1
Lol dut@) < 4 30 B=DE1 = = 3 =D

I=My+1 j=1 I=M;+1
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Consequentemente
1/2 Mo 1/2
M) = ([ lela du) < n/< 5 |>\(l—1)|2dz) .
snt I=M;+1
De modo analogo, obtemos que
My 1/2
M- lanz) = n_m( >, |A(l)|2dz>
I=Mi+1

e portanto obtemos (iv).

Como a propriedade (iv) ¢ valida e M(|| - ||a,p) ¢ uma funcdo mondétona
crescente de p, para 1 < p < oo, seguem as estimativas inferiores em (i) e (ii) e a
estimativa superior em (4i7).

Passamos agora a demonstragao da estimativa superior em (i) e da estimativa
inferior em (iii). Para uma funcdo arbitraria f € C'(S"!), a extensao f de f para R\ {0}
¢ dada por f(z) = |||z|/|2f(z/|||z|||). Tomando f(z) = ||x||?An7p), r=(z1,....,z,) € S"L,
segue do Lema 3.1.12 que

27T = 2m
/ |2l dpte) = 5 | Fla) dr(e) = 25 / Iy, dy(@).  (3.15)
Como ||z/(a,p) < Crty Mo p ey | Tk, temos
Flz)e™ Ziar bl = ||$||%An,p)6_m:1 FARN

uniformemente quando Y _,_, |zx| — 0. Portanto segue pelo Lema 3.1.13 que

[ o are) = Jm [ 1RGO, O @ (316

De (3.15) e (3.16) vem que

[ el i) = 2 [ @m0 6O

n m—oo

m—o0

- lim/ 1(E70), 57 (0)) [Py, 6. (3.17)
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Observemos agora que

n 2 n 2

|G O), 07Oy = | 0rO&| = A (Zé;ﬂ(%)
z;l Anép =1 P
=1 D

n 2/p
- (LI areseor du(x)) (3.13)

Além disso

me )i(x Zm‘l% A1 (8) + 4 i (6)).

Denotando assim g(i,l)erk(x) = m%(x), x € T? e X(i,l)mﬂg = )\, parai =

1,...on; kE=1,....mem=1,2,..., obtemos

me )&i(x er )\fj : (3.19)

Segue entao de (3.17), (3.18) e (3.19) que
1/2
MO Naew) = ([ Bl i)
1/2

— n_%”lbi_rgo (/ (/ ]ZT] Agj x)[Pdu(x )>2/pd9) . (3.20)

Desta forma, pela Desigualdade de Jensen (|8], p. 104) e pela Desigualdade de Khintchine
(Lema 3.1.14), para 2 < p < oo, vem que

1 mn ~ 2/p 1/2
M| ) < 02 Tim <// 'Z%(@”f@'(")'pded”(x>>
j=1

mn 2/p 1/17
< P lim (/ (zmxnz) du<x>) . (B2

Por defini¢ao temos que &; (x) = ﬂcos(mé- X), &(x) = V2 2 sen(m};-x) e assim obtemos

/2

DI = D7 (I (P + I (x)P) = d

j=1
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Portanto

S NG =
j=1

IN

De forma analoga obtemos que

3 g (x
j=1

Logo, segue que

Z Z |)\(i—1)m+k§(i—1)m+k(x)|2

i=1 k=1

Y oY APIm T
i=1 k=1

> mhifPm ()
i=1

n

Z |Xi|2|§i(x)|2

=1

Mo d;

S =P IgGE)P

I=Mi+1 J=1

Mo

> A=l

I=My1+1
Mo

)= YO
I=Mi+1

Mo mn __ Mo
ST OPA < Y INGEP < D M- DPd (3.22)
I=M;+1 7j=1 I=My+1
Assim, segue por (3.21) e (3.22) que
My, P/2 l/p
M ) < @ 1 | [ ( > |w—1>12dl> v (x)
T¢ \i=p;+1
My p/2 1/p
= Apn / ( ) |A<Z—1>|2dl> du(x)
T¢ \i=p;+1
My 1/2
< C1p1/2n_1/2< > |)\(l—1)|2dl> : (3.23)
I=M;+1

onde a constante universal C; da tltima desigualdade ¢ obtida do fato de v(p) =< p'/2.

Assim, obtemos a estimativa superior em ().
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Por outro lado, para p = 1, segue de (3.20), das Desigualdades de Jensen e de
Khintchine, e de (3.22) que

2
M| lann) = n7? Jim /(/ |Zm N6 ()] dv(x >> 0

1/2

> o lim /Td /O |;Tj(g)§j§j(x)|d9 dv(x)
mn 1/2

> B(1)n"2 lim (Z !chi-(x)lQ) dv(x)

m—0o0 Td ]:
My 1 1/2

> B1)n? / (Z \)\(l)|2dz> dv(x)

T \i=py+1
My 1/2

= 5(1)71_1/2( I/\(l)|2d> dv(x)
M 1/2

> ln—lﬂ( > |)\(l)|2dl> :

2 l=M1+1

Uma vez que a Média de Levy é uma funcao mondtona crescente de p, segue que

M, 1/2
I _
Ml ) = M- lan) 2 3 W( > wzwdl) S 1<p<e
I=M:i+1

Obtemos assim a estimativa inferior em (ii).

Finalmente, aplicando (3.8) com p = Inn (assumiremos entao p > 2) e (3.23)

obtemos

1/2
M| o) = el o dia(a >)

< 1/2
- ([ e )
()

1/2
w2 [ W@ dute) )

Sn

= ([ ety @)
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M 1/2

< plrCip'Pn1? < Z A — 1)|2dz)
I=M;+1
My 1/2
- (wﬂmaanmﬂ%*”< §3|Aa—nvm)
I=M;+1
My 1/2

= eCy(Inn)/ =12 ( > - 1)|2dl) .

I=M;+1

Tomando entdo C' = eC'y, obtemos a estimativa superior em (7). O

Observagao 3.1.18. O Teorema 3.1.17 permanece vélido se considerarmos n = dim 7y}, ,

o operador A’ definido na Observacao 3.1.5 no lugar do operador A, e trocarmos d; por
d;.

3.2 Estimativas Inferiores Gerais para n-Larguras

Nesta se¢ao, demonstramos a limitagao inferior para n-larguras de Kolmogorov

e de Gel’fand de operadores multiplicadores arbitrarios definidos sobre o toro.

Definigao 3.2.1. Seja || - || uma norma em R" e denotemos por E o espago de Banach
(R™, || - ||) com bola unitaria Bg. Se (z,y) denota o produto interno usual dos elementos

z,y € R", entdo a norma dual de || - || é definida por
|| = sup{l{z.y)| : y € Be}.
O espago dual (R™,]| - ||°) de E sera denotado por E°.

Teorema 3.2.2. (/25]) Seja E° = (R™,|| - ||°). Para cada 0 < p < 1, existe um subespaco
Fy de R™, com dim F, = k > pn, tal que para todo o € Fy,

[l a [} < OMo(1 = p)~"2|al,

onde C > 0 é uma constante absoluta e

o = ([ or )

Teorema 3.2.3. Sejam 1 < ¢<p<2 0<p<1, n=dmTy, Ty = @f\io Hi, di =
dim Hy, A : [0,00) — R tal que t — |X\(t)| € uma fungao decrescente, e seja A = { A }reza
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a sequéncia de multiplicadores N\, = \(| k |) satisfazendo Ay # 0 para todo k € Z2. Entao

existe uma constante absoluta C' > 0 tal que
min {dj (AU L9, 4 AU L)} 2 C1 = p)' g

onde s

(L= 1) (S, MO 2d) L > 1
1/2 N o\ VA

(/)2 (S A1) T -t

e [pn — 1] denota a parte inteira do nimero pn — 1.

Kgn =

Demonstracao. Sejam z,y € R® = J~'Ty. Usando o fato que J é um isomorfismo coor-

denado e portanto preserva produto interno, obtemos

||IH(()An,q) = sup{|<x,y>| VRS B?An,q)}

= sup{/ Jx - Jy dv :JyGAnl(Bg)}.
Td

Como A, Jy € By, segue que A, Jy = Jy, com J € By de onde Jy = A;'Jy. Obtemos

assim da expressao acima e da Desigualdade de Holder que

||x||(()Amq) = sup{/Tde-A;lJde :@EBZ])}
= sup{/TdA;le-Jydl/ :geB@)}
< sup (AL Tzl )| T7l,
yeBy,
< AL Tzly
= el (3.24)

onde 1/¢g+1/¢ =1 e A™' = {\ '}eze. Tomando agora 0 < p < 1, podemos garantir
pelo teorema anterior a existéncia de um subespago Fj de R", com dimF}, = k > pn,

satisfazendo

leley =Nl < M (Il - a,.9) (= 2)"l2lla,.0,

para todo x € Fy. De (3.24), vem que

lelley < €M (I liagran) =) l2llirng, @ € Fe
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Assim para ¢ = (C")7}(1 — p)/? (M <|| . ||(A;17q,)>> , temos que se z € €B N F,

entao z = ex”, com z* € Bl . Assim |z]|2) = €f|z"(|(2) < ee H|z*||(an,q < 1 € portanto

GB?An,q) N Fk g B&) (325)
Além disso, estimando a Média de Levy M (H Il A;17q,)> pelo Teorema 3.1.17 (note que
-1

isto é possivel pois t — |A(t)|~! é uma fun¢ao mondtona crescente), obtemos

—1/2
1/2 ()" "/*nt/? <Zi\i1 |)‘(l)|72dl> , ¢ <o,
1/2 N o\ Y2 /
(n/ )2 (S, DO 2d) L g = e

Como 1/g+1/¢ =1e1<q <2, vem que

e > C(1-p)

—1/2
(L =1/ 22 (S, DO ) g>1,

e > C(1- P)1/2 —-1/2
/n) 2 (X, Do) a=t

(3.26)

Como A, By C A, By, ja que 1 < ¢ <p < 2, segue pelos Teoremas 1.1.10(c) e
1.1.11(c), e pela Proposigao 1.1.13 que
min {dj,,_1)(A,By; L), dP (A, B L)}
> min {dpny(AnBE; L7), dP V(A B L)}
> b[pnfl] (Ant7 Lq)

Como B} , = A~'(B}), usando (3.25) obtemos que para X, = J(F}), eBy N Xy C A, By
Entao observando que dimFj = k > pn, obtemos da Defini¢cao 1.1.9 que

b[pn—l] (AntL; Lq) > €
e consequentemente
min {dj,,_1)(AnBy; L9), d" V(A By L)} > e
Segue entao de (3.26) que
min {dj,,—1)(A.B; L7), dlen=1l (A By L)}
N ~1/2
e ) =172 (S DO 2d) T g> 1
~1/2
(n/mn) V2 (S0, A 2d) g=1.

Como de (3.1) temos que A, By = AB; C AU, segue dos Teoremas 1.1.10(c) e 1.1.11(c),
e de (3.27) o resultado desejado. O

> C(1-p) (3.27)
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Corolario 3.2.4. Nas condigoes do teorema anterior, temos que

N —1/2
dipn-1y(AUy, L) > C'(1 = p)"/*n!/? (Z |A<Z>|—2dl>
=1

onde
(1 1<p<21<q<2,
1, 2< ;2 < q < 00,
Kp = 1, 1<p<2<L ,
(Inn)~1/2, 1<p<2,q9=1,
| (Inn)™'%, p=o00,2<¢g< 0

Demonstracao. No teorema anterior temos o resultado para 1 < ¢ < p < 2. Consideremos
agora 1 <p < ¢ <2 Como |- ||, <||-[lg < |- ||2, entdo By € By C B}, e segue portanto
do Teorema 1.1.11(c) e de (3.27) que
min {djyn_1)(A,By; L9), d" (A, Bl L)}
> min {djpn_y (A, By: L), d 1 (A, By; L)}

N 2y 1<g<2
C'(1—p)? A(D)|2d ’ ==
( p) (;| ( >| l) { (n/lnn)1/2, =1,

v

q

e portanto
min {dj,,—1)(A.B}; L?), dlrn =1 (A By; L)}
al P 1<p<2 1<q<?
/ — ) — p — < < C] — )
> (1) (Z il %h) { y (3.28)

=1 ( >p .

Sejam 2 < p,q < co. Como A,, € L(L? N Ty, LN Ty), entao

A€ L ((Lq A Tx),s (L7 N TN)’) = L(LY N Tw, LY O Tw),

onde 1/p+1/p =1el/qg+1/¢ =1,istoé, A, € L(LY N T, LY NTy) para 1l < o, ¢ < 2.
Segue entao de (3.28) que

N —-1/2
' ' L 1<q¢ <2 1<p <2,
A=) > =) NI sd's P<
=1 (n/n)2, 1<q <2 p =1
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Como A,, é um operador de posto finito e portanto compacto, segue do Teorema 1.1.22 e

da desigualdade acima que

d[pn—l] (An) = d[pn_l] (Aln)
N Py 1<qd <2 1 <9
, : <q¢ <2, 1<p <2,
> C'(1-p)'/? (Z !A(l)\‘2d1> { E P
=1

(n/Inn)t?, 1<q <2, p =1,

N —1/2
p 1, 2<qg<o0, 2<p<oo,
= C'(1-p)? (Zwm-%zz) {( 1559 2= 593 99
=1

n/Inn)t/?, 2 <qg< oo, p=oo.

Agora, se 1 <p <2 < g < oo, entdo By C By C B} e segue entdo do Teorema 1.1.10 (c)
e de (3.29) que

d[pn—l] (Ant, LQ) > d[pn—l] (AntL7 Lq)

N —1/2
> (- (Z P\(l)|2dl> . (3:30)

Obtemos assim de (3.28), (3.29) e de (3.30) que

N —1/2
dipn—1) (N, B, L) > C'(1— p)'/2n!/? <Z|/\(Z)]‘2dl> Fon.
=1

Como de (3.1) temos que A, By = AB} C AU, segue do Teorema 1.1.10(c) o resultado
desejado. O

Observagao 3.2.5. O Teorema 3.2.3 e o Corolario 3.2.4 continuam validos se trocarmos

N
Tn por Ty = @7—[2‘, dy por di e A por A,.

=0
3.3 Estimativas Superiores Gerais para n-Larguras

Nesta se¢ao, demonstramos a limitagao superior para n-larguras de Kolmogorov

de operadores multiplicadores arbitrarios definidos sobre o toro.

Teorema 3.3.1. Seja A : (0,00) — R tal que t — |\(t)| € uma fungdo decrescente
e seja A = {Mc}reza, A = A(|K|). Suponhamos que 1 < p < 2 < g < oo e que o
operador multiplicador A € limitado de L' em L*. Sejam {Ny}22, e {my}iL, sequéncias
de numeros naturais tais que N < Npi1, Nog =0 e E,ﬁio my < (3. Entdo existe uma

constante absoluta C' > 0 tal que
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ds(AU,; L) < C(Z\ (N)| 0y + Z }V/,f’,iviii>,

k k=M+1
onde
‘gjlv/pN q'/? 2<qg< o0 Net

ksIVE+1 ) — ) .
O = )2 ) (ng 2, e Onng, = » dimH,, k>1

k ( n NIkaJrl) y 4= 00, s=Ny+1
Demonstragao. Sejam My, My € N com M; < M,. Denotamos Ty, = ’TM2 = M2 o Hi
e para My > 1, Ty, v, = f\fMlH H;. Escrevemos n = dim7Ty, ar, = k M 11 A, Bp =

Up N Ty Bigy = J'BP, X(0) = 0 e fixamos 0 < p < 1. Pelo Teorema 3.2.2, existe um
subespaco Fj, de R", com dimF}, = k > pn, tal que para todo x € F}, temos

ol < M| @)@ = )72l

Se m = n — k, usando o fato que k > pn e 0 < p < 1, obtemos (1 — p)~"/2 < (n/m)"/? e

assim
n\ 1/2
lalley < Cllallly (=) M- lw)-

Pelo Teorema 3.1.17 para A,, = Id, temos

1/2
CqM2n1/2 <Zk " dk) — Cq'2, 2 < ¢ < oo,

M(H ) ”(q)) < M 1/2
C(Inn)'/2n=1/2 ( b M1 dk> =C(lnn)'/?, ¢=o0

Consequentemente

12 | ¢'/2, 2 < g < oo,
ol < Clleliyy (=) 79 7 - (3:31)
m (lnn)l/Q, q= 00

Segue entao do Teorema 1.1.22, da Defini¢ao 1.1.4 e de (3.31) que



Estimativas para n-Larguras e Ntimeros de Entropia de Operadores

48

Multiplicadores Gerais sobre o Toro

dm(337 Ln TMLMQ)

Seja agora By "™ = U, N Ty,

IN

IN

dm«Bg)O; Lyn TMl,Mz)

inf sup 1zl 2)
L z€(B E’L))OmLm
sup |zl )
ze(B&))Oka
s Cllaff, (=) o
w€(BR))ONFy m (Inn)'/2, g = o0,
12 [ ¢'/2, 2 < ¢ < o0,
c (2) q =14 (3.32)
m (Inn)'/2, g =oc
New € para f € AU, C L*(T?) (pois A ¢é limitado de

L' em L?), seja Sy(f) a N-ésima soma parcial esférica de Fourier de f, ¢n, n.,, (f) =

SNIH.l (f) -

segue que

Snip(f)s k=1 e oy (f) =

SNk Z f z_] x

¢Nk,Nk+1 (f)(X) -

Sn, (f). Observando que

J€AN,

2.

JEAN,, \An,

FG)ed.

Como Sy, (f) — f em L?(T?) quando s — oo (ver Observagao 2.1.13), temos que

Z ¢Nk,Nk+1 (f)
k=s

lim
Edee]

= f—Sn,(f)

Z ¢Nk N1 f) = 0.

2

Logo, dada f € AU, C L?(T?), temos

= dnenn (f)
k=0

onde a convergéncia da série ocorre em L*(T¢). Mas f = Ay, ¢ € U, e podemos entao

reescrever a equacao acima na forma

- Z ¢Nk7Nk+1 © A(g&)
k=0
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Consequentemente
oo

AU, € B (dn,niys © MU (3.33)
k=0

Mas, para cada ¢ € U, temos que Ap ~ > %, ZJ.GAZ\AH AiP(j)el™ e assim

¢Nk,Nk-+1(A90) = DNk7Nk+1 Z Z >‘J90 ZJ x

= 1J€A1\Al 1

Nk

- Y T e

I=Ni \JeA\A;_1

= Al D Bl

JEAN, 1 \ANy,

= A<¢Nk+1,Nk (90))

Assim ¢, o A(U,) = Ao ¢n, .y, (Up) e obtemos entao de (3.33)

Ni+1
AU, € (Ao éw,n,11)Up: (3.34)
k=0

Agora, dada ¢ € U, observando que Ay = A(|k|) e que A(f) é uma fungdo decrescente,

temos que

Ng41

[doommdell, = || D0 | D A@R@

=Nt \JEANAL )

News 1/2
= | X D> PR
lNk-‘r]. JeAl\All
Ny 1/2
S I DR PYUEE V1 S S =)
[=Nj+1 JEANA 1
1/2

Nk

< plf Y X

I=Np+1 jGAl\Al,1

= PO D B)ed

JEAN, 1 \ANy, 2

= AN w12 (3.35)
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Segue do Teorema 2.1.8 (Desigualdade de Young) que

||¢Nk7Nk+190||2 = Z @(.Deij'x

J€AN,, \An,, )

= ||DNlc7Nk+1 *90||2

IN

@l DNy Nsr 11/(372—1/p) - (3.36)

Mas
||DNk7Nk+1||% = /]I‘d DNk7Nk+1 DNkak+1 dI/(X)

= Z Z /]l‘d X eI qy(x)

keAn, | \An, J€AN, 1 \AN,

_ Z / 6ik~x 6—ik-de(X)
Td

kEAN, ,, \An,

= #(ANk+1\ANk)

e obtemos de (3.36) que, para p = 1,

1/2
lommen@llz < 02 n Nl

Por outro lado, para p = 2 temos ¢ € Uy C L*(T?) e assim

1/2
[on Ny Pllz - = )]
jEANkJrl\ANk
1/2
< [ D 1eG)r
jezd
= [lell2-

Consequentemente, obtemos o seguinte sistema de desigualdades

1/2
{ lon vl < 082 n Nl
b e @ll2 < llolla-
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Aplicando o Teorema de Interpolagao de Riesz-Thorin (Lema 3.1.15) a este sistema de

desigualdades, vem que

pL/p—1/2 gL/P=1/2

H¢Nk7Nk+190H2 — Nk,Nk+1H90Hp — Nk,Nk+17 1 Sp S 2
Assim de (3.35) segue que
(A © (ka,NkH)QD
1/p—1/2 1,
IANION, 3
de onde (Ao oy, N, )P € |/\(Nk)\9]1\,/£]_\,i/leév’“’Nk“, ou seja

- Ni,Nig11
(A © b Uy S INNOND 2 By =

¢ obtemos assim de (3.34)

- Ni,N,
AU, C @D INN)0F 2 B (3.37)
k=0
Agora, por (3.10), observando que 2 < g < 0o e Oy, v, = Zivzkf\,;“ dim Hs, temos para
= BNIc:Nk+1
_ 1/2-1/ oL/2-1/ gL/2-1/
HSOHQ - H¢Nk:Nk+190Hq — Nk,Nk+(11H¢NkaNk+190H2 - Nk,Nk;]lHQOH — Nk,Nk+ql7
de onde ¢ € 9%3}1&35’“%“ e portanto By FVEtt C O%k%NquBN’“’N’““ Logo, de (3.37)
segue que
AU, < @9%5’ N M) B e
1/p—1/2 Ny,N, 1/p—1/2 Ny, N,
- EBeN/:Nkil NOUB e 4 @) O AV By
k=M+1
1/ 1/2 Ny, N, 1/ ~1/2 ( p1/2-1/q »Nj,.N,
< @GN:NkJrl )|B T @ NliNk+1 <0Nk7Nk+qquk kH)
k=M+1
- DB @ e 6y

k=M+1
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Finalmente, do Teorema 1.1.10, (3.38) e (3.32) obtemos

M
1/p—1/2 Ny, N,
ds(AUi LY < > NNV i (B L0 T )

> WO do(BY N LT Ty, )
k=M-+1
M 1/2 1/2
_ 0N N, q )
< O3 PIELY? (—)
Z ks lVE+1 mp (ln eNk,Nk+1)l/2
1 —1
+ ¢ Z Nk | N/ziNkﬁ
k=M+1
1/p—1
- (ZM Nolom + 3 AN reN/:kaiz).
k=M+1

2<q < oo,
, =0

]

Observagao 3.3.2. Vamos agora melhorar a estimativa obtida no teorema anterior, es-

pecificando as sequéncias Ny e my. Definimos Ny = N e

Niy1 = min{M € N: v|]A\(M)| < |A (V)] },

onde v > 1 é um nimero fixo. Usaremos v = e pois tal escolha seré suficiente para nossas

aplicagoes. Para € > 0, colocamos

M = |i1n9N1’N2:|’

€
mp — [676}691\7171\]2]4-1, k:L,M

e mo = On, N, = 0o,n. Observemos que

M M M
> mk = (e Onna] +1) = M +0y,5, ) [
k=1 k=1 k=1

o0

e 1
< MA0h35, ) (e7)F < ~ b N, + O v T

k=0

1 1
S (E + 1 _ 6_6) eNl,Nz = CﬁeNl,NQ

onde C; > 0 depende somente de e. Aplicando o teorema anterior para

M N M
b = m0+ka = ZdimHS+ka,
s=0 k=1

k=1

1

(3.39)
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e denotando dg = dg(A : L? — L9), temos

1/
d < CZ |/\(N )|9N7£Nk+1 q1/27 25 q <00,
po= F (my,) /2 (In 9Nk,Nk+1)1/2> q = 00,

1 —1
+ C Z Nk | J\{:tNk{kql'

k=M+1

Como Niy1 = min{M € N : e|]\(M)| < |[A(Np)|}, segue que e[A(Ngi1)| < |A(NVi)] e
portanto [A(Ngy1)| < e FIA(IV)|. Assim

05, 12 2<q<
d/g < eC|)\ |Z —k Nk i\;k;-l q'-, o < q < o0,
(In Oy, n,0) % q = o0,
—kpl/p—1/q
boeop) Y e
k=M+1
M 1/p 1/2
S GC’)\(N)‘ Z eik(lfﬁ/m eleévk-H q ) 2 S q S OO,
HN/LNz (111 HNk’Nk+1)1/27 q = 00,
—kpl/p—1
+ eCIAMN)| DT eFayrt
k=M+1

Observagao 3.3.3. Observamos que o Teorema 3.3.1 permanece valido se trocarmos i
por A = A([kl.), A por A, e On, n,,, Por 0y, ,,,- Observamos também que, se trocarmos

na Observacao 3.3.2

In 6% N1
M por M* = |—2uN2 | ohde 6% = dim H;;
P - € ’ Ng,Ni41 — UM
ZZNk+1

o my por mj = [e" %0y, ]+ 1, k=1,...,M;

N
mgy por mg = E dim H;’;

M
B por f* = my +Zm’,;;
k=1
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e dg por dg« = dg«(A, : L? — L9), obtemos de modo analogo

1/p
il (‘97v N ) 1/2 2< g <
_ s kot Vk+1 q ) >4 > 00,
dge < eC|)\(N)|Ze k(1—€/2) : - { Lo o =
k=1 ( N17N2) (n NkyNk+1) ) q_ OO’
. 1/p=1/q
+ DY e (0 .
k=M+1

Definicao 3.3.4. Sejam Ny, M e Oy, n,,, como na Observagao 3.3.2 ¢ M* e 0y, v, |
como na observacao anterior. Dizemos que A = {Ac}yeze € Kep, € >0, 1 < p < 2, se

Ak + 1)] < |[A(k)|, Ngs1 > Ng, para todo k € N e se para todo N € N tivermos

M Ql/p

—k(1—e/2) " Ni:Ng41 1/p—1/2
Ze 1/2 S 057])9]\717]\72 °
k=1 Ni,No

De modo analogo, dizemos que A, = { N} xeze € K, € >0, 1 <p <2 se [ANk+1)] <

67p’

IA(K)|, Nk+1 > Ny, para todo k € N e se para todo N € N tivermos

1/p
O ey
Z e—k(1=€/2) Nf’Nk-H - < C;p (07\[1’]\&)1/;0—1/2 7
k=1 (9N1,N2)

! ~
onde C¢, e C,, sao constantes que dependem somente de € e p.

Uma consequéncia imediata de tal definicao e da Observacao 3.3.2 é o seguinte

Corolario do Teorema 3.3.1.

Corolario 3.3.5. Sejam A = {\i}reze € On, n,,, como no Teorema 3.3.1, sejam também
€ >0, Np, M, {m}M, e B8 como na Observagio 3.3.2 e1 < p < 2 < g < 0o. Suponhamos

que A € K., para € > 0 fizo. Entao existe uma constante C.,, dependendo somente de €

e p, tal que

1/2 2 <

1/p—1/2 )] 477, S g <00,

ds(AU, L) < Cop AN)ION { o
SuplngM(lneNk,NkH) ;4 = 00,
—kal/p—1
+ Cop M) Y eThore.
k=M-+1

Observagao 3.3.6. O Corolario 3.3.5 permanece valido, se trocarmos A por A,, Ax por

* * *
)\k7 eNkak+1 por QNk,Nk+1 € KG,P por Ke,p’
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3.4 Estimativas Inferiores Gerais para Niimeros de En-

tropia

Nesta se¢ao, demonstramos a limitacao inferior para nimeros de entropia de

operadores multiplicadores arbitrarios definidos sobre o toro.

Definigao 3.4.1. O conjunto polar de um subconjunto compacto K de R™ é definido por

K° = {a: € R" : sup [(z,y)| < 1}

yeK
e a norma || - |- é definida por
lzllxe = sup{[(z,y) -y € K}, = € R

Teorema 3.4.2. (Desigualdade de Urysohn, [28], p. 6). Seja K um subconjunto compacto

1/n
Vol,(K) /
Vol (BT < 2]l dp(z),

onde Vol,(A) denota o volume de um subconjunto mensurdvel A de R™.

de R™. Temos que

Proposicao 3.4.3. (/28/, p. 6) Seja V' um subconjunto convexo, centralmente simétrico,

limitado e absorvente. Entao existe uma constante C' > 0 tal que para todo n € N,

1/n

Vol,,(V)Vol,(V°)

(vol, (Bg;)))z

Observagao 3.4.4. Seja n = dim 7yj . Como B, ,) ¢ a bola euclidiana de R", entao

IV
Q

os resultados do Teorema 3.4.2 e da Proposicao 3.4.3 permanecem vélidos se trocarmos

*

B?z) por B(n,2)'

Teorema 3.4.5. Seja A = {Ai}reze um operador multiplicador, onde A\, = A(| k |),
para alguma fung¢io X : [0,00) — R, tal que t — |\(t)| € decrescente. Entao existe

uma constante C' > 0, dependendo somente de p e q, tal que, para todos N,k € N e
n= Z;\;O dim H;,

N
(AU, 11) > €2 (H |A<z>|dl) i

=1
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onde d; = dimH; e
1, p<oo,q>1,

(lnn)_1/27 p < 00,q=1,
(Inn)~'2 p=oc0,q>1,
(Inn)™t, p=o0,¢=1.

Em particular, se k = n, entao

en(AU,, LT) > CIA(N)[D,. (3.40)

Demonstragao. Se paraalgum 1 <[ < N, A(I) = 0, entdo a demonstragao é trivial. Vamos

assumir entao que A(l) # 0 para todo 1 <[ < N.
Se A,, é o operador identidade, segue pela desigualdade (3.24) que, para todo
r e R,
Izl < llly,
onde 1/g+1/¢' = 1. Assim se 1 < ¢ < 2, segue pelo Teorema 3.4.2 e pelo Teorema 3.1.17

que
1/n
Vol, (B? )

Vol, (B&)

IN

/ el dulz) < / el di(z)
Snfl S'nfl

(/Sn_l 2112, du(x))m = M|l

/1/27 2</<007
< q{<m <q

(Inn)'2, ¢ = oo,

IN

(3.41)

onde 1/g+ 1/¢" = 1, ou seja, 2 < ¢’ < oo. De modo analogo, para todo 2 < p < oo

1/2
[ el duto) < ([ ety duto))
Sn—1 Sn—1

p'/2, 2<p< oo,

obtemos
1/n

Vol, ((Bg; ))0>
Vol, (B&)

IN

= M(||-llp) < 01{ (3.42)

(Inn)'/2, p = oo,

Segue da Proposicao 3.4.3 que existe uma constante absoluta Cy > 0 tal que
1/n

Vol (B2 )Volu((Br,)°) o

(vot. (B("Z)>>2 -




3.4 Estimativas Inferiores Gerais para Niumeros de Entropia 57

e obtemos assim de (3.42)

—1/n
n 1/n n o
(VOln(B(p))> > 0, Voly <(B(p)) )

Vol,(Bfy) - Vol,(Bfy)
—1/2 2 < <
s ol <p < o0, (3.43)
(Inn)~'2, p=cc.
Seja 1, ..., n( uma e-rede minimal para A, By, em (R", || ||(4)) com cardinalidade N (e).
Entao
N(e)
AnBly C | (x + €Bg).
k=1
Comparando os volumes, obtemos
Voln(AnB&)) < EnN(E)VOZn<B&))
e consequentemente
1/n 1/n
Vol,(A, B} Vol,(B}!
<—n(7’)> < e(N(e)V" ;ff)) . (3.44)
Vol,(Bfy) Vol,(Bfy)

Para T € L(R",R") e X C R", temos Vol,(T(X)) = (det T)Vol,(X), onde det T denota

o determinante da matriz do operador T'. Logo

1/n 1/n
(Voln(AnB(p))> " (v()zn(B(p)))
L — = (deth,) o (3.45)
(voln(Bg;))) <Voln(B("2))>
Assim, de (3.43), (3.45), (3.44) e (3.41), segue que
1/n
—1/2 2<p< Vol, (B
C’g(detAn)l/" D ) » > P <o, < (det/\n)l/n ;(j,))
(Inn)~'2, p = oo, Vol,(Bfy)
n 1/n n 1/n
= M < e(N(e))l/" M
Vol,(Bfy) - Vol,(Bfy)
N\1/2 2< o <
< (] W 2sds (3.46)
(Inn)'/2, ¢ = co.

Tomando N (e) = 27! obtemos da definigao de ntimeros de entropia

€ = ey (AHB&), (Rn, || . H(q))) = ek(AUp NTn, LIN TN)
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Das Proposicoes 1.2.4 e 1.2.6, segue que

ex(AU,, LY) > e, (AU, N Tn, L) > 2_lek(AUp NTn, LN Ty)
e obtemos assim para2 <p<ooel <q <2,

er(AU, LY) > 271 GO (N (€)™ () 72 (det Ay )/ p ™2

N 1/n
> C527%"(detA,)Vm > €27k (H /\(l)dl) ,

=1

onde a ultima desigualdade vem do fato de que para k € A;\ A;_1, temos [ —1 < [k| <le
portanto A(l) < A(|k|) < A(l—1). Consideremos agora 1 < p <2el < ¢ < 2. Observando
que Uy C U, obtemos da Proposicao 1.2.4 e da desigualdade precedente que

N 1/n
er(AU, LY) > ey(AU, LY) > C27M" <H)\(l)dl> :

=1

Para 1l <p <ooe?2 <q < o0, temos U, C U, e obtemos assim da Proposigao 1.2.4 e das

duas desigualdades anteriores que

N 1/n
ex(AT,, L1) > (AT, 17) > C27H/n (HA(W) .

Concluimos portanto que para p < oo e g > 1,

N 1/n
er(AU,, L9) > €270 (H A(l)dl> .
=1

Os demais casos seguem com anélise inteiramente analoga.

Para demonstrar (3.40), assumimos k = n. Como t +— |A(t)| é decrescente,
entao [A(1)] > |A(2)] > -+ > |AN)| e desta forma

[T = TIAMI% = AW)[E=t = a7,

de onde e,(AU,, L?) > C|A(N)[9,. Concluindo assim a demonstragao. O

Observagao 3.4.6. O Teorema 3.4.5 permanece valido se trocarmos A por A,, Ak por A,
‘H; por H; e d; por dj.
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3.5 Estimativas Superiores Gerais para Niimeros de En-
tropia
Nesta secao, demonstramos a limitacao superior para ntumeros de entropia de
operadores multiplicadores arbitrarios definidos sobre o toro.

Observagao 3.5.1. Consideremos uma sequéncia de multiplicadores A = {A(|k|) }xeza-

Para k € Ne 1 < ¢ < oo fixados, definimos

Xk = 3sup
N>1

1/n
271V ol, By)
P o)
Vol.(Bf,)

7j=1

onde n = dim Ty. Observamos que Y, depende de k, g e da funcao A. Temos

n 1/n N dj 1/n
noe) < (T s bar) ) = s pol @
j=1 j=1 1<j<N 1<j<N
e assim y
Vol (Bpyy)\ "
(@) _ < 3sup(2-k+1)1/n (2) sub I\(7

para todo k € N. Por (3.43) e como BE‘q) C B("Q) para 2 < g < 00, segue que

1/n

Vol, (B 2 9<

1< (YeltBe)\ L, = 4= (3.48)
Vol,(Bf,) (Inn)Y2, ¢ = oo

De modo anéalogo, definindo
1/n
2EWol, (Bp) &
Xkq = Xi = 3sup [T ,
N>1 Vol, <B{n q)) j=1

onde n = dim 7Ty, é possivel mostrar de modo anélogo que

1/n
Vol, (B*n ) 12 2 <
( ’2) S C{ q ) — q < OO,

1<
vol, (B,

(Inn)'?, ¢ = oco.

Lema 3.5.2. (/25]) Seja E = (R™,|| - ||) um espago de Banach n-dimensional e seja

M= ar(E) = el duta),
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Entao existe uma constante positiva C', tal que, para todo m € N temos

em( ?2)7E) S

(n/m)"*M*, m < n,
e~/ M, m > n.

Teorema 3.5.3. Seja A : [0,00) — R tal que t — |\(t)| € uma funcao decrescente e
seja A = {Mp}reza, M = A(|k]). Suponhamos que A € K. para algum ¢ > 0. Seja

Xk como na Observagao 3.5.1, sejam M, Ny, Oy, n,,, € m; como na Observagao 3.3.2, e
M

sejan =k + Zml, k € N. FEntao existe uma constante absoluta C' > 0 tal que, para

=1
2<p<o0, 1<qg<2 temos
en(AU,, L7) < Cxp,

e para 2 < p,q < 00 temos

en(AU,, LY)
1/2 2 < > ,
q'", S g <00, —jpl/2—1
< Cxx ({ s }+ d e JeN/ijjﬁ>(3.49)
supy << (I On; v, 40 )%, g = o0, j=M+1
Demonstragao. Como || - || < || -|l2sel < g <2eU, C U; para 2 < p < o0, pela

Proposigao 1.2.4 basta demonstrarmos o resultado para p = 2 e ¢ > 2. Segue de (3.38),
para p = 2 que

M oo
AUy C AU N Ty + @D AN)IB 5 + @D INN)I0N 3 BN,

j=1 j=M+1

onde Ty = 69;\7:0 H;. Usando as Proposicoes 1.2.4 e 1.2.5, obtemos

M
€n = ek+sz\i1 mz(AU27 Lq> S ek+(zl]\i1 my)+1-1 (AU2 N TN + @ ‘)\(NlﬂBéVl’NHl
=1

RS> |A<Nl>|e}vé?&l¥fB;“’Nl+nLQ)
I=M+1
M

(AU N To, LY N T) + 3 IV e, (BéVZ’N’“, LN TNZ,NM)
=1

+ e ( P |>\(Nl)\0]1v/le1+/1qBéV“Nl+l,Lqm?NMH), (3.50)

I=M+1

IN
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onde T, = {p € LY(T% : (k) =0, | k |< s}. Usando mais uma vez as Proposicdes 1.2.4

e 1.2.5, vem que

€1+1-1 ( @ |/\<Nl)|‘911\{12N11+/1qBNZ NHI? Lf N 7_—NM+1>

I=M+1

IN

e <|/\<NM+1)|01/2—1/<1 BéVMﬂ,NMH7 LN TNM+1,NM+2>

Nyr1,Nyy2

+  e1yr11 ( @ |)‘(Nl) Jl\{IQNzlJr/fBNl NZH’ LN 7_—NM+2>
l=M+2

IN

e <|)\(NM+1> |91/2—1/fl BéVM+1,N]\I+2’ Lin TNJ\/I+17N]\/I+2>

Npry1,Nnr42

_|_ e (’)\(NM+2)’91/271/L1 BéVM+2,NM+3’ Lq N TNA4+2,NA{+3>

Narq2,Nar43
+ €111 ( D AN 6L BN 1 mTNM+3>
I=M+3
<
< S e (OO 1T )
I=M+1
- Z ’)\(Nl)|911\7/z?;’l1+/1qel (BéVl’NlH’ Lt TNl?Nl+1)
I=M+1
1/2—1
= D Pl (3.51)
I=M+1

Obtemos assim, de (3.50) e (3.51)

M
en(AUs, L) < ep(AU2 N To, LIN0 T) + Y M) e (B 190 T )
=1

1/2—1
+ Y e (3.52)
I=M+1

Vamos demonstrar primeiramente que
€k<AU2 N TN, Lin TN) S Xk- (353)

Seja n = dim Ty e tomemos ¢ € BY = Uy, N Ty. Entao

(0 = 3 09X = NI S0 MK AR = AN,

[k|<N [k|<N

Z )\ | 6ik-x‘

k|<N
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Mas

Wiz = 3 f( ME < Y BmR = el < 1.

k|<N [k|<N

onde a primeira desigualdade segue do fato de A ser uma funcao decrescente. Logo

p = AN)"'A, 4 € By,

de onde By C |X(N)|7'A,B%, portanto |A(N)|By C A,BY e consequentemente
IAMN)IB,
C A B("Q) Desta forma, como U, C U, para ¢ > 2, obtemos

IMN)IBGy € [AN)|Bly € AuBp). (3.54)

Seja © = {z;}1<j<m um subconjunto yx-separado maximal de A, B, em (R", |- [/()), ou
seja, ||z — 2j]l(q) = Xk, para todo i # j. Segue da maximalidade que © é uma yj-rede de
AnBlyy em (R™, || - [/(g)) e que as bolas

Xk n .
Zj+7 (q)’ I<j<m

sao mutuamente disjuntas. Aplicando (3.54), segue que

A

n Xk pn n
AaBy) + 5 By € MnBigy) +—

By

Entao
" 3
U (ZJ + B ) g 2AnB(2),

onde a uniao é disjunta. Logo, obtemos em termos de volume

(%) m-Vol,(B) < <H|)\ )voln(Bg;)),

3 Vol,( (2)
m < (ch) ol (HM ) (3.55)

Da defini¢ao de x; temos

/n

271V ol ( " N !
> 3

Xk = < Vol,( 31;[1 )

(Q)

e assim
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() < (i) o

J=1

e obtemos assim

De (3.55) e (3.56), concluimos que a cardinalidade m de uma rede © -
separada de AnB(”Q) pode ser estimada por m < 2%~! e assim (3.53) segue da definicao

de niimero de entropia.

Aplicando agora o Lema 3.5.2 ao espaco de Banach E; = (R™iNi1 || - () €
m; obtemos
1/2
em].(BN WNj+1 LquN N]+1) = emj(ng’NjH;Ej) < N; 11\;;;1 M*(E)
m;
j
Como m; = [e790n, n,] +1 > € 90N, v, e M*(E;) < M(E}), segue que
1/2
Nj,N. N;j,Njp1 s 2
ey (B LI T nyy) <~ e 2M ().
N1,N2

Assim, aplicando o Teorema 3.1.17, obtemos

1/2 1/9
e (BN N1 Lqu ) < Mee]’/Z q/, 2§q<007
m; 2 N N 1/2 l 8 1/2 .

N1,N2 ( n N N]+1) y =0

e desta forma, como |A(N;)| < [A(N)|e77*! por defini¢do, e A € K. 5, temos

Z‘)‘ )| €m,; (B Mo , LY TN Ny )
0y’ 12 2< <00
< | Z 6_3(1 €/2) Nl/]QVJJrl q’, s ~q )
0N, N (InOn;,Ny40)7, g =00
1/2, 2 < q < oo,
< ¢! e ! (3.57)
SuPlgng(ln ‘9N N]+1) , =00
e
1/2-1 —j+1gl/2—1 —jpl/2—1
> NG < A D eIl < D e (3.58)
j=M+1 j=M+1 j=M+1
Finalmente, de (3.52), (3.53), (3.57) e (3.58), obtemos (3.49). O

Observagao 3.5.4. O Teorema 3.5.3 permanece valido quando trocamos A por A,, A

por A\; = A(|kl«), xx por xj, M por M*, Oy, n,, por 0N Nyyy» Kea por K2y e n por
M

nw=k+Y mi, keN

=1
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cAriTuLO 4

Aplicacoes

Neste capitulo, aplicamos os resultados dos capitulos precedentes na obtencao
de estimativas para n-larguras de Kolmogorov e ntimeros de entropias de conjuntos de
funcoes suaves sobre o toro T¢, associados a operadores multiplicadores especificos.

Se A = {icheena, A = A(K]) e ALY = {A\f heeza, AL = A(k.), onde a funcao
A :[0,00) = R & definida por A(t) =t /(Int)™%, t >1e A(t) =0para 0 <t < 1, v,£ €
R, v > d/2, £ > 0, temos que AV, e AS)UP sao conjuntos de funcoes finitamente
diferenciéveis sobre T¢. Em particular, se £ = 0, entdao AU, e AS})UP sao classes do tipo
Sobolev em T¢.

Se A® = {Aicheena, A = A(K]) e A® = {A\; heeza, AL = A(k[.), onde a funcao
A.[0,00) — R & definida por A(t) = e, 4,7 > 0, temos que AP U, e A£2)Up sa0 conjuntos
de fungdes infinitamente diferenciaveis (0 < r < 1), analiticas (r = 1) ou inteiras (r > 1)

sobre o toro T¢.

Na primeira secdo, demonstramos a limitacdo do operador A®M) e obtemos esti-
mativas inferiores e superiores para n-larguras de Kolmogorov e para ntimeros de entropia

de tal operador.

Na segunda secio, demonstramos a limitacao do operador A® e obtemos esti-

65
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mativas inferiores e superiores para n-larguras de Kolmogorov, bem como para ntimeros

de entropia do operador A®).

Na terceira e ultima secao, apresentamos os casos onde as estimativas obtidas

sao assintoticamente exatas em termos de ordem.

Todas as contas sao efetuadas para os operadores do tipo A, os resultados para
os operadores do tipo A, sdo obtidos de modo inteiramente anélogo e sao exibidos por

meio de observagoes ao longo do capitulo.

Usaremos a notacao

(&)Jr:{a, a >0,

0, a<0.

A referéncia principal para este capitulo é [18] e os resultados obtidos para

n-larguras se encontram publicados em [19].

4.1 n-Larguras e Niimeros de Entropia de Conjuntos de

Funcoes Finitamente Diferenciaveis sobre o Toro

Nesta secao, estamos interessados em obter estimativas inferiores e superiores

para n-larguras de Kolmogorov e para ntimeros de entropia do operador multiplicador A™),

Proposigao 4.1.1. Seja AW = {\}icza, com Ay = A(|k]), onde X : [0,00) — R é
definida por \(t) = t™7(Int)¢ parat > 1 e Xt) =0 para 0 <t < 1, com v,£ € R, v >
d/2, € > 0. Entio AV ¢ um operador multiplicador limitado de L' em L?.

Demonstracao. Dada ¢ € Uy, para cada n € N*, seja
on = P00+ Y Bkt
=1 ke A\A;_;

Temos que

AV, () = 57 3 Aple

=2 ke A\A;_1
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e assim como |P(k)| < |lo|li <1ed <191,

AV, |2 = TdA1§0n<X) AW, (z) dv(z)
B / Z Z AP (k)e™™ Z Z A@G)e 5 | dv(z)
T4\ =2 keA\A_, 5=2 JEAN A,

— Z Z Z / MAP(K)e™*B(§)e 4™ du(x)
1=2 ke A\A; 1 jeAN\A T

n

= > > AlemP

=2 ke A\A

< Y C=DP DT e P+ Y ARk
=3 kEAl\Al_l kEAQ\Al

< ) XN+ M-,
keAg\Al =3

n

< Ci+ Z ANl —1)2d; < O+ Cy Z(Z —1)"?(In(l — 1))—25 jd-1

1=3 =3

< O+ Gy PP In(l - 1) < Gy Oy Y e (4.1)
1=3 1=1
Agora, se f(z) =x~% onde a > 1, entao

o " 1 1 1
/ f(x)dxr = lim z %dr = lim . (1 — ) = < 00.
1

n—oo [q n—oo q — na—1 a—1

Desta forma, como floo f(z) dx converge, entao pelo Teste da Integral, a série numé-
rica » -, f(n) = > 2, n~® também converge. Assim, tomando v > d/2, teremos
a = —(—=2y+d—1) > 1 e portanto a série Y ;- [7*779"1 converge. Segue entdao de

(4.1) que existe uma constante positiva Cy tal que
(A nll; < Gy neN,

e logo
AW @llZ = sup [ADpn]l3 < C,

o que garante a limitacdo do operador A de L' em L2, se v > d/2. O

Observacao 4.1.2. De modo anélogo é possivel demonstrar que o operador AY & limitado
de L' em L2



68 Aplicacgoes

Teorema 4.1.3. Seja AWV o operador multiplicador definido na Proposicao 4.1.1. Entéio
paray > d/2, 1 <p<oo,2<q< o0 epara todo m €N, temos

q'/?, q < o0,

A (AVU,; L) < m /A A/P=12+ (1 ) ¢ { (4.2)

(Inm)%, ¢ = .

Demonstra¢ao. Como v > d/2, segue da Proposigao 4.1.1 que o operador multiplicador

AWM ¢é limitado de L' em L?, condicio necesséria para aplicar o Corolario 3.3.5.
Fixemos 6 > 0 e sejam Ay, Ay : (1,+00) — R definidas por A\i(t) = t77 e
Ao(t) = 7779, Seja a > 1 e sejam b, by, by € R tais que eA(b) = A(a), e (b1) = \i(a) e

eXa(be) = Aa(a). Como A\, A\ e Ay sdo decrescentes temos b, by, by > a. Segue que
6)\1(b1) = )\1(@) &b = 61/7(1
e da mesma forma temos by = €'/ 9. Além disso,

b7 = M(b) = e 'A(a) = e ta?
= ¢ 'a(lna)*(Ina)
= e 'M\a)(Ina)®* = A(b)(Ina)
= b 7(Inb)*(Ina)

_ o (e
Inb

1 5/"1
by = b <n—b> .
Ina

Como b > a, temos (Inbd)/(Ina) > 1 e portanto by > b. Da mesma forma mostramos que

e assim

b > by. Consequentemente, temos
el/0g < b < e'q, (4.3)
e assim, tomando a = N, segue de (4.3) que
el/(VH)Nk < b < el/VNk.
Mas, da definigao de Ny 1, temos N < b < Ny < b+ 1 e portanto

OHIN, < Npyy < e ING+1, k> 1. (4.4)
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Como a fungao f(x) = 2971 é crescente, temos
J J+1
/ 23 dr < 4 < / x4 dz. (4.5)
Jj—1 J
Agora, lembrando que d; = dim#H; =< [¢"! e usando (4.5), obtemos
Niy1 Nit1 Ngg1-1
On,New = Z dimH, < Z s < Z gd-1 le;l+11
s= Nk+1 s= Nk+1
Nert ) d—1 d d—1 d
0

Novamente, usando (4.5)

Nit1 N1 Ng+t1 j
— E : - E E d—1
9]\]167]\[1,6_’_1 = dim Hj = j Z / X dx
7j—1

J=Np+1 J=Np+1 J=Ni+1

N, N\ ¢ N¢ N, \¢
= N,f+1—<—k“+ ’“) = NZ, - (1+ k)

2 2d Niy1
N N, dd-1) ( N \° Ne \?
= N/ ﬂud( ’“)+ ( )+---+( )
ta 24 Ny 2! Ny Ny
> N2, {1 _g—d (1 4 de-VO+) 4 we—ww@ . e—d/(v+5))}
= Nin(1-Chsa) (4.7)

onde a ultima desigualdade segue por (4.4). Observemos agora que

dd—1
2¢ = 1+d+%+ +d+1
o 4 de VO | d(d_jl)e—z/(ws) PR ear)
2!

donde

d(d—1

1> 277 (1 +de VO %62/ ) 4oy ”*‘5)) = Cysa

e obtemos assim de (4.7) que

eNk:NkJrl > NllciJrl' (48)

Segue entao de (4.6) e (4.8) que

9]\[,6’]\716Jrl = Nngl, ]{ZZ 1. (49)
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Usando a segunda desigualdade em (4.4) obtemos
Nepp < N1+ 4B D) < Ce'N
e usando a primeira obtemos Ny > ") N donde

FIOIN < Nyyy < CLefIN, k> 1. (4.10)

Seja M = [e ' Infy, n,] como na Observagao 3.3.2. Entdao usando (4.4) e (4.9)

verificamos que Infy, n, < N e como N¢ < n, segue que Infy, n, < n. Assim
o -1 o 1
M=<e "InN =<e  Inn.

Logo, por (4.9) e (4.10)

— kpl/p1 N kA1)
o = Z e kﬁj\{ﬁmﬁ < Z e k(mN)
k=M+1 k=M+1
—  NU/p=1/q9) Z e~ kekd(1/p=1/a)/~
k=M+1
Nd/p=1/q) Z e k(1=d(1/p=1/q)/7)
k=M+1

e como M = e 'ln N, segue que existe uma constante positiva C tal que

o < NA/p=1/q) Z e k(1=d(1/p=1/9)/7) (4_11)
k=[Ce~11n N]

Se |b| < 1 temos
o0 o0 1
ko M ko M
DM =) B =W
k=M k=0
Comol<p<2<g<ooey>d/2 temosquel <1/p—1/¢g<lel—(1/p—1/q)d/y > 0.

Assim

s e—(1=d(1/p—=1/q)/7)Ce~ ' In N

Z e~ k(=d(1/p=1/9)/7)  ~
1 — e~ (1=d(1/p—1/q)/7)
k=[Ce~11In N]

(n ) ~C(1-d(1/p—1/a)/7)/e 1
1 — e—(1=d(1/p—1/q)/7)

< N—CO=d(1/p=1/q)/7)/¢

e consequentemente para y/d > 1/p — 1/q, obtemos de (4.11)

o < N4/p=1/9)-C-d(1/p=1/q)/7)/e¢
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Portanto, tomando
C(—dl/p—1/q)/7)
d1/p—1/q)

O<e<

temos
o< 1. (4.12)

Demonstremos agora que A € K, para algum ¢ > 0. Segue do fato de M < ¢ !In N,
de (4.9) e de (4.10) que

M zl\{pN = 6]1\’/pN
7](:(176) k> Nit1 kyiVk+1
e D < Z PE
k=1 Ni,N2 k=1 NNz
CellnN k/v AT\ /P
< kg (ETN)T
k=1 (el/(wé)N)d/Q
Ce'lnN
< NUp-1/2) Z e k(l—e=d/p) (4.13)
k=1

Como v/d >1/2 > 1/p, temost = — (1 —e —d/vp) <0se 0 < e < 1—d/vyp e consequen-

temente
Ce1InN Ce 'InN 00
Z p—k(l—e=d/vp) _ Z (et)k‘ < Z (et)k _ 1
- 1 — et 1 — @_(1_€_d/’ﬂ7) )
k=1 k=1 k=0
Segue entao de (4.13) que
M 1/p
91\/ N,
€) ) d —
D k- 91’“/2 B <, NP2, (4.14)
k=1 Ni,Ny

De (4.10) temos que existe uma constante universal C satisfazendo Cre/ ) Nd < ¢ N1, Na
e como 1/p > 1/2ja que 1 < p < 2, segue que
Nd/p=1/2) < oy (1/p=1/2) ,—d(1/p—1/2)/(v+3) g1/P—1/2

N1,N2

Portanto por (4.14)
M 1/p

0
Dot < O 19
=1 9N1,N2

isto 6 AV € Ky, ,. Segue assim do Corolério 3.3.5 que, para 1 < p < 2,

1/2 2 <
1/p—1/2 ) 47 < g < o0,
dy(AVU,, L) < [MN)63Ey, { s
supy << (IO, Ny ) *, @ = 00

[e.e]

_ 1/p—1
+ AN DT ey

k=M+1
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De (4.12) obtemos

1/2 2 <
1/p—1/2 ) €7 < g < 00,
ds(AVU,, L7) < AN)I6N]y { o + [Anl.
SUPlgkgM(ln eNk,NkH) , 4= 00,

Para 1 < k < M temos de (4.9), (4.10), da definicio de M, e do fato que n < N¢,

Ovpne, < (TN < (eMIN)T < eldOmN) /e

Nd+dC/'ye — (Nd>1+C/'ye < nlJrC/'ye'

Logo
IOy, N, ) < In(n*t¢") = (1+C/ve)lnn < Inn

e assim segue que sup; <</ (Infy, n,,,)"* < (Inn)'/? | donde

dﬂ(A(l)Uvaq) < |/\(N)|‘9N1,N2

1/p—1/2 q1/2a 2 < q < o9,
(Inn)'/2, ¢ = oco.

Além disso, de (4.9) e (4.10), temos que 911\[/51_\,2/2 < N4/P=1/2) ¢ portanto

q'?, 2<q< o0,

ds(ADT, L1) < [A(N)| N/
(lnn)1/2a q = o0,

1/2
— N—WNd(l/p—l/Q)(ln N)_g q’-, 2 S q < 00,
(Inn)Y/2, ¢ = co.
Agora, como n =< N9 segue que N~V < n=/4 NI/P=1/2) — n(/p=1/2) ¢ (InN)~¢ <

(In N9)=¢ < (Inn)~¢. Consequentemente

q'/?, 2 < g < oo,

ds(AVU,, L9) < n”’/‘”(l/pl/z)(lnn)g{ (4.16)

(Inn)'/2, ¢ = oo.

Da Observagao 3.3.2 vem que

N M M
b = ZdimHS+ij = n‘i‘ZeiEjeNl,NT
s=0 7=1 j=1

Como n < Nie M < ¢ tIn N, segue da definicio de 3 e de (4.9) e (4.10) que

[Ce~1InN] '
B < Nd_i_ed/'yNd Z (676)] < Nd,

j=1
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isto é, existe uma constante Cy tal que § < CyN?. Dado m € N, seja N € N tal que
CoNY <m < Cy(N + 1)4. Segue do Teorema 1.1.10 (d) e de (4.16) que

dm(A(l)Upan) < dCsz(A(l)Up>Lq) < dB(A(l)Up>Lq)
1/2
< ol -ed O 2SS0,
(Inn)'/2, ¢ = oo.
Mas, N? < n e assim Csn < m < Cy(N +1)¢ < O4N? < Csn, donde m < n e

portanto

q'/?, 2 < q< oo,

dm(A(l)Up, L) < m 7/ a+(1/p=1/2) (Inm)~¢
(lnm)l/Q, q = 00,
para 1 <p < 2. O caso 2 < p < oo, segue do fato de A(U,) C A(Us). O

Teorema 4.1.4. Seja AV o operador multiplicador definido na Proposicio 4.1.1 . Entdo

para todo n € N, temos

d,(AVU,, L) > n4(Inn)~%0,,

onde
(1, 1<p<2 1<q<2,
1, 2< ,2<q <00,
Uy = 1, 1<p<2<g<L oo,
(Inn)~1/2, 1<p<2,g=1,
| (Inn)™2, p=o00,2<g< 00

Demonstragdo. Sabemos que dj, < k%' e n < N Assim

N —1/2 N -1/2 N -1/2
(Z |\ 2 dk> = (Z (k" (nk)=¢) k:d‘1> = (Z K74 (In k;)%)
k=1

k=1 k=1

N -1/2
> (Z N2 +=1 (I N)2€> = (N7 (InN)™*

k=1
= n/4Y2(Inn) ¢
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Aplicando o Teorema 3.2.3 para A = 1/2, obtemos

(1= 122 (TN el 2d) 7, g1
1/2 q k=1 1"k k , 4 )
~1/2
(/)2 (S0 N 2) a1,
> n2p 72 (Inn) 00,
= n "Ynn)"¢ 0,

djn—2)/29(AVT,, L) > C(1-1/2)

Finalmente, tomando m = [n/3] < [(n — 2)/2] < n temos que
(MY, L) 2 diue2yyy(AVU, L) 2 07 (Inn) ™" 0 > m™/ (lnm) ™ .
O

Observacao 4.1.5. Efetuando simples adaptacoes nas demonstracoes é possivel mostrar
que os Teoremas 4.1.3 e 4.1.4 permanecem validos quando trocamos o operador A pelo

operador AW,

Lema 4.1.6. Para v,£ >0 ek €N, seja g:[2,00) — R a fungao definida por

g(x) = —kj(lilz) - %lnx—éln(lnx).

Entao existem constantes Cy,Cy,C > 0 dependendo somente de ~,€,d, tais que o mdzimo

da funcao g € assumido em um ponto x; satisfazendo

Clkgl'kSCQk, kZl

glay) < C— glnk — ¢ln(lnk).

Demonstracao. Temos

oy - (21 )

Inz
e assim |
/ nwr
Seja |
f(z) = 2 —k(In2)d ne x> 2.

yInz + d§’
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Entdo ¢ (x) = 0 se e somente se f(x) = 0. Verificamos que para k suficientemente grande:
f assume valores positivos e negativos, f/ ¢ crescente, existe z, > 2 tal que f () <0
se v < 29 e f(r) >0 parax >z, f(2) <0e xl_l)gloof(x) = 400. Assim f possui um
Gnico ponto critico que é ponto de minimo local e também global. Podemos concluir por
essas consideracoes que f se anula em um tnico ponto z; e consequentemente ¢ se anula
somente em zj. Verificamos também que para k suficientemente grande ¢ (x) > 0 para x
pequeno e que g' (x) < 0 para x grande. Assim xj é o tinico ponto critico de g que é um

ponto de méaximo global e portanto g(zx) é o valor maximo absoluto de g.

Seja agora h(z) = (Inz)/(yInx + df). Entao

: 3
h = —— 0 > 2
(z) (yInz + d§)? e r=2
logo h é crescente em [2, 00). Como liT h(x) = 1/, concluimos que h(2) < h(z) < 1/,
T—r+00
ou seja
In2 Inz 1
< < —
yIn2+4+dé = vlnx+dE T v
e portanto
In2)%d 1 In2)d
(2% gy — e o W2)dy
vIn2 +d¢ ylnx + d§ v

Assim, por (4.17), existem constantes C1, Cy que dependem somente de d, 7, £ satisfazendo
Clk S T S CQk, k Z 1.
Seja entao, C7; < C < () tal que zp = Ck. Assim
k1n?2
glaer) = g(Ck) = === = LIn(Ck) - ¢In(In(Ck)
Ck d
< 0- %mk — eln(lnk),

onde C & tomada satisfazendo C' > —In2/C. O

Teorema 4.1.7. Seja AV o operador multiplicador definido na Proposicao 4.1.1. Entdo

1 2<p< <
en(AVU,, L7) < k% (Ink)~ ’ =P =00 4= 00 (4.18)
(Ink)'/2, 2<p<oo,q= o0,
(&
1, p<oo,q>1,
Ink)~"Y2, p< =1
en(ADD,, L9) > k- g)-¢{ R <o g =1, (4.19)

(Ink)™2, p=o0,q>1,
(Ink)™, p=o0,q=1.
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Demonstragao. Observando que [A(2)] > --- > |A(IV)], obtemos de (3.40)

1, p<oo,q>1,
1 71/27 < y 4 = ]-a
en(ADT,, L) > [A(N)] (Inn) p=0:9q
(Inn)~Y2, p=o0, ¢>1,

(h’ln)_l, p=00,q= 17

onde n = dim7y. Como n < N? temos que A(N) = N™7(InN)~¢ < n="4(Inn)~¢, e
obtemos assim

1, p < oo, q>1,

1 71/2’ < ) - 17
en(AVU,, L9) > n~ " (Inn)~¢ (Inn) p=ood
(Inn)=2, p=oc, ¢ >1,

(Inn)™', p=o0,q¢=1
Agora, se k € N, dim Ty_; < k < dim Ty, obtemos do Teorema 1.1.10 (d) e da desigual-
dade acima

1, p<oo,qg>1,
Inn)~12, p< =1
dk(A(l)Up,Lq) Z ddimTN<A(1)Up7Lq) > niﬂ’/d(lnn)*f (Hn) , D o0, ¢q )
(Inn)~'2, p=o0,¢>1,

(Inn)™', p=oo, q=1.

Mas, n < N4 < (N — 1) < dimTy_; < k < dim 7y = n, donde k < n. Obtemos assim

(4.19) da desigualdade acima. Observemos agora que

N 1/n N 1/n Un
o = <H|A<j>|dj> > (HIA(N)Idf) = (o)
> |AMN)| = NY(InN)~¢ < n"4Inn)"¢, (4.20)

ja que [A(N)] <1 en = N9 Além disso
N 1/n |
no, = 1 A(j)|% = = d;In|A(j
uo n<H| 4) ) PRTLE)

N N

g NS .
< —= d:lnj — = d; In(1 . 4.21
< ”;3 i1nj njg?’ ;In(Inyg) + Cy ( )

27Td/2

[(d/2)

Da Proposigao 2.2.4, temos d; > Ej¢' — C55972 onde E = e 'y € uma constante

positiva. Assim, definindo

f(z) = Bz 'Ine — Cor™2Inz e g(x) = Ex¥ 'In(lnz) — Cox®?In(Inz),
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temos
1 & 1 — 1[N
= dilnjg > = [f(j 2—/ f(z) dx
n; j n; (7) = - i (z)
e
1 — 1 — 1[N
LS dmng) = £ 30al) = 5 [ gt
Jj=3 j=3
Resolvendo as integrais, obtemos
N
/ f(z) dx > ENdlnN—iNd—l In N + Cs
9 d d—1
e
N L Cs d—1
g(z) de > EN In(In V) — mN In(In N) + Cy.
) _
Assim
1 — E C
=Y dijlnj > — N'InN - —=-N""InN +Cj,
n<= nd n(d—1)
e
1 N E d CQ d—1
Ejzgdjlm(lng) > =N ln(lnN)—mN In(In N) + C;.
Da P ica L > L ¢ de F=FE/d
a Proposicao 2.2.4, temos ~ 2 FNd T FINa onde F' = FE/d e portanto
N
1 . 1 C E Co a1
E;d]h’lj Z (FNd_FQNd+1> (EN IHN—ﬁN 1HN+03
e
= 1 C E C
. d 2 d—1
Ejzgdjln(ln]) > <FNd - FQNd“) <E NeIn(In N) — HN In(ln N) +C'4)
> In(lnN) + Cs. (4.23)

Desta forma, obtemos de (4.21), (4.22), (4.23)
Ino, < —yInN —~C5—-¢In(InN) —ECs + Cy
= —yInN—-¢In(InN) + C

e portanto, como N = n?

o, < 607 e—wlnNe—Eln(lnN) < e(lnN)*'Ye(ln(lnN))*‘g

= N7(InN)"¢ =< n4Inn)¢. (4.24)
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De (4.20) e (4.24), vem que

o, < n 4nn)"¢. (4.25)
Seja 2 < g < 00. De (3.48) e (4.25), obtemos
/n
271V ol ( '
Xk = 3sup H IA(J) )
N2l ( Voln( (‘1) j=1
= sup2*"g, =< sup 27¥/"n 7/ 4(Inn)7E (4.26)
N>1 N>1

Definimos "
g(x) = - In2— %lnx —¢In(Inz).

Segue entao de (4.26) e do Lema 4.1.6, que para 2 < g < 00,

Yo = suped™ — spwon) o)
N>1

< (O-(r/d)mk—gin(ink) _ ](V/d(lnk)*g

Segue de (4.15) para p = 2 que A € K. 5. Desta forma, aplicando o Teorema 3.5.3 e

—jgl/2—1
observando que Z JHN/ Nﬁ < 1 (ver (4.12)), vem que
J=M+1

en(A(l)Up, L) < xi < k=7/4(In E)Y ¢, 2<p<oo, 2<q< 0. (4.27)
Seja ny, € N tal que z € [ng, ngy1). Entdo e9) < e9@) =< vy e ny < 1 < k. Aplicamos

o Teorema 3.5.3 para k e N = [(ny)"9] < kY9 e assim n = dim Ty < n, < k. Da

Observagao 3.3.2, de (4.9), (4.10) e do fato de que n < N9, temos

M M
= k—l—ij = k—i—Ze’ej@NhNQ = k+N? < k4+n <k
— pu

e segue entao de (4.27)
en(AVU,, L) < k4 Ink)™¢, 2<p<oo, 2<q< oo (4.28)
Para 2 < p < o0 e ¢ = 00, usando (3.48), obtemos com raciocinio inteiramente analogo
er(AVU,, L) < k74 (In k)~ (In k)2, (4.29)

De (4.28) e (4.29), finalmente obtemos (4.18), concluindo a demonstragao.
[

Observacao 4.1.8. O Teorema 4.1.7 permanece valido se trocarmos o operador A pelo

operador AS}), bastando para isso promover simples adaptagoes na demonstracao.
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4.2 n-Larguras e Niimeros de Entropia de Conjuntos de

Funcoes Infinitamente Diferencidveis sobre o Toro

Nesta secao, concentraremos nossos esforcos na obtencao de estimativas infe-
riores e superiores para n-larguras de Kolmogorov e para ntmeros de entropia para o

operador A®).

Proposigao 4.2.1. Seja A® = { N\ icza, com A\p = A(|k|), onde X : [0,00) — R é
dada por \(t) = e " v, 7 > 0 . Entdo A® ¢ um operador multiplicador limitado de LP
em L9, para 1 < p,q < 0.

Demonstracdo. Demonstraremos a limitacdo do operador A®® parap =1e g = 0o e os
demais casos seguirao de imediato das desigualdades entre as normas de LP e L?. Seja

p € Uy. Temos que
APpx) ~ §O)+D > Apk)e™™.
=1 ke A\A;_
Como [5(0)] < [loll1 < 1, segue que
Al < 145 S| S MBE| < 14> i,
x€T 121 |keA\Ay_, =1

onde a;(x) = > cana,_, MP(k)e™*. Sejam

Di(x) = > ™,

keANA;—1
Dix) = Y A
keANA;—1

Temos que D; = Dy D e a; = Dyx . Segue pela Desigualdade de Young, pela Observacao
2.1.13 e pela Proposicao 2.2.4 que

IDlle = [IDi%Dillse < [IDillol[Dilla = ) A
keANA;—1

< A =DH#ANAL) = Ml —1)d < CA(1 -1

e assim

lallss = 1D ¢lloo < [1D1llcllolls < CLAE =1 (4.30)
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Agora, definimos f(x) = e™ 7 29+ para x > 0. Nestas condicoes,
fl(z) =e " (—yra®™ + (d+ 1))

1/r . 1/r
e desta forma f'(z) =0 & = = <@> . E facil ver que f'(z) < 0 para todo = > <d+1>

yr yr

1/r 1/r
e que f'(z) > 0 para todo x < <%) . Assim g = (“’#) ¢ um maximo absoluto

para [ em [0,00), donde f(x) < f(zg) = Cs, x > 0. Consequentemente
e = f(1) < Oy, VIEN = 41 < 172 VIEN.

Voltando em (4.30), obtemos ||a;|s < C5(I —1)72, para [ > 2 e assim

o0

AP0l < Tt llarlloc + Y Nl < Cat+Cs) (1-1)77
=2

1=2
= Ci+ Gy j7° = G,
=1
j& que a série Y 77, 7% & convergente. Portanto A® ¢ limitado de L'(T9) em L>(T?) e

consequentemente de LP(T?) em L4(T?), para 1 < p,q < oo. ]

Observacao 4.2.2. De modo anélogo é possivel demonstrar que o operador AP 6 limitado

de LP em L9, para 1 < p,q < oo.

Teorema 4.2.3. Seja A® o operador multiplicador definido na Proposicdo 4.2.1. Consi-
1-r/d

deremos as sequéncias ¢, = dim Ty, Yy = ¢ — ¢y, —1 e seja
( 1, 1<p<2,1<qg<2
1, 2<p<00,2<g< 00,
Uy = L, l<p<2<g<oo,
(In k)~1/2, 1<p<2 g=1,
\ (Ink)~Y2  p=o00,2<q< oo.
Entao
dip (APU, L) > e R4 9, r>0keN, (4.31)
diyy(APU, LY > e ™9, 0<r<dkeN, (4.32)
ds (APU, LY > e 9, r>dkeN, (4.33)
d(APU, LY) > e ”" 9, 0<r<1keN, (4.34)
onde

" (2) "

27rd/2



4.2 n-Larguras e Ntumeros de Entropia de Conjuntos de Funcgoes

Infinitamente Diferenciaveis sobre o Toro 81
Demonstracao. Para 8,n,r >0en>r—1, temos que
N N o N 1
oOk" o 1—r 0k" r—1 1—r+ 0k" r—1
d MR = Y ook TR Ok = > (51{ ”> % Ork
k=1 k=1 k=1
1 N N+l
< Nl Z 60k Orkr—1 < Nl—r+17/ 6990 Ora"‘dr
Or — 1
< NITHnfNF)T (4.35)
Agora
_ 1 r(r—=1)1 r(r—1(r-2)1
roo_ r INr __ T - - _ e
(N+1)" = N(1+N 7 )'=N (l—H“N—I— o N2+ 3l N3+
r r—1)1 (r—-1)r-2)1
- N+ (1 il I
+ N ( * 2 N + 3! N2 +

- NHL%SN < N+ C.N1,

ja que 0 < Sy < (), uma vez que Sy é a soma de uma série que passa a ser alternada a

partir de um determinado termo. Assim

O(N+1)" eQ(NT—i-CTN*l) _ eecTNfleeNT < ICr N

e

e segue entao de (4.35) que se n >r — 1,

N
E eOk kN < N1—7‘+7769N )
k=1

Fixado N € N, seja n = dim Ty. De (2.4) temos que

(4.36)

d/2 d/2
( 2T )Nd <n< ( 2m >Nd+CINd—1'

dr(d/2) dr(d/2)

Assim

N < (dF(d/Q))n e (dr(d/z)y/dnr/d (437)

Qrd/2 2rd/2

22 r/d
r/d < Nd Nd—l
" ((dF(d/2>> o )

r/d

9 d/2
- @)V | ey
(7)) N

_ < 2m/? )r/d N1+ C
N dr(d/2 /2
(4/2) (d%(d/Q)) N

r/d
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Denotando Cy = d?(r—;g)’ temos que

r/d
&

27rd/2
(dF(d/2) ) N

r/d
_ 1+ 8
CyN

_ 4T Cy N (r/d)(r/d—1) ( Cy )2

1+

dCyN 2! CuN
(r/d)(r/d—1)(r/d—2) [ C, 3+...
3! CyN
B r Cy r/d—1 Cy  (r/d—1)(r/d—=2) [ Ci \°
= i <1+ o CaN 3| caN) T
. T Cl
= HdchSN’

onde 0 < Sy < (), jd que Sy é a soma de uma série que passa a ser alternada a partir de

um determinado termo. Portanto para r > 0,

omd/2 " r C o2\
r/d < N (14 == < N" N (4.
ms (dF(d/2)> ( ey ) < \arap) TG (4.38)

Assim, usando (4.37), (4.38) e o fato de que n < N?, obtemos

dr(d/2)\""? dr(d/2)\""? ,
_( ( /)) ,ynr/d < _,YNT’ < _( ( /)) ,ynr/d_{_cz,.)/Nr—l

2rd/2 — 2rd/2

e portanto
dr(d/2)\""* dr(d/2)\""
_< 2(d;2)) ,ynr/d < _/YNT < _< 2(d{2)) rynr/d_i_c?)n(r—l)/d‘
T 7
r/d
Denotando R = vy (%) vem que
—Rn"4 < —AN" < —Rn"/? 4 CynrV/4, (4.39)

para todo r > 0, onde a constante C5 depende somente de r,d e v. As estimativas acima

sao mantidas se colocarmos N + 1 no lugar de N. Seja agora p = 1 — n~"/%. Segue de
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(4.36) e do fato de que d; < 1971, que

N —-1/2 N —1/2
(1- p)1/2n1/2 (Z |)\(l)|2dl) _ (nfr/d) 1/2 nl/2 <Z e2’ylrld1>
=1

=1
s /2412 (Nd—re}yNT)*l/z

_ n—r/?d—‘rl/QN(r—d)/Qe—'yN"
pT/2d+1/2 (Nd) (r—d)/2d o IN"

> nfr/2d+1/2nr/2d71/267'yNT

g e_VNT
e segue assim do Corolério 3.2.4 e de (4.39) que
d[n—nl—T/d—ﬂ(A(Z)Up,Lq) = d[pn—l](A(2)Up7Lq)
N ~1/2
> C(1- 1ﬂ1ﬂ<§jm |2m> D
I=1
> eV,
> e Ry, (4.40)
Como Yy = ¢y — 1 r/d _ 1, onde ¢y = dim Ty = n, obtemos

v/
d[le](A(Q)Uvaq) > €_R¢Nd19¢zv

e como ¢y = dim Ty < N¢ segue que (Ingy)™/? < (InN9)2 = (dlnN)"Y/? =<
(In N)~Y/2, donde 94, < Uy e assim

d[d)N](A(Q)Up:Lq) > B_qu;\’/dﬂNy

de onde obtemos (4.31). Além disso, se r > d, entdo [1hy] = [pn — dn r/d _ ll=¢n—1e
assim de (4.31) obtemos (4.33).

Agora, seja 0 < r < d. Entao

o —r/dyr/d . z —r/d T(T _ d) —2r/d 7”(’/“ _ d)(r B Qd) —3r/d | .
Lo P = g o ss
_ . —r/df d—r —r/d (d—’f’)(Qd—T) —r/d\2 | .
= 1-n d(1+—2!dn + WE (R +
= 1-n7"18,. (4.41)

Observamos agora que
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* 57 < 3
(d=r)(2d—r) __ d—r2d—r 12 _ 1
® 3@ = 2431 = 23 = 3
(d=r)(2d—r)(3d—r) _ d—r 2d—r 3d—r 123 _ 1
. P = %4 73d 4 S 331 — D
(d=r)@d—r)--(kd=r) _ d-r2d—r (k=Dd=r kd—r o 12 k=1 k _ _1_
(k+1)ldF = 24 3d kd  (k+1)d — 23 P Ry
Assim, para n > 2
T 1 1 1
Sn < — (1 — . —r/d AV (0 —T/d\3
< 5 (1 g Gl G
r oo
o —r/d\k
< LS
k=0
o 1
 dl—nT/?

e como para n > 2, temos

1 1 r 1 _
——71 < T5=7a segue que S, < T———7 = (). Obtemos

portanto de (4.41), para 0 <r < den > 2, que
(1- nfr/d)r/d > 1— C’rn’”d,
Portanto
(b + 17 = (=t = (/e
> nr/d<1 _ niT/dC’T) _ ;V/d on

e assim

e RUN+DE o —REYI-C) o RN (4.42)
Segue entao de (4.31) que

digp) (AU, L) > e ROV (4.43)

Agora, consideremos 0 < r < 1 eseja f(xz) = (N+xz)". f é claramente continua

em [0, 1], derivavel em (0, 1) e assim pelo Teorema do Valor Médio existe ¢ € (0, 1) tal que

f(1) = f(0) = f'(c)- Logo
(N+1)" =N =r(N+c¢) ! <rN"! <

Portanto . .
eV (N+1) e~ IN

< = 1< —— <e™. (4.44)
e

I<—F— = E T
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De (4.31), (4.39) e (4.44), segue que

r/d

dWN+ﬂ(AKmL@’[ﬂ) > 6_70V+DTﬁN+1 > e_yNdﬁN > G_Rn”dﬁN':: e Rén In

e logo usando (4.42) obtemos

r/d

i (ADU, L) > e RNy > e RUNTD T (4.45)

PN 41]
Agora, se k € N e [¢n] < k < [n11], entdo vem do Teorema 1.1.10 (d), de (4.44) e de
(4.45) que

dy(APU,, L) > diyy, (NPT, L) > e ROND gy
r/d

> e*RwN Iy > €7er/d"l9N

> e Ry,

e assim fica demonstrado (4.34).
Finalmente, se 0 < r < d, de (4.44) obtemos e RI"" =< ¢~RU+AD"" | ¢ N ¢

assim segue de (4.43) que
Qi (ADU, LY) > ¢ RNy s Ry

o que demonstra (4.32), concluindo a demonstragao. ]

Teorema 4.2.4. Sejam A® e ¢ como no teorema anterior. Entao para 0 <r <1, 1 <

p <00, 2<q< 00 epara todo k €N, temos

dk<A(2)U Lq) < e—'er/dk(l—T/d)(l/P—1/2)+ 1’ 2 S S (4 46)
D> 1/2 — ’
(ln k) I q - 007
e para todo r > 1 e todo k € N,
Ed=D0/p=1/a) ] < p<2<q< o0
APy, L Tk Lo T ST 4.4
d¢k( UP? ) e k(d—l)(l/Q—l/q), 2 <p,q < oo, ( 7)

onde R € a constante dada no enunciado do teorema anterior.

Demonstragdao. Seja M(z) = e*". Fixado k € N, seja x5, € R tal que eX(xy) = A(Ny).
Entao, temos

ee 1% = Nk e 1Tt = TN
—yxy + 1= —yNg
xp, = Ny +1/y
re = (NE+1/7)"7"

(N
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Da definigao de Nj,; temos que Ny < zp < Npi1 < x, + 1. Portanto

(N} + 1/ < Npwy < (N[ +1/9)" + 1.

1 1/r
<N,: + —) +1
Y

1 i 1 —-1/r r
N,:+—> 1+ (N,:+—)
Y i 8

Temos

r

2!

1 -1/r
1+ Cy (N,: + —)
i g
1 1 1-1/r
N,:+—>+01(N;;+—) .
g Y

1-1/r
Como 0 < r <1, temos 1 —1/r <0, donde (Ng + %/) < 1 e portanto

NE < NE+ O

Assim

1
Ng‘f‘& < Ny < N+ Gy

e usando (4.49) de forma recorrente e o fato de que N; = N, obtemos
T k T r
N'+—- < N, < N+ Cik.
g

De (4.48), obtemos

N 1/r
Nipr < (NE+1/0)Y" = N, (1+ s ) .

Como para Nj, suficientemente grande temos | N, "/v| < 1, segue que

1 1-— 1—7)(1—2
Nk_;,_lXNk(l—i-HNk_r—F( T)N,;ZUF( ) T>N,;3T+~

N\ or(r—1 1\ "
1+T<le+;> + ( )(Ng+§) + -

(4.48)

(4.49)

(4.50)

2r2~2 6r3+3
e assim
1 1—r) (I—r)(1—=2r) 4
Nyiqy — N < No| —N,. " N N "+
k+1 k k (r"y k _|_ 2712’72 k + 67"3’)/3 k + )
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onde a série binomial acima passa a ser alternada a partir de um determinado termo. Logo
— 1—r
Npy1 — Ny < N
e de modo analogo é possivel mostrarmos que

d d _ d—r d—1 d—1 _ d—r—1
N, — NE< NET e N — N < N

Assim, lembrando que d; < [47! e usando (4.5), obtemos
Niy1 Niy1 Niqy1—-1
_ o d-1 _ d—1 d—1 d—1
ONe Ny = Z dp = Z I = Z I+ (N — Ny
I=Ni+1 I=Np+1 =Ny,
Nip1=1 g1
< / ¥ dr + (N — NEY
=N, V!
M d—1 d—1
= / o dr+ (N — Ny)
N

< (N, = N+ (N = N
< NF7T—NIh = NP1+ N < N

e
N1 Ni 41 Nit1 I
_ 2 : - 2 : d—1 2 : d—1
eNk,Nk+1 = dl = ) Z / T dz
I=Nj+1 I=Nj,+1 I=N+17 11
Nt d—1 d d d
— - N ~ -
Ni,
donde

Onene, = NP (4.51)

Consequentemente, obtemos de (4.50) e (4.51) que para todo € > 0 e k suficientemente

grande,

eNk Nk+1 di'r‘ Ng—'f‘ ﬁ _
— = = NN,
( Ony N, Nd=r g
N~ (N" + Cy(k — 1))
N (N + Cik)
1+ ClENT.

IN A
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Agora, observemos que para qualquer § > 0, existe k; € N tal que e®* > 1+ C1kN", se
k > ks. Assim para k > k;

r/(d—r
(eNk,NkJrl) A )< e5k
6N17N2

e logo tomando & = 6(d — r)/r, obtemos que

o) ,
(&> < K k> ks (4.52)
0N1,N2

Portanto, para 1 < p < 2,

M 0 1/p M M
Z e—k(l—e) ( gkyNkJrl) < Z e—k(l—e)e§/k/p — Z e—k(l—e—ﬁ//p)
k=1 N1, N2 k=1 k=1

< Dot < g

onde a constante C3 depende somente de €, p, d, e €, § sao escolhidos de forma que e+ /p <

1. Logo

M %pN M NN 1/p
€ € 1 1/2 1 1/2
pooncifime < 3o (e ) i < ol s

0
k=1 Ni,Na N1, N2

H

donde A® € K. Portanto segue do Corolério 3.3.5 que

1/2 9 <
1/p—1/2 ) 477 < g < 00,
dﬁ<A(2)Up>Lq) < Ce,p‘)‘(N)yej\{ijg/ { 1/2
Sup1§k§M<ln 9Nk7Nk+1) » § =00
—kal/p—1
+ Cop M) DT erare (4.54)

k=M+1



4.2 n-Larguras e Ntumeros de Entropia de Conjuntos de Funcgoes
Infinitamente Diferenciaveis sobre o Toro 89

Além disso, segue de (4.51) e (4.52) que

= > 0 1/p—1/q
- 1 1 1 _1 _ N,N 1
AN ST etae = AR ST e k(_)

0
k=M+1 k=M+1 N1,N2

03‘)\(N),N(dfr)(l/pfl/q) Z o~k k8" (1/p=1/q)
k=M+1

IN

Co| A(N) [N A/p=1/) 5™ ke

k=M+1
S

= Cy|A(N)|NU=A/p=1/a) Z (e~(1=")k

k=M+1

IN

= C3|A(V )!Nd r)(1/p— 1/q) e (1= 5” +1Z 5”
7=0
1

_ (d=r)(1/p=1/q)(,—(A=0")\M+1__ =
C3|>\(N)|N (6 ) 1— (67(175//))

IN

04‘)\(]\[) ’N(dfr)(l/pfl/q) (67(175//))M’

onde ¢" = §'(1/p — 1/q),¢"” < 1. Como da Observagao 3.3.2 temos M = [e ' Infy, n,] =

e Infy, N, € On, N, < N7, segue que

B el —7r — (1S n .

|IA(V)] Z e kej\{,kaiql < 04])\(N)|N(d )(1/p 1/q)(e (1-5 ))05(1 Ony ny)/
k=M+1

04’)\ N |N(d—r)(1/p—1/q)(elnHNLNQ)_05(1_5//)/6

(V)
= Cy AN NG (Gy )= Cs0=0e
S Cﬁ’)\(N)|Nd 'r 1/]) 1/q)N705(d,T)(175//)/6
= Cy|\(IV)|NE(A/p=1/0)=C5(=3")/€)
< GolA(N)I,

se tivermos (1/p—1/q) —C5(1 —6")/e < 0, ouseja 0 < e < C5(1—9")/(1/p—1/q). Segue
entao de (4.51) e (4.54) que

dg (A(Q)UPQ L7)

1/2 92 < <
1/p—1/2 q’-, =~q o0,
CLINN)|ON { +CLINN)|

SuplgkgM(ln 0Nk7Nk+l)1/2’ q = o0,
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1/2
< C7|)\(N)|N(d—7‘)(1/p—1/2) q’, 2< q < o0,
> €,p o s -
supy<p<p (I Ony v, )77, @ =00,
1/2
= C/ 076—’7NTN(d—7‘)(1/p—1/2) { q ) 2 S q < 00,
67p
supy<penr (IO )2, 0 = oo,
donde
q1/27 2< < oo

dB(A(z)Up; L) < e YN N (d=)(1/p=1/2) { (4.55)

SuplngM(ln eNk,Nk+1)1/27 q = 0.

De (4.50) e (4.51), segue que
eNk’Nk+1 ~ N]?*T — (Ng)(d—r)/r < (Nr—i_Cl(k_l))(d_r)/T’

e agora usando o fato de que M < e 'Infy, v, , Ony.n, < N7 e que N¥ < n vem que

In Oy = YU o= 1) < (N + O M
k>

Nt
Inf In N4-"
<< ln <Nrr- Cl N17N2> << 111 <N7n Ol )

€ €

= In <N"+MlnN) — In(N" + CgIn N)

€
(r+1)

< In(N"™™) = In(N%) 4

Obtemos assim de (4.55)

q'/?, 2 < ¢ < oo,

dg(A(Q)Up; L) < e~ IN" N (d=r)(1/p=1/2) { (4.56)

(Inn)/2, ¢ = oo.

Da Observagcao 3.3.2, de (3.39) e de (4.51), obtemos

M N M
k=1 s=0 k=1
< n+Chyn, < n+ CoN4,

e como N =< n, vem que N¥ 7 < n'="/? donde f < n + Con'~"/¢. Portanto pelo
Teorema 1.1.10 (d) e por (4.56),

, 1/2 2< g <
d[n+09n1_’"/d}(A(2)Up;Lq) < 6_'YN N(d—T‘)(l/[)—l/2){ q ) >~ (q 0, <457)

(Inn)'/2, ¢ = oo.
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Agora, sejam ¢y = n = dim Ty, 7w = n + Con'~"/?. Temos de (4.39) que
_,}/Nr < _Rnr/d +an(r—l)/d'
Tomando 0 < r < 1, temos (r — 1) < 0 e portanto Cyn"~V/4 < Oy, donde
—yN" < —Rn"? 4+ C5.
Assim
—ANT+ RIYY < R+ RV 4 C
= —Roy'+ R+ C
r/d /
= —RO 4R (o + Cosly T/d) +C4
r/d /
r/d ,
= Rﬁlwd ( (1 + Cyoy 7N/d> ) + Cs.
Como |ngz5j_vr/ d| < 1, ja que N é tomado suficientemente grande, segue que
Cr/dry > (r/d)(r/d—1)---(r)d —k+1 ,
(ot o 1 35 DI =) g
Cor
= 1+ =76y,
onde 0 < Sy < (), pois a série binomial é alternada. Portanto
T T C T RC
AN+ R < R /d< 2O prldg ) < e < O (4.58)
Seja agora | € N, [ty] <1 < [rn11]. Para 0 <r <1, segue de (4.44) que
e ™" .
1< m S e,

Assim, usando o Teorema 1.1.10 (d), (4.57) e (4.58), obtemos

d(APU,; L) < dpg(APU,; 1Y)

< eV ND/p-172) { L 2sg<oo

(ln ¢N)1/27 q=0
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< R N1/ ) b 2<q< oo,
(ln ¢N)1/27 q = 00,
= ey /p-i/2ga 2<q< oo,
(ln ¢N>1/27 q = o0,
< e VW g/ A/p=1/2) 1, 2< g < oo,
N 12
(hl (bN) y =00,
< e—R(TN-H)T/d,]_(lﬂ“/d)(l/?*l/?) { L 2 < g <o,
N 1 1/2 _
( HTN) ) q - OO?

< R ) L 25 q<oo,
(lnl)1/27 q = 00,

o que demonstra o resultado para 0 <r <lel <p<2<g<o0. Ocaso?2<p<
segue do fato de AU, C AUs.

Para o caso r > 1 aplicaremos o Teorema 3.3.1 no lugar do Corolario 3.3.5.
Observamos que a fungao f(z) = (k + x)" é continua em [0,1] e derivavel em (0,1),
assim pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢ € (0,1) tal que f(1) — f(0) = f’(c), ou seja
(k+ 1) —k"=r(k+c)"!, e como r > 1 obtemos (k+1)" — k" > rk"!, donde

—y(k+1)" +~vk" < —rk !
e VDT AT o pmrkT

— I _ T r—1
e ~v(k+1) < e vk e ~yrk

Ak+1) < e \(k)

ek 4+1) < e FTH(E),

L4l

Como e~ '+1 ¢ yma funcdo decrescente na variavel k, existe a € N tal que e ™ " < 1,
para todo k > a. Tomamos N > a, Ng=0, Ny =N, Npx17=N+k, M =0, f =mg=
n = ¢n. Entao aplicando o Teorema 3.3.1 para 1 < p < 2 < g < 00, obtemos

Ao (NPT L) < ST ANDON M = DA + k= 1)yt
k=1 k=1

Agora

eA(N+1) < AN) = AXN+1) < e 'A(N),
AN +2) < AN+1) < e 'AN) = AMN+2) < e 2A\N),

IN
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e assim, usando inducao sobre k, obtemos

AN +k) < e "A(N).

Consequentemente
Ao (AU L9) < AN) S e G Do P e« \(N) S e koyre.
k=1 k=1

Mas

N1 N+k
Oy = . dimH, = Y dimH, = dimHys.

S:Nk-‘rl 8=N+k‘

Assim

gy (A(Q)Up; L) < A(N) Z €7k(dim HN+k)1/p71/q
< AN D eTH(NV A+ ki)t

< AN)) e H(NE) DO

= A(N)NE-DA/p=1/a) Z ek pd=1)(1/p=1/q)
k=1

Denotando aj, = e Fk@DA/P=1/9 vem que ajyr/ap = e ! (1 + 1/k)\ " DY/P=YD Log0
lim (ag41/ar) = 1/e.
k—o0

Portanto Y 50, e *E@=D1/P=1/9) < o e desta forma, para 1 < p <2 < ¢ < o0

d¢N(A(2)Up; L) < )\(N)N(d—l)(l/p—l/Q) — N7 y(d=1)(1/p=1/q)
Assim, para 2 < p,q < oo, obtemos
d¢N(A(2)Up; L9 < d¢N(A(2)U2; L) < e N N@-DA2-1a)
o que demonstra (4.47), completando a demonstragao. ]

Observacao 4.2.5. Promovendo simples adapatagoes nas demonstracoes podemos cons-

tatar que o Teorema 4.2.3 e o Teorema 4.2.4 permanecem vélidos se trocarmos o operador
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A® pelo operador A?. ¢, por ¢r = dim T, 1y por ¥} = ¢f — ((bZ)l_T/d —1e R por
R.=ny27".

Analisando a demonstracao do Teorema 4.2.3, observamos que a constante R
é obtida em (4.39), a partir de (4.37) e (4.38), usando (2.4). A constante R* é obtida de

modo anélogo, usando (2.7) no lugar de (2.4).

Observagao 4.2.6. Sejam v,r € R, v,r > 0. Para N,k € N e n = dim Ty, seja

N
1
Avgp = —— (k:an—{—yer dl> :

=1

Sabemos da Proposicao 2.2.4 que d; < %' e n < N9, donde

N N N
E Ir dl — E ld—f—'r—l — / xd—l—'r—l dr = Nd—i—'r’
=1

=1 0

e assim L
Angp = —W—Nr = g(N), (4.59)

onde g(r) = —kz=% — a".

Temos que ¢ () = dkaz™ @D —rz"™1 e assim x;, = (d/r)"/ @+ E1/(@47) & o nico
ponto critico da funcao g. E facil ver que ¢ () > 0 para todo = < zj e que ¢ (z) < 0 para
todo z > xj, donde g assume maximo absoluto em z;. Observemos agora que para todo
r>0ex>1, temos

—dkr™ "t < K[z +1) =279 <0

0 < (z+1)—a" < ra"
donde
gx4+1) = =k(z+ 1) —(z+1) > -k ¥ =2 —ra" ! = g(a) —ra"t
Desta forma, como g ¢ decrescente para x > xy, segue que
g(z) —ra" < glz+1) < glz+1) < g(x), w>z;, 0<t<L

Mas, existe N € N tal que 2, < N < z; + 1, e portanto

g(xy) —rapt < g(N) < s%pg(N) < g(mp),
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ou seja
_Clkr/(dJrr) . Czk(rfl)/(d+r) < supg(N) < _Clk,r/(dJrr)’
N

com C = (d+7)d=¥/(d+r)p=r/(d+7) o Oy = pld+D/(d+r)qr=D/(d+7) - Obtemos assim de (4.59),

sup Ay, < supg(N) =< k@),
N N

Teorema 4.2.7. Seja A® o operador multiplicador definido na Proposicio 4.2.1, com
0<r<1. Entao

1, p<oo,q>1,

(Ink)™Y2, p<oo, q=1,

(AU, LI) > e ok (4.60)

(Ink)=12, p=o0,q¢>1,
(Ink)™, p=o0,¢=1,

onde

C — ~d/d+n) (d + r)dT(d/2)(In2)\ "
! 2rmd/2 .

Demonstracao. Observemos inicialmente que

N 1/n N 1/n
g h/ (HlA(mdl) = e <H|A(l)|dl>
=1 =1
N
= 27" (G_V/nzl’"dl) — e (Fm2tyEL, rd)/n,
=1

Temos que Ay = —(1/n) (k:ln2 3N, l’"dl) e obtemos assim do Teorema 3.4.5

1, p<oo,q>1,

(lnn)_1/27 p <00, q= 17

en(APU,, L) > etvr (4.61)

(Inn)™'2, p=oco,q>1,
(Inn)™', p=oo, q=1.

De (2.3), temos que
27rd/2

d < =11+
[— F(d/?) +Cl )
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donde
N N

erdl < Z ( 27Td ld-‘rr 1+C«ld+r 2)
= S\

Assim, definindo
2rd/2

T(d/2)

xd—i—r—l + Clxd-i-r—Q’

fx) =

obtemos

N N N+1
dord < > f() < / fla) d
=1 1=1 1

_ 22 (N + 1)d+r + Ch (N + 1)d+r71 +C
T D(d/2)(d+7) (d+r—1) 2
/2

< - d+r dtr—1
< F(d/?)(d+r)(N+1) + C3(N +1)
27Td/2

dr(d/2)

N
TN dr(d/2)y §~ g
ﬁzl < ondl2Nd Zl
=1
dl(d/2)y 2md/2
2md2Nd \ T(d/2)(d + 1)
dry

= G T)Nd(N + DAUN +1)" +

= (dcfr) <1+%)d(N+1)’“+04 (1+%)d(N+1)’"—1

De (2.4) temos n > N e assim

(N +1)"" + C3(N + 1)d+’"—1)

dT(d/2)7Cy

— e (N F YN+ 1)

Como (1+1/N)* =1+by/N 4 by/N*+---+1/N? < (1 + C5/N), vem que

Zl - d+r) (1+%>(N+1)T+C4<1+%)(N+1)T1
[N+ 1/N)]
N

dyCs [N(1+1/N)J"
(d+r) N

dry
= N+1)"
d—l—r)( +1"+

+ Cy(N+ 1)1 4 C,C5

—~

_ d’y r 1 ' r—1 r—1 1 o r—2
= (d+7~)<N+1) +Ce(1+ﬁ) N5 4+ Cy(N +1) +C7(1+N) N

ecomoO<r<le

1
—| <1, obt
N’ obtemos

N
,y T d’y r
— <
n§ Ird, < (d+r)(N+1) + Cs.
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Agora

1\" 1 r(r=1)1 r(r—1(r-2)1
N+1) = N'(1l+—| = N'|(1+7r— — ...
(N +1) (—I—N) (+7"N+ 5 N2+ 5 N3+

r r—1)1 (r=1)(r—2)1

- N1+ —-(7+ - JV 2 - .
{ + N ( + 2 N + 3 N2 +

= N 4+rN"7'Sy < N+C.N~' < N"+C,,

ja que 0 < r < 1. Assim

N
Y r dfy r d"}/ r
n?:lldl < (d+r)(N + Cy) + Cs (d+r)N + Cho (4.62)

Segue também de (2.4) que
k dl'(d/2)k

Obtemos entdo de (4.62) e (4.63),
—dI'(d/2)(In2)k ., dy .,
Ang > 5 a2 N7 — T TN — Cho. (4.64)
Definimos
—dl'(d/2)(In2)k dy
9(x) = 2rd/2 d+r v = Cuo

E facil ver que o méaximo absoluto da funcéo g é atingido em

oo (A2
2rymd/?

Podemos mostrar, como na Observagao 4.2.6, que existe uma constante C7; tal que
g(z) =Cu < g(z+1) < g(x), 222, 0<t <1,

e assim obtemos

g(ay) = Cnn < s%pg(NnLl) < g(wp).

Portanto, segue de (4.64),

sup Any > supg(N +1) > g(zx) — Chy.
N N
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Mas
(1) jor/(d+r) —dl(d/2)(In2) [ (d+r)dT(d/2)(n2)\ ¥
9\ Tk 97rd/2 2yl
_dy  ((d+r)dD(d/2)In2) ") .
(d+r) 2rymd/2 10
_ ([ (d+r)dr(d/2)(In2) r/(d+7) e [ ]
2rymd/2 dxr d+r
g ()AL 2)W2)\ T
! 2rmd/? 10
e assim
sup Ay > —Ck™/) — Dy,
N
Segue entao de (4.61)
17 p<oo,q> 1,

P (lnn)*l/Z, p=o00,q>1,

(lnn)_1> b = o0, q:l

Da Observacao 4.2.6, temos N =< kY7 ¢ assim n =< N¢ < k%(@+) donde Inn =

In k%@+7) = d/(d+r)Ink < Ink e portanto

1, p<oo,q>1,
./ (dr Ink *1/2, <00, qg=1,

€k<A(2)Up; Lq) > Ck /(d+7) ( ) p q
(ln k)71/27 p=00,q> 17

(Ink)™, p=o0,q=1.
O

Teorema 4.2.8. Seja A o operador multiplicador definido na Proposi¢io 4.2.1, com
0<r<1. Entao

en(ADU L1) < e CF/ I, 2<p<o0,1<q< o0,
D lnk‘, 2§p§oo’q:oo’

onde C € a constante dada no enunciado do Teorema 4.2.7.
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N S C1e® *NTT ¢ assim para 1 <
k < M, obtemos da Observacao 3.3.2 e do fato de que n < N,

Demonstracao. De (4.51) e (4.52), sabemos que Oy,

< InCy+8k+(d—r)lnN
InC,+0M+(d—r)lnN

InCy + Cy0 Infy, N, + (d—7)In N
InC; +Cs(d—r)In N+ (d—r)In N
Cyln N < Cslnn.

In eNimeH

INIA A

IN

Logo
)2 < Cy(lnn)"?, (4.65)

sup (Infy,
1<k<M

Para 2 < ¢ < oo, obtemos de (3.48),
<2 k+1V0l n

N 1/n
Vol,( 1;[ )
1/n q1/2 9 < g <o
3C sup (271) " A(j ’ = ’
bl [0 (i)', ,

n>1 ey q= o0

N 1/n
1 2<qg< o0
sup C;27F/m ()% ’ - ’
bCr <H| ) ) {anmw, .

N1

Xk = 3sup

n>1

IN

IN

n>1 q = o0

1, 2 < g < oo,
(11177,)1/2, q=0

n>1

= Crsup (elnz)fk/” oY/ i {

= Crsup €_<kln2+725y:1jrdj)/n L, 2 < q < oo,
N (lnn)1/27 q = o0

1, 2 < q < oo,
= Cysupetve =4
N (Inn)'/2,  ¢=oc

De (3.48) temos também

Xr = CgsupeNh

N

e assim
1, 2 < q < oo,

4.66
(lnn)1/2> q=0 ( )

6supN AN,k << Xk; << 6SupN AN,k{

2/ jd-1
(d/2)

fz) =

De (2.3), temos d; > — C1%72. Assim, definindo

22
['(d/2)

d+r—1 de—&—r—?
)
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obtemos
N N
27Td/2
I"d > ld+r71 ldJrr 2
Z L= Z I(d/2) Zf
-1 =1
N /2
2T C
> dt = ———— N = i1 4.67
= /0 f@)de = s an d+r—1 (4.67)
1 1 C 2mrd/2
Da Proposicao 2.2.4, temos - > NI RN onde I = dF7(Td/2) e assim
k S k Ck
n = FNd [F2Nd+1°

Mas, da Observacao 4.2.6, temos que N =< k(") ¢ desta forma podemos garantir a

existéncia de uma constante absoluta Cy satisfazendo

k k
XS r—1)/(d+r)
n = FNd ~ Cokt
e como 0 <7 <1, vem que
k k dl'(d/2)k

Usando ma 11 C
Sando mails uma vez que ﬁ = FNd - FgNd_H’

N J—
gl g Cry 214/ i+ C s
INTra > - NU#r - = e
n 121: L= (FNd F2Nd+1) ((d +r)0(d/2) d+r—1

vem de (4.67) para 0 <r <1,

_ 27Td/27 r 277d/276 r—1
F(d+nr)TI'(d/2) F2(d —|—_7“)F(d/2)
~ Faty  Ea
9/
= T +7Tr) 7(d/z)N "= Co
_ d‘f N~ Cro (4.69)

Obtemos assim, de (4.68) e (4.69),

r dP(d/Q) (ln 2) k —d d/y T
Ay = ——1112——21 S ——gar N g O (4.70)

Definimos I1(d/2)(1n2) k p
2)(In2 —d ¥
n@) = - 2md/2 Cd+r
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E facil ver que o valor méaximo absoluto de ¢; é atingido no ponto

b (@A)
2rymd/2

e assim

sup Ayr < supg(N) < gi(xw)
N N

r/(d+r
(L ndn @22\ [ Ay
2rymd/2 d+r d+r
r/(d+r)
. (d+r)dl'(d/2)(In2) wr/@n | o
2rymd/2
r/(d+r
_ e (@A DAD@/2) 2\
= Y d k -+ 011
2rd/2
= —CK/) 4 Oy
Segue entao de (4.66) que
o —Ch"/ (@) 2 < g < o0
< ’ - ’ 4.71
Xk esupN AN’k<lnn)1/2, q = 0. ( )

Em particular, para q = oo, usando (4.70) e lembrando que n < N? obtemos

e & e8PV Avk(Inp)Y2 = sup ANk (Inn)l/?

N
1

<< Sup eAN’k(lnN)1/2 — Sup €AN7k+2ln(lnN)

N N
dr(d/2)(n2) k xr—d  dy ey 1
< sup e et N T Ny I N)+Cu
N

Definindo IT(d)/2)(n2) k p
2)(In 2 _ v o, 1
_ 5d3 2 Tt + 5 In(lnz) + Chy,

de modo anélogo ao que foi feito no Lema 4.1.6, observamos que o valor méximo da fungao

g2(x) =

go € obtido em um ponto 7} satisfazendo Chx, < T, < Oz, donde supy ¢2(IN) é obtido

quando N = Tj, < x5, =< k() Portanto para ¢ = oo, temos
Xe < sup er(In N)Y? < sup eV (In kY (4H))1/2
N N
< sup ek (In k)1/2 = SN AN (] N)1/2

N
oK IHOu (1 )12 ORI (1 )12,

IN
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Voltando em (4.71) vem que

) (dr 1, 2 < g < o0,
X <& e Ck b 1 (4.72)
(Ink)2  qg=o0.

Assim, como A® € K_,, para algum ¢ > 0 (Ver (4.53)), aplicando o Teorema 3.5.3,

obtemos

e, (APIT,, 1)

L, 25p= 00,25 q <00, S i1/2-1/q
_inl/2—
< Xw sup (lngNj’Nﬁl)l/Q, 2<p<o0,q=o00, T Z € evaNj-‘rl
1<g<M J=M+1
Mas Z e_jejl\,/ﬁ;,]l_ﬁ < 1 (Ver (412)), Infy, n,,, < Inn ( Ver demonstracio do
j=M+1

Teorema 4.1.3 ) e Inn < InN? =< Ink¥ @) < Ink, donde

L, 2<p<o0,2<q<oq,

e, (A?U,, L) <«
77( p ) Xk (ln l{?)l/27 2 < P < 00, ¢ = 00.

Segue entao de (4.72)

Xk 2<p<oo, 1<g<?2,
e,(APU,, 1Y) < e CFTT < p <00, 2< g < o0,

e=CR /@) 1y k, 2<p< o0, q=oc.

Para 1 < ¢ < 2, temos pela definicao de Xff) e por (4.72) que Xl(f) < x,(f) < e KT
assim
v (dr 1, 2<p<oo,1<g<o0,
en(AQ,, L) < e=Ck7/ =P= 1 (4.73)
In £, 2<p< o0, q=.
Da Observacao 3.3.2, de (3.39), (4.51) e lembrando que N =< k(%7 segue que
M M
n = k‘+ZmJ S k—i‘ZS_EJQNIJ\b
j=1 j=1
< k+Cubn N, < k+CpNTT
< k+ Cl4k(d—7")/(d+r)
e assim, da Proposi¢ao 1.2.4 (a) e de (4.73), obtemos
_ckr/(d+) I, 2<p<oo, 1<qg<oo,
6[k+cl4k(d—r)/(ri+r)](A(Q)UZ” Lq) << (& Chr/ts (474)
Ink, 2<p< o0, q=00.
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Seja @ = k + C1,k4=7)/@47)  Entao

C (_kr/(d-H“) + S02/(0l+7‘)> — C (_kr/(d—i-r) + kr/(d+r) (1 + Cl4k_2r/(d+r))r/(d+r))
= Cl{ir/(dJrT) <—1 + (1 + Cl4k*2r/(d+r))r/(d+7~))

_ o/ (@k—zr/(dm _ A0 s | )

d+r 2(d+r)?
7“014 _ rdC2 _
_C LT/ _ 4 g.=3r/(d4r) 4 .
(d +r 2(d+r)? +

< Cis

donde
_Ckr/(d+r) S 015 _C@Z/(d+r),

e logo

Ckr/(dJrr) < 6015 _Ccpr/(dJrr) < e_cw;;/(d+r)‘

Segue entao de (4.74)

1, 2<p<oo,1<g<o0,
=P= 1 (4.75)

e[@k](A( )U Lq) < efcg,r/(dw)

Observemos agora que
S07"/(d—|—7”) — kr/(d+r) (1+C k—2r/(d+r))7“/(d+7°)

k

o/ (@+1) (1 TG i) _ Lcmk —arf(din) )

d+r 2(d+1r)?
donde ,
r/(d+r) > k,r/(d-ﬁ-r) 1 rCuy L~ 2r/(d+r) TdCM k—47"/(d+7")
Pk - ( TaTy 2(d + )2
e

r/(d+r r r TCM
Spkér(1+) < (k+1) /(d+)(1+d+

(k—i— ) 2r/(d+r)) ]
Como 0 < (k 4 1)@+ — pr/ld+n) < v /(d + ), vem que
0< 907];{|_(il+r) . S0;/(d+1“) < (k—'— )r/ (d+r) kr/(d+r) +Cl6 < T/(d+7“) +016 _ 017

donde
e k
1 < — < (5. (4.76)
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Finalmente, se 0 < r < 1, para [pr] < I < [@pk41], obtemos da Proposi¢ao 1.2.4 (a), de
(4.75) e (4.76)

el(A(Q)U:D? L) < €ler] (A(Q)Upv L)
< o] L 2Spsoo lsg<oo,

/(a4 2<p<o0,1<q< o0,

<< Pr+1
hwk, 2<p<o0,qg=00

czr/(dm{ 2<p< oo, 1<q<oo,

<
B mi+1),  2<p< o0 q—oc
< p—crr/ @) 1, 2<p<oo0,1<g<oo,
Inl, 2<p<o0,q=
concluindo a demonstracao. O

Observacgao 4.2.9. Fazendo simples adaptagoes nas demonstragoes dos Teoremas 4.2.7
e 4.2.8, podemos observar que os resultados permanecem validos quando trocamos o ope-

rador A pelo operador AP ¢ a constante C pela constante
/(d+r
¢, — e (A2’ e
24y

Na demonstracao do Teorema 4.2.7, observamos que a constante C é obtida a partir de
(4.62) e (4.63), usando (2.4). A constante C* é obtida de modo analogo, usando (2.7) no
lugar de (2.4).

4.3 Conclusoes

Nesta tltima secao, vamos expor os casos onde as estimativas obtidas sao as-
sintoticamente exatas em termos de ordem. Tais resultados serao dados em forma de
Corolarios ja que sao consequéncias imediatas dos teoremas demonstrados nas duas segoes

precedentes.

Corolario 4.3.1. Sejam A A* ), A ¢ AP o5 operadores multiplicadores definidos na
introdugao do capitulo com 0 < r < 1. Entao para 2 < p,q < 00,

de(AVU,, LY < dp(AVU,, LY =< E4nk)™¢, v > d/2,
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A (APU,, L) = ¢ RF
dp(APU,, L7) = e RH"

dr(d/2)\" -

onde

Corolario 4.3.2. Sejam AW, AS), A® ¢ A®) o5 operadores multiplicadores definidos na

introdugao do capitulo com 0 < r < 1. Entao para 2 < p,q < o0,
en(AVU,, L) =< ep(AVU,, L9) < k7 (Ink)~S, v > d/2,

ex(ADU, L9) x =0k

(AU, L7) = O

Y

onde

r/(d+) r/(d+)
C = /) ((d +7)dl'(d/2)(In 2)) ¢ C, = U <(d +7)(In 2)) |

2rmd/2 2dy
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