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Abstract

In this thesis we work out exemples of maximal curve wich are not covered by the corresponding
Hermitian curve. These exemples arise as covered curves of the called GK curve. We also construct
exemples of maximal array which cannot be Galois covered by the corresponding Hermitian curve.
Finally we stay some applications to coding theory.

Keywords: maximal curve, Hermitian curve, GK curve, GGS curve.

Resumo

Apresentamos nesta tese exemplos de curvas maximais que sao obtidos usando recobrimentos da
curva GK definida por Giulietti e Korchméros. Demonstraremos que em alguns casos estas curvas
generalizam uma propriedade fundamental da curva GK, ou seja, que elas nao sao recobertas pela
curva Hermitiana correspondente; em outros casos também mostraremos exemplos de curvas que
nao podem ser Galois recobertas pela curva Hermitiana. Adicionalmente também apresentamos
algumas aplicagoes, especialmente usaremos as curvas construidas para calcular alguns AG cédigos
num ponto racional; estes serao construidos usando certo semigrupo telescopico no ponto racional
da curva correspondente. Finalmente compararemos os parametros obtidos de nossos exemplos,
com os parametros dos codigos existentes na literatura.

Palavras-chave: curva maximal, curva Hermitiana, curva GK, curva GK generalizada.
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Introducao

Atualmente, o estudo das curvas algébricas sobre corpos finitos tem sido um tema de muito
interesse em certas areas da matematica, e tal tema tem sido amplamente estudado, especialmente
por sua relagdo com a teoria da informacao via a teoria de cédigos e geometrias finitas.

Em 1940, A. Weil prova a hipétese de Riemann para curvas sobre corpos finitos. Como um
corolario, é obtida uma cota superior para o nimero de pontos racionais de uma curva algébrica C
geometricamente irredutivel, ndao singular, de género g definida sobre o corpo finito com g elementos
F,, a saber

#C (Fy) < g+ 1+ 294",
onde #C (F,) denota o niimero de pontos racionais da curva C.

Alguns trabalhos tiveram como seu principal objetivo melhorar a cota acima (veja por exemplo,
[16], [24]), outros determinar curvas onde #C (IF,;) é o maior possivel. Assim, foi obtidas uma grande
variedade de curvas com esta propriedade, [28]. Além disso, foram encontradas curvas que atingiam
esta cota, que na literatura sao chamadas curvas maximais. Também foi determinada uma curva
maximal de género maximal, chamada curva Hermitiana.

Com o trabalho de Goppa em 1980 (veja [13]) o estudo das curvas algébricas tornou-se im-
portante, em consequéncia foi retomado novamente seu estudo; pois coédigos induzidos por estas
curvas tem bons parametros na medida que seu niimero de pontos racionais estava perto da cota
de Hasse-Weil acima.

No ano 1987, Serre observou que toda curva recoberta por uma curva maximal era ainda ma-
ximal, [21]; uma prova deste fato é apresentada em [17]. Na literatura, todas as curvas maximais
encontradas eram sempre recobertas pela curva Hermitiana (por exemplo veja [3], [11], entre ou-
tras). Uma questdo que surgiu naturalmente foi se toda curva maximal estava sempre recoberta
pela curva Hermitiana. Nesse aspecto, alguns trabalhos foram encaminhados a provar ou refutar
esta afirmacdo. Em 2006, Garcia e Stichtenoth apresentam um primeiro exemplo de uma curva
que nao era Galois recoberta pela curva Hermitiana (veja [10]). S6 em 2009 Giulietti e Korchmaros
conseguiram resolver este problema, apresentando uma familia de curvas maximais que nao era
recoberta pela curva Hermitiana, que ficaram conhecidas como as curvas GK, [12]. Uma gene-
ralizacao foi apresentada por Garcia, Giineri e Stichtenoth com uma curva que denotaremos por
GGS. Até agora, a tnica informacao para esta curva é que ela nao é Galois recoberta pela curva
Hermitiana, [4], [9].

Nosso objetivo principal nesta tese é construir exemplos de curvas maximais que nao sejam



recobertas ou Galois recoberta pela curva Hermitiana, i.e, apresentar outras solu¢oes ao problema
resolvido por Giulietti e Korchméros, e para isto usaremos recobrimentos da curva GGS, provare-
mos que algumas curvas obtidas com esta técnica tem tal propriedade (veja [27]).

Dividiremos este trabalho em 4 capitulos brevemente descritos a seguir:

O capitulo 1 tem como objetivo descrever alguns resultados sobre curvas maximais que serao
usados adiante. Iniciamos apresentando a relagao entre a fungdo Zeta de uma curva e a cota de
Hasse-Weil, e usaremos esta relacao para determinar algumas propriedades das curvas maximais. A
seguir apresentamos a equacao fundamental de uma curva maximal, os principais resultados sobre
recobrimentos e algumas relacbes com as curvas maximais também sao estudadas. Finalizamos
o capitulo com alguns aspectos sobre os semigrupos de Weierstrass associados a uma curva e a
relacdo entre as curvas maximais e as variedades Hermitianas.

No capitulo 2 estudamos os principais fatos das curvas GK e GG S, e provaremos alguns destes
resultados.

No capitulo 3 apresentamos a construcao de duas familias de curvas maximais. Para isto
usaremos recobrimentos da curva GGS e depois provaremos que elas nao sao recobertas ou Galois
recobertas pela curva Hermitiana.

Finalizamos este texto apresentando algumas aplicagoes. Em especial, usaremos as curvas
apresentadas no capitulo 3 para calcular alguns codigos algébricos geométricos num ponto racional
e compararemos os parametros obtidos com os parametros dos codigos existentes na literatura.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo descreveremos alguns resultados e conceitos que consideramos necessarios para
o desenvolvimento desta tese e que usaremos frequentemente; destacamos especialmente as curvas
maximais e recobrimentos de curvas.

1.1 Curvas maximais

Apresentamos nesta secao alguns aspectos das curvas maximais e sua relagdo com um tipo
especial de funcao Zeta de Riemman. Estudaremos as propriedades destas curvas; seu sistema
linear e sua equacao fundamental. Finalizamos a secao com alguns resultados sobre semigrupos de
Weierstrass.

1.1.1 Curvas, divisores, a funcao Zeta e curvas maximais

Definicao 1.1.1. Seja ¢ uma poténcia de um primo p. Denotaremos por F, o corpo finito com q

elementos; por uma curva sobre F, entenderemos uma variedade algébrica projetiva C C P" (Fq)
de dimensao 1, nao singular e geometricamente irredutivel sobre .

Dada uma curva C sobre I, os pontos P do espago projetivo P" (Fq) que satisfazem as equagoes
que definem a curva sdo chamados pontos da curva C e escreveremos isto como P € C.

Um divisor de C é uma serie formal

D =) npP; (1.1.1)
PeC

onde np € Z e np = 0, exceto para um numero finito de P € C. Denotaremos por por Div (C) o
conjunto dos divisores de C,
A multiplicidade de D em P € C ¢ definida como

Up (D) = np,

onde vp denota a valorizacao no ponto P.



O suporte de D é o conjunto
Sup (D) :={P €C:np #0};

e seu grau ¢
grau(D):= > wvp(D).np.

PeSup(D)

Naturalmente Div (C) é um grupo abeliano com a soma definida como segue, para D' =

> mpP e D como em (1.1.1),
pec

D+D/:Z(np+mp)P
peC

O divisor D definido em (1.1.1) é chamado de positivo ou efetivo se para cada P € C, np > 0;
neste caso escrevemos isto como D > 0. Se D, F € Div (C), dizemos que D > E se D — E > 0.

Denotemos por F, (C) o corpo de fungoes associado a curva C, i.e., funcoes racionais definidas
nos pontos de C. Para cada f € F,(C) \ {0} temos o divisor principal de f em C, definido por

div (f) = >_ vp (f) P,

PeC
com vp definida como acima, i.e., a valorizagao no ponto P.

Para cada D € Div (C) definimos o espago de Riemman-Roch
L(D)={f €Fy(C)\{0}: D +div(f) = 0} U{0};
temos que £ (D) é um F,— espago vetorial de dimensao finita e
dims, (£ (D)) == ¢ (D)
denota a dimensao do divisor D (veja [25], Proposigao 1.4.9).

Definic¢ao 1.1.2. Seja C uma curva sobre F,, existe um inteiro ndo negativo g chamado o género
de C, tal que
¢ (D) = grau (D) +1—g, (1.1.2)

para cada D € Div (C) com grau (D) > 2g — 1, (veja [25], Teorema 1.5.17)

Dois divisores D, E € Div (C) sao chamados linearmente equivalentes, e escrevemos isto
como D ~ E, se existe f € F, (C) \ {0} tal que

D =FE+div(f).

A relacdo ~ é uma relagao de equivaléncia; denotaremos por [D] a classe de equivaléncia de
D € Div(C). Como divisores equivalentes tém o mesmo grau e a mesma dimensdo (veja [25],
Corolario 1.4.12), definimos

grau[D] :== grau (D), e (([D]):=¢(D).

4



Denotaremos

C1(C) = {[D]: D € Div(C)}

e também

CI°(C) ={[D] € CI(C) : grau (D) = 0} ; (1.1.3)
temos que C1° (C) é um subgrupo finito de C1(C) (veja [25], Proposicao 5.1.3).
Definimos para cada n € Ny := NU {0} :

A, =#{Ae€Div(C): A>0egrau(A) =n}.

Por [25], Lema 5.1.1, cada A,, ¢ um ntmero finito. Em particular A; é chamado o nimero de
F,— pontos racionais da curva C; denotaremos isto por

Al = #C (Fq> .

Definicao 1.1.3. A série de poténcias

Z(t) =3 At € C[lt]

n=0
é chamada a funcao Zeta da curva C.
As principais propriedades desta fungao sao descritas no seguinte teorema.

Teorema 1.1.4. Seja C uma curva sobre Fy com género g > 0 entdo,

1. A fungdo Z (t) de C é convergente para |t| < ¢*, além disso:

1.1. Se g =0 entao

1
7 (1) = .
O=a—ga-w
1.2 Seg>1 entao Z (t) = F (t) + G (t), onde
_ 1 (D)) grau((D)) _ #C(C) ( 0201 1) .

[D]eT
onde T'={[D] € CI(C) : 0 < grau([D]) < 2g — 2}.

2. Z (t) satisfaz a equagdo funcional

1
Z(t) = ¢ 1?27 <> .
qt



3. O L— polinomio de C sobre F, € definido por

L(t)=(1—-q)(1—qt)Z(t);
entao L (t) é um polindmio com coeficientes em Z, de grau 2g.

Além disso temos,
3.1. Se L(t) = ap+ ait + ... + ag t™, entdo ag =1 e agy = ¢¥.
3.2. azy_; = ¢ "a;, para 0 < i < g.
3.3. ay = #C (F,) — (¢ + 1), onde #C (F,) denota o nimero de F,— pontos racionais de C.

3.4. L (t) se fatora em C[t] como
29

Lt)=][1 - at); (1.1.4)

i=1
onde au, ..., g 8G0 numeros complexos inteiros algébricos, arranjados tais que o;yg = q,
comi=1,....9.

Note-se que o0s o sdo inversos multiplicativos dos zeros de L (t).

4. Parar > 1, seja Z, (t) a fungdo Zeta da curva C sobre Fyr, entdo seu L— polinomio é

L, (t)=(1-q) (1 —q"t)Z (t);

e pode-se fatorar como

29
Ly () = [T (1 = ait);
i=1
onde o, ..., oy satisfazem (1.1.4).
5. Parar > 1:
29
#C(Fyr)=q¢ +1-> al. (1.1.5)
i=1

Dem. [14], segdo 9.1; [25], secdo 5.1. W

Teorema 1.1.5. (Teorema de Hasse-Weil) Seja C uma curva definida sobre F, de género g e
aq, ..., Qiag 08 tnversos multiplicativos dos zeros de seu L— polinomio, entao parai=1,...,2g :

’041" _ q1/2'
Dem. [14], se¢do 9.19; [25], Teorema 5.2.1. W

Teorema 1.1.6. (Cota de Hasse-Weil) Dada uma curva C sobre F, de género g, seu nimero
de F,— pontos racionais #C (F,) satisfaz

#C (Fy) — (¢ + 1)| < 29"/,



Dem. Sejam oy, ..., ay, 0s inversos multiplicativos dos zeros do L— polindmio da curva C, da
parte (5) do Teorema 1.1.4 com r = 1 temos

2g
#C(Fq) :CJ+1_ZOHS
i=1

e pelo Teorema 1.1.5, segue-se que
29
#C (Fy) = (¢ + 1) <3 [ei| = 29¢">. W
i=1

Definigao 1.1.7. Dizemos que uma curva C de género g é Fy;—maximal se seu nimero de Fy—
pontos racionais atinge a cota superior de Hasse-Weil, i.e,

#C (Fy) = +1+29VC.

Neste caso observamos que para g > 0, necessariamente ¢ tem que ser um quadrado. No que
segue neste capitulo, sempre consideraremos curvas F, maximais de género g > 0, onde ¢ = ¢%. As
curvas maximais podem se caracterizar como segue.

Teorema 1.1.8. Seja C uma curva definida sobre Fp2 de género g e sejam o, ..., g 08 inversos
multiplicativos dos zeros do seu L— polinomio, entdo as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. C ¢ Fp2— mazimal.
2. Paravr=1,...,2¢9: a; = —q.
3. L(t) = (t+q)%.

Dem. (1) = (2) : Se C é F2— maximal, entao

29
1+q2+29q:1+q2—2a,~;
i=1

29
portanto, 2g = - —% e pelo Teorema de Hasse-Weil |o;| = ¢, em consequéncia —% =1.

=1
(2) = (3) : Se a; = —¢q para cada i = 1, ..., 2g, temos
Lt)=(t—a)®=(t+q%.

(3) = (1) : Se L (t) = (t + q)*, entfio para i = 1, ..., 2¢ temos a; = —¢, em consequéncia

29
#C(Fpe) =14+¢ > a; =1+ ¢*+ 2g9q;
=1

ie, C é Fp2— maximal. W



Teorema 1.1.9. Se C € uma curva Fpe— mazimal e m € N € impar, entao C é Fm— mazimal.

Dem. Se C é F,2— maximal entao pelo Teorema 1.1.8, para i = 1,...,2g temos a; = —q, e
como m é impar temos

2g
#C (Fpom) =14+ ¢"" = > a" =1+ ¢ + 29¢™
=1

i.e, C é Fpm— maximal. W

Teorema 1.1.10. (Ihara) Seja C uma curva Fp2— mazimal com género g entdo

g<ql(g—1)/2.

Dem. Sejam ay, ..., agg 0s inversos multiplicativos dos zeros do L— polindmio da curva C; como
C é F,2— maximal, pelo Teorema 1.1.8, para ¢ = 1,...,2g temos «; = —q. Agora, pelo Teorema

1.1.4 temos
2g

#C(Fpu) = 1+q4—2a? =1+ ¢"* — 294>
i=1

Como C (F2) CC(Fpu), temos 14 ¢* +29q <1+ ¢* — 2g¢* e portanto g < g(g—1)/2. A

Do Teorema 1.1.10, o inteiro ¢ (¢ — 1) /2 é uma cota superior para os géneros de curvas F,—
maximais. Além disso existe uma curva [F 2 — maximal cujo género atinge esta cota, como descre-
Velmos a seguir.

Teorema 1.1.11. A curva Hermitiana sobre F 2 € definida pela equagdo afim

Hy 2?4+ =yt

1. g(Hq) = q(qz—l)‘

2. #H, (Fpe) = ¢ + 1.
3. Hy € Fp— mazimal.
4. Salvo isomorfismo, H, € a unica curva Fp— mazimal com género

g:CI(QZ— 1)'

Dem. [14], [25], [26]. W



1.1.2 Sistemas lineares de uma curva, equacao fundamental

Seja C uma curva definida sobre F,. Para cada divisor E € Div (C) definimos
|E|={D'€ Div(C): D'>0 e D'~ E}.
Notemos que, |E| = ¢ (L (FE)\ {0}), onde

p: L(E)\{0} — |E|
f —s E+div(f).

Para f,g € F,(C) \ {0} temos que div (f) = div (g) se somente se existe A € F, \ {0} tal que
f=Ag.
Segue-se da aplicacao
|E] — P(L(E))
E+div(f) —  [f];

que |E| pode-se equipar da estrutura de espago projetivo, i.e, |E| ~ P (L (F)).

Defini¢ao 1.1.12. Um sistema linear D sobre a curva C é um subconjunto de |E| do tipo

{E+div(f): feS\{0}},

onde S é um subespago Fy— linear de L(E). Dizemos que o sistema linear D é completo se

D = |E|.
Definimos os parametros
d=grau(D):=grau(F) e r=dim(D):=dim(S)—1;

que sao chamados respectivamente o grau e a dimensao (projetiva) de D; neste caso dizemos que
D é um g, sistema em C e escrevemos
To._
g, =D
para denotar isto.
Para curvas maximais existe um tipo especial de sistema linear que estudaremos a seguir.

Consideremos o automorfismo de Frobenius de Fq

]|

q

CI):Fq—>
t — t9

A colinealizagao de Frobenius de P” (qu) associada a este automorfismo ¢é definida por

D - P (F,) — P (F,)

X=(vo:x1:.:2) — XT:=(xf :af:... :29).
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Se D= 3 npP € Div (C) definimos
pec

o (D) := Pz:cnpfb (P).

Notemos que, para cada P € C (F,), ® (P) = P.
Para P € C (F,2) definamos
op,: C(Fp) — CI°(C)
P — [P — Ry,
com C1° (C) definido em (1.1.3). Notemos que grau (P — Py) = 0, portanto ypp, estd bem definida.

Seja Je a variedade Jacobiana de C, i.e, Jz é uma variedade abeliana caracterizada pela
seguinte propriedade universal:

Se A € uma variedade abeliana e o : C — A é um morfismo que envia Py em 0 € A | entdo
existe um tunico homomorfismo de variedades abelianas* U : Jo — A tal que

\DOQOPOZQ,

i.e., o seguinte diagrama comuta:

Teorema 1.1.13. Seja C uma curva F2— mazimal contida em P" (qu). Se Py € C (Fp2) entdo o
sistema linear de Frobenius |(q+ 1) Py| tem equagao fundamental

qgP+®(P)~ (¢+1) R, (1.1.6)

satisfeita para cada P € C, onde ® denota a colinealizacao de Frobenius de P" (ﬁqz) definida acima,
e ~ denota a equivaléncia linear entre divisores da curva C.

Em particular, para cada par Py, P € C(Fp) :
(q+1) Py~ (q+1)P. (1.1.7)

Dem. Definamos
a=¢po®:C(Fe) — CI’(C) = 4;

COo1mo

a(Py) = (pp, 0 @) (F) = [® (Fy) — Po] = [0];

Variedades abelianas sao grupos grupos algébricos, ou seja, tém uma leis de grupos que podem ser definidos
pelas fungoes regulares.
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pela propriedade universal acima, existe ®¢ : Jo — C1° (C) tal que
QDPOO@:@:(I)COQOPO- (118)

®. é chamada a aplicacao de Frobenius na variedade Jacobiana .J.. Notemos que C é
[F,-— maximal se somente se a aplicacao de Frobenius ®¢ na variedade Jacobiana .J; de C age sobre
Je multiplicando por —q, (veja [26], Lema 1).

De (1.1.8), para cada P € C

[@(P) = R] = (ppo®)(P)
(®c o pr,) (P)

portanto
¢ (P)— Py~ qPy —qP,

de onde obtemos (1.1.6).
Se em (1.1.6) P € C (Fj) e portanto ¢ (P) = P, obtemos (1.1.7). W

Se C é uma curva [F 2 — maximal entao o sistema linear
D =gy =lla+1) Rl;
com Py € C(Fp2) é um F,2— invariante da curva C. A dimensao r é independente ) € C (Fp2) e é

chamada a dimensao de Frobenius de C.

1.1.3 Semigrupos de Weierstrass de uma curva

Como ¢ usual, denotaremos por Ny := N U {0} o conjunto dos niimeros inteiros nao negativos.

Definicao 1.1.14. Por um semigrupo numérico entendemos um subconjunto S C Ny tal que:
e 05,
e S ¢ fechado com respeito a adicdo, i.e, s1 + Sy € S, para cada par si,s9 € S;

e No\ S € finito.

Se S é um semigrupo numérico entao o nimero g := # (Ny \ S) é chamado o género de S; se
existe

cond(S) =min{A: A\+s €S, VseN};
entao ele é chamado o condutor de S.

Se S é definido por
S:{OZSO<81<...}
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entdo cada s; é chamada nao lacuna de 5; s; é a multiplicidade de S.

Os elementos do conjunto
Gap(S) = No\S = {61 < 62 < ... < gg}

sao chamados lacunas, onde ¢, a maior lacuna ¢ chamada nimero de Frobenius de S e a
denotamos por F'rob(S). Notemos que £, < 2¢g — 1. Dizemos que S é simétrico se {, = 2g — 1.
Em geral £, + 1 = cond (5).

Denotaremos por (sq, ..., 8.} 0 semigrupo numérico gerado pelas combinagoes lineares de sy, ..., s, €
N, com coeficientes em Nj.

Definigao 1.1.15. Seja (ay,...,a,) uma sequéncia finita em N, com mdc(ay,...,a,) = 1, para
i=1,..,r, seja d; = mdc(ay,...,a;) e defina

0 semigrupo numérico gerado por G-, ..., 5.
7 7
e Dizemos que (ay,...,a,) € uma sequéncia telescépica se para cada i =2,..,7: 5 € Sj_1.
1

e Um semigrupo numérico é chamado de semigrupo telescopico se é gerado por uma sequén-
cia telescopica.

Podemos calcular o género de um semigrupo telescopico da seguinte forma:

Teorema 1.1.16. Seja A = (aq,...,a,) € uma sequéncia telescopica e S = (ay,..,a,) o semigrupo
telescopico gerado por A; entdo S tem género

g(S)=;<1+i§r2<d2‘il —1) ai>;

onde dy =0 e para cada i > 1:d; = mdc(ay, ..., a;).

Dem. [15], proposi¢ao 5.35. B

Observacao 1.1.17. Como uma consequéncia direta da formula acima temos a conhecida férmula
do género de um semigrupo gerado por dois elementos, i.e., se p,q € N, com mdc (p,q) = 1, entao
o semigrupo S = (p,q) é um semigrupo numérico telescopico e

Seja C uma curva definida sobre F, e denotaremos por F, (C) o corpo de fungoes racionais
definido sobre C. Para f € F,(C) \ {0}, seja Ny = {P € C:vp(f) < 0} o conjunto dos polos de
f; denotemos por
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divee (f) = > —vp(f) P

PENf
o divisor dos polo de f.

Se P € C(F,), dizemos que k € Ny é um ntimero de polo de P se existe f € F,(C) \ {0} tal
que dive (f) = kP.

Definamos
H (P) ={k € Ny : divy (f) = kP, para alguma f € F,(C) \ {0}}.

Se f é uma fungdo constante nao nula definida em C entao dive, (f) = 0P. Sejam kq, ko €
H (P), entao existem f1, fo € F, (C) \ {0} tais que divy (f1) = k1P e dive (f2) = k2P, portanto

diVoo (f1f2> = dlvoo (fl) + leoo (fg) = (]i]l + kz) P,

em consequéncia H (P) é um semigrupo numérico; este semigrupo é conhecido como o semigrupo
de Weierstrass de C no ponto P. Os nimeros k € Ny \ H (P) sao chamados lacunas de
Weierstrass de P, e denotamos

G (P) = {k € Ny : k é lacuna de Weierstrass de P} ;
e os elementos de H (P) também sdo chamados de nao lacunas de P.
Teorema 1.1.18. Seja C uma curva definida sobre F, de género g e P € C(F,), entdo:
1. #G (P) =g.
Em particular se g > 0, P tem exatamente g lacunas
l=n<p<.<j,<29—-1,
portanto, se k > 2g — 1 entdo k € H (P), i.e,

{29, 29g+1, 2g+2,..} CH(P).

2. Se k € Ny entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
2.1 ke H(P).

2.2 Existe f € L (kP) tal que vp (f) = —k.

2.3 Euiste f € F,(C) \ {0} tal que (f),, = kP.

24 ((kP)=(((k—1)P)+1.

Dem. [14], Teoremas 6.88, 6.89; [25], Teorema 1.6.8. W

Existe uma relacao entre os sistemas lineares e os niimeros nao lacunas em curvas maximais,
que apresentamos a seguir.
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Teorema 1.1.19. Seja C uma curva Fp— mazimal e gy, um sistema linear sobre C. Se P €
C (Fp2) entao existe uma sequéncia crescente em H (P):

0<my(P)<me(P)<..<m,(P)=q+1

Dem. [14], Teoremas 10.6. W

Finalmente, de (1.1.7) temos que ¢ + 1 € H (F), i.e., ¢+ 1 é uma nao lacuna de C em cada
Py € C(Fp), e o teorema acima vai garantir que de fato sempre m, (P) = ¢ + 1, para cada
pPecC (]qu).

Teorema 1.1.20. Se C é uma curva definida sobreF,, P € C(F,) e H(P) ={0=s0 < 1 < $2 < ...}
¢ o semigrupo de Weierstrass de C no ponto P, onde s € a multiplicidade de H (P), entdo

#C (Fy) < 51" + 1.
Dem. [22]. &

Definicao 1.1.21. (Cota de Lewittes) Dada uma curva C sobre Fp, P € C(F,) e s1 a multi-
plicidade de H (P). Dizemos que C' é curva de Castle em P se

#C (Fp2) = s1g+ 1.

1.2 Recobrimentos de curvas

Nesta se¢ao estudaremos os recobrimentos entre curvas, especialmente estamos interessados na
relacdo entre os recobrimentos e as curvas maximais. No final da secao apresentamos uma relacao
entre as curvas maximais e as variedades Hermitianas.

1.2.1 Definicao e propriedades

Da maneira mais simples entendemos por um morfismo entre duas curvas uma aplicagao racional
entre elas, i.e., se C; e Cy sao curvas sobre F,, com C; C P" e C; C P, supor que existem polindomios
homogéneos go, g1, ..., gm € F, (C1) tais que para cada P € C; temos que

(90 (P) =91 (P) .. : gm (P)) € Cy;

um F,— morfismo de C; em C; ¢ uma funcao ¢ : C; — C, definida por

@ (P)=(g0(P): g1 (P) i gm (P));

e escrevemos isto como (go : g1 : ... : gm) € as fungoes g; sdo chamadas coordenadas (homogéneas)
de ¢. Neste caso, F, (¢ (C1)) = F, (g0, g1, .-, gm). Para cada @ € ¢ (C), os pontos de ¢~ (Q) sdo
chamados as ramificagdes de ¢ (C1) em Q. O grau de ¢ é grau(¢) := [F, (Cy) : F, (¢ (C1))]-

Naturalmente, todo morfismo entre duas curvas afins, pode-se estender para um morfismo entre
suas respectivas curvas homogéneas. Com a linguagem acima temos.
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Definicao 1.2.1. Sejam Cy, Cy curvas sobre Fy, um morfismo sobrejetivo ¢ : C; — Cy € chamado
um F,— recobrimento, neste caso dizemos que Cy recobre a curva Cy e também Cq € recoberta por
Cl.
Em termos dos corpos de fungoes associados ds curvas, isto significa que F, (Co) C F, (Cy).
Assim,

e ¢ € chamado recobrimento de Galois se F,(Cy) /F,(Cy) € extensio de Galois.

e Dizemos ¢ € recobrimento de grau d se [F,(Cy) : F, (Cs)] = d.

Recobrimentos e curvas maximais estao relacionadas como segue.

Teorema 1.2.2. (Serre, [21]) Seja C curva F2— recoberta por uma curva Fp2— mazimal, entdo
C € F,2— maximal.

Dem. Uma prova deste resultado foi apresentada por Kazemifard-Naghipour-Tafazolian (veja
[17], Proposigao 2.3) usando o fato que uma curva C é F.— maximal se somente se a aplicagao
de Frobenius &, na variedade Jacobiana Jz de C age sobre Je multiplicando por —gq, (veja [26],
Lema 1). A ideia da prova é que se ¢ : D — C é um Fp2— recobrimento, entdo ¢ induz um
homomorfismo ¢* : Jo — Jp sobre as variedades jacobianas e Je ¢ isogena a uma subvariedade
de Jp. Agora se D ¢ F2— maximal entao ®p age sobre Jp multiplicando por —¢, portanto ®¢ age
sobre Je multiplicando por —¢, em consequéncia C é F2— maximal. Wl

Em particular toda curva F;— recoberta pela curva Hermitiana H, ¢ F,— maximal. Neste
caso temos cotas para o grau do recobrimento.

Teorema 1.2.3. Seja C uma curva mazimal sobre Fp2 e Hy a curva Hermitiana correspondente
em Fp2, se existe um recobrimento ¢ : H, — C de grau d entao

#H, (Fge) 29 (M) —2
#C (qu) 2g(C) —2
Dem. Da férmula do género de Riemman-Hurwitz temos
29(Hg) =2 = d(29(C) —2) + grau(Dif f (F (Hq) /Fe2 (C)))
> d(29(C)—2).
Para cada @) € H,(Fp) existe P € C(Fp) tal que @) cai sobre P. Além disso existem no
méaximo d de tais pontos P com a propriedade anterior, portanto #H, (F2) < d.#C (Fp2). B

IA

d<

Também foi obtida uma condigdo sobre os géneros de curvas maximais tais que elas sejam
recobertas pela curva Hermitiana, a seguir.

Teorema 1.2.4. (Korchmdros-Torres) Se C € uma curva Fp— mazimal, com género

2

— 4

>q Q‘i‘;
6

entao C € Fp2— recoberta pela curva Hermitiana H,.

9
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Dem. [20], Corolario 3.3. B

Note-se que do Teorema 1.2.4, se C é uma curva F,— maximal com género g, para que C nao
seja [F,2— recoberta pela curva Hermitiana correspondente ¢ necessario que

2
¢ —q+4
L T 7>
6 ')
1.2.2 Curvas maximais e variedades Hermitianas

Seja F' um corpo. Um automorfismo ¢ : F — F é chamado de involugao se ¢ # ip e
¢* = ip, onde ir denota o automorfismo identidade sobre F'. Facilmente podemos provar que a
tnica involugao sobre 2 é definida por

o(t) = 1.
Como no caso do corpo dos nimeros complexos dizemos que uma matriz A = (a;;) quadrada

com entradas em [F» é F»— Hermitiana se A = Afonde naturalmente A7 denota a transposta
hermitiana de A, i.e.,

H _ B
AT = (¢ (aji>> = (aji) :
Dizemos que uma variedade V' sobre o corpo F, ¢ variedade Hermitiana se ¢ gerada por
uma matriz F— Hermitiana, i.e.,

V={X:xAx" =0} c P (Fp),
com A uma matriz F,— Hermitiana de ordem n.

Temos uma relacao entre as curvas Fp— maximais e as variedades F,— Hermitianas que
descrevemos a seguir:

Seja C uma curva F2— maximal, seja Py € C (F2) e consideremos o sistema linear
9ar1 = (g +1) Rl
de dimensao r, pelo teorema 1.1.19, existe uma sequéncia crescente em H (P):
O<m1(P0) <m2(P0) < .. <mT(P0):q+1

Agora, para cada i = 1,...,r existe f; € F,(C) \ {0} tal que div (fi) = m; (P) P, e associado a
curva C temos o morfismo

T: C — P! (F(ﬁ) cPr (qu)
Q — (f1(Q):..: £ (Q)).

Teorema 1.2.5. Para o morfismos acima temos,
e C éFp— isomorfa a curva 7 (C);
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e SePeCen(P)eP (Fp) entio P eC(Fp);
e A curva C esta contida em uma Fp— variedade Hermitiana de P" (qu).

Dem. [8], Lema 1.9; [19], Lema 2.4, Teoremas 2.5, 3.4. B

Reciprocamente temos:

Teorema 1.2.6. Seja C uma curva projetiva nao singular e geometricamente irredutivel sobre IF g,
equipada com um Fp— morfismo birracional nao degenerado

T C — PN (qu)
Q — (fo(Q):..: fn(Q));

tal que Y := 7 (C), esta contida em una Fp2— variedade Hermitiana nao degenerada de P (qu),
entao C é Fp2— mazimal.

Dem. [19], Teorema 4.1. B

Observacao 1.2.7. Os dois teoremas acima determinam uma relagdo entre as curvas maximais
e as variedades Hermitianas descrita explicitamente como seque: toda curva Fp— mazimal estd
contida numa variedade Hermitiana sobre F 2. Além disso se C é uma curva contida numa F,—
variedade Hermitiana, entao C € F2— mazimal.
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Capitulo 2

As curvas GK e GGS

Apresentamos agora duas familias de curvas que em esséncia sao a chave de nosso trabalho. Do
Teorema 1.2.2, temos que em particular, se C é uma curva 2 — recoberta pela curva Hermitiana H,
entao C é F,2— maximal. Uma questao de interesse ¢é a reciproca desta afirmagao, i.e, se toda curva
F,2— maximal é F2— recoberta pela curva curva Hermitiana H,. Na literatura, diversas curvas
maximais foram obtidas como sendo recobertas pela curva Hermitiana (veja [3], [11]). Garcia
e Stichtenoth encontraram o primeiro exemplo de uma que nao era Galois recoberta pela curva
Hermitiana (veja [10]). As curvas que estudaremos neste capitulo ddo uma resposta mais ampla
para esta questdo, a maior parte dos resultados aparecem provados em [4], [9], [12].

2.1 A curva GK

Seja p um numero primo, ¢ uma poténcia de p. Em P3 (qus) definimos a curva GK como a
interseccao das superficies com equagoes afins

B+t

yq-l—l =29+ e zol =yh (I), (2.1.1)

onde % (z) é o polinémio em F e [2] definido por h(z) = 3 (—=1)*! 2@ portanto
i=0

o —
h(x) = :
1+ x

(Veja [12], Lema 1).

As principais propriedades destas curvas sao descritas a seguir.

Teorema 2.1.1. A curva GK estd contida na variedade Fy— Hermitiana com equagao afim
H: X 4 X =yt 4 z0+ (2.1.2)
portanto é Fe— mazimal.
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Dem. Primeiro notemos que a curva GK tem um tnico ponto no infinito Xo, = (1:0:0:0),

344
que corresponde ao eixo z. De fato, h (x) tem grau ¢* — ¢, portanto Lt — yh (z) é um polinémio
homogéneo de grau ¢> — ¢ + 1. Temos as equacdes homogenizadas de GK

q3

YH WX+ WIX e Z'o =Yh(X);

nas variaveis (X,Y, Z, W).

341
Notemos que se W = 0, de Y™ = W X7+ WX, obtemos Y = 0, portanto 2% =Yh (X) =
0, i.e, Z = 0 em consequéncia, X,, = (1:0:0:0) é o tinico ponto no infinito de P3 (qu> com
X € GK.

Agora homogeneizando H obtemos
H WX + WX =yl 4 204,

também nas variaveis (X,Y, Z, W).
Notemos que

3

00 0 1Y\ /(X"
_ ¢

X.Y,2,W) 8 01 —01 8 }z/qs = WXT HWEX — (YOt 4 200,
1o o0 o)\ e

portanto H ¢ uma variedade [F s — Hermitiana; além disso, é X, o inico ponto no infinito da curva
GK cai em H.

Para os pontos afins (z,y,z,1) de GK
L yTtip (x)q+1

= (2?74 x) (xq —x)

1+ x

3 2 3 2
pd° e ¢+l pa +q_|_xq+1.

(z + x)?

I

também temos
341 2—q+1
y'tt = (2% 2)T

3 3 2 2
A S i ST o QRRVT/ e
(294 )7

Y

dal obtemos
3 3 3
29 +1—|—yq = 4o,
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Observacao 2.1.2. ([23], Teorema 2.19) Se X ¢é uma variedade afim em A" (Fq) e fi,..,ft €

F, [ X1, ..., X;]| sdo polindmios geradores de X, entio X € ndo singular em P € X se somente se a

matriz (68)? (P)) tem posto r — dim (X).

Teorema 2.1.3. A curva GK ¢é absolutamente irredutivel e nao singular.

Dem. Pela Observagao 2.1.2, By = (0,0,0) é um ponto nao singular de GK. Seja ) uma
componente irredutivel de GK que contém o ponto Py; como ) CP3 (qu), temos um s — mor-

fismo ¢ = (z,y,z,w) : Y — P3 (qu), onde z,y, z,w € Fs ()) e estas funcoes coordenadas de ¢
sao determinadas de maneira tnica por um fator de proporcionalidade em Fs (Y) \ {0}. Podemos
supor w = 1; como )Y C GK e portanto Y cai na variedade Hermitiana H definida acima, temos

2Oy P — g g (2.1.3)
Como Fy é um zero de z, y, z, entao
F+1 < vp (Zq3+1 +yq3+1)
= /UPO (l’qs “I'_ l’)
= min {Q3UP0 (.’13) y VP (.CE)}
= vp, (7).

Seja 7y o plano com equagdo X = 0, entdo o ntimero de intersec¢ao I (P, Y N mp) é pelo menos
¢® + 1, portanto, se GK # Y, entdo Y cai em 7, mas isto é impossivel, pois GK Nmy = { Py, X0 },
em consequéncia GK =), isto é, GK é absolutamente irredutivel. Finalmente, usando o fato que
G K é absolutamente irredutivel, e por [14], Teorema 10.17, temos que GK é nao singular. l

Teorema 2.1.4. A curva GK tem género

¢ —2¢° + ¢
-

Dem. [12], Teorema 2. B

Com o argumento que descreveremos no capitulo 3, temos.
Teorema 2.1.5. Para ¢ > 2 a curva GK ndo é Fi— recoberta pela curva Hermitiana Hgs.

Dem. [12], Teorema 5. B

No capitulo 3 descreveremos em detalhe o argumento usando na demonstracao do Teorema
2.1.5. Até agora a curva GK é o unico exemplo existente na literatura de uma curva que nao é
recoberta pela curva Hermitiana. No caso ¢ = 2, temos que a curva GK é Galois recoberta pela
curva Hermitiana H,s, (veja [12]). Finalmente, alguns aspectos tedricos como codigos, grupos de
automorfismo e quocientes da curva GK sdo considerados em [5] e [6].
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2.2 A curva GGS

Sejam ¢ uma poténcia de um primo p e m € N {mpar com m > 3. Em P3 (qum) definimos a
curva GGS como a interseccao das superficies com equagoes afins

q" 41 2

yq—H = x4 +x e z el = yq — . (221)

Esta curva generaliza a curva GK definida em (2.1.1) como veremos a seguir.
Lema 2.2.1. Para m = 3 a curva GGS ¢é F— isomorfa a curva GK.

Dem. Seja h (z) definido como na curva GK, i.e

o —
h(z) = :
1+ x

Para (z,y,2) € GGS temos

q? q P a— + (74 =z
yq2—1:(mq+x)q1:xqix :< 2+( ):h($)+1;
x4+ x x4+ x

de onde obtemos
2

v —y=y(y" " —1) =yh(z) M

Com esta generalizacao gostariamos de saber que propriedades da curva GK sao herdadas pela
curva GGS.

Analogamente como no caso da curva GK, a curva GGS tem um tnico ponto no infinito
Xoo = (1:0:0:0), que corresponde ao eixo x. Agora, se (x,y,z,1) é um ponto do espago afim
sobre a curva GGS temos

m 2 q+1 2 q 2
A = (=) = (v —y) (v )
= (@ +2)" — " = (294 2)" + (20 + )
3 3
= 29 +x— yq +1;

i, 20"+ 4@t = 24 4 g
Definamos a variedade
Hyp : 20 4 YO+ = X 4 X (2.2.2)

Facilmente podemos provar que X, € H,,, em consequéncia a curva GGS esta contida nesta
variedade H,,; note-se que se m = 3, a variedade H,, coincide com a variedade Hermitiana definida
em (2.1.2), e note-se também que para m > 3, H,, nado e uma variedade Hermitiana, portanto
nao podemos obter diretamente a maximalidade da curva GGS de H,,, mas podemos aproveitar
(2.2.2) para provar o seguinte.

Teorema 2.2.2. A curva GGS é absolutamente irredutivel e nao singular.
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Dem. Exceto por algumas mudancas apropriadas a demonstracdo é a mesma do Teorema
2.1.3, a seguir. Novamente pela observacao 2.1.2, Py = (0,0,0) é um ponto nao singular de GGS.

Seja ) uma componente irredutivel de GGSS que contem o ponto Py; como ) CP? (qum>, temos

um F2n— morfismo ¢ = (z,y,2,w) : Y — P? (qum>, onde x,y, z,w € Fpem (V) e estas fungdes
coordenadas de ¢ entdo determinadas de maneira tnica por um fator de proporcionalidade em

Fm () \ {0}. Podemos supor w = 1; como Y C GGS e portanto ) cai na variedade Hermitiana

‘H,. definida acima, temos
m 3 3
24 +1—|—yq = @ g

Py é um zero de ,y, z e
vpy (277 4+ ) > min {op, (277) o, ()}
Se min {vp, (27" *1)  vp, (")} = v, (27" ), entdo
min {vp, (2" ) ,vp, (y* )} 2" +1 > ¢+ 1
Se min {vp, (27" 1) v, (3 1)} = vp, ('), entdo
min {vp, (27"1) op, ()} > ¢* + 15
portanto

q3+1

IA

vp, (qu+1 4 yq3+1)
= up, (xqg + x)
= min {q3UP0 (.’I?) y Upy (.CE)}

= vp, (7).

Seja mg o plano com equagdo X = 0, entao o nimero de intersecgao I (P, ) N m) é pelo menos
q>+1, portanto, se GGS # Y, entdo Y cai em my, mais isto é impossivel, pois GGSNmy = { Py, X },
em consequéncia GGS =), isto é, GGS é absolutamente irredutivel. Finalmente, usando o fato
que GGS é absolutamente irredutivel, e por [14], Teorema 10.17, temos que GK é nao singular.ll

Demonstraremos agora a maximalidade da curva GGS, para isto usaremos a notagao
" +1 2
X 1 z7af0 =y —
e consideremos os recobrimentos das curvas

GGS — X, — P'; (2.2.3)

onde P! denota a reta projetiva.
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Lema 2.2.3. (Abddn-Bezerra-Quoos) A curva X, € Femn— mazimal com género

(X)) = (a-1¢"~q)

Dem. [1]. B

Temos agora.

Teorema 2.2.4. A curva GGS € F2m— mazimal, com género

(@=D (@ +q" =)
5 .

g (GGS) = (2.2.4)

Dem. Para o calculo do género, de (2.2.3) podemos olhar GG'S como um recobrimento do tipo
Artin-Scherier de X, além disso, de [25], Lema 3.7.7 e Proposi¢io 3.7.8 temos que o tinico ponto
do recobrimento X, — P! que ¢ totalmente ramificado em GGS é o polo P, de y, que de fato é
o mesmo polo de z. Agora, para u = y?*!, temos

mp, (u) = —(¢+1)vp, (y)
= —(q¢+1)(—grau(X,))

- oo 55)

= ¢"+1

portanto o expoente da diferente neste ponto é

dp, (u) = (q—1)(mp, (u)+1)
= (¢—1(¢"+2);

e pela formula do género de Riemann-Hurwitz

29 (GGS) =2 = q(29(Xn) —2)+(¢—1)(¢" +2)
= q((¢—1(@"—q) —2)+(g—1) (" +2);

de onde obtemos (2.2.4).

Para calcular o nimero de Fg m— pontos racionais da curva GGS, note-se que &, é Fjom—
maximal, em consequéncia

#X, (Fen) =" +14+(q—1)(¢"—q) ¢" =™ — g™ + ¢ + 1.

Agora, pelas identidades polinomiais apresentadas em [9], Lema 2.5, temos que cada Fjm—
ponto racional afim de X, é totalmente ramificado em GGS, além disso, o tinico ponto no infinito
de X, é totalmente ramificado em GGS e como GGS — A&, é um recobrimento de grau ¢ temos

H#GGS (Fom) = q(#X, (Fpm) — 1) + 1= ¢"" + 1 + 29 (GGS) ¢"
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e GGS é F2m— maximal. W

Para m = 3, pelo Lema 2.2.1, a curva GGS ¢ F;— isomorfa a curva GK portanto

G-+ - P24+ ¢
g(GGS) = 5 — > ;

e temos o Teorema 2.1.4. Também temos que a curva GGS nao é Fi— recoberta pela curva
Hermitiana Hs. Para m > 3 a melhor informagao obtida é apresentada no seguinte teorema.

Teorema 2.2.5. Para m > 3 e ¢ > 2, a curva GGS ndo é Fpem— Galois recoberta pela curva
Hermitiana Hgm.

Dem. Consequéncia direta de [4], Proposi¢ao 5.1. B
Observacgao 2.2.6. Finalmente, notemos que:

e Pelo Lema 2.2.5 a curva X,;, € Fm— mazimall.

e Em particular quando m = q = 3 temos que
Xy iy’ —y =20

¢ Forz— mazimal com género g = 24 e ndo € Fyr2— Galois recoberta pela curva Hermitiana
Hor (veja [10]); nao é conhecido um resultado andlogo para (m,q) # (3,3); de fato este foi o
primeiro resultado apresentado na teoria que tentava garantir que nem toda curva mazximal
estava recoberta pela curva Hermitiana correspondente.

e A curva,

1
2l +x=qyrh

¢ a curva Hermitiana sobre F 2, (veja Teorema 1.1.11), que é F2— maximal e pelo Teorema
1.1.9 € Fp2m— mazimal para cada m impar.

e Temos duas superficies (com equagdes que definem curvas Fpem— mazimais) cuja intersegao
¢ uma curva Fpem— mazimal. Em geral isto nao ocorre sempre, por exemplo, para q impar,

seja
2 " +1
C- yq —y = 2 a+1
Notemos que a curva x4+ x = ylat1)/2 ¢ F j2m— recoberta pela curva Hermitiana sobre H,
portanto é Fpem— mazimal, onde m € impar. Para ¢ = m = 3, obtemos g(C) = 85 e
#C (Fyr2) = 2296 2, e uma curva For2— mazimal com género 85 deve ter 5320 Forz— pontos
racionais.

2Magma Computational Algebra System
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Capitulo 3

Exemplos

Neste capitulo vamos definir duas familias de curvas que sao maximais. De fato estas sao
construidas via recobrimentos da curva GK generalizada ou curva GGS definida em (2.2.1). Além
disso, estudaremos a possibilidade que estas sejam recobertas ou Galois recobertas pela curva
Hermitiana correspondente.

3.1 A curva X p.m.s

3.1.1 Defini¢ao e maximalidade de &,
Sejam a,b,s € N, m > 3, ¢ = p*, com p primo, suponhamos que:
e m € impar;
e b é um divisor de a;
’ o . m+1
e s é um divisor de qu.
Consideremos o morfismo
a,o,m,s : Cm —> :[ED?) F m
b, (Fe) . (3.1.1)
(u,v,w,1) — (x:y:2:1):= ()\u—()\u)p tviwt 1);
onde C,, é a curva GGS definida em (2.2.1), e A € Fp2 é tal que N7 = —1.
Definicao 3.1.1. A curva X,pms € definida como o modelo nao singular de ©apm.s(Cm) C
IED3 (Fqu) .
Explicitamente temos.

Lema 3.1.2. A curva @qpm.s (Cr) tem equagoes afins
-1
At =t(z) =Y a"" e M=y’ —y; (3.1.2)
i=0
_a _ q"+1
onde d = ¢, M—m.
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Dem. Para (u,v,w,1) € Cy, i.e,

" +1

g T2 2
wl +u =01 e war =9l — vy

sejam
r = lu-— ()\u)pb ,
y = /07
z = w
entao
d—1 , ,
Ha) = Z (()\u)pbz B (/\u)pb(zﬂ))
=0
= u— (Au)?
= A(u!+u)
= vttt
e

g +1 gm+1 2
zM = (wS)S(q+1) —qw et =9 — .

Portanto, os pontos de ¢ pms (Cm) satisfazem (3.1.2). Reciprocamente, se (z,y,z,1) satisfaz

(3.1.2), seja u uma raiz do polindémio AT — ()\T)pb — 2 € Fpem (2)[T], e w uma raiz de 7% — z €
Fpem (2) [T, i.e,
T = — ()\u)pb e z=w’
defina agora, v = y; de (3.1.2) temos (z,vy, z,1) € Cp,, pois de fato
PV - )\yq+1
= t(z)
=t (x\u - (/\u)pb>
= u— (A\u)?
= Au+u?);
W' = () =M =y =0t o
além disso, (z,v,2,1) = Qapms (u,v,w,1). B
Notemos que a curva definida por (3.1.2) pode ser singular, portanto X, p . s ¢ definida como o
modelo nao singular definido por (3.1.2). No que segue neste capitulo denotaremos

Xa,b,m,s = X.

Lema 3.1.3. A curva X é Fpm— birracionalmente equivalente a curva

¢ +1 q+1

Cx: Az = =t(x) (t (2)7" + 1) ; (3.1.3)

Z'.e, ]Fq2'm (X) - Fq2m (CX)
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Dem. De (3.1.2) temos

Moo=y —y

-0
=y ((y"“)q1 - 1) :

e como M = L+L o \yat1 = ¢ (z), e usando o fato que A # 0 e A\? + X\ = 0, obtemos

s(q+1)
S () )

()

= t(2) (t@) 1)
Portanto, Fpem (X) = Fpem (2,y,2) D Fem (2,2) = Fem (Cy).
Note que

q+1

E ]FqQ'm ((L’, Z) ’

em consequéncia, Fem (X) = Fpom (Cx). W
Teorema 3.1.4. A curva X € Fpem— mazimal com género

qm+2 _pqu _ Sq3 +q2 + (S _ ].)pb

S (3.1.4)

9(X) =
Dem. A maximalidade de X é consequéncia dos Teoremas 1.2.2, 2.2.4 e da defini¢ao 3.1.1.

Para o calculo do género, como mdc (&jl,p) = 1, entao Cy,, . . definida em (3.1.3) é um

)
recobrimento do tipo Kummer de P! de grau qm%l. Notemos que t (z) é o trago trp, /. () de F,
sobre F,», portanto ¢ separavel com todos seus ]% zeros em [y, C Fm. Além disso t(ac)q_1 +1
também é separavél e
t’l“]FqQ/pr (I’) = trIFqg/IFp (tT]Fq/Ipr ([L’))
= t(z)"+1(x)
q—1
= t(x) (t(x) —i—l).
Concluimos que cada um dos % (g — 1) zeros de t(2)"" 41 estd em Fpo C Fpom.
Seja a um zero de ¢ (z). Denotemos por P, o lugar de z — a, P € 0 polo de z em Fpm (z) €
_ +1
f(x):=t(x) (t (2)"" + l)q . Como grau (f (z)) = g—i, temos

1 se [ ézerodet(z),

g+1 se [ézerodet ()" +1,
omy (@) = { %

se [ =00,

S

o

em outro caso.
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Segue-se que

1 se [ éuzerodet(x),
+1 se ézero de t (z) 1 +1,
om (F(a))) = 4T s e det

m
% em outro caso.

rpy (f (2)) = mde

Da férmula do género de Riemman Hurwitz e por Corolario 3.7.4 em [25] obtemos

2 (X)—2 = qm: ! (29 (Fgem (z)) — 2) + Z<

Pgs

qm+1 q2 q3 ‘
- 520G

de onde obtemos (3.1.4). B

qm +1

~rp, (f (@)

myq

Observacao 3.1.5. Na construcao da curva X os maiores valores para b e s siob=a e s = qq+1 .

Neste caso substituindo temos

)Zqm+2—pqu—5(]3+q2+(3—1)pb:O

X

Reciprocamente se g (X) = 0, entdo ¢ —p°q™ —sqg®+q¢*+ (s — 1) p* = 0, ou equivalentemente

qm+2_pqu+q2_pb
s = R )
Portanto
g = q;”jil — (g+1) (qm+2_pqu+q2_pb) — (qg_pb) (g™ +1)
= q(g"+1)(¢—p") =0
— q=7"
< a=0"\.

Quando a = b e s = L(Iq—‘,—l) e portanto g (X) = 0, entao Fpom (X) = Fpem (x,y,2) € o corpo de

fungoes racionais (Veja [25], Teorema 1.6.3).

3.1.2 Possibilidades de recobrimento pela curva Hermitiana

Teorema 3.1.6. Seja q = p* uma poténcia de um niumero primo p, seja b um divisor de a e
suponha que q¢ > p® 4+ p?® ou equivalentemente a > 2b + 1, entdo para s =1 e m = 3 a curva X
nao € Fg— recoberta pela curva Hermitiana Hys.
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Dem. A prova é similar a prova do Teorema 9 em [12]. Primeiro note que de (3.1.4), como X
¢ IF2m — maximal, entao
#X (Fm) = 1+ +2¢"g (X)
q2m+2 +pb (S _ 1) q2m _ sqm+3 + qm+2 + (S _ l)pqu + Spb
; :
sp

Agora, pelo Teorema 1.1.11,

q2m _ qm
9(Hy) =57 ¢ #Hp Fen) =" +1.
Suponhamos que exista um recobrimento ¢ : H,m — & de grau d, pelo Teorema, 1.2.3
#He Fpr) 5 29 (M) =2
#X (Fom) 29 (X)—2
Notemos que
#Hy (Fin) 71
#X (Fgem) 4 p (s = D)@ = sq™ P 4+ ¢+ (s = 1) pPg" + sp
sp?

q2m+2 +pb (8 _ 1) q2m _ Sqm+3 + qm+2 + (S _ 1)pqu + Spb
h
b _m—2
P q P2 4 pb (s — 1) g2 — sqm3 + g2 4+ (s — 1) pPg™ + spt

onde
h=—s(s— 1)p2bq3m—2 i 82pbq2m+1 _ Spqum —s(s— 1)p2bq2m—2 _ Szpzqu—z 4 Spb‘

Também temos

29 (Hgm) — 2 _ P —qm -2
29 (X) —2 " s+ (s - 1)p
b
sp

Spbq2m _ Spqu _ 28pb

¢ = pPqm — s> + ¢ — (s + 1) p’
8p2bq2m—2 + 82pqu+1 _ 28pqu + s (S + 1)p2qu—2 _ 28pb
¢t —pbqm = s¢® + ¢* — (s + 1) pP '

_ 8pqu_2 +

Sem=3es=1entao
#H g3 (Fyo) _ pbq 1
#X (Fyo)
29 (Hq3) —2 b
29 (Xupsr)—2 114
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onde

p’q" — p*q® — p*q + p’ (P +1%) ¢ — 2p°¢° + 2p%q — 2"
e Uu .
q8_q6+q5+pb q5_pbq3_q3+q2_2pb

Como p°q" — p°¢® — p®q+p* >0e ¢® — ¢® 4+ ¢® +p® > 0, temos que v > 0.
Para u, note que (pb + 1) q* + 2p°q > 2(¢® + 1), em consequéncia

<p2b + pb) q4 . 2pbq3 + 2p2bq . 2pb > 0.

Agora, como ¢ > p® + p?® > 2 temos ¢° + ¢® > (pb + 1) ¢ + 2p°, de onde obtemos ¢° — pbq® —
¢ + ¢> — 2p® > 0. Novamente usando a condicdo g > p® + p* temos (p2b + pb) ¢+ @+ 2p%q <
¢ + p°¢® + ¢%, ou equivalentemente u < 1. Segue-se que

g <plqgtov<d<piqgtu<piqt1;

que é uma contradigao, pois d = grau (¢) € N. B

O seguinte teorema é uma ferramenta que permite obter informacao adicional sobre a possibili-
dade de recobrimento de Galois da curva X’ pela curva Hermitiana para outros parametros. De fato
completa a melhor informagdo que podemos obter até agora para X com relagdao a recobrimentos
pela curva Hermitiana.

Teorema 3.1.7. Seja Y uma curva Fpem— mazimal. Suponha que existem A, B € N, k € R* tais
que

2g(Y)—2=A(¢"+1) - B;

coml1 < B<qm"+1,k(A+1)<BeA+2<B. Seexiste p: Hym —> Y um Fem— recobrimento
de Galois de grau d onde Hym € a curva Hermitiana sobre Fpom, entdo dB > (k+1) (¢" + 1).

Dem. Ver [4], Proposi¢ao 5.1. B

Teorema 3.1.8. Sea >0, m > 3 es =1, entio a curva X nao é Fpem— Galois recoberta pela
curva Hermitiana Hqm.

Dem. Para s = 1 temos

Agora

¢ — g™ — B+ ¢ — 2p
pb

(¢ +1) (¢ = ") = (¢* + 1)

pb

= A(("+1) - B;

2g(X)—2 =
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b b
com A = qz_,,p , B = ¢’ +p , note-se que A, B € N.

p b
Como y s,
q-+p q°+p .
A+2= — < — = B;
p p
7
1§B:7+1§qm+1§
p
para cada m > 3.
Além disso, para k = ¢
¢ ¢
E(A+1)=— <5 +1=D8.
( b b

Se existe ¢ : Hgm —+ X um F2m — recobrimento de Galois de grau d, por o Teorema 3.1.7

(k+1)(¢g™+1)

d
- B
¢ +p
R p°q" — " + P+ p°
¢ +p°
Do Teorema 1.2.3 também
d 29 (Hq?,) -2
- 29(X)—2

_ pqu_2 N p2bq2mf2 + pqu+1 _ 2pqu + 2p2quf2 _ Qpb
qm+2 _ pqu _ q3 + q2 _ 2pb

I

segue-se que

g™ — g2+ pbg - pt B p2g2m=2 4 pbgmtl _ opbgm 4 9pMgm—2 _ 2pb.
¢+ ph = g2 — pbgm — B + g2 — 2pP )
ou equivalentemente
P21 2¢m T 1202 1207 + ¢ < PP 4 2pP P+ g 4 3pP g™ 4 2pP g™ + ¢t +2p°q. (3.1.5)
Note que param >3 ea > b
P2 > bl opbgm | gmt.

pois ¢> —p* —2p° > 1 e 2m > m + 4.
Também 2¢™*3 > 3pbg™ 1, 2¢° + ¢® > 2p°q e

2qm+2 — qm+2 + qm+2 > 2pqu + q4’
portanto (3.1.5) é falsa, i.e, X nao é Fj.m— Galois recoberta pela curva Hermitana Hgm. B
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3.2 A curva VYV,

Apresentamos agora outra curva com propriedades muito similares a curva definida na secao
anterior. As provas de alguns resultados sdo parecidas com as provas feitas para a curva X.

3.2.1 Defini¢gao e maximalidade de ), ,
Consideremos os seguintes parametros:
e m > 3 impar;

e ¢ uma poténcia de um primo p;

qg"+1
qg+1 °

e s> 1 um divisor de

Definamos o morfismo

Pms: Cm — P* (Fyon) (3.2.1)
(u,v,w,1) — (rx:y:z:1):=(u:v:w':1);

onde novamente Cy,, ¢ a curva GGS definida em (2.2.1).
Definicao 3.2.1. A curva Y, s € definida como o modelo nao singular de @, s (Cp) C P3 (qum).
Explicitamente.

Lema 3.2.2. A curva ¢, s (Cp) tem equagoes afins
yq+1 — :qu + €T e z = yq — v, (322)

m 1 ~ .
onde M = f(qu) como na secao anterior.

Dem. Para (u,v,w,1) € Cy, i.e,

g™ +1 2
w4+ u=0v1"" e wal =07 —yp.

Seja
r = u,
Yy = v,
z = 5
entao

qu = =yl oy =29+ 1
am+1 a™+1 2
M — (wS)S(q-H) =w et =0T —u;

portanto, os pontos de ¢y, s (C,,) satisfazem (3.2.2).
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Reciprocamente, se (x,y, z,1) satisfaz (3.2.2), seja w uma raiz de T° — z € Fpem (2) [T], ie
z = w*® e defina u = x e y = v, note-se que de (3.2.2) temos trivialmente que (u,v,w,1) € Cp,, €
(2,9,2,1) = @ms (u,v,w,1). W

Notemos que a curva definida por (3.2.2) pode ser singular, portanto ), s deve-se definir como
o modelo nao singular da curva determinado por (3.2.2). No que segue neste capitulo denotaremos

ym,s = y

Lema 3.2.3. A curva Y € Fpn— birracionalmente equivalente d curva

g 41 q+1

Cy:z = =(a"+2x) ((qu +a) 1) ; (3.2.3)
7. €, qum (y) = Fqu (Cy)
Dem. Anéloga & demonstracio De 3.1.3, s6 mudando cy?™! =t (z) por y?™' =27 + 2. B
Teorema 3.2.4. A curva Y € Fpem— mazimal, com género

9() = ” (=1 (3.2.4)

Dem. Novamente a maximalidade de ) é consequéncia dos Teoremas 1.2.2, 2.2.1 e da defini¢ao
3.2.1.

7’ A m
Para o célculo do género, como mdc (%

m
u £+
S

: p) =1, entao Cy definida em (3.1.3) é um recobri-
mento do tipo Kummer de P! de gra

Seja
t(x) :=a"+x=1rp,m, ().

Note que t (z) é separavel e tem todos seus ¢ zeros em F 2 C F2m. Além disso

t@) (@) +1) = @)+t (2)
= trpy/m, (t(2))

= t?"[[rq2/[pq (tTIFqg/IE‘q ((L’)) s

portanto cada uns dos g (q — 1) zeros de t ()" + 1 estdo ém Fp. Com a mesma notacio da
demonstracao do Teorema 3.1.4,
Seja o um zero de t (z). Denotemos por P, o lugar de  — «, Ps é 0 polo de x em Fpom (z) €

f(x) :=t(z) (t (z)" '+ 1)q+1. Como grau (f (x)) = ¢*, temos

1 se [ ézerodet(x),
+1 se é zero de t ()77 4+ 1,
op, (f (@) =1 &, ; )

q se [ =00,
0 em outro caso;



portanto

1 se [ ézerodet(x),
+1 se 6 zero de ¢ ()17 + 1,
o (f@)) =4 1T e gemodet(s)

m
% em outro caso.

() = e (5

Pela férmula do género de Riemman Hurwitz e por Corolario 3.7.4 em [25]

290 -2 = T g (e (0) — 2+ 2 (T2 = v, (7 )
Ps
- T ) - (@)

de onde obtemos (3.2.4). W

Observacao 3.2.5. Notemos que por cdlculos simples

Q(qQ_l) = (" +)(@-1)=s(+1) (1)
" +1
s .

g ()=

qg+1

3.2.2 Possibilidades de recobrimento pela curva Hermitiana

Teorema 3.2.6. Seja q uma poténcia de um primo e s um divisor de ¢>—q+1 tal que ¢ > s (s +1).
Entdao a curva Vs ndao é Fe— recoberta pela curva Hermitiana Hgs.

Dem. Como Y ¢ Fmn— maximal entao por (3.2.4), temos

#Y (Fpm) = 14+¢"+2¢"g (V)
q2m+2 + (S _ 1) q2m _ Sqm+3 + qm+2 + (S _ 1) qm + s
. .

Vamos supor que existe um recobrimento ¢ : H,» — ) de grau d. Pelo Lema 1.2.3 temos

H#H g (FQQM) <d< 2g (qu) - 2'
#Y (Fgam) 29(Y) —2
Agora
#qu (Fq2m) _ q3m + 1
#y (Fqu) q2m+2 + (S _ 1) q2m _ Sqm+3 + qm+2 + (S _ 1) qm + s
S
5¢°™ + s

¢?m T2+ (s — 1) ¢*™ — sqm T3+ g2 + (s — 1) g™ + s
_ (S _ 1) Sq3m—2 + 82q2m+1 _ Sq2m _ (S _ 1) Sq2m—2 _ Squ—Q +s
q2m+2 + (S _ 1) q2m _ Sqm+3 + qm+2 + (8 _ 1) qm + s

m—2

—_= Sq

)
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20 () =2 T
29 (Y)—2 Q=" — s+ ? + (s — 1)
s
5¢°™ — sq™ — 2s
=g = s+ 2 = (s+1)
S 2 + s2qmT — 25q™ + s (s + 1) g™ — 2s

-2

m—2
= s
q qm+2_qm_sq3+q2—(8+1)
Para m = 3 temos
#hop B) _ 50 o8 — (s Dsg gt (3.2:5)
#Y (Fyo) =+ + -1 +s
e

2 _2 1 4_2 3 1 _2
D) "2 gy 2O DE ZBr Ao lod Da 2 (3.2.6)
29 (V) — 2 F—(s+D)@F+¢@—(s+1)

Em (3.2.5) temos
sq" —s5¢° — (s —1)sqg* —s*q+5>0 <= ¢ +¢* +1>¢° +s¢" +s¢
como q > s (s + 1), portanto ¢ > s, temos q7 + q4 +1>¢%+ sq4 + sq.
Agora
="+ + (1) +5>0;
e trivialmente verdadeiro. Segue-se que
sq” —sq® = (s — 1) sq' — g +5

> 0.
G-+ +(s-1)¢ +s

Para (3.2.6), note que
s(s+1)¢* —25¢  +s5(s+1)g—25>0 <= (s+1)¢* +(s+1)qg>2¢"+s;

é trivialmente temos que (s + 1) ¢* + (s + 1) ¢ > 2¢* + s é verdadeiro.

Também

¢ —(s+1)*+¢ —(s+1)>0;

pois ¢ > s(s+ 1) > s+ 1. Consequentemente em (3.2.6) a fragdo tem numerador e denominador
positivo, portanto
s(s+1)g* —2s¢®* +s(s+1)qg—2s

C=(s+1)@+q¢—(s+1)
e esta tltima desigualdade é verdadeira para ¢ > s(s+1) > s+ 1.

<1 <= s(s+Dg*+s(s+1)qg<@+(s—1)@F++(s— 1),

Obtemos assim 4.0 (F.0) 29 (Hoe) — 2
< @ \Fe%) 1~ g\ng) —
STy Fe) T 29V -2

que de fato é uma contradi¢ao. l

< sq+1;

35



Capitulo 4

Alguns AG cédigos associados

Nosso objetivo neste capitulo é apresentar algumas aplicagoes dos resultados obtidos com rela-
cao as curvas Xy pms € Vim,s. Estamos interessados especialmente em calcular alguns AG cédigos
num ponto racional destas curvas, e comparar os parametros obtidos com os parametros dos cédi-
gos existentes na teoria. Iniciamos este capitulo com uma descri¢ao geral dos AG codigos e cddigos
unipontuais, depois calcularemos alguns exemplos deles para nossas curvas.

4.1 AG cédigos e codigos unipontuais

Nesta secao apresentamos alguns resultados basicos sobre cédigos algébricos, a maior parte
provados no capitulo 2 de [25].

Seja C uma curva definida sobre F, de género g e consideremos P, P, ..., P, € C(F,), e defina
o divisor D = P, + P> + ... + P,. Seja G algum outro divisor tal que Sup (D) N Sup (G) = @. O
cédigo algébrico (AG cédigo) ou cédigo de Goppa C (D, ) de comprimento n sobre F, é
a imagem da funcao

Q: L(G) — F7

[F, é chamado o o alfabeto de C' (D, G), e a dimensao do subespaco C (D, G) que denotaremos
por

(4.1.1)

k := dimg, (C' (D, G))
¢ chamada dimensao do cédigo C (D, G). A distancia minima de C (D, G) ¢é definida como
d=d(C(D,q)) :=min{d(a,b):a,b e C(D,G)},

onde para a = (ay, ..,a,), b = (b1, ..,b,) € C(D,G) : d(a,b) = #{i:a; # b;}.

O cédigo acima de comprimento n, dimensao k e distancia minima d é chamado um [n, k, d
c6digo. Neste caso
k+d<n-+1 (4.1.2)
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que chamaremos a cota singleton.
A funcao Q é F,— linear com ker () = £ (G — D), portanto
k=0(G)—¢(G—-D) e d>n-—grau(G). (4.1.3)
De (4.1.2) e (4.1.3) temos
n—grau(G) <d<n+1-k. (4.1.4)

Se grau (G — D) < 0, i.e., grau(G) < n, por [25], Lema 1.4.7, L(G — D) = {0} e portanto
(G — D) = 0, em consequéncia k = ¢(G). Novamente por [25], Lema 1.5.15 existe um divisor
candnico W, i.e., grau (W) =29 —2 e { (W) = g, tal que

k=0(G)=grau(G)+1—g+L(W-G). (4.1.5)
Novamente por [25], Lema 1.4.7 se 2g — 2 = grau (W) < grau (G) < n entdo
k=grau(G)+1—g. (4.1.6)
A matriz geradora de C' (D, G) é

fh) o fi(B)
M = : : ;

fu(P) oo i (P)
onde fi, .., fr ¢ uma base de L (G) sobre F,,.

Para a = (a1, ..,ayn), b = (b1, ..,b,) € F} definimos:

n

(a,b) = azb;.

=1

(,) é o produto interno candénico em Fy, portanto o [n, k,d| cédigo C (D, G) tem um comple-
mento ortogonal que denotaremos por C* (D, G), que chamaremos o cédigo dual de C' (D, G).
Temos que C* (D, G) é um [n, kL, dL] onde

k= dimg , (C*(D,G)) =n—k (4.1.7)
e
d*+ > grau (G) — (29 — 2). (4.1.8)
Como também temos k+ 4+ d+ < n + 1, obtemos
grau (G) — (29 —2) < d+ <k+1. (4.1.9)

Analogamente se 2g — 2 < grau (G) < n:

kr=n+g—1-grau(Q).

Em particular se G = hP para algum P € C(Fpz) e h € N, os AG cédigos C (D, G) e C* (D, G)
sao chamados AG cédigos unipontuais.
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4.2 AG cédigos e codigos das curvas X, € Vs

No que segue neste capitulo fixaremos a seguinte notagao:

a,b,s € N; ¢ = p® com p primo.

e m impar > 3.

. . m
s > 1 um divisor de qq o M=

qr+1
+1 s(g+1)”

Quando é necessario b é um divisor de a e d =

Slis]

o C=Xopms =X ouC =Y, =), definidas como em (3.1.2) e (3.2.2).

g =g (C) o género de C.

0= PapmsOUPns:Cp — P3 (qum) os morfismos definidos em (3.1.1) e (3.2.1). Notemos

que

grau(p) =

s se C=).

{spm se C=AX,

4.2.1 Semigrupos de Weierstrass em um ponto das curvas X, ;s € Vs

Lema 4.2.1. A curva C tem um dnico ponto no infinito Py € C (Fp2m), que de fato € o inico polo
comum de x,y, 2, i.e, #o 1 (Py) = 1. Além disso:

e Para C = X, pms -

e C:ym,s:

dive ()
diveo(y)

dive(2)

dive ()
diveo (y)
dive(2)

Dem. ParaC = X:

Homogeneizando X temos

X

XAy Wt () e M — Wy

W
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Se W = 0, das equagoes acima temos Y = Z = 0, portanto Xo, = (1:0:0:0) é o tnico no
infinito de P* (F2n ) tal que Xoo € X. Defina Py := Xo € X (Fgon).

Consideremos os corpos de funcoes K = Fpm (2) €

F = Fen(z,y): W =t(z);

F = Fpn(z,y,2): 2" = Y —y;

i.e, temos a torre de corpos de funcgoes algébricas K C F C F e cada uma das extensoes F /F e
F/K é do tipo Kummer.

A prova é consequéncia direta das duas afirmacoes seguintes.

Afirmacgao 4.2.2. O polo Py de x em K ¢€ totalmente ramificado em F'; se Q. denota o unico
lugar em F' tal que Qs /Poo entdo

e ¢(Qx/Px)=q+1;
e vo, (z)=—(¢+1);
e vg, (y) = —ﬁ-

e Se Q € um lugar em F tal que vg (x) < 0 ou vg (y) < 0, entdo Q = Qu, i€, T ey tem o
mesmo polo Q. em F.

De fato vp, (t(z)) = —%, pois grau(t(z)) = 5 e Px é 0 polo de z em K, além disso
[F: K] =q+ 1, portanto
rpy = mde([F: K], vp, (t(2))) = 1;
em consequéncia P., é totalmente ramificado em F, (veja [25], Proposigao 3.7.3).

Seja Qs 0 tnico lugar em F tal que Q. /Puo, entao e (Qu/Ps) = [F : K]; agora

Vo, (1) = €(Qoo/Poc) vr (7)

—(g+1).
Como
(g+1)vo, (v) = veo. (')
= g, (t(v))
= €(Qo/Ps) Vp, (t(2));
entdao v (y) = —%.

p
Note-se que P € Py e P # Py entdo vp (t (x)) > 0. Seja Q um lugar em F' e P um lugar em
K tal que Q/P, como vg (x) = e (Q/P)vp (x); se vg () < 0 entdo, P = Pu e assim, Q = Q.
Se vg (y) < 0, entdo vp (t (x)) < 0 e portanto P = P, em consequéncia Q = Q.
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Afirmagao 4.2.3. O polo comum Q de x ey em F € totalmente ramificado em F: se Qo denota
0 unico lugar em F tal que Qu/Qoo entdo

e ¢(0n/Qu) = M;

e vz (x)=—(q+1)M;
e vz (y)=—FM;

. vz (2)=—5;

e Se Q é um lugar em F tal que V5 () <0 ou v5 (y) <0 ou v5 (z) <0, entdo Q= 0.. ie,

x,y, 2z tém o mesmo polo Q. em F.

Seja u = y?* — y; como vo_ (y) = — % entao

vo. () = min{vo. (1), vo. (v7°)}

Como, [F : F} = Merg, (u) = mdc({ﬁ ; F}, Vo, (u)) = 1, portanto Q. é totalmente

ramificado em F'; se Q, é o tnico lugar em F' tal que Q. /Q entao
e(@oo/Qoo> = {F’ : F} = M.
Agora

Ch (ZE) = e (éoo/Qoo> € (QOO/POO) UPeo (;17)
= —(¢g+1)M.

Também

U5 (y) = e (éoo/QOO> v, (¥)

M — yq2 — 1 temos

Mug () = v (yq2 — y)

Da condicao z



Finalmente, seja Q um lugar de F e suponhamos que Q € Py e P € Py tal que @/Q e Q/P,
usando os fatos

vz (@) = e(Q/Q)e(Q/P)uvp (x);
v5(y) = ¢(9/Q)va(y);

se U (x) < 0, entao vp (z) < 0, portanto P = P, segue-se que Q = Q, e 0=0,. Se V3 (y) <0,

entao vg (y) < 0, e pela tdltima parte da afirmacao anterior temos Q = Q., portanto Q = Q.

Para vz (z), como Mvg (2) = e (@/Q) vo (yq2 - y), é suficiente provar que vg (yq2 — y) >0,

para cada Q@ € Pp, com Q # Q.. De fato se P € Px com Q/P, entao P # P, portanto
vp (z) > 0, entdo vg (y) > 0, segue-se que vg (yq2 — y) > min {vg (y) , ¢*vo (y)} > 0.

Dos calculos acima, Py é inico polo comum de x,y, z em X, entao

divee(z) = (¢+1)MP;
divee(y) = %MPO;

divee(2) = S h.

Para C = ), com as mesmas ideais trocando ¢ (z) por x? 4+ x obtemos os resultados andlogos,
de fato homogeneizando ) temos

Y Y — Wixe L XWe e ZM = wM-Cys _ M-y,

Se W = 0, das equagoes acima temos Y = Z = 0, portanto X, = (1:0:0:0) é o tnico no
infinito de P? (Fqu) tal que Xo € X. Defina Py := Xoo € X (Fpam).

Consideremos os corpos de funcoes K = Fm (2) e
F = Fen(z,y):y™ =2+
F = Fpem (z,y,2) : 2M = y? —y;

i.e, temos a torre de corpos de funcoes algébricas K C F' C F ¢ cada uma das extensdes F /F e
F/K é do tipo Kummer.

Novamente a a prova é consequéncia direta das duas afirmagoes seguintes.

Afirmacgao 4.2.4. O polo Py de x em K € totalmente ramificado em F'; se Q. denota o unico
lugar em F tal que Qoo /Poo entio

e ¢(Qu/Px) =q+1;
e vg. (7)=—(¢+1);
e vo. (¥) = —q.
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e Se Q é um lugar em F tal que vg (x) < 0 ou vg (y) < 0, entdo Q = Q, i.e, T ey tem o
mesmo polo Q. em F.

De fato vp_ (x4 + x) = —q, pois grau(z?+x) = q e Py é 0 polo de x em K, além disso
[F': K] =q+ 1, portanto

rp., =mde([F: K|, vp, (274 x)) =1;

em consequéncia Py, é totalmente ramificado em F', (veja [25], Proposigao 3.7.3).

Seja Qo 0 tnico lugar em F tal que Q. /Puo, entao e (Qu/Px) = [F : K]; agora

v, (1) = €(Qoo/Pux) vp, (2)
= —(¢g+1).

Como

(q+Dvo. () = vo. (y*)
= wvg, (z7+2)
= €(Qu/Px)vp, (27 + x);

entdo vo_ (y) = —q.

Note-se que P € Px e P # P, entdo vp (27 + x) > 0. Seja Q um lugar em F e P um lugar em
K tal que Q/P, como vg () = e(Q/P)vp (z); se vg (x) < 0 entdo, P = Py € assim, Q = Q.
Se vg (y) < 0, entao vp (29 + x) < 0 e portanto P = Py, em consequéncia Q = Q.

Afirmagao 4.2.5. O polo comum Q« de x ey em F € totalmente ramificado em F: se Oy denota
o unico lugar em F' tal que Qo / Qs entdio

¢ (Qu/Qx) = M;
e vg_ (@) =—(¢+1)M;
e vg_(y)=—qM;

* v, (2) =~

e Se Q ¢ um lugar em F tal que vg () <0 ouvg(y) <0 ouvg(z) <0, entdo Q= 0. ie

x,y,z tém o mesmo polo Q. em F.
Seja u = y?° — y; como vo_ (y) = —q entdo

vo. (w) = min{vo, (). ve. (v”)}
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Como, [ﬁ : F} =Merg, (u) = mdc({ﬁ ; F}, Vo, (u)) = 1, portanto Q, é totalmente

ramificado em F ; se Q. € o Unico lugar em F' tal que QOO / Qoo entao
¢ (Qu/Qu) = [F: F| = M.
Agora
’Uéoo (iL‘) = e (@oo/Qoo) (& (Qoo/Poo) VP, (l‘)
= —(¢+1)M.
Também
V3. (y) = e (QOO/QOO) vo,. (¥)
= —qM.

M — y2* — ¢ temos

Muvg (z2) = V5 (yq2 — y)
= ¢(Qe/Qx) v (v — )
= —¢*M.

Da condicao z

Finalmente, seja Q um lugar de Fe suponhamos que Q € Pr e P € Py tal que @/Q e Q/P,
usando os fatos

vz (@) = ¢(Q/Q)e(Q/P)vp (x);
v5(y) = ¢(9/Q)va(y);

se vg (r) < 0, entdo vp (v) < 0, portanto P = Pu, segue-se que Q = Qy e Q = Q.. Se
U5 (y) < 0, entdo vg (y) < 0, e pela tltima parte da afirmagdo anterior temos Q = Q,, portanto

Para vg (z), como Mvz(z) = e (Q/Q) vo (qu - y), ¢ suficiente provar que vg (yq2 — y) >0,
para cada Q € Pp, com Q # Q.. De fato se P € Px com Q/P, entao P # P, portanto
vp (z) > 0, entdo vg (y) > 0, segue-se que vg (yq2 — y) > min {vg (y) , ¢*vo (y)} > 0.

Dos céalculos acima, P, é iinico polo comum de x,y, z em X, entao

divee(z) = (¢+1)MF;
dive(y) = ¢MPy;
dive(2) = ¢P.

Observacao 4.2.6. Com a notacdo acima:
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e Temos as sequéncias de numeros polos ou nao lacunas da curva C no ponto Py :

(4M, %, (g+1) M) C=2X,

(4.2.1)
(qM,¢*, (¢+1)M) C=).

(ay,a9,a3) = {

e Notemos que se esquecemos a origem de b como um divisor de a e simplesmente fazemos
b = 0, entdo as sequéncias de X e Y em (4.2.1) sio as mesmas. Neste caso, também,

9(X) =g(¥), (veja, (3.1.4) e (3.2.4)).

Calcularemos agora o semigrupo de Weierstrass H (Fy) de X em P,. Para isto primeiro note
que
S = (a1, a2,a3) C H(R),
onde, como é usual, (ay,as, az) denota o semigrupo gerado pela sequéncia (aq, as, as).

Teorema 4.2.7. O semigrupo S gerado por cada uma das sequéncias (ay,as,az) em (4.2.1) é um
semigrupo telescdpico (veja definigio 1.1.15 ) e

g = g™ — s + ¢ + (s — 1) p

se C=X
2spb ’

g(S) =
=" — s+ P+ (s—1)
2s

se C=).

portanto S = (a1, az,a3) = H(F).

Dem. ParaC = X : .

q q
ai,as,a3) = —M,—, (¢g+1)M];
(o) = (5205 0+ 1) M)

Note-se que mdc(ay, as, a3) = 1. Agora, di = mdc(a;) = a3 e S = <3—1> = (1) = Np. Seja
dy = mdec (al, as), como ¢ um divisor comum de a; e as, temos que - 4 ¢ um divisor de dy. Note
que M e ¢* sao Coprlmos portanto existem inteiros «, § tais que aM + Bq =1, de onde é obtida a
combinagao linear asf £ M+ 6 = pb, e como dy é um divisor comum de a; e aq, segue-se que dy é um

divisor de 4 5, Le, d2 = pb. Agora, Sy = <%, Z—z> = (M, ¢?). Finalmente, ds = mdc (ay,as,a3) = 1,

entdo S3 = <§;, & Z§> =S, eg = (g+ 1) M € Sy, pois M € S,. Podemos concluir que (ay, as, az)
¢ uma sequéncia telescopica e portanto S é um semigrupo telescopico.

Pelo Teorema 1.1.16 temos

9(S) = ;(1+<Z(1)—1>a1+<z2—1> +<f13—1> )

1 q ¢ q
= —(1—-2M+M-DE + (2 -1 M
2( - + ( )pb+<pb (¢+1)
1
_ _t (mt2_ bom __ 3 2 . b
= 23pb(q pq" —sq¢+ ¢+ (s 1)p).

44



Finalmente, como ¢ (S5) = g (X) (veja Teorema 3.1.4), i.e., #(Ng\ S) = # (Nog\ H (FR)), e
como estes conjuntos sao finitos, além disso S C H (F) entdo S = H (F).

No caso C = ), é suficiente fazer b=0em C=X. W

Para a curva ), o semigrupo numérico H (Fp), generaliza a proposicao 1 em [12], e V,,1 ¢ a curva
GGS definida em (2.2.1). Como H (F) é telescopico, por [2], Teorema 4.1, H (Fp) é simétrico.
Notemos que C nao é curva de Castle em Py (veja definigao 1.1.21). De fato para C = X', como
veremos depois por (4.2.5)

{‘{,M sem=3ep’>s
— p
S1 —

3
b o
Z% sem >3 ep’ > s;

e para para C = ), por (4.2.6), s; = ¢° para ¢/2 > s.
Se C for de Castle em P, entao

14 ¢ +29¢™ = 1+ s1¢™,

ou equivalentemente s; = ¢™ + 2g, que é impossivel.

4.2.2 Alguns exemplos

Consideremos C = X ou Y as curvas definidas na secao anterior. Explicitamente vamos supor
que
H<P0) = <a17a27a3> = {0 =p1 < p2 < }

Para p, € H(P,), com h € Ny, seja C}, o [ny, kp, dy] cdédigo geométrico unipontual sobre a curva
C, definido pelos divisores

Gp:=ppnPy e E:=P +...+ Py;

onde P; € C(F2m), com P; # Pj parai # j, Py é o polocomumde z,y,zemC, e N = #C(F2m)—1.

Notemos que

Cr=A{(f (P) . f(P2),.. [ (Pn)) : | € L(Gh)} C Fgzns

e por (4.1.3)
kn = 0(Gp) — U(G, — E).

Como H(P,) é simétrico podemos calcular ky,, para isto usaremos o lema a seguir.
Lema 4.2.8. Se (ay,...,a;) € uma sequéncia numérica telescopica (veja defini¢io 1.1.15), defina

para i = 1,....k : d; = mdc(aq,...,a;). Entao para cada r € S = {(aq,...,ax), eristem unicos
J1y -y Jk € No, com 0 < j; < d;_1/d; parai=2,....k, tais que

r
r = Z],az
i=1
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Dem. [15], Lema 5.34.1

Agora H(P,) = (a1, as,a3) é semigrupo telescopico, pelo Teorema 4.2.8. Como p, € H(F),
existem tnicos inteiros 0 < x1, 0 < xy < dy/ds, 0 < x3 < dy/d3 = ds, tais que

Pn = T1a1 + To02 + T303.
Sejam f1, fa, f3 € Fpem (C) tais que dive(f;) = a;Fp, onde i = 1,2, 3.
Lema 4.2.9. Com a notacao acima, o conjunto de fungoes racionais
B ={f{"f32f5% : cqar + avas + asaz < pp, a1 20,0 < ap < dy/dy, 0 < g < dy}s
¢ uma Fp2m— base do espago de Riemann-Roch L(G},).

Dem. Consequéncia direta da definicao de B. B

Notemos que n, = N; e para 2g — 2 < grau (Gp) = pn < N, por (4.1.4), (4.1.6) e Lema 4.2.9
temos

kn=0Gp) =#{pec H(R): p < pn}; (4.2.2)

N —pp =np — grau(Gy) < d, < N +1— k.
Seja agora Ci- o cddigo dual de Cy; Cj- é um [N, kit dﬂ codigo e por (4.1.7) e (4.1.9)

kiy = N — ky;

grau (Gr) — (29 —2) = pp — (29 —2) < di < kp, + 1.

Notemos que Ci- e C}, tem comprimento de palavras N, e como C é F2m— maximal, portanto
N ¢é muito maior que g, concluimos que Ci- e Cj, sdo bons c6digos.

Temos
dy>N—p, e dr>da(h):=p,— (29— 2). (4.2.3)

A cota dg(h) em (4.2.3) pode ser melhorada usando o fato que H (Fp) é telescépico, e alguns
resultados com relagao a cota drpr de Feng-Rao definida em [7] e que lembraremos a seguir.

Para p;, € H(F,) consideremos o conjunto
v = #{(0,§) €N pit pj = i} 3

e defina
drg (h) := min{v,, : h < m};

que ¢ chamada a cota ordem de Feng-Rao de Cj- (em P).

Lema 4.2.10. A distincia minima dit de Cj- satisfaz

di > dpg (h).
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Dem. [15], Teorema 4.13. B

Podemos calcular dpg (h), a seguir.

Lema 4.2.11. Em geral
drr(h) 2 h+1—g;

além disso, se h > 2\ —g—1, onde A :=max{m €Z :m—1¢ H ()}, i.e A\ = cond (H (BR)) o
condutor de H (Fy); entdo v, = h+1— g, e portanto

dpp(h)=h+1—g.

Dem. [15], Teorema 5.24. B

Também.

Teorema 4.2.12. Seja S um semigrupo numérico de Ny gerado pela sequéncia telescopica (a1, as, ..., ay),

suponha que ar = max {ay,as,...,ar} € dg—1 = (a1, as,...,ax—1) > 1, seja (p;) a sequéncia de lacu-
nas do S.

e Seg<he3g—2—(dg_1—1)ar <h<3g—2, entio
drr (h) =min{p,, : pm > h+1—g}. (4.2.4)
e Se(j—1)ar < ppa1 < jar < (dg—1 — 1)ay, entao
dpr (h) =j+ 1.
Dem. [18], Teoremas 6.10, 6.11.1
Observagao 4.2.13. Seja C = X ou Y, as curvas Fpem— mazimais definidas acima.

e H(Py) semigrupo de Weierstrass de C em Py, é um semigrupo telescopico gerado pela sequén-
cia (ay,aq,a3), onde se C = X :

4M, % (q+1)M =3 ep’ > s;
(Cll,(lg, (lg) = (52 q’ P ’(q ) ) sem ‘ pb % (425)
(L, 5M,(¢+1)M) sem >3 ep’>s,
eseC=Y:
(a1,a2,a3) == (¢*,qM, (¢ +1)M) seq/2 > s; (4.2.6)

com a1 < as < as.

Segue-se que a3 = max {ay,as, a3} = (¢ + 1) M, e

a/pb se C= X

d2:mdc(a1,a2):{ ¢ se C—Y

portanto do > 1 se b < a, e o Teorema 4.2.12 € verdadeiro para H (Py).
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e Na sequéncia enumerdvel (pi),cy com p1 = 0 € pp < pry1 para cada k € N. Como g =
g (H (Py)), as g lacunas de H (Py) satisfazem

1:€1<€2<...<€g§29—1;

usando o fato que H (Py) é simétrico, entio a maior lacuna {; = 2g — 1. Em [0,2g — 1]
existem exatamente g ndo lacunas,

O=p1 <p2<..<pg=29—2;
pois 29 — 1 € a mazor lacuna; portanto
0=p1 <p2<... <pg <ALy
em consequéncia, as lacunas de H (Py) estdo explicitamente determinadas por

1=ty —pyg <ly—pg_1<...<ly—ps<ly=29—1. (4.2.7)

Teorema 4.2.14. Seja C = X ou Y, as curvas Fpem— mazimais definidas acima, supor que u é
um inteiro tal que
0 <wu<min{2g—2,(dy —1)az — 1};

defina h =39 —2 —u; sew € Ng\ H (P), entio dpg(h) =h+1—g.
Dem. Notemos que se u é definido como na hipdtese temos que h satisfaz g < h e
3g—2—(dy—1)ag < h <3g—2,
portanto, pela observacgao 4.2.13 e o Teorema 4.2.12, obtemos

drr (r) =min{p; : pp > h+1—g}.

Note que
h+1—-g=29—1—-u=1{;—u;
além disso, {, —u € H (F), pois se {; —u ¢ H (F), por (4.2.7) {;, —u = {, — p; para algum

i=1,2,...,g9,ie, u=p; € H(F) que de fato é uma contradigdo. Em conclusao h+1—g € H ()
e por (4.2.4), obtemos

dpgp(h) =min{p;: pp >h+1—-g}=r+1—-g.1

Exemplo 4.2.15. Em X consideremos os parametrosp =2, m =3 ea=b=1, portanto g =2 e

qq;;l =3, para s =1 e X=1¢& Fy obtemos a curva Fys— mazimal com equagoes afins

y=z e =y -y
que tem género g = 3 e #X (Fgs) = 113.
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Em [28] € apresentada a curva record Fos— mazimal com género g = 3, com modelo plano afim
C:ut+ul+u=1%

Uma questao natural é perguntar-se se as curvas X e C acima sao Fqs— isomorfas. Inicialmente
note-se que X tem singularidades e C € nao singular, portanto € suficiente perguntar-se o modelo
nao singular de X e C sdo Fye— birracionalmente equivalentes. De fato sdo, para provar isto
notemos que X e C tem um unico ponto no infinito Py e Q) respectivamente, além disso

H(FP)=(3,4,9 e H(Q)=(34).

En geral de [14], Teorema 10.43, se Y € uma curva Fp— mazimal e se existe P € Y (Fp2) e
uma nao lacuna m € H (P) que divide ¢+ 1 entao )Y € Fp— birracionalmente equivalente com a
curva Fp2— mazimal

X+ X=Y™

Agora, m =3 € H (Ry) e 3 divide a 2% + 1, portanto temos a conclusdo.
Para o calculo dos parametros dos AG codigos, com a notagdo definida acima, se Py é o polo
comum de x,y,z em X, entao
3
q
< Mv b
p
(3,4,9)

= {0:p1<,02<...}

H(P) = (q+1)M)

4
b
3

Y

Para o [N, ky,dy) cédigo geométrico unipuntual Cy, sobre a curva X,
Gh::phPO € E:P1++PN,
temos que
N = #X(Fg) — 1 = 112.

Para p, < 112
kn = U(Gr) = #{p € H(RY) : p < pn},
e como
0=p1 < ... < pn-1 < pi;

obtemos k, = h. Além disso,
dp, > np, — grau(Gr) = N — pp.

Para mostrar em particular alguns parametros e além disso comparar com a cota de Feng-Rao
devemos pensar no Lema 4.2.11, para isto note que como H(Py) € simétrico

A = cond (H(F)) = 2g = 6;
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em consequéncia para h > 2\ — g —1 =8, temos dpr (h) = h+1— g, i.e, a partir desta cota esta
sequéncia € crescente. Temos a sequinte tabela para os primeiros 21 parametros 3.

hilpon| N | k| N—pn| ky | v® | degr(h)
1 0112 | 1 112 111 2 2
213|112 2 109 110 | 2 2
314 112 3 108 109 | 3 3
4 6 | 112 | 4 106 108 | 4 3
517 112 | 5 105 107 | 3 3
6 | 8 [112] 6 104 106 | 4 4
719 (112 7 103 105 | 4 4
8 |10 | 112 ] 8 102 104 | 6 6
9 1111121 9 101 103 | 7 7
10 112 | 112 | 10 100 102 | 8 8
11 113|112 | 11 99 101 | 9 9
12 114 | 112 | 12 98 100 | 10 10
13115112 | 13 97 99 11 11
14 |16 | 112 | 14 96 98 12 12
14 | 17 | 112 | 15 95 97 | 13 13
16 | 18 | 112 | 16 94 96 14 14
17119 | 112 | 17 93 95 15 15
18 120 | 112 | 18 92 94 16 16
19121112 | 19 91 93 17 17
201 22| 112 | 20 90 92 18 18
21 |1 23| 112 | 21 &9 91 19 19

Para as dimensoes 111,110,109, 105,104,103 sao obtidos os melhores valores conhecidos para a
distancia minima. Para outras curvas o alfabeto é muito grande e ndo € possivel fazer comparagoes.

3Wolfram Research Mathematica
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