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Abstract

In this thesis we work out exemples of maximal curve wich are not covered by the corresponding
Hermitian curve. These exemples arise as covered curves of the called 𝐺𝐾 curve. We also construct
exemples of maximal array which cannot be Galois covered by the corresponding Hermitian curve.
Finally we stay some applications to coding theory.

Keywords: maximal curve, Hermitian curve, 𝐺𝐾 curve, 𝐺𝐺𝑆 curve.

Resumo

Apresentamos nesta tese exemplos de curvas maximais que são obtidos usando recobrimentos da
curva GK deĄnida por Giulietti e Korchmáros. Demonstraremos que em alguns casos estas curvas
generalizam uma propriedade fundamental da curva GK, ou seja, que elas não são recobertas pela
curva Hermitiana correspondente; em outros casos também mostraremos exemplos de curvas que
não podem ser Galois recobertas pela curva Hermitiana. Adicionalmente também apresentamos
algumas aplicações, especialmente usaremos as curvas construídas para calcular alguns AG códigos
num ponto racional; estes serão construídos usando certo semigrupo telescópico no ponto racional
da curva correspondente. Finalmente compararemos os parâmetros obtidos de nossos exemplos,
com os parâmetros dos códigos existentes na literatura.

Palavras-chave: curva maximal, curva Hermitiana, curva 𝐺𝐾, curva 𝐺𝐾 generalizada.
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Introdução

Atualmente, o estudo das curvas algébricas sobre corpos Ąnitos tem sido um tema de muito
interesse em certas áreas da matemática, e tal tema tem sido amplamente estudado, especialmente
por sua relação com a teoria da informação via a teoria de códigos e geometrias Ąnitas.

Em 1940, A. Weil prova a hipótese de Riemann para curvas sobre corpos Ąnitos. Como um
corolário, é obtida uma cota superior para o número de pontos racionais de uma curva algébrica 𝒞
geometricamente irredutível, não singular, de gênero 𝑔 deĄnida sobre o corpo Ąnito com 𝑞 elementos
F𝑞, a saber

#𝒞 (F𝑞) ⊘ 𝑞 + 1 + 2𝑔𝑞1/2,

onde #𝒞 (F𝑞) denota o número de pontos racionais da curva 𝒞.

Alguns trabalhos tiveram como seu principal objetivo melhorar a cota acima (veja por exemplo,
[16], [24]), outros determinar curvas onde #𝒞 (F𝑞) é o maior possível. Assim, foi obtidas uma grande
variedade de curvas com esta propriedade, [28]. Além disso, foram encontradas curvas que atingiam
esta cota, que na literatura são chamadas curvas maximais. Também foi determinada uma curva
maximal de gênero maximal, chamada curva Hermitiana.

Com o trabalho de Goppa em 1980 (veja [13]) o estudo das curvas algébricas tornou-se im-
portante, em consequência foi retomado novamente seu estudo; pois códigos induzidos por estas
curvas tem bons parâmetros na medida que seu número de pontos racionais estava perto da cota
de Hasse-Weil acima.

No ano 1987, Serre observou que toda curva recoberta por uma curva maximal era ainda ma-
ximal, [21]; uma prova deste fato é apresentada em [17]. Na literatura, todas as curvas maximais
encontradas eram sempre recobertas pela curva Hermitiana (por exemplo veja [3], [11], entre ou-
tras). Uma questão que surgiu naturalmente foi se toda curva maximal estava sempre recoberta
pela curva Hermitiana. Nesse aspecto, alguns trabalhos foram encaminhados a provar ou refutar
esta aĄrmação. Em 2006, Garcia e Stichtenoth apresentam um primeiro exemplo de uma curva
que não era Galois recoberta pela curva Hermitiana (veja [10]). Só em 2009 Giulietti e Korchmáros
conseguiram resolver este problema, apresentando uma família de curvas maximais que não era
recoberta pela curva Hermitiana, que Ącaram conhecidas como as curvas 𝐺𝐾, [12]. Uma gene-
ralização foi apresentada por Garcia, Güneri e Stichtenoth com uma curva que denotaremos por
𝐺𝐺𝑆. Até agora, a única informação para esta curva é que ela não é Galois recoberta pela curva
Hermitiana, [4], [9].

Nosso objetivo principal nesta tese é construir exemplos de curvas maximais que não sejam
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recobertas ou Galois recoberta pela curva Hermitiana, i.e, apresentar outras soluções ao problema
resolvido por Giulietti e Korchmáros, e para isto usaremos recobrimentos da curva 𝐺𝐺𝑆, provare-
mos que algumas curvas obtidas com esta técnica tem tal propriedade (veja [27]).

Dividiremos este trabalho em 4 capítulos brevemente descritos a seguir:

O capítulo 1 tem como objetivo descrever alguns resultados sobre curvas maximais que serão
usados adiante. Iniciamos apresentando a relação entre a função Zeta de uma curva e a cota de
Hasse-Weil, e usaremos esta relação para determinar algumas propriedades das curvas maximais. A
seguir apresentamos a equação fundamental de uma curva maximal, os principais resultados sobre
recobrimentos e algumas relações com as curvas maximais também são estudadas. Finalizamos
o capítulo com alguns aspectos sobre os semigrupos de Weierstrass associados a uma curva e a
relação entre as curvas maximais e as variedades Hermitianas.

No capítulo 2 estudamos os principais fatos das curvas 𝐺𝐾 e 𝐺𝐺𝑆, e provaremos alguns destes
resultados.

No capítulo 3 apresentamos a construção de duas famílias de curvas maximais. Para isto
usaremos recobrimentos da curva 𝐺𝐺𝑆 e depois provaremos que elas não são recobertas ou Galois
recobertas pela curva Hermitiana.

Finalizamos este texto apresentando algumas aplicações. Em especial, usaremos as curvas
apresentadas no capítulo 3 para calcular alguns códigos algébricos geométricos num ponto racional
e compararemos os parâmetros obtidos com os parâmetros dos códigos existentes na literatura.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo descreveremos alguns resultados e conceitos que consideramos necessários para
o desenvolvimento desta tese e que usaremos frequentemente; destacamos especialmente as curvas
maximais e recobrimentos de curvas.

1.1 Curvas maximais

Apresentamos nesta seção alguns aspectos das curvas maximais e sua relação com um tipo
especial de função Zeta de Riemman. Estudaremos as propriedades destas curvas; seu sistema
linear e sua equação fundamental. Finalizamos a seção com alguns resultados sobre semigrupos de
Weierstrass.

1.1.1 Curvas, divisores, a função Zeta e curvas maximais

DeĄnição 1.1.1. Seja 𝑞 uma potência de um primo 𝑝. Denotaremos por F𝑞 o corpo Ąnito com 𝑞

elementos; por uma curva sobre F𝑞 entenderemos uma variedade algébrica projetiva 𝒞 ⊖ P
𝑟
(︁
F𝑞

⎡

de dimensão 1, não singular e geometricamente irredutível sobre F𝑞.

Dada uma curva 𝒞 sobre F𝑞, os pontos 𝑃 do espaço projetivo P
𝑟
(︁
F𝑞

⎡
que satisfazem as equações

que deĄnem a curva são chamados pontos da curva 𝒞 e escreveremos isto como 𝑃 ∈ 𝒞.

Um divisor de 𝒞 é uma serie formal

𝐷 =
∑︁

𝑃 ∈𝒞

𝑛𝑃 𝑃 ; (1.1.1)

onde 𝑛𝑃 ∈ Z e 𝑛𝑃 = 0, exceto para um número Ąnito de 𝑃 ∈ 𝒞. Denotaremos por por 𝐷𝑖𝑣 (𝒞) o
conjunto dos divisores de 𝒞,

A multiplicidade de 𝐷 em 𝑃 ∈ 𝒞 é deĄnida como

𝑣𝑃 (𝐷) := 𝑛𝑃 ;

onde 𝑣𝑃 denota a valorização no ponto 𝑃 .
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O suporte de 𝐷 é o conjunto

𝑆𝑢𝑝 (𝐷) := ¶𝑃 ∈ 𝒞 : 𝑛𝑃 ̸= 0♢ ;

e seu grau é
𝑔𝑟𝑎𝑢 (𝐷) :=

∑︁

𝑃 ∈𝑆𝑢𝑝(𝐷)

𝑣𝑃 (𝐷) .𝑛𝑃 .

Naturalmente 𝐷𝑖𝑣 (𝒞) é um grupo abeliano com a soma deĄnida como segue, para 𝐷′ =√︁
𝑃 ∈𝒞

𝑚𝑃 𝑃 e 𝐷 como em (1.1.1),

𝐷 + 𝐷′ =
∑︁

𝑃 ∈𝒞

(𝑛𝑃 + 𝑚𝑃 ) 𝑃.

O divisor 𝐷 deĄnido em (1.1.1) é chamado de positivo ou efetivo se para cada 𝑃 ∈ 𝒞, 𝑛𝑃 ⊙ 0;
neste caso escrevemos isto como 𝐷 ⊙ 0. Se 𝐷, 𝐸 ∈ 𝐷𝑖𝑣 (𝒞), dizemos que 𝐷 ⊙ 𝐸 se 𝐷 ⊗ 𝐸 ⊙ 0.

Denotemos por F𝑞 (𝒞) o corpo de funções associado à curva 𝒞, i.e., funções racionais deĄnidas
nos pontos de 𝒞. Para cada 𝑓 ∈ F𝑞 (𝒞) ∖ ¶0♢ temos o divisor principal de 𝑓 em 𝒞, deĄnido por

div (𝑓) =
∑︁

𝑃 ∈𝒞

𝑣𝑃 (𝑓) 𝑃,

com 𝑣𝑃 deĄnida como acima, i.e., a valorização no ponto 𝑃 .

Para cada 𝐷 ∈ 𝐷𝑖𝑣 (𝒞) deĄnimos o espaço de Riemman-Roch

ℒ (𝐷) = ¶𝑓 ∈ F𝑞 (𝒞) ∖ ¶0♢ : 𝐷 + div (𝑓) ⊙ 0♢ ∪ ¶0♢ ;

temos que ℒ (𝐷) é um F𝑞⊗ espaço vetorial de dimensão Ąnita e

𝑑𝑖𝑚Fq
(ℒ (𝐷)) := ℓ (𝐷) ;

denota a dimensão do divisor 𝐷 (veja [25], Proposição 1.4.9).

DeĄnição 1.1.2. Seja 𝒞 uma curva sobre F𝑞, existe um inteiro não negativo 𝑔 chamado o gênero
de 𝒞, tal que

ℓ (𝐷) = 𝑔𝑟𝑎𝑢 (𝐷) + 1 ⊗ 𝑔, (1.1.2)

para cada 𝐷 ∈ 𝐷𝑖𝑣 (𝒞) com 𝑔𝑟𝑎𝑢 (𝐷) ⊙ 2𝑔 ⊗ 1, (veja [25], Teorema 1.5.17)

Dois divisores 𝐷, 𝐸 ∈ 𝐷𝑖𝑣 (𝒞) são chamados linearmente equivalentes, e escrevemos isto
como 𝐷 ≍ 𝐸, se existe 𝑓 ∈ F𝑞 (𝒞) ∖ ¶0♢ tal que

𝐷 = 𝐸 + div (𝑓) .

A relação ≍ é uma relação de equivalência; denotaremos por [𝐷] a classe de equivalência de
𝐷 ∈ 𝐷𝑖𝑣 (𝒞). Como divisores equivalentes têm o mesmo grau e a mesma dimensão (veja [25],
Corolário 1.4.12), deĄnimos

𝑔𝑟𝑎𝑢 [𝐷] := 𝑔𝑟𝑎𝑢 (𝐷) , e ℓ ([𝐷]) := ℓ (𝐷) .
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Denotaremos
𝐶𝑙 (𝒞) = ¶[𝐷] : 𝐷 ∈ 𝐷𝑖𝑣 (𝒞)♢

e também
𝐶𝑙0 (𝒞) = ¶[𝐷] ∈ 𝐶𝑙 (𝒞) : 𝑔𝑟𝑎𝑢 (𝐷) = 0♢ ; (1.1.3)

temos que 𝐶𝑙0 (𝒞) é um subgrupo Ąnito de 𝐶𝑙 (𝒞) (veja [25], Proposição 5.1.3).

DeĄnimos para cada 𝑛 ∈ N0 := N ∪ ¶0♢ :

𝐴𝑛 := # ¶𝐴 ∈ 𝐷𝑖𝑣 (𝒞) : 𝐴 ⊙ 0 e 𝑔𝑟𝑎𝑢 (𝐴) = 𝑛♢ .

Por [25], Lema 5.1.1, cada 𝐴𝑛 é um número Ąnito. Em particular 𝐴1 é chamado o número de
F𝑞⊗ pontos racionais da curva 𝒞; denotaremos isto por

𝐴1 := #𝒞 (F𝑞) .

DeĄnição 1.1.3. A série de potências

𝑍 (𝑡) =
∞∑︁

𝑛=0

𝐴𝑛𝑡𝑛 ∈ C [[𝑡]]

é chamada a função Zeta da curva 𝒞.

As principais propriedades desta função são descritas no seguinte teorema.

Teorema 1.1.4. Seja 𝒞 uma curva sobre F𝑞 com gênero 𝑔 ⊙ 0 então,

1. A função 𝑍 (𝑡) de 𝒞 é convergente para ♣𝑡♣ < 𝑞⊗1, além disso:

1.1. Se 𝑔 = 0 então

𝑍 (𝑡) =
1

(1 ⊗ 𝑞) (1 ⊗ 𝑞𝑡)
.

1.2 Se 𝑔 ⊙ 1 então 𝑍 (𝑡) = 𝐹 (𝑡) + 𝐺 (𝑡), onde

𝐹 (𝑡) =
1

𝑞 ⊗ 1

∑︁

[𝐷]∈𝑇

𝑞ℓ([𝐷])𝑡𝑔𝑟𝑎𝑢([𝐷]) e 𝐺 (𝑡) =
#𝐶𝑙0 (𝒞)

𝑞 ⊗ 1

⎤
𝑞𝑔𝑡2𝑔⊗1 ⊗ 1

𝑡

⎣
;

onde 𝑇 = ¶[𝐷] ∈ 𝐶𝑙 (𝒞) : 0 ⊘ 𝑔𝑟𝑎𝑢 ([𝐷]) ⊘ 2𝑔 ⊗ 2♢.

2. 𝑍 (𝑡) satisfaz a equação funcional

𝑍 (𝑡) = 𝑞𝑔⊗1𝑡2𝑔⊗2𝑍

(︃
1
𝑞𝑡

)︃
.
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3. O 𝐿⊗ polinômio de 𝒞 sobre F𝑞 é deĄnido por

𝐿 (𝑡) = (1 ⊗ 𝑞) (1 ⊗ 𝑞𝑡) 𝑍 (𝑡) ;

então 𝐿 (𝑡) é um polinômio com coeĄcientes em Z, de grau 2𝑔.

Além disso temos,

3.1. Se 𝐿 (𝑡) = 𝑎0 + 𝑎1𝑡 + ... + 𝑎2𝑔𝑡2𝑔, então 𝑎0 = 1 e 𝑎2𝑔 = 𝑞𝑔.

3.2. 𝑎2𝑔⊗𝑖 = 𝑞𝑔⊗𝑖𝑎𝑖, para 0 ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑔.

3.3. 𝑎1 = #𝒞 (F𝑞) ⊗ (𝑞 + 1), onde #𝒞 (F𝑞) denota o número de F𝑞⊗ pontos racionais de 𝒞.

3.4. 𝐿 (𝑡) se fatora em C [𝑡] como

𝐿 (𝑡) =
2𝑔∏︁

𝑖=1

(1 ⊗ Ð𝑖𝑡) ; (1.1.4)

onde Ð1, ..., Ð2𝑔 são números complexos inteiros algébricos, arranjados tais que Ð𝑖Ð𝑖+𝑔 = 𝑞,
com 𝑖 = 1, ..., 𝑔.

Note-se que os Ð𝑖 são inversos multiplicativos dos zeros de 𝐿 (𝑡).

4. Para 𝑟 ⊙ 1, seja 𝑍𝑟 (𝑡) a função Zeta da curva 𝒞 sobre F𝑞r , então seu 𝐿⊗ polinômio é

𝐿𝑟 (𝑡) = (1 ⊗ 𝑞) (1 ⊗ 𝑞𝑟𝑡) 𝑍𝑟 (𝑡) ;

e pode-se fatorar como

𝐿𝑟 (𝑡) =
2𝑔∏︁

𝑖=1

(1 ⊗ Ð𝑟
𝑖 𝑡) ;

onde Ð1, ..., Ð2𝑔 satisfazem (1.1.4).

5. Para 𝑟 ⊙ 1 :

#𝒞 (F𝑞r) = 𝑞𝑟 + 1 ⊗
2𝑔∑︁

𝑖=1

Ð𝑟
𝑖 . (1.1.5)

Dem. [14], seção 9.1; [25], seção 5.1. �

Teorema 1.1.5. (Teorema de Hasse-Weil) Seja 𝒞 uma curva deĄnida sobre F𝑞 de gênero 𝑔 e
Ð1, ..., Ð2𝑔 os inversos multiplicativos dos zeros de seu 𝐿⊗ polinômio, então para 𝑖 = 1, ..., 2𝑔 :

♣Ð𝑖♣ = 𝑞1/2.

Dem. [14], seção 9.19; [25], Teorema 5.2.1. �

Teorema 1.1.6. (Cota de Hasse-Weil) Dada uma curva 𝒞 sobre F𝑞 de gênero 𝑔, seu número
de F𝑞⊗ pontos racionais #𝒞 (F𝑞) satisfaz

♣#𝒞 (F𝑞) ⊗ (𝑞 + 1)♣ ⊘ 2𝑔𝑞1/2.
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Dem. Sejam Ð1, ..., Ð2𝑔 os inversos multiplicativos dos zeros do 𝐿⊗ polinômio da curva 𝒞, da
parte (5) do Teorema 1.1.4 com 𝑟 = 1 temos

#𝒞 (F𝑞) = 𝑞 + 1 ⊗
2𝑔∑︁

𝑖=1

Ð𝑖;

e pelo Teorema 1.1.5, segue-se que

♣#𝒞 (F𝑞) ⊗ (𝑞 + 1)♣ ⊘
2𝑔∑︁

𝑖=1

♣Ð𝑖♣ = 2𝑔𝑞1/2. �

DeĄnição 1.1.7. Dizemos que uma curva 𝒞 de gênero 𝑔 é Fℓ⊗maximal se seu número de Fℓ⊗
pontos racionais atinge a cota superior de Hasse-Weil, i.e,

#𝒞 (Fℓ) = ℓ + 1 + 2𝑔
√

ℓ.

Neste caso observamos que para 𝑔 > 0, necessariamente ℓ tem que ser um quadrado. No que
segue neste capítulo, sempre consideraremos curvas Fℓ maximais de gênero 𝑔 > 0, onde ℓ = 𝑞2. As
curvas maximais podem se caracterizar como segue.

Teorema 1.1.8. Seja 𝒞 uma curva deĄnida sobre F𝑞2 de gênero 𝑔 e sejam Ð1, ..., Ð2𝑔 os inversos
multiplicativos dos zeros do seu 𝐿⊗ polinômio, então as seguintes aĄrmações são equivalentes:

1. 𝒞 é F𝑞2⊗ maximal.

2. Para 𝑖 = 1, ..., 2𝑔 : Ð𝑖 = ⊗𝑞.

3. 𝐿 (𝑡) = (𝑡 + 𝑞)2𝑔.

Dem. (1) =⇒ (2) : Se 𝒞 é F𝑞2⊗ maximal, então

1 + 𝑞2 + 2𝑔𝑞 = 1 + 𝑞2 ⊗
2𝑔∑︁

𝑖=1

Ð𝑖;

portanto, 2𝑔 =
2𝑔√︁

𝑖=1
⊗Ði

𝑞
e pelo Teorema de Hasse-Weil ♣Ð𝑖♣ = 𝑞, em consequência ⊗Ði

𝑞
= 1.

(2) =⇒ (3) : Se Ð𝑖 = ⊗𝑞 para cada 𝑖 = 1, ..., 2𝑔, temos

𝐿 (𝑡) = (𝑡 ⊗ Ð𝑖)
2𝑔 = (𝑡 + 𝑞)2𝑔 .

(3) =⇒ (1) : Se 𝐿 (𝑡) = (𝑡 + 𝑞)2𝑔, então para 𝑖 = 1, ..., 2𝑔 temos Ð𝑖 = ⊗𝑞, em consequência

#𝒞 (F𝑞2) = 1 + 𝑞2 ⊗
2𝑔∑︁

𝑖=1

Ð𝑖 = 1 + 𝑞2 + 2𝑔𝑞;

i.e, 𝒞 é F𝑞2⊗ maximal. �
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Teorema 1.1.9. Se 𝒞 é uma curva F𝑞2⊗ maximal e 𝑚 ∈ N é ímpar, então 𝒞 é F𝑞2m⊗ maximal.

Dem. Se 𝒞 é F𝑞2⊗ maximal então pelo Teorema 1.1.8, para 𝑖 = 1, ..., 2𝑔 temos Ð𝑖 = ⊗𝑞, e
como 𝑚 é ímpar temos

#𝒞 (F𝑞2m) = 1 + 𝑞2𝑚 ⊗
2𝑔∑︁

𝑖=1

Ð𝑚
𝑖 = 1 + 𝑞2𝑚 + 2𝑔𝑞𝑚;

i.e, 𝒞 é F𝑞2m⊗ maximal. �

Teorema 1.1.10. (Ihara) Seja 𝒞 uma curva F𝑞2⊗ maximal com gênero 𝑔 então

𝑔 ⊘ 𝑞 (𝑞 ⊗ 1) /2.

Dem. Sejam Ð1, ..., Ð2𝑔 os inversos multiplicativos dos zeros do 𝐿⊗ polinômio da curva 𝒞; como
𝒞 é F𝑞2⊗ maximal, pelo Teorema 1.1.8, para 𝑖 = 1, ..., 2𝑔 temos Ð𝑖 = ⊗𝑞. Agora, pelo Teorema
1.1.4 temos

#𝒞 (F𝑞4) = 1 + 𝑞4 ⊗
2𝑔∑︁

𝑖=1

Ð2
𝑖 = 1 + 𝑞4 ⊗ 2𝑔𝑞2.

Como 𝒞 (F𝑞2) ⊖ 𝒞 (F𝑞4), temos 1 + 𝑞2 + 2𝑔𝑞 ⊘ 1 + 𝑞4 ⊗ 2𝑔𝑞2 e portanto 𝑔 ⊘ 𝑞 (𝑞 ⊗ 1) /2. �

Do Teorema 1.1.10, o inteiro 𝑞 (𝑞 ⊗ 1) /2 é uma cota superior para os gêneros de curvas F𝑞2⊗
maximais. Além disso existe uma curva F𝑞2⊗ maximal cujo gênero atinge esta cota, como descre-
vemos a seguir.

Teorema 1.1.11. A curva Hermitiana sobre F𝑞2 é deĄnida pela equação aĄm

ℋ𝑞 : 𝑥𝑞 + 𝑥 = 𝑦𝑞+1;

então,

1. 𝑔 (ℋ𝑞) = 𝑞(𝑞⊗1)
2

.

2. #ℋ𝑞 (F𝑞2) = 𝑞3 + 1.

3. ℋ𝑞 é F𝑞2⊗ maximal.

4. Salvo isomorĄsmo, ℋ𝑞 é a única curva F𝑞2⊗ maximal com gênero

𝑔 =
𝑞 (𝑞 ⊗ 1)

2
.

Dem. [14], [25], [26]. �
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1.1.2 Sistemas lineares de uma curva, equação fundamental

Seja 𝒞 uma curva deĄnida sobre F𝑞. Para cada divisor 𝐸 ∈ 𝐷𝑖𝑣 (𝒞) deĄnimos

♣𝐸♣ = ¶𝐷′ ∈ 𝐷𝑖𝑣 (𝒞) : 𝐷′ ⊙ 0 e 𝐷′ ≍ 𝐸♢ .

Notemos que, ♣𝐸♣ = 𝜙 (ℒ (𝐸) ∖ ¶0♢), onde

𝜙 : ℒ (𝐸) ∖ ¶0♢ ⊗⊃ ♣𝐸♣
𝑓 ↦⊗⊃ 𝐸 + div (𝑓) .

Para 𝑓, 𝑔 ∈ F𝑞 (𝒞) ∖ ¶0♢ temos que div (𝑓) = div (𝑔) se somente se existe Ú ∈ F𝑞 ∖ ¶0♢ tal que
𝑓 = Ú𝑔.

Segue-se da aplicação
♣𝐸♣ ⊗⊃ P (ℒ (𝐸))

𝐸 + div (𝑓) ↦⊗⊃ [𝑓 ] ;

que ♣𝐸♣ pode-se equipar da estrutura de espaço projetivo, i.e, ♣𝐸♣ ♠ P (ℒ (𝐸)).

DeĄnição 1.1.12. Um sistema linear 𝒟 sobre a curva 𝒞 é um subconjunto de ♣𝐸♣ do tipo

¶𝐸 + div (𝑓) : 𝑓 ∈ 𝑆 ∖ ¶0♢♢ ,

onde 𝑆 é um subespaço F𝑞⊗ linear de ℒ (𝐸). Dizemos que o sistema linear 𝒟 é completo se
𝒟 = ♣𝐸♣.

DeĄnimos os parâmetros

𝑑 = 𝑔𝑟𝑎𝑢 (𝒟) := 𝑔𝑟𝑎𝑢 (𝐸) e 𝑟 = dim (𝒟) := dim (𝑆) ⊗ 1;

que são chamados respectivamente o grau e a dimensão (projetiva) de 𝒟; neste caso dizemos que
𝒟 é um 𝑔𝑟

𝑑 sistema em 𝒞 e escrevemos
𝑔𝑟

𝑑 := 𝒟
para denotar isto.

Para curvas maximais existe um tipo especial de sistema linear que estudaremos a seguir.

Consideremos o automorĄsmo de Frobenius de F𝑞

Φ : F𝑞 ⊗⊃ F𝑞

𝑡 ↦⊗⊃ 𝑡𝑞.

A colinealização de Frobenius de P
𝑟
(︁
F𝑞2

⎡
associada a este automorĄsmo é deĄnida por

Φ : P
𝑟
(︁
F𝑞

⎡
⊗⊃ P

𝑟
(︁
F𝑞

⎡

𝑋 = (𝑥0 : 𝑥1 : ... : 𝑥𝑟) ↦⊗⊃ 𝑋𝑞 := (𝑥𝑞
0 : 𝑥𝑞

1 : ... : 𝑥𝑞
𝑟) .
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Se 𝐷 =
√︁

𝑃 ∈𝒞
𝑛𝑃 𝑃 ∈ 𝐷𝑖𝑣 (𝒞) deĄnimos

Φ (𝐷) :=
∑︁

𝑃 ∈𝒞

𝑛𝑃 Φ (𝑃 ) .

Notemos que, para cada 𝑃 ∈ 𝒞 (F𝑞), Φ (𝑃 ) = 𝑃 .

Para 𝑃0 ∈ 𝒞 (F𝑞2) deĄnamos

𝜙𝑃0 : 𝒞 (F𝑞2) ⊗⊃ 𝐶𝑙0 (𝒞)
𝑃 ↦⊗⊃ [𝑃 ⊗ 𝑃0] ,

com 𝐶𝑙0 (𝒞) deĄnido em (1.1.3). Notemos que 𝑔𝑟𝑎𝑢 (𝑃 ⊗ 𝑃0) = 0, portanto 𝜙𝑃0 está bem deĄnida.

Seja 𝐽𝒞 a variedade Jacobiana de 𝒞, i.e, 𝐽𝒞 é uma variedade abeliana caracterizada pela
seguinte propriedade universal:

Se 𝐴 é uma variedade abeliana e Ð : 𝒞 ⊗⊃ 𝐴 é um morĄsmo que envia 𝑃0 em 0 ∈ 𝐴 , então
existe um único homomorĄsmo de variedades abelianas1 Ψ : 𝐽𝒞 ⊗⊃ 𝐴 tal que

Ψ ◇ 𝜙𝑃0 = Ð,

i.e., o seguinte diagrama comuta:

𝒞 (F𝑞2)
𝜙P0

//

Ð
##

𝐽𝒞

Ψ
��

𝐴

Teorema 1.1.13. Seja 𝒞 uma curva F𝑞2⊗ maximal contida em P
𝑟
(︁
F𝑞2

⎡
. Se 𝑃0 ∈ 𝒞 (F𝑞2) então o

sistema linear de Frobenius ♣(𝑞 + 1) 𝑃0♣ tem equação fundamental

𝑞𝑃 + Φ (𝑃 ) ≍ (𝑞 + 1) 𝑃0, (1.1.6)

satisfeita para cada 𝑃 ∈ 𝒞, onde Φ denota a colinealização de Frobenius de P
𝑟
(︁
F𝑞2

⎡
deĄnida acima,

e ≍ denota a equivalência linear entre divisores da curva 𝒞.

Em particular, para cada par 𝑃0, 𝑃 ∈ 𝒞 (F𝑞2) :

(𝑞 + 1) 𝑃0 ≍ (𝑞 + 1) 𝑃. (1.1.7)

Dem. DeĄnamos
Ð = 𝜙𝑃0 ◇ Φ : 𝒞 (F𝑞2) ⊗⊃ 𝐶𝑙0 (𝒞) = 𝐴;

como
Ð (𝑃0) = (𝜙𝑃0 ◇ Φ) (𝑃0) = [Φ (𝑃0) ⊗ 𝑃0] = [0] ;

1Variedades abelianas sao grupos grupos algébricos, ou seja, têm uma leis de grupos que podem ser deĄnidos

pelas funções regulares.
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pela propriedade universal acima, existe Φ𝒞 : 𝐽𝒞 ⊗⊃ 𝐶𝑙0 (𝒞) tal que

𝜙𝑃0 ◇ Φ = Ð = Φ𝒞 ◇ 𝜙𝑃0 . (1.1.8)

Φ𝒞 é chamada a aplicação de Frobenius na variedade Jacobiana 𝐽𝒞. Notemos que 𝒞 é
F𝑞2⊗ maximal se somente se a aplicação de Frobenius Φ𝒞 na variedade Jacobiana 𝐽𝒞 de 𝒞 age sobre
𝐽𝒞 multiplicando por ⊗𝑞, (veja [26], Lema 1).

De (1.1.8), para cada 𝑃 ∈ 𝒞

[Φ (𝑃 ) ⊗ 𝑃0] = (𝜙𝑃0 ◇ Φ) (𝑃 )

= (Φ𝒞 ◇ 𝜙𝑃0) (𝑃 )

= [⊗𝑞 (𝑃 ⊗ 𝑃0)]

= [𝑞𝑃0 ⊗ 𝑞𝑃 ] ,

portanto
Φ (𝑃 ) ⊗ 𝑃0 ≍ 𝑞𝑃0 ⊗ 𝑞𝑃,

de onde obtemos (1.1.6).

Se em (1.1.6) 𝑃 ∈ 𝒞 (F𝑞2) e portanto Φ (𝑃 ) = 𝑃 , obtemos (1.1.7). �

Se 𝒞 é uma curva F𝑞2⊗ maximal então o sistema linear

𝒟 = 𝑔𝑟
𝑞+1 = ♣(𝑞 + 1) 𝑃0♣ ;

com 𝑃0 ∈ 𝒞 (F𝑞2) é um F𝑞2⊗ invariante da curva 𝒞. A dimensão 𝑟 é independente 𝑃0 ∈ 𝒞 (F𝑞2) e é
chamada a dimensão de Frobenius de 𝒞.

1.1.3 Semigrupos de Weierstrass de uma curva

Como é usual, denotaremos por N0 := N ∪ ¶0♢ o conjunto dos números inteiros não negativos.

DeĄnição 1.1.14. Por um semigrupo numérico entendemos um subconjunto 𝑆 ⊖ N0 tal que:

• 0 ∈ 𝑆;

• 𝑆 é fechado com respeito a adição, i.e, 𝑠1 + 𝑠2 ∈ 𝑆, para cada par 𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆;

• N0 ∖ 𝑆 é Ąnito.

Se 𝑆 é um semigrupo numérico então o número 𝑔 := # (N0 ∖ 𝑆) é chamado o gênero de 𝑆; se
existe

𝑐𝑜𝑛𝑑 (𝑆) = min ¶Ú : Ú + 𝑠 ∈ 𝑆, ∀𝑠 ∈ N♢ ;

então ele é chamado o condutor de 𝑆.

Se 𝑆 é deĄnido por
𝑆 = ¶0 = 𝑠0 < 𝑠1 < ...♢
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então cada 𝑠𝑖 é chamada não lacuna de 𝑆; 𝑠1 é a multiplicidade de 𝑆.

Os elementos do conjunto

𝐺𝑎𝑝 (𝑆) := N0 ∖ 𝑆 = ¶ℓ1 < ℓ2 < ... < ℓ𝑔♢

são chamados lacunas, onde ℓ𝑔 a maior lacuna é chamada número de Frobenius de 𝑆 e a
denotamos por 𝐹𝑟𝑜𝑏 (𝑆). Notemos que ℓ𝑔 ⊘ 2𝑔 ⊗ 1. Dizemos que 𝑆 é simétrico se ℓ𝑔 = 2𝑔 ⊗ 1.
Em geral ℓ𝑔 + 1 = 𝑐𝑜𝑛𝑑 (𝑆).

Denotaremos por ⟨𝑠1, ..., 𝑠𝑟⟩ o semigrupo numérico gerado pelas combinações lineares de 𝑠1, ..., 𝑠𝑟 ∈
N, com coeĄcientes em N0.

DeĄnição 1.1.15. Seja (𝑎1, ..., 𝑎𝑟) uma sequência Ąnita em N, com 𝑚𝑑𝑐 (𝑎1, ..., 𝑎𝑟) = 1, para
𝑖 = 1, ..., 𝑟, seja 𝑑𝑖 = 𝑚𝑑𝑐 (𝑎1, ..., 𝑎𝑖) e deĄna

𝑆𝑖 =
⎬

𝑎1

𝑑𝑖

, ...,
𝑎𝑖

𝑑𝑖

⟩
;

o semigrupo numérico gerado por 𝑎1

𝑑i
, ..., 𝑎i

𝑑i
.

• Dizemos que (𝑎1, ..., 𝑎𝑟) é uma sequência telescópica se para cada 𝑖 = 2, .., 𝑟 : 𝑎i

𝑑i
∈ 𝑆𝑖⊗1.

• Um semigrupo numérico é chamado de semigrupo telescópico se é gerado por uma sequên-
cia telescópica.

Podemos calcular o gênero de um semigrupo telescópico da seguinte forma:

Teorema 1.1.16. Seja 𝐴 = (𝑎1, ..., 𝑎𝑟) é uma sequência telescópica e 𝑆 = ⟨𝑎1, .., 𝑎𝑟⟩ o semigrupo
telescópico gerado por 𝐴; então 𝑆 tem gênero

𝑔 (𝑆) =
1
2

(︃
1 +

𝑟∑︁

𝑖=1

(︃
𝑑𝑖⊗1

𝑑𝑖

⊗ 1

)︃
𝑎𝑖

)︃
;

onde 𝑑0 = 0 e para cada 𝑖 ⊙ 1 : 𝑑𝑖 = 𝑚𝑑𝑐 (𝑎1, ..., 𝑎𝑖).

Dem. [15], proposição 5.35. �

Observação 1.1.17. Como uma consequência direta da fórmula acima temos a conhecida fórmula
do gênero de um semigrupo gerado por dois elementos, i.e., se 𝑝, 𝑞 ∈ N, com 𝑚𝑑𝑐 (𝑝, 𝑞) = 1, então
o semigrupo 𝑆 = ⟨𝑝, 𝑞⟩ é um semigrupo numérico telescópico e

𝑔 (𝑆) =
(𝑝 ⊗ 1) (𝑞 ⊗ 1)

2
.

Seja 𝒞 uma curva deĄnida sobre F𝑞 e denotaremos por F𝑞 (𝒞) o corpo de funções racionais
deĄnido sobre 𝒞. Para 𝑓 ∈ F𝑞 (𝒞) ∖ ¶0♢, seja 𝒩𝑓 = ¶𝑃 ∈ 𝒞 : 𝑣𝑃 (𝑓) < 0♢ o conjunto dos polos de
𝑓 ; denotemos por
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div∞ (𝑓) =
∑︁

𝑃 ∈𝒩 f

⊗𝑣𝑃 (𝑓) 𝑃

o divisor dos polo de 𝑓 .

Se 𝑃 ∈ 𝒞 (F𝑞), dizemos que 𝑘 ∈ N0 é um número de polo de 𝑃 se existe 𝑓 ∈ F𝑞 (𝒞) ∖ ¶0♢ tal
que div∞ (𝑓) = 𝑘𝑃 .

DeĄnamos

𝐻 (𝑃 ) = ¶𝑘 ∈ N0 : div∞ (𝑓) = 𝑘𝑃 , para alguma 𝑓 ∈ F𝑞 (𝒞) ∖ ¶0♢♢ .

Se 𝑓 é uma função constante não nula deĄnida em 𝒞 então div∞ (𝑓) = 0𝑃 . Sejam 𝑘1, 𝑘2 ∈
𝐻 (𝑃 ), então existem 𝑓1, 𝑓2 ∈ F𝑞 (𝒞) ∖ ¶0♢ tais que div∞ (𝑓1) = 𝑘1𝑃 e div∞ (𝑓2) = 𝑘2𝑃 , portanto

div∞ (𝑓1.𝑓2) = div∞ (𝑓1) + div∞ (𝑓2) = (𝑘1 + 𝑘2) 𝑃 ;

em consequência 𝐻 (𝑃 ) é um semigrupo numérico; este semigrupo é conhecido como o semigrupo

de Weierstrass de 𝒞 no ponto 𝑃 . Os números 𝑘 ∈ N0 ∖ 𝐻 (𝑃 ) são chamados lacunas de

Weierstrass de 𝑃 , e denotamos

𝐺 (𝑃 ) = ¶𝑘 ∈ N0 : 𝑘 é lacuna de Weierstrass de 𝑃♢ ;

e os elementos de 𝐻 (𝑃 ) também são chamados de não lacunas de 𝑃 .

Teorema 1.1.18. Seja 𝒞 uma curva deĄnida sobre F𝑞 de gênero 𝑔 e 𝑃 ∈ 𝒞 (F𝑞), então:

1. #𝐺 (𝑃 ) = 𝑔.

Em particular se 𝑔 > 0, 𝑃 tem exatamente 𝑔 lacunas

1 = 𝑗1 < 𝑗2 < ... < 𝑗𝑔 ⊘ 2𝑔 ⊗ 1;

portanto, se 𝑘 > 2𝑔 ⊗ 1 então 𝑘 ∈ 𝐻 (𝑃 ), i.e,

¶2𝑔, 2𝑔 + 1, 2𝑔 + 2, ...♢ ⊖ 𝐻 (𝑃 ) .

2. Se 𝑘 ∈ N0 então as seguintes aĄrmações são equivalentes:

2.1 𝑘 ∈ 𝐻 (𝑃 ).

2.2 Existe 𝑓 ∈ ℒ (𝑘𝑃 ) tal que 𝑣𝑃 (𝑓) = ⊗𝑘.

2.3 Existe 𝑓 ∈ F𝑞 (𝒞) ∖ ¶0♢ tal que (𝑓)∞ = 𝑘𝑃 .

2.4 ℓ (𝑘𝑃 ) = ℓ ((𝑘 ⊗ 1) 𝑃 ) + 1.

Dem. [14], Teoremas 6.88, 6.89; [25], Teorema 1.6.8. �

Existe uma relação entre os sistemas lineares e os números não lacunas em curvas maximais,
que apresentamos a seguir.
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Teorema 1.1.19. Seja 𝒞 uma curva F𝑞2⊗ maximal e 𝑔𝑟
𝑞+1 um sistema linear sobre 𝒞. Se 𝑃 ∈

𝒞 (F𝑞2) então existe uma sequência crescente em 𝐻 (𝑃 ):

0 < 𝑚1 (𝑃 ) < 𝑚2 (𝑃 ) < ... < 𝑚𝑟 (𝑃 ) = 𝑞 + 1.

Dem. [14], Teoremas 10.6. �

Finalmente, de (1.1.7) temos que 𝑞 + 1 ∈ 𝐻 (𝑃0), i.e., 𝑞 + 1 é uma não lacuna de 𝒞 em cada
𝑃0 ∈ 𝒞 (F𝑞2), e o teorema acima vai garantir que de fato sempre 𝑚𝑟 (𝑃 ) = 𝑞 + 1, para cada
𝑃 ∈ 𝒞 (F𝑞2).

Teorema 1.1.20. Se 𝒞 é uma curva deĄnida sobre F𝑞, 𝑃 ∈ 𝒞 (F𝑞) e 𝐻 (𝑃 ) = ¶0 = 𝑠0 < 𝑠1 < 𝑠2 < ...♢
é o semigrupo de Weierstrass de 𝒞 no ponto 𝑃 , onde 𝑠1 é a multiplicidade de 𝐻 (𝑃 ), então

#𝒞 (F𝑞) ⊘ 𝑠1𝑞
1/2 + 1.

Dem. [22]. �

DeĄnição 1.1.21. (Cota de Lewittes) Dada uma curva 𝒞 sobre F𝑞2, 𝑃 ∈ 𝒞 (F𝑞) e 𝑠1 a multi-
plicidade de 𝐻 (𝑃 ). Dizemos que 𝐶 é curva de Castle em 𝑃 se

#𝒞 (F𝑞2) = 𝑠1𝑞 + 1.

1.2 Recobrimentos de curvas

Nesta seção estudaremos os recobrimentos entre curvas, especialmente estamos interessados na
relação entre os recobrimentos e as curvas maximais. No Ąnal da seção apresentamos uma relação
entre as curvas maximais e as variedades Hermitianas.

1.2.1 DeĄnição e propriedades

Da maneira mais simples entendemos por um morĄsmo entre duas curvas uma aplicação racional
entre elas, i.e., se 𝒞1 e 𝒞2 são curvas sobre F𝑞, com 𝒞1 ⊆ P

𝑛 e 𝒞2 ⊆ P
𝑚, supor que existem polinômios

homogêneos 𝑔0, 𝑔1, ..., 𝑔𝑚 ∈ F𝑞 (𝒞1) tais que para cada 𝑃 ∈ 𝒞1 temos que

(𝑔0 (𝑃 ) : 𝑔1 (𝑃 ) : ... : 𝑔𝑚 (𝑃 )) ∈ 𝒞2;

um F𝑞⊗ morĄsmo de 𝒞1 em 𝒞2 é uma função 𝜙 : 𝒞1 ⊗⊃ 𝒞2 deĄnida por

𝜙 (𝑃 ) = (𝑔0 (𝑃 ) : 𝑔1 (𝑃 ) : ... : 𝑔𝑚 (𝑃 )) ;

e escrevemos isto como (𝑔0 : 𝑔1 : ... : 𝑔𝑚) e as funções 𝑔𝑖 são chamadas coordenadas (homogêneas)
de 𝜙. Neste caso, F𝑞 (𝜙 (𝒞1)) = F𝑞 (𝑔0, 𝑔1, ..., 𝑔𝑚). Para cada 𝑄 ∈ 𝜙 (𝒞1), os pontos de 𝜙⊗1 (𝑄) são
chamados as ramiĄcações de 𝜙 (𝒞1) em 𝑄. O grau de 𝜙 é 𝑔𝑟𝑎𝑢 (𝜙) := [F𝑞 (𝒞1) : F𝑞 (𝜙 (𝒞1))].

Naturalmente, todo morĄsmo entre duas curvas aĄns, pode-se estender para um morĄsmo entre
suas respectivas curvas homogêneas. Com a linguagem acima temos.
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DeĄnição 1.2.1. Sejam 𝒞1, 𝒞2 curvas sobre F𝑞, um morĄsmo sobrejetivo 𝜙 : 𝒞1 ⊗⊃ 𝒞2 é chamado
um F𝑞⊗ recobrimento, neste caso dizemos que 𝒞1 recobre à curva 𝒞2 e também 𝒞2 é recoberta por
𝒞1.

Em termos dos corpos de funções associados às curvas, isto signiĄca que F𝑞 (𝒞2) ⊖ F𝑞 (𝒞1).
Assim,

• 𝜙 é chamado recobrimento de Galois se F𝑞 (𝒞1) /F𝑞 (𝒞2) é extensão de Galois.

• Dizemos 𝜙 é recobrimento de grau 𝑑 se [F𝑞 (𝒞1) : F𝑞 (𝒞2)] = 𝑑.

Recobrimentos e curvas maximais estão relacionadas como segue.

Teorema 1.2.2. (Serre, [21]) Seja 𝒞 curva F𝑞2⊗ recoberta por uma curva F𝑞2⊗ maximal, então
𝒞 é F𝑞2⊗ maximal.

Dem. Uma prova deste resultado foi apresentada por Kazemifard-Naghipour-Tafazolian (veja
[17], Proposição 2.3) usando o fato que uma curva 𝒞 é F𝑞2⊗ maximal se somente se a aplicação
de Frobenius Φ𝒞 na variedade Jacobiana 𝐽𝒞 de 𝒞 age sobre 𝐽𝒞 multiplicando por ⊗𝑞, (veja [26],
Lema 1). A ideia da prova é que se 𝜙 : 𝒟 ⊗⊃ 𝒞 é um F𝑞2⊗ recobrimento, então 𝜙 induz um
homomorĄsmo 𝜙* : 𝐽𝒞 ⊗⊃ 𝐽𝒟 sobre as variedades jacobianas e 𝐽𝒞 é isogena a uma subvariedade
de 𝐽𝒟. Agora se 𝒟 é F𝑞2⊗ maximal então Φ𝒟 age sobre 𝐽𝒟 multiplicando por ⊗𝑞, portanto Φ𝒞 age
sobre 𝐽𝒞 multiplicando por ⊗𝑞, em consequência 𝒞 é F𝑞2⊗ maximal. �

Em particular toda curva F𝑞2⊗ recoberta pela curva Hermitiana ℋ𝑞 é F𝑞2⊗ maximal. Neste
caso temos cotas para o grau do recobrimento.

Teorema 1.2.3. Seja 𝒞 uma curva maximal sobre F𝑞2 e ℋ𝑞 a curva Hermitiana correspondente
em F𝑞2, se existe um recobrimento 𝜙 : ℋ𝑞 ⊗⊃ 𝒞 de grau 𝑑 então

#ℋ𝑞 (F𝑞2)
#𝒞 (F𝑞2)

⊘ 𝑑 ⊘ 2𝑔 (ℋ𝑞) ⊗ 2
2𝑔 (𝒞) ⊗ 2

.

Dem. Da fórmula do gênero de Riemman-Hurwitz temos

2𝑔 (ℋ𝑞) ⊗ 2 = 𝑑 (2𝑔 (𝒞) ⊗ 2) + 𝑔𝑟𝑎𝑢 (𝐷𝑖𝑓𝑓 (F𝑞2 (ℋ𝑞) /F𝑞2 (𝒞)))

⊙ 𝑑 (2𝑔 (𝒞) ⊗ 2) .

Para cada 𝑄 ∈ ℋ𝑞 (F𝑞2) existe 𝑃 ∈ 𝒞 (F𝑞2) tal que 𝑄 cai sobre 𝑃 . Além disso existem no
máximo 𝑑 de tais pontos 𝑃 com a propriedade anterior, portanto #ℋ𝑞 (F𝑞2) ⊘ 𝑑.#𝒞 (F𝑞2). �

Também foi obtida uma condição sobre os gêneros de curvas maximais tais que elas sejam
recobertas pela curva Hermitiana, a seguir.

Teorema 1.2.4. (Korchmáros-Torres) Se 𝒞 é uma curva F𝑞2⊗ maximal, com gênero

𝑔 >
𝑞2 ⊗ 𝑞 + 4

6
;

então 𝒞 é F𝑞2⊗ recoberta pela curva Hermitiana ℋ𝑞.
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Dem. [20], Corolario 3.3. �

Note-se que do Teorema 1.2.4, se 𝒞 é uma curva F𝑞2⊗ maximal com gênero 𝑔, para que 𝒞 não
seja F𝑞2⊗ recoberta pela curva Hermitiana correspondente é necessário que

𝑞2 ⊗ 𝑞 + 4
6

⊙ 𝑔.

1.2.2 Curvas maximais e variedades Hermitianas

Seja 𝐹 um corpo. Um automorĄsmo ã : 𝐹 ⊗⊃ 𝐹 é chamado de involução se ã ̸= 𝑖𝐹 e
ã2 = 𝑖𝐹 , onde 𝑖𝐹 denota o automorĄsmo identidade sobre 𝐹 . Facilmente podemos provar que a
única involução sobre F𝑞2 é deĄnida por

ã (𝑡) = 𝑡𝑞.

Como no caso do corpo dos números complexos dizemos que uma matriz 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) quadrada
com entradas em F𝑞2 é F𝑞2⊗ Hermitiana se 𝐴 = 𝐴𝐻 , onde naturalmente 𝐴𝐻 denota a transposta
hermitiana de 𝐴, i.e.,

𝐴𝐻 = (ã (𝑎𝑗𝑖)) =
(︁
𝑎𝑞

𝑗𝑖

⎡
.

Dizemos que uma variedade 𝑉 sobre o corpo F𝑞2 é variedade Hermitiana se é gerada por
uma matriz F𝑞2⊗ Hermitiana, i.e.,

𝑉 =
{︁
𝑋 : 𝑋𝐴𝑋𝐻 = 0

}︁
⊆ 𝑃 𝑛

(︁
F𝑞2

⎡
,

com 𝐴 uma matriz F𝑞2⊗ Hermitiana de ordem 𝑛.

Temos uma relação entre as curvas F𝑞2⊗ maximais e as variedades F𝑞2⊗ Hermitianas que
descrevemos a seguir:

Seja 𝒞 uma curva F𝑞2⊗ maximal, seja 𝑃0 ∈ 𝒞 (F𝑞2) e consideremos o sistema linear

𝑔𝑟
𝑞+1 = ♣(𝑞 + 1) 𝑃0♣ ;

de dimensão 𝑟, pelo teorema 1.1.19, existe uma sequência crescente em 𝐻 (𝑃0):

0 < 𝑚1 (𝑃0) < 𝑚2 (𝑃0) < ... < 𝑚𝑟 (𝑃0) = 𝑞 + 1.

Agora, para cada 𝑖 = 1, ..., 𝑟 existe 𝑓𝑖 ∈ F𝑞 (𝒞) ∖ ¶0♢ tal que div∞ (𝑓𝑖) = 𝑚𝑖 (𝑃 ) 𝑃 , e associado à
curva 𝒞 temos o morĄsmo

Þ : 𝒞 ⊗⊃ P
𝑟⊗1

(︁
F𝑞2

⎡
⊆ P

𝑟
(︁
F𝑞2

⎡

𝑄 ↦⊗⊃ (𝑓1 (𝑄) : ... : 𝑓𝑟 (𝑄)) .

Teorema 1.2.5. Para o morĄsmos acima temos,

• 𝒞 é F𝑞2⊗ isomorfa à curva Þ (𝒞);
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• Se 𝑃 ∈ 𝒞 e Þ (𝑃 ) ∈ P
𝑟 (F𝑞2) então 𝑃 ∈ 𝒞 (F𝑞2);

• A curva 𝒞 esta contida em uma F𝑞2⊗ variedade Hermitiana de P
𝑟
(︁
F𝑞2

⎡
.

Dem. [8], Lema 1.9; [19], Lema 2.4, Teoremas 2.5, 3.4. �

Reciprocamente temos:

Teorema 1.2.6. Seja 𝒞 uma curva projetiva não singular e geometricamente irredutível sobre F𝑞2 ,
equipada com um F𝑞2⊗ morĄsmo birracional não degenerado

Þ : 𝒞 ⊗⊃ P
𝑁
(︁
F𝑞2

⎡

𝑄 ↦⊗⊃ (𝑓0 (𝑄) : ... : 𝑓𝑁 (𝑄)) ;

tal que 𝒴 := Þ (𝒞), esta contida em una F𝑞2⊗ variedade Hermitiana não degenerada de P
𝑟
(︁
F𝑞2

⎡
,

então 𝒞 é F𝑞2⊗ maximal.

Dem. [19], Teorema 4.1. �

Observação 1.2.7. Os dois teoremas acima determinam uma relação entre as curvas maximais
e as variedades Hermitianas descrita explicitamente como segue: toda curva F𝑞2⊗ maximal está
contida numa variedade Hermitiana sobre F𝑞2. Além disso se 𝒞 é uma curva contida numa F𝑞2⊗
variedade Hermitiana, então 𝒞 é F𝑞2⊗ maximal.
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Capítulo 2

As curvas 𝐺𝐾 e 𝐺𝐺𝑆

Apresentamos agora duas famílias de curvas que em essência são a chave de nosso trabalho. Do
Teorema 1.2.2, temos que em particular, se 𝒞 é uma curva F𝑞2⊗ recoberta pela curva Hermitiana ℋ𝑞

então 𝒞 é F𝑞2⊗ maximal. Uma questão de interesse é a recíproca desta aĄrmação, i.e, se toda curva
F𝑞2⊗ maximal é F𝑞2⊗ recoberta pela curva curva Hermitiana ℋ𝑞. Na literatura, diversas curvas
maximais foram obtidas como sendo recobertas pela curva Hermitiana (veja [3], [11]). Garcia
e Stichtenoth encontraram o primeiro exemplo de uma que não era Galois recoberta pela curva
Hermitiana (veja [10]). As curvas que estudaremos neste capítulo dão uma resposta mais ampla
para esta questão, a maior parte dos resultados aparecem provados em [4], [9], [12].

2.1 A curva 𝐺𝐾

Seja 𝑝 um número primo, 𝑞 uma potência de 𝑝. Em P
3
(︁
F𝑞6

⎡
deĄnimos a curva 𝐺𝐾 como a

intersecção das superfícies com equações aĄns

𝑦𝑞+1 = 𝑥𝑞 + 𝑥 e 𝑧
q3+1
q+1 = 𝑦ℎ (𝑥) ; (2.1.1)

onde ℎ (𝑥) é o polinômio em F𝑞6 [𝑥] deĄnido por ℎ (𝑥) =
𝑞√︁

𝑖=0
(⊗1)𝑖+1 𝑥𝑖(𝑞⊗1), portanto

ℎ (𝑥) =
𝑥𝑞2 ⊗ 𝑥

𝑥𝑞 + 𝑥
.

(Veja [12], Lema 1).

As principais propriedades destas curvas são descritas a seguir.

Teorema 2.1.1. A curva 𝐺𝐾 está contida na variedade F𝑞6⊗ Hermitiana com equação aĄm

ℋ : 𝑋𝑞3

+ 𝑋 = 𝑌 𝑞3+1 + 𝑍𝑞3+1; (2.1.2)

portanto é F𝑞6⊗ maximal.
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Dem. Primeiro notemos que a curva 𝐺𝐾 tem um único ponto no inĄnito 𝑋∞ = (1 : 0 : 0 : 0),

que corresponde ao eixo 𝑥. De fato, ℎ (𝑥) tem grau 𝑞2 ⊗ 𝑞, portanto 𝑧
q3+1
q+1 ⊗ 𝑦ℎ (𝑥) é um polinômio

homogêneo de grau 𝑞2 ⊗ 𝑞 + 1. Temos as equações homogenizadas de 𝐺𝐾

𝑌 𝑞+1 = 𝑊𝑋𝑞 + 𝑊 𝑞𝑋 e 𝑍
q3+1
q+1 = 𝑌 ℎ (𝑋) ;

nas variáveis (𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝑊 ).

Notemos que se 𝑊 = 0, de 𝑌 𝑞+1 = 𝑊𝑋𝑞 + 𝑊 𝑞𝑋, obtemos 𝑌 = 0, portanto 𝑍
q3+1
q+1 = 𝑌 ℎ (𝑋) =

0, i.e, 𝑍 = 0 em consequência, 𝑋∞ = (1 : 0 : 0 : 0) é o único ponto no inĄnito de P
3
(︁
F𝑞6

⎡
com

𝑋∞ ∈ 𝐺𝐾.

Agora homogeneizando ℋ obtemos

ℋ : 𝑊𝑋𝑞3

+ 𝑊 𝑞3

𝑋 = 𝑌 𝑞3+1 + 𝑍𝑞3+1;

também nas variáveis (𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝑊 ).

Notemos que

(𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝑊 )

∏︀
̂︁̂︁̂︁∐︁

0 0 0 1
0 ⊗1 0 0
0 0 ⊗1 0
1 0 0 0

∫︀
̂︂̂︂̂︂̂︀

∏︀
̂︁̂︁̂︁̂︁∐︁

𝑋𝑞3

𝑌 𝑞3

𝑍𝑞3

𝑊 𝑞3

∫︀
̂︂̂︂̂︂̂︂̂︀

= 𝑊𝑋𝑞3

+ 𝑊 𝑞3

𝑋 ⊗
(︁
𝑌 𝑞3+1 + 𝑍𝑞3+1

⎡
;

portanto ℋ é uma variedade F𝑞6⊗ Hermitiana; além disso, é 𝑋∞ o único ponto no inĄnito da curva
𝐺𝐾 cai em ℋ.

Para os pontos aĄns (𝑥, 𝑦, 𝑧, 1) de 𝐺𝐾

𝑧𝑞3+1 = 𝑦𝑞+1ℎ (𝑥)𝑞+1

= (𝑥𝑞 + 𝑥)

(︃
𝑥𝑞2 ⊗ 𝑥

𝑥𝑞 + 𝑥

)︃𝑞+1

=
𝑥𝑞3+𝑞2 ⊗ 𝑥𝑞3+1 ⊗ 𝑥𝑞2+𝑞 + 𝑥𝑞+1

(𝑥𝑞 + 𝑥)𝑞 ;

também temos

𝑦𝑞3+1 = (𝑥𝑞 + 𝑥)𝑞2⊗𝑞+1

=
𝑥𝑞3+𝑞 + 𝑥𝑞3+1 + 𝑥𝑞2+𝑞 + 𝑥𝑞2+1

(𝑥𝑞 + 𝑥)𝑞 ;

daí obtemos
𝑧𝑞3+1 + 𝑦𝑞3+1 = 𝑥𝑞3

+ 𝑥.

�
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Observação 2.1.2. ([23], Teorema 2.19) Se 𝒳 é uma variedade aĄm em A
𝑟
(︁
F𝑞

⎡
e 𝑓1, .., 𝑓𝑡 ∈

F𝑞 [𝑋1, ..., 𝑋𝑟] são polinômios geradores de 𝒳 , então 𝒳 é não singular em 𝑃 ∈ 𝒳 se somente se a

matriz
(︁

𝜕𝑓i

𝜕𝑋j
(𝑃 )

⎡
tem posto 𝑟 ⊗ dim (𝒳 ).

Teorema 2.1.3. A curva 𝐺𝐾 é absolutamente irredutível e não singular.

Dem. Pela Observação 2.1.2, 𝑃0 = (0, 0, 0) é um ponto não singular de 𝐺𝐾. Seja 𝒴 uma
componente irredutível de 𝐺𝐾 que contém o ponto 𝑃0; como 𝒴 ⊆P

3
(︁
F𝑞6

⎡
, temos um F𝑞6⊗ mor-

Ąsmo 𝜙 = (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤) : 𝒴 ⊗⊃ P
3
(︁
F𝑞6

⎡
, onde 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤 ∈ F𝑞6 (𝒴) e estas funções coordenadas de 𝜙

são determinadas de maneira única por um fator de proporcionalidade em F𝑞6 (𝒴) ∖ ¶0♢. Podemos
supor 𝑤 = 1; como 𝒴 ⊆ 𝐺𝐾 e portanto 𝒴 cai na variedade Hermitiana ℋ deĄnida acima, temos

𝑧𝑞3+1 + 𝑦𝑞3+1 = 𝑥𝑞3

+ 𝑥. (2.1.3)

Como 𝑃0 é um zero de 𝑥, 𝑦, 𝑧, então

𝑞3 + 1 ⊘ 𝑣𝑃0

(︁
𝑧𝑞3+1 + 𝑦𝑞3+1

⎡

= 𝑣𝑃0

(︁
𝑥𝑞3

+ 𝑥
⎡

= min
{︁
𝑞3𝑣𝑃0 (𝑥) , 𝑣𝑃0 (𝑥)

}︁

= 𝑣𝑃0 (𝑥) .

Seja Þ0 o plano com equação 𝑋 = 0, então o número de intersecção 𝐼 (𝑃, 𝒴 ∩ Þ0) é pelo menos
𝑞3 + 1, portanto, se 𝐺𝐾 ̸= 𝒴 , então 𝒴 cai em Þ0, mas isto é impossível, pois 𝐺𝐾 ∩ Þ0 = ¶𝑃0, 𝑋∞♢,
em consequência 𝐺𝐾 = 𝒴 , isto é, 𝐺𝐾 é absolutamente irredutível. Finalmente, usando o fato que
𝐺𝐾 é absolutamente irredutível, e por [14], Teorema 10.17, temos que 𝐺𝐾 é não singular. �

Teorema 2.1.4. A curva 𝐺𝐾 tem gênero

𝑔 =
𝑞5 ⊗ 2𝑞3 + 𝑞2

2
.

Dem. [12], Teorema 2. �

Com o argumento que descreveremos no capítulo 3, temos.

Teorema 2.1.5. Para 𝑞 > 2 a curva 𝐺𝐾 não é F𝑞6⊗ recoberta pela curva Hermitiana ℋ𝑞3.

Dem. [12], Teorema 5. �

No capítulo 3 descreveremos em detalhe o argumento usando na demonstração do Teorema
2.1.5. Até agora a curva 𝐺𝐾 é o único exemplo existente na literatura de uma curva que não é
recoberta pela curva Hermitiana. No caso 𝑞 = 2, temos que a curva 𝐺𝐾 é Galois recoberta pela
curva Hermitiana ℋ𝑞3 , (veja [12]). Finalmente, alguns aspectos teóricos como códigos, grupos de
automorĄsmo e quocientes da curva 𝐺𝐾 são considerados em [5] e [6].
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2.2 A curva 𝐺𝐺𝑆

Sejam 𝑞 uma potência de um primo 𝑝 e 𝑚 ∈ N ímpar com 𝑚 ⊙ 3. Em P
3
(︁
F𝑞2m

⎡
deĄnimos a

curva 𝐺𝐺𝑆 como a intersecção das superfícies com equações aĄns

𝑦𝑞+1 = 𝑥𝑞 + 𝑥 𝑒 𝑧
qm+1

q+1 = 𝑦𝑞2 ⊗ 𝑦. (2.2.1)

Esta curva generaliza a curva 𝐺𝐾 deĄnida em (2.1.1) como veremos a seguir.

Lema 2.2.1. Para 𝑚 = 3 a curva 𝐺𝐺𝑆 é F𝑞6⊗ isomorfa à curva 𝐺𝐾.

Dem. Seja ℎ (𝑥) deĄnido como na curva 𝐺𝐾, i.e

ℎ (𝑥) =
𝑥𝑞2 ⊗ 𝑥

𝑥𝑞 + 𝑥
.

Para (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐺𝐺𝑆 temos

𝑦𝑞2⊗1 = (𝑥𝑞 + 𝑥)𝑞⊗1 =
𝑥𝑞2

+ 𝑥𝑞

𝑥𝑞 + 𝑥
=

(︁
𝑥𝑞2 ⊗ 𝑥

⎡
+ (𝑥𝑞 + 𝑥)

𝑥𝑞 + 𝑥
= ℎ (𝑥) + 1;

de onde obtemos
𝑦𝑞2 ⊗ 𝑦 = 𝑦

(︁
𝑦𝑞2⊗1 ⊗ 1

⎡
= 𝑦ℎ (𝑥) .�

Com esta generalização gostaríamos de saber que propriedades da curva 𝐺𝐾 são herdadas pela
curva 𝐺𝐺𝑆.

Analogamente como no caso da curva 𝐺𝐾, a curva 𝐺𝐺𝑆 tem um único ponto no inĄnito
𝑋∞ = (1 : 0 : 0 : 0), que corresponde ao eixo 𝑥. Agora, se (𝑥, 𝑦, 𝑧, 1) é um ponto do espaço aĄm
sobre a curva 𝐺𝐺𝑆 temos

𝑧𝑞m+1 =
(︁
𝑦𝑞2 ⊗ 𝑦

⎡𝑞+1
=
(︁
𝑦𝑞2 ⊗ 𝑦

⎡𝑞 (︁
𝑦𝑞2 ⊗ 𝑦

⎡

= (𝑥𝑞 + 𝑥)𝑞2 ⊗ 𝑦𝑞3+1 ⊗ (𝑥𝑞 + 𝑥)𝑞 + (𝑥𝑞 + 𝑥)

= 𝑥𝑞3

+ 𝑥 ⊗ 𝑦𝑞3+1;

i.e, 𝑧𝑞m+1 + 𝑦𝑞3+1 = 𝑥𝑞3
+ 𝑥.

DeĄnamos a variedade
ℋ𝑚 : 𝑍𝑞m+1 + 𝑌 𝑞3+1 = 𝑋𝑞3

+ 𝑋. (2.2.2)

Facilmente podemos provar que 𝑋∞ ∈ ℋ𝑚, em consequência a curva 𝐺𝐺𝑆 esta contida nesta
variedade ℋ𝑚; note-se que se 𝑚 = 3, a variedade ℋ𝑚 coincide com a variedade Hermitiana deĄnida
em (2.1.2), e note-se também que para 𝑚 > 3, ℋ𝑚 não e uma variedade Hermitiana, portanto
não podemos obter diretamente a maximalidade da curva 𝐺𝐺𝑆 de ℋ𝑚, mas podemos aproveitar
(2.2.2) para provar o seguinte.

Teorema 2.2.2. A curva 𝐺𝐺𝑆 é absolutamente irredutível e não singular.
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Dem. Exceto por algumas mudanças apropriadas a demonstração é a mesma do Teorema
2.1.3, a seguir. Novamente pela observação 2.1.2, 𝑃0 = (0, 0, 0) é um ponto não singular de 𝐺𝐺𝑆.
Seja 𝒴 uma componente irredutível de 𝐺𝐺𝑆 que contem o ponto 𝑃0; como 𝒴 ⊆P

3
(︁
F𝑞2m

⎡
, temos

um F𝑞2m⊗ morĄsmo 𝜙 = (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤) : 𝒴 ⊗⊃ P
3
(︁
F𝑞2m

⎡
, onde 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤 ∈ F𝑞2m (𝒴) e estas funções

coordenadas de 𝜙 então determinadas de maneira única por um fator de proporcionalidade em
F𝑞2m (𝒴) ∖ ¶0♢. Podemos supor 𝑤 = 1; como 𝒴 ⊆ 𝐺𝐺𝑆 e portanto 𝒴 cai na variedade Hermitiana
ℋ𝑚 deĄnida acima, temos

𝑧𝑞m+1 + 𝑦𝑞3+1 = 𝑥𝑞3

+ 𝑥.

𝑃0 é um zero de 𝑥, 𝑦, 𝑧 e

𝑣𝑃0

(︁
𝑧𝑞m+1 + 𝑦𝑞3+1

⎡
⊙ min

{︁
𝑣𝑃0

(︁
𝑧𝑞m+1

⎡
, 𝑣𝑃0

(︁
𝑦𝑞3+1

⎡}︁
.

Se min
{︁
𝑣𝑃0

(︁
𝑧𝑞m+1

⎡
, 𝑣𝑃0

(︁
𝑦𝑞3+1

⎡}︁
= 𝑣𝑃0

(︁
𝑧𝑞m+1

⎡
, então

min
{︁
𝑣𝑃0

(︁
𝑧𝑞m+1

⎡
, 𝑣𝑃0

(︁
𝑦𝑞3+1

⎡}︁
⊙ 𝑞𝑚 + 1 ⊙ 𝑞3 + 1.

Se min
{︁
𝑣𝑃0

(︁
𝑧𝑞m+1

⎡
, 𝑣𝑃0

(︁
𝑦𝑞3+1

⎡}︁
= 𝑣𝑃0

(︁
𝑦𝑞3+1

⎡
, então

min
{︁
𝑣𝑃0

(︁
𝑧𝑞m+1

⎡
, 𝑣𝑃0

(︁
𝑦𝑞3+1

⎡}︁
⊙ 𝑞3 + 1;

portanto

𝑞3 + 1 ⊘ 𝑣𝑃0

(︁
𝑧𝑞m+1 + 𝑦𝑞3+1

⎡

= 𝑣𝑃0

(︁
𝑥𝑞3

+ 𝑥
⎡

= min
{︁
𝑞3𝑣𝑃0 (𝑥) , 𝑣𝑃0 (𝑥)

}︁

= 𝑣𝑃0 (𝑥) .

Seja Þ0 o plano com equação 𝑋 = 0, então o número de intersecção 𝐼 (𝑃, 𝒴 ∩ Þ0) é pelo menos
𝑞3+1, portanto, se 𝐺𝐺𝑆 ̸= 𝒴 , então 𝒴 cai em Þ0, mais isto é impossível, pois 𝐺𝐺𝑆∩Þ0 = ¶𝑃0, 𝑋∞♢,
em consequência 𝐺𝐺𝑆 = 𝒴 , isto é, 𝐺𝐺𝑆 é absolutamente irredutível. Finalmente, usando o fato
que 𝐺𝐺𝑆 é absolutamente irredutível, e por [14], Teorema 10.17, temos que 𝐺𝐾 é não singular.�

Demonstraremos agora a maximalidade da curva 𝐺𝐺𝑆, para isto usaremos a notação

𝒳𝑚 : 𝑧
qm+1

q+1 = 𝑦𝑞2 ⊗ 𝑦;

e consideremos os recobrimentos das curvas

𝐺𝐺𝑆 ⊗⊃ 𝒳𝑚 ⊗⊃ P
1; (2.2.3)

onde P
1 denota a reta projetiva.
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Lema 2.2.3. (Abdón-Bezerra-Quoos) A curva 𝒳𝑚 é F𝑞2m⊗ maximal com gênero

𝑔 (𝒳𝑚) =
(𝑞 ⊗ 1) (𝑞𝑚 ⊗ 𝑞)

2
.

Dem. [1]. �

Temos agora.

Teorema 2.2.4. A curva 𝐺𝐺𝑆 é F𝑞2m⊗ maximal, com gênero

𝑔 (𝐺𝐺𝑆) =
(𝑞 ⊗ 1) (𝑞𝑚+1 + 𝑞𝑚 ⊗ 𝑞2)

2
. (2.2.4)

Dem. Para o cálculo do gênero, de (2.2.3) podemos olhar 𝐺𝐺𝑆 como um recobrimento do tipo
Artin-Scherier de 𝒳𝑚, além disso, de [25], Lema 3.7.7 e Proposição 3.7.8 temos que o único ponto
do recobrimento 𝒳𝑚 ⊗⊃ P

1 que é totalmente ramiĄcado em 𝐺𝐺𝑆 é o polo 𝑃∞ de 𝑦, que de fato é
o mesmo polo de 𝑧. Agora, para 𝑢 = 𝑦𝑞+1, temos

𝑚𝑃∞
(𝑢) = ⊗ (𝑞 + 1) 𝑣𝑃∞

(𝑦)

= ⊗ (𝑞 + 1) (⊗𝑔𝑟𝑎𝑢 (𝒳𝑚))

= ⊗ (𝑞 + 1)

(︃
⊗𝑞𝑚 + 1

𝑞 + 1

)︃

= 𝑞𝑚 + 1;

portanto o expoente da diferente neste ponto é

𝑑𝑃∞
(𝑢) = (𝑞 ⊗ 1) (𝑚𝑃∞

(𝑢) + 1)

= (𝑞 ⊗ 1) (𝑞𝑚 + 2) ;

e pela fórmula do gênero de Riemann-Hurwitz

2𝑔 (𝐺𝐺𝑆) ⊗ 2 = 𝑞 (2𝑔 (𝒳𝑚) ⊗ 2) + (𝑞 ⊗ 1) (𝑞𝑚 + 2)

= 𝑞 ((𝑞 ⊗ 1) (𝑞𝑚 ⊗ 𝑞) ⊗ 2) + (𝑞 ⊗ 1) (𝑞𝑚 + 2) ;

de onde obtemos (2.2.4).

Para calcular o número de F𝑞2m⊗ pontos racionais da curva 𝐺𝐺𝑆, note-se que 𝒳𝑚 é F𝑞2m⊗
maximal, em consequência

#𝒳𝑚 (F𝑞2m) = 𝑞2𝑚 + 1 + (𝑞 ⊗ 1) (𝑞𝑚 ⊗ 𝑞) 𝑞𝑚 = 𝑞2𝑚+1 ⊗ 𝑞𝑚+2 + 𝑞𝑚+1 + 1.

Agora, pelas identidades polinomiais apresentadas em [9], Lema 2.5, temos que cada F𝑞2m⊗
ponto racional aĄm de 𝒳𝑚 é totalmente ramiĄcado em 𝐺𝐺𝑆, além disso, o único ponto no inĄnito
de 𝒳𝑚 é totalmente ramiĄcado em 𝐺𝐺𝑆 e como 𝐺𝐺𝑆 ⊗⊃ 𝒳𝑚 é um recobrimento de grau 𝑞 temos

#𝐺𝐺𝑆 (F𝑞2m) = 𝑞 (#𝒳𝑚 (F𝑞2m) ⊗ 1) + 1 = 𝑞2𝑚 + 1 + 2𝑔 (𝐺𝐺𝑆) 𝑞𝑚;
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e 𝐺𝐺𝑆 é F𝑞2m⊗ maximal. �

Para 𝑚 = 3, pelo Lema 2.2.1, a curva 𝐺𝐺𝑆 é F𝑞6⊗ isomorfa à curva 𝐺𝐾 portanto

𝑔 (𝐺𝐺𝑆) =
(𝑞 ⊗ 1) (𝑞3+1 + 𝑞3 ⊗ 𝑞2)

2
=

𝑞5 ⊗ 2𝑞3 + 𝑞2

2
;

e temos o Teorema 2.1.4. Também temos que a curva 𝐺𝐺𝑆 não é F𝑞6⊗ recoberta pela curva
Hermitiana ℋ𝑞3 . Para 𝑚 > 3 a melhor informação obtida é apresentada no seguinte teorema.

Teorema 2.2.5. Para 𝑚 > 3 e 𝑞 > 2, a curva 𝐺𝐺𝑆 não é F𝑞2m⊗ Galois recoberta pela curva
Hermitiana ℋ𝑞m.

Dem. Consequência direta de [4], Proposição 5.1. �

Observação 2.2.6. Finalmente, notemos que:

• Pelo Lema 2.2.3 a curva 𝒳𝑚 é F𝑞2m⊗ maximal.

• Em particular quando 𝑚 = 𝑞 = 3 temos que

𝒳3 : 𝑦9 ⊗ 𝑦 = 𝑧7;

é F272⊗ maximal com gênero 𝑔 = 24 e não é F272⊗ Galois recoberta pela curva Hermitiana
ℋ27 (veja [10]); não é conhecido um resultado análogo para (𝑚, 𝑞) ̸= (3, 3); de fato este foi o
primeiro resultado apresentado na teoria que tentava garantir que nem toda curva maximal
estava recoberta pela curva Hermitiana correspondente.

• A curva,
𝑥𝑞 + 𝑥 = 𝑦𝑞+1;

é a curva Hermitiana sobre F𝑞2 , (veja Teorema 1.1.11), que é F𝑞2⊗ maximal e pelo Teorema
1.1.9 é F𝑞2m⊗ maximal para cada 𝑚 ímpar.

• Temos duas superfícies (com equações que deĄnem curvas F𝑞2m⊗ maximais) cuja interseção
é uma curva F𝑞2m⊗ maximal. Em geral isto não ocorre sempre, por exemplo, para 𝑞 ímpar,
seja

𝒞 :

⎧
⨄︁
⋃︁

𝑦𝑞2 ⊗ 𝑦 = 𝑧
qm+1

q+1

𝑥𝑞 + 𝑥 = 𝑦(𝑞+1)/2,

Notemos que a curva 𝑥𝑞 + 𝑥 = 𝑦(𝑞+1)/2 é F𝑞2m⊗ recoberta pela curva Hermitiana sobre ℋ𝑞

portanto é F𝑞2m⊗ maximal, onde 𝑚 é ímpar. Para 𝑞 = 𝑚 = 3, obtemos 𝑔 (𝒞) = 85 e
#𝒞 (F272) = 2296 2, e uma curva F272⊗ maximal com gênero 85 deve ter 5320 F272⊗ pontos
racionais.

2Magma Computational Algebra System

24



Capítulo 3

Exemplos

Neste capítulo vamos deĄnir duas famílias de curvas que são maximais. De fato estas são
construídas via recobrimentos da curva 𝐺𝐾 generalizada ou curva 𝐺𝐺𝑆 deĄnida em (2.2.1). Além
disso, estudaremos a possibilidade que estas sejam recobertas ou Galois recobertas pela curva
Hermitiana correspondente.

3.1 A curva 𝒳𝑎,𝑏,𝑚,𝑠

3.1.1 DeĄnição e maximalidade de 𝒳𝑎,𝑏,𝑚,𝑠

Sejam 𝑎, 𝑏, 𝑠 ∈ N, 𝑚 ⊙ 3, 𝑞 = 𝑝𝑎, com 𝑝 primo, suponhamos que:

• 𝑚 é ímpar;

• 𝑏 é um divisor de 𝑎;

• 𝑠 é um divisor de 𝑞m+1
𝑞+1

.

Consideremos o morĄsmo

𝜙𝑎,𝑏,𝑚,𝑠 : 𝒞𝑚 ⊗⊃ P
3
(︁
F𝑞2m

⎡

(𝑢, 𝑣, 𝑤, 1) ↦⊗⊃ (𝑥 : 𝑦 : 𝑧 : 1) :=
(︁
Ú𝑢 ⊗ (Ú𝑢)𝑝b

: 𝑣 : 𝑤𝑠 : 1
⎡

;
(3.1.1)

onde 𝒞𝑚 é a curva 𝐺𝐺𝑆 deĄnida em (2.2.1), e Ú ∈ F𝑞2 é tal que Ú𝑞⊗1 = ⊗1.

DeĄnição 3.1.1. A curva 𝒳𝑎,𝑏,𝑚,𝑠 é deĄnida como o modelo não singular de 𝜙𝑎,𝑏,𝑚,𝑠 (𝒞𝑚) ⊖
P

3
(︁
F𝑞2m

⎡
.

Explicitamente temos.

Lema 3.1.2. A curva 𝜙𝑎,𝑏,𝑚,𝑠 (𝒞𝑚) tem equações aĄns

Ú𝑦𝑞+1 = 𝑡 (𝑥) :=
𝑑⊗1∑︁

𝑖=0

𝑥𝑝bi

e 𝑧𝑀 = 𝑦𝑞2 ⊗ 𝑦; (3.1.2)

onde 𝑑 = 𝑎
𝑏
, 𝑀 = 𝑞m+1

𝑠(𝑞+1)
.

25



Dem. Para (𝑢, 𝑣, 𝑤, 1) ∈ 𝒞𝑚, i.e,

𝑢𝑞 + 𝑢 = 𝑣𝑞+1 e 𝑤
qm+1

q+1 = 𝑣𝑞2 ⊗ 𝑣;

sejam ⎧
⋁︁⨄︁
⋁︁⋃︁

𝑥 = Ú𝑢 ⊗ (Ú𝑢)𝑝b

,
𝑦 = 𝑣,
𝑧 = 𝑤𝑠;

então

𝑡 (𝑥) =
𝑑⊗1∑︁

𝑖=0

⎤
(Ú𝑢)𝑝bi ⊗ (Ú𝑢)𝑝b(i+1)

⎣

= Ú𝑢 ⊗ (Ú𝑢)𝑞

= Ú (𝑢𝑞 + 𝑢)

= Ú𝑣𝑞+1;

e
𝑧𝑀 = (𝑤𝑠)

qm+1
s(q+1) = 𝑤

qm+1
q+1 = 𝑣𝑞2 ⊗ 𝑣.

Portanto, os pontos de 𝜙𝑎,𝑏,𝑚,𝑠 (𝒞𝑚) satisfazem (3.1.2). Reciprocamente, se (𝑥, 𝑦, 𝑧, 1) satisfaz
(3.1.2), seja 𝑢 uma raiz do polinômio Ú𝑇 ⊗ (Ú𝑇 )𝑝b ⊗ 𝑥 ∈ F𝑞2m (𝑥) [𝑇 ], e 𝑤 uma raiz de 𝑇 𝑠 ⊗ 𝑧 ∈
F𝑞2m (𝑧) [𝑇 ], i.e,

𝑥 = Ú𝑢 ⊗ (Ú𝑢)𝑝b

e 𝑧 = 𝑤𝑠;

deĄna agora, 𝑣 = 𝑦; de (3.1.2) temos (𝑥, 𝑦, 𝑧, 1) ∈ 𝒞𝑚, pois de fato

Ú𝑣𝑞+1 = Ú𝑦𝑞+1

= 𝑡 (𝑥)

= 𝑡
(︁
Ú𝑢 ⊗ (Ú𝑢)𝑝b

⎡

= Ú𝑢 ⊗ (Ú𝑢)𝑞

= Ú (𝑢 + 𝑢𝑞) ;

e
𝑤

qm+1
q+1 = (𝑤𝑠)𝑀 = 𝑧𝑀 = 𝑦𝑞2 ⊗ 𝑦 = 𝑣𝑞2 ⊗ 𝑣;

além disso, (𝑥, 𝑦, 𝑧, 1) = 𝜙𝑎,𝑏,𝑚,𝑠 (𝑢, 𝑣, 𝑤, 1). �

Notemos que a curva deĄnida por (3.1.2) pode ser singular, portanto 𝒳𝑎,𝑏,𝑚,𝑠 é deĄnida como o
modelo não singular deĄnido por (3.1.2). No que segue neste capítulo denotaremos

𝒳𝑎,𝑏,𝑚,𝑠 := 𝒳 .

Lema 3.1.3. A curva 𝒳 é F𝑞2m⊗ birracionalmente equivalente a curva

𝒞𝒳 : Ú𝑧
qm+1

s = 𝑡 (𝑥)
(︁
𝑡 (𝑥)𝑞⊗1 + 1

⎡𝑞+1
; (3.1.3)

i.e, F𝑞2m (𝒳 ) = F𝑞2m (𝒞𝒳 ).
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Dem. De (3.1.2) temos

𝑧𝑀 = 𝑦𝑞2 ⊗ 𝑦

= 𝑦
(︁
𝑦𝑞2⊗1 ⊗ 1

⎡

= 𝑦
⎤(︁

𝑦𝑞+1
⎡𝑞⊗1 ⊗ 1

⎣
;

e como 𝑀 = 𝑞m+1
𝑠(𝑞+1)

e Ú𝑦𝑞+1 = 𝑡 (𝑥), e usando o fato que Ú ̸= 0 e Ú𝑞 + Ú = 0, obtemos

𝑧
qm+1

s = 𝑦𝑞+1
⎤(︁

𝑦𝑞+1
⎡𝑞⊗1 ⊗ 1

⎣𝑞+1

=
𝑡 (𝑥)

Ú

∏︀
∐︁
(︃

𝑡 (𝑥)
Ú

)︃𝑞⊗1

⊗ 1

∫︀
̂︀

𝑞+1

= 𝑡 (𝑥)
(︁
𝑡 (𝑥)𝑞⊗1 + 1

⎡𝑞+1
.

Portanto, F𝑞2m (𝒳 ) = F𝑞2m (𝑥, 𝑦, 𝑧) ⊇ F𝑞2m (𝑥, 𝑧) = F𝑞2m (𝒞𝒳 ).

Note que

𝑦 =
𝑧𝑀

𝑦𝑞2⊗1 ⊗ 1
=

𝑧𝑀

(︁
𝑡(𝑥)

Ú

⎡𝑞⊗1 ⊗ 1
∈ F𝑞2m (𝑥, 𝑧) ;

em consequência, F𝑞2m (𝒳 ) = F𝑞2m (𝒞𝒳 ). �

Teorema 3.1.4. A curva 𝒳 é F𝑞2m⊗ maximal com gênero

𝑔 (𝒳 ) =
𝑞𝑚+2 ⊗ 𝑝𝑏𝑞𝑚 ⊗ 𝑠𝑞3 + 𝑞2 + (𝑠 ⊗ 1) 𝑝𝑏

2𝑠𝑝𝑏
. (3.1.4)

Dem. A maximalidade de 𝒳 é consequência dos Teoremas 1.2.2, 2.2.4 e da deĄnição 3.1.1.

Para o cálculo do gênero, como 𝑚𝑑𝑐
(︁

𝑞m+1
𝑠

, 𝑝
⎡

= 1, então 𝒞𝒳a,b,m,s
deĄnida em (3.1.3) é um

recobrimento do tipo Kummer de P
1 de grau 𝑞m+1

𝑠
. Notemos que 𝑡 (𝑥) é o traço 𝑡𝑟Fq/F

pb
(𝑥) de F𝑞

sobre F𝑝b , portanto é separável com todos seus 𝑞
𝑝b zeros em F𝑞 ⊖ F𝑞2m . Além disso 𝑡 (𝑥)𝑞⊗1 + 1

também é separavél e

𝑡𝑟F
q2 /F

pb
(𝑥) = 𝑡𝑟F

q2 /Fp

(︁
𝑡𝑟Fq/F

pb
(𝑥)
⎡

= 𝑡 (𝑥)𝑞 + 𝑡 (𝑥)

= 𝑡 (𝑥)
(︁
𝑡 (𝑥)𝑞⊗1 + 1

⎡
.

Concluímos que cada um dos 𝑞
𝑝b (𝑞 ⊗ 1) zeros de 𝑡 (𝑥)𝑞⊗1 + 1 está em F𝑞2 ⊖ F𝑞2m .

Seja Ð um zero de 𝑡 (𝑥). Denotemos por 𝒫Ð o lugar de 𝑥 ⊗ Ð, 𝒫∞ é o polo de 𝑥 em F𝑞2m (𝑥) e

𝑓 (𝑥) := 𝑡 (𝑥)
(︁
𝑡 (𝑥)𝑞⊗1 + 1

⎡𝑞+1
. Como 𝑔𝑟𝑎𝑢 (𝑓 (𝑥)) = 𝑞3

𝑝b , temos

𝑣𝒫β
(𝑓 (𝑥)) =

⎧
⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⨄︁
⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⋃︁

1 se Ñ é zero de 𝑡 (𝑥) ,

𝑞 + 1 se Ñ é zero de 𝑡 (𝑥)𝑞⊗1 + 1,
𝑞3

𝑝b se Ñ = ∞,

0 em outro caso.
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Segue-se que

𝑟𝒫β
(𝑓 (𝑥)) = 𝑚𝑑𝑐

⎤
𝑞𝑚 + 1

𝑠
, 𝑣𝒫β

(𝑓 (𝑥))
⎣

=

⎧
⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⨄︁
⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⋃︁

1 se Ñ é zero de 𝑡 (𝑥) ,

𝑞 + 1 se Ñ é zero de 𝑡 (𝑥)𝑞⊗1 + 1,
1 se Ñ = ∞,
𝑞m+1

𝑠
em outro caso.

Da fórmula do gênero de Riemman Hurwitz e por Corolário 3.7.4 em [25] obtemos

2𝑔 (𝒳 ) ⊗ 2 =
𝑞𝑚 + 1

𝑠
(2𝑔 (F𝑞2m (𝑥)) ⊗ 2) +

∑︁

𝒫β

⎤
𝑞𝑚 + 1

𝑠
⊗ 𝑟𝒫β

(𝑓 (𝑥))
⎣

=
𝑞𝑚 + 1

𝑠

(︃
𝑞2

𝑝𝑏
⊗ 1

)︃
⊗
(︃

𝑞3

𝑝𝑏
+ 1

)︃
;

de onde obtemos (3.1.4). �

Observação 3.1.5. Na construção da curva 𝒳 os maiores valores para 𝑏 e 𝑠 são 𝑏 = 𝑎 e 𝑠 = 𝑞m+1
𝑞+1

.
Neste caso substituindo temos

𝑔 (𝒳 ) =
𝑞𝑚+2 ⊗ 𝑝𝑏𝑞𝑚 ⊗ 𝑠𝑞3 + 𝑞2 + (𝑠 ⊗ 1) 𝑝𝑏

2𝑠𝑝𝑏
= 0.

Reciprocamente se 𝑔 (𝒳 ) = 0, então 𝑞𝑚+2 ⊗𝑝𝑏𝑞𝑚 ⊗𝑠𝑞3 +𝑞2 +(𝑠 ⊗ 1) 𝑝𝑏 = 0, ou equivalentemente

𝑠 =
𝑞𝑚+2 ⊗ 𝑝𝑏𝑞𝑚 + 𝑞2 ⊗ 𝑝𝑏

𝑞3 ⊗ 𝑝𝑏
.

Portanto

𝑠 = 𝑞m+1
𝑞+1

⇐⇒ (𝑞 + 1)
(︁
𝑞𝑚+2 ⊗ 𝑝𝑏𝑞𝑚 + 𝑞2 ⊗ 𝑝𝑏

⎡
=
(︁
𝑞3 ⊗ 𝑝𝑏

⎡
(𝑞𝑚 + 1)

⇐⇒ 𝑞 (𝑞𝑚 + 1)
(︁
𝑞 ⊗ 𝑝𝑏

⎡
= 0

⇐⇒ 𝑞 = 𝑝𝑏

⇐⇒ 𝑎 = 𝑏.

Quando 𝑎 = 𝑏 e 𝑠 = 𝑞m+1
(𝑞+1)

e portanto 𝑔 (𝒳 ) = 0, então F𝑞2m (𝒳 ) = F𝑞2m (𝑥, 𝑦, 𝑧) é o corpo de

funções racionais (Veja [25], Teorema 1.6.3).

3.1.2 Possibilidades de recobrimento pela curva Hermitiana

Teorema 3.1.6. Seja 𝑞 = 𝑝𝑎 uma potência de um número primo 𝑝, seja 𝑏 um divisor de 𝑎 e
suponha que 𝑞 > 𝑝𝑏 + 𝑝2𝑏 ou equivalentemente 𝑎 ⊙ 2𝑏 + 1, então para 𝑠 = 1 e 𝑚 = 3 a curva 𝒳
não é F𝑞6⊗ recoberta pela curva Hermitiana ℋ𝑞3.
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Dem. A prova é similar a prova do Teorema 9 em [12]. Primeiro note que de (3.1.4), como 𝒳
é F𝑞2m⊗ maximal, então

#𝒳 (F𝑞2m) = 1 + 𝑞2𝑚 + 2𝑞𝑚𝑔 (𝒳 )

=
𝑞2𝑚+2 + 𝑝𝑏 (𝑠 ⊗ 1) 𝑞2𝑚 ⊗ 𝑠𝑞𝑚+3 + 𝑞𝑚+2 + (𝑠 ⊗ 1) 𝑝𝑏𝑞𝑚 + 𝑠𝑝𝑏

𝑠𝑝𝑏
.

Agora, pelo Teorema 1.1.11,

𝑔 (ℋ𝑞m) =
𝑞2𝑚 ⊗ 𝑞𝑚

2
𝑒 #ℋ𝑞m (F𝑞2m) = 𝑞3𝑚 + 1.

Suponhamos que exista um recobrimento ã : ℋ𝑞m ⊗⊃ 𝒳 de grau 𝑑, pelo Teorema, 1.2.3

#ℋ𝑞m (F𝑞2m)
#𝒳 (F𝑞2m)

⊘ 𝑑 ⊘ 2𝑔 (ℋ𝑞m) ⊗ 2
2𝑔 (𝒳 ) ⊗ 2

.

Notemos que

#ℋ𝑞m (F𝑞2m)
#𝒳 (F𝑞2m)

=
𝑞3𝑚 + 1

𝑞2𝑚+2 + 𝑝𝑏 (𝑠 ⊗ 1) 𝑞2𝑚 ⊗ 𝑠𝑞𝑚+3 + 𝑞𝑚+2 + (𝑠 ⊗ 1) 𝑝𝑏𝑞𝑚 + 𝑠𝑝𝑏

𝑠𝑝𝑏

=
𝑠𝑝𝑏𝑞3𝑚 + 𝑠𝑝𝑏

𝑞2𝑚+2 + 𝑝𝑏 (𝑠 ⊗ 1) 𝑞2𝑚 ⊗ 𝑠𝑞𝑚+3 + 𝑞𝑚+2 + (𝑠 ⊗ 1) 𝑝𝑏𝑞𝑚 + 𝑠𝑝𝑏

= 𝑠𝑝𝑏𝑞𝑚⊗2 +
ℎ

𝑞2𝑚+2 + 𝑝𝑏 (𝑠 ⊗ 1) 𝑞2𝑚 ⊗ 𝑠𝑞𝑚+3 + 𝑞𝑚+2 + (𝑠 ⊗ 1) 𝑝𝑏𝑞𝑚 + 𝑠𝑝𝑏
;

onde

ℎ = ⊗𝑠 (𝑠 ⊗ 1) 𝑝2𝑏𝑞3𝑚⊗2 + 𝑠2𝑝𝑏𝑞2𝑚+1 ⊗ 𝑠𝑝𝑏𝑞2𝑚 ⊗ 𝑠 (𝑠 ⊗ 1) 𝑝2𝑏𝑞2𝑚⊗2 ⊗ 𝑠2𝑝2𝑏𝑞𝑚⊗2 + 𝑠𝑝𝑏.

Também temos

2𝑔 (ℋ𝑞m) ⊗ 2
2𝑔 (𝒳 ) ⊗ 2

=
𝑞2𝑚 ⊗ 𝑞𝑚 ⊗ 2

𝑞𝑚+2 ⊗ 𝑝𝑏𝑞𝑚 ⊗ 𝑠𝑞3 + 𝑞2 + (𝑠 ⊗ 1) 𝑝𝑏

𝑠𝑝𝑏
⊗ 2

=
𝑠𝑝𝑏𝑞2𝑚 ⊗ 𝑠𝑝𝑏𝑞𝑚 ⊗ 2𝑠𝑝𝑏

𝑞𝑚+2 ⊗ 𝑝𝑏𝑞𝑚 ⊗ 𝑠𝑞3 + 𝑞2 ⊗ (𝑠 + 1) 𝑝𝑏

= 𝑠𝑝𝑏𝑞𝑚⊗2 +
𝑠𝑝2𝑏𝑞2𝑚⊗2 + 𝑠2𝑝𝑏𝑞𝑚+1 ⊗ 2𝑠𝑝𝑏𝑞𝑚 + 𝑠 (𝑠 + 1) 𝑝2𝑏𝑞𝑚⊗2 ⊗ 2𝑠𝑝𝑏

𝑞𝑚+2 ⊗ 𝑝𝑏𝑞𝑚 ⊗ 𝑠𝑞3 + 𝑞2 ⊗ (𝑠 + 1) 𝑝𝑏
.

Se 𝑚 = 3 e 𝑠 = 1 então
#ℋ𝑞3 (F𝑞6)
#𝒳 (F𝑞6)

= 𝑝𝑏𝑞 + 𝑣;

e
2𝑔 (ℋ𝑞3) ⊗ 2

2𝑔 (𝒳𝑎,𝑏,3,1) ⊗ 2
= 𝑝𝑏𝑞 + 𝑢;
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onde

𝑣 =
𝑝𝑏𝑞7 ⊗ 𝑝𝑏𝑞6 ⊗ 𝑝2𝑏𝑞 + 𝑝𝑏

𝑞8 ⊗ 𝑞6 + 𝑞5 + 𝑝𝑏
e 𝑢 =

(︁
𝑝2𝑏 + 𝑝𝑏

⎡
𝑞4 ⊗ 2𝑝𝑏𝑞3 + 2𝑝2𝑏𝑞 ⊗ 2𝑝𝑏

𝑞5 ⊗ 𝑝𝑏𝑞3 ⊗ 𝑞3 + 𝑞2 ⊗ 2𝑝𝑏
.

Como 𝑝𝑏𝑞7 ⊗ 𝑝𝑏𝑞6 ⊗ 𝑝2𝑏𝑞 + 𝑝𝑏 > 0 e 𝑞8 ⊗ 𝑞6 + 𝑞5 + 𝑝𝑏 > 0, temos que 𝑣 > 0.

Para 𝑢, note que
(︁
𝑝𝑏 + 1

⎡
𝑞4 + 2𝑝𝑏𝑞 > 2 (𝑞3 + 1), em consequência

(︁
𝑝2𝑏 + 𝑝𝑏

⎡
𝑞4 ⊗ 2𝑝𝑏𝑞3 + 2𝑝2𝑏𝑞 ⊗ 2𝑝𝑏 > 0.

Agora, como 𝑞 > 𝑝𝑏 + 𝑝2𝑏 > 2 temos 𝑞5 + 𝑞2 >
(︁
𝑝𝑏 + 1

⎡
𝑞3 + 2𝑝𝑏, de onde obtemos 𝑞5 ⊗ 𝑝𝑏𝑞3 ⊗

𝑞3 + 𝑞2 ⊗ 2𝑝𝑏 > 0. Novamente usando a condição 𝑞 > 𝑝𝑏 + 𝑝2𝑏 temos
(︁
𝑝2𝑏 + 𝑝𝑏

⎡
𝑞4 + 𝑞3 + 2𝑝2𝑏𝑞 <

𝑞5 + 𝑝𝑏𝑞3 + 𝑞2, ou equivalentemente 𝑢 < 1. Segue-se que

𝑝𝑏𝑞 < 𝑝𝑏𝑞 + 𝑣 ⊘ 𝑑 ⊘ 𝑝𝑏𝑞 + 𝑢 < 𝑝𝑏𝑞 + 1;

que é uma contradição, pois 𝑑 = 𝑔𝑟𝑎𝑢 (ã) ∈ N. �

O seguinte teorema é uma ferramenta que permite obter informação adicional sobre a possibili-
dade de recobrimento de Galois da curva 𝒳 pela curva Hermitiana para outros parâmetros. De fato
completa a melhor informação que podemos obter até agora para 𝒳 com relação a recobrimentos
pela curva Hermitiana.

Teorema 3.1.7. Seja 𝒴 uma curva F𝑞2m⊗ maximal. Suponha que existem 𝐴, 𝐵 ∈ N, 𝑘 ∈ R
+ tais

que
2𝑔 (𝒴) ⊗ 2 = 𝐴 (𝑞𝑚 + 1) ⊗ 𝐵;

com 1 ⊘ 𝐵 ⊘ 𝑞𝑚 +1, 𝑘 (𝐴 + 1) < 𝐵 e 𝐴+2 < 𝐵. Se existe ã : ℋ𝑞m ⊗⊃ 𝒴 um F𝑞2m⊗ recobrimento
de Galois de grau 𝑑 onde ℋ𝑞m é a curva Hermitiana sobre F𝑞2m, então 𝑑𝐵 ⊙ (𝑘 + 1) (𝑞𝑚 + 1).

Dem. Ver [4], Proposição 5.1. �

Teorema 3.1.8. Se 𝑎 > 𝑏, 𝑚 > 3 e 𝑠 = 1, então a curva 𝒳 não é F𝑞2m⊗ Galois recoberta pela
curva Hermitiana ℋ𝑞m.

Dem. Para 𝑠 = 1 temos

𝑔 (𝒳 ) =
𝑞𝑚+2 ⊗ 𝑝𝑏𝑞𝑚 ⊗ 𝑞3 + 𝑞2

2𝑝𝑏
.

Agora

2𝑔 (𝒳 ) ⊗ 2 =
𝑞𝑚+2 ⊗ 𝑝𝑏𝑞𝑚 ⊗ 𝑞3 + 𝑞2 ⊗ 2𝑝𝑏

𝑝𝑏

=
(𝑞𝑚 + 1)

(︁
𝑞2 ⊗ 𝑝𝑏

⎡
⊗
(︁
𝑞3 + 𝑝𝑏

⎡

𝑝𝑏

= 𝐴 (𝑞𝑚 + 1) ⊗ 𝐵;
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com 𝐴 = 𝑞2⊗𝑝b

𝑝b , 𝐵 = 𝑞3+𝑝b

𝑝b , note-se que 𝐴, 𝐵 ∈ N.

Como

𝐴 + 2 =
𝑞2 + 𝑝𝑏

𝑝𝑏
<

𝑞3 + 𝑝𝑏

𝑝𝑏
= 𝐵;

1 ⊘ 𝐵 =
𝑞3

𝑝𝑏
+ 1 ⊘ 𝑞𝑚 + 1;

para cada 𝑚 ⊙ 3.

Além disso, para 𝑘 = 𝑞

𝑘 (𝐴 + 1) =
𝑞3

𝑝𝑏
<

𝑞3

𝑝𝑏
+ 1 = 𝐵.

Se existe ã : ℋ𝑞m ⊗⊃ 𝒳 um F𝑞2m⊗ recobrimento de Galois de grau 𝑑, por o Teorema 3.1.7

𝑑 ⊙ (𝑘 + 1) (𝑞𝑚 + 1)
𝐵

=
𝑝𝑏𝑞𝑚+1 + 𝑝𝑏𝑞𝑚 + 𝑝𝑏𝑞 + 𝑝𝑏

𝑞3 + 𝑝𝑏

= 𝑝𝑏𝑞𝑚⊗2 +
𝑝𝑏𝑞𝑚 ⊗ 𝑝2𝑏𝑞𝑚⊗2 + 𝑝𝑏𝑞 + 𝑝𝑏

𝑞3 + 𝑝𝑏

Do Teorema 1.2.3 também

𝑑 ⊘ 2𝑔 (ℋ𝑞3) ⊗ 2
2𝑔 (𝒳 ) ⊗ 2

= 𝑝𝑏𝑞𝑚⊗2 +
𝑝2𝑏𝑞2𝑚⊗2 + 𝑝𝑏𝑞𝑚+1 ⊗ 2𝑝𝑏𝑞𝑚 + 2𝑝2𝑏𝑞𝑚⊗2 ⊗ 2𝑝𝑏

𝑞𝑚+2 ⊗ 𝑝𝑏𝑞𝑚 ⊗ 𝑞3 + 𝑞2 ⊗ 2𝑝𝑏
;

segue-se que

𝑝𝑏𝑞𝑚 ⊗ 𝑝2𝑏𝑞𝑚⊗2 + 𝑝𝑏𝑞 + 𝑝𝑏

𝑞3 + 𝑝𝑏
⊘ 𝑝2𝑏𝑞2𝑚⊗2 + 𝑝𝑏𝑞𝑚+1 ⊗ 2𝑝𝑏𝑞𝑚 + 2𝑝2𝑏𝑞𝑚⊗2 ⊗ 2𝑝𝑏

𝑞𝑚+2 ⊗ 𝑝𝑏𝑞𝑚 ⊗ 𝑞3 + 𝑞2 ⊗ 2𝑝𝑏
;

ou equivalentemente

𝑞2𝑚+2 +2𝑞𝑚+3 +2𝑞𝑚+2 +2𝑞3 +𝑞2 ⊘ 𝑝𝑏𝑞2𝑚+1 +2𝑝𝑏𝑞2𝑚 +𝑞𝑚+4 +3𝑝𝑏𝑞𝑚+1 +2𝑝𝑏𝑞𝑚 +𝑞4 +2𝑝𝑏𝑞. (3.1.5)

Note que para 𝑚 > 3 e 𝑎 > 𝑏

𝑞2𝑚+2 ⊙ 𝑝𝑏𝑞2𝑚+1 + 2𝑝𝑏𝑞2𝑚 + 𝑞𝑚+4;

pois 𝑞2 ⊗ 𝑝𝑏 ⊗ 2𝑝𝑏 ⊙ 1 e 2𝑚 ⊙ 𝑚 + 4.

Também 2𝑞𝑚+3 > 3𝑝𝑏𝑞𝑚+1, 2𝑞3 + 𝑞2 > 2𝑝𝑏𝑞 e

2𝑞𝑚+2 = 𝑞𝑚+2 + 𝑞𝑚+2 > 2𝑝𝑏𝑞𝑚 + 𝑞4;

portanto (3.1.5) é falsa, i.e, 𝒳 não é F𝑞2m⊗ Galois recoberta pela curva Hermitana ℋ𝑞m . �
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3.2 A curva 𝒴𝑚,𝑠

Apresentamos agora outra curva com propriedades muito similares à curva deĄnida na seção
anterior. As provas de alguns resultados são parecidas com as provas feitas para a curva 𝒳 .

3.2.1 DeĄnição e maximalidade de 𝒴𝑚,𝑠

Consideremos os seguintes parâmetros:

• 𝑚 ⊙ 3 ímpar;

• 𝑞 uma potência de um primo 𝑝;

• 𝑠 ⊙ 1 um divisor de 𝑞m+1
𝑞+1

.

DeĄnamos o morĄsmo

𝜙𝑚,𝑠 : 𝒞𝑚 ⊗⊃ P
3
(︁
F𝑞2m

⎡

(𝑢, 𝑣, 𝑤, 1) ↦⊗⊃ (𝑥 : 𝑦 : 𝑧 : 1) := (𝑢 : 𝑣 : 𝑤𝑠 : 1) ;
(3.2.1)

onde novamente 𝒞𝑚 é a curva 𝐺𝐺𝑆 deĄnida em (2.2.1).

DeĄnição 3.2.1. A curva 𝒴𝑚,𝑠 é deĄnida como o modelo não singular de 𝜙𝑚,𝑠 (𝒞𝑚) ⊖ P
3
(︁
F𝑞2m

⎡
.

Explicitamente.

Lema 3.2.2. A curva 𝜙𝑚,𝑠 (𝒞𝑚) tem equações aĄns

𝑦𝑞+1 = 𝑥𝑞 + 𝑥 e 𝑧𝑀 = 𝑦𝑞2 ⊗ 𝑦; (3.2.2)

onde 𝑀 = 𝑞m+1
𝑠(𝑞+1)

como na seção anterior.

Dem. Para (𝑢, 𝑣, 𝑤, 1) ∈ 𝒞𝑚, i.e,

𝑢𝑞 + 𝑢 = 𝑣𝑞+1 e 𝑤
qm+1

q+1 = 𝑣𝑞2 ⊗ 𝑣.

Seja ⎧
⋁︁⨄︁
⋁︁⋃︁

𝑥 = 𝑢,
𝑦 = 𝑣,
𝑧 = 𝑤𝑠;

então
𝑦𝑞+1 = 𝑣𝑞+1 = 𝑢𝑞 + 𝑢 = 𝑥𝑞 + 𝑥;

e
𝑧𝑀 = (𝑤𝑠)

qm+1
s(q+1) = 𝑤

qm+1
q+1 = 𝑣𝑞2 ⊗ 𝑣;

portanto, os pontos de 𝜙𝑚,𝑠 (𝒞𝑚) satisfazem (3.2.2).
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Reciprocamente, se (𝑥, 𝑦, 𝑧, 1) satisfaz (3.2.2), seja 𝑤 uma raiz de 𝑇 𝑠 ⊗ 𝑧 ∈ F𝑞2m (𝑧) [𝑇 ], i.e
𝑧 = 𝑤𝑠 e deĄna 𝑢 = 𝑥 e 𝑦 = 𝑣, note-se que de (3.2.2) temos trivialmente que (𝑢, 𝑣, 𝑤, 1) ∈ 𝒞𝑚, e
(𝑥, 𝑦, 𝑧, 1) = 𝜙𝑚,𝑠 (𝑢, 𝑣, 𝑤, 1). �

Notemos que a curva deĄnida por (3.2.2) pode ser singular, portanto 𝒴𝑚,𝑠 deve-se deĄnir como
o modelo não singular da curva determinado por (3.2.2). No que segue neste capítulo denotaremos

𝒴𝑚,𝑠 := 𝒴 .

Lema 3.2.3. A curva 𝒴 é F𝑞2m⊗ birracionalmente equivalente à curva

𝒞𝒴 : 𝑧
qm+1

s = (𝑥𝑞 + 𝑥)
(︁
(𝑥𝑞 + 𝑥)𝑞⊗1 + 1

⎡𝑞+1
; (3.2.3)

i.e, F𝑞2m (𝒴) = F𝑞2m (𝒞𝒴).

Dem. Análoga à demonstração De 3.1.3, só mudando 𝑐𝑦𝑞+1 = 𝑡 (𝑥) por 𝑦𝑞+1 = 𝑥𝑞 + 𝑥. �

Teorema 3.2.4. A curva 𝒴 é F𝑞2m⊗ maximal, com gênero

𝑔 (𝒴) =
𝑞𝑚+2 ⊗ 𝑞𝑚 ⊗ 𝑠𝑞3 + 𝑞2 + (𝑠 ⊗ 1)

2𝑠
. (3.2.4)

Dem. Novamente a maximalidade de 𝒴 é consequência dos Teoremas 1.2.2, 2.2.1 e da deĄnição
3.2.1.

Para o cálculo do gênero, como 𝑚𝑑𝑐
(︁

𝑞m+1
𝑠

, 𝑝
⎡

= 1, então 𝒞𝒴 deĄnida em (3.1.3) é um recobri-

mento do tipo Kummer de P
1 de grau 𝑞m+1

𝑠
.

Seja
𝑡 (𝑥) := 𝑥𝑞 + 𝑥 = 𝑡𝑟F

q2 /Fq
(𝑥) .

Note que 𝑡 (𝑥) é separável e tem todos seus 𝑞 zeros em F𝑞2 ⊖ F𝑞2m . Além disso

𝑡 (𝑥)
(︁
𝑡 (𝑥)𝑞⊗1 + 1

⎡
= 𝑡 (𝑥)𝑞 + 𝑡 (𝑥)

= 𝑡𝑟F
q2 /Fq

(𝑡 (𝑥))

= 𝑡𝑟F
q2 /Fq

(︁
𝑡𝑟F

q2 /Fq
(𝑥)
⎡

,

portanto cada uns dos 𝑞 (𝑞 ⊗ 1) zeros de 𝑡 (𝑥)𝑞⊗1 + 1 estão ém F𝑞2 . Com a mesma notação da
demonstração do Teorema 3.1.4,

Seja Ð um zero de 𝑡 (𝑥). Denotemos por 𝒫Ð o lugar de 𝑥 ⊗ Ð, 𝒫∞ é o polo de 𝑥 em F𝑞2m (𝑥) e

𝑓 (𝑥) := 𝑡 (𝑥)
(︁
𝑡 (𝑥)𝑞⊗1 + 1

⎡𝑞+1
. Como 𝑔𝑟𝑎𝑢 (𝑓 (𝑥)) = 𝑞3, temos

𝑣𝒫β
(𝑓 (𝑥)) =

⎧
⋁︁⋁︁⋁︁⨄︁
⋁︁⋁︁⋁︁⋃︁

1 se Ñ é zero de 𝑡 (𝑥) ,

𝑞 + 1 se Ñ é zero de 𝑡 (𝑥)𝑞⊗1 + 1,
𝑞3 se Ñ = ∞,
0 em outro caso;
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portanto

𝑟𝒫β
(𝑓 (𝑥)) = 𝑚𝑑𝑐

⎤
𝑞𝑚 + 1

𝑠
, 𝑣𝒫β

(𝑓 (𝑥))
⎣

=

⎧
⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⨄︁
⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⋃︁

1 se Ñ é zero de 𝑡 (𝑥) ,

𝑞 + 1 se Ñ é zero de 𝑡 (𝑥)𝑞⊗1 + 1,
1 se Ñ = ∞,
𝑞m+1

𝑠
em outro caso.

Pela fórmula do gênero de Riemman Hurwitz e por Corolário 3.7.4 em [25]

2𝑔 (𝒴) ⊗ 2 =
𝑞𝑚 + 1

𝑠
(2𝑔 (F𝑞2m (𝑥)) ⊗ 2) +

∑︁

𝒫β

⎤
𝑞𝑚 + 1

𝑠
⊗ 𝑟𝒫β

(𝑓 (𝑥))
⎣

=
𝑞𝑚 + 1

𝑠

(︁
𝑞2 ⊗ 1

⎡
⊗
(︁
𝑞3 + 1

⎡
;

de onde obtemos (3.2.4). �

Observação 3.2.5. Notemos que por cálculos simples

𝑔 (𝒴) =
𝑞 (𝑞 ⊗ 1)

2
⇐⇒ (𝑞𝑚 + 1) (𝑞2 ⊗ 1) = 𝑠 (𝑞 + 1) (𝑞2 ⊗ 1)

⇐⇒ 𝑠 =
𝑞𝑚 + 1
𝑞 + 1

.

3.2.2 Possibilidades de recobrimento pela curva Hermitiana

Teorema 3.2.6. Seja 𝑞 uma potência de um primo e 𝑠 um divisor de 𝑞2⊗𝑞+1 tal que 𝑞 > 𝑠 (𝑠 + 1).
Então a curva 𝒴3,𝑠 não é F𝑞6⊗ recoberta pela curva Hermitiana ℋ𝑞3.

Dem. Como 𝒴 é F𝑞2m⊗ maximal então por (3.2.4), temos

#𝒴 (F𝑞2m) = 1 + 𝑞2𝑚 + 2𝑞𝑚𝑔 (𝒴)

=
𝑞2𝑚+2 + (𝑠 ⊗ 1) 𝑞2𝑚 ⊗ 𝑠𝑞𝑚+3 + 𝑞𝑚+2 + (𝑠 ⊗ 1) 𝑞𝑚 + 𝑠

𝑠
.

Vamos supor que existe um recobrimento ã : ℋ𝑞m ⊗⊃ 𝒴 de grau 𝑑. Pelo Lema 1.2.3 temos

#ℋ𝑞m (F𝑞2m)
#𝒴 (F𝑞2m)

⊘ 𝑑 ⊘ 2𝑔 (ℋ𝑞m) ⊗ 2
2𝑔 (𝒴) ⊗ 2

.

Agora

#ℋ𝑞m (F𝑞2m)
#𝒴 (F𝑞2m)

=
𝑞3𝑚 + 1

𝑞2𝑚+2 + (𝑠 ⊗ 1) 𝑞2𝑚 ⊗ 𝑠𝑞𝑚+3 + 𝑞𝑚+2 + (𝑠 ⊗ 1) 𝑞𝑚 + 𝑠

𝑠

=
𝑠𝑞3𝑚 + 𝑠

𝑞2𝑚+2 + (𝑠 ⊗ 1) 𝑞2𝑚 ⊗ 𝑠𝑞𝑚+3 + 𝑞𝑚+2 + (𝑠 ⊗ 1) 𝑞𝑚 + 𝑠

= 𝑠𝑞𝑚⊗2 +
⊗ (𝑠 ⊗ 1) 𝑠𝑞3𝑚⊗2 + 𝑠2𝑞2𝑚+1 ⊗ 𝑠𝑞2𝑚 ⊗ (𝑠 ⊗ 1) 𝑠𝑞2𝑚⊗2 ⊗ 𝑠2𝑞𝑚⊗2 + 𝑠

𝑞2𝑚+2 + (𝑠 ⊗ 1) 𝑞2𝑚 ⊗ 𝑠𝑞𝑚+3 + 𝑞𝑚+2 + (𝑠 ⊗ 1) 𝑞𝑚 + 𝑠
,
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e

2𝑔 (ℋ𝑞m) ⊗ 2
2𝑔 (𝒴) ⊗ 2

=
𝑞2𝑚 ⊗ 𝑞𝑚 ⊗ 2

𝑞𝑚+2 ⊗ 𝑞𝑚 ⊗ 𝑠𝑞3 + 𝑞2 + (𝑠 ⊗ 1)
𝑠

⊗ 2

=
𝑠𝑞2𝑚 ⊗ 𝑠𝑞𝑚 ⊗ 2𝑠

𝑞𝑚+2 ⊗ 𝑞𝑚 ⊗ 𝑠𝑞3 + 𝑞2 ⊗ (𝑠 + 1)

= 𝑠𝑞𝑚⊗2 +
𝑠𝑞2𝑚⊗2 + 𝑠2𝑞𝑚+1 ⊗ 2𝑠𝑞𝑚 + 𝑠 (𝑠 + 1) 𝑞𝑚⊗2 ⊗ 2𝑠

𝑞𝑚+2 ⊗ 𝑞𝑚 ⊗ 𝑠𝑞3 + 𝑞2 ⊗ (𝑠 + 1)
.

Para 𝑚 = 3 temos

#ℋ𝑞3 (F𝑞6)
#𝒴 (F𝑞6)

= 𝑠𝑞 +
𝑠𝑞7 ⊗ 𝑠𝑞6 ⊗ (𝑠 ⊗ 1) 𝑠𝑞4 ⊗ 𝑠2𝑞 + 𝑠

𝑞8 ⊗ 𝑞6 + 𝑞5 + (𝑠 ⊗ 1) 𝑞3 + 𝑠
; (3.2.5)

e
2𝑔 (ℋ𝑞3) ⊗ 2
2𝑔 (𝒴) ⊗ 2

= 𝑠𝑞 +
𝑠 (𝑠 + 1) 𝑞4 ⊗ 2𝑠𝑞3 + 𝑠 (𝑠 + 1) 𝑞 ⊗ 2𝑠

𝑞5 ⊗ (𝑠 + 1) 𝑞3 + 𝑞2 ⊗ (𝑠 + 1)
. (3.2.6)

Em (3.2.5) temos

𝑠𝑞7 ⊗ 𝑠𝑞6 ⊗ (𝑠 ⊗ 1) 𝑠𝑞4 ⊗ 𝑠2𝑞 + 𝑠 > 0 ⇐⇒ 𝑞7 + 𝑞4 + 1 > 𝑞6 + 𝑠𝑞4 + 𝑠𝑞;

como 𝑞 > 𝑠 (𝑠 + 1), portanto 𝑞 > 𝑠, temos 𝑞7 + 𝑞4 + 1 > 𝑞6 + 𝑠𝑞4 + 𝑠𝑞.

Agora
𝑞8 ⊗ 𝑞6 + 𝑞5 + (𝑠 ⊗ 1) 𝑞3 + 𝑠 > 0;

e trivialmente verdadeiro. Segue-se que

𝑠𝑞7 ⊗ 𝑠𝑞6 ⊗ (𝑠 ⊗ 1) 𝑠𝑞4 ⊗ 𝑠2𝑞 + 𝑠

𝑞8 ⊗ 𝑞6 + 𝑞5 + (𝑠 ⊗ 1) 𝑞3 + 𝑠
> 0.

Para (3.2.6), note que

𝑠 (𝑠 + 1) 𝑞4 ⊗ 2𝑠𝑞3 + 𝑠 (𝑠 + 1) 𝑞 ⊗ 2𝑠 > 0 ⇐⇒ (𝑠 + 1) 𝑞4 + (𝑠 + 1) 𝑞 > 2𝑞3 + 𝑠;

é trivialmente temos que (𝑠 + 1) 𝑞4 + (𝑠 + 1) 𝑞 > 2𝑞3 + 𝑠 é verdadeiro.

Também
𝑞5 ⊗ (𝑠 + 1) 𝑞3 + 𝑞2 ⊗ (𝑠 + 1) > 0;

pois 𝑞 > 𝑠 (𝑠 + 1) ⊙ 𝑠 + 1. Consequentemente em (3.2.6) a fração tem numerador e denominador
positivo, portanto

𝑠 (𝑠 + 1) 𝑞4 ⊗ 2𝑠𝑞3 + 𝑠 (𝑠 + 1) 𝑞 ⊗ 2𝑠

𝑞5 ⊗ (𝑠 + 1) 𝑞3 + 𝑞2 ⊗ (𝑠 + 1)
< 1 ⇐⇒ 𝑠 (𝑠 + 1) 𝑞4+𝑠 (𝑠 + 1) 𝑞 < 𝑞5+(𝑠 ⊗ 1) 𝑞3+𝑞2+(𝑠 ⊗ 1) ,

e esta última desigualdade é verdadeira para 𝑞 > 𝑠 (𝑠 + 1) ⊙ 𝑠 + 1.

Obtemos assim

𝑠𝑞 <
#ℋ𝑞3 (F𝑞6)
#𝒴 (F𝑞6)

⊘ 𝑑 ⊘ 2𝑔 (ℋ𝑞3) ⊗ 2
2𝑔 (𝒴) ⊗ 2

< 𝑠𝑞 + 1;

que de fato é uma contradição. �
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Capítulo 4

Alguns 𝐴𝐺 códigos associados

Nosso objetivo neste capítulo é apresentar algumas aplicações dos resultados obtidos com rela-
ção as curvas 𝒳𝑎,𝑏,𝑚,𝑠 e 𝒴𝑚,𝑠. Estamos interessados especialmente em calcular alguns 𝐴𝐺 códigos
num ponto racional destas curvas, e comparar os parâmetros obtidos com os parâmetros dos códi-
gos existentes na teoria. Iniciamos este capítulo com uma descrição geral dos 𝐴𝐺 códigos e códigos
unipontuais, depois calcularemos alguns exemplos deles para nossas curvas.

4.1 𝐴𝐺 códigos e codigos unipontuais

Nesta seção apresentamos alguns resultados básicos sobre códigos algébricos, a maior parte
provados no capitulo 2 de [25].

Seja 𝒞 uma curva deĄnida sobre F𝑞 de gênero 𝑔 e consideremos 𝑃1, 𝑃2, ..., 𝑃𝑛 ∈ 𝒞(F𝑞), e deĄna
o divisor 𝐷 = 𝑃1 + 𝑃2 + ... + 𝑃𝑛. Seja 𝐺 algum outro divisor tal que 𝑆𝑢𝑝 (𝐷) ∩ 𝑆𝑢𝑝 (𝐺) = ∅. O
código algébrico (𝐴𝐺 código) ou código de Goppa 𝐶 (𝐷, 𝐺) de comprimento 𝑛 sobre F𝑞 é
a imagem da função

Ω : ℒ (𝐺) ⊗⊃ F
𝑛
𝑞

𝑓 ↦⊗⊃ (𝑓 (𝑃1) , 𝑓 (𝑃2) , ..., 𝑓 (𝑃𝑛)) .
(4.1.1)

F𝑞 é chamado o o alfabeto de 𝐶 (𝐷, 𝐺), e a dimensão do subespaço 𝐶 (𝐷, 𝐺) que denotaremos
por

𝑘 := dimFq
(𝐶 (𝐷, 𝐺))

é chamada dimensão do código 𝐶 (𝐷, 𝐺). A distancia mínima de 𝐶 (𝐷, 𝐺) é deĄnida como

𝑑 = 𝑑 (𝐶 (𝐷, 𝐺)) := min ¶𝑑 (𝑎, 𝑏) : 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐶 (𝐷, 𝐺)♢ ,

onde para 𝑎 = (𝑎1, .., 𝑎𝑛), 𝑏 = (𝑏1, .., 𝑏𝑛) ∈ 𝐶 (𝐷, 𝐺) : 𝑑 (𝑎, 𝑏) = # ¶𝑖 : 𝑎𝑖 ̸= 𝑏𝑖♢.

O código acima de comprimento 𝑛, dimensão 𝑘 e distancia mínima 𝑑 é chamado um [𝑛, 𝑘, 𝑑]
código. Neste caso

𝑘 + 𝑑 ⊘ 𝑛 + 1 (4.1.2)
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que chamaremos a cota singleton.

A função Ω é F𝑞⊗ linear com ker (Ω) = ℒ (𝐺 ⊗ 𝐷), portanto

𝑘 = ℓ (𝐺) ⊗ ℓ (𝐺 ⊗ 𝐷) e 𝑑 ⊙ 𝑛 ⊗ 𝑔𝑟𝑎𝑢 (𝐺) . (4.1.3)

De (4.1.2) e (4.1.3) temos

𝑛 ⊗ 𝑔𝑟𝑎𝑢 (𝐺) ⊘ 𝑑 ⊘ 𝑛 + 1 ⊗ 𝑘. (4.1.4)

Se 𝑔𝑟𝑎𝑢 (𝐺 ⊗ 𝐷) < 0, i.e., 𝑔𝑟𝑎𝑢 (𝐺) < 𝑛, por [25], Lema 1.4.7, ℒ (𝐺 ⊗ 𝐷) = ¶0♢ e portanto
ℓ (𝐺 ⊗ 𝐷) = 0, em consequência 𝑘 = ℓ (𝐺). Novamente por [25], Lema 1.5.15 existe um divisor
canônico 𝑊 , i.e., 𝑔𝑟𝑎𝑢 (𝑊 ) = 2𝑔 ⊗ 2 e ℓ (𝑊 ) = 𝑔, tal que

𝑘 = ℓ (𝐺) = 𝑔𝑟𝑎𝑢 (𝐺) + 1 ⊗ 𝑔 + ℓ (𝑊 ⊗ 𝐺) . (4.1.5)

Novamente por [25], Lema 1.4.7 se 2𝑔 ⊗ 2 = 𝑔𝑟𝑎𝑢 (𝑊 ) < 𝑔𝑟𝑎𝑢 (𝐺) < 𝑛 então

𝑘 = 𝑔𝑟𝑎𝑢 (𝐺) + 1 ⊗ 𝑔. (4.1.6)

A matriz geradora de 𝐶 (𝐷, 𝐺) é

𝑀 =

∏︀
̂︁̂︁∐︁

𝑓1 (𝑃1) . . . 𝑓1 (𝑃𝑛)
...

...
𝑓𝑘 (𝑃1) . . . 𝑓𝑘 (𝑃𝑛)

∫︀
̂︂̂︂̂︀ ;

onde 𝑓1, .., 𝑓𝑘 é uma base de ℒ (𝐺) sobre F𝑞.

Para 𝑎 = (𝑎1, .., 𝑎𝑛), 𝑏 = (𝑏1, .., 𝑏𝑛) ∈ F
𝑛
𝑞 deĄnimos:

⟨𝑎, 𝑏⟩ =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖𝑏𝑖.

⟨, ⟩ é o produto interno canônico em F
𝑛
𝑞 , portanto o [𝑛, 𝑘, 𝑑] código 𝐶 (𝐷, 𝐺) tem um comple-

mento ortogonal que denotaremos por 𝐶⊥ (𝐷, 𝐺), que chamaremos o código dual de 𝐶 (𝐷, 𝐺).
Temos que 𝐶⊥ (𝐷, 𝐺) é um

[︁
𝑛, 𝑘⊥, 𝑑⊥

]︁
onde

𝑘⊥ = dimF
q2

(︁
𝐶⊥ (𝐷, 𝐺)

⎡
= 𝑛 ⊗ 𝑘 (4.1.7)

e
𝑑⊥ ⊙ 𝑔𝑟𝑎𝑢 (𝐺) ⊗ (2𝑔 ⊗ 2) . (4.1.8)

Como também temos 𝑘⊥ + 𝑑⊥ ⊘ 𝑛 + 1, obtemos

𝑔𝑟𝑎𝑢 (𝐺) ⊗ (2𝑔 ⊗ 2) ⊘ 𝑑⊥ ⊘ 𝑘 + 1. (4.1.9)

Analogamente se 2𝑔 ⊗ 2 < 𝑔𝑟𝑎𝑢 (𝐺) < 𝑛 :

𝑘⊥ = 𝑛 + 𝑔 ⊗ 1 ⊗ 𝑔𝑟𝑎𝑢 (𝐺) .

Em particular se 𝐺 = ℎ𝑃 para algum 𝑃 ∈ 𝒞(F𝑞2) e ℎ ∈ N, os 𝐴𝐺 códigos 𝐶 (𝐷, 𝐺) e 𝐶⊥ (𝐷, 𝐺)
são chamados 𝐴𝐺 códigos unipontuais.
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4.2 𝐴𝐺 códigos e códigos das curvas 𝒳𝑎,𝑏,𝑚,𝑠 e 𝒴𝑚,𝑠

No que segue neste capítulo Ąxaremos a seguinte notação:

• 𝑎, 𝑏, 𝑠 ∈ N; 𝑞 = 𝑝𝑎, com 𝑝 primo.

• Quando é necessário 𝑏 é um divisor de 𝑎 e 𝑑 = 𝑎
𝑏
.

• 𝑚 ímpar ⊙ 3.

• 𝑠 ⊙ 1 um divisor de 𝑞m+1
𝑞+1

e 𝑀 = 𝑞m+1
𝑠(𝑞+1)

.

• 𝒞 = 𝒳𝑎,𝑏,𝑚,𝑠 := 𝒳 ou 𝒞 = 𝒴𝑚,𝑠 := 𝒴 , deĄnidas como em (3.1.2) e (3.2.2).

• 𝑔 = 𝑔 (𝒞) o gênero de 𝒞.

• 𝜙 := 𝜙𝑎,𝑏,𝑚,𝑠 ou 𝜙𝑚,𝑠 : 𝒞𝑚 ⊗⊃ P
3
(︁
F𝑞2m

⎡
os morĄsmos deĄnidos em (3.1.1) e (3.2.1). Notemos

que

𝑔𝑟𝑎𝑢 (𝜙) =

∮︁
𝑠𝑝𝑚 se 𝒞 = 𝒳 ,

𝑠 se 𝒞 = 𝒴 .

4.2.1 Semigrupos de Weierstrass em um ponto das curvas 𝒳𝑎,𝑏,𝑚,𝑠 e 𝒴𝑚,𝑠

Lema 4.2.1. A curva 𝒞 tem um único ponto no inĄnito 𝑃0 ∈ 𝒞 (F𝑞2m), que de fato é o único polo
comum de 𝑥, 𝑦, 𝑧, i.e, #𝜙⊗1 (𝑃0) = 1. Além disso:

• Para 𝒞 = 𝒳𝑎,𝑏,𝑚,𝑠 :

div∞(𝑥) = (𝑞 + 1)𝑀𝑃0;

div∞(𝑦) =
𝑞

𝑝𝑏
𝑀𝑃0;

div∞(𝑧) =
𝑞3

𝑝𝑏
𝑃0.

• 𝒞 = 𝒴𝑚,𝑠 :

div∞(𝑥) = (𝑞 + 1)𝑀𝑃0;

div∞(𝑦) = 𝑞𝑀𝑃0;

div∞(𝑧) = 𝑞3𝑃0.

Dem. Para 𝒞 = 𝒳 :

Homogeneizando 𝒳 temos

̃︁𝒳 : Ú𝑌 𝑞+1 = 𝑊 𝑞+1𝑡
⎤

𝑋

𝑊

⎣
e 𝑍𝑀 = 𝑊 𝑀⊗𝑞2

𝑌 𝑞2 ⊗ 𝑊 𝑀⊗1𝑌.
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Se 𝑊 = 0, das equações acima temos 𝑌 = 𝑍 = 0, portanto 𝑋∞ = (1 : 0 : 0 : 0) é o único no
inĄnito de P

3
(︁
F𝑞2m

⎡
tal que 𝑋∞ ∈ 𝒳 . DeĄna 𝑃0 := 𝑋∞ ∈ 𝒳 (F𝑞2m).

Consideremos os corpos de funções 𝐾 = F𝑞2m (𝑥) e

𝐹 = F𝑞2m (𝑥, 𝑦) : Ú𝑦𝑞+1 = 𝑡 (𝑥) ;
̃︀𝐹 = F𝑞2m (𝑥, 𝑦, 𝑧) : 𝑧𝑀 = 𝑦𝑞2 ⊗ 𝑦;

i.e, temos a torre de corpos de funções algébricas 𝐾 ⊆ 𝐹 ⊆ ̃︀𝐹 e cada uma das extensões ̃︀𝐹/𝐹 e
𝐹/𝐾 é do tipo Kummer.

A prova é consequência direta das duas aĄrmações seguintes.

AĄrmação 4.2.2. O polo 𝒫∞ de 𝑥 em 𝐾 é totalmente ramiĄcado em 𝐹 ; se 𝒬∞ denota o único
lugar em 𝐹 tal que 𝒬∞/𝒫∞ então

• 𝑒 (𝒬∞/𝒫∞) = 𝑞 + 1;

• 𝑣𝒬∞
(𝑥) = ⊗ (𝑞 + 1);

• 𝑣𝒬∞
(𝑦) = ⊗ 𝑞

𝑝b .

• Se 𝒬 é um lugar em 𝐹 tal que 𝑣𝒬 (𝑥) < 0 ou 𝑣𝒬 (𝑦) < 0, então 𝒬 = 𝒬∞, i.e, 𝑥 e 𝑦 tem o
mesmo polo 𝒬∞ em 𝐹 .

De fato 𝑣𝒫∞
(𝑡 (𝑥)) = ⊗ 𝑞

𝑝b , pois 𝑔𝑟𝑎𝑢 (𝑡 (𝑥)) = 𝑞
𝑝b e 𝒫∞ é o polo de 𝑥 em 𝐾, além disso

[𝐹 : 𝐾] = 𝑞 + 1, portanto

𝑟𝒫∞
= 𝑚𝑑𝑐 ([𝐹 : 𝐾] , 𝑣𝒫∞

(𝑡 (𝑥))) = 1;

em consequência 𝒫∞ é totalmente ramiĄcado em 𝐹 , (veja [25], Proposição 3.7.3).

Seja 𝒬∞ o único lugar em 𝐹 tal que 𝒬∞/𝒫∞, então 𝑒 (𝒬∞/𝒫∞) = [𝐹 : 𝐾]; agora

𝑣𝒬∞
(𝑥) = 𝑒 (𝒬∞/𝒫∞) 𝑣𝒫∞

(𝑥)

= ⊗ (𝑞 + 1) .

Como

(𝑞 + 1) 𝑣𝒬∞
(𝑦) = 𝑣𝒬∞

(︁
Ú𝑦𝑞+1

⎡

= 𝑣𝒬∞
(𝑡 (𝑥))

= 𝑒 (𝒬∞/𝒫∞) 𝑣𝒫∞
(𝑡 (𝑥)) ;

então 𝑣𝒬∞
(𝑦) = ⊗ 𝑞

𝑝b .

Note-se que 𝒫 ∈ P𝐾 e 𝒫 ≠ 𝒫∞ então 𝑣𝒫 (𝑡 (𝑥)) ⊙ 0. Seja 𝒬 um lugar em 𝐹 e 𝒫 um lugar em
𝐾 tal que 𝒬/𝒫 , como 𝑣𝒬 (𝑥) = 𝑒 (𝒬/𝒫) 𝑣𝒫 (𝑥); se 𝑣𝒬 (𝑥) < 0 então, 𝒫 = 𝒫∞ e assim, 𝒬 = 𝒬∞.
Se 𝑣𝒬 (𝑦) < 0, então 𝑣𝒫 (𝑡 (𝑥)) < 0 e portanto 𝒫 = 𝒫∞, em consequência 𝒬 = 𝒬∞.
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AĄrmação 4.2.3. O polo comum 𝒬∞ de 𝑥 e 𝑦 em 𝐹 é totalmente ramiĄcado em ̃︀𝐹 ; se ̃︀𝒬∞ denota
o único lugar em ̃︀𝐹 tal que ̃︀𝒬∞/𝒬∞ então

• 𝑒
(︁
̃︀𝒬∞/𝒬∞

⎡
= 𝑀 ;

• 𝑣̃︀𝒬∞

(𝑥) = ⊗ (𝑞 + 1) 𝑀 ;

• 𝑣̃︀𝒬∞

(𝑦) = ⊗ 𝑞
𝑝b 𝑀 ;

• 𝑣̃︀𝒬∞

(𝑧) = ⊗ 𝑞3

𝑝b ;

• Se ̃︀𝒬 é um lugar em 𝐹 tal que 𝑣̃︀𝒬 (𝑥) < 0 ou 𝑣̃︀𝒬 (𝑦) < 0 ou 𝑣̃︀𝒬 (𝑧) < 0, então ̃︀𝒬 = ̃︀𝒬∞. i.e,

𝑥, 𝑦, 𝑧 têm o mesmo polo ̃︀𝒬∞ em ̃︀𝐹 .

Seja 𝑢 = 𝑦𝑞2 ⊗ 𝑦; como 𝑣𝒬∞
(𝑦) = ⊗ 𝑞

𝑝b então

𝑣𝒬∞
(𝑢) = min

{︁
𝑣𝒬∞

(𝑦) , 𝑣𝒬∞

(︁
𝑦𝑞2
⎡}︁

= ⊗𝑞3

𝑝𝑏
.

Como,
[︁
̃︀𝐹 : 𝐹

]︁
= 𝑀 e 𝑟𝒬∞

(𝑢) = 𝑚𝑑𝑐
(︁[︁
̃︀𝐹 : 𝐹

]︁
, 𝑣𝒬∞

(𝑢)
⎡

= 1, portanto 𝒬∞ é totalmente

ramiĄcado em ̃︀𝐹 ; se ̃︀𝒬∞ é o único lugar em ̃︀𝐹 tal que ̃︀𝒬∞/𝒬∞ então

𝑒
(︁
̃︀𝒬∞/𝒬∞

⎡
=
[︁
̃︀𝐹 : 𝐹

]︁
= 𝑀.

Agora

𝑣̃︀𝒬∞

(𝑥) = 𝑒
(︁
̃︀𝒬∞/𝒬∞

⎡
𝑒 (𝒬∞/𝒫∞) 𝑣𝒫∞

(𝑥)

= ⊗ (𝑞 + 1) 𝑀.

Também

𝑣̃︀𝒬∞

(𝑦) = 𝑒
(︁
̃︀𝒬∞/𝒬∞

⎡
𝑣𝒬∞

(𝑦)

= ⊗ 𝑞

𝑝𝑏
𝑀.

Da condição 𝑧𝑀 = 𝑦𝑞2 ⊗ 𝑦 temos

𝑀𝑣̃︀𝒬∞

(𝑧) = 𝑣̃︀𝒬∞

(︁
𝑦𝑞2 ⊗ 𝑦

⎡

= 𝑒
(︁
̃︀𝒬∞/𝒬∞

⎡
𝑣𝒬∞

(︁
𝑦𝑞2 ⊗ 𝑦

⎡

= ⊗𝑞3

𝑝𝑏
𝑀.
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Finalmente, seja ̃︀𝒬 um lugar de ̃︀𝐹 e suponhamos que 𝒬 ∈ P𝐹 e 𝒫 ∈ P𝐾 tal que ̃︀𝒬/𝒬 e 𝒬/𝒫 ,
usando os fatos

𝑣̃︀𝒬 (𝑥) = 𝑒
(︁
̃︀𝒬/𝒬

⎡
𝑒 (𝒬/𝒫) 𝑣𝒫 (𝑥) ;

𝑣̃︀𝒬 (𝑦) = 𝑒
(︁
̃︀𝒬/𝒬

⎡
𝑣𝒬 (𝑦) ;

se 𝑣̃︀𝒬 (𝑥) < 0, então 𝑣𝒫 (𝑥) < 0, portanto 𝒫 = 𝒫∞, segue-se que 𝒬 = 𝒬∞ e ̃︀𝒬 = ̃︀𝒬∞. Se 𝑣̃︀𝒬 (𝑦) < 0,
então 𝑣𝒬 (𝑦) < 0, e pela última parte da aĄrmação anterior temos 𝒬 = 𝒬∞, portanto ̃︀𝒬 = ̃︀𝒬∞.

Para 𝑣̃︀𝒬 (𝑧), como 𝑀𝑣̃︀𝒬 (𝑧) = 𝑒
(︁
̃︀𝒬/𝒬

⎡
𝑣𝒬

(︁
𝑦𝑞2 ⊗ 𝑦

⎡
, é suĄciente provar que 𝑣𝒬

(︁
𝑦𝑞2 ⊗ 𝑦

⎡
⊙ 0,

para cada 𝒬 ∈ P𝐹 , com 𝒬 ≠ 𝒬∞. De fato se 𝒫 ∈ P𝐾 com 𝒬/𝒫 , então 𝒫 ≠ 𝒫∞, portanto
𝑣𝒫 (𝑥) ⊙ 0, então 𝑣𝒬 (𝑦) ⊙ 0, segue-se que 𝑣𝒬

(︁
𝑦𝑞2 ⊗ 𝑦

⎡
⊙ min ¶𝑣𝒬 (𝑦) , 𝑞2𝑣𝒬 (𝑦)♢ ⊙ 0.

Dos cálculos acima, 𝑃0 é único polo comum de 𝑥, 𝑦, 𝑧 em 𝒳 , então

div∞(𝑥) = (𝑞 + 1)𝑀𝑃0;

div∞(𝑦) =
𝑞

𝑝𝑏
𝑀𝑃0;

div∞(𝑧) =
𝑞3

𝑝𝑏
𝑃0.

Para 𝒞 = 𝒴 , com as mesmas ideais trocando 𝑡 (𝑥) por 𝑥𝑞 + 𝑥 obtemos os resultados análogos,
de fato homogeneizando 𝒴 temos

̃︀𝒴 : 𝑌 𝑞+1 = 𝑊 𝑞𝑋𝑞 + 𝑋𝑊 𝑞 e 𝑍𝑀 = 𝑊 𝑀⊗𝑞2

𝑌 𝑞2 ⊗ 𝑊 𝑀⊗1𝑌.

Se 𝑊 = 0, das equações acima temos 𝑌 = 𝑍 = 0, portanto 𝑋∞ = (1 : 0 : 0 : 0) é o único no
inĄnito de P

3
(︁
F𝑞2m

⎡
tal que 𝑋∞ ∈ 𝒳 . DeĄna 𝑃0 := 𝑋∞ ∈ 𝒳 (F𝑞2m).

Consideremos os corpos de funções 𝐾 = F𝑞2m (𝑥) e

𝐹 = F𝑞2m (𝑥, 𝑦) : 𝑦𝑞+1 = 𝑥𝑞 + 𝑥

̃︀𝐹 = F𝑞2m (𝑥, 𝑦, 𝑧) : 𝑧𝑀 = 𝑦𝑞2 ⊗ 𝑦;

i.e, temos a torre de corpos de funções algébricas 𝐾 ⊆ 𝐹 ⊆ ̃︀𝐹 e cada uma das extensões ̃︀𝐹/𝐹 e
𝐹/𝐾 é do tipo Kummer.

Novamente a a prova é consequência direta das duas aĄrmações seguintes.

AĄrmação 4.2.4. O polo 𝒫∞ de 𝑥 em 𝐾 é totalmente ramiĄcado em 𝐹 ; se 𝒬∞ denota o único
lugar em 𝐹 tal que 𝒬∞/𝒫∞ então

• 𝑒 (𝒬∞/𝒫∞) = 𝑞 + 1;

• 𝑣𝒬∞
(𝑥) = ⊗ (𝑞 + 1);

• 𝑣𝒬∞
(𝑦) = ⊗𝑞.
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• Se 𝒬 é um lugar em 𝐹 tal que 𝑣𝒬 (𝑥) < 0 ou 𝑣𝒬 (𝑦) < 0, então 𝒬 = 𝒬∞, i.e, 𝑥 e 𝑦 tem o
mesmo polo 𝒬∞ em 𝐹 .

De fato 𝑣𝒫∞
(𝑥𝑞 + 𝑥) = ⊗𝑞, pois 𝑔𝑟𝑎𝑢 (𝑥𝑞 + 𝑥) = 𝑞 e 𝒫∞ é o polo de 𝑥 em 𝐾, além disso

[𝐹 : 𝐾] = 𝑞 + 1, portanto

𝑟𝒫∞
= 𝑚𝑑𝑐 ([𝐹 : 𝐾] , 𝑣𝒫∞

(𝑥𝑞 + 𝑥)) = 1;

em consequência 𝒫∞ é totalmente ramiĄcado em 𝐹 , (veja [25], Proposição 3.7.3).

Seja 𝒬∞ o único lugar em 𝐹 tal que 𝒬∞/𝒫∞, então 𝑒 (𝒬∞/𝒫∞) = [𝐹 : 𝐾]; agora

𝑣𝒬∞
(𝑥) = 𝑒 (𝒬∞/𝒫∞) 𝑣𝒫∞

(𝑥)

= ⊗ (𝑞 + 1) .

Como

(𝑞 + 1) 𝑣𝒬∞
(𝑦) = 𝑣𝒬∞

(︁
𝑦𝑞+1

⎡

= 𝑣𝒬∞
(𝑥𝑞 + 𝑥)

= 𝑒 (𝒬∞/𝒫∞) 𝑣𝒫∞
(𝑥𝑞 + 𝑥) ;

então 𝑣𝒬∞
(𝑦) = ⊗𝑞.

Note-se que 𝒫 ∈ P𝐾 e 𝒫 ≠ 𝒫∞ então 𝑣𝒫 (𝑥𝑞 + 𝑥) ⊙ 0. Seja 𝒬 um lugar em 𝐹 e 𝒫 um lugar em
𝐾 tal que 𝒬/𝒫 , como 𝑣𝒬 (𝑥) = 𝑒 (𝒬/𝒫) 𝑣𝒫 (𝑥); se 𝑣𝒬 (𝑥) < 0 então, 𝒫 = 𝒫∞ e assim, 𝒬 = 𝒬∞.
Se 𝑣𝒬 (𝑦) < 0, então 𝑣𝒫 (𝑥𝑞 + 𝑥) < 0 e portanto 𝒫 = 𝒫∞, em consequência 𝒬 = 𝒬∞.

AĄrmação 4.2.5. O polo comum 𝒬∞ de 𝑥 e 𝑦 em 𝐹 é totalmente ramiĄcado em ̃︀𝐹 ; se ̃︀𝒬∞ denota
o único lugar em ̃︀𝐹 tal que ̃︀𝒬∞/𝒬∞ então

• 𝑒
(︁
̃︀𝒬∞/𝒬∞

⎡
= 𝑀 ;

• 𝑣̃︀𝒬∞

(𝑥) = ⊗ (𝑞 + 1) 𝑀 ;

• 𝑣̃︀𝒬∞

(𝑦) = ⊗𝑞𝑀 ;

• 𝑣̃︀𝒬∞

(𝑧) = ⊗𝑞3;

• Se ̃︀𝒬 é um lugar em 𝐹 tal que 𝑣̃︀𝒬 (𝑥) < 0 ou 𝑣̃︀𝒬 (𝑦) < 0 ou 𝑣̃︀𝒬 (𝑧) < 0, então ̃︀𝒬 = ̃︀𝒬∞. i.e,

𝑥, 𝑦, 𝑧 têm o mesmo polo ̃︀𝒬∞ em ̃︀𝐹 .

Seja 𝑢 = 𝑦𝑞2 ⊗ 𝑦; como 𝑣𝒬∞
(𝑦) = ⊗𝑞 então

𝑣𝒬∞
(𝑢) = min

{︁
𝑣𝒬∞

(𝑦) , 𝑣𝒬∞

(︁
𝑦𝑞2
⎡}︁

= ⊗𝑞3.
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Como,
[︁
̃︀𝐹 : 𝐹

]︁
= 𝑀 e 𝑟𝒬∞

(𝑢) = 𝑚𝑑𝑐
(︁[︁
̃︀𝐹 : 𝐹

]︁
, 𝑣𝒬∞

(𝑢)
⎡

= 1, portanto 𝒬∞ é totalmente

ramiĄcado em ̃︀𝐹 ; se ̃︀𝒬∞ é o único lugar em ̃︀𝐹 tal que ̃︀𝒬∞/𝒬∞ então

𝑒
(︁
̃︀𝒬∞/𝒬∞

⎡
=
[︁
̃︀𝐹 : 𝐹

]︁
= 𝑀.

Agora

𝑣̃︀𝒬∞

(𝑥) = 𝑒
(︁
̃︀𝒬∞/𝒬∞

⎡
𝑒 (𝒬∞/𝒫∞) 𝑣𝒫∞

(𝑥)

= ⊗ (𝑞 + 1) 𝑀.

Também

𝑣̃︀𝒬∞

(𝑦) = 𝑒
(︁
̃︀𝒬∞/𝒬∞

⎡
𝑣𝒬∞

(𝑦)

= ⊗𝑞𝑀.

Da condição 𝑧𝑀 = 𝑦𝑞2 ⊗ 𝑦 temos

𝑀𝑣̃︀𝒬∞

(𝑧) = 𝑣̃︀𝒬∞

(︁
𝑦𝑞2 ⊗ 𝑦

⎡

= 𝑒
(︁
̃︀𝒬∞/𝒬∞

⎡
𝑣𝒬∞

(︁
𝑦𝑞2 ⊗ 𝑦

⎡

= ⊗𝑞3𝑀.

Finalmente, seja ̃︀𝒬 um lugar de ̃︀𝐹 e suponhamos que 𝒬 ∈ P𝐹 e 𝒫 ∈ P𝐾 tal que ̃︀𝒬/𝒬 e 𝒬/𝒫 ,
usando os fatos

𝑣̃︀𝒬 (𝑥) = 𝑒
(︁
̃︀𝒬/𝒬

⎡
𝑒 (𝒬/𝒫) 𝑣𝒫 (𝑥) ;

𝑣̃︀𝒬 (𝑦) = 𝑒
(︁
̃︀𝒬/𝒬

⎡
𝑣𝒬 (𝑦) ;

se 𝑣̃︀𝒬 (𝑥) < 0, então 𝑣𝒫 (𝑥) < 0, portanto 𝒫 = 𝒫∞, segue-se que 𝒬 = 𝒬∞ e ̃︀𝒬 = ̃︀𝒬∞. Se
𝑣̃︀𝒬 (𝑦) < 0, então 𝑣𝒬 (𝑦) < 0, e pela última parte da aĄrmação anterior temos 𝒬 = 𝒬∞, portanto
̃︀𝒬 = ̃︀𝒬∞.

Para 𝑣̃︀𝒬 (𝑧), como 𝑀𝑣̃︀𝒬 (𝑧) = 𝑒
(︁
̃︀𝒬/𝒬

⎡
𝑣𝒬

(︁
𝑦𝑞2 ⊗ 𝑦

⎡
, é suĄciente provar que 𝑣𝒬

(︁
𝑦𝑞2 ⊗ 𝑦

⎡
⊙ 0,

para cada 𝒬 ∈ P𝐹 , com 𝒬 ≠ 𝒬∞. De fato se 𝒫 ∈ P𝐾 com 𝒬/𝒫 , então 𝒫 ≠ 𝒫∞, portanto
𝑣𝒫 (𝑥) ⊙ 0, então 𝑣𝒬 (𝑦) ⊙ 0, segue-se que 𝑣𝒬

(︁
𝑦𝑞2 ⊗ 𝑦

⎡
⊙ min ¶𝑣𝒬 (𝑦) , 𝑞2𝑣𝒬 (𝑦)♢ ⊙ 0.

Dos cálculos acima, 𝑃0 é único polo comum de 𝑥, 𝑦, 𝑧 em 𝒳 , então

div∞(𝑥) = (𝑞 + 1)𝑀𝑃0;

div∞(𝑦) = 𝑞𝑀𝑃0;

div∞(𝑧) = 𝑞3𝑃0.

�

Observação 4.2.6. Com a notação acima:
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• Temos as sequências de números polos ou não lacunas da curva 𝒞 no ponto 𝑃0 :

(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) :=

⎧
⨄︁
⋃︁

(︁
𝑞
𝑝b 𝑀, 𝑞3

𝑝b , (𝑞 + 1) 𝑀
⎡

𝒞 = 𝒳 ,

(𝑞𝑀, 𝑞3, (𝑞 + 1) 𝑀) 𝒞 = 𝒴 .
(4.2.1)

• Notemos que se esquecemos a origem de 𝑏 como um divisor de 𝑎 e simplesmente fazemos
𝑏 = 0, então as sequências de 𝒳 e 𝒴 em (4.2.1) são as mesmas. Neste caso, também,
𝑔 (𝒳 ) = 𝑔 (𝒴), (veja, (3.1.4) e (3.2.4)).

Calcularemos agora o semigrupo de Weierstrass 𝐻 (𝑃0) de 𝒳 em 𝑃0. Para isto primeiro note
que

𝑆 = ⟨𝑎1, 𝑎2, 𝑎3⟩ ⊖ 𝐻(𝑃0),

onde, como é usual, ⟨𝑎1, 𝑎2, 𝑎3⟩ denota o semigrupo gerado pela sequência (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3).

Teorema 4.2.7. O semigrupo 𝑆 gerado por cada uma das sequências (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) em (4.2.1) é um
semigrupo telescópico (veja deĄnição 1.1.15 ) e

𝑔 (𝑆) =

⎧
⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⨄︁
⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⋃︁

𝑞𝑚+2 ⊗ 𝑝𝑏𝑞𝑚 ⊗ 𝑠𝑞3 + 𝑞2 + (𝑠 ⊗ 1) 𝑝𝑏

2𝑠𝑝𝑏
se 𝒞 = 𝒳 ,

𝑞𝑚+2 ⊗ 𝑞𝑚 ⊗ 𝑠𝑞3 + 𝑞2 + (𝑠 ⊗ 1)
2𝑠

se 𝒞 = 𝒴.

portanto 𝑆 = ⟨𝑎1, 𝑎2, 𝑎3⟩ = 𝐻(𝑃0).

Dem. Para 𝒞 = 𝒳 :

(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) =

(︃
𝑞

𝑝𝑏
𝑀,

𝑞3

𝑝𝑏
, (𝑞 + 1) 𝑀

)︃
;

Note-se que 𝑚𝑑𝑐(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) = 1. Agora, 𝑑1 = 𝑚𝑑𝑐 (𝑎1) = 𝑎1 e 𝑆1 =
⟨

𝑎1

𝑑1

⟩
= ⟨1⟩ = N0. Seja

𝑑2 = 𝑚𝑑𝑐 (𝑎1, 𝑎2), como 𝑞
𝑝b é um divisor comum de 𝑎1 e 𝑎2, temos que 𝑞

𝑝b é um divisor de 𝑑2. Note
que 𝑀 e 𝑞2 são coprimos, portanto existem inteiros Ð, Ñ tais que Ð𝑀 +Ñ𝑞2 = 1, de onde é obtida a
combinação linear Ð 𝑞

𝑝b 𝑀 +Ñ 𝑞3

𝑝b = 𝑞
𝑝b , e como 𝑑2 é um divisor comum de 𝑎1 e 𝑎2, segue-se que 𝑑2 é um

divisor de 𝑞
𝑝b , i.e, 𝑑2 = 𝑞

𝑝b . Agora, 𝑆2 =
⟨

𝑎1

𝑑2
, 𝑎2

𝑑2

⟩
= ⟨𝑀, 𝑞2⟩. Finalmente, 𝑑3 = 𝑚𝑑𝑐 (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) = 1,

então 𝑆3 =
⟨

𝑎1

𝑑3
, 𝑎2

𝑑3
, 𝑎3

𝑑3

⟩
= 𝑆, e 𝑎3

𝑑3
= (𝑞 + 1) 𝑀 ∈ 𝑆2, pois 𝑀 ∈ 𝑆2. Podemos concluir que (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3)

é uma sequência telescópica e portanto 𝑆 é um semigrupo telescópico.

Pelo Teorema 1.1.16 temos

𝑔 (𝑆) =
1
2

(︃
1 +

(︃
𝑑0

𝑑1

⊗ 1

)︃
𝑎1 +

(︃
𝑑1

𝑑2

⊗ 1

)︃
𝑎2 +

(︃
𝑑2

𝑑3

⊗ 1

)︃
𝑎3

)︃

=
1
2

(︃
1 ⊗ 𝑞

𝑝𝑏
𝑀 + (𝑀 ⊗ 1)

𝑞3

𝑝𝑏
+

(︃
𝑞

𝑝𝑏
⊗ 1

)︃
(𝑞 + 1)𝑀

)︃

=
1

2𝑠𝑝𝑏

(︁
𝑞𝑚+2 ⊗ 𝑝𝑏𝑞𝑚 ⊗ 𝑠𝑞3 + 𝑞2 + (𝑠 ⊗ 1) 𝑝𝑏

⎡
.
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Finalmente, como 𝑔 (𝑆) = 𝑔 (𝒳 ) (veja Teorema 3.1.4), i.e., # (N0 ∖ 𝑆) = # (N0 ∖ 𝐻 (𝑃0)), e
como estes conjuntos são Ąnitos, além disso 𝑆 ⊖ 𝐻 (𝑃0) então 𝑆 = 𝐻 (𝑃0).

No caso 𝒞 = 𝒴 , é suĄciente fazer 𝑏 = 0 em 𝒞 = 𝒳 . �

Para a curva 𝒴 , o semigrupo numérico 𝐻(𝑃0), generaliza a proposição 1 em [12], e 𝒴𝑚,1 é a curva
𝐺𝐺𝑆 deĄnida em (2.2.1). Como 𝐻 (𝑃0) é telescópico, por [2], Teorema 4.1, 𝐻 (𝑃0) é simétrico.
Notemos que 𝒞 não é curva de Castle em 𝑃0 (veja deĄnição 1.1.21). De fato para 𝒞 = 𝒳 , como
veremos depois por (4.2.5)

𝑠1 =

⎧
⨄︁
⋃︁

𝑞
𝑝b 𝑀 se 𝑚 = 3 e 𝑝𝑏 > 𝑠
𝑞3

𝑝b se 𝑚 > 3 e 𝑝𝑏 > 𝑠;

e para para 𝒞 = 𝒴 , por (4.2.6), 𝑠1 = 𝑞3 para 𝑞/2 > 𝑠.

Se 𝒞 for de Castle em 𝑃0 então

1 + 𝑞2𝑚 + 2𝑔𝑞𝑚 = 1 + 𝑠1𝑞
𝑚,

ou equivalentemente 𝑠1 = 𝑞𝑚 + 2𝑔, que é impossível.

4.2.2 Alguns exemplos

Consideremos 𝒞 = 𝒳 ou 𝒴 as curvas deĄnidas na seção anterior. Explicitamente vamos supor
que

𝐻 (𝑃0) = ⟨𝑎1, 𝑎2, 𝑎3⟩ = ¶0 = 𝜌1 < 𝜌2 < ...♢ .

Para 𝜌ℎ ∈ 𝐻(𝑃0), com ℎ ∈ N0, seja 𝐶ℎ o [𝑛ℎ, 𝑘ℎ, 𝑑ℎ] código geométrico unipontual sobre a curva
𝒞, deĄnido pelos divisores

𝐺ℎ := 𝜌ℎ𝑃0 e 𝐸 := 𝑃1 + . . . + 𝑃𝑁 ;

onde 𝑃𝑖 ∈ 𝒞(F𝑞2m), com 𝑃𝑖 ̸= 𝑃𝑗 para 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑃0 é o polo comum de 𝑥, 𝑦, 𝑧 em 𝒞, e 𝑁 = #𝒞(F𝑞2m)⊗1.

Notemos que
𝐶ℎ = ¶(𝑓 (𝑃1) , 𝑓 (𝑃2) , ..., 𝑓 (𝑃𝑁)) : 𝑓 ∈ ℒ (𝐺ℎ)♢ ⊆ F

𝑁
𝑞2m ;

e por (4.1.3)
𝑘ℎ = ℓ(𝐺ℎ) ⊗ ℓ(𝐺ℎ ⊗ 𝐸).

Como 𝐻(𝑃0) é simétrico podemos calcular 𝑘ℎ, para isto usaremos o lema a seguir.

Lema 4.2.8. Se (𝑎1, ..., 𝑎𝑘) é uma sequência numérica telescópica (veja deĄnição 1.1.15), deĄna
para 𝑖 = 1, ..., 𝑘 : 𝑑𝑖 = 𝑚𝑑𝑐 (𝑎1, ..., 𝑎𝑖). Então para cada 𝑟 ∈ 𝑆 := ⟨𝑎1, ..., 𝑎𝑘⟩, existem únicos
𝑗1, ..., 𝑗𝑘 ∈ N0, com 0 ⊘ 𝑗𝑖 ⊘ 𝑑𝑖⊗1/𝑑𝑖 para 𝑖 = 2, ..., 𝑘, tais que

𝑟 =
𝑟∑︁

𝑖=1

𝑗𝑖𝑎𝑖.
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Dem. [15], Lema 5.34.�

Agora 𝐻(𝑃0) = ⟨𝑎1, 𝑎2, 𝑎3⟩ é semigrupo telescópico, pelo Teorema 4.2.8. Como 𝜌ℎ ∈ 𝐻(𝑃0),
existem únicos inteiros 0 ⊘ 𝑥1, 0 ⊘ 𝑥2 < 𝑑1/𝑑2, 0 ⊘ 𝑥3 < 𝑑2/𝑑3 = 𝑑2, tais que

𝜌ℎ = 𝑥1𝑎1 + 𝑥2𝑎2 + 𝑥3𝑎3.

Sejam 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3 ∈ F𝑞2m (𝒞) tais que div∞(𝑓𝑖) = 𝑎𝑖𝑃0, onde 𝑖 = 1, 2, 3.

Lema 4.2.9. Com a notação acima, o conjunto de funções racionais

𝐵 = ¶𝑓Ð1
1 𝑓Ð2

2 𝑓Ð3
3 : Ð1𝑎1 + Ð2𝑎2 + Ð3𝑎3 ⊘ 𝜌ℎ , Ð1 ⊙ 0 , 0 ⊘ Ð2 < 𝑑1/𝑑2, 0 ⊘ Ð3 < 𝑑2♢;

é uma F𝑞2m⊗ base do espaço de Riemann-Roch ℒ(𝐺ℎ).

Dem. Consequência direta da deĄnição de 𝐵. �

Notemos que 𝑛ℎ = 𝑁 ; e para 2𝑔 ⊗ 2 < 𝑔𝑟𝑎𝑢 (𝐺ℎ) = 𝜌ℎ < 𝑁 , por (4.1.4), (4.1.6) e Lema 4.2.9
temos

𝑘ℎ = ℓ(𝐺ℎ) = #¶𝜌 ∈ 𝐻(𝑃0) : 𝜌 ⊘ 𝜌ℎ♢; (4.2.2)

e
𝑁 ⊗ 𝜌ℎ = 𝑛ℎ ⊗ 𝑔𝑟𝑎𝑢(𝐺ℎ) ⊘ 𝑑ℎ ⊘ 𝑁 + 1 ⊗ 𝑘ℎ.

Seja agora 𝐶⊥
ℎ o código dual de 𝐶ℎ; 𝐶⊥

ℎ é um
[︁
𝑁, 𝑘⊥

ℎ , 𝑑⊥
ℎ

]︁
código e por (4.1.7) e (4.1.9)

𝑘⊥
ℎ = 𝑁 ⊗ 𝑘ℎ;

e
𝑔𝑟𝑎𝑢 (𝐺ℎ) ⊗ (2𝑔 ⊗ 2) = 𝜌ℎ ⊗ (2𝑔 ⊗ 2) ⊘ 𝑑⊥

ℎ ⊘ 𝑘ℎ + 1.

Notemos que 𝐶⊥
ℎ e 𝐶ℎ tem comprimento de palavras 𝑁 , e como 𝒞 é F𝑞2m⊗ maximal, portanto

𝑁 é muito maior que 𝑔, concluímos que 𝐶⊥
ℎ e 𝐶ℎ são bons códigos.

Temos
𝑑ℎ ⊙ 𝑁 ⊗ 𝜌ℎ e 𝑑⊥

ℎ ⊙ 𝑑𝐺(ℎ) := 𝜌ℎ ⊗ (2𝑔 ⊗ 2). (4.2.3)

A cota 𝑑𝐺(ℎ) em (4.2.3) pode ser melhorada usando o fato que 𝐻 (𝑃0) é telescópico, e alguns
resultados com relação à cota 𝑑𝐹 𝑅 de Feng-Rao deĄnida em [7] e que lembraremos a seguir.

Para 𝜌ℎ ∈ 𝐻(𝑃0) consideremos o conjunto

Üℎ := #
{︁
(𝑖, 𝑗) ∈ N

2 : 𝜌𝑖 + 𝜌𝑗 = 𝜌ℎ+1

}︁
;

e deĄna
𝑑𝐹 𝑅 (ℎ) := min¶Ü𝑚 : ℎ ⊘ 𝑚♢;

que é chamada a cota ordem de Feng-Rao de 𝐶⊥
ℎ (em 𝑃0).

Lema 4.2.10. A distância mínima 𝑑⊥
ℎ de 𝐶⊥

ℎ satisfaz

𝑑⊥
ℎ ⊙ 𝑑𝐹 𝑅 (ℎ) .
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Dem. [15], Teorema 4.13. �

Podemos calcular 𝑑𝐹 𝑅 (ℎ), a seguir.

Lema 4.2.11. Em geral
𝑑𝐹 𝑅 (ℎ) ⊙ ℎ + 1 ⊗ 𝑔;

além disso, se ℎ ⊙ 2Ú ⊗ 𝑔 ⊗ 1, onde Ú := max ¶𝑚 ∈ Z : 𝑚 ⊗ 1 /∈ 𝐻 (𝑃0)♢, i.e Ú = 𝑐𝑜𝑛𝑑 (𝐻 (𝑃0)) o
condutor de 𝐻 (𝑃0); então Üℎ = ℎ + 1 ⊗ 𝑔, e portanto

𝑑𝐹 𝑅 (ℎ) = ℎ + 1 ⊗ 𝑔.

Dem. [15], Teorema 5.24. �

Também.

Teorema 4.2.12. Seja 𝑆 um semigrupo numérico de N0 gerado pela sequência telescópica (𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑘),
suponha que 𝑎𝑘 = max ¶𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑘♢ e 𝑑𝑘⊗1 = (𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑘⊗1) > 1, seja (𝜌𝑖) a sequência de lacu-
nas do 𝑆.

• Se 𝑔 ⊘ ℎ e 3𝑔 ⊗ 2 ⊗ (𝑑𝑘⊗1 ⊗ 1) 𝑎𝑘 < ℎ ⊘ 3𝑔 ⊗ 2, então

𝑑𝐹 𝑅 (ℎ) = min ¶𝜌𝑚 : 𝜌𝑚 ⊙ ℎ + 1 ⊗ 𝑔♢ . (4.2.4)

• Se (𝑗 ⊗ 1) 𝑎𝑘 < 𝜌ℎ+1 ⊘ 𝑗𝑎𝑘 ⊘ (𝑑𝑘⊗1 ⊗ 1)𝑎𝑘, então

𝑑𝐹 𝑅 (ℎ) = 𝑗 + 1.

Dem. [18], Teoremas 6.10, 6.11.�

Observação 4.2.13. Seja 𝒞 = 𝒳 ou 𝒴, as curvas F𝑞2m⊗ maximais deĄnidas acima.

• 𝐻(𝑃0) semigrupo de Weierstrass de 𝒞 em 𝑃0, é um semigrupo telescópico gerado pela sequên-
cia (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3), onde se 𝒞 = 𝒳 :

(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) :=

⎧
⨄︁
⋃︁

( 𝑞
𝑝b 𝑀, 𝑞3

𝑝b , (𝑞 + 1)𝑀) se 𝑚 = 3 e 𝑝𝑏 > 𝑠;

( 𝑞3

𝑝b , 𝑞
𝑝b 𝑀, (𝑞 + 1)𝑀) se 𝑚 > 3 e 𝑝𝑏 > 𝑠,

(4.2.5)

e se 𝒞 = 𝒴 :
(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) := (𝑞3, 𝑞𝑀, (𝑞 + 1)𝑀) se 𝑞/2 > 𝑠; (4.2.6)

com 𝑎1 < 𝑎2 < 𝑎3.

Segue-se que 𝑎3 = max ¶𝑎1, 𝑎2, 𝑎3♢ = (𝑞 + 1) 𝑀 , e

𝑑2 = 𝑚𝑑𝑐 (𝑎1, 𝑎2) =

∮︁
𝑞/𝑝𝑏 se 𝒞 = 𝒳 ;

𝑞 se 𝒞 = 𝒴 ,

portanto 𝑑2 > 1 se 𝑏 < 𝑎, e o Teorema 4.2.12 é verdadeiro para 𝐻 (𝑃0).
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• Na sequência enumerável (𝜌𝑘)𝑘∈N
com 𝜌1 = 0 e 𝜌𝑘 < 𝜌𝑘+1 para cada 𝑘 ∈ N. Como 𝑔 =

𝑔 (𝐻 (𝑃0)), as 𝑔 lacunas de 𝐻 (𝑃0) satisfazem

1 = ℓ1 < ℓ2 < ... < ℓ𝑔 ⊘ 2𝑔 ⊗ 1;

usando o fato que 𝐻 (𝑃0) é simétrico, então a maior lacuna ℓ𝑔 = 2𝑔 ⊗ 1. Em [0, 2𝑔 ⊗ 1]
existem exatamente 𝑔 não lacunas,

0 = 𝜌1 < 𝜌2 < ... < 𝜌𝑔 = 2𝑔 ⊗ 2;

pois 2𝑔 ⊗ 1 é a maior lacuna; portanto

0 = 𝜌1 < 𝜌2 < ... < 𝜌𝑔 < ℓ𝑔;

em consequência, as lacunas de 𝐻 (𝑃0) estão explicitamente determinadas por

1 = ℓ𝑔 ⊗ 𝜌𝑔 < ℓ𝑔 ⊗ 𝜌𝑔⊗1 < . . . < ℓ𝑔 ⊗ 𝜌2 < ℓ𝑔 = 2𝑔 ⊗ 1. (4.2.7)

Teorema 4.2.14. Seja 𝒞 = 𝒳 ou 𝒴, as curvas F𝑞2m⊗ maximais deĄnidas acima, supor que 𝑢 é
um inteiro tal que

0 ⊘ 𝑢 ⊘ min¶2𝑔 ⊗ 2, (𝑑2 ⊗ 1) 𝑎3 ⊗ 1♢;

deĄna ℎ = 3𝑔 ⊗ 2 ⊗ 𝑢; se 𝑢 ∈ N0 ∖ 𝐻 (𝑃0), então 𝑑𝐹 𝑅 (ℎ) = ℎ + 1 ⊗ 𝑔.

Dem. Notemos que se 𝑢 é deĄnido como na hipótese temos que ℎ satisfaz 𝑔 < ℎ e

3𝑔 ⊗ 2 ⊗ (𝑑2 ⊗ 1) 𝑎3 < ℎ ⊘ 3𝑔 ⊗ 2,

portanto, pela observação 4.2.13 e o Teorema 4.2.12, obtemos

𝑑𝐹 𝑅 (𝑟) = min ¶𝜌𝑡 : 𝜌𝑡 ⊙ ℎ + 1 ⊗ 𝑔♢ .

Note que
ℎ + 1 ⊗ 𝑔 = 2𝑔 ⊗ 1 ⊗ 𝑢 = ℓ𝑔 ⊗ 𝑢;

além disso, ℓ𝑔 ⊗ 𝑢 ∈ 𝐻 (𝑃0), pois se ℓ𝑔 ⊗ 𝑢 /∈ 𝐻 (𝑃0), por (4.2.7) ℓ𝑔 ⊗ 𝑢 = ℓ𝑔 ⊗ 𝜌𝑖 para algum
𝑖 = 1, 2, ..., 𝑔, i.e, 𝑢 = 𝜌𝑖 ∈ 𝐻 (𝑃0) que de fato é uma contradição. Em conclusão ℎ+1⊗𝑔 ∈ 𝐻 (𝑃0)
e por (4.2.4), obtemos

𝑑𝐹 𝑅 (ℎ) = min ¶𝜌𝑡 : 𝜌𝑚 ⊙ ℎ + 1 ⊗ 𝑔♢ = 𝑟 + 1 ⊗ 𝑔.�

Exemplo 4.2.15. Em 𝒳 consideremos os parâmetros 𝑝 = 2, 𝑚 = 3 e 𝑎 = 𝑏 = 1, portanto 𝑞 = 2 e
𝑞m+1
𝑞+1

= 3, para 𝑠 = 1 e Ú = 1 ∈ F26 obtemos a curva F26⊗ maximal com equações aĄns

𝑦3 = 𝑥 e 𝑧3 = 𝑦4 ⊗ 𝑦;

que tem gênero 𝑔 = 3 e #𝒳 (F26) = 113.
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Em [28] é apresentada a curva record F26⊗ maximal com gênero 𝑔 = 3, com modelo plano aĄm

𝒞 : 𝑢4 + 𝑢2 + 𝑢 = 𝑣3.

Uma questão natural é perguntar-se se as curvas 𝒳 e 𝒞 acima são F26⊗ isomorfas. Inicialmente
note-se que 𝒳 tem singularidades e 𝒞 é não singular, portanto é suĄciente perguntar-se o modelo
não singular de 𝒳 e 𝒞 são F26⊗ birracionalmente equivalentes. De fato são, para provar isto
notemos que 𝒳 e 𝒞 tem um único ponto no inĄnito 𝑃0 e 𝑄 respectivamente, além disso

𝐻 (𝑃0) = ⟨3, 4, 9⟩ e 𝐻 (𝑄) = ⟨3, 4⟩.

En geral de [14], Teorema 10.43, se 𝒴 é uma curva F𝑞2⊗ maximal e se existe 𝑃 ∈ 𝒴 (F𝑞2) e
uma não lacuna 𝑚 ∈ 𝐻 (𝑃 ) que divide 𝑞 + 1 então 𝒴 é F𝑞2⊗ birracionalmente equivalente com a
curva F𝑞2⊗ maximal

𝑋𝑞 + 𝑋 = 𝑌 𝑚.

Agora, 𝑚 = 3 ∈ 𝐻 (𝑃0) e 3 divide a 23 + 1, portanto temos a conclusão.

Para o calculo dos parâmetros dos 𝐴𝐺 códigos, com a notação deĄnida acima, se 𝑃0 é o polo
comum de 𝑥, 𝑦, 𝑧 em 𝒳 , então

𝐻 (𝑃0) = ⟨ 𝑞

𝑝𝑏
𝑀,

𝑞3

𝑝𝑏
, (𝑞 + 1) 𝑀⟩

= ⟨3, 4, 9⟩
= ¶0 = 𝜌1 < 𝜌2 < ...♢

Para o [𝑁, 𝑘ℎ, 𝑑ℎ] código geométrico unipuntual 𝐶ℎ sobre a curva 𝒳 ,

𝐺ℎ := 𝜌ℎ𝑃0 e 𝐸 = 𝑃1 + . . . + 𝑃𝑁 ;

temos que

𝑁 = #𝒳 (F26) ⊗ 1 = 112.

Para 𝜌ℎ < 112
𝑘ℎ = ℓ(𝐺ℎ) = #¶𝜌 ∈ 𝐻(𝑃0) : 𝜌 ⊘ 𝜌ℎ♢,

e como

0 = 𝜌1 ⊘ ... ⊘ 𝜌ℎ⊗1 ⊘ 𝜌ℎ;

obtemos 𝑘ℎ = ℎ. Além disso,

𝑑ℎ ⊙ 𝑛ℎ ⊗ 𝑔𝑟𝑎𝑢(𝐺ℎ) = 𝑁 ⊗ 𝜌ℎ.

Para mostrar em particular alguns parâmetros e além disso comparar com a cota de Feng-Rao
devemos pensar no Lema 4.2.11, para isto note que como 𝐻(𝑃0) é simétrico

Ú = 𝑐𝑜𝑛𝑑 (𝐻(𝑃0)) = 2𝑔 = 6;
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em consequência para ℎ ⊙ 2Ú ⊗ 𝑔 ⊗ 1 = 8, temos 𝑑𝐹 𝑅 (ℎ) = ℎ + 1 ⊗ 𝑔, i.e, a partir desta cota esta
sequência é crescente. Temos a seguinte tabela para os primeiros 21 parâmetros 3.

ℎ 𝜌ℎ 𝑁 𝑘ℎ 𝑁 ⊗ 𝜌ℎ 𝑘⊥
ℎ Üℎ

3 𝑑𝐹 𝑅 (ℎ)
1 0 112 1 112 111 2 2
2 3 112 2 109 110 2 2
3 4 112 3 108 109 3 3
4 6 112 4 106 108 4 3
5 7 112 5 105 107 3 3
6 8 112 6 104 106 4 4
7 9 112 7 103 105 4 4
8 10 112 8 102 104 6 6
9 11 112 9 101 103 7 7
10 12 112 10 100 102 8 8
11 13 112 11 99 101 9 9
12 14 112 12 98 100 10 10
13 15 112 13 97 99 11 11
14 16 112 14 96 98 12 12
14 17 112 15 95 97 13 13
16 18 112 16 94 96 14 14
17 19 112 17 93 95 15 15
18 20 112 18 92 94 16 16
19 21 112 19 91 93 17 17
20 22 112 20 90 92 18 18
21 23 112 21 89 91 19 19

Para as dimensões 111, 110, 109, 105, 104, 103 são obtidos os melhores valores conhecidos para a
distância minima. Para outras curvas o alfabeto é muito grande e não é possível fazer comparações.

3Wolfram Research Mathematica
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