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Abstract

In this work we consider vector spaces over a finite field equipped with a metric induced by
a partial order (poset) and study several aspects of codes embedded in those. Considering
hierarchical posets, a canonical-systematic form for linear codes is determined. With this form
it is possible to calculate the main metric invariants of coding theory, such as minimal distance,
generalized weights, weight hierarchy and the packing radius. This canonical-systematic form
also allows to classify MDS and perfect codes and to significantly decrease the complexity of

syndrome decoding algorithm.

Considering generic posets, necessary and sufficient conditions are established to ensure the
orbits of the group of linear isometries to be determined by the ideals isomorphisms classes
(ideal extension property). Some families of posets that satisfy those conditions are presented,
including posets that have as a Hasse diagram a level-wise regular rooted tree. In this particular
case of trees, it is established an invariant that classifies those orbits. Considering classic

operations over posets, it is proved that only ordinal sum preserves the ideal extension property.

Resumo

Neste trabalho sao estudados diversos aspectos de cédigos em espagos munidos de métricas
poset. Considerando posets hierarquicos ¢ determinada uma forma canonica-sistematica de um
cddigo linear. Esta forma permite calcular os principais invariantes métricos da teoria de codigos
nestes espacos, incluindo distancia minima, pesos generalizados, hierarquia de pesos e o raio
de empacotamento. Esta forma canonica-sistematica também permite, considerando métricas
poset hierarquicas, classificar cédigos MDS e codigos perfeitos e reduzir significativamente a

complexidade do algoritmo de decodificagao por sindrome.
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Considerando posets genéricos, sao estabelecidas condi¢oes necessarias e suficientes para
que 6rbitas de grupos de isometrias lineares sejam determinadas pelas classes de isomorfismos
de ideais (propriedade de extensdo de ideais). Sao apresentadas algumas familias de posets
que satisfazem essa condigao, incluindo posets cujo diagrama de Hasse é uma arvore uni-raiz,
regular por nivel. Neste caso especifico de arvore, é determinada um invariante que caracteriza
estas 6rbitas. Considerando as operacoes cldssicas entre posets, é demonstrado que apenas a

soma ordinal preserva a propriedade de extensao de ideais.
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CapiTULO 1

Introducao

A teoria de Codigos Corretores de Erros considera a transmissao de informagao através de um
canal com ruido, que causa erros, ou seja, as mensagens recebidas podem diferir das mensagens
enviadas. Um modelo de canal é essencialmente uma tripla (X', Y, P), onde X’ é o conjunto de
entrada, ) o conjunto de saida e P é modelo probabilistico que determina a probabilidade de
se receber uma mensagem y € ) dado que z € X foi enviado. Um decodificador é um critério
de decisao que estabelece uma maneira de interpretar uma mensagem recebida, eventualmente
diferente da enviada. De modo geral, o critério de decisao étimo é o critério de maxima
verossimilhanca, baseado no modelo probabilistico de canal e que minimiza a probabilidade de
erros. De modo mais explicito, se consideramos X como o conjunto de entrada e de saida e
um cédigo como um subconjunto C C X', ao se transmitir uma palavra cédigo x € C, recebe-se
uma mensagem y, que eventualmente pode ter sido alterada pelo ruido do canal. O critério
de méxima verossimilhanca diz que devemos interpretar (decodificar) y como sendo o elemento

2’ € C mais provavel de ter sido enviado dado que y foi recebido.

Sob determinadas circunstancias, o critério de maxima verossimilhanca coincide com um
critério métrico, de maxima proximidade, em outras palavras, considera-se uma métrica d :

X x X — R e sugere-se decodificar y como o elemento a(y) € C mais préximo de y.

O caso mais paradigmatico é o de um canal binédrio simétrico sem meméria (BSMC na sigla
em inglés) e da métrica de Hamming em que os critérios de decisdo por méxima proximidade

e maxima verossimilhanga coincidem, assumindo-se que toda palavra-cédigo = € C tenha a



mesma probabilidade de ser enviada.

Os critérios métricos muitas vezes sao interessantes por oferecer instrumentos que sim-
plificam os algoritmos de decodificacao, o que constatamos, por exemplo, nos algoritmos de
sindrome para codigos lineares. Nao obstante, o conjunto de métricas utilizadas na teoria

manteve-se extremamente reduzida as métricas de Hamming e de Lee [23].

Em 1995, Brualdi [5] introduziu uma nova (e grande) familia de métricas, definidas em
espacos vetoriais sobre corpos finitos F,, a partir da definicao de uma ordem parcial no con-
junto dos indices [n] = {1,...,n} (partially ordered set, ou poset na sigla em inglés), cha-
madas de métricas poset. Esta familia de métricas é interessante por admitir decodificacao
por sindrome de cédigos lineares e por ter possiveis aplicacoes na modelagem de alguns ti-
pos de ruido ([27],[13]), alguns modelos de canal ([21]) ou erros de decodificagdo com valores
semanticos ([9]). Além de possiveis usos préticos, as métricas poset oferecem uma série de de-
safios, pois alguns conceitos que sao trivializados pela métrica de Hamming tém sua diferenca
amplificada por estas métricas. A titulo de exemplo, estamos todos acostumados a pensar na
“distancia minima” como sendo o parametro (de um cddigo) a ser maximizado. Na realidade,
o parametro realmente importante é o “raio de empacotamento”, o qual é confundido com a

distancia minima devido ao fato de ambos estarem relacionados, no caso da métrica de Ham-

d—1

5~ ], que aparece no primeiro capitulo de quase todos os

ming, pela famosa equagdo R = |
livros sobre Cédigos Corretores de Erros. As métricas poset questionam este e outros fatos, e

colocam uma série de desafios que tém sido estudados nos tltimos anos.

Além da métrica de Hamming (caso particular de uma métrica poset), uma outra familia
que foi adequadamente entendida é a de métricas definidas por uma ordem total (cadeia).
Em [3] os autores descrevem uma forma canonica para cédigos lineares em espagos munidos
desta métrica. A partir desta forma canonica é possivel descrever de maneira bastante simples
os principais invariantes de um cédigo (distancia minima, pesos generalizados, hierarquia de
pesos, raio de empacotamento e raio de cobertura) assim como caracterizar familias de cédigos
com propriedades especias (cédigos MDS e cédigos perfeitos). Por algum tempo, buscou-se
generalizar estes resultados para posets determinados por familia disjunta de cadeias (métricas
NRT), como é o caso, por exemplo de Barg e Purkayastha ([4]). Neste trabalho, seguimos
em outra dire¢do e generalizamos os resultados de ([3]) para a familia de posets hierdrquicos.
Esta é uma familia grande de posets (essencialmente, a menos de escolha de um rétulo, temos

2"~1 posets hierdrquicos sobre um conjunto com n elementos) e esta é a familia que realmente

2



generaliza a “sensibilidade” da métrica de Hamming, no sentido que o raio de empacotamento
¢ determinado pela distancia minima se, e somente se, o poset em questao é hierarquico. Mais
ainda, esta familia pode ser utilizada para determinar limitantes para os invariantes de c6digos,
ao se considerar métricas poset genéricas. Neste sentido, no Capitulo 3, considerando-se uma
métrica definida por um poset hierarquico, é determinada uma decomposicao canonica de um
cédigo linear e a forma candnica-sistematica da matriz geradora de um cédigo. A partir da
decomposi¢ao canonica de um codigo sao apresentadas férmulas simples para os invariantes
(distancia minima, pesos generalizados, hierarquia de pesos, raio de empacotamento e raio de

cobertura). Além disso, sado caracterizados os cédigos MDS e perfeitos.

No Capitulo 4, o ponto de partida sao as métricas posets definidas por cadeias disjuntas,
conforme trabalhado em Barg e Purkayastha ([4]), onde é determinada uma caracterizacao
numérica de um vetor (chamada pelos autores de shape, ou formato, em portugués), a partir da
qual é possivel caracterizar uma série de invariantes da teoria. Apesar de nao estar explicitado
pelos autores, o formato de um vetor é uma caracteristica da orbita pelo grupo de isometrias
lineares, ou seja, dois vetores pertencem a mesma orbita se e somente se possuem o mesmo
formato (ou shape). Adotando este ponto de vista, procuramos transferir do espago vetorial Fy
para o conjunto de coordenadas [n] = {1,...,n} o problema de caracterizar as érbitas distintas
pelo grupo de isometrias lineares. Naturalmente, o conjunto de coordenadas é significativamente
menor do que o espago vetorial e, portanto, nem sempre esta caracterizacao é possivel. Este
problema é definido pela propriedade que chamamos de extensao de ideais que, essencialmente,
afirma que um isomorfismo o : I — J, entre ideais I, J C [n] de um poset P = (|n], X), pode
ser estendido a um automorfismo de P. Apds demonstrar que a propriedade de extensao pode
ser verificada através de uma propriedade do poset, mostramos que algumas familias de poset
satisfazem esta propriedade, incluindo as ja mencionadas familias de poset hierdrquicos, NRT
e também a familia de posets definidos por arvores uni-raiz, regular por nivel. Finalmente,
mostramos como esta propriedade de extensao se comporta pelas quatro operacoes classicas

com posets (soma e produto diretos, soma e produto ordinais).




CapriTULO 2

Cdédigos Corretores de Erros

Neste capitulo sao apresentados alguns elementos basicos da Teoria de Cddigos Corretores de
Erros e de Codigos Posets. No que se refere aos cddigos posets, sao explorados alguns exemplos

que ilustram as particularidades desta classe.

Na secao 2.1 sao apresentadas as defini¢coes e resultados mais elementares sobre codigos

corretores de erros. Como referéncia bibliografica desta segao, destacam-se [11] e [12].

Na secao 2.2 sao estudados os cdédigos poset, desde a defini¢ao de poset até a analise de alguns
exemplos. A partir dai, define-se também as métricas poset e uma relacao de equivaléncia entre

os codigos posets através de isometrias lineares. Aqui, destacam-se os trabalhos [27], [5], [17] e

2].

2.1 Codbdigos lineares

Iniciaremos essa secao com alguns conceitos béasicos sobre sistemas de comunicagao.

Considere um alfabeto de entrada X e um alfabeto de saida Y. Estes alfabetos definem o
conjunto de entrada X = X" e o conjunto de saida )} = Y. Sobre os conjuntos de entrada
e saida, define-se uma funcao de probabilidade condicional P : X x ) — R tal que dados
x € X ey € ), P(y|r) representa a probabilidade do simbolo y ser recebido, uma vez que o

simbolo z foi enviado. Chamamos a tripla (X, Y;P) de (modelo de) canal. Neste trabalho serd



2.1 Codigos lineares

considerado sempre que X =Y = , onde [F, ¢ um corpo finito com ¢ elementos.

Um codificador é uma funcao (ou algoritmo) que transforma cada sequéncia de simbolos do
alfabeto de mensagem A em elementos do conjunto de saida X', de forma que a redundancia é

adicionada (para melhorar a protegao contra erros do canal).

Um decodificador é um critério de decisao, uma funcao que associa cada elemento de ) a

um elemento de A. Como fixamos anteriormente que ¥ = F,, temos

a:IFZ—)A.

O canal, o codificador, o decodificador, junto com a fonte e o receptor formam um sistema

de comunicagao, como ilustrado na figura seguinte:

|Fonte |+ Codificador = Canall—y>| Decodiﬁcador

p

Ruido

Figura 2.1: Sistema de comunicagao

Aqui, a denota a mensagem de A, x um elemento de X, y um elemento de ) e a’ a mensagem

final recebida e decodificada.

Um decodificador com a propriedade de sempre decodificar a mensagem recebida a’ como
a mais provavel (em termos da probabilidade do canal) dado que recebeu y é chamado de

decodificador de mdxima verossimilhanca.

Aqui serao apresentados apenas os elementos e resultados elementares da Teoria de Codigos
Corretores de Erros que serao utilizados neste trabalho. Dentre os iniimeros livros onde esses

elementos podem ser encontrados destacam-se [12] e [11].

Definicao 2.1. Seja F, um corpo finito com q elementos e n € N. Um cddigo C € um subcon-
junto de . Se C C Ty for um subespago vetorial de dimensdo k, diremos que C € um [n, k],

codigo linear.

Neste trabalho, serao considerados apenas codigos lineares.




2.1 Codigos lineares

Dado = € Fy, o peso de Hamming de x ¢ a quantidade de entradas nao nulas de z, isto &,

wr (x) = [{i;z; # 0}/,
A métrica de Hamming sobre Iy ¢ dada por

dy(z,y) = wy(z —y)

para todo z,y € Fy. Note que a métrica de Hamming ¢é invariante por translagao, isto é,

dy(2,y) = dg(v + z,y + 2) para quaisquer z,y, z € Fy.

2.1.1 Aspectos métricos dos cédigos
A métrica de Hamming é uma dentre muitas métricas interessantes que podem ser introduzidas
em F7. Aqui sdo apresentados alguns elementos dos codigos que dependem da métrica adotada.

Lembrando que um decodificador ¢ uma fungao de Fy no cédigo C, considere a seguinte

definicao feita para qualquer métrica d.

Definigao 2.2. (Decodificador de maxima proximidade) Um decodificador a : F} — C

¢ um decodificador de mdrima proximidade se
a(y) € argmin{d(y, c); c € C},

isto €, a(y) é um elemento de C mais prozimo (sequndo a métrica d) de y. Nem sempre este
elemento € unico. Nestes casos, o decodificador pode escolher qualquer um dos elementos que

satisfaca a condicdo de minimalidade da distancia.

Considere o seguinte exemplo de métrica em Fy. Dados z,y € Fj

dp(x,y) = max{i; x; # y; }. (2.1)

Esta métrica serd chamada de métrica cadeia e é um caso particular das métricas poset (que
serao apresentadas mais adiante). Note que, assim como a métrica de Hamming definida
anteriormente, essa métrica também é invariante por translacao. Os exemplos deste capitulo

irao abordar o uso desta métrica e da métrica de Hamming dy.

Vejamos agora como o decodificador de méxima proximidade se comporta nas diferentes

métricas definidas anteriormente.




2.1 Codigos lineares

Exemplo 2.1. Considere C = {0000,1111} um cddigo [4,1]y e 0001 € F3. Note que 0001 e
0000 diferem em apenas uma coordenada, portanto, dy(0001.0000) = 1, enquanto 0001 e 1111

diferem nas trés primeiras coordenadas, entao dy(0001.1111) = 3, assim ag,, (0001) = 0000.

Considerando agora a métrica cadeia dp, a ultima coordenada em que 0001 e 0000 diferem é
a quarta, portanto dp(0001,0000) = 4 mas, se compararmos 0001 a 1111, a dltima coordenada

diferente é a terceira, logo dp(0001,1111) = 3. Com isso aq,(0001) = 1111.

De maneira geral, para os elementos de F3 temos a sequinte tabela de decodificagdo:

Y Qdy Qdp
0000 0000 0000
1000 0000 0000
0100 0000 0000
0010 0000 0000
0001 0000 1111
0011* | 0000,1111 | 1111
0101* | 0000,1111 | 1111
0110* | 0000, 1111 | 0000
1100* | 0000, 1111 | 0000
1010* | 0000, 1111 | 0000
1001* | 0000, 1111 | 1111
1110 1111 0000
1101 1111 1111
1011 1111 1111
0111 1111 1111
1111 1111 1111

Observe que os elementos da tabela acima, marcados com *, tém mais do que um agq,, .

Assim, o algoritmo de decodificacao pode escolher qualquer elemento deste conjunto.

Distancia minima e peso de um coédigo

Agora serd apresentado um elemento métrico de um cédigo linear C que determina o quanto as

palavras de C estao dispersas em Fy.




2.1 Codigos lineares

Definigao 2.3. Seja C C Fy um cddigo [n, k], e Fy munido da métrica d. A distancia minima
de C € dada por
d(C) = min{d(u,v);u,v € C}.

Dada wma métrica d : Fy x F — R, o peso induzido por d em Iy € dado por wy(z) =

d(x,0). Com isso, também podemos definir o peso do cddigo C induzido por d como
wq(C) = min{wy(x); x € C\{0}}.

Das defini¢oes acima, segue que se C é um cddigo linear entao wy(C) = d(C).

Exemplo 2.2. Seja C = {0000,0101, 1010, 1111}. Considerando os pesos induzidos por dg e

dp, os elementos de C tém o0s sequintes pesos:

c | Wiy | Wap
0000 | O 0
0101 | 2 4
1010 | 2 3
1111 | 4 4

Como C € um cddigo linear, seque que dp(C) = wq, (C) =2 e dp(C) = wy,(C) = 3.

Raio de Empacotamento

O raio de empacotamento R4(C) de um cédigo C é o raio maximo tal que as bolas métricas de
raio R4(C) e centradas nos elementos do c6digo nao tenham nenhum elemento em comum. Em

outras palavras,

Definigao 2.4. O Raio de empacotamento de um codigo C relativo a métrica d é:
R4(C) := max{r € R; By(c,r) N By(c',r) =0 para todo c,d € C,c # '},

onde By(c,r) = {x € Fy,d(z,c) <1} € a bola métrica centrada em c de raio 7.

Exemplo 2.3. Considere C = {0000,0101,1010,1111} o cdédigo linear apresentado no Exemplo
2.2. Rq,(C) =0, uma vez que 1101 € By, (1111,1)NBy,, (1010,1). Jd no caso da métrica cadeia

dp tem-se os sequintes conjuntos disjuntos:




2.1 Codigos lineares

c By, (c,2)
0000 | {0000, 1000,0100.1100}
0101 | {0101, 1101, 1001, 0001}
1010 | {1010,0010,1110,0110}
1111 | {1111,0111,0011, 1011}

Como 0000 € By, (1010, 3) N By, (0000, 3), seque que Ry, (C) = 2.

Cédigos Perfeitos

Uma importante classe de codigos é a familia dos codigos perfeitos. Um cédigo C é dito perfeito
em (F7,d) se a uniao das bolas métricas centradas nas palavras de C e raio R4(C) (o raio de

empacotamento de C) cobre [y, isto €, se

F7 = | Ba(c, Ra(C)).

ceC
Cédigos perfeitos sao importantes porque num cédigo qualquer, nem sempre é possivel

decodificar, de maneira tnica, uma palavra recebida.

Exemplo 2.4. Considere C = {0000,0101, 1010, 1111} o cdédigo linear apresentado no Exemplo
2.2. Conforme foi visto no Exemplo 2.3 o raio de empacotamento de C em (F3,dp) € 2 e,

observando a tabela dada no mesmo exemplo, tem-se que |J Ba,(c,2) = F3. Portanto, C ¢é
ceC
perfeito em (IF3,dp).

Limitante de Singleton e cédigos MDS

Em [25], R.C. Singleton enunciou e demonstrou o seguinte resultado para cédigos com a métrica

de Hamming:

Teorema 2.1. Se C é um cddigo [n, k], com distancia minima d = d(C), entio d <mn —k+ 1.

Em [14] os autores generalizam este resultado para qualquer cédigo poset, isto é, tem-se:




2.1 Codigos lineares

Teorema 2.2. Se P ¢ um poset e C C (Fy,dp) € um [n, k], cddigo com distancia minima
d=d(C), entdo
d<n-—k+1.

Estes resultados sao conhecidos como Limitante de Singleton. Se um codigo atinge esta
desigualdade, isto é, se C é um cddigo tal que d = n — k + 1, dizemos que C é um cddigo
MDS ( do inglés Mazimum-distance separable [25],[14] ). Estes cédigos recebem este nome pois
possuem a maior distancia minima possivel para seus parametros (n e k) e, como foi visto
anteriormente, a distancia minima determina o quanto as palavras do codigo estao dispersas

no espago.

Exemplo 2.5. Seja C = {0000,0101,1010, 1111} o cddigo linear apresentado no Exemplo 2.2.
Note que C é um subespago vetorial de Fy de dimensdo 2, uma vez que {0101,1010} € uma base
de C. Seque do Exemplo 2.2 que o peso minimo de C, sequndo o peso induzido pela métrica
cadeia, € wy,(C) =3. Assim dp(C) =wg, =3=n—k+1=4—-2+1, ou seja, C é um cddigo
MDS em (F3,dp).

2.1.2 Matriz geradora e de paridade

Seja C é um cédigo [n, k|, tal que 8 = {vy,..., v} é um conjunto de geradores de C. A matriz

G de dimensoes k£ X n e cujas linhas sao os elementos de 3, é uma matriz geradora para C.

E fato conhecido que as seguintes operacoes entre os elementos de uma base nao alteram o

espaco vetorial gerado por ela.

(1) Permutagao de dois elementos da base;
(79) Multiplicagdo de um elemento da base por um escalar nao nulo;

(73) Substituigao de um vetor da base por ele mesmo somado com um multiplo escalar de

outro vetor da base.

Segue entao que duas matrizes geradoras de um mesmo cdédigo podem ser obtidas, uma da

outra, por uma sequéncia de operagoes do tipo:

(I1) Permutagao de duas linhas;
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(12) Multiplicacao de uma linha por um escalar nao nulo;

(13) Adicao de um multiplo escalar de uma linha a outra.

Mais ainda, duas bases ordenadas, de um mesmo cédigo, podem ser transformadas uma
na outra por meio das transformagoes (i), (i) e (iii). Essencialmente (I1),(12) e (I3) sao as
operacoes do escalonamento de matrizes e os equivalentes em termos matriciais das operagoes
(1), (i) e (i11).

Definicao 2.5. Seja C € um cddigo [n,k],. Uma matriz H de dimensoes (n — k) x n, de posto

mdzimo, tal que Hv' = 0 para todo v € C € dita uma matriz de teste de paridade de C.

Seja C um codigo que admita G como matriz geradora. Para determinar se um elemento
y € F;; é um elemento de C, € necessario resolver o sistema Gx! = y, para algum z € [y . Esse
processo pode ter um alto custo computacional. Nesse sentido, a matriz de teste de paridade
representa uma economia, uma vez que se H é uma matriz de teste de paridade de C, para

determinar se y € C, basta verificar se Hy' = 0.

2.1.3 Isometrias e equivaléncias entre cédigos

Nesta segao, sera feito o estudo de uma relacao de equivaléncia entre cédigos, via isometrias

lineares, de maneira que as propriedades métricas sejam preservadas.

Definigao 2.6. Sejam C C (Fy,dy) e C' C (Fy,dy) dois codigos. C e C' sao ditos (dy,ds)-
equivalentes se existe uma isometria linear T : (Fy,dy) — (Fy,dz) tal que T(C) = C'. Se

dy=dy =d, C eC sao ditos d-equivalentes.

Exemplo 2.6. Dados os espacos (F5,dy) e (F%,dp), os conjuntos das isometrias lineares sao,

, 10 01 10 11
respectivamente, Gy = {( ) , ( )} eGp = {( > ) ( >}
01 10 01 0 1

Considere os cédigos C; = {00,10},Cy = {00,01} e C3 = {00, 11}. Desta forma, Cy e Cy sdo
dy-equivalentes, mas nao sao dp-equivalentes, enquanto Co e C3 sao dp-equivalentes mas nao

sao dg-equivalentes.

As classes de equivaléncia dependerao diretamente das métricas adotadas. No caso de

cédigos com a métrica de Hamming (dy), permutagoes nas coordenadas dos elementos de [y

11
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sao isometrias. Assim, se C C (IFZ, dy), onde dy é a métrica de Hamming e G é uma matriz

geradora de C, efetuando sobre G as operacoes

(c1) Permutagao de duas colunas;

(c2) Multiplicacao de uma coluna por um escalar nao nulo.

gera-se uma matriz G’ de um cédigo C’ que é dy-equivalente a C.

Dessa maneira, realizando as operacoes (1), (I2), (I3), (c1) e (c2) sobre a matriz geradora G,

de C, obtemos a equivaléncia entre C e um cédigo cuja matriz geradora seja
G' = (idi|A),

onde idy é a matriz identidade de dimensao k e A é uma matriz de dimensées k x (n — k). Esta

matriz é chamada de matriz geradora na forma sistemdtica de C.

mn

g €ntao

Observacao 2.1. Se G = (idg|A) € uma matriz geradora de um codigo C em F

H = (—Alid,_y) € uma matriz de teste de paridade de C.

2.1.4 Decodificagao por Sindrome

Nesta secao sera estudada uma importante etapa do sistema de comunicacao, a decodifica¢ao
com correcao de erros. Apesar de existirem outros tipos de decodificadores, este trabalho
concentra-se apenas nos decodificadores de minima distancia. Para isso, considere C um cédigo

[n, k], e Fy munido da métrica d.

Aqui serd utilizada a matriz de teste de paridade de um cédigo para corrigir erros. Para

isso sera apresentado o Algoritmo de Decodifica¢ao por Sindrome.

Seja C um cédigo que admita como matriz de teste de paridade uma matriz H de dimensoes
(n—k) xn. Para todo v € Fy, a sindrome de v é definida por Hv'. Considere a seguinte colecao
de conjuntos:

v+C={v+cceC}.

mn

», sdo tais que Hu' = Hv', entdo H(u — v)" = 0, que implica que

Note que se u,v € F
u—v=cé€C. Isto é, u e v tém a mesma sindrome se, e somente se, u € v+ C. Ainda mais, os

conjuntos v + C tém as seguintes propriedades:

12
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(i) v+C=u+Cev—-ueCl
(i) (W+C)N(u+C)#D=v+C=u+C;
(i) Uyezy (0 +C) =
(iv) lv+C|=IC|=q".
Cada conjunto da forma v + C é chamado de classe lateral de v segundo C. Dos itens (i)
e (iii) acima segue que as classes laterais definem uma partigio de F} e do item (iv) que o
nimero de classe laterais segundo C é ¢"*. Com isso, [Fy pode ser escrito como a seguinte
uniao disjunta
FZ = (Uo + C)U(Ul + C)U “e U(anfk_l + C)
Dada a classe lateral v; + C o elemento lider de v; + C é escolhido de forma que satisfaca:
v; € argmin{wy(v; + ¢);c € C}.

Abaixo é apresentada uma proposi¢ao que auxilia na determinacao dos elementos lideres

das classes laterais de C.

Proposigao 2.1. Seja C um cddigo em ¥y, d uma métrica em Fy invariante por translagao e v;
um elemento lider de uma classe lateral de C. Se wy(v;) < Rq(C) entdo ele é o unico elemento

lider de v; + C.
Demonstragao: Suponha que z,y € Fy sao elementos lideres da mesma classe lateral de C tais
que wg(z), wa(y) < Ra(C).

Como z,y sao elementos da mesma classe lateral, segue que x —y =c € C, logo v =y + c.

Assim,
d(x,0) = wa(x) < Ry(C), entao = € By(0, Ryg(C)).
d(z,c) =d(y +c,c) = d(y,0) = wa(y) < Rq(C), entao = € By(c, Ry(C)).

Entao x € By(0, R4(C)) N By(c, Ry(C)). Por defini¢ao de raio de empacotamento, tem-se que
Bqy(0, Rg(C)) N By(c, Ry(C)) = 0 para todo ¢ € C\{0}. Segue que ¢ = 0 portanto z =y [

Seja r = ¢+ e, onde r € F} ¢ a mensagem a ser decodificada, ¢ € C e e o erro. Calculando

a sindrome da mensagem recebida tem-se

Hr'=Hc' + He! =0+ He' = He',
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2.2 Codigos Poset

ou seja, a mensagem a ser decodificada e o erro tém a mesma sindrome e, portanto, pertencem a
mesma classe lateral de C. Como o decodificador é um decodificador de maxima proximidade, é
assumido que o erro é o elemento de menor peso possivel. Como e esta na mesma classe lateral

de C que r, e é o elemento lider de r + C.

Agora sera apresentado um algoritmo de decodificagao com corregao de erros. A preparagao
deste algoritmo exige a determinagdo de todos os elementos u € F tais que wy(u) < Ry(C). Em
seguida, calcula-se as sindromes desses elementos e coloca-se esses valores numa tabela. Seja r

a palavra recebida a ser decodificada.

Algoritmo 2.1. Decodificagao por sindrome em cédigos com a métrica de Hamming

(i) Calcule a sindrome s' = Hr;

(13) Procure s na tabela. Seja £ o elemento lider da classe determinada por s. Troque r por
r—4{;

Observagao 2.2. A complexidade do algoritmo de decodificagcao por sindrome em cddigos com
a métrica de Hamming € determinada, essencialmente, pela busca de elementos lideres das
classes laterais. Como foi visto anteriormente, um cddigo [n, k], tem exatamente ¢"~* classes

laterais, portanto, ¢*~* elementos lideres das classes laterais.

2.2 Cbdigos Poset

Nesta secao serao apresentados alguns conceitos basicos sobre posets e codigos posets, apenas

aqueles estritamente necessarios para este trabalho. Como referéncia béasica, sugere-se [8].

Uma relagao R de X em Y é um subconjunto de X xY. Quando X =Y, dize-se simplesmente

que R é uma relagao em X.

Uma relacao R em X é dita uma relacao de ordem parcial se satisfaz as segintes propriedades:
Reflexiva Para todo x € X, (z, ) € R;
Transitiva Se (z,y) e (y,2) € R, entao (z,2) € R;

Anti-simétrica Se (x,y) e (y,z) € R, entao x = y.

14



2.2 Codigos Poset

Se R é uma relacdo de ordem parcial em X e (z,y) € R, x e y sao ditos compardveis e

denota-se por x < .

Sejam X e < uma relagao de ordem parcial em X. O par P = (X, <) é chamado de conjunto
parcialmente ordenado ou poset (abreviacao de partially ordered set, conjunto parcialmente
ordenado, em inglés). Se quaisquer dois elementos de X sdo compardveis, entdo =< é uma

relagdo de ordem total e (X, =) é um conjunto totalmente ordenado.

Um subconjunto I de X é um ideal se para todo ¢ < j com j € I tem se ¢ € I. O conjunto

de todos os ideais de P é denotado por Z(P). Isto é,

Z(P) ={Y C X|Y é um ideal em X}

Dado Y C X, o ideal gerado por Y é o menor ideal de P que contém Y, ou seja,

V)= (1

I€Z(P)
YCI

Um diagramas de Hasse de um poset P = (X, <) é um grafo orientado que tem X como
conjunto de vértices e uma aresta (orientada) liga y a = se x < y e se existe z € X tal que
r =<z =y, entao xr = z ou y = z. Quando ilustrado no plano, convenciona-se que se x < v,
entao o ponto que representa y esta “mais alto” que o que representa x, de modo que é possivel

omitir as setas na representacao grafica do grafo.

Definigao 2.7. Se P = (X, =X) é um poset, i € X € um elemento minimal de P se ndo eziste
7 € X tal que 3 < 1. Um elemento 1 € X é um elemento mazximal de P se nao existe j € X tal

que i < 7.

Uma cadeia em um poset é um subconjunto Y C X totalmente ordenado. Isto €, dados
x,y € Y temos que x = y ouy =X x. Neste caso, podemos rotular os elementos de Y como
i1,09, ..., 1 de modo que iy < iy < ... < i,.. Se Y ={iy,is,...,i,} for uma cadeia, diz-se que r

¢ o comprimento da cadeia.

Dado i € X, a altura, I(i), de i é o comprimento da maior cadeia que tem i como elemento

maximal, ou seja,

1(i) = max{l;i; < iy < ... <14 =1; iy € um elemento minimal de P}
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O k-ésimo nivel, Hy, do poset P ¢ o conjunto de elementos de X de altura k, isto ¢€,

Hy = {i € X:1(i) = k.

A altura de P € a maior altura que algum de seus elementos pode atingir, ou seja, a altura
de P ¢é dada por I(P) = max{l(i);i € X}.

Neste trabalho serao consideradas as relagdes de ordem parcial sobre o conjunto [n] :=
{1,...,n}, onde n € N, e sobre esses posets, a menos que seja dito o contrario, serd sempre

considerado um rotulamento natural, isto é, se n; = |H;| é a cardinalidade do i-ésimo nivel de

H, = { <1<i2<;—1ni> +1, <1<1Z<;-1ni) +2..., (1;kn> } .

No restante desta segao serao apresentadas algumas familias importantes de posets sobre

P, entao

conjuntos finitos.

Exemplo 2.7. Poset anti-cadeia

Um poset anti-cadeia é um poset P = ([n], =) tal que i,j € P,i < j se, e somente se, i = j,
ou seja, dois elementos distintos nunca sao compardveis. Seque que em um poset anti-cadeia

todos os elementos tém altura 1.

—_

Figura 2.2: Diagrama de Hasse de um ([6], <) poset anti-cadeia.

Exemplo 2.8. Poset cadeia

Seja P = ([n], =) um poset com uma relagdo de ordem total, ou seja, (assumindo o rotu-
lamento natural) dados i,j € [n], © < j se, e somente se, i < j, onde < € a relagdo de ordem

usual dos inteiros.
Um poset cadeia sobre [n] tem altura n e cada nivel tem apenas um elemento.
Exemplo 2.9. Poset NRT

Posets NRT(Niederreiter, Rosenbloom, Tsfasman) foram apresentados em [27] e [17]. Um

poset NRT' € definido para cada decomposicao n = m.h colocando-se

iRje eriste0<I<m—1tal quelh<i<j<(l+1)h
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®on

®on—1

on—2

Figura 2.3: Diagrama de Hasse de um ([n], <) poset cadeia.

Um poset NRT definido pela decomposi¢cdao n = m.h € a unido disjunta de m posets cadeia,

cada uma delas de altura h.

3 6 9
[ [ ®
2 5 8
[ [ ®
[ ] [ ] [ ]
1 4 7

Figura 2.4: Diagrama de Hasse de um ([9], <) poset NRT.

Exemplo 2.10. Arvores uni-raiz 1]

Um poset P = (n], X) é uma drvore uni-raiz se :

(1) Possui um unico elemento minimal, que serd chamado de raiz de P;
(17) Para todo i € [n|, exceto a raiz, existe um outro j € [n] tal que j < i;

(¢3i) Para todo elemento i € P o ideal gerado por {i} é totalmente ordenado.
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Sejam i, j € P tais quei = j e Ak € [n] tal quei <k < j, entdo j € filho de i e i é pai de
J. Segue do item (ii) que cada elemento (exceto a raiz) possui um pai e do item (iii) que esse
pai € unico.

Uma arvore uni-raiz de altura h € dita reqular por nivel, se todo elemento no k-ésimo nivel
de P possui exatamente q filhos, para k = 1,...,h — 1. Denotaremos uma drvore uni-raiz,
reqular por nivel por (n;qi,q2,...,qn-1), onde ¢; € a quantidade de filhos dos elementos do

1-ésimo nivel. Note quen =1+ q¢ +qq+ ...+ @G- qnh_1-

2 3

Figura 2.5: Diagrama de Hasse de uma (27;2, 3,1, 2) arvore uni-raiz, regular por nivel.

No exemplo da figura 2.5, o primeiro nivel é composto apenas pelo elemento {1}. O sequndo
nivel é composto por {2,3}; o terceiro nivel sio os elementos {4,5,6,7,8,9}; o quarto nivel é
{10,11,12,13,14,15} e o quinto nivel é o conjunto {16,17,18,19,20,21,22, 23,24, 25, 26, 27}.
Note também que todos os elementos do sequndo nivel tém exatamente 3 filhos, os elementos

do terceiro nivel apenas 1 filho e os elementos do quarto nivel tém 2 filhos.
Exemplo 2.11. Poset Hierarquico

Um poset P = ([n], X) é um (n;nq,...,ny) poset hierdrquico se existe uma parti¢ao
U #
I=1,...,h
de [n] tal que i = j se, e somente se i = j oui € Hy,j € Hy, el; <l;. Cada classe H; ¢é
0 i-ésimo nivel de P, |H;| = n; e h € a altura do poset. Para evitar somatorios nas contas a

sequir, defina s; = Z;Zl nj, a quantidade de elementos de P até (incluindo) o nivel i.

Note que o poset hierdrquico € a generalizacao do poset cadeia e anti-cadeia, uma vez que o
poset cadeta € um poset hierdrquico com altura n e um poset anti-cadeia € um poset hierdrquico

com altura 1.
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Figura 2.6: Diagrama de Hasse de um (9;4, 2, 3) poset hierarquico

Exemplo 2.12. Poset de posets

O conjgunto de todos os posets sobre [n] também € um poset com a sequinte relagdo de ordem:
dados P = ([n],Zp) e Q = ([n],=q), P X Q sei <p j = i =g j. Desta forma, assumindo
apenas o rotulamento natural dos posets sobre [n], os elementos minimal e mazimal deste poset

sao os posets anti-cadeia e cadeia, respectivamente.

Exemplo 2.13. Poset dual

Dado um poset P = ([n], =<p), seja P+ = ([n],<pr) um poset, tal que i <p1 j & j =p i.

Com essa relagdo de ordem P+ = ([n], <p1) € o poset dual de P.

Os ideais de P+ serdo chamados de filtros de P e o conjunto dos filtros de P serd denotado
por F(P). Isto é, F(P) =1I(P').

6 7 1
4 2 3
2 4 5
6 7
P:(W]vjp) Pt :([7]7jl)

Figura 2.7: Diagrama de Hasse de P e de P, respectivamente.
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2.2.1 Meétrica poset

Nesta secao serd apresentada uma familia de métricas em F que generaliza tanto a métrica
de Hamming quanto a métrica dp introduzida na equagao (2.1). Esta familia de métricas foi

apresentada pela primeira vez em [5] e desde entao vem sendo largamente estudada.

Definigao 2.8. Dado © = (1,...,x,) € [y, o suporte de x € o conjunto dos indices das

coordenadas nao nulas desse vetor, ou seja,

supp(z) = {i;x; # 0}

Definigao 2.9. Seja P = ([n], X) um poset e v € F. O P-peso de x € definido por:

wp(r) = |(supp(@))|

Isto €, wp(x) € a cardinalidade do ideal gerado por supp(x).

Assim como ¢ feito no caso do peso de Hamming, o P-peso define uma métrica em Fy da

seguinte maneira:

Definicao 2.10. Dados x,y € F?, a métrica poset € dada por

dp(z,y) = wp(x —y).

O espago Fy munido da métrica dp € dito um espago poset ou P-espago. Se C C (IFZ, dp) € um

codigo [n, kl,, C é dito um cddigo poset ou um P-cddigo.

Note que se P é um poset anti-cadeia, entao wp e dp sao os peso e a métrica de Hamming,
respectivamente. Se P for um poset cadeia, entdo dp é a métrica apresentada na equagao (2.1).
Nesse sentido, o peso e a métrica poset generalizam tanto o peso e métrica de Hamming quanto

0 peso e a métrica cadeia.

Exemplo 2.14. Considere em FY as P-métricas dadas pelos posets P,Q, R, S, onde P é um
poset anti-cadeia, Q um poset cadeia, R um (10;3,2) poset drvore uni-raiz, reqular por nivel,
S um (10;3,4,3) poset hierdrquico. Tome v = (0000000010) € Fi°, ou seja, supp(v) = {9}.

Assim:
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Poset (supp(v)) wp(v)
p {9} 1
QO [1{1,2,3,456,7,89| 9
R (14,9} 3
S | {1,2,3,4,5,6,7,9} | 8

Distribuicao de pesos

Dado D um subespaco de [y, denote por supp(D) os elementos de [n] que pertengam ao suporte

de alguma palavra de D, isto é,

supp(D) = {i € [n];z; # 0 para algum x € D}.

Em (28] Wei definiu o peso generalizado de Hamming de um c6digo C da seguinte maneira:

Definicao 2.11. Seja C um codigo [n,k], e i = 1,.... k. O i-ésimo peso generalizado de

Hamming de C, denotado por 6;, € definido por

0; := 6;(C) = min{|supp(D)|; D C C e dim(D) = i}.

A hierarquia de pesos de um cédigo C é a k-upla

Generalizando as definicoes anteriores para o ambito das métricas poset, tem-se que dado

1=1,...,k, oi-ésimo P-peso generalizado de C é:

dp; = 0p; (C) = min{|(supp (D))|; D C C e dim(D) = i}

Note que dp1 = wq,(C), é o peso do cddigo C.

A hierarquia de P-pesos generalizados de C é a k-upla {dp; (C);i=1,...,k}.

2.2.2 Equivaléncia entre cédigos poset

Na secao 2.1.3 foi introduzido o conceito de equivaléncia entre codigos dizendo que dois codigos

sao equivalentes se existir uma isometria linear entre eles. Considere agora a classificacao das
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isometrias em espacos com métricas poset. Para isso, é necessario introduzir o conceito de

isomorfismo de ordem em posets.

Definicao 2.12. Sejam P = (|n],=<p) e Q = ([n],=q) dois posets e T : [n] — [n| uma
bijecao. T é um isomorfismo de ordem se i <p j < T(i) =g T(j). Se P = Q, entao T € dito

um automorfismos de posets.

Em [2] Alves, Firer e Panek classificam o grupo das isometrias lineares de espagos bloco-
poset, uma ideia ainda mais geral que a dos espacos poset. O grupo das isometrias lineares de
(F7,dp) é denotado por GLp(n). O Teorema 4.11 de [2] afirma que:

GLp(n) 2 U(P) x Aut(P),

onde Aut(P) denota o grupo dos automorfismos do poset P e U(P) é o grupo das matrizes

triangulares superiores A = (a;;), de ordem n, tais que a;; = 0se i £ j e a; # 0.

Em [20] os autores estabelecem uma relagao entre os automorfismos de um poset P e as iso-
metrias do espago (Fy, dp). Estes estudos contribufram substancialmente para o entendimento

da esséncia das isometrias em espagos poset nos levando aos resultados do presente trabalho.

Considere agora os grupos de isometrias lineares de (Fy, dp) para alguns casos particulares

de posets.

Se P é o poset anti-cadeia (portanto, dp é a métrica de Hamming) U (P) = {id, } e Aut(P) =
Sy, onde S, é o grupo das permutagdes sobre [n|. Se P é o poset cadeia, U(P) é o grupo de
todas as matrizes triangulares superiores e Aut(P) = {id}. Se P é um poset hierdarquico do

tipo (n;ny,...,ny), entdo Aut(P) =S, ® Sy, ® ... S, e A € U(P) se, e somente se

idny * * *
A _ 0 idn,, * * 7
0 *
0 0 idn,,

onde * pode assumir qualquer valor.
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CapriTULO 3

Estrutura e Classificacao dos Cdédigos

Poset Hierarquico

Métricas posets foram apresentadas por Brualdi, Graves e Lawrence em 1995 [5], generalizando
tanto a métrica de Hamming quanto a métrica NRT (ver [17], [18] e [27]). Desde entao c6digos
com esse tipo de métrica vém sendo estudados em diferentes aspectos, incluindo um dos prin-
cipais problemas da teoria de codigos que é determinar os principais parametros de um cédigo,

tais como distancia minima e a distribuicao de pesos generalizada de Wei.

Em [3] Alves, Paneck e Firer classificaram os cédigos em um espago com a métrica bloco-
cadeia, uma generalizacao da métrica cadeia. FEsta classificacao foi baseada em uma forma
canonica para a matriz geradora do cédigo, uma forma “mais limpa” que a forma sisteméatica
usual e que ¢é canonica no sentido de que ¢ determinada pela hierarquia de P-pesos. Essa forma
canonica ¢é obtida considerando-se o conhecimento do grupo de isometrias lineares dos espacos

com métrica poset, como pode ser visto na segao 2.2.2.

Este capitulo trata dos codigos poset hierarquico. A familia dos codigos poset hierarquico, ou
simplesmente cédigos hierarquicos, é uma grande familia entre os cédigos posets. De fato, dado
n € N, definir um poset hierdrquico sobre [n] é equivalente a determinar uma partigdo positiva
n=mny,+ ...+ nyn; > 0. Considerando apenas os posets hierdrquicos, com o rotulamento

natural, tem-se 2"~! posets distintos. Considerando rotulamentos quaisquer, o nimero de tais

1 m/2n/3
me V/an/3 (ver [10]).
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3.1 Forma Canodnica-sistemdtica

Uma outra boa razao para se estudar os codigos hierarquicos é que essa classe ¢ a genera-
lizacao tanto dos cédigos com a métrica de Hamming quanto dos codigos cadeia. Comparando
a quantidade de codigos hierarquicos com os codigos NRT tem-se que a primeira ¢ maior, uma
vez que fixado n, a quantidade de cédigos hierarquicos é determinada pelo nimero de partigoes

de n, enquanto a quantidade de cédigos NRT é determinada pela quantidade de divisores de n.

Na secao 3.1 é mostrado que dado um cédigo C é possivel obter uma base ordenada de
C tal que a sua matriz geradora apresente algumas caracteristicas oriundas da sua hierarquia
de P-pesos. A partir desta base e utilizando a classificacao do grupo de isometrias lineares
de espagos poset feito em [2] é construido um cddigo equivalente ao inicial com uma matriz
geradora com uma forma muito “mais limpa” que é chamada de forma canonica-sistemadtica da
matriz geradora. Usando esta forma, é estabelecida uma decomposicao do codigo poset como
soma direta de sub-codigos que podem ser vistos como tendo a métrica de Hamming. Esta

decomposi¢ao ¢ chamada de decomposi¢cao canonica do codigo.

Na se¢ao 3.2 usando a decomposicao canonica de um codigo sao determinados sua distancia
minima, seus P-pesos generalizados e seu raio de empacotamento. Também sao classificados

os codigos hierdrquicos M DS e P-perfeitos.

Por fim, é apresentado um algoritmo de decodifica¢ao por sindrome que tem um ganho (que
pode ser até) exponencial na complexidade, se comparado ao algoritmo de decodificagao usual

por sindrome.

3.1 Forma Canonica-sistematica

Nesta secao, dado um cédigo hierarquico C definiremos uma forma canonica-sistematica para

a matriz geradora de um cédigo C" equivalente a C, no sentido estabelecido na secao 2.1.3.

O conjunto dos posets sobre n também é um poset onde os elementos minimais e maximais
sdo, respectivamente, o poset anti-cadeia e o poset cadeia (Exemplo 2.12). Como na ordem
parcial entre os posets, os posets hierarquicos estao entre o poset cadeia e o anti-cadeia, a forma
canonica-sistematica para sua matriz geradora é algo intermediario entre a forma canonica dos

codigos cadeia (apresentada em [3]) e a forma sistematica dos cédigos anti-cadeia.

Nas métricas poset o peso de um elemento é determinado pela cardinalidade do ideal gerado
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3.1 Forma Canodnica-sistemdtica

pelo seu suporte, assim, se uma coordenada nao é maximal no suporte, ela nao contribui para

a determinacao do peso de um elemento, portanto, considere a seguinte definicao.

Definigao 3.1. Seja v € Fy, definimos
M(v) = {i;j € supp(v) ei < j=1i=j}

o conjunto dos elementos maximais do suporte de v, sequndo a ordem parcial <. Dessa forma,

wp(v) = [(M(v))].

E vélido lembrar que se P = ([n], <) é um (n;n4,...,n,) poset hierdrquico, entio existe

uma particao

de [n] de forma que |H;| = n; e i < j se, e somente se, i = joui € Hy,j € Hy, el; <l;. Com
isso, temos que se P ¢ um poset hierdrquico e 0 # v € Fy, existe um tnico [ € {1,...,h} tal
que M(v) C H;.

Defina Cy := {0} (o vetor nulo) ¢ C; como o conjunto dos elementos de C cujos elementos

maximais de seu suporte estejam exatamente no nivel ¢ de P, isto é,
C; == {veC|M(v) C H;}.

~

Note que, em geral, C; nao é um subespago vetorial (uma vez que se M(u) = M (v),
entao wg, (u 4+ v) < wyp(u) ), mas C; = ;:0@ (o conjunto de todas as palavras de C tais
que os elementos de seus suporte estejam até o nivel i de P) é, ja que se u,v € C}, entdo
M(u) C H;,, M(v) C H;, com i,,1i, < i. Logo, M(u+v) C M, onde i, = max{i,, i} <ie
se k € Fy, k # 0, entdo M(kv) = M(v). Note também que

CoCCCCyC...CC (3.1)

é uma cadeia de sub-espagos. Seja A (C) := {ti,...,ts} o conjunto dos niveis de P tais que

@j#@,comt1<t2<...<ts.

Tome d; := dim(Cy;) — dim(Cy,_,) para j > 1 e d; := dim(Cy,). Com isso, dim(Cy;) =
di+...+d;.

Os vetores da base canonica de Fy serao denotados por ¢; = (0,...,0, 1 _,0,...,0), o vetor
i
que tem como suporte o conjunto {i} e a i-ésima entrada igual a 1.
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3.1 Forma Canodnica-sistemdtica

A seguir serd apresentado um teorema que da uma forma para a matriz geradora de C onde
é possivel ver como a construcao dos sub-codigos C}, ja separa os elementos de C com relagao

ao0s seus pesos sem usar, diretamente, nenhuma informacao sobre o poset.

Teorema 3.1. Seja P um (n;ny,...,ny,) poset hierdrquico e C C [y, um cddigo poset. Entao,
C admite como matriz geradora uma matriz G = (Gy ;) constituida de blocos Gy, ; e Oy ;, onde
G, sao matrizes de dimensoes di, X n; e Op; sdo matrizes nulas de dimensoes dj X n;. Ou

seja, C admite como matriz geradora uma matriz da sequinte forma

Ger ... U Gt Ogisr - O
G =

G271 c. N GQ’tQ 02,t2+1 c. Ogyh

Gl,l ce Gl,tl 01,t1+1 c. c. Ol,h

Demonstracao: A ideia principal da demonstracao desse teorema é usar a cadeia de sub-espacos
dada na equacao (3.1) e tomar a base de cada um desses subespacos de forma que a base de

um subespaco contenha a base do subespaco imediatamente anterior a ele na cadeia.

Para tal, tomemos bases de C;; de forma que se 3;_; é uma base de Cy,_, e 3; é uma

base de C},, tem-se que f; = Bj U Bj-1 , para algum completamento Bj. Assim, temos que

ﬁj:Bluggu...u@,paraj:1,...,3,equeﬁ:zglugzu...ugséumabasedeC.
Observe que se v =Y ", e;v; € Bj, com v; € F,, entdo M(v) C Hj, o que implica que v; =0

St

para todo i € Hy 1 U...U Hy, isto é, v =>_." e;v;.

)

Assim, obtém-se uma base ordenada [ := 5 = /73’\1 U...u BS para C tal que a matriz geradora
de C que tem como linhas os elementos de 3 ordenados de baixo para cima satisfaz as condigoes

do enunciado do teorema. [ |

Note que esta forma pode ser obtida através das operagoes (I1), (12) e (I3) apresentadas na
se¢ao 2.1.2 numa matriz geradora G qualquer de C uma vez que sempre é possivel obter uma base
a partir de outra apenas realizando estas operagoes. Em termos matriciais: se duas matrizes
representam bases do mesmo espaco, é possivel obter uma delas a partir do escalonamento da

outra.
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3.1 Forma Canodnica-sistemdtica

Exemplo 3.1. Considere (F, dp) onde P é um (16;2,3,2,4,2,1,2) poset hierdrquico e C é

um [16,5])s cddigo com a sequinte matriz geradora:

01/011{01(1001}(10|1]060
11({100(10{0100|10(1(00
G=1]111/110{00{1111{00]0|00
11/110(11|1101(00{0]00
10/100{00]1111|00|0]00

Fazendo o escalonamento na matriz acima, temos que C admite a sequinte matriz geradora

01/011{01/1001}{10|1{060
10/111}11{1101(00{0(00
G'=]111/110{00/1111[00/0[00
01{001|00{0000({00(0]00
01{010|{00{0000({00(0]00

As duas primeiras linhas, de baizo para cima, de G’ sdo os elementos de (31, os dois sequintes

sao de 32 e o primeiro, de cima para baizo, € o elemento de 33 e A(C) ={2,4,6}.

Seja W = Wy & Wy & ... & W, uma decomposicao de um espago vetorial como soma
direta de sub-espacos. Assim, cada elemento v € W pode ser escrito de forma tnica como
v=1uv+vy+ ...+ v, comv; € W;. Denote a projegdo de v em W; por p;(v) = v; e por

¢:(v) =v—v; = v —pi(v).

Assumindo o rotulamento natural do poset, consideremos a seguinte decomposigao de Fy :
Fp=V1eVhe.. &V, (3.2)

onde supp(V;) = H;, isto é, V; ~ F u> ou seja, Fi ¢ decomposto de acordo com os niveis de P.
Isso implica que C; C V1@ Vo @ ... @& V. Esta decomposigao de Fy ¢ explicitada no Teorema 3.1
pelas linhas verticais desenhadas na matriz geradora de C no sentido que as dimensoes de V;
determinam quantas colunas tém cada parte desta divisao. Note também que z € V1 &... BV,

se, e somente se, supp(z) C U?:l H;.
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3.1 Forma Canodnica-sistemdtica

Lema 3.1. Seja B = 1 B = {vi1, -+, V1dy, - - -5 Vj1, - - -, Vja; } @ base de Cy, determinada no

Teorema 3.1. Entao py, (3]) = 1{py,(vj1), -, P, (Vja;) } € um conjunto linearmente independente.

Demonstragio: Suponha que Y07, aipy, (vji) = 0. Seja u = S5 a;vji € <6A]) Entao

dj dj
Z a;Vj; = ai(ptj (vji) + 4, (Uji))
=1 =1
d; d;
= aipy, (vji) + Z aigy; (Vi)
-1 i=1
dj

= Q;qt; (sz‘)-
i=1

Uma vez que M (v;;) € Hj, segue que M(q,(vj;)) € H; para algum [ < j. Entao, como u € C

eu = fil aiqi; (vji), segue que u € Cy,_| = (B-1). Como f; = B;_1 U EJ ¢ uma base de Cj,
entao, <§J> N{(B;_1) = {0}. Logo u = Efil a;vj; = 0, 0 que implica que a; =0V i e {1,...,d;}.
Portanto,

P, (B) = b1, (032). -1, (030, }
é um conjunto linearmente independente. |

Essencialmente, o que o lema que acabamos de demonstrar faz, é criar um conjunto de
vetores linearmente independentes (portanto, base de um cédigo) a partir de 5 tomando a
projecao de cada vetor no nivel maximal de seu suporte, portanto, mantendo os pesos. Segue

o enunciado de um lema trivial mas que serd necessario para futuras referéncias.

Lema 3.2. Seja W =W, @ ... & W,, a decomposicao de um espaco vetorial. Se A,..., A,
sao, cada um, conjuntos linearmente independentes com A; C W; para cadai=1,...,m entao

Ay U...UA,, €um conjunto linearmente independente.

No Teorema 3.1 foi determinada uma base 4 para C que carrega algumas informacoes sobre
a distribuicao de pesos de C. Segue agora uma sequéncia de resultados que possibilitara a
construcao, no Teorema 3.2, de um codigo C' equivalente a C com uma representagao mais
clara, porém preservando as principais propriedades métricas de C. A sequéncia comecga com o

Lema 3.3 que introduz a base 3, determinada no Teorema 3.1 numa base de Fy.

Denotando a base de V; composta pelos elementos da base canonica de Fj que tenham seus

suportes contidos em H; por fl, tem-se o seguinte resultado.
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3.1 Forma Canodnica-sistemdtica

Lema 3.3. Dado um C cddigo [n, k], , para cada j =1,...,s existe uma base «; de

Vid...@V, tal que aj =T; U B; UA;, onde:

e 3; ¢ a base de Cy; determinada no Teorema 3.1,

2
OFJ': Ufl

1=1
1¢A(C)

J
o A; = UAZ é tal que se v € Ay, entdo M(v) C Hy,.
=1

Demonstracdo: Esta demonstragao sera feita por inducao.

Seja I'y conforme estabelecido anteriormente. $; UI'; é um sub-conjunto linearmente inde-

pendente de V; @ ... @ V,,. De fato, se Zfil a;vi; + Zwerl byy = 0, entao

dy

w = Zaivli = — Z byy.

i=1 vel'r

Note que w € C, ja que w € (f;). w também é um elemento de (I'1). Com isso M (w) C H;
para algum i < t; — 1. Logo w = 0 pois ¢; é o primeiro nivel de P tal que M(z) C H,, para
algum x € C, = # 0. Mas tanto ['; quanto ; s@o conjuntos linearmente independentes, logo,

a;=0=b,paratodoie {1,...,di} evyel}.

Com isso, existe um conjunto A; tal que I'' U S UA; é base de Vi & ... & V;,. Agora, basta
mostrar que M (v) C Hy, para todo v € A;. Isso serd feito por absurdo. Para tal, considere
v € Ay e suponha que M (v) ¢ H,,, entao, supp(v) C U?:_ll Hj,ouseja,veVid...0 V1.
Como I'y é uma base de Vi & ... ® V,,_1, segue que v € (I'1). Mas v € (A1) e 'y UA; é um

conjunto linearmente independente, logo v = 0.

Considere agora Vi ®...®V, &V, 11®...®V;,_1®V;, esuponha que I';_1USB; UA,_4
¢ uma base de V; & ... ® V,_,. Pelo Lema 3.2, T'; U 8;_1 UA; ; é um conjunto linearmente
independente. Note também que I'; U3, 1 UA; _; gera Vi @... &V, &...®V;, 1, e portanto,
¢umabasede Vi®...®&V,,  ®...0V, 1.

Tome vj; € B\J C aj. Assim M (vj;) C Hy; e como P ¢é hierarquico M(v;) ¢ Hy,—1. Segue

que
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3.1 Forma Canodnica-sistemdtica

ve(Vid...aVy)\(Vid...aV,_1).

Note que

Fj Uﬁj,1 UAJ‘,1 UB\] == Fj UAJ‘,1 Uﬁj

¢ um subconjunto linearmente independente de V1 & ... ® V;,. De fato, suponha que

d;
w = Zaivﬂ—i- Z a,U + Z byy + Z cs0 = 0.
i=1

vEBj—1 ey deA; 1
Considere p; a projegao em V..
d;
e, (w) = p Zaivﬁ + Dy Z ayV | + Py Z byy | + 1y Z C50

=1 vERj_1 vel'; SAVER]

dj

= Z a;py; (vji) =0
i=1
Segue do Lema 3.1 que a; = 0 para ¢ =1,...,d;. Com isso, temos que

Z avv+wa+ Z cs0 = 0.

vEB 1 y€ET; sen;_y
Mas ;-1 UTUA;_; ébasede Vi®...®V,_, & ...®V;,_1. Logo a,,b,,cs = 0 para todo
v € B,y €Iy ed € Ajy. Segue que I'; UA;_; U SB; é um subconjunto linearmente
independente de Vi & ... ® V.

Seja ﬁj um conjunto tal que I'; U B, UA,;_; U ﬁj ¢ base de V; @ ... ®© V;,. Agora basta

mostrar que M(v) C Hy, para v € ﬁj o que é feito da mesma forma que no caso anterior. M

Para X C [n] denote por Ex := {v € F}/|supp(v) C X}. Cometeremos um abuso de notagao

escrevendo F; ao invés de Ey;y. Em particular, V; = Ep,. Portanto, tem-se

F'=V,®...®V, ®Ex, ., ®...® En,.
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3.1 Forma Canodnica-sistemdtica

Assim, lembrando que A(C) = {t1,...,ts}, é¢ imediato que

h
ﬁ:asu(u fl): U T |usua,

I=to+1 1e[A\A(C)
é uma base de IF;‘.

Para o proximo lema é necessario introduzir mais uma notacao. Para cada i € P, seja
Nx N [
(0 = @)\{i}

No lema a seguir definimos uma transformagao linear sobre a base de Fy construida no

Lema 3.3 que associa os elementos de (35 aos elementos do conjunto obtido no Lema 3.1.

Lema 3.4. Seja T': Fy — Fy a transformagao linear definida na base B da sequinte maneira:

h
v para v € U fl
T(v)= 1¢A(C)

py, (V) parav € BUA,

Entao, para todo i € {1,...,n} e para todo e € E;, existem 0 # ¢ € E; e uw € Eyy- tais que
T(e) =€ +u.

Demonstragdo: Seja e € Ej. Se nao existe t; € A(C) tal que i € Hy, entdo, basta tomar e’ = ¢
eu=0.

See € E;ei €ty para algum t; € A(C), entdo e € V1@ ... @V, (i)* = Uf;lHl e
Eup =Vi®...® V1. Segue do Lema 3.3 que a; = I'; U 3; U A; ¢ base de Vi&@...0V,.

Consideremos a seguinte decomposicao de e:

J J
=7+ b+ 4
=1 =1

onde v € (I'y), b € (B)) e & € (A;). Assim, aplicando T nesta decomposicao de e tem-se
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3.1 Forma Canodnica-sistemdtica

J J
=7+ Zptl(bl) + Zptz<5l)
=1 =1

=7+ i:ptl(bz) + i:ptl(él) + (1 (b5) + e, (95))

j—1

=7+ Zptl(bz + 1) + pe; (b + 65).

=1

Segue que
j—1
T(G) = '7 + Zptl(bl ‘l’ 5l) +ptj (bj —|' 5J)
=1
com
j—1
7+ Zptl(bl +a)eVi@... eV, 1.
=1
Note que

J J
e=pyle) =p,(y+ ) b+ d)
=1 =1

= pr;(b; +95),
ou seja, py, (b; + ;) € L.

Assim, tomando ¢’ = p; (b;+0;) e u = v+ 3971 pi (b +6;) temos que T satisfaz as condigoes

do enunciado. [ |

Note que a aplicacao definida no lema acima preserva o peso dos vetores da base, mas isso

nao implica que ela é uma isometria.

Como ja foi visto na secao 2.2.2 o grupo das isometrias lineares de (FZ, dp), que é denotado

por GLp(n), satisfaz:

GLp(n) ZU(P) x Aut(P).
onde U(P) = {(aij € Mpxn(Fy)) : a;j = 0sei A jea; # 0} e Aut(P) é o grupo dos

automorfismos de poset de P.
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3.1 Forma Canodnica-sistemdtica

Note que a componente U(P) de GLp(n) nos permite mexer livremente nos niveis inferiores
ao nivel maximal do suporte dos elementos da base de Fy, uma vez que i X j se, e somente se
7 estd num nivel inferior ao de j no poset hierdrquico. Esse fato foi explorado na construcao de
T no Lema 3.4. Considere agora uma forma simplificada da Proposi¢ao 4.3 de [2].

Proposigao 3.1. Seja T : Fy — [y um isomorfismo linear que satisfaz a sequinte condigao:

para cada vetor ndo nulo v; € E; existem um vetor nao-nulo v, € E; e um vetor u; € EZ*Z.> tais

que T'(v;) = v} + w;. Entao T € GLp(n).

Se for demonstrado que a aplicagao T" dada no Lema 3.4 é um isomorfismo podemos usar a
Proposicao 3.1 para mostrar que 7' é uma isometria linear e assim achar um cédigo C' que seja

equivalente a C.

Teorema 3.2. [Forma canonica-sistemdtica] Seja C um cdodigo [n, k|,. Entao C € equivalente
a um cddigo C' que possui uma matriz geradora G' = (G ;) constituida de blocos G ; de
dimensoes dy, X n; tais que Gy ; € a matriz nula para todo j # ty e para j =ty tem a sequinte
forma: G, = [Idg |As,] onde Idg, € a matriz identidade de dimensoes dy, e Ay, € uma matriz

de dimensoes dy, x (ny, — di). Em outras palavras, G' tem a sequinte forma:

Os1 .- Ostor [da|An] Osposr --- Ogn
" ) .

0271 0271;2_1 [Idd2|At2] 02,t2+1 Og,h

Ou1 ... Ongor [Idg|An] Orgs . 0w

Chamaremos esta matriz G’ de forma canénica-sistemdatica para a matriz geradora de C.

Observagao 3.1. Mesmo que G’ nao seja wuma matriz geradora de C ela € chamada de forma
canonica-sistemdtica para a matriz geradora de C pois ela gera um cddigo C' que € equivalente

a C, e portanto, C e C' possuem os mesmos invariantes da Teoria dos Cddigos.

Demonstracao: Assumindo que C tem uma matriz geradora da forma que foi apresentada no

Teorema 3.1, tome T": Fy — [ a transformagao linear definida no Lema 3.4, isto &,

h
v para v € U fl
T (v) = 1¢A(C)

py, (V) parawv e fULN
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3.1 Forma Canodnica-sistemdtica

Mostraremos que 7' é uma isometria linear. Por defini¢ao, 7' é linear. Para mostrar que é

um isomorfismo, é preciso mostrar que

¢ um conjunto linearmente independente.

Pelo Lema 3.2, basta mostrar que p, (BJ) Upy, (ﬁj) é um conjunto linearmente independente

para cada j =1,...,s.

Da definigao de py; e g, segue a seguinte igualdade:

d;

Z a;Vj; + Z b55 - Z (Uji) + Qt sz Z b5 pt + Qtj (5>) :

Assumindo que Z?il aipy, (vji) + 256& bspy, (6) = 0,

d; d;

Za vji + Z bso = Z a;qt; (vj;) + Z béQtj (9)

i=1 s€A; S€;

Devido ao fato de vy, 6 € Vi@ --- @V, paratodoi=1,...,d;, 0 € ﬁj e da definicao de

qt,, segue que

Zath vji) + Z bsqr; (0) eVi@® - @ Vi1 = (Bj1 UA; 1 UTY).
66A

Uma vez que

» d; B UIA-
(1) D521 aivji + 2 25eR, 0sd € (B U A;);
(1) Yoy avi + Yopen, b0 = ity aigr, (vjs) + X gea, botr, (8) € (851 U A 1 UT));

(iii) (B;UA)N (B 1UA; 1 UT;) =0,
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3.1 Forma Canodnica-sistemdtica

tem-se que
d; d;
D iy i)+ D bsgr, () =Y @i+ Y b6 =0,
=1 s€A; =1 s€A;
ou seja,
ay=...=dagq, :Oeb(;:O,V(SGKj.

Dai que py; <B\]> Ups, <£]> é um conjunto linearmente independente. Logo 7' é um isomorfismo

linear.

Assim, pelo Lema 3.4, T satisfaz a Proposicao 3.1, e portanto, T' é uma isometria linear.
Com isso C e C" = T (C) sao codigos equivalentes. A maneira como T foi construida garante
que a matriz geradora de C' cujas linhas sao os vetores da base ordenada T'(f35), ordenados de

baixo para cima, tem a seguinte forma:

Ost ... . oo Beg Ogpe1 ... Ogp
B =

0271 c. e BQ,tz 02,t2+1 e e Og,h

0171 c. Bl,tl 01,t1+1 ce c. Ol,h

onde 0, ; ¢ a matriz nula de dimensoes d; x n;, cada bloco By, tem dimensoes dj, X n;, e posto
dy,.

Note que o sub-cédigo gerado pelo conjunto de linhas

(oj,l . 0 Bjy, 0 ... 0)

estd inteiramente contido num sub-espago de [ gerado por coordenadas correspondentes a um
unico nivel do poset hierdrquico P. Assim, a métrica dp restrita a esse sub-codigo coincide
com a métrica de Hamming a menos de soma por uma constante, isto é, se x,y estao neste
sub cédigo, entdo dp(z,y) = K + dg(z,y). Dessa maneira, permutagoes nas colunas desse
sub-c6digo sdo isometrias. Assim, cada bloco By, pode ser substituido por Gy, = [Idg,|A,],

a forma sistematica deste sub-codigo. |

E possivel definir uma decomposicao para C baseada na decomposicao em blocos da matriz

geradora de C apresentada no Teorema 3.2.
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3.1 Forma Canodnica-sistemdtica

Note que se P for um poset anti-cadeia, isto ¢, se tivermos a métrica de Hamming e C # ()
temos que h = s = 1, ou seja G’ possui apenas um bloco na forma [/d;|A] que é exatamente a
forma sistematica para codigos com a métrica Hamming. J& no caso de P ser um poset cadeia
temos que |n;| = 1 para todo ¢ = 1,..., h. Entao todos os blocos terdao dimensao 1 e G’ sera a

forma canonica apresentada em [3].

Corolario 3.1. [Decomposi¢cao Candnica de um Céddigo] Seja C um cddigo [n, k]q poset hierdrquico.

Entao C € equivalente a um cddigo C' que pode ser decomposto da sequinte forma
0/201@02@...@0h

onde h € a altura de P, supp (C;) estd contido no i-ésimo nivel H; de P e 3" dim (C;) = k.

Demonstragao: Segue imediatamente do Teorema 3.2. |

O cédigo C' descrito no Coroléario 3.1 é chamado de decomposicio candnica de C. C' é
equivalente a C e, por esse motivo, ambos possuem os mesmos invariantes métricos, que é o

que, de fato, estamos interessados.

Exemplo 3.2. Considere o cédigo do Exemplo 3.1. Calculando pg(ﬁl),p4(§2),p6(33) (a iso-
metria dada no Teorema 3.2) e ordenando o resultado de baizo para cima, tem-se a sequinte

matriz geradora de C':

00({000/00j0000(00]1/00
00{000|00{1101(00(0]00
G'=100(000[{00[1111[00{0[00
00({001/00{0000({00]0100
00{010|00{0000(00(0]00

Substituindo cada bloco pela forma sistemdtica do respectivo sub-codigo considerando a

métrica de Hamming, temos

00{000|00|0000(00(1|00
00{000/00{1011({00[|0(00
G=|100(000[{00{0100/00{0]|00
00({100/00{0000({00]0(00
00{010|{00{0000({00(0|00

36



3.2 Invariantes Métricos

Esta € a forma canonica-sistemdtica para a matriz geradora de C.

Observagao 3.2. A matriz geradora apresentada no Teorema 3.2 € chamada de forma canonica-
sistemdtica pois ela é canonica nos niveis, no sentido que dim(C;) € unicamente determinado
pela hierarquia de P—pesos generalizada de C como serd visto na Secao 3.2, Exemplo 3.4 .
Em particular, os niveis correspondentes aos blocos que sao identicamente nulos em todas as
linhas de G', apresentada no Teorema 3.2 ou, equivalentemente, os niveis que correspondem aos
cddigos C; na decomposi¢io apresentada no Coroldrio 3.1 com dim(C;) = 0 correspondem aos
niveis que nao estio em A(C), isto é, dim(C;) = 0 se, e somente se i € [n|\A(C). A restri¢ao
da métrica poset dp ao i-ésimo nivel H; €, essencialmente, equivalente a métrica de Hamming
du, a menos da soma por uma constante, isto ¢, dados v # y € F com supp(z), supp(y) C H;,
entao dp(x,y) = dy(x,y) + s;_1. A forma de G’ também é chamada de “sistemdtica” pois 0s
blocos G ;. = [Id;|Ay,] sdo as formas sistemdticas para as matrizes geradoras de C; vistos como

codigos em espagos com a métrica de Hamming.

3.2 Invariantes Métricos

Tendo em maos a decomposicao canonica para cddigos hierdrquicos, nao é dificil determinar
a expressao de alguns dos principais invariantes da Teoria de Cédigos, tais como a distancia
minima do cédigo e o seu raio de empacotamento. A decomposicao canonica também nos
permite determinar quais cédigos hierarquicos sao M DS e P-perfeitos. Por fim, usando a
decomposi¢ao canonica dos coédigos hierarquicos € possivel definir um algoritmo de decodificacao
por sindrome que tem ganho exponencial, em termos de complexidade de busca, se comparado

ao algoritmo usual de decodificacao por sindrome.

Nesta segao, P é um (n;nq,...,n,) poset hierdrquico e C é um cédigo [n,k], com a sua
decomposicao canonica como estabelecida no Corolario 3.1, isto é, C = C; & Co ® ... B Ch
com supp(C;) C Hi, h sendo a altura de P e Y. dim(C;) = k. Denote por k; a dimensao
de C; e lembre que k; # 0 se, e somente se, i € A(C). Note que se i < t; entdo,k; = 0,
e dai pode-se omitir as primeiras componentes nulas da decomposicao canodnica de C, isto é,

C:Ctl@ctlﬂ@...@ch.

Lembre também que a restricao de dp a C;, que serd denotada por d', é equivalente a métrica

de Hamming somada uma constante que depende de [.
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3.2 Invariantes Métricos

Distancia Minima e P-pesos generalizados.

A distancia minima dos cédigos poset hierarquico é dada pela seguinte proposicao.
Proposicao 3.2. Seja C um codigo hierdrquico, sua distancia minima € dada por
5P = St1-1 + 6t17

: t 71 7/ N A . 7 . .
onde t; = minA(C),s,,_1 = Y.L, n; e 0y € a distancia minima de Cy, considerado como um
codigo num espaco com a métrica de Hamming.
Demonstracao: Seja ¢, € Cy, tal que wy(cy,) = 0y, entdo, wp(cy,) = Sy—1 + O, Ou seja,
5P S 8t1,1 + 67f1'

Note que nao existe ¢ € C com wp(c) < S, 140, uma vez que se wp(c) < S, 140, teriamos
supp(c) C Hy,, ou seja, terfamos ¢ € C;;, com wy(c) < 0y, 0 que contradiria a minimalidade de
Oy, - |

Exemplo 3.3. Considere o cédigo dado no Fxemplo 3.1 com a matriz geradora G na forma

canonica-sistemdatica, como dada no Exemplo 3.2:

00{000/00{0000(00]1(00
00{000(00{1011({00]|0(00
G=|00(000(00[{0100/00{0]|00
00({100/00{0000({00]0(00
00{010|{00{0000({00(0|00

Assim, t;1 = 2,81 = 2 e Cy tem a sequinte matriz geradora:

1 00
010/
Logo, 05 = 1, uma vez que wy(010) = 1. Assim, dp =2+ 1 = 3.

De maneira andloga a que foi feita na Proposicao 3.2, é possivel descrever os P-pesos gene-
ralizados de C, de uma maneira mais simples utilizando a sua decomposicao canonica. Antes,
para evitar somatorios nas expressoes a seguir, denote r; = dy+do+...+d;, parat = 1,2,... h,
onde do =0e dz = dlm(Cz)
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3.2 Invariantes Métricos

Proposicao 3.3. Dado 1 < i < k, seja j tal que r;_1 < i < r;. Entao, o i-ésimo P-peso

generalizado 0p; de C é:
dp; = St;—1 + 5H,(i—rj,1)(ctj) (3.3)

onde Op i—r,_)(Cy,) € 0 (i — 1rj_1)-ésimo peso generalizado de Cy; no sentido da métrica de

Hamming..

Demonstracao: A demonstracao dessa proposicao segue de maneira analoga a demonstracao
da Proposicao 3.2. Seja ﬁtj C Cy, tal que |supp(ﬁtj)| = 0p,ii—r,_)(Cy;) © dz’m(ﬁtj) =1i—7rj.
Entao |(supp(l/§t].)>| = 8;-1 + 0m,(i—r,_,)(C,;). Considere o seguinte sub-cédigo de C:

_5 :Ctl @--‘Ct]-—l @ﬁtj-

~ ~

Segue que dim(D) = rj_; + (i —rj_1) = i e que |(supp(D))| = |<supp(l3tj)>| = 5.1+
Om,(i—r;_1)(Cy;). Com isso, 0p; < s¢;—1 + O (i—r;_1)(Cy;).

Considerando agora D o sub-codigo de C que realiza o i-ésimo P-peso generalizado, isto é,

D c C é tal que |(supp(D))| = 0p;.

)

Note que D C Gy, & ... @ Cy, pois do contrario teriamos

~

[{supp(D))] > s, > 80,1+ b15-r, (€)= | (supp(D))].

o que contradiz a minimalidade de dp;. Assim, pode-se considerar a decomposigao
D=Dy®...® Dy,
onde D; C C; para l € {1,...,t;}. Temos novamente que

[(supp(D))| = [(supp(Dy,))| = |supp(Dy; )| + st,-1-

Pela minimalidade de 6z i—,,_,)(Cy,), tem-se que
|Supp<Dt])‘ Z (SH,(’i—Tj_l)(Ctj)

ou seja

dpi = |(supp(D))| = s;-1 + [supp(Dy, )| > s1;-1 + 0, (i—r;_1)(Ci;) = Opi

ASSlm7 5P,Z - Stj—l + 5H7(7:—7’j_1)(ctj)' .

Vejamos agora como a decomposicao canonica de um codigo ¢ determinada pela sua hierar-

quia de P-pesos.
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3.2 Invariantes Métricos

Exemplo 3.4. Considere P um (16;2,3,2,4,2,1,2) poset hierdrquico e C um [16,5]s cddigo

munido da métrica poset P com a sequinte hierarquia de P-pesos:

{3,5,9,11,14}.

Da hierarquia de P-pesos podemos concluir que dim(Cy) = 0 pois, do contrdrio, teriamos

que ter 0py =1 ou 2.
Como dp1 = 3 temos que a palavra de C com menor peso estd em Ca, logo t; = 2.

Temos que 6pa = 5, assim, C tem um sub-codigo bi-dimensional contido em Cs, pois, caso

contrdrio dpy teria que ser maior que 5 = n; + Ny = Ss.

dp3 =9, o que indica que dim(Cs3) = 0 pois se dim(Cs) # 0 teriamos que ter que algum i tal
que 6p; € {6,7}. dps = 9 também indica que dim(Cy) # 0, pois se dim(Cq) = 0 teriamos que
ter (5]373 > 12 > 11 = s4.

dps = 11 nos diz que C tem um sub-codigo bi-dimensional contido em Cy usando um argu-

mento andlogo ao usado no caso dps = 5.
dps = 14 determina que:
e C nao tem mais que 2 elementos linearmente independentes em Cy, pois dai teriamos que
dps < 11;
o dim(Cs) = 0 pois se dim(Cs) # 0, dp; € {12,13};

o dim(Cs) # 0, pois se dim(Cg) > 0 teriamos dps > 14 = sg. Como as unicas possibilidades

para dim(Cs) sao 0 ou 1, temos que dim(Cq) = 1.

dim(C7) = 0, pois C tem dimensao 5 e jd temos um espag¢o de dimensdo 5 contido em

CieCBCsPCy®Cs D Cs.

Resumindo: dim(Cy) = dim(C3) = dim(Cs) = dim(Cs) = 0,dim(Ce) = dim(Cy) = 2 e

Por isso a decomposi¢cao dada no Corolario 3.1 é chamada de decomposi¢ao canénica de C.
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3.2 Invariantes Métricos

Raio de Empacotamento

Na defini¢ao de raio de empacotamento fica bem claro que este conceito depende diretamente
da métrica adotada. E fato conhecido que, se P é um poset anti-cadeia (originando a métrica

de Hamming), o raio de empacotamento de C é dado por:

Ray0) = | 22

onde |z]| é a parte inteira de x e dy é a distancia minima de C segundo a métrica Hamming.

Se P for um poset cadeia o Teorema 5 de [3] estabelece que
R4, (C) =6p — 1,

onde dp € a distancia minima de C segundo a métrica cadeia.

Foi visto no Exemplo 2.12 que o conjunto dos posets também é um poset onde o poset
anti-cadeia é o elemento minimal, o poset cadeia é o maximal e portanto os posets hierarquicos

estao entre estes dois posets. Com isso, se P é um poset hierarquico, pode-se esperar que

VPQ_ 1J < Ry, (C) < 6p —1.

A seguir, utilizando a decomposicao canonica dos cddigos hierarquicos, sera apresentada uma
proposicao que determina o raio de empacotamento de um cédigo em funcao da sua distancia
minima dp e da distancia minima de C;, visto como um cédigo com a métrica de Hamming o, .
Para demonstra-la usa-se que a distancia entre duas palavras x,y € F} depende apenas dos

elementos maximais do suporte de = — y.

Proposicao 3.4. Sob as mesmas condi¢coes da Proposicao 3.2,

6y, — 1
R:= R4, (C) = 54,1 + L t12 J :

Demonstracao: Pela linearidade de C e como as métricas poset sao invariantes por translagao,
basta mostrar que By, (0, R)NBg, (¢, R) = () para todo ¢ € C e que By, (0, R+1)NBy, (¢, R+1) #
() para algum c € C.
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3.2 Invariantes Métricos

Considere a decomposigao canonica de C. Seja ¢ € C e suponha que exista z € Fy tal que

x € By, (0, R)N By, (c, R). Note que M(z) C Hy,. De fato, se M(z) C H; com j < ty, terfamos

dp(x,c) = wg,(c)
> op

- Stl—l + 5151

O0p — 1
>S“‘1+V2 J

Por outro lado, se j > ¢; terifamos

0y, — 1
dP(x;()) :u}dp(l') Z Sj-1 +1 Z Sty > Se,-1 + \‘ t12 J 7

Logo j = t;. Note que isso também mostra que, sob as mesmas condigoes, se x € By, (0, R) N
Ba, (¢, R) com ¢ € C, entdo M(c) C Hy,. Como M(z) C Hy,,se M(c) C H,com ! > ty, terfamos
dp(z,c) = wgp(c) > s;-1 +1 > R. Entdo M(c), M(z) C H;. Segue que

dp(x,¢) =wi,(x —¢) = 54,1 + |M(z — ¢|

e como wy, (r —¢) =dp(x,c) < 841 + V”—;J = R, tem-se que

5, — 1
Sy, + | M(x—c)| <sy1+ { t12 J

e dai que

o _1J <

Mas, como |M(c)| > &,

ou seja,

5, —1
de(‘r) = St;-1 + |M(l’)| > St1—1+ \‘ ¢ 5 J = R’

contradizendo o fato de x € By, (0, R).
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3.2 Invariantes Métricos

Agora é necessario mostrar que By, (0, R+ 1) N By, (¢, R+ 1) # 0 para algum ¢ € C. Seja
¢ € C tal que c realize a distancia minima de C, ou seja wg,(c) = dp = sy, 1 + 0y, Assim,

supp(c) C Hy,. ou scja,

’ntl

c=) iy, i
=1

onde {ej, ey, ...,,} é a base canonica de .

Note que [supp(c)| = d;,. Seja A C supp(c) tal que |A| = V”—Q_IJ +1. Tome x € F} definido

da seguinte maneira:

T = E Ci€s;_yvi-

i€A

Com isso
9y, — 1

dp(x,O)zstll%—{ J—|—1:R+1

dp(x, ) = sy,-1 + [supp(c)\Al.

Mas [supp(c)\A| é V“JIJ ou V“JIJ — 1, dependendo da paridade de &;,. Em ambos os casos,

l‘EBdP(O,R+1)ﬁBdP(C,R+1). |

Exemplo 3.5. Considere o codigo dado no Exemplo 3.1 com a matriz geradora na forma
canonica-sistemdtica como dada no Ezemplo 3.2. Temos que t1 = 2,81 = 2 e 6 = 1, logo, o

raio de empacotamento de C € 2 + [%J =2

Limitante de Singleton e cédigos hierarquicos MDS

Teorema 3.3 (Cédigos M DS). Seja C =Cy, @ ... D Cy um cddigo hierdrquico na sua decom-
posi¢cao canonica. Entdo C é um codigo M DS se, e somente se, C =Cy, Vi1 1B ... BV, e

Ci, € um codigo MDS em (Vi,,dg).

Demonstragao: Se C é um coédigo M DS entao o limitante de Singleton é atingido, isto é,
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3.2 Invariantes Métricos

Lembre que n = 2?21 n; ek = 2?21 k;, onde n; = |H;| = dim(V}), k; = dim(C;) e C; C V.
Pela Proposicao 3.2 temos que 0p = s4,_1 + 0y, onde d;, € a distancia minima de C;, visto como
um sub-cédigo de V;, munido da métrica de Hamming. Desta maneira, a equagao (3.4) fica da

seguinte forma:

t1—1 h h
i=1 =1 i=1

Lembrando que k; = 0 se i ¢ A(C) a equagao (3.5) assume a seguinte expressao:

h

i€A(C) il

A cota de Singleton para C;, visto como um sub-cédigo de V;; munido da métrica de Hamming,

estabelece que &, <n;, — k;, + 1. Com isso,

h
i€A(C)\{t1} ZZ&Z;

Mas C; C V;, o que implica que 0 < k; < n; para todo 7. Logo,

(ni—ki)+ > ni = 0. (3.7)

ieACO)\{t1} 1;3\1&1

h
Note que se existisse i > t; tal que ¢ ¢ A(C), teriamos Z n; > 0. O que nao pode

i=t1+1
i¢A(C)
acontecer, pois isso contradiria a equacao (3.7). Assim, se ¢ > t1,i € A(C). Desta forma, a

equagao (3.7) se resume a

Z (ni —ki) = 0, (3.8)

i=t1+1
o que implica que n; = k; para todo i > t; + 1, ouseja, C =C, & V41 ... B V). Com isso, a
equagao (3.6) fica
6151 = ntl — ktl -+ 1.
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3.2 Invariantes Métricos

Isto é, C;, é um cédigo M DS em Vi, munido da métrica de Hamming.

SeC=Cy, ®Vyy1®...8 V), com C, sendo um cédigo M DS em V;, munido da métrica de

Hamming, entao é imediato que C atinge o limitante de Singleton. |

Coadigos Hierarquicos perfeitos

A decomposicao canonica de um cédigo e a descri¢cao de seu raio de empacotamento em termos

de d;, permitem a classificacao dos codigos hierarquicos perfeitos.

O Lema a seguir é trivial, porém, muito 1util. Ele segue do fato de, na métrica hierdarquica,

apenas os elementos do suporte que estao no nivel mais alto, determinam o peso da palavra.
Lema 3.5. Seja R = Ry,.(C) o raio de empacotamento de C sequndo a métrica hierdrquica e

x € Fy tal que v € By, (c, R) para algum ¢ € C. Se M(c) C H; e M(x) C Hj entdo i = j.

Demonstracao:
Se x € By, (c, R), temos que dp(x,c) < R.
Se j < i, temos que dp(x,c) = wgy,(c) > s4,-1 + 0y > R.
Se j > i, temos que dp(x,¢) = wy, () > wy,(c) > s4y-1 + 0y > R.
Assim, temos que j = i.
|

Deste resultado segue que dado um cédigo perfeito C, temos que ¢ € A(C) para todo i > t;.
De fato, como C ¢é perfeito, dado = € Fy, existe ¢ € C tal que x € By, (c, R). Segue do Lema
3.5 que M(c) C H;, o que implica que i € A(C). Com isso temos que C = Cy, & ... @ Cp, com

dim(C;) > 0 para todo i > t;.

Teorema 3.4 (Cédigos hierdarquicos perfeitos). Um cédigo hierdrquico C é perfeito se, e so-
mente se, C = Cy, B Viy41 B ... & Vy, e Cyy € um codigo perfeito em Vi, com a métrica de

Hamming.

Demonstrag¢ao: Comecemos assumindo que C é um cédigo hierarquico perfeito.

Suponha que C; # V, para algum | > t; + 1. Assim, tome x; € V;\C;. Como C é perfeito,
existe ¢ € C tal que x € By, (¢, R). Pelo Lema 3.5, segue que M (c) C H, assim, ¢ = ¢, +- - -+¢
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3.2 Invariantes Métricos

com ¢; € C;. Como x; ¢ C;, x; # ¢. Dessa forma, dp(c,x;) = dy (¢, x;) + s1-1 > 8¢, > R, um

absurdo.

Agora, temos que mostrar que C;, é perfeito em V;, considerando a métrica de Hamming.
E importante lembrar que como estamos lidando com um cédigo num espago com a métrica de

. . , ~ 5y —1
Hamming, o seu raio de empacotamento é dado por R = TITJ .

Seja « € V;,. Como C é perfeito, existe ¢ € C tal que x € Bp(c, R). Pelo Lema 3.5,
M(c) C Hy,, ou seja, ¢ € Cy,. Mas, se x € Bp(c, R), entao

dp(c,x) = |(supp(c — z))| = s4, -1 + |supp(c — z)| < R,

5ey—1

pois supp(c — z) € Hy,. Como R = 54,1 + L J, segue que

—1
(€)= supp(e - o) = du(er) < | “2| <

ou seja, para todo = € V;,, existe ¢ € Gy, tal que z € By(c, R). Logo Cy, é perfeito em V;, com

a métrica de Hamming.

Assuma agora que C;; €V, é um cddigo perfeito (considerando a métrica de Hamming) em

Vi,. Sejaz =21+ ... 424 +...+xp € Fy, com z; € V. Como Cy, é um codigo perfeito em

Vi, existe ¢, € Cy, tal que dy (e, x,) < thz—_lJ Tome ¢ = ¢, + X441+ ...+ 2, € C. Assim,

dp(z,c) = wg,(z — ¢)
=wip(T1+ ...+ 28, — 1)
= [(supp(z1 + ... + x4, — )]
= |[(supp(zt, — c1,))]

- Stl,1 + dH(CtUxtl)

oy, — 1
§8t1—1+ \‘ t12 J:R7

ou seja, ¢ € Bp(c, R) e dai que C é perfeito. [ |

3.2.1 Decodificagao por Sindrome

Considerando a decomposigao de Fy induzida pelos niveis de P, como na equagao (3.2), temos
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3.2 Invariantes Métricos

F'=Vi®Va®...0 Vi,

onde V; >~ Fpi e supp(V;) = H;, isto é, o suporte de V; estd no i—ésimo nivel do poset P. Com

isso, todo elemento x € Fy pode ser escrito, de forma tnica, como r = x1+...+x; com z; € V.

n
q’

todo elemento x € C também pode ser escrito de maneira tinica como x = x1 + ... + x; com

x; € CiE; ‘Q.

Note que, como na decomposicao de F”, na decomposicao canonica de C = C; & ... & Cy,

Isto, e o fato de z; = 0 se @ ¢ A(C) nos permitem melhorar consideravelmente, em temos de
complexidade, o algoritmo de decodificacao por sindrome. De fato, seja y a palavra recebida a

ser decodificada:

Algoritmo 3.1. (Decodificagao por sindrome em cédigos na sua decomposi¢ao candnica)

(1) Considere a decomposi¢cao y = y1 + y2 + ... + yn, com supp(y;) C H;, com H; sendo o

i-ésimo nivel do poset P;

(17) Se i € A(C), determine a(y;) decodificando y; em cada C; usando o algoritmo de decodi-

ficacao usual por sindrome, conforme apresentado na se¢ao 2.1.4;
(iii) Sei & AC), aly:) = 0;

(iv) Faga a(y) = a(yr) +a(y) + ...+ a(yn).

Assim, definindo

?JA:Z%@ZJAL: Z Yi,
)

ieA i€[h\A(C
quando recebermos y, desconsideramos a componente y,. e efetuamos a decodificagao por

sindrome em cada componente y; relativa a C;, para i € A(C).

A complexidade da decodificacao por sindrome é determinada, essencialmente, pela busca
de elementos lideres das classes laterais do cédigo. Se C for um cédigo [n, k,, esse nimero é

qn—k.

Considerando a decomposigao de Fy, induzida pelos niveis do poset P, e C na sua de-

composicao canonica, para cada i € [h]\A(C) a decodificagdo apenas ignora as n; entradas

47



3.2 Invariantes Métricos

correspondentes ao nivel H; do poset; para cada i € A(C) fazemos a decodificagao por sindrome
de um cédigo [n;,d;],, tendo assim que buscar entre ¢"i~% lideres das classes laterais de C.
Desconsiderando os demais custos computacionais envolvidos neste algoritmo e, considerando

apenas a busca entre os elementos lideres das classes laterais de C, para um codigo na sua

Z qnl —k;

€A

decomposi¢ao canonica temos

operacoes de busca.

Considerando o poset hierdrquico minimal (o anti-cadeia), que induz a métrica de Hamming
em [y, temos que h = 1 assim, A(C) = {1},n; = n e d; = k. Dessa forma, a complexidade do
algoritmo de decodificacao por sindrome, correspondente a busca por lideres das classes laterais

de C é g"*.

Por outro lado, quando temos o poset maximal (o poset cadeia), h = n, |A(C)| = k,
I[R\A(C)| =n —k e d; =n; =1, para todo ¢ € A(C). Neste caso temos a menor complexidade
de busca possivel (n — k), como visto em [3]. No caso intermedidrio, temos um algoritmo com
ganho exponencial, quando comparado com a decodificagao por sindrome usual de cédigos em
espacos com métrica de Hamming, e perda exponencial, quando comparado com cdédigos em

espagos com a métrica cadeia. Dessa forma, temos o seguinte quadro comparativo:

n—k < Diend" < q""
Complexidade da Complexidade da Complexidade da
decodificacao em decodificacao em decodificacao em

poset cadeia poset hierarquico poset anti-cadeia

Figura 3.1: Comparagao entre as complexidades de decodificacdo (considerando apenas os

lideres de classes laterais) entre os posets cadeia, hierdrquico e anti-cadeia.

Dado uma palavra recebida y, para aplicarmos o algoritmo de decodificacao por sindrome
em um codigo C, nao necessariamente na sua decomposicao canonica, devemos proceder da

seguinte maneira:

Algoritmo 3.2. (Algoritmo de decodificagao para cédigos que nao estao na sua

decomposi¢ao candnica)
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3.2 Invariantes Métricos

(i) Considere a isometria linear T : T} — Fy tal que C' = T(C) € decomposicdo canonica de

C. A existéncia de tal isometria linear é garantida pelo Teorema 3.2;

(1i) Aplique o Algoritmo de decodificagcdo por sindrome em T'(y) relativamente ao cédigo C’,

obtendo uma palavra-cédigo a(T(y)) € C';

(i11) Decodifique y como T (a(T(y))) € C.

Para realizarmos o algoritmo de decodificagao por sindrome precisamos conhecer a matriz
de paridade. Uma forma canonica-sisteméatica para a matriz de paridade H’ pode ser obtida da
matriz geradora na forma canoénica-sisteméatica G'. A matriz H' é uma uma matriz (n — k) X n
com todas as entradas nulas, exceto aquelas correspondentes aos blocos que serao multiplicados
pelos blocos nao nulos de G” (estabelecida no Teorema 3.2). Para cada bloco G}, = [Idy, [Ay,]
de G temos em H' o bloco Hy, = [-A] [Id,, —,]. Porém, note que com o Algoritmo 3.2 nao
precisamos construir a matriz de paridade H’, precisamos apenas das matrizes de paridade de

cada componente.
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CapriTUuLO 4

Propriedade de Extensao de Ideais e
Classificacao das Orbitas das

Isometrias

As identidades de MacWilliams [15], no contexto de métrica de Hamming, estabelecem uma
relacao entre os polinomios enumeradores de um cédigo e do seu dual. Esta relagao, que no
contexto classico é determinada pelos pesos de Hamming das palavras codigo, mascara uma
situacao mais rica, onde na realidade a relagao estabelecida entre um codigo e seu dual depende
na realidade nao dos pesos das palavras, mas das orbitas das palavras-codigo pelo grupo de
isometrias lineares. De uma maneira mais genérica, é possivel dizer que uma identidade do tipo
MacWilliams ¢ estabelecida para cédigos poset ao se considerar uma relacao de equivaléncia
entre os ideais do referido poset, conforme mostrado recentemente em [7]. Estas identidades
do tipo MacWilliams estimulam estudar relacoes entre ideais de poset, o que fazemos neste

capitulo.

Na segao 4.1, usando os resultados de [20], que relacionam os automorfismos do poset com
as isometrias do espaco munido das respectivas métricas posets, é estudado quando é possivel
em um poset P estender um isomorfismo entre ideais de P para um automorfismo de P e
mostrado que os posets hierarquicos e NRT possuem tal propriedade. Ainda nesta secao, é

apresentada uma defini¢ao alternativa para poset arvore uni-raiz, regular por nivel que facilitara
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4.1 Propriedade de Extensao

a demonstracao de que esta classe de posets também possui a propriedade de extensao.

Em [4] Barg e Purkayastha definem uma fungao que classifica as érbitas das isometrias de
espacos munidos da métrica NRT. Na secao 4.2 estendemos este conceito para posets de maneira
geral, criando a defini¢do de formato de uma palavra (shape). Dessa maneira, o formato de
uma palavra atua na classificacao das 6rbitas dos elementos de (F,, dp) segundo as isometrias
deste espaco (o que, devido a Proposigao 4.1 é equivalente a determinar quando existe um
automorfismo de P entre os ideais gerados pelos suportes dos elementos). E mostrado que
para os posets hierarquicos, o peso cumpre este papel. Para posets NRT usa-se a funcao
apresentada em [4]. Também é mostrado que o string de arvores, conforme definido em [1],

satisfaz as condigoes de formato para posets arvores uni-raiz, regulares por nivel.

Além do dual é possivel obter novos posets a partir de outros posets [26]. Na secao 4.3
serd estudado quando o poset, que surge a partir da operacao de dois posets que possuem
a propriedade de extensao, herda esta propriedade de seus geradores e, no caso de herdar,

encontramos expressoes para seu formato, em termos dos formatos de seus geradores.

4.1 Propriedade de Extensao

Seja P um poset sobre um conjunto finito. Dois ideais I,J € Z(P) sao isomorfos, denotado

por I ~ J, se existe uma isomorfismo de ordem ¢ : I — J tal que g(I) = J.

Note que dado um poset P = (X, <), um ideal I € Z(P) e um automorfismo o € Aut(P),
tem-se que o(I) ~ I pois o|; é um isomorfismo de ordem. No entanto, a reciproca, nao
necessariamente é verdadeira, isto é, dados dois ideais isomorfos I, J € Z(P), nem sempre

existe um automorfismo o € Aut(P) tal que o(I) = J.

Exemplo 4.1. Considere ([3],=) onde a rela¢io de ordem € dada da por 1 < 3. Assim, {1}

e {2} sao ideais isomorfos, mas, como Aut(P) = {id}, ndo existe automorfismo T tal que

T({1}) = {2}.

w

K J
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4.1 Propriedade de Extensao

Definicao 4.1. Sejam P um poset e I € Z(P). O conjunto dos elementos de Z(P) que sdo

isomorfos a I serd denotado por I . Isto é,

I={Je€Z(P);I~J}

Note que isso define uma relagao de equivaléncia em Z(P) de modo que I =7 se, e somente
se, I ~ J.

De forma andloga, tem-se uma relagdo de equivaléncia no conjunto dos filtros de P da

sequinte maneira: dado I € F(P), as classes de equivaléncia sio definidas como
It ={JecF(P);I~J}.
Neste caso, I,J € F(P) sao equivalentes se, e somente se, =gt

Definigao 4.2. Um poset P = (X, <) tem a propriedade de extensao de ideais (propriedade-
IE), se para todo I,J € Z(P) tal que I ~ J existe o € Aut(P) tal que o(l) = J. Analogamente,
P = (X, =X) tem a propriedade de extensdo de filtros (propriedade-FE ) se para todo I,J € F(P)
tais que I ~ J existe o € Aut(P) tal que o(I) = J.

Note que o poset apresentado no Exemplo 4.1 nao possui a propriedade-1FE.

Em [24] Schmerl estabelece uma propriedade de extensao diferente e muito mais forte sobre
posets enumerdveis, finitos ou infinitos. Segundo [24], um poset P = (X, =) é homogéneo se
para todo Y C X com Y finito (ndo necessariamente um ideal) e f : ¥ < X um mergulho®
de Y em X tem-se que existe um automorfismo F € Aut(P) tal que F|y = f. Ainda em
[24] encontra-se uma classificagdo completa dos posets homogéneos dividindo-os em 4 familias.
Como a propriedade de homogeneidade nao é sobre ideais, a inica familia de posets homogéneos

finitos é a dos anti-cadeias.

Neste capitulo, quando nao for passsivel de davida, cometeremos o abuso de denotar, para
T € [y, (supp(z)) por (x).
Definigao 4.3. (F7,dp) tem as orbitas determinadas pelos ideais (propriedade I) se, para todo

z,y € Fy, eviste T € GLp(n) tal que T(x) =y se, e somente se, (x) ~ (y).

!'Neste caso, um mergulho é uma aplicacio injetiva tal que i <y j se, e somente se, f(i) <x f(j)-
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4.1 Propriedade de Extensao

Analogamente, (Fy,dp) tem as orbitas determinadas pelos filtros (propriedade 1Y) se, para
todo x,y € Ty, eviste T € GLp(n) tal que T(x) =y se, e somente se, (x)pr ~ (y)pr, onde

(x)p1 € o ideal gerado por x em P, o poset dual de P.
Lema 4.1. Se ¢ € Aut(P), entdo a aplicagio Ty : F) — Fy definida por
T¢(I1, e ,l’n) = (I¢(1), e ,I¢(n)>
¢ um elemento de GLp(n).
Demonstragao: Seja ¢ € Aut(P). Como ¢ é uma bijegao, segue que T} leva base canoénica na
base canonica, o que implica que T}, ¢ um isomorfismo linear.

Para mostrar que T}, ¢ uma isometria, tome (zy,...,2,) € . Dessa forma, tem-se que

Ty(x1,. .. 10) = (Tg1),-- - Tomy). Como supp((z1,...,25)),supp((Tga),-- -, Tem))) C [n] €
pela definicao de T}y, segue que

supp((z1, ..., 7,)) ~ supp((Te(1)s - - - T(n)))-

Entao |(supp((z1...,2,)))| = [{(zgq1), - - -, Tg(m)))], 0 que implica que

wp((@1, .-, 20)) = wp((Tp1)s - - Tom))) = wp(Tp(x1, ..., 2n)).

Segue que Ty ¢ uma isometria. |

O resultado a seguir estabelece uma relagao entre as isometrias lineares de espagos poset e

os automorfismos de posets, cuja demonstracao pode ser encontrada em [20].

Teorema 4.1. [20] Seja P = ([n], X) um poset, {e1,eq,...,e,} a base canonica de Fy e T €

GLp(n) uma isometria linear. Entdo o mapa ¢r : [n] — [n] dado por
¢r(i) = max{supp(7T'(e;))}
¢ um automorfismo de P.
A aplicagao ¢r, como definida acima é bem definida, uma vez que em [20] é mostrado que se
T € GLp(n), entao (supp(7'(e;))) é um ideal primo, isto é, possui um unico elemento maximal.

Observe que o Lema 4.1 e o Teorema 4.1, além de estabelecer uma relagao entre os auto-
morfismo de posets e as isometrias lineares dos espacgos posets, da uma expressao explicita para

esses automorfismos em termos das isometrias lineares.
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4.1 Propriedade de Extensao

Definigao 4.4. Dado x € Fy, a forma limpa de x, denotada por & € o vetor que satisfaz:

e supp(z) = M(x);

e Sei € supp(z), entdo z; = 1.

Ou seja, T € o vetor obtido atribuindo 1 as entradas cujas coordenadas sejam mazimais em

supp(z) e zerando as demais.

Lema 4.2. Se um poset P tem a propriedade-1E, entdo (IFZ, dp) tem a propriedade I. Se um
poset P tem a propriedade-F'E, entao (Fg, dp) tem a propriedade It

Demonstracao: Seja P com a propriedade-IE e {e;;i = 1,--- ,n} a base canonica de [ Pelo
Teorema 4.1, dado T' € GLp(n), a aplicacdo ¢r : [n] — [n| dada por ¢r(i) = M((T(e;))), ¢ um
automorfismo de poset, onde M(.) é o conjunto dos elementos maximais do suporte do elemento

no argumento. Assim, se 7' € GLp(n) é tal que T'(z) = y, mostremos que ¢r((z)) = (y).

Tem-se que = = 3 i) Ti€s assim, y = T'(2) = 30000 @il (er).

Pela defini¢ao de ¢r e do fato que (supp(7'(e;))) é um ideal primo, segue que (supp(7'(e;))) =
(supp(eprn)). Assim y = T(x) = Y () T1Esr @), OU Seja supp(y) = ¢r(supp(z)), e
portanto, (y) = (¢r(z)) = ér((z)).

Entao ¢r é um automorfismo de poset que satisfaz ¢ ({(x)) = (y), assim, (x) ~ (y).

Suponha agora que (z) ~ (y). Como P tem a propriedade-IE, existe ¢ € Aut(P) tal que
o((x)) = (y). Seja Ty : Fy — Fy definida por Ty(z1, -+ ,2n) = (), -, Tom))- Segue do
Lema 4.1 que T;, € GLp(n).

Considere a matriz A, = (a;;) € GLp(n) tal que

ai; = x;'sei€ M(z);
a; = 1lseid¢ M(z);
a; = 0sei#j.

/

Dessa forma, A,x = (z/,--- ,2!) é tal que 2} = 1sei € M(z) e 2}

. = x; caso contrario.
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4.1 Propriedade de Extensao

Agora, considere a matriz B, = (b;;) € GLp(n) definida da seguinte maneira:
bij = 1lse:= ],
bij = —x;'sex;#0ej=max{ke M(x);i=<k};
b;; = 0 caso contrario.
Aqui, max ¢é relativo a ordem usual < dos ntimeros inteiros.

Considere T, := B, A,. Por construcao, B, A,x = Z. Segue dai que T = Ty*1 oTyoT, é uma
isometria linear que satisfaz T'(r) = y. Isso encerra a demonstracao de que (IFy,dp) possui a

propriedade I.
Para demonstrar a propriedade I+, basta considerar o poset dual PL. |
Segue agora a reciproca do lema acima.

Lema 4.3. Se (Fy,dp) tem a propriedade I, entdo P tem a propriedade-IE. Se (F7,dp) tem

a propriedade I+, entio P tem a propriedade-FE.

Demonstragao: Sejam I,J € Z(P) tais que I ~ J. Considere &, 7 vetores que estdo na sua
forma limpa e que (supp(z)) = I, (supp(y)) = J. Entéo tem-se que (supp(Z)) ~ (supp(7)).
Como (Fy, dp) possui a propriedade I, tem-se que existe uma isometria linear T' € GLp(n) tal

que T'(z) = g.

Tome ¢p : [n] — [n] dada por ¢ (i) = max{supp(7(e;))}, conforme definido no Teorema

4.1. Para mostrar que ¢7(I) = J, basta mostrar que ¢ (supp(z)) = supp(y).

Seja i € supp(Z), entao supp(7'(e;)) C supp(y). Segue que
¢r(i) = max{supp(T'(e;)) } € supp(y).

Considerando = >, o Tier, tem-se que § = T(Z) = > )., Ll '(er). Entao, para
todo i € supp(y), existe [ € supp(Z) tal que i € supp(7'(e;)). Mas supp(7'(e;)) C supp(y) e
i € supp(y), o que implica que ¢ é maximal em supp(7'(e;)), uma vez que, pela defini¢cdo de

forma limpa, é maximal em supp(y). Desta forma, ¢r(I) = max{supp(T'(e;))} = i.
Para demonstrar a propriedade-F E, basta considerar o poset dual P+, |

Proposicao 4.1. Um poset P tem a propriedade-I E se, e somente se (FZ, dp) tem a proprie-

dade I. P tem a propriedade-FE se, e somente se (FZ, dp) tem a propriedade It
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4.1 Propriedade de Extensao

Demonstracao: Segue imediatamente dos Lemas 4.2 e 4.3. |

Agora, apresentaremos alguns posets que possuem a propriedade-1 F

Exemplo 4.2. Espacos munidos de wma métrica hierdrquica possuem a propriedade I. De fato,

sabe-se que se P é um (n;ny,...,ny,) poset hierdrquico, entdo
GLp(n) ZU(P) x Aut(P),

onde Aut(P) = S, ®S,,®...®S,, com Sy, sendo o grupo das permutacoes sobre os elementos

de H,, e A € U(P) se, e somente se,

idny * * *
0 id * *
A= = ,
0 *
0 0 idn,,

e * podendo assumir qualquer valor.

Sejam x,y € Fy tais que wq, () = wa,(y). Considere v = x1+ ... +xp ey =y1 + ...+ Yn,
onde supp(z;),supp(y;) S Hi, isto é, estamos considerando a decomposicao de Fy induzida

pelos niveis de P.

Como P é um poset hierdrquico, temos que M (x) € H;,, M(y) € H,, paral,,l, € {1,...,h}.
Seque que l, = 1, = | uma vez que se l, < l,, necessariamente teriamos wq,(z) < wq,(y). Desta
forma, temos que wq,(x) = s;-1 + |supp(x;)| = si—1 + |supp(yi)| = wap(y). Logo |supp(z;)| =
[supp (y2)|.

Sejam T, T, € U(P) tais que T,(z) =7 e Ty(y) = § onde T e § sao as formas limpas de =
e y, respectivamente. Considere também S € S,, uma permutacao dos elementos de H; tal que

S(%) = §. Desta forma T, " 0 S o T, € GLp(n) € tal que T, 0 S o T,(x) = y.

Com isso, mostramos que se P é um poset hierdrquico, (Fy,dp) possui a propriedade I.
Portanto, pela Proposicao 4.1, posets hierdrquicos possuem a propriedade-IE. Como posets
anti-cadeia e cadeia sao casos particulares de posets hierdrquicos, seque que essas familias de

poset também gozam da propriedade de extensao de ideais.

Os posets arvore uni-raiz, regulares por nivel foram apresentados no Exemplo 4. Esse
exemplo serd retomado agora, porém de uma outra maneira, a fim de facilitar a demonstracao

de que esta classe também possui a propriedade-IE.
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4.1 Propriedade de Extensao

Definicao 4.5. Uma drvore uni-raiz, reqular por nivel é um poset definido da sequinte maneira:

Sejan=14+q +qqp+ -+ q@q...q. e considere o conjunto:

H={0}U{ese1 € Zy } U{ereri€ € Zy } U---U{ereg...en5 €5 € Zg, }.

Sejama=a;...a, eb="0y...0, € H a relagio de ordem parcial em H € dada por.

a =Xb se, e somente se, p<qea,=b,1=1,....p.

Neste caso, P = (H,=X) é uma (n;q1,G2,-..,qn—1) drvore uni-raiz, reqular por nivel.

Note primeiramente que P possui um unico elemento minimal (a palavra vazia), por isso
P € chamado de drvore uni-raiz. Note também que, dado a = ay ...a;—1 € H, l(a) =1, isto €,
a estd no i-ésimo nivel de P. Note que todo elemento do i-ésimo nivel possui exatamente q;.q
filhos. Por esta razao P € dito reqular por nivel (a reqularidade estd no nimero de filhos dos

elementos de cada nivel).

Proposicao 4.2. Arvores uni-raiz, requlares por nivel possuem a propriedade-1E.

Demonstragao: Sejam P = (H,=) uma &rvore regular por nivel de altura h. Dados a =
ar...ap,b=">by...b; € H com a < b tem-se b = alby.;---b,, onde z|y é a concatenagao de

palavras.

Seja I, J € Z(P) dois ideais isomorfos, e seja ¢ um isomorfismo tal que ¢(I) = J. Agora,
serd construida ¢* € Aut(P) tal que a restricao ¢*|; = ¢, ou seja, paratodoa € I, ¢*(a) = ¢(a).
Dado a € H\I, considere a cadeia da raiz até a. Esta cadeia é tnica e intersecta I porque
P possui um tinico elemento minimal. Seja a’ o tltimo vértice desta cadeia que pertence &
I (o “encontro” de a e I). Dai, al = 1° < b' < .. < p@-1@") = ¢ para alguns vértices
bl, o 7bl(a)fl(a1)71.

Note que cada vértice b!,] > 1 é obtido pela concatenacao de a’ com a sequéncia formada

por [ letras by, ..., b, onde b; € {0,1,...,qur)1; — 1}, =1,...,1.

Dado a € I, defina o conjunto de descendentes de a nao pertencentes a I:
N ={0<j<quay—1: alj ¢ I}.

(eventualmente, este conjunto pode ser vazio).
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4.2 Formato de um vetor

Uma vez que [ e J sao isomorfos e P ¢é regular por nivel, segue que
[Aa il = [Apaysl,  a €l

Assim, para cada a € I existe uma bijecao v, : {0,1,... @) — 1} = {0,1,. .., qig(a)) — 1}
tal que Ya(Aa,r) = Aga),s € 0(a)|7.(j) = ¢(aly) para j € {0,1,...,q) — 1}\Aaz. Em outras

palavras, 7, induz a mesma aplicacao que ¢ quando restrita aos filhos de a que estao em [.

Agora, defina o isomorfismo ¢* da seguinte maneira. Dado a = af biaty+1, - 5 bia) € H

defina ¢*(a) como
Qb* (CL) = ¢(a)|rytl(bl(a1)+l)7 bl(a1)+27 oo bl(a)-

Como 7, é uma bijecao e P é regular por nivel, ¢* é bem definida. Por construgao ¢* é uma

bijecao que preserva a ordem. Portanto, ¢* é um isomorfismo de ordem, que também satisfaz

1 = ¢. ]

4.2 Formato de um vetor

Como foi visto no Exemplo 4.2 nos espagos munidos de métricas anti-cadeia, cadeia e hierarquicas,
dois vetores tém o mesmo peso se, e somente se, eles estao na mesma Orbita das isometrias.
Neste contexto, o peso é um invariante numérico do vetor que caracteriza a érbita a qual ele

pertence. Toda funcao que tiver esta propriedade serd chamada de formato (shape) do vetor.

Definicao 4.6. Seja (IF;‘, P) um espago poset. Uma aplicagao s : [y — Z™ € dita uma aplicagao
formato ou shape se ela é constante em cada drbita dos elementos de GLp(n). Se s é uma

aplicag¢ao formato, s(x) é chamado de formato de .

Posets NRT também satisfazem a propriedade-I FE, mas a cardinalidade dos ideais nao é o

suficiente para determinar as érbitas dos isomorfismos, de fato, considere o seguinte exemplo.

Exemplo 4.3. Seja P = ([9], %) um poset NRT definido como a unido de 3 cadeias disjuntas
de comprimento 3. Tome também {3} e {1,4,7}. Assim (3) = {1,2,3},(1,4,7) = {1,4,7}, ou

seja, |(3)] = [(1,4,7)|, mas claramente (7) e (1,2,3) nao sao isomorfos.
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® ® ®
2 5 8
® ® ®
([ ] [ ] o
1 4 7

O formato de vetores sao conhecidos apenas para um pequeno ntimero de posets. Seguem

mais alguns exemplos de formatos.

Exemplo 4.4. Formato em posets hierdrquicos.

Seja x € (Fy,dp) com P um poset hierdrquico. Tome s(v) = wq,(v). Foi visto no Exemplo
4.2 que se v,y € By sdo tais que Wy, (7) = wa,(y), entdo existe T € GLp(n) tal que T'(v) =y,

logo wq, € um formato.

Lembrando que posets hierdrquicos sao uma generalizacao dos posets cadeia e anti cadeia,

seque que o peso também é um formato para essas duas familias.

Exemplo 4.5. Formato para posets NRT.([4])

Sejan = m.r e P uma unido disjunta de r cadeias de comprimento m e x € (]FZ, dp). Desta
forma, x € a concatenagao de r blocos de comprimento m cada, onde o suporte do i—ésimo

bloco estd contido na i-ésima componente de P. Assim, tem-se a sequinte expressao para x:

T = ($11,--~7$1m§$21,---7$2m§~~»$r1>-~,$rm)~

Desta maneira, o formato de x € definido como
shape(z) = e = (eg, €1, ..., €m),

onde eg =r— > " e eparai=1,...,m,e € a quantidade de blocos de x tais que a iltima
componente nao-nula € a i-ésima, contando a partir do comeco do bloco. Em outras palavras, se
r = (x1,...,2,), ondex; € 0i=¢ésimo bloco de x, entdo e; = |{z;; |(x;)| = i}|. Ou seja, e; conta

quantas componentes de x tém peso i. Entdo, a partir desta definicao de formato é imediato
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ver que se shape(z) = e = (eg, €1,...,€y), tem-se que wp(x) =D " ie;, mas a reciproca nao é

verdadeira, isto €, existem palavras com o mesmo peso e formatos diferentes.

Para mostrar que, de fato, esta funcao € um formato para posets NRT tome a decomposi¢ao
de Iy induzida pelas cadeias de P, isto €,
IFZ:]\FZ”@...@IF;”;

TV
r Vezes

Esta decomposicao de ¥y induz naturalmente uma decomposicao dos elementos, isto €, se
z € Ky, entao x pode ser escrito de forma dnica como v = x1 + ...+ x,, com x; € F' e,
com isso (supp(x)) = (supp(xy)) U...U (supp(z,)). Desta forma, (supp(z)) ~ (supp(y)) se, e
somente se (supp(x;)) ~ (supp(Yo(;))) onde o € uma permutacio em {1,...,r}. Como a métrica
NRT restrita a cada componente Fy' € exatamente a métrica cadeia, (supp(z;)) ~ (Supp(Yo(;)))
se, e somente se, as duas palavras tem a mesma altura. Entdo, se shape(x) = shape(y) es-

tes elementos tém a mesma quantidade de componentes com a mesma altura, dai seque que

(supp(x)) ~ (supp(y))-

A estrutura do grupo de isometrias sugere que os formatos sao determinados pelos ideais, e
nao pelos vetores. Este é o caso de todos os exemplos conhecidos. Em particular, se P possui a
propriedade-I E, entao o formato depende apenas das classes de ideais isomorfos no sentido que
shape(z) = shape(y) se, e somente se, (x) ~ (y). Usualmente, é dificil se determinar o formato,
e acreditamos que nao é possivel determinar uma expressao genérica para o formato. Ainda
mais, nos casos conhecidos o formato nao determina apenas as orbitas das isometrias, mas
também outras importantes invariantes, tais como, o peso do vetor e o raio de empacotamento

dos espacos uni-dimensionais gerados por ele.

4.2.1 Formato para Posets Arvore uni-raiz, Regulares por Nivel

Na Proposigao 4.1 foi mostrado que se P é um poset, entao o formato dos vetores em (FZ, dp)
¢ determinado por ideais, isto é, = e y estdo na mesma drbita de GLp(n) se, e somente se,

(x) ~ (y). Assim, as Orbitas sdo caracterizadas pelas classes de equivaléncia de ideais I.

Note que se P é uma arvore uni-raiz, regular por nivel, os ideais de P sao sub-arvores (nao

necessariamente regulares por nivel), e seus isomorfismos podem ser obtidos pela restri¢ao dos
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automorfismos de P. De fato, na Proposicao 4.2 foi mostrado que arvores regulares por nivel

tém a propriedade-1F.

O problema de isomorfismo de arvores é um assunto classico na ciéncia da computacao.
Encontramos na literatura ([22],[1]) indicagoes de como caracterizar as érbitas por isomorfismo
de subarvores, sem, no entanto, encontrar demonstragoes de que de fato essas caracterizagoes
sao validas. Nesta secao serd demonstrado que uma dessas maneiras de representar uma arvore
(ou sub-arvore) através de uma sequéncia numérica (conforme feito em [22]) caracteriza as
orbitas dos elementos de Fy por isometrias, o que pela Proposicao 4.1 significa que drvores que

forem representadas pela mesma sequéncia sao isomorfas.

Segundo [6], as as sub drvores imediatas de H sao as subarvores de ‘H que tém como raizes

os filhos da raiz de H. Para melhor compreensao desta definicao, considere o seguinte exemplo:

Exemplo 4.6. Seja H uma (27;2,3,1,2) drvore reqular por nivel. A raiz de H (representado
pelo nimero 1) tem exatamente dois filhos (¢ = 2). Assim H tem duas sub-drvores imediatas
Hy e Ho cujas raizes sao os filhos de 1 que sao representados por 2 e 3. Assim, Hy e Ha sao
as (12;3,1,2) drvores requlares por nivel Hy e Ha que tém como raizes 2 e 3, respectivamente,
1sto €, Hy € constituida pelos vértices 2,4,5,6,10,11,12,16,17,18,19,20,21 e Hy € constituida
por 3,7,8,9,13,14,15,22,23, 24, 25, 26, 27.

2 3

Figura 4.1: Diagrama de Hasse de uma (27;2,3,1,2) arvore regular por nivel.

Candidatos a formato em arvores uni-raiz, regulares por nivel

Antes de finalmente chegarmos a um formato em posets arvore uni-raiz, regular por nivel,

testamos uma série de candidatos. Com fim de registro, apresentaremos esses candidatos a
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16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27
10 11 12 13 14 15
) \51/6 ' \81/9
2 3
Figura 4.2: Diagrama de Hasse de H; Figura 4.3: Diagrama de Hasse de Hy

seguir, discutindo porque eles pareciam bons candidatos e porque eles nao sao funcoes formato,
lembrando que j& foi mostrado (Exemplo 4.3) que o peso, nem sempre é um formato. Nos
exemplos a seguir, nos referiremos ao formato de uma palavra como o formato do ideal gerado

pelo seu suporte.

Tentativa 1

Inspirado no formato em posets NRT, definimos s(I) =: (eq, €1, ..., €e,), onde ¢; é a quantidade

de elementos de I no i-ésimo nivel, ou seja
e; = [{z € I;1(z) = i},
onde [ é a fungao altura.

Tentativa 4.1. Duas sub-drvores sao isomorfas se, e somente se, elas tém a mesma altura e

a mesma quantidade de elementos em cada nivel.

Porém, esta conjectura se mostrou falsa. Segue um contra exemplo.

Exemplo 4.7. Seja P um (13;4,2) poset drvore uni-raiz, reqular por nivel representado pela
figura 4.4:

Em P considere I = (3,4,5,6,7) e J = (3,4,6,13) representados nas figuras 4.5 e 4.6,
respectivamente. s(I) = (1,4,2) = s(J), mas claramente nao sao sub-arvores isomorfas, umas
vez que em I existem dois elementos maiores que dois, enquanto em J nao existe nenhum

elemento no sequndo nivel que seja menor que dois elementos de J. .
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Figura 4.4: Diagrama de Hasse de um (13;4, 2) poset arvore regular por nivel.

Figura 4.5: Diagrama de Hasse de Figura 4.6: Diagrama de Hasse de
I=(3,4,5,6,7) J =(3,4,6,13)

Tentativa 2
Por que o exemplo anterior nao funcionou? Talvez porque nao levamos em consideragao o
espectro de graus de P.
Definicao 4.7. O espectro de graus de uma drvore € a sequéncia de inteiros nao megativos
{d;}jez+, onde d; é o nimero de vértices que tém j filhos.

Assim, fagamos uma nova tentativa.
Tentativa 4.2. Duas sub-drvores sao isomorfas se, e somente se, elas tém o mesmo espectro
de graus.

Esta tentativa também falhou. Vejamos porque.

Exemplo 4.8. Considere P um (11;2,2,1) poset drvore uni-raiz, reqular por nivel conforme
representado na figura 4.7 e tome 1,J € Z(C) dados por I = (4,5,10) e J = (5,6,8), represen-

tados nas figuras 4.8 e 4.9. Note que ambos possuem (3,2,2) como espectro de graus, porém
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nao sao isomorfos, uma vez que em J existe um elemento no sequndo nivel que é menor que 3

elementos de J e isso nao acontece em I

Figura 4.7: Diagrama de Hasse de um (11;2,2, 1) poset drvore regular por nivel.

10 8
4 5 6 4 5 6
2 3 2 3
1 1
Figura 4.8: Diagrama de Hasse de Figura 4.9: Diagrama de Hasse de
I =(4,510) J =(5,6,8)

Tentativa 3

A conjectura anterior parecia boa, porém, ela nao se preocupava em como se davam as rami-

ficagoes. Para tentar resolver esse problema, considere a seguinte tentativa:

Tentativa 4.3. Duas sub-drvores sao isomorfas se, e somente se, elas tém o mesmo espectro

de graus em cada nivel.

Essa conjectura, engloba os principais aspectos das duas anteriores: uma vez que ter espec-
tros de graus iguais em cada nivel necessariamente implica que teremos as mesmas quantidades
de elementos em cada nivel e obviamente, ter espectros de graus iguais em cada nivel também

implica que temos o mesmo espectro de graus.
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Infelizmente, essa tentativa também é falha.

Exemplo 4.9. Seja P um (31;2,2,2,2) poset drvore reqular por nivel como representado na
figura 4.10. Em P considere os ideais I = (4,5,14,31) e J = (5,7,9,16), representados nas
figuras 4.11 e 4.12, respectivamente. Em ambos os ideais temos os sequintes espectros de graus

em cada nivel:

Nivel | Espectro de graus
Primeiro (0,0,1)
Segundo (0,1,1)
Terceiro (2,0,1)

Quarto (1,1,0)
Quinto (1,0,0)

Entretanto, eles nao podem ser isomorfos, uma vez que em I o elemento 2 estd no sequndo
nivel e tem apenas dois elementos de I que sao maiores que ele, enquanto em J existem 1 ou

5 elementos maiores que os elementos do seqgundo nivel.

Figura 4.10: Diagrama de Hasse de um (31;2,2,2,2) poset arvore regular por nivel.

Formato em arvore uni-raiz, regular por nivel

Acabamos de ver uma série de candidatos a formato em arvores uni-raiz, regulares por nivel, mas
nenhum deles serviu. Apresentaremos agora uma funcao que, finalmente, cumpre as condi¢oes

para ser uma funcao formato em posets arvore uni-raiz, regular por nivel.
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Figura 4.11: Diagrama de Hasse de I = (4,5, 14, 31).

Figura 4.12: Diagrama de Hasse de J = (5,7,9, 16).

Definicao 4.8. [1] Dada uma drvore uni-raiz H. Definimos o string St(H) de H recursiva-

mente, por

e 10, se |[H| =1;

o 1St(Ho1))St(Ho(2))---St(Ho))0 se |H| > 1, onde H; € uma sub-drvore imediata de H,
St(H;) € o string de H; e o € uma permutacao em [p| tal que St(Hoy) > SU(Hor41))-

Strings sao palavras bindrias que também podem ser vistas como nimeros inteiros (por isso
podemos incluir a condicdo St(He(y) > St(Ho+1)) na Definigao 4.8). Note que o string é
definido para uma arvore uni-raiz qualquer, isto é, sua definicao nao se restringe as arvores
uni-raiz, regulares por nivel, no entanto, serd mostrado que o string funciona como um formato

para posets arvore uni-raiz, regular por nivel.
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A figura 4.13 ilustra o calculo do string de uma arvore uni-raiz.

1111010010100 110100 10 0

Figura 4.13: Calculo do string de uma arvore

Observacao 4.1. Note que o string determina a cardinalidade de H pois para cada né da
drvore sao introduzidos dois digitos ao string, um 0 e um 1. Assim, |H| é igual a metade do
comprimento do string ou igual a quantidade de 0’s ou tqual a quantidade de 1°s que aparecem

no string.

Observagao 4.2. A partir do string de H € possivel recuperar o string de suas sub-drvores
imediatas. Para tal, deve-se proceder da sequinte maneira: seja St(H) = 6109 - - - Ogpp|—102| ©

string de uma drvore, onde ¢; € {0.1}

(i) 61 =1 e dgp = 0;

(i) A partir de 09, conte a quantidade de 0's e 1's. Quando elas forem iguais, pare;
(i13) Sejaty € {3,--- ,2|H| — 1} o dltimo §; que entrou na contagem do item anterior;
(iv) St(Sy) =g+ dyy;

(v) Para obter o string da prozima sub drvore imediata, volte para o item (it) a partir de

5t1+1;

(vi) Pare quando 6, = dgpp—1, para algum p.

Para melhor compreensao deste processo, considere o sequinte exemplo:

67



4.2 Formato de um vetor

Exemplo 4.10. Seja H tal que St(H) = 11101001100100

(1) 91 =1 e by =0;
(1i) A partir de 02, a primeira vez que temos a mesma quantidade de 0's e 1's € em d7;
(23i) St(H,) = 110100 = 95 . .. d7;
(iv) A partir de ds, a primeira vez que temos a mesma quantidade de 0's e 1's é em dy1;
(v) St(Ha) = 1100 = ds. .. d11;

(vi) A partir de §12, a primeira vez que temos a mesma quantidade de 0's e 1's é em

013 = Ogppy|—1, ultima subdrvore;

(’UZ’L) St(H:;) = 1(512(5130.

Agora sera apresentada uma definicao de isomorfismo de arvores uni-raiz que é compativel
com a a ordem induzida por elas. Mais adiante (Proposicao 4.4) serd mostrado que o conceito
de isomorfismo de arvores uni-raiz e de isomorfismo de posets sao equivalentes para posets

arvore uni-raiz.

Definigao 4.9. [6] Seja T : Hy — Ha uma bijecao. Temos que T é um isomorfismo de drvores
UNI-TALZ SE:
o [Hi = [Ho| =1

Ou

o H; eHsy tém o mesmo numero de sub drvores imediatas e sendo Sy, - -+ ,S, as sub drvores

. . ! ! ~ . .
imediatas de Hy € Sy,--+, 5, as sub drvores imediatas de Ha, tem-se que:

(1) T(S;) = S;(Z.), onde o :{l,--- ,p} — {1,--- ,p} € uma permutagao;

(17) T|s, € isomorfismo de drvores uni-raiz para i =1,--- ,p

Agora mostraremos que duas arvores uni-raiz H; e Hy possuem o mesmo string se, e somente
se, elas sao isomorfas. Note que isso ainda nao é equivalente a mostrarmos que o string é um
formato. Para tal, seria necessario que H; e Hy fossem sub-arvores de uma arvore maior H e

que esse isomorfismo entre H; e Hy fosse uma restricao de um automorfismo de H.
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Proposicao 4.3. Sejam Hy e Ho duas drvores uni-raiz. St(H;) = St(Hz) se, e somente se,

existe T' : Hi1 — Ho um isomorfismo de drvores uni-raiz.

Demonstrag¢ao: Supondo que existe um isomorfismo de drvores uni-raiz T, tal que T'(H1) = Hs.

Assim, |H1| = |Hz| uma vez que T é uma bijecao.
Essa demonstragao serd feita por indugao em |H,|.
Se ‘Hly = ‘H2| = 1, entao St(Hl) = St(?‘[g) = 10.

Se [Hi| > 1, sejam Sy, ---, 5, as sub drvores imediatas de #H; e Si, e ,S; as de Ho. Por

defini¢ao de isomorfismo de arvores uni-raiz, p = g e T(S;) = Sa(i), onde ¢ é uma permutagao
em [p]. Assim, por hipdtese de indugao, St(S;) = St(S;(i)) e dessa forma St(H,) = St(Ha).

Suponha agora que St(H;) = St(Hs). Assim, pela observagao 4.1 |H;| = |Hz|. Faremos

novamente por indu¢ao em |H;|. Como de costume, se |H;| = |H2| = 1 ndo hé nada a ser feito.

Se |Hi| > 1, seja St(H1) = St(H2) = 15t(Ssq)) - - - St(Se(p))0 = 1St(S;(1)) -+ St(S) )0,
obtido da maneira apresentada na observacao 4.2, ou seja Sy,...,S, e 57, ..., S;, sao sub arvores
imediatas de H; e H, respectivamente e 0,7 sao permutacoes em [p] tais que St(Syuy) >
St(Syr+1)) € SES, () = SUS,, 1)) Assim, St(Ss;)) = St(S! ;) para i = 1,---,p. Como
|St(So(i))| = [St(S, ;)| < [Hal, por hipétese de indugao, Sy(i) e S ;) sao sub-drvores isomorfas

para todo i =1,--- ,p. Assim, H; e Hy sdo arvores isomorfas |

Definicao 4.10. Seja H um poset drvore uni-raiz, reqular por nivel e v € H. Denote por vH

a maior sub-drvore de H que tem v como raiz, isto €, vH = {y € H;v Sy} = (V).

Lema 4.4. T : Hy — Hy um isomorfismo de ordem e v € Hy. Entao T(vHy) = T(v)H,

Demonstragao: Se y € T(vHy), entdo, existe z € vH; tal que T'(2) = y. Sejav = xg < x1 -+ <
x, = z a (Unica) cadeia que liga v a z com x;;; sendo filho de z;, para todo ¢ = 1,--- ;7 — 1.
Como T é um isomorfismo de ordem, T'(v) = T'(zg) =X T'(x1) -+ X T(z,) = T(z) é a (lnica)
cadeia que liga T'(v) a T(z) = y com T(x;11) sendo filho de T'(z;), para todo i = 1,--+ ,r — 1.
Assim, T'(v) < y, o que implica que y € T'(v)Ho.

Seja y € T(v)Hq e sejam T'(v) = yo 2 y1 <X -+ 2y = y a (dnica) cadeia que liga T'(v) a
y com y;+1 sendo filho de y;, para todoi =1,--- ,7 — 1 o conjunto de arestas que unem 7'(v)

a y. T é uma bijecdo, entdo, para cada i = 1,--- ,r existe z; € H; tal que T'(x;) = y; e existe
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x € Hy tal que T'(z) = y, ou seja T'(v) = T(xy) = --- X T(z,) = T(z), entdo, por T ser um
isomorfismo de ordem, v < z; < --- <z, = x. Assim v < x, ou seja, r € vH1, que implica que
T(x) =y e T(vH1). [

O lema a seguir mostra que o resultado obtido no lema anterior é verdadeiro no caso de

isomorfismo de 4rvores uni-raiz.

Lema 4.5. Seja T : H1 — Ho um isomorfismo de drvores uni-raiz e v € Hy. Entao T(vH,) =
T(U)HQ

Demonstracao: Seja T : H1 — Ho um isomorfismo de arvores uni-raiz e v € H;. Pela definicao
de isomorfismo de arvores uni-raiz Tv é o elemento de Hs tal que se w € filho de v, entao existe
u filho de Tv tal que T(wH;) = uHs, pois wH; é uma sub-arvore imediata de vH; e uHs é

uma sub-arvore imediata de T'(v)Hs, isso implica que T'(vH;) C T'(v)Ha.

Note também, que nao existe u filho de T'v tal que nao exista w filho de v com T(wH;) =
uHsy, uma vez que 7'y, € isomorfismo de arvores uni-raiz, portanto, as sub-arvores imediatas

de T'(v)Hsy sdo imagens por T' de sub-arvores de vH;. Assim, temos que:
T(UHl) == T(U)Hg
|

Os lemas 4.4 e 4.5 mostram uma caracteristica compartilhada por isomorfismos de arvores
uni-raiz e os isomorfismos de ordem, isso sugere que existe alguma relacao entre esses dois tipos
distintos de isomorfismo. A Proposicao a seguir mostra que de fato, esses isomorfismos sao

equivalentes.

Proposicao 4.4. Seja T : Hi — Hs uma bijecao entre Hy e Ho. T € isomorfismo de ordem

se, e somente se, € isomorfismo de drvores uni-raiz.

Demonstracao: Suponha que T é um isomorfismo de arvores uni-raiz. Sejam x,y € H; tal que
x =2 y. Comegaremos assumindo que y ¢é filho de x. Pelo lema 4.5 temos que T'(xH,) = T'(z)Hs.
Como y ¢é filho de x segue que yH; é uma sub-arvore imediata de z7H;, assim, existe Hz uma
sub-arvore imediata de T'(xH;) = T(x)Hy tal que T(yHi) = Hsz. Mas se Hz é sub-arvore
imediata de T'(x)Hz, temos que Hz = zH,, onde z ¢ filho de T'(x). Mas novamente, pelo lema
4.5, temos que Hy = zHs = T(yH1) = T(y)He. Como T é uma bijecdo, z = T'(y), o que
implica que T'(y) é um filho de T'(x).
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Caso y nao seja um filho de =, considere a (dnica) cadeia x = xyg <27 J X9+ X T, =¥y
tal que x;;; é filho de ;. Assim, pelo caso anterior, temos que T'(x;11) é filho de T'(x;). Assim
temos T'(z) = T(xg) X T(z1) 2 T(x2) -+ X T(z,.) = T(y).

Isso mostra que todo isomorfismo de arvores uni-raiz também é um isomorfismo de ordem.
Suponha agora que T' é um isomorfismo de ordem. Se |H;| = |Hs| = 1, ndo ha nada a fazer.

Suponha agora que [H;| = [Hz| > 1. Sejam S, - - - , 5, as sub arvores imediatas de Hy, Sy -+, Sy
as sub arvore imediatas de Hs, « a raiz de Hy, «; araiz de S; parai = 1---,p, B a raiz de
Hs e fB; araiz de S] parai=1---,¢q, ou seja, o; ¢ filho de a parai =1,--- ,p e f; ¢ filho de
p parai=1,---q. Note que T(«r) = e como T é um isomorfismo de ordem, temos também
que 7' é uma bijecao entre os filhos de a e §. Assim, temos que p = ¢ e T(a;) = Bo(;), onde o

¢ uma permutagao em {1,--- , p}.

Precisamos agora mostrar que 7'|S; é um isomorfismo de arvores uni-raiz parai =1,--- ,p.

De fato, suponha que exista i tal que 7'|S; nao seja um isomorfismo de drvores uni-raiz.
T ¢é isomorfismo de ordem, em particular é injetor, portanto |S;| = |T(S;)|. Se T'|.S; néo é

um isomorfismo de arvores uni-raiz um dos seguintes fatos ocorre:

a) A quantidade de sub arvores imediatas de S; e de T'(.S;) s@o diferentes;
b) Existe U; sub arvore imediata de S; tal que T'(U;) nao é uma sub drvore imediata de T'(.S;);

c) Existe U; sub arvore imediata de .S; tal que T'|U; nao é isomorfismo de arvores.

Temos que a quantidade de sub-arvores imediatas ¢é igual ao niimero de filhos e como 7" é um
isomorfismo de ordem, (a) nao acontece. Pelo Lema 4.4, (b) ndo pode acontecer e se tivéssemos
(¢) darfamos um “loop” nas afirmagoes acima, e cada vez que uma sub &rvore passar por esse
“loop”, a cardinalidade da sub-arvore tal que a restrigao de 7' nao é um isomorfismo de arvores
uni-raiz diminui. E mais, em algum momento, esta sub-arvore terd cardinalidade 1 (quando

possuir apenas a raiz). Seja S; essa sub arvore tal que |S;| = 1. Quando isso acontecer, teremos,

TS| = 1.
Segue que T'|S; é um isomorfismo de drvores uni-raiz. |

Corolario 4.1. Sejam Hy e Ho drvores uni-raiz. Hy ~ Ha se, e somente se St(H1) = St(Hz).
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4.3 Operacoes em posets

Demonstracao: Da Proposicao 4.3, St(H;) = St(Hs2) se, e somente se existe T : Hy — Ha um
isomorfismos de arvores uni-raiz tal que T (H;) = Hs. Da Proposigao 4.4, T' é um isomorfismo

de ordem, portanto H; ~ Ho. [ |

Corolario 4.2. Seja H um poset drvore uni-raiz, reqular por nivel e Hy, Ho € Z(H).

Hy ~ Hy se, e somente se St(Hr) = St(Hy)

Demonstragao: Segue imediatamente do Corolério 4.1. |

Assim, encerramos esta se¢ao apresentando um formato para posets arvore uni-raiz, regular

por nivel .

Corolério 4.3. Seja P = ([n], X) um poset drvore uni-raiz, reqular por nivel. Dados x,y € Fy,

eziste T € GLp(n) tal que T'(x) =y se, e somente se, St((supp(z))) = St({(supp(y))).

Demonstragao: Seja P = ([n], <) um poset arvore uni-raiz, regular por nivel. Segue da Pro-
posicao 4.2 que P tem a propriedade-IE. Da Proposicao 4.1, isso é equivalente a (FZ, dp) ter
a propriedade I. Do Corolario 4.2, segue que St({(supp(z))) = St((supp(z))) se, e somente se

(supp()) ~ (supp(y))-

Como (F7,dp) tem a propriedade I, segue que (supp(z)) ~ (supp(y)) se, e somente se,
existe T' € GLp(n) tal que T'(x) = y. [

4.3 Operacgoes em posets

Existem intimeras maneiras de se obter novos posets a partir de outros posets. Além do poset
dual, também existe a soma e o produto direto e a soma e o produto ordinal [26]. J& s@o
conhecidas algumas familias de posets que gozam da propriedade de extensdo (hierdrquicos,
NRT e &rvore uni-raiz, regular por nivel). Nesta segao serd estudado quando o poset que
surge a partir de uma operacao entre dois posets que possuem a propriedade-I/E, herda esta
propriedade de seus geradores e, no caso de tal poset herdar a propriedade-IFE, se é possivel
estabelecer uma funcao formato para este novo poset em termos das fungoes formato dos posets

geradores.
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4.3 Operacoes em posets

Sejam P = ([n], <p) e Q([m], Z¢) posets com a propriedade-IE e suponha que shapep e

shapeg sejam fungoes formato de P e @ respectivamente.

Soma Ordinal

O poset P @ @ é definido em [m + n] da seguinte maneira. Dados i, j € [m + n],

i,j<nei=pjouy
i =g ] = i,j>ne(i—n) =g (j—n)ou
1<n < g
Ou seja, o diagrama de Hasse de P & @) é o diagrama de () desenhado sobre o diagrama de P

e ligando todos os elementos minimais de () a todos os elementos maximais de P.

Exemplo 4.11. Suponha que P = ([3], 2p) seja um (3;1,2) poset hierdrquico e Q@ = (4], 2¢)

um NRT de duas cadeias de altura 2. Assim, temos os sequintes diagramas de Hasse:

5 7 6 7
4
5
2 3 2 4 2 2 4
1 1 3 1 1 3

Figura 4.14: Diagramas de Hasse de P = ([3],2p),Q = ([4],=2¢),P & Q = ([7],=praq) €
Q @ P = ([7], Zgapr), respectivamente.

Observe que o poset hierdrquico é a soma ordinal de varios posets anti-cadeia (um para cada
nivel). Note também que é possivel construir posets auto-duais a partir de posets quaisquer.

Para tal, basta tomar P @ P+ para qualquer poset P.

Lema 4.6. Se P e @) satisfazem a propriedade-1E, entao P & Q) também satisfaz.
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4.3 Operacoes em posets

Demonstragao: Dado Y C [m + n], considere os seguintes conjuntos:
Y, = {ie[m+n]:ieY ei<n};
Y™ = {ie[m+n]:i>n};
Yoo = Y —n:={i—n:1€Y"}
Agora, seja I € Z(P @ Q). E imediato que I, € Z(Q), I,, € Z(P), e se I, # 0, entdo I, = [n).

Inversamente, dado I € Z(Q), I # (), segue que [n]U{i+n |i € I} é um ideal em P @ Q, e se

I € Z(P), entao (visto como um subconjunto de [m + n]) também é um elemento de Z(P @ Q).

Assuma agora que I, J € Z(P®(Q) e suponha que existe um isomorfismo de posets ¢ : [ — J.
Naturalmente, temos que ¢(I,,) = J, e p(I™) = J™.

Primeiramente, suponha que I,,, # 0 (logo J,, # 0), entao I, = J, = [n]. Note que I, e
Jm, Vistos como subconjuntos de [m] sdo ideais em () e a aplicac¢ao ¢ : I, = J, definida por
@(i) = ¢(i +n) —n é um isomorfismo de posets entre I, e J,,,. Como @ tem a propriedade-IE
existe £ € Aut(Q) tal que &(I,,) = J,,. Definamos a aplicacio ¢ : [m+mn] — [m+n] da seguinte

maneira;:

£(i—n)+n parai>n
1 para i < n.
Assim, ¢ € Aut(P & Q) e ¢(I) = J.
Agora, suponha que I,,, = J,, = (). Desta forma I = I, e J = J, sao ideais isomorfos em

[n] C [m + n]. Pela propriedade-IE de P, existe £ € Aut(P) tal que £(I,) = J,. Defina a
aplicacio ¢ : [m +n] — [m + n] da seguinte maneira:
- i fori>n
(i) =
() fori<n.
Segue que ¢ € Aut(P & Q) e ¢(I) = J. [
Para simplificar a notacao, o formato em P @ () serd denotado por shape,.
Proposicao 4.5. Seja [ € Z(P & Q). Entao a sequinte aplicagdo
0, shapep (I, se I, =10
ape 1) — | O-shever(in)
0

(LShapeQ([m)) se Im 7&
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4.3 Operacoes em posets

¢ uma funcao formato em P & Q).

Demonstragao: Sejam I, J € I(P @ Q) ideais, e suponha que shape (/) = shapeg(J). Supo-
nhamos inicialmente que I, # ), ou equivalentemente, que

shapeg (I) = (1,shapeg (/) = shapeg(J) = (1,shapeg(Jm)),
ou seja, shapeg(l,,) = shapeg(Jy,). Segue que existe ¢ um isomorfismo de posets tal que
&(Ln) = Jm. Uma vez que I, # (), temos que I,, = J,, = [n]; assim, [ = [n]UI™ e J = [n]UJ™.

Defina ¢ : [n 4+ m] — [n + m] da seguinte maneira:

- 1 set1<n
(i) =

o(i—n)+n sei>n.
Temos que ¢ é um isomorfismo de posets e que Q;(I) =J,isto é, I ~ J.

Agora, suponha que I,, = (). Desta forma, temos
(0,shapep(I,)) = (0,shapep(J,)) = shapep(I) = shapep(Jy,).

Assim, pela defini¢ao de formato, temos que existe ¢ : [n] — [n] um automorfismo de P tal que

¢(I,) = Jyn, Defina ¢ : I — J da seguinte maneira:

QB(@) _ ¢(z) se z <n
1 se i > n.

Com isso, temos que ¢ é um automorfismo do poset P @ Q tal que gE(I) =J.

Reciprocamente, vamos assumir que I ~ J. Assim, temos que I,, ~ J, e [ ~ J™. Suponha
que I, = (. Como I,, ~ J, e P possui a propriedade-I E temos que shapep(1,,) = shapep(J,),
e dai que

shapeg, (1) = (0,shapep(I,)) = (0,shapep(J,,)) = shapeg(J).
Supondo que I, # 0, entao
I=[nul™ J=[njuJ™
e que o isomorfismo ¢ : I — J leva I™ em J™. Segue que a aplicacao ¢ : I, — J,,, definida por
qg(z) = ¢(i+n) —n é um isomorfismo de posets em ). Temos que ) possui a propriedade—I'E,

assim, temos que shapeg(1,,) = shapeg(I,,), logo

shapeg, (1) = (1,shapeg(/,,)) = (1,shapeg(Jy,)) = shapeg,(J).
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4.3 Operacoes em posets

Soma Direta

Dados P e (), a soma direta entre eles resulta num poset P + ) cujo diagrama de Hasse
é simplesmente os diagramas de P e () um ao lado do outro. Para ser mais exato, dados

i,j € [n+m] temos

o i,j<nei=pjou
1 j+ i <~ y
i,j>mne(i—n)=q(j—n)
isto é, dois elementos s6 serao comparaveis se estiverem no mesmo poset gerador. Para ilustrar

esta relacao de ordem considere o seguinte exemplo:

Exemplo 4.12. Considere os mesmos posets apresentados no Exemplo 4.11. (P+Q, =) tem
a sequinte relagao de ordem: 1 <, 2;1 <, 3;4 <, 5e6 =<, 7.

2 3 5

N

1 4

P+Q=(7,2r+q)

Este poset nao necessariamente herda a propriedade-IE de P e (). Para comprovar tal fato,
considere P e @) posets que nao sejam isomorfos. Tome ¢ € [n] um elemento minimal em P
e j € [m] um minimal em @. Os conjuntos {i} e {j + n} claramente sao ideais isomorfos em

P + @, mas nao existe automorfismo de posets em P + () que leve um no outro.

No entanto, note que se P e () forem posets cadeia de mesma altura, possuindo portanto
a propriedade-IF, o poset P + ) é um poset NRT de duas cadeias. Logo, neste caso, P + @)
herda a propriedade.

Produto Ordinal

Dados dois posets P = ([n], <p) € Q = ([m], 2g), 0 poset P ® Q = ([n] x [m], <g) ¢ definido

pela seguinte relagao de ordem.

(i,§) 2o (,)) <= i=iej=qj"
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4.3 Operacoes em posets

Note que na construcao da relagao de ordem <y a relacao =<p nao influencia em absolu-
tamente nada. Assim P ® () é constituido de n copias de () onde os elementos s6 podem ser
comparaveis se estiverem na mesma copia de ). Com isso, o diagrama de Hasse de P ® () serd

n copias do diagrama de Hasse de () desconexas postas uma ao lado da outra.

No produto ordinal existem casos em que a propriedade-IE é herdada de P e () e casos em
que ela nao é herdada. De fato, Seja P = ([n], <p) um poset qualquer sobre r e ) um poset
cadeia sobre m. Como vimos anteriormente, P ® () sera uma uniao de cépias desconexas de
(@ formando assim um poset NRT sobre » = m.n e, como vimos no Exemplo 4.3, cédigos NRT
possuem a propriedade de extensao. Agora, para ilustrar um caso em que ela nao é herdada,

considere o seguinte exemplo:

Exemplo 4.13. Seja P um poset qualquer sobre {1,2} e Q um (3;2,1)—poset hierdrquico.
Entao, os conjuntos I = {(1,1),(1,2)} e J ={(1,1),(2,1)} sdo ideais isomorfos. Note também
que nao eziste ¢ € Aut(P ® Q) que leve I em J. De fato, (1,1) e (1,2) < (1,3). No entanto,
nao existe (x,y) € P® Q tal que (1,1) e (2,1) =g (z,y) uma vez que (1,1) =g (x,y) implica

que x = 1.

(1,3) (2,3)

NN

(1,1) (1,2) (2,1) (2,2)

P®Q =2 x[3],=e)
Produto Direto

Dados dois posets P = ([n], <p) e Q = ([m], =g), o poset P x Q = ([n] x [m], <x) é definido

pela seguinte relagao de ordem:

(Z,j) jx (i,,j/) < ij i/ ej jQ j/.

P x @) nao necessariamente herda a propriedade-/ E, como pode ser visto no seguinte exem-

plo:

Exemplo 4.14. Sejam P = ([2], <p) e Q = ([3], 2q) tais que P € um poset cadeia e ) é um
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4.3 Operacoes em posets

(3;1,2) poset hierdrquico. Desta forma, <y« € definido da seguinte forma:

(2,1) =x (2,2);(1,2) = (2,2);(1,2) =« (2,3); (1,3) =« (2,3).

Assim, os conjuntos I = {(1,1),(1,2)} e J = {(1,1),(2,1)} sdo ideais em P x @Q, e sao
isomorfos, mas nao existe ¢ € Aut(P x Q) tal que ¢p(I) = J. De fato, basta observar que (1,2)
¢ menor que dois elementos de P x Q ((2,2) e (2,3)) enquanto (2,1) sé é menor que um, a
saber, (2,2).

(2,2) (2,3)

(1,2)
(2,1 (1,3)
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CapPiTULO 5

Consideracoes Finais

Neste capitulo apresentamos algumas possibilidades de continuacao de estudos, a partir do que

foi feito neste trabalho.

Para os codigos em espagos com a métrica de Hamming, existe a forma sistematica. Em
[3] é apresentado uma forma canonica para os c6digos em espagos com a métrica cadeia. No
capitulo 3 deste trabalho generalizamos as duas representagoes apresentando uma maneira de
representar os codigos poset hierarquico. Essa representacao nos permitiu calcular facilmente
alguns importantes parametros desta familia de cédigos. Com isso, nos parece que estudar

formas de se representar outras familias de codigos poset pode render bons frutos.

Considerando os codigos sobre anéis, a falta de invertibilidade dos elementos do espago nao
nos permite realizar todas as operacoes que realizamos quando trabalhamos com cédigos em
espacos vetoriais definidos sobre corpos finitos. Por isso a transi¢ao de codigos sobre corpos fini-
tos para cddigos sobre anéis nao é tao simples. Em [16] e [19] encontramos uma representagoes
para codigos lineares sobre anéis, ambos os trabalhos consideram a métrica cadeia. Uma buscar
por representacoes para mais familias de codigos lineares sobre anéis pode apresentar resultados

muito interessantes.

No capitulo 4 definimos a propriedade de extensao de ideais (propriedade-1F), que diz que
um poset tem essa propriedade se, e somente se, todo isomorfismo entre seus ideais pode ser
estendido para uma automorfismo do poset. Também definimos a propriedade I que diz que

as drbitas das isometrias lineares de (I}, dp) sao determinadas por classes de equivaléncia, sob
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isomorfismo de ideais, no conjunto dos ideais de P, em outras palavras, temos que existe uma
isometria linear T € GLp(n) tal que T'(x) = y se, e somente se, (supp(x)) ~ (supp(y)). Em
seguida, mostramos que essas propriedades sao equivalentes e encontramos algumas familias
de poset que possuem estas propriedades, a saber, os hierarquicos, os NRT e os arvore com

regular por nivel. Seria interessante aumentar a lista de familias que possuem essa propriedade.

Ainda no capitulo 4 definimos o formato, uma funcao que caracteriza as Orbitas, sob as
isometrias do espago poset, porém, s6 conseguimos determinar essa funcao para algumas classes
particulares de espacos poset. Determinamos a fungao formato para espagos hierarquicos, N RT
e arvore com raiz, regular por nivel. Uma busca por fungoes formato para outras familias de

espacos poset nao deve ser negligenciada.

No final do capitulo 4 vimos que quando construimos posets a partir de operagoes sobre
outros poset, alguns destes novos posets herdam a propriedade-IE de seus geradores, quando
estes a possuem. Conseguimos mostrar que quando realizamos a soma ordinal sobre dois po-
sets que possuem a propriedade-IFE, esta propriedade herdada. No entanto, vimos que sob
determinadas condigoes, os posets que surgem da soma direta e do produto ordinal herdam a
propriedade-I E. Deve-se tentar determinar a existéncia de condicoes necessarias e suficientes

para que esta propriedade seja herdada nessas operacoes.

A busca por mais operacoes que preservem esta propriedade pode levar a uma forma de
decomposicao, similar a decomposicao de um numero inteiro como produto de poténcias de

nimeros primos, dos posets em elementos primais que possuam a propriedade-IE.
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