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Abstract

The mathematics curriculum of the Brazilian High School is currently very dense. As a result,
it is hard to explore alternative ways of teaching that allow the students to effectively participate
in lessons, instead of just listening to the teacher and taking notes. The old fashioned expositive
method, in general, does not encourage the interest of the students, especially in Mathematics,
considered as a villain by many, because of it is intrinsic difficult. In this work it is presented the
proposal of a project for the High School level. The problem of maximizing the area of quadri-
laterals with constant perimeter is approached, using essentially the content of Basic Education.
The starting point is a simple problem, present in most textbooks. The analysis is extended for
situations closer to reality, offering students the opportunity to use many concepts already stud-
ied, in an application of mathematics. The problems are treated algebraically and geometrically,
providing elements for the student to process information, anticipates possibilities, consider the
general case, exemplify specific situations, so that they might indeed understand the problems and
interpret the obtained solutions.

Keywords: quadratic function; area; perimeter; inequalities; optimal point; optimal value.

Resumo

O curriculo de Matematica do Ensino Médio esta atualmente muito denso e quase nao permite
ao professor explorar outros trabalhos que fujam das aulas expositivas, nas quais o papel do aluno
¢ o de apenas escutar, anotar e reproduzir. Esse esquema antiquado desperta pouco interesse
dos alunos pelas disciplinas, especialmente pela Matematica, tida por muitos como a vila, bas-
tante dificil de ser compreendida. Neste trabalho apresentamos uma proposta de projeto para ser
trabalhado no Ensino Médio. O problema de otimizacao da area de quadrilateros de perimetro
constante é abordado, utilizando essencialmente o contetido do Ensino Bésico. O ponto de partida
é um problema simples, presente na maioria dos livros-texto. A analise é ampliada gradativamente
por situagoes mais préximas da realidade, oferecendo ao aluno a oportunidade de utilizar diversos
conceitos estudados em uma aplicacdo da Matematica. Os problemas sdo abordados tanto de forma
algébrica quanto geométrica, oferecendo elementos para que o aluno processe informagoes, anteveja
possibilidades, analise o caso geral, exemplifique situagoes especificas e de fato possa compreender
os problemas e interpretar as solugoes obtidas.

Palavras-chave: funcao quadratica; area; perimetro; desigualdades; ponto 6timo; valor 6timo.
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Capitulo 1

Introducao

Nao é de hoje que o ensino de Matematica no Brasil estd ruim. E ruim porque? Os professores
sao despreparados? Os alunos desinteressados? O curriculo é muito denso? A forma de ensinar ja
esta ultrapassada? Muitas sdo as hipdteses para se explicar este fato, mas a verdade é que todas
elas juntas ocasionam a situacao atual do ensino de Matematica no pais. As aulas centradas no
professor, onde o aluno assiste e apenas absorve o conhecimento, sem tentar construi-lo de alguma
maneira, ¢ um dos fatores que pode desmotivar os alunos. Um aluno do Ensino Médio, entre 14 e
18 anos, gosta de desafios, de mostrar sua capacidade, de se exibir, seja em qualquer area. Entao,
porque nao proporcionarmos isto a ele? Este trabalho tem como proposta apresentar um tema
de projeto para ser realizado com alunos do Ensino Médio, abordando um problema classico da
area de otimizacao da Matematica Aplicada e introduzindo alguns conceitos e nogoes intuitivas do
calculo. Tivemos como ponto de partida o artigo [3] e o material disponivel em [11].

Este texto esta organizado da seguinte maneira. Inicialmente, por meio de relatos de experién-
cias pessoais, sao apresentadas algumas reflexdes sobre a importancia da aprendizagem significativa
para os alunos e a relagdo humana entre professor e aluno. O capitulo 2 aborda o classico problema
dos quadrilateros de perimetro constante, que é resolvido nos casos uni e bidimensional, utilizando
apenas contetudos previstos no Ensino Médio. Sao apresentadas tanto a resolugao algébrica quanto
a geométrica, proporcionando aos alunos meios para que eles sejam capazes de analisar as situa-
¢oes, antever possibilidades, ler os graficos, e de fato compreeender o problema e sua solucao.

1.1 Por que trabalhar com projetos?

Ha alguns anos realizava um trabalho pedagodgico em um parque de diversoes. A ideia era
transformar o parque em um grande laboratério. Alunos de todo o pais iam com suas escolas para
se divertir no parque. Porém, atrelado a isso, estava um projeto escolar, as vezes de Fisica, as
vezes de Biologia, outras vezes até interdisciplinar, chegando a contar também com a disciplina
de Artes. Antes do parque ser aberto ao publico os alunos eram recepcionados pela sua equipe
pedagbgica para terem uma “aula diferente”. Eram levados para algum brinquedo, por exemplo,
a montanha russa, e 14, o professor de Fisica, ou Biologia, lhes dava uma aula sobre velocidade,
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forca, energia, aceleragdo, ou, sobre fisiologia e medo, respectivamente. Ou ainda, eles eram
levados até o teatro e la, com mais centenas de alunos, participariam de uma aula com muitos
efeitos visuais e sonoros, algumas experiéncias e brincadeiras, todas elas feitas com o objetivo de
ensinar determinado conteiido. Por exemplo, apenas assistir, sem nenhum som, uma queda na
montanha russa, e mesmo assim gritar de medo. Por que isso acontece?

Uma aula com esses contetidos poderia ter acontecido na propria sala de aula, com seu proprio
professor. Porém, estando o aluno na frente do brinquedo, ele visualizaria toda a situagao, e mais
ainda, logo apés a explicacao teria a oportunidade de vivenciar tudo aquilo que o professor acabara
de explicar. Certamente, uma aula assim, ele dificilmente ird esquecer.

E claro que é impossivel rechearmos nossos hordrios com passeios, aulas diferentes, projetos,
mas, conseguimos, com certeza, conciliar e mesclar as aulas, fazendo com que os alunos passem
a ser mais atuantes durante as aulas, que eles também se sintam responsaveis pelo seu préprio
aprendizado.

Outro exemplo que gostaria de citar sao as cartas para tia Belarmina. Deixe-me explicar melhor.
Durante o primeiro ano de graduacao, um professor pedia para que escrevéssemos cartas para uma
suposta tia Belarmina explicando como tal exercicio era resolvido, ou como provavamos tal teorema.
Na época, confesso, nao entendia o real significado daquilo, mas com certeza, aquelas escritas me
ajudaram a desenvolver a linguagem matemaética utilizando a lingua portuguesa. Parece estranho
dizer isso, mas a Matematica nao se esgota por si s6 utilizando simbolos, precisamos escrevé-la
em palavras, e muito. Os alunos do ensino basico dificilmente tiveram uma experiéncia nesse
sentido, para eles Matematica é resolver contas e equagdes. Aquele livro de teoria que todos
recebem no comego do ano chega ao fim do ano letivo praticamente intacto. Apds relembrar
destas famosas cartas, e lendo o artigo [12], resolvi pedir o mesmo para meus préprios alunos.
Durante algumas semanas pedi para os alunos de uma determinada sala que escrevessem uma
carta para sua tia explicando determinado assunto de cada aula. Com isso, os alunos comegaram
a ler o livro didatico, tentar compreender as palavras que estavam ali e relaciona-las de fato com o
que estavam resolvendo nos exercicios. Eles poderiam escrever da maneira que quisessem, cartas
formais, informais, grandes, curtas, a Unica proibicao era, eles ndo podiam escrever féormulas e
simbolos matematicos, afinal, a tia Belarmina nao entendia nada daquilo. No comeco as férmulas
eram abundantes, era muito dificil explicar como calculdvamos a probabilidade de obtermos o
nimero 2 no langamento de um dado sem pensarmos em escrever a fra¢do 1/6, por exemplo.
Mas aos poucos, as cartas foram ficando mais narrativas, as explica¢oes cada vez melhores, os
exemplos usados para explicar determinado assunto eram cada vez mais diversos. Os alunos, sem
perceber, comecaram a entender de verdade o que significavam aquelas contas e equagdes que
estavam resolvendo, comecaram a “ler” e “escrever” matematica, e mais ainda, de uma forma bem
humorada e posso dizer até prazerosa, tamanha a dedicagdo que eles depositavam nos envelopes
entregues com as cartas.

Através dessas poucas experiéncias, pude perceber que fazendo os alunos participarem mais
ativamente, e com trabalhos diferentes daqueles que eles estao acostumados, podemos ter resultados
mais satisfatorios, para nés, professores, e para os alunos, que deixarao de ver a Matematica como
um monstro, como ¢ vista por muitos ainda hoje. O que queremos entao neste trabalho é introduzir
o calculo no Ensino Médio de uma maneira mais pratica, através de um problema que alguns sé
estudariam quando ingressassem na faculdade e outros, jamais veriam.



Capitulo 2

Otimizacao em problemas de perimetro
constante

2.1 Otimizacao no Ensino Médio

A otimizacao é uma das areas da Matematica Aplicada que mais pode despertar o gosto pela
Matematica nos nossos alunos. Os problemas sao sempre reais, envolventes, e que respondem
aquela tipica pergunta que com certeza todo professor ja enfrentou: onde vou usar isso na minha
vida? Os problemas de otimizacao tem como objetivo encontrar a melhor maneira de desempenhar
uma tarefa, por exemplo, poderiamos estar interessados em encontrar a maneira mais rapida, ou
até a mais lucrativa em desempenhar tal tarefa. Matematicamente, os problemas de otimizacao
visam determinar o maior ou menor valor de uma funcao em determinado dominio, e para isso
recorremos as ferramentas do calculo.

O problema a ser estudado ¢ uma variagao de um classico problema de otimizacao, conhecido
como problema isoperimétrico.

O problema isoperimétrico classico surgiu de uma lenda grega, conhecida como a Lenda de Dido.
A lenda conta que Dido, fugindo da Grécia apos o assassinato de seu marido pelo seu préprio irmao,
chega a Africa e é muito bem recebida pelos nativos. Ela pede que eles lhe concedam um pedaco
de terra para que possa plantar, construir moradia e sobreviver. Eles entao lhe entregam uma pele
de boi e dizem que ela poderia tomar a por¢ao de terra que pudesse conter naquela pele. Dido
entdo mandou cortar a pele em tiras finas e amarrou-as de tal maneira que formaram um fio bem
longo. Entao, com esse fio, delimitou uma area utilizando a beira do mar como um dos limitantes,
formando algo parecido com uma semicirfunferéncia. La entdo fundou a cidade de Cartago.

Essa histéria da mitologia grega, que ficou famosa na Eneida, de Virgilio [7, 14], deu origem ao
seguinte problema de otimizacao, conhecido como problema isoperimétrico classico:

Dentre as curvas simples, que sdo aquelas que nao se autointerceptam, e fechadas, que delimi-
tam uma regiao fechada no plano, qual é a que delimita a maior area possivel?

No problema de Dido, como ela usou a praia como um dos limitantes, temos que a maior area
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possivel foi dada pela semicircunferéncia, porém, se utilizarmos apenas um comprimento fixo L, a
maior area serd dada por uma circunferéncia de perimetro L.

Apesar de o termo isoperimétrico significar perimetro constante, quando falamos em problema
isoperiméltrico nos remetemos ao problema classico, tratado acima (ver também [9, 10]). Neste
trabalho, estudaremos outro tipo de problema de areas maximas utilizando perimetros constantes,
nas quais as curvas simples que abordaremos serdo sempre quadrilateros. Entao, para nao haver
confusdo com o termo isoperimétrico classico, ndo adotaremos esta nomenclatura em nosso pro-
blema em questao.

O nosso ponto de partida é cercar um canteiro de formato retangular com um pedaco de tela
de comprimento L, e o objetivo é determinar as dimensoes que o canteiro deve ter para que sua
area seja maxima.

Problemas deste tipo sao cada vez mais frequentes em livros didaticos para o Ensino Médio e
até mesmo para as séries finais do Ensino Fundamental, bem como em avaliagoes nacionais. Alguns
exemplos sdo apresentados nas Figuras 2.1, 2.2 e 2.3.

Mum centro poliesportivo, hd uma quadre de basquets e, prisimos dela,
putros peqUEncs Bparatos esportivos, como barra, banco de arela para saltos, ete.
Tendo recebide 200 metros de tela de alambrado, os diretores o centre pro-
curam saber quass devam ser as dimensfes do terreno a corcar com a tela, pam
que 8 “#rea” carcada soja @ mabor poss ivel.

* Modeio matemdlico

o - x

- n--n--1

Podemas ilustror o problemma pelo detenho, reprasentando par x uma das
muodidat ¢ por (100 = x) a outra,

Pela figura, temos:

Area do terreno & cercar = (100 — =lx

Cbeervamos que a drea do terreno a cercar & dada em funilo da medida x,
ou daja:

x| = {100 — x} = x = 100x — x? eu y=100x — ! | — lai da funcio

“Notamos que a lei da furgSo y = 100x — x' ou, eguivalantemente,
y = —x! 4+ 100x ¢ um polinémio do 2.0 grau em x. Daf, o nome de funcio
polinomial do 2.2 grau ou fungio quadrética.

Figura 2.1: Problema extraido de [5], p.105.
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No livro teérico, foi proposta uma pro- *
blematizagao relativa a uma praca de Nagoya. ‘ y
0 jardineiro responsavel por aquele belo jar- !
dim havia reservado um pedago de terra to- X ‘
talmente plana para produzir mudas com a
finalidade de estar sempre remodelando-o. a)
Desejando aproveitar um pedaco de terra li-
vre para produzir mudas de uma nova planta
exotica, faria um cercado para o novo can- b)
teiro e a forma seguiria o padrao de todos os
outros, que eram retangulares ja existentes
na propriedade. Vimos também que ele tinha
disponivel somente 24 m de tela a ser utiliza-
dos. Vamos agora usar uma problematizacao
um pouco diferente: suponha que o jardinei-
10 1esolva aproveitar um dos muros da pro- S - (x-2)
priedade como um dos lados do cercado, de
acordo com o desenho a seguir.

Pergunta-se:
quais sao as dimensdes do cercado para
que a area seja também a maior possivel?

Sera que dessa forma ele estara otimizan-
do ainda mais o espaco, ou sera que o fara
na situacao proposta no livro teérico?

E se agora a proposta fosse um pouco dife-
rente da anterior? Se 0 muro medisse 2 m, como
ficaria o cercado para que a area fosse maxima?

Figura 2.2: Problema extraido de [2], p.366-367.

Para o reflorestamento de uma drea, deve-se cercar
totalmente, com tela, os lados de um terreno, exceto o
lado margeado pelo rio. conforme a figura. Cada rolo de
tela que serd comprado para confeccio da cerca contém
48 metros de comprimento.

190 m

Rio

A quantidade minima de rolos que deve ser comprada
para cercar esse terreno é

a) 6. b) 7. c) 8. d) 11. e) 12.

Figura 2.3: Problema extraido de [4].
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Percebemos entao, que o problema de obter a area maxima de um terreno nas situagoes apre-
sentadas esta sempre relacionado com retangulos, que serd também o quadrilatero que usaremos
neste trabalho. Porém, podemos pensar em construir canteiros utilizando outros quadrilateros,
por exemplo, paralelogramos, losangos ou trapézios.

No caso de um paralelogramo, se tivermos um comprimento fixo L, a figura que teriamos que
maximizar seria tal que os dois pares de lados paralelos seriam iguais.

Considere um paralelogramo de lados de medidas = e y e altura h. Logo, temos 2z +2y = L. E
sabemos que a area desse paralelogramo é A = x.h, que é a mesma de um retangulo de comprimento
x e largura h.

Observe que podemos rearranjar o paralelogramo de tal forma que sua area é a mesma de um
retangulo de comprimento x e altura h. Logo, maximizar a area de um paralelogramo ¢ o mesmo
que maximizar a area de um retangulo.

X
» / —> o |

X

Figura 2.4: Paralelogramo(esq.) e retangulo(dir.) equivalentes(areas iguais)

Podemos pensar nesse problema visualmente. Considerando o paralelogramo com um perimetro
constante L podemos deformar o paralelogramo inicial considerado na Figura 2.4, mantendo-se a
base de comprimento x fixa, de tal forma que conseguimos sempre transforma-lo em um retangulo
de mesmo perimetro L. Conforme ilustrado na Figura 2.5, a medida que a altura A aumenta, a
area tambem aumenta, e atinge seu valor maximo quando h = y.

/

Figura 2.5: Deformacoes em um paralelogramo que preservam o perimetro.

No caso do losango, seu perimetro ¢ dado por 4x = L, em que x é o lado do losango. Chamando
de d e D suas diagonais menor e maior, respectivamente, queremos maximizar a area A = %. De
fato, conforme ilustra a Figura 2.6, podemos rearranjar o losango de maneira que ele se transforme
em um retangulo de comprimento % e altura d, e portanto de drea A = %.d.
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Figura 2.6: Rearranjo de um losango em um retangulo equivalente.

Entao, o losango de area maxima sera também um retangulo, e nesse caso, com lados con-
gruentes, ou seja, um quadrado! Podemos também pensar em deforma-lo, como fizemos com o
paralelogramo, e visualizar alguns quadrilateros desta sequéncia na Figura 2.7.

Figura 2.7: Deformacoes de um losango que preservam o perimetro.
No trapézio de perimetro constante L, a drea é dada por A = (z + y) %, onde x é a base menor,

y ¢ a base maior e h é sua altura. Podemos reconstrui-lo de maneira que formemos um retangulo,
conforme ilustrado na Figura 2.8.

X

Figura 2.8: Rearranjo de um trapézio em um retangulo equivalente.

Vamos ver, algebricamente, que as areas dos dois quadrilateros da Figura 2.8 sao iguais. Seja
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A’ a drea do retangulo, entao,

A’:<x+a;—b>h (2.1)

Comoy=a+b+x=— a+ b=y — x, entdo, substituindo,
I y—x / (l’—l—y) / h !
A:<x+2)h:>A:2h:>A:(x+y)2:>A:A (2.2)

Portanto, maximizar a area de um trapézio ¢ equivalente a maximizar a area de um retangulo.

Poderiamos ampliar esse estudo para um quadrilatero qualquer, mas pensando em uma aula no
Ensino Médio acreditamos que as demonstracoes "visuais'desses quatro principais quadrilateros sao
suficientes para concluir que nao perdemos generalidade ao trabalharmos apenas com retangulos
quando queremos maximizar uma area delimitada por um quadrilatero.

2.2 Nosso primeiro problema

Apresentaremos entao um problema de otimizagao que pode ser desenvolvido com alunos do
Ensino Médio para a introducao do cédlculo usando apenas ferramentas que um aluno desse nivel
possui. A ideia é que o aluno participe deste problema na sua construcao, nao apenas observando
o professor na lousa. Cada aluno pode ficar responsavel por uma etapa, ou por um caso, como
veremos mais para frente. Que ele construa os graficos, seja no computador, ou até mesmo a mao
livre. Que ele pense junto com o professor em todas as possibilidades de resolucao, e para isso, o
professor deve atuar como mediador e nao como comandante. Para auxiliar uma possivel reflexao
nesse sentido veja, por exemplo, [8].

Antes de desenvolver o problema propriamente dito, vamos elencar os principais topicos neces-
sarios para tal:

e Quadrilateros;

o Area;

Perimetro;

Funcgoes Quadraticas;

Funcgoes definidas por partes;

Desigualdades em R e R?;

e Regides Planas.

Vamos comegar com um problema simples, que poderia ser muito bem resolvido por alunos de
nono ano do Ensino Fundamental.

Temos um comprimento L fixo e desejamos construir um canteiro retangular com maior area
possivel e de perimetro L. O objetivo é encontrar as dimensoes desse retangulo.
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Considere x o comprimento do retangulo e y sua largura tais que x > 0 e y > 0, ja que
dimensoes negativas nao fazem sentido. Sabemos que o perimetro do retangulo é fixo, L. Logo,
2x + 2y = L. Esta é a primeira equacao importante do nosso problema.

Para calcularmos a drea méxima do retangulo precisamos lembrar que A(zx,y) = z.y, onde A
é a area do retangulo. Temos entao o seguinte problema:

maximizar A(z,y) =z -y
sujeitaa 2z +2y =1L (2.3)
x>0,y >0.

O problema (2.3) apresentado caracteriza um problema de otimizacdo, em que queremos maxi-
mizar uma funcao chamada funcao objetivo, sujeita a restrigoes nas duas variaveis envolvidas, no
caso, uma restricao de igualdade (perimetro constante) e uma de desigualdade (nao negatividade
das dimensoes do retangulo). Para conseguirmos resolvé-lo primeiramente vamos reduzir o niimero
de variaveis para transforma-lo em um problema unidimensional e simplificar nossa analise:

2:c+2y:L:>y:L_22I. (2.4)
Lembrando que y > 0,
Lo g > 23::>$§§:>0§x§§. (2.5)
Com isso, nossa fungao area sera
A(x):xL_zx:>A(x):w2L—x2. (2.6)

Note que a funcao area original, de duas variaveis, foi reduzida a uma funcao quadratica
de uma varidvel, no caso, x, que é o comprimento do retangulo. Além disso, a restricao do
perimetro constante fica embutida, delimitando a variagdo permitida para a varidvel z (conforme
desigualdades (2.5)). Entao, o novo problema unidimensional é

o xL
maximizar A (z) = — — 2

2 (2.7)
sujeitaa 0 <z < 3

Antes de resolvermos o problema propriamente dito, vamos destacar, a seguir, alguns aspectos
e propriedades das fun¢oes quadraticas de uma variavel.
No ensino Médio a funcao quadratica é apresentada da seguinte forma:

f:R—R f(x)=ar*+bx+c coma, b, cER, ea#0 (2.8)

Quando falamos de maximos e minimos as coordenadas sdo quase sempre “jogadas” ao aluno.
Vamos tentar mostrar o significado do ponto de méximo e do valor maximo, dando uma nogao
de derivada através da definicdo de tangente, e depois apresentamos as coordenadas do vértice.
A funcdo quadratica é representada graficamente por uma parabola. A parabola é uma curva
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continua. Intuitivamente, entende-se por funcao continua em um intervalo aquela “cujo grafico
nao se quebra. O grafico pode ser desenhado sem remover a caneta do papel.” (Stewart, p. 124).
Essa continuidade garante que a funcao sempre apresenta um valor maximo em um dado intervalo
fechado. Alguns exemplos sao apresentados nas Figuras 2.9 e 2.10.

Figura 2.9: Funcao descontinua: Funcao chao: f(x) = |x] (maior inteiro que é menor que ou igual
ax). Ex: |1.2] =1

1

Figura 2.10: Funcao f(x) = W, x #0e f(0) =0. Em qualquer intervalo [—a, a], esta funcao nao
x

possui valor maximo, devido a sua descontinuidade na origem.

A parabola tem uma propriedade especial que é a simetria. Cada um de seus pontos possui
um simétrico em relagao ao eixo vertical que passa por um ponto chamado de vértice. O vértice é
o ponto extremo da parabola, sendo maximo se a concavidade da parabola é voltada para baixo
e minimo caso contrario. Entao, se queremos descobrir qual é o maior valor de uma funcao
quadratica, basta encontrar o seu vértice.

Vamos agora ver como podemos calcular o vértice através das informacoes contidas no grafico
da Figura 2.11. Tomemos o ponto A (0, ¢) e seu simétrico B (xp, c) de tal forma que A e B sejam
distintos, ou seja, g # 0. Como os pontos A e B possuem a mesma ordenada, ¢, podemos escrever

ar’ +br+c=c= ar’+br=0= alar+b)=0= x =0, (2.9)

que corresponde a abcissa do ponto A, ou x = _Tb, abcissa do ponto B.
O ponto médio do segmento AB possui abscissa x,, logo,

ra+2Ip 0+_—b —b
A T T — 2.10
T 5 T 5 = T 5 ( )
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p YV

Af0,c)

Figura 2.11: Gréfico da fungao quadrética f(z) = ax® + bx + ¢, com destaque para o eixo de
simetria, vértice, intercepto no eixo das ordenadas (0, ¢) e seu simétrico.

Substituindo x, na equagao da parabola temos:

2 4 bry + o= 0 2+b — | +e= ULATIR (2.11)
y = AT Ty + C ,=a | — — c = — — —+¢ ,
Y v y 2a 2a Y 4a?  2a
b? — 2b + dac —b? + dac b? — dac
o ~ oy a o, = [ faec) 2.12
Y 4a Y 4a Y 4a ( )

Vale ressaltar que A = b —4ac é chamado de discriminante da funcao, logo, também podemos

escrever y, = — . Entao, para calcularmos o valor maximo de uma funcdo quadratica basta
a

calcularmos o seu vértice
b b —4dac

V= (o) = (—%,—T) | (213)

Intuitivamente, uma reta tangente a uma curva ¢é aquela que melhor a aproxima em uma
vizinhanga de um ponto, denominado ponto de tangéncia. Localmente, em torno do ponto de
tangéncia a curva e a reta tangente se "confundem'. Perceba que a reta pode interceptar a curva
em mais pontos, mas naquela vizinhanca o ponto de tangéncia geralmente é tinico, e também, uma
reta pode ter um ponto comum com a curva e nao ser tangente a ela. Observe a Figura 2.12:
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A reta possui dois pontos em

A reta possui um ponto

P P comum com a curva, mas nesta
€M comum com a curva . .
& ndo & tangente a ela. vizinhanga o ponto comum &

unico € a reta e tangente.

Figura 2.12: Reta tangente a uma curva em determinada vizinhanca.

Figura 2.13: Paradbola e familia de retas tangentes associadas.

Podemos observar na Figura 2.13 que a pardbola (curva em questao) possui, em cada um de
seus pontos, uma tnica reta tangente. A inclinacio dessa reta tangente damos o nome de derivada
da curva no ponto. Inclinacao da reta nada mais é que o coeficiente angular dessa reta. Ora, mas
se estamos falando do vértice da parabola, a reta tangente a esse ponto ¢é horizontal, ou seja, tem
inclinagao nula. Logo, a derivada da funcao quadratica no ponto (z,, y,) ¢ zero. Essa é a nogao
intuitiva de derivada, deixamos ao cargo do professor introduzir ou nao o conceito de derivada com
seus alunos, e como sugestao os livros [1], [13] e [6].

Retomemos agora a resolu¢ao do problema (2.3). A fungdo quadrética obtida em (2.6) é tal
que a = —1, b= % e ¢ = 0. Note que aqui o que chamamos de ¥, ¢ na verdade a drea maxima,
sendo y o valor da altura do retdngulo. Substituindo nas expressdes das coordenadas do vértice
temos:

Nlie

= N (2.14)
Ty = 2 (=1) T = 7 :
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| J

|

| "

*~—¢

|
T N(eo)

— - ———— — —
——— e —— —— — — — =

Figura 2.14: Parabola e reta tangente a ela no vértice.

L—2% L-% L (2.15)
2 YT YT
Logo, as dimensoes do retangulo 6timo sao © = y = %, ou seja, ¢ um quadrado, e sua area
maxima sera

y:

LL [? L?  L? L?

Amax:____ Ama:c:___ Amax:_~ 2.16
12 e s 16 16 (2.16)

Observagao: Chamamos ponto étimo aquele que maximiza (ou minimiza) a fungao objetivo do
problema, e usaremos a seguinte notacao, x, ¥.

Vamos ilustrar esse problema com um exemplo numérico. Considere L = 6. Nosso problema
fica

TR A(x) =32 — 2
maximizar () =3z —x (2.17)
sujeitaa 0 <z < 3.
. 9 L
Resolvendo algebricamente encontramos x, = = = ¥, € A4 = —. Porém, é importante agora

entendermos como resolveremos o problema graficamente. Observe na Figura 2.15 que no eixo y
temos a area y = A(x). Ou seja, o valor y dado no grafico nao é y da altura do retangulo original.
A regiao azul corresponde a restricao 0 < z < 3 e o ponto V é o vértice da parabola, ou seja, o
ponto onde a drea ¢ maxima (ponto 6timo). Utilizamos o software Geogebra ! para construir os
graficos do problema.

thttp://www.geogebra.org
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- Desigualdade 3_‘
@ a:r0<x<3
= Fungio v
e @ f(x):3x—x2 21
= Ponto
w8 V={1.5, 2.25)

14

A 1 2 4 5 [ 7

Figura 2.15: Resolucao grafica do problema (2.17) para L = 6 utilizando o software Geogebra.

Com esta resolugao do problema simples de otimizagao podemos propor aos alunos uma vari-
acao. E se quisermos construir o canteiro aproveitando uma parede? Quais seriam as dimensoes

do retangulo de maior area?

Figura 2.16: Canteiro aproveitando uma parede longa.

Se tivermos uma parede suficientemente longa, como na Figura 2.16 acima, nosso novo problema

seria:
maximizar A(z,y) =z -y

sujeitaa = +2y =1L (2.18)
x>0,y >0.

A restricao de igualdade permite escrever o problema em uma tnica variavel,

x+2y:L:y:L;x. (2.19)
Como y > 0,
L= 01> s m0<a< L (2.20)
E a funcao area sera
A(x):xL_xiA(x)z%—x—Q. (2.21)
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Temos portanto o problema reduzido

—~

maximizar A (z

sujeitaa 0 <

Calculando o ponto que maximiza a funcao area pelas relagoes encontradas em (2.13),

Ty = %L :>ZE—L
T2 (F) ©o2
e
L-% L
Yo = 9 :yv:Z-
As dimensoes 6timas serao T = é ey = % e a area maxima ¢
2
L
rr (%) I %
Amaw:___—:>Amax:___:>Amax:_
22 2 4 8 8

Exemplificando, quando L = 6, temos a seguinte situacao:

I‘2

maximizar A (z) =3z — 5
sujeitaa 0 <z < 6,

15

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

3 9
e as dimensoes 6timas sao T =3 e y = 3 sendo a area maxima A,,,, = 7" A Figura 2.17 ilustra

a fungao objetivo do problema unidimensional (2.26), com destaque para o ponto 6timo.

- Desigualdade ol
@ a:0<x<6
= Funcdo
x2 54
2 f(x) = 3x 2
= Ponto
=l M=(3,4.5) 4

Figura 2.17: Resolugao grafica do problema (2.26) para L = 6 utilizando o software Geogebra.
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Na situagao anterior consideramos de imediato que a parede era mais longa que o comprimento
do retangulo. Porém, podemos ter uma situacao em que a parede ¢ mais curta que o comprimento

do retangulo. Quais serao entao as dimensoes do retangulo 6timo?

b

Figura 2.18: Canteiro aproveitando uma parede curta.

Neste caso, temos que considerar o parametro b, que ¢ o comprimento da parede. Entao, nosso

problema ¢é definido por
maximizar A(z,y) =z-y
sujeitaa 2rx —b+2y =1L

x>0,y >0.
Da restricao de igualdade temos
L—2r+0b
Yy = 9 .
Como y > 0,
L—2x+b L+b

2

e a funcao area sera

A(x)—x[/_%mﬁA(x)—%—xQ—l—%bﬁA(x)

O problema reduzido é dado por:

maximizar A(x) = —2? + Lt bx
sujeitaa 0 <z < L?—H)
Calculando = que maximiza a funcao area,
—L—b L+b

L+b

L+b
—X.
2

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)
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Como = = estd dentro do intervalo 0 < z < , ele é o valor 6timo. A ordenada
correspondente ¢é
L+b
i=-0 (2.33)

2
b L+b
Entao o retangulo 6timo ¢ um quadrado de lado e area maxima <T+> .

Como os dois problemas apresentados sao na verdade particulariza¢oes de um mesmo, podemos
escrevé-los usando uma tnica fungao objetivo, definida por partes:

—x(LQ—.r)7 0<z<b
A(z) = 2.34
(=9 2= 204 b) b Ltb (2:34)
T hErs

Alguns questionamentos agora sao pertinentes, tais como: De que maneira o valor de b interfere
no ponto e no valor maximo desta funcao? De que modo b interfere para que a solugao seja

determinada pela primeira ou pela segunda expressao da definicao (2.34)7

L+b
Se tivermos uma parede curta, a solugdo computada em (2.32)-(2.33), = = T+ = 7, se

. - . . " L+b
aplicara desde que o tamanho da parede nao ultrapasse a dimensao do quadrado 6timo: b < 1

L
0useja,4b§L+b:>3b§L:>b§§.
L

: - _ L L
Agora, se tivermos uma parede longa, a solucdo r = — e §j = 75 aplicara se b > 5

Finalmente, se £ <b< £ vamos denominar como caso da parede média, e as dimensoes
Otimas serao * = b e y = L — b, caso em que toda a parede ¢ aproveitada.

Esquematicamente, temos tres casos: (a) parede curta (Figuras 2.19-2.20) ; (b) parede longa
(Figuras 2.21-2.22) e (c) parede média (Figuras 2.23-2.24).

b
L+b L+b
4 4
L+b
4
Figura 2.19: b < % e o ponto 6timo é (%, %)
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Y

<
~ .
et BEEN
o
It

Figura 2.20: Gréfico da fun¢ao A(z) dada em (2.34) com destaque para as fungoes quadréticas

L
que definem cada trecho, no caso, b < , ou seja, b < 3 (parede curta).

L4 L4

L
92

|~

).

Figura 2.21: b > % e o ponto 6timo é (
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-

Figura 2.22: Gréfico da funcao A(z) dada em (2.34) com destaque para as fungoes quadraticas
L

que definem cada trecho, no caso, b > 5 (parede longa).

L-b L-b
2 2

b

Figura 2.23: % <b< é e o ponto 6timo é (b, %)
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~
+

o

P

It

Figura 2.24: Grafico da funcao A(x) dada em (2.34) com destaque para as fungdes quadréticas

b L L L
que definem cada trecho, no caso, 1 <b< 5 ou seja, 3 <b< 3 (parede média).

umas das parabolas

A
S
IN

Percebemos, pelo grafico da Figura 2.24, que no intervalo

AN
| o |~

decresce e a outra cresce, por isso concluimos que b é 6timo para 3 <b

2.no

Podemos observar a transicao dos valores 6timos dependendo do valor do parametro b com o

auxilio da Figura 2.25:

Otimo

Otimo

T O T

b) <)

a)

Figura 2.25: a) Fungao definida para o caso da parede curta; b) Fungao definida para o caso da
parede média; ¢) Fungao definida para o caso da parede longa.

Vamos agora ver um exemplo numérico que ilustra cada uma das situagoes acima. Considere
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L =120, a funcao area é dada por:

x(12(;—:€)’ 0<z<b
A(z) = 2.
(@)=Y 220 - 20 +0) b 12040 (2.:35)
2 V= t=Ty

Vamos variar os valores de b para obtermos os trés casos vistos acima, parede curta, média e
longa. Para o caso da parede curta, tomemos b = 30. Temos entao:

2

x
- — <z <
Alz) = 60z 5 0<2<30 (2.36)

75x — 2%, 30 < x <75,

As dimensoes étimas neste caso sdo & = y = 37.5 e a drea maxima do canteiro A(z) = 1406.25.
Observe a Figura 2.26, na qual o grafico da fungao é apresentado. Note que o ponto 6timo ocorre
em um trecho da parabola com tangente horizontal. Chamamos tal solugao de suave.

= Fungdo
XZ 00
-Z 460
Af(x):{ g o
17)(21»?5:(
2
Jg(x):—’;+ﬁﬂx

3 h(x) = —x*475x o] e
= Ponto - ~

3 b=(30,1350) - ~

3 Otimo = (37.5, 1406.25) oo - .

P ~
s Otima
hoo b A

00 K \
e i N
o]

o N

] b

Figura 2.26: Grafico da funcao A(z) dada em (2.36) para L = 120 e b = 30, caracterizando o caso
da parede curta.

Para o caso da parede longa, tomemos b = 70. Temos entao:

2

x
= <z<
Alz) = 60x 5 0<z<70 (2.37)

95x — 22, 70 <z < 95.

As dimensoes étimas neste caso sdo = = 60 e y = 30 e a drea maxima do canteiro A(z) = 1800.
Observe a Figura 2.27, na qual o grafico da fungao ¢é apresentado, com uma solugao também suave.
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= Fungdo
[-%

@ H) =4 T g e

—x*+95x
5

2 glx) = = +00x

e o §
©@ h(z) = —x*+95x 1801 v - Sob
= Ponto o ~
3 b= (70,1750) s >
4 Otimo = (60, 1800} 1800] ~

1000

00

0 N

v [ A

Figura 2.27: Gréfico da fun¢ao A(z) dada em (2.37) para L = 120 e b = 70, caracterizando o caso
da parede longa.

Para o caso da parede média, tomemos b = 50. Temos entao:

2

x
- — <z <
Alz) = 60z 5 0 <z <50 (2.38)

85x — 22, 50 < x < 85.

As dimensoes 6timas neste caso sdo & = 50 e ¥ = 35 e a drea maxima do canteiro A(Z) = 1750.
Observe a Figura 2.28, na qual o grafico da fungao é apresentado. Neste caso, o ponto maximo
ocorre na juncao de dois trechos da fungao, de maneira continua, porém ndo suave.

= Funglo

2
¥
X 160
@ flx) = G B

—x?4g5x | et mes T T T T
x ~
5 gl) = -5 +60x B ~
8(x) s+ < - ~
3 h(x) = —x2+85x
= Ponto
5 Otimo = (50, 1750)

0]

Figura 2.28: Grafico da funcao A(z) dada em (2.38) para L = 120 e b = 50, caracterizando o caso
da parede média.
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2.3 Nosso segundo problema

Uma vez concluida a andalise do problema com uma parede, podemos ir mais longe e pensarmos
em situagoes mais complexas. E se aproveitassemos duas paredes? E se essas paredes forem mais
curtas que as possiveis dimensoes do retangulo? E se apenas uma for mais curta? Vamos analisar
a seguir algumas dessas possibilidades. Temos quatro configuracoes ilustrativas para esta nova
situacao, representadas na Figura 2.29, em que manteremos a notacao b para o comprimento da
parede na dimensao horizontal e introduzimos o parametro ¢, para denotar o comprimento da
parede vertical.

. @ . 3
. &

y

c

Figura 2.29: Algumas configuragoes possiveis quando aproveitamos duas paredes.

Se classificarmos cada caso de acordo com o tamanho de cada parede, curta, média ou longa,
terlfamos uma combinacao desses trés tipos nos dois sentidos, ou seja, 3 X 3 = 9 combinacoes
possiveis de tamanhos. Porém, a atribuicao das dimensoes para b e para c é arbitraria, o que nos
da 3 repeticoes por simetria, longa-média e média-longa; longa-curta e curta-longa; média-curta e
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curta-média, por isso das 9 acabam ficando apenas 6 configuracoes distintas. Sao elas longa-longa,
longa-média, longa-curta, média-média, média-curta e curta-curta.

Antes de iniciarmos nosso estudo para duas paredes, vamos voltar um pouco para o problema
com uma parede. Podemos perceber que a variabilidade do comprimento da parede poderia ter
sido embutida no problema original através da relagao

x —b, x>0b (parede média/curta)
max {0,z — b} = { (2.39)

0, x < b (parede longa).

Entao, a restricao de perimetro do problema pode ser escrita como:

L —x—max {0,z — b}

x4+ max {0,z — b} +2y = L, de onde concluimos que y =

2
e a drea é
.A(a:,y):x~y:>A(a:):x~L_x_me;x{o’x_b},
pois
(L—x), x<b

Ax) = (2.40)

(L—2x+b), >0

NN

Note que a funcao area acima é a mesma que (2.34).

Agora, com duas paredes, teremos que ampliar a restricao do perimetro, pois ha um segundo
parametro, que denotamos por ¢, que representa o tamanho da parede na vertical. Entao, a nova
restricao é

r+max {0,z — b} + y + max {0,y — ¢} = L.

Para eliminarmos a variavel y precisamos considerar duas possibilidades:

max {0,y — ¢} = { . y<el) (2.41)

y—oc, y>c (i)
Em i) a restrigdo ¢ L = v+ max {0,z —b} +y+0< y =L — 2z —max {0,z — b}.

Em ii) a nova restricio serd L = =z 4+ max{0,z—b} + y + y — ¢, ou seja,
L+c—x—max{0,z — b}
Y= 5 .

Agora, precisamos acrescentar a condigao (2.39), que diz respeito ao pardametro b. Logo, ha
quatro trechos para definirmos a funcao area:
i) y < ¢, parede longa em y:

y=L—x,sey<cex<bouy=L+b—2x, sey<cexz>D

Entao, a fungao area neste caso sera dada por:

Ar) =

{az(L—a:), r < b (Longa em x)
(2.42)

z(L—2x+0b), x>b(Média/curta em x).
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ii) y > ¢, parede média/curta em y:

L — L+b -2
:+§x,y20ex<bouy: i ZC x,yzcexzb.
A funcao area neste caso serd dada por:
x
§(L+c—x), r < b (Longa em z)
Az) = (2.43)

g (L—2x+b+c), x>0b(Média/curta em x)
Temos portanto os quatro trechos:
1) Aj(x) =z (L—2x),sex<bey=L—x<c

2) Ag(z) =x(L+b—2z),sex >bey=L+b—2x <

L+c—
3)Ag(x)zg(L+c—x),sex<bey:Jr;xZC;

L+b -2
4) Ay(r) =5 (L+b+c—2z),sex >bey= + —;c Izc.

Vamos analisar agora os dominios em cada trecho. Como todas as dimensoes e as areas sao
nao negativas, temos:
)z>0,L—2>0=0<z<L,masx <b= a2 <min{b, L}. Agora, L—zx<c=L—c<u.
Mas x > 0, logo, max {0, L — ¢} <z <min{b, L}.

L+ L+b

2):1020,L+b—2:p20:0§x§TmastbibSmgT. Agora,
L+b— L+b— L+b
L+b—2:p<c:>+26<:13.L0g0,max{b,+26}§x§;_.

L _
3)x>0,L+c—x>0=0<zx<L+c Agora,~|—§:B20:>L—|—c—x220:>[/—02x,e
como x < b segue que, 0 <z < min{b, L —c}.

L+0b L+b -2
4)x20,L+b+c—2x202>0§x§+2+C. Agora, +—;C xzc:>
L+0b— L+b—
L—I—b+c—2x220:>L—|—b—022x:>x§+26. ComonOtemosquebeSy.

Temos, portanto, a seguinte funcao area, definida por partes:
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(L — x), max{0, L — ¢} <z < min{b, L},

x(L +b—2x), max{b, L—l—Tb—c} <z< LT—H),
Ale) = g(L—kc—x), 0 <z <min{b, L — ¢},

g(L+b+c—2x), bSﬂCSLJF—b_C'

Conforme veremos na analise, trata-se de uma funcao continua, definida de maneira genérica
com quatro trechos. No entanto, dependendo dos valores dos parametros b e ¢, um, dois ou trés
dos trechos deixam de atuar. Consequentemente, o ponto de maximo e o valor maximo da fungao
area dependem da tripla (b, ¢, L).

O préximo passo ¢ analisar o problema de maximizagao para os quatro trechos, assim como
fizemos no problema com uma parede. Faremos entdo a andlise detalhada para o primeiro e o
segundo trechos, e os trechos Az e A, serao apresentados mais resumidamente.

Nestes casos, como os valores de b e ¢ sao parametros pré-definidos do problema, vamos analisar
e estabelecer as possiveis solugoes do problema geral em um plano b X ¢, de apoio para a anélise,
onde os pontos desse plano nos darao as combinagoes possiveis de tamanhos para b e ¢, originando
paredes curtas, médias ou longas. Se tivéssemos um problema onde os tamanhos das duas paredes
nao interferissem no ponto 6timo, a Figura 2.30 abaixo ja nos daria todas as configuracoes de
possiveis solugoes do problema, porém, os tamanhos das paredes influenciam nos possiveis pontos
6timos, logo, a divisao das regioes do plano b x ¢ final nao sera exatamente essa.

curta

3 (W]

T T T
curta média longa

L
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Figura 2.30: Configuragoes possiveis de acordo com a relagao entre L e os valores dos parametros
beec.

E importante ressaltar, que para esta etapa, precisamos recuperar ou introduzir aos alunos a
noc¢ao de inequagoes no plano, que sera fundamental para o acompanhamento e a compreensao da
analise.
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2.3.1 Analise do primeiro trecho

Consideremos o seguinte problema:

(2.44)

maximizar A (x) =z (L — )
sujeita a max {0,L — ¢} <z <min{b, L}.

A ideia é representarmos no plano b X ¢ a regiao que satisfaz as condi¢oes acima. Por definicao,
b>0,¢c>0,L>0,ede (2.44) temos que L — ¢ < b= b+ ¢ > L. A regidao no plano que satisfaz
estas restrigoes é dada pela Figura 2.31:

NG

b+c=L

Figura 2.31: Regiao correspondente as restricoes b+c > L, b>0ec > 0.

O ponto maximo irrestrito, ou seja, aquele no qual a funcao é maximizada, independentemente
do intervalo que estabelece as restrigoes é & = L/2, calculado de maneira andloga ao problema de
uma parede. Note que a fungao A;(z) é suave e possui reta tangente horizontal neste ponto. Por-
tanto, se a solucao irrestrita satisfizer as restri¢des do problema em termos dos valores dados para
b, ce L, isto é, se max{0,L — ¢} < L/2 < min {b, L}, entdao o ponto & = L/2 serd maximizador
do problema. Neste caso, L — ¢ < L/2, que implica L/2 < ¢. Mas L/2 < be L/2 < L sempre.
Logo, a solugao irrestrita ocorre quando b e ¢ estao na regiao destacada da Figura 2.32.
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WL\C-

w2

0 T T \ T T T T T T T T o

Figura 2.32: Regiao correspondente a solugao irrestrita, onde b+c¢> L, b> L/2e ¢ > L/2.

Portanto, para b,c¢ > L/2 teremos & =y = L/2, com as duas paredes totalmente aproveitadas,
caracterizando assim o caso longo/longo.

Agora, precisamos pensar nos casos em que a condi¢ao max {0, L — ¢} < L/2 < min {b, L} nao
é satisfeita, ou seja, quando:
a)L—c>L/2=c¢<L/2masb> L/2:

N

L

longo x
curto/médio y

Figura 2.33: Regiao correspondente ao caso a), onde ¢ < L/2,b> L/2e b+ c¢ > L.

Como L/2>c¢= L>L/2>c¢= L—c>0,portanto, max {0, L —c} = L—c. Logo,z = L—c¢
ey =-c.

b) L/2>bmas L —c< L/2=c¢> L/2:

Como b < L/2 < L,min{b,L} =0b. Logo,t=bey= 1L —b.
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N

curto/medio x
longo y

Figura 2.34: Regidao correspondente ao caso b), onde b < L/2, ¢ > L/2eb+c > L.

Percebemos que nos dois casos o ponto de méximo fica no extremo do intervalo, aproveitando
completamente a parede correspondente. Como se trata da combinagdo médio/longo, a variavel
correspondente ao caso longo pode assumir tudo o que sobra em relagao ao tamanho da tela.

a) b)

=L-c xX=b

=

Figura 2.35: Configuracoes 6timas para os casos a) e b) descritos acima.
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curto;/ médio x

longo v
F=by=L—-b

longo x
curto/médio y
r=L—-cjg=¢

T T U2 T T T T b
b+c=L

Figura 2.36: Regides e tipos de maximo no trecho A;

2.3.2 Analise do segundo trecho

Consideremos agora o seguinte problema:s:

maximizar As(x) = x (L + b — 2x)
L+§—c}§x<L;b. (2.45)

sujeita a max {b,

L+b L+b—
Analisando a restri¢do do problema, temos que b < % =20<L+b=b<Le % <

L+b
T+ = ¢ > 0. Portanto, a regiao do plano b x cé b < L,c > 0.
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Figura 2.37: Regiao correspondente as restricoes b < L, c > 0.

L+b

Calculando o ponto méaximo irrestrito da funcdo A, encontramos r = 0 Portanto, se
L+0b— L+b L+b
max < b, +2 ¢ < I < ;_ , 0 ponto T = serd maximizador do problema (2.45).
Como a segunda desigualdade é sempre satisfeita, basta analisarmos a primeira:
L+b L
b§T+:>4b§L+b:>3b§L§=>bS§
© L+b L+b
+2_C < I =2L4+20—2c<L+b=L+b<2c=2c—b> L.
L L+0b L+b
Logo, na regiao b < 3 2c¢ — b > L a solugao é o maximizador irrestrito x = T+, ey = T+



CAPITULO 2. OTIMIZACAO EM PROBLEMAS DE PERIMETRO CONSTANTE 32

L2

L
Figura 2.38: Regiao correspondente a solugao irrestrita do problema (2.45) onde b < 3 2c—b > L.

T=(L+b)/4

F=(L+b)/2

Figura 2.39: Configuragao da solugao irrestrita, caso longo em c e curto em b.

< falha se:
2

L+b— L+b L+b
Acondigéomax{b, i C}S 2— < ;_

L+b L L+b—
a)b>T+=>4b>L+b=>3b>L:>b>g,eb+c>L,jéquemax{b,%}=b.

Neste caso, z =bey =L — 0.
L+b—c> L+b

b) 5 =2L4+20b—2c>L+b=L+b—2c>0=2c—b< Leb+c<L, ja
L+b—c L+b—c . _ L+b—c _
que max < b, 5 = s Entao, x = 5 ey =c
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pre=N_ © ]

| médio/longo b

0 T T T |_ T T T T b

Figura 2.40: Regiao correspondente ao caso a), onde b > L/3 e b+ ¢ > L.

reslN_ ©

u2

\, | curto/médio/longo x, v
Lo b

Figura 2.41: Regiao correspondente ao caso b), onde 2¢c —b < Le b+ ¢ < L.

a) b)

= (L+b-0)/2

Figura 2.42: Configuragoes das paredes quando a restri¢ao do problem (2.45) é satisfeita em um
dos extremos do intervalo. A configuracao da esquerda ilustra o caso (a) e, a da direita, o caso

(b).
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Finalmente, analisando as regides no plano b x ¢ para a fun¢ao objetivo do problema (2.45)
temos as configuracgoes ilustradas na Figura 2.43.

tj|+[:\:\._ c f
AN . L+b
N 1
__L+b
= B}
r=biyg=L—-b
L2
. L+b—e _
I= 5 g=c
2e-h=L -
L3 L b
N

Figura 2.43: Pontos 6timos para as configuragoes analisadas para o problema (2.45).

2.3.3 Analise do terceiro trecho

Como dito anteriormente, vamos resumir como seriam as configuracoes do problema do trecho
As. Nosso problema é:
{ maximizar As(z) = 5 (L +c — x) (2.46)

sujeitaa 0 <z <min{b, L —c}.

As restrigoes do problema (2.46) implicam que b > 0 e 0 < ¢ < L e seu ponto maximo irrestrito

L L
te ey = i, que serda o maximizador do problema se ¢ < L/3 e 2b — ¢ > L, caso

e T =
médio/curto ou longo/curto.
i L+c . o .
Quando a condigao 0 < — < min {b, L — ¢} nao é satisfeita temos duas situacoes:
L+c—b

5 , caracterizando

a) 2b—c < Leb+c < L, onde o ponto 6timo serd dado por z =bey =
o caso médio/curto.

b)e¢> L/3 eb+c¢> L, cujo ponto étimo é ¥ = L — ¢ e § = ¢, caracterizando o caso longo/médio.
Note que também poderiamos ter o caso médio/médio, se ¢+ b = L.
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b+c:|_\_

Liw

L3t .

w2 L b

Figura 2.44: Regioes correspondentes & solugao irrestrita do problema (2.46), e aos casos a) e b)
e seus respectivos valores 6timos.

Note que as regides obtidas para os problemas A; e Aj sdo simétricas em relagdo a bissetriz
dos quadrantes impares.

2.3.4 Analise do quarto trecho
Nosso problema agora é:

maximizar Ay(x) = g (L+b+c—2x)
2 e 27

sujeitaa b <x <

Analisando as restri¢goes do problema (2.47) concluimos que ¢ + b < L e calculando o ponto

, . . ) _ _ L+b+c
méximo interior chegamos a T = § = —

3b—c < Le3c—b< L. Porém, se essas condi¢oes ndo sao satisfeitas teremos mais duas situagoes:

L —b
a)se3b—c§Leb+c§Lop0ntoétimoseré£:be37:+TC'

L+b—
b)Se3c—b2Leb+c§Lopontoétimoseréa_::%egj:c.

, que serd de fato o maximizador do problema se
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——— curto b

curto/médio c

L+b+e
4

médio/longo b

=

==

eurto/médio ¢
L+e—1b

F=bg= :

curto/médio b

médio/longn ©
L+b—¢

F=— _——,f=¢
SR

Figura 2.45: Regioes correspondentes a solugao irrestrita do problema (2.46), e aos casos a) e b)
e seus respectivos valores 6timos.

2.3.5 Reunindo os resultados obtidos

Vamos agora sobrepor as regides encontradas nos quatro problemas estudados para analisarmos
todos os pontos 6timos. Observe no grafico da Figura 2.46 apresenta uma simetria em relagao a
bissetriz dos quadrantes impares, fato que nos permite calcular apenas os pontos 6timos da regiao
¢ > b e utilizarmos seus simétricos para a regiao ¢ < b.

Em cada uma dessas dez regioes observamos que ha mais de um valor 6timo, calculado an-
teriormente em cada uma das fungdes. O que precisamos agora é saber quais deles nos dardo a
area maxima em cada regidao. Para isso, faremos a comparacao das areas maximas encontradas
com cada ponto 6timo. Note que faremos apenas com as regioes acima da bissetriz, voltando a
enfatizar que as regioes abaixo dela sao simétricas, ou seja, basta trocarmos em cada caso o par

(b, c) por (c,b).
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c 10
7 8 9 10
LL
4
AN 5 6
3 .
PN 6 9
o,
— 5 8
ua/l |
2
1 1 Ay
3
/3 LI12 L b

Figura 2.46: Regioes encontradas a partir da sobreposicao de todas as regides anteriores. Os
numeros iguais correspondem a regioes simétricas.

Para um melhor entendimento, vamos tomar um exemplo numérico. Considere L = 120,
b = ¢ = 80. Para esses valores temos trés regioes possiveis, o trecho Ay, A e Az. Calculando as
dimensoes Otimas para cada um dos trechos encontramos para o trecho A;, T = y = 60, e area
méaxima A(x) = 3600; para o trecho Ay, T = 80 e y = 40, e area maxima A(x) = 3200; e para o
trecho As, & = 40 e y = 80, com area maxima A(z) = 3200. Como a area encontrada no trecho
A; é a maior, as dimensoes 6timas para este problema sao & = y = 60.

L+b L —b
e Na regiao 1 atuam os trechos A4, com * =y = 7+4 + C, Az, com T =b,y = 7+2C e
L —b
A,, Comiz%,y_:c, onde temos b<ec < L —b.
- (L —b Le+ be — 2
Para A,, a drea maxima é dada por A, < +20 ) _ = + 20 ¢ )
- Lb+ cb—b?
O trecho A; tem area maxima As (b) = %
, .., - (L+b+c L? + b+ ¢ +2bc+ 2Lb + 2Lc
E para a A4, a drea méaxima é Ay = .
4 16
(c=b) (L= (c+b))

Subtraindo As de A, obtemos > 0, poisc>bec+0b< L. Logo,

_ _ 2
podemos dizer que Ay > As.
2
(L+b—3c) <
16

0. Logo, Ay > A,. Como a maior area dessa regido é dada pelas coordenadas z = § =
L+b+c

4

Agora vamos comparar A; com A4. Para isso, subtraimos A; de A4 e obtemos

podemos dizer que elas sao as 6timas.
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L+b—
e Na regiao 2 atuam os trechos A; e Ay, com = = prbze ey=-ce Az, comz =01y =
L —b b+ L b+ L
+2€, além disso, nessa regiao b 4+ ¢ < L, —; <c< —;
— (L —b Lec + be — c?
Nos trechos A, e A4 a drea maxima é dada por A, ( +§ ) = i 26 ¢ .
- Lb+ cb — b?
Em Aj, a drea maxima é Az (b) = —i_;

Vemos entao que a comparacgdo destes trés trechos é andloga a comparacao feita para os
trechos A; e Az na regiao 1, logo, a maior area é aquela correspondente ao trecho Ay, com

oo LA+b—c
ponto otimo r = — ey =c.
L+b L+b L —b
e Na regiao 3 atuam os trechos Ay, com T = 1_, y= ;_, Az, com T = b,y = +26
L+0b— L+0b
e Ay, Comfzy,gzc, onde temos + <c<L-—b.
- (L+0 L? +2Lb + b?
Para A,, a area maxima é dada por A, < I > 2t 3 + .
- Lb+ cb — b?
O trecho Az tem area maxima As (b) = —i_;
— (L+0b— Le+be — 2
E para a A4, a drea maxima é Ay < +2 C) = et 26 ¢ )
- - —b b— L
Subtraindo A3 de A4 obtemos (c =) (02+ ) <0,poisc>bec+b< L. Logo, podemos
dizer que Ay > As.
_ _ o L —2c+b)°
Agora vamos comparar As com Ay. Para isso, subtraimos A4 de A5 e obtemos & >
- - L+0b
0. Logo, Ay > A,. Como a maior area dessa regiao é produzida pelas coordenadas x = I
L+0b
ey = ; podemos dizer que elas sao as étimas.
L+b L+0b
e Na regiao 4 atuam os trechos Ay, com x =b, y = L — b, Ay, com & = + ey = ;_ e

L
Ag,,comzi’:L—c,gj:c,alémdisso,bgg,L—bgch.

Para A, a drea méxima é dada por A, (b) = Lb — b2,

_<L+b):(L+w3

O trecho A, tem area maxima A, 1 3

E para a As, a drea maxima é Az (L —¢) = Lc — 2.
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Subtraindoﬁ/fll de Ajs obtemos (¢ — b) (L —b—¢) <0, poisc>be L—b< c. Logo, podemos
dizer que A; > As.

. _ . . L(L—-0b
Agora vamos comparar A, com A;. Subtraindo A; de Ay obtemos (8) > 0, pois
_ L+b
L > b > 0. Entdo, Ay nos da a maior area, e as dimensbes Otimas sao T = I e
L+
Y= 5

e Na regidao 5 atuam os trechos Ay e Ay, comx =b,y=L—be A3, comz =1L —c,y=c,

ondeggbgg,L—bgch.

Para A; e Ay, a drea maxima é dada por A, (b) = bL — L2.
O trecho A3 tem drea maxima As (L — ¢) = cL — c2.

Subtraindoiflg deflg obtemos (¢ —b) (c+b— L) >0, poisc > L—bec>b. Logo, podemos
dizer que As > As. Entao, a maior area dessa regiao é dada pelas coordenadas x = b e
y=L—0b.

L
e Na regiao 6 atuam os trechos Ay, com =z =y = 3 Ay, comz =by=L—be Az, com

L
i:L—c,Q:c,ondetemOS§§b§Leb§c§L.

L) L?

Para A;, a drea maxima é dada por A, (2 =

O trecho A, tem drea maxima A, (b) = Lb — b2

E para a Az, a drea maxima é Az (L — ¢) = Lc — ¢2.

_ _ L 2 _ _
Subtraindo As de A; obtemos (2 — b> > 0. Logo, podemos dizer que A; > A,.

_ _ _ _ L 2
Agora vamos comparar A; com As. Para isso, subtraimos As de A; e obtemos (2 — c) >

Logo, A; > Az. Como a maior area dessa regido é dada pelas coordenadas z = y =

podemos dizer que elas sao as 6timas.

e Na regiao 7 atuam os trechos A;, com z =b, y=L —be Ay, com T =
L
ondeogbggeLgc.

Para A, a drea méxima é dada por A, (b) = Lb — b2,

_ <L+b> _ (L+b)2‘

O trecho A, tem area maxima A, 1 3
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. . L —3b)° _
Subtraindo A; de Ay obtemos (8> > 0. Logo, podemos dizer que A > A;. O ponto
L+1b L+1b
6timo dessa regiao tem coordenadas * = I LY = ;_ .

e Na regiao 8 atuam os trechos A; e Ay, que possuem as mesmas coordenadas de pontos
6timos, logo, nessa regiao nao precisamos comparar nada, e o ponto 6timo serd * = b,y =

L—-1b
‘< L _ _
e Na regiao 9 atuam pelos trechos A;, com & = y = 3 e Ay, com x = b,y = L — b, onde
L
. (. , -~ (L L?
Para A;, a area maxima é dada por A; (2) =

O trecho A, tem drea maxima A, (b) = Lb — b2,

_ _ L 2 _ _
Subtraindo A, de A; obtemos (2 — b) > 0. Logo, podemos dizer que A; > Ay. O ponto
6timo dessa regiao tem coordenadas r =y = 3

L
e Finalmente, na regiao 10 temos apenas o trecho A;, com coordenadas 6timas z = y = 7

Observamos entao, que dessas dez regides podemos formar apenas seis, de acordo com os pontos

" . " - L+b _
6timos encontrados. As regioes 3, 4 e 7 possuem o mesmo ponto 6timo, dado por . = ———,y =

4
L+b
;. As regides 5 e 8 tem como ponto 6timo x = b,y = L — b. E as regides 6, 9 e 10 possuem

L

areas maximas quando z =y = —.

2
2L L
Destacamos a regiao formada pelo segmento sobre a reta b +c¢ = L, com ¢ < — b > 3

que separa as regices 2 e 5. Nessa fronteira, temos um caso especial, em que o ponto 6timo tem
coordenadas * = b e y = ¢, caracterizando o caso das duas paredes totalmente aproveitadas. Note
que o ponto 6timo neste trecho satisfaz tanto a regra da regiao 2 quanto da 5.

Agora, podemos organizar todas essas regides em um grafico, com essas seis regioes e suas
simétricas, como mostra a Figura 2.47.
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N ¢ - - L+b+c
%, xX=vyv=
4
L: - L+b-¢c —
d * x= V=
2
- L+b - L+b
4 2
¢ x=by=L-b
- - L
L2 ® x=Vv= ?
/ Vi ® x=h1=c
> L3 7o
/ ] \'\\
'\\"\ .
T 1 u3 T .. Uz 1 T L '-\..\\ T 1 T 1 T b
/ \'\\'\

Figura 2.47: Composigao final das seis regioes de acordo com os pontos 6timos.

Para exemplificar essas situac¢oes, vamos analisar o problema para cada umas dessas seis regioces
finais encontradas. Para isso, tomemos L = 120 para todos os casos, entao, nossa fungao sera

(120 — z),

(120 4+ b — 2x),
Alx) =

3(120 te—a),

g(120+b+c—2a:), b<a<

max{0,120 — ¢} < x < min{b, 120},

12 b— 12 b
max{b,—0+ C}SxS 02+ ;

2
0 <2 <min{b, 120 — ¢},
120+ b —c
5 .

Exemplo 1: Tomando b = 10 e ¢ = 20 temos uma situacao caracteristica da regiao amarela

da Figura 2.47. A funcao sera

(120 — z),
x(130 — 2z),
A =
@ =97 (140 0.
2
5(150 — %),

max{0, 100} <z < min{10, 120},
11 1
max {10, —0} <z< ﬂ,
2 2
0 <2 < min{10, 100},
110

10<e < —.
ST B
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Podemos perceber que o primeiro trecho A; nao atua neste caso, pois temos uma incom-
patibilidade. Logo, nosso problema é dado pela funcao composta pelos trechos restantes, que
reorganizando nos da

3(140—:,;), 0<a<10  (A)
A(x) = 3(150 1), 10<x<55 (A (2.48)

2(130 — 2z), 55<2<65 (As).

Pela Figura 2.48 podemos analisar os trechos e também o ponto 6timo. Percebemos que o
ponto 6timo é suave, e o quadrildtero ¢timo é um quadrado, caracterizando o caso curto/curto.

25004 A3

20004

/ \ 10

10ty / Htimo Suave(37.5,1406.25) \

1000 /

\
(A4

Jor 10 20 30 a0 50 80 70 . 80 a0 100 110 120 130 140 150 160 170 180 180

Figura 2.48: Grafico da fungao A(x) dada por (2.48) com destaque para as fungoes quadréticas
que definem cada trecho, o ponto 6timo suave e o respectivo quadrilatero étimo.

Exemplo 2: Tomando b = 10 e ¢ = 50 temos uma situacao caracteristica da regiao verde da
Figura 2.47. A funcao sera

(120 — ), max{0,70} <z < min{10, 120},
80 130
(130 — 2x), max{lo,?} <x< 5

3(170 — %), 0<az<min{10,70},
80
3

2(180 — ), 10<a<
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Podemos perceber que o primeiro trecho A; nao atua neste caso, pois temos uma incom-
patibilidade. Logo, nosso problema é dado pela funcao composta pelos trechos restantes, que
reorganizando ficam

L
2
A(x) = 3(180 1), 10<x <40 (Ay) (2.49)

2(130 — 2z), 40<2 <65  (As).

(170 —z), 0<z<10  (As)

Pela Figura 2.49 podemos analisar os trechos e também o ponto 6timo. Percebemos que o
ponto 6timo nao é suave, ele se encontra na intersecao dos trechos de Ay e Ay, e o quadrilatero
otimo é um retangulo caracterizando o caso curto/médio.

40

3500 - -~

3000 s

2000

1500

1004

500+

JoP 10 20 30 a0 50 &0 70 50 0 100 110 120 130 140 150 180 170 180 180

Figura 2.49: Grafico da fungao A(x) dada por (2.49) com destaque para as func¢oes quadraticas
que definem cada trecho, o ponto 6timo nao suave e o respectivo quadrilatero 6timo.

Exemplo 3: Tomando b = 20 e ¢ = 80 temos uma situacao caracteristica da regiao azul da
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Figura 2.47. A funcao sera

(120 — x),
x(140 — 2x),
A pr—
(@) g(zoo — 1),
3(220 — ),

max{0,40} <z < min{20, 120},
maX{QO, 60} <z< @’

2 2
0 <z < min{20,40},

60

20<ax < —.
ST B
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Podemos perceber que o primeiro trecho A; ndo atua neste caso, pois temos uma incom-
patibilidade. Logo, nosso problema é dado pela funcao composta pelos trechos restantes, que

reorganizando ficam

A(r) = g(zzo —21), 20<2<30 (A

(2.50)

Pela Figura 2.50 podemos analisar os trechos e também o ponto 6timo. Percebemos que o

ponto 6timo é suave, e o quadrildtero dtimo é um retangulo caracterizando o caso curto/longo.

GO0

E000H Al _——

4000H #

30004 4 R

20004

1000

T T
=0) 100

T T T T 1
120 140 180 180 ZDQ

Figura 2.50: Grafico da fungao A(x) dada por (2.50) com destaque para as func¢oes quadraticas
que definem cada trecho, o ponto 6timo suave e o respectivo quadrilatero 6timo.
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Exemplo 4: Tomando b = 50 e ¢ = 100 temos uma situacao caracteristica da regiao rosa da
Figura 2.47. A funcao serd

(120 — z), max{0,20} <z < min{50,120},

70 170
(170 — 2x), max {50, 2} <z< -

3(220 — 1), 0< a2 < min{50,20},

70
5(270 ~2), 0w <

Podemos perceber que o tltimo trecho A4 nao atua neste caso, pois temos uma incompatibi-
lidade. Logo, nosso problema é dado pela funcao composta pelos trechos restantes, que reorgani-
zando ficam

5220-1), 0<z<20 (4
Alx) =1 z(120—2), 20<z<50 (A (2.51)
z(170 —2z), 50 <x <85  (Ag).

Pela Figura 2.51 podemos analisar os trechos e também o ponto 6étimo. Percebemos que o ponto
6timo nao é suave, e o quadrilatero dtimo é um retdngulo caracterizando o caso médio/longo.

600 - T S e

50004 & ~

N 100

N -
/ N 0

30004 \ 30

2000

10004

o 20 40 &0 80 100 120 140 160 180 200 220

Figura 2.51: Grafico da fungao A(x) dada por (2.51) com destaque para as func¢oes quadréticas
que definem cada trecho, o ponto 6timo nao suave e o respectivo quadrilatero 6timo.

Exemplo 5: Tomando b = 70 e ¢ = 90 temos uma situacao caracteristica da regiao vermelha
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da Figura 2.47. A funcao sera

(120 —z), max{0,30} <z < min{70, 120},
(190 — 2x), max {70,%} <z < %,
3(210 —2), 0<a<min{70,30},

100
3(280 — ), T0<a<—.

Podemos perceber que o ultimo trecho A4 nao atua neste caso, pois temos uma incompatibi-
lidade. Logo, nosso problema é dado pela funcdo composta pelos trechos restantes, que reorgani-
zando ficam .

5(210—@, 0<2<30 (As)

A@) =3 z(120—xz), 30<z<70 (A (2.52)
(190 —2z), 7T0<x <95  (A,).

Pela Figura 2.52 podemos analisar os trechos e também o ponto 6timo. Percebemos que o
ponto 6timo é suave, e o quadrildtero dtimo é um retangulo caracterizando o caso longo/longo.

60004

50004 - ~

3000 P N N -0

20004 \
10004

0 A
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 \

/ \ A

Figura 2.52: Grafico da funcao A(z) dada por (2.52) com destaque para as fungdes quadréticas
que definem cada trecho, o ponto 6timo suave e o respectivo quadrilatero étimo.

Exemplo 6: Tomando b = 50 e ¢ = 70 temos uma situacao caracteristica da regiao lilas, o
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segmento da reta b+ ¢ = L, da Figura 2.47. A funcao sera
(120 — z), max{0,50} <z < min{50, 120},
100 170
x(170 — 2x), maX{E')O,—} <zr<—,
Aw) = o 2 2
—(190 — z), 0 <z <min{50,50},

>
100
5(240 —2), << —.

Podemos perceber que os trechos A; e A, sdo equivalentes e se limitam ao ponto x = 50,
ja contemplado nos extremos dos dois trechos da fun¢ao continua A(x). Entao, reduzindo nosso
problema temos

Alz) = { S190—2), 0<z<50  (Ay) (259

x(170 — 2z), 50 <z <85  (Aj).

Pela Figura 2.53 podemos analisar os trechos e também o ponto 6timo. Percebemos que o ponto
6timo nao é suave, e o quadrilatero ¢timo é um retangulo, caracterizando o caso médio/médio.

45004 AT S

4000+ ,

e
Otimo nio syafe (50,3500) \ -0 0

,
35004 N

30004

25001 \ 350

20004

1500H

10001 \

5004 AY

Figura 2.53: Grafico da fungao A(x) dada por (2.53) com destaque para as fungoes quadraticas
que definem cada trecho, o ponto 6timo nao suave e o respectivo quadrilatero 6timo.

Terminamos aqui a proposta de um projeto de otimizacao para ser trabalhado com alunos do
Ensino Médio. Neste projeto exploramos um problema classico de otimizacao, o célculo da maior
area retangular sujeita a um perimetro constante, e isso foi feito desde sua abordagem mais simples,
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onde nao existiam paredes a serem aproveitadas, e aos poucos, dificultando-o através de hipoteses
e questionamentos relevantes, como "e se usassemos uma parede?, e se essa parede for mais curta
que um lado do retangulo?, e se aproveitassemos duas paredes?, e se uma delas for longa e a outra
for curta?". Questionamentos como esses instigam os alunos e fazem com que eles atuem como
investigadores do problema, ajudando na construcao do préprio conhecimento.

Juntamente com a resolucao algébrica de cada problema, sua resolu¢ao geométrica também foi
explorada, utilizando para isso o software livre Geogebra, fazendo com que o aluno fosse capaz de
relacionar ambas as resolucoes, analisando as situagoes e lendo os graficos para realmente entender
o problema. E importante ressaltar que esse trabalho com graficos poderia ser feito em qualquer
outro software deste tipo ou até mesmo com desenhos feitos a mao livre.

Para conseguirmos resolver este problema, desde o mais simples até o mais complicado, intro-
duzimos um dos conceitos basicos do Calculo, a derivada, porém, adaptada aos contetidos previstos
para o Ensino Médio.

Apos a realizacao deste projeto, é necessario fazer seu fechamento com os alunos, seja através
de uma exposi¢do em um Feira de Ciéncias, seja com a publicacao em alguma revista da area, ou
mesmo no jornal da escola, caso exista. Acreditamos que uma prova nao seja a melhor maneira
de avaliarmos este projeto, que foi idealizado para ser um trabalho conjunto com os alunos, um
trabalho investigativo e nao tao formal no sentido de cobrancas de contetdos. E importante que
os alunos se sintam reconhecidos apés a realizagao deste projeto, incentivando-os cada vez mais
a se dedicarem a trabalhos extra-curriculares, trabalhos onde o estudo e a aprendizagem sejam
prazerosos e facam sentido para eles.



Capitulo 3

Consideracoes finais

A Matematica Aplicada é uma area dessa ciéncia que pode ser muito atrativa a alunos de Ensino
Médio; seus problemas praticos e reais podem envolver até mesmo aqueles alunos que dizem odiar
essa disciplina escolar. Neste trabalho, foi proposta uma abordagem de um problema classico, o
problema de otimizar a area de quadrilateros de perimetro constante. A ideia foi transformar um
problema do Ensino Superior em um problema que pudesse ser resolvido no Ensino Médio, ou
seja, abordando contetidos do curriculo de Matematica trabalhado nesse nivel. Comegcamos com
o problema mais simples, seguido de um problema em um espaco de parametros unidimensional,
fazendo uma revisao de contetidos fundamentais para o entendimento e resolugdo desse problema,
para que depois pudéssemos avancar para o problema em um espaco de parametros bidimensional.
No problema bidimensional, o aluno precisa analisar situac¢oes, antever possibilidades, ler graficos
para conseguir resolver o problema e entendé-lo de fato.

Nas escolas brasileiras de hoje raramente ha tempo e/ou espago para o desenvolvimento de um
trabalho extra-classe como este, ja que exigiria empenho de véarias partes, da direcao e coordenacao
da escola, dos professores e é claro, dos préprios alunos. Num primeiro momento aqueles alunos
que ja possuem uma empatia ou habilidade com a Matematica ficariam empolgados, mas logo
depois, acreditamos que os alunos desmotivados, principalmente por nao conseguirem enxergar uma
aplicabilidade da Matematica em suas vidas, seriam atraidos para tentar essa nova experiéncia.
E é justamente este o objetivo de realizar um trabalho diferenciado com os alunos, para que eles
sintam, de alguma maneira, que a Matematica faz sim parte de suas vidas.
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