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Abstract

In this work, we propose an exact method to find the solution set of a mixed quadratic bi-
objective portfolio optimization problem. Our method is based on the combination of three spe-
cific algorithms. The first one obtains a curve associated with the solution set of a continuous
bi-objective problem through an active set algorithm, the second one solves a mixed quadratic
optimization problem through the Branch-and-Bound method, and the third one searches the in-
tersection of two curves associated with distinct bi-objective problems. Throughout the text, some
heuristics are also introduced in order to accelerate the performance of the method.

Moreover, our method can be seen as a new contribution to the field, since it finds, in an exact
way, the curve related to the solution set of the mixed integer bi-objective problem, something
uncommon in the corresponding literature, where the target problem is usually approached by
metaheuristic methods. Additionally, it has also shown to be efficient in terms of running time,

being capable of finding the problem’s solution set within a much faster time frame.

Keywords: Multi-Objective Optimization. The Weighted Sum Method. Portfolio Optimiza-
tion. Efficient Frontier. Active Set Method. Branch-and-Bound. Mixed Quadratic Programming.

Resumo

Neste trabalho, propomos um método exato para obter o conjunto solu¢do de um problema
biobjetivo quadratico de otimizacao de carteiras de investimento, que envolve varidaveis bindrias.
Nosso algoritmo é baseado na juncao de trés algoritmos especificos. O primeiro encontra uma
curva associada ao conjunto solucao de problemas biobjetivo continuos por meio de um método

de restricoes ativas, o segundo encontra o 6timo de um problema de programagao quadratica

vii



inteira mista pelo método Branch-and-Bound, e o terceiro encontra a intersecao de duas curvas
associadas a problemas biobjetivo distintos. Ao longo do texto, algumas heuristicas e métodos
adicionais também sao introduzidos, com o propésito de acelerar a convergéncia do algoritmo
proposto.

Além disso, o nosso método pode ser visto como uma nova contribuicdo na area, pois ele
determina, de forma exata, a curva associada ao conjunto solugdo do problemas biobjetivo inteiro
misto, algo que é incomum na literatura, pois o problema alvo geralmente é abordado via métodos
meta-heuristicos. Ademais, ele mostrou ser eficiente do ponto de vista do tempo computacional,

pois encontra o conjunto solu¢do do problema em poucos segundos.

Palavras chave: Programacao Multiobjetivo. Método da Soma Ponderada. Otimizacao de
Carteiras de Investimento. Fronteira Eficiente. Método de Restri¢des Ativas. Branch-and-Bound.

Programacao Quadratica Inteira Mista.
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Introducao

Um problema biobjetivo é aquele em que procuramos otimizar duas func¢ées ao mesmo tempo,
satisfazendo um conjunto de restrigoes. Em geral, a solucao desse tipo de problema nao é tnica,
pois pode nao existir uma solucdo que otimiza os dois objetivos simultaneamente. As solugoes
desse tipo de problema podem ser definidas pelo conceito de domindncia. A curva no plano que
representa todas as solucoes desse tipo de problema é chamada de fronteira eficiente de Pareto.

Neste trabalho, estamos interessados em resolver problemas biobjetivo que envolvem, de forma
simultanea, a minimizagdo do risco e a maximizacao do retorno de carteiras de investimento, ou

portfolios, que sao os conjuntos de ativos financeiros nos quais se investe.

Contextualizacao do problema

Nos problemas que envolvem a otimizagao de carteiras de investimento, o investidor procura
maximizar o lucro, bem como minimizar o risco de perda de capital, ao montar o seu portfélio. Para
lidar com essa situacao, utiliza-se um modelo matematico que leva em conta esses dois objetivos
antagonicos.

Uma das primeiras formulagdes matematicas para esse problema de investimento foi o modelo
de Média-Variancia proposto por Markowitz [30] nos anos 50 do século XX. Ainda hoje, esse modelo
tem uma boa aceitacao por parte dos investidores. Em sua forma usual, o modelo de Markowitz
se resume a um problema de programacao quadratica no qual a funcao objetivo representa o risco
a ser minimizado e o retorno minimo da carteira é descrito por uma restrigao linear.

Com o passar do tempo, varias altera¢oes foram sugeridas com o propédsito de tornar o modelo
de Markowitz mais compativel com o mercado financeiro real. Dentre essas alteragoes, destacamos
a inclusao de restrigoes que limitam o tamanho da carteira e de restrigdes que estipulam um limite
inferior para o montante aplicado em cada ativo, que podem ser formuladas a partir de variaveis
bindrias que controlam a existéncia de investimento em cada ativo, fazendo com que a carteira a

ser montada varie de acordo com essas variaveis.



Com essas novas restrigoes, o problema de programagao quadratica passa a envolver variaveis
inteiras, além das varidveis reais que ja eram usadas para representar o valor investido em cada
ativo, de forma que, com essa inclusao, o problema passa a ser NP-dificil, geralmente exigindo um
grande esfor¢co computacional para a obtencao da solucao 6tima.

Em nosso trabalho, criarmos uma proposta para obter, de forma exata, o conjunto solucao,
assim como uma representacao alternativa da fronteira eficiente de Pareto, de problemas de inves-
timento biobjetivo que envolvem, tanto maximizar o retorno quanto minimizar o risco, de carteiras

de investimento que satisfazem restri¢oes lineares envolvendo varidveis binarias.

Objetivos e contribuicoes

A maior parte das contribuicoes feitas ao nosso problema na literatura envolve o emprego de
meta-heuristicas, sendo raros os artigos que descrevem métodos exatos para resolvé-lo. Entretanto,
existem métodos exatos que resolvem o problema quando a carteira esta fixada tais como aquele
proposto por Stein [35]. Da mesma forma, também sdo conhecidos métodos exatos tais como o
proposto por Villela [36], que resolvem o problema quando combinamos os dois objetivos (minimi-
zagao do risco e maximizagao do retorno) por meio de um peso (), cujos valores sdo discretizados
ao longo de uma malha. Seguindo essas ideias, a proposta do nosso algoritmo geral consiste em
combinar esses dois métodos com outro que percorre a fronteira de Pareto alternativa.

Nosso método, que comega pela extremidade direita da curva procurada, caminha pela curva
de baixo (fronteira eficiente alternativa), variando o valor do peso que concilia os dois objetivos, até
um ponto no qual pode haver mudanca nos ativos da carteira. Quando isso ocorre, resolvemos o
problema exato para o peso relacionado a essa mudanca, utilizando uma combinacao dos algoritmos
de programagao quadratica inteira mista, CHR [26], aliado a uma Heuristica de melhoramento
(uma de nossas contribuigoes), e ao Branch-and-Bound implicito [4]. Se a carteira 6tima para o
valor desse peso nao é a mesma, procuramos o ponto da fronteira eficiente alternativa no qual ha
a intersecao das curvas dessas duas carteiras, por meio da parametrizacao delas em formato de
pardbola (outra de nossas contribuigoes). Tal processo é repetido até determinarmos a extremidade
esquerda da curva em questao.

Esta tese esta dividida da seguinte forma: no primeiro capitulo, comentamos sobre problemas
de programacao multiobjetivo, enfatizando o conceito de fronteira eficiente de Pareto. O Capitulo
2 é dedicado a modelos de carteira de investimento e suas possiveis variagdes. No Capitulo 3, apre-
sentamos o tipo de problema especifico que nos propomos a resolver, enfatizando a combinacgao de

trés algoritmos especificos usada para resolvé-lo. No Capitulo 4, apresentamos o primeiro algoritmo



especifico, que é utilizado para obter um segmento da a curva associada ao conjunto solugao de
problemas biobjetivo continuos. Ja no Capitulo 5, descrevemos o segundo algoritmo, que tem como
objetivo encontrar a solucao de problemas de programagao quadratica inteira mista. Da mesma
forma, no Capitulo 6, explicamos o terceiro algoritmo, que é utilizado para encontrar a intersegao
de duas curvas distintas associadas ao nosso problema original, assim como apresentamos o nosso
algoritmo principal, foco de nossa proposta. O Capitulo 7 apresenta os resultados computacionais
obtidos com a aplicacao do nosso algoritmo a problemas reais de carteiras de investimento, que
comprovam a eficiéncia do método que desenvolvemos. Finalmente, no Capitulo 8 comentamos os

resultados obtidos, assim como possiveis trabalhos futuros.






Capitulo 1

Programacao multiobjetivo

O problema a ser estudado nesse trabalho caracteriza-se em otimizar ao mesmo tempo dois
ou mais objetivos, muitas vezes antagonicos, ao mesmo tempo. Situagdes desse tipo podem ser
encontradas em diversas areas do conhecimento humano, desde as mais simples, algumas aplicaveis

a0 nosso cotidiano, até aquelas mais sofisticadas, que envolvem producgao industrial em larga escala.

Um exemplo cléssico desse tipo de abordagem aparece no problema industrial que envolve o
uso de diferentes padroes de corte na confeccao de produtos. Nesse caso, temos como objetivo
minimizar conjuntamente o desperdicio e o custo de preparo das maquinas. Outra aplicagdao
pode ser vista no planejamento de produtos que serao langcados no mercado, em que parte dos
projetos visa tanto maximizar a eficiéncia da pega, quanto minimizar o custo de producao. Ja
outro exemplo desse tipo de problema pode ser visto na area de economia, quando o banco central
procura estabelecer uma politica monetaria que tenta minimizar, ao mesmo tempo, a inflacao, o
desemprego e o balanco comercial. Finalmente, outra aplicacao muito conhecida pode ser vista no
ramo dos investimentos financeiros, quando procuramos maximizar o retorno de uma aplicagao ao

passo que minimizamos o risco da perda de capital.

Esses sao alguns dos problemas de programagao multiobjetivo. Em geral, procuramos minimi-
zar um vetor de fungoes, em que cada uma representa um dos objetivos, sujeito a um conjunto de

restricoes. Na se¢ao a seguir, vamos caracterizar matematicamente esse tipo de problema.



1.1 A solucao de problemas multiobjetivo

Dados p objetivos distintos, cada um deles representado por uma funcao diferente, podemos

escrever um problema geral de programagao multiobjetivo da seguinte maneira:

(1.1)

onde

x € R™ é o vetor de varidveis.

F(z) = [fi(z),fa(2),....f,(z)]", representa o vetor de objetivos a ser minimizado.
o G(1) =[91(2),92(),....gm, ()]" representa o vetor de restrigdes de desigualdade.

o H(x)=[hi(x),ha(),....~m,(z)]" representa o vetor de restrigoes de igualdade.

Em geral, nao existe um tnico ponto z* que minimiza todos os objetivos ao mesmo tempo,
principalmente quando os objetivos sao conflitantes, ou seja, esse tipo de problema nao possui
solugao tnica. Por exemplo, o ponto 2/ que minimiza f;(z) pode, a0 mesmo tempo, maximizar
fi+1(x). Dessa forma, precisamos determinar um critério para comparar duas solugoes diferentes
do Problema (1.1). Usualmente, essa comparacao é feita por meio do conceito de domindncia,
inicialmente introduzido, no contexto de economia, por Pareto [33] em 1906. Dizemos que uma

solucao 2! domina uma outra z? se:

o Vi: fi(xl) < fi(2?),
o Ji: filxl) < fi(x?).

Ou seja, uma solucao domina a outra se ela é melhor em um dos objetivos e melhor ou igual nos
restantes. Uma solu¢do que nao é dominada pelas demais é chamada de solu¢do nao dominada,
ou ponto nao dominado, ou solugao eficiente, ou até mesmo de solucao 6tima de Pareto.

Como uma solugao nao dominada é sempre melhor que uma dominada, podemos dizer que
o conjunto solugao de (1.1) é composto por todos os pontos ndo dominados. Este conjunto é
conhecido na literatura como conjunto étimo de Pareto.

Quando p < 3, podemos visualizé-lo graficamente ao desenhar todas as solugoes nao dominadas

em um sistema de coordenadas, em que cada eixo representa o valor de um dos objetivos. Quando



> f(x)

Figura 1.1: Fronteira eficiente de um problema biobjetivo.

p = 2, chamamos de Fronteira Eficiente de Pareto, ou Curva de Pareto, a curva composta por

todos os pontos nao dominados. A Figura 1.1 ilustra uma fronteira eficiente.

Uma abordagem classica para problemas multiobjetivo, inicialmente proposta por Zadeh [37]
em 1963, consiste em atribuir pesos distintos a cada um dos objetivos, de forma a minimizar a
combinacao convexa dos mesmos. Essa técnica é conhecida como o método da soma ponderada.
Nesse caso, atribuimos pesos A; > 0, aos objetivos f;(z), de modo que _Zp: A; = 1, e resolvemos uma

=1
sequéncia de problemas de programagao nao linear do tipo

S.a G(x)<0 (1.2)
H(z) =0,

variando o valor dos pesos da combinagao convexa. Como cada solugdo do Subproblema (1.2) é um
ponto nao dominado, é possivel encontrar um conjunto de pontos 6timos de Pareto discretizando
os pesos A; no intervalo [0,1] e resolvendo o Subproblema (1.2) para cada um dos valores fixados.
Entretanto, como existem p pesos diferentes, e apenas um deles pode ser escrito em func¢ao dos
demais pela condigao fj A; = 1, temos que a ordem da direcao de busca do problema original é
reduzida em um e serglnecessério trabalhar com uma malha de dimensao p — 1. Dessa forma,

estariamos trabalhando com a minimizacao conjunta sobre p — 1 parametros variantes, algo que,
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na pratica, pode vir a ser muito caro e dificil de se calcular.

No caso particular de problemas biobjetivo convexos, podemos escrever o peso do segundo
objetivo em funcao do primeiro, produzindo uma sequéncia de problemas de objetivos inicos com
apenas um parametro A. A fronteira eficiente de problemas biobjetivo convexos costuma ser “bem-
comportada”, uma vez que ela é nao crescente e possui reta suporte. Porém, mesmo nesse caso, os
resultados obtidos pela discretizacao do valor de A nao sao satisfatérios para a obtencao de uma
representacao precisa da fronteira eficiente, pois uma distribui¢ao uniforme de valores de parametro
nao necessariamente gera uma distribuicao uniforme de pontos 6timos de Pareto, fazendo com que
alguns pontos importantes sejam perdidos. Dessa forma, para se obter resultados mais eficientes, é
necessario combinar essa técnica com alguma outra que encontre os pesos mais relevantes a serem
analisados, ou, talvez, trabalhar com uma técnica que nao envolva esse processo. A estratégia
de encontrar os pesos mais relevantes sera utilizada nesse trabalho, conforme iremos mostrar no
Capitulo 4.

Na sec¢ao a seguir, faremos uma revisao bibliografica do assunto, comentando as diversas técnicas
existentes para a resolucao desse tipo de problema, assim como estratégias que possibilitam a

reducao do custo computacional.

1.2 Revisao literaria

Dentre os diversos trabalhos na area de otimizac¢ao multiobjetivo, optamos por revisar trés tipos
de linha de pesquisa: aquelas que utilizam o método da soma ponderada, aquelas que adaptam
métodos classicos de otimizagdo para problemas multiobjetivo e aquelas que propoem algo novo,
diferente do usual. Nas subsegoes a seguir, vamos descrever algumas contribuicoes feitas nessas

trés linhas de trabalho.

1.2.1 Trabalhos que envolvem o método da soma ponderada

Apesar de suas limitacoes, o método da soma ponderada é de facil compreensao e implemen-
tagao, sendo capaz de gerar bons resultados quando aliado a algum tipo de algoritmo especifico,
tanto que grande parte das contribuicoes literarias se baseiam nessa técnica.

Dentre elas, podemos destacar o trabalho de Kim e Weck [27], que propoe um método para
resolver problemas biobjetivo por meio de uma modificacdo do método das somas ponderadas,
mudando os pesos de forma adaptativa. Esse método, que é capaz de resolver problemas biobjetivo
em regioes nao convexas, mostrou potencial para ser expandido para problemas com mais de dois

objetivos. A abordagem de soma adaptativa também aparece na contribuicao de Eichfelder [17],
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que foi capaz de encontrar pontos equidistantes da superficie de Pareto - que nada mais é do que

a curva de Pareto tridimensional - de problemas convexos.

Uma outra contribuigdo muito importante é o trabalho de Das e Dennis [12], que apresenta
um método, baseado na ideia da soma ponderada, capaz de resolver eficientemente problemas com

mais de dois objetivos e tracar a maior parte da superficie de Pareto.

Outro trabalho importante que envolve a técnica da soma ponderada é o método do e-restrito,
proposto por Chankong e Haimes [10]. Esse método, que depois foi aperfeicoado por Ehrgott e
Ruzika [18], procura encontrar um ponto nao dominado por meio da equivaléncia entre o problema
multiobjetivo original e o problema ponderado segundo a técnica do e-restrito. Essa técnica envolve
resolver o problema original em um dos p objetivos, ao passo que os demais sao restringidos por
valores ¢;. Apesar de, na teoria, ser capaz de resolver boa parte dos problemas multiobjetivo,
esse método nao é muito eficiente do ponto de vista computacional, pois é necessaria uma longa

sequéncia de problemas de objetivos simples para se encontrar cada ponto nao dominado.

Ainda, nessa linha de raciocinio, podemos destacar a contribuicdo de Plas et al. [34], que
compararam o desempenho da técnica do e-restrito, com o método da soma ponderada e dois algo-
ritmos genéticos conhecidos na area, quando aplicados a problemas multiobjetivos que envolviam a
alocagao de instalagoes. Nessa pesquisa, os autores constataram que os métodos exatos superaram
os heuristicos significativamente na categoria de problemas investigados, pois foram capazes de

encontrar as fronteiras de Pareto com uma precisao muito maior.

Podemos destacar também a contribuicdo de Fliege e Heseler [22], que foram capazes de en-
contrar novos pontos 6timos de Pareto de problemas quadraticos convexos multiobjetivo, por meio
do uso do processo de warm start sobre os pontos ja conhecidos. Nesse trabalho, o método da
soma ponderada gera uma sequéncia de problemas em que as condigdbes KKT sao suficientes para
garantir a existéncia de um minimizador global. Esses problemas sao resolvidos por meio do mé-
todo de pontos interiores, e a técnica de warm start é utilizada para refinar a solucao sempre que
necessario. Esse método mostrou ser mais rapido que boa parte dos métodos usuais para proble-
mas biobjetivo. Seguindo essas ideias, Fliege publicou outra contribui¢do nessa mesma linha de

pesquisa, cujo contetido pode ser encontrado em [23]

Ainda, vale lembrar o estudo de Audet et al. [2], que procura formar a fronteira de Pareto
de problemas biobjetivo caixa-preta, combinando a busca linear direta, com a discretizagao do
dominio em forma de malhas e a teoria de Clarke [11]. Nesse método, procura-se resolver os
subproblemas provenientes do método da soma ponderada por meio do algoritmo MADS (Multi
Adaptative Direct Search), que consiste em realizar uma busca direta em cima da regidao factivel

discretizada na forma de uma malha.



A aplicagdo do método da soma ponderada a problemas biobjetivo também pode ser encon-
trada no trabalho de Stein [35], que desenvolveu uma técnica para encontrar os pesos mais repre-
sentativos da fronteira eficiente de problemas de investimentos quadraticos, que sao convexos por
natureza. Para tanto, é utilizado um método de restri¢oes ativas sobre o sistema KKT, resultante
das condigoes de primeira ordem do problema ponderado.

Outra aplicagdo dessa técnica na area de investimentos financeiros pode ser encontrada no
trabalho de Ehrgott e Waters [19], no qual é utilizada uma funcao de utilidade para medir as
preferéncias do investidor, de modo que, a cada passo, resolvemos um problema escalarizado para
determinar o portfélio que maximiza essa funcao.

Finalmente, podemos destacar os trabalhos de Cesarone et al. [7, 8], Chang et al. [9] e Dias [13],
que foram capazes de aproximar a fronteira eficiente de problemas de investimentos biobjetivo que

envolvem variaveis bindrias, por meio da combinacao da soma ponderada com meta-heuristicas.

1.2.2 Trabalhos que envolvem a adaptacao de técnicas classicas de oti-
mizacao

Para evitar as falhas intrinsecas da técnica da soma ponderada, muitas das contribuicoes lite-
rarias tentam encontrar o conjunto 6timo de Pareto por meio da adaptacao de algoritmos classicos
de otimizacao, tais como o método de Newton e o algoritmo Branch-and-Bound, para problemas
multiobjetivo.

Dentre elas, podemos destacar o trabalho de Fliege et al. [21], que encontra o conjunto 6timo
de Pareto partindo de diferentes pontos aleatorios de problemas irrestritos, que envolvem fungoes
que sao duas vezes continuamente diferenciaveis. Para isso, é feita uma adaptagdao do método de
Newton e da busca linear de Armijo (vide pagina 281 de [3]) para problemas multiobjetivo. Essa
abordagem foi posteriormente estendida para problemas mais complexos, como podemos ver na
contribui¢ao de Drummond e Sveiter [16].

Seguindo a linha de adaptacao de métodos cléssicos, outra contribuicao importante de Fliege
e Sveiter [24] mostra como encontrar um ponto ndo dominado de problemas irrestritos, ou com
restrigoes Lipshitz continuas, por um método de dire¢oes de descida. A ideia central do trabalho é
criar um método que convirja para um ponto nao dominado no caso irrestrito e ache uma direcao
de descida factivel, no caso restrito. No caso irrestrito, a direcdo de descida é encontrada ao se
resolver um subproblema com um tnico objetivo, enquanto o tamanho do passo é obtido por meio
de uma busca que usa uma regra tipo Armijo.

Outra adaptagdo de um método classico bastante conhecido pode ser vista na contribuicao de
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Drummond e Iusem [14], na qual eles utilizaram uma versao modificada do método do Gradiente
projetado para encontrar solucoes de Pareto fracamente eficientes! em espacos convexos de dimen-
sdo finita. Esse trabalho foi posteriormente aperfeicoado por Drummond e Fukuda em [15] que
foram capazes de mostrar que, sob a condi¢ao dos objetivos serem convexos, o algoritmo converge
independentemente da escolha do ponto inicial.

Uma outra contribuicao que utiliza a adaptagao de técnicas classicas pode ser encontrada no
trabalho de Fernandez e Téth [20], que utiliza 0 método Branch-and-Bound intervalar para formar
a fronteira eficiente de Pareto de problemas biobjetivo nao lineares. Nesse caso, o método Branch-
and-Bound intervalar, que pode ser entendido como uma extensao do método Branch-and-Bound
comum, ¢é utilizado para formar a fronteira de Pareto por meio de testes de descarte, similares
aqueles utilizados no método convencional. Apesar de promissor, esse método é muito lento se
usado de forma pura, sem nenhuma heuristica para acelera-lo.

Também podemos destacar a contribui¢ao de Leyffer [28], que utiliza programagao por metas,
programagcao em dois niveis e restricoes de complementaridade para encontrar o conjunto 6étimo de
Pareto de problemas convexos multiobjetivo. Nesse trabalho, procura-se encontrar os pontos nao
dominados da forma mais uniforme possivel, por meio de um pardmetro de uniformidade que é
adicionado ao problema modificado a ser resolvido. Dessa forma, primeiramente transformamos o
problema de programacao multiobjetivo original em um problema de programacao em dois niveis,
para depois transformarmos as restri¢coes de segundo nivel em restricoes de cardinalidade.

Finalmente, o trabalho de Antczak [1] procura encontrar pontos 6timos de Pareto de problemas
multiobjetivo nao lineares que envolvem restri¢oes de desigualdade, utilizando conceitos como a
funcao lagrangeana, a invexidade e a qualificacao de restri¢bes. Para tanto, sob algumas hipoteses
especificas tais como a invexidade, é possivel transformar o problema multiobjetivo original em
um problema modificado equivalente. A grande vantagem do problema modificado, em relacao ao

original, é que, sob algumas hipdteses, ele pode se tornar linear, sendo assim mais tratavel.

1.2.3 Trabalhos que envolvem técnicas nao usuais

Existem algumas contribuigoes literarias que utilizam técnicas pouco convencionais. Dentre
elas, podemos destacar o trabalho de Mirttinen e Makela [31] que, por meio da teoria de cones,
procura encontrar solucoes de Pareto, tanto as eficientes quanto as fracamente eficientes, de pro-
blemas multiobjetivo, que envolvem objetivos nao lineares. Nesse trabalho, procura-se caracterizar

os 6timos de Pareto, tanto do caso convexo, quanto do caso nao convexo, por meio dos conceitos de

1S30 solucdes eficientes que exercem dominancia de forma estrita em todos os objetivos.
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cone tangente e cone normal. Esse trabalho, que assume uma abordagem completamente tedrica,
nao apresenta resultados computacionais.

Dentre todas as contribuig¢oes destacadas, aquelas que pareceram mais promissoras foram as
de Fliege et al. [21], Kim e Weck [27] e Stein [35]. Optamos, inclusive, por incorporar a tltima

delas em nosso trabalho, conforme veremos no Capitulo 4.
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Capitulo 2

Modelos de carteiras de investimento

2.1 O modelo de Markowitz

O tipo de problema de portfdlio a ser estudado nesse trabalho caracteriza-se pela escolha de
como investir o capital disponivel entre as véarias agdes existentes no mercado. A estratégia de
resolucao desse tipo de problema envolve tanto a maximizagao do lucro do investimento, como
a minimizacao do risco de perda de capital em virtude das flutuagdes dos precos do mercado.
Naturalmente, estes objetivos sao contraditorios e cabe ao investidor decidir como combinéa-los.

O modelo matematico classico para esse tipo de problema de portfélio é baseado nas ideias
propostas por Markowitz [30] em 1952. Definidos os n diferentes ativos que compoem a carteira de
investimento, o montante a ser investido em cada ativo pode ser obtido resolvendo-se o problema

de programacao quadratica
min %xTQx
Sa plz=p
n
i=1
x; > 0, 1 =1,..n,

(2.1)

onde

e () € R™ ¢ a matriz de covaridncia do problema. O elemento (i,j) dessa matriz representa
a covariancia, que é a medida de quanto duas variaveis aleatorias se influenciam, do ativo i
em relacdo ao ativo j. Além disso, a matriz () é simétrica e semi-definida positiva, ou seja,
Q=0T exTQx >0, Vx € R"™.

e x € R™ é o vetor de incognitas, que indica como o montante total disponivel deve ser
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distribuido entre os ativos. Desta forma, a componente x; fornece a fracdo do montante

disponivel a ser investida no ativo i.

e 1 € R™é o vetor de retornos esperados. Ou seja, o elemento p; representa o retorno esperado

para o ativo 1.

e p € R é o nivel desejado de retorno do portfolio.

Nesse modelo, temos como objetivo minimizar o risco, representado pela funcao quadratica
baseada na matriz de covariancia, para um nivel predefinido de retorno, definido pela primeira
restricdo. A segunda restricao indica que desejamos investir todo o montante disponivel, enquanto
a terceira é usada para evitar que a porcentagem do dinheiro investida em cada ativo seja negativa,
o0 que significa que ndo permitimos a venda de ativos.

Para definir um problema especifico na forma (2.1), faz-se uma andlise histérica dos ativos
financeiros escolhidos para compor a carteira, de modo que seja possivel criar tanto uma medida de

risco (em geral, a varidncia), como também obter o valor esperado de retorno de capital (esperancga).

2.2 QOutros modelos

O Modelo (2.1) poderia ser substituido por outro no qual se estabelecesse um nivel para a
varidncia e o retorno fosse maximizado. Outra possibilidade seria a ado¢ao de uma desigualdade
na restricao de retorno esperado, de modo que p correspondesse ao retorno minimo admissivel. Ao

longo dessa secao, apresentaremos outros modelos que podem ser obtidos a partir de (2.1).

2.2.1 O modelo paramétrico

Uma modificagao possivel do Modelo (2.1) seria incluir o objetivo de maximizar o retorno na
funcao objetivo. Para tanto, é preciso utilizar um pardmetro A que pondera os objetivos conflitantes
de reducao do risco e aumento do retorno. Neste caso, obtemos o problema abaixo, no qual temos

apenas as restricoes de uso de todo o montante disponivel e de nao negatividade das variaveis.
min  IA\TQz — (1 — \)p'z
n
Sa Yx,=1 (2.2)
i=1
z; 2 0, i=1,..,n.
Tomando 0 < A < 1, observamos que, para A = 0, apenas o retorno é considerado, enquanto

A = 1 corresponde a simples minimizacao do risco.
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Supondo que a matriz () seja positiva definida, temos que, para cada valor fixo de A\, o problema
é convexo e possui solugao unica, pois o tnico minimizador local existente é também minimizador

global.

Uma variagdo do Modelo (2.2) consiste em escalar a fungao objetivo, de forma que o pardmetro

do risco seja sempre 1 e o parametro do retorno seja A. Dessa forma, temos o seguinte modelo:

min 127 Qx — 'z
Sa Sx,=1 (2.3)
i=1

x; > 0, 1=1,....n.

Nesse caso, se A = 0 apenas o risco é considerado, enquanto A\ — 400 corresponde a simples

maximizagao do retorno.

2.2.2 0O modelo com variaveis binarias

Outra linha de desenvolvimento de modelos para a otimizacao de carteiras de investimentos
esta relacionada a inclusao de restrigdes que tornam o problema mais compativel com as situagoes
encontradas na vida real. Nessa linha, destacamos o modelo no qual se restringe a quantidade
de ativos que irao compor a carteira, uma vez que normalmente nao é viavel investir em todos os
n ativos disponiveis no mercado. Este modelo geralmente inclui também um conjunto de limites
inferiores, [;, e superiores, u;, para as fragoes aplicadas a cada ativo selecionado, pois, na pratica,

¢ comum existir uma quantia minima a ser aplicada em um ativo que faz parte da carteira.

Com o intuito de restringir a K o nimero de ativos, incluimos no modelo as variaveis binarias
auxiliares z; , © = 1,...,n, de modo que z; = 1 caso o ativo 7 faca parte da carteira e z; = 0 caso

contrario.

Ja com relacdo aos limites inferiores e superiores, como estes s6 sdo aplicados as variaveis
efetivamente incluidas na carteira, em lugar de utilizarmos canalizagoes simples, recorremos a

desigualdades mistas, ou seja, com variaveis inteiras e reais.
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Tomando por base o modelo de Markowitz, obtemos o seguinte problema

min %xTQx
S.a plzr=p
n
>ori=1
i=1
lizi S €T; S Uiz, 1= 1,...,n
z € {0,1}, i=1,..n
n
> 2z < K.
1

1=

(2.4)

Em (2.4), se z; valer 0, z; também serd igual a 0. Por outro lado, se z; = 1, temos [; < z; < u;.
Como temos no maximo K variaveis inteiras z; iguais a 1, somos forgados a escolher no maximo
K ativos.

Naturalmente, as restrigbes que envolvem as variaveis binarias podem ser incluidas em todos
os problemas apresentados neste capitulo, bem como em muitos outros modelos para problemas

de otimizagao de carteiras. Para mais detalhes, sugere-se consultar o artigo de Mitra et al. [32].

2.3 A fronteira eficiente de um problema de investimento

Problemas de programagao multiobjetivo que envolvem risco e retorno nao possuem uma So-
lugao que minimiza o primeiro e maximiza o segundo ao mesmo tempo, pois esses objetivos sao
conflitantes.

Sendo assim, no caso de aplicagoes financeiras, dizemos que um portfélio m; domina outro
T Se 71 possui risco menor e retorno maior que my, podendo haver igualdade em uma das duas
medidas. Para esse problema biobjetivo, a fronteira eficiente de investimento (que chamaremos de
FEI), ou simplesmente de fronteira de Pareto, é a curva nao decrescente que contém as melhores
possibilidades de conciliagao entre risco e retorno.

A Figura 2.1, apresenta uma fronteira eficiente de investimento gerada a partir de ativos da
bolsa de valores do Reino Unido. Nesta figura, o eixo das abscissas representa a medida de risco
do portfélio, que nesse caso é a variancia. Ja o eixo das ordenadas representa o retorno médio dos
ativos.

Vale notar que, caso nao tenhamos as restrigoes que envolvem as variaveis bindarias, a curva
sera “bem comportada”, pois ela é nao decrescente e possui uma reta suporte.

A andlise da Figura 2.1 revela que, caso o investidor tenha uma grande aversao ao risco, ele

deve optar por investir em um portfolio que tenha varios ativos, pois a possibilidade de perder
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PortfAio selecionado
contendo 1 ativo.

PortfAio selecionado
contendo 30 ativos

>Risco

Figura 2.1: FEI dos ativos da bolsa de valores do Reino Unido (FTSE).

dinheiro em todos eles ¢ menor. Por outro lado, caso o investidor seja mais audaz e escolha
priorizar o retorno, ele deve optar por investir em poucos ativos, em geral aqueles que apresentam
o maior retorno, ainda que o risco de perda de capital seja grande devido a volatilidade do mercado
financeiro. Vale notar, ainda, que nenhuma das solugoes da fronteira eficiente é “melhor” que
as outras: cada ponto dela representa a melhor solugdo para o nivel de risco especificado pelo
investidor. Para mais detalhes sobre fronteira eficiente de investimentos, sugere-se consultar o
livro de Luenberger [29].

Em geral, podemos determinar a fronteira eficiente de investimento por meio de modelos pa-
rametrizados tais como (2.2) e (2.3). Como a func¢do objetivo desses problemas é convexa, todo
minimo local é também minimo global. Logo, cada ponto da fronteira nada mais é que a solucao
do modelo para um ou mais valores de A. Assim, o parametro A desempenha um papel essencial,

uma vez que representa o nivel de risco e retorno escolhidos pelo investidor.

Uma maneira pratica de se construir a fronteira eficiente passa pelo uso do método da soma
ponderada, apresentado na Segao 1.1, que envolve a discretiza¢ao dos valores A no intervalo [0,1]
e a resolugdo de (2.2) para cada um dos valores de A selecionados. Em geral, essa discretizagao é
feita por meio da divisao desse intervalo em subintervalos de comprimentos iguais, A\, de modo
que A € {0,AN2A\,...,1}. Um processo analogo poderia ser adotado para o Modelo (2.3), com a
diferenca de que, nesse caso, deverfamos discretizar o intervalo [0,Apqz], em que Ayq, € um niimero

muito grande.
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Como, para cada valor de A, ha uma ou mais solugées com o mesmo valor de funcao objetivo,
podemos dizer que a curva bidimensional A x f()\), onde f()\) é o valor 6timo da fungao objetivo do
problema paramétrico para um valor fixo de A\, é uma representacao alternativa para a fronteira de
Pareto. Essa curva é monétona da mesma forma que aquela da Figura 2.1, porém é decrescente.

A Figura 2.2 representa a curva A X f(\) caracteristica do Problema (2.2).

A\ 4
—_
3

Figura 2.2: Curva A x f(\) do Problema (2.2).

As duas formulagoes apresentadas da fronteira eficiente de investimentos sao equivalentes, pois
ambas contém as informagoes primordiais ao investidor. Isso se deve ao fato de que cada valor de
A da curva alternativa esta associado a pelo menos um vetor x no espaco de variaveis originais,
que seria exatamente uma solugdo nao dominada da fronteira eficiente original.

Quando se incorpora as restrigoes que envolvem as varidaveis bindrias, a dificuldade de se apro-
ximar a fronteira eficiente aumenta devido a constante troca dos ativos que compoem a carteira.
Assim, a complexidade do Problema (2.4) é muito maior do que a de (2.2). Para mais informagoes
sobre a fronteira eficiente em problemas que envolvem as restrigoes com variaveis binarias, pode-se
consultar Chang et al. [9] e Dias [13].

2.4 Problemas de programacao quadratica inteira mista

Um modelo mais préximo da realidade, pode ser criado combinando o modelo paramétrico

(2.3) com o modelo que inclui restrigdes que envolvem varidveis bindrias (2.4). Tal processo é
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equivalente a acrescentar o retorno parametrizado a fun¢ao objetivo do Problema (2.4). Para

facilitar a resolucao do problema, também é possivel transformar em desigualdade a restricao de

montante aplicado. O modelo obtido assim é o seguinte para A € [0, + 00):

1T T
min ;' Qr — Ap'w

=1

lizi S ZT; S Ui 25, 1= 1,...,71 (25)
z € {0,1}, i=1,..,n

i z < K.

i=1

Com a conversao da restricao de montante aplicado em uma desigualdade, é possivel que uma
parte do dinheiro disponivel ndo seja investida, particularmente no caso em que A esta proximo
de 0, ou seja, quando a aversao ao risco é grande. Em particular, quando A = 0, e a matriz @) é
definida positiva, nada é investido. Neste caso, a funcao objetivo atingird o minimo apenas para
xz =0.

Como nao é razoavel supor que um investidor mantenha em caixa grande parte de seu dinheiro,
podemos considerar a existéncia de um ativo livre de risco (como a caderneta de poupanca ou as
letras do tesouro americano) que absorva o montante nao aplicado no conjunto de ativos que pode

compor a carteira.

Esse ativo livre de risco pode, inclusive, ser introduzido no Modelo (2.5), o que tornaria semi-
definida positiva a matriz (). Com essa alteragao, todo o dinheiro disponivel seria aplicado, exceto
no caso em que A = 0, situagdo para a qual ha infinitas solu¢oes 6timas, pois qualquer montante
investido no ativo livre de risco seria 6timo, desde que nada fosse aplicado nos demais ativos. A
introducao de um ativo livre de risco altera a fronteira eficiente, fazendo com que esta toque o eixo

vertical apresentado na Figura 2.1.

Esse modelo foi tomado como base para o estudo realizado neste trabalho, conforme veremos

no Capitulo 3.

Existe uma formulacao alternativa do Problema (2.5) em que trabalhamos com a versdo impli-
cita das restrigdoes dese modelo. Para entender como isso é feito, primeiramente devemos perceber
que limitar o nimero de ativos na carteira nada mais é do que exigir que nao mais que K com-
ponentes do vetor x sejam positivas. Logo, chamando de nz(x) = {i|z; # 0} o conjunto das

n

componentes nao nulas do vetor z, podemos substituir a restricao Y. z; < K pela exigéncia de que
i=1

a cardinalidade de nz(x) seja, no maximo, K, ou seja, que Card(nz(z)) < K. Além disso, para

manter as restricoes de limite inferior, assim como as de positividade, basta exigir que as variaveis
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cujos indices estao em nz(x) satisfagam as restri¢oes de limite inferior, bem como que as demais
sejam iguais a zero. Sendo assim, considerando que o limite superior das varidveis seja sempre 1,

podemos reescrever o Problema (2.5) na forma

min %xTQx — 'l
i=1
Card(nz(z)) < K (2.6)
x; > i € nz(x
z; = 0,0 ¢ nz(x).

E facil perceber que, caso o limitante superior das varigveis de (2.5) seja sempre 1, as restrigoes
de (2.5) e (2.6) serdo equivalentes, fazendo com que a solu¢ao dos dois problemas seja a mesma.
Entretanto, a grande vantagem da formulagao (2.6), em relagao a formulagao (2.5), é que podemos
encontrar sua solucao, para um valor fixado de A\, por meio de uma adaptacao do método Branch-
and-Bound que considera as restri¢oes implicitas de forma eficiente. Essa adaptacao, que sera
explicada cuidadosamente no Capitulo 5, foi utilizada em nosso trabalho para resolver uma classe

de subproblemas que envolvem essa formulacao.
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Capitulo 3
Analise da fronteira eficiente alternativa

Problemas de portfélio e de programagao multiobjetivo sdo muito explorados nos dias de hoje,
sendo aqueles que envolvem risco e retorno uma das possiveis intersecoes entre essas duas areas.
Dentre eles, aquele que possui variaveis binarias e reais é um dos mais complexos. Essa com-
plexidade aparece tanto no momento de resolver o problema com o parametro A fixo, quanto na
construcao da fronteira de Pareto.

Porém, é possivel construir a FEI alternativa desse tipo de problema tomando como base apenas
os pontos chave, que sdo tanto aqueles em que ocorre a mudanga de ativos na carteira (as variaveis
bindrias mudam de valor), quanto aqueles em que hd uma mudanga significativa na inclinacao
da curva, conforme veremos ao longo desse trabalho. Nesse capitulo, vamos mostrar parte desse
processo ao apresentar uma estratégia para encontrar esses pontos, por meio da divisao do problema

original em uma sequéncia de subproblemas, cujas curvas A X f(\) estdo bem definidas.

3.1 A nossa proposta

A obtengao do conjunto solugado de problemas risco-retorno do tipo (2.5) é uma area pouco
explorada na literatura e, quando abordada, em geral a solugao é obtida por meio de métodos meta-
heuristicos. Nesse trabalho, apresentamos um método direto eficiente para resolver problemas de
portfolio de grande porte que envolvem varidveis binarias, com objetivo de encontrar a sua solugao
para todos os possiveis valores do parametro .

Em nossa proposta, nos concentramos no Modelo (2.5), que inclui uma restri¢io que limita
o tamanho da carteira. Como, em geral, devido aos custos de transacao, o investidor estd mais
preocupado com o minimo a ser investido e ndo com o maximo, incluimos limitantes inferiores

pré-definidos para os montantes a serem aplicados nos ativos da carteira, ao passo que o limitante
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superior de cada um deles é sempre 1, ou seja, podemos investir 100% do nosso capital em um
unico ativo, desde que o mesmo faca parte da carteira. Dessa forma, o objetivo é encontrar a

fronteira eficiente de investimentos alternativa do seguinte problema:

min  f(z) = 327 Qz — ATz

i=1

Z; € {0,1}, 1=1,....,n
i Zi S K7
i=1

onde A € [0, + 00), K < n e @ é simétrica definida positiva. A complexidade de encontrar a FEI
alternativa desse problema é enorme devido as variaveis bindrias. Para cada valor de X fixo, temos
um problema de programacao quadratica inteira mista, que nao é facil de se resolver. Além disso,
a entrada ou a saida de um ativo da carteira, algo que ocorre com frequéncia quando variamos A,

provoca uma mudanca drastica na inclinacao da FEI alternativa.

Ao resolvermos o problema com as restrigoes de integralidade relaxadas, ou seja, admitindo
que z; € [0,1], notamos que, frequentemente, para valores grandes de A, as varidveis z;, de fato,
valem 0 ou 1. Porém, para valores pequenos de \, as variaveis z; assumem valores fracionarios.
Tal resultado é compativel com a nossa intuicao, pois quanto menor o valor de A\, maior ¢ o risco,
assim como a necessidade de diversificar o portfélio, o que nos leva a escolher um nimero elevado
de ativos. Assim, a presenca de variaveis fracionarias permite que, na pratica, o limite K de ativos

na carteira seja violado.

Como dito na Secao 2.3, uma estratégia simples para aproximar a FEI alternativa consiste
em discretizar o intervalo [0,\;,qz), €m que A,. é um nimero muito grande, e, para cada valor
fixo de A nesse intervalo, resolver o Problema (3.1). Esse problema, apesar de complexo, pode
ser resolvido por métodos tais como o apresentado por Villela [36]. Entretanto, essa estratégia
nao permite que representemos a FEI alternativa do Problema (3.1) com uma precisao adequada,
devido ao fato de nao ser possivel determinar, de forma exata, os pontos chave da mesma. Para
compensar esse problema, seria necessario aumentar o tamanho da malha da discretizagdo, o que,
sem duvida, tornaria o método caro computacionalmente. De qualquer forma, essa abordagem foi
utilizada em nossos testes computacionais como parametro de comparagao com o nosso algoritmo,

conforme veremos no Capitulo 7.
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3.2 Decompondo o problema

A vantagem de trabalhar com problemas que envolvem variaveis binarias é que podemos enu-
merar de forma finita todas as possiveis combinagoes de seus valores, obtendo assim todas as
possiveis solugdes do problema. Apesar dessa estratégia ser cara e ineficiente na pratica, ela é ttil
para compreendermos de forma geral o comportamento do problema.

No caso do Problema (3.1), fixar as variaveis bindrias z; em zero ou um significa determinar se
um ativo vai ou ndo compor a carteira. Sendo assim, a fixacdo das variaveis bindrias vai resultar
em um subproblema com varidveis continuas x;, que sdo as porcentagens a serem investidas nos
ativos cuja variavel bindria correspondente tenha valor um.

Para ilustrar esse processo, vamos considerar um problema do tipo (3.1) com 3 ativos (n = 3),
dos quais devem ser escolhidos no méaximo 2 (K = 2). Nesse caso, podemos escolher para compor
a carteira, nenhum ativo, ou somente o ativo 1, ou somente o ativo 2, ou somente o ativo 3, ou os
ativos 1 e 2, ou os ativos 1 e 3, ou os ativos 2 e 3, totalizando C59+ Cs1 4+ C352=14+3+3=7
possibilidades.

De forma geral, para um problema com n ativos, o nimero total de subproblemas é T =
Cro+Cni+ Cha+ ...+ C, g, ou seja, o nimero de subproblemas cresce rapidamente conforme o
numero de ativos também cresce. Sendo assim, é inviavel resolver todos eles na pratica.

De qualquer maneira, o problema resultante para os ativos que estao fixados na carteira tem a

seguinte forma:

min  f(z) = 327 Qz — A
S.a 3 €T; <1

7,; - (3.2)
ZT; 2 ll,Z € I(Z)

r;=0,1¢ I(2),
onde I(z) = {j,|z; = 1}.

3.3 A fronteira eficiente com ativos fixados

O Subproblema (3.2) é similar ao Problema (2.3), com diferenga no valor do limite inferior e na
restricao sobre o montante maximo, que agora se tornou de desigualdade. Logo, é natural esperar
que a FEI de ambos os problemas sejam similares. Devido a essa similaridade, é possivel obter-se
a FEI alternativa de (3.2) por meio de um processo similar ao descrito na Secao 2.3.

Ao longo desse trabalho, trabalharemos apenas com a formulacao alternativa da FEI, ou seja,
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a curva A X f(\), de modo que, a partir desse momento, vamos nos referir a ela como Fronteira
Eficiente de Investimentos (FEI) ou apenas fronteira eficiente. A Figura 3.1 mostra uma FEI tipica
do Problema (3.2).

M ok 107~

Figura 3.1: FEI do Subproblema (3.2).

Conforme pode-se observar no desenho, a FEI é uma curva mondtona decrescente que pode ser
representada pela unido finita de segmentos de parabolas. Note que cada pardbola esta atrelada a

intervalos especificos de A.

3.4 Trabalhando com todas as curvas

Para um valor fixo de A, o Problema (3.1) se torna um problema de programacao quadrética
inteira mista, ao passo que o Subproblema (3.2) é um problema de programacao quadratica con-
tinua. Como os T' subproblemas contém todas as combinagoes possiveis das varidveis bindrias, a
solugao de (3.1) esta contida no conjunto das solugoes dos subproblemas do tipo (3.2). Nesse caso,
como o Problema (3.1) é de minimizagao, a sua solugdo corresponderd a solugdo do subproblema
do tipo (3.2) que possui o menor valor da fungdo objetivo. Assim, podemos resolver todos os
subproblemas e encontrar aquele que possui o menor valor da fungdo objetivo.

Esse raciocinio também seria vélido caso estivéssemos procurando a FEI de (3.1). Nessa si-
tuacao, a FEI desse problema envolveria as T' curvas associadas aos subproblemas com variaveis

continuas do tipo (3.2). Como a funcao objetivo de (3.1) é de minimizagao, podemos dizer que sua
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FEI é a curva que esté por baixo do conjunto de todas as T FEI associadas ao Subproblema (3.2).
Logo, uma maneira de se obter a FEI de (3.1) seria desenhar, em um mesmo sistema de eixos,
todas as curvas associadas ao Subproblema (3.2), e encontrar a curva que estd por baixo delas, ou
seja, achar a uniao dos segmentos de curvas que estao por baixo dos demais.

Para exemplificar essa situacao, considere um problema do tipo (3.1) com trés variaveis, em
que temos que escolher exatamente duas para compor a nossa carteira, ou seja, a restricao sobre o
numero de ativos que vao compor a carteira ¢ de igualdade. Nesse caso, teriamos trés subproblemas
do tipo (3.2) com curvas associadas C7, Cy e C5. A curva (] seria correspondente ao subproblema
em que os ativos 1 e 2 estdo na carteira, ao passo que a curva Cy considera que os ativos 1 e 3
estdo na carteira, enquanto a curva C3 considera que os ativos 2 e 3 estao na carteira. A Figura

3.2 mostra o desenho das 3 curvas em um mesmo sistema de eixos.

v
E)

Figura 3.2: FEI dos subproblemas em um mesmo sistema de eixos.

A andlise da Figura 3.2 nos revela que a curva que esta por baixo possui segmentos das trés
curvas. Da esquerda para a direita, a curva que esta por baixo comeca com um segmento de Cj,
depois continua com um segmento de Cs, mudando posteriormente para a curva C7. A curva que
estd por baixo, ou seja, a FEI do Problema (3.1) desse exemplo, é mostrada na Figura 3.3. Dessa
ultima figura, é possivel notar que a FEI é continua, apesar de sua derivada conter descontinuidades,
provenientes da troca da curva que estd por baixo ou da mudanca de segmento de parabola.

Como se observa, é possivel encontrar a FEI do Problema (3.1) por construgao, a partir de

uma sequéncia de FEI de Subproblemas (3.2). A ideia desse processo ¢ dividir um problema que
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EX

Figura 3.3: FEI do Problema (3.1).

possui variaveis binarias, com o qual ¢é dificil de se trabalhar, em uma sequéncia de problemas com

variaveis continuas, que sao de mais facil tratamento.

3.5 Criando um novo método

O processo apresentado na segao anterior, apesar de ser esclarecedor do ponto de vista tedrico,
¢ muito caro computacionalmente, devido ao fato do nimero de subproblemas do tipo (3.2) crescer
rapidamente conforme aumentamos o niimero de variaveis.

Além disso, as Figuras 3.2 e 3.3 deixam claro que diversos segmentos das trés curvas nao sao
aproveitados na curva final. Logo, seria mais conveniente caminhar na curva que esta por baixo de
forma inteligente, sem ter que, de fato, encontrar todas as curvas associadas a FEI do Problema
(3.1). Tomando esse raciocinio como base, a proposta desse trabalho é, por meio da estrutura
especial desse problema, criar um algoritmo eficiente para aproximar essa curva.

Para motivar o leitor, vamos explicar, em linhas gerais, como funciona o nosso algoritmo, to-
mando como base a Figura 3.4, que apresenta o exemplo da Figura 3.2, acrescido de seus respectivos
pontos chave.

Nosso método sempre comeca da extremidade direita da FEI, partindo A — 400, e vai dimi-
nuindo o valor do mesmo, caminhando da direita para a esquerda, até encontrarmos a extremidade

esquerda da FEI (A=0). Dessa forma, o primeiro passo é encontrar a curva que esté por baixo no
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Figura 3.4: Pontos chave do exemplo anterior.

infinito, que nesse caso é aquela associada a carteira de maior retorno, ou seja, C.

De posse dessa informacao, partindo de A — +o00, caminhamos na curva que esta por baixo até
encontrarmos o seu primeiro ponto de mudanca de segmento de pardabola, que ocorre na coordenada
A1. Para percorrer a curva (', foi necessario um algoritmo, baseado no método de restrigoes
ativas, que determina, de forma exata, cada segmento de parabola, associando-o a um
conjunto ativo 6timo. Nosso proximo passo é testar se, de fato, C; continua sendo a curva
6tima em A1, o que realmente ocorre. Para realizar esse feito, foi necessario um algoritmo de
programacao quadratica inteira mista, que encontra a solugiao de (3.1) para valores
fixos de A. Na analise feita nesse exemplo, vamos desconsiderar a hipdétese de dois segmentos de
pardbola se interceptarem duas vezes, de forma a podermos afirmar que a curva que esta por baixo
no intervalo [A;,+00) é Cf.

Partindo agora de \;, continuamos a caminhar na curva 6tima, C}, até encontrarmos um
novo ponto de mudanca de segmento de parabola, que ocorre na coordenada A3. Novamente,
testamos se a curva que estamos percorrendo é 6tima nessa coordenada. Nesse caso, a curva
que estd por baixo é Cy de modo que existe uma coordenada, Ay € [A3,A\1], em que as duas
curvas se encontram. Para encontré-la, precisamos caminhar da esquerda para a direita, partindo
de A3, sobre a curva (s, até encontrarmos o ponto em que ela cruza a curva (. Para isso,
precisamos tanto de um algoritmo que percorra essa curva no sentido contrario de nossa

orientacgao, quanto de um algoritmo que encontre a intersecao de duas curvas compostas
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por carteiras distintas. Como é possivel que a curva 6tima no ponto de intersecdo seja outra,
também precisamos testar se a curva que esta por baixo em Ay é, de fato, C; ou Cy. Em nosso
exemplo, isso realmente ocorre, pois C3 esta acima das duas nesse ponto. Logo, podemos afirmar
que a curva que estd por baixo em [Ay,+00) é C; e a curva étima em [Az,\o] é Ch.

Agora, partindo da coordenada A do ponto mais a esquerda conhecido da FEI, ou seja, As,
caminhamos na curva Cy até seu proximo ponto de mudanga de segmento de parabola, que ocorre
na abscissa A\y. Como a curva que estd por baixo nessa coordenada permanece a mesma, ou seja,
C1 e C5 continuam acima dela, podemos afirmar que C5 é a curva étima em [A4,\s].

Seguindo nosso raciocinio, partindo de A4, caminhamos novamente sobre a curva C, até en-
contramos seu préoximo ponto mudanga de segmento de parabola, que ocorre quando A = 0. Mais
uma vez, testamos se a curva Otima nessa coordenada muda. Nesse caso, a curva que esta por
baixo é ('3, de modo que precisamos encontrar a coordenada de intersecao das duas curvas, A5, por
meio do mesmo processo que foi utilizado para determinar o encontro das duas primeiras curvas.
Depois de encontrada a intersecao, testamos se existe alguma curva abaixo do intercepto. Como
nesse ponto, C estd acima das outras duas curvas, podemos dizer que a curva étima em [A5,\9] é
C5 e a curva que estd por baixo em [0,A5] é Cs.

Vale notar que a curva C5 possui um ponto de mudancga de segmento parabola em \g, que,
apesar de nao influir no intervalo em que essa curva é 6tima, deve ser descoberto pelo nosso
algoritmo, pois esses pontos, quando estdao na curva que estd por baixo, tém um papel fundamental
na determinagao da FEI do Problema (3.1)

A partir da andlise desse exemplo, fica claro que, para executar a nossa proposta, é necessario
combinar um certo nimero de algoritmos distintos. A seguir, vamos apresentar, de forma breve, os
trés principais algoritmos que foram combinados em nosso programa principal, que serd chamado
de Algoritmo PFV.

1. Um método que, fixada a curva com que estamos trabalhando, percorra cada
parabola que a compdoe. Esse método, que pode caminhar tanto da direita para a esquerda
(diminuindo o valor de \), quanto da esquerda para a direita (aumentando o valor de \), nos

permite percorrer a curva que esta por baixo. Chamaremos-o de Algoritmo Segmento FEI .

2. Um método para determinar se um ponto de uma curva fixada esta por baixo
das demais. Essa verificagao pode ser feita de forma direta ao resolvermos o Problema (3.1)
com A fixado, pois as varidveis binarias z; da solugdo discriminam qual ¢ a carteira 6tima
nesse ponto. Esse método é 1util para determinarmos se um ponto final de um segmento de
parabola de uma curva fixada esta por baixo das demais curvas. O método sera chamado de
Algoritmo PQIM.
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3. Um algoritmo para encontrar a intersecao de segmentos de parabola que estao em
curvas compostas por carteiras distintas. Esse método é necessario para corrigirmos
o caminho a ser trabalhado, caso o Algoritmo PQIM determine que o ponto que estamos
investigando nao estd na curva mais abaixo. Esse método serda chamado de Algoritmo das

Intersecoes.

O Algoritmo Segmento FEI serd discutido em detalhes no Capitulo 4, ao passo que o Algoritmo
PQIM sera trabalhado no Capitulo 5 e o Algoritmo das Intersecoes sera visto no Capitulo 6. Ainda
no Capitulo 6, descreveremos como os trés algoritmos foram combinados, bem como a proposta

para se encontrar a curva que esta por baixo.
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Capitulo 4

A fronteira eficiente do problema com

variaveis continuas

Neste capitulo, vamos apresentar o método que usamos para encontrar a fronteira eficiente de
problemas de portfélio em que as varidveis sao reais, ou seja, os ativos que vao compor a carteira
sao conhecidos. Problemas desse tipo, em geral, podem ter sua fronteira eficiente determinada
por algoritmos de Programacgdo Quadritica Paramétrica (PQP), método bastante utilizado na
literatura. Entre os métodos desse tipo estudados, destacamos o trabalhos de Best [5] e Stein [35],
que se baseiam em um algoritmo de restri¢oes ativas. Dentre esses, optamos por trabalhar com
a proposta de Stein [35], devido ao fato do método ser numericamente estével para problemas de

grande porte.

Conforme discutido no capitulo anterior, fixado o valor das variaveis inteiras, nosso algoritmo
anda individualmente em cada parabola que a compde, ou seja, ele caminha sobre a fronteira
eficiente de Subproblemas (3.2). Dessa forma, baseados nas ideias de Stein [35], vamos propor um
algoritmo que aproxima por completo a fronteira eficiente do Subproblema (3.2), assim como o

Algoritmo Segmento FEI .
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4.1 O problema geral

O algoritmo de Programacao Quadratica Paramétrica com o qual trabalhamos nesse capitulo

resolve o seguinte problema para todo A € [0, + c0):

min 127 Qx — \u'x
S.a A[I‘ S b[ (41)

AELL' = bE,

onde z,u € R", @) € R"™" é uma matriz simétrica e definida positiva, A; € R™*" e Ap € RmMEX"
sao as matrizes das restricoes de desigualdade e igualdade, com os seus respectivos vetores do lado
direito by € R™ e b € R™E,

Podemos encarar (4.1) como um problema de investimento com restrigoes lineares. Vale notar
que, uma vez que a matriz de covaridncia é simétrica e definida positiva, o Subproblema (3.2) é
um caso particular do Problema (4.1) em que ndo hé as restrigoes de igualdade e os termos da

restricao de desigualdade sao da seguintes forma:

el 1
e b= ,

onde e = (1,1,1,...,1)7, I é a matriz identidade de ordem n e [ é o vetor de limite inferior das

A =

variaveis.

Na proxima secao, serd apresentado o embasamento tedrico do método.

4.2 Um método de restricoes ativas

Nesta se¢ao, vamos descrever um algoritmo de restri¢coes ativas para encontrar uma aproximacao
da FEI de problemas do tipo (4.1). O algoritmo baseia-se na separacao das inequagoes do problema

em ativas e inativas, quando aplicadas a um dado ponto Z. Uma restricao linear do tipo alz < b;
T

é ativa em % se al 2 = b;. Caso contrério (al % < b;), a restricio ¢ dita inativa. Seguindo esse
raciocinio, equagdes podem ser interpretadas como restrigoes sempre ativas. O conjunto de todas
as restrigoes ativas é chamado de conjunto ativo. Chamaremos de I, o conjunto dos indices das
restricoes ativas. A fronteira eficiente do nosso problema continuo pode ser caracterizada por
segmentos adjacentes, cada qual caracterizado por um conjunto ativo I* constante.

Para iniciar o algoritmo, ¢ necessario obter a solugdo em uma das extremidades da fronteira

eficiente, seja ela a inicial (A = 0) ou a final (A — 400). Caso se opte pela extremidade inicial,
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o termo linear da funcao objetivo sera nulo e teremos um problema de programagao quadratica,
a0 passo que, se optarmos pela extremidade final, o termo linear serda muito mais importante do
que o quadratico, de forma que esse tltimo possa ser desprezado, levando assim a um problema
de programacao linear. Como, em geral, é mais barato resolver um problema de programagao
linear, optamos por iniciar o algoritmo pela extremidade final da fronteira eficiente. Dessa forma,

o problema de programagao linear a ser resolvido tem a seguinte forma:

min —u’x
S.a A[l’ S b[ (42)

Caso a solugdo do Problema (4.2) seja unica, ela estard no final da fronteira eficiente. Se
a solucao nao for tnica, ou seja, temos solucoes alternativas, encontramos a solucao de termo

quadratico minimo, resolvendo o seguinte problema:

min %xTQx

S.a plz=p*
A[ﬁL‘ S b[
AELL’ = bE,

onde p* é o valor 6timo da funcao objetivo de (4.2).
No caso dos problemas de investimento, esse processo é equivalente a encontrar a solucao de
menor risco dentre aquelas que possuem retorno maximo. Esse cenario aparece quando existem

dois ativos distintos que possuem o retorno esperado maximo.

Uma vez que é mais facil encontrar a solucao inicial na extremidade direita da fronteira, vamos
procurar os segmentos da fronteira eficiente caminhando da direita para a esquerda, de forma
que cada segmento estd associado a um conjunto I, fixado. Esse processo é equivalente a, em
um segmento qualquer, iniciarmos do maior valor possivel de A\, diminuindo-o até encontrar uma
quebra de segmento, ou seja, uma mudanca no conjunto ativo. ApoOs determinarmos a quebra,
guardamos o valor de A\, o novo conjunto ativo atrelado ao préximo segmento a ser investigado e as
informacgoes do ponto correspondente ao final do segmento, para assim reaplicarmos o algoritmo
utilizando o ponto encontrado como o ponto de partida. Tal algoritmo ¢é aplicado até encontramos
a solucao na extremidade esquerda da fronteira eficiente do problema.

Em uma iteragdo qualquer do método, trabalha-se a partir do ponto mais a direita de um
intervalo. Chamando de \; a abscissa desse ponto, e de 2! a solu¢io do Problema (4.1) com esse

valor de A fixado, é necessario descobrir para que valores de A o conjunto ativo ainda ¢é 6timo. Em
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outras palavras, deve-se encontrar o valor Ay em que ocorre uma mudanca de conjunto ativo étimo,
assim como a solucao correspondente, x?. Para isso, devemos resolver um problema do tipo (4.1)
em que o indice das restrigoes ativas ¢ o mesmo da solugao que corresponde ao inicio do segmento.

A Figura 4.1 exemplifica a situagao descrita.

H
v

X

Figura 4.1: Segmento da fronteira eficiente do Problema (4.1).

Podemos garantir que o Problema (4.1) tem solugao global 6tima para um valor fixo de A, pois
exigimos que () seja simétrica definida positiva, o que faz com que as condi¢oes de segunda ordem
do problema sejam sempre satisfeitas e a solugdo do sistema KKT seja 6tima. O menor valor de
A para qual o conjunto ativo fixado ainda é 6timo, ou seja, aquele em que o sistema KKT muda,
corresponde ao ponto de quebra do segmento. Para encontrarmos os valores de * e \* associados

a essa quebra, ¢ necessario montar o sistema KK'T associado as restri¢oes ativas nesse segmento,

Nas condigoes KKT relacionadas as restrigoes ativas, o gradiente da funcao objetivo deve ser
uma combinacao linear do gradiente dessas restrigoes. Além disso, as restri¢oes ativas devem ser
satisfeitas na igualdade. Chamando de A, e b, a matriz e o vetor do lado direito relacionados
as restrigoes ativas de um conjunto I, qualquer e chamando de y o vetor de multiplicadores de
Lagrange das restri¢oes ativas do problema, notamos que Vf(z) = Qx — Au e o gradiente das

restricoes ativas é A,. Portanto, denotando por y; os multiplicadores de Lagrange das restrigoes
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de desigualdade ativas, temos o seguinte sistema para as restricoes que estao ativas:

Qr — A+ Aly =0
A,z =0b,
y1207

cujas equagoes, em notagao matricial, podem ser reescritas como

BRORON.S

Para determinar o final do segmento relativo ao conjunto ativo I,, devemos resolver (4.3) e

Q A7
A, 0

determinar qual serd o primeiro multiplicador de Lagrange, y, a zerar, ou qual serd a primeira
restricao inativa que vai se tornar ativa.
Depois de resolvermos o sistema, devemos determinar o novo conjunto ativo, verificando quais

sao as restricoes inativas que passam a ser ativas ou vice versa. Chamando de

Q A7
A, 0

a matriz do sistema, podemos reescrevé-lo como

(2)-(2)(2)

Como a matriz H desse sistema pode ou nao ser singular, devemos considerar duas abordagens

diferentes para resolver esse sistema, uma para cada caso. Vamos explicd-las nas subsecoes a seguir.

4.2.1 Caso H seja nao singular

Caso H seja nao singular, a solugao do sistema (4.4) é tnica, o que nos permite particionar

(4.4) em dois sistemas lineares mais simples:
hy 0 Iy
H| "] = e H|"P = ("), (4.5)
hy.q b, Iy p 0

T | gt Nhay
y hyq+ Nhyy |
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onde A* é o valor de A no final do segmento atual.
Depois de obtidas as solugoes dos dois sistemas, precisamos determinar qual o valor de A*, assim

como o novo conjunto ativo. Para isso, precisamos determinar para qual valor de A o segmento

acaba, o que ocorre se uma das restricoes que eram inativas se torna ativa ou se uma restricao

que era ativa se torna inativa. Para encontrar o valor de A* em que a primeira restri¢ao inativa se

torna ativa, basta notar que, para as restricoes inativas,

bi — CL’ZThx

7 1 para i ¢ I,ealh,, <0.

i

Az < b= A(hgy + Ahyp) < b — A* >
‘T’p

Como precisamos determinar o menor valor de A que faz com que as inequacoes referentes
as restrigoes inativas sejam satisfeitas de forma estrita, e estamos caminhando da direita para a
esquerda, diminuindo o valor de A\, devemos adotar:
a’h

N\ bz - i .
A = mazx {Tz’q, parai ¢ I, eaj hy,, < 0} : (4.6)
a; hap

i

Por outro lado, uma restricao ativa se torna inativa se o multiplicador de Lagrange associado
se torna zero na solucao do sistema KKT. Uma vez que os multiplicadores de Lagrange associados
as restrigcoes de desigualdade do problema possuem o sinal usual, ou seja, sao sempre positivos,

podemos impor que:

. - —h .
Rygi+ Ay pi >0 = A > ——% para hy,; > 0ei€ I,
y7p)1/

Para encontrarmos o primeiro multiplicador de Lagrange que vai se tornar zero, devemos adotar:

: hyi
A = max {y’q’, parai € I, e hy,; > 0} . (4.7)
y

Dy

Para achar qual das possibilidades ocorre primeiro, adotamos A = ma:c{jx,j\}. Assim, no final
de uma iteracdo qualquer k, hd duas formas de atualizar o conjunto ativo I*. Se A for determinado
por (4.6) e o indice da restricio que entra é r, fazemos [ = [*¥ Ur. Se A for encontrado por

(4.7) e o indice da restricio que sai é s, temos [F1 = [¥\ s.

4.2.2 Caso H seja singular

A matriz H nem sempre é nio singular, ou seja, o sistema (4.4) ndo necessariamente tem

solugao unica. Essa situacao ocorre com frequéncia quando estamos procurando a solucao inicial
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do problema. Nesse caso, é comum termos que resolver um problema tal como

min —p'x

Sa xfe=1

Uma vez que esse problema ¢ equivalente ao qual se maximiza u’ z, e como o limitante superior
de cada variavel ¢ 0,1, a melhor solucao consiste em atribuirmos o valor 0,1 para as dez variaveis
cujo valor u; associado seja o maior possivel. Dessa forma, teremos dez varidveis no limitante
superior e o resto no limitante inferior fazendo com que todos os vetores canoénicos (colunas da
matriz identidade) estejam em A,. Além disso, a primeira restri¢io também é ativa, por ser de
igualdade, fazendo com que o vetor e também esteja em A,. Como e pode ser escrito como uma

combinacao linear das colunas da matriz identidade, A, nao possui posto completo.

A dificuldade discutida acima também pode ocorrer em uma iteracao qualquer do método,
principalmente se a solucao inicial nao possuir posto completo. Uma maneira de se contornar tal
problema é minimizar o valor de A dentre todas as solu¢oes possiveis do sistema KKT. Para isso,

resolvemos o seguinte problema de programacao linear:

min  A,iq
0
Sa H| ' | = o [
Yy ba 0 (4.8)
Ax <b
yr > 0.

Os elementos de x determinam a solucao no final do segmento. J& os elementos de y que sao 0
indicam quais restri¢oes ativas se tornarao inativas no proximo segmento. Para descobrirmos quais
restri¢oes inativas vao se tornar ativas, basta usar o vetor z encontrado para calcular as inequagoes
Az < b do problema original e ver quais restri¢des passam a ser de igualdade. Por construcao, tal
procedimento garante otimalidade no final do segmento, sendo [A,11,\,] o intervalo correspondente

ao segmento obtido.

37



4.3 Um algoritmo para obter a fronteira eficiente do pro-

blema com variaveis reais

Por meio da teoria apresentada na secao anterior, implementamos o método proposto por Stein
[35], que obtém a FEI do Problema (4.1) e serd chamado ao longo do texto de Algoritmo FEI. Seu

pseudocéddigo ¢ ilustrado no Algoritmo 1.

Algoritmo 1: O Algoritmo FEI

Calcule a solucdo inicial z';

Determine o conjunto de restri¢des ativas associado, I};

Faca k < 1 e \p < +o0;

Calcule a matriz H, assim como a sua decomposicao LU;

se a decomposicao LU for inica, ou seja, se H for ndo singular entao

6 Calcule os vetores h, = l Z‘T’q ] e hy= [ Zw ];
9.4 Y,p

Calcule A, A e faca Apyq < maz{\,A} de acordo com (4.6) e (4.7);
8 Faca 2™ « hy o + N1 hap;
9 senao
10 | Encontre A1 e 2"t resolvendo (4.8);
11 fim
12 Determine o novo conjunto ativo, I(f“;
13 se M4 > 1079, entao
14 Guarde \gyq, 2¥H1;
Faca k < k + 1 e volte para a linha 4;
16 Senao

k+1 Ak k+1 Aet1 k .
1 F +— +—
7 ‘ aca x v vt A v et Aer1 < O;

(AU VI

15

18 fim

Nesse algoritmo, primeiramente calculamos a solugdo de (4.1) na extremidade direita (A —
+00), assim como o conjunto ativo fixo correspondente (linhas 1 e 2). Logo apds, calculamos a
matriz H e determinamos se ela é singular ou nao por meio de sua decomposi¢do LU (linha 4).
Caso ela nao seja, determinamos o valor de A\ correspondente & mudancga de conjunto ativo, assim
como a solugao de (4.1) no final do segmento (linhas 6 a 8). Caso contrario, essa determinagao
¢ feita por meio de (4.8) (linha 10). Em seguida, calculamos o novo conjunto ativo (linha 12) e
testamos se ultrapassamos a extremidade esquerda da FEI (linha 13). Caso isso nao ocorra, ou
seja, se Ag41 € positivo, atualizamos o contador e voltamos a linha 4 (linhas 14 e 15), partindo agora
do ponto mais a esquerda conhecido da FEI. Senao, o conjunto ativo atual é 6timo na extremidade

esquerda da FEI, de forma que podemos terminar o algoritmo ao atualizar os valores de z e A
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(linha 17).

A fronteira eficiente do problema é formada pelos segmentos adjacentes que ligam os pontos
de mudanca de valor de A\ associados a troca de conjunto ativo. Para tornar o algoritmo mais
eficiente, na préatica, resolve-se os sistemas de (4.5) por meio da decomposi¢do LU da matriz H.

No Capitulo 6, vamos mostrar como determinar graficamente a FEI de nosso problema a partir
dos segmentos obtidos nesse algoritmo, assim como uma maneira de aproximar a solucao de (3.2)

para qualquer valor de .

4.3.1 Um exemplo

Consideremos o Problema (4.1), com n = 3 e sem restri¢oes de igualdade. Tomemos como

dados iniciais:

1 1 1 1
0,1876 0,2910 0,0685 0,1343
-1 0 0 —0,2
Q= 02910 12346 05953 | .jr= | 0,0986 | Ar=| = lbr=|
0,0685 0,5953 0,4270 0,1420 ’
0 0 -1 —0,2

Aplicando o algoritmo apresentado nessa secao ao problema, temos:

0,2
o Linha 1: A solugdo inicial é 2! = | 0,2
0,6

 Linha 2: As restrigoes 1,2 e 3 estao ativas, logo I! = {1,2,3}.
A parte iterativa do método é apresentada abaixo:
o Iteracao 1.

— Linha 5 H nao é singular, entao vamos para a linha 7.

— Linha 7: Os valores de A obtidos sio: \ = —00, A = 32,7455 e Ay = 32,7455.
0,2
— Linha 8: A solugao é 2% = | 0,2
0,6
— Linha 12: Como My = \ = 32,7455, uma restricio ativa se torna inativa. Nesse caso,

trata-se da restrigao 2, logo 12 = {1,3}.
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— Linha 13: Ay > 0, de modo que voltamos a linha 4.

o Iteracao 2.

— Linha 5: H nao é singular, entao vamos para a linha 7.

— Linha 7: Os valores de A obtidos sio: \ = 7,9351, A = 1,4660 e \3 = 7,9351.

0,6
— Linha 8: A solucdo é 23 = | 0,2
0,2

— Linha 12: Como A3 = \ = 7,9351, uma restricao inativa se torna ativa. Nesse caso, a
restricdo 4, logo I? = {1,3,4}.

— Linha 13: A3 > 0, de modo que voltamos a linha 4.

o Iteracao 3.

— Linha 5 H nao ¢ singular, entdo vamos para a linha 7.
— Linha 7: Os valores de A obtidos sio: \ = —o00, A= 1,3735 e \y = 1,3735.

0,5999
— Linha 8: A solucdo é z* = 0,2
0,2

— Linha 12: Como M\, = A = 1,3735, uma restricao ativa se torna inativa. Nesse caso, a
restrigao 1, logo I} = {3,4}.

— Linha 13: A4 > 0, de modo que voltamos a linha 4.

o Iteracao 4.

— Linha 5: H nao é singular, entdao vamos para a linha 7

— Linha 7: Os valores de \ obtidos sdo: \ = 0,8147, A = —2,3190 e A5 = 0,8147.

0,2
— Linha 8: A solucdo é 2° = | 0,2
0,2

— Linha 12: Como A5 = \ = 0,8147, uma restricao inativa se torna ativa. Nesse caso, a
restricdo 2, logo I? = {2,3,4}.

— Linha 13 A5 > 0, de modo que voltamos a linha 4.
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o Iteracao 5.

— Linha 5: H nao ¢ singular, entdo vamos para a linha 7

— Linha 7: Os valores de A obtidos sdo: \ = —00, A= —00 € \g = —00.
— Linha 8: Passo nao aplicavel, pois A\ = —o0.

— Linha 12: O conjunto ativo nao muda, logo I¢ = {2,3,4}.

— Linha 13: Nesse caso, como \g < 0, vamos para a a linha 17

0,2
— Linha 17: \¢=0e 2% = 0,2
0,2

e Linha 18: Fim

A analise desse exemplo revela que a fronteira eficiente do problema é composta pelos seguintes

segmentos:

1. Um segmento em que A\ € [32,7455; +00), o conjunto ativo é I, = {1,2,3} e = varia entre

0,2 0,2
r=102|ex?=102
I 0,6 | I 0,6 |

2. Um segmento em que A € [7,9351;32,7455], o conjunto ativo & I? = {1,3} e x varia entre

0,2 0,6
?=102|ex*=10,2
I 0,6 | I 0,2 |

3. Um segmento em que A € [1,3735;7,9351], o conjunto ativo é I = {1,3,4} e x varia entre

[ 0,6 0,5999
?=102]ea'=1] 02
0,2 0,2

4. Um segmento em que A € [0,8147;1,3735], o conjunto ativo é I} = {34} e x varia entre

[ 0,5999 0,2 |
=1 02 |ez’=|02
0,2 0,2
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5. Um segmento em que A € [0;0,8147], o conjunto ativo é I° = {2,3,4} e x varia entre

0,2 0,2
=102 ]ea®=1]02
0,2 0,2

O segmento 1 corresponde ao intervalo em que apenas o retorno é priorizado, sendo a melhor

solugao investir o maximo possivel no ativo mais rentavel, mantendo o investimento minimo nos
demais.

O segmento 5 corresponde ao intervalo em que apenas o risco é priorizado, sendo a melhor

solugao investir o minimo possivel.

As Figuras 4.2 e 4.3 mostram a FEI desse exemplo obtida por meio do software MATLAB.

FEI

f(lambda)

56 ! \ L \ \ \ \

20 25 30 35 40
lambda

Figura 4.2: FEI para A € [0,40].

4.3.2 O Algoritmo Segmento FEI

O algoritmo proposto nessa se¢ao aproxima por completo a fronteira eficiente do Problema
(4.1) e consequentemente a FEI do Problema (3.2). No Capitulo 3, vimos a necessidade de um
algoritmo que caminhe sobre um segmento de pardbola da fronteira eficiente do Problema (3.2)
(Algoritmo Segmento FEI ). Tal processo é equivalente a caminhar sobre um segmento da fronteira

eficiente em que o conjunto ativo é constante, ou seja, um passo do algoritmo geral apresentado
acima.
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FEI

f(lambda)
g 8 8 8 o g =
T T
|

@

2
)
T
1

Iamsbda

Figura 4.3: FEI para A € [0,10].

Uma vez que o Algoritmo Segmento FEI precisa caminhar sobre a curva tanto da direita para
a esquerda (reduzindo o valor de \) quanto da esquerda para a direita (aumentando o valor de \),
podemos dividi-lo em duas partes, que chamaremos de Algoritmo Segmento FEI-DE e Algoritmo
Segmento FEI-ED, cada uma referente a um sentido da trajetéria. Como o algoritmo da secao
anterior s caminha da direita para a esquerda, cada iteragdo do mesmo aplicado ao Problema (3.2)
¢ exatamente o Algoritmo Segmento FEI-DE. Esse algoritmo, que parte do valor de A; associado
a extremidade direita do segmento da FEI que estamos procurando, nada mais ¢ do que uma
iteragao do algoritmo apresentado nessa secao.

Nesse caso, o segmento da FEI procurado ¢ aquele em que o conjunto ativo I! estd fixado e
A € [A2,\1]. Nesse caso, 22 é a solucdo de (3.2) com A = ), fixado e x' é a solugdo de (3.2)
com A = )\ fixado. Essas informacoes sdo suficientes para descrever o segmento de parabola

correspondente a esse intervalo, conforme veremos com mais detalhes no Capitulo 6.

4.4 Caminhando da esquerda para a direita

Conforme discutido anteriormente, é possivel caminhar em um segmento da fronteira eficiente
de (4.1) tanto da direita para a esquerda, quanto da esquerda para a direita. No segundo caso,
conhecemos o ponto inicial mais a esquerda do segmento (x?) e procuramos o ponto final mais a
direita do mesmo (x'). Esse processo é andlogo ao apresentado anteriormente, diferindo apenas

no modo como o valor de A no final do segmento ¢é calculado. Novamente, devemos trabalhar com
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o sistema (4.4) e considerar o caso da matriz H ser ou nao singular.

4.4.1 Caso H seja nao singular

Como visto anteriormente, caso H seja nao singular, podemos dividir o Sistema (4.4) na forma
(4.5) e determinar para qual valor de \* o segmento acaba, ou seja, descobrir quando uma da
restricao inativa se torna ativa ou quando uma restricao ativa se torna inativa. No primeiro caso,

basta notar que, para as restrigoes inativas,

T
bi — a; heg

T
a; hap

Ax <b— A(hyy+ Nhyp) <b— A < , para i ¢ I, ea; hyp > 0.

Como estamos caminhando da esquerda para a direita, aumentando o valor de A, o primeiro
valor desse parametro que faz com que as inequagoes referentes as restrigdes inativas deixem de

ser satisfeitas de forma estrita é:

Th

N . bz - azThx q . T

A =min{ ————>, parai ¢ I,ea; hy, > 0. (4.9)
a; Z,p

No segundo caso, uma restricao ativa se torna inativa se o multiplicador de Lagrange associado

se torna zero na solucao do sistema KKT. Escrevendo, entao, o multiplicador de Lagrange do

problema de forma andloga aquela apresentada na Secao 4.2.1, temos

Y;q,%

hyqi + 5\hy,p,z' >0 )< ;

,para hy,; <0e1 € I,.
Yipyi

Para encontrarmos o primeiro multiplicador de Lagrange nulo, devemos adotar:
3 N _hlyzq)l -
A=min{ ———=, parat € I, e hy,; <0;. (4.10)
hy,p,i

Para saber qual das possibilidades ocorre primeiro, adotamos A = mm{j\,j\} Se A for deter-
minado por (4.9) e o indice da varidvel que entra for 7, temos I"™' = " Ur. Se A for encontrado

por (4.10) e o indice da varidvel que sai for s, fazemos "™ = "\ s .

4.4.2 Caso H seja singular

Assim como foi visto na Subsecao 4.2.2, caso H seja singular, a solucao do sistema KKT nao
é unica. Nesse caso, encontramos a solucao que possui o maior valor possivel de A, resolvendo a

versao de maximizagao do Problema (4.8).
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A determinagao do novo conjunto ativo é feita da mesma maneira apresentada na Subsecdo

4.2.2.

4.4.3 O Algoritmo Segmento FEI-ED

Utilizando a teoria dessa se¢do, implementamos o Algoritmo Segmento FEI-ED, que caminha

da esquerda para a direita. Seu pseudocddigo é ilustrado no Algoritmo 2.

Algoritmo 2: O Algoritmo Segmento FEI-ED

1
2
3
4

4]

© 0w N O

10

Calcule a solugio x? associada ao valor \;

Determine o conjunto de restri¢oes ativas associado I,;
Calcule a matriz H, assim como a sua decomposicao LU;
se a decomposicao LU for unica, ou seja, se H for nao singular, entao

Calcule os vetores [ g ] e [ fiap ];
hy,q hy,p

Calcule A, A e A < min{\A} de acordo com (4.9) e (4.10);
Faca 2! < hyq + Mhbgp;
senao
‘ Encontre \; e ©

fim

! resolvendo a versao de maximizagao do Problema (4.8);

Esse algoritmo, que tem como entrada o valor de Ay associado a extremidade esquerda do

segmento da FEI que estamos procurando e como saida o valor de \; na extremidade direita do

mesmo, ¢ analogo ao Algoritmo Segmento FEI-DE, e é a primeira de nossas contribui¢oes dentro

desse trabalho. A tnica diferenca aparece no modo como A é calculado no final do segmento. Nesse

caso, esse calculo é feito por meio de (4.9), (4.10) e da versdo de maximiza¢ao do Problema (4.8).
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Capitulo 5
O problema com variaveis inteiras

Conforme foi discutido no Capitulo 3, o nosso algoritmo requer um método para determinar a
FEI do Problema (3.1) com um determinado valor de A, ou seja, resolver um problema da seguinte

forma:
min  f(z) = 327 Qz + 'z

Sa Ax <b
lizi < m; <z, 1=1,...n (5.1)
z € {0,1}, i=1,..n
3 z < K.

=1

Esse é um problema de programacao quadratica inteira mista 0-1, portanto NP-dificil [7].
Devido a essa complexidade e a necessidade de um método numericamente eficiente, decidimos
explorar dois algoritmos diferentes: um que é barato, mas nao necessariamente encontra a solugao
6tima, e outro que é mais caro, porém robusto. O mais barato é o CHR (Convexr Hull Relazation),
que trabalha com a relaxacao das restrigoes de integralidade sobre o envoltério convexo das mesmas,
nao garantindo que a solucao 6tima encontrada seja inteira. J& o mais robusto é o algoritmo de
programagcao quadrédtica inteira mista, proposto por Bertsimas e Shioda [4] e aperfeigoado por

Villela [36], que combina o método de Lemke e o algoritmo Branch-and-Bound de forma implicita.

5.1 A relaxacao no envoltério convexo

Uma primeira abordagem para resolver problemas de otimizagao nao linear inteira, consiste em
trabalhar com a relaxacao das restrigoes de integralidade. Essa relaxacao pode ser realizada de
diferentes formas, dependendo das restrigoes que sao relaxadas. Dentre elas, destacamos o caso da

relaxagdo sobre o envoltério convexo (CHR), introduzida por Guignard e Ahlatgioglu [26], que foi
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foco de nossos estudos.

Antes de apresentar o problema relaxado que o método CHR resolve, vamos definir matemati-

camente o conceito de envoltério convexo, que é a base para o seu entendimento.

O envoltério convexo de um conjunto S C R™, denotado por Cy(S), é definido como o conjunto

de todas as possiveis combinag¢des convexas de elementos de S, ou seja:

i=1 =1

k k
Co(S) = {Z az;|v; € 8,y iy = 1,0, > 0} :

Claramente, Cy(S) é um conjunto convexo que contém S, ou seja, S C Cy(S). Além disso, é
possivel observar que o envoltorio convexo é o menor conjunto convexo que contém .S, de forma

que, se R é um conjunto convexo tal que S C R, entao Cy(S) C R. A figura abaixo resume essa
ideia:

Conjunto R Conjunto C(S)

Figura 5.1: Envoltério convexo.

Para entendermos o método CHR, primeiramente devemos considerar o seguinte problema de
otimizacao inteira:

min f(z) (5.2)
Sa reSs, '

onde f(x) é uma funcdo nao linear convexa de z € R", S ={x € Y|Azx < b}, Ac R™ beR™ e

Y é um subconjunto de R™ que especifica as restri¢coes de integralidade sobre .
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Definimos a relaxagdo sobre o envoltério convexo do problema como:

min f(z)

S.a x e Cy(9), (5:3)

onde Cy(S) é o envoltério convexo das restrigoes.

Note que, apesar de (5.3) ser uma relaxacao primal, uma vez que S C Cy(S), o CHR minimiza a
fungao objetivo de (5.2) sobre o menor conjunto continuo que contém S, evitando assim de relaxar
as restrigoes lineares do problema original.

Para o método CHR convergir globalmente, as trés condi¢oes abaixo devem ser satisfeitas:
1. A regiao factivel deve ser compacta e convexa.

2. A funcao objetivo deve ser convexa.

3. As restri¢oes devem ser lineares.

No caso do Problema (3.1), essas condigoes sao verdadeiras, pois as restrigoes sao lineares em
um espago de variaveis continuas e binarias, além da funcao objetivo ser quadratica e convexa.

Como o método CHR resolve uma relaxacao de um problema de programacao nao linear inteira,
a solugdo obtida pelo mesmo pode ser fraciondria. Entretanto, se a fungdo objetivo f(x) for
linear, pode-se afirmar que um ponto 6timo de (5.3) serd necessariamente um ponto extremo
do envoltério convexo da regiao factivel inteira original, ou seja, a solucao obtida pelo CHR sera
inteira, coincidindo com a solugao do Problema (5.2). A Figura 5.2 ilustra tal fato em um problema
de programagao linear inteira (PLI) de maximizac¢ao que possui duas varidveis.

A maior dificuldade do problema que CHR resolve estd na formulacao implicita do envoltorio
convexo. Porém, é possivel dividir (5.3) em um problema mestre e um subproblema linear por meio
da ideia da decomposigao simplicial, introduzida por Frank e Wolfe [25] em 1956. O algoritmo
consiste em, a cada iteragdo, procurarmos, por meio do subproblema, um novo ponto extremo
do envoltério convexo das restrigoes, ao passo que, por meio do problema mestre, encontramos a
combinacao linear dos pontos extremos ja conhecidos que minimiza o valor de f(x). Caso essa
combinagao linear esteja dentro de um simplex de uma dimensao menor, paramos o algoritmo, e
a solucao obtida pelo método CHR serd a combinacao encontrada pelo problema mestre. Caso
contrario, voltamos ao subproblema utilizando essa solugdo como ponto de partida. Como a
combinagao linear 6tima dos pontos extremos pode ser fracionaria, nada garante que a solucao
obtida pelo algoritmo seja inteira. Nas subse¢oes a seguir, vamos explicar em mais detalhes os dois

problemas que o CHR resolve em cada iteracao.
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X, X,

A A
£ f(x) > X, £ f(x) > X,
Solu’2 o do problema Solu“2 o do problema
> .
de PLIna regi’ o de PLI no envoltrio
fact’vel original. convexo da regi2 o

fact®vel original.

Figura 5.2: O CHR aplicado a um problema de programacao linear inteira.

5.1.1 O subproblema de programacao linear inteira mista

O subproblema a ser resolvido consiste na busca de uma direcao de descida factivel, que é muito

frequente em problemas de programacao nao linear.

Na k-ésima iteracao da nossa decomposicio, dado um ponto factivel de (5.3), =¥, precisamos
encontrar a diregdo de descida, que faz o menor angulo agudo com V f(z¥), no poliedro definido
pelo envoltério convexo Cy(.5), ou seja, é necessario resolver o seguinte problema de programacao

linear para o iterando y*:

min  Vf(2F)T (y* — 2¥)

S.a y* e Cy(9). (5:4)

Como a fungao objetivo é linear, o 6timo sobre o envoltério convexo dos pontos inteiros é
necessariamente atingido em um ponto extremo de Cy(S), ou seja, em um ponto inteiro da regiao

factivel do Problema (5.2). Utilizando esse fato, podemos transformar o Subproblema (5.4) em
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um problema de programacao linear inteira mista equivalente da seguinte forma:

min Y/ (g — o)
Sa AyF <b (5.5)
Yk ey.

Uma vez que o subproblema é linear, podemos achar o 6timo do mesmo por meio de varios

métodos ja existente para programacao linear inteira mista.

A solugao obtida do Subproblema (5.5), y*, é um novo ponto do envoltério convexo das res-
trigoes, a ndo ser que z* ji seja 6timo para o (5.3). Nesse caso, prosseguimos para o problema
mestre. De uma maneira geral, é facil ver que, a cada iteragdo, aumentamos o nimero de pontos
extremos do envoltorio convexo conhecidos, de forma que, no pior dos casos, o método acaba na

iteragao em que todos esses eles passam a ser conhecidos.

5.1.2 O problema mestre

O problema mestre consiste em otimizar a funcao objetivo nao linear inicial sobre o envoltério
convexo dos pontos extremos gerados pelo Subproblema (5.5), o que torna o problema mais com-
plexo a cada iteracdo. Suponha que, na iteragao k, tenhamos r pontos extremos obtidos a partir
dos Subproblemas (5.5) (note que, como a solugao de (5.5) nao é necessariamente tinica, podemos
ter r # k+1). A partir deles, definimos uma matriz C' € R™", em que cada coluna C; é um ponto
extremo ja obtido por (5.5), e um vetor w cujas coordenadas sao os pesos da combinagao convexa

dos r pontos extremos. Dessa forma, o problema mestre é:

min f(Cw)
Sa ; w; =1 (5.6)
Z)i >0, =12,3,...r.
Note que, devido as restricoes do problema, o produto Cw ¢é a combinacao convexa dos pontos
extremos obtidos nos subproblemas anteriores. Logo, minimizamos o valor de f(x) dentro do
envoltorio convexo gerado pelos pontos extremos, obtendo como solugao os pesos da combinacao

convexa dos pontos extremos que minimiza o valor de f(z). Sendo assim, tal problema é equivalente

a minimizar f sobre um simplex de dimensao r — 1.

Se a solugao 6tima obtida pelo método CHR estiver dentro desse simplex, entao o algoritmo

termina. Caso contrario, a combinagao linear obtida com os pesos 6timo w* ¢é utilizada como o
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préximo iterando, z**!, no Subproblema (5.5), ou seja, definimos

=" wiC; (5.7)
i=1

e voltamos ao subproblema, encontrando outro ponto extremo e aumentando a dimensao do simplex
do problema mestre.

A forma mais pratica de testar se a solugao obtida pelo Subproblema (5.6) é 6tima para (5.6)
consiste em verificar se a solucio do préximo Subproblema (5.5), y*, gera uma direcio de descida

k:+1> k;+1)T<yk+1

ortogonal ao Vf(z"*1), ou seja, se V f(x — 2%*1) = 0, sendo esse um dos critérios de

parada do algoritmo.

5.1.3 O Algoritmo CHR

Apesar do Problema (5.3) possuir uma definigao implicita, de dificil compreensao, a imple-
mentacao de um método computacional para resolvé-lo é barata e intuitiva. Por meio das ideias
apresentadas nessa secao, implementamos um algoritmo, que denotaremos por Algoritmo CHR,

que encontra a solugao desse tipo de problema Seu pseudocédigo é apresentado no Algoritmo 3.

Algoritmo 3: O Algoritmo CHR

1 Faga k < 1 e ache um ponto extremo de (5.3), z';
2 Resolva o problema de programacao linear inteira (5.5) usando o valor de x* fixo, obtendo
assim uma solucao y*;

3 se ||y* — 2%l <1077 ou ‘Vf(xk)T(yk — x’“)‘ <1077, entdo

4 ‘ Faca x* < 2% e v4 para a linha 10, pois estamos no 6timo;
5 senao

6 Acrescente a C' a coluna correspondente a z*;

7 Resolva (5.6), encontrando os pesos 6timos w*;

8 | Calcule z**! de acordo com (5.7);

9 Faca k < k + 1 e volte para a linha 2;

10 fim

Nele, inicialmente encontramos um ponto extremo de (5.3) (linha 1), para depois encontrar a
solugdo do subproblema de PLI (linha 2) e testar se a solugdo atual satisfaz os critérios de parada
(linha 3). Caso satisfaga, paramos o algoritmo e determinamos que a solugao 6tima é a combinagao
convexa dos pontos extremos ja conhecidos que minimiza o valor da funcao objetivo do problema
(linha 4). Sendo, atualizamos a matriz C, cujas colunas guardam os pontos extremos conhecidos

do envoltério convexo (linha 6), resolvemos o Problema (5.6), determinando o valor étimo dos
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pesos da combinagao convexa que minimiza o valor de f(z) (linha 7), atualizamos a solucao atual

do problema (linha 8) e voltamos para a linha 2 (linha 9).

5.2 Melhorando a solucao obtida pelo CHR

Uma vez que o Algoritmo CHR encontra o 6timo de uma relaxac¢ao continua do Problema (5.2),
nao temos nenhuma garantia que a solugao obtida sera inteira. Entretanto, o método, além de ser
de facil implementacao, consegue um bom limitante inferior para o valor 6timo do problema, ja
que ele relaxa todas as restrigoes sobre seu envoltério convexo. Além disso, conforme se pode ver
no trabalho de Guignard e Ahlatgioglu [26], 0 método mostrou-se barato computacionalmente e
numericamente estavel para problemas com um grande niimero de variaveis.

Como a solucao de (3.1) obtida pelo CHR s6 é aplicdvel quando ela for inteira, foi criada uma
heuristica que tenta encontrar uma soluc¢ao inteira proxima da solucdo fracionaria obtida pelo
método CHR.

A ideia da heuristica consiste em, primeiramente, determinarmos o indice das K maiores varia-
veis z da solugao do Problema (3.1) determinada pelo CHR. Caso tenhamos menos de K variaveis
z nao nulas, determinamos o indice de todas elas. Chamaremos de id o indice dessas variaveis.
Logo apds o primeiro passo, atribuimos o valor 1 para as variaveis z associadas a id e o valor 0 para
as variaveis z cujo indice nao estao em id. O problema resultante é um problema quadratico equi-
valente ao Subproblema (3.2), em que as varidveis x do problema possuem os indices do conjunto
id. Esse problema pode ser resolvido facilmente por qualquer método classico de programagao
quadratica. Apds esse processo, verifica-se se o valor da fungdo objetivo calculado na solu¢ao do
problema quadratico, que nesse capitulo sera denotado por ¢, é o mesmo valor 6timo que o método
CHR obteve. Nesse caso, a solucao, que € inteira por construgao, também é 6tima para o Problema
(3.1). Caso contrario, nada se pode afirmar sobre a solu¢ao obtida. Esse procedimento pode ser
justificado pelo fato do CHR fornecer um limitante inferior para o valor 6timo do problema. Logo,

caso uma solucao inteira atinja-o, ela serd étima para (3.1).

5.2.1 A Heuristica CHR

Por meio das ideias apresentadas nessa se¢ao, implementamos computacionalmente a heuristica
que tenta “corrigir” a solugdo do CHR, que sera chamada de Heuristica CHR, e é a nossa segunda
contribuicao nesse trabalho. Seu pseudocddigo é apresentado no Algoritmo 4.

Nessa heuristica, no passo inicial encontramos a solugdo do problema via o Algoritmo CHR

(linha 1) e testamos se ela ¢ inteira (linha 2). Caso néao o seja, calculamos o conjunto id (linhas 3 a
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Algoritmo 4: A Heuristica CHR

1 Resolva o Problema (3.1) pelo Algoritmo CHR, obtendo como solugao os vetores de

variaveis 2! e z! e o valor étimo (*;

2 se a solugcdo obtida pelo Algoritmo CHR ndo for inteira, entao

3 se o vetor z' possuir mais de K componentes ndao nulas, entao

4 ‘ Faca id receber o indice das K maiores componentes de z!;

5 senao

6 ‘ Faca id receber o indice das varidveis nao nulas de z';

7 fim

9~ ) Liset€id

s | Faca 2°(0) _{ 0,sei ¢ id. '

9 Aplique os valores de 2% em (3.1) e crie um problema do tipo (3.2);
10 Resolva o problema resultante, encontrando a solugao z? e o valor ¢ = f(z?);
11 se (! = (%, entao
12 | a* a2 e 27
13 senao
14 | A heurfstica ndo encontrou a solugao 6tima do Problema (3.1)
15 fim
16 Senao
17 |t ate st 2l
18 fim

7), fixamos o vetor z de acordo com esse conjunto (linha 8), criamos um problema de programagao
quadratica com base nele (linha 9) e o resolvemos (linha 10). Se o valor da fun¢ao objetivo calculado
na solucao desse problema for o mesmo daquele calculado na linha 1, determinamos que a solugao
do problema de programacao quadratica é étima para (3.1) (linha 12), sendo o algoritmo termina

sem determinar o 6timo do problema (linha 14).

5.2.2 Um exemplo de aplicacao da Heuristica CHR

Consideremos o Problema (3.1) com n =3, K =2, A = 3,007. Tomemos como dados iniciais:

0,1876 0,2910 0,0685 0,1343 0,2
Q=102910 1,2346 0,5953 |, = | 0,0986 |,l= | 0,2
0,0685 0,5953 10,4270 0,1420 0,2

Mostramos abaixo, passo a passo, a aplicacao da heuristica.

o4



0,7021 0,7021
« Linha 1: A solucdo obtida pelo CHR é 2! = 0 ezl = 0 , com
0,2979 0,2979

¢t =-0,3312.
o Linha 2: A solucao obtida pelo CHR nao ¢ inteira, entdo vamos para a linha 3.
o Linha 3: 2! possui exatamente K = 2 componentes nao nulas, entdo vamos para a linha 6.
« Linha 6: id = {1,3}.

1
« Linha 8: As componentes nao nulas de z? sdo a primeira e a terceira, logo 22 = | 0
1

o Linha 9: O novo problema, na forma (3.2), possui os seguintes pardmetros alterados:

1 1 1
0,1876 0,0685 0,1343
et ’ILL = ,A - —]_ 0 b — _]_
0,0685 10,4270 0,1420
0 -1 -1
0,7021
« Linha 10: A solucao do problema nos fornece x? = 0 e (?=-0,3312.
0,2979

e Linha 11: Como ¢! = ¢2, vamos para a linha 12.

0,7021 1
e Linha 12: z* = 0 ez"=10
0,2979 1

e Linha 18: Fim.

Nesse caso, a parte em x da solugao obtida pelo CHR ja era 6tima, porém o vetor z tornava a
solucao infactivel. A Heuristica CHR manteve a solugdo 6tima em x e integralizou as varidveis z,

conseguindo encontrar a solugao inteira 6tima.
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5.3 Um algoritmo exato para encontrar a solucao do pro-

blema com variaveis binarias

Uma vez que o CHR nem sempre obtém a solu¢ao étima de (3.1), foi necessério dispor de um
método direto que convirja sempre a solugao exata do problema. Como o Modelo (3.1) envolve
variaveis bindrias, uma maneira de se encontrar a solu¢gao do mesmo, para um valor fixo de A,
consiste em aplicar o método Branch-and-Bound para variaveis 0-1. Mais informacoes sobre esse
algoritmo podem ser encontradas no Apéndice (A.1).

Como problemas desse tipo sao em geral NP-dificeis, o tempo computacional para resolvé-los
pode se tornar elevado. De forma a otimizar o nosso algoritmo principal, procuramos métodos

similares, que poderiam acelerar o processo. Os métodos investigados foram:

e O uso do algoritmo Branch-and-Cut, que inclui no problema restri¢des baseadas em métodos
de planos de corte, sempre que possivel. Seguindo essa linha, Bienstock [6] investigou quatro
estratégias diferentes de geracao de planos de corte para o problema: cortes arredondados
inteiro-mistos, cortes de mochila, cortes de intersecao e cortes disjuntos. Dentre elas, a tltima

se mostrou mais eficiente, devido ao fato da separacao ser feita de maneira direta.

e O uso do algoritmo Branch-and-Bound implicito, combinado com o método de Lemke, para
a resolucao dos subproblemas quadraticos, além de técnicas de reformulacao e eliminacao de
varidveis. Essa estratégia, de autoria de Bertsimas e Shioda [4], foi usada por Villela [36] em
2008.

Dentre as estratégias descritas, optamos pela segunda, uma vez que o método de Lemke pode
ser facilmente adaptado a resolucao dos problemas gerados a cada iteracao do Branch-and-Bound.
Problemas estes que possuem, geralmente, um niimero menor de restrigoes e para os quais dispomos
de uma solucao inicial muito boa. Nas subsegoes a seguir, vamos explicar o funcionamento dessa

estratégia.

5.3.1 Trabalhando com o problema relaxado

A cada passo do algoritmo Branch-and-Bound implicito, precisamos resolver um problema

relaxado, do qual excluimos as variaveis inteiras e as restricoes que as envolvem. O problema
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obtido possui a seguinte forma:

min  127Qz + T
S.a Axr <b (5.8)
z > 0.

Como ) é uma matriz simétrica definida positiva, as condi¢oes de Karush-Kuhn-Tucker sao
necessarias e suficientes para a caracterizacdo de um minimo global do problema. Tais condigoes

sao definidas por

c+Qr+g"A—d=0

g'(Az —b) =0
—dTxz =0
x7g7d Z 07

onde, g € R" e d € R™ sdao denominadas varidveis duais. Com o uso de um vetor auxiliar v € R™,

podemos reescrever as condi¢des acima como

d=c+Qr+ ATg

v=>b— Ax (5.9)
d'z =0,vTg=0 .
x,q9,d,v > 0.
Utilizando a representacao
AT d
o= | <= © =" w=]"
b -A 0 g v
¢ possivel reescrever (5.9) na forma
w=Mi+q
Wl = 0 (5.10)
w,y > 0.

O Problema (5.8), escrito na forma (5.10), é conhecido como problema de complementaridade
linear, que chamaremos de PCL(q,M), e pode ser resolvido por varios métodos classicos dedicados
a esse assunto. Mais detalhes sobre esse tipo de problema podem ser encontrados no Apéndice

A2

Dentre as diversas alternativas existentes para a resolucao de (5.10), optamos por utilizar o
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método de Lemke, pois ele é particularmente eficiente quando comegamos de uma solucao infactivel
préxima a solugao 6tima, situagao comumente encontrada durante a aplicacao do método Branch-
and-Bound implicito, como serd visto na Subsecao 5.3.3. Na subsecao a seguir, vamos falar mais

sobre esse método.

5.3.2 O método de Lemke

Dados ¢, M e um vetor h positivo definido pelo usuario, o método de Lemke resolve o PCL(q,M)
por meio de uma série de pivoteamentos. Primeiramente, verificamos se ¢ > 0, pois, nesse caso,
temos a solucao trivial ¥ = 0 e w = ¢ como solucdo do problema. Caso isso nao aconteca,
precisamos definir uma base complementar inicial. As varidveis béasicas, entretanto, ndo precisam
satisfazer a restricdo de nao negatividade. A estratégia padrao, nesse caso, é fazer com que as
componentes de ¢ sejam nao basicas e as de w sejam basicas, de modo que a base inicial seja a
matriz identidade.

Em seguida, aumentamos o PCL(q,M), substituindo (5.10) por

w= M+ q+ hi,
wzoawzoawozo
PTw = 0.

A ideia implicita no aumento do PCL é a de que, ao introduzirmos no problema a coluna
positiva h relativa a 1y e forcarmos tal variavel a entrar na base, tornamos a nossa soluc¢ao basica
positiva. Para mostrar que isso acontece, consideremos que a base inicial seja a trivial. Neste caso,
queremos que w > 0, o que implica em ¢q + hpy > 0, pois ¥ = 0. Escolhendo o vetor h de forma

adequada e definindo

o= mar 35},

garantimos que a solugao obtida apds a transformagao de ¢y em varidvel basica seja necessariamente
positiva. Nesse caso, a variavel que é forcada a sair da base para a inclusao de 1)y é exatamente
aquela definida por argmax {—q;/h;}.

A introdugao de vy faz com que um par (1);,w;) deixe de ser complementar, pois as duas varidveis
que o compoem passam a ser nao basicas. Para corrigir esse problema, o método de Lemke escolhe,
a cada iteracao, a variavel complementar aquela que saiu da base na iteracdo anterior para entrar
na base da iteracao atual.

A variavel que entra na base pode ter seu valor aumentado, até que uma das variaveis bésicas
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se torne zero. A primeira varidvel basica a atingir o valor zero (denominada variavel de bloqueio)
deixa a base. O processo de determinacao da variavel que sai da base é andlogo ao teste da razao,
utilizado na programacao linear.

Repetimos o processo de substituicao de variaveis na base até que 1)y se torne a variavel de
bloqueio, ou até que nao consigamos achar uma variavel de bloqueio. No primeiro caso, ¥y ¢é
retirada da base e, assim, obtemos uma solugdo que é ao mesmo tempo factivel e complementar,
de modo que dispomos da solugdo 6tima. No segundo caso, o nosso PCL original (5.10) (e,

consequentemente, nosso problema de otimizac¢ao quadratica) é infactivel.

5.3.3 O método Branch-and-Bound implicito

O algoritmo Branch-and-Bound implicito resolve problemas quadraticos do tipo

min  127Qx + Tz
Sa Ax <b
Card(nz(z)) < K (5.11)
x; > i € nz(x
x; =0, ¢ nz(x)
(

)

que pode ser entendido como a versdo geral do Problema (2.6), apresentado na Segdo 2.4, ou uma
formulagao alternativa do Problema (5.1).

A principal diferenca entre essa formulacgao e a de um problema de programacao quadratica 0-1
convencional é que as variaveis binarias estao implicitas, ou seja, ndo aparecem, mas sao necessarias

para que tenhamos no maximo K variaveis positivas, ou seja, para que
Card(nz(z)) < K. (5.12)

Essa forma implicita de tratar as variaveis binarias pode ser estendida ao método Branch-and-
Bound para variaveis 0-1. Neste caso, eliminamos do problema relaxado (o né raiz da arvore

bindria) a Restri¢ao (5.12) e os limites

x; > 1,0 € nz(x)

x; =0,i ¢ nz(x), (5:13)

adotando apenas a restricao de nao negatividade x > 0.
Obtemos, assim, um problema cldssico de programagao quadratica, na forma (5.8). A tnica

diferenca entre este problema e o correspondente ao né raiz do Branch-and-Bound usual ¢é a
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inexisténcia da restricao f}l z; < K presente na formulagao (5.1), mas nao em (5.11).

A relaxacao das restril(gées de integralidade das variaveis bindarias, permite que a cardinalidade
de nz(z) seja superior a K e que as componentes estritamente positivas do vetor z assumam
valores abaixo de seus limites inferiores. No caso provavel da solu¢ao do né raiz da arvore nao
satisfazer as restricoes (5.12) ou (5.13), é necesséario ramificar uma variavel qualquer. E justamente
na manipulacao das ramificacbes que as restrigoes ignoradas sao levadas em conta, justificando o
carater implicito do método Branch-and-Bound.

A ideia é fazer com que, a cada ramificacdo, as variaveis estejam mais proximas de obedecer
as restricoes de cardinalidade e limite inferior. Usualmente, a ramificagdo do método Branch-
and-Bound é feita sobre as variaveis binarias, z;. Porém, nessa formulacao, essas variaveis estao
definidas de forma implicita, de forma que a ramificacao também sera feita desse jeito, considerando
os efeitos que a ramificacdo de uma variavel binaria z;, provoca sobre a sua variavel real associada,

x;. Vejamos como ramificar, de maneira implicita, uma variavel z,:

o Habitualmente, a ramificacao para baixo corresponde a atribui¢ao do valor 0 a variavel binaria
associada a x4, obrigando-nos a adotar s, = 0. No método implicito, essa ramificagao é obtida
por meio da eliminacao direta de x4, o que provoca a geragao de um novo subproblema com

uma variavel a menos. Esse subproblema é resolvido pelo do método de Lemke.

o No problema financeiro usual, a ramificagdo para cima esta relacionada a inclusao forcada
de um ativo na carteira. No Branch-and-Bound para problemas 0-1, isso equivale a atribuir
o valor 1 & variavel binaria associada a variavel x,, ao passo que, no Branch-and-Bound
implicito, tal exigéncia se resume a inclusao da restricao xs > l;. Esse tipo de ramificagao traz
consequéncias nao sé a restricao de limite inferior, mas também a restricao de cardinalidade,
que pode passar a ser infactivel. No método implicito, essa ramificacao é feita apenas quando
T, € estritamente positiva e estd abaixo do seu limite inferior [,. Neste caso, incluimos no
problema a restricao xs > [ e o resolvemos pelo método de Lemke. Para evitar que a
Restrigdo (5.12) se torne infactivel, a ramificacdo para cima nao é feita se o nimero de

variaveis ramificadas para cima for superior ou igual a K.

E possivel observar que o problema gerado pelas ramificagbes é muito parecido com o original,
em geral diferindo apenas por uma restricao ou pelo nimero de variaveis. Dessa forma, a solugao do
problema que gera as ramificages ¢ 6tima para os problemas ramificados, porém infactivel. Como
o método de Lemke resolve problemas de complementaridade linear, fica evidente que, partindo
de solugoes infactiveis, ele pode resolver o problema gerado pelas ramificagdes em poucos passos,

j& que a solugao inicial é quase 6tima, gerando um processo que é conhecido como warm-start.

60



Para facilitar a compreensao da versao implicita do Branch-and-Bound, apresentamos os passos
que compoem o algoritmo (que chamaremos de Algoritmo BBI) por meio de um pseudocddigo que

estd ilustrado no Algoritmo 5.

Algoritmo 5: O Algoritmo BBI
1 Utilizando o método de Lemke, resolva o problema relaxado, retirando as Restrigoes (5.12) e
(5.13);
2 se na solucao obtida, nao tivermos mais que K wvaridveis ndo nulas e se estas satisfizerem
as restricoes de limite inferior, entao
3 ‘ Pare, pois a solugdo do problema relaxado ja é 6tima;
4 senao
5 Escolha uma variavel binaria nao inteira para ramificar;
6 Crie uma lista de nés pendentes, nosp, contendo os dois subproblemas gerados pela
ramificacao;
7 x* < [] (vetor indefinido), (* <+ +o0;
enquanto nosp # () faca
Retire um subproblema de nosp;
10 Usando o método de Lemke, resolva esse subproblema, obtendo x e ( ou a indicagao
de que ele é infactivel;
11 se x possuir componentes nao nulas menores que os limites inferiores
correspondentes ou se o numero de componentes nao nulas for maior que K, entao
12 Escolha uma variavel para ramificar;
13 Inclua em nosp o problema relacionado a ramificagao para baixo;
14 se a ramifica¢do para cima nao violar a Restricio (5.12), entao
15 ‘ Inclua a ramificacdo para cima em nosp;
16 fim
17 senao
18 se ( < (*, entao
19 ¥z e (* < (;
20 para todo nd i de nosp faga
21 se (Y > (*, onde (' é o valor da fungao objetivo do pai do né i, entao
22 ‘ Elimine o né ¢ de nosp;
23 fim
24 fim
25 fim
26 fim
27 fim
28 A solugao do problema é z*, com funcgao objetivo igual a (*;
29 fim

Nesse algoritmo, primeiramente resolvemos o problema relaxado via o método de Lemke (linha
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1) e determinamos se sua solugao é 6tima (linha 2). Caso nao o seja, o que é natural de se esperar,
escolhemos uma variavel para ramificar e criamos uma lista inicial de nés pendentes (linhas 5 e
6). Na linha 8, comegamos a parte iterativa do método, que acaba quando todos os subproblemas
relevantes forem resolvidos.

Em uma iteracao qualquer, retiramos um subproblema da lista e o resolvemos pelo método de
Lemke (linhas 9 e 10). Caso a solucao obtida nao for factivel para o Problema (3.1), geramos, se
possivel, dois nés filhos, provenientes desse subproblema, e os incluimos na lista de nés pendentes
(linhas 12 a 15). Sendo, ela ¢é inteira e factivel para (3.1), de modo que podemos testar se a mesma
é melhor que a atual. Nesse caso, atualizamos a solugdo do problema (linha 19) e eliminamos, de

nossa lista, os nds filhos cujos pais sao piores que ela (linhas 21 a 23).

5.3.4 Um Exemplo

Consideremos o Problema (5.11) com K = 2. Tomemos como dados iniciais:

111 1 —0,935 0,3
Q=11 12 1 |,e=|-1075 |, A=[1 1 1],b=11=] 05
1 1 13 ~1,3 0,85

Ao longo do algoritmo, representaremos cada subproblema da lista de nés pendentes (nosp)

utilizando o vetor ram, cuja i-ésima coordenada é definida conforme indicado abaixo:
o ram(i) = —1, se a varidvel x; ainda nao tiver sido ramificada,
o ram(i) = 0, se a variavel x; tiver sido ramificada para baixo;
o ram(i) = 1, se a variavel x; tiver sido ramificada para cima.
Mostramos abaixo, passo a passo, a aplicacao do algoritmo.
« Linha 1: Resolvendo o né raiz, obtemos ¢ = —1,1167ex =0 0,364 0,62 ]7.

e Linha 2: Como as variaveis 2 e 3 estao abaixo do limite inferior e acima de zero, entao vamos

para a linha 5.

o Linha 5: Escolhemos z3 para ramificar, apesar da escolha da segunda variavel também ser

plausivel.

e Linha 6: Entram na lista de ndés pendentes as ramificagoes para cima e para baixo de x3.
Assim, nosp={[ -1 —1 07[ -1 -1 1]7}.
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o Linha 8: Aqui comecamos a parte iterativa do método.

— Iteracao 1:
— Linha 9: Retiramos o subproblema [ —1 —1 0 ]7 de nosp. Logo,
nosp = {[ -1 -1 1 ]T}
— Linha 10: Resolvendo o subproblema, obtemos ¢ = —0,9432 e z =[ 0,25 0,66 0 |T.

— Linha 11: A componente 1 do vetor x esta abaixo de seu limite inferior, entdo vamos

para a linha 12.
x Linha 12: Escolhemos x; para ramificar, pois esta é a tinica variavel nao nula abaixo
de seu limite inferior.
x Linha 13: Incluimos em nosp o né correspondente a ramificagdo para baixo de x.
Logo, nosp = {[ -1 -1 1150 -1 0 ]T}
* Linha 14: A ramifica¢do para cima de 1 ndo viola (5.12), entdo vamos para a linha
15.
x Linha 15: Incluimos em nosp o né correspondente a ramificacao para cima de xy.
Assim, nosp={[ -1 -1 1]7[0 -1 0]7[1 -1 0]}
— Iteragao 2:
— Linha 9: Retiramos o subproblema [ —1 —1 1 ]7 de nosp. Logo,
nosp={[0 -1 0]7[1 -1 0]}
— Linha 10: Resolvendo o subproblema, obtemos ¢ = —1,0891 ez =[ 0 0,015 0,85 ]7.

— Linha 11: A componente 2 do vetor x estd abaixo de seu limite inferior, entdo vamos

para a linha 12.

x Linha 12: Escolhemos x5 para ramificar, pois esta é a tinica variavel nao nula abaixo
de seu limite inferior.

x Linha 13: Incluimos em nosp o né correspondente a ramificagdo para baixo de xs.
Logo, nosp={[0 —1 0]",[1 -1 0]"[ -1 0 1]7}.

« Linha 14: A ramificagdo para cima de x5 viola (5.12). Logo, nao a incluimos em
nosp.

— Iteracao 3:

— Linha 9: Retiramos o subproblema [ —1 0 1 |7 de nosp. Logo,
nosp={[0 -1 0]7[1 -1 0]"}.
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— Linha 10: Resolvendo o subproblema, obtemos ¢ = —1,0563 e z = [ 0,0773 0 0,85 |*.

— Linha 11: A componente 1 do vetor x estd abaixo de seu limite inferior, entdo vamos

para a linha 12.

x Linha 12: Escolhemos x; para ramificar, pois esta ¢é a tinica variavel nao nula abaixo

de seu limite inferior.

* Linha 13: Incluimos em nosp o n6 correspondente a ramificacao para baixo de z7.
Logo, nosp={[0 —1 0]7[1 -1 0]"[ -1 0 1]"[0 0 0]}

« Linha 14: A ramificagdo para cima de z; viola (5.12). Logo, nao a incluimos em

nosp.
— Iteragao 4:

— Linha 9: Retiramos o subproblema [0 0 1]% de nosp. Logo,
nosp={[0 -1 0]7[1 -1 0"}
— Linha 10: Resolvendo o subproblema, obtemos ¢ = —1,053exz=[0 0 0,9 |7.

— Linha 11: Como x nao possui componente nao nula menor que os seus limites inferiores
e nao viola a restricao de cardinalidade, encontramos uma solugao inteira mista factivel.

entao entao vamos para a linha 18.

— Linha 18: Observamos que ( < (*, pois esta é a primeira solucao factivel encontrada,

entao vamos para a linha 19.
* Linha 19: 2* « [0 0 0,9 ] e ¢* + —1,053

* Linhas 20-24: Como (P > (* para os nbs da lista de nds pendentes, estes sao

eliminados e nosp = 0.

— Linha 28: A solugdo é 2*=[0 0 0,9 | e (* =—1,053.

e Linha 29: Fim.

A Figura 5.3 mostra a arvore explorada durante o exemplo.

5.4 Combinando os métodos CHR e BBI

Uma vez que o método CHR resolve uma relaxacdo de um problema com variaveis inteiras,
a solugao obtida pelo mesmo pode nao ser inteira, mesmo apos a aplicacado da Heuristica CHR.

Testes mostraram que a solucao frequentemente deixa de ser inteira para valores de A proximos
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Figura 5.3: Arvore bindria gerada pelo algoritmo Branch-and-Bound implicito.

de 0, ou seja, quando a aversao ao risco é alta. Apesar desse inconveniente, o método mostrou-
se muito barato durante os testes realizados em problemas de grande porte, principalmente para
valores altos de A, quando ele superou drasticamente, em tempo computacional, o Algoritmo BBI.
A vantagem deste ultimo é que, apesar de ser usualmente mais caro, o mesmo sempre acha a
solugdo 6tima inteira do Problema (3.1). Como o Algoritmo BBI é capaz de aproveitar o valor da
funcao objetivo do nosso problema, calculado na solugao obtida pela Heuristica CHR, utilizando-o
como limitante superior, parece ser interessante combinar esses dois métodos, pois o segundo pode

ser acelerado pela solugao quase 6tima do primeiro.

Seguindo esse raciocinio, criamos o Algoritmo PQIM, que utiliza essas estratégia para combinar
os dois métodos de forma eficiente, de modo a encontrar a solu¢do de (3.1) com A fixo. Seu

pseudocddigo é apresentado no Algoritmo 6

Tal algoritmo, resolve, primeiramente, o problema pelo CHR (linha 1) e, quando a solugao
obtida ndo ¢ inteira, tenta corrigi-la por meio da Heuristica CHR (linha 3). Caso a solugao obtida
ainda nao seja a procurada, aplica-se o Algoritmo BBI, utilizando o valor da func¢ao objetivo do
nosso problema, calculado na solucao obtida pela Heuristica CHR, como limitante superior inicial

(linha 5). Esse aproveitamento pode ser entendido como a terceira de nossas contribuigoes.
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Algoritmo 6: O Algoritmo PQIM

1
2
3
4
5

© oW N o

10

11 fim

Resolva o Problema (3.1) pelo do Algoritmo CHR;
se a solucao obtida pelo CHR nao for inteira, entao

senao

Corrija a solucao pela Heuristica CHR;
se a solucao obtida no passo anterior nao for étima, entao
Resolva o problema pelo Algoritmo BBI, tomando o valor da fun¢ao objetivo,
calculado na solucao obtida pela Heuristica CHR, como limitante superior;
senao
‘ A solugao obtida pela Heuristica CHR é 6tima;
fim

‘ A solugao obtida pelo Algoritmo CHR é 6tima;

5.4.1 Um exemplo numérico do Algoritmo PQIM

Considere o Problema (3.1), com A = 40,3558 e os mesmos parametros apresentados na Subse-
¢ao 5.2.2.

Mostramos abaixo, passo a passo, a aplicacao do algoritmo.

0,1 0,1
Linha 1: A solucdo obtida pelo CHR éa' = | 0 |ezl=| 0 | com { = —5,5194.
0,9 0,9

Linha 2: A solugao obtida nao é inteira, pois z possui componentes fracionarias, entao vamos

para a linha 3.

0 0
Linha 3: A solucao obtida pela Heurfstica CHR é 22 = | 0 | e 22= | 0 | com
1

Cy = —5,5170.

Linha 4: Como (; # (5, a solugao obtida pela Heuristica CHR nao resolve o nosso problema,

entao vamos para a linha 5.
0
Linha 5: A solugao obtida pelo Algoritmo BBl éx* = | 0 | ez*= | 0
1

Linha 11: Fim
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Note que, nesse caso, a solucao obtida pela Heuristica CHR ja era otima. Entretanto, nao
foi possivel perceber esse fato sem aplicarmos o Algoritmo BBI. Apesar disso, o Algoritmo BBI
verificou rapidamente que a solucao obtida pela Heuristica CHR era 6tima, pois ele utiliza o valor

6timo dela como limitante superior.
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Capitulo 6

O Algoritmo PFV

Este é o capitulo principal da tese, no qual vamos apresentar o Algoritmo das Intersecoes, que
determina o encontro de duas curvas associadas a carteiras distintas, assim como a proposta para
aproximar a FEI do Problema (3.1) (Algoritmo PFV), por meio da combinag¢io desse algoritmo
com aquele que caminha sobre um seguimento de parabola, em ambos os sentidos de trajetoria
(Algoritmo Segmento FEI ), e o que resolve um problema de programagao quadratica inteira mista
(Algoritmo PQIM).

6.1 Parametrizando um segmento em que o conjunto ativo

¢ constante

Na Segao (4.3), descrevemos um algoritmo que determina um segmento da FEI do Problema
(3.2), relativo a um conjunto ativo constante. Nesse caso, o segmento é caracterizado pelo intervalo
de A em que o conjunto ativo esta fixado e pela solugao de (3.2) nos extremos. De posse dessas
informagoes, é possivel definir, nesse intervalo, em funcdo de A, a solucao geral de (3.2), assim

como o valor da funcao objetivo desse problema.

Seja s um segmento qualquer da FEI em que um conjunto ativo I, estd fixado e [A,A9] 0
intervalo de \ correspondente. Suponha, ainda, que conhegamos as solugdes de (3.2), z' e 22,
associadas as extremidades inicial e final desse segmento. Qualquer soluc¢ao de (3.2), no segmento

s, pode ser ser escrita em funcao de A € [A\,\z], pela seguinte combinacao linear:

DTS VR VD
VS v e W

x (A)
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Observe que z (\;) = z! e x (\y) = 2. Desenvolvendo essa expressao, obtemos:

_ 1 2 2 1 _ 1 Aozl —\jz? z2—z!
r(A) = o0 (A — A + Aot — Aat) = 2201 4 20N = 01 + vy, (6.1)
1_y...2 2 1
onde v; = 7)‘2§2_:\\f e Vg = §2_§1.

Reescrevendo a fungao objetivo de (3.2) em fungdo de A, obtemos:

FO) = 22(N)'Qz(N) — Adpfz(X) = S (v1 + Ava) ' Q(v1 + Avg) — Ap(v1 + Avg)
T (V1Qui + At Quy + MEQu + N 05Qua) — Aptvy — N pivy (6.2)
= (%vé@vg — utw) A+ (V1Quy — pfor) A+ 20iQui = aX? + bA + ¢,

onde

a= ;UEQ’UQ — ptvg, b= 0 Quy — plvy, ¢ = ;U’inl. (6.3)

Dessa forma, a fungdo objetivo de (3.2), no segmento s, pode ser parametrizada como uma fun-

¢ao de segundo grau que depende de A, ou seja, o trecho da FEI correspondente a s ¢ um segmento

de parabola. Naturalmente, essa parametrizacao pode ser estendida para todos os segmentos que
compoem a FEI do Problema (3.2).

Como sabemos de antemao que a FEI é uma curva monétona e que a fungao objetivo de (3.2)

decresce conforme A aumenta, podemos afirmar que a curva A x f(A) é formada pela unido nao

crescente de segmentos de parabola, conforme foi dito na Secao 3.3.

6.2 Encontrando a intersecao de duas curvas compostas

por carteiras distintas

A parametrizacdo da curva A x f(A), referente ao Subproblema (3.2), pode ser estendida para
cada uma das T curvas associadas a FEI do Problema (3.1), pois, conforme discutimos no Capitulo
3, cada uma delas possui o formato da curva de (3.2). Seguindo esse raciocinio, todas as curvas
A X f(A) referentes ao Problema (3.1) podem ser parametrizadas e desenhadas em um mesmo
sistema de eixos, conforme afirmamos na Secao 3.4.

Uma vez que podemos determinar, em fungao de A € [0, + 00), todas as curvas associadas a
carteiras distintas, fica evidente que é possivel encontrar analiticamente a intersecao delas. Como
a FEI do Problema (3.1) é a curva que estd por baixo das demais, pode-se afirmar que ela contém

segmentos de algumas das T' curvas associadas a esse problema, ou seja, a curva que estd por baixo
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possui segmentos de curvas compostas por carteira distintas, e que a mudanga de uma curva para
outra ocorre na intersecao das mesmas.

Como o Algoritmo PFV caminha sempre pela curva que estd por baixo, precisamos de um
algoritmo que encontre a intersecao de duas curvas.

A Figura 6.1 ilustra uma situagao tipica de intersecao entre duas curvas. Nela, a curva Cf,
que possui um segmento de pardbola si, definido em [A; 2,A1 1], intersecta duas vezes a curva Cs,

1,1 1,2

que possui um segmento de pardbola sy, definido em [Ag 2,2 1]. Os vetores z' e 2 representam

a solucdo do Problema (3.2), associado a s;, nos extremos do intervalo em que esse segmento

2,1

estd definido. Da mesma forma, os vetores z*! e 2%? representam a solugao do Problema (3.2),

associado a so, nos extremos em que ele esta definido.

b(w)
/

N

1.2

Figura 6.1: Intersecao de duas curvas.

Na pratica, para encontrar a intersecdo dessas duas curvas, estendemos o intervalo em que
os segmentos s; e S estao definidos para R e tentamos encontrar a coordenada A em que esses
segmentos se encontram. Caso essa coordenada esteja na intersecao dos intervalos geradores de s e
s9, podemos afirmar que ela representa a intersecao de C e Cs nesse intervalo. Matematicamente,
considere que I = [A11,A12] N [A21,A22] € que f1(A) e fo(N) sejam as funcoes parametrizadas dos
segmentos s; e $9, calculadas de acordo com (6.2), estendidas para todos os valores reais de A. As
possiveis coordenadas A} e A em que f1(\) = fa(A), representam a intersegao dos dois segmentos
estendidos. Caso A} € I) ou \; € I, pode-se afirmar que esses valores representam os cruzamentos

de s; com sy. Apesar de ser teoricamente possivel, nunca ocorreram duas intersegoes em nossos
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testes.
Por meio das ideias apresentadas nesse se¢do, criamos o Algoritmo das Intersecoes, a nossa
quarta contribuicao nesse trabalho, que calcula a intersecao de duas curvas associadas a carteiras

distintas, C e (3. Seu pseudocodigo ¢é ilustrado no Algoritmo 7.

Algoritmo 7: O Algoritmo das Intersecoes

1 A partir dos parAmetros A; 1, A; 2, 2™ e 22 referentes ao segmento s, calcule, por meio de
(6.3), os parametros a, by e ci;

A partir dos pardmetros Ao 1, Moo, 2! e 2?2, referentes ao segmento sq, calcule, por meio de
(6.3), os parametros as, by, cs;

3 Determine [y;

4 Facaa < a; —as, b< by — by ec<+ ¢ — co;
5 Faca A < b? — 4dac;

6 se A > 1078, entao
7
8
9

N

Fag? A\ % ey _b;g/z;
se \; € [, entao
Faca A% « Ap;

10 Faca fi < a(\})? + DA} + ¢
11 fim
12 se \; € Iy, entao
13 Faca A} < Aa;
14 Faca f5 « a(\5)* + 0N\ + ¢
15 fim
16 se 5\1§ZIA 65\2¢I,\, entao
17 ‘ As curvas nao se interceptam em Iy;
18 fim
19 senao
20 ‘ As curvas nao se interceptam em Iy;
21 fim

O primeiro passo desse algoritmo consiste em calcular os parametro relativos as equagoes das
pardbolas que descrevem os segmentos s; e sy em I, (linhas 1 e 2) e o intervalo que vamos buscar a
intersecao desses segmentos (linha 3). Logo ap6s, igualamos as equagoes das duas curvas, gerando
uma equagao de segundo grau, e determinamos os seus coeficientes (linha 4). Caso a equagao tenha
solugdo, ou seja, caso A seja nao negativo, podemos garantir que os segmentos se interceptam,
mesmo que fora do intervalo de busca (linha 6). Sendo assim, calculamos essas possiveis intersegoes
(linha 7) e testamos se elas ocorrem dentro do intervalo I, retornando aquelas que obedecerem
esse teste (linha 8 a 15).
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6.3 Encontrando uma solugao inicial

A partir da combinagao das trés ferramentas descritas anteriormente (Algoritmo Segmento
FEI , Algoritmo PQIM e Algoritmo das Intersegoes), é possivel criar um método que aproxima a
fronteira eficiente do Problema (3.1).

Para inicia-lo, é necessario obter a solucao inicial em uma das extremidades da fronteira efici-
ente, seja ela referente ao risco minimo (A = 0) ou ao retorno maximo (A — +00).

Uma vez que é permitida a existéncia de carteiras com um tnico ativo, a solugao de (3.1)
quando A — +o0o consiste em investir 100% do capital na aplicacao que possui o maior retorno,
pois nessa situa¢do o risco é completamente desconsiderado. Sendo assim, se j = argmax {p(7)},

temos para as variaveis « e z de (3.1):

. l,sei =7 ) l,set =3
(i) = L ez() = L
0,set # j 0,sei # j.

Note que, a partir de um certo valor alto de A\, que chamaremos de A4, €ssa solu¢ao nao se
altera, ou seja, a fungao objetivo de (3.1) varia linearmente em fungao desse pardmetro, fazendo
com que a extremidade direita da fronteira eficiente seja composta por uma reta decrescente.

Caso dois ou mais ativos possuam o maior retorno, investimos todo o nosso capital no de menor
risco, seguindo um raciocinio analogo aquele apresentado na Secao 4.2. Uma vez que a solucao de
retorno maximo ¢ inteira, ela é 6tima para o Problema (3.1).

Seguindo um raciocinio semelhante, quando A — 0, apenas o risco é considerado. Como o risco
é nao negativo, devido ao fato de () ser simétrica e definida positiva, e é permitida a auséncia
de investimento, o menor valor para o risco serda zero, o que ocorre somente na solucao nula
(x =z :6)) E possivel observar que, para valores de \ préximos de zero, a solucao nula também é
6tima, ou seja, a extremidade esquerda da fronteira eficiente é dada pela reta horizontal f(\) = 0.
A solugao de risco minimo € inteira, logo é 6tima para o Problema (3.1).

Note que, a solucao nula é singular, o que torna significativamente dificil a obtenc¢ao do segmento
adjacente ao segmento nulo. Felizmente, essa singularidade é tratavel de forma simples caso a
situagao seja inversa, i.e, quando conhecemos o segmento adjacente ao segmento nulo e queremos
determinar o ponto de mudanca de curva, situacao que aparece somente quando caminhamos da
direita para a esquerda na FEI do Problema (3.1). Explicaremos essa estratégia com mais detalhes
na Subsec¢ao 6.8.1.

Para evitar a singularidade inicial, é mais vantajoso comecar o método da extremidade direita
da fronteira. Assim, a exemplo do problema com variaveis continuas, comegamos a resolver o

problema com A — 400 e caminhamos da direita para a esquerda, até obtermos A\ = 0.
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Apesar de sabermos da existéncia de um valor A, a partir do qual a solugdo de (3.1) nao
muda, o Algoritmo PFV nao precisa calcula-lo explicitamente, pois podemos calcular a solugao
de maximo retorno, que é aquela associada a esse valor de A, por meio de uma simples inspecao.
Sendo assim, uma vez que utilizamos os Algoritmo Segmento FEI para caminhar na curva que
estar por baixo, e esse nao precisa saber a priori o valor de A na extremidade direita da FEI,
podemos comegar diretamente de A — +o00. O Unico inconveniente dessa abordagem é que, como
o Algoritmo das Intersecoes precisa da coordenada de dois pontos para determinar a intersecao
de duas parabolas, e A — 400 nao é um valor numérico calculavel, fica impossivel determina-la
de forma exata quando nao sabemos o valor de \,,.,. Entretanto, esse inconveniente pode ser
facilmente contornado pelo fato das curvas associadas a carteiras distintas se comportarem como
retas, ao invés de parabolas, para A > \,,... Na Subsecao 6.8.2, explicaremos como contornar esse

inconveniente.

6.4 Iniciando o método

No inicio do Algoritmo PFV, sabemos qual é a solu¢ao do Problema (3.1) para A — +o0. Essa
ideia pode ser estendida para todo o método, de forma que, no inicio de cada iteracao, partimos de
A1, 0 ponto mais a esquerda da parte ja conhecida da fronteira eficiente do problema. A solucao
de (3.1) nessa coordenada, é denotada por z!. Além desses dados, temos também as varidveis niao
nulas referentes a curva que estd por baixo, que denotamos por C, assim como o conjunto ativo
fixado e o valor da fungdo objetivo de (3.1) nesse ponto. A Figura 6.2 ilustra a situacao.

O passo inicial de uma iteracao qualquer do algoritmo consiste em determinar o intervalo de A
a ser investigado, que é aquele aquele em que o conjunto ativo fixado da curva C; é constante. Na

subsecao a seguir, explicaremos em detalhes a forma como esse intervalo é determinado.

6.4.1 Determinando o intervalo a ser investigado

De posse das informagoes do ponto inicial, sabemos quais sdo os ativos que compoem a carteira
referente a C'7, bem como quais sdo as restrigoes ativas fixadas nessa parte da curva.

Logo, podemos caminhar sobre a curva C, da direita para a esquerda, diminuindo o valor de A,
por meio do Algoritmo Segmento FEI-DE. Nesse caso, vamos percorrer um segmento de parabola,
que denotaremos por si, chegando a um ponto de mudanca de conjunto ativo, ou de parabola, que
chamaremos de ponto de quebra de segmento, associado a um novo valor Ay e a uma solugao o2

A Figura 6.3 ilustra essa situacao.
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Figura 6.2: Situacao inicial.
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«X

Figura 6.3: Intervalo Inicial.

Ap6s a determinacao do intervalo, o passo seguinte consiste em determinar se a curva C] serd
sempre aquela que esta por baixo em [y = [A,A;]. Na subsegdo a seguir, explicaremos em detalhes

a forma como é feito esse teste.
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6.4.2 Testando se (] é a curva que esta por baixo

O primeiro passo desse teste consiste em determinar se a curva que estda por baixo, quando
A = Ay, é (. Para tanto, resolvemos o Problema (3.1) com esse valor de A fixado, por meio do
Algoritmo PQIM, e determinamos a solucdo do mesmo, que denotamos por z?. Naturalmente,
essa solucao estd relacionada a uma curva Cs, atrelada as varidveis bindrias nao nulas de z2.

Caso 22 = x2/, concluimos que Cy = 1, e 0 segmento da fronteira eficiente do Problema (3.1)
associado ao intervalo I, comeca e acaba em (). Nesse caso, a curva que esta por baixo nesse
intervalo serd sempre C7, a menos que uma outra curva corte C7 duas vezes no intervalo. A Figura

6.4 ilustra essa possibilidade.

v
E}

Figura 6.4: Exemplo de duas intersegoes.

/

Inicialmente, o Algoritmo PFV desconsidera esse caso, de forma que, se 2° = x? | a parte da FEI
do Problema (3.1) associada ao intervalo I é o segmento de parabola s, da curva C. Entretanto,
opcionalmente, é possivel aplicar uma heuristica para tentar encontrar as duas intersecoes, caso
elas ocorram de fato. Na Secao 6.10 explicaremos uma maneira de considerar essa possibilidade.
A Figura 6.5 ilustra o segmento da FEI do Problema (3.1) caso z? = 2.

Entretanto, nem sempre a curva que esta por baixo no inicio e no final do intervalo I é a
mesma. Caso 2% # :vzl, s6 podemos afirmar que, no inicio do intervalo [y, a curva que estd por
baixo é Cs e, no final do intervalo, a curva que esta por baixo é C;, conforme ilustramos na Figura
6.6.

Na secao a seguir, vamos mostrar como trabalhar com essa possibilidade.
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Figura 6.5: Fronteira eficiente do caso 2% = 22 .
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Figura 6.6: Caso z2 # 27

6.5 Analisando a intersecao de duas curvas

Caso a curva mais abaixo em \; seja (' e a curva mais abaixo em Ay seja Cy, podemos garantir

que essas curvas se interceptam no interior do intervalo Iy, pois ambas as curvas sao continuas
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e nao crescentes. Logo, é preciso encontrar a intersecao dessas curvas, para assim determinar os

intervalos de A em que cada uma delas esta por baixo das demais.

Para encontrar essa intersecao, precisamos determinar os segmentos de C e Cy associados ao
intervalo Iy. Por construgao, conhecemos o segmento da curva C', s, associado a esse intervalo,
assim como o ponto da curva Cy associado a A\y. Para determinar o segmento da curva Csy, associado
a esse intervalo, que denotaremos por s, determinamos o conjunto ativo fixo referente a curva C,
em )y, e caminhamos, da esquerda para a direita no(s) segmentos(s) parabola(s) que compoem a

curva Cy no intervalo I,.

Note que, a curva Cs pode conter mais de um segmento de parabola atrelado ao intervalo I,
cada um correspondente a um conjunto ativo fixo. Para obté-los, aplicamos o Algoritmo Segmento
FEI-ED, partindo de A = \,, repetidamente, até que a ultima “quebra” de segmento ocorra para
um valor de A maior ou igual a A;. Dessa forma, o trecho da curva Cs, referente ao intervalo [y, serd
composto pela uniao de todos os segmento de parabola existentes nesse intervalo. Caso tenhamos

k segmentos distintos e, denotando-os por s}, s2,...,s5, podemos afirmar que sy = s3 Us3U ... U sh.

A intersecao de C e C5 no intervalo I pode ser determinada pela coordenada, A\, em que f; e
f2 possuem o mesmo valor. Para encontrar essa coordenada, parametrizamos esses dois segmentos
em funcao de A, por meio de (6.2), e encontramos, pelo Algoritmo das Intersegoes, a coordenada
de encontro deles, que denotamos por A3. Note que, como s; é composta pela uniao dos segmentos
de pardbola si, s2,...,s5 devemos determinar qual dos k segmentos de s, se encontra com s.
Como nao sabemos a priori em qual dos segmentos essa interse¢do ocorre, testamos, por meio do
Algoritmo das Intersecoes, a possibilidade de interse¢ao entre s; e cada um dos k segmentos que
compoem Ss.

A partir do valor de A3, é possivel encontrar a solugdo do subproblema do tipo (3.2) referente &
coordenada de intersecao de C e ;. Como cada uma das curvas se refere a uma carteira diferente,

é natural que a solucao obtida para cada curva nao seja a mesma. Porém, o valor 6timo da funcao

’

objetivo de ambos os subproblemas serd o mesmo em 3. Denotaremos essas solucoes por z° e

23 . A Figura 6.7 ilustra essa intersecao.

De posse da coordenada A3, podemos encontrar a curva que estd por baixo na intersecao de C

e Cy. Para encontré-la, resolvemos, pelo Algoritmo PQIM, o Problema (3.1) com A = A3 fixado,

3

determinando uma solugao, que denotamos por x°, cujos indices das variaveis binarias nao nulas

estdo atrelados a uma curva Cs.

! "
Caso 2% = 2% ou 2® = 2® , ndo existe nenhuma curva abaixo da intersecao de C; e Cs, ou

seja, o ponto da FEI do Problema(3.1) que estd por baixo em A = A3, pertence a ambas as curvas.

Logo, excluindo a existéncia de duas intersecoes entre €', e Cy, a curva que estd por baixo em
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Figura 6.7: Encontrando a intersecao das curvas.

[A2,A3] é Oy e a curva que estd por baixo em [A3,\{] é (4, ou seja, a curva que estd por baixo em
Iy, é a uniao do segmento de Cy, que esté no intervalo [Ag,A3], com o segmento de C}, que estd no
intervalo [A3,A1]. A Figura 6.8 ilustra essa situagao. Ja a Figura 6.9 ilustra a FEI em I, formada
pelos segmentos que estao abaixo dos demais.

b ()
A

v
3

3=2% oua® =23

Figura 6.8: Caso x
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Figura 6.9: FEI do caso 2® = 2% ou 2% = 23 .

Entretanto, é possivel que exista uma curva abaixo da intersecao de outras duas, ou seja, pode
ocorrer que x> # 23 e 2d #+ 23 . Nesse caso, podemos apenas afirmar que, no inicio do intervalo
[A2,A3], a curva que estd por baixo é Cj e, no final, a curva que esta por baixo é C5. Da mesma
forma, no inicio do intervalo [A3,\1], a curva que esté por baixo é Cj e, no final, a curva que esté
por baixo é . Essa situacao sugere que é possivel dividir o problema de encontrar o segmento
da FEI no intervalo Iy em dois subproblemas definidos em intervalos complementares. A Figura
6.10 ilustra essa possibilidade.

Na secao a seguir, vamos mostrar como trabalhar com esse caso.

6.6 Particionando o problema

Da analise feita nas duas se¢bes anteriores, é possivel que a FEI de (3.1), no intervalo Iy, tenha
que ser determinada por meio de dois subproblemas em intervalos complementares [A2,A3] € [A3,A1].
Note ainda que, por construgao, cada um dos dois subproblemas é andlogo ao problema original,
de modo que o procedimento sugerido na Secao 6.5 pode ser aplicado a ambos. As Figuras 6.11,
6.12 e 6.13 mostram o processo de subdivisao do problema original em dois subproblemas.

E f4cil perceber que, a exemplo do problema original, a aplicacdo do processo descrito na Se¢ao
6.5 sobre um dos subproblemas, ira resolvé-lo, obtendo uma parte da FEI, ou gerar mais dois

subproblemas. Esse processo, na pior das hipdteses, pode gerar uma arvore de subproblemas.
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Figura 6.11: Subproblemas complementares 2.

Entretanto, como existe um niimero finito de curvas distintas que podem estar por baixo em cada
subproblema, o nimero maximo de parti¢oes que podem ser feitas em uma iteragdo também o sera,
de forma que teremos no maximo 7T'—1 delas, onde T" é o niimero de carteiras distintas associadas ao

Problema (3.1). Portanto, a resolugdo da arvore gerada por cada subproblema possui terminagao
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Figura 6.12: Subproblema 1.
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Figura 6.13: Subproblema 2.

finita, de forma que a iteragdo do Algoritmo PFV acaba quando conseguimos resolver todos os

subproblemas e assim achar a curva que esta por baixo no intervalo [Ag,A]

Para facilitar a compreensao do texto, denotaremos por subproblema complementar, cada um

dos subproblemas gerados. A Figura 6.14 representa o segmento da fronteira eficiente correspon-
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dente a nossa iteracao, caso os dois subproblemas complementares tenham solu¢do imediata.

v
E}

Figura 6.14: FEI do caso em que os dois subproblemas possuem solugao imediata.

6.6.1 Um algoritmo para o subproblema complementar

Cada subproblema esté associado a um intervalo [Agi1,Ax], tendo como informagao inicial o
indice das varidveis que compoem a curva que estd por baixo em M1, que denotaremos por Cj,
assim como o indice das variaveis que compoem a curva que esta por baixo em A\, que denotaremos

+1e

por C;. Além disso, também sdo conhecidas as solucoes de (3.1) nos extremos do intervalo, z*
z*. Para facilitar a compreensio do texto, chamaremos de SPC();,\s), o subproblema referente
ao intervalo [A;,\f].

Baseados nas ideias descritas nas duas se¢Oes anteriores, implementamos um algoritmo que
resolve um subproblema complementar ou gera mais dois deles. Seu pseudocddigo é apresentado
no Algoritmo 8.

Em seu passo inicial, determinamos a uniao de segmentos de parabola determinados por C; e
C; no intervalo [Az41,Ag] (linhas 1 e 2). Depois, calculamos a intersegdo desses segmentos (linha
3), assim como a curva que esta por baixo na coordenada de encontro (linha 4). Caso nao exista
uma curva abaixo dessa intersecao, determinamos, na linha 6, a solucao imediata do subproblema

complementar, sendo geramos dois novos problemas (linha 8).
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Algoritmo 8: Um algoritmo para resolver o SPC(Axi1,Ax)

1 Partindo de A\, determine, pela aplicacdo repetida do Algoritmo Segmento FEI-DE, os
segmentos de parabola s}, s?,...,sfl associados ao intervalo [Agy1,A\g] da curva C;, onde k; é o
indice do tultimo segmento encontrado;

2 Partindo de A\, determine, pela aplicacao repetida do Algoritmo Segmento FEI-ED, os

segmentos de parabola sjl-, s?,...,s? associados ao intervalo [A\;11,\;] da curva C;, onde ky é

o indice do ultimo segmento encontrado;

3 Encontre, por meio do Algoritmo das Intersecdes, a intersecao (), f) dos segmentos s},
2

k k
s7,...,5;" de Cj com os segmentos s;, s3,...,5;> de Cj;

] ) j ) Y o
4 Por meio do Algoritmo PQIM, calcule x* e f*, referentes a solugao de (3.1) com A = \;

5 se ‘f— f*1 <107°, entdo
6 O segmento referente ao subproblema é a unido do trecho de C; que estd em [Agy1,A]
com o trecho de C; que estd em [\ \g];
7 senao
‘ Gere os subproblemas complementares SPC(A\zy1,A) e SPC(A\\g);
9 fim

6.7 Trabalhando com a arvore de subproblemas

O Algoritmo PFV, a cada iteracao, precisa guardar os pontos chave da FEI, que sao tanto
aqueles em que ocorre mudanca de carteira, quanto aqueles em que ha uma mudanca de segmento
de parabola de uma curva fixada. Em geral, as informacoes relevantes para um ponto de abscissa
A; sdo: os indices das varidveis bindrias referentes a curva que estd por baixo, a solugao de (3.1)
para esse valor de A fixo, e o valor da fungdo objetivo f(\;).

Como essas informagoes sobre os pontos chave sdo constantemente utilizadas, é necessério criar

um vetor de estruturas para armazena-las de forma adequada. Denotando por fe esse vetor, temos:

fe(i).\ armazena o valor \;, referente a um ponto chave da FEI..

fe(i).vb armazena o indice das varidveis bindrias nao nulas refente a curva que esté por baixo

em \;.

fe(i).x armazena a solucdo do Problema (3.1), z’, referente & curva que estd por baixo em
i

fe(i).f armazena o valor da fungio objetivo avaliada em A = \; e x = 2°.

Esse vetor de estruturas, além de conter dados de cada ponto chave da FEI, também pode ser

utilizado para guardar as informacgoes dos extremos dos subproblemas complementares, apresen-
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tados na secao anterior. Seguindo essa ideia, decidimos trabalhar com dois vetores de estruturas,
um que armagzena a informagao dos extremos 6timos determinados pelo Algoritmo PFV e outro
que armazena as informacgoes temporarias dos extremos dos subproblemas complementares ainda
nao analisados. Denotaremos o segundo vetor por temp.

Em geral, o vetor fe caracteriza o extremo da direita, que ja é 6timo, e o vetor temp caracteriza
o extremo da esquerda, que ainda necessita ser investigado. Devido a essa caracterizacao particular,
é possivel trabalhar com os subproblemas complementares da mesma forma que trabalhamos com o
problema principal, i.e, os subproblemas sao investigados da direita para a esquerda. Na subsecao

a seguir, explicaremos com detalhes essa ideia.

6.7.1 Investigando a arvore de subproblemas da direita para a es-

querda

Como o Algoritmo PFV trabalha da direita para a esquerda, o subproblema a ser analisado, em
uma sub-iteracao qualquer, tem como extremo direito o ponto mais a esquerda da FEI ja conhecido,
e como extremo esquerdo o ponto mais a direita dentre aqueles que ainda precisam ser investigados.
Essa estrutura particular de nosso problema sugere que os pontos chave da FEI devam ser sempre
empilhados em fe, ao passo que os extremos nao analisados devem ser empilhados em temp, até
o momento em que eles passam a ser de fato 6timos, sendo assim transferidos para o topo da pilha
de fe.

Caso o problema referente a uma iteragdo qualquer do Algoritmo PFV nao tenha solucao
imediata, precisamos trabalhar, de forma iterativa, com os subproblemas complementares. Em
uma sub-iteracao qualquer, o subproblema complementar a ser analisado serda sempre aquele em
que o extremo direito é representado pelo topo da pilha de fe e o extremo esquerdo serd sempre
representado pelo topo da pilha de temp. Nessa sub-iteracao, atualizamos as duas estruturas da

seguinte maneira:

» (Caso o subproblema complementar ndo possua soluc¢ao imediata, podemos dividi-lo em outros
dois, de modo que o mais a direita seja aquele a ser analisado na préxima sub-iteracao. Para
que isso ocorra, uma vez que o extremo esquerdo desse subproblema é o ponto de intersecao
das duas curvas analisadas e o extremo direito nao muda, basta colocarmos essa intersecao

no topo da pilha de temp.

o (Caso o subproblema complementar possua solu¢ao imediata, incluimos em fe as informacoes
da intersecao das duas curvas e do extremo esquerdo do intervalo que define o subproblema,

s 7

além de excluirmos de temp o extremo da sub-iteracao atual, pois ele ja é 6timo.
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Note que, no primeiro caso, o subproblema complementar é dividido em dois outros, de forma
que, na proxima sub-iteragao, continuaremos trabalhando com o mesmo subproblema, ainda da
direita para a esquerda, s6 que agora de forma dividida. J4 no segundo caso, o subproblema
complementar é resolvido, e o segmento da FEI de (3.1) referente ao mesmo é armazenado em fe.
Nessa situacao, o subproblema complementar a ser resolvido na préxima sub-iteracao é adjacente
aquele resolvido na sub-iteracao atual. Seguindo esse raciocinio, as sub-iteragdes terminam quando
incluimos em fe o extremo esquerdo do problema original. Da mesma forma, a iteracdo principal

do Algoritmo PFV termina quando o vetor de estruturas temp estiver vazio.

Logo, ap6s o final de uma iteracdo do método, comegamos a proxima iteracdo com o menor
valor de A para o qual conhecemos a solugdo do Problema (3.1), ou seja, partimos de \s. Essa
rotina é repetida até o momento em que encontramos a extremidade esquerda da FEI, ou seja,
quando A = 0. A partir desse processo, o método encontra uma aproximacao da fronteira eficiente
do nosso problema na qual desconsiderarmos a possibilidade de duas curvas distintas se cruzarem
duas vezes em uma mesma iteracao. A Figura 6.15 ilustra uma possibilidade para a fronteira

eficiente final do nosso problema.
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Figura 6.15: Fronteira eficiente final.
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6.8 Encontrando a intersecao nas extremidades

Uma das maiores dificuldades encontradas pelo Algoritmo PFV é determinar a intersecao de
duas curvas nas proximidades dos extremos da fronteira eficiente de (3.1), ou seja, encontrar o
ponto de mudanca referente a curva associada ao ativo de maior retorno (A — +00) e a curva
nula, que representa o risco minimo (A — 0). Nas subsegoes a seguir, explicaremos o motivo

dessas dificuldades, assim como a forma que elas foram tratadas.

6.8.1 A intersecao de duas curvas quando A — 0

Conforme discutimos na Segao 6.3, para A — 0, o Problema (3.1) possui solugdo nula, que
por sua vez € singular. Tal singularidade faz com que a curva associada a essa solucdo, que
denotaremos por Cp, seja a reta constante f(A) = 0, que ndo possui ponto de quebra de segmento,
pois o conjunto ativo nunca muda. Sendo assim, o Algoritmo Segmento FEI nao é aplicavel a essa
curva. Essa impossibilidade faz com que o Algoritmo das Intersecoes seja incapaz de encontrar
o intercepto do segmento nulo com a curva adjacente, ja que o Algoritmo Segmento FEI é usado
para determina-lo.

Como a imagem de Cj é zero para qualquer valor de A, podemos afirmar que ela esta por baixo
dos segmentos de curvas que apresentam um valor positivo de f(A). Como o risco nunca é negativo,
vai existir um intervalo de A em que todas as curvas, com excecao de Cy, estao acima do eixo A,
ou seja, a curva que esta por baixo certamente sera a curva nula. Tomando como referencial o
sentido da direita para a esquerda, encontrar a curva cujo segmento ¢ adjacente & Cy na FEI do
Problema (3.1), é equivalente a determinar qual das T'— 1 curvas restantes cruza por ultimo o eixo
A na coordenada final, que chamaremos de \g. Explicaremos esse processo por meio da Figura
6.16, que ilustra essa situacao.

Comecando por Aj, para determinarmos se a curva Cy cruza Cy na FEI de nosso problema,
primeiramente encontramos o intervalo I, a ser trabalhado da forma usual, e depois testamos
se f(A2) > 0. Como isso ocorre, parametrizamos a curva Co em fungdo de A\ e encontramos a
intersecao da mesma com o eixo das abscissas, A., por uma versao modificada do Algoritmo das
Interse¢des. Logo apds, determinamos, por meio do Algoritmo PQIM, a curva que esta por baixo
em )., que nesse caso ¢ a curva (. Sendo assim, C5 nao ¢ a ultima curva a cruzar Cj, de forma
que temos uma iteragao usual do Algoritmo PFV sobre o intervalo [A.,\].

Comecando agora de \., determinamos que o proximo ponto de quebra, que ocorre em A = 0,
estd acima do eixo \ e encontramos a intersecao de C'; com esse eixo, que € \g. De forma analoga,

determinamos a curva que esta abaixo de C; em \g, que nesse caso ¢ a Cy, fazendo com que C] seja
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v
3

Figura 6.16: Fronteira perto da origem.

a ultima curva a cruzar o eixo A. Sendo assim, podemos afirmar, por meio do referencial tedrico
ja apresentado, que a curva que estd por baixo no intervalo [0,\] é Cp, enquanto a curva que esta

por baixo no intervalo [Ag,A3] é C}.

6.8.2 A intersecao de duas curvas quando A\ — 400

Conforme discutimos na Segéo 6.3, a solugao de (3.1) para A > A, nd0 muda, ou seja, f(A) é
um reta decrescente para valores grandes de \. Isso também vale para todas as T' curvas associadas
a carteiras distintas de (3.1), ou seja, o segmento mais a direita é uma reta decrescente. Logo,
determinar a intersecao de duas curvas quando A > \,,.., pode ser equivalente a encontrar a
intersecao de duas retas.

A parametrizagao de cada uma das retas é similar aquela apresentada em (6.2), com excegao do
fato que o termo quadratico, a, é nulo. De posse dessa informacao e lembrando que a intersecao de
duas retas nao paralelas no plano é tinica, podemos encontrar a coordenada comum as duas retas,
Aint, a0 calcularmos os coeficientes b e ¢ de acordo com o Algoritmo das Interse¢des e atribuirmos
)\int = _TC

Uma vez que, para valores de lambda maiores que A4, todas as curvas associadas a carteiras
distintas passam a se comportar como retas, ao invés de parabolas, podemos utilizar essa abor-

dagem para encontrar a intersecao de duas curvas quando iniciamos o método com A\ — 400, no
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lugar desse valor particular de A, cuja determinacao exata nao esta definida. A Figura 6.17 mostra
uma situagado em que temos que encontrar a intersecao de duas curvas (A;;) para A > \q, tendo
como ponto de partida as solugoes de (3.1) em A = A\; e A = 400, 0 que, em primeira instancia,
¢ impossivel de se determinar, pois nao podemos parametrizar as duas curvas com o ponto no

infinito.

rﬂ\: ”%)

Nl

AN

Figura 6.17: Fronteira perto do infinito.

Entretanto, note que, nessa faixa de valores de A, todas as T' curvas passam a ser retas, de forma
que encontrar a intersecao de duas curvas no infinito nada mais é do que encontrar a intersecao
de duas retas. Como uma reta é definida por dois pontos, sendo eles ndo necessariamente os de
quebra, basta determinarmos um segundo ponto de cada reta - nesse caso, aqueles associados a \; -
para podermos parametriza-las e assim encontrarmos a intersecao das mesmas. Essa determinacao,
por sua vez, pode ser feita sem maiores dificuldades, pois, como nessa faixa de valores a solugao

em z é sempre a de maximo retorno, a funcao objetivo sera linear.

6.9 O nosso algoritmo

Por meio das ideias apresentadas nesse capitulo, desenvolvemos o Algoritmo PFV, que é a
quinta, e, certamente, a mais importante de nossas contribui¢oes. Seu pseudocddigo pode ser visto

no Algoritmo 9.
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Algoritmo 9: O Algoritmo PFV

[ N R I

10
11
12

13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24

25

26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40

Determine as informagoes da extremidade direita da FEI do Problema (3.1);
Faca v + 1;
Guarde, em fe(v), as informagoes referentes a A — 400;
enquanto fe(v).f < —1078 faga
Partindo de fe(v).)\, determine, pelo Algoritmo Segmento FEI-DE, as informagoes X, Te fda
extremidade final do segmento de pardbola em que o conjunto ativo de fe(v).x é constante;
se f> 1078, entdo
Encontre, pelo Algoritmo das Intersegoes, a coordenada A de interse¢io do segmento de parabola,
encontrado no passo anterior, com o eixo A;
Faga P A
fim
Por meio do Algoritmo PQIM, calcule 7 e f, referentes a solugdo de (3.1) com A = X;
se |7 — Z||, < 1075, entdo
Faca v v +1;
Guarde, em fe(v) as informagoes referentes a X
se f‘ <1078, entdo
Faca v <— v+ 1;
Guarde, em fe(v) as informagoes referentes a solucdo nula (A = 0);
fim
senao
Faca r < 1 e remova todas as informacgoes contidas em temp;
Guarde, em temp(r), as informacoes referentes a X
enquanto r # 0 faga
A1 +fe(v).\ e Ay +temp(v).);
Defina C; e Cy como as curva referentes a fe(v).vb e temp(f).vb, respectivamente;
Partindo de A1, determine, pelo Algoritmo Segmento FEI-DE, a unido de segmentos de
pardbola, s1, da curva C1, associada ao intervalo [Ag,\1];
Partindo de Ag, determine, pelo Algoritmo Segmento FEI-ED, a unido de segmentos de
parébola, sa, da curva Cy, associada ao intervalo [A2,A1];
Encontre, por meio do Algoritmo das Intersegoes, a intersecio, (\,f), de s; e sg;
Fazendo uso Algoritmo PQIM, calcule z* e f* da solucdo de (3.1) com A = );
se |f — f*| £107°, entdo
Guarde, em fe, as informagdes dos pontos de quebra de C; em [A,\];
Faga v < v + kll, onde kll é o nimero de pontos incluidos no passo anterior;
Guarde, em fe, as informacdes dos pontos de quebra de Co em [A2,A[;
Faga v < v+ klz, onde k; ¢ o nimero de pontos incluidos no passo anterior;
Faga r < r — 1;
senao
Facar «+r+1;
Guarde, em temp(r), as informacdes referentes a curva que estd por baixo em \;
fim
fim
fim
fim
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No passo inicial desse algoritmo, determinamos a extremidade direita da FEI do nosso problema
e a incluimos na lista de pontos chave, fe (linhas 1 a 3). Na linha 4, comegamos a parte iterativa
do nosso método, que termina no momento em que encontramos a extremidade esquerda da FEIL.

Em um passo qualquer, partindo do ponto mais a esquerda conhecido da FEI, cujas informacoes
estao armazenadas no topo de lista fe, determinamos, por meio do Algoritmo Segmento FEI-DE,
o ponto de quebra referente a curva que esta por baixo nesse ponto, assim como o intervalo a ser
investigado nessa iteragao (linha 5), seguindo a teoria descrita na Segao 6.4. Logo apds, testamos
a possibilidade de cruzamento da curva analisada com eixo A nesse intervalo (linha 6). Caso isso
ocorra, deslocamos o final do intervalo investigado para a intersecao encontrada, de acordo com a
teoria desenvolvida na Subsecao 6.8.1 (linhas 7 e 8). Na sequéncia, fazendo uso da teoria explicada
na Secao 6.4.2, testamos, por meio do Algoritmo PQIM, se a curva que estd por baixo no final do
intervalo é a mesma do inicio (linha 11). Caso isso ocorra, sabemos que essa curva é dtima em
toda a extensao, de forma que guardamos as informagoes de seu final na lista de pontos chave e
partimos para a proxima iteragao (linhas 12 e 13). Além disso, se o final do intervalo tiver sido
atualizado de acordo com as linhas 7 e 8, sabemos, pela teoria da Subsecao 6.8.1, que a curva
6tima adjacente a atual é a curva f(\) = 0, cujo final estd compreendido na extremidade esquerda
da FEI. De forma que, podemos incluir as informagoes referentes a curva f(A) = 0 em nossa lista
de pontos chave e terminar o algoritmo (linhas 15 e 16).

Na possibilidade da curva que estd por baixo no final do intervalo ser diferente daquela do
inicio, dividimos, por meio da teoria descrita na Secao 6.6, o problema atual em dois subproblemas
complementares (linhas 19 e 20). Em seguida, iniciamos a parte recursiva do Algoritmo PFV, que
consistem em, a cada iteracao, resolver um subproblema complementar ou dividi-lo em outros dois
(linha 21). Tal processo é repetido até o momento em que todos os subproblemas forem resolvidos,
possibilitando-nos a determinar a FEI no intervalo de busca original e assim terminar a iteracao
principal do nosso método. Cada iteragao dessa parte é andloga ao Algoritmo 8. A tnica diferenga
aparece nas linhas 35 e 36, em que utilizamos a lista de pontos chave temporaria temp para

guardar os subproblemas complementares, de acordo com o processo descrito na Secao 6.7.

6.10 Determinando as intersecoes de duas curvas distintas

Conforme mencionamos na Subsegao 6.4.2, podemos determinar, por meio de uma heuristica,
se a curva que estd por baixo nos extremos de um intervalo é 6tima em todo a sua extensdo. A
Figura 6.18 ilustra um caso em que ela nao é 6tima, pois apesar de C estar por baixo tanto em

A1 quanto em o, existe uma curva Cs que a corta duas vezes nesse intervalo, estando assim por
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baixo em um subintervalo de 1.

Nessa situacao, uma maneira de determinar se existe uma curva Cy que corta C duas vezes,
seria discretizar o intervalo [Ag,\;] e determinar, por meio do Algoritmo PQIM, se existe uma
curva por baixo, diferente de (', em cada um dos pontos de discretizagdo. Caso nao exista,
assumimos que a curva que esta por baixo nesse intervalo é sempre C, sendo, sabemos que existe
uma coordenada, A3, para a qual a curva que esté por baixo no inicio do intervalo [Ay,\3] é Cs e,
no final, a curva que esta por baixo é C3. Da mesma forma, a curva que esta por baixo no inicio do
intervalo [A3,A\;] é C3 e, no final, a curva que esta por baixo é Cy. Logo, o problema de encontrar
as duas intersecoes em Iy pode ser dividido em dois subproblemas que buscam exatamente uma

interse¢ao e podem ser facilmente resolvidos pelo Algoritmo PFV.

v
E}

Figura 6.18: Subproblemas decorrentes das duas intersecoes.

Como a proposta inicial do nosso algoritmo procura nao utilizar a técnica da discretizacao,
pois ela é cara e ndo eficiente para o problema abordado, e nao encontramos evidéncias concretas
de que duas curvas se interceptam mais de uma vez na mesma iteracao, resolvemos trabalhar com
essa possibilidade de forma adaptativa, procurando essas intersecoes apenas em casos particulares.
Nessa estratégia, testamos essa possibilidade apenas no ponto médio de um intervalo, desde que
o comprimento do mesmo nao seja muito pequeno (menor do que 0,1) e o extremo esquerdo dele

nao esteja muito préoximo de zero.
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Capitulo 7
Resultados computacionais

Neste capitulo, descrevemos os experimentos efetuados para investigar a eficiéncia do método
que propusemos para aproximar a FEI do Problema (3.1). A andlise do desempenho do algoritmo
foi feita com base no tempo de execugao. Além disso, comparamos o nosso método com aqueles,
jé difundidos na literatura, que encontram a aproximacgao da curva, tendo como critério tanto a
fidelidade da aproximacao da curva quanto o tempo computacional. Todos os testes foram feitos
utilizando-se o programa MATLAB em um computador com processador AMD Phenon X4 965 64
bits 3,4GHZ e memoria principal de 6 GB.

7.1 Os problemas testados

Para testar a eficiéncia do nosso programa, utilizamos o conjunto de problemas teste apresenta-
dos por Chang et al. [9]. Os cinco problemas selecionados correspondem a indicadores econdmicos
baseados em grandes bolsas de valores do mundo. A primeira instancia, denominada Hang Seng,
tem 31 ativos e estd relacionada a bolsa de Hong Kong. A segunda, DAX, com 85 ativos, esté
associada a bolsa alema. O terceiro problema, relativo ao mercado financeiro do Reino Unido, ¢é
denominado FTSE e tem 89 ativos. A quarta instancia é a americana S&P, com 98 ativos. A
tltima, denominada Nikkei, contém 225 ativos da bolsa japonesa!. Vale notar que as duas ultimas
instancias sao mais dificeis de se resolver numericamente, devido ao condicionamento de sua matriz
de covariancia.

Para cada instancia, geramos, por meio do Algoritmo PFV, uma aproximacao da FEI partindo
de Az = 10. A escolha de um valor fixo para A,,.. deve-se a necessidade de comparacao do

nosso método com aquele que envolve a discretizacao do intervalo [0,\,42], conforme veremos na

10s dados estdo disponfveis em http://people.brunel.ac.uk/~mastjjb/jeb/orlib/portinfo.html.
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Secao 7.4. Vale lembrar ainda que as matrizes de covariancia relacionadas as cinco instancias sao
simétricas e definidas positivas, de modo que a solugdo de cada subproblema é tinica. Restringimos
a 10 o nimero de ativos que compoem a carteira (ou seja, tomamos K = 10) e utilizamos o limite

minimo de investimento de 5% para cada ativo (o que significa que [; = 0,05,7 =1,...,n).

7.2 Testando a eficiéncia do CHR

O primeiro teste feito consistiu em determinar a eficiéncia do método CHR no processo de
obtencao da FEI de cada um dos cinco problemas. Nesse teste, para cada um dos problemas,
calculamos o nimero de vezes que o CHR, combinado a heuristica de melhoramento, foi capaz de
resolver o Problema (3.1) com um valor de A fixado, assim como o ntimero de falhas que forgaram

o uso do algoritmo Branch-and-Bound implicito. A Tabela 7.1 mostra os resultados obtidos.

Tabela 7.1: Teste de eficiéncia do CHR.

Numero de Chamadas || Ntimero de acertos || Porcentagem de acerto
Hang Seng 15 7 46,7%
Dax 24 6 25,0%
FTSE 25 3 12,0%
S&P 17 4 23,5%
Nikkei 21 6 28,6%

A primeira coluna da tabela registra, para cada instancia, o nimero de vezes que foi necessério
resolver o Problema (3.1) por meio do Algoritmo PQIM. J4 a segunda coluna mostra, para cada
instancia, o ntimero de vezes que o Algoritmo PQIM foi capaz de resolver o Problema (3.1) sem o
auxilio do Algoritmo BBI, ou seja, apenas pelo uso do Algoritmo CHR aliado a sua heuristica de
melhoramento. Finalmente, a terceira coluna representa, para cada instancia, a porcentagem de
vezes que o Algoritmo PQIM foi capaz de resolver os Problemas (3.1) somente com a combinagao
do Algoritmo CHR com a Heuristica CHR (nessa se¢do, chamaremos essa juncao de Combinagao
CHR).

E possivel perceber, da Tabela 7.1, que a Combinacio CHR néo foi eficiente na resolucio dos
problemas inteiros associados a FEI dos cinco problemas de investimento escolhidos para teste.
Vale também notar que essa combinagao sé conseguiu resolver os problemas do tipo (3.1) em que

o valor de X era relativamente grande, ou seja, ela foi incapaz de encontrar a solucao inteira para
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valores pequenos de A, que sao justamente aqueles que exigem maior tempo e precisao computaci-
onal. Ainda constatamos que, nesse ultimo caso, o tempo necessario pela Combinagao CHR para
encontrar uma solucao nao inteira foi equivalente aquele gasto pelo algoritmo Branch-and-Bound
implicito para encontrar a solugao inteira sem o limitante superior obtido pela Heuristica CHR.
Para contornar essa falta de eficiéncia, uma vez que o Algoritmo PFV sempre inicia na extremi-
dade direita de FEI, onde os valores de A\ sao sempre grandes, criamos uma estratégia adaptativa
para o Algoritmo PFV, que consiste em utilizar diretamente o algoritmo Branch-and-Bound im-
plicito para resolver os Problemas (3.1), caso a Combinagdo CHR falhe mais de duas vezes durante

o método geral.

7.3 As fronteiras eficientes obtidas

Nosso segundo teste consistiu em determinar graficamente a FEI alternativa de cada um dos 5
problemas no intervalo [0,10]. Além disso, uma vez que, para valores de A préximos de zero a troca
de carteira é constante e afeta a inclinagao da FEI, optamos por também mostrar o comportamento
da FEI de cada um dos problemas no intervalo [0;0,3]. As Figuras 7.1 a 7.10 mostram a FEI de

cada um dos 5 problemas nesses dois intervalos particulares.

Hang Seng

50.02— —

50.04— —

50.06 — —

f(lambda)

50.08 — —

50.12 L
0

Figura 7.1: Instancia Hang Seng com A € [0,10].

E possivel perceber que, em todos os casos, as fronteiras eficientes, quando tracadas no intervalo
[0,10], ndo apresentam de forma clara tanto o aspecto quadratico, quanto as mudangas na inclinac¢ao
e o intercepto com o eixo A. Isso se deve ao fato de que essas mudancas comecam a aparecer para
valores pequenos de A, em geral menores que 2, e a escala do grafico nao permite que elas sejam

percebidas de forma imediata. Essa mudanca fica mais evidente, em todos os problemas, quando
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—

f(lambda

f(lambda)

f(lambda)

. Hang Seng

504

Bl.a—
B1.6—
e 1 1 1 1 1 1 i
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03
lambda
Figura 7.2: Instdncia Hang Seng com A € [0;0,3].
Dax
T
60.03— i
60.04 — -
60.05— i
60.06 — -
60.07 — i
60.08 — -
60.09 — -
50.1 | I I I | | | | |
lambda
Figura 7.3: Instancia Dax com A € [0,10].
1o® D?x
B0.5—
B1.5—
b2
1 1 1 1 1

0.05 0.1 0.15 0.2 025

lambda

Figura 7.4: Instdncia Dax com A € [0;0,3].

96



FTSE

50.01|- 1

50.02|-

50.03|- -

50.04|~ -

50.05 - -

f(lambda)

50.06 - -

50.07 - -

50.08|~

50.09 | | | | | | | | |
0

Figura 7.5: Instancia FTSE com A € [0,10].

- FTSE

x 10°

B0.21—

B0.41—

0.6~

50.81—

f(lambda)

B1.21—

514

B1.6= 1 1 1 1 1 1 =
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03

lambda

Figura 7.6: Instancia FTSE com A € [0;0,3].

S&P
T
50.01—
60.02— -
50.03— -
50.04— -

50.05— -

f(lambda)

50.06 — 4

50.07 — -

50.08 — -

50 I I I I I I I I I

Iamsbda

Figura 7.7: Instancia S&P com A € [0,10].
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o S&P

60.2— -
§ 60.6— -
Qo
£
Z sos- B

B1.2— -

B 407 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0‘3 -

lambda
Figura 7.8: Instancia S&P com A € [0;0,3].
Nikkei
T
”EEO.U‘S* -
©
_g 60.02— -
°
L‘YEU.DZS* -
60.03— -
60.035 — -
5004 | | | I | | | | |
lambda
Figura 7.9: Instancia Nikkei com A € [0,10].
Nikkei
T

B1— —

B2 —
=
©°
QO B3 -
£
o
&=

al— -

B5— —

B6— ) ) =

0 0.05 03

Figura 7.10: Instdncia Nikkei com A € [0;0,3].
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a FEI é tracada no intervalo [0;0,3], pois nesse caso é possivel notar tanto o aspecto quadratico da
curva, quanto o segmento, proximo a origem, em que a curva nula é 6tima. Entretanto, mesmo
nesse caso, as mudancas na inclinagao nao ficam tao evidentes. Isso se deve ao fato delas ocorrerem
em pequenos intervalos de A, devido a constante troca de carteiras quando estamos proximos de
A = 0. Essas mudancas s6 podem ser percebidas de fato quando a curva é visualizada, com zoom
maximo, nas proximidades da origem. A Figura 7.11 ilustra esse fato para a instancia S&P no
intervalo [0;0,08].

S&P

L L L L L L L L
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08
lambda

Figura 7.11: Instancia S&P com A € [0;0,08].

7.4 Comparacao de fronteiras

Com o intuito de testar a eficiéncia do nosso algoritmo, decidimos compara-lo com algum
outro que aproxima a FEI dos cinco problemas. Nossa ideia original era confrontd-lo com meta-
heuristicas eficientes, tais como aquelas propostas por Chang [9] e Dias [13]. Entretanto, nao
foi possivel realizar essa comparacao de forma direta, pois a maior parte dos métodos eficientes
conhecidos na literatura nao s6 considera que todo o capital é sempre investido, ou seja, que
f} x; = 1, quanto obtém uma aproximacao da FEI em seu formato original, ou seja, no plano em
a:ule 0s eixos representam o risco e o retorno, diferindo um pouco de nossa proposta, que admite
que nem todo o montante disponivel seja aplicado (37 z; < 1) e representa a FEI em formato
alternativo (a curva A x f(A)).

Por isso, decidimos adaptar o método que desenvolvemos em [36] para discretizar o intervalo
[0,Apmaz] em subintervalos de comprimento A\ e calcular a solu¢do do Problema (3.1), por meio do

Algoritmo BBI, em cada um dos extremos desses intervalos, conforme explicamos nas Se¢oes 2.3
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e 3.1. Para comparar os dois métodos quanto a eficiéncia na aproximacao da FEI, desenhamos as
curvas obtidas por ambos em um tnico sistema de eixos.

Como a eficidcia da discretizagdo aumenta conforme diminuimos o comprimento dos subinter-
valos, A\, decidimos testar a diferenca de aproximagao das curvas para uma discretizacao razoa-
velmente precisa, A\ = 0,1. Para cada instancia, investigamos o que ocorre com as curvas quando
A se encontra proximo de zero, que ¢ o momento em que ha trocas constantes de carteira, exigindo
assim maior precisdo dos nossos métodos. As Figuras 7.12 e 7.13 mostram tanto os resultados
obtidos pelo Algoritmo PFV (representado pela curva verde), quanto aqueles obtidos pelo método
dos subintervalos, que serd chamado de Algoritmo da Discretiza¢io (representado pela curva azul),

para as instancias Hang Seng e Nikkei no intervalo [0;0,3].

o Hang Seng
T

—Discretiza’20
—Algoritmo PFV||

B0.2|—

@

3

=
T

f(lambda)
:

@

3

o
T

B1.2[~

0.05

Figura 7.12: Comparacao dos métodos para a instancia Hang Seng.

. Nikkei

—D‘iscretiza '26 |
—Algoritmo PFV

f(lambda)
8 8

o
z
T

4.5

0.15
lambda

0 0.05 0.1 0.2 0.25 03

Figura 7.13: Comparacgao dos métodos para a instancia Nikkei.

100



Podemos notar nas figuras, que as curvas estao relativamente préoximas quando A é maior que
0,2. Porém existe uma clara disparidade entre elas no intervalo [0;0,2]. Isso se deve ao fato do
Algoritmo da Discretizacao nao calcular os pontos chave da FEI, que sdo constantemente trocados
quando A\ esta proximo da origem, fazendo com que a inclinagao obtida pelo mesmo se assemelhe
a de uma reta, ao passo que a inclinac¢ao obtida pelo Algoritmo PFV, que calcula a solugao exata,
seja de fato a inclinacdo de uma funcao quadrética definida por partes. Essa comparacao mostra
claramente que a aproximacao obtida pelo nosso método é mais precisa que aquela encontrada pela
técnica da discretizagao munida de uma precisao razoavel, em especial quando A estd proximo de
zero, ou seja, esse teste confirma o que era esperado teoricamente.

Em nosso trabalho, fizemos essa mesma comparagao com o Algoritmo da Discretizacao munido
de duas discretizagao mais precisas: 0,01 e 0,0025. Entretanto, observamos que, nos dois casos, a
distancia entre as curvas diminui drasticamente, conforme diminuimos o valor de A\, sendo que a
curva obtida pelo Algoritmo da Discretizagao com AX = 0,0025 foi praticamente idéntica aquela
obtida pelo Algoritmo PFV, mostrando que a aproximacao da FEI pelo Algoritmo da Discretizagao
converge para aquela feita pelo nosso algoritmo. Sendo assim, uma vez que as curvas ficaram muito

préximas, decidimos nao incorporar essa comparagao ao nosso trabalho.

7.5 Comparacao de tempo computacional

Também comparamos o tempo para aproximar a FEI de cada uma das cinco instancias, tanto
pelo Algoritmo PFV, quanto pelo Algoritmo da Discretizacao com trés discretizacoes distintas:
0,1, 0,01 e 0,0025. A Tabela 7.2 mostra os resultados obtidos.

Tabela 7.2: Comparacao de tempo computacional.

Hang Seng Dax FTSE S&P Nikkei
Discretizacao com AA=0,1 0,24 s 0,37 s 0,41 s 110,02 s 2,588
Discretizacao com AA=0,01 0,76 s 3,59 s 5,66 s || Impossivel || 26,54 s
Discretizacao com AA=0,0025 2,57 s 12,43 s || 15,28 s || Impossivel || 105,97 s
Algoritmo PFV 1,24 s 8,05s || 8§11s 326,26 s 6,32 s

Podemos perceber que, para as trés primeiras instancias, o Algoritmo PFV foi mais rapido
do que o Algoritmo da Discretizagdo com AA=0,0025 e mais lento com as demais discretizagoes.

Tal resultado mostra que, para problemas de pequeno porte que possuem a matriz Hessiana bem
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condicionada, o Algoritmo PFV é competitivo com o Algoritmo da Discretizacdo, em termos de
tempo computacional, apenas quando exigimos uma grande precisao para a FEI. J4 para a quarta
instancia, que mostrou ser a mais cara de se resolver das cinco, o Algoritmo PFV mostrou seu
verdadeiro potencial, ao ser capaz de encontrar a solu¢do em tempo computacional hébil (o tempo
limite foi de trés horas), ao passo que o Algoritmo da Discretizagao s6 foi capaz de resolvé-la para
a discretizagdo mais imprecisa. J& para a quinta instancia, o Algoritmo PFV s6 foi mais lento que
o Algoritmo da Discretizagdo com a primeira discretizacao, que é justamente a mais imprecisa.
Tal resultado sugere que, conforme a dificuldade e o nimero de variaveis do problema aumenta,
o Algoritmo PFV é mais barato que o Algoritmo da Discretizacao munido de uma discretizagao
mais precisa, sem contar que a fidelidade da aproximacao da FEI obtida por ele é sempre melhor,

ou seja, a proposta atual mostrou ser significativamente mais eficiente que a anterior [36].

De qualquer forma, em todos os casos, o tempo do Algoritmo PFV para obter a solucao exata
dos problemas foi muito pequeno, mostrando que o método, além de obter a solugao exata do
problema, é possivelmente competitivo com muito outros. Ainda, vale lembrar que o Algoritmo
PFV conseguiu determinar, de forma exata, todos os pontos chave dos problemas, que, por si s0,

sao de extrema valia.

7.6 Outros testes de desempenho

Para testar o desempenho geral do nosso algoritmo, realizamos alguns testes extras de tempo
computacional. Optamos tanto por aumentar o tamanho da carteira dos problemas classicos,

quanto por realizar testes com instancias diferentes daquelas ja testadas.

7.6.1 Aumentando o tamanho da carteira

Como, na pratica, o tamanho maximo da carteira pode variar e investidores mais conservadores
podem optar por criar portfélios com mais de 10 ativos, decidimos aplicar o nosso método, ao
calculo da FEI de cada uma das cinco instancias apresentadas na Secao 7.1, considerando que o
nimero maximo de ativos que podem compor a carteira seja elevado. Tal decisdo tem potencial
para tornar nosso método mais caro, pois uma diversidade maior de ativos pode gerar um ntmero
maior de ndés na arvore do Algoritmo BBI. Nesses testes, para cada uma das cinco instancias,

tomamos K =25 e l; = 0,02, parai=1,...,n. A Tabela 7.3 mostra os resultados obtidos.
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Tabela 7.3: Teste de tempo computacional para uma carteira maior.

Instancia K=10 K=25
Hang Seng 1,24 s 0,34 s
Dax 8,05 s 6,38 s
FTSE 8,11 s 7,47 s
S&P 326,26 s || 91,01 s
Nikkei 6,32 s 6,82 s

Podemos perceber da tabela que, ao contrario do que era esperado, nas quatro primeiras ins-
tancias o tempo gasto diminuiu, quando aumentamos o tamanho da carteira de 10 para 25, tendo
se mantido préximo ao valor obtido anteriormente no caso da tltima. Esses resultados compro-
vam que o nosso método é também eficiente para carteiras maiores, podendo assim contemplar as

ambicoes de uma maior variedade de investidores.

7.6.2 Testando outros problemas reais

Com o intuito de testar mais a fundo a eficiéncia do nosso algoritmo, decidimos explorar
os problemas teste apresentados por Cesarone et al. [7]. Os problemas selecionados também
correspondem a indicadores econémicos baseados em grandes bolsas de valores do mundo, embora

diferentes daqueles utilizados por Chang et al. [9].

Vale notar que, dentre todas as instancias propostas, decidimos trabalhar apenas com duas
delas, que sao justamente aquelas cuja matriz de covariancia é simétrica definida positiva e podem
ser resolvidas pelo nosso algoritmo. A primeira, denominada EuroStoxx, tem 48 ativos e esté
relacionada a bolsa europeia. Ja a segunda, FTSE, tem 79 ativos cujos dados sao diferentes

daqueles utilizados nos testes anteriores’.

Novamente, para cada instancia, geramos, por meio do Algoritmo PFV, uma aproximacao da
FEI. Além disso, restringimos, mais uma vez, a 10 o nimero de ativos que compoem a carteira
(K = 10) e utilizamos o limite minimo de investimento de 5% para cada ativo (I; = 0,05, i =
1,...,n). A Tabela 7.4 mostra o tempo gasto pelo Algoritmo PFV na tentativa de resolver cada

um dos dois problemas.

10s dados estdo disponiveis em http://w3.uniromal.it/Tardella/datasets.html.
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Tabela 7.4: Novos testes de tempo computacional.

Instancia || Tempo
EuroStoxx || 4,10 s
FTSE 12,37 s

Como podemos observar, o Algoritmo PFV mostrou ser eficiente na resolugao dos dois proble-
mas, que, por sua vez, possuem um numero de variaveis semelhante aqueles propostos por Chang.
Tais resultados mostram que o nosso método continua sendo eficiente para problemas cujo nimero

de ativos nao é excessivo.

7.7 'Trabalhando com restricoes de igualdade

Como visto anteriormente, trabalhamos apenas com restrigdes de desigualdade. Entretanto,
uma vez que a analise feita para encontrar a curva 6tima nao depende da natureza das restri¢des do
problema original, o Algoritmo PFV pode ser adaptado para trabalhar com restrigdes de igualdade
sem maiores dificuldades, de modo a permitir que, no Problema (3.1), todo o capital seja aplicado.
Nesse caso, a principal mudancga na FEI é o fato de que a aplicagdo nula deixa de ser 6tima para
A préximo de zero, pois ela viola a restricao Zn: x1 = 1. Pelo contrario, a melhor solugao passa a
ser diversificar o capital, de forma que a solmc;%uzo1 6tima seja formada pela carteira com os K ativos
de menor variancia, fazendo com que a solucao deixe de ser singular perto da origem, o que torna
o problema mais tratavel.

Porém, a escolha pelo uso desse tipo de restricao pode acarretar problemas ao longo do Algo-
ritmo PQIM, pois a combinacao do Branch-and-Bound implicito com o método de Lemke, utilizada
no Algoritmo PQIM para garantir a integralidade da solu¢do do Problema (3.1) para um valor de
A fixo, s6 consegue garantir a otimalidade de problemas que envolvem desigualdades. Isso se deve
ao fato do método de Lemke s6 trabalhar com esse tipo de restri¢ao, fazendo com que a conversao
de uma restricao de igualdade em duas desigualdades possa gerar um problema de ciclagem, em
decorréncia da existéncia de duas colunas linearmente dependentes na matriz do problema, como
pode ser observado no trabalho de Villela [36].

Logo, para garantir que o Algoritmo PFV encontre a FEI de problemas que envolvem restrigoes
de igualdade, seria necessario utilizar um outro algoritmo robusto de programacao quadratica mista
combinado com o método Branch-and-Bound. Isso é algo que planejamos fazer em um trabalho

futuro.
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Capitulo 8
Consideracoes finais

Analisando os resultados obtidos como um todo, é possivel observar que a combina¢ao de nossos
trés algoritmos principais, quando bem implementada, apresenta um bom desempenho para obter
a FEI alternativa de problemas quadraticos baseados no modelo de Markowitz para a otimizacao
de carteiras de investimento. Mais que isso, nosso método se mostrou robusto ao conseguir resolver
em tempo habil, problemas dificeis de médio e grande porte. Ainda, no caso em que desejamos
montar uma carteira com um nimero relativamente pequeno de ativos, o método exato consegue
fornecer uma soluc¢ao 6tima em um tempo razoavelmente pequeno.

Vale notar que o Algoritmo PFV, além de aproximar a FEI do Problema (3.1) com boa preci-
sao, é capaz de encontrar os pontos e pesos mais significativos da mesma, que sao tanto aqueles
que representam a mudanca de carteira de investimento, quanto aqueles que representam as mu-
dangas de inclinagao da curva, decorrentes da mudanca no conjunto ativo das restricoes. Essas
informacoes, por si s6, podem vir a ser muito tteis ao investidor na hora de analisar as tendéncias
de mercado.

Apesar dos bons resultados obtidos, muitas melhorias podem ser incorporadas ao nosso traba-

lho. Dentre elas, as que pretendemos investigar em um futuro proximo sao

o Otimizar o nosso algoritmo para que ele consiga trabalhar mais rapidamente com valores de
A préximos de zero, fazendo com que ele seja sempre mais rapido do que o Método 1 com
AN = 0,01.

o Adaptar o Algoritmo PFV para que ele possa resolver problemas que envolvem restri¢oes
de igualdade, assim como encontrar a fronteira eficiente de Pareto do problema (3.1) em
seu formato original, ou seja, determinar a curva bidimensional em que cada eixo representa

o valor dos objetivos calculados nos pontos nao dominados. Tal mudanca, além de torna-
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lo mais proximo da realidade, permitiria uma comparacao direta com as meta-heuristicas

propostas por Chang [9] e Dias [13].

Otimizar o desempenho do CHR por meio da estratégia proposta por Guignard e Ahlatcioglu
em [26].

Fazer com que, quando aplicavel, o Algoritmo BBI comece sua busca na direcao da solucao
fracionaria obtida pelo Algoritmo CHR, que em geral esta préoxima da solucao inteira 6tima,

eliminando grande parte dos nds pendentes nesse processo.

Testar diferentes algoritmos de busca na arvore do Branch and Bound implicito ligada ao

problema com variaveis inteiras.

Implementar o programa em uma linguagem de alto nivel, tal como o C ou C++. Isso nao

sO tornaria mais rapido o algoritmo, como possivelmente tornaria o CHR mais eficiente.

Aplicar nosso método a solucao de problemas reais que ndo possuam relacido com o mer-
cado financeiro, de forma a estendé-lo para um nimero maior de problemas biobjetivo que

envolvem programagcao quadratica inteira mista.
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Apéndice A

Métodos e conceitos

A.1 O método Branch-and-Bound para problemas 0-1

O Branch-and-Bound é um algoritmo baseado no processo de divisao e conquista, que consiste
em dividir um problema dificil (em geral, NP-completo) em vérios problemas menores, de facil
resolucao, para posteriormente juntar as informagoes obtidas e assim resolver o problema original.
Dessa forma, é feita uma enumeracao sistematica das possiveis solugoes, procurando sempre elimi-
nar, ao longo do caminho, grupos de solugoes menos proveitosas. Em geral, esse algoritmo é muito
utilizado para achar a solugao 6tima de problemas de otimizacao que envolvem variaveis inteiras.

Neste trabalho, estamos interessados em resolver problemas de programagcao quadratica inteira
mista, em que algumas varidveis sao bindrias, ou seja, s6 podem assumir valores 0 ou 1. Para
resolver esse tipo de problema usando o Branch-and-Bound, primeiramente resolvemos a versao
relaxada do problema, o que no nosso caso corresponderia a resolver o problema no qual todas
as varidveis binarias sao consideradas continuas no intervalo [0,1]. Feito isso, verificamos se, na
solucao obtida, todas as variaveis binarias valem 0 ou 1. Se isso ocorre, ja resolvemos o problema
original. Caso contrario, como ainda nao encontramos uma solucao viavel para o problema original,
guardamos uma solugao vazia como a melhor solugao inteira. Neste caso, definindo (* como o valor
da fungao objetivo desta melhor solucao, tomamos (* < oo.

Em seguida, escolhemos uma das varidveis binarias que por ora possui valor fracionario e a
forgamos a assumir explicitamente cada um dos dois valores admissiveis (0 e 1). Geramos, assim,
dois subproblemas que precisam ser resolvidos. A essa subdivisdo do problema damos o nome de
ramificacdo. Nesse contexto, existem 2 tipos diferentes de ramificagdo: a para baixo e a para cima.
Na ramificacao para baixo, a variavel escolhida assume o valor 0, ao passo que na ramificagdo para

cima ela assume o valor 1.

111



E fcil observar que cada ramificacdo dd origem a outras ramificacdes, até que todas as varidveis
inteiras da solucao obtida possuam valor 0 ou 1. Assim, a estrutura do problema sugere a criagao
de uma arvore binaria para poder representar todas as possiveis ramificagoes a serem investigadas.

Nessa arvore, cada subproblema gerado por uma ramificacdo é chamado de ndé. O primeiro
problema relaxado a ser resolvido é conhecido como né raiz. Um né cuja solugao tenha as variaveis
binarias valendo 0 ou 1 é chamado de folha, a0 passo que um né em que algumas das variaveis
binarias estejam em (0,1) é chamado de ramo. Quando um né 7 gera um nd j via ramificacao,
dizemos que o n6 ¢ é o pai de j, de modo que este tltimo ¢ um né filho de 7. Um néd que ainda
nao foi resolvido é chamado de nd pendente. O niimero maximo de elementos da arvore é igual a
2N+1_1 onde N ¢ o niimero de varidveis bindrias do problema.

Depois de resolver o problema associado a uma ramificacao, verificamos se a solucao ¢é facti-
vel, no sentido das variaveis binarias do problema assumirem apenas valores 0-1. Se isso ocorre,
comparamos (, o valor da fungdo objetivo, com (*, o valor de ( associado a melhor solugao inteira
encontrada até o momento. Se ( < (*, atualizamos (* e deixamos de resolver todas as ramifica-
¢Oes pendentes cuja solugao seja pior que aquela que acabamos de encontrar. Por outro lado, se
a solucao ainda incluir varidveis binarias com valores nao inteiros, escolhemos uma nova variavel
para ramificar, gerando dois novos problemas.

Salvo quando aparece uma folha, a cada iteracdo do método, temos que armazenar 2 novos
n6s e decidir qual né resolver dentre os possiveis pendentes. O nimero de ndés pendentes s6
diminui quando achamos uma folha, pois, neste caso, além de nao ramificarmos, eliminamos os nés
pendentes com valor de ¢ maior que o da solucao recém encontrada. O algoritmo acaba quando

nao existem mais nés pendentes para investigarmos.

A.2 O problema de complementaridade linear

Dados ¢ € R" M € R"™"™ um problema de complementaridade linear (PCL) consiste em

encontrar ¢ € R" e w € R" tais que:

w=My+q
PTw = 0.

Esse problema é conhecido como PCL(q,M). Um vetor ¢ é dito factivel se satisfaz as duas
primeiras restri¢goes de (A.1), e é dito complementar se satisfaz a tltima equagao. Todo vetor v

que é factivel e complementar é chamado de ponto de equilibrio do PCL(q,M). Note que, devido
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as restricoes de nao negatividade, ¢ e w sd@o complementares se e somente se

Yiw; = 0,Vi =1,2,..n.

Chamamos o par (¢;,w;) de par complementar.
O método de Lemke, que em nosso trabalho foi utilizado para otimizar os problemas relaxados
associados aos nés da arvore gerada pelo algoritmo Branch-and-Bound, foi criado originalmente

para resolver esse tipo de problema.
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