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AbstratLinear models are widely used in statistis to desribe the relationship between a responsevariable and one or more explanatory variables, where usually it is assumed the errors are normallydistributed. Moreover, in linear regression model is assumed that the same linear model holds forthe whole data set, but this is not always valid. The model may hange after a spei� point, andso a linear model with a hange point would be appropriate for data set.The main objetive of work is to study some aspet of estimation and analysis of diagnostis inthe regression linear with hange point model under sale mixture of normal distributions. Theanalysis of diagnostis is based on the works of Cook (1986) and Zhu & Lee (2001). The resultsobtained represent a extension of some results obtained in the literature; see for example Chen(1998) and Osorio & Galea (2006). Finally, simulation studies are investigated through MonteCarlo simulations and numerial examples are presented to illustrate the proposed results.Keywords: EM Algorithm; Mahalanobis Distane; Sale Mixtures of Normal Distributions;Loal In�uene; Linear Models; Change Point.ResumoModelos lineares são frequentemente usados em estatístia para desrever a relação entre umavariável resposta e uma ou mais variáveis expliativas, onde geralmente os erros são assumidosomo normalmente distribuídos. Além disso, em modelos de regressão linear assume-se que omesmo modelo linear é válido para todo o onjunto de dados. O modelo pode mudar após umponto espeí�o e assim um modelo linear om um ponto de mudança poderá ser apropriado parao onjunto de dados.O prinipal objetivo deste trabalho é estudar alguns aspetos de estimação e análise de diagnóstioem modelos de regressão linear om ponto de mudança sob distribuições de mistura de esalanormal. A análise de diagnóstio é baseada nos trabalhos de Cook (1986) e Zhu & Lee (2001).Os resultados obtidos representam uma extensão de alguns resultados apresentados na literatura,ver por exemplo Chen (1998) e Osorio & Galea (2006). Finalmente, estudos de simulação atravésde simulações Monte Carlo são realizados e exemplos numérios são apresentados para ilustrar osresultados propostos.Palavras-have: Algoritmo EM; Distânia de Mahalanobis; Distribuições Mistura de EsalaNormal; In�uênia Loal; Modelos Lineares; Ponto de Mudança.
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Capítulo 1Introdução
Os modelos estatístios são onstruídos para expliar de forma aproximada a estrutura deum onjunto de dados mediante uma relação funional que melhor se ajuste ao padrão dasaraterístias medidas. Estes modelos estatístios deverão satisfazer ertas suposições para queseja onsiderada uma boa aproximação. De forma lássia, modelos de regressão linear - omotodos os modelos lineares - são baseados na denominada teoria normal. Assim, uma suposiçãorotineira do modelo é que tanto os erros omo os efeitos aleatórios são normalmente distribuí-dos. Sob esta suposição, a inferênia estatístia para os parâmetros é amplamente onheida eenontra-se disponível en uma ampla variedade de programas omputaionais de análise estatístia,veja por exemplo, Cohen & Cohen (2008) e Everitt & Hothorn (2010) para apliações no sistema R.Em muitas áreas de pesquisa, é de interesse expliar omo um onjunto de variáveis denomi-nadas independentes (de�nidas a partir de um experimento ontrolado ou por uma base teóriapreviamente de�nida) afeta - onjunta ou individualmente - uma variável denominada dependente.Os hamados modelos de regressão (Draper & Smith, 1998) são ferramentas estatístias utilizadasmuito frequentemente para este �m. A literatura inlui exemplos de regressão linear e não linear,alibração, regressão inversa, dentre outros e as suas apliações podem ser vistas em diferentesáreas de investigação tais omo Mediina, Ciênias Soiais, Eonometría, Geologia, Químia,Engenharia, dentre outras.Uma situação partiular oorre quando o onjunto de observações pode ser indexado poralguma variável (tempo, espaço ou outra variável que indique uma ordem), e é possível observarque a partir de erto ponto desta indexação a distribuição destas observações muda. Esta situaçãoarateriza um problema de ponto de mudança (Gomes de Souza, 2004). Logo, pode-se espei�armodelos de regressão linear om mudança nos parâmetros a partir de uma k-ésima observação deum onjunto de observações indexada.Quando o ponto de mudança é desonheido e o interesse é detetar e estimar este, Chen (1998)sugere uma metodologia que utiliza o Critério de Informação de Shwarz (SIC) de forma reursivasobre todos os possíveis pontos do onjunto de dados passíveis de ser o ponto de mudança. Chen &1



2 1. IntroduçãoGupta (2001) apresentam uma metodologia geral para deteção de pontos de mudança em modelosom diversas estruturas, assim, quando um ponto de mudança está presente e é desonheido,a estrutura do modelo muda a partir desta k-ésima observação onsiderada, e três formas demudança nas estruturas dos modelos podem oorrer: (1) A variânia do modelo onsiderado éonstante no onjunto total de dados e a mudança se produz somente nos parâmetros do modelode regressão,(2) A mudança se produz na variânia do modelo e os parâmetros do modelo de regressão sãoonstantes no onjunto total de dados, e(3) A mudança afeta a variânia e os parâmetros do modelo de regressão.Como foi dito anteriormente, a teoria de inferênia estatístia sobre modelos de regressão foiamplamente desenvolvida em torno da distribuição normal, isto justi�ado por algumas boaspropriedades estatístias. No entanto, a inferênia baseada no modelo normal sofre de falta derobustez no sentido de ser muito sensível quando existem observações aberrantes (outliers) ouquando os dados provém de uma distribuição om audas mais pesadas que a distribuição normal.Embora seja frequente o uso de transformações sobre a variável resposta om o �m de aproximara uma distribuição normal (ou ao menos prourar simetria), sugere-se busar um modelo teóriomais onveniente quando isto é possível. Assim, relaxar a suposição de normalidade para estimaros parâmetros do modelo tornou-se uma alternativa interessante.O uso de distribuições simétrias om audas mais pesadas que a distribuição normal tem-semostrado úteis para reduzir a in�uênia dos "outliers"sobre as estimativas de máxima verossi-milhança. Uma lasse de distribuições denominada de Mistura de Esala Normal (Andrews &Mallows, 1974) oferee alternativas neste sentido. Esta lasse ontém as distribuições normal, tde Student, slash, normal ontaminada, dentre outras. e tem sido estudada om grande interessenos últimos anos.Assim, neste trabalho, onsideramos o modelo de regressão linear, onde é assumido que osmodelos onsiderados apresentam um ponto de mudança e as observações seguem uma distribui-ção na lasse Mistura de Esala Normal. Considerando que a posição do ponto de mudança édesonheida, serão enontrados os estimadores de máxima verossimilhança para as três formasde mudança nas estruturas do modelo desritas anteriormente. Adiionalmente, será apresentadoum proedimento reursivo que onsidera o ritério de informação de Shwarz para estimar umponto de mudança desonheido. As estimativas de máxima verossimilhança serão obtidas viao algoritmo EM, e a programação do algoritmo e do proedimento reursivo para determinaçãodo ponto de mudança são implemetados no sistema R. Finalmente, é onsiderado um enfoque deanálise de diagnóstio (Cook, 1986) baseado na metodologia de Zhu & Lee (2001).1.1 MotivaçãoEsta dissertação é motivada por um problema real que está relionado a proedimentos de mediçãode audiênia. A questão geral é enontrar um modelo estatístio adequado que permita desrever



1.2. Objetivo do Trabalho 3a relação entre os resultados de audiênia obtidos a partir do uso de instrumentos eletr�nios demedição e os obtidos a partir do método manual de preenhimento de questionário. Devido aosavanços tenológios oorridos nos últimos anos, os proedimentos de medição são ada vez maisautomatizados e inorporam novas utilidades que fazem que suas araterístias sejam melhoresque seus predeessores (que na maioria de asos empregavam muitos proessos manuais). Énatural então que estes novos proedimentos substituam os antigos.Quando uma mudança nos proedimentos de medição é realizada, é importante onheer qualé o efeito que esta mudança irá ausar, e na grande maioria de vezes é preiso enontrar umarelação numéria entre valores de medição obtidos pelo novo proedimento e o antigo. A relaçãonuméria em questão é impresindível quando as medições são realizadas de forma ontínua e poralguma razão torna-se neessário manter o histório das medições, ou quando o proedimento seráimplantado em etapas e por algum tempo se onviverá om os dois proedimentos.É preiso então, estimar valores de medição para novo proedimento obtido a partir dos valoresde medição do antigo proedimento. Para isto, foi seleionado um período de tempo no qualos dois proedimentos de medição são utilizados para aferir em duas amostras representativasda área de obertura estudada, e a partir destes dados se onstrói um modelo de regressão queexplique a medição pelo proedimento novo em função do proedimento antigo.Para o aso espeí�o que motiva esta dissertação, sabe-se que os valores das medições sãorealizadas de forma ontínua e que ada medição possa ser identi�ada e ordenada por esta iden-ti�ação, obtendo assim uma base de dados indexada. Adiionalmente, devido a ertas ondiçõesonheidas, é de esperar que a partir de um erto valor desta indexação os valores das mediçõessejam diferentes e produzam uma mudança na estrutura da relação do modelo de regressão,propondo assim a utilização de um modelo de regressão om um ponto de mudança. Por outrolado, a presença de dados aberrantes nas medições sugere a utilização de modelos robustos. Destaforma, serão onsideradas distribuições simétrias om audas mais pesadas que a distribuiçãonormal, espei�amente serão onsideradas as distribuições da lasse de Mistura de Esala Normal.1.2 Objetivo do TrabalhoO objetivo do presente trabalho é apresentar um estudo de estimação e diagnóstio no Modelo deRegressão Linear (MRL) om um ponto de mudança, onde os erros seguem uma distribuição nalasse Mistura de Esala Normal (MEN). A estimação dos parâmetros e a determinação do pontode mudança são tratados om detalhes e são inspirados nos trabalhos de Chen (1998) e Osorio &Galea (2006). Quatro distribuições de probabilidade que formam parte da lasse de Mistura deEsala Normal são utilizadas na obtenção de resultados espeí�os. Os resultados obtidos serãoapliados sobre dados simulados e reais.Os objetivos espeí�os deste trabalho podem ser resumidos em:



4 1. Introduçãoi) Desenvolver a estimação por máxima verossimilhança para modelos de regressão linear mis-tura de esala normal que apresentam um ponto de mudança e apresentar a estimação deparâmetros mediante o algoritmo EM para ada um dos três asos de mudança onsiderados;ii) Considerar um método para determinar a existênia de um ponto de mudança e a posiçãodeste no onjunto de dados a partir de Critério de Informação de Shwarz, para todos osmodelos estudados;iii) Abordar o problema de in�uênia loal nos modelos estudados onsiderando alguns esquemasde perturbação e seguindo a metodologia de Zhu & Lee (2001);iv) Avaliar os resultados obtidos a partir de estudos de simulação de Monte Carlo;v) Apliar os resultados obtidos em onjuntos de dados reais. Um dos quais orresponde a umonjunto onheido dentro da literatura estatístia e para o qual existem alguns resultadosem situações espeí�as (Holbert,1982).1.3 Organização do TrabalhoA presente dissertação ontêm seis apítulos e um apêndie que ontêm os dados das apliações.Os apítulos são organizados omo segue abaixo.No Capítulo 2, apresenta-se uma revisão dos prinipais oneitos que serão tratados nestadissertação. O oneito de ponto de mudana em modelos lássios de regressão linear e aestimação de parâmetros via algoritmo EM são introduzidos para estes modelos. Finalmente,resultados importantes relaionados à lasse de distribuições de Mistura de Esala Normal sãoapresentados.No Capítulo 3, estuda-se os modelos de regressão linear (MRL) onsiderando um pontode mudança e om erros distribuídos por distribuições da lasse de Mistura de Esala Normal(MEN). A espei�ação do modelo, a estimação de máxima verossimilhança dos parâmetros,o algoritmo EM orrespondente e a forma de determinação do ponto de mudança a partir deCritério de Informação de Shwarz (SIC) são apresentados para os diversos modelos onsidera-dos. Estudos de simulação e disussões sobre os resultados são apresentados em todas as situações.O Capítulo 4 é dediado ao estudo de diagnóstio no MRL om ponto de mudança baseado nametodologia de Zhu & Lee (2001). Resultados e disussões para alguns esquemas de perturbaçãosão apresentados.No Capítulo 5, apresenta-se apliações sobre três onjuntos de dados reais.Finalmente, no Capítulo 6 apresentamos as onsiderações �nais e onlusões deste trabalho,assim omo uma disussão para futuros trabalhos.



Capítulo 2Prinipais Coneitos
Neste apítulo, apresentamos os prinipais oneitos que serão tratados nesta dissertação. Pri-meiramente, desrevemos o modelo de regressão linear om a presença de um ponto de mudançae om erros distribuídos normalmente e posteriormente erros om distribuição t de Student. Se-guidamente, apresenta-se uma desrição do algoritmo EM usado na estimação dos parâmetros dosmodelos estudados no presente trabalho. Finalmente, uma revisão das distribuições de Mistura deEsala Normal para o aso univariado é onsiderada.2.1 Modelo de Regressão om Ponto de MudançaNesta seção, desrevemos o problema de presença de um ponto de mudança nos modelos de re-gressão. Consideramos duas situações, para os modelos de regressão, estudadas por Chen (1998)e Osorio & Galea (2006); quando os erros seguem uma distribuição normal om média zero e va-riânia onstante e uma extensão que onsidera uma distribuição t de Student om média zero evariânia onstante, respetivamente. Em ambas situações a mudança oorre nos parâmetros deregressão.2.1.1 O Problema de Ponto de MudançaIntuitivamente pode-se onsiderar que qualquer onjunto de observações neessariamente orde-nadas por alguma araterístia onheida (de tempo, de espaço ou outra qualquer), apresentaum problema de ponto de mudança se a distribuição das observações muda após um pontodeterminado e desonheido deste ordenamento.Uma de�nição formal para este problema é enontrado em Gomes de Souza (2004): dadauma sequênia de variáveis aleatórias (ou vetores aleatórios) x1, x2,... om distribuições deprobabilidade dadas por f1,f2... respetivamente onde os índies 1,2,... indiam uma ordem (porexemplo, instantes de tempo). Se diz que o ponto k (orrespondente ao índie k) é o ponto demudança desonheido dessa sequênia se f1 = f2 = ... = fk 6= fk+1 = fk+2 = ...5



6 2. Prinipais ConeitosDeve-se ter laro que a sequênia de�nida não neessariamente está referida a intervalos detempo que estejam distribuídos igualmente e sim a qualquer forma de ordem dos dados. Por outrolado, é possível generalizar a de�nição para mais de um ponto de mudança.As várias araterístias pelas quais os problemas de ponto de mudança podem ser lasi�adossão apresentadas por Brodsky & Darkhovsky (1993), estas estão referidas logo abaixo.(1) Ao método de obtenção de dados, que podem ser separados em duas situações: sequeniais ede tamanho de amostra �xado. Nos proedimentos sequeniais, por não existir um tamanhode amostra determinado, a veri�ação de homogeniedade de f deve ser feita quando adanova observação é realizada, os dados deverão ser examinados a ada nova observação quantoà hipótese de homogeneidade. Quando temos uma amostra �xa o proesso de obtenção dedados é ompletado antes da hipótese de homogeneidade de f ser testada.(2) À informação a priori sobre fi, de onde os problemas de ponto de mudança podem seronsiderados paramétrios, semi-paramétrios ou não paramétrios.(3) Às araterístias dos dados, determinando modelos om tempo ontínuo ou disreto, uni oumultidimensionais ou om observações dependentes ou independentes.(4) Ao tipo de mudança, que podem ser de dois tipos: Os de mudança abrupta omo porexemplo um modelo da forma Yi = α1 + β1Xi, para i = 1, . . . , k e Yi = α2 + β2Xi, para
i = k + 1, . . . , n (onde Xi neessariamente mantém uma ordem respeito ao indexador); eos modelos om mudança gradual ou sem desontinuidade onde dado X1 ≤ X2 ≤ ... ≤ Xnexiste λ (Xk < λ < Xk+1) tal que Yi = α1 + β1λ = α2 + β2λ, estes modelos são onheidostambém omo regressão segmentada.(5) Ao número de mudanças, onde podemos ter modelos om um únio ponto de mudança oumúltiplos pontos de mudança.A respeito da inferênia sobre os modelos om ponto de mudança, devem ser onsiderados osseguintes aspetos: Determinar a existênia do ponto (ou pontos) de mudança, loalizar a posiçãodeste ponto (ou pontos), estimar todos os parâmetros de interesse do modelo e realizar análisespreditivas.Dentro da literatura estatístia, o problema de ponto de mudança tem sido estudado ommuito interesse ao longo dos anos. Estudos sobre problemas de ponto de mudança na médiasobre uma sequênia de variáveis aleatórias normais são tratados por Cherno� & Zaks (1964),Gardner (1969), Srivastava (1975), Worsley (1979) e Srivastava & Worsley (1986). Horváth (1993)e Chen & Gupta (1995) estendem este estudo para mudança simultânea na média e variânia,sempre sobre distribuições normais da variável aleatória. Mais reentemente Bhatti (2000) utilizaalguns testes onheidos no problema de ponto de mudança na variânia de sequênia de variáveisaleatórias normais om média não onheida.



2.1. Modelo de Regressão om Ponto de Mudança 7No que se refere aos modelos de regressão linear, muitos estudos na literatura estatístiaforam desenvolvidos onsiderando o problema de ponto de mudança sobre o modelo lássio queasssume normalidade dos erros aleatórios. Quandt (1958, 1960) intoduz o método de máximaverossimilhança para estimar e testar parâmetros de modelos de regressão segmentada. Ferreira(1975), Chin Choy & Broemeling (1980) e Holbert (1982) realizam estudos desde o ponto de vistabayesiano. Brown et al. (1975) e Hofrihter (2007) usam o método de residuais reursivos para adeteção de pontos de mudança em modelos de regressão linear múltipla. Hawkins (1989) utiliza oriterio de união-interseção. Kim & Siegmund (1989) e Kim (1994) utilizam o teste de razão deverossimilhança para deteção de pontos de mudança. Csörg® & Horváth (1997) apresentam propri-edades assintótias de métodos de deteção de ponto demudança. O uso de Criterio de Informaçãode Shwarz (Shwarz, 1978) para determinação de ponto de mudança em modelos de regressãolinear é apresentado por Chen (1998) e Chen & Gupta (1997, 1999, 2001). Osorio & Galea (2006)utilizam o ritério de Informação de Shwarz (SIC), na determinação do ponto de mudança nummodelo de regressão linear onde os erros são distribuídos de aordo a uma distribuição t de Student.Nas seguintes subseções, apresentamos a metodologia desrita por Chen (1998) e a extensãoapresentada por Osorio & Galea (2006) para o modelo robusto t de Student. Em ambos asosonsidera-se a mudança nos parâmetros de regressão e variânia onstante.2.1.2 Modelo de Regressão Linear Normal om Ponto de MudançaConsiderando o modelo de regressão:
Yi = x⊤

i β + ǫi, (2.1)onde β = (β0, β1, ..., βp−1)
⊤ é um vetor e parâmetros desonheidos de dimensão p,

xi = (1, x1i, ..., x1(p−1))
⊤ é a i-ésima linha da matriz de desenho X de dimensão n × p, (n > p) eos erros aleatórios ǫ1,...,ǫn são independentes e identiamente distribuídos omo ǫi

iid∼ N(0, σ2),
i = 1, . . . , n, onde σ2 é um parâmetro desonheido maior que zero.Considerando que o ponto de mudança enontra-se na posição k, não onheida, tem-se que
Yi ∼ N(x⊤

i β1, σ
2), para i = 1, . . . , k e Yi ∼ N(x⊤

i β2, σ
2), para i = k + 1, . . . , n, ou seja, ponto demudança na média da distribuição da variável resposta.Chen (1998) aborda o problema de veri�ar a existênia de um ponto de mudança no modelode regressão (2.1) e determinar a posição deste. Para isto, onsidera-se um teste de hipótese daforma

H0 : Yi = x⊤
i β + ǫi, i = 1, . . . , n,

H1 :

{
Yi = x⊤

i β1 + ǫi, i = 1, . . . , k,
Yi = x⊤

i β2 + ǫi, i = k + 1, . . . , n,

(2.2)isto é, a hipótese nula india que não existe ponto de mudança no modelo de regressão ontra



8 2. Prinipais Coneitosa hipótese alternativa que identi�a um modelo de regressão om um ponto de mudança naobservação k.Quando a posição do ponto de mudança não é onheida, H1 deverá onsiderar uma oleçãode modelos om ponto de mudança que onsidera as posições p, ..., n − p e o objetivo neste asoserá seleionar um modelo desta oleção.A metodologia para a seleção proposta por Chen (1998) usa o Critério de Informação de Shwarz(SIC) de�nido omo
SIC = −2 ℓ(θ̂) + s log n, (2.3)onde ℓ(θ̂) orresponde à função de log-verossimilhança avaliada na estimativa de máxima verossi-milhança θ̂ = (β̂⊤, σ̂2)⊤, s é o número de parâmetros do modelo e n é o tamanho de amostra.Os ritérios de deisão adotados são os seguintes:

• O modelo onsiderado apresenta um ponto de mudança, que equivale a rejeitar a hipó-tese nula, se
SIC(n) > min{SIC(k), para k = p, ..., n− p}. (2.4)

• Quando a hipótese nula é rejeitada, a posição estimada do ponto de mudança via máximaverossimilhança orresponde ao valor k̂ que satisfaz
SIC(k̂) = min{SIC(k) : k = p, ..., n− p}. (2.5)Como menionado em Osorio & Galea (2006), a maximização da função de log-verossimilhançaequivale à minimização do Critério de Informação de Shwarz.Sob a hipótese nula os estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros são

β̂ = (X⊤X)−1X⊤Y e σ̂2 =
1

n
(Y −Xβ̂)⊤(Y −Xβ̂).O ritério de informação de Shwarz, SIC(n), pode ser expressado omo

SIC(n) = −2 ℓ0(β̂, σ̂2) + (p + 1) log n

= n log[(Y −Xβ̂)⊤(Y −Xβ̂)] + n (log 2π + 1) + (p+ 1− n) log n.Sob a hipótese alternativa os estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros onside-rados podem ser expressados omo
β̂1 = (X1

⊤X1)
−1X1

⊤Y1, β̂2 = (X2
⊤X2)

−1X2
⊤Y2 e

σ̂2 =
1

n
[(Y1 −X1β̂1)

⊤(Y1 −X1β̂1) + (Y2 −X2β̂2)
⊤(Y2 −X2β̂2)].



2.1. Modelo de Regressão om Ponto de Mudança 9Neste aso, o ritério de informação de Shwarz, SIC(k), é dado por
SIC(k) = −2 ℓk(β̂1, β̂2, σ̂

2) + (2p+ 1) log n

= n log[(Y −Xβ̂1)
⊤(Y −Xβ̂1) + (Y −Xβ̂2)

⊤(Y −Xβ̂2)]
+n (log 2π + 1) + (2p+ 1− n) log n,onde k = p, ..., n − p, X1 é uma partição da matriz X que onsidera as k primeiras linhas, Y1 éuma partição do vetor Y que onsidera as k primeiras observações, X2 é uma partição da matriz

X que onsidera as n − k últimas linhas e Y2 é uma partição do vetor Y que onsidera as n − kúltimas observações.2.1.3 Modelo de Regressão Linear t de Student om Ponto de MudançaOsorio & Galea (2006) propõem um modelo de regressão linear t de Student, onde os errosaleatórios ǫ1,...,ǫn do modelo onsiderado em (2.1) são independentes e identiamente distribuídasomo ǫi
iid∼ t(0, σ2, ν), para i = 1, . . . , n, onde σ2 é um parâmetro desonheido e ν são os graus deliberdade da distribuição t de Student.Assim, quando o ponto de mudança enonta-se na posição

k não onheida tem-se que Yi ∼ t(x⊤
i β1, σ

2, ν), para i = 1, . . . , k e Yi ∼ t(x⊤
i β2, σ

2, ν), para
i = k + 1, . . . , n.Considerando o omentário de Fernández & Steel (1999) sobre os graus de liberdade ν, estesserão onsiderados onheidos e omo sugerido por Lange et al. (1989) uma avaliação de váriospossíveis valores de ν deverá ser feita para esolher o que maximize a função de verossimilhança.Quando ν → ∞ a distribuição t de Student onverge à normal e os resultados apresentados porChen (1998) podem ser obtidos.A estimação de máxima verossimilhança sob hipótese nula onsidera a função de log-verossimilhança dada por

ℓ0(β, σ
2) = n log G(ν)− n

2
log σ2 − ν + 1

2

n∑

i=1

log{1 + di/ν},onde di =
(Yi − xi

⊤β)2

σ2
, i = 1, . . . , n e G(ν) =

Γ(ν+1
2
)√

πν Γ(ν
2
)
.As funções esore são

U(β) =
1

σ2

n∑

i=1

qi(Yi − xi
⊤β)xi =

1

σ2
X⊤Q(Y −Xβ) e

U(σ2) = − n

2σ2
+

1

2σ4

n∑

i=1

qi(Yi − xi
⊤β)2 = − n

2σ2
+

1

2σ4
VQ(β),onde VQ(β) = (Y −Xβ)⊤Q(Y −Xβ), com
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Q = diag(q1, ..., qn), e qi =

ν + 1

ν + di
, i = 1, . . . , n.Neste aso, o ritério de informação de Shwarz, SIC(n), pode ser esrito omo

SIC(n) = −2 n logG(ν) + n log σ̂2 + (ν + 1)
n∑

i=1

log{1 + di/ν} + (p+ 1) log n.Os resultados equivalentes ao onsiderar a hipótese alternativa são:
ℓk(β1,β2, σ

2) = n log G(ν)− n

2
log σ2 − ν + 1

2
[

k∑

i=1

log{1 + d1i/ν}+
n∑

i=k+1

log{1 + d2i/ν}],

U(β1) =
1

σ2
X1

⊤V1(Y1 −X1β1), U(β2) =
1

σ2
X2

⊤V2(Y2 −X2β2), e

U(σ2) = − n

2σ2
+

1

2σ4
[VQ1

(β1) +VQ2
(β2)],onde VQ1

(β1) = (Y1 −X1β1)
⊤Q1(Y1 −X1β1),VQ2

(β2) = (Y2 −X2β2)
⊤Q2(Y2 −X2β2),

com Q1 = diag(q1, ..., qk) e Q2 = diag(qk+1, ..., qn)

SIC(k) = −2 n log G(ν) + n log σ̂2 + (ν + 1) [

k∑

i=1

log{1 + d1i/ν}

+

n∑

i=k+1

log{1 + d2i/ν} ] + (2p+ 1) log n,onde d1i =
(Yi − xi

⊤β1)
2

σ2
, i = 1, . . . , k, d2i =

(Yi − xi
⊤β2)

2

σ2
, i = k + 1, . . . , n,Sob ambas hipóteses, observa-se que as equações de verossimilhança orrespondem a um sistemade equações não linear e pode ser resolvido via métodos numérios. Na próxima seção, desrevemoso algoritmo EM e a apliação deste para estimação do modelo de regressão linear t de Student.2.2 O Algoritmo EMNas últimas déadas o desenvolvimento de algoritmos omputaionais orientados à realização deestimações de parâmetros tem sido um tema reorrente na bibliogra�a e desde então, muitasapliações em diversas áreas tem sido apresentadas. Um grande número destas estão relaionadasa inferênia e modelagem robusta sobre onjuntos de dados simétrios. O algoritmo EM (Demps-ter, Laird & Rubin, 1977) é um proesso iterativo muito utilizado e e�iente na estimação deparâmetros de modelos om dados inompletos a partir da maximização das funções de máximaverossimilhança. Em muitos asos, a obtenção de estimativas de máxima verossimilhança pode ser



2.2. O Algoritmo EM 11simpli�ada ao utilizar a formulação de dados aumentados, também hamado de dados ompletos.Estes dados são a união dos dados denominados inompletos que são observados e os dadosdenominados perdidos.Uma espei�ação do algoritmo é a seguinte: Seja yo e yf que denotam os dados observados efaltantes, respetivamente. Denota-se omo yc = (yo,yf) os dados ompletos que omportam osdados observados e faltantes onjuntamente. Sejam f(yc|θ) a função de verossimilhança dos dadosompletos, ℓc(θ|yc) = log(f(yc|θ)), θ ∈ Θ, a função de log-verossimilhança dos dados ompletose Q(θ|θ̂) o valor esperado da log-verossimilhança dos dados ompletos ondiionado aos dadosobservados yo e os parâmetros estimados atuais. Temos que:
Q(θ|θ̂) = E[ℓc(θ|yc)|yo, θ̂], (2.6)onde θ̂ são os parâmetros estimados usados na avaliação da esperança ondiional e θ são asestimativas atualizadas, obtidas pela maximização de Q.Cada iteração do algoritmo EM é omposta por dois passos: O álulo da esperança ondiional(E), e a maximização (M). Assim, para a r-ésima iteração temos:Passo E: Calular Q(θ|θ̂(r−1)

) omo uma função de θ̂
(r−1) e os dados observados;Passo M: Enontrar θ̂(r), tal que, Q(θ̂

(r)|θ̂(r−1)
) = Maxθ∈Θ

Q(θ|θ̂(r−1)
).Os dois passos são repetidos quantas vezes seja neessário. A onvergênia é assegurada umavez que o algoritmo garante o aumento da verossimilhança em ada iteração, isto é, as funções deverossimilhança observada ℓ(θ|yo) obtidas via o algoritmo EM nas iterações (r) e (r+1) guardama seguinte relação ℓ(θ(r)|yo) ≤ ℓ(θ(r+1)|yo) , o que permite a�rmar que o algoritmo geralmenteonverge a um máximo loal ou global da função de log-verossimilhança. A veri�ação que omáximo verdadeiro é alançado sempre deve ser realizada, ao que se reomenda rodar várias vezesas iterações do algoritmo EM om diferentes valores iniiais.O passo M no algoritmo EM pode ser substituído por um proesso de maximização ondiional(CM) de alguma função dos parâmetros que estão sendo estimados. Este algoritmo foi propostopor Meng & Rubin (1993) e é denominado algoritmo de maximização ondiional de esperança(ECM). Neste aso, maximiza-se a função Q sujeita a restrições em θ, tornando o algoritmoomputaionalmente mais simples.A seguir apresentamos os algoritmos EM sugeridos por Osorio & Galea (2006) para a estimaçãode parâmetros do modelo de regressão linear t de Student.

• Quando o modelo não apresenta ponto de mudança, a função de log-verossimilhança obser-vada pode ser esrita omo
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ℓ0(Y|ν; θ) = −

n

2
log(2 π σ2) +

1

2
log |Q| − 1

2σ2
VQ(β).O algoritmo EM maximiza a função de log-verossimilhança anterior de forma iterativa. Aseguir são desritos os dois passos para a r-ésima iteração:Passo E: Partindo de uma estimativa iniial θ̂(r−1)

= (β̂⊤
(r−1)

, σ̂2
(r−1)

), alula-se os pesos
qi

(r) a partir da esperança ondiional
E(Ui|Yi; θ̂

(r−1)
) = q

(r)
i =

ν + 1

ν + d
(r−1)
i

,onde d
(r−1)
i =

(Yi − xi
⊤β̂⊤

(r−1)

)2

σ̂2
(r−1)

i = 1, . . . , n.Passo M: Usando os pesos obtidos no passo anterior, as estimativas de máxima verossimilhançapodem ser esritas omo
β̂

(r)
= (X⊤Q(r)X)−1X⊤Q(r)Y, σ̂2

(r)
=

1

n
(Y −Xβ(r))⊤Q(r)(Y −Xβ(r)),onde Q(r) = diag(q

(r)
1 , ..., q

(r)
n ).

• Quando o modelo em questão apresenta ponto de mudança na posição k, a função de log-verossimilhança observada é
ℓk(Y|ν; θ) = −

n

2
log 2 π σ2 +

1

2
log |Q1| −

1

2σ2
VQ1

(β1) +
1

2
log |Q2| −

1

2σ2
VQ2

(β2).Neste aso, os dois passos do algoritmo EM na r-ésima iteração são desritos omo:Passo E: Partindo de uma estimativa iniial θ̂(r−1)
= (β̂⊤

1

(r−1)

, β̂⊤
2

(r−1)

, σ̂2
(r−1)

), alula-se ospesos q(r−1)
i a partir da esperança ondiional

E(Ui|Yi; θ
(r−1)) = q

(r−1)
i =

ν + 1

ν + d
(r−1)
i

,onde
di =





(Yi − xi
⊤β̂⊤

1

(r−1)

)2

σ̂2
(r−1)

i = 1, . . . , k,

(Yi − xi
⊤β̂⊤

2

(r−1)

)2

σ̂2
(r−1)

i = k + 1, . . . , n.Passo M: Usando os pesos obtidos no passo anterior, as estimativas, nesta etapa, são obtidaspor
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β̂1

(r)
= (X1

⊤Q1
(r)X1)

−1X1
⊤Q1

(r)Y1,

β̂2

(r)
= (X2

⊤Q2
(r)X2)

−1X2
⊤Q2

(r)Y2 e

σ̂2
(r)

=
1

n
[(Y1 −X1β

(r)
1 )⊤Q1

(r)(Y1 −X1β
(r)
1 ) + (Y2 −X2β

(r)
2 )⊤Q2

(r)(Y2 −X2β
(r)
2 )],om Q1

(r) = diag(q
(r)
1 , ..., q

(r)
k ), Q2

(r) = diag(q
(r)
k+1, ..., q

(r)
n ) e onsiderando que X1 é uma partiçãoda matriz X que onsidera as k primeiras linhas, Y1 é uma partição do vetor Y que onsidera as

k primeiras observações, X2 é uma partição da matriz X que onsidera as n − k últimas linhas e
Y2 é uma partição do vetor Y que onsidera as n− k últimas observações.Em ambas situações, os passos E e M são repetidos até o onvergênia do algoritmo.2.3 Um Exemplo em Regressão Linear SimplesA seguir apresentamos a apliação dos resultados mostrados nas duas seções anteriores sobre umonjunto de dados simulados. Os diversos resultados são omparados.1) Conjunto de dados simuladosÉ onsiderada uma amostra de tamanho 20 do modelo de regressão yi = β0 + β1xi + ei, ondeos erros ei seguem uma distribuição t de Student om 2 graus de liberdade para i = 1, . . . , n.Considera-se adiionalmente que o onjunto de dados apresenta um ponto de mudança na posição10. Assim, os modelos que geram as observações apresentadas na Tabela 2.1 foram de�nidos omo

yi = 2 + 0.5 xi + ei, i = 1, ..., 10,

yi = 4 + 1, 5 xi + ei, i = 11, ..., 20.2) Ajuste dos modelosPrimeiramente, assume-se que a distribuição dos erros do modelo segue uma normal ommédia zero e variânia desonheida para i = 1, . . . , n. O onjunto de dados é ajustado a partirde um modelo de regressão linear simples utilizando os resultados apresentados por Chen (1998).Quando não se onsidera a existênia de um ponto de mudança os resultados sob hipótese nulasão utilizados. A reta obtida por este ajuste é mostrada na parte (a) da Figura 2.1.Mantendo a suposição que a distribuição dos erros dos modelos ajustados segue uma normalom média zero e variânia desonheida para i = 1, . . . , n e onsiderando desta vez queexiste uma ponto de mudança onheido na posição 10, o onjunto de dados deve ser ajustadoutilizando os resultados sob hipótese alternativa, obtendo duas retas. Levando em onsideração aindexação e determinando k=10, a primeira reta é ajustada utilizando os dez primeiros dados e a



14 2. Prinipais ConeitosTabela 2.1: Dados simulados para modelo de regressão linear simples proposto.Indiador de Indexação Variável Y Variável X1 7.68 9.842 8.25 9.683 4.16 7.874 20.53 5.535 5.48 4.476 4.57 3.257 7.34 9.268 0.97 9.789 3.28 5.6410 11.60 8.6111 32.99 18.9512 31.63 18.0913 21.42 11.3614 31.04 17.1815 24.47 14.3216 32.19 19.0417 28.94 15.9018 21.46 10.3919 19.80 10.4320 27.95 16.41segunda utilizando os últimos dez dados. As retas obtidas são mostradas na parte (b) da Figura 2.1.Observe que nas duas situações anteriores as estimações de máxima verossimilhança dosparâmetros de regressão são os mesmos que os obtidos ao utilizar o método de mínimos quadrados.Para o aso do modelo om ponto de mudança devem onsiderar as partições adequadas de X e Y.Ao onsiderar que os erros seguem uma distribuição t de Student om dois graus de liberdadepara i = 1, . . . , n, os resultados para os modelos de regressão robustos apresentados por Osorio &Galea (2006) serão utilizados. Novamente, os resultados sob hipótese nula são utilizados quandose assume que não existe um ponto de mudança e os resultados sob hipótese alternativa om k=10são onsiderados ao assumir a existênia de um ponto de mudança nessa posição. O algoritmoEM é utilizado para a estimação dos parâmetros em ambas situações.As partes () e (d) da Figura 2.1 apresentam as retas ajustadas ao onsiderar os modelosrobustos. O primeiro orresponde ao ajuste para um modelo de regressão t de Student sem pontode mudança e o último para um modelo de regressão t de Student om ponto de mudança naposição 10.3) Apliação da metodologia para determinação de ponto de mudançaA Figura 2.2 apresenta os resultados da apliação da metodologia para determinação de pontode mudança que usa o ritério de informação de Shwarz, (SIC), proposto por Chen (1998) paraos modelos de regressão normal e t de Student (Osorio & Galea, 2006). Observa-se que em ambas
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d) Modelo t−Student com ponto de mudança
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Figura 2.1: Ajuste de modelos de regressão Normal e t de Student para dados simulados onsi-derando diversas suposições.situações identi�a-se o ponto de mudança na posição 10. O menor valor apresenta-se no SIC(10)do modelo de regressão t de Student. A apliação da metologia proposta leva a esolha do modeloque re�ete as araterístias do onjunto de dados simulado.4) Comparativos dos modelos sugeridos
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b) Distribuição t−Student

Posição de mudança
S

IC

Figura 2.2: Valores SIC dos modelos de regressão Normal e t de Student ajustados sobre dadossimulados.
Os modelos de regressão linear que não onsideram um ponto de mudança aptam a tendêniada relação, no entanto, os ajustes para os dados om valores extremos apresentam maioresdiferenças om os valores ajustados. É intuitivo que isso aonteça, pois ao onsiderar os dadosomo um únio onjunto (o que não ondiz om a simulação realizada), a únia reta que ajustaráos dados será menos preisa nos dados mais extremos, assim a avaliação sob a presença de umponto de mudança torna-se importante.Ao observar os ajustes do modelo de regressão normal om ponto de mudança na posição 10,a primeira reta mostra uma relação negativa (o valor de β12 é negativo, o que difere da estruturada simulação), isto devido prinipalmente à observação número 10 do onjunto que ausa umefeito de alavana no ajuste. Assim, onsiderar um modelo de regressão normal não é a melhoropção quando dados aberrantes estão presentes em um onjunto de dados. Esta situação nãooorre quando é onsiderado o modelo de regressão t de Student. De fato, onsiderar modelosde regressão robustos torna-se uma opção para desrever melhor a relação entre variáveis de umonjunto de dados.Finalmente, a metodologia para deteção de um ponto de mudança que onsidera o SIC é umaboa alternativa para este �m.



2.4. Distribuições de Mistura de Esala Normal 172.4 Distribuições de Mistura de Esala NormalO interesse pelo estudo teório de distribuições simétrias que possuem audas mais pesadas que adistribuição normal tem sido resente desde a déada de 70. Neste ontexto, Andrews & Mallows(1974) apresentam uma lasse de distribuções simétrias denominadas de Mistura de Esala Normalque agrupa distribuições simétrias, entre elas as distribuições normal e t de Student. Nesta seção,apresentam-se as prinipais araterístias desta lasse de distribuições.2.4.1 De�nição e NotaçãoUma variável aleatória Y tem distribuição de Mistura de Esala Normal om parâmetro de loação
µ ∈ R e parâmetro de dispersão σ2 (maior que zero) se a sua função de densidade de probabilidade(f.d.p.) é dada por

f(y) =

∫ ∞

0

φ(y;µ, κ(u)σ2)dH(u), (2.7)onde φ(.;µ, σ2) denota a f.d.p. de uma distribuição normal univariada om média µ e variânia
σ2, κ(.) é uma função de ponderação positiva, e U é uma variável aleatória positiva om função dedistribuição aumulada (f.d.a.) H(u;ν), ν é um esalar ou vetor de parâmetros da distribuiçãode U que ontrola as audas da distribuição.Esta distribuição é denotada por MEN(µ, σ2, H).2.4.2 Representação EstoástiaSeja Y uma variável aleatória distribuída omo MEN(µ, σ2, H). Este pode ser representado esto-astiamente omo

Y = µ+ κ1/2(U)Z, (2.8)onde µ é um parâmetro de loação (µ ∈ R), Z é uma variável aleatória Normal unidimensionalom média zero e variânia σ2, κ(.) é uma função de ponderação positiva e U é uma variávelaleatória positiva om (f.d.a.) H(u;ν) e função de densidade de probabilidade (f.d.p.) h(u;ν),independente de Z, onde ν é um esalar ou vetor de parâmetros da distribuição de U .O seguinte resultado é importante pois será utilizado em próximos desenvolvimentos.Proposição 2.4.1. Sabendo que Y tem distribuição de Mistura de Esala Normal unidimensional
MEN(µ, σ2, H), a distribuição de Y ondiionada a U tem distribuição normal unidimensionalda forma:

Y | U = u ∼ N(µ, k(u)σ2) (2.9)Demonstração. A prova é realizada diretamente a partir da representação estoástia dada em(2.8).



18 2. Prinipais ConeitosAs distribuções de Mistura de Esala Normal são onstituídas por famílias paramétrias dedistribuições probabilístias que preservam a estrutura simétria das distribuições normais.Comparadas om outras familias de distribuições om estas araterístias, a lasse de distribui-ções de Mistura de Esala Normal é mais geral que a lasse de distribuições Normal/Independente(Lange & Sinsheimer, 1993), porém mais restrita do que a lasse de distribuições elíptias(Arellano-Valle, 1994), isto é, ela pode ser onsiderada uma sub lasse desta.A distribuções normal é um membro partiular desta sub lasse. Outras distribuições onhe-idas que ompõem esta lasse de distribuições são: t de Student, Slash e Normal Contaminada.Em Andrews & Mallows (1974), enontra-se um estudo mais amplo das distribuições de Misturade Esala Normal, inluindo a apresentação de outras distribuições que ompõem esta sub lasse.Na Figura 2.3, apresentamos um diagrama que ontextualiza as diversas lasses de distribuiçõessimétrias.

Figura 2.3: Diagrama para lasses de distribuições de probabilidade simétrias2.4.3 PropriedadesConsiderando os supostos apresentados anteriormente, algumas propriedades interessantes da dis-tribução de Mistura de Esala Normal são:(P1) Se a esperança existe, então E[Y ] = µ, se E[κ1/2(U)] <∞.



2.4. Distribuições de Mistura de Esala Normal 19(P2) Se a variânia existe, então V [Y ] = E[κ(U)]σ2, se E[κ(U)] <∞.(P3) A f.d.p. de�nida em (2.7) é in�nitamente difereniável em y, µ e σ2 exeto possivelmente em
y = µ. Esta é difereniável na ordem j se nestes pontos E[κ(1/2)+j(U)] <∞.(P4) Qualquer subvetor de Y tem densidade marginal om a mesma forma geral de Y.(P5) A regressão de qualquer subvetor de Y sobre seu subvetor omplementar é linear.(P6) A função araterístia de Y é:

E[eitY ] = eitµ
∫ ∞

0

e(−
1

2
κ(u)t2σ2)dH(u).A veri�ação destas propriedades podem ser enontradas nos trabalhos e Box & Tiao (1973),Andrews & Mallows (1974), Dempster et al. (1980) e Fang, Kost & Ng (1990).2.4.4 Algumas Distribuições Espei�asQuatro distribuições de probabilidade onheidas e que fazem parte da lasse de Mistura deEsala Normal são apresentadas na Tabela 2.2. Para ada uma delas se india as funções κ(.) e Uque as araterizam.Tabela 2.2: Quatro distribuições de Mistura de Esala Normal univariadas.Distribuição Notação κ(.) UNormal N(µ, σ2) 1 Degeneradat de Student t(µ, σ2, ν) 1/u Gamma(ν

2
, ν
2
) (1)Slash SL(µ, σ2, ν) 1/u Beta(ν, 1)Normal Contaminada CN(µ, σ2, ν, γ) 1/u Discreta (2)

(1) ConsiderandoGamma(a, b) om média a
b
.

(2) Discreta com f.d.p. h(u;ν) = νI(u=γ) + (1− ν)I(u=1), 0 ≤ ν ≤ 1, 0 < γ ≤ 1.Levando em onta que para as apliações que inluem um desenvolvimento omputaional éimportante que a distribuição de U seja onheida e possível de ser trabalhada, os resultadosespeí�os desta dissertação serão obtidos onsiderando estas quatro distribuições.A Figura 2.4 mostra que para distribuições normais om diversos valores de média e variâniaé possível enontrar várias alternativas de distribuições de audas pesadas dentro da lasse daMistura de Esala Normal. Por outo lado, observa-se que a simetria e mantida, porém as formas,espeialmente nas audas, apresentam diferenças que dependem dos parâmetros próprios destasdistribuições. A onvergênia para a distribuição normal para o aso das distribuições t de Student



20 2. Prinipais Coneitose Slash oorre quando ν →∞. Para a distribuição normal ontaminada, esta onvergênia oorrequando ν → 0 ou γ → 1.Finalmente, um resultado importante para a implementação dos algoritmos omputaionaisEM é a obtenção dos momentos ondiionais de�nidos por q(d) = E[k−1(U)|Y = y], onde
d = (y−µ)2

σ2 é a distânia de Mahalanobis.Considerando a Proposição 2.4.1 e usando adequadamente as informações da Tabela 2.2 narelação onheida fU(u|Y = y) =
fY (y|U = u)h(u;ν)

fY (y)
, os valores q(d) para as quatro distribuiçõesestudadas são:

• Distribuição normal
q(d) = 1, (2.10)onde fY (y) = φ(y;µ, σ2), y ∈ R.

• Distribuição t de Student
q(d) =

ν + 1

ν + d
, (2.11)onde fY (y) =

Γ(1+ν
2
)

Γ(ν
2
)π1/2

ν−1/2σ−1
(
1 + 1

ν

)−(1+ν)/2
, y ∈ R.

• Distribuição slash
q(d) =

(
1 + 2ν

d

)
P1(1/2 + ν + 1, d/2)

P1(1/2 + ν, d/2)
, (2.12)onde fY (y) =

∫ 1

0

uν−1φ(y;µ, u−1σ2)du, y ∈ R.

Px(a, b) denota a função de distribuição aumulada da Gamma(a, b) om média a
b
avaliadano valor x.

• Distribuição normal ontaminada
q(d) =

1− ν + νγ3/2 exp{(1− γ)d/2}
1− ν + νγ1/2 exp{(1− γ)d/2} , (2.13)onde fY (y) = ν φ(y;µ, γ−1σ2) + (1− ν)φ(y;µ, σ2), y ∈ R.O parâmetro ν pode ser interpretado omo a proporção de pontos aberrantes e γ omo umfator de esala.
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ν=4 ν=10 ν=30
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(b) Distribuição Slash
ν=4 ν=10 ν=30
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() Distribuição Normal Contaminada
ν=0.1, γ=0.4 ν=0.5,γ=0.4 ν=0.9, γ=0.4
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ν=0.4, γ=0.1 ν=0.4,γ=0.5 ν=0.4, γ=0.9
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Figura 2.4: Algumas distribuições que ompõem a lasse de Mistura de Esala Normal (linhaheia) omo alternativas para N(−2, 0.5), N(0, 1) e N(3, 2) (linha pontillada).(a) Distribuição t de Student



22 2. Prinipais Coneitos



Capítulo 3Modelos de Regressão Linear Mistura deEsala Normal om Ponto de Mudança
Diversos modelos estatístios robustos onsiderando lasses de distribuições simétrias temsido apresentados na literatura estatístia nos ultimos anos, veja por exemplo, Fernandez &Steel (2000) e Rosa et al. (2003). Estes modelos são apresentados omo uma alternativa aosmodelos que assumem normalidade e que se tornam restritivos em algumas situações prátias demodelagem estatístia.Neste apítulo estudam-se modelos de regressão linear robustos om erros distribuídos deaordo a uma distribuição da familia de mistura de esala normal e que apresentam um ponto demudança. Assim onsidera-se que os erros aleatórios apresentam uma distribuição de audas maispessadas que a distribuição normal. O modelo de regressão linear lássio om ponto de mudançaque onsidera os erros normalmente distribuídos é um aso partiular, pois a distribuição normalfaz parte da lasse de distribuições onsiderada.Primeiramente, apresenta-se de forma geral a espei�ação do modelo proposto e a funçãode verossimilhança assoiada ao modelo, logo é realizado um estudo de inferênia que inlui aestimação de parâmetros e uma metodologia para identi�ação do ponto de mudança quando estenão é onheido para três situações espeí�as em modelos om ponto de mudança. Em todos osasos apresenta-se estudos de simulação.As três on�gurações estudadas om respeito a mudança produzida em um modelo de regressãolinear a partir da observação k são:(1) Modelo de regressão linear om mudança nos oe�ientes de regressão a partir da observação
k.(2) Modelo de regressão linear om mudança na variânia dos erros a partir da observação k.23



24 3. Modelos de Regressão Linear Mistura de Esala Normal om Ponto de Mudança(3) Modelo de regressão linear om mudança nos oe�ientes de regressão e na variânia doserros a partir da observação k.3.1 Modelo de Regressão LinearConsiderando uma variável aleatória Yi, que satisfaz a seguinte relação:
Yi = β0 + β1x1i + β2x2i + ...+ β(p−1)ix(p−1)i + ǫi, (3.1)onde i representa a i-ésima observação, β0, β1, β2 ... β(p−1) são p oe�ientes de regressãodesonheidos e ǫi é um erro aleatório para i = 1, . . . , n. Vamos supor que os erros ǫi são variáveisaleatórias independentes, tais que ǫi ∼ MEN(0, σ2

i , H). O modelo de regressão linear Mistura deEsala Normal (MRL-MEN) onsidera que Yi segue uma distribuição na lasse Mistura de EsalaNormal, isto é, Yi ∼ MEN(µi, σ
2
i , H), onde µi = x⊤

i β = β0 + β1x1i + β2x2i + ... + β(p−1)x(p−1)i,
i = 1, . . . , n.Quando existe um ponto de mudança na observação k, o modelo geral de regressão linear Mis-tura de Esala Normal om ponto de mudança (MRL-MEN-PM) onsidera Yi�s independentesom distribuição MEN (1), para i = 1, . . . , k e MEN (2), para i = k + 1, . . . , n, onde MEN (1) e
MEN (2) é de�nida onforme a on�guração estudada. Considerando as três on�gurações queserão tratadas nesta dissertação, os modelos de regressão estudados apresentarão mudanças namédia de Yi (isto é, oe�ientes de regressão do modelo), na variânia ou na média e variânia on-juntamente. As distribuições onsideradas ao espei�ar o modelo om ponto de mudança devemre�etir ada uma destas estruturas. Assim, quando onsideramos uma observação Yi distribuídaomo MEN(µi, σ

2
i , H), as mudanças poderam oorrer em µi, ou em σ2

i ou em ambos. O fato deter H inalterada signi�a que a função de ponderação positiva e a variável aleatória positiva Unão sofrem mudança.3.2 Função de VerossimilhançaConsiderando uma amostra aleatória observada y = (y1, ..., yn)
⊤ a função de log-verossimilhançapara θ é da forma

ℓ(θ) =
n∑

i=1

ℓi(θ), i = 1, . . . , n. (3.2)Sabendo que a função de verossimilhança para uma observação i é
Li(θ) =

∫ ∞

0

1

(2π κ(ui) σ2
i )

1/2
exp

{
−1
2
(k(ui) σ

2
i )

−1 (yi − x⊤
i β)

2

}
dH(ui),e ao onsiderar a distânia de Mahalanobis di =

(yi−x⊤

i β)2

σ2
i

, a expressão anterior pode ser esritaomo
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Li(θ) =

1

(2π σ2
i )

1/2

∫ ∞

0

κ(ui)
−1/2 exp

{
−1
2
k(ui)

−1 di

}
dH(ui).Por outro lado, onsiderando

Ii(w) =

∫ ∞

0

κ−w(ui) exp

{
−1
2
κ−1(ui)di

}
dH(ui), (3.3)temos que Li(θ) =

1

(2π σ2
i )

1/2
Ki, onde Ki = Ii(1/2), i = 1, . . . , n. Logo,

ℓi(θ) = −
1

2
log 2π − 1

2
log σ2

i + logKi, i = 1, . . . , n, (3.4)e de (3.2)
ℓ(θ) = −n

2
log 2π − 1

2

n∑

i=1

log σ2
i +

n∑

i=1

logKi, i = 1, . . . , n. (3.5)Quando a mudança no posição k é indiada e o modelo partiular que depende da on�guraçãoda mudança é espei�ado, a expressão (3.5) deverá ser trabalhada adequadamente. No entanto,esta expressão é o ponto de partida para a obtenção da função de log-verossimilhança de qualquerum dos modelos om ponto de mudança propostos anteriormente.3.3 Matriz de Informação ObservadaPara a obtenção da matriz de informação observada é preiso alular as derivadas de primeira esegunda ordem de ℓ(θ) om respeito à θ. De (3.2), temos que
∂ℓ(θ)

∂θ
=

n∑

i=1

∂ℓi(θ)

∂θ
e ∂2ℓ(θ)

∂θ∂θ⊤
=

n∑

i=1

∂2ℓi(θ)

∂θ∂θ⊤
.a) Derivada de primeira ordem de ℓ(θ)Considerando (3.4) a primeira derivada de ℓi(θ) (i = 1, . . . , n) om respeito à θ é

∂ℓi(θ)

∂θ
= −1

2

∂ log σ2
i

∂θ
+

∂ logKi

∂θ
= −1

2

∂ log σ2
i

∂θ
+

1

Ki

∂Ki

∂θ
.Logo, temos

∂ℓ(θ)

∂θ
= −1

2

n∑

i=1

∂ log σ2
i

∂θ
+

n∑

i=1

1

Ki

∂Ki

∂θ
. (3.6)b) Derivada de segunda ordem de ℓ(θ)



26 3. Modelos de Regressão Linear Mistura de Esala Normal om Ponto de MudançaA segunda derivada de ℓi(θ) (i = 1, . . . , n) om respeito à θ é
∂2ℓi(θ)

∂θ∂θ⊤
= −1

2

∂2 log σ2
i

∂θ∂θ⊤
+

1

Ki

∂2
Ki

∂θ∂θ⊤
− 1

K2
i

∂Ki

∂θ

∂Ki

∂θ⊤
.Logo, temos

∂2ℓ(θ)

∂θ∂θ⊤
= −1

2

n∑

i=1

∂2 log σ2
i

∂θ∂θ⊤
+

n∑

i=1

{
1

Ki

∂2
Ki

∂θ∂θ⊤
− 1

K2
i

∂Ki

∂θ

∂Ki

∂θ⊤

}
. (3.7)Observa-se novamente que quando a mudança no posição k é indiada e o modelo partiularque depende da on�guração da mudança é espei�ado, as expressões (3.6) e (3.7) devem sertrabalhados adequadamente.) A expressão KiConsiderando (3.3) e sabendo que Ki = Ii(1/2) no modelo que está sendo apresentado, aexpressão Ki para ada distribuição onsiderada nesta dissertação pode ser esrita omo:

• Normal
Ki = (2π)1/2φ(di

1/2; 0, 1),onde φ(x; 0, 1) é a função de distribuição de probabilidade de uma normal padrão avaliado noponto x.
• t de Student

Ki =
2

1

2ν
ν
2Γ(ν+1

2
)

Γ(ν
2
)(di + ν)

ν+1

2

,onde Γ(a) é a função gamma avaliada em a.
• Slash

Ki =
ν 2ν+

1

2Γ(ν + 1
2
)

di
ν+ 1

2

∫ 1

0

f(ui)dui,onde f(ui) é a função de distribuição de probabilidade Gamma(ν + 1/2, di/2) om média 2ν+1
di

.
• Normal Contaminada

Ki = (2π)1/2[ν φ(di
1/2; 0, 1/γ) + (1− ν)φ(di

1/2; 0, 1)],onde φ(x; 0, b) é a função de distribuição de probabilidade de uma normal om média zero evariânia b avaliado no ponto x.Por outro lado, para a obtenção das derivadas da expressão Ki om respeito à θ onsidera-sea seguinte transformação:
Ki = h(g(di)) =

∫ ∞

0

c exp (−g(di)) dH(ui),



3.4. Determinação de Ponto de Mudança 27onde z = g(di) =
1

2
κ−1(ui)di e c = κ−1/2(ui).Logo, a primeira e segunda derivadas de Ki om respeito à θ podem ser expressadas omo

∂Ki

∂θ
= −1

2
Ii(3/2)

∂di
∂θ

e
∂2
Ki

∂θ∂θ⊤
=

1

4
Ii(5/2)

∂di
∂θ

∂di

∂θ⊤
− 1

2
Ii(3/2)

∂2di

∂θ∂θ⊤
. (3.8)Os valores das expressões de Ki obtidas para as distribuições t de Student, Slash e NormalContaminada são asos espeí�os da generalização de Ii(w) apresentada por Lahos et al.(2011), desta é possível obter Ii(3/2) e Ii(5/2) quando neessário. No aso da distribuição normal

Ii(w) = Ki para todo w.Finalmente, a matriz de informação observada é obtida omo J = − ∂2ℓ(θ)

∂θ∂θ⊤
.3.4 Determinação de Ponto de MudançaConsideramos a metodologia proposta por Chen (1998) que sugere que o problema de pontode mudança num modelo de regressão linear seja visto omo um teste de hipótese da formaapresentada em (2.2). O Critério de Informação de Shwarz (SIC) de�nido em (2.3) é usado paraveri�ar a existênia de um ponto de mudança em um modelo de regressão linear.Quando a posição k do ponto de mudança não é onheida, H1 deverá estabeleer uma oleçãode modelos om ponto de mudança que onsidera as posições k = p, ..., n− p. Ao sugerir modelosde regressão linear Mistura de Esala Normal é neessário onsiderar também a suposição adotadapara a distribuição dos erros aleatórios, o ritério poderá sugerir também a distribuição a seronsiderada.A lasse de Mistura de Esala Normal engloba diversas distribuições, neste trabalho onside-ramos as distribuições Normal, t de Student, Slash e Normal Contaminada. Qualquer uma delaspode ser usada na suposição sobre os erros aleatórios do modelo de regressão linear.Critérios de deisão

• O modelo onsiderado apresenta um ponto de mudança, que equivale a rejeitar a hipótesenula, se:
SIC(n) > SIC(k), para k = p, ..., n− p

• Quando a hipótese nula é rejeitada, a posição estimada do ponto de mudança via máximaverossimilhança orresponde ao valor k̂ que satisfaz:
SIC(k̂) = min{SIC(k) : k = p, ..., n− p}



28 3. Modelos de Regressão Linear Mistura de Esala Normal om Ponto de MudançaChen & Gupta (2001) propõem abordar o problema geral de ponto de mudança omo um testede hipótese da forma
H0 : θ1 = θ2 = ... = θn+1 = θn = θ,
H1 : θ1 = ... = θk 6= θk+1 = ... = θn,

(3.9)onde f1,f2,...,fn são as funções de distribuição de probabilidade da sequênia de variáveis aleatórias
x1,x2,...,xn que pertenem a uma familia paramétria omum f(θ). A hipótese nula india quenão existe ponto de mudança ontra a hipótese alternativa que identi�a um ponto de mudançana observação k.O teste de hipótese sugerido por Chen (1998) é um aso partiular desta generalização, assimé possível utilizar a metodologia proposta nas três on�gurações de mudança estudadas nestadissertação propondo um teste de hipótese adequado para ada uma delas.3.5 Mudança nos Coe�ientes de Regressão3.5.1 Espei�ação do ModeloO modelo geral (3.1) pode ser esrito de forma matriial omo:

Yi = x⊤
i β + ǫi, (3.10)onde β=(β0, β1, ..., βp−1)

⊤, xi=(1, x1i, ..., x1(p−1))
⊤ e os erros ǫ1,...,ǫn são independentes e identia-mente distribuídos omo ǫi

iid∼ MEN(0, σ2, H) para i = 1, . . . , n.A onsiderar a existênia de um ponto de mudança na posição k, temos que:
Yi

iid∼ MEN(x⊤
i β1, σ

2;H), para i = 1, . . . , k e

Yi
iid∼ MEN(x⊤

i β2, σ
2;H), para i = k + 1, . . . , n.

(3.11)O teste de hipótese apresentado em (2.2) é o adequado para esta situação de mudança. Usandoapropriadamente a expressão (3.5), as funções de log-verossimilhança para este modelo nas situa-ções de hipótese nula e hipótese alternativa são, respetivamente:
ℓ0(β, σ

2) = −n
2
log 2π − n

2
log σ2 +

n∑

i=1

logKi, (3.12)
ℓk(β1,β2, σ

2) = −n
2
log 2π − n

2
log σ2 +

k∑

i=1

logK
(1)
i +

n∑

i=k+1

logK
(2)
i , (3.13)onde di =





(yi−x⊤

i β)2

σ2 , em Ki,
(yi−x⊤

i β1
)2

σ2 , em K
(1)
i ,

(yi−x⊤

i β2
)2

σ2 , em K
(2)
i .



3.5. Mudança nos Coe�ientes de Regressão 29As expressões (3.12) e (3.13) tornam-se importantes, pois serão utilizadas na apliação doritério para determinação de ponto de mudança. Estas deverão ser avaliadas nas estima-tivas de máxima verossimilhança dos parâmetros. Assim, será possível enontrar os valores
ℓ0(θ̂) = ℓ0(β̂, σ̂2) e ℓk(θ̂) = ℓk(β̂1, β̂2, σ̂

2) que ompõem o Critério de Informação Shwarz (SIC)utilizado omo parte da metodologia proposta.
3.5.2 Derivadas Pariais de ℓ(θ)Considerando os resultados em (3.8) apresentados para a expressão Ki e usando o resultado (3.6),os álulos neessários para a obtenção das derivadas pariais de primeira ordem de ℓ(θ) são
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32 3. Modelos de Regressão Linear Mistura de Esala Normal om Ponto de MudançaTabela 3.1: Esperanças ondiionais q(di) das distribuições estudadas.Distribuição q(di)Normal 1t de Student ν + 1
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(r)), X1 é uma partição damatriz X que onsidera os k primeiras linhas, Y1 é uma partição do vetor Y que onsidera os kprimeiras observações, X2 é uma partição da matriz X que onsidera os n− k últimas linhas e Y2é uma partição do vetor Y que onsidera os n− k últimas observações.No �m de ada iteração, logo do passo M é realizado um proesso de otimização que onsiste emmaximizar a expressão ∑n
i=1 logKi que tem o objetivo de enontrar o melhor onjunto de valorespara ν que é um esalar ou um vetor de parâmetros da distribuição de U .



3.5. Mudança nos Coe�ientes de Regressão 333.5.4 Estudos de SimulaçãoNesta subseção, apresenta-se alguns resultados de diversas simulações realizadas para avaliaro desempenho do algoritmo EM e a metodologia proposta. Serão avaliadas as estimativas dosparâmetros, a apliação do ritério para determinação do ponto de mudança e a otimização dosvalores de ν. Todas as amostras simuladas são geradas desde o modelo de regressão om pontode mudança nos oe�ientes de regressão
yi = 0.8 + 1.2xi + ǫi, para i = 1, . . . , k,
yi = 2.0 + 1.5xi + ǫi, para i = k + 1, . . . , n,onsiderando σ2 = 1 e xi ∼ U(0, 20) para i = 1, . . . , n.

1) Estimativa dos parâmetrosForam on�guradas várias ombinações de valores de n e k, e para ada uma delas, simulaçõesMonte Carlo de 100 e 1000 amostras foram geradas. Os valores dos parâmetros estimados nasamostras geradas foram avaliados. Os erros aleatórios simulados seguem as seguintes distribuições:Normal, t de Student (ν = 2), Slash (ν = 4) e Normal Contaminada (ν = 0, 2, γ = 0.3). Osresultados das simulações Monte Carlo enontram-se nas Tabelas 3.2 - 3.5.Podemos observar nestas tabelas que os parâmetros são bem estimados em todas as ombina-ções avaliadas e para todas as estruturas de erros aleatórios onsideradas. Assim, o desempenhodo algoritmo EM na estimação dos parâmetros é e�iente.Nas amostras de tamanho pequeno, quando n = 40, os resultados das estimativas são tãoe�ientes quanto àquelas obtidas de amostras de tamanhos maiores. Esta observação torna-seimportante, pois muitas das apliações são realizadas sob amostras de tamanho pequeno, porexemplo, a apliação de Holbert (1982) será realizada om um onjunto de dados om 35observações.Todas os resultados que onsideram 100 amostras Monte Carlo apresentam desvios padrãosimilares aos obtidos onsiderando 1000 amostras Monte Carlo. Além disso, os valores das médiasdas estimativas para todos os parâmetros são próximos dos onsiderados para a simulação.
2) Determinação da posição do ponto de mudançaForam simuladas 250 amostras Monte Carlo, ada uma delas de tamanho n = 40, om o pontode mudança na posição k = 20 e onsiderando as espei�ações dadas no iniio desta seção e tde Student (ν = 4), Slash (ν = 2) e Normal Contaminada (ν = 0.2, γ = 0.3). Para ada amostragerada, a posição do ponto de mudança é determinada utilizando os ritérios de avaliação do valor

SIC desritos na Seção 3.4. Para a apliação do ritério devem ser alulados 38 modelos emada amostra Monte Carlo, assim a simulação avalia 9500 modelos.



34 3. Modelos de Regressão Linear Mistura de Esala Normal om Ponto de MudançaTabela 3.2: Médias e desvios padrão (d.p) das estimativas dos parâmetros do modelo de regres-são linear om mudança nos oe�ientes de regressão Normal, onsiderando 100 e 1000 amostrassimuladas e diversos tamanhos de amostra (n) e posição do ponto de mudança (k).Nro. de Nro. de β10 β11 β20 β20 σ2Simulações asosPosição do ponto de mudança k=20100 n=40 Média 0.82 1.20 2.11 1.49 0.88d.p 0.51 0.05 0.46 0.04 0.201000 n=40 Média 0.80 1.20 2.00 1.50 0.89d.p 0.47 0.04 0.46 0.04 0.21Posição do ponto de mudança k=200100 n=400 Média 0.78 1.20 1.97 1.50 1.00d.p 0.14 0.01 0.15 0.01 0.071000 n=400 Média 0.80 1.20 2.00 1.50 0.99d.p 0.14 0.01 0.14 0.01 0.07Posição do ponto de mudança k=500100 n=1000 Média 0.80 1.20 2.00 1.50 0.99d.p 0.09 0.01 0.08 0.01 0.051000 n=1000 Média 0.80 1.20 2.00 1.50 1.00d.p 0.09 0.01 0.09 0.01 0.04Posição do ponto de mudança k=10100 n=40 Média 0.85 1.19 1.98 1.50 0.90d.p 0.74 0.06 0.32 0.03 0.221000 n=40 Média 0.84 1.20 2.00 1.50 0.91d.p 0.73 0.06 0.38 0.03 0.21Posição do ponto de mudança k=100100 n=400 Média 0.80 1.20 1.98 1.50 0.98d.p 0.19 0.02 0.11 0.01 0.071000 n=400 Média 0.80 1.20 2.00 1.50 0.99d.p 0.21 0.02 0.11 0.01 0.07Posição do ponto de mudança k=250100 n=1000 Média 0.79 1.20 2.01 1.50 0.99d.p 0.13 0.01 0.07 0.01 0.041000 n=1000 Média 0.79 1.20 2.00 1.50 1.00d.p 0.12 0.01 0.07 0.01 0.04Posição do ponto de mudança k=30100 n=40 Média 0.78 1.20 1.92 1.50 0.89d.p 0.38 0.03 0.64 0.06 0.231000 n=40 Média 0.81 1.20 1.98 1.50 0.90d.p 0.39 0.03 0.69 0.06 0.21Posição do ponto de mudança k=300100 n=400 Média 0.79 1.20 2.03 1.50 0.98d.p 0.12 0.01 0.18 0.02 0.071000 n=400 Média 0.79 1.20 2.00 1.50 0.99d.p 0.11 0.01 0.21 0.02 0.07Posição do ponto de mudança k=750100 n=1000 Média 0.80 1.20 1.99 1.50 0.99d.p 0.07 0.01 0.12 0.01 0.041000 n=1000 Média 0.80 1.20 2.01 1.50 1.00d.p 0.07 0.01 0.13 0.01 0.05



3.5. Mudança nos Coe�ientes de Regressão 35Tabela 3.3: Médias e desvios padrão (d.p) das estimativas dos parâmetros do modelo de regressãolinear om mudança nos oe�ientes de regressão t de Student (ν = 2), onsiderando 100 e 1000amostras simuladas e diversos tamanhos de amostra (n) e posição do ponto de mudança (k).Nro. de Nro. de β10 β11 β20 β20 σ2Simulações asosPosição do ponto de mudança k=20100 n=40 Média 0.74 1.21 1.99 1.50 0.86d.p 0.72 0.05 0.61 0.05 0.311000 n=40 Média 0.81 1.20 1.98 1.50 0.89d.p 0.69 0.06 0.63 0.06 0.33Posição do ponto de mudança k=200100 n=400 Média 0.78 1.20 2.02 1.50 0.98d.p 0.20 0.02 0.16 0.01 0.101000 n=400 Média 0.80 1.20 2.00 1.50 0.99d.p 0.18 0.02 0.19 0.02 0.11Posição do ponto de mudança k=500100 n=1000 Média 0.80 1.20 1.99 1.50 0.99d.p 0.12 0.01 0.12 0.01 0.061000 n=1000 Média 0.80 1.20 1.99 1.50 1.00d.p 0.11 0.01 0.11 0.01 0.07Posição do ponto de mudança k=10100 n=40 Média 0.78 1.20 2.02 1.50 0.90d.p 0.92 0.08 0.51 0.05 0.331000 n=40 Média 0.79 1.20 1.99 1.50 0.90d.p 1.09 0.10 0.50 0.04 0.33Posição do ponto de mudança k=100100 n=400 Média 0.76 1.20 2.01 1.50 1.00d.p 0.27 0.02 0.15 0.01 0.121000 n=400 Média 0.80 1.20 2.00 1.50 0.99d.p 0.26 0.02 0.15 0.01 0.11Posição do ponto de mudança k=250100 n=1000 Média 0.80 1.20 2.00 1.50 1.00d.p 0.15 0.01 0.09 0.01 0.061000 n=1000 Média 0.79 1.20 2.00 1.50 1.00d.p 0.16 0.01 0.09 0.01 0.07Posição do ponto de mudança k=30100 n=40 Média 0.73 1.21 1.87 1.51 0.85d.p 0.52 0.04 0.93 0.09 0.291000 n=40 Média 0.79 1.20 2.06 1.50 0.91d.p 0.51 0.04 1.07 0.10 0.37Posição do ponto de mudança k=300100 n=400 Média 0.81 1.20 1.97 1.50 0.98d.p 0.16 0.01 0.30 0.03 0.111000 n=400 Média 0.81 1.20 1.99 1.50 0.99d.p 0.15 0.01 0.27 0.02 0.11Posição do ponto de mudança k=750100 n=1000 Média 0.78 1.20 1.97 1.50 0.99d.p 0.09 0.01 0.17 0.02 0.061000 n=1000 Média 0.79 1.20 2.00 1.50 0.99d.p 0.09 0.01 0.17 0.01 0.07



36 3. Modelos de Regressão Linear Mistura de Esala Normal om Ponto de MudançaTabela 3.4: Médias e desvios padrão (d.p) das estimativas dos parâmetros do modelo de regressãolinear om mudança nos oe�ientes de regressão Slash (ν = 4), onsiderando 100 e 1000 amostrassimuladas e diversos tamanhos de amostra (n) e posição do ponto de mudança (k).Nro. de Nro. de β10 β11 β20 β20 σ2Simulações asosPosição do ponto de mudança k=20100 n=40 Média 0.78 1.20 2.06 1.49 0.89d.p 0.58 0.05 0.56 0.05 0.211000 n=40 Média 0.79 1.20 2.01 1.50 0.90d.p 0.54 0.05 0.54 0.05 0.23Posição do ponto de mudança k=200100 n=400 Média 0.83 1.20 2.02 1.50 0.99d.p 0.16 0.01 0.17 0.01 0.081000 n=400 Média 0.79 1.20 2.00 1.50 0.99d.p 0.17 0.01 0.16 0.01 0.08Posição do ponto de mudança k=500100 n=1000 Média 0.79 1.20 2.01 1.50 1.00d.p 0.11 0.01 0.12 0.01 0.051000 n=1000 Média 0.80 1.20 2.00 1.50 1.00d.p 0.10 0.01 0.11 0.01 0.05Posição do ponto de mudança k=10100 n=40 Média 0.80 1.20 1.98 1.50 0.88d.p 0.87 0.08 0.46 0.04 0.221000 n=40 Média 0.83 1.20 2.00 1.50 0.89d.p 0.78 0.07 0.42 0.04 0.23Posição do ponto de mudança k=100100 n=400 Média 0.78 1.20 1.99 1.50 0.98d.p 0.26 0.02 0.11 0.01 0.071000 n=400 Média 0.79 1.20 2.00 1.50 0.99d.p 0.23 0.02 0.14 0.01 0.07Posição do ponto de mudança k=250100 n=1000 Média 0.77 1.20 1.99 1.50 1.00d.p 0.15 0.01 0.08 0.01 0.041000 n=1000 Média 0.80 1.20 2.00 1.50 1.00d.p 0.14 0.01 0.09 0.01 0.05Posição do ponto de mudança k=30100 n=40 Média 0.80 1.20 1.94 1.50 0.92d.p 0.45 0.04 0.93 0.08 0.261000 n=40 Média 0.80 1.20 1.97 1.50 0.91d.p 0.44 0.04 0.80 0.07 0.23Posição do ponto de mudança k=300100 n=400 Média 0.80 1.20 2.04 1.50 1.00d.p 0.15 0.01 0.24 0.02 0.071000 n=400 Média 0.80 1.20 1.99 1.50 0.99d.p 0.13 0.01 0.23 0.02 0.07Posição do ponto de mudança k=750100 n=1000 Média 0.80 1.20 1.98 1.50 1.00d.p 0.08 0.01 0.14 0.01 0.051000 n=1000 Média 0.80 1.20 2.00 1.50 1.00d.p 0.09 0.01 0.15 0.01 0.05



3.5. Mudança nos Coe�ientes de Regressão 37Tabela 3.5: Médias e desvios padrão (d.p) das estimativas dos parâmetros do modelo de regressãolinear om mudança nos oe�ientes de regressão Normal Contaminada (ν = 0.2, γ = 0.3), onsi-derando 100 e 1000 amostras simuladas e diversos tamanhos de amostra (n) e posição do ponto demudança (k). Nro. de Nro. de β10 β11 β20 β20 σ2Simulações asosPosição do ponto de mudança k=20100 n=40 Média 0.64 1.22 2.08 1.49 0.90d.p 0.55 0.05 0.51 0.05 0.271000 n=40 Média 0.80 1.20 2.03 1.50 0.91d.p 0.54 0.05 0.57 0.05 0.26Posição do ponto de mudança k=200100 n=400 Média 0.83 1.20 1.98 1.50 0.99d.p 0.15 0.01 0.17 0.01 0.081000 n=400 Média 0.81 1.20 2.00 1.50 0.99d.p 0.16 0.01 0.17 0.01 0.08Posição do ponto de mudança k=500100 n=1000 Média 0.80 1.20 2.02 1.50 1.00d.p 0.10 0.01 0.11 0.01 0.051000 n=1000 Média 0.80 1.20 2.00 1.50 1.00d.p 0.11 0.01 0.11 0.01 0.05Posição do ponto de mudança k=10100 n=40 Média 0.70 1.20 2.07 1.50 0.87d.p 0.77 0.07 0.45 0.04 0.251000 n=40 Média 0.80 1.20 2.02 1.50 0.91d.p 0.83 0.07 0.45 0.04 0.25Posição do ponto de mudança k=100100 n=400 Média 0.84 1.20 2.01 1.50 1.00d.p 0.26 0.02 0.13 0.01 0.081000 n=400 Média 0.81 1.20 1.99 1.50 0.99d.p 0.24 0.02 0.13 0.01 0.08Posição do ponto de mudança k=250100 n=1000 Média 0.83 1.20 2.00 1.50 0.99d.p 0.16 0.01 0.09 0.01 0.051000 n=1000 Média 0.80 1.20 2.00 1.50 1.00d.p 0.15 0.01 0.08 0.01 0.05Posição do ponto de mudança k=30100 n=40 Média 0.82 1.20 2.10 1.49 0.90d.p 0.42 0.04 0.91 0.07 0.261000 n=40 Média 0.79 1.20 1.96 1.50 0.91d.p 0.44 0.04 0.84 0.07 0.24Posição do ponto de mudança k=300100 n=400 Média 0.81 1.20 1.99 1.50 0.99d.p 0.13 0.01 0.25 0.02 0.091000 n=400 Média 0.80 1.20 2.00 1.50 0.99d.p 0.13 0.01 0.22 0.02 0.08Posição do ponto de mudança k=750100 n=1000 Média 0.80 1.20 2.01 1.50 1.00d.p 0.08 0.01 0.14 0.01 0.051000 n=1000 Média 0.80 1.20 2.01 1.50 0.99d.p 0.08 0.01 0.15 0.01 0.05



38 3. Modelos de Regressão Linear Mistura de Esala Normal om Ponto de MudançaDa mesma forma que em Hofrihter (2007), o desempenho da metodologia de determinaçãodo ponto de mudança que utiliza o ritério SIC é realizado avaliando a distribuição de frequêniadas posições de ponto de mudança obtidas nas amostras Monte Carlo. A Figura 3.1 mostra quepara todas as situações a frequênia maior de oorrênias se enontra na posição 20. Além disso,valores próximos da posição 20 apresentam também frequênias de oorrênia altas. Isto leva aonluir que a metodologia proposta onsegue determinar adequadamente o ponto de mudança.Finalmente, seleionou-se de ada onjunto de amostras Monte Carlo, uma amostra onde oponto de mudança estimado se enontra na posição 20, e todos os valores SIC obtidos paraesta amostra são avaliados. A Figura 3.2 mostra que para todos os asos o menor valor do SICorresponde à posição 20. Desta forma, se garante a oerênia do ritério utilizado.
3) Otimização dos valores de νConsiderando as mesmas simulações Monte Carlo do item anterior, os resultados otimizados de

ν na posição estimada do ponto de mudança foram avaliados. Neste aso, foram desonsideradosvalores atípios. A Figura 3.3 mostra que em média os valores otimizados de ν estão próximos dosvalores originais de simulação. Isto garante o bom desempenho do algoritmo na otimização dosvalores avaliados. Os grá�os box-plot mostram que os valores otimizados se enontram na suagrande maioria perto do valor usado para a simulação.
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c) Distribuição Slash
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d) Distribuição Normal Contaminada
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Figura 3.1: Frequênias absolutas das posições dos pontos de mudança estimados nas amostrasMonte Carlo simuladas no modelo de regressão linear om mudança nos oe�ientes de regressão.
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Figura 3.2: Apliação do ritério SIC sobre uma amostra Monte Carlo simulada, onde o pontode mudança estimado é k = 20, no modelo de regressão linear om mudança nos oe�ientes deregressão.
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Figura 3.3: Resultado de simulações sobre otimização do parâmetro ν das distribuições t deStudent, Slash e Normal Contaminada no modelo de regressão linear om mudança nos oe�ientesde regressão.



42 3. Modelos de Regressão Linear Mistura de Esala Normal om Ponto de Mudança3.6 Mudança na Variânia3.6.1 Espei�ação do ModeloO modelo geral (3.1) pode ser esrito de forma matriial omo:
Yi = x⊤

i β + ǫi, (3.14)onde β=(β0, β1, ..., βp−1)
⊤ e xi=(1, x1i, ..., x1(p−1))

⊤. Ao onsiderar a existênia de um ponto demudança a partir da posição k temos que os erros ǫ1,...,ǫn são independentes e distribuídos omo:
ǫi ∼

{
MEN(0, σ2

1 , H), para i = 1, . . . , k,
MEN(0, σ2

2 , H), para i = k + 1, . . . , n,e
Yi ∼MEN(x⊤

i β, σ
2
1;H), para i = 1, . . . , k e

Yi ∼MEN(x⊤
i β, σ

2
2;H), para i = k + 1, . . . , n.

(3.15)Para esta estrutura de mudança o teste de hipótese a onsiderar é:
H0 : Yi = x⊤

i β + ǫi e σ2, i = 1, . . . , n,

H1 :

{
Yi = x⊤

i β + ǫi e σ2
1, i = 1, . . . , k,

Yi = x⊤
i β + ǫi e σ2

2 , i = k + 1, . . . , n.

(3.16)Usando apropriadamente a expressão (3.5), as funções de log-verossimilhança para este modelonas situações de hipótese nula e hipótese alternativa apresentadas em (3.16) são, respetivamente:
ℓ0(β, σ

2) = −n
2
log 2π − n

2
log σ2 +

n∑

i=1

logKi, (3.17)e
ℓk(β, σ

2
1, σ

2
2) = −

n

2
log 2π − k

2
log σ2

1 −
(n− k)

2
log σ2

2 +

k∑

i=1

logK
(1)
i +

n∑

i=k+1

logK
(2)
i , (3.18)

onde di =





(yi−x⊤

i β)2

σ2 , em Ki,
(yi−x⊤

i β)2

σ2
1

, em K
(1)
i ,

(yi−x⊤

i β)2

σ2
2

, em K
(2)
i .As expressões (3.17) e (3.18) tornam-se importantes, pois serão utilizadas na apliação doritério para determinação de ponto de mudança. Estas deverão ser avaliadas nas estimativasde máxima verossimilhança dos parâmetros. Assim, será possível enontrar os valores ℓ0(θ̂) =

ℓ0(β̂, σ̂2) e ℓk(θ̂) = ℓk(β̂, σ̂2
1, σ̂

2
2) que ompõem o Critério de Informação Shwarz (SIC) utilizadoomo parte da metodologia proposta.



3.6. Mudança na Variânia 433.6.2 Derivadas Pariais de ℓ(θ)Considerando os resultados apresentados para a expressão Ki e usando o resultado (3.6), o álulosneessários para a obtenção das derivadas pariais de primeira ordem de ℓ(θ) são:
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.Da mesma forma, alulando as segundas derivadas pariais de ℓ(θ) temos:
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i , para i = k + 1, . . . , n,Observe que as primeiras derivadas pariais orrepondem às funções esore para os parâmetros.Este onjunto de equações orresponde a um sistema não linear de equações, que adiionalmenteinlui os termos Ii(1/2) e Ii(3/2) que por (3.3) são expressões matemátias omplexas que inluemuma integral e que sempre dependem dos parâmetros θ presentes em di. Uma solução via métodosnumérios é possível.3.6.3 O Algoritmo EMUma araterístia deste algoritmo é a formulação a partir de uma representação hierárquia quepermite uma �exibilidade no tratamento das derivadas teórias. Assim, onsiderando o modelode regressão linear de�nido em (3.14)-(3.20) e da Proposição 2.4.1 temos que:

Yi | U = ui ∼
{
N1(x

⊤
i β, κ(ui)σ

2
1), para i = 1, . . . , k,

N1(x
⊤
i β, κ(ui)σ

2
2), para i = k + 1, . . . , n

e Ui ∼ H(ui;ν), onde Yi e Ui são independentes para todo i = 1, . . . , n.No aso da hipótese nula, apresentada em (3.16), onsideram-se os vetores y = (y1, .., yn)
⊤,

u = (u1, .., un)
⊤ e θ = (β⊤, σ2)⊤ que denota o vetor de parâmetros do modelo.Para todo i = 1, . . . , n, temos que

f(yi, ui|θ) = f(yi|ui, θ)f(ui) =
1

(2π κ(ui) σ2)1/2
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2
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i β)

2

κ(ui) σ2

}
h(ui;ν).Assim, onsiderando que y1, .., yn são independentes, a função de log-verossimilhança ompleta



3.6. Mudança na Variânia 45assoiada a yc = (y⊤,u⊤)⊤ é da forma:
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para i = k + 1, . . . , n.Também neste aso y1, .., yn são independentes e a função de log-verossimilhança ompletaassoiada a yc = (y⊤,u⊤)⊤ é da forma:
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+ E[C|y,u],para o aso da hipótese alternativa, onde q(di) = E[κ−1(Ui)|yi, θ̂].Assim, para obter a esperança ondiional Q(θ|θ̂) é preiso alular q(di) para todos os valores

i = 1, . . . , n. Para as quatro distribuições da lasse de Mistura de Esala Normal estudadas nestadissertação, estes resultados estão apresentados em (2.10)-(2.13).



46 3. Modelos de Regressão Linear Mistura de Esala Normal om Ponto de MudançaFinalmente, a r-ésima iteração do algoritmo EM para a estimação de parâmetros deste modeloé desrita omo segue abaixo.Passo E: Calular as esperanças ondiionais q(di)
(r) = E(κ(Ui)|Yi, θ̂
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) ujas formasonheidas estão apresentadas na Tabela 3.1.Sob a hipótese nula, temos que d
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(r)), Q(r)
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(r), ..., q(dn)

(r)), X1 é uma partição damatriz X que onsidera os k primeiras linhas, Y1 é uma partição do vetor Y que onsidera os kprimeiras observações, X2 é uma partição da matriz X que onsidera os n− k últimas linhas e Y2é uma partição do vetor Y que onsidera os n− k últimas observações.No �m de ada iteração, logo do passo M é realizado um proesso de otimização que onsiste emmaximizar a expressão ∑n
i=1 logKi que tem o objetivo de enontrar o melhor onjunto de valorespara ν que é um esalar ou um vetor de parâmetros da distribuição de U .



3.6. Mudança na Variânia 473.6.4 Estudos de SimulaçãoNesta subseção, apresenta-se alguns resultados de diversas simulações realizadas para avaliaro desempenho do algoritmo EM e a metodologia proposta. Serão avaliadas as estimativas dosparâmetros, a apliação do ritério para determinação do ponto de mudança e a otimização dosvalores de ν. Todas as amostras simuladas são geradas desde o modelo de regressão om pontode mudança na variânia
yi = 0.8 + 1.2xi + ǫi, para i = 1, . . . , n,onsiderando σ2

1 = 1 para i = 1, . . . , k, σ2
2 = 9 para i = k+1, . . . , n e xi ∼ U(0, 20) para i = 1, . . . , n.

1) Estimativa dos parâmetrosForam on�guradas várias ombinações de valores de n e k, e para ada uma delas, simulaçõesMonte Carlo de 100 e 1000 amostras foram geradas. Os valores dos parâmetros estimados nasamostras geradas foram avaliados. Os erros aleatórios simulados seguem as seguintes distribuições:Normal, t de Student (ν = 2), Slash (ν = 4) e Normal Contaminada (ν = 0.2, γ = 0.3). Osresultados das simulações Monte Carlo enontram-se nas Tabelas 3.6 - 3.9.Podemos observar nestas tabelas que os parâmetros são bem estimados, em todas as ombina-ções avaliadas e para todas as estruturas de erros aleatórios onsideradas, Assim, o desempenhodo algoritmo EM na estimação dos parâmetros é e�iente. Nas amostras de tamanho pequeno,quando n = 40, os resultados das estimativas são tão e�ientes quanto àquelas obtidas de amostrasde tamanhos maiores.Todas os resultados que onsideram 100 amostras Monte Carlo apresentam desvios padrãosimilares, no entanto os valores das médias das estimativas para todos os parâmetros são próximosdos onsiderados para a simulação.
2) Determinação da posição do ponto de mudançaForam simuladas 250 amostras Monte Carlo, ada uma delas de tamanho n = 40, om oponto de mudança na posição k = 20 e onsiderando as espei�ações dadas no iniio destaseção. Para ada amostra gerada, a posição do ponto de mudança é determinada utilizando osritérios de avaliação do valor SIC desritos na Seção 3.4. Os erros aleatórios simulados seguemas seguintes distribuições: Normal, t de Student (ν = 4), Slash (ν = 2) e Normal Contaminada(ν = 0.2, γ = 0.3).Da mesma forma que em Hofrihter (2007), o desempenho da metodologia de determinaçãodo ponto de mudança que utiliza o ritério SIC é realizado avaliando a distribuição de frequêniadas posições de ponto de mudança obtidas nas amostras Monte Carlo.



48 3. Modelos de Regressão Linear Mistura de Esala Normal om Ponto de MudançaTabela 3.6: Médias e desvios padrão (d.p) das estimativas dos parâmetros do modelo de regressãolinear om mudança na variânia Normal, onsiderando 100 e 1000 amostras simuladas e diversostamanhos de amostra (n) e posição do ponto de mudança (k).Nro. de Nro. de β0 β1 σ2
1 σ2

2Simulações asosPosição do ponto de mudança k=20100 n=40 Média 0.81 1.20 0.89 8.42d.p 0.45 0.04 0.32 2.601000 n=40 Média 0.81 1.20 0.91 8.91d.p 0.46 0.04 0.29 2.92Posição do ponto de mudança k=200100 n=400 Média 0.80 1.20 1.00 9.15d.p 0.15 0.01 0.12 1.021000 n=400 Média 0.80 1.20 0.99 8.98d.p 0.14 0.01 0.10 0.88Posição do ponto de mudança k=500100 n=1000 Média 0.81 1.20 1.00 8.97d.p 0.09 0.01 0.06 0.501000 n=1000 Média 0.80 1.20 1.00 9.00d.p 0.08 0.01 0.06 0.58Posição do ponto de mudança k=10100 n=40 Média 0.80 1.20 0.88 8.83d.p 0.67 0.06 0.47 2.341000 n=40 Média 0.80 1.20 0.84 8.87d.p 0.60 0.05 0.43 2.34Posição do ponto de mudança k=100100 n=400 Média 0.80 1.20 0.97 8.98d.p 0.18 0.02 0.15 0.751000 n=400 Média 0.81 1.20 0.99 8.96d.p 0.17 0.02 0.14 0.74Posição do ponto de mudança k=250100 n=1000 Média 0.78 1.20 0.99 9.03d.p 0.11 0.01 0.09 0.491000 n=1000 Média 0.80 1.20 0.99 8.98d.p 0.11 0.01 0.09 0.45Posição do ponto de mudança k=30100 n=40 Média 0.80 1.20 0.93 8.66d.p 0.36 0.03 0.24 3.851000 n=40 Média 0.79 1.20 0.95 9.09d.p 0.37 0.03 0.24 4.08Posição do ponto de mudança k=300100 n=400 Média 0.80 1.20 0.99 8.93d.p 0.10 0.01 0.07 1.441000 nn=400 Média 0.80 1.20 0.99 8.93d.p 0.11 0.01 0.08 1.26Posição do ponto de mudança k=750100 n=1000 Média 0.81 1.20 0.99 8.83d.p 0.08 0.01 0.05 0.811000 n=1000 Média 0.80 1.20 1.00 8.99d.p 0.07 0.01 0.05 0.80A Figura 3.4 mostra que para todas as situações a frequênia maior de oorrênias se enontra



3.6. Mudança na Variânia 49Tabela 3.7: Médias e desvios padrão (d.p) das estimativas dos parâmetros do modelo de regressãolinear om mudança na variânia t de Student (ν = 2), onsiderando 100 e 1000 amostras simuladase diversos tamanhos de amostra (n) e posição do ponto de mudança (k).Nro. de Nro. de β0 β1 σ2
1 σ2

2Simulações asosPosição do ponto de mudança k=20100 n=40 Média 0.85 1.20 0.99 10.07d.p 0.74 0.06 0.53 5.091000 n=40 Média 0.83 1.20 1.00 9.74d.p 0.61 0.05 0.59 5.38Posição do ponto de mudança k=200100 n=400 Média 0.79 1.20 1.01 9.12d.p 0.19 0.01 0.16 1.551000 n=400 Média 0.81 1.20 1.00 9.14d.p 0.17 0.01 0.16 1.43Posição do ponto de mudança k=500100 n=1000 Média 0.79 1.20 0.99 8.92d.p 0.11 0.01 0.10 0.871000 n=1000 Média 0.80 1.20 1.00 9.07d.p 0.11 0.01 0.10 0.92Posição do ponto de mudança k=10100 n=40 Média 0.81 1.19 0.97 9.46d.p 0.81 0.08 0.85 4.061000 n=40 Média 0.79 1.20 1.03 9.45d.p 0.81 0.07 1.04 4.43Posição do ponto de mudança k=100100 n=400 Média 0.81 1.20 0.98 9.04d.p 0.23 0.02 0.22 1.271000 n=400 Média 0.79 1.20 1.00 9.03d.p 0.22 0.02 0.23 1.18Posição do ponto de mudança k=250100 n=1000 Média 0.79 1.20 1.00 9.02d.p 0.13 0.01 0.13 0.681000 n=1000 Média 0.80 1.20 1.00 9.02d.p 0.14 0.01 0.14 0.72Posição do ponto de mudança k=30100 n=40 Média 0.81 1.20 1.01 11.27d.p 0.50 0.04 0.43 8.061000 n=40 Média 0.80 1.20 0.98 11.48d.p 0.51 0.04 0.43 9.81Posição do ponto de mudança k=300100 n=400 Média 0.79 1.20 0.98 9.24d.p 0.14 0.01 0.14 2.061000 n=400 Média 0.80 1.20 1.00 9.07d.p 0.14 0.01 0.13 2.02Posição do ponto de mudança k=750100 n=1000 Média 0.78 1.20 1.02 9.27d.p 0.09 0.01 0.09 1.481000 n=1000 Média 0.80 1.20 1.00 8.99d.p 0.10 0.01 0.08 1.26



50 3. Modelos de Regressão Linear Mistura de Esala Normal om Ponto de MudançaTabela 3.8: Médias e desvios padrão (d.p) das estimativas dos parâmetros do modelo de regressãolinear om mudança na variânia Slash (ν = 4), onsiderando 100 e 1000 amostras simuladas ediversos tamanhos de amostra (n) e posição do ponto de mudança (k).Nro. de Nro. de β0 β1 σ2
1 σ2

2Simulações asosPosição do ponto de mudança k=20100 n=40 Média 0.75 1.20 0.94 9.30d.p 0.54 0.05 0.33 3.461000 n=40 Média 0.80 1.20 0.91 9.00d.p 0.51 0.05 0.32 3.07Posição do ponto de mudança k=200100 n=400 Média 0.82 1.20 0.99 8.98d.p 0.16 0.01 0.10 0.791000 n=400 Média 0.80 1.20 0.99 9.00d.p 0.15 0.01 0.11 0.98Posição do ponto de mudança k=500100 n=1000 Média 0.79 1.20 0.99 9.00d.p 0.09 0.01 0.06 0.661000 n=1000 Média 0.80 1.20 1.00 8.99d.p 0.09 0.01 0.07 0.63Posição do ponto de mudança k=10100 n=40 Média 0.81 1.20 0.83 9.01d.p 0.69 0.06 0.38 2.441000 n=40 Média 0.84 1.20 0.89 9.01d.p 0.71 0.06 0.52 2.41Posição do ponto de mudança k=100100 n=400 Média 0.84 1.20 0.96 8.85d.p 0.20 0.02 0.15 0.851000 n=400 Média 0.80 1.20 0.98 9.00d.p 0.20 0.02 0.15 0.81Posição do ponto de mudança k=250100 n=1000 Média 0.79 1.20 1.01 9.08d.p 0.13 0.01 0.09 0.521000 n=1000 Média 0.80 1.20 0.99 8.97d.p 0.13 0.01 0.10 0.49Posição do ponto de mudança k=30100 n=40 Média 0.86 1.20 0.93 9.43d.p 0.43 0.04 0.25 5.401000 n=40 Média 0.81 1.20 0.94 8.93d.p 0.45 0.04 0.26 4.65Posição do ponto de mudança k=300100 n=400 Média 0.80 1.20 0.98 9.09d.p 0.13 0.01 0.08 1.321000 n=400 Média 0.80 1.20 0.99 9.04d.p 0.13 0.01 0.08 1.29Posição do ponto de mudança k=750100 n=1000 Média 0.79 1.20 1.00 9.03d.p 0.08 0.01 0.05 0.901000 n=1000 Média 0.80 1.20 1.00 9.05d.p 0.08 0.01 0.06 0.86



3.6. Mudança na Variânia 51Tabela 3.9: Médias e desvios padrão (d.p) das estimativas dos parâmetros do modelo de regressãolinear om mudança na variânia Normal Contaminada (ν = 0.2, γ = 0.3), onsiderando 100 e1000 amostras simuladas e diversos tamanhos de amostra (n) e posição do ponto de mudança (k).Nro. de Nro. de β0 β1 σ2
1 σ2

2Simulações asosPosição do ponto de mudança k=20100 n=40 Média 0.77 1.20 0.93 8.66d.p 0.54 0.04 0.36 3.101000 n=40 Média 0.81 1.20 0.93 9.30d.p 0.52 0.05 0.36 3.56Posição do ponto de mudança k=200100 n=400 Média 0.81 1.20 0.99 8.88d.p 0.14 0.01 0.12 1.051000 n=400 Média 0.80 1.20 0.99 9.02d.p 0.15 0.01 0.12 1.03Posição do ponto de mudança k=500100 n=1000 Média 0.80 1.20 1.00 8.89d.p 0.10 0.01 0.07 0.581000 n=1000 Média 0.80 1.20 1.00 9.00d.p 0.10 0.01 0.07 0.68Posição do ponto de mudança k=10100 n=40 Média 0.84 1.19 0.90 8.94d.p 0.70 0.06 0.54 2.641000 n=40 Média 0.81 1.20 0.96 9.16d.p 0.72 0.06 0.60 2.86Posição do ponto de mudança k=100100 n=400 Média 0.78 1.20 0.99 8.86d.p 0.19 0.02 0.18 0.881000 n=400 Média 0.80 1.20 0.99 9.01d.p 0.21 0.02 0.16 0.86Posição do ponto de mudança k=250100 n=1000 Média 0.81 1.20 1.00 9.16d.p 0.13 0.01 0.09 0.541000 n=1000 Média 0.80 1.20 0.99 8.99d.p 0.13 0.01 0.10 0.54Posição do ponto de mudança k=30100 n=40 Média 0.70 1.21 0.98 10.27d.p 0.35 0.03 0.27 5.201000 n=40 Média 0.81 1.20 0.94 9.32d.p 0.43 0.04 0.30 5.17Posição do ponto de mudança k=300100 n=400 Média 0.80 1.20 1.00 9.13d.p 0.11 0.01 0.10 1.321000 n=400 Média 0.80 1.20 0.99 9.08d.p 0.13 0.01 0.10 1.50Posição do ponto de mudança k=750100 n=1000 Média 0.80 1.20 1.00 8.89d.p 0.09 0.01 0.06 0.851000 n=1000 Média 0.80 1.20 1.00 9.08d.p 0.08 0.01 0.06 0.95



52 3. Modelos de Regressão Linear Mistura de Esala Normal om Ponto de Mudançana posição 20. Além disso, valores próximos da posição 20 apresentam também frequêniasde oorrênia altas. Dessa forma, isto leva a onluir que a metodologia proposta onseguedeterminar adequadamente o ponto de mudança.Finalmente, seleionou-se de ada onjunto de amostras Monte Carlo, uma amostra onde oponto de mudança estimado se enontra na posição 20, e todos os valores SIC obtidos paraesta amostra são avaliados. A Figura 3.5 mostra que para todos os asos o menor valor do SICorresponde à posição 20. Desta forma, se garante a oerênia do ritério utilizado.
3) Otimização dos valores de νConsiderando as mesmas simulações Monte Carlo do item anterior, foram seleionadas asamostras onde a posição estimada do ponto de mudança é k = 20. Para estas amostras, os valoresde ν foram avaliados. Neste aso, foram desonsiderados valores extremos.A Figura 3.6 mostra que em média os valores otimizados de ν estão próximos dos valoresoriginais de simulação. Isto garante o bom desempenho do algoritmo na otimização dos valoresavaliados.
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c) Distribuição Slash
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d) Distribuição Normal Contaminada

Posição de mudança selecionada

F
re

q
u
ê
n
c
ia

0 10 20 30 40

0
5
0

1
0
0

1
5
0

2
0
0

2
5
0

Figura 3.4: Frequênias absolutas das posições dos pontos de mudança estimados nas amostrasMonte Carlo simuladas no modelo de regressão linear om mudança na variânia.
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Figura 3.5: Apliação do ritério SIC sobre uma amostra Monte Carlo simulada, onde o ponto demudança estimado é k = 20, no modelo de regressão linear om mudança na variânia.
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c) Distribuição Normal Contaminada (ν=0.2)
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Figura 3.6: Resultado de simulações sobre otimização do parâmetro ν das distribuições t deStudent, Slash e Normal Contaminada no modelo de regressão linear om mudança na variânia.



56 3. Modelos de Regressão Linear Mistura de Esala Normal om Ponto de Mudança3.7 Mudança nos Coe�ientes de Regressão e Variânia3.7.1 Espei�ação do ModeloO modelo geral (3.1) pode ser esrito de forma matriial omo:
Yi = x⊤

i β + ǫi (3.19)onde β=(β0, β1, ..., βp−1)
⊤ e xi=(1, x1i, ..., x1(p−1))

⊤. Ao onsiderar a existênia de mudança nosoe�ientes de regressão e a variânia a partir da posição k, temos que os erros ǫ1,...,ǫn são inde-pendentes e distribuídas omo:
ei ∼

{
MEN(0, σ2

1 , H), para i = 1, . . . , k,
MEN(0, σ2

2 , H), para i = k + 1, . . . , n,e também:
Yi ∼ MEN(x⊤

i β1, σ
2
1;H), para i = 1, . . . , k e

Yi ∼ MEN(x⊤
i β2, σ

2
2;H), para i = k + 1, . . . , n.

(3.20)Para esta estrutura de mudança o teste de hipótese a onsiderar é:
H0 : Yi = x⊤

i β + ǫi e σ2, i = 1, . . . , n,

H1 :

{
Yi = x⊤

i β1 + ǫi e σ2
1, i = 1, . . . , k,

Yi = x⊤
i β2 + ǫi e σ2

2, i = k + 1, . . . , n.

(3.21)Usando apropriadamente a expressão (3.5), as funções de log-verossimilhança para este modelonas situações de hipótese nula e hipótese alternativa apresentadas em (3.21) são, respetivamente:
ℓ0(β, σ

2) = −n
2
log 2π − n

2
log σ2 +

n∑

i=1

logKi, (3.22)para θ = (β1,β2, σ
2
1, σ

2
2), temos que

ℓk(θ) = −
n

2
log 2π − k

2
log σ2

1 −
(n− k)

2
log σ2

2 +
k∑

i=1

logK
(1)
i +

n∑

i=k+1

logK
(2)
i , (3.23)

onde di =





(yi−x⊤

i β)2

σ2 , em Ki,
(yi−x⊤

i β1
)2

σ2
1

, em K
(1)
i ,

(yi−x⊤

i β2
)2

σ2
2

, em K
(2)
i .As expressões (3.22) e (3.23) tornam-se importantes, pois serão utilizadas na apliação do ri-tério para determinação de ponto de mudança.Estas deverão ser avaliadas nas estimativas de má-xima verossimilhança dos parâmetros. Assim, será possível enontrar os valores ℓ0(θ̂) = ℓ0(β̂, σ̂2)e ℓk(θ̂) = ℓk(β̂1, β̂2, σ̂

2
1, σ̂

2
2) que ompõem o Critério de Informação Shwarz (SIC) utilizado omoparte da metodologia proposta.



3.7. Mudança nos Coe�ientes de Regressão e Variânia 573.7.2 Derivadas Pariais de ℓ(θ)Considerando os resultados apresentados para a expressão Ki e usando o resultado (3.6), o álulosneessários para a obtenção das derivadas pariais de primeira ordem de ℓ(θ)são:
∂ log σ2

1

∂β1

= 0,
∂ log σ2

1

∂β2

= 0,
∂ log σ2

1

∂σ2
2

= 0,

∂ log σ2
2

∂β1

= 0,
∂ log σ2
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∂σ2
1
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∂ log σ2
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σ2
1
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∂ log σ2
2

∂σ2
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σ2
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∂di
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−2 1

σ2
1

(yi − x⊤
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.Da mesma forma, alulando as segundas derivadas pariais de ℓ(θ) temos:
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i , para i = k + 1, . . . , n,Observe que as primeiras derivadas pariais orrepondem às funções esore para os parâmetros.Este onjunto de equações orresponde a um sistema não linear de equações, que adiionalmenteinlui os termos Ii(1/2) e Ii(3/2) que por (3.3) são expressões matemátias omplexas que inluemuma integral e que sempre dependem dos parâmetros θ presentes em di. Uma solução via métodosnumérios é possível.3.7.3 O Algoritmo EMUma araterístia deste algoritmo é a formulação a partir de uma representação hierárquia quepermite uma �exibilidade no tratamento das derivadas teórias. Assim, onsiderando o modelo



3.7. Mudança nos Coe�ientes de Regressão e Variânia 59de regressão linear de�nido em (3.10)-(3.11) e da Proposição 2.4.1 temos que:
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e Ui ∼ H(ui;ν), onde Yi e Ui são independentes para todo i = 1, . . . , n.No aso da hipótese nula, apresentada em (3.21), onsideram-se os vetores y = (y1, .., yn)
⊤,
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⊤ e θ = (β⊤, σ2)⊤ que denota o vetor de parâmetros do modelo.Para todo i = 1, . . . , n, temos que:
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para i = k + 1, . . . , n.Também neste aso y1, .., yn são independentes e a função de log-verossimilhança ompletaassoiada a yc = (y⊤,u⊤)⊤ é da forma:
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+ E[C|y,u],para o aso da hipótese alternativa, onde q(di) = E[κ−1(Ui)|yi, θ̂].Assim, para obter a esperança ondiional Q(θ|θ̂) é preiso alular q(di) para todos os valores

i = 1, . . . , n. Para as quatro distribuições da lasse de Mistura de Esala Normal estudadas nestadissertação, estes resultados estão apresentados em (2.10)-(2.13).Finalmente, a r-ésima iteração do algoritmo EM para a estimação de parâmetros deste modeloé desrito omo segue abaixoPasso E: Calular as esperanças ondiionais q(di)
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(r)), X1 é uma partição damatriz X que onsidera os k primeiras linhas, Y1 é uma partição do vetor Y que onsidera os kprimeiras observações, X2 é uma partição da matriz X que onsidera os n− k últimas linhas e Y2é uma partição do vetor Y que onsidera os n− k últimas observações.No �m de ada iteração, logo do passo M é realizado um proesso de otimização que onsiste emmaximizar a expressão ∑n
i=1 logKi que tem o objetivo de enontrar o melhor onjunto de valorespara ν que é um esalar ou um vetor de parâmetros da distribuição de U .3.7.4 Estudos de SimulaçãoNesta subseção, apresenta-se alguns resultados de diversas simulações realizadas para avaliaro desempenho do algoritmo EM e a metodologia proposta. Serão avaliadas as estimativas dosparâmetros, a apliação do ritério para determinação do ponto de mudança e a optimização dosvalores de ν. Todas as amostras simuladas são geradas desde o modelo de regressão om pontode mudança nos oe�ientes de regressão e variânia

yi = 0.8 + 1.2xi + ǫi, para i = 1, . . . , k,
yi = 2.0 + 1.5xi + ǫi, para i = k + 1, . . . , n,onsiderando σ2

1 = 1 para i = 1, . . . , k e σ2
2 = 9 para i = k + 1, . . . , n e xi ∼ U(0, 20) para

i = 1, . . . , n.
1) Estimativa dos parâmetrosForam on�guradas várias ombinações de valores de n e k, e para ada uma delas, simulaçõesMonte Carlo de 100 e 1000 amostras foram geradas. Os valores dos parâmetros estimados nasamostras geradas foram avaliados. Os erros aleatórios simulados seguem as seguintes distribuições:Normal, t de Student (ν = 2), Slash (ν = 4) e Normal Contaminada (ν = 0, 2, γ = 0.3). Osresultados das simulações Monte Carlo enontram-se nas Tabelas 3.10 - 3.13.Podemos observar nestas tabelas que os parâmetros são bem estimados em todas as ombina-ções avaliadas e para todas as estruturas de erros aleatórios onsideradas, Assim, o desempenhodo algoritmo EM na estimação dos parâmetros é e�iente.Nas amostras de tamanho pequeno, quando n = 40, os resultados das estimativas são tãoe�ientes quanto àquelas obtidas de amostras de tamanhos maiores. Esta observação torna-se



62 3. Modelos de Regressão Linear Mistura de Esala Normal om Ponto de Mudançaimportante, pois muitas das apliações são realizadas sobre amostras de tamanho pequeno, porexemplo, a apliação de Holbert (1982) é realizada sobre um onjunto de dados om 35 observações.
2) Determinação da posição do ponto de mudançaForam simuladas 250 amostras Monte Carlo, ada uma delas de tamanho n = 40, om oponto de mudança na posição k = 20 e onsiderando as espei�ações dadas no iníio destaseção. Para ada amostra gerada, a posição do ponto de mudança é determinada utilizando osritérios de avaliação do valor SIC desritos na Seção 3.4. Os erros aleatórios simulados seguemas seguintes distribuições: Normal, t de Student (ν = 4), Slash (ν = 2) e Normal Contaminada(ν = 0, 2, γ = 0.3).Da mesma forma que em Hofrihter (2007), o desempenho da metodologia de determinaçãodo ponto de mudança que utiliza o ritério SIC é realizado avaliando a distribuição de frequêniadas posições de ponto de mudança obtidas nas amostras Monte Carlo.A Figura 3.7 mostra que para todas as situações a frequênia maior de oorrênias se enontrana posição 20. Além disso, valores próximos da posição 20 apresentam também frequêniasde oorrênia altas. Isto leva a onluir que a metodologia proposta onsegue determinaradequadamente o ponto de mudança.Finalmente, seleionou-se de ada onjunto de amostras Monte Carlo, uma amostra onde oponto de mudança estimado se enontra na posição 20, e todos os valores SIC obtidos paraesta amostra são avaliados. A Figura 3.8 mostra que para todos os asos o menor valor do SICorresponde à posição 20. Desta forma, se garante a oerênia do ritério utilizado.
3) Otimização dos valores de νConsiderando as mesmas simulações Monte Carlo do item anterior, foram seleionadas asamostras onde a posição estimada do ponto de mudança é k = 20. Para estas amostras, os valoresde ν foram avaliados. Neste aso foram desonsiderados valores extremos.A Figura 3.9 mostra que em média os valores otimizados de ν estão próximos dos valoresoriginais de simulação. Isto garante o bom desempenho do algoritmo na optimização dos valoresavaliados.
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Tabela 3.10: Médias e desvios padrão (d.p) das estimativas dos parâmetros do modelo de regressãolinear om mudança nos oe�ientes de regressão e variânia Normal, onsiderando 100 e 1000amostras simuladas e diversos tamanhos de amostra (n) e posição do ponto de mudança (k).Nro. de Nro. de β10 β11 β20 β20 σ2

1 σ2
2Simulações asosPosição do ponto de mudança k=20100 n=40 Média 0.84 1.20 1.93 1.50 0.89 8.07d.p 0.45 0.04 1.46 0.13 0.27 2.681000 n=40 Média 0.78 1.20 2.01 1.50 0.90 8.17d.p 0.47 0.04 1.37 0.12 0.30 2.66Posição do ponto de mudança k=200100 n=400 Média 0.78 1.20 2.02 1.50 0.98 8.72d.p 0.14 0.01 0.41 0.04 0.11 0.901000 n=400 Média 0.80 1.20 1.95 1.50 0.99 8.94d.p 0.14 0.01 0.44 0.04 0.10 0.90Posição do ponto de mudança k=500100 n=1000 Média 0.81 1.20 1.96 1.50 0.99 8.91d.p 0.09 0.01 0.27 0.02 0.07 0.601000 n=1000 Média 0.80 1.20 2.00 1.50 0.99 8.96d.p 0.09 0.01 0.26 0.02 0.06 0.56Posição do ponto de mudança k=10100 n=40 Média 0.61 1.21 1.88 1.51 0.82 8.78d.p 0.68 0.06 1.05 0.09 0.41 2.591000 n=40 Média 0.80 1.20 1.98 1.50 0.80 8.46d.p 0.73 0.06 1.12 0.10 0.39 2.20Posição do ponto de mudança k=100100 n=400 Média 0.83 1.20 1.98 1.50 0.97 8.79d.p 0.21 0.02 0.36 0.03 0.13 0.741000 n=400 Média 0.80 1.20 2.02 1.50 0.97 8.97d.p 0.20 0.02 0.34 0.03 0.14 0.72Posição do ponto de mudança k=250100 n=1000 Média 0.79 1.20 1.99 1.50 1.00 8.95d.p 0.12 0.01 0.22 0.02 0.09 0.511000 n=1000 Média 0.79 1.20 2.00 1.50 0.99 8.97d.p 0.13 0.01 0.22 0.02 0.09 0.46Posição do ponto de mudança k=30100 n=40 Média 0.85 1.20 1.85 1.52 0.93 7.18d.p 0.35 0.03 2.11 0.19 0.26 3.921000 n=40 Média 0.82 1.20 2.01 1.49 0.94 7.29d.p 0.39 0.03 2.07 0.18 0.25 3.67Posição do ponto de mudança k=300100 n=400 Média 0.80 1.20 1.98 1.50 0.99 9.05d.p 0.12 0.01 0.62 0.05 0.08 1.331000 n=400 Média 0.80 1.20 1.99 1.50 0.99 8.81d.p 0.11 0.01 0.60 0.05 0.08 1.29Posição do ponto de mudança k=750100 n=1000 Média 0.80 1.20 1.93 1.50 0.98 9.01d.p 0.07 0.01 0.42 0.03 0.05 0.831000 n=1000 Média 0.80 1.20 2.02 1.50 1.00 8.90d.p 0.07 0.01 0.39 0.03 0.05 0.78



64 3. Modelos de Regressão Linear Mistura de Esala Normal om Ponto de MudançaTabela 3.11: Médias e desvios padrão (d.p) das estimativas dos parâmetros do modelo de regressãolinear om mudança nos oe�ientes de regressão e variânia t de Student (ν = 2), onsiderando100 e 1000 amostras simuladas e diversos tamanhos de amostra (n) e posição do ponto de mudança(k). Nro. de Nro. de β10 β11 β20 β20 σ2
1 σ2

2Simulações asosPosição do ponto de mudança k=20100 n=40 Média 0.82 1.20 2.31 1.46 0.93 8.67d.p 0.56 0.05 2.16 0.20 0.43 4.451000 n=40 Média 0.79 1.20 2.00 1.50 0.94 8.54d.p 0.65 0.06 2.01 0.17 0.53 4.73Posição do ponto de mudança k=200100 n=400 Média 0.81 1.20 2.03 1.50 0.98 9.17d.p 0.19 0.02 0.59 0.05 0.16 1.691000 n=400 Média 0.79 1.20 2.02 1.50 0.99 9.04d.p 0.19 0.02 0.58 0.05 0.16 1.47Posição do ponto de mudança k=500100 n=1000 Média 0.79 1.20 2.00 1.50 1.01 9.20d.p 0.11 0.01 0.30 0.03 0.10 0.891000 n=1000 Média 0.80 1.20 2.00 1.50 1.00 8.97d.p 0.11 0.01 0.35 0.03 0.10 0.90Posição do ponto de mudança k=10100 n=40 Média 0.81 1.20 2.19 1.48 0.73 8.57d.p 0.88 0.07 1.66 0.15 0.49 3.601000 n=40 Média 0.80 1.20 1.99 1.50 0.90 8.61d.p 1.08 0.10 1.58 0.14 0.83 3.65Posição do ponto de mudança k=100100 n=400 Média 0.78 1.20 1.93 1.51 0.97 8.75d.p 0.31 0.03 0.44 0.04 0.22 1.061000 n=400 Média 0.80 1.20 1.99 1.50 1.00 8.97d.p 0.26 0.02 0.46 0.04 0.23 1.22Posição do ponto de mudança k=250100 n=1000 Média 0.77 1.20 2.01 1.50 1.00 8.89d.p 0.14 0.01 0.32 0.03 0.16 0.721000 n=1000 Média 0.80 1.20 1.99 1.50 1.01 9.00d.p 0.16 0.01 0.27 0.02 0.14 0.75Posição do ponto de mudança k=30100 n=40 Média 0.81 1.20 1.74 1.52 1.02 8.84d.p 0.48 0.04 2.82 0.25 0.44 8.961000 n=40 Média 0.76 1.20 2.00 1.50 0.99 8.30d.p 0.49 0.04 3.26 0.30 0.45 8.05Posição do ponto de mudança k=300100 n=400 Média 0.82 1.20 2.00 1.50 0.99 9.00d.p 0.16 0.01 0.79 0.07 0.13 2.141000 n=400 Média 0.79 1.20 1.98 1.50 1.00 8.99d.p 0.15 0.01 0.78 0.07 0.13 2.15Posição do ponto de mudança k=750100 n=1000 Média 0.81 1.20 2.07 1.49 1.00 9.17d.p 0.10 0.01 0.47 0.04 0.08 1.331000 n=1000 Média 0.80 1.20 2.00 1.50 1.00 8.93d.p 0.10 0.01 0.49 0.04 0.08 1.26
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Tabela 3.12: Médias e desvios padrão (d.p) das estimativas dos parâmetros do modelo de regressãolinear om mudança nos oe�ientes de regressão e variânia Slash (ν = 4), onsiderando 100 e1000 amostras simuladas e diversos tamanhos de amostra (n) e posição do ponto de mudança (k).Nro. de Nro. de β10 β11 β20 β20 σ2

1 σ2
2Simulações asosPosição do ponto de mudança k=20100 n=40 Média 0.77 1.20 2.05 1.50 0.85 8.75d.p 0.53 0.04 1.68 0.14 0.30 3.491000 n=40 Média 0.78 1.20 2.07 1.49 0.90 8.27d.p 0.50 0.04 1.58 0.14 0.32 2.86Posição do ponto de mudança k=200100 n=400 Média 0.79 1.20 1.92 1.51 0.99 8.91d.p 0.15 0.01 0.48 0.04 0.12 1.131000 n=400 Média 0.80 1.20 1.98 1.50 0.99 8.90d.p 0.16 0.01 0.49 0.04 0.10 0.94Posição do ponto de mudança k=500100 n=1000 Média 0.79 1.20 2.06 1.50 0.99 9.04d.p 0.11 0.01 0.31 0.03 0.06 0.641000 n=1000 Média 0.80 1.20 2.01 1.50 1.00 8.98d.p 0.10 0.01 0.31 0.03 0.07 0.60Posição do ponto de mudança k=10100 n=40 Média 0.78 1.20 1.97 1.50 0.84 8.81d.p 0.67 0.06 1.32 0.11 0.44 2.551000 n=40 Média 0.84 1.20 1.98 1.50 0.82 8.50d.p 0.84 0.07 1.22 0.11 0.43 2.37Posição do ponto de mudança k=100100 n=400 Média 0.80 1.20 1.99 1.50 0.98 8.92d.p 0.20 0.02 0.40 0.04 0.16 0.831000 n=400 Média 0.80 1.20 1.99 1.50 0.99 8.94d.p 0.24 0.02 0.40 0.03 0.15 0.78Posição do ponto de mudança k=250100 n=1000 Média 0.81 1.20 2.01 1.50 1.00 9.02d.p 0.16 0.01 0.23 0.02 0.09 0.511000 n=1000 Média 0.79 1.20 2.01 1.50 0.99 9.00d.p 0.14 0.01 0.25 0.02 0.10 0.47Posição do ponto de mudança k=30100 n=40 Média 0.81 1.20 2.29 1.46 0.94 7.63d.p 0.45 0.04 2.55 0.23 0.26 3.961000 n=40 Média 0.79 1.20 1.95 1.50 0.95 7.59d.p 0.42 0.04 2.35 0.21 0.27 4.00Posição do ponto de mudança k=300100 n=400 Média 0.79 1.20 2.06 1.50 1.00 8.99d.p 0.13 0.01 0.75 0.07 0.08 1.411000 n=400 Média 0.81 1.20 1.96 1.50 1.00 8.86d.p 0.13 0.01 0.72 0.06 0.08 1.33Posição do ponto de mudança k=750100 n=1000 Média 0.80 1.20 1.99 1.50 1.00 8.92d.p 0.08 0.01 0.42 0.03 0.06 0.831000 n=1000 Média 0.80 1.20 2.00 1.50 1.00 8.98d.p 0.09 0.01 0.43 0.04 0.06 0.84



66 3. Modelos de Regressão Linear Mistura de Esala Normal om Ponto de MudançaTabela 3.13: Médias e desvios padrão (d.p) das estimativas dos parâmetros do modelo de regressãolinear om mudança nos oe�ientes de regressão e variânia Normal Contaminada (ν = 0.2, γ =
0.3), onsiderando 100 e 1000 amostras simuladas e diversos tamanhos de amostra (n) e posiçãodo ponto de mudança (k).Nro. de Nro. de β10 β11 β20 β20 σ2

1 σ2
2Simulações asosPosição do ponto de mudança k=20100 n=40 Média 0.80 1.20 1.82 1.52 0.89 8.03d.p 0.58 0.05 1.95 0.16 0.35 3.521000 n=40 Média 0.80 1.20 2.00 1.50 0.93 8.43d.p 0.55 0.05 1.64 0.14 0.37 3.28Posição do ponto de mudança k=200100 n=400 Média 0.80 1.20 1.96 1.50 1.00 8.80d.p 0.17 0.01 0.45 0.04 0.13 1.011000 n=400 Média 0.80 1.20 2.03 1.50 1.00 8.92d.p 0.17 0.01 0.49 0.04 0.12 1.05Posição do ponto de mudança k=500100 n=1000 Média 0.79 1.20 1.95 1.50 0.99 9.07d.p 0.09 0.01 0.31 0.03 0.08 0.641000 n=1000 Média 0.80 1.20 2.00 1.50 1.00 8.98d.p 0.10 0.01 0.32 0.03 0.08 0.66Posição do ponto de mudança k=10100 n=40 Média 0.77 1.20 2.14 1.49 0.78 8.14d.p 0.81 0.08 1.20 0.11 0.40 2.381000 n=40 Média 0.79 1.20 1.96 1.50 0.83 8.56d.p 0.82 0.07 1.34 0.12 0.48 2.69Posição do ponto de mudança k=100100 n=400 Média 0.80 1.20 2.01 1.50 0.95 8.89d.p 0.22 0.02 0.43 0.04 0.14 0.831000 n=400 Média 0.79 1.20 1.99 1.50 0.98 8.90d.p 0.23 0.02 0.40 0.04 0.16 0.86Posição do ponto de mudança k=250100 n=1000 Média 0.81 1.20 2.02 1.50 0.99 8.97d.p 0.13 0.01 0.25 0.02 0.10 0.571000 n=1000 Média 0.81 1.20 2.00 1.50 1.00 8.97d.p 0.15 0.01 0.26 0.02 0.10 0.53Posição do ponto de mudança k=30100 n=40 Média 0.84 1.20 2.12 1.48 0.93 6.81d.p 0.36 0.03 2.90 0.24 0.30 4.031000 n=40 Média 0.81 1.20 2.07 1.49 0.96 7.72d.p 0.44 0.04 2.51 0.22 0.29 4.44Posição do ponto de mudança k=300100 n=400 Média 0.79 1.20 1.92 1.51 1.00 8.86d.p 0.12 0.01 0.72 0.06 0.09 1.551000 n=400 Média 0.79 1.20 1.99 1.50 0.99 8.90d.p 0.13 0.01 0.71 0.06 0.09 1.56Posição do ponto de mudança k=750100 n=1000 Média 0.80 1.20 2.05 1.50 1.00 8.98d.p 0.08 0.01 0.41 0.04 0.06 1.091000 n=1000 Média 0.80 1.20 2.02 1.50 1.00 8.90d.p 0.08 0.01 0.44 0.04 0.06 0.94
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c) Distribuição Slash
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d) Distribuição Normal Contaminada
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Figura 3.7: Frequênias absolutas das posições dos pontos de mudança estimados nas amostrasMonte Carlo simuladas no modelo de regressão linear om mudança nos oe�ientes de regressãoe variânia.
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d) Distribuição Normal Contaminada
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Figura 3.8: Apliação do ritério SIC sobre uma amostra Monte Carlo simulada, onde o pontode mudança estimado é k = 20, no modelo de regressão linear om mudança nos oe�ientes deregressão e variânia.
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d) Distribuição Normal Contaminada (γ=0.3)
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Figura 3.9: Resultado de simulações sobre otimização do parâmetro ν das distribuições t deStudent, Slash e Normal Contaminada no modelo de regressão linear om mudança nos oe�ientesde regressão e variânia.
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Capítulo 4Diagnóstio de In�uênia em modelos deregressão MEN om ponto de mudança
O método para avaliação de in�uênia loal para pequenas perturbações de um modelo esta-tístio proposto por Cook (1986) e a generalização deste para apliação om dados inompletosproposto por Zhu & Lee (2001) têm sendo apliados om muito suesso em diversas áreas daEstatístia, veja, por exemplo, Lahos (2002), Lahos et al. (2011) e Zeller (2009).Neste apítulo, o método de in�uênia loal é estudado para os três modelos de regressãolinear Mistura de Esala Normal om ponto de mudança apresentados no apítulo anterior. Trêsesquemas de perturbação serão apresentados.(1) Perturbação por ponderação de asos, para detetar observações om in�uênia no proessode estimação. Este esquema é equivalente a uma medida de in�uênia por eliminação deasos (Osorio, 2006);(2) Perturbação nas variáveis expliativas, para detetar possíveis maus ondiionamentos entrealgumas olunas da matriz X;(3) Perturbação na variável resposta, para detetar observações om in�uênia sobre seus própriosvalores previstos.4.1 Diagnóstio de In�uêniaUm modelo estatístio proura sempre representar o fen�meno estudado da forma mais adequada.Desta forma, uma avaliação da estabilidade do modelo postulado deve ser realizado. Assim, umonjunto de ténias estatístias que identi�quem e avaliem observações que alterem substanial-mente os resultados obtidos dentro do onjunto de dados analisado deve ser onsiderado dentro doproesso de modelagem estatístia. Estes são os denominados métodos de diagnóstio de in�uênia.71



72 4. Diagnóstio de In�uênia em modelos de regressão MEN om ponto de mudançaExistem dois métodos desenvolvidos para a realização do diagnóstio de in�uênia: o métodode in�uênia global, que permite identi�ar dados in�uentes mediante a eliminação de asos(Cook & Weisberg, 1982) e o método de in�uênia loal, que permite avaliar a in�uênia quandopequenas perturbações no modelo estatístio ou nos dados usando uma medida de in�uêniaapropriada baseada no afastamento da verossimilhança (Cook, 1986).Consideram-se dados in�uentes aqueles que ontrolam aspetos da análise estatístia e pro-duzem alterações relevantes nos resultados da análise quando a mesma for exluída (no aso dain�uênia global) ou submetida a uma pequena perturbação (no aso da in�uênia loal). Final-mente, uma investigação ompleta de observações in�uentes é possível somente depois de que elastenham sido identi�adas.4.2 In�uênia LoalZhu & Lee (2001) propõem um método de avaliação de in�uênia loal para dados inompletosbaseado no proedimento proposto por Cook (1986). Esta proposta utiliza a esperança ondiionalda função de log-verossimilhança dos dados ompletos obtidos para a implementação do algoritomoEM no lugar da função de log-verossimilhança dos dados observados. Os resultados analítiosapresentados são muito similares aos obtidos pelo proedimento lássio de in�uênia loal epermite avaliações de modelos mais omplexos, para os quais a função de log-verossimilhançaapresenta um tratamento algébraio omplexo omo é o aso dos modelos de regressão linearMistura de Esala Normal om ponto de mudança. O método proposto por Zhu & Lee (2001) édesrito a seguir.Considerando um vetor de perturbações ω = (ω1, ω1, ..., ωg)
⊤ variando na região aberta

Ω ∈ R
g. Seja ℓc(θ,ω|Yc) a função de log-verossimilhança dos dados ompletos para o modeloperturbado. Assumindo que existe um ω0, tal que ℓc(θ,ω0|Yc) = ℓc(θ|Yc) para todo θ.Considerando os resultados do algoritmo EM, propõe-se a função Q-afastamento

fQ(ω) = 2[Q(θ̂|θ̂)−Q(θ̂(ω)|θ̂)],onde θ̂(ω) é a estimativa de θ que maximiza Q(θ,ω|θ̂) = E{ℓc(θ,ω|Yo, θ̂)}.A função fQ(ω) pode ser vista omo uma medida de diferença entre θ̂ e θ̂(ω) que é maior ouigual a zero e alança seu mínimo global em ω0. Quando nenhuma perturbação é introduzida
θ̂(ω0) é igual a estimativa de máxima verossimilhança θ̂.Segundo Cook (1986) e Zhu & Lee (2001), o grá�o de in�uênia é de�nido omo α(ω) =
(ω⊤, fQ(ω))⊤ e adiionalmente a urvatura normal CfQ,d de α(ω) em ω0 na direção do vetorunitário d pode ser usado para resumir o omportamento loal de fQ(ω). Esta é de�nida omo

CfQ,d = −2d⊤Q̈ω0
d e − Q̈ω0

= ∆⊤
ω0

[
−Q̈θ(θ̂)

]−1

∆ω0
, (4.1)



4.3. In�uênia Loal em MRL-MEN-PM nos Coe�ientes de Regressão 73onde Q̈θ(θ̂) =
∂2Q(θ|θ̂)
∂θ∂θ⊤

∣∣∣∣
θ=

ˆθ
e ∆ω =

∂2Q(θ,ω|θ̂)
∂θ∂ω⊤

∣∣∣∣
θ=

ˆθ(ω)

.A urvatura normal baseada em fQ(ω) pode ser entendida omo uma generalização da urvaturanormal proposta por Cook (1986) e também a expressão −Q̈ω0
torna-se fundamental para a deteçãode observações loalmente in�uentes. Por outro lado, Poon & Poon (1999) propõem um método dein�uênia loal baseado na urvatura normal onformalizada, que é uma medida padronizada daurvatura normal utilizada por Cook (1986). Logo, om base em (4.1), Zhu & Lee (2001) propõema urvatura normal onformalizada BfQ,d em ω0 na direção do vetor unitário d e apresentam suaspropriedades teórias. Esta é de�nida omo

BfQ,d =
−2d⊤Q̈ω0

dtr(−2Q̈ω0
)
. (4.2)A avaliação de asos in�uentes é baseada na inspeção visual do grá�o de M(0)l para l = 1, ..., gversus o índie l. A obtenção de M(0)l é realizada a partir de BfQ,dl

= −2d⊤
l Q̈ω0

dl/tr[−2Q̈ω0
]onde dl é um vetor de perturbação básia, tal que a l-ésima entrada é igual a 1 e as restantesiguais a 0.Existem algumas alternativas para determinar os valores de referênia ("benhmark") utili-zados para avaliar se uma observação do onjunto de dados é potenialmente in�uente. Lee &Xu (2004) propõem o uso do valor M(0) + c∗SM(0) omo o valor de referênia, onde M(0) e

SM(0) são, respetivamente, a média e desvio padrão dos valores M(0)l, para l = 1, ..., g e c∗ éuma onstante positiva arbitrária.Zhang & King (2005) e Zevallos et al. (2012) enontram o valor de referênia usando simulaçõesMonte Carlo. Assim, neste trabalho, são geradas s amostras simuladas om a mesma estruturado modelo postulado. Para ada m-ésima amostra simulada, m = 1, ..., s, enontra-se o valor
2×M(0)m seguindo a sugestão de Verbeke &Molenberghs (1997), e �nalmente o valor de referêniaé determinado pelo perentil 95 destes s valores.4.3 In�uênia Loal em MRL-MEN-PM nos Coe�ientes deRegressão4.3.1 Matriz HessianaConsiderando os resultados apresentados na Subseção 3.5.3, temos que

Q(θ|θ̂) = C − n

2
log σ2 − 1

2

[
k∑

i=1

{
q(di)

(yi − x⊤
i β1)

2

σ2

}
+

n∑

i=k+1

{
q(di)

(yi − x⊤
i β2)

2

σ2

}]
,
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1 ,β

⊤
2 , σ

2)⊤ e q(di) = E[κ−1(Ui)|yi, θ̂]. Logo, os elementos da matriz hessiana Q̈θ(θ̂)são
∂2Q(θ|θ̂)
∂β1∂β

⊤
1

= − 1

σ2

k∑

i=1

{
q(di)xix

⊤
i

},
∂2Q(θ|θ̂)
∂β2∂β

⊤
2

= − 1

σ2

n∑

i=k+1

{
q(di)xix

⊤
i

},
∂2Q(θ|θ̂)
∂σ2∂σ2

=
n

2σ4
− 1

σ6

[
k∑

i=1

{
q(di)(yi − x⊤

i β1)
2
}
+

n∑

i=k+1

{
q(di)(yi − x⊤

i β2)
2
}
],

∂2Q(θ|θ̂)
∂β1∂β

⊤
2

= 0,
∂2Q(θ|θ̂)
∂β1∂σ

2
= − 1

σ4

k∑

i=1

{
q(di)(yi − x⊤

i β1)xi

},
∂2Q(θ|θ̂)
∂β2∂σ

2
= − 1

σ4

n∑

i=k+1

{
q(di)(yi − x⊤

i β2)xi

}.om di =
(yi − xi

⊤β1)
2

σ2
para i = 1, . . . , k e di =

(yi − xi
⊤β2)

2

σ2
para i = k + 1, . . . , n.A obtenção dos valores q(di), i = 1, . . . , n, para as quatro distribuições da lasse de Mistura deEsala Normal estudadas nesta dissertação, estão apresentados em (2.10)-(2.13).4.3.2 Esquemas de PerturbaçãoConsiderando os três esquemas de perturbação estudados nesta dissertação, nesta subseção sãoapresentadas as matrizes ∆ω neessárias para a avaliação da in�uênia loal. Para ada um dosesquemas de perturbação a matriz ∆ω0

pode ser partiionada omo
∆ω0

= (∆⊤

β
1

,∆⊤

β
2

,∆⊤
σ2)⊤,onde ∆β

1

= ∂2Q(θ,ω|
ˆθ)

∂β
1
∂ω⊤

∣∣∣∣
ω0

∈ R
p×g, ∆β

2

= ∂2Q(θ,ω|
ˆθ)

∂β
2
∂ω⊤

∣∣∣∣
ω0

∈ R
p×g, e ∆σ2 = ∂2Q(θ,ω|

ˆθ)

∂σ2∂ω⊤

∣∣∣∣
ω0

∈ R
1×g,

g é a dimensão do vetor de perturbação ω, p e n o número de linhas e olunas da matriz X,respetivamente.
1) Ponderação de asosAtribuindo uma ponderação arbitrária para o valor esperado da função log-verossimilhança dosdados ompletos, a função Q perturbada, é possível apturar distorções em direções gerais, a qualé representada por

Q(θ,ω|θ̂) =
n∑

i=1

Qi(θ, ωi|θ̂) =
n∑

i=1

ωiQi(θ|θ̂),
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−1
2
[log σ2 + q(di)

(yi − xi
⊤β1)

2

σ2
], para i = 1, . . . , k,

−1
2
[log σ2 + q(di)

(yi − xi
⊤β2)

2

σ2
], para i = k + 1, . . . , n.Neste aso, o modelo não perturbado é obtido quando ω0 = (1, ..., 1)⊤. Considerando o modeloom ponto de mudança na posição k, este esquema de perturbação pode ser reduzido a dois asosespeiais

• Q(θ,ω|θ̂) =
∑k

i=1 ωiQi(θ|θ̂) +
∑n

i=k+1Qi(θ|θ̂) e
• Q(θ,ω|θ̂) =

∑k
i=1Qi(θ|θ̂) +

∑n
i=k+1 ωiQi(θ|θ̂).Logo, as derivadas neessárias para a obtenção de ∆ω e que deverão ser avaliadas em ω0 são

∂2Qi(θ, ωi|θ̂)
∂β1∂ωi

=

{
1

σ2
q(di)(yi − x⊤

i β1)x
⊤
i , para i = 1, . . . , k,

0 , para i = k + 1, . . . , n,

∂2Qi(θ, ωi|θ̂)
∂β2∂ωi

=

{
0 , para i = 1, . . . , k,

1

σ2
q(di)(yi − x⊤

i β2)x
⊤
i , para i = k + 1, . . . , n,

∂2Qi(θ, ωi|θ̂)
∂σ2∂ωi

=




− 1

2σ2
+

1

2σ4
q(di)(yi − x⊤

i β1)
2 , para i = 1, . . . , k,

− 1

2σ2
+

1

2σ4
q(di)(yi − x⊤

i β2)
2 , para i = k + 1, . . . , n.

2) Perturbação nas variáveis expliativasO interesse é perturbar uma variável expliativa ontínua espeí�a xs, s = 1, ..., p. Um esquemade perturbação aditivo é obtido fazendo xwis = xi + wiSxs
1s, para i = 1, . . . , n e onde Sxs

é umfator de esala que pode ser o desvio padrão de xs e 1s é um vetor om 1 na posição s e 0 nasoutras posições. Considerando o modelo om ponto de mudança na posição k dois asos espeiaisdeste esquema de perturbação são de interesse
• xwis = xi + wiSxs

1s, para i = 1, . . . , k e
• xwis = xi + wiSxs

1s, para i = k + 1, . . . , n.Neste esquema, a função Q perturbada é dada por
Q(θ,ω|θ̂) =

n∑

i=1

Qi(θ, ωi|θ̂),onde Qi(θ,ωi|θ̂) =




−1
2
[log σ2 + q(di)

(yi − x⊤
wis

β1)
2

σ2
], para i = 1, . . . , k,

−1
2
[log σ2 + q(di)

(yi − x⊤
wis

β2)
2

σ2
], para i = k + 1, . . . , n.e o modelo não perturbado é obtido quando ω0 = (0, ..., 0)⊤Logo, as derivadas neessárias para a obtenção de ∆ω e que deverão ser avaliadas em ω0 são

∂2Qi(θ,ω|θ̂)
∂β1∂ωi

=

{
Sxs

σ2
q(di)(yi − 2x⊤

wis
β1))1

⊤
s , para i = 1, . . . , k,

0 , para i = k + 1, . . . , n,
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∂2Qi(θ,ω|θ̂)

∂β2∂ωi
=

{
0 , para i = 1, . . . , k,

Sxs

σ2
q(di)(yi − 2x⊤

wis
β2))1

⊤
s , para i = k + 1, . . . , n,

∂2Qi(θ,ω|θ̂)
∂σ2∂ωi

=




−Sxs

σ4
q(di)(yi − x⊤

wis
β1)β

⊤
1 1s , para i = 1, . . . , k,

−Sxs

σ4
q(di)(yi − x⊤

wis
β2)β

⊤
2 1s , para i = k + 1, . . . , n.

3) Ponderação na variável respostaO interesse é perturbar a variável resposta yi, i = 1, ..., n. Um esquema de perturbação é obtidofazendo ywi
= yi + wiSy, para i = 1, . . . , n, onde Sy é um fator de esala que pode ser o desviopadrão de y. Considerando o modelo om ponto de mudança na posição k dois asos espeiaisdeste esquema de perturbação são de interesse:

• ywi
= yi + wiSy, para i = 1, . . . , k e

• ywi
= yi + wiSy, para i = k + 1, . . . , n.Neste esquema, a função Q perturbada é dada por

Q(θ,ω|θ̂) =
n∑

i=1

Qi(θ, ωi|θ̂),onde Qi(θ,ωi|θ̂) =




−1
2
[log σ2 + q(di)
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− xi

⊤β1)
2

σ2
], para i = 1, . . . , k,

−1
2
[log σ2 + q(di)

(ywi
− xi

⊤β2)
2

σ2
], para i = k + 1, . . . , n.e o modelo não perturbado é obtido quando ω0 = (0, ..., 0)⊤.Logo, as derivadas neessárias para a obtenção de ∆ω e que deverão ser avaliadas em ω0 são

∂2Qi(θ,ω|θ̂)
∂β1∂ωi

=

{
Sy

σ2
q(di)x

⊤
i , para i = 1, . . . , k,

0 , para i = k + 1, . . . , n,

∂2Qi(θ,ω|θ̂)
∂β2∂ωi

=

{
0 , para i = 1, . . . , k,
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q(di)x

⊤
i , para i = k + 1, . . . , n,

∂2Qi(θ,ω|θ̂)
∂σ2∂ωi

=
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σ4
q(di)(ywi

− x⊤
i β1) , para i = 1, . . . , k,

Sy

σ4
q(di)(ywi

− x⊤
i β2) , para i = k + 1, . . . , n.4.3.3 Estudos de SimulaçãoNesta subseção, apresenta-se alguns resultados de diversas simulações realizadas para avaliar odesempenho dos métodos de in�uênia propostos e baseados em Zeller (2009). No primeiro estudode simulação avalia-se a in�uênia de "outliers"no método de estimação de θ. O segundo estudode simulação avalia a apaidade da metodologia de deteção de dados atípios e a sensibilidadedas estimativas de máxima verossimilhança às observações extremas sob as diferentes distribuiçõesde Mistura de Esala Normal estudadas nesta dissertação. Serão onsiderados para este estudo os



4.3. In�uênia Loal em MRL-MEN-PM nos Coe�ientes de Regressão 77esquemas de ponderação de asos, perturbação na variável expliativa e perturbação de variávelresposta e as duas alternativas para determinação dos valores de referênia ("benhmark")desritas na Seção 4.2. Todas as amostras simuladas são geradas desde o modelo de regressãoom ponto de mudança nos oe�ientes de regressão
yi = 2 + 5xi + ǫi, para i = 1, . . . , k,
yi = 4 + 10xi + ǫi, para i = k + 1, . . . , n,onsiderando σ2 = 1 e xi ∼ U(0, 1) para i = 1, . . . , n.

1) In�uênia de "outliers"no método de estimaçãoSeguindo o proedimento sugerido por Pinheiro et al. (2001), a �exibilidade dos modelosde regressão Mistura de Esala Normal om ponto de mudança na observação k é estudadaonsiderando duas situações. A primeira situação onsidera a in�uênia de uma únia observaçãoaberrante situada antes da observação k na estimativa de máxima verossimilhança de θ, e asegunda situação onsidera duas observações aberrantes, uma antes do ponto k e a outra depoisdo ponto k na estimativa de máxima verossimilhança de θ.Sem perda de generalidade, é simulado um onjunto de dados de tamanho n = 40 om umponto de mudança na observação k = 20 a partir do modelo de regressão om ponto de mudançanos oe�ientes de regressão, proposto no iníio desta subseção, e onsiderando uma distribuiçãot de Student om ν = 3. Para esta amostra se ajustam modelos de regressão Mistura de EsalaNormal onsiderando as distribuições Normal, t de Student, Slash e Normal Contaminada.Considerando que ℑ é um valor de ontaminação, temos que uma observação i ontaminadaé obtida omo yi(ℑ) = yi + ℑ. Assim, na primeira situação ontaminamos a observação 10 e nasegunda situação ontaminamos simultaneamente as observações 10 e 30. Para valores ℑ entre-10 e 10 avaliam-se as mudanças relativas dos parâmetros do modelo, isto é, o perentual demudança dos parâmetros para os diferentes valores de ℑ. Nas Figuras 4.1 e 4.2 se apresentamos resultados das mudanças relativas das estimativas dos parâmetros do modelo proposto sobdistribuição Normal, t de Student, Slash e Normal ontaminada para os diferentes valores deontaminação ℑ onsiderados, para a simulação nas duas situações avaliadas.O perentual de mudança é obtido omo 100 × ((θ̂i(ℑ) − θ̂i)/θ̂i) onde θ̂i denota a estimativaoriginal do i-ésimo parâmetro do modelo onsiderado e θ̂i(ℑ) denota a estimativa do i-ésimoparâmetro onsiderando a ontaminação om o valor ℑ.Observa-se que em ambas situações as estimativas que onsideram audas mais pesadas (tde Student, Slash e Normal Contaminada) são menos afetadas pelas variações dos valores deontaminação ℑ em relação a modelo que onsidera a distribuição Normal. Por outro lado, naprimeira situação a estimativa dos parâmetros β02 e β12 não é afetada pela presença da observaçãoaberrante na posição 10, isto porque na estimação destes parâmetros somente são onsiderados
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NCFigura 4.1: Mudanças relativas nas estimativas dos parâmetros do modelo de regressão linear Mis-tura de Esala normal om ponto de mudança nos oe�ientes de regressão onsiderando distribui-ções Normal, t de Student, Slash e Normal Contaminada para diferentes valores de ontaminação
ℑ na observação 10.os dados nas posições aima de k = 20, já na segunda situação onsiderada a estimativa destesparâmetros apresentam variação devido à presença da observação aberrante 30. Finalmente,quando o modelo onsidera a distribuição Normal, a variânia σ2 apresenta maior variação amedida que existam mais dados aberrantes.

2) Esquemas de perturbações
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NCFigura 4.2: Mudanças relativas nas estimativas dos parâmetros do modelo de regressão linear Mis-tura de Esala normal om ponto de mudança nos oe�ientes de regressão onsiderando distribui-ções Normal, t de Student, Slash e Normal Contaminada para diferentes valores de ontaminação
ℑ nas observações 10 e 30.Seguindo a sugestão de Ortega et al. (2003), a perturbação da amostra simulada se realizaonsiderando xmax1

← xmax1
+ cte× (x⊤

1 x1)
1/2 e xmax2

← xmax2
+ cte× (x⊤

2 x2)
1/2 simultaneamente,onde x1 = (x1, ..., xk)

⊤, x2 = (xk+1, ..., xn)
⊤, xmax1

e xmax2
são os valores máximos dos vetores x1e x2 respetivamente e cte é uma onstante positiva.Adiionalmente, sabendo que p1 e p2 são as posições das observações xmax1

e xmax2
respeti-vamente, onsidera-se uma segunda situação onde a variável resposta é perturbada nas posições
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p1 e p2 por yp1 ← yp1 + cte × (y⊤

1 y1)
1/2 e yp2 ← yp2 + cte × (y⊤

2 y2)
1/2 simultaneamente, onde

y1 = (y1, ..., xk)
⊤ e y2 = (yk+1, ..., yn)

⊤.Primeiramente, são simuladas 400 amostras de tamanho n = 40 om um ponto de mudançana observação k = 20 a partir do modelo de regressão om ponto de mudança nos oe�ientes deregressão, proposto no iníio desta subseção. As primeiras 100 amostras sob distribuição Normal,as seguintes 100 sob distribuição t de Student om ν = 3, as seguintes 100 sob distribuição Slashom ν = 2 e �nalmente as últimas 100 amostras sob distribuição Normal Contaminada om
(ν = 0.3, γ = 0.1).Cada uma destas amostras simuladas é perturbada de aordo as duas situações (perturbaçãona variável expliativa e perturbação na variável resposta), desritas nos parágrafos anteriores,onsiderando cte = 0.1 e avalia-se a apliação da metodologia de diagnóstio de in�uênia paraos esquemas de perturbação estudados. Em todas as situações, utilizamos os dois valores dereferênia ("benhmark") desritos na Seção 4.2. Para a proposta de Lee & Xu (2004), onsidera-se c∗ = 3 e para a obtenção do valor de referênia via simulações Monte Carlo, onsidera-se
s = 1000. Adiionalmente, para ada esquema de perturbação avalia-se o aso geral que alulaum únio valor de referênia para i = 1, . . . , n e o aso espeial apresentado quando a mudançana posição k é onheida que determina doia valores de referênia, a primera onsiderando as ob-servações até o ponto de mudança e a segunda onsiderando as observações após ponto de mudança.A Tabela 4.1 mostra o resultado obtidos para os diversos aspetos avaliados na apliação dametodologia de diagóstio de in�uênia. Primeiramente, a maior frequênia observada quando seonsidera distribuição Normal mostra a sensibilidade das estimativas de máxima verossimilhançados parâmetros na presença de dados atípios neste aso enquanto que o uso de distribuiçõesom audas pesadas apresenta maior �exibilidade pois as frequênias são menores em todos osasos. Por outro lado, ao observar as frequênias onsiderando a distribuição Normal que o valorde referênia obtido via simulações Monte Carlo é menos restrito que a proposta de Lee & Xu(2004), no sentido que este india maior quantidade de observações omo in�uentes e �nalmente,o esquema espeial quando a mudança no posição k é onheida apresenta maior frequênia dedeteção de observações in�uentes. O valor de referênia proposto por Lee & Xu (2004) pareeser uma alternativa omputaional apropriada devido ao tempo omputaional, assim adotaremosesta mara de referênia para a avaliação dos onjuntos de dados reais.Avaliações adiionais e as próprias formulações matemátias onsideradas para a avaliaçãode in�uênia indiam que os valores dos parâmetros são importantes pelo qual sugire-se omouma boa prátia para avaliação de modelos om ponto de mudança o uso do esquema espeial deperturbação proposto.Finalmente, onsiderando uma únia amostra de tamanho n = 40 obtida desde xi ∼ U(0, 1)para i = 1, . . . , n se geram quatro onjuntos de dados que seguem o modelo de regressão om pontode mudança nos oe�ientes de regressão proposto no iniio desta subseção e que onsideramdistribuição Normal, distribuição t de Student om ν = 3, distribuição Slash om ν = 2 e



4.3. In�uênia Loal em MRL-MEN-PM nos Coe�ientes de Regressão 81distribuição Normal Contaminada om (ν = 0.3, γ = 0.1), respetivamente. Estes quatro onjuntosde dados são perturbados de aordo as duas situações (perturbação de x e perturbação de y)desritas onsiderando cte = 0.1 e avalia-se novamenete a apliação da metodologia de diagóstiode in�uênia.As Figuras 4.3-4.4 mostram a in�uênia das observações 7 e 29, que orrespondem justamenteàs observações perturbadas. Observa-se novamente a sensibilidade das estimativas de máximaverossimilhança dos parâmetros na presença de dados atípios quando é onsiderada a distribuiçãoNormal enquanto que o uso de distribuições om audas pesadas apresenta maior �exibilidade.Além disso, nota-se que o valor de referênia proposto por Lee & Xu (2004) é mais restrito nosentido de identi�ação de observações aberrantes que o obtido via simulações Monte Carlo. Paraa perturbação de asos, os resultados são similares. Eles não são mostrados aqui por brevidade.
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Figura 4.3: Grá�o de M(0) para perturbação da variável expliativa no modelo de regressão linearom mudança nos oe�ientes de regressão, onsiderando maras de referênia proposta por Lee
& Xu (2004), onde c∗ = 3 e via simulações Monte Carlo sob diversas distribuições que onformama lasse de Mistura de Esala Normal.
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Figura 4.4: Grá�o de M(0) para perturbação da variável resposta no modelo de regressão linearom mudança nos oe�ientes de regressão, onsiderando maras de referênia proposta por Lee &Xu (2004) onde c∗ = 3 e e via simulações Monte Carlo sob diversas distribuições que onformama lasse de Mistura de Esala Normal.



84 4. Diagnóstio de In�uênia em modelos de regressão MEN om ponto de mudançaTabela 4.1: Resultados para diagnóstio de in�uênia no MRL om mudança nos oe�ientes deregressão onsiderando 100 amostras simuladas para ada uma das distribuições de Mistura deEsala Normal estudadas: Normal (N), t de Student (t), Slash (Sl) e Normal Contaminada (NC).Valor de referênia M(0) de Lee & Xu (2004), onde c∗ = 3Observação Esquema Esquema de Perturbação DistribuiçõesPerturbada para M(0) N t SL NCPerturbação da amostra sobre variável expliativaAté o ponto Geral Ponderação de asos 0 0 0 0de mudança Variável expliativa 0 0 0 0Espeial Ponderação de asos 99 57 89 76Variável expliativa 46 21 35 22Após ponto Geral Ponderação de asos 100 40 87 69de mudança Variável expliativa 100 33 83 64Espeial Ponderação de asos 100 30 83 63Variável expliativa 77 17 48 24Perturbação da amostra sobre variável respostaAté o ponto Geral Ponderação de asos 0 0 0 0de mudança Variável resposta 8 0 2 2Espeial Ponderação de asos 8 1 3 3Variável resposta 76 1 2 3Após ponto Geral Ponderação de asos 65 0 2 1de mudança Variável resposta 100 0 2 1Espeial Ponderação de asos 10 0 1 0Variável resposta 100 0 2 0Valor de referênia M(0) obtida via simulação Monte CarloObservação Esquema Esquema de Perturbação DistribuiçõesPerturbada para M(0) N t SL NCPerturbação da amostra sobre variável expliativaAté o ponto Geral Ponderação de asos 2 0 4 4de mudança Variável expliativa 0 0 4 3Espeial Ponderação de asos 71 1 40 26Variável expliativa 8 0 11 7Após ponto Geral Ponderação de asos 100 0 4 2de mudança Variável expliativa 100 0 2 2Espeial Ponderação de asos 100 0 2 2Variável expliativa 100 0 2 1Perturbação da amostra sobre variável respostaAté o ponto Geral Ponderação de asos 0 0 0 0de mudança Variável resposta 88 1 9 19Espeial Ponderação de asos 17 0 16 10Variável resposta 84 0 4 15Após ponto Geral Ponderação de asos 100 0 2 2de mudança Variável resposta 100 0 2 1Espeial Ponderação de asos 99 0 2 1Variável resposta 100 0 2 1



4.4. In�uênia Loal em MRL-MEN-PM na Variânia 854.4 In�uênia Loal em MRL-MEN-PM na Variânia4.4.1 Matriz HessianaConsiderando os resultados apresentados na Subseção 3.6.3 temos que
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para i = k + 1, . . . , n.A obtenção dos valores q(di), i = 1, . . . , n, para as quatro distribuições da lasse de Mistura deEsala Normal estudadas nesta dissertação, estão apresentados em (2.10)-(2.13).4.4.2 Esquemas de PerturbaçãoConsiderando os três esquemas de perturbação estudados nesta dissertação, nesta subseção sãoapresentadas as matries ∆ω neessárias para a avaliação da in�uênia loal. Para ada um dosesquemas de perturbação a matriz ∆ω0
pode ser partiionada omo
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g é a dimensão do vetor de perturbação ω, p e n o número de linhas e olunas da matriz X,
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1) Ponderação de asosAtribuindo uma ponderação arbitrária para o valor esperado da função log-verossimilhança dosdados ompletos, a função Q perturbada, é possível apturar distorções em direções gerais, a qualé representada por
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], para i = k + 1, . . . , n.Neste aso, o modelo não perturbado é obtido quando ω0 = (1, ..., 1)⊤. Considerando o modeloom ponto de mudança na posição k, este esquema de perturbação se reduz a dois asos espeiais
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2) Perturbação nas variáveis expliativasO interesse é perturbar uma variável expliativa ontinua espei�a xs, s = 1, ..., p. Um esquemade perturbação aditivo é obtido fazendo xwis = xi + wiSxs
1s, para i = 1, . . . , n e onde Sxs

é umfator de esala que pode ser o desvio padrão de xs e 1s é um vetor om 1 na posição s e 0 nasoutras posições. Considerando o modelo om ponto de mudança na posição k dois asos espeiaisdeste esquema de perturbação são de interesse
• xwis = xi + wiSxs

1s, para i = 1, . . . , k e
• xwis = xi + wiSxs

1s, para i = k + 1, . . . , n.Neste esquema, a função Q perturbada é dada por
Q(θ,ω|θ̂) =

n∑

i=1

Qi(θ, ωi|θ̂),



4.4. In�uênia Loal em MRL-MEN-PM na Variânia 87onde Qi(θ,ωi|θ̂) =





−1
2
[log σ2

1 + q(di)
(yi − x⊤

wis
β)2

σ2
1

], para i = 1, . . . , k,

−1
2
[log σ2

2 + q(di)
(yi − x⊤

wis
β)2

σ2
2
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∂2Qi(θ,ω|θ̂)

∂β∂ωi
=





Sxs

σ2
1

q(di)(yi − 2x⊤
wis

β))1⊤
s , para i = 1, . . . , k,

Sxs

σ2
2

q(di)(yi − 2x⊤
wis

β))1⊤
s , para i = k + 1, . . . , n,

∂2Qi(θ,ω|θ̂)
∂σ2

1∂ωi
=




−Sxs

σ4
1

q(di)(yi − x⊤
wis

β)β⊤1s , para i = 1, . . . , k,

0 , para i = k + 1, . . . , n,

∂2Qi(θ,ω|θ̂)
∂σ2

2∂ωi
=





0 , para i = 1, . . . , k,

−Sxs

σ4
2

q(di)(yi − x⊤
wis

β)β⊤1s , para i = k + 1, . . . , n.

3) Ponderação na variável respostaO interesse é perturbar a variável resposta yi, i = 1, ..., n. Um esquema de perturbação é obtidofazendo ywi
= yi + wiSy, para i = 1, . . . , n, onde Sy é um fator de esala que pode ser o desviopadrão de y. Considerando o modelo om ponto de mudança na posição k dois asos espeiaisdeste esquema de perturbação são de interesse

• ywi
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∂2Qi(θ,ω|θ̂)
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=





0 , para i = 1, . . . , k,
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σ4
2

q(di)(ywi
− x⊤

i β) , para i = k + 1, . . . , n.4.4.3 Estudos de SimulaçãoNesta subseção apresenta-se resultados das simulações realizadas para avaliar o desempenho dosmétodos de in�uênia em modelos de regressão om ponto de mudança na variânia, os doisestudos de simulação apresentados realizam as mesmas avaliações desritas na Subseção 4.3.3.Neste aso, todas as amostras simuladas são geradas desde o modelo de regressão om ponto demudança na variânia
yi = 4 + 10xi + ǫi, para i = 1, . . . , n,e onsiderando σ2

1 = 1 para i = 1, . . . , k, σ2
2 = 3 para i = k + 1, . . . , n e xi ∼ U(0, 1) para

i = 1, . . . , n.
1) In�uênia de "outliers"no método de estimaçãoO mesmo proedimento desrito na Subseção 4.3.3 é utilizado nesta simulação, desta vezonsiderando o modelo de regressão om ponto de mudança na variânia proposto no iniiodesta subseção. Nas Figuras 4.5 e 4.6 se apresentam os resultados das mudanças relativas dasestimativas dos parâmetros do modelo proposto sob distribuição Normal, t de Student, Slash eNormal Contaminada para os diferentes valores de ontaminação ℑ onsiderados para a simulaçãonas duas situações avaliadas. Observa-se que em ambas situações as estimativas que onsideramaudas mais pesadas (t de Student, Slash e Normal Contaminada) são menos afetadas pelasvariações dos valores de ontaminação ℑ em relação a modelo que onsidera a distribuiçãoNormal, também que os parâmetros β0 e β1 são afetados pela presença das observações aberrantes,isto devido a que as estimação de estes parâmetros está em função das variânias. Na primeirasituação, as estimativas de σ2

2 apresentam pequenas variações expliadas pelo método de estimaçãoque inlui uma optimização nos graus de liberdade das distribuições om audas pesadas. Nasegunda situação, os parâmetros σ2
1 e σ2

2 apresentam variação devido à presença das observaçõesaberrante 10 e 30.
2) Esquemas de perturbaçãoO proedimento desrito na Subseção 4.3.3 para este estudo de simulação é utilizado, destavez onsiderando o modelo de regressão om ponto de mudança na variânia proposto no iniiodesta subseção. O número de amostras simuladas, os valores de n e k, os valores para os grausde liberdade das distribuições, assim omo para cte, c∗ e s são exatamente os mesmo que osonsiderados nas simulações orrespondentes da Subseção 4.3.3.Tanto a Tabela 4.2 quanto os as Figuras 4.7-4.8 mostram os resultados das simulações para
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NCFigura 4.5: Mudanças relativas nas estimativas dos parâmetros do modelo de regressão linearMistura de Esala normal om ponto de mudança na variânia onsiderando distribuições Normal, tde Student, Slash e Normal Contaminada para diferentes valores de ontaminação ℑ na observação10.o modelo de regressão om ponto de mudança na variânia. Estes resultados são similares aosobtidos na Subseção 4.3.3, portanto as onlusões apresentadas anteriormente são válidas tambémpara modelos de regressão om ponto de mudança na variânia. As Figuras 4.7-4.8 mostramdesta vez a in�uênia das observações 18 e 34, que são às observações perturbadas nesta simulação.
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NCFigura 4.6: Mudanças relativas nas estimativas dos parâmetros do modelo de regressão linear Mis-tura de Esala normal om ponto de mudança na variânia onsiderando distribuições Normal, t deStudent, Slash e Normal Contaminada para diferentes valores de ontaminação ℑ nas observações10 e 30.4.5 In�uênia Loal em MRL-MEN-PM nos Coe�ientes deRegressão e Variânia4.5.1 Matriz HessianaConsiderando os resultados apresentados na Subseção 3.7.3 temos que
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4.5. In�uênia Loal em MRL-MEN-PM nos Coe�ientes de Regressão e Variânia 91Tabela 4.2: Resultados para diagnóstios de in�uênia no modelo de regressão linear om mudançana variânia onsiderando 100 amostras simuladas para ada uma das distribuições de Mistura deEsala Normal estudadas: Normal (N), t de Student (t), Slash (Sl) e Normal Contaminada (NC).Valor de referênia M(0) de Lee & Xu (2004) onde c∗ = 3Observação Esquema Esquema de Perturbação DistribuiçõesPerturbada para M(0) N t SL NCPerturbação da amostra sobre variável expliativaAté o ponto Geral Ponderação de asos 100 41 94 57de mudança Variável expliativa 93 32 88 49Espeial Ponderação de asos 100 33 91 52Variável expliativa 72 21 68 17Após ponto Geral Ponderação de asos 0 1 0 2de mudança Variável expliativa 0 1 0 0Espeial Ponderação de asos 99 61 97 75Variável expliativa 8 11 16 9Perturbação da amostra sobre variável respostaAté o ponto Geral Ponderação de asos 51 0 28 4de mudança Variável resposta 100 0 35 6Espeial Ponderação de asos 5 0 7 0Variável resposta 100 0 29 4Após ponto Geral Ponderação de asos 0 0 0 1de mudança Variável resposta 0 0 0 0Espeial Ponderação de asos 5 0 5 1Variável resposta 53 0 3 0Valor de referênia M(0) obtida vía simulação Monte CarloObservação Esquema Esquema de Perturbação DistribuiçõesPerturbada para M(0) N t SL NCPerturbação da amostra sobre variável expliativaAté o ponto Geral Ponderação de asos 100 0 44 11de mudança Variável expliativa 100 0 44 10Espeial Ponderação de asos 100 0 39 10Variável expliativa 100 0 38 6Após ponto Geral Ponderação de asos 35 0 11 6de mudança Variável expliativa 39 0 4 3Espeial Ponderação de asos 88 24 93 28Variável expliativa 76 6 75 23Perturbação da amostra sobre variável respostaAté o ponto Geral Ponderação de asos 100 0 39 10de mudança Variável resposta 100 0 46 10Espeial Ponderação de asos 99 0 35 7Variável resposta 100 0 38 7Após ponto Geral Ponderação de asos 11 0 5 4de mudança Variável resposta 40 0 3 1Espeial Ponderação de asos 51 18 77 21Variável resposta 86 3 77 21
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Figura 4.7: Grá�o de M(0) para perturbação da variável expliativa no modelo de regressão linearom mudança na variânia, onsiderando maras de referênia proposta por Lee & Xu (2004) onde
c∗ = 3 e via simulações Monte Carlo sob diversas distribuições que onformam a lasse de Misturade Esala Normal.
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Figura 4.8: Grá�o de M(0) para perturbação da variável resposta no modelo de regressão linearom mudança na variânia, onsiderando maras de referênia proposta por Lee & Xu (2004) onde
c∗ = 3 e via simulações Monte Carlo sob diversas distribuições que onformam a lasse de Misturade Esala Normal.
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⊤β1)
2
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1

para i = 1, . . . , k e di =
(yi − xi
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2
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2

para i = k + 1, . . . , n.A obtenção dos valores q(di), i = 1, . . . , n, para as quatro distribuições da lasse de Mistura deEsala Normal estudadas nesta dissertação, são apresentadas em (2.10)-(2.13).4.5.2 Esquemas de PerturbaçãoConsiderando os três esquemas de perturbação estudados nesta dissertação, nesta subseção sãoapresentadas as matries ∆ω neessárias para a avaliação da in�uênia loal. Para ada um dosesquemas de perturbação a matriz ∆ω0
pode ser partiionada omo

∆ω0
= (∆⊤

β
1

,∆⊤

β
2

,∆σ2
1
,∆σ2

2
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1
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1×g, g é a dimensão do vetor de perturbação ω, p e n o número delinhas e olunas da matriz X respetivamente.

1) Ponderação de asosAtribuindo uma ponderação arbitrária para o valor esperado da função log-verossimilhança dosdados ompletos, a função Q perturbada, é possível apturar distorções em direções gerais, as qualé representada por
Q(θ,ω|θ̂) =

n∑

i=1

Qi(θ, ωi|θ̂) =
n∑

i=1

ωiQi(θ|θ̂),
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], para i = k + 1, . . . , n.Neste aso o modelo não perturbado é obtido quando ω0 = (1, ..., 1)⊤. Considerando o modeloom ponto de mudança na posição k, este esquema de perturbação se reduz a dois asos espeiais

• Q(θ,ω|θ̂) =
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i=1 ωiQi(θ|θ̂) +
∑n

i=k+1Qi(θ|θ̂) e
• Q(θ,ω|θ̂) =

∑k
i=1Qi(θ|θ̂) +

∑n
i=k+1 ωiQi(θ|θ̂).Logo, as derivadas neessárias para a obtenção de ∆ω e que deverão ser avaliadas em ω0 são
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2) Perturbação nas variáveis expliativasO interesse é perturbar uma variável expliativa ontinua espei�a xs, s = 1, ..., p. Um esquemade perturbação aditivo é obtido fazendo xwis = xi + wiSxs
1s, para i = 1, . . . , n e onde Sxs

é umfator de esala que pode ser o desvio padrão de xs e 1s é um vetor om 1 na posição s e 0 nasoutras posições. Considerando o modelo om ponto de mudança na posição k dois asos espeiaisdeste esquema de perturbação são de interesse
• xwis = xi + wiSxs

1s, para i = 1, . . . , k e
• xwis = xi + wiSxs

1s, para i = k + 1, . . . , n.Neste esquema, a função Q perturbada é dada por
Q(θ,ω|θ̂) =

n∑

i=1

Qi(θ, ωi|θ̂),onde Qi(θ,ωi|θ̂) =
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], para i = k + 1, . . . , n.e o modelo não perturbado é obtido quando ω0 = (0, ..., 0)⊤.Logo, as derivadas neessárias para a obtenção de ∆ω e que deverão ser avaliadas em ω0 são
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3) Ponderação na variável respostaO interesse é perturbar a variável resposta yi, i = 1, ..., n. Um esquema de perturbação é obtidofazendo ywi
= yi + wiSy, para i = 1, . . . , n e onde Sy é um fator de esala que pode ser o desviopadrão de y. Considerando o modelo om ponto de mudança na posição k dois asos espeiaisdeste esquema de perturbação são de interesse

• ywi
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4.5.3 Estudos de SimulaçãoNesta subseção apresenta-se resultados das simulações realizadas para avaliar o desempenhodos métodos de in�uênia em modelos de regressão om ponto de mudança nos oe�ientes deregressão e variânia, os dois estudos de simulação apresentados realizam as mesmas avaliaçõesdesritas na Subseção 4.3.3. Neste aso, todas as amostras simuladas são geradas desde o modelode regressão om ponto de mudança nos oe�ientes de regressão e variânia

yi = 2 + 5xi + ǫi, para i = 1, . . . , k,
yi = 4 + 10xi + ǫi, para i = k + 1, . . . , n,e onsiderando σ2

1 = 1 para i = 1, . . . , k e σ2
2 = 3 para i = k + 1, . . . , n e xi ∼ U(0, 1) para

i = 1, . . . , n.
1) In�uênia de "outliers"no método de estimaçãoO mesmo proedimento desrito na Subseção 4.3.3 é utilizado nesta simulação, desta vezonsiderando o modelo de regressão om ponto de mudança nos oe�ientes de regressão evariânia proposto no iniio desta subseção. Nas Figuras 4.9 e 4.10 se apresentam os resultadosdas mudanças relativas das estimativas dos parâmetros do modelo proposto sob distribuiçãoNormal, t de Student, Slash e Normal Contaminada para os diferentes valores de ontaminação ℑonsiderados para a simulação nas duas situações avaliadas.Assim omo para os outros modelos estudados, observa-se que em ambas situações asestimativas que onsideram modelos om audas mais pesadas (t de Student, Slash e NormalContaminada) são menos afetadas pelas variações dos valores de ontaminação ℑ em relação amodelo que onsidera a distribuição Normal.Na primeira situação simulada, as variações nas estimativas de β02 e β12 e σ2

2 que oorrempara os distintos valores de ontaminação ℑ são expliadas uniamente pelo método de estima-ção que inlui uma optimização nos graus de liberdade das distribuições om audas pesadas,observe que o modelo sob distribuição Normal não apresenta nenhuma mudança nestes parâmetros.Na segunda situação simulada, todos os parâmetros apresentam variação para os distintosvalores de ontaminação ℑ devido à presença das duas observações aberrante nas posições 10 e 30.Diferentemente do primeiro modelo estudado, a variânia σ2
1 não apresenta mudança na variaçãoom a presenia de mais dados aberrantes.

2) Esquemas de perturbaçãoO proedimento desrito na Subseção 4.3.3 para este estudo de simulação é utilizado, desta
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NCFigura 4.9: Mudanças relativas nas estimativas dos parâmetros do modelo de regressão linearMistura de Esala normal om ponto de mudança nos oe�ientes de regressão e variânia onsi-derando distribuições Normal, t de Student, Slash e Normal Contaminada para diferentes valoresde ontaminação ℑ na observação 10.vez onsiderando o modelo de regressão om ponto de mudança nos oe�ientes de regressão evariânia proposto no iniio desta subseção. São mantidas todas as ondições das simulaçõesexeto cte orrespondentes nas subseções 4.3.3 e 4.4.3 exeto o valor de cte.A Tabela 4.3, que resume as simulações usando cte = 0.1, e as Figuras 4.11-4.12 que onsidera
cte = 0.3 mostram os resultados das simulações para o modelo de regressão om ponto de mudançanos oe�ientes de regressão e variânia. Estes resultados são similares aos obtidos na Subseção
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NCFigura 4.10: Mudanças relativas nas estimativas dos parâmetros do modelo de regressão linearMistura de Esala normal om ponto de mudança nos oe�ientes de regressão e variânia onsi-derando distribuições Normal, t de Student, Slash e Normal Contaminada para diferentes valoresde ontaminação ℑ nas observações 10 e 30.4.3.3, portanto as onlusões apresentadas anteriormente são válidas também para modelos deregressão om ponto de mudança na variânia. As Figuras 4.11-4.12 mostram desta vez a in�uêniadas observações 10 e 25, que são às observações perturbadas nesta simulação.
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Tabela 4.3: Resultados para diagnóstios de in�uênia no modelo de regressão linear om mudançanos oe�ientes de regressão e variânia onsiderando 100 amostras simuladas para ada uma dasdistribuições de Mistura de Esala Normal estudadas: Normal (N), t de Student (t), Slash (Sl) eNormal Contaminada (NC).Valor de referênia M(0) de Lee & Xu (2004) onde c∗ = 3Observação Esquema Esquema de Perturbação DistribuiçõesPerturbada para M(0) N t SL NCPerturbação da amostra sobre variável expliativaAté o ponto Geral Ponderação de asos 95 60 89 76de mudança Variável expliativa 68 38 62 57Espeial Ponderação de asos 99 61 94 85Variável expliativa 44 32 40 38Após ponto Geral Ponderação de asos 13 28 21 21de mudança Variável expliativa 5 15 8 9Espeial Ponderação de asos 94 73 86 79Variável expliativa 29 26 18 15Perturbação da amostra sobre variável respostaAté o ponto Geral Ponderação de asos 31 1 27 16de mudança Variável resposta 99 3 55 19Espeial Ponderação de asos 2 2 0 3Variável resposta 90 1 26 7Após ponto Geral Ponderação de asos 7 1 7 4de mudança Variável resposta 0 0 0 0Espeial Ponderação de asos 6 2 9 3Variável resposta 51 0 12 7Valor de referênia M(0) obtida vía simulação Monte CarloObservação Esquema Esquema de Perturbação DistribuiçõesPerturbada para M(0) N t SL NCPerturbação da amostra sobre variável expliativaAté o ponto Geral Ponderação de asos 100 13 86 35de mudança Variável expliativa 98 7 77 29Espeial Ponderação de asos 100 7 84 32Variável expliativa 96 4 63 23Após ponto Geral Ponderação de asos 85 11 64 33de mudança Variável expliativa 54 4 23 15Espeial Ponderação de asos 94 30 81 45Variável expliativa 25 4 13 11Perturbação da amostra sobre variável respostaAté o ponto Geral Ponderação de asos 92 7 80 29de mudança Variável resposta 100 13 90 34Espeial Ponderação de asos 74 4 67 23Variável resposta 99 3 63 21Após ponto Geral Ponderação de asos 52 5 34 22de mudança Variável resposta 3 0 0 0Espeial Ponderação de asos 56 26 49 30Variável resposta 85 6 66 24
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Figura 4.11: Grá�o de M(0) para perturbação da variável expliativa no modelo de regressãolinear om mudança nos oe�ientes de regressão e variânia, onsiderando maras de referêniaproposta por Lee & Xu (2004) onde c∗ = 3 e via simulações Monte Carlo sob diversas distribuiçõesque onformam a lasse de Mistura de Esala Normal.
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Figura 4.12: Grá�o de M(0) para perturbação da variável resposta no modelo de regressão linearom mudança nos oe�ientes de regressão e variânia, onsiderando maras de referênia propostapor Lee & Xu (2004) onde c∗ = 3 e via simulações Monte Carlo sob diversas distribuições queonformam a lasse de Mistura de Esala Normal.



Capítulo 5Apliações
Neste apítulo, a metodologia desenvolvida neste trabalho é apliada a onjuntos de dadosreais. O primeiro orresponde a um onjunto de dados onheido na literatura estatístia queontém informações sobre volume de vendas de ações e estudado por Holbert (1982). Finalmentedois onjuntos de dados sobre medição de audiênias de televisão orrespondentes a dois dias demedição também serão onsiderados.5.1 Conjunto de Dados HolbertUm onjunto de dados mensais orrespondentes ao período entre Janeiro de 1967 e Novembro de1969 sobre volume de vendas (em milhões de dólares) dos merados de ações de Boston (BSE) e deNew York (NYAMSE). Iniialmente foi analisado via regressão segmentada por MGee & Carleton(1970) para validar a a�rmação de um relatório do 03 de janeiro de 1970 na edição do BusinessWeek sugerindo que as bolsas regionais foram prejudiadas pela abolição de "Give-ups"dada emdezembro de 1968.Holbert (1982) analisa os mesmos dados usando regressão linear om ponto de mudança nosoe�ientes de regressão desde o ponto de vista bayesiano. Posteriormente Chen (1998) analisaestes dados usando o método SIC para detetar mudança nos oe�ientes de um modelo deregressão linear sob suposição de normalidade. Ainda Osorio & Galea (2006) onsideram ummodelo de regressão linear t de Student e utilizam o método SIC para detetar os pontos demudança nos oe�ientes de regressão.Nesta seção, onsideramos o modelo de regressão linear Mistura de Esala Normal e ilustramosa metodologia proposta para seleção de modelo e determinação do ponto de mudança que utilizao proedimento SIC. Finalmente a metodologia para análise de in�uênia para o modelo sugeridoé apliado. Os dados em questão, denominados Dados Holbert, estão no anexo.Primeiramente, seguindo Chen (1998) e Osorio & Galea (2006), onsideramos o modelo de103



104 5. Apliaçõesregressão om mudança nos oe�ientes de regressão. O proedimento SIC proposto é apliadopara a determinação do ponto de mudança, sob as quatro distribuições pertenentes à lasse deMistura de Esala Normal estudados nesta dissertação. O resumo dos resultados se apresentamna Tabela 5.1.Tabela 5.1: Dados Holbert: Resultados para ritério SIC para modelo de regressão linear ommudança nos oe�ientes de regressão.Modelo minSIC(k) SIC(n) k̂Normal 358.185 361.496 23t de Student 357.996 361.462 23(ν=2.455) (ν=2.939)Slash 358.021 361.591 23(ν=0.859) (ν=0.980)Normal ontaminada 354.934 362.812 9(ν=0.611,γ=0.012) (ν=0.264,γ=0.097)Observa-se que ao onsiderar o modelo sob distribuição Normal o ponto de mudança enontra-se na posição k = 23, resultado que está em onordânia om a onlusão obtida por Chen (1998).No entanto, utilizando o ritério SIC observamos que os modelos sob distribuições om audaspesadas são os mais adequados e destes, o modelo sob distribuição Normal Contaminada om pontode mudança na posição k = 9 é o que melhor se ajusta aos dados. Este ponto de mudança naposição k = 9 já foi observado por Osorio & Galea (2006) quando utiliza o modelo t de Student omv = 1. Porém, note-se também que o valor minSIC(k) do ritério para o modelo sob distribuiçãoNormal Contaminada apresenta o valor menor quando omparado om os mostrados no trabalhode Osorio & Galea (2006). A Figura 5.1 mostra os valores do ritério de informação de Shwarz(SIC) ontra a posição de mudança para todas as distribuições onsideradas. Osorio & Galea(2006)A Tabela 5.2 ontém as estimativas de máxima verossimilhança para os parâmetros dos quatromodelos propostos, aompanhados de seus respetivos desvios padrão (entre parênteses) obtidosvia matriz de informação observada.A Figura 5.2 apresenta o grá�o de dispersão om o modelo de regressão om ponto demudança nos oe�ientes de regressão ajustado sob a distribuição Normal Contaminada. Ográ�o mostra que a dispersão dos dados é diferente para os grupos assoiados à primeira reta eà segunda, Assim, o modelo de regressão om ponto de mudança nos oe�ientes de regressão evariãnia será também avaliado.A Tabela 5.3 apresenta o resumo de resultados da apliação do proedimento SIC para adeterminação do ponto de mudança sob as quatro distribuições da lasse MEN estudadas quandoo modelo de regressão om mudança nos oe�ientes de regressão e variânia é onsiderado. Neste
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Figura 5.1: Dados Holbert: SIC para ajustes om diversas distribuições. Modelo de regressãoom mudança nos oe�ientes de regressão.aso, todos os modelos avaliados indiam o ponto de mudança na posição k = 9. Novamente omodelo sob distribuição Normal Contaminada é o que se ajusta melhor aos dados. Além disso,omparando os resultados da tabelas 5.1 e 5.3, temos que o modelo de regressão om mudança nosoe�ientes de regressão e variânia sob distribuição Normal Contaminada (ν=0.736,γ=0.009) é omais adequado para o onjunto de dados avaliado.A Figura 5.3 mostra os valores do ritério de informação de Shwarz (SIC) ontra a posiçãode mudança para todas as distribuições estudadas, onsiderando o modelo de regressão ommudança nos oe�ientes de regressão e variânia. A Tabela 5.4 ontém as estimativas de máximaverossimilhança para os parâmetros dos quatro modelos propostos, aompanhados dos respetivosdesvios padrães obtidos via matriz de informação observada. Ao omparar os dois tipos demodelos avaliados sob distribuição Normal Contaminada observa-se que a maior diferença seproduz na estimativa do oe�iente β0 alulado para os dados até o ponto de mudança k = 9 ,as demais estimativas dos oe�ientes de regressão mostram valores similares.



106 5. ApliaçõesTabela 5.2: Dados Holbert: Estimativa dos parâmetros para os modelos de regressão om pontode mudança nos oe�ientes de regressão sob distintas distribuições.Modelo Casos β0 β1 σ2Normal 1-23 -110.310 0.018 980.503(40.6577) (0.0030) (234.3851)24-35 11.075 0.007(57.6394) (0.0042)t de Student 1-23 -92.834 0.016 367.871(ν=2.455) (26.6999) (0.0020) (131.8429)24-35 15.585 0.006(42.8789) (0.0030)Slash 1-23 -94.529 0.016 176.919(ν=0.859) (27.0404) (0.0020) (62.4201)24-35 14.953 0.006(39.3962) (0.0028)Normal ontaminada 1-9 29.553 0.004 22.164(ν=0.611,γ=0.012) (19.9741) (0.0017) (5.9694)10-35 -37.138 0.012(13.3001) (0.0010)
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Figura 5.2: Dados Holbert: Ajuste do modelo de regressão om ponto de mudança nos oe�ientesde regressão sob distribuição Normal Contaminada.O método de in�uênia loal proposto no Capítulo 4 é apliado sobre o modelo de regressãoom ponto de mudança nos oe�ientes de regressão e variânia. Primeramente, a identi�açãodas observações atípias será feita onsiderando a distânia de Mahalanobis. A Figura 5.4 mostraestas distânias para os modelos estudados. Nota-se que a observação 22 aparee omo um"outlier"para todos os modelos onsiderados.



5.1. Conjunto de Dados Holbert 107Tabela 5.3: Dados Holbert: Resultados para ritério SIC para modelo de regressão linear ommudança nos oe�ientes de regressão e variânia.Modelo minSIC(k) SIC(n) k̂Normal 337.876 361.496 9t de Student 341.442 361.462 9(ν=50.000) (ν=2.939)Slash 341.432 361.591 9(ν=20.389) (ν=0.980)Normal ontaminada 336.503 362.812 9(ν=0.751,γ=0.006) (ν=0.263,γ=0.097)
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Figura 5.3: Dados Holbert: SIC para ajustes om diversas distribuições. Modelo de regressãoom mudança nos oe�ientes de regressão e variânia.A �exibilidade das estimativas de máxima verossimilhança dos modelos sob distribuições om



108 5. ApliaçõesTabela 5.4: Dados Holbert: Estimativa dos parâmetros para modelos de regressão om ponto demudança nos oe�ientes de regressão e variânia sob distintas distribuições.Modelo Casos β0 β1 σ2Normal 1-9 31.341 0.004 19.042(15.4557) (0.0013) (8.9766)10-35 -30.697 0.012 1532.308(49.7261) (0.0035) (424.9858)t de Student 1-9 30.981 0.004 18.774(ν=50.000) (15.5486) (0.0013) (9.0015)10-35 -28.651 0.012 1460.001(49.2495) (0.0035) (418.7303)Slash 1-9 31.321 0.004 18.127(ν=20.389) (15.4559) (0.0013) (8.5483)10-35 -30.548 0.012 1455.489(49.6858) (0.0035) (404.3160)Normal ontaminada 1-9 7.644 0.006 0.180(ν=0.751,γ=0.006) (2.2461) (0.0002) (0.0859)10-35 -42.170 0.013 11.586(11.9427) (0.0008) (3.7929)audas mais pesadas ontra observações atípias é evideniada na Figura 5.5 que apresenta ospesos estimados (qi), i = 1, . . . , n, provenientes da etapa E do algoritmo, versus as distâniasde Mahalanobis, onde se observa pesos menores para a observação 22. Note que as estimativasdos modelos sob distribuição t de Student e Slash apresentam graus de liberdade altos queindiam uma aproximação à distribuição Normal, ainda assim os pesos estimados onservam umarelação inversa à distânia de Mahalanobis e desta forma, o proesso de estimação de parâme-tros atribui pesos menores as observações an�malas. Para o modelo sob distribuição Normal,temos que qi = 1 para i = 1, . . . , n, mostrados omo uma linha traejada nos grá�os apresentados.Finalmente, as observações in�uentes no onjunto de dados Holbert serão identi�adasutilizando as quantidades M(0)l para l = 1, .., g aluladas através da urva onformal BfQ,dlsegundo a metodologia detalhada na Seção 4.2 e onsiderando os esquemas ponderação de asos,perturbação na variável expliativa e perturbação na variável resposta. Em todos os asos,onsidera-se a mara de referênia proposta por Lee & Xu (2004) om c∗ = 3. Os esquemasespeiais de perturbação para modelos om ponto de mudança são utilizados em todas as situações.As Figuras 5.6-5.8 apresentam os grá�os de M(0) para o modelo de regressão om pontode mudança nos oe�ientes de regressão e variânia sob as quatro distribuições estudadas paraos três esquemas menionados e onsiderando o segundo esquema espeial (para as observações10-35). Os resultados orrespondentes ao primeiro esquema espeial não identi�am observaçõesin�uentes por isso não são apresentados, neste trabalho, por brevidade.Nas �guras observamos que não existe nenhuma observação in�uente para as estimativas demáxima verossimilhança sob ponderação de asos para os modelos sob distribuição Normal, t de
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Figura 5.4: Dados Holbert: Distânia de Mahalanobis para o modelo de regressão om ponto demudança nos oe�ientes de regressão e variânia sob distintas distribuições, onsiderando ξ = 0.95.
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Figura 5.6: Dados Holbert: Grá�os M(0) onsiderando esquema ponderação de asos na segundasituação espeial para modelos de regressão om ponto de mudança nos oe�ientes de regressão evariânia sob distintas distribuições onsideradas.
observação 17 é in�uente para as estimativas de máxima verossimilhança nos três esquemas deperturbação avaliados. Para os modelos sob distribuição Normal, t de Student e Slash a observação22 aparee omo in�uente para o esquema de perturbação na variável resposta enquanto quenenhuma observação aparee para o esquema de perturbação na variável expliativa.As observações 17 e 22 apresentam os valores extremos no onjunto de dados, a observação17 apresenta o maior valor observado na variável expliativa (NYAMSE) e a observação 22 apre-senta o maior valor observado na variável resposta (BSE). No grá�o de dispersão (Figura 5.2),estas observações orrespondem aos pontos extremos da parte superior direita e que ertamenteapresentam omportamentos difereniados do resto de observações do onjunto de dados estudado.
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Figura 5.7: Dados Holbert: Grá�os M(0) onsiderando esquema perturbação da variável explia-tiva na segunda situação espeial para modelos de regressão om ponto de mudança nos oe�ientesde regressão e variânia sob distintas distribuições onsideradas.5.2 Conjunto de Dados IbopeDentro de um proesso ontínuo para a obtenção de audiênias de televisão realizada pelo InstitutoBrasileiro de Opinião Públia e Estatístia (IBOPE) a atualização nos proedimentos de mediçãosão exeutadas om frequênia. Uma atualização espeí�a oorre quando os instrumentos demedição são atualizados, quando isto oorre torna-se neessário onheer a relação numériaexistente entre as duas formas de medição.Um estudo interno foi onduzido por vários dias para a obtenção destes resultados. Paraum área geográ�a espei�ada foram avalidados dois instrumentos de medição (denominadosCaderno e Meter) sobre duas amostras representativas de domiílios. Em ada amostra foiutilizado um instrumento diferente. Os mesmos proedimentos de ontrole e proessamentode informação de�nidos foram apliados sobre as duas amostras e foram obtidas as audiêniasrespetivas.
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Figura 5.8: Dados Holbert: Grá�os M(0) onsiderando esquema perturbação da variável respostana segunda situação espeial para modelos de regressão om ponto de mudança nos oe�ientes deregressão e variânia sob distintas distribuições onsideradas.Uma araterístia importante é a forma de medição de ada instrumento: as audiêniasmedidas via Meter (que é uma medição eletr�nia e mais reente) podem ser obtidas minuto aminuto enquanto que as audiênias medidas via Caderno são obtidas por preenhimento manualdas informações e realizado em faixas de 15 minutos. Espera-se que a medição via Meter sejamais preisa.Dois onjuntos de informações de audiênias de televisão domiiliares onsolidadas orrespon-dentes a dias diferentes são onsiderados. As audiênias são apresentadas em faixas de 15 minutos,estas se iniiam às 06:00 hs. e terminam às 24:00 hs. do dia de medição e que orresponde a 72dados ordenados. Duas variáveis são onsideradas, a primeira orresponde às audiênias obtidasa partir da apliação do instrumento denominado Caderno (CAD) e a segunda orresponde àsaudiênias obtidas a partir do instrumento eletr�nio denominado Meter (MET). No anexo destadissertação enontram-se os dados em questão.



5.2. Conjunto de Dados Ibope 113O modelo proposto pretende obter uma relação entre os valores de audiênia obtidos pelo usodo Meter e pelo uso do Caderno. Espei�amente é importante manter um histório de dados.Por ser o Caderno, a forma mais antiga de medição, preisamos estimar valores de Audiêniavia Meter a partir de informações de audiênia obtidas a partir de Cadernos de medição, isto é,devemos onsiderar o modelo
METi = β0 + β1CADi + ǫiAdiionalmente, é sabido que os omportamentos de audiênia mudam a partir de erto horário.Desta forma a inlusão de um ponto de mudança no modelo proposto é neessária e a avaliação deobservações atípias torna-se importante. A metodologias para determinação do ponto de mudançae o análise de in�uênia loal propostas nesta dissertação serão apliadas nestes onjuntos de dados.

1) Conjunto de dados IBOPE 01Para este onjunto de dados, onsideramos o modelo de regressão om mudança nos oe�ientesde regressão. O proedimento SIC proposto é apliado para a determinação do ponto de mudança,sob as quatro distribuições pertenentes à lasse de Mistura de Esala Normal. O resumo dosresultados se apresentam na Tabela 5.5.Tabela 5.5: Dados Ibope 01: Resultados para ritério SIC para modelo de regressão linear ommudança nos oe�ientes de regressão.Modelo minSIC(k) SIC(n) k̂Normal 411.599 470.134 62t de Student 408.026 466.810 62(ν=3.114) (ν=1.871)Slash 408.750 469.055 62(ν=1.068) (ν=0.679)Normal ontaminada 409.575 462.596 62(ν=0.319,γ=0.130) (ν=0.442,γ=0.054)Observa-se que ao onsiderar o modelo sob qualquer uma das distribuições estudadas o pontode mudança enontra-se na posição k = 62. Utilizando o ritério SIC, observamos que os modelossob distribuições om audas pesadas são os mais adequados e destes, o modelo sob distribuiçãot de Student om ponto de mudança na posição k = 62 é o que melhor se ajusta aos dados.Por sua vez, este ponto orresponde ao intervalo horário de 21 : 15 − 21 : 30 horas. A Figura5.9 apresenta as audiênias medidas por ada um dos instrumentos ao longo do dia. Note quea posição k = 62 identi�a laramente o ponto a partir da qual se produz uma inversão nosomportamentos de audiênia medidos pelos dois instrumentos, Até o ponto em questão a medição



114 5. Apliaçõesvia Meter apresenta valores menores e logo após o ponto, estes valores são superiores as mediçõesrealizadas via aderno. A Figura 5.10 mostra os valores do ritério de informação de Shwarz(SIC) ontra a posição de mudança para todas as distribuições onsideradas.
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Figura 5.9: Dados Ibope 01: Medições de audiênia via instrumentos Meter (MET) e Caderno(CAD) por observações ordenadas segundo horário de medição.A Tabela 5.6 ontém as estimativas de máxima verossimilhança para os parâmetros dosquatro modelos propostos aompanhadas de seus respetivos desvios padrões (entre parên-teses) obtidos via matriz de informação observada. A Figura 5.11 apresenta o grá�o dedispersão om o modelo de regressão om ponto de mudança nos oe�ientes de regressãoajustado sob a distribuição t de Student. Por outro lado, o modelo de regressão om pontode mudança nos oe�ientes de regressão e variânia também foi avaliado e não se mostrou melhor.O método de in�uênia loal proposto no Capítulo 4 é utilizado sobre o modelo de regressãoom ponto de mudança nos oe�ientes de regressão. Primeramente, a identi�ação das obser-vações atípias será feita onsiderando a distânia de Mahalanobis. A Figura 5.12 mostra estasdistânias para os modelos estudados. Nota-se que as observações 20, 45, 46, 47, 48 e 65 apareemomo "outliers"para todos os modelos onsiderados.A �exibilidade das estimativas de máxima verossimilhança dos modelos sob distribuições omaudas mais pesadas ontra observações atípias é evideniada na Figura 5.13 que apresentaos pesos estimados (qi) para (i = 1, . . . , n) provenientes da apliação do algoritmo EM versusas distânias de Mahalanobis, onde se observa pesos menores para as observações 20, 45,46, 47, 48 e 65 onsideradas "outliers". Desta forma, o proesso de estimação de parâme-tros atribui pesos menores as observações an�malas. Para o modelo sob distribuição Normal,
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Figura 5.10: Dados Ibope 01: SIC para ajustes om diversas distribuições. Modelo de regressãoom mudança nos oe�ientes de regressão.temos que qi = 1 para i = 1, . . . , n, mostrados omo uma linha traejada nos grá�os apresentados.Finalmente, as observações in�uentes no onjunto de dados Ibope 01 serão identi�adasutilizando a quantidades M(0)l para l = 1, 2, .., g aluladas através da urva onformal BfQ,dlsegundo a metodologia detalhada na Seção 4.2 e onsiderando os esquemas ponderação de asos,perturbação na variável expliativa e perturbação na variável resposta. Em todos os asosonsidera-se a mara de referênia proposta por Lee & Xu (2004) om c∗ = 3. Os esquemasespeiais de perturbação para modelos om ponto de mudança são utilizados em todas as situações.As �guras 5.14-5.16 apresentam os grá�os de M(0) para o modelo de regressão om ponto demudança nos oe�ientes de regressão sob as quatro distribuições estudadas e os três esquemasmenionados, onsiderando o primeiro esquema espeial (para as observações 1-62). Os resultadosorrespondentes ao segundo esquema espeial não serão apresentados neste trabalho por brevidade,pois nenhuma observação in�uente foi identi�ada.



116 5. ApliaçõesTabela 5.6: Dados Ibope 01: Estimativa dos parâmetros para modelos de regressão om ponto demudança nos oe�ientes de regressão sob distintas distribuições.Modelo Casos β0 β1 σ2Normal 1-62 -1.650 0.670 13.221(1.3126) (0.0498) (2.2035)63-72 16.081 0.521(3.9785) (0.1245)t de Student 1-62 -2.305 0.685 5.996(ν=3.114) (1.0840) (0.0412) (1.4155)63-72 15.741 0.509(2.9129) (0.0921)Slash 1-62 -2.395 0.686 3.389(ν=1.068) (1.0271) (0.0389) (0.7987)63-72 16.126 0.498(2.8944) (0.0912)Normal ontaminada 1-62 -2.387 0.688 4.278(ν=0.319,γ=0.130) (1.0025) (0.0385) (0.9094)63-72 16.107 0.494(2.7636) (0.0856)
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Figura 5.11: Dados Ibope 01: Ajuste do modelo de regressão om ponto de mudança nos oe�ientesde regressão sob distribuição t de Student.Observando as �guras, temos que a observação 61 é in�uente para as estimativas de máximaverossimilhança sob ponderação de asos e perturbação na variável resposta para os modelos sobdistribuição t de Student, Slash e Normal Contaminada. Enquanto que sob distribuição Normal,as observações 61 e 62 são onsideradas in�uentes somente para ponderação de asos. Por outrolado, quando avaliamos o esquema de perturbação na variável expliativa, somente o modelo sob
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Figura 5.12: Dados Ibope 01: Distânia de Mahalanobis para o modelo de regressão om pontode mudança nos oe�ientes de regressão sob distintas distribuições, onsiderando ξ = 0.95.
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Figura 5.13: Dados Ibope 01: Distânia de Mahalanobis versus qi para o modelo de regressãoom ponto de mudança nos oe�ientes de regressão sob distintas distribuições.distribuição Normal mostra observações in�uentes (observações 46 e 48).
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Figura 5.14: Dados Ibope 01: Grá�os M(0) onsiderando esquema ponderação de asos na pri-meira situação espeial para modelos de regressão om ponto de mudança nos oe�ientes deregressão sob distintas distribuições onsideradas.As observações 61 e 62 apresentam os valores mais altos de audiênia até esse momento do diasegundo a medição via Caderno (CAD) e próximos as valores de audiênia das observações 63 e64. No grá�o de dispersão (Figura 5.11), estas observações orrespondem aos pontos extremos àdireita.
2) Conjunto de dados IBOPE 02Para este onjunto de dados, onsideramos o modelo de regressão om mudança na variânia.O proedimento SIC proposto é apliado para a determinação do ponto de mudança, sob as quatrodistribuições pertenentes à lasse de Mistura de Esala Normal estudadas nesta dissertação. Oresumo dos resultados se apresentam na Tabela 5.7.Observa-se que ao onsiderar o modelo sob qualquer uma das distribuições onsideradas o ponto



5.2. Conjunto de Dados Ibope 119

0 10 20 30 40 50 60

0
.0

0
0

0
.0

0
5

0
.0

1
0

0
.0

1
5

0
.0

2
0

a) Distribuição Normal

Observação

M
(0

)

0 10 20 30 40 50 60

0
.0

0
0

0
.0

0
5

0
.0

1
0

0
.0

1
5

0
.0

2
0

b) Distribuição t−Student

Observação

M
(0

)

61

0 10 20 30 40 50 60

0
.0

0
0

0
.0

0
5

0
.0

1
0

0
.0

1
5

0
.0

2
0

c) Distribuição Slash

Observação

M
(0

)

61

0 10 20 30 40 50 60

0
.0

0
0

0
.0

0
5

0
.0

1
0

0
.0

1
5

0
.0

2
0

d) Distribuição Normal Contaminada

Observação

M
(0

)
61

Figura 5.15: Dados Ibope 01: Grá�os M(0) onsiderando esquema perturbação da variável ex-pliativa na segunda situação espeial para modelos de regressão om ponto de mudança nosoe�ientes de regressão sob distintas distribuições onsideradas.Tabela 5.7: Dados Ibope 02: Resultados para ritério SIC para modelo de regressão linear ommudança na variânia.Modelo minSIC(k) SIC(n) k̂Normal 395.859 403.161 8t de Student 398.751 404.235 8(ν=12.104) (ν=7.113)Slash 398.193 403.983 8(ν=2.476) (ν=2.021)Normal ontaminada 401.627 407.655 8(ν=0.046,γ=0.154) (ν=0.057,γ=0.155)
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Figura 5.16: Dados Ibope 01: Grá�os M(0) onsiderando esquema perturbação da variável res-posta na segunda situação espeial para modelos de regressão om ponto de mudança nos oe�i-entes de regressão sob distintas distribuições onsideradas.de mudança enontra-se na posição k = 8. Utilizando o ritério SIC, observamos que qualquerdos modelos onsiderados são adequados e destes, o modelo sob distribuição Normal om ponto demudança na posição k = 8 é o que melhor se ajusta aos dados. Por sua vez, este ponto orrespondeao intervalo horário de 07 : 45 − 08 : 00 horas. A Figura 5.17 apresenta as audiênias medidaspor ada um dos instrumentos ao longo do dia, a posição k = 8 identi�a laramente o pontoa partir da qual se produz uma diferença nos omportamentos de audiênia medidos pelos doisinstrumentos. Até o ponto em questão a medição via Meter apresenta os valores mais baixosdo dia e mais próximos dos valores medidos via Caderno. A Figura 5.18 mostra os valores doritério de informação de Shwarz (SIC) ontra a posição de mudança para todas as distribuiçõesonsideradas.A Tabela 5.8 ontém as estimativas de máxima verossimilhança para os parâmetros dosquatro modelos propostos aompanhados de seus respetivos desvios padrões (entre parênteses)obtidos via matriz de informação observada. A Figura 5.19 apresenta o grá�o de dispersãoom o modelo de regressão om ponto de mudança na variânia ajustado. Observe que as oito
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Figura 5.17: Dados Ibope 02: Medições de audiênia via instrumentos Meter (MET) e Caderno(CAD) por observações ordenadas segundo horário de medição.primeiras observações (identi�adas no grá�o om os números 1-8) mostram uma variabilidademuito menor que o resto de observações do onjunto de dados.Tabela 5.8: Dados Ibope 02: Estimativa dos parâmetros para modelos de regressão om ponto demudança na variânia sob distintas distribuições.Modelo Casos β0 β1 σ2Normal 1-8 0.602 0.596 1.247(0.7559) (0.0378) (0.6556)9-72 14.847(2.6421)t de Student 1-8 0.589 0.596 1.170(ν=12.104) (0.7784) (0.0376) (0.6519)9-72 12.112(2.4051)Slash 1-8 0.614 0.594 0.852(ν=2.476) (0.7583) (0.0368) (0.4646)9-72 8.688(1.7295)Normal ontaminada 1-8 0.644 0.592 1.165(ν=0.046,γ=0.154) (0.7363) (0.0358) (0.6175)9-72 11.677(2.2196)O método de in�uênia loal proposto no Capítulo 4 é utilizado sobre o modelo de regressão
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Figura 5.18: Dados Ibope 02: SIC para ajustes om diversas distribuições. Modelo de regressãoom mudança na variânia.om ponto de mudança na variânia. Primeramente, a identi�ação das observações atípias seráfeita onsiderando a distânia de Mahalanobis. A Figura 5.20 mostra estas distânias para osmodelos estudados sob as quatro distribuições onsideradas. Nota-se que as observações 15 e 39apareem omo "outliers"para todos os modelos onsiderados.A �exibilidade das estimativas de máxima verossimilhança dos modelos sob distribuições omaudas mais pesadas ontra observações atípias é evideniada na Figura 5.21 que apresenta ospesos estimados (qi) para (i = 1, . . . , n) provenientes da apliação do algoritmo EM, versus asdistânias de Mahalanobis, onde se observa pesos menores para as observações 15 e 39 identi�adasomo "outliers". Desta forma, o proesso de estimação de parâmetros atribui pesos menores asobservações an�malas. Para o modelo sob distribuição Normal, temos que qi = 1 para i = 1, . . . , n,mostrados omo uma linha traejada nos grá�os apresentados.Finalmente, as observações in�uentes no onjunto de dados Ibope 02 serão identi�adasutilizando a quantidades M(0)l para l = 1, 2, .., g aluladas através da urva onformal BfQ,dl
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Figura 5.19: Dados Ibope 02: Ajuste do modelo de regressão om ponto de mudança na variâniasob distribuição t de Student.segundo metodologia detalhada na Seção 4.2 e onsiderando os esquemas ponderação de asos,perturbação na variável expliativa e perturbação na variável resposta. Em todos os asosonsidera-se a mara de referênia proposta por Lee & Xu (2004) om c∗ = 3. Os esquemasespeiais de perturbação para modelos om ponto de mudança são utilizados em todas as situações.As Figuras 5.22-5.24 apresentam os grá�os de M(0) para o modelo de regressão om ponto demudança na variânia sob as quatro distribuições estudadas e três esquemas menionados, onsi-derando o segundo esquema espeial (para as observações 9-72). Os resultados orrespondentes aoprimeiro esquema espeial não identi�am observações in�uentes por isso não são apresentados,neste trabalho, por brevidade.Observando as �guras vemos que não existe nenhuma observação in�uente para as estimativasde máxima verossimilhança sob ponderação de asos para os modelos sob distribuição Normal,t de Student e Slash e Normal Contaminada. Por outro lado, quando avaliamos o esquema deperturbação na variável expliativa e perturbação na variável resposta somente o modelo sobdistribuição Normal mostra uma observação in�uênte (observação 39), também identi�ada aoobservar as distânias de Mahalanobis). Nenhum dos modelos sob audas pesadas apresentaobservações in�uentes.A observação 39 orresponde ao valor mais alto de audiênia do dia segundo a mediçãovia Meter (MET) o qual é o únio que supera às medições obtidas via Caderno (CAD).Note que os modelos sob audas pesadas lidam melhor om a presença desta observação. Nográ�o de dispersão (Figura 5.19), esta observação orresponde ao ponto extremo na parte superior.
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Figura 5.20: Dados Ibope 02: Distânia de Mahalanobis para o modelo de regressão om pontode mudança na variânia sob distintas distribuições, onsiderando ξ = 0.95.
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Figura 5.21: Dados Ibope 02: Distânia de Mahalanobis versus qi para o modelo de regressãoom ponto de mudança na variânia sob distintas distribuições.
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Figura 5.22: Dados Ibope 02: Grá�os M(0) onsiderando esquema ponderação de asos na pri-meira situação espeial para modelos de regressão om ponto de mudança na variânia sob distintasdistribuições onsideradas.



126 5. Apliações

10 20 30 40 50 60 70

0
.0

0
0

0
.0

0
2

0
.0

0
4

0
.0

0
6

0
.0

0
8

0
.0

1
0

a) Distribuição Normal

Observação

M
(0

)

39

10 20 30 40 50 60 70

0
.0

0
0

0
.0

0
2

0
.0

0
4

0
.0

0
6

0
.0

0
8

0
.0

1
0

b) Distribuição t−Student

Observação

M
(0

)

10 20 30 40 50 60 70

0
.0

0
0

0
.0

0
2

0
.0

0
4

0
.0

0
6

0
.0

0
8

0
.0

1
0

c) Distribuição Slash

Observação

M
(0

)

10 20 30 40 50 60 70

0
.0

0
0

0
.0

0
2

0
.0

0
4

0
.0

0
6

0
.0

0
8

0
.0

1
0

d) Distribuição Normal Contaminada

Observação

M
(0

)

Figura 5.23: Dados Ibope 02: Grá�os M(0) onsiderando esquema perturbação da variável expli-ativa na segunda situação espeial para modelos de regressão om ponto de mudança na variâniasob distintas distribuições onsideradas.



5.2. Conjunto de Dados Ibope 127

10 20 30 40 50 60 70

0
.0

0
0

0
.0

0
5

0
.0

1
0

0
.0

1
5

a) Distribuição Normal

Observação

M
(0

)

39

10 20 30 40 50 60 70

0
.0

0
0

0
.0

0
5

0
.0

1
0

0
.0

1
5

b) Distribuição t−Student

Observação

M
(0

)

10 20 30 40 50 60 70

0
.0

0
0

0
.0

0
5

0
.0

1
0

0
.0

1
5

c) Distribuição Slash

Observação

M
(0

)

10 20 30 40 50 60 70

0
.0

0
0

0
.0

0
5

0
.0

1
0

0
.0

1
5

d) Distribuição Normal Contaminada

Observação

M
(0

)

Figura 5.24: Dados Ibope 02: Grá�os M(0) onsiderando esquema perturbação da variável res-posta na segunda situação espeial para modelos de regressão om ponto de mudança na varianiasob distintas distribuições onsideradas.
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Capítulo 6Considerações Finais
6.1 ConlusõesNeste trabalho onsidera-se o estudo estimação e diagnóstio em modelos de regressão Misturade Esala Normal om um ponto de mudança. Os modelos baseados nesta lasse de distribuiçõesapresentam alternativas robustas para modelos desenvolvidos sob normalidade. Três asos omrelação ao ponto de mudança são estudados: modelos de regressão om mudança nos oe�ientesde regressão, modelos de regressão om mudança na variânia e modelos de regressão ommudança simultânea nos oe�ientes de regressão e variânia.No Capítulo 3, apresenta-se a estimação de máxima verossimilhança no modelo de regressãolinear om ponto de mudança sob Mistura de Esala Normal. Resultados espeí�os para adaum dos modelos estudados assim omo a implementação de algoritmo EM utilizando a formulaçãohierárquia são desenvolvidos para estes modelos. Também é apresentada a metodologia paraseleção do modelo e determinação do ponto de mudança através do ritério de informação deShwarz (SIC) que se mostra válida para os três tipos de modelos estudados.No Capítulo 4, um enfoque de in�uênia (Cook, 1986) é onsiderado no modelo de regressãoMistura de Esala Normal om ponto de mudança. A omplexidade na função de verossimilhançados dados observados leva ao uso da função Q (Zhu & Lee, 2001), proveniente do algoritmo EM.Para ada um dos modelos estudados foram obtidos os elementos para obter a urvatura normalonsiderando três esquemas de perturbação: ponderação de asos, perturbação sobre a variávelexpliativa e perturbação sobre a variável resposta. Uma avaliação sobre valores de referênia("benhmark") utilizados para avaliar se uma observação do onjunto de dados é potenialmentein�uente foi realizada, o valor proposto por Lee & Xu (2004) foi omparado om uma alternativaomputaional via Simulação Monte Carlo. Pelo tempo omputaional o uso da proposta de Lee
& Xu (2004) paree ser uma alternativa omputaional apropriada.129



130 6. Considerações FinaisFinalmente, a metodologia desenvolvida é apliada a exemplos reais que inluem um onjunto dedados onheido na literatura estatístia sobre volume de vendas dos merados de ações (Holbert,1982) e dois onjuntos de dados sobre medição de audiênia de televisão no Brasil. Estas apliações,apresentadas no Capítulo 5, mostram que os resultados desenvolvidos neste trabalho são úteis paraa análise de dados e espera-se que desperte o interesse de estudantes, pesquisadores e pro�ssionaispelo tema, que onsideramos ser de grande apliabilidade.6.2 Perspetivas Para Trabalhos FuturosO modelo de regressão linear simples om ponto de mudança onsiderado neste trabalho assumeque a variável dependente é �xa. No entanto, no aso espeí�o dos dados de medição de audiêniade televisão é possível supor que ambas variáveis (independente e indepentente) possuem um erropor proeder de medições de dois instrumentos diferentes. Nesse aso, uma opção alternativa paraeste problema é onsiderar um modelo de regressão linear om erro de medida. A apliação nosdados sobre volume de vendas dos merados de ações (Holbert, 1982) já foi realizada por Chang
& Huang (1997) onsiderando um modelo de regressão om erro de medida normal. Assim, umaextensão para modelos de regressão linear Mistura de esala normal om erro de medida e pontode mudança deverá ser realizada.Da mesma forma, o trabalho apresentado desenvolve a metodologia para a presença de um únioponto de mudança, assim este pode ser estendido para modelos om mais de um ponto de mudança.Por outro lado, o método de estimação proposto para modelos de regressão linear om pontode mudança Mistura de Esala Normal inlui uma optimização dos graus de liberdade dasdistribuições onsiderando o onjunto de dados total. Um estudo onsiderando a optimização dosgraus de liberdade separadamente em ada partição do onjunto de dados de�nida pela posição doponto de mudança pode ser realizado para avaliar os efeitos sobre a estimação. Também, podemser realizados estudos similares para modelos de regressão multivariados.Finalmente, a metodologia de estimação e diagnóstio apresentada para modelos de regressãoom um ponto de mudança pode ser estendida onsiderando outra lasse de distribuições queinluem lasses de distribuições assimétrias.
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Apêndie ADados Utilizados em Apliações
São apresentados os três onjuntos de dados utilizados nas apliações do Capítulo 5. Cada umdeles e desrito detalhadamente.A Tabela A.1 apresenta o onjunto de dados referido ao volume de vendas (em milhõesde dólares) dos merados de ações de New York (NYAMSE) e de Boston (BSE), denominadotambém Dados Holbert. As informações orrespondem a registros mensais entre Janeiro de 1967e Novembro de 1969.A Tabelas A.2-A.3 apresentam os dois onjuntos de informações de audiênias de televisão (emnúmero de domiílios × 10000) medidos via Caderno (CAD) e Meter (MET) referentes a dois diasde medição em uma área geográ�a de�nida para um estudo interno espeí�o. As informaçõesorrespondem a registros de intervalos de 15 minutos ontínuos iniiados às 06:00 horas até às24:00 horas do dia de medição. Estes onjuntos de dados são denominados Dados Ibope 01 e 02,respetivamente.
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136 A. Dados Utilizados em Apliações
Tabela A.1: Dados de volume de vendas de merado de ações.Ordem Data NYAMSE BSE1 jan 67 10581.6 78.82 fev 67 10234.3 69.13 mar 67 13299.5 87.64 abr 67 10746.5 72.85 mai 67 13310.7 79.46 jun 67 12835.5 85.67 jul 67 12194.2 75.08 ago 67 12860.4 85.39 set 67 11955.6 86.910 out 67 13351.5 107.811 nov 67 13285.9 128.712 dez 67 13784.4 134.513 jan 68 16336.7 148.714 fev 68 11040.5 94.215 mar 68 11525.3 128.116 abr 68 16056.4 154.117 mai 68 18464.3 191.318 jun 68 17092.2 191.919 jul 68 15178.8 159.620 ago 68 12774.8 185.521 set 68 12377.8 178.022 out 68 16856.3 271.823 nov 68 14635.3 212.324 dez 68 17436.9 139.425 jan 69 16482.2 106.026 fev 69 13905.4 112.127 mar 69 11973.7 103.528 abr 69 12573.6 92.529 mai 69 16566.8 116.930 jun 69 13558.7 78.931 jul 69 11530.9 57.432 ago 69 11278.0 75.933 set 69 11263.7 109.834 out 69 15649.5 129.235 nov 69 12197.1 115.1



137
Tabela A.2: Dados de audiênias de televisão (Parte 1).Conjunto de Conjunto deDados 01 Dados 02Ordem Horário CAD MET CAD MET1 06:00-06:15 3.4578 2.8644 7.1051 6.43232 06:15-06:30 4.4766 2.3379 9.8041 7.33953 06:30-06:45 5.4072 2.2868 10.9862 7.76614 06:45-07:00 5.9894 2.6599 10.7304 6.11585 07:00-07:15 9.6501 2.2786 16.2302 8.39976 07:15-07:30 10.6689 1.9000 14.9732 9.01917 07:30-07:45 10.9204 2.8289 15.4805 8.82618 07:45-08:00 10.4131 2.3353 16.3362 9.52959 08:00-08:15 15.7186 5.0769 18.7703 7.690810 08:15-08:30 15.2996 7.7590 17.5134 6.891611 08:30-08:45 16.4859 12.2066 20.1155 10.280612 08:45-09:00 16.7417 13.8694 18.0955 10.722713 09:00-09:15 24.3670 14.0671 25.5447 10.163614 09:15-09:30 24.5302 11.4360 26.3078 9.356515 09:30-09:45 25.5313 13.2406 26.6562 8.487616 09:45-10:00 24.8651 13.7227 25.8182 10.840617 10:00-10:15 27.2998 12.9871 28.6676 12.498518 10:15-10:30 26.9514 11.6891 28.2486 14.314319 10:30-10:45 26.9514 10.0387 27.8296 13.261320 10:45-11:00 26.8808 7.8930 27.1548 15.113721 11:00-11:15 23.0924 7.2787 26.2420 15.574422 11:15-11:30 21.9986 8.1699 23.9485 15.512823 11:30-11:45 21.7428 9.8512 23.8559 13.525824 11:45-12:00 21.8311 12.6583 21.3330 14.555625 12:00-12:15 22.0120 14.6258 27.2512 16.085826 12:15-12:30 23.4498 13.1750 29.0068 13.502127 12:30-12:45 22.9383 13.0762 30.1931 13.119428 12:45-13:00 22.4267 13.4820 28.7553 15.821529 13:00-13:15 22.8543 15.3976 29.7699 17.955430 13:15-13:30 21.6722 12.8734 28.5878 18.387131 13:30-13:45 22.4353 13.2583 27.2426 17.733432 13:45-14:00 22.9469 15.1758 28.4995 17.129533 14:00-14:15 24.7374 16.0589 27.5867 19.774734 14:15-14:30 23.7185 16.5639 28.3321 22.673535 14:30-14:45 24.8080 16.3483 27.4941 21.554336 14:45-15:00 25.3152 15.5167 27.9131 17.932337 15:00-15:15 26.1312 14.2347 25.1872 21.807438 15:15-15:30 26.1312 13.9400 26.3693 24.342539 15:30-15:45 27.5733 14.4414 25.6988 30.117640 15:45-16:00 27.6659 16.0691 24.7682 17.6281Continua .....
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Tabela A.3: Dados de audiênias de televisão (Parte 2).Conjunto de Conjunto deDados 01 Dados 02Ordem Horário CAD MET CAD MET41 16:00-16:15 27.5910 15.8475 33.0817 20.324942 16:15-16:30 26.2458 15.7324 31.6396 21.195543 16:30-16:45 25.2226 16.3906 31.0574 22.904344 16:45-17:00 24.3847 19.3355 31.9879 21.606645 17:00-17:15 22.6205 23.1748 32.2394 18.232246 17:15-17:30 22.1089 23.2148 32.4026 22.753747 17:30-17:45 22.7837 22.6191 32.7290 24.319648 17:45-18:00 22.9469 24.6766 32.5658 23.811949 18:00-18:15 34.5549 22.8624 29.4344 15.267550 18:15-18:30 34.7224 23.9044 27.4015 16.967551 18:30-18:45 35.0665 23.8662 26.4710 16.280052 18:45-19:00 35.5737 24.8231 27.4015 17.969053 19:00-19:15 37.6114 23.3022 28.0014 21.442654 19:15-19:30 34.2156 21.7515 28.2615 20.741655 19:30-19:45 36.6723 22.4929 30.8021 19.094156 19:45-20:00 36.8355 24.8940 29.4569 21.863757 20:00-20:15 38.1630 26.0185 33.5280 21.659058 20:15-20:30 38.7586 20.0274 34.2868 19.749259 20:30-20:45 39.1776 20.9952 33.3605 18.821860 20:45-21:00 38.5114 23.0675 33.8721 15.240161 21:00-21:15 43.9272 25.8214 34.0396 17.897462 21:15-21:30 44.0198 32.3248 34.0439 24.672163 21:30-21:45 44.4387 35.6288 33.5323 22.059964 21:45-22:00 45.3693 39.6195 33.4617 23.733165 22:00-22:15 35.3800 41.9002 28.4515 19.392066 22:15-22:30 33.5189 33.1494 26.9211 19.850367 22:30-22:45 31.9928 31.8799 26.3169 14.988968 22:45-23:00 32.1559 30.8172 26.9034 17.300869 23:00-23:15 23.2824 31.6222 18.5413 15.078070 23:15-23:30 22.0960 27.7664 14.5543 12.727071 23:30-23:45 19.7983 23.9403 14.5543 14.413572 23:45-24:00 17.7783 23.6954 13.9501 11.7654


