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Abstract

Linear models are widely used in statistics to describe the relationship between a response

variable and one or more explanatory variables, where usually it is assumed the errors are normally
distributed. Moreover, in linear regression model is assumed that the same linear model holds for
the whole data set, but this is not always valid. The model may change after a specific point, and
so a linear model with a change point would be appropriate for data set.
The main objective of work is to study some aspect of estimation and analysis of diagnostics in
the regression linear with change point model under scale mixture of normal distributions. The
analysis of diagnostics is based on the works of Cook (1986) and Zhu & Lee (2001). The results
obtained represent a extension of some results obtained in the literature; see for example Chen
(1998) and Osorio & Galea (2006). Finally, simulation studies are investigated through Monte
Carlo simulations and numerical examples are presented to illustrate the proposed results.

Keywords: EM Algorithm; Mahalanobis Distance; Scale Mixtures of Normal Distributions;
Local Influence; Linear Models; Change Point.

Resumo

Modelos lineares sao frequentemente usados em estatistica para descrever a relacao entre uma
variavel resposta e uma ou mais variaveis explicativas, onde geralmente os erros sao assumidos
como normalmente distribuidos. Além disso, em modelos de regressao linear assume-se que o
mesmo modelo linear ¢ valido para todo o conjunto de dados. O modelo pode mudar apés um
ponto especifico e assim um modelo linear com um ponto de mudanca poderé ser apropriado para
o conjunto de dados.

O principal objetivo deste trabalho é estudar alguns aspectos de estimagao e analise de diagnostico
em modelos de regressao linear com ponto de mudanca sob distribui¢oes de mistura de escala
normal. A analise de diagnostico é baseada nos trabalhos de Cook (1986) e Zhu & Lee (2001).
Os resultados obtidos representam uma extensao de alguns resultados apresentados na literatura,
ver por exemplo Chen (1998) e Osorio & Galea (2006). Finalmente, estudos de simulagao através
de simulacoes Monte Carlo sao realizados e exemplos numéricos sao apresentados para ilustrar os
resultados propostos.

Palavras-chave: Algoritmo EM; Distancia de Mahalanobis; Distribuicoes Mistura de Escala
Normal; Influéncia Local; Modelos Lineares; Ponto de Mudanga.
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Capitulo 1

Introducao

Os modelos estatisticos sao construidos para explicar de forma aproximada a estrutura de
um conjunto de dados mediante uma relagao funcional que melhor se ajuste ao padrao das
caracteristicas medidas. Estes modelos estatisticos deverao satisfazer certas suposicoes para que
seja considerada uma boa aproximacgao. De forma classica, modelos de regressao linear - como
todos os modelos lineares - sao baseados na denominada teoria normal. Assim, uma suposicao
rotineira do modelo é que tanto os erros como os efeitos aleatorios sao normalmente distribui-
dos. Sob esta suposicao, a inferéncia estatistica para os parametros é amplamente conhecida e
encontra-se disponivel en uma ampla variedade de programas computacionais de analise estatistica,
veja por exemplo, Cohen & Cohen (2008) e Everitt & Hothorn (2010) para aplicagoes no sistema R.

Em muitas areas de pesquisa, é de interesse explicar como um conjunto de variaveis denomi-
nadas independentes (definidas a partir de um experimento controlado ou por uma base teorica
previamente definida) afeta - conjunta ou individualmente - uma variavel denominada dependente.
Os chamados modelos de regressao (Draper & Smith, 1998) sao ferramentas estatisticas utilizadas
muito frequentemente para este fim. A literatura inclui exemplos de regressao linear e nao linear,
calibragao, regressao inversa, dentre outros e as suas aplicagoes podem ser vistas em diferentes
areas de investigacao tais como Medicina, Ciéncias Sociais, Econometria, Geologia, Quimica,
Engenharia, dentre outras.

Uma situacao particular ocorre quando o conjunto de observagoes pode ser indexado por
alguma variavel (tempo, espago ou outra variavel que indique uma ordem), e é possivel observar
que a partir de certo ponto desta indexacao a distribuicao destas observagoes muda. Esta situacao
caracteriza um problema de ponto de mudanca (Gomes de Souza, 2004). Logo, pode-se especificar
modelos de regressao linear com mudanga nos parametros a partir de uma k-ésima observacao de
um conjunto de observacoes indexada.

Quando o ponto de mudanga é desconhecido e o interesse é detectar e estimar este, Chen (1998)
sugere uma metodologia que utiliza o Critério de Informagao de Schwarz (SIC') de forma recursiva
sobre todos os possiveis pontos do conjunto de dados passiveis de ser o ponto de mudanca. Chen &
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Gupta (2001) apresentam uma metodologia geral para dete¢ao de pontos de mudanga em modelos
com diversas estruturas, assim, quando um ponto de mudanca estd presente e é desconhecido,
a estrutura do modelo muda a partir desta k-ésima observacao considerada, e trés formas de
mudanca nas estruturas dos modelos podem ocorrer: (1) A variancia do modelo considerado é
constante no conjunto total de dados e a mudanca se produz somente nos parametros do modelo
de regressao,

(2) A mudanga se produz na variancia do modelo e os parametros do modelo de regressao sao
constantes no conjunto total de dados, e

(3) A mudanga afeta a variancia e os parametros do modelo de regressao.

Como foi dito anteriormente, a teoria de inferéncia estatistica sobre modelos de regressao foi
amplamente desenvolvida em torno da distribuicao normal, isto justificado por algumas boas
propriedades estatisticas. No entanto, a inferéncia baseada no modelo normal sofre de falta de
robustez no sentido de ser muito sensivel quando existem observagoes aberrantes (outliers) ou
quando os dados provém de uma distribuicao com caudas mais pesadas que a distribuicao normal.
Embora seja frequente o uso de transformacoes sobre a variavel resposta com o fim de aproximar
a uma distribui¢do normal (ou a0 menos procurar simetria), sugere-se buscar um modelo teorico
mais conveniente quando isto é possivel. Assim, relaxar a suposicao de normalidade para estimar
os parametros do modelo tornou-se uma alternativa interessante.

O uso de distribuicoes simétricas com caudas mais pesadas que a distribuicao normal tem-se
mostrado uteis para reduzir a influéncia dos "outliers"sobre as estimativas de maxima verossi-
milhanga. Uma classe de distribui¢oes denominada de Mistura de Escala Normal (Andrews &
Mallows, 1974) oferece alternativas neste sentido. Esta classe contém as distribui¢oes normal, t
de Student, slash, normal contaminada, dentre outras. e tem sido estudada com grande interesse
nos ultimos anos.

Assim, neste trabalho, consideramos o modelo de regressao linear, onde é assumido que os
modelos considerados apresentam um ponto de mudanca e as observagoes seguem uma distribui-
¢ao na classe Mistura de Escala Normal. Considerando que a posicao do ponto de mudanca é
desconhecida, serao encontrados os estimadores de maxima verossimilhanca para as trés formas
de mudanca nas estruturas do modelo descritas anteriormente. Adicionalmente, sera apresentado
um procedimento recursivo que considera o critério de informacao de Schwarz para estimar um
ponto de mudanca desconhecido. As estimativas de méaxima verossimilhanca serao obtidas via
o algoritmo EM, e a programacao do algoritmo e do procedimento recursivo para determinacao
do ponto de mudanca sao implemetados no sistema R. Finalmente, é considerado um enfoque de
analise de diagnostico (Cook, 1986) baseado na metodologia de Zhu & Lee (2001).

1.1 Motivacao

Esta dissertacao é motivada por um problema real que esta relcionado a procedimentos de medicao
de audiéncia. A questao geral é encontrar um modelo estatistico adequado que permita descrever
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a relacao entre os resultados de audiéncia obtidos a partir do uso de instrumentos eletronicos de
medicao e os obtidos a partir do método manual de preenchimento de questionario. Devido aos
avancos tecnoldgicos ocorridos nos ultimos anos, os procedimentos de medicao sao cada vez mais
automatizados e incorporam novas utilidades que fazem que suas caracteristicas sejam melhores
que seus predecessores (que na maioria de casos empregavam muitos processos manuais). B
natural entao que estes novos procedimentos substituam os antigos.

Quando uma mudanca nos procedimentos de medicao é realizada, é importante conhecer qual
é o efeito que esta mudanca ird causar, e na grande maioria de vezes é preciso encontrar uma
relacao numérica entre valores de medi¢ao obtidos pelo novo procedimento e o antigo. A relagao
numérica em questao é imprescindivel quando as medicoes sao realizadas de forma continua e por
alguma razao torna-se necessario manter o histérico das medigoes, ou quando o procedimento sera
implantado em etapas e por algum tempo se convivera com os dois procedimentos.

E preciso entdo, estimar valores de medicdo para novo procedimento obtido a partir dos valores
de medicao do antigo procedimento. Para isto, foi selecionado um periodo de tempo no qual
os dois procedimentos de medicao sao utilizados para aferir em duas amostras representativas
da area de cobertura estudada, e a partir destes dados se constréi um modelo de regressao que
explique a medicao pelo procedimento novo em func¢ao do procedimento antigo.

Para o caso especifico que motiva esta dissertagao, sabe-se que os valores das medicoes sao
realizadas de forma continua e que cada medicao possa ser identificada e ordenada por esta iden-
tificacao, obtendo assim uma base de dados indexada. Adicionalmente, devido a certas condigoes
conhecidas, é de esperar que a partir de um certo valor desta indexacao os valores das medicoes
sejam diferentes e produzam uma mudanca na estrutura da relacao do modelo de regressao,
propondo assim a utilizagao de um modelo de regressao com um ponto de mudanca. Por outro
lado, a presencga de dados aberrantes nas medigoes sugere a utilizacao de modelos robustos. Desta
forma, serao consideradas distribuicoes simétricas com caudas mais pesadas que a distribuicao
normal, especificamente serao consideradas as distribuicoes da classe de Mistura de Escala Normal.

1.2 Objetivo do Trabalho

O objetivo do presente trabalho é apresentar um estudo de estimagao e diagnostico no Modelo de
Regressao Linear (MRL) com um ponto de mudanga, onde os erros seguem uma distribui¢ado na
classe Mistura de Escala Normal (MEN). A estimagao dos parametros e a determinacao do ponto
de mudanga sao tratados com detalhes e sao inspirados nos trabalhos de Chen (1998) e Osorio &
Galea (2006). Quatro distribui¢oes de probabilidade que formam parte da classe de Mistura de
Escala Normal sao utilizadas na obtencao de resultados especificos. Os resultados obtidos serao
aplicados sobre dados simulados e reais.

Os objetivos especificos deste trabalho podem ser resumidos em:
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i) Desenvolver a estimagdo por maxima verossimilhanga para modelos de regressao linear mis-
tura de escala normal que apresentam um ponto de mudanca e apresentar a estimacao de
parametros mediante o algoritmo EM para cada um dos trés casos de mudanca considerados;

ii) Considerar um método para determinar a existéncia de um ponto de mudanga e a posi¢ao
deste no conjunto de dados a partir de Critério de Informagao de Schwarz, para todos os
modelos estudados;

iii) Abordar o problema de influéncia local nos modelos estudados considerando alguns esquemas
de perturbagao e seguindo a metodologia de Zhu & Lee (2001);

iv) Avaliar os resultados obtidos a partir de estudos de simulagao de Monte Carlo;

v) Aplicar os resultados obtidos em conjuntos de dados reais. Um dos quais corresponde a um
conjunto conhecido dentro da literatura estatistica e para o qual existem alguns resultados
em situacoes especificas (Holbert,1982).

1.3 Organizagao do Trabalho

A presente dissertacao contém seis capitulos e um apéndice que contém os dados das aplicacoes.
Os capitulos sao organizados como segue abaixo.

No Capitulo 2, apresenta-se uma revisao dos principais conceitos que serao tratados nesta
dissertacao. O conceito de ponto de mudanca em modelos classicos de regressao linear e a
estimacao de parametros via algoritmo EM sao introduzidos para estes modelos. Finalmente,
resultados importantes relacionados a classe de distribuicoes de Mistura de Escala Normal sao
apresentados.

No Capitulo 3, estuda-se os modelos de regressao linear (MRL) considerando um ponto
de mudanca e com erros distribuidos por distribuicoes da classe de Mistura de Escala Normal
(MEN). A especificacado do modelo, a estimagao de maxima verossimilhanga dos parametros,
o algoritmo EM correspondente e a forma de determinacao do ponto de mudanca a partir de
Critério de Informagao de Schwarz (SIC) sao apresentados para os diversos modelos considera-
dos. Estudos de simulacao e discussoes sobre os resultados sao apresentados em todas as situacoes.

O Capitulo 4 é dedicado ao estudo de diagnostico no MRL com ponto de mudanga baseado na
metodologia de Zhu & Lee (2001). Resultados e discussoes para alguns esquemas de perturbagao
sao apresentados.

No Capitulo 5, apresenta-se aplicacoes sobre trés conjuntos de dados reais.

Finalmente, no Capitulo 6 apresentamos as consideracoes finais e conclusoes deste trabalho,
assim como uma discussao para futuros trabalhos.



Capitulo 2

Principais Conceitos

Neste capitulo, apresentamos os principais conceitos que serao tratados nesta dissertacao. Pri-
meiramente, descrevemos o modelo de regressao linear com a presenca de um ponto de mudancga
e com erros distribuidos normalmente e posteriormente erros com distribuicao t de Student. Se-
guidamente, apresenta-se uma descricao do algoritmo EM usado na estimagao dos parametros dos
modelos estudados no presente trabalho. Finalmente, uma revisao das distribuicoes de Mistura de
Escala Normal para o caso univariado é considerada.

2.1 Modelo de Regressao com Ponto de Mudanca

Nesta secao, descrevemos o problema de presenca de um ponto de mudanca nos modelos de re-
gressdo. Consideramos duas situagoes, para os modelos de regressao, estudadas por Chen (1998)
e Osorio & Galea (2006); quando os erros seguem uma distribui¢do normal com média zero e va-
riancia constante e uma extensao que considera uma distribuicao t de Student com média zero e
variancia constante, respectivamente. Em ambas situagoes a mudanca ocorre nos parametros de
regressao.

2.1.1 O Problema de Ponto de Mudanca

Intuitivamente pode-se considerar que qualquer conjunto de observacoes necessariamente orde-
nadas por alguma caracteristica conhecida (de tempo, de espaco ou outra qualquer), apresenta
um problema de ponto de mudanca se a distribuicao das observacoes muda apés um ponto
determinado e desconhecido deste ordenamento.

Uma defini¢ao formal para este problema é encontrado em Gomes de Souza (2004): dada
uma sequéncia de variaveis aleatorias (ou vetores aleatorios) xj, Xa,... com distribuigoes de
probabilidade dadas por fi,fs... respectivamente onde os indices 1,2,... indicam uma ordem (por
exemplo, instantes de tempo). Se diz que o ponto k (correspondente ao indice k) é o ponto de
mudanca desconhecido dessa sequéncia se fi = fo = ... = fr # fra1 = frio = ...
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Deve-se ter claro que a sequéncia definida nao necessariamente esti referida a intervalos de
tempo que estejam distribuidos igualmente e sim a qualquer forma de ordem dos dados. Por outro
lado, é possivel generalizar a definicao para mais de um ponto de mudanca.

As vérias caracteristicas pelas quais os problemas de ponto de mudanca podem ser clasificados
sao apresentadas por Brodsky & Darkhovsky (1993), estas estao referidas logo abaixo.

(1) Ao método de obtencao de dados, que podem ser separados em duas situagdes: sequenciais e
de tamanho de amostra fixado. Nos procedimentos sequenciais, por nao existir um tamanho
de amostra determinado, a verificacao de homogeniedade de f deve ser feita quando cada
nova observacao é realizada, os dados deverao ser examinados a cada nova observacao quanto
a hipotese de homogeneidade. Quando temos uma amostra fixa o processo de obtencao de
dados é completado antes da hipotese de homogeneidade de f ser testada.

(2) A informacdo a priori sobre f;, de onde os problemas de ponto de mudanga podem ser
considerados paramétricos, semi-paramétricos ou nao paramétricos.

(3) As caracteristicas dos dados, determinando modelos com tempo continuo ou discreto, uni ou
multidimensionais ou com observagoes dependentes ou independentes.

(4) Ao tipo de mudanga, que podem ser de dois tipos: Os de mudanga abrupta como por
exemplo um modelo da forma Y; = a3 + 51X, parai = 1,...,k e Y; = as + 5, X, para
i =k+1,...,n (onde X; necessariamente mantém uma ordem respeito ao indexador); e
os modelos com mudanca gradual ou sem descontinuidade onde dado X; < Xy < ... < X,
existe A (Xx < A < Xpy1) tal que Y; = ag + f1A = as + B2\, estes modelos sao conhecidos
também como regressao segmentada.

(5) Ao ntmero de mudangas, onde podemos ter modelos com um tnico ponto de mudanga ou
multiplos pontos de mudanca.

A respeito da inferéncia sobre os modelos com ponto de mudanca, devem ser considerados os
seguintes aspectos: Determinar a existéncia do ponto (ou pontos) de mudanca, localizar a posigao
deste ponto (ou pontos), estimar todos os parametros de interesse do modelo e realizar anéalises
preditivas.

Dentro da literatura estatistica, o problema de ponto de mudanca tem sido estudado com
muito interesse ao longo dos anos. Estudos sobre problemas de ponto de mudanca na média
sobre uma sequéncia de variaveis aleatérias normais sao tratados por Chernoff & Zacks (1964),
Garduner (1969), Srivastava (1975), Worsley (1979) e Srivastava & Worsley (1986). Horvath (1993)
e Chen & Gupta (1995) estendem este estudo para mudanga simultanea na média e variancia,
sempre sobre distribui¢coes normais da variavel aleatoria. Mais recentemente Bhatti (2000) utiliza
alguns testes conhecidos no problema de ponto de mudanca na variancia de sequéncia de variaveis
aleatorias normais com meédia nao conhecida.
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No que se refere aos modelos de regressao linear, muitos estudos na literatura estatistica
foram desenvolvidos considerando o problema de ponto de mudanca sobre o modelo classico que
asssume normalidade dos erros aleatorios. Quandt (1958, 1960) intoduz o método de méaxima
verossimilhanca para estimar e testar parametros de modelos de regressao segmentada. Ferreira
(1975), Chin Choy & Broemeling (1980) e Holbert (1982) realizam estudos desde o ponto de vista
bayesiano. Brown et al. (1975) e Hofrichter (2007) usam o método de residuais recursivos para a
detegao de pontos de mudanga em modelos de regressao linear multipla. Hawkins (1989) utiliza o
criterio de unido-interse¢ao. Kim & Siegmund (1989) e Kim (1994) utilizam o teste de razao de
verossimilhanga para detec¢ao de pontos de mudanga. Csorgé & Horvath (1997) apresentam propri-
edades assintoticas de métodos de detecao de ponto demudanca. O uso de Criterio de Informacao
de Schwarz (Schwarz, 1978) para determinacao de ponto de mudanga em modelos de regressao
linear é apresentado por Chen (1998) e Chen & Gupta (1997, 1999, 2001). Osorio & Galea (2006)
utilizam o critério de Informacao de Schwarz (SIC'), na determinagao do ponto de mudanga num
modelo de regressao linear onde os erros sao distribuidos de acordo a uma distribuicao t de Student.

Nas seguintes subse¢oes, apresentamos a metodologia descrita por Chen (1998) e a extensao
apresentada por Osorio & Galea (2006) para o modelo robusto t de Student. Em ambos casos
considera-se a mudanca nos parametros de regressao e variancia constante.

2.1.2 Modelo de Regressao Linear Normal com Ponto de Mudanca

Considerando o modelo de regressao:

Y, =x/B+e, (2.1)
onde B8 = (Bo,51,..,8,-1)" & um vetor e parametros desconhecidos de dimensdao p,
x; = (1, 21, ...,l’l(p_l))T ¢ a i-ésima linha da matriz de desenho X de dimensao n X p,(n > p) e

- <. . . C iid
os erros aleatorios €y,...,6, sao independentes e identicamente distribuidos como ¢; ~ N(0,0?),
i=1,...,n, onde 0 é um parametro desconhecido maior que zero.

Considerando que o ponto de mudanca encontra-se na posicao k, nao conhecida, tem-se que
Y; ~ N(x!By,0%), parai=1,....ke Y, ~ N(x/8,y,0%), parai =k +1,...,n, ou seja, ponto de
mudanca na média da distribuicao da variavel resposta.

Chen (1998) aborda o problema de verificar a existéncia de um ponto de mudanga no modelo
de regressao (2.1) e determinar a posigao deste. Para isto, considera-se um teste de hipotese da
forma

H()Z }/;:X;FB—FEZ', izl,...,n,
H, : }/Z’:Xz—'rﬁl—i_ﬁh izla"'vkv (22)
L Y =x 8, + &, 1=k+1,...,n,

isto é, a hipotese nula indica que nao existe ponto de mudanca no modelo de regressao contra
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a hipotese alternativa que identifica um modelo de regressao com um ponto de mudanca na
observacao k.

Quando a posi¢ao do ponto de mudanca nao é conhecida, H; devera considerar uma colecao
de modelos com ponto de mudanca que considera as posicoes p,...,n — p e 0 objetivo neste caso
serd selecionar um modelo desta colecao.

A metodologia para a sele¢ao proposta por Chen (1998) usa o Critério de Informacao de Schwarz
(SIC) definido como

SIC = —24(6) + s log n, (2.3)

onde ¢(0) corresponde a funcao de log-verossimilhanga avaliada na estimativa de méxima verossi-

milhanca 6 = (BT, 02)", s é o nimero de parametros do modelo e n é o tamanho de amostra.
Os critérios de decisao adotados sao os seguintes:

e O modelo considerado apresenta um ponto de mudanca, que equivale a rejeitar a hipo-
tese nula, se

SIC(n) > min{SIC(k), parak =p,....,n — p}. (2.4)

e (Quando a hipotese nula ¢ rejeitada, a posigdao estimada do ponto de mudanga via méxima
verossimilhanca corresponde ao valor k que satisfaz

SIC(k) = min{SIC(k): k=p,...,n—p}. (2.5)

Como mencionado em Osorio & Galea (2006), a maximizacao da funcdo de log-verossimilhanga

equivale & minimizagao do Critério de Informacao de Schwarz.

Sob a hipotese nula os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros sao

~ 1

B=XX)"'XY e o2==(Y-XB)(Y-X3).

n
O critério de informagao de Schwarz, STC(n), pode ser expressado como

SIC(n) = —24y(B,0%) + (p+1) log n
= nlog[(Y —=XB)" (Y —=XB)] +n(log2r + 1) + (p+ 1 — n)log n.

Sob a hipotese alternativa os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros conside-
rados podem ser expressados como

B\1 = (X1 X)X, Yy, B; = (X2 ' X2) X3 'Y, e

7 = LYy~ XuB)) (Y1 — XaB)) + (Ya — XaBy) (Ya — X))

n
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Neste caso, o critério de informagao de Schwarz, SIC(k), é dado por

SIC(k) = —2 €k(B\1,@,a/22 + (2p+ 1/)\10g n . N
= nlog[(Y = XB,) (Y = XB,) + (Y = XB3,) (Y — X83,)]
+n (log27+ 1)+ (2p+ 1 —n)log n,
onde kK = p,...,n — p, X; é uma particao da matriz X que considera as k primeiras linhas, Y, é
uma particao do vetor Y que considera as k primeiras observacoes, Xy é uma particao da matriz
X que considera as n — k ultimas linhas e Y5 é uma particao do vetor Y que considera as n — k
ultimas observagoes.

2.1.3 Modelo de Regressao Linear t de Student com Ponto de Mudancga

Osorio & Galea (2006) propoem um modelo de regressao linear t de Student, onde os erros
aleatorios €1,...,6, do modelo considerado em (2.1) sdo independentes e identicamente distribuidas

como €; S t(0,0% v), parai=1,...,n, onde o é um parametro desconhecido e v sdao os graus de
liberdade da distribuicao t de Student.Assim, quando o ponto de mudanca enconta-se na posicao
k ndo conhecida tem-se que Y; ~ t(x;/B,0%v), parai = 1,.... ke Y; ~ t(x/B,,0°% v), para
i=k+1,...,n.

Considerando o comentario de Fernandez & Steel (1999) sobre os graus de liberdade v, estes
serdo considerados conhecidos e como sugerido por Lange et al. (1989) uma avaliacdo de varios
possiveis valores de v devera ser feita para escolher o que maximize a funcao de verossimilhanca.
Quando v — oo a distribuigao t de Student converge a normal e os resultados apresentados por
Chen (1998) podem ser obtidos.

A estimacao de maxima verossimilhanca sob hipdtese nula considera a fungao de log-
verossimilhanca dada por

o n s Vv+1 -
lo(B,0°) =n logG(v) — B logo® — TZlog{l +d;/v},

i=1
Y, — iT 2 | NE=="

onde dizﬂ, i1=1,...,n e G(V):(72)V.

o VT I(3)

As fungoes escore sao
UuB) = 1 En aYi —x;' B)x; = iXTQ(SK - XPB) e
0_2 — 1 (2 1 1 0_2

n + 1
202  20%

1 n
U(0) = —5 + 35 2 aiYi—x"8)” = - Va(B).
=1

onde Vaq(B) = (Y - X08)'Q(Y — XB), com
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v—+1

= dia s ), e ;= , it=1,...,n.
Q 9(q1, -5 Gn) %=

Neste caso, o critério de informacgao de Schwarz, SIC(n), pode ser escrito como
SIC(n) = —2nlogG(r)+n log o2 + (v+1) Zlog{l +d;/v} + (p+1) log n.
i=1
Os resultados equivalentes ao considerar a hipotese alternativa sao:
n v+1 k -
2y _ 2 , .
((By, By, 0%) = n log G(v) — 3 logo® - T[; log{1 + dy;/v} + i:;rllog{l + dyi [V},
1
o?
n 1
o2 T @[VQl (B1) + V. (82)],

onde Vq,(By) = (Y1 —X18))"Q1(Y1 —X18), V@, (By) = (Y2 — X28,) 'Q2(Y2 — X28,),
com Qi =diag(q,....,qx) e Q2= diag(qri1,--- qn)

U(ﬁ1) = ! X1TV1(Y1 - Xlﬁl)? U(ﬁ2) =

o2

Xvaz(Yz - X252)7 €

U(o?) =

k
SIC(k) = —2n logG(v) +n log o2 + (v+1) [Zlog{l +dy;/v}
i=1

+ ) log{l+dy/v}]+ (2p+ 1) log n,

1=k+1

(Vi — XiTﬁl)z

o2

Y- xi' 3,)?
etk dy = JiTXB)

onde di; = 5
o

Sob ambas hipoteses, observa-se que as equacoes de verossimilhanca correspondem a um sistema
de equacoes nao linear e pode ser resolvido via métodos numéricos. Na proxima secao, descrevemos
o algoritmo EM e a aplicacao deste para estimagao do modelo de regressao linear t de Student.

2.2 O Algoritmo EM

Nas tltimas décadas o desenvolvimento de algoritmos computacionais orientados a realizagao de
estimacoes de parametros tem sido um tema recorrente na bibliografia e desde entao, muitas
aplicagoes em diversas areas tem sido apresentadas. Um grande nimero destas estao relacionadas
a inferéncia e modelagem robusta sobre conjuntos de dados simétricos. O algoritmo EM (Demps-
ter, Laird & Rubin, 1977) é um processo iterativo muito utilizado e eficiente na estimacao de
parametros de modelos com dados incompletos a partir da maximizagao das funcoes de maxima
verossimilhanca. Em muitos casos, a obtencao de estimativas de maxima verossimilhanca pode ser



2.2. O Algoritmo EM 11

simplificada ao utilizar a formulacao de dados aumentados, também chamado de dados completos.
Estes dados sao a uniao dos dados denominados incompletos que sao observados e os dados
denominados perdidos.

Uma especificacao do algoritmo é a seguinte: Seja y, e y; que denotam os dados observados e
faltantes, respectivamente. Denota-se como y. = (y,,yy) os dados completos que comportam os
dados observados e faltantes conjuntamente. Sejam f(y.|@) a func¢ao de verossimilhanca dos dados
completos, £.(0|y.) = log(f(y.®)), 6 € O, a fungao de log-verossimilhanca dos dados completos
e Q(H\@) o valor esperado da log-verossimilhanca dos dados completos condicionado aos dados
observados y, e os parametros estimados atuais. Temos que:

Q(6]6) = E[(.(8]y.)|y.. 0], (2.6)

onde 6 sao os parametros estimados usados na avaliacao da esperanca condicional e 6 sao as
estimativas atualizadas, obtidas pela maximizacao de Q).

Cada iteracao do algoritmo EM é composta por dois passos: O célculo da esperancga condicional
(E), e a maximizacao (M). Assim, para a r-ésima iteracdo temos:

Passo E: Calcular Q(0|5(r_1)) como uma funcao de 8" " ¢ os dados observados;

~(r—1)

~(r) ~(r) ~(r—1)
Passo M: Encontrar 8 °, tal que, Q(0 |0

) = Marg_oQ(010 7).

Os dois passos sao repetidos quantas vezes seja necessario. A convergéncia é assegurada uma
vez que o algoritmo garante o aumento da verossimilhanca em cada iteracao, isto ¢, as funcoes de
verossimilhanca observada ¢(0]y,) obtidas via o algoritmo EM nas iteragdes (r) e (r+1) guardam
a seguinte relacao (0" |y,) < £(0"V]y,), o que permite afirmar que o algoritmo geralmente
converge a um maximo local ou global da funcao de log-verossimilhanga. A verificacao que o
méaximo verdadeiro ¢ alcancado sempre deve ser realizada, ao que se recomenda rodar varias vezes
as iteracoes do algoritmo EM com diferentes valores iniciais.

O passo M no algoritmo EM pode ser substituido por um processo de maximizacao condicional
(CM) de alguma fungao dos parametros que estao sendo estimados. Este algoritmo foi proposto
por Meng & Rubin (1993) e é denominado algoritmo de maximizagao condicional de esperanga
(ECM). Neste caso, maximiza-se a funcdo Q sujeita a restricdes em 6, tornando o algoritmo
computacionalmente mais simples.

A seguir apresentamos os algoritmos EM sugeridos por Osorio & Galea (2006) para a estimagao
de parametros do modelo de regressao linear t de Student.

e Quando o modelo nao apresenta ponto de mudanca, a funcao de log-verossimilhanga obser-
vada pode ser escrita como
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n 1 1
lo(Y|v;0) = —= log(2 7 0?) + - log |Q| — = Va(B).
2 2 20
O algoritmo EM maximiza a fun¢ao de log-verossimilhanca anterior de forma iterativa. A
seguir sao descritos os dois passos para a r-ésima iteragao:

(r—1 —=(r=1) ~(r—1
Passo E: Partindo de uma estimativa inicial 6 . (B ,02( :

¢;") a partir da esperanca condicional

), calcula-se os pesos

~(r—1) ry v+1

) = qz 9
v+ dm Y

7

EU|Y;; 0

T (r—1)
—xTB )
(r=1)

onde dﬁ"‘” = (¥ i=1,...,n.

o2

Passo M: Usando os pesos obtidos no passo anterior, as estimativas de maxima verossimilhanca
podem ser escritas como

() ()

B =(x"QUx) XY, = v - X)) TQO(Y - X8")

onde QW = diag(q\"”, ..., q{").

e (Quando o modelo em questao apresenta ponto de mudanga na posicao k, a funcao de log-
verossimilhanca observada é

(Y 1:0) = 2 Tog 270 + 7 log |Qul — 55V, (B1) + 5108 [Qa] — 55 Vau(Ba).

Neste caso, os dois passos do algoritmo EM na r-ésima iteragao sao descritos como:

~(r—1) /\(Tl /\(7’ 1) r—1
Passo E: Partindo de uma estimativa inicial 9! = (B8] el 02( )), calcula-se os
pesos qi(r_l) a partir da esperanca condicional
_ 1
UV 0 0) =g/ = 2
v+d,
onde
Vix'B )
: )i(r_i) i=1,...k,
di = 9 o —(r—1)
Y*i . 1T T 2
WizxiBs Vi1
1)
( o

Passo M: Usando os pesos obtidos no passo anterior, as estimativas, nesta etapa, sao obtidas
por
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—() v - ,
B, =(X1"Q:"X,)1X,"Q: Yy,

(;2(r) 1

(Y1 =Xa87)T Qi (Y1 = Xa817) + (Y2 = Xa8]) TQa" (V2 — Xo8)],

n

com Q") = dz'ag(qy), . qg)), Q," = diag(q,@l, . q,(f)) e considerando que X; é uma particao

da matriz X que considera as k primeiras linhas, Y; é uma particao do vetor Y que considera as
k primeiras observagoes, Xy ¢ uma particao da matriz X que considera as n — k ultimas linhas e
Y, ¢ uma particao do vetor Y que considera as n — k ultimas observacoes.

Em ambas situacoes, os passos E e M sao repetidos até o convergéncia do algoritmo.

2.3 Um Exemplo em Regressao Linear Simples

A seguir apresentamos a aplicacdo dos resultados mostrados nas duas se¢oes anteriores sobre um
conjunto de dados simulados. Os diversos resultados sao comparados.

1) Conjunto de dados simulados

E considerada uma amostra de tamanho 20 do modelo de regressao y; = Py + f1x; + e;, onde
os erros e; seguem uma distribuicao t de Student com 2 graus de liberdade para i = 1,...,n.
Considera-se adicionalmente que o conjunto de dados apresenta um ponto de mudanca na posi¢ao
10. Assim, os modelos que geram as observacoes apresentadas na Tabela 2.1 foram definidos como

yZ:2+O5l’Z+€Z, z'zl,...,lO,

yi =4+ 1,5z + e, 1 =11,...,20.
2) Ajuste dos modelos

Primeiramente, assume-se que a distribuicao dos erros do modelo segue uma normal com
meédia zero e variancia desconhecida para ¢+ = 1,...,n. O conjunto de dados ¢ ajustado a partir
de um modelo de regressao linear simples utilizando os resultados apresentados por Chen (1998).
Quando nao se considera a existéncia de um ponto de mudanca os resultados sob hipotese nula
sao utilizados. A reta obtida por este ajuste é mostrada na parte (a) da Figura 2.1.

Mantendo a suposi¢ao que a distribuicao dos erros dos modelos ajustados segue uma normal
com média zero e variancia desconhecida para ¢ = 1,...,n e considerando desta vez que
existe uma ponto de mudanca conhecido na posigao 10, o conjunto de dados deve ser ajustado
utilizando os resultados sob hipotese alternativa, obtendo duas retas. Levando em consideragao a
indexacao e determinando k=10, a primeira reta é ajustada utilizando os dez primeiros dados e a
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Tabela 2.1: Dados simulados para modelo de regressao linear simples proposto.
Indicador de Indexacao Variavel Y Variavel X

1 7.68 9.84
2 8.25 9.68
3 4.16 7.87
4 20.53 2.53
5 0.48 4.47
6 4.57 3.25
7 7.34 9.26
8 0.97 9.78
9 3.28 5.64
10 11.60 8.61
11 32.99 18.95
12 31.63 18.09
13 21.42 11.36
14 31.04 17.18
15 24.47 14.32
16 32.19 19.04
17 28.94 15.90
18 21.46 10.39
19 19.80 10.43
20 27.95 16.41

segunda utilizando os ltimos dez dados. As retas obtidas sdo mostradas na parte (b) da Figura 2.1.

Observe que nas duas situacoes anteriores as estimagoes de maxima verossimilhanca dos
parametros de regressao sao 0os mesmos que os obtidos ao utilizar o método de minimos quadrados.
Para o caso do modelo com ponto de mudanca devem considerar as parti¢oes adequadas de X e Y.

Ao considerar que os erros seguem uma distribuicao t de Student com dois graus de liberdade
para i = 1,...,n, os resultados para os modelos de regressao robustos apresentados por Osorio &
Galea (2006) serao utilizados. Novamente, os resultados sob hipotese nula sdo utilizados quando
se assume que nao existe um ponto de mudanca e os resultados sob hipotese alternativa com k=10
sao considerados ao assumir a existéncia de um ponto de mudanga nessa posi¢ao. O algoritmo
EM ¢ utilizado para a estimacao dos parametros em ambas situagoes.

As partes (c) e (d) da Figura 2.1 apresentam as retas ajustadas ao considerar os modelos
robustos. O primeiro corresponde ao ajuste para um modelo de regressao t de Student sem ponto
de mudanca e o dltimo para um modelo de regressao t de Student com ponto de mudanga na
posicao 10.

3) Aplicacao da metodologia para determinacao de ponto de mudanga
A Figura 2.2 apresenta os resultados da aplicacao da metodologia para determinacao de ponto

de mudanga que usa o critério de informagao de Schwarz, (SIC'), proposto por Chen (1998) para
os modelos de regressao normal e t de Student (Osorio & Galea, 2006). Observa-se que em ambas
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a) Modelo Normal sem ponto de mudanca

b) Modelo Normal com ponto de mudanca

o _| o _]
<t <
o _|
[sp)
> >
s | ° s
g &
= Y= -5.002+1.972 X -
o _|
o o - °
T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Variavel X Variavel X
c) Modelo t-Student sem ponto de mudanca d) Modelo t-Student com ponto de mudanca
o _| o _]
<t <
o _| o _|
[sp) (3]
> >
° °
8 & © 3 8 Y= 4.914+1.466 X
5 c
= Y= -5.075+2.026 X -
o _| o _|
£2.891+0.485 X
(o]
(]
o o -
T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Variavel X Variavel X
Figura 2.1: Ajuste de modelos de regressao Normal e t de Student para dados simulados consi-

derando diversas suposicoes.

situagoes identifica-se o ponto de mudanga na posi¢ao 10. O menor valor apresenta-se no SIC(10)
do modelo de regressao t de Student. A aplicagao da metologia proposta leva a escolha do modelo
que reflete as caracteristicas do conjunto de dados simulado.

4) Comparativos dos modelos sugeridos
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a) Distribuicao Normal b) Distribuicao t-Student

140
|
140
|

130
I
130
I

SIC
SIC

120
I
120
I

110
I
110
I

100
|
100
|

T T T T T T T T
5 10 15 20 5 10 15 20

Posicdo de mudanca Posicéo de mudanca

Figura 2.2: Valores SIC' dos modelos de regressao Normal e t de Student ajustados sobre dados
simulados.

Os modelos de regressao linear que nao consideram um ponto de mudancga captam a tendéncia
da relacao, no entanto, os ajustes para os dados com valores extremos apresentam maiores
diferencas com os valores ajustados. E intuitivo que isso aconteca, pois ao considerar os dados
como um tnico conjunto (o que nao condiz com a simulacao realizada), a unica reta que ajustara
os dados serd menos precisa nos dados mais extremos, assim a avaliacao sob a presenca de um
ponto de mudanca torna-se importante.

Ao observar os ajustes do modelo de regressao normal com ponto de mudanca na posi¢ao 10,
a primeira reta mostra uma relagdo negativa (o valor de 5 é negativo, o que difere da estrutura
da simulacao), isto devido principalmente a observa¢ao nimero 10 do conjunto que causa um
efeito de alavanca no ajuste. Assim, considerar um modelo de regressao normal nao é a melhor
opcao quando dados aberrantes estao presentes em um conjunto de dados. Esta situacao nao
ocorre quando é considerado o modelo de regressao t de Student. De fato, considerar modelos
de regressao robustos torna-se uma opcao para descrever melhor a relagao entre variaveis de um
conjunto de dados.

Finalmente, a metodologia para detecao de um ponto de mudanca que considera o SIC' é uma
boa alternativa para este fim.
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2.4 Distribuicoes de Mistura de Escala Normal

O interesse pelo estudo tedrico de distribuigoes simétricas que possuem caudas mais pesadas que a
distribui¢do normal tem sido crescente desde a década de 70. Neste contexto, Andrews & Mallows
(1974) apresentam uma classe de distribu¢oes simétricas denominadas de Mistura de Escala Normal
que agrupa distribui¢oes simétricas, entre elas as distribui¢oes normal e t de Student. Nesta secao,
apresentam-se as principais caracteristicas desta classe de distribuicoes.

2.4.1 Definicao e Notacao

Uma variavel aleatoria Y tem distribuicao de Mistura de Escala Normal com parametro de locagao
p € R e parametro de dispersao o2 (maior que zero) se a sua fungao de densidade de probabilidade
(f.d.p.) é dada por

fly) = / " by s~ (w)o?)dH (u), (2.7)

onde ¢(.;u,0?) denota a f.d.p. de uma distribuigdo normal univariada com média x e variancia
02, k(.) ¢ uma fungao de ponderagio positiva, e U é uma variavel aleatoria positiva com fungao de
distribuigao acumulada (f.d.a.) H(u;v), v & um escalar ou vetor de parametros da distribuigao

de U que controla as caudas da distribuigao.

Esta distribuigao é denotada por M EN (u, 02, H).

2.4.2 Representacao Estocastica
Seja Y uma varidvel aleatoria distribuida como M EN (u, 02, H). Este pode ser representado esto-
casticamente como

Y = pu+ s"2(U)Z, (2.8)

onde p é um parametro de locagdo (u € R), Z é uma variavel aleatoria Normal unidimensional
com meédia zero e variancia o2, x(.) é uma funcao de ponderacao positiva e U é uma variavel
aleatoria positiva com (f.d.a.) H(u;v) e fun¢ao de densidade de probabilidade (f.d.p.) h(u;v),
independente de Z, onde v ¢ um escalar ou vetor de parametros da distribuicao de U.

O seguinte resultado é importante pois sera utilizado em proximos desenvolvimentos.

Proposicao 2.4.1. Sabendo que Y tem distribuicao de Mistura de Escala Normal unidimensional
MEN (u,0% H), a distribuicio de Y condicionada a U tem distribui¢io normal unidimensional
da forma:

Y |U=u ~ N(uk(u)o?) (2.9)

Demonstracao. A prova é realizada diretamente a partir da representacao estocastica dada em
(2.8). O
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As distribugoes de Mistura de Escala Normal sao constituidas por familias paramétricas de
distribuicoes probabilisticas que preservam a estrutura simétrica das distribuigoes normais.

Comparadas com outras familias de distribui¢oes com estas caracteristicas, a classe de distribui-
¢oes de Mistura de Escala Normal é mais geral que a classe de distribui¢es Normal /Independente
(Lange & Sinsheimer, 1993), porém mais restrita do que a classe de distribuigoes elipticas
(Arellano-Valle, 1994), isto é, ela pode ser considerada uma sub classe desta.

A distribuges normal é um membro particular desta sub classe. Outras distribui¢des conhe-
cidas que compoem esta classe de distribuicoes sao: t de Student, Slash e Normal Contaminada.
Em Andrews & Mallows (1974), encontra-se um estudo mais amplo das distribui¢oes de Mistura
de Escala Normal, incluindo a apresentacao de outras distribuicoes que compoem esta sub classe.

Na Figura 2.3, apresentamos um diagrama que contextualiza as diversas classes de distribui¢oes
simétricas.

N

MISTURA DE Q
ELIPTICA ESCALA NORMAL/
NORMAL INDEPENDENTE
v'Zéuma v'Zéuma v'Zéuma
distribuicdo distribuicdo distribuicdo Normal
esférica. Normal (0,62). (0, o?).
v' A é uma matriz] V' A é uma fun¢do | v A é uma fung¢do da
quadrada e da forma forma U2,

Z=AA". QI/Z(U). \’,,_---- v, 1
k o/ A distribuicdo Normal J
'  éum caso particular |

Considerando a representagao estocastica \
Y _p + AZ ¢ o onde A=1. PR
=u S [ pepe——_ -

Figura 2.3: Diagrama para classes de distribuicoes de probabilidade simétricas

2.4.3 Propriedades

Considerando os supostos apresentados anteriormente, algumas propriedades interessantes da dis-
tribugao de Mistura de Escala Normal sao:

(P1) Se a esperanca existe, entdo E[Y] = pu, se E[x'/2(U)] < oco.
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(P2) Se a variancia existe, entao V[Y] = E[k(U)]o?, se E[x(U)] < oc.

(P3) A f.d.p. definida em (2.7) é infinitamente diferenciavel em vy, 1 e 0% exceto possivelmente em
y = . Esta é diferenciavel na ordem j se nestes pontos E[x(1/2+1(U)] < .

(P4) Qualquer subvetor de Y tem densidade marginal com a mesma forma geral de Y.
(P5) A regressao de qualquer subvetor de Y sobre seu subvetor complementar é linear.

(P6) A fungdo caracteristica de Y é:

E[eitY] — eit“ /OO e(_%R(U)tZUZ)dH(u).
0

A verificagdo destas propriedades podem ser encontradas nos trabalhos e Box & Tiao (1973),
Andrews & Mallows (1974), Dempster et al. (1980) e Fang, Kost & Ng (1990).

2.4.4 Algumas Distribuicoes Especificas

Quatro distribuicoes de probabilidade conhecidas e que fazem parte da classe de Mistura de
Escala Normal sao apresentadas na Tabela 2.2. Para cada uma delas se indica as fungoes x(.) e U
que as caracterizam.

Tabela 2.2: Quatro distribui¢oes de Mistura de Escala Normal univariadas.

Distribuigao Notagao k() U

Normal N(u,o?) 1 Degenerada

t de Student t(u, 0%, v) 1/u Gamma(s,3) )
Slash SL(p, 0% v) 1/u Beta(v, 1)

Normal Contaminada CN(u, 02 v,7y) 1/u Discreta @)

() Considerando Gammaf(a,b) com média 2.
@ Discreta com f.d.p. h(u;v) = Ve + (1 — V)[er), 0<v <1, 0<y < 1.

Levando em conta que para as aplicagoes que incluem um desenvolvimento computacional é
importante que a distribuicao de U seja conhecida e possivel de ser trabalhada, os resultados
especificos desta dissertacao serao obtidos considerando estas quatro distribuicoes.

A Figura 2.4 mostra que para distribui¢coes normais com diversos valores de média e variancia
é possivel encontrar varias alternativas de distribuicoes de caudas pesadas dentro da classe da
Mistura de Escala Normal. Por outo lado, observa-se que a simetria e mantida, porém as formas,
especialmente nas caudas, apresentam diferencas que dependem dos parametros proprios destas
distribuigdes. A convergéncia para a distribui¢ao normal para o caso das distribuigoes t de Student
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e Slash ocorre quando ¥ — oo. Para a distribui¢ao normal contaminada, esta convergéncia ocorre
quando v — 0 ou v — 1.

Finalmente, um resultado importante para a implementacao dos algoritmos computacionais
EM ¢ a obtengao dos momentos condicionais definidos por ¢(d) = E[k~'(U)|Y = y], onde

d= (‘1’;—5)2 é a distancia de Mahalanobis.

Considerando a Proposicao 2.4.1 e usando adequadamente as informacgoes da Tabela 2.2 na

U = u)h(u;
relagao conhecida fy(u]Y =y) = Hr(y wh; V>, os valores ¢(d) para as quatro distribuigoes

fr(y)

estudadas sao:

e Distribuicao normal

q(d) =1, (2.10)
onde fy(y) = o(y; 1, 0°), y eR.
e Distribuicao t de Student )
v+
=2t 2.11
Q( ) V+d’ ( )
(v (14w
onde fy(y) = ﬁu‘l/%_l (1+2) e y€R.
7

e Distribuicao slash

(2.12)

(1420 P(1/2+v+1,d/2)
q(d)_< d ) Pi(1)2+v,dJ2)
oude fr(p) = [ wolpu e, yeR

0
P,(a,b) denota a funcio de distribui¢do acumulada da Gamma(a,b) com média § avaliada
no valor x.

e Distribuicao normal contaminada

v+ ep{(1 = 1)d/2}

q(d) = 1—v+uvy2exp{(1—7)d/2}

(2.13)

onde fy(y) =vo(y; p,77'0%) + (1 —v) d(y; p, 0°), y €R.
O parametro v pode ser interpretado como a proporcao de pontos aberrantes e 7y como um
fator de escala.
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v=4 =10 =30

(b) Distribuicao Slash
v=4 v=10 v=30

(¢c) Distribui¢do Normal Contaminada
v=0.1, v=0.4 v=0.5,y=0.4 v=0.9, y=0.4

Figura 2.4: Algumas distribui¢bes que compoem a classe de Mistura de Escala Normal (linha
cheia) como alternativas para N(—2,0.5), N(0,1) e N(3,2) (linha pontillada).
(a) Distribuicao t de Student
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Capitulo 3

Modelos de Regressao Linear Mistura de
Escala Normal com Ponto de Mudanca

Diversos modelos estatisticos robustos considerando classes de distribuicoes simétricas tem
sido apresentados na literatura estatistica nos ultimos anos, veja por exemplo, Fernandez &
Steel (2000) e Rosa et al. (2003). Estes modelos sdo apresentados como uma alternativa aos
modelos que assumem normalidade e que se tornam restritivos em algumas situagoes praticas de
modelagem estatistica.

Neste capitulo estudam-se modelos de regressao linear robustos com erros distribuidos de
acordo a uma distribuicao da familia de mistura de escala normal e que apresentam um ponto de
mudanca. Assim considera-se que os erros aleatorios apresentam uma distribuicao de caudas mais
pessadas que a distribuigao normal. O modelo de regressao linear classico com ponto de mudanca
que considera os erros normalmente distribuidos é um caso particular, pois a distribui¢ao normal
faz parte da classe de distribuig¢oes considerada.

Primeiramente, apresenta-se de forma geral a especificacao do modelo proposto e a funcao
de verossimilhancga associada ao modelo, logo é realizado um estudo de inferéncia que inclui a
estimacao de parametros e uma metodologia para identificagao do ponto de mudanca quando este
nao é conhecido para trés situacoes especificas em modelos com ponto de mudanca. Em todos os
casos apresenta-se estudos de simulacao.

As trés configuragoes estudadas com respeito a mudanca produzida em um modelo de regressao
linear a partir da observagao k sao:

(1) Modelo de regressao linear com mudanga nos coeficientes de regressao a partir da observagao

k.
(2) Modelo de regressao linear com mudanca na variancia dos erros a partir da observagao k.

23
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(3) Modelo de regressao linear com mudanca nos coeficientes de regressao e na variancia dos
erros a partir da observacao k.

3.1 Modelo de Regressao Linear

Considerando uma variavel aleatoria Y;, que satisfaz a seguinte relagao:

Yi = Bo + Brz1i + Bowai + .. + Bp—1)iTp-1)i + €, (3.1)
onde i representa a i¢-ésima observacao, Sy, 51, B2 ... [Bp-1) sao p coeficientes de regressao
desconhecidos e ¢; € um erro aleatorio para ¢ = 1,...,n. Vamos supor que os erros €; sao variaveis

aleatorias independentes, tais que ¢; ~ MEN(0,0% H). O modelo de regressao linear Mistura de
Escala Normal (MRL-MEN) considera que Y; segue uma distribui¢ao na classe Mistura de Escala
Normal, isto €, Y; ~ MEN (u;,07, H), onde p; = X[ 8 = fo + f121; + faai + ... + Bp—1)T(p—1)is
1=1,...,n.

Quando existe um ponto de mudanca na observacao k, o modelo geral de regressao linear Mis-
tura de Escala Normal com ponto de mudanca (MRL-MEN-PM) considera Y; s independentes
com distribuicio MEN®W  parai=1,....,k e MEN® parai=k+1,...,n, onde MENW e
MEN® ¢ definida conforme a configuracio estudada. Considerando as trés configuracdes que
serao tratadas nesta dissertacao, os modelos de regressao estudados apresentarao mudangas na
média de Y; (isto é, coeficientes de regressao do modelo), na varidncia ou na média e variancia con-
juntamente. As distribuic¢oes consideradas ao especificar o modelo com ponto de mudanca devem
refletir cada uma destas estruturas. Assim, quando consideramos uma observacao Y; distribuida
como MEN (u;,02, H), as mudangas poderam ocorrer em j;, ou em o> ou em ambos. O fato de
ter H inalterada significa que a funcao de ponderagao positiva e a varidvel aleatoria positiva U
nao sofrem mudanca.

3.2 Funcao de Verossimilhanca

Considerando uma amostra aleatéria observada y = (y1,...,y.) ' a funcido de log-verossimilhanca
para 0 é da forma

06) = iei(e), i=1,...,n. (3.2)

Sabendo que a funcao de verossimilhanca para uma observacao i é

L0 = [ o o { 5 (k) o) (=<8  dfr(u)

T2
e ao considerar a distancia de Mahalanobis d; = (%U%B)
7

como

, a expressao anterior pode ser escrita
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e |t e { =Dt} anr).

Por outro lado, considerando

Li(e) =

1
temos que  L;(0) = @ 0TI K;, onde K;=T1,(1/2), i=1,...,n. Logo,
o
1 1, .
Ei(e):—glog%r—ﬁlogai +log K;, i=1,...,n, (3.4)
e de (3.2)
0(0) = ——10g27r— - g log o7 + g log K, i=1,...,n. (3.5)

i=1

Quando a mudanca no posicao k é indicada e o modelo particular que depende da configuracao
da mudanga é especificado, a expressao (3.5) devera ser trabalhada adequadamente. No entanto,
esta expressao ¢ o ponto de partida para a obtencao da fungao de log-verossimilhancga de qualquer
um dos modelos com ponto de mudanca propostos anteriormente.

3.3 Matriz de Informacao Observada

Para a obtencao da matriz de informacao observada é preciso calcular as derivadas de primeira e
segunda ordem de £(0) com respeito a 6. De (3.2), temos que

20(0) = 94,(6) Pu0) _ Z 920,(6)

06 <08  ° 0008° <0000

1=

a) Derivada de primeira ordem de /()

Considerando (3.4) a primeira derivada de ¢;(0) (i = 1,...,n) com respeito a 6 é
oti(@)  10loga?  0OlogK;  10logo;] N 1 9K
00 2 00 00 2 00 K; 06

Logo, temos

1 dlog o? "1 0K,
= 5; Z;K-ae‘ (3.6)

b) Derivada de segunda ordem de ¢(0)
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A segunda derivada de £;(0) (i = 1,...,n) com respeito a 0 é
0%0;(9) 10%logo? 1 0K, 1 JK; 0K,

90007 2 9000° K, 00007 K206 06"
Logo, temos

n

0%(0) 1 <~ 9?logo? 1 0%K; 1 0K; 0K;
00007 2 ; 90007 ; {KaeaeT K290 067" } ' (3.7)

Observa-se novamente que quando a mudanca no posicao k é indicada e o modelo particular
que depende da configuracao da mudanca é especificado, as expressoes (3.6) e (3.7) devem ser
trabalhados adequadamente.

c) A expressao K;

Considerando (3.3) e sabendo que K; = [;(1/2) no modelo que estd sendo apresentado, a
expressao K; para cada distribuicao considerada nesta dissertacao pode ser escrita como:

e Normal
K; = (2m)26(d;"/%;0,1),
onde ¢(x;0,1) é a fungao de distribui¢do de probabilidade de uma normal padrao avaliado no
ponto x.

e t de Student

onde I'(a) é a fungdo gamma avaliada em a.

e Slash

u?ﬂru+l
Kz’ == +_ 2 / f U; duz>

V

onde f(u;) é a fungao de d1str1bu1gao de probabilidade Gamma(v 4 1/2,d;/2) com média 24

e Normal Contaminada
K; = (2m)"*[v 6(di"/%;0,1/7) + (1 = v) ¢(d:"/%;0,1)],
onde ¢(x;0,b) é a funcao de distribuigdo de probabilidade de uma normal com média zero e
variancia b avaliado no ponto .

Por outro lado, para a obtencao das derivadas da expressao K; com respeito a 8 considera-se
a seguinte transformacao:

K, = h(g(d)) = / " e exp (—g(dy)) dH (uy),
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onde z = g(d;) = %/@_l(ui)di e c=rY2 ().

Logo, a primeira e segunda derivadas de K; com respeito a 8 podem ser expressadas como

oK, 1 od; K, 1 od; od; 1 0d;
98 = 3lB/2hg ¢ oo =L/ gg ot~ slB3/D o (38)

Os valores das expressoes de K; obtidas para as distribuicoes t de Student, Slash e Normal
Contaminada sdo casos especificos da generalizacao de I;(w) apresentada por Lachos et al.
(2011), desta é possivel obter I;(3/2) e I;(5/2) quando necessario. No caso da distribui¢do normal
I;(w) = K; para todo w.

20(0
Finalmente, a matriz de informacao observada é obtida como J = —%.

3.4 Determinacao de Ponto de Mudanca

Consideramos a metodologia proposta por Chen (1998) que sugere que o problema de ponto
de mudanca num modelo de regressao linear seja visto como um teste de hipotese da forma
apresentada em (2.2). O Critério de Informacao de Schwarz (S1C) definido em (2.3) é usado para
verificar a existéncia de um ponto de mudanca em um modelo de regressao linear.

Quando a posicao k do ponto de mudanca nao é conhecida, H; devera estabelecer uma colecao
de modelos com ponto de mudanga que considera as posi¢oes k = p,...,n — p. Ao sugerir modelos
de regressao linear Mistura de Escala Normal é necesséario considerar também a suposi¢ao adotada
para a distribuicao dos erros aleatorios, o critério podera sugerir também a distribuicao a ser
considerada.

A classe de Mistura de Escala Normal engloba diversas distribui¢oes, neste trabalho conside-
ramos as distribuicoes Normal, t de Student, Slash e Normal Contaminada. Qualquer uma delas
pode ser usada na suposicao sobre os erros aleatorios do modelo de regressao linear.

Critérios de decisao

e O modelo considerado apresenta um ponto de mudanca, que equivale a rejeitar a hipotese
nula, se:

SIC(n) > SIC(k), parak =p,...,n—p

e (Quando a hipotese nula é rejeitada, a posicao estimada do ponto de mudanca via maxima
verossimilhanca corresponde ao valor k£ que satisfaz:

SIC(k) = min{SIC(k): k=p,...n—p}
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Chen & Gupta (2001) propoem abordar o problema geral de ponto de mudanga como um teste
de hipotese da forma

HQZ 01:02:~-~:0n+1:0n:07
Hli 01:---:9k3’£0k+1:---:9n7

onde f1,fa,...,fn sao as funcoes de distribuicao de probabilidade da sequéncia de variaveis aleatorias
x1,T2,...,L, que pertencem a uma familia paramétrica comum f(0). A hipotese nula indica que
nao existe ponto de mudanca contra a hipotese alternativa que identifica um ponto de mudanca
na observacao k.

(3.9)

O teste de hipotese sugerido por Chen (1998) é um caso particular desta generalizagao, assim
¢ possivel utilizar a metodologia proposta nas trés configuracoes de mudanca estudadas nesta
dissertacao propondo um teste de hipotese adequado para cada uma delas.

3.5 Mudanca nos Coeficientes de Regressao

3.5.1 Especificagao do Modelo

O modelo geral (3.1) pode ser escrito de forma matricial como:

Y; =%, B+ e, (3.10)
onde B=(8o, B - Bp—1) T, xi=(1, x1s, ...,:Bl(p_l))T e 08 erros €i,...,6, sao independentes e identica-

mente distribuidos como ¢; < MEN(0,0% H) parai=1,...,n.
A considerar a existéncia de um ponto de mudanca na posicao k, temos que:

Y, 8 MEN(x] B,,0% H), para i=1,....k e
iid

(3.11)
Y; ~ MEN(x/ 8,,0% H), para i=k+1,...,n.

O teste de hipotese apresentado em (2.2) é o adequado para esta situagao de mudanca. Usando
apropriadamente a expressao (3.5), as funcoes de log-verossimilhanca para este modelo nas situa-
coes de hipotese nula e hipotese alternativa sao, respetivamente:

lo(B,0%) = —g log 21 — glog o+ Zlog K, (3.12)
i=1
k n
0:(B,, By, 0%) = —g log 27 — glog o? + ZlogKgl) + Z logKZ@), (3.13)
i=1 i=k+1
(yi—;‘ﬂ’ em K,
onde d; = (y_’;ﬂ’ em KW,
<yi—>272[32>2’ em K.
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As expressoes (3.12) e (3.13) tornam-se importantes, pois serdo utilizadas na aplica¢do do
critério para determinacao de ponto de mudanca. Estas deverao ser avaliadas nas estima-
tivas de méxima verossimilhanga dos parametros. Assim, serd possivel encontrar os valores
(5(8) = £o(B, 02) e 0,(0) = €k(61,ﬁ2, 2) que compoem o Critério de Informagao Schwarz (SI1C)
utilizado como parte da metodologia proposta.

3.5.2 Derivadas Parciais de /(6)

Considerando os resultados em (3.8) apresentados para a expressao K; e usando o resultado (3.6),
os calculos necesséarios para a obtencgao das derivadas parciais de primeira ordem de £(0) sao

dlog o 0 dlog o? 0 dlogo® 1
o, B, do?2 o2’
od; —2%(%—){:61))(;, para i=1,... k,
= o
B4 0, para t=k—+1,...,n
Od. 0, para 1=1,...,k,
i 1
0B, —2;( yi —X; By)X,, para i=k+1,...,n
ad; ( -x;B3,)? para i=1,...,k,
do? —%( x; B,)%, para i=k+1,....n
Assim,
( k
o0) 1 [LGB2), o
8,61 O__zzl:{]l /2)( - X; Bl)xi )
oce) | 94e) i - 3/2 -
00 — 8,62 O_ Z+ 1/2 ﬁ2) X )
ole) _ I;(3/2) T a2 ~ [L(3/2) T a2
\ 00-2 - 20-2 +o3 20-4 [; {HZ(I/Q) (yl Xi ﬁl) + Z.sz_:i_l ]12(1/2) (yl Xi 62) .

Da mesma forma, calculando as segundas derivadas parciais de £(0) temos

dOlogo® 0 d>logo® 0 Plogo? 1
0ﬁ10ﬁ1 ’ 8620ﬁ2 ’ 002002 ot
P loga® o, 0% log o 0 02 log o 0 02d; 0
0ﬁ10ﬂ2 0B,005° ’ 0B,00° ’ 9B,08, ’
:{ —2 X, para i=1,... k,
8610ﬁ1 O para i=k+1,...,n
O :

para 1 =1 k,
8620ﬁ2 2 XZXZT, para i=k+1,....n
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1 .
82di 2E(yi_xj/61)2> para 221,...,]{5,

07205 | 2y —xIB,R, para i=k+1...n
g

1 .

82di — 2g(y2_x;r/51)x;r7 para 1= 17"'7k7
0,
0,

98,002

0%d,
08,00

para 1=k+1,...,n,
para t=1,...k,

1 .
{ 2;(%—X:52)XI, para i=k+1,...,n.

Observe-se que as primeiras derivadas parciais correpondem as funcoes escore para os para-

metros. Este

conjunto de equagoes corresponde a um sistema nao linear de equagoes, que adici-

onalmente inclui os termos [;(1/2) e 1;(3/2) que por (3.3) sao expressoes matematicas complexas
que incluem uma integral e que sempre dependem dos parametros @ presentes na expressao de d;.
Uma solucao via métodos numeéricos é possivel.

3.5.3 O Algoritmo EM

Uma caracteristica deste algoritmo é a formulagao a partir de uma representagao hierarquica que
permite uma flexibilidade no tratamento das derivadas teoéricas. Assim, considerando o modelo
de regressao linear definido em (3.10)-(3.11) e da Proposigao 2.4.1 temos que

Yz’|U:UiN{

N(x/ By, k(u;)o?) para i=1,...,k,
N(x] By, k(u;)o?) para i=k+1,....,n

e U; ~ H(u;v), onde Y; e U; sdo independentes para todo i =1,...,n.

No caso da hipotese nula em (2.2), consideram-se os vetores y = (Y1, .., Yn) ', u = (U, .., up) "
e = (BT, 02)T que denota o vetor de parametros do modelo.

Para todo i =1,...,n, temos que

[ R TNy () p— exp{ 1M} s v).

Assim, con
associada a y.

(27 K (u;) 02)1/2 2 k() o2

siderando que vy, .., ¥, sao independentes, a funcao de log-verossimilhanga completa
=(y",u")’ é da forma:

1 — . — xT3)2

i=1

onde C'= —2Zlog(2m) — 13" | k(u;) + >y h(u;; V), que ndo depende de 6.

Para a hip
u = (uq,.., Uy)

Otese alternativa apresentada em (2.2), considerando os vetores y = (y1,..,yn)" ,

Te®=(8!,8,,0°)" que denota o vetor de parametros do modelo, temos
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( 1 1(yi —x{ B,)?
-4 - h i )
(27 m(w) 02)12 P { 2 muor M)
para 1=1,...,k, e

flys, ui|0) = fyilug, 0) f(u;) = ( .
1 1(y; — x, .
R TS g o) )
para t=k+1,...,n.

\

Também neste caso yi,...,4, sao independentes e a fungao de log-verossimilhanga completa
associada a ye = (y',u')' ¢ da forma:

k

i=k+1

n 1
Ec(0|y> l,l) = _5 log(gz) Y

5 +C

onde C' = —%log(2m) — 3 >0 k(us) + >oiy hlugv).

O calculo da esperanga de Q(8|6) definida em (2.6) ¢ dada por

-~ n 1 - = X;-r 2
BlL6ly wly. 8] =~ togo? - 5 3 {ala) ® 30 4 picly.ul

para o caso da hipo6tese nula, e

Assim, para obter a esperanga condicional Q(0|§) é preciso calcular ¢(d;) para todos os valores
1 =1,...,n. Para as quatro distribuicoes da classe de Mistura de Escala Normal estudadas nesta
dissertacdo, estes resultados estao apresentados em (2.10)-(2.13).

Finalmente, a r-ésima iteracao do algoritmo EM para a estimagao de parametros deste modelo
é descrita como segue abaixo

~(r—1
Passo E: Calcular as esperancas condicionais g(d;)"™ = E[/@(Ui)|YZ~,0( )] cujas formas sdo
conhecidas e apresentadas na Tabela 3.1
(i —x'B"Y)?
o2(r=1)

Sob a hipo6tese nula, temos que dl(-r) = , para 1=1,...,n.

Sob a hipotese alternativa, vamos ter que
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Tabela 3.1: Esperangas condicionais ¢(d;) das distribui¢oes estudadas.

Distribuicao q(d;)
Normal 1
v+1

t de Student
v+ dl

(1+2v) P(3/2+ v, di/2)
1= vt 2 exp{(1 — 7)di/2)
1—v+vy'?exp{(1l - 7)d;/2}

P,(a,b) é f.d.a. da Gamma(a,b) com média ¢ é avaliada no valor z.

Slash

Normal Contaminada

r—1
(yi - XiTﬁg ))2
U2(T—1) ’
r—1
(g —x; 78S 12
2(r—1)

para i=1,...,k,
4\ =

, para i=k+1,...,n.
o

~

0
Sob quaisquer das hipoteses, 0( ) ¢ a estimacao inicial dos parametros obtida a partir do
método de minimos quadrados.

Passo M: As estimativas de méaxima verossimilhanca sob a hipotese nula sao obtidas por

()
B

(;2(7’) — (Y - XB(T)>TQ(T) (Y — XB(”),
onde Q") = diag(q(d1)", ..., q(d,)™).

— (XTQ(T)X)_IXTQ(T)Y,

As estimativas de maxima verossimilhanca sob a hipotese alternativa sao obtidas por

—() P - .
B, = (X:"Q"X) X, TQ. Yy,
—(r) " _ "
By = (X2 Q"X5) X, TQe Yy,
1 T r T T r T
= (Y2 = X)) (Y2 = XaB)) + (Ya — X2057) Qo (Y2 — Xaf8))).

onde Q) = diag(q(d)™, ..., q(dp)™), QY = diag(q(dys1)™, ..., q(d,)™), X; & uma particio da
matriz X que considera os k primeiras linhas, Y; ¢ uma particao do vetor Y que considera os k
primeiras observagoes, X, ¢ uma particao da matriz X que considera os n — k tltimas linhas e Yy
¢ uma particao do vetor Y que considera os n — k ultimas observagoes.

(")

No fim de cada iteracao, logo do passo M é realizado um processo de otimizacao que consiste em
maximizar a expressao » ., logK; que tem o objetivo de encontrar o melhor conjunto de valores
para v que é um escalar ou um vetor de parametros da distribuicao de U.
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3.5.4 Estudos de Simulacao

Nesta subsecao, apresenta-se alguns resultados de diversas simulagoes realizadas para avaliar
o desempenho do algoritmo EM e a metodologia proposta. Serao avaliadas as estimativas dos
parametros, a aplicacao do critério para determinacao do ponto de mudanca e a otimizacao dos
valores de v. Todas as amostras simuladas sao geradas desde o modelo de regressao com ponto
de mudanca nos coeficientes de regressao

yi = 0.8 4 1.2x; +¢;, para 1=1,...,k,
yi =204+ 1.5z, +¢, para i=k+1,...,n,

considerando 02 =1 e z; ~ U(0,20) para i = 1,...,n.
1) Estimativa dos parametros

Foram configuradas varias combinagoes de valores de n e k, e para cada uma delas, simulacoes
Monte Carlo de 100 e 1000 amostras foram geradas. Os valores dos parametros estimados nas
amostras geradas foram avaliados. Os erros aleatorios simulados seguem as seguintes distribuigoes:
Normal, t de Student (v = 2), Slash (v = 4) e Normal Contaminada (v = 0,2,y = 0.3). Os
resultados das simulacoes Monte Carlo encontram-se nas Tabelas 3.2 - 3.5.

Podemos observar nestas tabelas que os parametros sao bem estimados em todas as combina-
coes avaliadas e para todas as estruturas de erros aleatorios consideradas. Assim, o desempenho
do algoritmo EM na estimagcao dos parametros é eficiente.

Nas amostras de tamanho pequeno, quando n = 40, os resultados das estimativas sao tao
eficientes quanto aquelas obtidas de amostras de tamanhos maiores. Esta observacao torna-se
importante, pois muitas das aplicagoes sao realizadas sob amostras de tamanho pequeno, por
exemplo, a aplicagdo de Holbert (1982) sera realizada com um conjunto de dados com 35
observagcoes.

Todas os resultados que consideram 100 amostras Monte Carlo apresentam desvios padrao
similares aos obtidos considerando 1000 amostras Monte Carlo. Além disso, os valores das médias
das estimativas para todos os parametros sao proximos dos considerados para a simulacao.

2) Determinagao da posicao do ponto de mudanga

Foram simuladas 250 amostras Monte Carlo, cada uma delas de tamanho n = 40, com o ponto
de mudanca na posicao k = 20 e considerando as especificacoes dadas no inicio desta secao e t
de Student (v = 4), Slash (v = 2) e Normal Contaminada (v = 0.2, = 0.3). Para cada amostra
gerada, a posicao do ponto de mudanca é determinada utilizando os critérios de avaliacao do valor
SIC descritos na Secao 3.4. Para a aplicacao do critério devem ser calculados 38 modelos em
cada amostra Monte Carlo, assim a simulagao avalia 9500 modelos.
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Tabela 3.2: Médias e desvios padrao (d.p) das estimativas dos parametros do modelo de regres-
sao linear com mudanca nos coeficientes de regressao Normal, considerando 100 e 1000 amostras
simuladas e diversos tamanhos de amostra (n) e posi¢ao do ponto de mudanga (k).

Nro. de  Nro. de Bio Bu P P 0
Simulacoes  casos

Posicao do ponto de mudanca k=20

100 n—40 Média 0.82 1.20 2.11 1.49 0.88
d. 0.51 0.05 0.46 0.04 0.20
1000 n—40 Mé(?ia 0.80 1.20 2.00 1.50 0.89
d.p 0.47 0.04 0.46 0.04 0.21
Posicao do ponto de mudanca k=200
100 n—400 Meédia 0.78 1.20 1.97 1.50 1.00
d. 0.14 0.01 0.15 0.01 0.07
1000 n—400 Mégl)ia 0.80 1.20 2.00 1.50 0.99
d.p 0.14 0.01 0.14 0.01 0.07
Posicao do ponto de mudanca k=500
100 n—1000 Meédia 0.80 1.20 2.00 1.50 0.99
d. 0.09 0.01 0.08 0.01 0.05
1000 n—1000 Mé(?ia 0.80 1.20 2.00 1.50 1.00
d.p 0.09 0.01 0.09 0.01 0.04
Posicao do ponto de mudanca k=10
100 n—40 Meédia 0.85 1.19 1.98 1.50 0.90
d. 0.74 0.06 0.32 0.03 0.22
1000 n—40 Mégia 0.84 1.20 2.00 1.50 0.91
d.p 0.73 0.06 0.38 0.03 0.21
Posicao do ponto de mudanca k=100
100 n—400 Meédia 0.80 1.20 1.98 1.50 0.98
d. 0.19 0.02 0.11 0.01 0.07
1000 n—400 Mégl)ia 0.80 1.20 2.00 1.50 0.99
d.p 0.21 0.02 0.11 0.01 0.07
Posicao do ponto de mudanca k=250
100 n—1000 Média 0.79 1.20 2.01 1.50 0.99
d. 0.13 0.01 0.07 0.01 0.04
1000 n—1000 Mé(?ia 0.79 1.20 2.00 1.50 1.00
d.p 0.12 0.01 0.07 0.01 0.04
Posicao do ponto de mudanca k=30
100 n—40 Meédia 0.78 1.20 1.92 1.50 0.89
d. 0.38 0.03 0.64 0.06 0.23
1000 n—40 Mégl)ia 0.81 1.20 1.98 1.50 0.90
d.p 0.39 0.03 0.69 0.06 0.21
Posicao do ponto de mudanca k=300
100 n—400 Meédia 0.79 1.20 2.03 1.50 0.98
d. 0.12 0.01 0.18 0.02 0.07
1000 n—400 Mé(?ia 0.79 1.20 2.00 1.50 0.99
d.p 0.11 0.01 0.21 0.02 0.07
Posicao do ponto de mudanca k=750
100 n—1000 Meédia 0.80 1.20 1.99 1.50 0.99
d. 0.07v 0.01 0.12 0.01 0.04
1000 n—1000 Mé(?ia 0.80 1.20 2.01 1.50 1.00
d.p 0.07 0.01 0.13 0.01 0.05
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Tabela 3.3: Médias e desvios padrao (d.p) das estimativas dos parametros do modelo de regressao
linear com mudanga nos coeficientes de regressao t de Student (v = 2), considerando 100 e 1000
amostras simuladas e diversos tamanhos de amostra (n) e posigao do ponto de mudanga (k).

Nro. de  Nro. de Bio Bu P P 0
Simulacoes  casos

Posicao do ponto de mudanca k=20

100 n=40 Meédia 0.74 1.21 1.99 1.50 0.86
d. 0.72 0.05 0.61 0.05 0.31
1000 n=40 Mé(?ia 0.81 1.20 1.98 1.50 0.89
dp 0.69 0.06 0.63 0.06 0.33
Posicao do ponto de mudanca £=200
100 n=400 Média 0.78 1.20 2.02 1.50 0.98
d. 0.20 0.02 0.16 0.01 0.10
1000 n=400 Mégl)ia 0.80 1.20 2.00 1.50 0.99
dp 0.18 0.02 0.19 0.02 0.11
Posicao do ponto de mudanca k=500
100 n=1000 Meédia 0.80 1.20 1.99 1.50 0.99
d. 0.12 0.01 0.12 0.01 0.06
1000 n=1000 Mégl)ia 0.80 1.20 1.99 1.50 1.00
dp 0.1 0.01 0.11 0.01 0.07
Posicao do ponto de mudanca k=10
100 n=40 Meédia 0.78 1.20 2.02 1.50 0.90
d. 0.92 0.08 0.51 0.05 0.33
1000 n=40 Mé(?ia 0.79 1.20 1.99 1.50 0.90
dp 1.09 0.10 0.50 0.04 0.33
Posicao do ponto de mudanca k=100
100 n=400 Média 0.76 1.20 2.01 1.50 1.00
d. 0.27 0.02 0.15 0.01 0.12
1000 n=400 Mé(?ia 0.80 1.20 2.00 1.50 0.99
dp 0.26 0.02 0.15 0.01 0.11
Posicao do ponto de mudanca k=250
100 n=1000 Meédia 0.80 1.20 2.00 1.50 1.00
d. 0.15 0.01 0.09 0.01 0.06
1000 n=1000 Mégl)ia 0.79 1.20 2.00 1.50 1.00
dp 0.16 0.01 0.09 0.01 0.07
Posicao do ponto de mudanca k=30
100 n=40 Meédia 0.73 1.21 1.87 1.51 0.85
d. 0.52 0.04 0.93 0.09 0.29
1000 n=40 Mégl)ia 0.79 1.20 2.06 1.50 0.91
dp 051 0.04 1.07 0.10 0.37
Posicao do ponto de mudanca k=300
100 n=400 Média 0.81 1.20 1.97 1.50 0.98
d. 0.16 0.01 0.30 0.03 0.11
1000 n=400 Mé(?ia 0.81 1.20 1.99 1.50 0.99
dp 0.5 0.01 0.27 0.02 0.11
Posicao do ponto de mudanca k=750
100 n=1000 Meédia 0.78 1.20 1.97 1.50 0.99
d. 0.09 0.01 0.17 0.02 0.06
1000 n=1000 Mé(?ia 0.79 1.20 2.00 1.50 0.99
dp 0.09 0.01 0.17 0.01 0.07
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Tabela 3.4: Médias e desvios padrao (d.p) das estimativas dos parametros do modelo de regressao
linear com mudanca nos coeficientes de regressao Slash (v = 4), considerando 100 e 1000 amostras
simuladas e diversos tamanhos de amostra (n) e posi¢ao do ponto de mudanga (k).

Nro. de Nro. de 510 Bll 520 BQO O'Z
Simulacoes  casos
Posicao do ponto de mudanca k=20

100 n=40 Meédia 0.78 1.20 2.06 1.49 0.89
d. 0.58 0.05 0.56 0.05 0.21
1000 n=40 Mé(?ia 0.79 1.20 2.01 1.50 0.90
dp 054 0.05 0.54 0.05 0.23
Posicao do ponto de mudanca £=200
100 n=400 Média 0.83 1.20 2.02 1.50 0.99
d. 0.16 0.01 0.17 0.01 0.08
1000 n=400 Mégl)ia 0.79 1.20 2.00 1.50 0.99
dp 0.17 0.01 0.16 0.01 0.08
Posicao do ponto de mudanca k=500
100 n=1000 Meédia 0.79 1.20 2.01 1.50 1.00
d. 0.11 0.01 0.12 0.01 0.05
1000 n=1000 Mégl)ia 0.80 1.20 2.00 1.50 1.00
dp 0.0 0.01 0.11 0.01 0.05
Posicao do ponto de mudanca k=10
100 n=40 Meédia 0.80 1.20 1.98 1.50 0.88
d. 0.87 0.08 0.46 0.04 0.22
1000 n—=40 Mé(?ia 0.83 1.20 2.00 1.50 0.89
dp 0.78 0.07 0.42 0.04 0.23
Posicao do ponto de mudanca k=100
100 n=400 Média 0.78 1.20 1.99 1.50 0.98
d. 0.26 0.02 0.11 0.01 0.07
1000 n=400 Mé(?ia 0.79 1.20 2.00 1.50 0.99
dp 0.23 0.02 0.14 0.01 0.07
Posicao do ponto de mudanca k=250
100 n=1000 Meédia 0.77 1.20 1.99 1.50 1.00
d. 0.15 0.01 0.08 0.01 0.04
1000 n=1000 Mégl)ia 0.80 1.20 2.00 1.50 1.00
dp 0.14 0.01 0.09 0.01 0.05
Posicao do ponto de mudanca k=30
100 n=40 Meédia 0.80 1.20 1.94 1.50 0.92
d. 0.45 0.04 093 0.08 0.26
1000 n=40 Mégl)ia 0.80 1.20 1.97 1.50 0.91
dp 044 0.04 0.80 0.07 0.23
Posicao do ponto de mudanca k=300
100 n=400 Média 0.80 1.20 2.04 1.50 1.00
d. 0.15 0.01 0.24 0.02 0.07
1000 n=400 Mé(?ia 0.80 1.20 1.99 1.50 0.99
dp 0.3 0.01 0.23 0.02 0.07
Posicao do ponto de mudanca k=750
100 n=1000 Meédia 0.80 1.20 1.98 1.50 1.00
d. 0.08 0.01 0.14 0.01 0.05
1000 n=1000 Mé(?ia 0.80 1.20 2.00 1.50 1.00
dp 0.09 0.01 0.15 0.01 0.05
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Tabela 3.5: Médias e desvios padrao (d.p) das estimativas dos parametros do modelo de regressao
linear com mudanga nos coeficientes de regressao Normal Contaminada (v = 0.2,y = 0.3), consi-
derando 100 e 1000 amostras simuladas e diversos tamanhos de amostra (n) e posicao do ponto de

mudanca (k).

Nro. de Nro. de 510 Bll 520 BQO 0'2
Simulacoes  casos
Posicao do ponto de mudanca k=20
100 n=40 Meédia 0.64 1.22 2.08 1.49 0.90
d. 0.55 0.05 0.51 0.05 0.27
1000 n=40 Mécli)ia 0.80 1.20 2.03 1.50 0.91
dp 0.54 0.05 0.57 0.05 0.26
Posicao do ponto de mudanca £=200
100 n=400 Média 0.83 1.20 1.98 1.50 0.99
d. 0.15 0.01 0.17 0.01 0.08
1000 n=400 Mécli)ia 0.81 1.20 2.00 1.50 0.99
dp 0.6 0.01 0.17 0.01 0.08
Posicao do ponto de mudanca £=500
100 n=1000 Meédia 0.80 1.20 2.02 1.50 1.00
d. 0.10 0.01 0.11 0.01 0.05
1000 n=1000 Mé(ﬁ)ia 0.80 1.20 2.00 1.50 1.00
dp 0.1 0.01 0.11 0.01 0.05
Posicao do ponto de mudanca k=10
100 n=40 Meédia 0.70 1.20 2.07 1.50 0.87
d. 0.77 0.07 045 0.04 0.25
1000 n=40 Mé(ﬁ)ia 0.80 1.20 2.02 1.50 0.91
dp 0.83 0.07 0.45 0.04 0.25
Posicao do ponto de mudanca k=100
100 n=400 Média 0.84 1.20 2.01 1.50 1.00
d. 0.26 0.02 0.13 0.01 0.08
1000 n=400 Mécli)ia 0.81 1.20 1.99 1.50 0.99
dp 024 0.02 0.13 0.01 0.08
Posicao do ponto de mudanca k=250
100 n=1000 Meédia 0.83 1.20 2.00 1.50 0.99
d. 0.16 0.01 0.09 0.01 0.05
1000 n=1000 Mécli)ia 0.80 1.20 2.00 1.50 1.00
dp 0.15 0.01 0.08 0.01 0.05
Posicao do ponto de mudanca k=30
100 n=40 Meédia 0.82 1.20 2.10 1.49 0.90
d. 0.42 0.04 091 0.07 0.26
1000 n=40 Mé(ﬁ)ia 0.79 1.20 1.96 1.50 0.91
dp 044 0.04 0.84 0.07 0.24
Posicao do ponto de mudanca k=300
100 n=400 Média 0.81 1.20 1.99 1.50 0.99
d. 0.13 0.01 0.25 0.02 0.09
1000 n=400 Mé(ﬁ)ia 0.80 1.20 2.00 1.50 0.99
dp 0.3 0.01 0.22 0.02 0.08
Posicao do ponto de mudanca k=750
100 n=1000 Meédia 0.80 1.20 2.01 1.50 1.00
d. 0.08 0.01 0.14 0.01 0.05
1000 n=1000 Mécli)ia 0.80 1.20 2.01 1.50 0.99
dp 0.08 0.01 0.15 0.01 0.05
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Da mesma forma que em Hofrichter (2007), o desempenho da metodologia de determinagao
do ponto de mudanca que utiliza o critério SIC' é realizado avaliando a distribuicao de frequéncia
das posi¢oes de ponto de mudanca obtidas nas amostras Monte Carlo. A Figura 3.1 mostra que
para todas as situacoes a frequéncia maior de ocorréncias se encontra na posicao 20. Além disso,
valores proximos da posicao 20 apresentam também frequéncias de ocorréncia altas. Isto leva a
concluir que a metodologia proposta consegue determinar adequadamente o ponto de mudanca.

Finalmente, selecionou-se de cada conjunto de amostras Monte Carlo, uma amostra onde o
ponto de mudanca estimado se encontra na posicao 20, e todos os valores SIC' obtidos para
esta amostra sao avaliados. A Figura 3.2 mostra que para todos os casos o menor valor do SIC
corresponde a posicao 20. Desta forma, se garante a coeréncia do critério utilizado.

3) Otimizacao dos valores de v

Considerando as mesmas simulacoes Monte Carlo do item anterior, os resultados otimizados de
v na posicao estimada do ponto de mudanca foram avaliados. Neste caso, foram desconsiderados
valores atipicos. A Figura 3.3 mostra que em média os valores otimizados de v estao proximos dos
valores originais de simulagao. Isto garante o bom desempenho do algoritmo na otimizacao dos
valores avaliados. Os graficos box-plot mostram que os valores otimizados se encontram na sua
grande maioria perto do valor usado para a simulagao.
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Figura 3.1: Frequéncias absolutas das posi¢oes dos pontos de mudanca estimados nas amostras
Monte Carlo simuladas no modelo de regressao linear com mudanga nos coeficientes de regressao.
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Figura 3.2: Aplicacao do critério SIC sobre uma amostra Monte Carlo simulada, onde o ponto
de mudancga estimado é k£ = 20, no modelo de regressao linear com mudanga nos coeficientes de
regressao.
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Figura 3.3: Resultado de simulagoes sobre otimizacao do parametro v das distribuigoes t de
Student, Slash e Normal Contaminada no modelo de regressao linear com mudanca nos coeficientes
de regressao.
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3.6 Mudanca na Variancia

3.6.1 Especificacao do Modelo

O modelo geral (3.1) pode ser escrito de forma matricial como:

Y; =%, B+ e, (3.14)

onde B=(Bo, b1, ..., Bp—1)" € x;=(1, 14, ..., T1(p—1)) - Ao considerar a existéncia de um ponto de
mudanca a partir da posicao k temos que os erros €y,...,6, sao independentes e distribuidos como:
E-N{ MEN(0,0%, H), para 1=1,...,k,
’ MEN(0,0%, H), para  i=k+1,....n

Y, ~ MEN(x/3,0% H), para 1=1,...,k e

Y, ~ MEN(x/ 3,02 H), para i1=k+1,....n (3.15)
Para esta estrutura de mudanca o teste de hipotese a considerar é:
H, Yi:xiTB—I—Ei e o2, 1=1,...,n,
(3.16)

"o Yi=x/B+e¢ e of i=1,...k,
b YiZXiTﬁﬂLEi e 03, i=k+1,....n

Usando apropriadamente a expressao (3.5), as fungoes de log-verossimilhanga para este modelo
nas situagoes de hipdtese nula e hipotese alternativa apresentadas em (3.16) sdo, respetivamente:

lo(B,0%) = —g log 21 — glog o + Zlog K, (3.17)
i=1

k n
—k
(n 5 ) log o5 + Zlog Kgl) + Z log KZ@), (3.18)

1=1 i=k+1

k
fk(,@,(f%,(fg) = _g 1Og27T - 510g0’% -

(wi—x; 3)?

o2 ) em Ki7
onde d; = M em KE Y )
(yi—x ﬁ em ng) .

As expressoes (3.17) e (3.18) tornam-se importantes, pois serao utilizadas na aplicagdo do
critério para determinagao de ponto de mudanga. Estas deverao ser avaliadas nas estimativas
de méxima Verossnmlhanga dos parametros. Assim, sera possivel encontrar os valores £4(0) =

(B, 02) e 0,(0) = 0,(B, 02, 02) que compoem o Critério de Informacao Schwarz (SIC) utilizado
como parte da metodologia proposta.
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3.6.2 Derivadas Parciais de /(0)

Considerando os resultados apresentados para a expressao K; e usando o resultado (3.6), o calculos
necessarios para a obtencgao das derivadas parciais de primeira ordem de £(8) sdo:

dlog o} 0 dlog o? 0 dlog o} 0 dlogos
0B ’ ' do? ’ 0B ’ do?
dlog o2 —, para i=1,....k,
PRSI B ,
1 0, para i=k+1,...,n
810g0§_ (i, para t=1,...,k,
do3 | =5, para i=k+1,....n
102
ad —2?( —x, B)x;, para i=1,...k,
L 1
- 1
9B —2—(y, —x,B)x, para i=k+1,...,n
O_% (3 1
1
ad; ——4(yi—XZT 2, para i=1,... k,
T ol
Oot 0, para t=k+1,...,n,
ad; 1O, para 1=1,... k,
@: ——4(yz—x:6)2, para 1=k+1,...,n
P)
Assim,
[ 000) 1 <~ (L(3/2) . 1 <
- 7 = L _X ﬁ -
8 = 7 L }' 05;2;{
one) _J ooy _ k1 i (3/2
00 Jo? 202 20t — (1/2
o0) -k . 1 &~ (LB,
902~ 202 | 203 ,-:;1 L)V %P s

=0,

_x >x?},

Da mesma forma, calculando as segundas derivadas parciais de £(0) temos:

0% log o? 0 0% log o2 _ 02 log o2 0 0% log o? 0
8ﬁ8ﬁ ’ do3003 ’ 8ﬁ80% ’ 0B002 ’
P loga? 0 0% log o3 _ & logay 0
doidos ’ loJC10)¢; ’ doido? ’
9% log o} ——, para i=1,...Fk,
29,2 g1
00100y 0, para i=k+1,...,n
8210ga§_ 10, para 1=1,...k,
003003 o para i=k+1,....n
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Ologo; 0 Ologo; 0 d?logo; 0 Pd; 0
0Boa? 7 0Bda3 0o2003 do?das
1
9 2—xixiT, para t=1,...,k,
Odi ) "o
0BIB 2— XZT, para 1=k+1,...,n,
*d; —6 —x,B)?, para i=1,... k,
= o1
00100} para 1=k+1,...,n
92d. para 1=1,... k,
d03003 _6 —XZ-TB)2, para i=k+1,...,n
2
*d; —4 -—xiTB)XZ-T, para i=1,... k,
2 = 01
9Bda para t1=k+1,...,n
92d. para 1 =1,...,k,
8580’%2 QU—(y—XTﬁ) x;, para i=k+1,...,n
2

Observe que as primeiras derivadas parciais correpondem as fungoes escore para os parametros.

Este conjunto de equacoes corresponde a um sistema nao linear de equacoes, que adicionalmente
inclui os termos I;(1/2) e [;(3/2) que por (3.3) sdo expressoes matematicas complexas que incluem
uma integral e que sempre dependem dos parametros @ presentes em d;. Uma solugao via métodos
numeéricos é possivel.

3.6.3 O Algoritmo EM

Uma caracteristica deste algoritmo é a formulagao a partir de uma representagao hierarquica que
permite uma flexibilidade no tratamento das derivadas teoéricas. Assim, considerando o modelo
de regressao linear definido em (3.14)-(3.20) e da Proposigao 2.4.1 temos que:

Y, | U =u M(x] B, k(u;)o3), para i=1,... Fk,
’ o N (x] B, k(u;)o2), para i=k+1,...,n

e U; ~ H(u;v), onde Y; e U; sdo independentes para todo i =1,...,n.

No caso da hipotese nula, apresentada em (3.16), consideram-se os vetores y = (y1,..,%n) ",

u=(uy,.,u,)" e@=(8",0%T7 que denota o vetor de parametros do modelo.

Para todo i =1,...,n, temos que

P 010) = Jolis 015 ) = e { 3 V2 B K,

Assim, considerando que vy, .., y, sao independentes, a funcao de log-verossimilhanca completa
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associada a yo = (y',u")" é da forma:

0.(6ly,u) = —glogUQ —EZ {M} +C

2 — k(u;) o?
onde C'= —2log(2m) — 1370 | k(w;) + Yoy hlug;v).

Para a hipotese alternativa, apresentada em (3.16), considerando os vetores y = (y1,..,yn)" ,

u=(uy,.,u,)" e @=(8",0%,03)7" que denota o vetor de parametros do modelo, temos

( 1 exp L —x/p)? h(us; v)
(27 K (u;) o2)1/? 2 k(u;)o? e
para 1=1,....k, e

1 exp _l(yi—XiTﬁy h(uu)
(27 K (u;) 02)1/2 2 k(u;) o3 R
para t=k-+1,...,n.

f i, wil0) = f(yilui, 0) f(u;) =

\

Também neste caso yi,..,y, sao independentes e a funcao de log-verossimilhanca completa
associada a y. = (y',u')" é da forma:

0 = et - 5 oo - |9 {UTRER 3 [l

i=k+1

+C,

onde C' = —%log(2m) — 3 >0 k(us) + >y husv).

O calculo da esperanga de Q(8|6) definida em (2.6) ¢ dada por

n

Bl 0ly.wly.8] = ~3og0” 1> {ata) U2 4 gy,

para o caso da hipo6tese nula, e

k T 2
E[t(6]y. u)ly. 0] = —g log(o?) — 3 % log(o2) - 1 {q(di)w}

Assim, para obter a esperanga condicional Q(0|§) é preciso calcular ¢(d;) para todos os valores
1 =1,...,n. Para as quatro distribuicoes da classe de Mistura de Escala Normal estudadas nesta
dissertacao, estes resultados estao apresentados em (2.10)-(2.13).
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Finalmente, a r-ésima iteracao do algoritmo EM para a estimagao de parametros deste modelo
¢ descrita como segue abaixo.

~(r—1
Passo E: Calcular as esperancas condicionais q(d;)") = E(H(UZ-)|YZ-,0( )) cujas formas
conhecidas estao apresentadas na Tabela 3.1.

(i —x; BUD)2
02(7’—1)

Sob a hipo6tese nula, temos que dl(-r) = , para 1=1,...,n.

Sob a hipotese alternativa, vamos ter que

(i —x; BUD)?

w_f A

(v — XiTﬁ(r_l))2

Og(r—l)

para i=1,...k,

, para i=k+1,...,n.

~(0
Sob quaisquer das hipoteses, 9( ) ¢ a estimacao inicial dos parametros obtida a partir do
método de minimos quadrados.

Passo M: As estimativas de maxima verossimilhanca sob a hipotese nula sao obtidas por

3" = (xTQx)IXTQMY,

UAQ(T)

= (Y -XB8")TQ"(Y —XB"),
onde Q") = diag(q(d)", ..., q(d,)").

As estimativas de maxima verossimilhanca sob a hipotese alternativa sao obtidas por

()

3 b

U%(T—l)

1

U%(T—l)

1 1
= (WX1TQ1(T)X1 + mszQz(r)Xz)_l( X;'Q MY, + XzTQz(T)Yz),
01

03

1 T T T
(Y1 =Xa87)TQu " (Y1 = X, 87,
~,(7) 1 , . ,
oy = (Y2 — Xzﬁ( ))TQz( )(Yz - Xzﬁ( ))]7
(n—k)
onde Q) = diag(q(di)®, ..., q(di)?), Q3 = diag(q(dx1)?, ... q(d,)®), X; & uma particao da
matriz X que considera os k primeiras linhas, Y; ¢ uma particao do vetor Y que considera os k
primeiras observagoes, X, ¢ uma particao da matriz X que considera os n — k tltimas linhas e Yy
¢ uma particao do vetor Y que considera os n — k ultimas observagoes.

No fim de cada iteracao, logo do passo M é realizado um processo de otimizacao que consiste em
maximizar a expressao » ., logK; que tem o objetivo de encontrar o melhor conjunto de valores
para v que é um escalar ou um vetor de parametros da distribuicao de U.
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3.6.4 Estudos de Simulacao

Nesta subsecao, apresenta-se alguns resultados de diversas simulagoes realizadas para avaliar
o desempenho do algoritmo EM e a metodologia proposta. Serao avaliadas as estimativas dos
parametros, a aplicacao do critério para determinacao do ponto de mudanca e a otimizacao dos
valores de v. Todas as amostras simuladas sao geradas desde o modelo de regressao com ponto
de mudanca na variancia

y; =084+ 12z, +¢, para t1=1,...,n,
considerando o = 1 parai=1,...,k, 05 = 9parai=k+1,...,nex; ~ U(0,20) parai =1,...,n.
1) Estimativa dos parametros

Foram configuradas varias combinagoes de valores de n e k, e para cada uma delas, simulacoes
Monte Carlo de 100 e 1000 amostras foram geradas. Os valores dos parametros estimados nas
amostras geradas foram avaliados. Os erros aleatorios simulados seguem as seguintes distribuigoes:
Normal, t de Student (v = 2), Slash (v = 4) e Normal Contaminada (v = 0.2,7 = 0.3). Os
resultados das simulac¢oes Monte Carlo encontram-se nas Tabelas 3.6 - 3.9.

Podemos observar nestas tabelas que os parametros sao bem estimados, em todas as combina-
coes avaliadas e para todas as estruturas de erros aleatorios consideradas, Assim, o desempenho
do algoritmo EM na estimacao dos parametros é eficiente. Nas amostras de tamanho pequeno,
quando n = 40, os resultados das estimativas sao tao eficientes quanto aquelas obtidas de amostras
de tamanhos maiores.

Todas os resultados que consideram 100 amostras Monte Carlo apresentam desvios padrao
similares, no entanto os valores das médias das estimativas para todos os parametros sao proximos
dos considerados para a simulacao.

2) Determinagao da posicao do ponto de mudanga

Foram simuladas 250 amostras Monte Carlo, cada uma delas de tamanho n = 40, com o
ponto de mudanca na posicao kK = 20 e considerando as especificagoes dadas no inicio desta
secao. Para cada amostra gerada, a posicao do ponto de mudanca é determinada utilizando os
critérios de avaliagao do valor SIC descritos na Secao 3.4. Os erros aleatorios simulados seguem
as seguintes distribui¢ées: Normal, t de Student (v = 4), Slash (v = 2) e Normal Contaminada
(v =0.2,7=0.3).

Da mesma forma que em Hofrichter (2007), o desempenho da metodologia de determinagao
do ponto de mudanca que utiliza o critério SIC' é realizado avaliando a distribuicao de frequéncia
das posigoes de ponto de mudanga obtidas nas amostras Monte Carlo.
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Tabela 3.6: Médias e desvios padrao (d.p) das estimativas dos parametros do modelo de regressao
linear com mudanca na variancia Normal, considerando 100 e 1000 amostras simuladas e diversos

tamanhos de amostra (n) e posigao do ponto de mudanga (k).

Nro. de  Nro. de Bo Bi  of o5
Simulagoes  casos
Posicao do ponto de mudancga k=20

100 n=40 Média 0.81 1.20 0.89 8.42
d. 0.45 0.04 0.32 2.60
1000 n=40 Meédia 0.81 1.20 0.91 8.91
d. 0.46 0.04 0.29 2.92

Posicao do ponto de mudanca k=200
100 n=400 Meédia 0.80 1.20 1.00 9.15
d. 0.15 0.01 0.12 1.02
1000 n=400 Meédia 0.80 1.20 0.99 8.98
d. 0.14 0.01 0.10 0.88

Posicao do ponto de mudancga k=500
100 n=1000 Média 0.81 1.20 1.00 8.97
d. 0.09 0.01 0.06 0.50
1000 n=1000 Mégia 0.80 1.20 1.00 9.00
d. 0.08 0.01 0.06 0.58

Posicao do ponto de mudanca k=10

100 n=40 Média 0.80 1.20 0.88 8.83
d. 0.67 0.06 047 2.34
1000 n=40 Média 0.80 1.20 0.84 8.87
. 0.60 0.05 0.43 2.34

Posicao do ponto de mudanca k=100
100 n=400 Meédia 0.80 1.20 0.97 8.98
d. 0.18 0.02 0.15 0.75
1000 n=400 Meédia 0.81 1.20 0.99 8.96
d. 0.17 0.02 0.14 0.74

Posicao do ponto de mudancga k=250
100 n=1000 Meédia 0.78 1.20 0.99 9.03
d. 0.11 0.01 0.09 0.49
1000 n=1000 Meédia 0.80 1.20 0.99 8.98
d. 0.11 0.01 0.09 0.45

Posicao do ponto de mudanca k=30

100 n=40 Média 0.80 1.20 0.93 8.66
d. 0.36 0.03 0.24 3.85
1000 n=40 Mégia 0.79 1.20 0.95 9.09
d. 0.37 0.03 0.24 4.08

Posicao do ponto de mudancga k=300
100 n=400 Meédia 0.80 1.20 0.99 8.93
d. 0.10 0.01 0.07 1.44
1000 nn=400 Meédia 0.80 1.20 0.99 8.93
d. 0.11 0.01 0.08 1.26

Posicao do ponto de mudanca k=750
100 n=1000 Meédia 0.81 1.20 0.99 8.83
d. 0.08 0.01 0.05 0.81
1000 n=1000 Mégia 0.80 1.20 1.00 8.99
dp 0.07 0.01 0.05 0.80

A Figura 3.4 mostra que para todas as situacoes a frequéncia maior de ocorréncias se encontra
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Tabela 3.7: Médias e desvios padrao (d.p) das estimativas dos parametros do modelo de regressao
linear com mudanca na variancia t de Student (v = 2), considerando 100 e 1000 amostras simuladas

e diversos tamanhos de amostra (n) e posi¢ao do ponto de mudanca (k).

Nro. de Bo B o} o5
Simulac¢oes
Posicao do ponto de mudanga k=20
100 0.85 1.20 0.99 10.07
d. 0.74 0.06 0.53 5.09
1000 n=40 Mé(?ia 0.83 1.20 1.00 9.74
dp 0.61 0.05 0.59 5.38
Posicao do ponto de mudanca £=200
100 0.79 1.20 1.01 9.12
d. 0.19 0.01 0.16 1.55
1000 n=400 Mé(?ia 0.81 1.20 1.00 9.14
dp 017 0.01 0.16 1.43
Posicao do ponto de mudanca £=500
100 n=1000 Media 0.79 1.20 0.99 8.92
d. 0.11 0.01 0.10 0.87
1000 n=1000 Mégl)ia 0.80 1.20 1.00 9.07
dp 0.11 0.01 0.10 0.92
Posicao do ponto de mudanga k=10
100 0.81 1.19 0.97 9.46
d. 0.81 0.08 0.85 4.06
1000 n=40 Mégl)ia 0.79 1.20 1.03 9.45
dp 0.81 0.07 1.04 4.43
Posicao do ponto de mudanga k=100
100 0.81 1.20 0.98 9.04
d. 0.23 0.02 0.22 1.27
1000 n=400 Mé(?ia 0.79 1.20 1.00 9.03
dp 022 0.02 0.23 1.18
Posicao do ponto de mudanca £=250
100 n=1000 Meédia 0.79 1.20 1.00 9.02
d. 0.13 0.01 0.13 0.68
1000 n=1000 Mé(?ia 0.80 1.20 1.00 9.02
dp 014 0.01 0.14 0.72
Posicao do ponto de mudanca k=30
100 0.81 1.20 1.01 11.27
d. 0.50 0.04 0.43 8.06
1000 n=40 Mégl)ia 0.80 1.20 0.98 11.48
dp 051 0.04 0.43 9381
Posicao do ponto de mudanga k=300
100 0.79 1.20 0.98 9.24
d. 0.14 0.01 0.14 2.06
1000 n=400 Mégl)ia 0.80 1.20 1.00 9.07
dp 0.14 0.01 0.13 2.02
Posicao do ponto de mudanga k=750
100 n=1000 Meédia 0.78 1.20 1.02 9.27
d. 0.09 0.01 0.09 1.48
1000 n=1000 Mé(?ia 0.80 1.20 1.00 8.99
d. 0.10 0.01 0.08 1.26
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Tabela 3.8: Médias e desvios padrao (d.p) das estimativas dos parametros do modelo de regressao
linear com mudanga na variancia Slash (v = 4), considerando 100 e 1000 amostras simuladas e

diversos tamanhos de amostra (n) e posigao do ponto de mudanca (k).

Nro. de  Nro. de Bo Bi  of o5
Simulagbes  casos
Posicao do ponto de mudanga k=20

100 n=40 Meédia 0.75 1.20 0.94 9.30
d. 0.54 0.05 0.33 3.46
1000 n=40 Mégia 0.80 1.20 0.91 9.00
dp 051 0.05 0.32 3.07
Posicao do ponto de mudanca k=200
100 n=400 Média 0.82 1.20 0.99 8.98
d. 0.16 0.01 0.10 0.79
1000 n=400 Mégia 0.80 1.20 0.99 9.00
d 0.15 0.01 0.11 0.98

-p
Posicao do ponto de mudanca k=500

100 n=1000 Média 0.79 1.20 0.99 9.00
d.g 0.09 0.01 0.06 0.66
1000 n=1000 Média 0.80 1.20 1.00 8.99
d 0.09 0.01 0.07 0.63

-P
Posicao do ponto de mudanga k=10

100 n=40 Meédia 0.81 1.20 0.83 9.01
d. 0.69 0.06 0.38 2.44
1000 n=40 Mégia 0.84 1.20 0.89 9.01
dp 0.71 0.06 0.52 2.41
Posicao do ponto de mudanga k=100
100 n=400 Média 0.84 1.20 0.96 8.85
d. 0.20 0.02 0.15 0.85
1000 n=400 Mégia 0.80 1.20 0.98 9.00
dp 0.20 0.02 0.15 0.81
Posicao do ponto de mudanca k=250
100 n=1000 Meédia 0.79 1.20 1.01 9.08
d. 0.13 0.01 0.09 0.52
1000 n=1000 Mégia 0.80 1.20 0.99 8.97
dp 0.13 0.01 0.10 0.49
Posicao do ponto de mudanca k=30
100 n=40 Meédia 0.86 1.20 0.93 9.43
d. 0.43 0.04 0.25 5.40
1000 n=40 Mégia 0.81 1.20 0.94 8.93
d 0.45 0.04 0.26 4.65

-P
Posicao do ponto de mudanga £=300

100 n—400 Média 0.80 1.20 0.98 9.09

d. 0.13 0.01 0.08 1.32

1000 n=400 Mégia 0.80 1.20 0.99 9.04
dp 0.13 0.01 0.08 1.29

Posicao do ponto de mudanga k=750

100 n—1000 Meédia 0.79 1.20 1.00 9.03
d.é) 0.08 0.01 0.05 0.90
1000 n—=1000 Meédia 0.80 1.20 1.00 9.05
dp 0.08 0.01 0.06 0.86
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Tabela 3.9: Médias e desvios padrao (d.p) das estimativas dos parametros do modelo de regressao
linear com mudanga na variancia Normal Contaminada (v = 0.2,y = 0.3), considerando 100 e

1000 amostras simuladas e diversos tamanhos de amostra (n) e posi¢ao do ponto de mudanga (k).

Nro. de  Nro. de Bo B o} o5
Simulagbes  casos
Posicao do ponto de mudanga k=20

100 n=40 Meédia 0.77 1.20 0.93 8.66
d. 0.54 0.04 0.36 3.10
1000 n=40 Mé(?ia 0.81 1.20 0.93 9.30
dp 0.52 0.05 0.36 3.56
Posicao do ponto de mudanca £=200
100 n=400 Média 0.81 1.20 0.99 8.88
d. 0.14 0.01 0.12 1.05
1000 n=400 Mé(?ia 0.80 1.20 0.99 9.02
d 0.15 0.01 0.12 1.03

-p
Posicao do ponto de mudanca £=500

100 n=1000 Meédia 0.80 1.20 1.00 8.89
d.g 0.10 0.01 0.07 0.58
1000 n=1000 Meédia 0.80 1.20 1.00 9.00
d 0.10 0.01 0.07 0.68

-P
Posicao do ponto de mudanga k=10

100 n=40 Meédia 0.84 1.19 0.90 8.94
d. 0.70 0.06 0.54 2.64
1000 n=40 Mégl)ia 0.81 1.20 0.96 9.16
dp 0.72 0.06 0.60 2.86
Posicao do ponto de mudanga k=100
100 n=400 Média 0.78 1.20 0.99 8.86
d. 0.19 0.02 0.18 0.88
1000 n=400 Mé(?ia 0.80 1.20 0.99 9.01
dp 021 0.02 0.16 0.86
Posicao do ponto de mudanca £=250
100 n=1000 Meédia 0.81 1.20 1.00 9.16
d. 0.13 0.01 0.09 0.54
1000 n=1000 Mé(?ia 0.80 1.20 0.99 8.99
dp 0.13 0.01 0.10 0.54
Posicao do ponto de mudanca k=30
100 n=40 Meédia 0.70 1.21 0.98 10.27
d. 0.35 0.03 0.27 5.20
1000 n=40 Mégl)ia 0.81 1.20 0.94 9.32
dp 043 0.04 0.30 5.17
Posicao do ponto de mudanga k=300
100 n=400 Média 0.80 1.20 1.00 9.13
d. 0.11 0.01 0.10 1.32
1000 n=400 Mégl)ia 0.80 1.20 0.99 9.08
d 0.13 0.01 0.10 1.50

-P
Posicao do ponto de mudanga k=750

100 n—1000 Meédia 0.80 1.20 1.00 8.89
d.g 0.09 0.01 0.06 0.85
1000 n—=1000 Meédia 0.80 1.20 1.00 9.08
dp 0.08 0.01 0.06 0.95
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na posicao 20. Além disso, valores proximos da posicao 20 apresentam também frequéncias
de ocorréncia altas. Dessa forma, isto leva a concluir que a metodologia proposta consegue
determinar adequadamente o ponto de mudanca.

Finalmente, selecionou-se de cada conjunto de amostras Monte Carlo, uma amostra onde o
ponto de mudanca estimado se encontra na posicao 20, e todos os valores SIC' obtidos para
esta amostra sao avaliados. A Figura 3.5 mostra que para todos os casos o menor valor do SIC
corresponde & posicao 20. Desta forma, se garante a coeréncia do critério utilizado.

3) Otimizacao dos valores de v

Considerando as mesmas simulagoes Monte Carlo do item anterior, foram selecionadas as
amostras onde a posicao estimada do ponto de mudanca é k = 20. Para estas amostras, os valores
de v foram avaliados. Neste caso, foram desconsiderados valores extremos.

A Figura 3.6 mostra que em média os valores otimizados de v estao proximos dos valores
originais de simulacao. Isto garante o bom desempenho do algoritmo na otimizacao dos valores
avaliados.
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Figura 3.4: Frequéncias absolutas das posigoes dos pontos de mudanca estimados nas amostras
Monte Carlo simuladas no modelo de regressao linear com mudanca na variancia.
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a) Distribuicao Normal b) Distribuicao t-Student
o o
o ® -
N ~—
wn
2 0
- &Q 4
o]
8 - o
- o
< 4
o 9 @)
o 27 @
el —
. -
S -
o
[Te) -
~ —
o Yol
~ - [«
T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
Posi¢ao de mudanca Posi¢ao de mudanga
c) Distribuicao Slash d) Distribuicao Normal Contaminada
o o
- o
N (8]
Yol
S
Yol
8
N
o S - o
(@] = (&) o)
o &7 o X7
o
S -
Yol
S
w
2
o o
D — = -
T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
Posi¢ao de mudanca Posi¢ao de mudanga

Figura 3.5: Aplicacao do critério SIC sobre uma amostra Monte Carlo simulada, onde o ponto de
mudanca estimado é £ = 20, no modelo de regressao linear com mudanga na variancia.
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Figura 3.6: Resultado de simulacoes sobre otimizagao do parametro v das distribuigoes t de
Student, Slash e Normal Contaminada no modelo de regressao linear com mudanca na variancia.
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3.7 Mudanca nos Coeficientes de Regressao e Variancia

3.7.1 Especificagao do Modelo

O modelo geral (3.1) pode ser escrito de forma matricial como:

Y, =x/B+¢ (3.19)

onde B=(Bo, 1, - Bp-1)" € x;=(1, 21, ...,:Bl(p_l))T. Ao considerar a existéncia de mudanca nos
coeficientes de regressao e a variancia a partir da posicao k, temos que 0s erros €y,...,6, sao inde-
pendentes e distribuidas como:

e-w{ MEN(0,0%, H), para  i=1,...,k,

’ MEN(0,03, H), para  i=k+1,....n
e também:

Y, ~ MEN(x/3,,0% H), para 1=1,...,k e

Y, ~ MEN(x/ 3,,02; H), para i1=k+1,....n (3.20)
Para esta estrutura de mudanca o teste de hipotese a considerar é:
Hy : Y; =%/ B +¢ e o2, 1=1,...,n,
(3.21)

Y, =x/0B; +¢ e o?, i=1,...k,
Yi=x,8,+¢ e 03, 1=k+1,...,n

Usando apropriadamente a expressao (3.5), as fungoes de log-verossimilhanga para este modelo
nas situagoes de hipotese nula e hipotese alternativa apresentadas em (3.21) sao, respetivamente:

0o(8, 02) = —g log 27 — glog o* + 3 logK, (3.22)
=1

para 0 = (ﬁlu ﬁ27 017 02) temos que

k n
k —k
lp(0) = —g log 27 — B log 0% — (n 5 ) log o3 + ZlogKgl) + Z logKZ@), (3.23)
i=1 i=k+1
(i, 6 , em K,
onde d; = i, 6 Wizx; 9,)° . em Kgl),

(i, 62 em K.

As expressoes (3.22) e (3 23) tornam-se importantes, pois serdo utilizadas na aplicagao do cri-
tério para determinagao de ponto de mudanga.Estas deverao ser avaliadas nas estimativas de mé-
xima verossurmlhanga dos parametros. Assim, serd possivel encontrar os valores (o(6 ) = Eo(ﬁ 02)
e (x(8) = €k(ﬁ1, ﬁz, o?, 02) que compoem o Critério de Informacao Schwarz (SIC) utilizado como
parte da metodologia proposta.
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o7

3.7.2 Derivadas Parciais de /(0)

Considerando os resultados apresentados para a expressao K; e usando o resultado (3.6), o calculos

necessarios para a obtencgao das derivadas parciais de primeira ordem de £(8)sao:

dlog o} 0 dlog o? 0 dlogo? 0
o3, B, dos
dlog o3 0 dlogos dlogos 0
B, ) B, do?
0log o} —, para i=1,...k,
doi 0, para 1=k+1,...,n
dlog o2 0, para 1=1,...k,
= 1
do3 3 bara i=k+1,....,n
2
1
odi ) —2—(yi - X:ﬁl)xﬂ—, para i=1,... k,
B | o .
! 0, para t=k+1,...,n,
od. 0, para 1=1,...,k,
7 — 1
9B, —2?(% —x; By)x;T, para i=k+1,...,n,
2
1
odi _ ) ——(u: —x;B,)% para i=1,... .k,
92 1
do 0, para 1=k+1,...,n,
o4, 0, para i=1,...k
o4 _ 1 |
daos —F(yZ—XiTBz)z, para t1=k+1,...,n,
2
Assim,
( k
oune) 1 I;(3/2)
TARE N b CREERS
oL(0) B i n { (3/2)< ‘ Tﬁ) }
oue) | 98 % I:(1/2) ?
00 )| oue) k o
do? 201 20‘1 ZZ:: {]1 1/2 —x; 1) } ;
o) _ _(n—k) 1§ I;(3/2) IERY:
do3 203 * 204 Hi(1/2)(yl x; B2)" ¢ -
\ 2 i=k+1

Da mesma forma, calculando as segundas derivadas parciais de £(0) temos:

0% log o? 0 0% log o2 0 0? log o2 0
08,08, " 08,08, 7 90%0oz
d*log o3 _ 0*log o3 0 9?log o3 0
08,08, " 08,08, " 0c%0er
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9% log 01

do?do?

d?log o3
003003
0% log o?

963,08,
0% log o}

=0

98,003

0% log o3

0B,005

02d;
9B,08,

02d;
96,08,

0%d,
98,08,

d%d;
02902

02d,

2592
003005

0%d;

08,002

0%d,;
08,0032

=0,

|
|
§
|
|

)

Y

Y

pr para 1=1,...k,
1
0, para i=k+1,...,n
0, para i=1,...k,
1 :
4, para t=k+1,...,n
32108;01 _0 0? log o2 0 02 log o? 0
9B,00% ’ 08,003 7 98,002
d?logoi & logos Plogol
dotdo; ’ 03,08, 9B3,00% -
0%log o2 Ly 9 logo? pe loga% -
0B,007 08,003 doidos ’
0%d; 0 9%d, 0 82d; .
. 08,003 7 0By00% 0200
25x.x;, para i=1,...k,
b
0, para i=k+1,....n
0, para i=1,...,k,
1
2—xx;, para i=k+1,...,n,
93
1
2—(yi — %/ 81)%, para i=1,...k,
1
0, para i=k+1,...,n
0, para i=1,....k,
2—(yi —x, By)°, para i=k+1,...,n
93
1
2—(yi —x; B)x;, para i=1,...,
g1
0, para i=k+1,....n
0, para i=1,...,
1
2_4(yi—XiTﬁz)XiTa para t=k+1,...,n

b

Observe que as primeiras derivadas parciais correpondem as fungoes escore para os parametros.
Este conjunto de equagoes corresponde a um sistema nao linear de equacgoes, que adicionalmente
inclui os termos I;(1/2) e [;(3/2) que por (3.3) sdo expressoes matematicas complexas que incluem
uma integral e que sempre dependem dos parametros @ presentes em d;. Uma solugao via métodos

numeéricos é possivel.

3.7.3 O Algoritmo EM

Uma caracteristica deste algoritmo ¢é a formulagao a partir de uma representagao hierarquica que
permite uma flexibilidade no tratamento das derivadas teoéricas.

Assim, considerando o modelo
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de regressao linear definido em (3.10)-(3.11) e da Proposi¢ao 2.4.1 temos que:

Nl(xz—'rﬁlv’%(ui)(j%> para 1= 17"'7k7
Yi|U=u; ~ T 2 ~
Ni(x; By, k(u;)o3) para i=k+1,...,n,
e U; ~ H(u;v), onde Y; e U; sdo independentes para todo i =1,...,n.

No caso da hipotese nula, apresentada em (3.21), consideram-se os vetores y = (y1,-.,¥n) ',
u=(uy,.,u,)" e@=(8",0%7 que denota o vetor de parametros do modelo.

Para todo i = 1,...,n, temos que:

! ex _EM U v
Gy P 2 ) M

Assim, considerando que vy, .., y, sao independentes, a funcao de log-verossimilhanca completa
associada a yo = (y',u")" é da forma:

n 1~ [ (yi —x/B)?
0 =——1 2_Z AR X
l.(0ly,u) 5 logo” — 5 E 1 { () o2 + C,

1=

[y, uil@) = f(yilui, 0) f(u;) =

onde C'= —2log(2m) — 1 377 | k(u;) + Yoy hlug;v).

Para a hipotese alternativa, apresentada em (3.21), considerando os vetores y = (y1,..,yn) " ,
u=(uy,.,u,)" e 0= (8],85,0%,03)" que denota o vetor de parametros do modelo, temos

( 1 exp{—lm}h(ui;u),

(27 K(u;) o2)1/2 2 k(u;)o?

para 1=1,....k, e

1 exp {_1 (yz - XZT/B2>2 } h(u“ I/),

(27 K (u;) 03)1/2 2 k(u;) o3
para 1=k-+1,...,n.

[y, wil@) = f(yilwi, 0) f(u;) =

\

Também neste caso yi,..,y, sao independentes e a funcao de log-verossimilhanca completa
associada a yo = (y',u")" é da forma:

i=1 filus) o i=k+1 ri(us) o3

+C,

onde C'= —2log(2m) — 1 >0 | k(us) + Yoy hlug; v).

O célculo da esperanca de Q(0|§) definida em (2.6) é dada por

n

~ . TA)2
Ble0ly. wiy.8) =~ lose — 3 3 {ata) "2 gty
=1
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para o caso da hipo6tese nula, e

5 > {2 L ey,

i=k+1

para o caso da hipotese alternativa, onde q(d;) = E[x~(U;)|y;, 5]

Assim, para obter a esperanca condicional Q(H\@) é preciso calcular ¢(d;) para todos os valores
1 =1,...,n. Para as quatro distribuicoes da classe de Mistura de Escala Normal estudadas nesta
dissertacdo, estes resultados estao apresentados em (2.10)-(2.13).

Finalmente, a r-ésima iteracao do algoritmo EM para a estimagao de parametros deste modelo
é descrito como segue abaixo

~(r—1
Passo E: Calcular as esperancas condicionais q(d;)") = E(H(UZ-)|YZ-,0( )) cujas formas
conhecidas estao apresentadas na Tabela 3.1.

(i —x; BUD)2

=D , para t=1,...,n.
o

Sob a hip6tese nula, temos que d'” =

Sob a hipotese alternativa, temos que

(Z/i - XiTﬁgr_l)y

para i=1,...k,

d(r) = U%(T_l() 1) |
(2 P .T " 2
(yl Xl(r_/Bl2) ) , pa,/r’a, Z:k‘—l—l’,n
o3

~(0
Sob quaisquer das hipoteses, 9( ) ¢ a estimacao inicial dos parametros obtida a partir do
método de minimos quadrados.

Passo M: As estimativas de maxima verossimilhanca sob a hipotese nula sao obtidas por

3" = (xTQx)IXTQMY,

(;2(7’) — (Y - XB(T)>TQ(T) (Y — XB(”),
onde Q") = diag(q(d1)", ..., q(d,)™).

Os estimadores de maxima verossimilhanca sob a hipotese alternativa sao obtidos como:

—() P - ,
B, = (X:"Qi"X1) X, TQ. Yy,
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—() SN .
By, = (X2 Qx"X5) X, "Qe Yy,
~ (r) 1

ot = (Vi = X8 (Y - X))
A = n . (Y2 = XaB) Qa0 (Ya - X))

onde Q) = diag(q(d)™, ..., q(dp)™), QY = diag(q(dys1)™, ..., q(d,)™), X; & uma particio da
matriz X que considera os k primeiras linhas, Y; ¢ uma particao do vetor Y que considera os k
primeiras observagoes, Xy é uma particao da matriz X que considera os n — k dltimas linhas e Y,
¢ uma particao do vetor Y que considera os n — k ultimas observagoes.

No fim de cada iteracao, logo do passo M é realizado um processo de otimizacao que consiste em
maximizar a expressao » ., logIK; que tem o objetivo de encontrar o melhor conjunto de valores
para v que é um escalar ou um vetor de parametros da distribuicao de U.

3.7.4 Estudos de Simulacao

Nesta subsecao, apresenta-se alguns resultados de diversas simulagoes realizadas para avaliar
o desempenho do algoritmo EM e a metodologia proposta. Serao avaliadas as estimativas dos
parametros, a aplicacao do critério para determinacao do ponto de mudanca e a optimizacao dos
valores de v. Todas as amostras simuladas sao geradas desde o modelo de regressao com ponto
de mudanca nos coeficientes de regressao e variancia

yi = 0.8 4 1.2x; +¢;, para 1=1,...,k,
yi =204+ 1.5z; +¢, para i=k+1,...,n,

considerando 0? = 1 parai = 1,...,k e os = 9parai = k+1,...,n e x; ~ U(0,20) para
1=1,...,n.

1) Estimativa dos parametros

Foram configuradas varias combinacoes de valores de n e k, e para cada uma delas, simulacoes
Monte Carlo de 100 e 1000 amostras foram geradas. Os valores dos parametros estimados nas
amostras geradas foram avaliados. Os erros aleatorios simulados seguem as seguintes distribuigoes:
Normal, t de Student (v = 2), Slash (v = 4) e Normal Contaminada (v = 0,2,y = 0.3). Os
resultados das simulagoes Monte Carlo encontram-se nas Tabelas 3.10 - 3.13.

Podemos observar nestas tabelas que os parametros sao bem estimados em todas as combina-
coes avaliadas e para todas as estruturas de erros aleatorios consideradas, Assim, o desempenho
do algoritmo EM na estimacao dos parametros é eficiente.

Nas amostras de tamanho pequeno, quando n = 40, os resultados das estimativas sao tao
eficientes quanto aquelas obtidas de amostras de tamanhos maiores. Esta observacao torna-se
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importante, pois muitas das aplicacoes sao realizadas sobre amostras de tamanho pequeno, por
exemplo, a aplicagao de Holbert (1982) é realizada sobre um conjunto de dados com 35 observagoes.

2) Determinagao da posicao do ponto de mudanga

Foram simuladas 250 amostras Monte Carlo, cada uma delas de tamanho n = 40, com o
ponto de mudanca na posicao £k = 20 e considerando as especificacoes dadas no inicio desta
secao. Para cada amostra gerada, a posicao do ponto de mudanca é determinada utilizando os
critérios de avaliagao do valor SIC descritos na Secao 3.4. Os erros aleatorios simulados seguem
as seguintes distribui¢oes: Normal, t de Student (v = 4), Slash (v = 2) e Normal Contaminada
(vr=0,2,7=0.3).

Da mesma forma que em Hofrichter (2007), o desempenho da metodologia de determinagao
do ponto de mudanca que utiliza o critério SIC' é realizado avaliando a distribuicao de frequéncia
das posicoes de ponto de mudanca obtidas nas amostras Monte Carlo.

A Figura 3.7 mostra que para todas as situacoes a frequéncia maior de ocorréncias se encontra
na posicao 20. Além disso, valores proximos da posicao 20 apresentam também frequéncias
de ocorréncia altas. Isto leva a concluir que a metodologia proposta consegue determinar
adequadamente o ponto de mudanca.

Finalmente, selecionou-se de cada conjunto de amostras Monte Carlo, uma amostra onde o
ponto de mudanca estimado se encontra na posicao 20, e todos os valores SIC' obtidos para
esta amostra sao avaliados. A Figura 3.8 mostra que para todos os casos o menor valor do SIC
corresponde & posicao 20. Desta forma, se garante a coeréncia do critério utilizado.

3) Otimizacao dos valores de v

Considerando as mesmas simulagoes Monte Carlo do item anterior, foram selecionadas as
amostras onde a posicao estimada do ponto de mudanca é k = 20. Para estas amostras, os valores
de v foram avaliados. Neste caso foram desconsiderados valores extremos.

A Figura 3.9 mostra que em meédia os valores otimizados de v estao proximos dos valores
originais de simulacao. Isto garante o bom desempenho do algoritmo na optimizacao dos valores
avaliados.
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Tabela 3.10: Médias e desvios padrao (d.p) das estimativas dos parametros do modelo de regressao
linear com mudanga nos coeficientes de regressao e variancia Normal, considerando 100 e 1000

amostras simuladas e diversos tamanhos de amostra (n) e posi¢ao do ponto de mudanca (k).

Nro. de Nro. de fio B Po  Pw o 03

Simulacoes  casos
Posicao do ponto de mudanca k=20

100 n=40 Meédia 0.84 1.20 1.93 1.50 0.89 8.07
d. 045 0.04 1.46 0.13 0.27 2.68
1000 n=40 Mégia 0.78 1.20 2.01 1.50 0.90 8.17
dp 047 0.04 1.37 0.12 0.30 2.66
Posicao do ponto de mudancga £=200
100 n=400 Meédia 0.78 1.20 2.02 1.50 0.98 8.72
d. 0.14 0.01 041 0.04 0.11 0.90
1000 n=400 Mégia 0.80 1.20 1.95 1.50 0.99 8.94
dp 0.14 0.01 044 0.04 0.10 0.90
Posicao do ponto de mudancga k=500
100 n=1000 Média 0.81 1.20 1.96 1.50 0.99 891
d. 0.09 0.01 0.27 0.02 0.07 0.60
1000 n=1000 Mégia 0.80 1.20 2.00 1.50 0.99 8.96
dp 0.09 0.01 0.26 0.02 0.06 0.56
Posicao do ponto de mudanca k=10
100 n=40 Meédia 0.61 1.21 1.88 1.51 0.82 8&.78
d. 0.68 0.06 1.05 0.09 0.41 2.59
1000 n=40 Mégia 0.80 1.20 1.98 1.50 0.80 8.46
dp 0.73 0.06 1.12 0.10 0.39 2.20
Posicao do ponto de mudancga k=100
100 n=400 Meédia 0.83 1.20 1.98 1.50 0.97 8.79
d. 0.21 0.02 0.36 0.03 0.13 0.74
1000 n=400 Mégia 0.80 1.20 2.02 1.50 0.97 8.97
dp 0.20 0.02 0.34 0.03 0.14 0.72
Posicao do ponto de mudancga k=250
100 n=1000 Média 0.79 1.20 1.99 1.50 1.00 8.95
d. 0.12 0.01 0.22 0.02 0.09 0.51
1000 n=1000 Mégia 0.79 1.20 2.00 1.50 0.99 8.97
dp 0.13 0.01 0.22 0.02 0.09 0.46
Posicao do ponto de mudanca k=30
100 n=40 Meédia 0.85 1.20 1.85 1.52 0.93 7.18
d. 0.35 0.03 2.11 0.19 0.26 3.92
1000 n=40 Mégia 0.82 1.20 2.01 149 094 7.29
dp 0.39 0.03 2.07 0.18 0.25 3.67
Posicao do ponto de mudancga k=300
100 n=400 Meédia 0.80 1.20 1.98 1.50 0.99 9.05
d. 0.12 0.01 0.62 0.05 0.08 1.33
1000 n=400 Mégia 0.80 1.20 1.99 1.50 0.99 8.81
dp 0.11 0.01 0.60 0.05 0.08 1.29
Posicao do ponto de mudancga k=750
100 n=1000 Média 0.80 1.20 1.93 1.50 0.98 9.01
d. 0.07 0.01 042 0.03 0.05 0.83
1000 n=1000 Mégia 0.80 1.20 2.02 1.50 1.00 8.90
dp 0.07 0.01 0.39 0.03 0.05 0.78
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Tabela 3.11: Médias e desvios padrao (d.p) das estimativas dos parametros do modelo de regressao
linear com mudanga nos coeficientes de regressao e variancia t de Student (v = 2), considerando
100 e 1000 amostras simuladas e diversos tamanhos de amostra (n) e posi¢do do ponto de mudanca

(k).

Nro. de Nro. de Bro  Bu B B of o)
Simulacoes  casos
Posicao do ponto de mudanca k=20

100 n=40 Meédia 0.82 1.20 2.31 1.46 0.93 8.67
d. 0.56 0.05 2.16 0.20 0.43 4.45
1000 n=40 Mégia 0.79 1.20 2.00 1.50 0.94 8.54
dp 0.65 0.06 2.01 0.17 0.53 4.73
Posicao do ponto de mudancga £=200
100 n=400 Meédia 0.81 1.20 2.03 1.50 0.98 9.17
d. 0.19 0.02 0.59 0.05 0.16 1.69
1000 n=400 Mégia 0.79 1.20 2.02 1.50 0.99 9.04
dp 0.19 0.02 058 0.05 0.16 1.47
Posicao do ponto de mudancga k=500
100 n=1000 Média 0.79 1.20 2.00 1.50 1.01 9.20
d. 0.11 0.01 0.30 0.03 0.10 0.89
1000 n=1000 Mégia 0.80 1.20 2.00 1.50 1.00 8.97
dp 0.11 0.01 0.35 0.03 0.10 0.90
Posicao do ponto de mudanca k=10
100 n=40 Meédia 0.81 1.20 2.19 1.48 0.73 8.57
d. 0.88 0.07 1.66 0.15 0.49 3.60
1000 n=40 Mégia 0.80 1.20 1.99 1.50 0.90 8.61
dp 1.08 0.10 1.58 0.14 0.83 3.65
Posicao do ponto de mudancga k=100
100 n=400 Meédia 0.78 1.20 1.93 1.51 097 8.75
d. 0.31 0.03 044 0.04 0.22 1.06
1000 n=400 Mégia 0.80 1.20 1.99 1.50 1.00 8.97
dp 026 0.02 046 0.04 0.23 1.22
Posicao do ponto de mudanca k=250
100 n=1000 Média 0.77 1.20 2.01 1.50 1.00 8.89
d. 0.14 0.01 0.32 0.03 0.16 0.72
1000 n=1000 Mégia 0.80 1.20 1.99 1.50 1.01 9.00
dp 0.6 0.01 0.27 0.02 0.14 0.75
Posicao do ponto de mudanca k=30
100 n=40 Meédia 0.81 1.20 1.74 1.52 1.02 8.84
d. 048 0.04 2.82 0.25 0.44 8.96
1000 n=40 Mégia 0.76 1.20 2.00 1.50 0.99 8.30
dp 049 0.04 326 0.30 0.45 8.05
Posicao do ponto de mudancga k=300
100 n=400 Meédia 0.82 1.20 2.00 1.50 0.99 9.00
d. 0.16 0.01 0.79 0.07 0.13 2.14
1000 n=400 Mégia 0.79 1.20 1.98 1.50 1.00 8.99
dp 0.15 0.01 0.78 0.07 0.13 2.15
Posicao do ponto de mudancga k=750
100 n=1000 Média 0.81 1.20 2.07 1.49 1.00 9.17
d. 0.10 0.01 0.47 0.04 0.08 1.33
1000 n=1000 Mégia 0.80 1.20 2.00 1.50 1.00 8.93
dp 0.10 0.01 049 0.04 0.08 1.26
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Tabela 3.12: Médias e desvios padrao (d.p) das estimativas dos parametros do modelo de regressao
linear com mudanca nos coeficientes de regressao e variancia Slash (v = 4), considerando 100 e
1000 amostras simuladas e diversos tamanhos de amostra (n) e posi¢do do ponto de mudanga (k).

Nro. de  Nro. de Bo P P P oF 03
Simulacoes  casos

Posicao do ponto de mudanca k=20

100 n—40 Meédia 0.77 1.20 2.05 1.50 0.85 &.75
d. 0.53 0.04 1.68 0.14 0.30 3.49
1000 n—40 Mégia 0.78 1.20 2.07 1.49 0.90 8.27
d.p 0.50 0.04 1.58 0.14 0.32 2.86
Posicao do ponto de mudanca k=200
100 n—400 Meédia 0.79 1.20 1.92 1.51 0.99 891
d. 0.15 0.01 0.48 0.04 0.12 1.13
1000 n—400 Mégia 0.80 1.20 1.98 1.50 0.99 8.90
d.p 0.16 0.01 0.49 0.04 0.10 0.94
Posi¢cao do ponto de mudanca k=500
100 n—1000 Meédia 0.79 1.20 2.06 1.50 0.99 9.04
d. 0.11 0.01 0.31 0.03 0.06 0.64
1000 n—1000 Mégia 0.80 1.20 2.01 1.50 1.00 8&.98
d.p 0.10 0.01 0.31 0.03 0.07 0.60
Posicao do ponto de mudanca k=10
100 n—40 Meédia 0.78 1.20 1.97 1.50 0.84 8.81
d. 0.67 0.06 1.32 0.11 0.44 2.55
1000 n—40 Mégia 0.84 1.20 1.98 1.50 0.82 8&.50
d.p 0.84 0.07 1.22 0.11 043 2.37
Posicao do ponto de mudanca k=100
100 n—400 Meédia 0.80 1.20 1.99 1.50 0.98 8.92
d. 0.20 0.02 0.40 0.04 0.16 0.83
1000 n—400 Mégia 0.80 1.20 1.99 1.50 0.99 8.94
d.p 0.24 0.02 0.40 0.03 0.15 0.78
Posicao do ponto de mudanca k=250
100 n—1000 Meédia 0.81 1.20 2.01 1.50 1.00 9.02
d. 0.16 0.01 0.23 0.02 0.09 0.51
1000 n—1000 Mégia 0.79 1.20 2.01 1.50 0.99 9.00
d.p 0.14 0.01 0.25 0.02 0.10 0.47
Posicao do ponto de mudanca k=30
100 n—40 Meédia 0.81 1.20 2.29 1.46 0.94 7.63
d. 0.45 0.04 2.55 0.23 0.26 3.96
1000 n—40 Mégia 079 1.20 1.95 1.50 0.95 7.59
d.p 0.42 0.04 235 0.21 0.27 4.00
Posicao do ponto de mudancga k=300
100 n—400 Meédia 0.79 1.20 2.06 1.50 1.00 8.99

0 8.
d. 0.13 0.01 0.75 0.07 0.08 1.41
1000 n=400 Mégia 0.81 1.20 1.96 1.50 1.00
dp 0.13 0.01 0.72 0.06 0.08
Posicao do ponto de mudancga k=750

100 n—1000 Média 0.80 1.20 1.99 1.50 1.00 8.92
d.g 0.08 0.01 042 0.03 0.06 0.83
1000 n—=1000 Média 0.80 1.20 2.00 1.50 1.00 8.98
dp 0.09 0.01 043 0.04 0.06 0.84
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Tabela 3.13: Médias e desvios padrao (d.p) das estimativas dos parametros do modelo de regressao
linear com mudanga nos coeficientes de regressao e variancia Normal Contaminada (v = 0.2,y =
0.3), considerando 100 e 1000 amostras simuladas e diversos tamanhos de amostra (n) e posi¢ao
do ponto de mudanga (k).

Nro. de Nro. de Bro  Bu B B of o)
Simulacoes  casos
Posicao do ponto de mudanca k=20

100 n=40 Meédia 0.80 1.20 1.82 1.52 0.89 8.03
d. 0.58 0.05 1.95 0.16 0.35 3.52
1000 n=40 Mégia 0.80 1.20 2.00 1.50 0.93 8.43
dp 055 0.05 164 0.14 0.37 3.28
Posicao do ponto de mudancga £=200
100 n=400 Meédia 0.80 1.20 1.96 1.50 1.00 8.80
d. 0.17 0.01 045 0.04 0.13 1.01
1000 n=400 Mégia 0.80 1.20 2.03 1.50 1.00 8.92
dp 0.17 0.01 0.49 0.04 0.12 1.05
Posicao do ponto de mudancga k=500
100 n=1000 Média 0.79 1.20 1.95 1.50 0.99 9.07
d. 0.09 0.01 0.31 0.03 0.08 0.64
1000 n=1000 Mégia 0.80 1.20 2.00 1.50 1.00 8.98
dp 0.10 0.01 0.32 0.03 0.08 0.66
Posicao do ponto de mudanca k=10
100 n=40 Meédia 0.77 1.20 2.14 1.49 0.78 8.14
d. 0.81 0.08 1.20 0.11 0.40 2.38
1000 n=40 Mégia 0.79 120 1.96 1.50 0.83 8.56
dp 0.82 0.07 134 0.12 0.48 2.69
Posicao do ponto de mudancga k=100
100 n=400 Meédia 0.80 1.20 2.01 1.50 0.95 8.89
d. 0.22 0.02 043 0.04 0.14 0.83
1000 n=400 Mégia 0.79 1.20 1.99 1.50 0.98 8.90
dp 0.23 0.02 040 0.04 0.16 0.86
Posicao do ponto de mudanca k=250
100 n=1000 Média 0.81 1.20 2.02 1.50 0.99 8.97
d. 0.13 0.01 0.25 0.02 0.10 0.57
1000 n=1000 Mégia 0.81 1.20 2.00 1.50 1.00 8.97
dp 0.15 0.01 0.26 0.02 0.10 0.53
Posicao do ponto de mudanca k=30
100 n=40 Meédia 0.84 1.20 2.12 1.48 0.93 6.81
d. 0.36 0.03 2.90 0.24 0.30 4.03
1000 n=40 Mégia 0.81 1.20 2.07 1.49 0.96 7.72
dp 044 0.04 251 0.22 0.29 4.44
Posicao do ponto de mudancga k=300
100 n=400 Meédia 0.79 1.20 1.92 1.51 1.00 8.86
d. 0.12 0.01 0.72 0.06 0.09 1.55
1000 n=400 Mégia 0.79 1.20 1.99 1.50 0.99 8.90
dp 0.13 0.01 0.71 0.06 0.09 1.56
Posicao do ponto de mudancga k=750
100 n=1000 Média 0.80 1.20 2.05 1.50 1.00 8.98
d. 0.08 0.01 0.41 0.04 0.06 1.09
1000 n=1000 Mégia 0.80 1.20 2.02 1.50 1.00 8.90
dp 0.08 0.01 044 0.04 0.06 0.94
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Figura 3.7: Frequéncias absolutas das posigoes dos pontos de mudanca estimados nas amostras
Monte Carlo simuladas no modelo de regressao linear com mudanga nos coeficientes de regressao

e variancia.
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Figura 3.8: Aplicacao do critério SIC sobre uma amostra Monte Carlo simulada, onde o ponto
de mudancga estimado é k£ = 20, no modelo de regressao linear com mudanga nos coeficientes de
regressao e variancia.
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Figura 3.9: Resultado de simulagoes sobre otimizacao do parametro v das distribuigoes t de
Student, Slash e Normal Contaminada no modelo de regressao linear com mudanca nos coeficientes
de regressao e variancia.
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Capitulo 4

Diagnoéstico de Influéncia em modelos de
regressao MEN com ponto de mudanca

O método para avaliacao de influéncia local para pequenas perturbagoes de um modelo esta-
tistico proposto por Cook (1986) e a generalizagdo deste para aplicagdo com dados incompletos
proposto por Zhu & Lee (2001) tém sendo aplicados com muito sucesso em diversas areas da
Estatistica, veja, por exemplo, Lachos (2002), Lachos et al. (2011) e Zeller (2009).

Neste capitulo, o método de influéncia local é estudado para os trés modelos de regressao
linear Mistura de Escala Normal com ponto de mudanca apresentados no capitulo anterior. Trés
esquemas de perturbacao serao apresentados.

(1) Perturbagao por ponderacdo de casos, para detectar observagoes com influéncia no processo
de estimacao. Este esquema é equivalente a uma medida de influéncia por eliminacao de
casos (Osorio, 2006);

(2) Perturbagao nas variaveis explicativas, para detectar possiveis maus condicionamentos entre
algumas colunas da matriz X;

(3) Perturbagao na variavel resposta, para detetar observagoes com influéncia sobre seus proprios
valores previstos.

4.1 Diagno6stico de Influéncia

Um modelo estatistico procura sempre representar o fenémeno estudado da forma mais adequada.
Desta forma, uma avaliacao da estabilidade do modelo postulado deve ser realizado. Assim, um
conjunto de técnicas estatisticas que identifiquem e avaliem observagoes que alterem substancial-
mente os resultados obtidos dentro do conjunto de dados analisado deve ser considerado dentro do
processo de modelagem estatistica. Estes sao os denominados métodos de diagnostico de influéncia.

71
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Existem dois métodos desenvolvidos para a realizacao do diagnostico de influéncia: o método
de influéncia global, que permite identificar dados influentes mediante a eliminacao de casos
(Cook & Weisberg, 1982) e o método de influéncia local, que permite avaliar a influéncia quando
pequenas perturbacoes no modelo estatistico ou nos dados usando uma medida de influéncia
apropriada baseada no afastamento da verossimilhanga (Cook, 1986).

Consideram-se dados influentes aqueles que controlam aspectos da anélise estatistica e pro-
duzem alteracoes relevantes nos resultados da anélise quando a mesma for excluida (no caso da
influéncia global) ou submetida a uma pequena perturbagao (no caso da influéncia local). Final-
mente, uma investigagao completa de observacoes influentes é possivel somente depois de que elas
tenham sido identificadas.

4.2 Influéncia Local

Zhu & Lee (2001) propoem um método de avaliagdo de influéncia local para dados incompletos
baseado no procedimento proposto por Cook (1986). Esta proposta utiliza a esperanga condicional
da funcao de log-verossimilhanga dos dados completos obtidos para a implementacao do algoritomo
EM no lugar da funcao de log-verossimilhanca dos dados observados. Os resultados analiticos
apresentados sao muito similares aos obtidos pelo procedimento classico de influéncia local e
permite avaliagoes de modelos mais complexos, para os quais a funcao de log-verossimilhanga
apresenta um tratamento algébraico complexo como é o caso dos modelos de regressao linear
Mistura de Escala Normal com ponto de mudanca. O método proposto por Zhu & Lee (2001) é
descrito a seguir.

Considerando um vetor de perturbagoes w = (wl,wl,...,wg)T variando na regiao aberta
Q € RI. Seja £.(0,w]|Y.) a fungao de log-verossimilhan¢a dos dados completos para o modelo
perturbado. Assumindo que existe um wy, tal que £.(0,w|Y,) = £.(0|Y.) para todo 6.

Considerando os resultados do algoritmo EM, propoe-se a funcao Q-afastamento

fa(w) = 2(Q(618) - Q(O(w)[)].
onde B(w) é a estimativa de 6 que maximiza Q(6,w|6) = E{l.(0, w|YO,§)}.

A funcdo fgo(w) pode ser vista como uma medida de diferenga entre 0e g(w) que é maior ou
igual a zero e alcanga seu minimo global em wy. Quando nenhuma perturbagao é introduzida

0(wy) é igual a estimativa de méaxima verossimilhanga 6.

Segundo Cook (1986) e Zhu & Lee (2001), o grafico de influéncia é definido como a(w) =
(w', fo(w))" e adicionalmente a curvatura normal Cj, 4 de o(w) em wy na direcao do vetor
unitario d pode ser usado para resumir o comportamento local de fo(w). Esta é definida como

. .. N e §
Croa=-2d"Qu,d e —Qu, =24, [—Qa(e)} Aw,, (4.1)
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2 0 2 0

onde Qy(0) = gQ(010) Q(9|T9) e Ap = 7Q0,w10) @(6,w|6) .

0000 |9-6 900w™  |g_pw)
A curvatura normal baseada em fo(w) pode ser entendida como uma generalizagdo da curvatura
normal proposta por Cook (1986) e também a expressao —Qwo torna-se fundamental para a detecao
de observagoes localmente influentes. Por outro lado, Poon & Poon (1999) propoem um método de
influéncia local baseado na curvatura normal conformalizada, que é uma medida padronizada da
curvatura normal utilizada por Cook (1986). Logo, com base em (4.1), Zhu & Lee (2001) propoem
a curvatura normal conformalizada By, 4 em wy na diregao do vetor unitério d e apresentam suas
propriedades tedricas. Esta é definida como

_2dTQWOd

TR (4.2)

fo.d —

A avaliagdo de casos influentes ¢ baseada na inspecao visual do grafico de M(0); para l =1,....g
versus o indice I. A obtencdo de M(0), ¢ realizada a partir de By, 4, = —2d; Qu,d;/tr[—2Qw,]
onde d; é um vetor de perturbagao basica, tal que a [-ésima entrada é igual a 1 e as restantes
iguais a 0.

Existem algumas alternativas para determinar os valores de referéncia ("benchmark") utili-
zados para avaliar se uma observagao do conjunto de dados é potencialmente influente. Lee &
Xu (2004) propéem o uso do valor M(0) + ¢*SM(0) como o valor de referéncia, onde M(0) e
SM(0) sao, respetivamente, a média e desvio padrao dos valores M(0);, para [ = 1,...,g e c* é

uma constante positiva arbitraria.

Zhang & King (2005) e Zevallos et al. (2012) encontram o valor de referéncia usando simulagoes
Monte Carlo. Assim, neste trabalho, sao geradas s amostras simuladas com a mesma estrutura
do modelo postulado. Para cada m-ésima amostra simulada, m = 1,..., s, encontra-se o valor

2x M(0), seguindo a sugestao de Verbeke & Molenberghs (1997), e finalmente o valor de referéncia
¢ determinado pelo percentil 95 destes s valores.

4.3 Influéncia Local em MRL-MEN-PM nos Coeficientes de
Regressao

4.3.1 Matriz Hessiana

Considerando os resultados apresentados na Subse¢ao 3.5.3, temos que

Q(00) = 0~ M 1ogo* ] [Z laay =228, 52 {w»M}] ,

. o?
i=k+1
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onde 8 = (3, ,8,,0%)" e q(d;) = E[/@_I(Ui)|yi,§]. Logo, os elementos da matriz hessiana Qg()
SA0
92?Q(0 0
9°Q(610) L Z {a(d)xx] ),
0ﬁ1861 o

w___z{q )

862862 i=k+1
2 0 é k n
O e~ LI (et~ xI B} + Y fald) i~ xIB)%) .
i=1 i=k+1
7Q(010)
08108y
0°Q(0)0)
8,22(8(‘72 - Z{ Xz—'rﬁl)xi}a
9*Q(6)|0 1 "
P00~ 13 {8}
i e L RY
comdizw paraizl,...,kedizw parai=k+1,....n

A obtengao dos valores ¢(d;), i = 1,...,n, para as quatro distribui¢oes da classe de Mistura de
Escala Normal estudadas nesta dissertagao, estdo apresentados em (2.10)-(2.13).

4.3.2 Esquemas de Perturbacgao

Considerando os trés esquemas de perturbacao estudados nesta dissertacao, nesta subsecao sao
apresentadas as matrizes Ay necessarias para a avaliacao da influéncia local. Para cada um dos
esquemas de perturbacao a matriz Ay, pode ser particionada como

AWO = (Aglv A%Qv A;;)T?

_ 920w|0) 22Q(0.w|0) pxg, _ 20wl Ixg
onde A/Bl = B0 o oByow |, € RPY9 e A2 ErTRM € R,
0

g é a dimensao do vetor de perturbacao w, p e n o nimero de linhas e colunas da matrlz X,
respetivamente.

€ Rpxg AB =

1) Ponderagao de casos
Atribuindo uma ponderacao arbitraria para o valor esperado da funcao log-verossimilhanca dos
dados completos, a fungao Q perturbada, é possivel capturar distor¢oes em direcoes gerais, a qual
é representada por

Q6.010) - ZQ:BMIB 3w Qu010),
=1
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1 i —x; Bp)?
. ——[loga2+q(di)w], para i=1,... k,
onde Qi(016) = 2 o
' (yi — XiTﬁz)2
0-2

1
—5[10g02+q(di) |, para i=k+1,...,n

Neste caso, o modelo nao perturbado é obtido quando wq = (1, ...,1)". Considerando o modelo
com ponto de mudanca na posicao k, este esquema de perturbacao pode ser reduzido a dois casos
especiais

o Q6,w]0) =31, wiQi(6]0) + X, Qi(6]6) e

. 1 . - .

o QO.wl0)=>_,Q:i0[0)+ > wiQi(6]6).

Logo, as derivadas necessarias para a obtencao de Ay, e que deverao ser avaliadas em wg sao

azQi(0>Wi|é) . { %Q(di)(yi —x, B3,)x; ,para i=1,...k,
—Faaa . =\ 0

0B, 0w 0 spara i=k+1,...,n
52Q,(0 wl‘g) { 10 ypara 1=1,...,k,
0850w ﬁq(di)(yi —x,By)x;] ,para i=k+1,...,n
92Q:(0 wl‘g) —%—l—%q(di)(yi—xjﬁlf spara  i=1,...,k,
do2 O —Qi 5o 4q(di)(yi—xjﬁ2)2 cpara 1=k+1,...,n

2) Perturbagao nas variaveis explicativas
O interesse é perturbar uma variavel explicativa continua especifica x;, s = 1,...,p. Um esquema
de perturbagao aditivo é obtido fazendo x,,s = x; + w;S,, 15, para ¢ = 1,...,n e onde S,, é um
fator de escala que pode ser o desvio padrao de x5 e 1, é um vetor com 1 na posicao s e 0 nas
outras posigoes. Considerando o modelo com ponto de mudanca na posicao k dois casos especiais
deste esquema de perturbacao sao de interesse

o X, =xX; +wS, 1, parai=1,....ke

o X, =X;+w S, 1, parai=k+1,...,n

Neste esquema, a funcao Q perturbada é dada por

Q(0,w|0) = ZQ, (6,w;]0),

1 . —xT 2
. ——[logaz—l—q(di)u], para 1=1,...,k,
onde Qi(0,w;|0) = % (yi 97 B,)?
—§[log02+q(di)a—2], para i=k+1,...,n

e o modelo nao perturbado é obtido quando wy = (0,...,0)"

Logo, as derivadas necessarias para a obtencao de Ay, e que deverao ser avaliadas em wg sao

*Qi(6 ‘*"0) Sx;q(di)(yi — QXIisﬁl))l;r ypara i=1,...,k,
A A o
9P 0w; 0 ypara 1=k+1,...,n
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82Qi(9,w|9) B SO ypara 1=1,... k,
080w | —5a(di)(yi — 2%,,,8,))1; para i=k+1,...,n
o
5 St :
82Qi(0, w|0) 3 q(di)(yi — X?Iisﬁl)ﬁ]—]‘s spara =1,k
29, . ,
do 8&)7, - ol q(dl)(yl - XI¢3/62)/6;—18 ypara 1= k + 1. y

3) Ponderagao na variavel resposta
O interesse é perturbar a variavel resposta y;,7 = 1,...,n. Um esquema de perturbacao é obtido
fazendo y,, = y; + w;Sy, para ¢ = 1,...,n, onde S, é um fator de escala que pode ser o desvio
padrao de y. Considerando o modelo com ponto de mudanca na posicao k dois casos especiais
deste esquema de perturbacao sao de interesse:

® Yy, =YiTtwSy, parai=1,... ke

o Yy, =Y +w Sy, parai=k+1,...,n

Neste esquema, a funcao Q perturbada é dada por

Q(0,w|0) = ZQ, 0,w;0),

—%[logaZ + (J(dz) (ywi - )Zi ﬁl) ]

1 ywi - XiTﬁ 2
_5[10g02+Q(di)( P 2

e o modelo nao perturbado é obtido quando wqy = (0,...,0)".

. , para t=1,...k,
onde Qi(0,w;|0) =

|, para i=k+1,....n

Logo, as derivadas necessarias para a obtencao de Ay, e que deverao ser avaliadas em wy sao
~ S )
9?Qi(0,w|0) _ { U—gq(ali)x-T cpara 1=1,... k,

7

9B, 0w 0 para i=k+1,....n
52Q:(0 ‘*"0) SO ypara 1=1,... k,
0850w —gq(di)xiT ,para 1=k+1,...,n
o
. S .
82QZ(0,w|0) . O__Zq(d2>(ywz - Xz—'rﬁl) spara t=1,..., kv
070 | 2y~ X/ B) para =kt

4.3.3 Estudos de Simulacao

Nesta subsecao, apresenta-se alguns resultados de diversas simulacoes realizadas para avaliar o
desempenho dos métodos de influéncia propostos e baseados em Zeller (2009). No primeiro estudo
de simulagao avalia-se a influéncia de "outliers"no método de estimacao de 8. O segundo estudo
de simulagao avalia a capacidade da metodologia de deteccao de dados atipicos e a sensibilidade
das estimativas de maxima verossimilhanca as observagoes extremas sob as diferentes distribuicoes
de Mistura de Escala Normal estudadas nesta dissertacao. Serao considerados para este estudo os
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esquemas de ponderacao de casos, perturbacao na variavel explicativa e perturbacao de variavel
resposta e as duas alternativas para determinagao dos valores de referéncia ("benchmark")
descritas na Secao 4.2. Todas as amostras simuladas sao geradas desde o modelo de regressao
com ponto de mudanga nos coeficientes de regressao

yi=2+bx;+¢€, para 1=1,...k,
Yy =4+ 10x; +¢€;, para i=k+1,...,n,

considerando 02 =1 e x; ~ U(0,1) parai=1,...,n.
1) Influéncia de "outliers"no método de estimacao

Seguindo o procedimento sugerido por Pinheiro et al. (2001), a flexibilidade dos modelos
de regressao Mistura de Escala Normal com ponto de mudanca na observacao k é estudada
considerando duas situagoes. A primeira situacao considera a influéncia de uma tnica observacao
aberrante situada antes da observacao k£ na estimativa de maxima verossimilhanca de @, e a
segunda situacao considera duas observacoes aberrantes, uma antes do ponto k e a outra depois
do ponto k na estimativa de maxima verossimilhanca de 6.

Sem perda de generalidade, é simulado um conjunto de dados de tamanho n = 40 com um
ponto de mudanca na observacao k£ = 20 a partir do modelo de regressao com ponto de mudanca
nos coeficientes de regressao, proposto no inicio desta subsegao, e considerando uma distribuicao
t de Student com v = 3. Para esta amostra se ajustam modelos de regressao Mistura de Escala
Normal considerando as distribui¢oes Normal, t de Student, Slash e Normal Contaminada.

Considerando que & é um valor de contaminacao, temos que uma observacao ¢ contaminada
é obtida como y;(¥) = y; + . Assim, na primeira situagdo contaminamos a observagao 10 e na
segunda situagdo contaminamos simultaneamente as observagoes 10 e 30. Para valores & entre
-10 e 10 avaliam-se as mudancas relativas dos parametros do modelo, isto é, o percentual de
mudanca dos parametros para os diferentes valores de &. Nas Figuras 4.1 e 4.2 se apresentam
os resultados das mudancas relativas das estimativas dos parametros do modelo proposto sob
distribuicao Normal, t de Student, Slash e Normal contaminada para os diferentes valores de
contaminacao & considerados, para a simulacao nas duas situagoes avaliadas.

)/6;) onde 6; denota a estimativa
denota a estimativa do i-ésimo

O percentual de mudanga é obtido como 100 x ((92(%)A—
original do i-ésimo parametro do modelo considerado e 6;(
parametro considerando a contaminacao com o valor .

0
3)

Observa-se que em ambas situacOes as estimativas que consideram caudas mais pesadas (t
de Student, Slash e Normal Contaminada) sao menos afetadas pelas variagoes dos valores de
contaminacao & em relacao a modelo que considera a distribuicaio Normal. Por outro lado, na
primeira situacao a estimativa dos parametros 5y, e f12 nao é afetada pela presenca da observacao
aberrante na posi¢ao 10, isto porque na estimacgao destes parametros somente sao considerados



78 4. Diagnostico de Influéncia em modelos de regressao MEN com ponto de mudancga

Bo1 B11

% de Mudanga
% de Mudanga

40
40

-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

Valor de Contaminagéo Valor de Contaminagéo

Bo2 Bi2

40
|
40
|

% de Mudanga
% de Mudanga

-20
I
-20
I

40
I
)
40
I
)

T T T T T T T T T T
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

Valor de Contaminagéo Valor de Contaminagéo

400
I

200

% de Mudanga
0
|

-200
I

-400
I

Valor de Contaminagéo

Figura 4.1: Mudancas relativas nas estimativas dos parametros do modelo de regressao linear Mis-
tura de Escala normal com ponto de mudanca nos coeficientes de regressao considerando distribui-
¢oes Normal, t de Student, Slash e Normal Contaminada para diferentes valores de contaminacao
$ na observagao 10.

os dados nas posicoes acima de £ = 20, ja na segunda situacao considerada a estimativa destes
parametros apresentam variacao devido a presenca da observacao aberrante 30. Finalmente,
quando o modelo considera a distribuicdo Normal, a variancia o? apresenta maior variacdo a
medida que existam mais dados aberrantes.

2) Esquemas de perturbagGes
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Figura 4.2: Mudancas relativas nas estimativas dos parametros do modelo de regressao linear Mis-
tura de Escala normal com ponto de mudanca nos coeficientes de regressao considerando distribui-
¢oes Normal, t de Student, Slash e Normal Contaminada para diferentes valores de contaminacao
S nas observagoes 10 e 30.

Seguindo a sugestao de Ortega et al. (2003), a perturbac¢ao da amostra simulada se realiza
considerando Tyqz, = Tmaz, +cte X (XlTxl)l/2 € Trmazy < LTmaz, T CtE X (X;x2)1/2 simultaneamente,
onde x; = (21, ..., 7%) ", Xo = (Tps1, -y Tn) |, Tomazy € Tmaw, SA0 08 valores méaximos dos vetores x;
e Xo respetivamente e cte € uma constante positiva.

Adicionalmente, sabendo que p; e ps sao as posigoes das observagoes Tpap, € Tz, respeti-
vamente, considera-se uma segunda situacao onde a variavel resposta é perturbada nas posicoes
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P1 € Py POT Yy, — Yp, + cte X (y]y1)Y? e yp, <+ yp, + cte X (y4y2)'/? simultaneamente, onde

yl - (yh "'73716)—'— € Y2 - (yk—i—h "'7yn)T'

Primeiramente, sao simuladas 400 amostras de tamanho n = 40 com um ponto de mudanca
na observagao k = 20 a partir do modelo de regressao com ponto de mudanca nos coeficientes de
regressao, proposto no inicio desta subsecao. As primeiras 100 amostras sob distribuicao Normal,
as seguintes 100 sob distribuicao t de Student com v = 3, as seguintes 100 sob distribuicao Slash
com v = 2 e finalmente as tltimas 100 amostras sob distribuicao Normal Contaminada com
(v =0.3,7=0.1).

Cada uma destas amostras simuladas é perturbada de acordo as duas situagoes (perturbagao
na variavel explicativa e perturbagao na variavel resposta), descritas nos paragrafos anteriores,
considerando cte = 0.1 e avalia-se a aplicacao da metodologia de diagnoéstico de influéncia para
os esquemas de perturbacao estudados. Em todas as situacoes, utilizamos os dois valores de
referéncia ("benchmark") descritos na Sec¢do 4.2. Para a proposta de Lee & Xu (2004), considera-
se cx = 3 e para a obtencao do valor de referéncia via simulacoes Monte Carlo, considera-se
s = 1000. Adicionalmente, para cada esquema de perturbacao avalia-se o caso geral que calcula
um tunico valor de referéncia para ¢ = 1,...,n e o0 caso especial apresentado quando a mudanca
na posicao k é conhecida que determina doia valores de referéncia, a primera considerando as ob-
servacoes até o ponto de mudanca e a segunda considerando as observagoes apds ponto de mudanca.

A Tabela 4.1 mostra o resultado obtidos para os diversos aspectos avaliados na aplicagao da
metodologia de diagostico de influéncia. Primeiramente, a maior frequéncia observada quando se
considera distribuicao Normal mostra a sensibilidade das estimativas de maxima verossimilhanca
dos parametros na presenca de dados atipicos neste caso enquanto que o uso de distribuigoes
com caudas pesadas apresenta maior flexibilidade pois as frequéncias sao menores em todos os
casos. Por outro lado, ao observar as frequéncias considerando a distribuicao Normal que o valor
de referéncia obtido via simulacoes Monte Carlo é menos restrito que a proposta de Lee & Xu
(2004), no sentido que este indica maior quantidade de observac¢oes como influentes e finalmente,
o esquema especial quando a mudanca no posicao k é conhecida apresenta maior frequéncia de
detecdo de observagoes influentes. O valor de referéncia proposto por Lee & Xu (2004) parece
ser uma alternativa computacional apropriada devido ao tempo computacional, assim adotaremos
esta marca de referéncia para a avaliacao dos conjuntos de dados reais.

Avaliagoes adicionais e as proprias formulacoes matemaéticas consideradas para a avaliacao
de influéncia indicam que os valores dos parametros sao importantes pelo qual sugire-se como
uma boa pratica para avaliacao de modelos com ponto de mudanca o uso do esquema especial de
perturbacao proposto.

Finalmente, considerando uma tnica amostra de tamanho n = 40 obtida desde x; ~ U(0, 1)
parai = 1,...,n se geram quatro conjuntos de dados que seguem o modelo de regressao com ponto
de mudanga nos coeficientes de regressao proposto no inicio desta subsecao e que consideram
distribuicao Normal, distribui¢ao t de Student com v = 3, distribuicao Slash com v = 2 e
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distribui¢cao Normal Contaminada com (v = 0.3,y = 0.1), respetivamente. Estes quatro conjuntos
de dados sao perturbados de acordo as duas situagoes (perturbacao de x e perturbagao de y)
descritas considerando cte = 0.1 e avalia-se novamenete a aplicacao da metodologia de diagostico
de influéncia.

As Figuras 4.3-4.4 mostram a influéncia das observacoes 7 e 29, que correspondem justamente
as observacoes perturbadas. Observa-se novamente a sensibilidade das estimativas de maxima
verossimilhanca dos parametros na presenca de dados atipicos quando é considerada a distribuicao
Normal enquanto que o uso de distribui¢coes com caudas pesadas apresenta maior flexibilidade.
Além disso, nota-se que o valor de referéncia proposto por Lee & Xu (2004) é mais restrito no
sentido de identificacao de observacoes aberrantes que o obtido via simulagoes Monte Carlo. Para
a perturbacao de casos, os resultados sao similares. Eles nao sao mostrados aqui por brevidade.
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Primeiro esquema especial de perturbagao

a) Distribuigao Normal

b) Distribuigéo t-Student
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Segundo esquema especial de perturbacao

a) Distribuicdo Normal

b) Distribuigao t-Student
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Figura 4.3: Gréafico de M (0) para perturbagao da variavel explicativa no modelo de regressao linear
com mudanca nos coeficientes de regressao, considerando marcas de referéncia proposta por Lee
& Xu (2004), onde ¢* = 3 e via simulagoes Monte Carlo sob diversas distribui¢oes que conformam
a classe de Mistura de Escala Normal.
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Primeiro esquema especial de perturbagao

a) Distribuicdo Normal b) Distribuigao t-Student
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Segundo esquema especial de perturbacao

a) Distribuicdo Normal b) Distribuigao t-Student
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Figura 4.4: Grafico de M(0) para perturbacao da variavel resposta no modelo de regressao linear
com mudanca nos coeficientes de regressao, considerando marcas de referéncia proposta por Lee &
Xu (2004) onde ¢* = 3 e e via simulagdes Monte Carlo sob diversas distribuigdes que conformam
a classe de Mistura de Escala Normal.
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Tabela 4.1: Resultados para diagnoéstico de influéncia no MRL com mudanga nos coeficientes de
regressao considerando 100 amostras simuladas para cada uma das distribui¢oes de Mistura de
Escala Normal estudadas: Normal (N), t de Student (t), Slash (S1) e Normal Contaminada (NC).

Valor de referéncia M(0) de Lee & Xu (2004), onde ¢* = 3

Observacao  Esquema  Esquema de Perturbacgao Distribuicoes
Perturbada  para M(0) N t SL NC
Perturbacao da amostra sobre variavel explicativa
Até o ponto Geral Ponderacao de casos 0 0 O 0
de mudanca Variavel explicativa 0 0 O 0
Especial Ponderacao de casos 99 57 89 76
Variavel explicativa 46 21 35 22
Apo6s ponto  Geral Ponderacao de casos 100 40 87 69
de mudanca Variavel explicativa 100 33 83 64
Especial Ponderacao de casos 100 30 83 63
Variavel explicativa 77 17 48 24
Perturbacao da amostra sobre variavel resposta
Até o ponto Geral Ponderacao de casos 0 0 O 0
de mudanca Variavel resposta 8§ 0 2 2
Especial Ponderacao de casos § 1 3 3
Variavel resposta 76 1 2 3
Apos ponto  Geral Ponderacao de casos 66 0 2 1
de mudanca Variavel resposta 100 0 2 1
Especial Ponderacao de casos 10 0 1 0
Variavel resposta 100 0 2 0

Valor de referéncia M(0) obtida via simulacdo Monte Carlo

Observacao  Esquema  Esquema de Perturbacao Distribuicoes
Perturbada  para M(0) t SL NC
Perturbacao da amostra sobre variavel explicativa
Até o ponto  Geral Ponderacao de casos 2 0 4 4
de mudanca Variavel explicativa 0o 0 4 3
Especial Ponderacao de casos 71 1 40 26
Variavel explicativa 8§ 0 11 7
Apos ponto  Geral Ponderacao de casos 100 0 4 2
de mudanca Variavel explicativa 100 0 2 2
Especial Ponderacao de casos 100 0 2 2
Variavel explicativa 100 0 2 1
Perturbacao da amostra sobre variavel resposta
Até o ponto  Geral Ponderacao de casos 0 0 0 0
de mudanca Variavel resposta 88 1 9 19
Especial Ponderacao de casos 17 0 16 10
Variavel resposta 84 0 4 15
Apo6s ponto  Geral Ponderacao de casos 100 0 2 2
de mudanca Variavel resposta 100 0 2 1
Especial Ponderacao de casos 9 0 2 1
Variavel resposta 100 0 2 1
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4.4 Influéncia Local em MRL-MEN-PM na Variancia

4.4.1 Matriz Hessiana

Considerando os resultados apresentados na Subsegao 3.6.3 temos que

1
0g oy — =

n—k:l
2

A k
Q(019) = C—log i — "

5 {q( N —;;Z m?} s {q( 1) —O_?T m?}] |

=1 i=k+1

onde 8 = (B8",0%,02)" e q(d;) = E[F&_I(Ui)‘yiﬁ]. Logo, os elementos da matriz hessiana Q@(é)
sao
PQO16) 1 ¢ o1y T
L Sl S q(d)xix; | — = q(di)xix; 1,
oo’ ;{ L i:zk;l{ }
F°Q(016) _ k _ 1

252 1 6
007007 207 0} 4

PO0I0) _n kLS i) —xB)

do2003 205 0§ ol ’
#QO10) 1y T
a5 — 12 1a(d)(yi —x; B)xig,
0B0c? ot ZZZI: { J
’QO16) 1§ T
—San2 1 {Q(dz)(yz - X B)Xz} )
oB 803 %2 5
0*Q(0]0)
00?003
. Ta2 . TA)2
com di:W’ paraizl,...,kedi:(‘%g# parai=k+1,...,n.
i 2
A obtencao dos valores ¢(d;), i = 1,...,n, para as quatro distribui¢oes da classe de Mistura de

Escala Normal estudadas nesta dissertagao, estdo apresentados em (2.10)-(2.13).

4.4.2 Esquemas de Perturbacao

Considerando os trés esquemas de perturbacao estudados nesta dissertacao, nesta subsecao sao
apresentadas as matrices Ay necessarias para a avaliacao da influéncia local. Para cada um dos
esquemas de perturbacao a matriz Ay, pode ser particionada como

AWO = (A%7 Ao‘%a AU§>T7

920(0.w|0 92Q(0 w|0 820(0.w|0
onde AB = % € R, Ay = % € R, e Ay = % € R>v,
. w() ' w() . ’ wo .
g ¢ a dimensao do vetor de perturbacao w, p e n o ntmero de linhas e colunas da matriz X,
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respetivamente.

1) Ponderagao de casos
Atribuindo uma ponderagao arbitraria para o valor esperado da funcao log-verossimilhanca dos
dados completos, a fungao QQ perturbada, é possivel capturar distor¢oes em direcoes gerais, a qual
é representada por

6,w(0) = Z@Z wild) =D w.Qi(010),
i=1

1 i —xi' 3)°
. ——~[log o} +q(di)u], para i=1,... k,
onde Q:(0]0) = % (i — ;T B)?
—§[loga§ + q(di)%], para i=k+1,...,n

Neste caso, o modelo nao perturbado é obtido quando wq = (1, ...,1)". Considerando o modelo
com ponto de mudanca na posicao k, este esquema de perturbacao se reduz a dois casos especiais

© QO.w]0) = T, wiQu(6]6) + s, Qi(6]8) ¢
o QO,w]0) = T, Qu(016) + Ty, wiQi(6]9).

Logo, as derivadas necessarias para a obtencao de Ay e que deverao ser avaliadas em wq sao

1 .
82 ( wl‘e) 2q(d)( Tﬁ) ,para Zzlv"'vkv
1
0B 0w ;q(di)(yi—XZ-TB)XZ-T spara 1=k+1,...,n
2
1 1 )
PQu0 1) _ | ~55+ gald)y—x B para i=1. K
2 1 1
00 0w 0 para i=k+1,....n
PQuo.we) | 0 pana i=1,... .k
9050w —@4'?';}1(@)(%—&5)2 para i=k+1,....n

2) Perturbagao nas variaveis explicativas
O interesse é perturbar uma variavel explicativa continua especifica x;, s = 1,...,p. Um esquema
de perturbacao aditivo é obtido fazendo x,, s = x; + w;S,. 15, para i = 1,...,n e onde S, é um
fator de escala que pode ser o desvio padrao de x5 e 1, é um vetor com 1 na posicao s e 0 nas
outras posigoes. Considerando o modelo com ponto de mudanca na posicao k dois casos especiais
deste esquema de perturbacao sao de interesse

o X, =xX;+wS S, 1ls,parai=1,....ke

o X, =X;+w S, 1s,parai=k+1,...,n

Neste esquema, a funcao Q perturbada é dada por

Q(0,w|0) = ZQ, 0,w;0),
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1 Z‘—Xl_s 2 .
A —ﬂloga%—l—q(dﬂw], para 1=1,...k,
onde Qi(0,wilf) = ¢ 7 v, ok By
—ﬂloga%—l—q(dﬂ%], para i=k+1,...,n

e o modelo nao perturbado é obtido quando wqy = (0, ...,0)".

Logo, as derivadas necessarias para a obtencao de Ay e que deverao ser avaliadas em wq sao

Sz, .
52Q,(0, w|0) ?q(di)(yi -2, B)1] ,para i=1,... )k,
i\Y, . 1
A _
9Bw; 5 q(di)(yi — QXLSB))l;r ,para i=k+1,....n
03
0 S:cs .
82Qi(0’ w|0) _ - 0,4 q(dl)(yl - Xlisﬁ)ﬁ—rls ypara 1 = 17 ERRE) ka
2 = 1
0010w 0 ,para 1=k+1,...,n
92Q:(0 ‘*"0) g ypara 1=1,....,k,
0o30w; | — Ojf q(di)(y; — xlis 81, ,para i=k+1,....n
2

3) Ponderagao na variavel resposta
O interesse é perturbar a variavel resposta y;,7 = 1,...,n. Um esquema de perturbacao é obtido
fazendo y,, = y; + w;Sy, para i = 1,...,n, onde S, ¢ um fator de escala que pode ser o desvio
padrao de y. Considerando o modelo com ponto de mudancga na posicao k dois casos especiais
deste esquema de perturbacao sao de interesse

o Yy, =y +w Sy, parai=1,.... ke

® Yy, =YitwSy, parai=k+1,...,n

Neste esquema, a funcao Q perturbada é dada por

Q(,w|0) = ZQ, 0.w:|0),

1 e — X1 B)?
) —ﬂlogaf%—q(dﬂu], para i=1,... k,
onde Q:(0,w;|0) = 1 ( _01 T B)?
—§[loga§+q(di)ymo_—21], para i=k+1,...,n
2

e o modelo nao perturbado é obtido quando wy = (0,...,0)".

Logo, as derivadas necessarias para a obtencao de Ay e que deverao ser avaliadas em wq sao

S
—gq(di)x-T para i=1,...,k,

PQ0.00) | o1
opd “Lq(d)x; ,para i=k+1,....n
03
0"Qi(6 w\@) S_Zq(di)(ywi—xjﬁ) cpara i=1,...,k,
“ootom ) .
o 0 para i=k+1,...,n
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82@(0’“,‘@) B SO ypara 1=1,...,k,
Oo3dw; O_ZQ(di)(?/wi —x;B) ,para i=k+1,... n.
2

4.4.3 Estudos de Simulacao

Nesta subsegao apresenta-se resultados das simulacoes realizadas para avaliar o desempenho dos
métodos de influéncia em modelos de regressao com ponto de mudancga na variancia, os dois
estudos de simulacao apresentados realizam as mesmas avaliacoes descritas na Subsecao 4.3.3.
Neste caso, todas as amostras simuladas sao geradas desde o modelo de regressao com ponto de
mudanca na variancia

Yy =4+ 10x; + ¢, para 1=1,...,n,
2

e considerando ¢} = 1 parai = 1,...,k, 02 = 3parai = k+1,....,ne x; ~ U(0,1) para
i=1,...,n.

1) Influéncia de "outliers"no método de estimacao

O mesmo procedimento descrito na Subsecao 4.3.3 é utilizado nesta simulagao, desta vez
considerando o modelo de regressao com ponto de mudanca na variancia proposto no inicio
desta subsecao. Nas Figuras 4.5 e 4.6 se apresentam os resultados das mudancas relativas das
estimativas dos parametros do modelo proposto sob distribuicao Normal, t de Student, Slash e
Normal Contaminada para os diferentes valores de contaminacao & considerados para a simulacao
nas duas situagoes avaliadas. Observa-se que em ambas situagoes as estimativas que consideram
caudas mais pesadas (t de Student, Slash e Normal Contaminada) sao menos afetadas pelas
variacoes dos valores de contaminacao & em relacao a modelo que considera a distribuicao
Normal, também que os parametros 3y e 31 sao afetados pela presenca das observacoes aberrantes,
isto devido a que as estimacao de estes parametros estd em funcao das variancias. Na primeira
situagao, as estimativas de 2 apresentam pequenas variagoes explicadas pelo método de estimagao
que inclui uma optimizacao nos graus de liberdade das distribuicoes com caudas pesadas. Na
segunda situagdo, os parametros o7 e o3 apresentam variagao devido a presenca das observagoes

aberrante 10 e 30.
2) Esquemas de perturbacao

O procedimento descrito na Subsecao 4.3.3 para este estudo de simulacao é utilizado, desta
vez considerando o modelo de regressao com ponto de mudanga na variancia proposto no inicio
desta subsecao. O numero de amostras simuladas, os valores de n e k, os valores para os graus
de liberdade das distribuicoes, assim como para cte, cx e s sao exatamente os mesmo que 0s
considerados nas simulagoes correspondentes da Subsegao 4.3.3.

Tanto a Tabela 4.2 quanto os as Figuras 4.7-4.8 mostram os resultados das simulagoes para
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Figura 4.5: Mudancas relativas nas estimativas dos parametros do modelo de regressao linear
Mistura de Escala normal com ponto de mudanca na variancia considerando distribuicoes Normal, t
de Student, Slash e Normal Contaminada para diferentes valores de contaminacao & na observacao
10.

o modelo de regressao com ponto de mudanca na variancia. Estes resultados sao similares aos
obtidos na Subsecao 4.3.3, portanto as conclusoes apresentadas anteriormente sao validas também
para modelos de regressao com ponto de mudanca na variancia. As Figuras 4.7-4.8 mostram
desta vez a influéncia das observacoes 18 e 34, que sao as observagoes perturbadas nesta simulagao.
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Figura 4.6: Mudancas relativas nas estimativas dos parametros do modelo de regressao linear Mis-
tura de Escala normal com ponto de mudanca na variancia considerando distribui¢oes Normal, t de
Student, Slash e Normal Contaminada para diferentes valores de contaminacao & nas observacgoes
10 e 30.

4.5 Influéncia Local em MRL-MEN-PM nos Coeficientes de
Regressao e Variancia

4.5.1 Matriz Hessiana

Considerando os resultados apresentados na Subsegao 3.7.3 temos que

1=k+1

—k

Q(0|0) = C’—Elogaf—

1
5 log02—§

onde 6 = (B/,B8;,0%,03)" e q(d;) = E[s~Y(Uy)|y:, 8]. Logo, os elementos da matriz hessiana
Qg( ) sdo

2*Q010) 1 ¢
— xlx
aﬁﬁﬁl U% 21: }

PQ10) 1 o7
08,08, % Z+ e }
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Tabela 4.2: Resultados para diagnoésticos de influéncia no modelo de regressao linear com mudanca
na variancia considerando 100 amostras simuladas para cada uma das distribui¢oes de Mistura de
Escala Normal estudadas: Normal (N), t de Student (t), Slash (S1) e Normal Contaminada (NC).

Valor de referéncia M(0) de Lee & Xu (2004) onde ¢* = 3

Observacao  Esquema  Esquema de Perturbacao Distribuicoes
Perturbada  para M(0) N t SL NC
Perturbacao da amostra sobre variavel explicativa
Até o ponto Geral Ponderacao de casos 100 41 94 57
de mudanca Variavel explicativa 93 32 88 49
Especial Ponderacao de casos 100 33 91 52
Variavel explicativa 72 21 68 17
Apos ponto  Geral Ponderacao de casos 0 1 0 2
de mudanca Variavel explicativa 0 1 O 0
Especial Ponderacao de casos 99 61 97 75
Variavel explicativa 8§ 11 16 9
Perturbacao da amostra sobre variavel resposta
Até o ponto Geral Ponderacao de casos bl 0 28 4
de mudanca Variavel resposta 100 0 35 6
Especial Ponderacao de casos > 0 7 0
Variavel resposta 100 0 29 4
Apo6s ponto  Geral Ponderacao de casos 0 0 0 1
de mudanca Variavel resposta 0 0 O 0
Especial Ponderacao de casos > 0 5 1
Variavel resposta 53 0 3 0
Valor de referéncia M(0) obtida via simula¢cdo Monte Carlo
Observacao  Esquema  Esquema de Perturbacao Distribuicoes
Perturbada  para M(0) N t SL NC
Perturbacao da amostra sobre variavel explicativa
Até o ponto  Geral Ponderacao de casos 100 0 44 11
de mudanca Variavel explicativa 100 0 44 10
Especial Ponderacao de casos 100 0 39 10
Variavel explicativa 100 0 38 6
Apo6s ponto  Geral Ponderacao de casos 3 0 11 6
de mudanca Variavel explicativa 39 0 4 3
Especial Ponderacao de casos 88 24 93 28
Variavel explicativa 76 6 75 23
Perturbacao da amostra sobre variavel resposta
Até o ponto  Geral Ponderacao de casos 100 0 39 10
de mudanca Variavel resposta 100 0 46 10
Especial Ponderacao de casos 9 0 35 7
Variavel resposta 100 0 38 7
Apoés ponto  Geral Ponderacao de casos 1 0 5 4
de mudanca Variavel resposta 40 0 3 1
Especial Ponderacao de casos 51 18 77 21
Variavel resposta 86 3 77 21

92Q(0)0 [ L
ﬁ = %7 ot Z {a(d:)(yi — x{ B1)*}
i=1

6
0q —
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Figura 4.7: Gréafico de M (0) para perturbagao da variavel explicativa no modelo de regressao linear
com mudanca na variancia, considerando marcas de referéncia proposta por Lee & Xu (2004) onde
c¢* = 3 e via simulagoes Monte Carlo sob diversas distribui¢oes que conformam a classe de Mistura

de Escala Normal.
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Figura 4.8: Grafico de M (0) para perturbacao da variavel resposta no modelo de regressao linear
com mudanca na variancia, considerando marcas de referéncia proposta por Lee & Xu (2004) onde
c¢* = 3 e via simulagoes Monte Carlo sob diversas distribui¢oes que conformam a classe de Mistura

de Escala Normal.
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1 b
A obtencao dos valores ¢(d;), i = 1,...,n, para as quatro distribui¢oes da classe de Mistura de
Escala Normal estudadas nesta dissertagao, sao apresentadas em (2.10)-(2.13).

com d; =

4.5.2 Esquemas de Perturbacao

Considerando os trés esquemas de perturbacao estudados nesta dissertacao, nesta subsecao sao
apresentadas as matrices Ay necessarias para a avaliacao da influéncia local. Para cada um dos
esquemas de perturbacao a matriz Ay, pode ser particionada como

Aw, = (A/—élv A%Qa A2, Aga)T,

22Q(0.w|0)

6ﬁ18w—r 6 Rpxg7 A/B _= w E RPXQ, Ao’% — w 6 R1X97

> 90w’ do2ow
0 0 Wo

onde Aﬁ =

o A, = 200.w0)
92

1x ; : x x -
D020 € R ¢ é a dimensao do vetor de perturbagao w, p e n o nimero de

‘wo
linhas e colunas da matriz X respetivamente.

1) Ponderagao de casos
Atribuindo uma ponderacao arbitraria para o valor esperado da funcao log-verossimilhanca dos
dados completos, a fungao @ perturbada, é possivel capturar distor¢oes em direcoes gerais, as qual
é representada por

Q6.010) - ZQ:BMIB 3w Qu010),
=1
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1 i —x; 3p)?
—ﬂloga%+q(d0%], para i=1,... k,

onde Qi(66) = (yi — xi' By)?
R

1
—i[log a5 + q(d;)

Neste caso o modelo nao perturbado é obtido quando wg = (1, ...,1)". Considerando o modelo
com ponto de mudanca na posicao k, este esquema de perturbacao se reduz a dois casos especiais

o QB.wl6) = T wiQi(610) + Y1y, Qu(616) ¢
o QO.w[0) = YL, Qu(616) + Y7, i Q:(610).

Logo, as derivadas necessarias para a obtencao de Ay e que deverao ser avaliadas em wq sao

|, para i=k+1,...,n

1 .
82 ( w2‘0> ?Q(dl)(yl - XiTﬁ1)Xz’T ypara 1 = 1a SR k>
1
08, 0w; 0 ,para i=k+1,...,n
02Qi(0,wi|0) 01 ,para 1=1,...k,
8/628("]2' N _QQ(d)(yl _XZTB2)XZT , para 1= k+1a>n
2P
. 11 .
9?Qq(0,w;|0) _) 32 + ﬁq(di)(yi —x,B8,)?% ,para i=1,...,k,
0020w ! ! .
1 0 ypara i =k+1,....n

52Q:(0 wa) 0 ypara 1=1,...,k,

80'%8(,«]2 2%‘_%+ 2(1)_4Q(d)(yi_xz—/82)2 ypara Z:k+1>an

2) Perturbagao nas variaveis explicativas
O interesse é perturbar uma variavel explicativa continua especifica x;, s = 1,...,p. Um esquema
de perturbacao aditivo é obtido fazendo x,, s = x; + w;S,. 15, para i = 1,...,n e onde S,, é um
fator de escala que pode ser o desvio padrao de x5 e 1, é um vetor com 1 na posicao s e 0 nas
outras posigoes. Considerando o modelo com ponto de mudanca na posicao k dois casos especiais
deste esquema de perturbacao sao de interesse

o X, =xX; +wS, 1s,parai=1,....ke

o X, =X, +w S, 1, parai=k+1,...,n

Neste esquema, a funcao Q perturbada é dada por

Q(0,w|0) = ZQ, (6,w;]0),

_1 (yi — %, . 51)2

—[log o} + q(d;) I, para i=1,... k,
(v *m)

) [
onde Qi(0,w;|0) = %
—§[loga§+q(di) |, para i=k+1,....n

e o modelo nao perturbado é obtido quando wy = (0, ..., O)T.

Logo, as derivadas necessarias para a obtencao de Ay, e que deverao ser avaliadas em wg sao
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0%Q;(0,w|0) Sx;q(di)(yi —2x) B para i=1,...k,
e IS Akl ORI S
o 0 ,para i=k+1,...,n
32Qi(0,w|9) B % cpara 1=1,...,k,
0By0w; | —zald)y —2x,,,B))1 spara i=k+1,...n
2
S, |
M ! a(di)(yi — X4,,81)B1 1s ,para i=1,...k,
2 1
oo 0 ,para t=k+1,....n
9°Q,(0,w|0) g para i=1,...,k
aa%awi - o O-m4S q(d’)(y’ - Xli5/62)/6;—18 ,para Z - kf + 1, o, n
2

3) Ponderagao na variavel resposta
O interesse é perturbar a variavel resposta y;,7 = 1,...,n. Um esquema de perturbagao ¢ obtido
fazendo vy, = y; + w;S,, parai =1,...,n e onde S, é um fator de escala que pode ser o desvio
padrao de y. Considerando o modelo com ponto de mudanca na posicao k dois casos especiais
deste esquema de perturbacao sao de interesse

o Yy, =YiTtwSy, parai=1,... ke

® Yy, =YitwSy, parai=k+1,...,n

Neste esquema, a funcao Q perturbada é dada por

0,w|0) = ZQZ ,wil0),
1 wy 1 .
) —i[logaf%—q(di)(yz X P’ |, para i=1,... k,
onde Qi(0,w;|0) = 1 ( U; T83,)?2
—§[logag—|—q(d,~) Jui L2 para i=k+1,...,n
o3

e 0 modelo nao perturbado é obtido quando wy = (0,...,0)"

Logo, as derivadas necessarias para a obtencao de Ay e que deverao ser avaliadas em wq sao

0%Q;(6,w|0) B S—gc_z(ali)xiT ypara i=1,...,k,

9P 0w; 0 ypara 1=k+1,....n

820,(0, w 0 ypara 1=1,...,k,
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4.5.3 Estudos de Simulacao

Nesta subsecao apresenta-se resultados das simulacoes realizadas para avaliar o desempenho
dos métodos de influéncia em modelos de regressao com ponto de mudanca nos coeficientes de
regressao e variancia, os dois estudos de simulagao apresentados realizam as mesmas avaliacoes
descritas na Subsecao 4.3.3. Neste caso, todas as amostras simuladas sao geradas desde o modelo
de regressao com ponto de mudanga nos coeficientes de regressao e variancia

yi=2+bx;+¢€, para 1=1,...k,
Y =4+ 10x; +¢;, para i=k+1,...,n,

e considerando 0? = 1 para i = 1,...,ke 05 = 3 parai = k+1,...,n e x; ~ U(0,1) para
1=1,...,n.

1) Influéncia de "outliers"no método de estimacao

O mesmo procedimento descrito na Subsecao 4.3.3 é utilizado nesta simulagao, desta vez
considerando o modelo de regressao com ponto de mudanca nos coeficientes de regressao e
variancia proposto no inicio desta subsecao. Nas Figuras 4.9 e 4.10 se apresentam os resultados
das mudancas relativas das estimativas dos parametros do modelo proposto sob distribuicao
Normal, t de Student, Slash e Normal Contaminada para os diferentes valores de contaminacao
considerados para a simulagao nas duas situagoes avaliadas.

Assim como para os outros modelos estudados, observa-se que em ambas situacoes as
estimativas que consideram modelos com caudas mais pesadas (t de Student, Slash e Normal
Contaminada) sdo menos afetadas pelas variagoes dos valores de contaminac¢ao ' em relagao a
modelo que considera a distribuigao Normal.

Na primeira situacdo simulada, as variagdes nas estimativas de fBp2 e B2 € 03 que ocorrem
para os distintos valores de contaminacao & sao explicadas unicamente pelo método de estima-
¢ao que inclui uma optimizacao nos graus de liberdade das distribui¢oes com caudas pesadas,
observe que o modelo sob distribuicao Normal nao apresenta nenhuma mudanca nestes parametros.

Na segunda situacao simulada, todos os parametros apresentam variacao para os distintos
valores de contaminacao & devido a presenca das duas observacoes aberrante nas posicoes 10 e 30.
Diferentemente do primeiro modelo estudado, a variancia o7 nao apresenta mudanga na variagao
com a presencia de mais dados aberrantes.

2) Esquemas de perturbacgao

O procedimento descrito na Subsecao 4.3.3 para este estudo de simulacao ¢ utilizado, desta
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Figura 4.9: Mudancas relativas nas estimativas dos parametros do modelo de regressao linear
Mistura de Escala normal com ponto de mudanca nos coeficientes de regressao e variancia consi-
derando distribui¢oes Normal, t de Student, Slash e Normal Contaminada para diferentes valores
de contaminagao & na observagao 10.

vez considerando o modelo de regressao com ponto de mudanga nos coeficientes de regressao e
variancia proposto no inicio desta subsecao. Sao mantidas todas as condicoes das simulacoes
exceto cte correspondentes nas subsecoes 4.3.3 e 4.4.3 exceto o valor de cte.

A Tabela 4.3, que resume as simulacoes usando cte = 0.1, e as Figuras 4.11-4.12 que considera
cte = 0.3 mostram os resultados das simula¢oes para o modelo de regressao com ponto de mudanca
nos coeficientes de regressao e variancia. Estes resultados sao similares aos obtidos na Subsecao
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Figura 4.10: Mudangas relativas nas estimativas dos parametros do modelo de regressao linear
Mistura de Escala normal com ponto de mudanca nos coeficientes de regressao e variancia consi-
derando distribui¢oes Normal, t de Student, Slash e Normal Contaminada para diferentes valores
de contaminagao & nas observagoes 10 e 30.

4.3.3, portanto as conclusoes apresentadas anteriormente sao validas também para modelos de
regressao com ponto de mudanga na variancia. As Figuras 4.11-4.12 mostram desta vez a influéncia
das observagoes 10 e 25, que sao as observacoes perturbadas nesta simulacao.
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Tabela 4.3: Resultados para diagnoésticos de influéncia no modelo de regressao linear com mudanca
nos coeficientes de regressao e variancia considerando 100 amostras simuladas para cada uma das
distribuigdes de Mistura de Escala Normal estudadas: Normal (N), t de Student (t), Slash (SI) e
Normal Contaminada (NC).

Valor de referéncia M(0) de Lee & Xu (2004) onde ¢* = 3

Observacao  Esquema  Esquema de Perturbacao Distribuicoes
Perturbada  para M(0) N t SL NC
Perturbacao da amostra sobre variavel explicativa
Até o ponto Geral Ponderacao de casos 95 60 89 76
de mudanca Variavel explicativa 68 38 62 57
Especial Ponderacao de casos 99 61 94 8
Variavel explicativa 44 32 40 38
Apos ponto  Geral Ponderacao de casos 13 28 21 21
de mudanca Variavel explicativa 5o 15 8 9
Especial Ponderacao de casos 94 73 8 79
Variavel explicativa 29 26 18 15
Perturbacao da amostra sobre variavel resposta
Até o ponto  Geral Ponderacao de casos 31 1 27 16
de mudanca Variavel resposta 9 3 55 19
Especial Ponderacao de casos 2 2 0 3
Variavel resposta 90 1 26 7
Apoés ponto  Geral Ponderacao de casos T 1 7 4
de mudanca Variavel resposta 0 0 0 0
Especial Ponderacao de casos 6 2 9 3
Variavel resposta 51 0 12 7
Valor de referéncia M(0) obtida via simula¢ao Monte Carlo
Observacao  Esquema  Esquema de Perturbacao Distribuicoes
Perturbada  para M(0) N t SL NC
Perturbacao da amostra sobre variavel explicativa
Até o ponto  Geral Ponderacao de casos 100 13 86 35
de mudanca Variavel explicativa 98 7 T 29
Especial Ponderacao de casos 100 7 84 32
Variavel explicativa 9% 4 63 23
Apoés ponto  Geral Ponderacao de casos 8 11 64 33
de mudanca Variavel explicativa 54 4 23 15
Especial Ponderacao de casos 94 30 81 45
Variavel explicativa 25 4 13 11
Perturbacao da amostra sobre variavel resposta
Até o ponto Geral Ponderacao de casos 92 7 80 29
de mudanca Variavel resposta 100 13 90 34
Especial Ponderacao de casos 4 4 67 23
Variavel resposta 9 3 63 21
Apos ponto  Geral Ponderacao de casos 52 5 34 22
de mudanca Variavel resposta 3 0 0 0
Especial Ponderacao de casos 56 26 49 30
Variavel resposta 8 6 66 24
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Figura 4.11: Grafico de M(0) para perturbagao da variavel explicativa no modelo de regressao
linear com mudanga nos coeficientes de regressao e variancia, considerando marcas de referéncia
proposta por Lee & Xu (2004) onde ¢* = 3 e via simulagdes Monte Carlo sob diversas distribui¢oes
que conformam a classe de Mistura de Escala Normal.
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Figura 4.12: Grafico de M (0) para perturbagao da variavel resposta no modelo de regressao linear
com mudanca nos coeficientes de regressao e variancia, considerando marcas de referéncia proposta
por Lee & Xu (2004) onde ¢* = 3 e via simula¢oes Monte Carlo sob diversas distribui¢oes que
conformam a classe de Mistura de Escala Normal.



Capitulo 5

Aplicacoes

Neste capitulo, a metodologia desenvolvida neste trabalho é aplicada a conjuntos de dados
reais. O primeiro corresponde a um conjunto de dados conhecido na literatura estatistica que
contém informagoes sobre volume de vendas de agoes e estudado por Holbert (1982). Finalmente
dois conjuntos de dados sobre medicao de audiéncias de televisao correspondentes a dois dias de
medi¢ao também serao considerados.

5.1 Conjunto de Dados Holbert

Um conjunto de dados mensais correspondentes ao periodo entre Janeiro de 1967 e Novembro de
1969 sobre volume de vendas (em milhoes de dolares) dos mercados de agoes de Boston (BSE) e de
New York (NYAMSE). Inicialmente foi analisado via regressao segmentada por McGee & Carleton
(1970) para validar a afirmacdo de um relatério do 03 de janeiro de 1970 na edi¢do do Business
Week sugerindo que as bolsas regionais foram prejudicadas pela abolicao de "Give-ups'"dada em
dezembro de 1968.

Holbert (1982) analisa os mesmos dados usando regressao linear com ponto de mudanca nos
coeficientes de regressao desde o ponto de vista bayesiano. Posteriormente Chen (1998) analisa
estes dados usando o método SIC' para detectar mudanca nos coeficientes de um modelo de
regressao linear sob suposi¢do de normalidade. Ainda Osorio & Galea (2006) consideram um
modelo de regressao linear t de Student e utilizam o método SIC para detectar os pontos de
mudanca nos coeficientes de regressao.

Nesta secao, consideramos o modelo de regressao linear Mistura de Escala Normal e ilustramos
a metodologia proposta para selecao de modelo e determinacao do ponto de mudanca que utiliza
o procedimento SIC'. Finalmente a metodologia para anélise de influéncia para o modelo sugerido
é aplicado. Os dados em questao, denominados Dados Holbert, estao no anexo.

Primeiramente, seguindo Chen (1998) e Osorio & Galea (2006), consideramos o modelo de
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regressao com mudanca nos coeficientes de regressao. O procedimento SIC' proposto é aplicado
para a determinacao do ponto de mudanca, sob as quatro distribuicoes pertencentes a classe de
Mistura de Escala Normal estudados nesta dissertacao. O resumo dos resultados se apresentam
na Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Dados Holbert: Resultados para critério SIC para modelo de regressao linear com
mudanca nos coeficientes de regressao.

Modelo minSI1C (k) SIC(n) k

Normal 358.185 361.496 23

t de Student 357.996 361.462 23
(v=2.455) (1¥=2.939)

Slash 358.021 361.591 23
(r=0.859) (r=0.980)

Normal contaminada 354.934 362.812 9

(v=0.611,y=0.012) (v=0.264,7=0.097)

Observa-se que ao considerar o modelo sob distribuicao Normal o ponto de mudanca encontra-
se na posi¢ao k = 23, resultado que esta em concordancia com a conclusao obtida por Chen (1998).
No entanto, utilizando o critério SIC observamos que os modelos sob distribui¢oes com caudas
pesadas sao os mais adequados e destes, o modelo sob distribuicao Normal Contaminada com ponto
de mudanca na posicao k = 9 é o que melhor se ajusta aos dados. Este ponto de mudanca na
posicao k = 9 ja foi observado por Osorio & Galea (2006) quando utiliza o modelo t de Student com
v = 1. Porém, note-se também que o valor minSIC(k) do critério para o modelo sob distribui¢ao
Normal Contaminada apresenta o valor menor quando comparado com os mostrados no trabalho
de Osorio & Galea (2006). A Figura 5.1 mostra os valores do critério de informagao de Schwarz
(SIC) contra a posi¢ao de mudanca para todas as distribui¢oes consideradas. Osorio & Galea
(2006)

A Tabela 5.2 contém as estimativas de maxima verossimilhanca para os parametros dos quatro
modelos propostos, acompanhados de seus respectivos desvios padrao (entre parénteses) obtidos
via matriz de informagao observada.

A Figura 5.2 apresenta o grafico de dispersao com o modelo de regressao com ponto de
mudanca nos coeficientes de regressao ajustado sob a distribuicao Normal Contaminada. O
grafico mostra que a dispersao dos dados é diferente para os grupos associados a primeira reta e
a segunda, Assim, o modelo de regressao com ponto de mudanca nos coeficientes de regressao e
variancia sera também avaliado.

A Tabela 5.3 apresenta o resumo de resultados da aplicagao do procedimento SIC' para a
determinacao do ponto de mudanca sob as quatro distribuigoes da classe MEN estudadas quando
o modelo de regressao com mudanca nos coeficientes de regressao e variancia é considerado. Neste
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Figura 5.1: Dados Holbert: SIC para ajustes com diversas distribuicoes. Modelo de regressao
com mudanca nos coeficientes de regressao.

caso, todos os modelos avaliados indicam o ponto de mudanca na posicao £ = 9. Novamente o
modelo sob distribuicao Normal Contaminada é o que se ajusta melhor aos dados. Além disso,
comparando os resultados da tabelas 5.1 e 5.3, temos que o modelo de regressao com mudanca nos
coeficientes de regressao e variancia sob distribui¢do Normal Contaminada (v=0.736,7=0.009) ¢é o
mais adequado para o conjunto de dados avaliado.

A Figura 5.3 mostra os valores do critério de informagao de Schwarz (SIC) contra a posi¢ao
de mudanca para todas as distribuicoes estudadas, considerando o modelo de regressao com
mudanca nos coeficientes de regressao e variancia. A Tabela 5.4 contém as estimativas de maxima
verossimilhanca para os parametros dos quatro modelos propostos, acompanhados dos respectivos
desvios padraes obtidos via matriz de informacao observada. Ao comparar os dois tipos de
modelos avaliados sob distribuicao Normal Contaminada observa-se que a maior diferenca se
produz na estimativa do coeficiente 3y calculado para os dados até o ponto de mudanca k = 9 ,
as demais estimativas dos coeficientes de regressao mostram valores similares.
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Tabela 5.2: Dados Holbert: Estimativa dos parametros para os modelos de regressao com ponto

de mudanca nos coeficientes de regressao sob distintas distribuigoes.

Modelo Casos Bo b1 o?
Normal 1-23 -110.310 0.018 980.503
(40.6577)  (0.0030) (234.3851)
24-35 11.075 0.007
(57.6394) (0.0042)
t de Student 1-23 -02.834 0.016 367.871
(r=2.455) (26.6999) (0.0020) (131.8429)
24-35 15.585 0.006
(42.8789)  (0.0030)
Slash 1-23 -94.529 0.016 176.919
(r=0.859) (27.0404) (0.0020) (62.4201)
24-35 14.953 0.006
(39.3962) (0.0028)
Normal contaminada  1-9 29.553 0.004 22.164
(r=0.611,7=0.012) (19.9741) (0.0017)  (5.9694)
10-35  -37.138 0.012
(13.3001) (0.0010)
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- Y= 29.55330.004 X
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Figura 5.2: Dados Holbert: Ajuste do modelo de regressao com ponto de mudanga nos coeficientes
de regressao sob distribuicao Normal Contaminada.

O método de influéncia local proposto no Capitulo 4 ¢ aplicado sobre o modelo de regressao
com ponto de mudanca nos coeficientes de regressao e variancia. Primeramente, a identificagao
das observagoes atipicas sera feita considerando a distancia de Mahalanobis. A Figura 5.4 mostra

estas distancias para os modelos estudados.
"outlier"para todos os modelos considerados.

Nota-se que a observacao 22 aparece como um
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Tabela 5.3: Dados Holbert: Resultados para critério SIC para modelo de regressao linear com
mudanca nos coeficientes de regressao e variancia.

Modelo minSIC(k) SIC(n)

Normal 337.876 361.496 9

t de Student 341.442 361.462 9
(r=50.000) (r=2.939)

Slash 341.432 361.591 9
(r=20.389) (r=0.980)

Normal contaminada 336.503 362.812 9

(r—=0.751,7=0.006) (r—0.263,7—-0.097)
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370
1
370
1

360
360

SIC
SIC

350
1
350
1

330
1
330
1

0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35
Posi¢ao de mudanca Posicao de mudanga
c) Distribui¢ao Slash d) Distribuicdo Normal Contaminada

370
1
370
1

SIC
SIC

350
1
350
1

340
1
340
1

330
1
330
1

0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35

Posi¢ao de mudanca Posicao de mudanga

Figura 5.3: Dados Holbert: SIC para ajustes com diversas distribuicoes. Modelo de regressao
com mudanca nos coeficientes de regressao e variancia.

A flexibilidade das estimativas de maxima verossimilhanga dos modelos sob distribuicdes com
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Tabela 5.4: Dados Holbert: Estimativa dos parametros para modelos de regressao com ponto de
mudanca nos coeficientes de regressao e variancia sob distintas distribuicoes.

Modelo Casos Bo b1 o?
Normal 1-9 31.341 0.004 19.042
(15.4557)  (0.0013)  (8.9766)
10-35  -30.697 0.012 1532.308
(49.7261)  (0.0035) (424.9858)
t de Student 1-9 30.981 0.004 18.774
(r=50.000) (15.5486) (0.0013)  (9.0015)
10-35  -28.651 0.012 1460.001
(49.2495)  (0.0035) (418.7303)
Slash 1-9 31.321 0.004 18.127
(r=20.389) (15.4559) (0.0013)  (8.5483)
10-35  -30.548 0.012 1455.489
(49.6858) (0.0035) (404.3160)
Normal contaminada 1-9 7.644 0.006 0.180
(v=0.751,7=0.006) (2.2461) (0.0002)  (0.0859)
10-35  -42.170 0.013 11.586
(11.9427) (0.0008)  (3.7929)

caudas mais pesadas contra observacoes atipicas é evidenciada na Figura 5.5 que apresenta os
pesos estimados (¢;), ¢ = 1,...,n, provenientes da etapa E do algoritmo, versus as distancias
de Mahalanobis, onde se observa pesos menores para a observacao 22. Note que as estimativas
dos modelos sob distribuicao t de Student e Slash apresentam graus de liberdade altos que
indicam uma aproximacao a distribuicao Normal, ainda assim os pesos estimados conservam uma
relacao inversa a distancia de Mahalanobis e desta forma, o processo de estimacao de parame-
tros atribui pesos menores as observacoes andmalas. Para o modelo sob distribuicao Normal,
temos que ¢; = 1 para i = 1,...,n, mostrados como uma linha tracejada nos graficos apresentados.

Finalmente, as observacoes influentes no conjunto de dados Holbert serao identificadas
utilizando as quantidades M(0); para [ = 1,.., g calculadas através da curva conformal By, 4,
segundo a metodologia detalhada na Secao 4.2 e considerando os esquemas ponderagao de casos,
perturbacao na variavel explicativa e perturbacao na varidvel resposta. Em todos os casos,
considera-se a marca de referéncia proposta por Lee & Xu (2004) com cx = 3. Os esquemas
especiais de perturbagao para modelos com ponto de mudanca sao utilizados em todas as situagoes.

As Figuras 5.6-5.8 apresentam os graficos de M(0) para o modelo de regressio com ponto
de mudanca nos coeficientes de regressao e variancia sob as quatro distribui¢oes estudadas para
os trés esquemas mencionados e considerando o segundo esquema especial (para as observagoes
10-35). Os resultados correspondentes ao primeiro esquema especial nao identificam observacoes
influentes por isso nao sao apresentados, neste trabalho, por brevidade.

Nas figuras observamos que nao existe nenhuma observacao influente para as estimativas de
méaxima verossimilhanca sob ponderacao de casos para os modelos sob distribuicao Normal, t de
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Figura 5.4: Dados Holbert: Distancia de Mahalanobis para o modelo de regressao com ponto de
mudanca nos coeficientes de regressao e variancia sob distintas distribuigoes, considerando £ = 0.95.

Pesos (q)

0.90 0.95 1.00 1.05

0.85

b) Distribuicdo t-Student

c) Distribuigéo Slash

d) Distribuicao Normal Contaminada

Pesos (q)
I I I

094 095 096 097 098 099 1.00 1.01

D ©0 cog o 00 o

T T T T
2 4 6 8

Distancia de Mahalanobis

T T T
0 2 4

Distancia de Mahalanobis

022|

s 94
z 3
2 o
8
8
2
e L,
3
N ]
22 4
° 8
© 1 @w o0 00 Co 00®
2
T T T T T
6 8 0 200 400

Distancia de Mahalanobis

T
600

800

Figura 5.5: Dados Holbert: Distancia de Mahalanobis versus ¢; para o modelo de regressao com

ponto de mudanca nos coeficientes de regressao e variancia sob distintas distribuicoes.

Student e Slash. Por outro lado, o modelo sob distribuicao Normal Contaminada mostra que a
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Figura 5.6: Dados Holbert: Graficos M(0) considerando esquema ponderagao de casos na segunda
situagao especial para modelos de regressao com ponto de mudanga nos coeficientes de regressao e
variancia sob distintas distribuigoes consideradas.

observacao 17 é influente para as estimativas de maxima verossimilhanca nos trés esquemas de
perturbacao avaliados. Para os modelos sob distribuicao Normal, t de Student e Slash a observacao
22 aparece como influente para o esquema de perturbacao na variavel resposta enquanto que
nenhuma observagao aparece para o esquema de perturbacao na variavel explicativa.

As observacoes 17 e 22 apresentam os valores extremos no conjunto de dados, a observacao
17 apresenta o maior valor observado na variavel explicativa (NYAMSE) e a observacao 22 apre-
senta o maior valor observado na variavel resposta (BSE). No grafico de dispersao (Figura 5.2),
estas observacoes correspondem aos pontos extremos da parte superior direita e que certamente
apresentam comportamentos diferenciados do resto de observagoes do conjunto de dados estudado.
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a) Distribuicao Normal b) Distribuicdo t-Student
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Figura 5.7: Dados Holbert: Graficos M (0) considerando esquema perturbacao da variavel explica-
tiva na segunda situagao especial para modelos de regressao com ponto de mudanca nos coeficientes
de regressao e variancia sob distintas distribui¢oes consideradas.

5.2 Conjunto de Dados Ibope

Dentro de um processo continuo para a obtencao de audiéncias de televisao realizada pelo Instituto
Brasileiro de Opiniao Publica e Estatistica (IBOPE) a atualizagao nos procedimentos de medigao
sao executadas com frequéncia. Uma atualizacao especifica ocorre quando os instrumentos de
medicao sao atualizados, quando isto ocorre torna-se necessario conhecer a relacao numérica
existente entre as duas formas de medicao.

Um estudo interno foi conduzido por varios dias para a obtencao destes resultados. Para
um area geografica especificada foram avalidados dois instrumentos de medigao (denominados
Caderno e Meter) sobre duas amostras representativas de domicilios. Em cada amostra foi
utilizado um instrumento diferente. Os mesmos procedimentos de controle e processamento
de informagao definidos foram aplicados sobre as duas amostras e foram obtidas as audiéncias
respectivas.
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Figura 5.8: Dados Holbert: Graficos M (0) considerando esquema perturbagao da variavel resposta
na segunda situagao especial para modelos de regressao com ponto de mudanca nos coeficientes de
regressao e variancia sob distintas distribuicoes consideradas.

Uma caracteristica importante é a forma de medicao de cada instrumento: as audiéncias
medidas via Meter (que é uma medic¢ao eletronica e mais recente) podem ser obtidas minuto a
minuto enquanto que as audiéncias medidas via Caderno sao obtidas por preenchimento manual
das informacoes e realizado em faixas de 15 minutos. Espera-se que a medicao via Meter seja
mais precisa.

Dois conjuntos de informacoes de audiéncias de televisao domiciliares consolidadas correspon-
dentes a dias diferentes sao considerados. As audiéncias sao apresentadas em faixas de 15 minutos,
estas se iniciam as 06:00 hs. e terminam as 24:00 hs. do dia de medicao e que corresponde a 72
dados ordenados. Duas variaveis sao consideradas, a primeira corresponde as audiéncias obtidas
a partir da aplicagao do instrumento denominado Caderno (CAD) e a segunda corresponde as
audiéncias obtidas a partir do instrumento eletréonico denominado Meter (MET). No anexo desta
dissertacao encontram-se os dados em questao.
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O modelo proposto pretende obter uma relagao entre os valores de audiéncia obtidos pelo uso
do Meter e pelo uso do Caderno. Especificamente é importante manter um historico de dados.
Por ser o Caderno, a forma mais antiga de medigao, precisamos estimar valores de Audiéncia
via Meter a partir de informacoes de audiéncia obtidas a partir de Cadernos de medigao, isto é,
devemos considerar o modelo

]\4E7TZ = ﬁo + ﬁ1CADZ + €;

Adicionalmente, é sabido que os comportamentos de audiéncia mudam a partir de certo horério.
Desta forma a inclusao de um ponto de mudanca no modelo proposto é necessaria e a avaliacao de
observagoes atipicas torna-se importante. A metodologias para determinacao do ponto de mudanca
e o analise de influéncia local propostas nesta dissertacao serao aplicadas nestes conjuntos de dados.

1) Conjunto de dados IBOPE 01

Para este conjunto de dados, consideramos o modelo de regressao com mudanca nos coeficientes
de regressao. O procedimento SIC proposto é aplicado para a determinacao do ponto de mudanca,
sob as quatro distribuicoes pertencentes a classe de Mistura de Escala Normal. O resumo dos
resultados se apresentam na Tabela 5.5.

Tabela 5.5: Dados Ibope 01: Resultados para critério SIC para modelo de regressao linear com
mudanca nos coeficientes de regressao.

Modelo minSI1C (k) SIC(n) k

Normal 411.599 470.134 62

t de Student 408.026 466.810 62
(y=3.114) (v=1.871)

Slash 408.750 469.055 62
(r=1.068) (rv=0.679)

Normal contaminada 409.575 462.596 62

(1=0.319,7=0.130)  (v=0.442,7=0.054)

Observa-se que ao considerar o modelo sob qualquer uma das distribuicoes estudadas o ponto
de mudanca encontra-se na posicao k = 62. Utilizando o critério STC, observamos que os modelos
sob distribuicoes com caudas pesadas sao os mais adequados e destes, o modelo sob distribuicao
t de Student com ponto de mudanca na posicao £ = 62 é o que melhor se ajusta aos dados.
Por sua vez, este ponto corresponde ao intervalo horario de 21 : 15 — 21 : 30 horas. A Figura
5.9 apresenta as audiéncias medidas por cada um dos instrumentos ao longo do dia. Note que
a posicao k = 62 identifica claramente o ponto a partir da qual se produz uma inversao nos
comportamentos de audiéncia medidos pelos dois instrumentos, Até o ponto em questao a medigao
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via Meter apresenta valores menores e logo apés o ponto, estes valores sao superiores as medigoes
realizadas via caderno. A Figura 5.10 mostra os valores do critério de informagao de Schwarz
(SIC) contra a posicao de mudanga para todas as distribui¢oes consideradas.

40 50
I
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20

10
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T T T T T T T 1
0 10 20 30 40 50 60 70

Observagéo

Figura 5.9: Dados Ibope 01: Medi¢oes de audiéncia via instrumentos Meter (MET) e Caderno
(CAD) por observagoes ordenadas segundo horario de medigao.

A Tabela 5.6 contém as estimativas de maxima verossimilhanca para os parametros dos
quatro modelos propostos acompanhadas de seus respectivos desvios padroes (entre parén-
teses) obtidos via matriz de informagao observada. A Figura 5.11 apresenta o grafico de
dispersao com o modelo de regressao com ponto de mudancga nos coeficientes de regressao
ajustado sob a distribuicao t de Student. Por outro lado, o modelo de regressao com ponto
de mudanca nos coeficientes de regressao e variancia também foi avaliado e nao se mostrou melhor.

O método de influéncia local proposto no Capitulo 4 é utilizado sobre o modelo de regressao
com ponto de mudancga nos coeficientes de regressao. Primeramente, a identificacao das obser-
vagoes atipicas serd feita considerando a distancia de Mahalanobis. A Figura 5.12 mostra estas
distancias para os modelos estudados. Nota-se que as observacoes 20, 45, 46, 47, 48 e 65 aparecem
como "outliers"para todos os modelos considerados.

A flexibilidade das estimativas de maxima verossimilhanga dos modelos sob distribuicdes com
caudas mais pesadas contra observacoes atipicas é evidenciada na Figura 5.13 que apresenta
os pesos estimados (g;) para (i = 1,...,n) provenientes da aplicagdo do algoritmo EM versus
as distancias de Mahalanobis, onde se observa pesos menores para as observacoes 20, 45,
46, 47, 48 e 65 consideradas "outliers". Desta forma, o processo de estimacdo de parame-
tros atribui pesos menores as observacoes andmalas. Para o modelo sob distribuicao Normal,
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a) Distribuicao Normal b) Distribuicdo t-Student
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Figura 5.10: Dados Ibope 01: SIC para ajustes com diversas distribui¢oes. Modelo de regressao
com mudanca nos coeficientes de regressao.

temos que ¢; = 1 para i = 1,...,n, mostrados como uma linha tracejada nos graficos apresentados.

Finalmente, as observacoes influentes no conjunto de dados Ibope 01 serao identificadas
utilizando a quantidades M (0); para | = 1,2,.., g calculadas através da curva conformal By, 4,
segundo a metodologia detalhada na Secao 4.2 e considerando os esquemas ponderagao de casos,
perturbacao na varidvel explicativa e perturbacao na variavel resposta. Em todos os casos
considera~se a marca de referéncia proposta por Lee & Xu (2004) com cx = 3. Os esquemas
especiais de perturbagao para modelos com ponto de mudanca sao utilizados em todas as situagoes.

As figuras 5.14-5.16 apresentam os graficos de M (0) para o modelo de regressao com ponto de
mudanca nos coeficientes de regressao sob as quatro distribuicoes estudadas e os trés esquemas
mencionados, considerando o primeiro esquema especial (para as observagoes 1-62). Os resultados
correspondentes ao segundo esquema especial nao serao apresentados neste trabalho por brevidade,
pois nenhuma observacao influente foi identificada.
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Tabela 5.6: Dados Ibope 01: Estimativa dos parametros para modelos de regressao com ponto de
mudanca nos coeficientes de regressao sob distintas distribuicoes.

Modelo Casos Bo B o?
Normal 1-62 -1.650 0.670 13.221
(1.3126) (0.0498) (2.2035)
63-72  16.081 0.521
(3.9785)  (0.1245)
t de Student 1-62 -2.305 0.685 0.996
(v—3.114) (1.0840) (0.0412) (1.4155)
63-72  15.741 0.509
(2.9129)  (0.0921)
Slash 1-62 -2.395 0.686 3.389
(v=1.068) (1.0271)  (0.0389) (0.7987)
63-72 16.126 0.498
(2.8044)  (0.0912)
Normal contaminada  1-62 -2.387 0.688 4.278
(v=0.319,7=0.130) (1.0025) (0.0385) (0.9094)
63-72  16.107 0.494
(2.7636)  (0.0856)

50
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Figura 5.11: Dados Ibope 01: Ajuste do modelo de regressao com ponto de mudanca nos coeficientes
de regressao sob distribuicao t de Student.

Observando as figuras, temos que a observacao 61 ¢é influente para as estimativas de maxima
verossimilhanca sob ponderacao de casos e perturbacao na variavel resposta para os modelos sob
distribuicao t de Student, Slash e Normal Contaminada. Enquanto que sob distribuicao Normal,
as observacoes 61 e 62 sao consideradas influentes somente para ponderacao de casos. Por outro
lado, quando avaliamos o esquema de perturbagao na variavel explicativa, somente o modelo sob
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Figura 5.12:

de mudanca nos coeficientes de regressao sob distintas distribuigoes, considerando £ = 0.95.
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Dados Ibope 01: Distancia de Mahalanobis para o modelo de regressao com ponto
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Dados Ibope 01: Distancia de Mahalanobis versus ¢; para o modelo de regressao
com ponto de mudanga nos coeficientes de regressao sob distintas distribuicoes.

distribuigao Normal mostra observagoes influentes (observagoes 46 e 48).
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a) Distribuicao Normal b) Distribuicdo t-Student
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Figura 5.14: Dados Ibope 01: Graficos M (0) considerando esquema ponderagao de casos na pri-
meira situacao especial para modelos de regressao com ponto de mudanca nos coeficientes de
regressao sob distintas distribuicoes consideradas.

As observagoes 61 e 62 apresentam os valores mais altos de audiéncia até esse momento do dia
segundo a medigao via Caderno (CAD) e proximos as valores de audiéncia das observagoes 63 e
64. No grafico de dispersao (Figura 5.11), estas observagoes correspondem aos pontos extremos a
direita.

2) Conjunto de dados IBOPE 02

Para este conjunto de dados, consideramos o modelo de regressao com mudanca na variancia.
O procedimento STC' proposto é aplicado para a determinacao do ponto de mudanca, sob as quatro
distribuicoes pertencentes a classe de Mistura de Escala Normal estudadas nesta dissertacao. O
resumo dos resultados se apresentam na Tabela 5.7.

Observa-se que ao considerar o modelo sob qualquer uma das distribuicoes consideradas o ponto
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a) Distribuicao Normal
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Figura 5.15: Dados Ibope 01: Graficos M(0) considerando esquema perturbagao da variavel ex-
plicativa na segunda situacao especial para modelos de regressao com ponto de mudanca nos
coeficientes de regressao sob distintas distribuicoes consideradas.

Tabela 5.7: Dados Ibope 02: Resultados para critério SIC para modelo de regressao linear com

mudanca na variancia.

Modelo minSI1C (k) SIC(n) k

Normal 395.859 403.161 8

t de Student 398.751 404.235 8
(r=12.104) (v=T7.113)

Slash 398.193 403.983 8
(v=2.476) (r=2.021)

Normal contaminada 401.627 407.655 8

(v=0.046,7=0.154)

(r—=0.057,7—0.155)
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a) Distribuicao Normal b) Distribuicdo t-Student
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Figura 5.16: Dados Ibope 01: Graficos M (0) considerando esquema perturbacao da variavel res-
posta na segunda situacao especial para modelos de regressao com ponto de mudanga nos coefici-
entes de regressao sob distintas distribuicoes consideradas.

de mudanga encontra-se na posicao k = 8. Utilizando o critério SIC, observamos que qualquer
dos modelos considerados sao adequados e destes, o modelo sob distribuicao Normal com ponto de
mudanca na posicao k = 8 é o que melhor se ajusta aos dados. Por sua vez, este ponto corresponde
ao intervalo horario de 07 : 45 — 08 : 00 horas. A Figura 5.17 apresenta as audiéncias medidas
por cada um dos instrumentos ao longo do dia, a posicao k£ = 8 identifica claramente o ponto
a partir da qual se produz uma diferenca nos comportamentos de audiéncia medidos pelos dois
instrumentos. Até o ponto em questao a medicao via Meter apresenta os valores mais baixos
do dia e mais proximos dos valores medidos via Caderno. A Figura 5.18 mostra os valores do
critério de informacao de Schwarz (SIC') contra a posigao de mudanca para todas as distribui¢oes
consideradas.

A Tabela 5.8 contém as estimativas de maxima verossimilhanca para os parametros dos
quatro modelos propostos acompanhados de seus respectivos desvios padroes (entre parénteses)
obtidos via matriz de informacao observada. A Figura 5.19 apresenta o grafico de dispersao
com o modelo de regressao com ponto de mudanca na variancia ajustado. Observe que as oito
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Figura 5.17: Dados Ibope 02: Medic¢oes de audiéncia via instrumentos Meter (MET) e Caderno
(CAD) por observagoes ordenadas segundo horario de medigao.

primeiras observacoes (identificadas no grafico com os nimeros 1-8) mostram uma variabilidade
muito menor que o resto de observacoes do conjunto de dados.

Tabela 5.8: Dados Ibope 02: Estimativa dos parametros para modelos de regressao com ponto de
mudanca na variancia sob distintas distribuigoes.

Modelo Casos Bo B o2

Normal 1-8 0.602 0.596 1.247
(0.7559)  (0.0378) (0.6556)

9-72 14.847
(2.6421)

t de Student 1-8 0.589 0.596 1.170
(r=12.104) (0.7784) (0.0376) (0.6519)
9-72 12.112
(2.4051)

Slash 1-8 0.614 0.594 0.852
(v=2.476) (0.7583) (0.0368) (0.4646)

9-72 8.688
(1.7295)

Normal contaminada  1-8 0.644 0.592 1.165
(r=0.046,7=0.154) (0.7363) (0.0358) (0.6175)
9-72 11.677
(2.2196)

O método de influéncia local proposto no Capitulo 4 é utilizado sobre o modelo de regressao
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a) Distribuicao Normal b) Distribuicdo t-Student
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Figura 5.18: Dados Ibope 02: SIC para ajustes com diversas distribui¢oes. Modelo de regressao
com mudanca na variancia.

com ponto de mudanca na variancia. Primeramente, a identificacao das observacoes atipicas sera
feita considerando a distancia de Mahalanobis. A Figura 5.20 mostra estas distancias para os
modelos estudados sob as quatro distribuicoes consideradas. Nota-se que as observagoes 15 e 39
aparecem como "outliers'"para todos os modelos considerados.

A flexibilidade das estimativas de maxima verossimilhanga dos modelos sob distribuicdes com
caudas mais pesadas contra observagoes atipicas é evidenciada na Figura 5.21 que apresenta os
pesos estimados (g;) para (i = 1,...,n) provenientes da aplica¢do do algoritmo EM, versus as
distancias de Mahalanobis, onde se observa pesos menores para as observacoes 15 e 39 identificadas
como "outliers". Desta forma, o processo de estimacao de parametros atribui pesos menores as
observacoes andmalas. Para o modelo sob distribuicao Normal, temos que ¢; = 1 parat=1,...,n,
mostrados como uma linha tracejada nos graficos apresentados.

Finalmente, as observacoes influentes no conjunto de dados Ibope 02 serao identificadas
utilizando a quantidades M (0); para | = 1,2,..,g calculadas através da curva conformal By, 4,
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Figura 5.19: Dados Ibope 02: Ajuste do modelo de regressao com ponto de mudanga na variancia
sob distribuigao t de Student.

segundo metodologia detalhada na Secao 4.2 e considerando os esquemas ponderacao de casos,
perturbacao na varidvel explicativa e perturbacao na variavel resposta. Em todos os casos
considera~se a marca de referéncia proposta por Lee & Xu (2004) com cx = 3. Os esquemas
especiais de perturbacao para modelos com ponto de mudanca sao utilizados em todas as situacoes.

As Figuras 5.22-5.24 apresentam os graficos de M (0) para o modelo de regressao com ponto de
mudanca na variancia sob as quatro distribuicoes estudadas e trés esquemas mencionados, consi-
derando o segundo esquema especial (para as observagoes 9-72). Os resultados correspondentes ao
primeiro esquema especial nao identificam observacoes influentes por isso nao sao apresentados,
neste trabalho, por brevidade.

Observando as figuras vemos que nao existe nenhuma observacao influente para as estimativas
de maxima verossimilhanga sob ponderacao de casos para os modelos sob distribuicao Normal,
t de Student e Slash e Normal Contaminada. Por outro lado, quando avaliamos o esquema de
perturbacao na variavel explicativa e perturbacao na variavel resposta somente o modelo sob
distribuigdo Normal mostra uma observacao influénte (observagao 39), também identificada ao
observar as distancias de Mahalanobis). Nenhum dos modelos sob caudas pesadas apresenta
observacoes influentes.

A observagao 39 corresponde ao valor mais alto de audiéncia do dia segundo a medicao
via Meter (MET) o qual ¢ o unico que supera as medigoes obtidas via Caderno (CAD).
Note que os modelos sob caudas pesadas lidam melhor com a presenca desta observagao. No
grafico de dispersao (Figura 5.19), esta observagao corresponde ao ponto extremo na parte superior.
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Figura 5.20: Dados Ibope 02: Distancia de Mahalanobis para o modelo de regressao com ponto
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de mudanca na variancia sob distintas distribuicoes, considerando £ = 0.95.

Figura 5.21:
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Dados Ibope 02: Distancia de Mahalanobis versus ¢; para o modelo de regressao
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Figura 5.22: Dados Ibope 02: Gréaficos M(0) considerando esquema ponderagao de casos na pri-
meira situagao especial para modelos de regressao com ponto de mudanca na variancia sob distintas
distribuicoes consideradas.
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a) Distribuicao Normal b) Distribuicdo t-Student
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Figura 5.23: Dados Ibope 02: Gréaficos M (0) considerando esquema perturbagao da variavel expli-
cativa na segunda situacao especial para modelos de regressao com ponto de mudanca na variancia
sob distintas distribuicoes consideradas.
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Figura 5.24: Dados Ibope 02: Gréaficos M (0) considerando esquema perturbagao da variavel res-
posta na segunda situacao especial para modelos de regressao com ponto de mudanca na variancia
sob distintas distribuicoes consideradas.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

6.1 Conclusoes

Neste trabalho considera-se o estudo estimacao e diagnostico em modelos de regressao Mistura
de Escala Normal com um ponto de mudanca. Os modelos baseados nesta classe de distribuigoes
apresentam alternativas robustas para modelos desenvolvidos sob normalidade. Trés casos com
relagao ao ponto de mudancga sao estudados: modelos de regressao com mudanga nos coeficientes
de regressao, modelos de regressao com mudanca na variancia e modelos de regressao com
mudanca simultanea nos coeficientes de regressao e variancia.

No Capitulo 3, apresenta-se a estimacao de maxima verossimilhan¢a no modelo de regressao
linear com ponto de mudanga sob Mistura de Escala Normal. Resultados especificos para cada
um dos modelos estudados assim como a implementagao de algoritmo EM utilizando a formulacao
hierdrquica sao desenvolvidos para estes modelos. Também é apresentada a metodologia para
selecao do modelo e determinacao do ponto de mudanca através do critério de informacao de
Schwarz (SIC') que se mostra valida para os trés tipos de modelos estudados.

No Capitulo 4, um enfoque de influéncia (Cook, 1986) é considerado no modelo de regressao
Mistura de Escala Normal com ponto de mudanca. A complexidade na funcao de verossimilhanca
dos dados observados leva ao uso da fun¢ao Q (Zhu & Lee, 2001), proveniente do algoritmo EM.
Para cada um dos modelos estudados foram obtidos os elementos para obter a curvatura normal
considerando trés esquemas de perturbagao: ponderacao de casos, perturbacao sobre a variavel
explicativa e perturbagao sobre a variavel resposta. Uma avaliagao sobre valores de referéncia
("benchmark") utilizados para avaliar se uma observacao do conjunto de dados é potencialmente
influente foi realizada, o valor proposto por Lee & Xu (2004) foi comparado com uma alternativa
computacional via Simulagao Monte Carlo. Pelo tempo computacional o uso da proposta de Lee
& Xu (2004) parece ser uma alternativa computacional apropriada.
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Finalmente, a metodologia desenvolvida é aplicada a exemplos reais que incluem um conjunto de
dados conhecido na literatura estatistica sobre volume de vendas dos mercados de ac¢oes (Holbert,
1982) e dois conjuntos de dados sobre medigao de audiéncia de televisao no Brasil. Estas aplicagoes,
apresentadas no Capitulo 5, mostram que os resultados desenvolvidos neste trabalho sao tteis para
a andlise de dados e espera-se que desperte o interesse de estudantes, pesquisadores e profissionais
pelo tema, que consideramos ser de grande aplicabilidade.

6.2 Perspectivas Para Trabalhos Futuros

O modelo de regressao linear simples com ponto de mudanca considerado neste trabalho assume
que a variavel dependente é fixa. No entanto, no caso especifico dos dados de medicao de audiéncia
de televisao é possivel supor que ambas variaveis (independente e indepentente) possuem um erro
por proceder de medicoes de dois instrumentos diferentes. Nesse caso, uma opcao alternativa para
este problema é considerar um modelo de regressao linear com erro de medida. A aplicagao nos
dados sobre volume de vendas dos mercados de agoes (Holbert, 1982) ja foi realizada por Chang
& Huang (1997) considerando um modelo de regressao com erro de medida normal. Assim, uma
extensao para modelos de regressao linear Mistura de escala normal com erro de medida e ponto
de mudanca deveré ser realizada.

Da mesma forma, o trabalho apresentado desenvolve a metodologia para a presenca de um tinico
ponto de mudanca, assim este pode ser estendido para modelos com mais de um ponto de mudanca.

Por outro lado, o método de estimacao proposto para modelos de regressao linear com ponto
de mudanca Mistura de Escala Normal inclui uma optimizacao dos graus de liberdade das
distribuicoes considerando o conjunto de dados total. Um estudo considerando a optimizacao dos
graus de liberdade separadamente em cada particao do conjunto de dados definida pela posi¢ao do
ponto de mudanca pode ser realizado para avaliar os efeitos sobre a estimacao. Também, podem
ser realizados estudos similares para modelos de regressao multivariados.

Finalmente, a metodologia de estimacgao e diagnostico apresentada para modelos de regressao
com um ponto de mudanca pode ser estendida considerando outra classe de distribuicoes que
incluem classes de distribuicoes assimétricas.
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Apéndice A

Dados Utilizados em Aplicacoes

Sao apresentados os trés conjuntos de dados utilizados nas aplicacoes do Capitulo 5. Cada um
deles e descrito detalhadamente.

A Tabela A.1 apresenta o conjunto de dados referido ao volume de vendas (em milhoes
de dolares) dos mercados de agoes de New York (NYAMSE) e de Boston (BSE), denominado
também Dados Holbert. As informagoes correspondem a registros mensais entre Janeiro de 1967
e Novembro de 19609.

A Tabelas A.2-A.3 apresentam os dois conjuntos de informagoes de audiéncias de televisao (em
namero de domicilios x 10000) medidos via Caderno (CAD) e Meter (MET) referentes a dois dias
de medicao em uma area geografica definida para um estudo interno especifico. As informagoes
correspondem a registros de intervalos de 15 minutos continuos iniciados as 06:00 horas até as
24:00 horas do dia de medicao. Estes conjuntos de dados sao denominados Dados Ibope 01 e 02,
respetivamente.
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A. Dados Utilizados em Aplicacoes

Tabela A.1: Dados de volume de vendas de mercado de agoes.

Ordem Data NYAMSE BSE
1 jan 67 T0581.6 78.8
2 fev 67 10234.3 69.1
3 mar 67  13299.5 87.6
4 abr 67 10746.5 72.8
5 mai 67  13310.7 79.4
6 jun 67 12835.5 85.6
7 jul 67 12194.2 75.0
8 ago 67  12860.4 85.3
9 set 67 11955.6 86.9
10 out 67 13351.5 107.8
11 nov 67 132859  128.7
12 dez 67 13784.4  134.5
13 jan 68 16336.7  148.7
14 fev 68 11040.5 94.2
15 mar 68 11525.3 128.1
16 abr 68 16056.4  154.1
17 mai 68  18464.3 191.3
18 jun 68 17092.2  191.9
19 jul 68 15178.8 159.6
20 ago 68 12774.8  185.5
21 set 68 12377.8 178.0
22 out 68 16856.3  271.8
23 nov 68  14635.3 212.3
24 dez 68 17436.9 139.4
25 jan 69 16482.2  106.0
26 fev 69 13905.4 112.1
27 mar 69  11973.7 103.5
28 abr 69 12573.6 92.5
29 mai 69  16566.8 116.9
30 jun 69 13558.7 78.9
31 jul 69 11530.9 57.4
32 ago 69  11278.0 75.9
33 set 69 11263.7  109.8
34 out 69 15649.5 129.2
35 nov 69  12197.1 115.1
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Tabela A.2: Dados de audiéncias de televisao (Parte 1).

Conjunto de

Conjunto de

Dados 01 Dados 02
Ordem Horéario CAD MET CAD MET
1 06:00-06:15 3.4578  2.8644 7.1051  6.4323
2 06:15-06:30 4.4766  2.3379 9.8041  7.3395
3 06:30-06:45 5.4072  2.2868 10.9862 7.7661
4 06:45-07:00 5.9894  2.6599 10.7304 6.1158
5 07:00-07:15 9.6501  2.2786 16.2302 8.3997
6 07:15-07:30 10.6689  1.9000 14.9732 9.0191
7 07:30-07:45 10.9204 2.8289 15.4805 8.8261
8 07:45-08:00 10.4131 2.3353 16.3362  9.5295
9 08:00-08:15 15.7186 5.0769 18.7703  7.6908
10 08:15-08:30 15.2996  7.7590 17.5134 6.8916
11 08:30-08:45 16.4859 12.2066 20.1155 10.2806
12 08:45-09:00 16.7417 13.8694 18.0955 10.7227
13 09:00-09:15 24.3670 14.0671 25.5447 10.1636
14 09:15-09:30 24.5302 11.4360 26.3078  9.3565
15 09:30-09:45 25.5313 13.2406 26.6562 8.4876
16 09:45-10:00 24.8651 13.7227 25.8182 10.8406
17 10:00-10:15 27.2998 12.9871 28.6676 12.4985
18 10:15-10:30 26.9514 11.6891 28.2486 14.3143
19 10:30-10:45 26.9514 10.0387 27.8296 13.2613
20 10:45-11:00 26.8808  7.8930 27.1548 15.1137
21 11:00-11:15 23.0924 7.2787 26.2420 15.5744
22 11:15-11:30 21.9986 &.1699 23.9485 15.5128
23 11:30-11:45 21.7428 9.8512 23.8559 13.5258
24 11:45-12:00 21.8311 12.6583 21.3330 14.5556
25 12:00-12:15 22.0120 14.6258 27.2512 16.0858
26 12:15-12:30 23.4498 13.1750 29.0068 13.5021
27 12:30-12:45 22.9383 13.0762 30.1931 13.1194
28 12:45-13:00 22.4267 13.4820 28.7553 15.8215
29 13:00-13:15 22.8543 15.3976 29.7699 17.9554
30 13:15-13:30 21.6722 12.8734 28.5878 18.3871
31 13:30-13:45 22.4353 13.2583 27.2426 17.7334
32 13:45-14:00 22.9469 15.1758 28.4995 17.1295
33 14:00-14:15 24.7374 16.0589 27.5867 19.7747
34 14:15-14:30 23.7185 16.5639 28.3321 22.6735
35 14:30-14:45 24.8080 16.3483 27.4941 21.5543
36 14:45-15:00 25.3152 15.5167 27.9131 17.9323
37 15:00-15:15 26.1312 14.2347 25.1872 21.8074
38 15:15-15:30 26.1312 13.9400 26.3693 24.3425
39 15:30-15:45 27.5733 14.4414 25.6988 30.1176
40 15:45-16:00 27.6659 16.0691 24.7682 17.6281

Continua ....
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Tabela A.3: Dados de audiéncias de televisao (Parte 2).

Conjunto de Conjunto de
Dados 01 Dados 02
Ordem Horério CAD MET CAD MET
41 16:00-16:15 27.5910 15.8475 33.0817 20.3249
42 16:15-16:30 26.2458 15.7324 31.6396 21.1955
43 16:30-16:45 25.2226 16.3906 31.0574 22.9043
44 16:45-17:00 24.3847 19.3355 31.9879 21.6066
45 17:00-17:15 22.6205 23.1748 32.2394 18.2322
46 17:15-17:30 22.1089 23.2148 32.4026 22.7537
47 17:30-17:45 22.7837 22.6191 32.7290 24.3196
48 17:45-18:00 22.9469 24.6766 32.5658 23.8119
49 18:00-18:15 34.5549 22.8624 29.4344 15.2675
50 18:15-18:30 34.7224 23.9044 27.4015 16.9675
51 18:30-18:45 35.0665 23.8662 26.4710 16.2800
52 18:45-19:00 35.5737 24.8231 27.4015 17.9690
53 19:00-19:15 37.6114 23.3022 28.0014 21.4426
54 19:15-19:30 34.2156 21.7515 28.2615 20.7416
55 19:30-19:45 36.6723 22.4929 30.8021 19.0941
56 19:45-20:00 36.8355 24.8940 29.4569 21.8637
57 20:00-20:15 38.1630 26.0185 33.5280 21.6590
58 20:15-20:30 38.7586 20.0274 34.2868 19.7492
59 20:30-20:45 39.1776 20.9952 33.3605 18.8218
60 20:45-21:00 38.5114 23.0675 33.8721 15.2401
61 21:00-21:15 43.9272 25.8214 34.0396 17.8974
62 21:15-21:30 44.0198 32.3248 34.0439 24.6721
63 21:30-21:45 44.4387 35.6288 33.5323  22.0599
64 21:45-22:00 45.3693 39.6195 33.4617 23.7331
65 22:00-22:15 35.3800 41.9002 28.4515 19.3920
66 22:15-22:30 33.5189 33.1494 26.9211 19.8503
67 22:30-22:45 31.9928 31.8799 26.3169 14.9889
68 22:45-23:00 32.1559 30.8172 26.9034 17.3008
69 23:00-23:15 23.2824 31.6222 18.5413 15.0780
70 23:15-23:30 22.0960 27.7664 14.5543 12.7270
71 23:30-23:45 19.7983 23.9403 14.5543 14.4135

72 23:45-24:00 17.7783 23.6954 13.9501 11.7654




