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Resumo

Nesta tese estudamos o conceito novo de equacoes diferenciais nao-linearmente autoad-
juntas para duas classes gerais de equacoes evolutivas de segunda ordem quaselineares.
Uma vez que essas equacoes nao provém de um problema variacional, nao podemos
obter leis de conservacgao via o Teorema de Noether. Por isto aplicamos tal conceito e o
Novo Teorema sobre Leis de Conservacao de Nail H. Ibragimov, o qual possibilita-nos
a determinacao de leis de conservacao para qualquer equacao diferencial. Obtivemos
em ambas as classes, equacoes nao-linearmente autoadjuntas e leis de conservacao para
alguns casos particularmente importantes:

a) as equagoes do fluxo de Ricci geométrico, do fluxo de Ricci 2D, do fluxo de Ricci
modificada e a equacao do calor nao-linear, na primeira classe;

b) as equagoes do fluxo geométrico hiperbdlico e do fluxo geométrico hiperbélico modi-

ficada, na segunda classe de equacoes evolutivas.

Palavras-chave: Equacoes diferenciais parciais, Equacoes autoadjuntas, Equagoes

quase autoadjuntas, Leis da conservagao (Matemética).
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Abstract

In this thesis we study the new concept of nonlinear self-adjoint differential equations
for two general classes of quasilinear 2D second order evolution equations. Since these
equations do not come from a variational problem, we cannot obtain conservation laws
via the Noether’s Theorem. Therefore we apply this concept and the New Conservation
Theorem of Nail H. Ibragimov, which enables one to establish the conservation laws for
any differential equation. We obtain in both classes, nonlinear self-adjoint equations
and conservation laws for important particular cases:

a) the Ricci flow geometric equation, Ricci flow 2D equation, the modified Ricci flow
equation and the nonlinear heat equation in the first class;

b) the hyperbolic geometric flow equation and the modified hyperbolic geometric flow

equation in the second class of evolution equations.

Keywords: Partial differential equations, Self-adjoint equations, Quasi self-adjoint

equations, Conservation laws (Mathematics).
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de leis de conservagao segundo Ibragimov [1] remonta ao século
dezoito com a procura das quantidades conservadas nos sistemas mecanicos que mode-
lam a natureza. Por exemplo, no problema dos dois corpos, Isaac Newton mostrou que
as Leis de Kepler (publicadas em 1609 e 1619) sao obtidas resolvendo-se uma equagao
diferencial ordinaria. Posteriormente Leonhard Euler e Daniel Bernoulli independente-
mente obtiveram a segunda lei de Kepler (conservagao das dreas) como consequéncia da
conservagao do momento angular do sistema. Conforme Khamitova [2] existe uma carta
datada de 1744, onde D. Bernoulli propoe a L. Euler a discussao da conservagao dos
momentos linear e angular do sistema de dois corpos. Em 1798, Pierre-Simon Laplace
obteve a lei de conservagao que é satisfeita pela primeira lei de Kepler (as 6rbitas dos
planetas sao elipticas com o Sol em um dos focos). Destas investigagoes originou-se o
conceito de leis de conservacao relacionadas aos principios de invariancia em sistemas

mecanicos.

No século dezenove foi observado que as leis de conservacao na mecanica
classica poderiam ser determinadas a partir das propriedades das simetrias dos sistemas
estudados. Félix Klein foi um dos primeiros a observar a conexao entre propriedades
de invariancia de problemas variacionais e leis de conservacao, conforme [2]. Entre-

tanto, o desenvolvimento de uma teoria geral para a construcao de leis de conservacao



para equagoes diferenciais (ndo necessariamente oriundas de um principio variacional)
tornou-se uma tarefa reconhecidamente nao trivial.

Em 1918, Emmy Noether investigou a condicao de invariancia de integrais
de agdo (chamadas de integrais variacionais) relativas ao grupo de transformagoes no
espago das variaveis independentes e dependentes, culminando nas leis de conservagao
para as correspondentes equacoes de Euler -Lagrange. Tal resultado é conhecido como
o Teorema de Noether ou Primeiro Teorema de Noether, [3]. A partir de uma simetria
variacional da integral de acao, a qual também ¢é uma simetria de Lie para a respectiva
equacao de Euler-Lagrange, o teorema fornece um vetor conservado ou quantidade
conservada.

Observamos que existem situagoes nas quais o Teorema de Noether nao
¢é aplicavel. Entre elas estao os problemas que sao modelados por equacoes do tipo
evolutivas, no sentido de P. Olver [4], ou por equagdes de ordem fmpar. Além disso as
simetrias da respectiva equacao de Euler-Lagrange podem nao ser simetrias variacionais
para a integral de acao.

A fim de superar as restricoes de aplicabilidade do Teorema de Noether
varias generalizacoes foram propostas, no entanto, o primeiro resultado geral associ-
ando uma lei de conservagao com cada uma das simetrias de uma equacao diferencial
arbitraria foi publicado por Nail H. Ibragimov em [5], e em [6], com o titulo A new con-
servation theorem. Aquele o chamou de teorema sobre leis de conservacao nao-locais.

A motivagdo para o desenvolvimento de tal teorema teve inicio em 1973,
quando o seu orientador, Lev V. Ovsyannikov, propos-lhe a seguinte questao:

As infinitas leis de conservagao para a equagao de Korteweg-de Vries (KdV)
podem ser obtidas a partir de suas simetrias?

Tal série infinita de leis de conservacao foi obtida por Kruskal et al, [7], sem
usar generalizacoes do Teorema de Noether, visto que a equacao de KdV é uma equacao
do tipo evolutiva de terceira ordem. Depois de 33 anos, Ibragimov respondeu a questao
com um SIM, através de seu teorema sobre leis de conservacao nao-locais, aplicavel

para equacoes diferenciais arbitrérias, o qual doravante nos referiremos como o Novo



Teorema sobre Leis de Conservacao, abreviado por NTLC.

A teoria de Ibragimov consiste de um novo conceito de equagoes diferenci-
ais adjuntas para equacoes nao necessariamente lineares e nao requer a existéncia de
Lagrangeanas (como na teoria de Noether). Entre as principais propriedades de tal
conceito estao:

a) a nova equacgao diferencial adjunta coincide com a defini¢ao cldssica de
equacao diferencial adjunta no caso linear;

b) as simetrias de Lie, de Lie-Bécklund e simetrias nao-locais para uma
equacao diferencial sao herdadas por sua equacao adjunta.

O NTLC fornece férmulas explicitas para o vetor conservado, a partir de um
gerador de simetria para a equagao considerada (e sua adjunta). As leis de conservagao
assim obtidas sao ditas nao-locais, uma vez que as quantidades conservadas fornecidas
sao essencialmente nao-locais, no sentido de que elas envolvem além das variaveis da
equagao diferencial considerada, as variaveis adjuntas as quais sao vistas como variaveis
nao-locais. Para obtermos leis de conservacao locais, o conceito de equagoes diferenciais
nao-linearmente autoadjuntas é introduzido para eliminarmos as variaveis adjuntas das
quantidades conservadas.

A solucao fornecida para o problema da equacao de KdV apresentada no
artigo [b] diz que ela Por outro lado, as simetrias locais fornecem leis de conservacao
nao-locais, as quais tornam-se triviais ao eliminarmos a variavel adjunta.

Além disso, Ibragimov mostra que as leis de conservagao fornecidas por
seu teorema podem ser diferentes (ndo equivalentes) daquelas dadas pelo teorema de
Noether para equagoes tendo Lagrangeanas; por exemplo, para equacoes de Euler-
Lagrange que nao sao equagoes nao-linearmente autoadjuntas.

Motivados pela teoria de Ibragimov propomos estudar as equagoes nao-
linearmente autoadjuntas nas duas seguintes classes de equagoes evolutivas de segunda

ordem quaselineares:

Rut:Aumy—l—Bumuy—I—C’um—i—Duyy—i-Euy—i-Fux—l—Pui—l—Quz—i-G, (1.1)
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Ruy = Augy+ Buyuy+ Cugy + Duyy + Euy

+ Fu,+Pul+Qu+ G+ Huy+ Iuf, (1.2)

nas quais as funcoes A, B, C, D, E, F, G, H, I, P, Q) e R # 0 sao fungoes reais
diferencidveis nas variaveis independentes ¢, x, y e na varidvel dependente u = u(t, z,y).

Entre as equagoes do tipo (1.1) destacamos as seguintes equagoes lineares
(veja [8], paginas 3-5):

- a equacao do calor:
Up = Ugy + Uy, (1.3)
- a equacao de Kolmogorov do tipo:
U = Algy + CUzy + Duyy + Fuy + Fug, (1.4)

onde as fungoes A, C', D, E, F sao funcoes diferenciaveis nas variaveis t, x, v,

- a equacao de Fokker-Planck do tipo:
w = Atgy + Cugy + Duyy + Euy + Fu, + G, (1.5)
onde as funcoes A, C, D, E, F sao funcoes diferenciaveis nas variaveis t, x, y, e
G=2A+Coo+ Dy, + F, + Ey)u.

Entre as equagoes nao-lineares destacamos as seguintes:

- a equacao de Hamilton-Jacobi do tipo:
Uy :H(xayauxvuy)a (16)

onde a fun¢ao H é do tipo particular H = Bu, u, + Fuy, + Fu, + Pu? + Qui +Ge
as funcoes B, E, F, P, ) e G sao funcoes diferencidveis nas variaveis z, v,

- a lei de conservacao escalar:

u = (F(u)); + (F(w)),, (1.7)

4



onde a fun¢do F' = F(u) é uma funcao diferenciavel ndo-nula,

- a equacao de Burgers:
Up = Ugy + U Uy, (1.8)
- a equagao do meio poroso:
U = Pl (U + uyy) + p(p — 1) w7 (ul +ul), (1.9)

onde p é um nimero inteiro positivo,

- a equagao de Kompaneets [9]:
Uy = 22 Upy + (2% + 42+ 22% u)u, + 42 (u+ u?), (1.10)
- A equagao do calor nao-linear anisotrépica [9]:

wr = (F) w2)e + (9(u) 1)y, (111)

onde as fungoes f = f(u) e g = g(u) sao fungdes diferencidveis ambas nao-nulas,

- A equagao do sistema de irrigagao [9]:
R(u) uy = (K(u) tz)s + (K (u) (uy — 1))y + G(u), (1.12)

onde as fungoes R = R(u) # 0, K = K(u) e G = G(u) sao fungoes diferencidveis, com
K e G ambas nao-nulas,

- A equagao do fluxo de Ricci geométrico bidimensional [10]:
Up = € (Ugy + Uyy), (1.13)

- A equagao do fluxo de Ricci 2D [11]:

1 1
U = " Ugy — Eux Uy, (1.14)

onde a funcdo u = u(t, z,y) é diferenciavel nao-nula,

- A equacao do fluxo de Ricci modificada [12]:

—u, (1.15)



onde a fungao u = u(t, x,y) é diferencidavel ndo-nula, as constantes reais a e ¢ sao tais
que at + ¢ # 0, ou seja, t # —<,

- A equacao do calor nao-linear 2D [13]:

ue = (f(w) uz)y = f(W) gy + f'(u) us uy, (1.16)

onde f = f(u) é uma fungao diferencidvel nao-nula.
Entre as equagoes do segundo tipo (1.2) destacamos as seguintes:

- A equagao de onda nao-linear [9]:
Uy = k() (Uge + tyy) + K (u) (U2 + uf!), (1.17)

onde a funcdo k = k(u) ¢é diferenciavel nao-nula,

- A equagao de vibragdo de membranas nao-linear [9]:
1 / 2 2
Ut = k(U) (Ugg + Uyy) + 5 K (u) (ug + uy), (1.18)

onde a funcdo k = k(u) é diferencidvel ndao-nula,

- A equagao de onda nao-linear anisotrdpica [9]:

Ut = (f(u) uz)x + (g(u) Uy)zw (1'19)

onde as fungoes f = f(u) e g = g(u) sao fungdes diferencidveis ambas nao-nulas,

- A equagao do fluxo geométrico hiperbdlico [10]:

U = € “(Ugg + Uyy) — u?, (1.20)
- A equagao do fluxo geométrico hiperbdlico modificada:

Uy = € (Upe + Uyy) + A7 (1.21)

Particularmente aplicamos o método de Ibragimov para as equacoes do fluxo
de Ricci geométrico (3.15), do fluxo de Ricci 2D (3.16), do fluxo de Ricci modificada

(3.21) e a equacao do calor nao-linear (1.16) na primeira classe; e as equagoes do fluxo

6



geométrico hiperbdlico (1.20) e do fluxo geométrico hiperbdlico modificada (1.21) na
segunda classe de equacgoes evolutivas.

Na literatura existem muitos trabalhos envolvendo as equacoes do fluxo de
Ricci, entre eles abordamos os trabalhos [11, 13, 12] de Cimpoiasu e Constantinescu, [14]
de Cimpoiasu, que foram os que nos motivaram na escolha da forma da equagao (1.1).
Eles calcularam simetrias de Lie e solugoes invariantes por geradores infinitesimais cujos
coeficientes sao fungoes lineares, ou seja, o coeficiente de % é linear em ¢, o de % é linear
em x, etc., chamados de os geradores do setor linear. As solucoes invariantes pelo setor
linear para a equagao do fluxo de Ricci 2D, [11], sdo do tipo estacionérias ou lineares
no tempo. Ja os geradores de simetrias de Lie para a equacao do calor nao-linear 2D,
[13], sdo do setor linear, e as solugdes invariantes sdo do tipo solugdes de similaridades.

No terceiro trabalho, [12], eles obtiveram 24 equagoes determinantes para
simetrias de Lie para a equagao (1.1) com P =@ =0 e R = 1. Além disso calcularam
o setor linear das simetrias de Lie e as respectivas equagoes satisfazendo tal setor linear
(eles resolveram um problema inverso visto a dificuldade na resolu¢ao das equagoes
determinantes); eles mostraram que as tnicas equagoes do calor nao-linear 2D (1.16),
admitindo setor linear de simetrias tém ou f(u) = u? com p # 0 um ndmero inteiro ou
f(u) = e*, e ambas admitem solugoes invariantes separaveis. Apesar de a equagao do
fluxo de Ricci 2D nao admitir uma solucao invariante separavel, a equacao do fluxo de
Ricci modificada admite tal solugao. Em um quarto trabalho, [14], Cimpoiasu calculou
a lei de conservagao mais geral via o método direto (como descrito em [15]), assim como
a simetria de Lie associada com o vetor conservado obtido e novas solugoes invariantes
de similaridades e nao-lineares no tempo para o modelo do fluxo de Ricci 2D.

Uma vez que as equagoes (1.1) e (1.2) sao do tipo evolutivas, elas ndo provém
de uma integral de agao e nao podemos utilizar o Teorema de Noether, porém pode-
mos aplicar a teoria de Ibragimov. Primeiramente investigamos classes de equacgoes
(1.1) e (1.2) que s@o equagoes nao-linearmente autoadjuntas. Depois obtivemos leis de
conservacao para todas as simetrias de Lie daquelas equacoes nao-linearmente autoad-

juntas em [11, 13, 12, 14, 10]. Finalizamos com as leis de conservagao para as equagoes
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nao-linearmente autoadjuntas (1.20) e (1.21).

1.1 Estrutura da tese

No segundo capitulo estudamos a teoria de Ibragimov para equagoes dife-
renciais nas variaveis independentes ¢, x e y e na variavel dependente u, a menos de
declaracao contraria. Em particular, estudamos o conceito de equacgao diferencial nao-
linearmente autoadjunta, quase autoadjunta, estritamente autoadjunta, o Teorema de
Noether, assim como a identidade de Noether com detalhes, e finalizamos apresentando

o NTLC e seu algoritmo.

No terceiro capitulo estudamos a classe de equagoes evolutivas (1.1) do ponto
de vista de autoadjunticidade nao-linear, ou seja, determinamos quais delas sao equagoes
nao-linearmente autoadjuntas, culminando no primeiro teorema principal da tese. Nas
segoes subsequentes calculamos leis de conservacao para as equacoes do fluxo de Ricci
geométrico (3.15), do fluxo de Ricci 2D (3.16), equagdes do calor nao-linear (1.16)
com nao-linearidade do tipo poténcia f(u) = u? e do tipo exponencial f(u) = e, e
finalizamos com a equagao do fluxo de Ricci modificada (3.21). Os resultados principais

deste capitulo estao publicados no artigo [16].

No quarto capitulo estudamos a segunda classe de equagoes evolutivas (1.2)
quanto a sua autoadjunticidade nao-linear, originando o segundo teorema principal da
tese. Nas secoes seguintes calculamos leis de conservacao para as equacoes do fluxo
geométrico hiperbdlico (1.20) e do fluxo geométrico hiperbdlico modificada (1.21). Os

resultados principais deste capitulo estao publicados no artigo [17].

No Apéndice obtivemos a equacao do fluxo de Ricci em coordenadas confor-

mes e as simetrias de Lie da equagao do fluxo geométrico hiperbdlico modificada.



1.2 Resultados principais

No Capitulo 3 estudamos a autoadjunticidade nao-linear da equacao do pri-
meiro tipo (1.1) e demonstramos os seguintes teorema e corolarios.
O Teorema 1.1 nos da condicoes necessarias e suficientes para que a equacao

diferencial (1.1) seja uma equagao nao-linearmente autoadjunta.

Teorema 1.1: A equacao diferencial
Ruy = Augy + Bug uy + C g, —i—Duyy—i-Euy—i-Fux—i—Pui —|—Qu§+G, (1.22)

com R # 0, e pelo menos uma das fungoes A, C' e D nao-nula, é uma equacao nao-
linearmente autoadjunta se, e somente se, existir uma fungao ¢ = ¢(t, r,y, ) nao-nula,
com derivadas parciais de primeira ordem, e derivadas parciais de segunda ordem em

relacao as variaveis x e y, tal que as fungoes coeficientes satisfacam as seguintes relagoes:

Apy+ (A, —B)p = 0, (1.23)
Cou+(Cu—Plp = 0, (1.24)
Do, + (D, —Q)p = 0, (1.25)

(G)u = Ht 2,9, 40,06 00 Pys Pz Pays Pyy)s (1.26)

onde A,C, D, E,F e R sao funcoes de t,x,y,u, e a funcao H é dada por

H = H(taxayau>90790tapra‘:pya@mca‘;@xya@yy)
= _R¢t_AS0xy_O@xz _Dgpyy—" (F_Ay _201:)90:5_’_ (E_Aa:_2Dy)90y

+ (F,+E,— Ay —Cow — Dy — Ry

Equivalentemente, as fungoes coeficientes satisfazem as seguintes relagoes:

C(B-A,) = AP-C,), (1.27)
D(B-A,) = A(Q- D), (1.28)
C(Q-D,) = D(P-0C,), (1.29)

e a equagao (1.26).



O primeiro corolario do Teorema 1.1 nos da condigoes necessarias e sufici-

entes para que a equagao diferencial (3.1) seja uma equagao quase autoadjunta.

Corolario 1.1: Nas condigoes do enunciado do Teorema 1.1, a equagao diferencial
(3.1) é uma equagao quase autoadjunta se, e somente se, existir uma fungao ¢ = p(u)

diferenciavel nao-nula, tal que as fungoes coeficientes satisfacam as seguintes relagoes:

_ ©'(u)
B = A,+ o) A, (1.30)
_ ©'(u)
P = C,+ O (1.31)
¢'(u)
Q D, + o) D, (1.32)
(QO(U) G)u = (Fp+ E, — R — Aﬂcy = Coy — Dyy)@(u)a (1'33)

Equivalentemente, as fungoes coeficientes satisfazem as relagoes (1.27, 1.28, 1.29) e a
equagao (1.33).
O segundo corolario do Teorema 1.1 nos dé condigoes necessarias e sufici-

entes para que a equacao diferencial (3.1) seja uma equagao estritamente autoadjunta.

Corolario 1.2: Nas condigoes do enunciado do Teorema 1.1, a equacgao diferencial
(3.1) é uma equacao estritamente autoadjunta se, e somente se, suas fungdes coeficientes

satisfacam as seguintes relagoes:

B = A+ %A, (1.34)
P = 4 %C’, (1.35)
QO - D,+ %D, (1.36)
(uG)y = (Fy+Ey—Ri— Ay — Cop — Dyy)u, (1.37)

Equivalentemente, as fungoes coeficientes satisfazem as relagoes (1.27, 1.28, 1.29) e a
equacao (1.37).
Como um primeiro exemplo de aplicacao do Teorema 1.1 obtivemos o

corolario
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Corolario 1.3: A equagao do fluxo de Ricci geométrico, (3.15), é uma equagao nao-

linearmente autoadjunta.

Como um primeiro exemplo de aplicacao do Corolario 1.1 obtivemos o
corolério
Corolério 1.4: A equagao do fluxo de Ricci geométrico, (3.15), é uma equagao quase
autoadjunta.

Como um primeiro exemplo de aplicacao do NTLC obtivemos o corolario
Corolario 1.5: As leis de conservacao para a equacao do fluxo de Ricci geométrico,

(3.15), geradas pela sub-algebra de Lie:

9 B ) o 0 9 0 o o 0
= — = — = — = [ — 4+ — — _— T — = —_— ——2—
i=gp Ve Va=g Vimtg o Vo =vg g, =75, 5, 2 4,

e a = a(r,y) uma funcdo harmonica nao-nula, sdo as divergéncias

Div(C) :=D,C' + D,C* + D,C?,

as quais se anulam sobre as solugoes da equacao (3.15), e seus vetores conservados
C = (C*,C? C?) sao dados por:

e Para o gerador Vi, de translacao em ¢, as componentes do vetor conservado C' sao
nulas.

e Para o gerador V5, de translagao em x, as componentes do vetor conservado C' sao

dadas por:
C'= —aeu,, C?=—o,u,+au, C°= — 0ty Uy + O Uy

e Para o gerador V3, de translacao em y, as componentes do vetor conservado C' sao

dadas por:
Ch=—ae" C? = C? =
= —Qe Uy, = — Qg Uy + QX Ugy, = —Qy Uy + Q Uy,

e Para o gerador Vj, de dilatacao em ¢ e u, as componentes do vetor conservado C

sao dadas por:
Cl=ae", C*=(1+u)a, —au,, C°=(1+u)a,—au,.
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e Para o gerador Vj, de rotacao no plano zy, as componentes do vetor conservado C

sao dadas por:

C' = (vu, —yu,)e'a,
c? = (y — Quy @ — ayy y) U — (Y — 0y @) Uy + QY (Ugy + Uyy),
3 = (Qpy Y+ Qe @+ ) U — (Y — 0y ) Uy — QT (Ugy + Uyy).

e Para o gerador Vg, de dilatacao, as componentes do vetor conservado C' sao dadas

por:
C' = —ae"(2+xu, +yuy),
C? = ap(u—2)+ (pyy — ayy @)t — (@ + ay Y) Uy + T (Ugy + Uyy),
C? = ay (u—2)+ (Qay T — Az Y) U — (T + g y) Uy + Y (Ung + Uyy).
Como um segundo exemplo de aplicacao do Teorema 1.1 obtivemos o co-
rolario

Coroléario 1.6: A equacgao do fluxo de Ricci 2D, (3.16), é uma equagao nao-linearmente

autoadjunta.
Como um segundo exemplo de aplicacao do NTLC obtivemos o corolério

Corolario 1.7: As leis de conservagao para a equacao do fluxo de Ricci 2D, (3.16),
geradas pela sub-algebra de Lie:

I 9 9 9 o 0 2 0
:t— _ = — e — e — [ - — - -
Ui=tgtugy V=gp =gy Ui=gh=agi—ugn Us=yg —ugn

e a=a(zr), b=">b(y) fungdes diferencidveis tais que a(x) + b(y) # 0, sdo as divergéncias
Div(C) :=D,C' + D,C* + D,C?,

as quais se anulam sobre as solugoes da equagao (3.16), e seus vetores conservados

C = (C*,C? C?) sao dados por:

e Para o gerador U;, de dilatagao em t e u, as componentes do vetor conservado C

sao dadas por:

a

b
C'=(a+b)u, C*=—-=u,, C°=——u,.
u u
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e Para o gerador U,, de translacao em t, as componentes do vetor conservado C' sao
nulas.
e Para o gerador Us, de translacao em x, as componentes do vetor conservado C' sao

dadas por:

Cl=a,u, C*=0, C? = —laxua;.
U

e Para o gerador Uy, de translagao em y, as componentes do vetor conservado C' sao

dadas por:
1 2 1 3
C"=byu, C :—Ebyuy, C” =0.

e Para o gerador Us, de dilatacao em x e u, as componentes do vetor conservado C'

sao dadas por:

1
Cl=a,zu, C*=0, C°=—=1ra,u,.
u

e Para o gerador Ug, de dilatacao em y e u, as componentes do vetor conservado C

sao dadas por:
1 2 1 3
¢ =byyu, C :—Eybyuy, C’=0.

Como um terceiro exemplo de aplicacao do Teorema 1.1 obtivemos o co-
rolario
Corolario 1.8: A equagao do calor nao-linear, (3.18), é uma equacao nao-linearmente
autoadjunta.

Como um terceiro exemplo de aplicacao do NTLC obtivemos o corolario

Corolario 1.9: As leis de conservagao para a equagao do calor nao-linear, (3.18), com

f(u) =P, p # 0, geradas pela sua algebra de Lie:

o 1 0 0 0
M=t e T T
0 Jg 1 0 o 1 0
Voo VTt aw TV ey T B
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e a=a(zx), b=>b(y) fungdes diferencidveis tais que a(x) + b(y) # 0, sdo as divergéncias
Div(C) :=D,C' + D,C* + D,C?,

as quais se anulam sobre as solugoes da equagao (3.18), e seus vetores conservados
C = (C',C?,C?) sao dados por:
e Para o gerador Wi, de dilatagdo em t e u, as componentes do vetor conservado C'

sao dadas por:

1 b
C'=—(a+bu, C*=-wu, C'=uu,
p p p

e Para o gerador W, de translacao em ¢, as componentes do vetor conservado C' sao
nulas.
e Para o gerador W3, de translacao em x, as componentes do vetor conservado C' sao

dadas por:
Cl=a,u, C*=0, C3=—a,u’u,.

e Para o gerador Wy, de translacao em y, as componentes do vetor conservado C' sao

dadas por:
Cc'=b,u, C*=-bufu, C°=0.

e Para o gerador Wjs, de dilatagao em x e u, as componentes do vetor conservado C

1
a) uP .

e Para o gerador Wy, de dilatagao em y e u, as componentes do vetor conservado C

sao dadas por:

_ptl
p

1
C’lz(xax—kp—i_ (a+b)) u, C* = buf u,, 03:—<xa$+p+

sao dadas por:

p+1

1
01=<yby+ (a+b))u, sz_byupyuy_p; bu" uy, C?=0.

Como um quarto exemplo de aplicagao do NTLC obtivemos o corolario
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Corolario 1.10: As leis de conservagao para a equagao do calor nao-linear, (3.18), com

f(u) = e*, geradas pela sua édlgebra de Lie:

9 0 9 9 9 9 0 2 0
=129 5 9 5 9 5 9 5 9,9 5 _,9.,9
N o T BT e YTy T o Taw T Ve o

e a=a(r), b=">b(y) fungdes diferencidveis tais que a(x) + b(y) # 0, sdo as divergéncias
Div(C) := D,C' + D,C* + D,C?,

as quais se anulam sobre as solugbes da equagao (3.18), e seus vetores conservados
C = (C',C? C?) sao dados por:
e Para o gerador 7, de dilatagao em t e u, as componentes do vetor conservado C'

sao dadas por:

1 1 1 1
Clz_(a_'_b)’ 02:_§byeu+§(a_b>euuy7 ng—éaxeu—i—ﬁ(b—a)euuz.

e Para o gerador Z,, de translacao em t, as componentes do vetor conservado C' sao
nulas.
e Para o gerador Z3, de translacao em x, as componentes do vetor conservado C' sao

dadas por:
C'=a,u, C*=0, C°=—a,e"u,.

e Para o gerador 7y, de translacao em y, as componentes do vetor conservado C' sao

dadas por:
C! = by u, C? = —by € uy, C3=0.

e Para o gerador Z5, de dilatacao em x e u, as componentes do vetor conservado C'

sao dadas por:

C' = zazu+ (a+b)(1+u),

1 u 1 u
c? = Fbye" =5 (a+b)euy,
3 1 u 1 U
c° = e = wax+§(a—|—b) e u,.
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e Para o gerador Zg, de dilatacao em y e u, as componentes do vetor conservado C

sao dadas por:

C' = ybyu+(a+0b)(1+u),

1 1

C? = §bye“—(yby+§(a+b)>e“uy,
1 1

3 = §a$e“—§(a+b)e“u$.

Como um quarto exemplo de aplicacao do Teorema 1.1 obtivemos o co-

rolario
Corolario 1.11: A equagao do fluxo de Ricci modificada, (3.21), é uma equagao nao-
linearmente autoadjunta.

Como um quinto exemplo de aplicagao do NTLC obtivemos o corolario

Corolario 1.12: As leis de conservagao para a equacao do fluxo de Ricci modificada,

(3.21), geradas pela sua élgebra de Lie:

X, = (at+c)2 —|—au£, Xy = (at +c) ln(at+c)g —|—a(1—|—ln(at—|—c))u£

ot ou ot ou’
0 0 0 0 0 0
X?’_@_x’ X4_8_y’ X5—$%—U%> Xﬁ_y(‘?_y_u%’

com A = A(z) e B = B(y) fungoes diferencidveis tais que A(z) + B(y) # 0, sao as

divergéncias

Div(C) := D,C' + D,C* + D, C?,

as quais se anulam sobre as solugoes da equacao (3.21), e seus vetores conservados
C = (C',C?,C?) sao dados por:

e Para o gerador X, de dilatagao em t e u, as componentes do vetor conservado C
sao nulas.

e Para o gerador X5, as componentes do vetor conservado C' sao dadas por:




e Para o gerador X3, de translacao em x, as componentes do vetor conservado C' sao

dadas por:

A, Ar Uy
ol = u, C2 =0, C% = — Yo
at+c at+c u

e Para o gerador X4, de translagao em y, as componentes do vetor conservado C' sao

dadas por:

e e )
at+c at+c u

e Para o gerador Xj, de dilatacao em z e u, as componentes do vetor conservado C

sao dadas por:

A, 1 A, 2
cl = zu, C?=0, C3 = —= 1+ —2uy | .
at+c 2at+c

e Para o gerador X, de dilatacao em y e u, as componentes do vetor conservado C'

sao dadas por:

Cc! = B, yu, 02:—1 B, <1+%yuy),03:

_at—i-c

Finalmente no Capitulo 4 estudamos a autoadjunticidade nao-linear da equacao
do segundo tipo (1.2) e demonstramos os seguintes teorema e corolarios.
O Teorema 1.2 nos da condicoes necessarias e suficientes para que a equacao

diferencial (1.2) seja uma equagao nao-linearmente autoadjunta.

Teorema 1.2: A equacao diferencial

Ruy = Augy+ Buguy + Cugy + Duyy + Eu,

+ Fu,+Pul+Qu, + G+ Huy+ Iuf, (1.38)

com R # 0, é uma equacao nao-linearmente autoadjunta se, e somente se, existir uma
funcao ¢ = ¢(t, z, y, u) ndo-nula, duas vezes diferenciavel tal que as fungdes coeficientes

satisfacam as seguintes relagoes:

(pR)u=—p1 (1.39)
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se ao menos uma das funcoes A;, By, Ci, D, FEy, F; abaixo definidas, for nao-nula,

(9 R)eu + (9 D)+ H (o + B (I + Ru) ) =0, (1.40)

((pA)y—¢B)y +2((¢C)lu =Py —2F (pu+ R (I + R,) ) =0,  (1.41)

(pA)u=9B)e+2((¢ D) —9Q)y —2E (pu + R (I + Ry p) =0,  (1.42)

(P R)it — (P A)ay — (9 Cax — (9 D)yy =

_(@E>y - (90F>;B - (@H)t _QOuG_ (2GR_1 (I+Ru) - Gu) @, (143)

onde A, B,C, D, E, F, P,Q,G, H I e R # 0 sao funcoes de t,z,y,u, e as funcgoes
Ay, By, Ci, Dy, E,, F sao dadas por

A :==RA,—AR,, Bi:=DC,—CD,, Ci:=RC,—CR,,
Dy:=RD,—DR,, FE =AC,—CA, F :=AD,—DA,.

Além disso, as funcoes coeficientes satisfazem as seguintes relagoes:

A, =AI+RB, (1.44)
B,=DP-CQ, (1.45)
C,=CI+RP, (1.46)
D, =DI+RQ, (1.47)
Ei=AP—-CB, (1.48)
FL=AQ-DB. (1.49)

O primeiro coroldrio do Teorema 1.2 nos da condicoes necessarias e sufici-

entes para que a equagao diferencial (4.1) seja uma equagao quase autoadjunta.
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Corolario 1.13: Nas condigoes do enunciado do Teorema 1.2, a equacao diferencial
(4.1) é uma equagao quase autoadjunta se, e somente se, existir uma fungao ¢ = p(u)

diferenciavel nao-nula, tal que as fungoes coeficientes satisfacam as seguintes relagoes:
(pR)u=—pl (1.50)

se ao menos uma das fungoes A, By, C, Dy, Fy, F} for nao-nula,
(¢R)u+Hou+ (L + HR'(I+ R,)) ¢ =0, (1.51)
(PA)u+2(0C)y —2F @, — (By+2P, +2FR ' (I + R,)) ¢ =0, (1.52)
(PA)u+2(pDy)y —2E ¢, — (B, +2Q, +2E R (I + R,)) p =0, (1.53)
Gou+(Ry—Apy—Coo— Dy +E,+ F, + Hi+ 2GR (I +R,) —G,) p =0, (1.54)

onde A, B, C, D, E, F, P, Q, G, H, I e R # 0 sao fungoes de t, x, y, u, e as fungoes Ay,
By, ¢y, Dy, Ey, F; definidas no enunciado do Teorema 1.2, satisfazem as relacoes

(1.44, 1.45, 1.46, 1.47, 1.48, 1.49).

O segundo corolario do Teorema 1.2 nos dé condicoes necessarias e sufici-

entes para que a equacao diferencial (4.1) seja uma equagao estritamente autoadjunta.

Corolario 1.14: Nas condigoes do enunciado do Teorema 1.2, a equacao diferencial
(4.1) é uma equacao estritamente autoadjunta se, e somente se, suas fungdes coeficientes

satisfacam as seguintes relagoes:
R
I+R,=—— (1.55)
U
se ao menos uma das fungoes A, By, C, Dy, F;, F} for nao-nula,
Ri+H+ (Ruy+L+HR'(I+R,))u=0, (1.56)
Ay +2C, —2F + (Ay, +2Cpy — B, — 2P, —2F R (I + R,))u =0, (1.57)
Ay +2Dy —2E+ (Ap+2Dy, — B, —2Q, —2ER (I + R,))u=0, (1.58)
G+ (Ry—Awy—Coo— Dy + E,+ Fo + Hi+ 2GR (I + R,) — G,)u =0, (1.59)

onde as funcgoes A;, Bi, C1, Dy, Ei, F; definidas no enunciado do Teorema 1.2

satisfazem as relagoes (1.44, 1.45, 1.46, 1.47, 1.48, 1.49).

19



Como um primeiro exemplo de aplicacao do Teorema 1.2 obtivemos o

corolario

Corolario 1.15: A equagao do fluxo geométrico hiperbdlico, (1.20), é uma equagao

nao-linearmente autoadjunta.

Como um primeiro exemplo de aplicagao do Corolario 1.13 obtivemos o

coroldrio

Corolario 1.16: A equagao do fluxo geométrico hiperbdlico, (1.20), é uma equagao

quase autoadjunta.
Como um sexto exemplo de aplicacao do NTLC obtivemos o corolario

Corolario 1.17: A unica lei de conservacao nao-trivial para a equagao do fluxo geométri-

co hiperbélico, (1.20), gerada pela sua édlgebra de Lie:

0 0 0 0
X = (Cl_’_CQt)&_’_g(l‘yy)%+n(xay)8_y+2(62_§m)%v

onde ¢y, ¢z sao constantes arbitrarias, &, = n,, 7, = —&,, ¢ a divergéncia
Div(C) := D,C' + D,C* + D,C?,

a qual se anula sobre as solugbes da equagao (1.20), e seu vetor conservado C' :=

(C,C? C3) é dado por:
Cl=c"u, C*=—u, C°=—u,
Como um segundo exemplo de aplicacao do Teorema 1.2 obtivemos o co-
rolario

Corolario 1.18: A equacao
Uy = f(u) (Ugg + Uyy) + Aup

com f = f(u) e A ambos nao-nulos, é uma equacdo nao-linearmente autoadjunta se, e

Au

somente se, f(u) = ae*™ onde a é uma constante nao-nula.

Como um segundo exemplo de aplicacao do Corolario 1.13 obtivemos o

corolario
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Coroldrio 1.19: A equagao do fluxo geométrico hiperbélico modificada, (1.21), é uma

equacao quase autoadjunta.
Como um sétimo exemplo de aplicagao do NTLC obtivemos o corolario

Corolario 1.20: As leis de conservacao para a equacao do fluxo geométrico hiperbdlico

modificada, (1.21), geradas pela sub-algebra de Lie:

0 0 0 g 2 0 0 g 20 0 0
Vl—&J@—%,Vs—8—y,V4—ta—X%,Vs—$%+ya—y+xa>%—y%—xa—y,

onde o = a(z,y) e f = B(z,y) sdao fungdes harmonicas tais que at +  # 0, sdo as

divergéncias

Div(C) :=D,C' + D,C* + D,C?,

as quais se anulam sobre as solugoes da equacao (1.21), e seus vetores conservados
C = (C',C?,C?) sao dados por:

e Para o gerador Vi, de translacao em ¢, as componentes do vetor conservado sao
Cl=eMau, C*=a,u—au,, C°= Oy U — O Uy

e Para o gerador V5, de translacao em x, as componentes do vetor conservado sao

2
o= [X%_%u+<axt+6z>ut+<Au—2>aux e,
2
c? = (X_u> (Qyy t + Byy) = (ant + Bo) up — (Au—2) e uy,

2
3 — (u - X) (Qpyt + Bay) — (apt + By) wy.
e Para o gerador V3, de translagao em y, as componentes do vetor conservado sao

C' = [—ayu+t (ayt+ By)u+ Auau,)e M,
C? = (Quyt+ Buy)u— (ayt + By) uy,

C? = (ot + Bux)u— (yt + B uy, — Auae " u,.
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e Para o gerador Vj, de dilatacao em ¢ e u, as componentes do vetor conservado sao

ct = E@u —|—(2at—|—ﬂ)ut} e M,

C? = <u—§) (apt+ Be) +tazu— 2at+ ) uy,

2

c? = <u— X) (ayt+ By) +tayu— (2at+ ) u,.

e Para o gerador Vs, de dilatacao em x, y e u, as componentes do vetor conservado

sao
¢l o= E%x—(%x+ayy+2a)u+[(Oéxt+5w)$+(%t+/@y)y]“t
+ (/\u—2)ozxum—|—)\uozyuy]€_ma
o2 = é_u) (ayyt+ﬁyy)x+(§+U> (azt + )
+ (Ot + Buy)yu— [(aat+ Be) 2 + (ayt+ B) Yl e — (Au—2)aze " u,
o3 — u—%) (Qpyt+ Boy) v+ [yt + By — (e t + Buz) Y] u

— [(agt+ Be)w + (ayt + B,) ylu, — Auaye " u,.

e Para o gerador V4, de rotagdo no plano Ozy, as componentes do vetor conservado

sao
2
¢ = o (o -aaut ot 5y 0yt +5)elu
+ ()\u_2)ayux—)\uaxuy]64“,
2
Cc* = A —u) (yy t + Byy) y — [(awy t + Bay) T + oyt + Byl u

- [(Oégct‘i‘ﬁz)y_(Oéyt‘f‘ﬂy)x]um_()‘u_2)ayei)\uut’
o = (u—§>(axyt+/3xy)y+(§+u) (azt + Bz)

+ (aﬂmt—’_ﬂﬂw)xu_ [(O‘xt+ﬁx>y_ (O‘yt‘f‘ﬂy)x] uy‘f'/\ucyxe_)\uut.
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Capitulo 2

O Método de Ibragimov

Neste capitulo desenvolvemos a teoria de Ibragimov para equacgoes diferen-
ciais escalares nas variaveis independentes ¢, x, e y, a menos de declaracao contraria.
Para equagoes mais gerais a literatura bésica recomendada sao os artigos [5, 18, 19, 6,
20, 21, 9, 22|. Entre as muitas aplicagoes desta teoria citamos, por exemplo, os artigos
[25, 26, 27, 28, 29, 20, 30, 31, 32].

Na primeira se¢ao estudamos a equacao adjunta.

Na segunda secao estudamos o Teorema de Noether, enfatizando a Identi-
dade de Noether, a qual é fundamental na teoria de Ibragimov.

Na tltima secao estudamos o NTLC de Ibragimov, o qual foi uma das mo-
tivagoes na escolha do tema da tese, logo é o teorema central para a obtencao dos

resultados originais do trabalho.

2.1 A equacao adjunta

Definimos uma func¢ao diferencial conforme [5, 18, 6, 9].

Definigao 2.1: Sejam ¢, x, y as varidveis independentes, u = u(t,x,y) a variavel
dependente, ut, Uy, Uy, Ugs, Ugy, Uyy, €tc., suas derivadas parciais. Uma fungao F das

variaveis t, T, y, U, Uz, Uy, Uy, Ugg, Ugy, Uyy, etc., é chamada de funcao diferencial se
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ela for localmente analitica, isto é, se ela admitir localmente uma expansao em série de
Taylor.

O conceito de Lagrangeana formal ¢ introduzido de acordo com [5, 21, 9].
Definicao 2.2: Sejam F uma funcao diferencial das varidveis ¢, x, y, u, s, Uz, Uy,
Ugz, Ugy, Uyy, €tc. € v = v(t,x,y) uma nova variavel dependente, chamada de varidvel
adjunta, também chamada de varidvel nao-local (conforme [5]). Definimos a fungao
Lagrangeana formal de F para ser a seguinte funcao diferencial das variaveis t, z, y, u,
U, Uty Ug,y Uy, Uggy Ugy, Uyy, €LC.

L:=vF. (2.1)

Definigao 2.3: ! Sejam dadas a funcao diferencial F e a equacao diferencial
‘/T_-(ta T, Y, Uy Uy Ugy Uy Uggy Ugy, Uyy, * * ) = 07 (22)

denotada por Flu] = 0, definimos a fungao diferencial adjunta F* por

oL
Fr = = 2.3
6u ) ( )
e definimos a equacao adjunta a equacao diferencial acima por
f*<t? TyY, U, UV, Ugy Vg, Ugy Uy, uya va Ugz, Vzx, u:cya U:cya uyya Uyya T ) = O, (24)
denotada por F*[u,v] = 0, onde
) 0 0 0 0 0 0 0
—=—-D—-D,— —D,— +D,D,—— + D? D? —- (25
ou  Ou “ou, ou, yauy + y@uxy T Uy + Y Ouy, (2:5)

¢ o operador de Euler-Lagrange relativo a variavel u e

— 9 9 9 0 0 0 0 0 0 ...
Dy = 5 + Uiy T Vg, + Ungy, T Vg, T Ut g, + Vg, T Uyg, T Vg, T
A 0 9 0 0 0 0 0 D 4.
Dy = gy +Uagy T Vugy + Uagy, T Vg, T Usagy, T Ve, t Usypy, + Veygy, T
- 9 9 9 0 9 0 0 e 9 4.
Dy = g, +uygy + Vygy T iy gy F Vg T syt Veyges T Uyyg,s T g, T

sao os operadores de derivadas totais em relagao as variaveis ¢, z e y respectivamente.

'Em [18, 19, 21, 9] esta definigao é mais geral. Aqui consideramos o caso de trés variaveis indepen-

dentes e uma varidvel dependente.
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Agora definimos as equagoes nao-linearmente autoadjuntas, quase autoad-

juntas e estritamente autoadjuntas segundo [9].

Definigao 2.4: ? Considere as equagoes diferenciais (2.2) e (2.4) na Definigao 2.3.
A equagao diferencial (2.2) é chamada de ndo-linearmente autoadjunta, se existir uma

funcao diferenciavel nao-nula
v =t z,y,u) (2.6)

satisfazendo a igualdade

Fo=pttoyu) = A F (2.7)

para algum coeficiente A = A(t, z,y,u,---) a ser determinado. Se v = p(u), a equagao
(2.2) é chamada de quase autoadjunta. E se v = u, a equagdo (2.2) é chamada de

estritamente autoadjunta.

Observamos que a func¢ao adjunta v = (¢, x,y,u) é uma solucao particular
da equagao adjunta (2.4) sempre que u = f(¢,z,y) for uma solugao da equagao (2.2).

As equagoes determinantes de autoadjunticidade nao-linear para a equagao
(2.2) sao obtidas equacionando os coeficientes dos monomios u;, Uyy, Uge, Uyy, Uy Uy,
u?, ug, Uy, Uy, etc. na equacao (2.7).

Vejamos alguns exemplos encontrados em [21, 9]:

Exemplo 2.1: [[21], pdgina 9] A equacao do calor
Up = Ugg + Uyy

¢ uma equacgao nao-linearmente autoadjunta, mas nao ¢ uma equagao quase autoad-

junta.

2Esses conceitos foram introduzidos por Ibragimov na seguinte ordem temporal: equacdo auto-
adjunta [5, 18, 6], equacdo quase autoadjunta [19, 20], equacdo quase autoadjunta generalizada [9] e,
finalmente, equagio nao-linearmente autoadjunta [21, 9]. Em [19, 20] a equagdo quase autoadjunta é
definida exigindo que ¢’(u) # 0, em [9] Ibragimov a generaliza da forma aqui apresentada. Observamos
que existe o conceito de equagao fracamente autoadjunta introduzido por Gandarias em [22, 23], o qual

exige que ¢ dependa explicitamente de todas as varidveis, veja a dissertagio [24].
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De fato, sua Lagrangeana formal é dada por

L= v(up — Ugy — Uyy),
e sua fungao diferencial adjunta é dada por
oL 0 0 0
Fr=—= = (-D,=— +D? D? —
ou ( You, + T OUgy + Y Ouy,

= —Dyw—D>v— Djv.

Substituindo v = (t, z,y,u) e suas derivadas parciais

) (0 = )

UVt = Pt TPy Uty Vg = Pgpt Oy Uy, Uy = §0y+§0u Uy Vpg = Qoa:x+2gpxu Uz + Puu ui+90u Uz

ny = Soxy + Pru uy + Soyu Uy + Puy Ug uy + Pu u:}cy; Uyy = (Pyy + 2 Soyu uy + Puu Uz + Pu uyya

na funcao diferencial adjunta, temos

*
‘F |U=90(t7513:yvu) =

2
Pun uy — Pu uyy

_SOt_Souut_szx_QQOxuux_‘puuqug_@uuxx_¢yy_2¢yuuy_

2 2
= —Qu Ut — Py Ugg _Spuuyy_2(pyuuy _290muua: — Puu Uy _Spuuuy -

Pt — Paz — Pyy-

Agora obtemos as equacoes determinantes de autoadjunticidade nao-linear

equacionando os coeficientes dos monOMIos Uy, Usy, Uyy, Uy, Uy, U2

(2.7):

oy =
_oy =
oy =
_2(Pyu —
—2¢pu =
o =
o =
—Pt — Doz — Py =

26
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Somando as duas primeiras equagoes determinantes segue que a funcao ¢ é

qualquer solucao nao-nula ¢ = ¢(t, z,y) para a equagao adjunta, a saber,

Pt + Pax +90yy = 0.

Como a fungao ¢ é independente da variavel u, entao a equacao do calor nao é quase
autoadjunta.

Porém ela pode se tornar uma equacao estritamente autoadjunta através de
um multiplicador g = p(u) # 0 adequado. Com efeito, a sua nova fungao diferencial

adjunta é dada por

N 0
Fo= E(Uﬂ[ut — Ugy — Uyy))
0 0 0 0
= (= —D,— 4 D? D? — . — Uy —
<a taut + xaumm + yauyy ) (W’J[Ut u uyy])
= v (U — Uy — Uyy) — p Dy — v ' uy — pu (D2v —I—Dzv) — 24 uy Dyv —
2 11ty Dy — 0 (U + 1wy + " 0l + " u?)

= —uDw — p(Div+ Div) — 24 (ug Dyv + uy Dyv) —

U2 Uy + 2 1wy + p" 0+ " ),

e apés a substituicao de v = ¢(t, z,y, u) e suas derivadas parciais na fungao F* obtemos

Flompttagu) = —1 (Pt + Putir) = 1t (Par + 2 Pou e + Puu Uy + Pu Uax + Pyy +
2 Qyu Uy + Pty + Putiyy) — 21 g (00 + Putty) —
214wy (g + Qutty) — @ (2 1 g + 2 1 uyy + p" u + p" ul)
= —pPut — (1 pu + 2 1 Q)uge — (1w + 24 )ty —
2(ppyu + 1 @y)tty — 201 Py + 1 02t — (1 Puu + 24 0o + 1 )uE —

(b Pun + 21 oy + 1" Q)2 — (1( 01 + Caa + Pyy)-

Assim temos as equagoes determinantes de autoadjunticidade nao-linear:

27



u: —[Pu = A,
Usg —(Hput2p9) = —Ap
Uyy: —(nput2p¢) = —Ap,
Uy: 2oy + 1 py) = 0,
U —2(ppzu + 1 pr) = 0,
w2 —(ppu + 20 oy + ") = 0,
up: = (w24 oy + ") = 0,
1: — (Pt + Paz + 0yy) = 0.
Tais equagoes sao equivalentes as seguintes:
Heu = A,
(Hout+200) = —Ap,
(@) = 0,
(1P)ew = 0,
(L) = 0,
(@)t + (B Pz + (1 p)yy = 0

Somando as duas primeiras equagoes temos que a funcao uy é qualquer
solucdo nao-nula a = «(t,z,y) para a equagdo oy + uy + a = 0. Uma solugao

particular é obtida tomando p = % e p=u.

Exemplo 2.2: [[9], pagina 15] A equacao de Burgers
Ut = Ugg + U Uy

é uma equacao nao-linearmente autoadjunta, nao é uma equagao quase autoadjunta,
mas torna-se uma equagao estritamente autoadjunta via um multiplicador p = p(u) #

0.
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De fato, a sua funcao diferencial adjunta é dada por

)
Fro= E(Uﬂ[ut_uxm"'uux])

) ) o ., 0

= vp (U — Upe + Uuy) + 0 puy — pDiw — v p up —

puDev — v (p w4 p)ug — u D2 — 24 uy Dpv — v (1 U + 1" u2)

= _MDtU - ,uDiv - (:uu + Q,U/ux)DxU - v (2,u/umc + :u” ui)?

e ap6s a substituicao de v = ¢(t, z,y, u) e suas derivadas parciais na fungao F* obtemos

f*|v:¢(t,$,yvu) = M (‘Pt + Pu ut) — K (Wzr + 2 Oy U + Puu ui + ¢y Um) -
(w424 ue) (0o + Putin) — 0 (24 gy + " u3)
= —pouty — (Lo + 21 Q) gy — (21 Py + 241" 00 + pu g )y —

(1 un + 2 1 u+ 1" QYU — 1y — [t Prw — LU Py

Assim temos as equagoes determinantes de autoadjunticidade nao-linear:

(% —pou = Ap,
Usg: —(ppu+2p ) = —Ap,
Uyt — (2 au + 20 0r +pup,) = Apu,
w2 —(ppu 20 o+ ") = 0,
1: —[ Pt — [ Pue — pUP, = 0.

Somando as duas primeiras equacoes temos que a funcao p e é indepen-
dente de u. Substituindo-a nas outras equagoes chegamos a conclusao de que pp = c,
uma constante nao-nula. Uma solucao particular é obtida tomando p = % e =u.
Considerando a equagao original, sem o multiplicador u, obtemos uma solucao parti-
cular ¢ constante nao-nula, implicando que a equacao de Burgers é nao-linearmente
autoadjunta e nao é quase autoadjunta.

Agora vejamos a defini¢ao classica de operador adjunto para um operador

diferencial conforme [33].
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Definicao 2.5: Seja H o espaco de Hilbert formado por todas as funcoes u : R™ — R

de quadrado integravel, com o produto interno entre u e v definido por

<u,v >i= / u(x) v(x) dx.
Seja L : D(L) — H um operador cujo dominio D(L) C H é um subespago
linear denso em H. Definimos o operador adjunto como o operador L* : D(L*) — H

satisfazendo a igualdade

[ Lutveix = [ oL dx,

para todas as fungoes u € D(L) e v € D(L*).

O operador L é chamado de autoadjunto quando L* = L.

Seja L o operador diferencial linear de ordem n, um nimero inteiro positivo,
definido por

L{u] == cu+ b u; + a7 ug + -+ a7y,

(2.8)

n?
onde as somas obedecem a notacao de Einstein?, e as funcoes reais c, b, a¥,--- , @t
sao funcoes diferenciaveis da variavel x até a ordem n, com ao menos uma das fungoes
a’» nao-nula. Observamos que os indices variam conforme 1 < ¢; < --- < 4 < m
para todo 1 <[ < n.

Um dos primeiros resultados da teoria de Ibragimov garante que a equagao
adjunta para uma equacao diferencial linear coincide com a sua adjunta classica. Para

demonstra-lo consideramos os lemas seguintes:

Lema 2.1: Sejam u, v : R™ — R funcgoes diferencidveis arbitrarias e n um numero

inteiro positivo. Entao sao verdadeiras as relacoes seguintes:

n

— s+1 n ;7
E VUgyg, = E D;, E (1) Wigein i1 Wip s rgein | F(=1)" 03z, w  se n é impar,

s=1
n

Zvuil...in = th Z:(—l)s%...infs+1 Wiy o roin | H(—1)" iy, u se n é par, (2.9)

s=1

3se 0 mesmo ndice aparece exatamente duas vezes em algum termo monomial, uma vez como ndice

superior e outra como indice inferior, entao devemos somar o monémio sobre todos os valores possiveis

daquele indice.
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nas quais a soma € sobre todos os indices 1 < ¢; < --- < 1, < m, e convenciona-
mos que v;,..., uin+1in = Vigeiy, Uy Vigiq Uigeviyy = UV WUjgeiyy Vigevigy_1 Winin = Vigeip_q Wiy €

Vigip Wig-in 1= Viy Ujg..;,, quando o indice mudo s varia entre 1 e n.

Demonstracao: As relagoes sao consequéncias da regra da derivada do produto de

funcoes diferenciaveis e do Principio de Inducao Finita. <

Lema 2.2: * Considere os operadores diferenciais Dy, a%, % com 1 <4 <...<
s

1y < m para todos 2 < [ < n, e inteiros positivos n, m, k. Entao sao verdadeiras as

relacoes seguintes:

0 0
— D, =D, —
ou " M ou’
0 0 0
D;— D, = Dy — + Dyi —,
ou; k " ou + P ou;
0 0 0
auir--z a Wiy auil"-il
0 0 0
Dz -7 D_Dz -7 Dzz—u
1 za“ k kig-- lam ”—‘f_ kiq lauilmil
nas quais a soma ¢é sobre todos os indices 1 < iy < --- <1, < m, convencionamos que
Dil'“il = Di1 cee Dil‘
Demonstracao: Temos
QD —g i—|—u£+v 8—iru 0 +v 0 +
Bu " ou \ork " Tou ' Fov T Mou, T Moy
0? 0? 0? 82 0?
= o7rou T "o T voa T M awou " uou
0 . 0 n 0 . 0 . 0 n 0
=(=—4u—+v U v ) =
ar* " Fou ' Fov T Mou, Yo, du
0
— D, —
k) au7

4Lemma 7.1, [9]. Aqui o apresentamos escrito de forma compacta.
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0 0? 0? 0? 0? 02 0

— D, = o T Y
0w, F T 0w | " oudw T " ovow | M awon T Maon T % da
= a+ua+va+ua+va+ 0 (5’“8
“\ozk T Fau T Poe T M ou T Mo, du; ' ou
0 0
=D 5F—
F 8uz + ! 8u’
0 0 0
D, — Dy = Dy; — + D), —.
ou; k b ou; + D ou
Convencionamos que 551]1”” "=1se{k,ji,-- ,Ji-i} = {i1,--- it} e é zero
nos outros casos.
Para [ = 2 obtemos
0 D 0? n 0? n 0? n 0? n 0?
P e u v Uk s Vi
8um-2 k 8:):’“8141-12-2 b 3u8ui1i2 k 81}8%1,-2 ki 8ujc9um-2 ki avjﬁuiliQ
.0
k
* dungy,
0 0
=D + oF
b 8uim " 8UZ2
0 0 0
Dilig au—m D Dkzlzg a 117/2 + Dkig 8_72
Para [ = 3 temos
0 D il +-tu il +v i +---+
a7“%12‘22'3 8xkauilizis L aujljzauilizis o avjljz auiliﬂ's
kg2 0
111213 8 J1jo
0 0
= D, +6F
auiliglg a Z2'L3
0 0 0
D'le—D Dlll +D21—
19213 auilig’i;g kirigiz 8 Uiy inia kigig ou Uinis
Finalmente para 3 <[ < n obtemos
0 0? 0? ki 0
D, = ——— 5]1 Ji-1
811,1'1...2‘1 F &Bkau“” + +Uk]1 S aujl.,.jl_lauil...” o E anl...jl_l
0 0
=D + oF ,
F O, ...i, Oy,
0 0 0
1 lauil---il kiq-- za Uiy, + Dy ) -
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Lema 2.3: * Sejam k& um nimero inteiro positivo, D, um operador diferencial e 5% 0

operador de Euler-Lagrange. Entao é verdadeira a relagao seguinte:

5
=D =0. (2.10)

Demonstracao: Aplicando o Lema 2.2 e manipulando os indices obtemos

%Dk = (%—Dja%jjuuja%ﬁ —--.+(_1)n2)il_,_in%+...> D,
= D, 8% — Dy, a% Dy; 8%] + Dy 88] + D 8223 — oo+ (=1)"Dpsy..i, 5 j%
(=1)"Driy-vin 5 ?n + (=) Dy 5 jml i
(1" Dhgyin g 00
ou seja,
%Dk =0

2
%

Proposicao 2.1: ® Considere L o operador diferencial linear de ordem n definido por
(2.8) e a equagao diferencial linear L{u] = 0. Entao a igualdade seguinte esté garantida

para todo v € D(L*):

L*[v] = L7[v],

onde L*[v] =0 é a sua equacao adjunta conforme a Definigao 1.3.

4Lemma 7.2, [9).
SEsta é a Proposition 1.1, [9], a qual é demonstrada para o caso de k varidveis dependentes. A

nossa prova é especifica para o caso de uma tnica varidvel dependente sendo simplificada pelo uso do

Lema 2.1.
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Demonstracao: Sem perda de generalidade, supomos que n seja um nimero inteiro
positivo impar e aplicamos a primeira relacao do Lema 2.1 para a funcao diferencial

v L[u]. Analogamente se prova para n um nimero inteiro positivo par. Entao obtemos

vL[u] = v(cu+bu + a7 uy+ -+ a " ug )

= ucv+ Di(b'vu) — Dy(b" v)u + D;(a” vu; — D;(a”? v)u) + Dyj(a” v)u

S Z D;, (Z(_l)s—i-l (&il.‘.in U)i2-~-in_s+1 uin_s+2~-~in>

s=1

+H(=1)"(@" " )iy, u
=u (CU - Dl(bl U) + Dij(aij U) + - +(—1)nD“ln (ail"'i" U))
+ Z D;, (bi1 vu+a vu; — D;(a v) u)
4.4 Dil (Z(—l)erl (ai1--~in v)iz"'in—s-‘rl Uin_s+2...in> ,
s=1

ou seja,
vLu] = uL*[v] +D;C", (2.11)
onde o operador diferencial adjunto é definido por
L*v] = cv—D;i(t'v) + Dy(a@?v) + -+ (=1)"Dj,.q, (@ 0),  (2.12)

e as funcoes C'' sao dadas por

n
Cil = bil vy + ailj v uj - D](a’llj U) u + T + Z(_l)s+1 (ail"'i" /U)iZ”'inferl uinfs+2"'in'

s=1
A funcao diferencial adjunta para o operador diferencial L é dada por

L] = oL

ou seja,

5 .
L[] = —[uL’[o] + D, ")

conforme a relagao (2.11).
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Como

)
~u L[] = L',
e pelo Lema 2.3 segue que
%) )
—(D: O =
(S'Ll/( llc ) O?
entao
L*[v] = L*[v].

R
**

Portanto, a Proposicao esta provada.

O fato da equagao do calor (veja o Exemplo 2.1) ser uma equagao nao-
linearmente autoadjunta decorre do resultado seguinte, o qual é verdadeiro para todas

as equagoes diferenciais lineares.

Proposicao 2.2: ¢ Considere L o operador diferencial linear de ordem n definido por
(2.8) e a equagao diferencial linear L[u] = 0. Entao ela é uma equagao nao-linearmente

autoadjunta.

Demonstrag¢ao: Como o operador diferencial adjunto

L*v] = cv—D;(t'v) + Dy(a?v) + -+ (=1)"Dy..i,, (@™ v)

= Qv+ v+ Vij e+ chin Vig i
¢ independente da varidvel u, substituindo-o na relagao (2.7)
L' mpie) = A L
para obtermos as equagoes determinantes de autoadjunticidade nao-linear:

Uiy (—1)aiing, = A,

1. Qo+ttt = Aeu.

6Esta é a Proposition 5.2, [9].
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Supondo, sem perda de generalidade, que a equagao diferencial adjunta ad-
mita uma solugao nao-nula v = ¢(x), tomamos A = (—=1)" ¢, (uma vez que a/'"Jn # (
para certos indices ji,--- ,jn). Dai ¢ satisfaz todas as equagoes determinantes; ja que
todas elas, exceto a tultima, envolvem ¢, ou derivadas parciais de ¢, em suas parcelas.

R

Portanto segue a autoadjunticidade nao-linear da equacao diferencial linear. <»

O fato da equagao de Burgers (veja o Exemplo 2.2) ser uma equagao nao-
linearmente autoadjunta decorre do resultado seguinte:
Proposigao 2.3: ” Considere a equagao diferencial F[u] = 0. Entao ela ¢ uma equagao
nao-linearmente autoadjunta se, e somente se, ela for estritamente autoadjunta quando

reescrita na forma
p(x,u) Flu] =0
para algum multiplicador u # 0 conveniente.

Demonstracao: A condicao de ser estritamente autoadjunta para a equacao

p(x,u) Flu] =0 é dada por i(wu]-') =\ F,

ou

w=u
onde w é a varidvel adjunta e A = A\ 1t para algum coeficiente A;. Para qualquer solugao

u de Flu] = 0 temos que

9 9 9 o OF OF

com v = w u(x,u) a nova varidvel adjunta.
Suponhamos que a equacao diferencial Flu] = 0 seja nao-linearmente auto-

adjunta. Entao a relacao anterior implica que a condic¢ao de ser estritamente autoad-

junta estd satisfeita tomando p(x,u) = ‘p(’;’“) ed=A+u %

"Theorem 8.1, [9].
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Reciprocamente, suponhamos que a equagao p(x,u) Flu] = 0 seja estrita-
mente autoadjunta, entdo a equagdo Flu] = 0 torna-se nado-linearmente autoadjunta
ou

tomando p(x,u) = wp(x,u) e A=\ —u F *»

2.2 A identidade de Noether

No estudo de equacgoes diferenciais o conceito de leis de conservagao, o qual
¢ uma formulacao matematica das familiares leis da fisica de conservagao de energia,
conservacao de momento linear, etc, tém um papel importante na determinacao de
estimativas a priori e analise das propriedades basicas das solucoes.

Em 1918, Emmy Noether provou um resultado fundamental para as equagoes
que surgem de um principio variacional. Tal resultado nos diz que cada lei de con-
servacao vem de uma correspondente propriedade de simetria da equagao. Por exemplo,
a invariancia de um principio variacional, isto é, do funcional de agao, sob um grupo de
translagoes no tempo implica a conservacao de energia para as solugoes das equacgoes
de Euler-Lagrange associadas, e a invariancia sob um grupo de translacoes espaciais
implica a conservacao do momento linear.

A seguir desenvolvemos a teoria de Noether conforme a perspectiva da nossa
proposta de tese, para resultados mais gerais recomendamos o livro fundamental de P.
Olver [4], e as teses em portugués [34], [35].

Comecamos com algumas defini¢oes basicas, depois apresentamos a Identi-
dade de Noether e o Teorema de Noether. As leis de conservacao para uma equagao

diferencial sao expressoes de divergéncia conforme a definicao seguinte:

Defini¢ao 2.6: Dada uma equagao diferencial F[u] = 0, uma lei de conservagao para

a equacao ¢ uma expressao na forma de divergéncia
para alguma funcdo vetorial C'(x,u(™) = (C',--- ,C™), chamada de vetor conservado,
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tal que a divergéncia se anula sobre todas as solugoes u = f(x) da equagao diferencial

dada. O sfimbolo u™ representa o conjunto formado pela variavel dependente u e pelas

suas derivadas parciais até uma certa ordem n, onde n é um nimero inteiro positivo.
Quando C(x,u™) = 0 para todas as solucdes da equacio diferencial, dize-

mos que a lei de conservagao ¢ trivial do primeiro tipo.
Vejamos um exemplo:

Exemplo 2.3: Considere a equacao de onda unidimensional escrita na forma de um

sistema de duas equacgoes evolutivas de primeira ordem:

U = Uy,

V¢ = Uyg.

Considere os vetores conservados dados por:

1 1
C = (§U? + §Ui, —Utux> s

~ 1 1
Cc = (—vz + ~u? —vxux> :

2 xT 2 x?
1 1
B = (5“’? — 50127, Vyplly — utux> )

As expressoes seguintes sao leis de conservagao:

1 1
Div(C) = D, <§uf + §ui) — D, (usuy,)

= Ul + UgUgy — (ut:vux + utu:m:)

= UtUyt — UtUgy

= 07
o 1, 1,
Div(C) = D §Uﬂ’+§ux — D, (vpuy)
- 0,
| 1, 1,
Div(B) = Dy JUt — 5% + D, (vt — uguy)
= 0,
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sobre as solugdes do sistema. Notemos que Div(B) = 0 é uma lei de conservacao trivial

do primeiro tipo.

Definicao 2.7: Um segundo tipo de trivialidade ocorre quando a identidade D;C* = 0
é vélida para qualquer funcao u = f(x), independentemente dela ser solugdo de uma

equacao diferencial, tal divergéncia é chamada de trivial do segundo tipo.

Vejamos alguns exemplos:
Exemplo 2.4: A divergéncia D;(u,) — D,(u;) = 0 é satisfeita por qualquer fungao
u = f(t,z) duas vezes diferencidvel.

Exemplo 2.5: A expressao D,C! + D,C? + D,C? = 0 é uma divergéncia trivial do

segundo tipo se, e s6 se, C' for um campo vetorial rotacional, C' = rot(Q) com

Q = (Q17Q27Q3)7 Ql = Ql(t7xay7u>a QQ = QQ({:?xvyau)v Q3 = Q3(t7x7yvu))
Cl = DxQ3 - DyQQa CQ = _DtQ3 + Dlea 03 = DtQQ - Dle

Definicao 2.8: Dizemos que uma lei de conservacao é trivial quando ela for uma
combinagao linear de leis de conservagao dos dois tipos acima. Duas leis de conservagao

sao equivalentes se elas diferem por uma lei de conservacao trivial.
Vejamos um exemplo:

Exemplo 2.6: No Exemplo 2.3 temos

Div(C) — Div(C) = D, (%uf — %Ui) + D, (vyuy — upuy) = Div(B),

ou seja, as leis de conservagao determinadas por C' e C' sao equivalentes.

A identidade seguinte é de fundamental importancia na teoria de Noether
e de Ibragimov, sendo valida para qualquer operador diferencial, nao necessariamente
gerador infinitesimal. A origem de tal identidade se encontra em [3] e aparece explici-
tamente em [36] e depois em [37] (mas nao estd demonstrada com rigor). Uma prova
é dada em [38], devido a sua importancia. Apresentaremos a nossa versao para tal

demonstracao.
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Proposicao 2.4 (Identidade de Noether): Considere o operador

, 0
X =&(x,u + Ny (x,u ,
€0, u) 4 e, )
e sua correspondente caracteristica W = (Wy,--- ,W,), W, =1, — & u? e X™ a sua n-

ésima extensdo infinitesimal, £ = £[x,u™] uma funcio diferencial arbitraria definida
sobre x € Q C R™, u € U C RP, entdo existe uma funcio vetorial C,(x,u™) =

(C,---,C™) tal que

X" (L) + Div(€) L =W, (?TE + Div(Cy,),
onde
i oL oL oL ntl oL
C' = EL+W, Dt D]aT?jJrDjka o + -4 (—1) Dzz...lna%2 -
oL oL oL oL
D) |G = P + D oot () Pt
du ou Wik auijkl i Uijig-in,
oL oL oL oL
+ (DLW, -D + D +o 4 (=)D,
(D) Ity Ui la“z'yjkl la“Zkzs =1 ou W kg,
oL oL oL
+ o+ (DZ-Q...Z-%lWl,) m — Dznm + (DZanWl,) 8u;’w l

(2.13)

Demonstra¢ao: O n-ésimo gerador infinitesimal estendido é dado conforme (Theorem

2.36, [4], pagina 110) por

o,
X(n) — 7 : 21 g
ox’ ou ouy ;.
o, ) 0
_ 7 W i,V Dz " Wy i,V
5 a i ( +£ )a v ( 1 k +£ ’Ll Zkl)a 71;1 Zk
(0 0 0 0 0
= & . v v P — v — Dzlz
g (83:1 + ul 8u” + u“ Zkl a ;,/1 ’Lk) + W aulj + kW a ;/1 lk
= €D+ XY, (2.14)
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onde
n 0
X" = W,=— +D,,.
U

Podemos reescrever tal operador como

(n) 0 k 9 k+1 9
X = W, =—+(=1)"Dy..; D, ..i _— 1 Diy i
w W <auy +( ) 1 ka ;/1 Zk) + 1 kW au;lk +( ) W, 1 ka lyl N
4] 0 0
- WV— Dz s W —1 k+1W Dz .
(5”” + 1 k 8 Zyl i +< ) 1 ka ’1;1 i
onde 5 ¢ o operador de Euler-Lagrange relativo a variavel u”
Entao temos
X(L)+ Div(€) L = €Dy(L)+ X5 (L) + Div() £
= Dw(EL)+ X(L)
oL oL oL
= Div(€L)+ W, — +Diyy..iu Wy, ——— + (=)W, D;, .
Z’U(g )+ SuV + 1l 8u7,yl i +( ) 1 ka Izjl N
Agora basta provarmos que
oL oL
ZD“ W 5 +(“1)H, Dy, i g — = Div(Co = € L), (2.15)

11 g 11 M

onde C,, é dado por (2.13).

Aplicando o Principio de Inducao Finita sobre n obtemos:

oL oL oL
DW@V WD@”_Di<W”8_1L;/)’
oL oL oL oL
D@W,,a WDaZJrDDWaUU WDD]@U
D; W DWW, — oL DWDaE WDDjaﬁz
'LV 8Uij 0uij 81’
Dl(Wy , V&L‘) D; (WD aE)-H/V DD]a£ _Wypipjﬂz
ouy; ouy; duy; Ou,
oL oL
| (G =g ) + 2 g |

Assim a sentenga (2.15) é verdadeira paran =1en = 2.
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Agora vejamos que a sentenga (2.15) é verdadeira para n+ 1 sempre que ela

o for paran > 1,

n+1
oL oL oL
Di, ... + (=1)"'W, Dy, = Div(Cp — L)+ Dyyoiy Wy =————
Z k aull ik ka U, .. ik ' 8ui1"'in+1
oL
+ (_1)n+2Wl/Dll Zn+1ay—7
1141
C,, é dado pela hipotese de inducao, valida paran > 1, e
oL n oL
Dil...in+1wy 8UV— + (—1) +2 W, D“ Z”+18V— =
11 tn4+1 11 tn+1
oL oL oL
Di, | Diyeiy W . —Diyi,, W, D; + (=)W, Di, .., Y
1 ( ’ o a (A% Zn-~-1> ’ o 1au11 U1 " +18 11 U1
Aplicando o Lema 2.1 com v := W, e v := Dnau—’ sem perda de

11 tn41
generalidade assumimos que n seja um inteiro positivo impar, analogamente podemos

provar para n um inteiro positivo par, entao temos

oL o oL
IDiQ"'in+1Wl’ Z1 = Din«!»l Z(_l) +1Di2"'in+175.[A/,V D’Ln+2 s" 74nll v
ot . . ou
7 7,n+1 s=1 11 ln+1
oL
+ (_1)n W,, D’Lz in4101 ou?
11 ln41
Continuando os calculos,
oL . oL
Dil...inJrl W, W + (—1) +2 w, Dn szrlaI;—Z =
1 n+1 1 n+1
oL " oL
,Dil (Di2”'in+1W ay—> _DinJrl (Z(_]‘) +1,D74'2"'in+17$V[/V Dln+2 s* lnlla v )
11" tn+1 s=1 11 n 41
. oL . oL
+(=D)" W, D,,. i1 + (=)W, D;,.. e
11 Zn+1 11 tn+1
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oL " oLr
Dil (Diz...inHW aV— +Z(—1) Diz...in+175WV ,Dzn+2 s inal al’—> +

1rtngtl s=1 114l

( )n—H (W D. 8_5 +Di1WuD 8—£> +

i1 Zn+18 v i zn+1a P
'Ll Z')’H—l 0141

n oL
(_1) +2 Dil (Wy DzQ zn+1ay—> =

11 In41
oL
Dil Di2-~~z’n+1 a v +Z 7,2 ’in+175WI/ D2n+2 5 7'"+18V—> +
11 In41 i1l
n oL . oL
D;, (_1> i W, D,.. zn+1au— + (_1) 2 W, D,,.. zn+181’—> B
1tntl 11 in41
Y oL
D, Z(—I)S'Dm...inH,SWl, Di, .o .. Z”+18V—> _
s=0 11 tn+1

s=1 11 tn41

n+1 oL
ZD'L.l Z(_1>S+1Di2"'in+2—sWV Dln+3 EN 2n+l&b—> .

Finalmente, obtemos

n+1
oL oL
Diiio W, ——— + (='W, Dy ———— =
; 1 tn+41 aulz‘/l,_,in+l +( ) 1 n+1a ZVI i
— or
DZU( gﬁ) +D11 <Z(_1)8+1D12'Ln+23W Dln+3 s° Z”+la,u—> =
s=1 1141
- . . oL
Dil ZDiQ“'”WV Z(_l)s DZT+1 zéay—> +
r=1 s=r ll2 is
n+1
s oL
D (S ()" Dy i, WD, Wl%—) _
s=1 1141
- e oc or
Diy > Digei, W Y (1) 7D . i T Dieiais Wo g+

119 1s i1 i1

oL oL

(_1) ngany Dln+1 a v + DiQ...in71WV Dlnanrl a > + . 4
Uiy i Wiy vip g
n oL . oL
<_1) Di2i3Wl’ Dz‘l “Int1 ou? + (_1> +1 DiQWV ng 41 ou’ +
Uiy i1 111

22 ’Ln+18 v
11" tn+1

(—1)"*2 W, D, L) _
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n n . oL o ar
Dil ZDiQ"'irWV Z(—1> DirJrl...iSW + Wy (—1> +1-1 ’D’21n+1au—+
r=1 s=r uug--~25 ull"'%n+1
oL
13 in41 ou’
11 tn41
oL

7:ni'rﬂ»l
8”; il

oL

oLc

in+1 v
ouy, i

Dy, W, (-1)"*'72D + Diyi, W, (1)1 73D N

Diyoin W, (—1)"F 1741 D

D WVL>:

+ Diyoiy W, (=1)" "D +

i+ in41
aull'jr“inﬂ

n+1 n+1 0£
D;, (Z Diy.i, W, Z(—l)s_rpmr--z‘sw> = Div(Cry1 — L)
r=1 s=r 12 ls
Portanto, segue do Principio de Inducao o resultado que gostariamos de ob-

ter. <

Enunciamos o Teorema de Noether, conforme [4]. Primeiro definimos as

simetrias variacionais como o seguinte:
Definicao 2.9: Dizemos que um gerador infinitesimal X é um gerador de simetria va-
riacional para um problema variacional com a Lagrangeana £ = L£(x, u™) se a seguinte
identidade é satisfeita:

XM (L) 4+ Div(€) £ = 0.
Teorema 2.1: ''[Teorema de Noether] Considere G um grupo de simetrias variacionais

para o problema variacional com a Lagrangeana £ = L[x,u(™]. Dado um gerador

infinitesimal variacional

A 0 0
X =¢'(x, U)% + (X, U)%»

e sua correspondente caracteristica
W i,V
v =T — 5 Uy -

Entao existe uma lei de conservagao para a respectiva equacao de Euler-Lagrange, ou

seja, existe um vetor conservado C(x,u(™) = (C',...,C™), dado conforme (2.13) tal

1 Theorem 4.29, [4], pagina 272.
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que sua divergéncia Div(C) se anula quando u = f(x) for solu¢ao da equagao de Euler-

Lagrange.

Demonstracao: Com a Identidade de Noether em maos a prova é direta. Segue do
critério infinitesimal de invariancia (Theorem 4.12, pagina 253, [4]), ou da Definigao

2.9 que

0 = X"(L)+ Div(€) L =W, oL + Div(C).

ou”

Como a equacao de Euler-Lagrange se anula para todas as solugoes do problema vari-

acional, entao Div(C) = 0. &

2.3 O novo teorema sobre leis de conservacao

Com o intuito de superar as restricoes de aplicabilidade do Teorema de
Noether, tais como para as equagoes do tipo evolutivas, para as equacoes de ordem impar
e para as equacoes de Fuler-Lagrange que nao tem simetrias variacionais, Ibragimov
desenvolveu um método em que podemos associar uma lei de conservacao nao-local
para cada simetria (ndo necessariamente variacional) de uma equagao diferencial.

O primeiro resultado importante da teoria é que qualquer equacao diferencial
pode ser interpretada como uma das equacoes de um sistema de equagoes de Euler-

Lagrange para um problema variacional.
Proposigao 2.5: 2 Considere F[u] = 0 uma equagao diferencial arbitrdria e F*[u,v] =
0 sua equagao diferencial adjunta. Entao o sistema de equagoes diferenciais Flu] = 0

e F*[u,v] =0 é o sistema de equagoes de Euler-Lagrange para o problema variacional

com a func¢do Lagrangeana formal £ = v Fu].

Demonstragao: De fato, as derivadas variacionais de (2.2) relativas as variaveis u e v

12 Theorem 3.2, [6], pagina 319.
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sao dadas respectivamente por

oL 0 0 0 0

5 = (5 2oy g~ Da ) 07 =700

5L 0 9 9 9 )

ou (% _Dta_ut_pxﬁ_ux _Dy(‘?_uy—i_”') (vFlu]) = F*u, v].

9,
**

O proéximo resultado garante que as simetrias de uma equagao geram sime-

trias variacionais para o sistema de equacoes de FEuler-Lagrange descrito anteriormente.

Proposigao 2.6: '3 Considere F[u] = 0 uma equagao diferencial e F*[u,v] = 0 sua

equagao diferencial adjunta. Dado o gerador infinitesimal

9
ou’

para a equacao F[u] = 0, entao ele determina o seguinte gerador infinitesimal variacional

- 0
X = €0 u) o+ n(x,u)

para o sistema de equagoes Flu] =0 e F*[u,v] =0,

- 0 0
Y =& (x, u)% + n(x, u)a—u + 1 (X, u, v)

para alguma funcao 7. = 7.(x, u,v) a ser determinada.

9
ov’

Demonstragao:  Pelo critério infinitesimal de invariancia (Theorem 2.31, pagina 104,
[4]) temos
X"(F)=\F,

para algum coeficiente A\ = \(x,u) a ser determinado. Para que uma extensao infinite-

simal da forma

, 0 0 0
Y = §Z(X7 u)% + 77(79 u)% + U*(Xﬂtav)%

seja um gerador infinitesimal variacional para o funcional determinado pela Lagrange-

ana formal £ = v Flu], o critério de invariancia variacional (Theorem 4.12, pagina

253, [4]) deve ser satisfeito:

Y (L) + LD(€) = 0.

13 Theorem 3.3, [6], pagina 320, o qual é vélido para simetrias de Lie, de Lie-Biicklund e simetrias

nao-locais. Aqui o apresentamos para simetrias de Lie.
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Ou seja,

0 = YL+ Divé)L=XMwF)+ (Y — X)(vF)+vF Div(E)
= v X(F)+ 9. F+vFDiv() =vAF +n,F +vF Div(€)
= [vA+n.+vDiv(§)]F.

Assim tomando 7, = —[A+ Div(§)]v na definigdo do gerador infinitesimal Y, concluimos

a demonstracao. <

Agora enunciamos o NTLC.

Teorema 2.2: *[Novo Teorema sobre Leis de Conservagao (NTLC).] Considere
X um gerador infinitesimal de simetrias para a equacao diferencial Flu| = 0. Seja

L = v Flu] a Lagrangeana formal e X dado por

0

v 0
X = xu) s + ik w)

oxt

e sua correspondente caracteristica dada por
W = n(x,u) — £(x, u)u;.

Entao existe uma lei de conservacao nao-local para a equacao diferencial dada e sua
equacdo diferencial adjunta, ou seja, existe um vetor conservado C(x,u™, v™) =

(C1,...,C™) tal que

Div(C) =0 quando Flu]=0 e Flu,v] =0,

onde

Cl = EL+W B—i - Dj(% + Djpkai—; +o (=)D, - Dy, auaz}
+ (D;W) [%j — Dka(z—fjk + D’“Dléijkl + 4+ (=1)"D;, - .Din%}
+ (D;DW) [a?fjk — B ai;z " D’Ds% PR D%}
+ -4 (Dy, Dy, W) [% —Dln% + (D, - .DinW)auiin.

4 Theorem 3.5, [6], pagina 323.
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Demonstracao: A demonstracao é semelhante a do Teorema de Noether. Consi-
deramos o sistema de equagoes diferenciais Flu] = 0 e F*[u,v] = 0, e seu gerador

infinitesimal variacional dado pela Proposicao 2.6,

0 0 9,

% + 77(Xa u)% + U*(Xauﬂ))%7

Y =& (x,u)
para alguma funcao 7,(x, u,v).
Agora segue da Identidade de Noether e do critério infinitesimal de in-

variancia que

0 = YL+ Dive)L=W 0L + Wy 0L + Div(C),
ou ov
com Wy = n,(x, u,v) — £ (x, u)v;.
Assim, Div(C') =0 quando Flu] =0 e F*lu,v] =0. *

Observacao 2.1: O Teorema 2.2 é uma consequéncia do Teorema 2.1 aplicado
a Lagrangeana formal £ = v F, e ao gerador infinitesimal variacional Y dado pela

Proposicao 2.6.

Observacgao 2.2: Uma lei de conservagao é chamada de nao-local quando ela envolver

a varidvel adjunta (nao-local) v.

Uma vez que a demonstragao do Teorema 2.2 ¢ construtiva apresentaremos

Algoritmo do NTLC:

1) Dado um gerador infinitesimal X calculamos todas as derivadas totais mistas de
sua caracteristica W até a ordem n — 1, onde n é a ordem da equacao diferencial

Flu] = 0;

2) Reescrevemos a Lagrangeana formal £ = v F[u] na forma simétrica, ou seja, as
derivadas parcias mistas da forma wu;;, u;jx, etc. sao reescritas na forma simétrica:
1 1 . .
5 (Wi F1i), 5 (Wigk Uik Fjip +jri +Upji+Urij ), etc., respectivamente, isto porque

i oL oL oL oL
em C" aparecem, por exemplo, Dlplau—m, Dlpgau—m, Dlpgm, T, DQDlBu_m7
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DQ DQ oL

Ouga2”’

oo, D3Dy 25, ... Em geral, a derivada Ujyog, CcOM 1 < ove < gg €

L Bugs1

E]

. ’ |
substituida por ﬁ parcelas, a saber, (U,...;, + Uiy oivioy 0 F Uipiy FUiyiniy )
onde j; conta o nimero de repeticoes de [ para cada 1 <[ < m, e m é o nimero

de variaveis independentes;

Calculamos uma solucao particular v para a equacao adjunta, pesquisando se a
equagao Flu| = 0 é nao-linearmente autoadjunta; depois calculamos as derivadas

oL
visy Buy, . Para cada s, 1 < s < n, que

parciais de L relativas as variaveis wu;;,.
aparecem na equacao diferencial, e as derivadas totais mistas destas derivadas

parciais de £ até a ordem n — 1, D 9L para cadar, 1 <r < mne s,

r410ls 6’11,”21

r<s<mn;

Como L se anula sobre as solugoes do sistema Flu] =0 e F*[u,v] = 0, igno-

ramos a parcela &' £ em C%;

Finalmente, aplicamos a seguinte regra (conforme [9], paginas 51 e 52) as compo-

nentes do vetor conservado:
Definimos Cj := Ct..., Cf" := C™, e Cy := (C}, ..., CF").
Escrevemos a componente Cj na forma

Ct = C'+DyH:+ -+ D, H,

onde C! ¢é livre das derivadas totais Ds, ..., D,,, se assim for possivel, e as funcoes
HZ,...,H" estao definidas no dominio de definigdo de C*', trocamos todas as

componentes por
Cl.=C' C?.=C2+DyH: ---,C7":=C+DH]

Depois de aplicarmos este procedimento para as ¢ — 1 primeiras componentes,
2 < i1 < m, escrevemos a componente C!_; := C! , + D, 1 H! | (resultante da

i — 1-ésima iteragao) na forma
K3

', = C'+D H™ ...+ D,H",
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onde C® é livre, se possivel for, das derivadas totais D; 1, ..., D,,, e as funcoes
H™ ..., H™ estdo definidas no dominio de defini¢ao de C?_,, depois trocamos ela

e as componentes seguintes por:

ci.=C' Coft=Cctl yDHIYY, o O = O+ DH

7

Definimos C; := (C}, ...,C!™) para cada 1 < i < m. Entao as leis de conservagao
determinadas por C;_; e C; sao equivalentes, no sentido da Definicao 2.8, para
cada 1 < i < m. Portanto, as leis de conservacao determinadas por C' e C,, sao

equivalentes.

De fato, para cada 1 < i < m temos que

Div(C; — C;—1) = Div(0,---,0,—(Dy 1 H' 4+ - + D, H™), D;H! - - [ D;H]™)

+1444 i + ) i

Esse procedimento é 1til para reduzirmos a ordem das derivadas parciais nas

componentes relativas a ordem n da equacao.
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Capitulo 3

Uma classe de equacoes evolutivas

do primeiro tipo

Neste capitulo provamos o Teorema 1.1 e seus corolarios, além disso cal-
culamos as leis de conservagao para as equagoes do fluxo de Ricci geométrico, do fluxo
de Ricci 2D, do fluxo de Ricci modificada e do calor nao-linear. Obtemos condigoes
necessarias e suficientes para que a classe de equacgoes evolutivas de segunda ordem

quaselineares

Fi=Ru — Augy — Buguy — C gy — Dy, —Euy—Fux—Pui —Quz -G =0,
(3.1)
seja nao-linearmente autoadjunta.

Nas secoes seguintes aplicamos o Teorema 1.1 e o NTLC para obter as

leis de conservacao para as equacoes supracitadas.

3.1 O primeiro teorema principal

O primeiro teorema principal desta tese nos dé condigoes necessarias e su-
ficientes para que a classe de equagoes do primeiro tipo (3.1) seja nao-linearmente

autoadjunta.
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Primeiramente calculamos para a equagao (3.1) a sua equacao adjunta.

Proposigao 3.1: A equacao diferencial adjunta a equagao (3.1) é dada por

F'i= — Ruy — Avyy — Cuyy — Dy,
+ (B—A)uy+2(P—-C)u, +F — A, —2C,)v,
+ ((B—A)u, +2(Q — Dy)uy+ E— A, —2D,)v,
+ [2(B — Ay )ugy +2 (P — Cy)ugy + 2(Q — Dy)uy, (3.2)
+ (By — Ay +2(Pp — Cpu))ty + (B — Ay +2(Qy — Dyu) )y,
+  (Bu — Aw)tz ty + (Py — Cuu)ts + (Qu — D),
+ Fy+ B, — Ay — Cyy — Dy — G — RiJv = 0.

Demonstracao: De fato, sua Lagrangeana formal é dada por
L = v(Ru —Auyy — Bugyuy — Cuyy — Duyy — Euy — Fu, — Pu — Qufj - G).

As respectivas derivadas parciais de £ sao dadas por

%:U(Ruut_Auu$y_Buua:uy—cuuxx—Duuyy—Euuy—Fuul‘_Puui_Quui_Gu)y
oL oL or
8_%:1) ) 8ux:_/U(B'U/y+F+2PU/x)7 3_%:_U(Bu$+E+2Quy),
e =-vC, o =-—vD, Ok =—vA.
aUxx auyy aumy

As derivadas totais que aparecem no operador de Euler sao dadas por

oL
— Ly = —UtR—U(Rt+RuUt),
(9ut
oL
—Dx% = v, (Buy+2Puy +F)+v(2Puy + Bugy + B, u, uy + By uy,

+ (Fy+2P)u, +2P,u’ + F,),
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oL

_Dy(?T = vy(Buy +2Quy + E) + v (2Quyy + Buyy, + By u, uy + Byu,
y
+ (Bu+2Qy) uy +2Quu. + E,),
oL
. = —v, A—v (A + A uy),
Oty
oL
Dnya— = —Uy A—v (A, + Ay uy) — vy (Ay + Ay ty) — v (Ay Ugy + Ay Uy Uy
Uy
+ Aacu Uy + Ayu Uy + Awy);
oL
Dx(f)u—m = -0, C—v(Cp+ Cyuy),
, 0L 2
Dxa = VU C =20, (Cp + Cytiy) — v (Cy gy + 2 Cryy iy + Coy s, + Crz),
u:m:
oL
y@Tyy = —UyD—U<Dy+Dqu),
, OL 2
D, 5 = Uw D —2v,(Dy + Dy uy) — v (Dytlyy + 2 Dyy tty + Doy 1, + Dy,
vy
Substituindo tais expressoes na férmula para a equacao adjunta, Definigao
2.3, obtemos a equagao (3.2). &

Em segundo lugar determinamos quais sao as equacoes diferenciais que a
classe de equagoes (3.1) deve satisfazer para ser uma equacao diferencial nao-linearmente

autoadjunta.

Proposigao 3.2: A equacao (3.1) é uma equagao diferencial nao-linearmente autoad-
junta se, e somente se, existir uma funcao ¢ = (¢, z,y, u) duas vezes diferenciavel com

v # 0 tal que as fungoes coeficientes satisfagam as seguintes equacoes diferenciais:

u: — Rep, = AR, (3.3)
Uy — A, +2(B—A,)p=—-)\A, (3.4)
Uz : —Cpy +2(P—Cy)p=—-\C, (3.5)
Uy : — Do, +2(Q —Dy)p=—-AD, (3.6)

Ugp Uy 0 — Ay +2(B — Ay) pu + (By — Awu) ¢ = =\ B, (3.7)

w2 —C o +2(P—Cy) oy + (Py— Cu)p = —AP, (3.8)
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uy = D @uy+2(Q — Du) pu+ (Qu — D) p = =2 Q, (3.9)
Uyt — APy —2C0p+(B—A,) 0y +2(P—C,) s+ (F—A, —2C;) o,
By — Ay +2(P, — Cp)) o = —AF, (3.10)
v —AQe —2D @y + (B —Ay) e +2(Q —Dy) oy + (E— Ay —2Dy) @y
+ (By — Az +2(Qy — D)) p = =M E, (3.11)
1: — R — Ay —Cuw — Doy +(F— Ay —2C,) o + (E— A, — 2D,) @,

4 (Fy+Ey— Ay — Cop — Dy — Gy — R) o = —AG, (3.12)

para alguma funcao A = A(¢,x,y,u) a ser determinada.

Demonstragao: A equagao (3.1) é nao-linearmente autoadjunta se existir uma fungao

o(t,z,y,u) # 0 satisfazendo a igualdade
]:*|v:go(t,x,y,u) =\F (313)

para algum coeficiente A a ser determinado.

Substituindo v = @(t, z,y,u) e suas derivadas parciais

Ut = Pt + Py Uty Vg = Pg + Py Uy, vy:goy—{—cpuuy, U:w:@$x+2¢$uuw+¢uuui+¢uu$za

Vzy = Pay + Pou Uy + Pyu U + Puu Uz Uy + Py Uy,  Vyy = Pyy + 2 Qyu Uy + Pu uzZ/ T Pu Uyy,

na equagao (3.2), Proposigao 3.1, temos

Frlomptagwy = —R(Pt+ @uts) = Al@ay + Poutly + Qyu e + Quu Uz Uy + Py Usy)
— C(Paz + 2 Pou Us + Puu U + Pu Uas)
—  D(pyy + 20yu Uy + Puu U + o Uyy)
+ ((B=A)uy +2(P—Cu, + F — A, —2C,)(¢r + @u ty)
+ (B—A)u, +2(Q — Dyuy + E— A, —2D,)(py + puuy)

+ [2(B — Ay)ugy + 2(P — Cy) gy + 2(Q — Dy)uy,
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+ (By = Ay +2(Pe — Cou))uy + (By — Apy +2(Qy — Dy))uy

2
Y

+ F,+E,— Ay — Cro— D,y — Gy — Ry

= —Rpyu+ (—Apy +2(B — Ay) ) gy

+ (—Apuw +2(B = Ay) pu+ (Bu — Au) ¢) ts Uy

+ (=Cpu+2(P = Cu)9) Ugz + (=D pu +2(Q — Dy) ¢) uyy

+ (Ao = 2D 0y + (B = Au) 02 +2(Q — Du) oy + (E = Ap —2Dy) @y,
+ (By — Apu +2(Qy — Dyu)) @) uy,

T (App —2C ¢ + (B = Au) @y +2(P = Cu) oo+ (F — Ay —2C5) pu
+ (By— Ay +2(P — Cu)) ) s

+ (=C¢uu+2(P = Cu)put (Pu— Cu) 9)

+ (=D pu +2(Q — Dy) oy + (Qu — D) ) u?

- Rﬂpt_ASOxy_OSDM_DSOyy‘{'(F_Ay_QCx)%
+ (BFE-A,—2D) ¢, +(F,+E,— A,y — Coo — Dy — Gy, — Ry) .

2

2
:C7u

Yy ux)

Entao equacionamos os coeficientes dos monomios s, Ugy, Uz, Uyy, Ug Uy, U
u, e 1 em ambos os lados da equacao (3.13) para obtermos as equagoes determinantes

para a autoadjunticidade da equacdo (3.1). <>

Finalmente, tendo estas duas proposicoes em maos temos condicoes de pro-
var nosso primeiro teorema, Teorema 1.1, pagina 9.
Demonstracao do Teorema 1.1: Consideramos as equagoes determinantes dadas na
Proposicao 3.2.

Subtraindo a equagcao (3.4) multiplicada por C' da equagao (3.5) multiplicada
por A obtemos a equacgao (1.27).

Subtraindo a equagao (3.4) multiplicada por D da equagao (3.6) multiplicada
por A temos a equagao (1.28).

Subtraindo a equacao (3.5) multiplicada por D da equagao (3.6) multiplicada
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por C' obtemos a equagao (1.29).
Da equagao (3.3) segue que A = —¢,. Substituindo A na equagao (3.12)

temos
+ (B—A; —2Dy) py + (Fue + By — Ay — Cop — Dy — Ry) i,
ou seja,

(Go)y = _RSDt_ASOwy_O%Dm_D9Dyy+(F_Ay_20w)90x
+ (E—A,—2D,)p,+ (Fo+E,— Ayy — Cop — Dy, — Ry) 0,

definimos a funcao H para ser igual ao lado direito dessa equagao, obtendo assim a
equagao (1.26).

As equagoes (3.7), (3.8) e (3.9) sdo consequéncias das equagoes (3.4), (3.5)
e (3.6), respectivamente.

A equagao (3.10)(respec.(3.11)) é consequéncia das equagoes (3.3), (3.4) e
(3.5), ((3.3), (3.4) e (3.6) respectivamente).

Portanto, a equagao (3.1) é nao-linearmente autoadjunta se, e somente
se, existir uma fungdo ¢(t,x,y,u) # 0 duas vezes diferencidvel e uma fungdo A =
A(t, z,y,u) satisfazendo as equagdes (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) e (3.12), ou seja, se, e s6
se, as fungoes coeficientes satisfazem as condigoes (1.26), (1.27), (1.28), (1.29).

Suponhamos que exista uma funcao ¢(t, z,y, u) # 0 duas vezes diferenciavel
tal que as fungdes coeficientes satisfacam as relacoes (1.26), (1.27), (1.28) e (1.29). Sem
perda de generalidade, assumamos que a fungao A seja nao-nula. Entao a funcao ¢ que

satisfaz (1.26) deve ser tal que
¢ =re’, com¢p = /(B — A,) A7'du, k = K(t, 7, y) uma funcdo nao-nula,

e ¢ seja uma solu¢ao nao-nula para a equacao (1.23).
Multiplicando a equacao (1.23) por C' e depois substituindo a equagao (1.27)

obtemos
0:CA§0u+O(Au_B)90:CA(Pu_A(P_Ou)QO:A(CQOU_(P_Cu)§0>a
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ou seja, ¢ é uma solugdo nao-nula para a equagao (1.24).
Multiplicando a equagao (1.23) por D e depois substituindo a equagao (1.28)

obtemos
0=DA¢,+D(A,—B)p=DAp,—A(Q—D,)po=A(Dy,—(Q—D,) ),

ou seja, ¢ é uma solugao nao-nula para a equagao (1.25).

Reciprocamente, suponhamos que exista uma fun¢ao (¢, z,y,u) # 0 duas
vezes diferencidvel tal que as fungdes coeficientes satisfagam as relages (1.23), (1.24),
(1.25) e (1.26).

Subtraindo a equagao (1.23) multiplicada por C' da equagao (1.24) multipli-
cada por A temos a equacao (1.27).

Subtraindo a equagao (1.23) multiplicada por D da equacao (1.25) multipli-
cada por A obtemos a equagao (1.28).

Subtraindo a equagao (1.24) multiplicada por D da equagao (1.25) multipli-

cada por C' temos a equagao (1.29). &

Demonstracao do Coroldrio 1.1: Considerando a definicao de quase autoadjunticidade

R

(Definigao 2.4), o resultado segue do Teorema 1.1 com ¢ = p(u). *»

Demonstracao do Coroldario 1.2: Considerando a definicao de autoadjunticidade estrita

R

(Definicao 2.4), o resultado segue do Corolario 1.1 com ¢ = u. <

3.2 A equacao do fluxo de Ricci geométrico

A equagao do fluxo de Ricci segundo [39] é uma equagido evolutiva de se-
gunda ordem nao-linear obtida quando as componentes do tensor métrico g;; sobre uma
variedade Riemanniana (M™, g) sdo deformadas conforme a equagcao:

agij _
ot

—R;; (3.14)
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onde R;; sdo as componentes do tensor de Ricci. Sobre uma superficie regular (M?, g)
com a métrica em coordenadas conformes a equagao (3.14), (veja a Proposi¢ao A.1 no

Apéndice), torna-se
up =€ " (Ugy + Uyy), (3.15)
a qual é do primeiro tipo (3.1) com as fungdes coeficientes dadas por
C=D=e¢e" R=1, A=B=F=F=G=P=Q=0.

Aplicando o Teorema 1.1 obtemos o Corolario 1.3.
Demonstra¢ao do Coroldrio 1.3: Segue das equagoes (1.24) e (1.25) que

0
% (e—u @(t7x>yvu)) = 07 ou Sejaa e " go(t,x,y,u) = Oé(t,ﬂf,y),

para alguma funcao a = a(t, x,y) # 0. Entao o(t, z,y,u) = e* a(t, z,y).
De G =0 e (1.26) segue que

— e —u (0 + ayy) =0.

Dai segue que

a; = 0, gy + Qyy = 0.

Assim, o(t, z,y,u) = e* az,y) e a = a(z,y) é uma fungdo harménica nao-nula. *»

Demonstracao do Coroldrio 1.4: Segue do Corolario 1.3 tomando ¢(u) = ave® com «

R

uma constante nao-nula. 14

Observagao 3.1: A equacao (3.15) nao é estritamente autoadjunta. De fato, segue do

Corolario 1.2 que a equagao
Qo
Uy = — (Ugz + Uyy),
u
onde ap é um numero real, é a Unica equacao estritamente autoadjunta da forma
up = f(u) (s + tyy)-
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Agora vamos calcular algumas leis de conservagdo para a equacao (3.15)
aplicando o Algoritmo do NTLC, no fim do Capitulo 2. As suas simetrias de Lie
estao calculadas em [40] e [10], em termos de duas fungdes arbitrérias satisfazendo as

equacgoes de Cauchy-Riemann. Nesses trabalhos a seguinte sub-algebra é discutida:

0 0 0 o 0 0 0 0 0 0
5 2= g V3 3y’ Visto o Vs=y ro-, Vo= -4y

Vi= or Oy ox 8_y_ ou

Considerando a varidvel adjunta v = e" a(z,y) dada na demonstracdo do

u

Corolario 1.3, a Lagrangeana formal é dada por £ = e o(uy — e " Uy, — € % uyy). As

derivadas parciais de £ sao dadas por

oL oL oL

e’ a = —q, = —a.

ouy T OUgy Dty

As derivadas totais que aparecem no vetor conservado sao dadas por

oL oL

r o — 0y Dy—
Oy ’ Y Oy,

D = —qy,.

Seja o gerador infinitesimal geral

0 0 0 0
V= (01+C4t)§+(C2+C5$+C6?J)%+(C3—C6$+Csy)a—y+(04—205)%7

com ¢y, Ca, C3, C4, C5 € Cg constantes arbitrarias.

Entao a sua caracteristica é dada por
W=cy—2c;—(c1+cat)uy — (cao+ s+ coy)uy — (c3 — C6 & + C5Y) Uy,
e suas derivadas totais por

D,W = —csup+cety — (C1+ cat) g — (C2+ 50 + C6Y) Upe — (€3 — C6 T + C5Y) Uay,

DW = —couy —csuy— (c1+cat)uy — (co+ 5T+ cy) Uys — (3 — o+ C5Y) Uyy-

Dai as componentes do vetor conservado sao dadas por

oL
1 — _
c =W o,

= [a—2c—(a+at)uy—(ce+csr+csy)uy, — (c3 — 6T+ c5y) uy| € a,
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oL
F Ml

= (aa—2c—(a+at)uy—(+cer+cey)u: —(c3—c6x +c5y)uy) g

oL

OUgy

c? = W(—D )+(D1W)

— (—csug+cguy — (1 +cat)ug — (o + 50+ 6 Y) Upw — (€3 — 6T+ C5Y) Usy) @,

3 oL oL
3 = W (-Dyo= ) + (D,W) ——
Oy,

Oy,

= (a—2c—(a+at)y—(ca+csr+coy)uy — (3 — 6T+ C5Y) Uy) Oy

— (—csuy —csuy — (1 +cat)uy — (o + 5T+ c6Y) Uyy — (3 — Co T+ C5Y) Uyy) .

ou seja,
C' = (c4a—2c5—(ca+esm+cgy)u, — (c3—cex+csy)uy,) e a
— (a4 cat) (U + uyy) @,
c? = (c4a—2c5—(ca+csx+coy)u, — (c3—cex+csy)uy) oy
— (a+at)oyu +a(csuy, —couy) +a(cr +cat)uy
+ a(ca+ x4 oY) Upy + (c3 — 6T+ C5Y) Uy,
C* = (a—2c—(Ca+csa+coy)us — (c3— Cox + C5Y) uy) oy

— (a+at)oyu+a(ceus +csuy) +a(cr+cgt)uy

+ a(cat+cr+coy) Uy +a(cs — T+ C5Y) Uyy.

A componente C' é simplificada, conforme o passo 5) do Algoritmo do
NTLC. As parcelas envolvendo derivadas parciais de segunda ordem em x, ;;, Sa0

transformadas em derivadas totais em x:

—(c1+eat)aug, = —Dyllcr +eqt) auy] + (¢ +eqt) apu,

= D,[—(c1 +cat)au, + (c1 + cat) agu]l — (c1 + s t) agy w.
Depois sao transformadas em derivadas totais em t:
Dif(c1 + cat) (apu—auy)] = cy(apu—aug)+ (e +cat) (g up — aygy).

Por fim esta derivada total é somada a componente C?. Assim as novas componentes

C' e C? (manteremos a mesma notacio para as componentes modificadas em todo o
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texto) tornam-se

C' = (ca—2c5—(ca+esm+cgy)uy — (3 —cox+csy)uy) e o — (e + cat) uy, @

— (1 +ceqt) oy u,

C? = (ca—2c5— (2t s+ Cey) ue — (3 — 6T+ C5Y) Uy) 0 — (€1 + Cat) g 1y
+ a(csuy —couy) +a(cr+ceat)uy +a(ca+ 52+ oY) Uy
+ al(ecg—cer+c5Y) Upy + 4 (apu—auy) + (a1 +cat) (apup — auy)

(ca—2cs+cau—(ca+tesx+cey)us — (3 — o+ C5y) uy) g
+ a((cs—c)uy —couy) +a(ca+ 52+ ceY) Upy + (c3 — C6 T+ C5Y) Ugy-

Agora as parcelas em C! que envolvem derivadas parciais de segunda ordem

em y, uy,, sao transformadas em derivadas totais em y:
—(ar +cat)auy, = —Dyl(a+ct)au]+(a+ct)oyu,
Dyl(c1 +cat)oyu— (c1 + cat) auy| — (1 + cat) ayy u,
e transferidas de C! para a componente C® como derivadas totais em ¢:
Dyl(c1 +eat) (ayu — auy)] = calayu—auy)+ (c1 +cat) (o uy — ).
Entao as novas componentes C* e C? tornam-se
C' = (c4—2c5—(a+ 5o +cgy)uy — (3 —cox+c5y)uy) e
— (a+cat)agu—(c+cat)ayu
= (=2 —(catartcey)u, — (3 —cex+csy)uy)e’a,
pois a = a(z,y) é uma fungao harménica,
C? = (cs—2c5— (a5 + Cey) up — (3 — 6T+ C59) Uy) oy
— (a+at)oyu+a(cgus +csuy) +a(cr +cgt)uy

a(02+c5a:+c6y)uyx+a(03—06x+05y)uyy

+

ca (o u—auy) + (c1+cat) (o up — auy)

(ca—2c5 —(ca+csx+coy)uy — (c3 —cox + c5Y) Uy) oy + caayu

+ a(cguy + (5 — ca)uy) + a(ca + 5+ oY) Uye + @ (C3 — C6 T + C5Y) Uyy.
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Agora a parcela envolvendo derivada parcial de segunda ordem em y, u,, €

transformada em derivada total em y:

alcs—cer+c5yY) Uy = Dyla(cs—cex+csy)uy] — (o (c3 —csx +c5y) + acs) uy,

e transferida de C? para a componente C® como derivada total em z:

Dila(es—csx+cesy)uy] = (u(ecz—csr+csy) —ace)uy +a(cs— e+ c5Y) U
Logo as novas componentes C? e C® tornam-se

C? = (c4—2c5+cau—(catesa+coy)us — (c3— cox +csy)uy)
+ a((cs —ca)ug —couy) Fa(cot+ 50+ oY) Upe — (0 (3 — 6T + C5Y) + acs) Uy
= (a—2c5+cu)a, — (acs+ oz (ca+csx+cey) +ay(cs —cex+c59Y)) Uy

— (acg+az(cs—cex+c5y))uy+al(ca+csx+ oY) Uy,

03

(c4—2c5 — (ot csx+coy)uy — (3 — e+ C5Y) Uy) Ay + oy u

a(couy+ (5 —ca)uy) +a(ca+ 52+ oY) Uys + (3 — 6T+ C5Y) Uy,

+ o+

(z (3 — o+ C5y) — ) Uy + (3 — C6 T+ C5Y) Uy

(ca—2cs+eau)ay+ (ay (s —csr+csy) —ay(ca+csx+coy)) Uy

(a(cs —cq) —ay(cs—cex+csy))uy+a(ca+ 58+ oY) Uys

+ o+

a(cs = cox + ¢5Y) (Ua + Uyy)-

Agora as parcelas em C® que envolvem derivadas parciais de segunda ordem

mista, u,,, é transformada em derivada total em x:
alcat+csr+csy)uy, = Difa(ca+cesr+cey)uy] — (o (ca+ 52+ cey) + acs) uy,
e é transferida de C? para a componente C? como derivada total em y:

Dyla(cat+csz+cey)uy] = (ay(catcsz+cey)+ace)uy+a(ca+csx+cey) uy,.
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Daf as novas componentes C? e C® tornam-se

C? = (c4—2c5+cau)ay — (e +a, (et sz +cy) +ay(c3 — e+ c5y)) Uy
— (acg+az(cs—cex+c5y))uy+a(ca+csx+ oY) Uy
+ (y(ca+csx+csy)+acs)uy+alca+ s+ cay) Uy,
= (a—2c+cu)oy, — (e +ay(ca+csr+cy)+oay(cs—cexr+c5y)) Uy
3 = ca—2cs+cau)ay+ (o (s —cer+c5y) —ay (2 + 52+ cy)) Uy

(
(
(
(
+ (o (ot cr+cy) —az(cs—cexr+csy))uy+a(ca+ s+ coy) (Upp + Uyy),
(
(a(cs —ca) —ay(cs—cex+c3y))uy +al(cs—ceT + c5Y) (Upy + Uyy)
(ap(ca+csx+cy) +acs)uy

(ca—2cs+equ)ay — (aca+ oz (ca+ 52 +coy) + oy (c3 —cox +c5Y)) Uy

(

(3 —cor+csy) —ay(cat s+ cey))us +ales—ce@ + c5y) (Uaw + Uyy)-
Vamos repetir mais uma vez o passo 5) do Algoritmo do NTLC para eli-
minar de C? as parcelas envolvendo a derivada u,. Primeiro transformamos as parcelas
envolvendo u,, em derivadas totais em y:
(ay(ca+esz+cy) —au(ca—cex +esy))uy =
Dyl(oy (co+csx+c5y) — g (c3 —cex+ c5y)) ul
—(ayy (ca+csr+c6y) +ayce —agy(cs—cexr+cy) —aqcs)u,
depois as transferimos para C® como derivada total em x:
Dy[(oy (ca+csx+c6y) —ag(cs—cex+csy))ul =
(Qgy (ot 5T+ oY) +aycs — Que (63— 6T+ C5y) + Qg ) U
+(ay (2 + sz 4+ coy) — gz (3 — 6T+ c5Y)) Ua
Logo as novas componentes C? e C? tornam-se
C? = (ca—2cs+cau)a, — (aes+a, (e +esw+cgy) +ay(es —cox +csy)) Uy
+ alca+ s+ c6y) (Upn + Uyy)

— (ayy(cateso+csy) +ayce— gy (cs—cex+c5y) —azcs)u
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C3

Cl

C3

+ o+ o+

(ca—2cs+eau)ay — (ayy (ca+ x4+ oY) + 6 — Qay (€3 — Co T+ C5Y) — Qi C5) U
(acs+az(cat+csa+cey) +oy(cs—cer+c5y)) Uy

a(ca+ 5T+ caY) (Upy + Uyy),
(ca—2c5+cau)ay —(aea+ oz (ca+csx+csy) +ay(cs —cer+c59)) uy
(az(cs—cox+c5y) —ay(catesx+cay)) Uy +a(cs— e+ c5Y) (Ugw + Uyy)

(g (ot s+ oY) +aycs — Qg (cs—cer+c3Y) +aycs)u

(ay(c2+esz+cy) —au(ca—cor +c5Y)) Uy

(ca—2c5+ (ca+cs)u) oy + (agy (ca+ 5T+ c6Y) — Qpy (3 — o+ C5y) + 0 C6) U
(acs+az(ca+ sz +eoy) +ay(es—cor+csy))uy

a(cs — T+ c5Y) (Ugg + Uyy).
Portanto, as componentes simplificadas do vetor conservado sao

(ca—2c5 —(ca+csx+coy)us — (c3 —cex + c5y) uy) " @,

(ca—2c5+ (catcs)u)ay + (gy (3 — o+ c5y) — ayy (o + 52+ Coy) + ayce) u
(acs+ay(ca+csx+cgy)+oy(cs—cer+c5Y)) Uy +a(ca+ 50+ oY) (Ugy + Uyy),
(ca—2c5+ (ca+cs)u) oy + (agy (ca+ 5T+ c6Y) — Qpy (3 — 6+ C5Y) + 0 C6) w

( )

acit+ oz (cat+csx+csy)+oy(cs—cex+c5y)) uy+a(cs — e+ c5Y) (U + Uyy)-

Para o gerador Vi, as componentes do vetor conservado C' sao nulas, o que nos dé

uma lei de conservagao trivial do primeiro tipo conforme a Defini¢ao 2.6.

Para o gerador V5, as componentes do vetor conservado sao

1 u 2 3
C' = —ae'u,, C°=—auu—oyuy+a(Ug+uy), C°=omu—oa,u,.

Podemos eliminar de C? a parcela envolvendo a derivada u,,, transformando-
yy»

a em derivada total em y e transferindo-a para C* como derivada total em x:

auy, = Dylau,] — ayuy, = Dylau, — ayu] + ayy u,

Doty — ayu] = 0y Uy + O Uy — Qpy U — Oy Uy
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Portanto, as novas componentes do vetor conservado sao
Cl= —aeu,, C?=—ogu,+au,, C°= —Qly Uy + O Ugy.
e Para o gerador V3, as componentes do vetor conservado sao
C'=—ae'u,, C?*=oayu—ayu, C°=—amu—oa,u,+ o U+ uy,).

Podemos eliminar de C® a parcela envolvendo a derivada 1, transformando-

a em derivada total em z e transferindo-a para C? como derivada total em y:

AUz = Dylovuy] — o uy = Dyfacu, — g ul + agy u,

Dylovuy — o u] = 0ty 4+ Q Uy — gy U — t Uy
Portanto, as novas componentes do vetor conservado sao
Cl=—ae Uy, C? = —aq, Uy + O Ugy, C3 = — Oy Uy + O Uy
e Para o gerador Vj, as componentes do vetor conservado sao
Cl=ae", C*=(1+u)a, —au, C*>=(1+u)a,—au,.

e Para o gerador V5, as componentes do vetor conservado sao

C' = (vu, —yu,)e'a,
C? = (= oyt — yyy) u— (Qpy — @) Uy + @y (U + Uy,
c? = (Qpy Y+ Qe @+ ) U — (Y — ay ) Uy — QT (Ugy + Uyy).

e Para o gerador Vg, as componentes do vetor conservado sao

C' = —ae"(2+xu, +yuy),
C? = a,(u—2)+ (pyy — ayy @)t — (@ + ay Y) Uy + T (Ugy + Uyy),
C? = ay (u—2)+ (Qay T — Az Y) U — (T + g y) Uy + Y (Uy + Uyy).

Portanto, provamos o primeiro corolario do NTLC, nesta tese, o Corolario

1.5, pagina 11.
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3.3 A equacao do fluxo de Ricci 2D

Um dos modelos mais importantes no estudo de buracos negros e na teoria
de gravitacao quantica esta relacionado com as equagoes do fluxo de Ricci, conforme
[41]. Devido as dificuldades que surgem durante a formulacao de uma teoria quantica,
varios modelos em dimensoes menores sao considerados. Esses sao chamados de modelos
mecanicos e os exemplos mais conhecidos sao o modelo cléssico do campo de Yang-Mills
e o modelo 2D para a equagao do fluxo de Ricci, [11].

A equacao do fluxo de Ricci 2D

1 1
Uy = " Ugy — o Uy Uy, (3.16)

é do tipo (3.1) com as fungoes coeficientes dadas por

AZl, B=-—, R=1, C=D=FE=F=G=P=Q=0.

u
Aplicando o Teorema 1.1 segue o Corolario 1.6.

Demonstra¢ao do Coroldrio 1.6: A equagao (1.23) nos da
AL+ o A=A, ouseja, @=o xy).
Da equagao (1.26) e G = 0 obtemos
01+ Ay, =0,

Dai segue que
pr =0, Pry = 0.

Assim, ¢(x,y) = a(z) +b(y) com a = a(x) e b = b(y) fungdes arbitrarias diferencidveis,

tais que a(x) + b(y) # 0. &

Agora aplicaremos o Algoritmo do NTLC para obtermos algumas leis de

conservagao para a equacao (3.16). As suas simetrias de Lie estao calculadas em [11],
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em termos de duas funcoes arbitrarias. Uma vez que a sua algebra de Lie é de dimensao

infinita, consideramos a sub-algebra gerando o setor linear de invariancia, conforme [11]:

9 0 ) 9 9 o 0 o 0
U=t tugy e=gp =g Ui=g U=agr—ugl Us=y g —ug

Observamos que um gerador infinitesimal do setor linear de invariancia é do tipo

0 0 0 0
U:(clt+62)§+(03a:—|—c4)%+(c5y+cﬁ)a—y—l—(c7u+08)%,

onde os ¢; sao constantes.
Considerando a varidvel adjunta v = a(z) + b(y) dada na demonstragao do

Corolario 1.6, a Lagrangeana formal é dada por

r 1o 1w +v
= VU — = — Ugy — = — Uyy T+ — Ugly.
2u Y o2 Y u2 Y

As derivadas parciais de £ sao dadas por

oL B oL v oL v oL 1w

— =0V, —=-—u = —u = .
2 Yy 2 Yo
ouy ou, U ou, u Ogy 2u
As derivadas totais que aparecem no vetor conservado sao dadas por

oL lv, 1w oL 1Ux+1 v
—=——Z 4+ _—u e = —— — + = — Uy.
Y Oy 2u  2u? Y Oy 2 u 2 u?

Seja o gerador infinitesimal geral

0

0 0 0
U:(Clt+02)_+(03+05x)_+(C4+Cﬁy)_+(C1_C5_Cﬁ)U%,

ot ox oy

onde ¢y, ¢, c3, 4, C5 € Cg SAO constantes.

A sua caracteristica é
W=(c1—cs—co)u—(c1t+ca)u — (c3+ c52) uy — (€4 + o y) uy,
e suas derivadas totais sao

DW = —csuy+ (c1—c5—c6) Uy — (1t + ¢2) Uy — (c3 4 C52) Uy — (Ca4 + C6Y) Usy,

DW = —cguy+ (c1— 5 —co) uy — (crl + c2) Uy — (34 ¢5.0) uye — (Ca + Co ) Uyy.

67



Entao as componentes do vetor conservado sao dadas por

oL
1 — R
cCt =W o,
= ((1 =5 —cs)u—(c1t+co)us — (c3 + c5x) uy — (€4 + c6y) uy) (a +b),
oL oL oL
2 e —_— [
o =w (8% Dy 8u$y> + (D) Ogy

v 1w
c1—c;—cg)u—(crt+co)ur — (c3+ c5x) uy — (ca + coy) uy) (Euy—%—z

=

—~

v
—Quy) + (1 —c5 —2¢6) uy — (1t + o) uye — (c3+ 5 T) Uy

N | —

u

1w
Ca+ Coy) Uyy) ~3 %

—~

1 1
= 35 ((c1—cs—cg)u—(crt+co)uy — (c3+ c52) up — (ca+ 6 Y) uy)@(vuy + vy u)
1w
-3 E((cl — 5 —2¢6) Uy — (1t + C2) Uy — (€34 5 T) Uy — (Ca + C6 Y) Uyy),
oL oL oL
3= — —D, D
¢ w <8uy xauyz) + (D) Oy

v 1 v,
= ((a—cs—cs)u—(crt+co)uy — (cs+c52)uy — (s + cy) uy) (Eux+§z

1 v
— Eﬁux) + ((c1 —2¢5 — cg) up — (1t + C2) Uy — (€3 + C52) Ugy

— (ca+coy) ugy) <_% %)

— %((01—Cg—cﬁ)u—(01t+02)ut—(03+0593)ux—(C4+Cﬁy>“y)%(““v’v+%u)
_ %%((61_205—06)um—(clt+62)umt—(c3+c5l’)um—<C4+Cﬁy)umy)7

ou seja,

C' = [(e1—cs—co)u— (crt+ca)up — (c3+ s @) uy — (cs + coy) uy) (a +b),

c* = %%[(61—05—06)u—(clt+02)ut—(03—l—c5l‘)ux—(C4+C6y)uy]((a+b)uy+vy“)
_ %az:b[(cl—05—206)uy—(01t+02)uyt—(C3+C59‘f)“yx_(C4+C6y)uyy]’

¢ = %%[(q—%-%)u—(01t+C2)ut—(C3+C5$)Ua:—(C4+Cﬁy)uy]((a+b)“x+vw“)
_ %azb[(q—205—06)ux—(01t+62)uzt—(03+C5$>Um_(C4+Cﬁy>u””y]'

(3.17)
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e Para o gerador Uy, as componentes do vetor conservado (3.17) sao

Ct = (u—tw)(a+b),

11

02 = §$<(a—|—b)uy—}—vyu)(u—tut)—§T(Uy_tuyt)7
11 La+b

c? = 5E((oz+b)u$+vg,;u)(u—tut)—5 " (Uz — tUgt).

Como u; = D, (%) =D, (“2), entdo

u

C' = (u—tw)(a+b)=(a+bu—(a+b)tuy = (a+b)u—D, (%tux> - D, (%uy)

Agora transferimos a derivada total em x, de C' para a componente C?

como derivada total em ¢:

_Dt (ﬂuy) — _éuy_tb<%_uyut>’

U U U u?

e a componente C? modificada torna-se

11 la+bd b U Uy U
c* = 5@((@+b)uy+vyu)(u—tut)—§ " (Uy_tuyt)—auy_tb<%_ Zzt>
v 1w la+b la+0 b Upy Uy Uy
= gt gt g e =y~ (S = =)
vy, 1wy la—20 la—0» b
R R AT A R
b la—0» b
= Ey—l—Dy (5 U tut)—auy
b b a—>b
— ——U,y —|—Dy (5 5 tut>

Depois transferimos a derivada total em y, de C! para a componente C?

como derivada total em ¢:

at a Uty — Ug Uy
D | —uy | = ——ux—ta<—— 5 ),
U U U U
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e a componente C® modificada torna-se

11 1 b T z
03 = 5_2(( )uaﬁ‘l"Uz )(u_tut)_§a1_ (ux_tuxt)_%ux_ta<%_uugt
vy 1 v, la+b la+0 a Uty Uy Uy
= -y — - —tuug + = gy — — Uy — ¢ <—— )
2 2w e 2 u? utu+2 Hat uu “ U u?

vy 1 vy 1b—at +1b—at a
= ————tu — = Up Uy + = Ugp — — Uy
2 2w 2 ! 2 L
ay a 1b—a
= ———u,+D, | = t
2w * (2 u ut)

B a D a+1b—at
TR s\ Ty M)

Agora transferimos a derivada total em y, de C? para a componente C?3

como derivada total em z:

3 a a 1b—a b la-—b
= T Ug Dw a a 3 ,be" Py 5 t
C uu—ir (2—|—2 ” ut>—|— (2—|—2 tuw
a

a
- tuen ()
uu+ 2

Finalmente, transferimos a derivada total em z, de C® para a componente

C? como derivada total em y:

= un ()=t

Logo, as novas componentes do vetor conservado sao
Cl=(a+bu, C*=-——u, C°=——u,.
u u

Notamos que esta lei de conservacao foi obtida por Cimpoiasu em [14] através
do método direto de construgao descrito em [15].

e Para o gerador U,, as componentes do vetor conservado (3.17) sao

Cl = —(a—i—b)ut,
1w la+bd la+bd
2 y
¢ = u (2u+57“y>+“yt (57)
1w la+b la+b
3 —x, -2 " -
¢ = U (2u+2 u? um)+uxt(2 U )
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Como

S PR (O (éu) 7

u u
entao transferimos a derivada total em x para a componente C? como derivada total

em t, a componente C? modificada torna-se

1 /v a-+b la+b Uy Uy Us
¢ = —§<i+7“y>“t+57“yt—b<f—i—a)
11 11 la—-2»
= —557]2! t iﬁ(a—b)qut‘i‘i uyt

Agora transferimos a derivada total em y, de C! para a componente C?3

como derivada total em ¢, entao a componente C*® modificada torna-se

3 1 /v, a+b la+bd Upy Uy Us
C° = —— |l =+ —u | u+ um—a<—— )

2\ u u? 2 wu U u?
11 11 (b ) +1b—a

= —— VU — — — )y U + = Uy
2u " 202 T !

1 b—a lb—a
= §DJE( >ut 5 Ugt

Finalmente, transferindo a derivada total em gy, de C? para a componente C?
como derivada total em x, obtendo, entao, uma lei de conservacao trivial do primeiro
tipo.

e Para o gerador Us, as componentes do vetor conservado (3.17) sao

C' = —(a+b)u,,
11 la+b

c? = -5 E((a+b)uy+vyu)ux+57uw,
11 1 b

c? = —5E((a—l—b)um—|—vacu)ugc—|—5ChL U

Como
C' = —(a+b)u, = —D,((a+b)u) + v, u,
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entao transferimos a derivada total em z para a componente C? como derivada total

em t; entdao a componente C? modificada torna-se

c? = 1 <vy+au—4;bu)ux%—%azbuya:_(a—f—b)m
a+b la+b 1 1
- _§< )ux+§ " Uyy — (@ + D) (Euxy—ﬁuxuy)
1 y a+b 1a+b a-+b
R T Y S T
_ ! (ﬂ_a_“? )u _latb
2 \u 2 2w "
B 1 a-+b 1a—|—b
st

a+b

Transferindo a derivada total em y, de C? para a componente C® como

derivada total em x obtemos

1 b 1 b 1 b
_D ot Uy = __Dx ot ux__a+ Uy
2 2 U 2 u
B 1 (v, a+b la+b
A Sty Kt Rk
e a nova componente C? torna-se
o3 1 vm+a+b +1a+b 1 (v, a+b la+b
= -3 - Uz | Uy 5 Ugzy 5 - - Uy A Uzy
2 \u u? 2 2 \u u?2 2w
1 vx_'_a—kb 1 (v, a+b
= |t —F U |5 | — U | U
2 \u u? 2 \u u?
1
= —— U, Uy.
U

Logo, as novas componentes do vetor conservado sao

Cl=a,u, C*=0, C°= —laxux.
u

e Para o gerador Uy, as componentes do vetor conservado (3.17) sao

C' = —(a+b)u,,
11 la+b
c? = —§E((a+b)uy+vyu)uy+§ Uy,
11 la+b
c? = —QE((G+5)%+%U)%+§Tuxy-
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Como

C' = —(a+b)u, = =Dy((a+b)u) + v, u,

entao transferimos a derivada total em y para a componente C® como derivada total

em t; entao a componente C® modificada torna-se

1 (v, a-+b la+b
c? = ~5 (E—F " ux>uy+§TuyI—(a+b)Ut
1 Um+a+b +1a+b (a+b) 1 1
= —— | —= Uy — —— Uy — (@ —Ugy — — Uy U
2 \u u? A TR u Y2 v
1 fv, a+bd la+b
= 73 E—FT% uy—§ " Uyg + —5— Uy Uy
1 fv, a+b la+b
B AT A et
1 b 1 b
(e,
1 a+b

Transferindo a derivada total em z, de C® para a componente C? como

derivada total em y temos

la+bd 1 a+b

D (5 u “) - (—)
B 1 (v, a+b

N 2 \u u?

e a nova componente C? torna-se

1 (v a-+b la+bd 1
c? = —5 <Ey+7uy>uy+57uy9_§
B 1 vy+a+b 1 (v, a+b
a 2 \u u2 Uy ) Uy 2 \u u2
1
= —Evyuy.

la+bd
Uyy
la+bd
uy—§ w vy

Logo, as novas componentes do vetor conservado sao

1
Cl = by u, C? = - by Uy,
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e Para o gerador Us, as componentes do vetor conservado (3.17) sao

C' = —(a+0)(u+zu,),
c?* = —%(u—i—xum) (%—l—au—tbuy)—kla—kb(uy—kxuw),
c? = —%(u—i—xuz) (%—i—au—_l;l)uz)—kéaT—{—b(?ug;—i-xum).
Como

C' = —(a+b)(utzu,)=—(a+bu—(a+b)ru,

= —(a+bu—D,((a+b)zxu)+v,zu+ (a+b)u

= —D,((a+b)xu)+ v, zu,

entao transferimos a derivada total em z para a componente C? como derivada total

em t; daf a componente C? modificada torna-se

1 b 1 b
c? = —§(u+xux) <%+%uy) 5@1— (uy + T uy,) — (a+b) vy
1 a+b 1 /v a-+b la+b
— —é(vy+Tuy)—§(Ey+ " uy)xux—l—é ” (uy + T Uy) — (a+b) xwy
1 1 vy+a+b +1a—|—b (a+b)zu
= ——v,— =2+ —uy | Uy + = T Uy —
2 T o\ uz Y 2 v !
1 1 (v, a+ la+b 1
= g, T W) Tty Ty (a+b)x o Uay = g U Uy
1 1o 1 fa+b 1
= —3% 5 r 75 ” T Uy — (@ +b) T — Uy uy
1 a+b v a+b 1
= 3 [vy%— xuz—i-Dy( x)—(zy— 3 uy>xux—(a+b)x 2uwuy}
1 a+b v
= —5 (Uy+ y:L'ux+Dy< w A $>__$ux)
1 1 a+b
= —§vy—2Dy( :Bux>
1 la+b
= -D, <§( +b)+§ ” :L’ux)

Agora transferimos a derivada total em y, de C? para a componente C3
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como derivada total em z:

1 1 b 1 1 b 1 b
Dx(é(a+b)+—a+ :vux>=—§vx——a+ Ux——Dx(a+ Ux)x
Uu

3 vy  a-+b la+b
c° = ——(u+xux)(—~l—7ux)+§ " (2up + 2 Ugy)
1 La+b 1 (v, a+b a+b ,
- Uz — 735 T T 5 _uz+—uxx_—ux z
2 wu 2\ u u u?
1 a+b 1 (v, a+b , a+b
= —= |V — Ug | — = | —ugp + U, — Ugr | T
2 u 2\ u u? u
1 la+b 1 (v, a+b a+b ,
— —Up— = Uy — = | —Up+ —— Upy — —— U, | @
2 2 w 2 u?
Ug
= —Up— — Uy T
u

Logo, as novas componentes do vetor conservado sao

1
Cl=a,zu, C*=0, C*=-—=rxa,u,.
u

Para o gerador Us, as componentes do vetor conservado (3.17) sao

Ct = —(a+0b)(utyuy),
1 ) a+b la+b

c? = _§(u+yuy) (Ey+7uy)+§ (2uy + Y uyy),
1 ) a-+b la+b

3 . X

c? = —§(u+yuy) (Z‘F?Uz)‘i‘i (U + Y Uye).

Como

Ct = —(a+b)(u+yuy) =—(a+b)u—(a+b)yu,

= —(a+bu—Dy((a+b)yu)+v,yu+ (a+b)u

= _Dy((a +b)yu) + Uy YU,

entao transferimos a derivada total em y para a componente C* como derivada total
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em t; entao a componente C?® modificada torna-se

1 v, a-+b la-+bd
o3 = —5 (utyuy) (g+7ux)+§ (Us + Y uys) — (@ + ) yu
1 a+b 1 /v, a+b la+bd
= —é(vx-i- " UI)—§<E+ 72 Ux)yuy+§ W (Ux+yuyx)_(a+b)yut
1 1 /v, a+b la+b
= S5l T e yuy—l—iTyuyx—(a—l—b)yut
1 1 /v, a+b la+b 1 1
= —5%—5 E"" 02 Uy yuy+§ " Yuy — (a+0b)y a“acy_ﬁuw“y
1 1o, 1 /a+b 1
= —évx_ézyuy_g " yuym—(a—l—b)y?umuy
1 Uy a+b vy, a-+b 1
= ) [Uz+zyuy+pw<7yuy)_(E_Tuw)yuy_(a"i_b)yﬁuwuy}
1 . a+b v
== _5 Uaj+ y y+Dx Ty Y __yuy
1 1 a+b
- T 5”50( v y“y)
la+0
= -D, (2(a b)+§ yuy)

Agora transferimos a derivada total em z, de C? para a componente C?

como derivada total em y:

1 la+b 1 la+b 1 a+b
- Dy(§(a+b)+_ 0 yuy):__vy__ uy__Dy< uy)y

2 2 2 u 2 u
1 la+b 1 (v, a+b a+b ,
- _5%_57“1’_5(E“y+T“yy_7“y) v
Assim, a nova componente C? torna-se
c? = —%(u+yuy) (%‘f‘au——zbuy)‘f‘%a:b@uy"‘yuyy)
1 la+b 1 (v a+b a+b ,
T Ty “y‘é(‘“y*T“yy‘?“y)y
1 a+b 1 (v a+b , a+b
- —5(%—7%)—5(z“y+7“y—7“yy)y
1 la+b 1 (v, a-+b a+b ,
T 2T yn(g vTTa T e y)y
= T ﬂuyy
u
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Logo, as novas componentes do vetor conservado sao

1
ct =byyu, C? = —aybyuy, C3=0.

Portanto, provamos o segundo corolario do NTLC, o Corolario 1.7, pagina

12.

3.4 A equacao do calor nao-linear

A equacgao do calor nao-linear
ue = f(u) uay + f'(u) us uy

é do tipo (3.1) com as fungoes coeficientes dadas por

A=f(w), B=f(u, R=1, C=D=E=F=G=P=Q=0.

Aplicando o Teorema 1.1 obtemos o Corolario 1.8.

Demonstracao do Coroldrio 1.8: A equagao (1.23) nos dé
AL+ ou A=Ay, ou seja, ¢ = @(t,z,y).
Da equagao (1.26) e G = 0 segue que
0 + Ay =0,

Dai segue que

pr =0, Pry = 0.

(3.18)

Assim, p(z,y) = a(z) 4+ b(y) com a = a(x) e b = b(y) fungodes arbitrarias diferencidveis,

tais que a(x) + b(y) # 0.

Observagao 3.2: O Corolério 1.6 é uma consequéncia desse, considerando f(u) = =

7

2
*%
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Observacao 3.3: A equacao (3.18) nao é estritamente autoadjunta. De fato, segue do

Corolario 1.2 que a equacao

U = f(u) Ugy + g(’LL) Uy Uy,

com f = f(u) uma fungao diferencidvel, é uma equacao estritamente autoadjunta se, e
SO se,

o) =~ f(u) + '(u)

Observagao 3.4: Em [13] Cimpoiasu e Constantinescu provaram que existem quatro
possiveis escolhas para a fungao f(u) tais que a equagao (3.18) admita simetrias de
Lie, a saber: f(u) =1, f(u) = 1/u, f(u) = u” onde p # 0, p # —1, e f(u) =e*. O
primeiro caso corresponde a equacao do calor 2D linear. Para a equacgao do calor linear
em qualquer dimensao, leis de conservacao sao obtidas em [21]. O caso f(u) = 1/u

corresponde ao modelo do fluxo de Ricci 2D estudado na secao (2.3).

Nas subsecoes seguintes estabeleceremos as leis de conservacao relativas aos

dois casos restantes via o Algoritmo do NTLC.

3.41 Ocaso f(u)=u" comp#0ep#—1

As simetrias de Lie da equagao u; = uP uyy, + puP~tu, u, estao calculadas

em [13] e s@o geradas por

Considerando a varidvel adjunta v = a(x) + b(y) dada na demonstragao do

Corolario 1.8, a Lagrangeana formal é dada por

1 1
Ezvut—évupuxy—§vupuyx— vpu 1uxuy.

As derivadas parciais de £ sao dadas por

oc_ o
8ut o 8um

oL
=—vpu’ tu, —=-vpu’

Ou, Oty 2
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As derivadas totais que aparecem no vetor conservado sao dadas por

oL 1 1 _ oL 1 1 _
yaTw:—évyup—ivpup Yy, xﬁu—wz—ﬁvzup—ﬁvpup "y

Seja o gerador infinitesimal geral

0 0
X:(CQ+Clt>§+(C3+C5$)%+(C4+Cﬁy)_—(01_05—C6>§U/—

onde ¢y, ¢, c3, ¢4, C5 € Cg Sa0 constantes arbitrarias.

A sua caracteristica é

1
W:—(cl—c5—c6)1—?u—(02+clt)ut—(03+c5x)ux—(04+cﬁy)uy,

e suas derivadas totais sao

1
DW = —csuy—(c1—¢5—co)—uy — (o + 1) Uy — (€3 4+ C52) Uy — (€4 + C6Y) Ugy

1
= —(a+(p—-1)cs — c6)2—9ux —(ca+ert) ug — (€34 ¢52) Ugy — (Ca + Co Y) Usy,

1
DW = —cguy— (c1 —c5 —co)—uy — (ca+c1t) uy — (¢35 + ¢5T) Uyy — (€4 + CoY) Uyy

1
= —(aqg—es5+(p—1) 06)1—)uy — (a1 t)uy — (34 c52) Uyy — (ca + C6 Y) Uyy-

Entao as componentes do vetor conservado sao dadas por

oL
1 — _
¢ =W 0w,

1
= - ((cl—c5—06)];u~|—(02+clt)ut+(03~|—05x)ux+(04+66y)uy) v,

oL oL oL

= _D
8ux 4 8u3;y aumy

c? = W( )+(DyW)

1
= — ((cl — 5 —06)]3u~|— (co +crt)up + (c3+ c5 ) up + (C4+06y)uy) (—vpu’~u,

1 1
+ §vyup+ §vpup1uy>
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1
((c1 —c+(p—1) 06)5 uy + (ca+crt)uy + (c3+c52) uyy + (ca + 6 y) uyy> vuP

| —

1 1
) <(01 —c5— 06)]—? u+ (co+cat)ur+ (cs+csx) up + (ca+ coy) uy> (v, u?

vpuP~? uy)

1 1
5 ((01 —c+(p—1) cﬁ)]—)uy + (ca+crt)uy + (c3+ c52) uye + (ca + 6 Y) uyy> vub,

Ou,, Oy Oy
1
= — ((01 —c5— 06)5 u+ (ot t)ug+ (c3+ s ) ugp + (ca + 6 y) uy) (—vpu"u,

1 1
+ §vxup+ Evpup_lux)
1

1
+ 3 ((61 +(p—1)cs — CG)YSU”” + (g +c1t) ug + (c3+ ¢5%) Uge + (€4 + oY) uxy) vuP

1 1
= -3 ((cl —c5 —06)]—?u—|— (co+ert)up+ (c3+ c5x) up + (ca + 6 y) uy) (v u?

— vpuPtuy)
1

1
+ 3 ((01+(p—1)c5—cﬁ)gum—k(02+clt)uzt+(03+c5x)um+(c4+c6y)uxy)vup,

ou seja,

1
= — ((01—c5—06)5u+(02+01t)ut+(63+C5x)um+(c4+cﬁy)uy) v,

1 1
= 73 ((Cl — Cs —66)1—)10"‘ (co+crt)u+ (cs+csx)uy + (ca +c6y) Uy) (vy u”

— wvpuP? uy)
1

1
+ 3 ((01 —c+(p—1) cﬁ)guy + (co+crt) uy + (c3 + 5 ) Uye + (s + 6 Y) uyy) vuP,

1 1

= -3 ((Cl —C5 — 66)1_9 u+ (ca+crt)ug+ (cs+ csx) ug + (ca + s y) uy> (v uP

— wvpuPtu,)

1 1 v
+ 5 (01+(p—1)05—cﬁ)gux+(cz+clt)um+(03+c5x)um+(c4+06y)uxy vuP.

(3.19)

80



e Para o gerador Wy, as componentes do vetor conservado (3.19) sdo

1
ct = — (Bu%—tut) (a+0b),
2 1 p p_]_ 1 1 D 1
C? = 5(—vyu + (a+b)puP~uy) ]gu—l—tut +§(a+b)u ];uy+tuyt :
1 1 1 1
C? = (v +(a+b)pu’ ' uy) [ —uttu | + = (a+b)u’ | —uy + tug .
2 p 2 p
Como uy = Dy(uP u,) = D, (uP uy), entao
) 1 1 1 ,
ct = — Z—9u+tut (a—l—b):—Eu(a+b)—(a+b)tut:—]—)u(a—l—b)—Dy(tau Uy
D, (tbuP uy).

Agora transferimos a derivada total em x, de C' para a componente C?

como derivada total em ¢:
—Di(tbuPu,) = —buPu, —tb(pul~ usu, + uP uy),

entdao a componente C? modificada torna-se

c? = %(—%Uyupﬂ—vyu”tut+Uupuy+vpup_1uytut+%Uupuy—i—vuptuyt)
— buPu, — tb(puP " upuy + uP uy,)
= % {—%vyupﬂ + (1 + %) (a4 b)uP uy, — vy uP tu, + (a+b)pup_1tuyut]
+ %(a+b)uptuyt—bupuy—bpup_ltutuy—buptuty
= %:—%yyu“l—k((%—l) b—l—(l-i—%) a) uP uy, — vy uP tuy
+ (a—b)pu’ tuyu + (a — b) uP tuy,]
= et e D e
+ (a=b)pu’ " tuyu +Dy((a —b)u’ tuy) — (—byu” + (a — b) pu~" uy) tu,]
= % _—%Dy(bup+1)+%(p+1)bupuy+]%((1—p)b—|—(1 +p)a)u’ u,
+ Dy((a—0b)uPtu)
= % % 20+ (1+p)a)u’ u, + D, (—%buwrl + (a—b)uptut)l :
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Depois transferimos a derivada total em y, de C' para a componente C?

como derivada total em ¢:
~Di(taul u,) = —auPu, —ta(puP uuy +uP ug),

entao a componente C® modificada torna-se

1 1 1
c? = 3 (——vxup“ —vxuptut—i—vupuxjtvpup_luxtumt—vupux+vuptuxt)
p p

— auPu, —ta(puPtugug + uf ugg)

17 1 1
= 3 ——vxup+1+<1+—) (a—l—b)upux—UxuptumL(a—i-b)pupltuxut}
L P p
1
+ 5(a—i—b)u”tuxt—au”uy—apupfltutux—auptutx
17 1 1 1
= = ——vxupﬂ—l—((——l) a—{—<1+—) b) uP uy, — v uP tuy
21l p p
+ (b—a)pu’ " tugup+ (b— a) uP tug)
17 1 1
= 3 ——apuP™ + = (1 —p)a+ (14 p)b) v’ uy — vy ul tuy
L P p
+ (b—a)pu’ tugup + Dy((b— a) uP tuy) — (—az uP + (b — a) puP~ ' uy) tuy]
17 1 1 1
= —|[—=Dy(av”™+=(p+1)avfu, +~((1—p)a+ (1+p)b)u’u,
2l p p
+ D.((b—a)uPtu)]
11 1 0
= 3 —2a+(1+p)b)uPu, +D, [ ——au”™ +(b—a)uPtu, || .
LP p

Finalmente, transferindo a derivada total em y, de C? para C* como derivada
total em x; depois transferindo a derivada total em x, de C® para C? como derivada

total em g, obtemos as componentes simplificadas do vetor conservado

1 b
C'=—(a+bu, C*=wu, =%,
Yy
b p p

e Para o gerador Wy, as componentes do vetor conservado (3.19) s@o

Cl = —<(1 + b) Uy,
1

c? = 3 [(—v, u? + (@ + b) pul " u,) us + (a + b) uP uy,
1

C* = Sl(—veu” + (a+ b) pur™ ) up + (a+ b) P ).
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Como

Ct = —(a+b)u = —Dy(auP u,) — Dy(buf uy),

transferindo a derivada total em x para C? como derivada total em ¢ temos

C? =

)

t obtemos
o=

:

[(—v,u? + (@ + b) pul ™ ) up + (a + b) P uy] — b (pul ™" upuy + uP uy,)

—vyuPuy + (a —b) puP  uy, up + (@ — b)uP uy
) Y Y

NN —N| -

[—v, uP u; + (@ — b) puP ™ uy, uy + Dy((a — b) uP uy)
(byu? — (a —b) puP™" uy) uy

D, (% (a—b) uput),

Transferindo a derivada total em y, de C! para C? como derivada total em

[(—vzu? + (a+b) puP ™ ug) up + (a + b) uP uy] — a (puP™" uy uy + uP uyy)
(—vp P uy + (b —a) puP " ug up + (b — a)uP ugy)

[—vp uPuy + (b —a) puP ™ ug uy + Dp((b— a) uP uy)

N RN~

(a, 0 — (b—a) pur ™ u,) u)
D, (% (b—a) u) |

Finalmente, transferindo a derivada total em y, de C? para C?3 como derivada

total em z obtemos uma lei de conservacao trivial do primeiro tipo.

e Para o gerador W3, as componentes do vetor conservado (3.19) sao

Como

C' = —(a+b)u,

1
02 = _5[(Uyup_(&+b)pup_luy)uz_(a—i_b)upuyx]’
c? = _%[(vxup—(a%—b)pup_lux)ux—(a+b)“p“m]'

C' = —(a+b)u, =—-D,((a+b)u)+v,u,
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a derivada total em x é transferida de C*! para C? como derivada total em ¢, entao a

nova componente C? torna-se

C? = —[(vyu? — (a+b) pur~ uy) uy — (a+0) uP uy,] — (a +b)uy

(v, u” = (@ +b) pul ™ wy) uy — (@ +b) uP uye] — (a +b) (u gy +pul™" ug uy)

RPN, N|

= _5 [Uy up Uy + (a‘ + b) (U’p U:ry + pupil Uy uy)]

1
= -D, <§ (a+0b) upux) :
Agora transferimos a derivada total em y, de C? para C® como derivada total em x:

C? = —=[(vpu” — (a+b) puP ™" Uy) Uy — (@ + ) UuP Uy,

-3 [az uP Uy + (a4 b) (WP Upe + puP ™" Uy uy)]

Assim as componentes do vetor conservado sao dadas por
1 2 3
C =a,u, C*“=0, C°=—a,u’u,.

e Para o gerador Wy, as componentes do vetor conservado (3.19) s@o

ct = —(a—i—b)uy,

1
C* = = [y — (a+ D) pur ) uy — (0 +B)uP ),
G = (et — (0 D) pr )y — (a ) o )

Como

—(a+0b)u, = —Dy((a+b)u) +vyu,

a derivada total em y ¢ transferida de C' para C® como derivada total em ¢, entdo a
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nova componente C* torna-se

| =

C* = =5 [0 = (a4 D) pur™ )y — (0t B) P ] — ()
— _% [(veu? — (a +b) pul ™" uy) uy — (a+ b) uP uy,] — (a +b) (WP uyy + puP™ " uy uy)
— _% [V UP uy + (a+b) (P ugy + puP ™" uy uy)]
= —-D, (% (a+0b)uP uy) :

Agora transferimos a derivada total em x, de C® para C? como derivada total em y:

c? = - [(vy u? — (a + b)pup_l Uy) Uy — (a + b) uP uy,|

1
-3 [vy uP uy + (a4 b) (uP uy, + puP! Uy Uy )]

Assim as componentes do vetor conservado sao dadas por
1 _ 2 _ P 3 _
C =byu, C°=-byv’u,, C°=0.

e Para o gerador W5, as componentes do vetor conservado (3.19) séo

1
C' = (a+b) (—u—:nux),
p
1 1 1 1
c? = §(vyup—vpup_luy) (]Su—ﬂﬁux)—gvup(;%—xuyx)’
1 1 1 1
3 = —(kup—vpupflum) —UuU—xUy | — =—vuP —— 1) uy —Tug, .
2 p 2 p

Como

' = (a+b) (%u—mux) :%(a+b)u—(a+b)xux

1
= —(a+bu—Dy((a+b)zxu)+v,zu+ (a+b)u,
D

a derivada total em z ¢ transferida de C! para C? como derivada total em ¢, entao
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temos

1 1
c? = 3 [—(vyup —vpuP )z uy + (@ + ) uP T uy, + —u(vyuP — (a+b)puP ! u,)
p
1
- E(a—f—b)u”uy] —(a+b)zy
1 P p_l P 1 p+1 p
= 3 —(vyu? —vpuP T uy) v u, + (a+b)u fEUya;‘f—]—?(UyU —(p+1)(a+0b)u’uy)
— (a+0b)x (WP ugy + puP " u, uy,)
1/1 1
= = (— byup+1 - ]ivupuy — vy uf T Uy —vpup’lxuyux - vupxuyx>
2\p p
1/1 1 +1
= 3 (5 D, (buP*) — p (p+1)buPu, — b (a+b)u’ u, — Dy((a+b) upa:ux)>
1 +1 1
= 3 (_p_ (a +20b) uP u, + D, <—bu”+1 - (a+b)u”xum)> :
p p
Agora transferimos a derivada total em y, de C? para C® como derivada
total em z:
1
c? = [—(vmu” —(a+b)puPtuy) wuy + (a+b)uP T Uy + —u (v uP —vpul? uz)}
p

1 1 1
(——1) (a+b)uPu, + =D, (—bup“—(a—i—b)upmux)
p 2 p

N~ N~ N~

1
{—(vz uP — (a+b) puP "t uy) T, + (a+ b) uP T Uy, + 5% up“]

11 1 1 1
gz—j(a—kb)u”ugg—l—ép; bupua:_5[(U:cup—i-vpup_lum)xuz+vupux+vupxu$z]
1 1
—vzupmuz——p+ auf uy + = — vy uPt
2 p 2p
1 1 11 1 1
—axa:upux——p+ aupux—l-——Dx(aup“)——p—i_ auP u,
2 p 2p 2 p
1
—ay xuP uy — aupuz—l—i—Dm(aupH).
p

Finalmente, transferindo a derivada total em x, de C® para a componente

C? como derivada total em y, obtemos a nova componente

1
Cl = (xax+p+

1 1 1 1 1
C? = —5%(a+2b)upuy+ Ep-; au? u, = _p-; buf u,,.
Assim as componentes do vetor conservado sao
pHl

p

1
(a—l—b)) u, C*= buP u,, 03:—(xax—l—p+ a)upux.

p p
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e Para o gerador Wy, as componentes do vetor conservado (3.19) s@o

' o=

2 =

¢ =

Como

(a+) (%u—yuy),

' = (a+b) (éu—yw)

1
= (a+b)]—9u—(a+b)yuy

1
= (a+b)];u—1>y((a+b)yu)+vyyu+(a+b)u,

a derivada total em y é transferida de C! para C? como derivada total em ¢, entdao

temos

c? =

— (v uP —vpup_lux)yuy+Uupyuxy+5u(vxup —vpuPtu,) — Evupuw}

<
&

1
—(vpu? —vpuP T ug )y uy + v uf yug, + 5 (v, uPT — (p+ 1) vuP um)}

1
— a, uPtt —Zivupux—l)x(vupyu )
p p !
1 1 1
(]iaupux—p+ (a+ b)uP uy + D, (—aup+1—vupyuy)>
b p p
( P

+1

= N = N = N~ S No= S N

1
buP u, + D, (—aup+1 —vupyuy>> .
p

Agora transferimos a derivada total em z, de C® para C? como derivada
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total em y:

1 1
c* = 5[—(Uyup—vpup1uy)yuy+vu”yuyy—i—;u(vyup—vpup1uy)]
1 /1 1
- = (——1)Uupuy+7)y <—aup+1—vupyuy)
2 p
= 1 p p—1 1 p+1 p
= 3|~ (vyuP —vpuP™ uy) yuy, +vuf yuy, + —v,uP — —vuPu,
p p
1
+ §pp Uy — [(vyup—l—vpup’luy)yuy—l—vupuy—l—vupyuyy]
1 1 11
= —uu yuy—§p+ bupuy+§1;vyup+1
1 1 11 1 1
= —vyupyuy—§p+ bupuy+§—D(b uP ) — —pt buP u,
p
1 11
= —byuPyu, — i bupuy+§—Dy(bup+l).
p

Finalmente, transferindo a derivada total em y de C? para a componente C?3

como derivada total em x, temos a nova componente

1 1 1 1
2 p 2 p

buf u, = 0.

Assim as componentes do vetor conservado sao dadas por

01:<yby+p

Portanto, provamos o terceiro corolario do NTLC, o Corolario 1.9, pagina

1
Pt bu? uy, C? =0.

1
(a—i—b)) u, C*=—b,ulyu, —

13.
Observacgao 3.5: O Corolario 1.7 é uma consequéncia do Corolario 1.9, conside-

rando p = —1.

3.4.2 O caso f(u) =e"

As simetrias de Lie da equacao u; = e uy, + €“u, u, estao calculadas em
y y

[13] e sao geradas por

0 0 0 0 o 0. 0 0 0



A variavel adjunta é dada na demonstracao do Corolario 1.8 por v

a(x) + b(y), a Lagrangeana formal é dada por

L=vu —lve“u —lve“u —vetu,u
- t 92 Ty YT x Wy

2
As derivadas parciais de £ sao dadas por

oc oL oL oL 1

u u U
— =0 = —ve'u, —=-—-ve'u, — =——ve™
Ouy T Ouy Y Oy, T Oy 2

As derivadas totais que aparecem no vetor conservado sao dadas por

oL 1 oL
D, _Cew D, =
y@uxy 5 e" (v, +vuy), :vauym

1 u
=3¢ (V2 +vuy).
Seja o gerador infinitesimal geral

0 0 0 0
Z:<02+Clt)§+(cg+c5x)£+(C4+66y)0_y_(01_05_66)6_u’

onde ¢y, ¢, c3, €4, C5 € Cg 520 constantes arbitrarias.

A sua caracteristica é

W=—ci+cs+cs— (ca+ert)u — (c34 c50) up — (¢4 + oY) Uy,

e suas derivadas totais sao

D W = —csuy — (ca+crt)ug — (c3+ c52) Upy — (Ca + C6Y) Uy

DW = —couy — (co+c1t) Uy — (c3 4 ¢50) Uyy — (Ca + Co Y) Uy,

Entao as componentes do vetor conservado sao dadas por

oL
1 — R
O - W 0Ut
= —(a—c—c+(catat)u + (cs+c52)ug + (ca + coy) uy) v,
oL oL oL
2 — _
o =w (3% Dy 8uxy> +(DyW) Ogy
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= (a—c—c+(ca+at)u+ (cs+csx)uy + (ca+ coy) uy) (veu,
1 u
- 56 (Uy"‘vuy)

1 u
+ 5 (couy + (ca+crt)uy + (c3+ 5 2) Uyy + (c4 + CoY) Uyy) vEY,

=W (a—ﬁ—Dma—ﬁ) + (D, W) oL

8uy 8Uym auym

= (a—c—c+(at+at)u+(cs+csx)uy+ (ca+coy) uy) (Ve uy

1
— —e" (v + vux))

2
1 U
+ 5(c5ux—|—(02+clt)uxt+(03+c5x)um+(c4—|—c6-y)umy)ve,
ou seja,
C' = —(er—cs—co+ (catert)us+ (e3+csx)up + (cs +cgy)uy) (a+b),
1
c* = (01—C5—Ce+(62+01t)ut+(63—1—0595)%—1-(c4+c6y)uy)§e“((a+b)uy—vy)
1
t 3 (couy + (co + crt) uy + (3 + 5 @) uye + (ca + cy) uyy) (@ +0) e,

1
3 = (01—c5—c6—|—(02—|—clt)ut+(03—|—c5x)u$+(c4+06y)uy)56“((a+b)um—vx)

1
+ 3 (c5uy + (c2 +c1t) Ut + (c3 4 €57) Uy + (Ca + C6 Y) Usy) (@ + D) €. (3.20)

e Para o gerador Z;, as componentes do vetor conservado (3.20) sao

C' = —(1+tw)(a+b),
1 1
c? = 5" ((a+b)uy —v))(L+tu) + 5 (a+b) e tuy,
1 1
C* = Set((a+b)us — o)1+ tw) + 5 (a+b) € by,
Como
C' = —(14+tu)(a+b)=—(a+0b)—(a+b)tu

= —(a+b)—Dy(be"tuy) —Dy(ae"tuy),

entao transferimos a derivada total em x para C? como derivada total em ¢, e obtemos
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a nova componente

1
C? = —e"((a+b)uy, —v,)(1+tu) + 3 (a+b)e" tuy —be u, —tb(e" upuy + € ugy)
e [(a+b)uy, — vy, + ((a+b)uy, —vy) tuy + (a+ b) t uy
e (uy + 1 (ur uy + ugy))

e’ (—vy + (a—b)uy —vytu + (a —b)uytu, + (a —b) tuy,)

[
N =N = SN =N

e (—vy + (a — b) u,) + %Dy((a —b) e tuy).

Transferindo a derivada total em vy, de C'! para C® como derivada total em

t obtemos a nova componente

1
C? = —e"((a+b)uy —ve)(1+tuy) + §(a+b) e tuy —ae u, —ta(e uuy + e uy)
e [(a+b)uy — v, + ((@+b)uy —vy) tuy + (a+ D) tuy]
e (ug + t (ug uy + ugy))

e (—vy+(b—a)u, —vytu+ (b—a)uytug + (b—a)tuy)

|
N =N = QN =N

e (—vy + (b—a)u,) + %Dx((b —a)e"tuy).

Finalmente transferimos a derivada total em y, de C? para C® como derivada

total em z para obtermos as componentes simplificadas do vetor conservado

1 1 1 1
Clz_(a_'_b)’ 02:_§byeu+§(a_b>euuy7 ng—éaxeu—i—ﬁ(b—a)euuz.

e Para o gerador Z,, as componentes do vetor conservado (3.20) sao

C' = —(a+0b)u,
) 1, u 1 u
c* = 5(6 (a+b)u, —e Uy)ut+§(a+b>e Uyt
1 1
03 — 5(6“ (a + b) Uy — e vx)ut + 5 (CL + b) e Ugt-
Como
C' = —(a+b)uy = —Dy(be" uy) — Dy(ae" uy),



entao transferimos a derivada total em x para C? como derivada total em ¢, e obtemos

a nova componente
c? = e’ [((a+b)uy —vy) ur + (a4 b) uye] — be® (ugp uy + uyy)

e (—vyup + (@ —b)uyug + (a — b) uy)

NN =N =

D,((a —b) e uy).

Transferindo a derivada total em y, de C! para C? como derivada total em

t, obtemos a nova componente
C? = Ze"[((a+b)uy —vy)u + (a+ b) uyy] — ae® (upuy + )
e (—vpup + (b —a) ugug + (b — a) ugy)

D.((b—a)e"uy).

N RN~

Finalmente, transferimos a derivada total em y, de C? para C® como derivada
total em z para obtermos uma lei de conservacgao trivial do primeiro tipo.

e Para o gerador Z3, as componentes do vetor conservado (3.20) sao

C' = —(a+b)u,,

2 - %e“[((a+b)uy—vy)ux+(a+b)uyx],

s — %e“[((wb)ux—vx)ux+(a+b)um].
Como

C' = —(a+b)u, =—-Dy((a+b)u)+v,u,

transferindo a derivada total em z para C? como derivada total em ¢, temos a nova

componente

e’ (vyuy + (a+ b) uyuy + (a +b) uyy)
D,((a+b)e"u).
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Transferindo a derivada total em y, de C? para C® como derivada total em

x, obtemos a nova componente

1 1
= ie“[((a—l—b)u,@—vx)ux—ir(a+b)um]—éeu(vxum—l—(a—l—b)uxux+(a—|—b)um)

= —e" v, u,.
Assim as componentes simplificadas sao dadas por
1 2 3 u
C'=a,u, C“=0, C°=—a,e"u,.

e Para o gerador Zy, as componentes do vetor conservado (3.20) sao

C' = —(a+b)uy,
L
C* = Sel((a+b)u, —v,)u, + (a+b)uy),
1
C* = Se[((a+b)us —v)u, + (a4 b)ug)
Como
C' = —(atb)u, =-Dy(a+b)u)+v,u,

entao transferimos a derivada total em y para C® como derivada total em ¢, e obtemos

a nova componente
1
c? = 5 e [((a+b) uy — vy) uy + (a+b) ugy] — (a+b) e (uy uy + uyy)
1
= —56“ (Vg uy + (a +b) uyuy + (a+ D) uyy)
1
= -3 D.((a+b)e"uy).

Transferindo a derivada total em z, de C® para C? como derivada total em

Y, obtemos a nova componente

1 1
c? = 56“[((a+b)uy—vy)uy+(a+b)uyy] —Ee“(vyuy+(a+b)uyuy+(a+b)uyy)

. __Lu
= €7 Uy Uy.
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Assim as componentes simplificadas do vetor conservado sao dadas por
1 2 3
¢ =byu, C°=-be"w,, C°=0.
e Para o gerador Z5, as componentes do vetor conservado (3.20) sao

C' = (a+b)(1—zu,),

c? = —%e“[((a+b)uy—vy)(1—xux)—(a—l—b)muyx],
s = —%eU[<<a+b)um—vz>(1—xuz>—(a+b)(um+xum)].
Como

C' = (a+b)(1—zu,)=a+b—(a+b)zu,=a+b—D((a+b)zu)+ (vex+a+b)u,

entao transferimos a derivada total em x para C* como derivada total em ¢, e obtemos

a nova componente

c? = —%e“[((a—{—b)uy—vy)(l—xugﬁ)—(a+b)xuyx]—(a—i—b)xe“(umuy—l—uxy)
= —%e“[(a+b)uy—vy—((a—i—b)uy—vy)xux—(a—i—b)xuyx]

— (a+Db)ze" (uyuy + Uyy)

1
= —56“[—%4—(a+b)uy—|—vyxux+(a—l—b)uyxux—l—(a+b)xuyx]

1 1
= - e’ (—vy + (a+b)uy) — EDy((a +b)e' zuy).

Transferindo a derivada total em y, de C? para C? como derivada total em

x, obtemos a nova componente

P = _% e [((a+b) g — va) (1 — 1) — (@ + ) (ty + 7 tyy)]

1
- 56” [(a4b)uy + vy xus + (a+b) uy xuy + (@ + b) T g,
1
— _56“(—%—1— (a+b)uy +2v, T uy).

Assim as componentes simplificadas do vetor conservado sao dadas por

C' = zazu+ (a+b)(1+u),

1 u 1 u
C? = §bye —§(a+b)e Uy,
3 1 u 1 U
c° = e = wax+§(a—|—b) e u,.
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e Para o gerador Zs, as componentes do vetor conservado (3.20) sao

¢t = (a+0)(1-yuy),

¢ = et by — )1~ yuy) + (0t b) (g + yy)],
C* = 5 (@ ) — )L~ yuy) + (0 + By
Como

C' = a+b—(a+byu,=a+b-Dy((a+b)yu)+ (v,y+a+b)u
entao transferimos a derivada total em y para C® como derivada total em ¢:
1
C? = —3 e [((a+b)uy —v,)(1 —yuy) + (a+b) yugyl — (a+b)ye (uy uy + uyy)

1
= —56“[—%—%(a+b)ux—|—vxyuy+(a—l—b)umyuy%—(a—l—b)yuw]

1 1
= -3 e (v, +vuy,) + §Dx((a +b)e"yuy).

Transferindo a derivada total em x, de C® para C? como derivada total em

Y, temos a nova componente

2 =

N | —

e [((a+b)uy —vy)(1 —yuy) + (a+b) (uy + yuy,)

“((a+b)uy+vyyu, + (a+b)uyyu, + (a+b)yuy,)

N —
[\3|>—‘ o

' (—vy + (a +b)uy + 20, yuy).
Assim as componentes simplificadas sao dadas por

C' = ybyut(a+b)(1+u)
1 1

C? = §bye“—(yby+§(a+b)>e“uy,
1 1

03 = §axe“—§(a+b)euuz.

Portanto, provamos o quarto corolario do NTLC, o Corolario 1.10, pagina

15.
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3.5 A equacao do fluxo de Ricci modificada

A equacao do fluxo de Ricci modificada é uma equacao do calor nao-linear

generalizada
1 1
U = Uy §u$uy+at+cu (3.21)
¢ do tipo (3.1) com as fungoes coeficientes dadas por
1 1 a
A=—-, B=-—, G= u, R=1, C=D=E=F=P=Q=0,
U U at+c

onde at+c#0ea#0.
Aplicando o Teorema 1.1 segue o Corolario 1.11.

Demonstra¢ao do Coroldrio 1.11: A equagao (1.23) nos dé

1 1 1

¢ st = ¢, ouscja, p=p(tay).

Da equagao (1.26) e G = —*— u obtemos

+1 B a
Pt u(p:z:y _Spat%—c’

Dai segue que

p =0, Yzy = 0.

n a
e at+c

Assim, a funcao ¢ que satisfaz a definicao de equagao nao-linearmente autoadjunta é

A(z) + B(y)
t =
p(t,z,y) wite
com A = A(x) e B = B(y) fungoes diferencidveis tais que A(x) 4+ B(y) # 0. &

A seguir aplicaremos o Algoritmo do NTLC para obtermos algumas leis
de conservacao para a equacao (3.21). As suas simetrias de Lie geram uma &dlgebra de
Lie 6-dimensional (calculada em [12]):

X, = (at+c)2+au£ Xy = (at+c) ln(atJrc)g—i-a(l—l—ln(at—i-c))

ot ou’ ot Y ou
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0 0 0 0 0 0

X3: X4: X5:$——U X(;:y——u—

or’ oy’ Ox ou’ oy ou
Considerando a variavel adjunta v = %ﬁ(y) dada na demonstragao do
Corolario 1.11, a Lagrangeana formal é dada por
Ezvut—lgumy—lguy:p+iumuy— 4
2 u 2 u u? at—+c
As derivadas parciais de £ sao dadas por
oL oL v oL v oL 1w
gu " dn @Y @ Guy 2u
As derivadas totais que aparecem no vetor conservado sao dadas por
oL lv, 1w oL lv, 1w
Yum 2w 22" Thu, 2w 2w™

Seja o gerador infinitesimal geral

0 0 0
X = (at+co)(ci+eeIn(at+c)) =+ (cs+c5x) — + (ca + cy) —

ot ox dy
+ [aa+ca(l+In(at+c))—cs —cﬁ]u((%,
onde c1, ¢, c3, ¢4, C5 € Cg sa0 constantes arbitrarias.
A sua caracteristica é
W = [aat+ca(l+In(at+c)) —c5—cslu—(at+c)(c1 4+ co In(at+c))uy
— (s +esx)uy — (ca+ coy) uy,
e suas derivadas totais sao
D,W = —csu,+[cia+caa(l+1In(at+c))—cs— coluy

— (at+c)(ar+caIn(at+¢)) uy — (c3+ ¢52) Uyy — (ca + C6 Y) Ugy
= [aaat+ca(l+n(at+c)) —2c5 —cglus — (at+c¢)(c1+co In(at+c¢)) ugy
— (c3+C5x) Upy — (€4 + CoY) Uy
DW = —csuy+[cia+cza(l+1In(at+c))—cs —csluy
— (at4c)(cr+con(at +c)) uy — (c3+ c52) Uyy — (Ca + 6 Y) Uyy
= [aa+ca(l+In(at+c)) —cs—2c]uy, — (at+c)(c1+c2 In(at+c)) uy,

- (03 +c5 x) Uyz — (ca+co y) Uyy-
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Entao as componentes do vetor conservado sao dadas por

oL
1 — -
c = W@ut
= [[a+ca(l+In(at+c))—c5—cglu— (at+c)(c1+ e In(at+c))uy
— (e3+c5w)up — (ca+coy) uyl v,

@::W%éﬁ—pa£)+wmoa£

Ou, y@uxy 37%,
= [[aa+cca(l+In(at+c)) —c5 —cslu— (at+c)(c1+c2 In(at+c))uy
— (st er)us — (ca+coy) uy (%uﬁl%—lﬁuy)
+ [[aa+ca(l+In(at+c)) —cs —2csluy, — (at+c¢) (a1 +co In(at+¢)) uy
— (e3+ c5x) Uyy — (ca + 6 Y) Uyy] (—1 E) )

2 u

= [[aa+ca(l+In(at+c)) —c5 —cglu— (at+c)(c1+c2 In(at+c))uy

v lv, 1w
— (e3+csx)uy — (ca+ coy) uy) Eum—k—————um
+ [[aa+ca(l+In(at+c)) —2c; —cslus — (at +c¢) (c1 + c2 In(at + ¢)) uy

1o
— (e3+ %) Ugy — (Ca + CoY) Ugy] (—5 E) ,

ou seja,

C' = [[aa+coa(l+In(at+c)) —cs —cglu— (at+c)(c; +c In(at +c))uy
— (st csa)up — (ca+ cy) uyl v,
C? = [[aa+coa(l+In(at+c)) —cs —cslu—(at+ec)(c; +coIn(at +c))u

1w 1w
— (s +csx)uy — (ca + coy) uy) (——y+——uy)

1
5[[cla—{—cza(1—l—ln(at+0))—c5—206]uy—(at+c)(cl+02 In(at+c))uy,
v
— (3t c52) uye — (ca+ co y) uyy] "
C?® = [[cca+cya(l+In(at+c)) —cs—cslu— (at c1 4 co In(at+¢))uy
v

+o) (
—<@+%@%—@ﬁwMMM(%%+%— )
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1
2

[cra+caa(l+1In(at+c)) —2c5 — cgluz — (at +¢) (1 + c2 In(at + ¢)) ugy

v
— (3 +c5x) Upy — (Ca+ CoY) Usy] w (3.22)

Para o gerador X7, as componentes do vetor conservado (3.22) sao

Ol

02

03

Cl

A+ B
at+c

(——"%——uo(au—@t+@u0—%@u¢—Mt+@uM%

(au— (at+c)uy),

1o
- (vuy+vyu)(au—(at+c)ut)—ia(auy—(at—i-c)uyt),
1o, 1 1
5% z%um)(au—(at+c)ut)+—§(aum—(at+c)uwt)%

ui(vux+vm u)(au— (at+c)uy) — 5%(6““ — (at+c) ug).

A+B A+ B
at+c

A—i—Bau_B Dx<%)+ au 4 Dy<%>+ au
at+c U at+c U at+c

o (52) -, (4%),

u

au— (A+ B)w

entao transferimos a derivada total em z, de C! para C? como derivada total em ¢, e

obtemos a nova componente

CQ

L
2"
1
2
1
2
1
2
a
2

10, 1A-B 1A-B 1 B,
avy— =2 (at+c)u, — = ug uy + Dy wy —|—§—ut
u?

2

1A-B
Y D -
c+ y<2 U ut)

t+
1A B
2at—|—c U

1w 1w lo U Uy U
_Ezy(at—l—c)ut—5E(at+c)utuy+55(at+c)uyt—B<%_ Z2t>
Lo (4 oy - LAZD 1A—B
avy — - — (a c)up — — Up Uy + — U
2 u P2 VT o vt

2 u 2

— B

2

Ut Uy
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Transferindo a derivada total em y, de C*! para C® como derivada total em

t obtemos a nova componente

C* = Jave— g (atc)u— g (@t o uus 5o (at + ) — A (B2 -T2
1 v, 1B-A 1B—-A
— x—§g(at+0)“t_§ I A S
— 1U—"E(@Hc)w 1B—Au,:u +D <EB_AUt)+léut
2 U 2 2 z \2 wu 2 u

B—-A

2 ut uilf

u
A 1B—-A
2

( 1B A )
Ut .
2at+c U

1
2
1
2
1
Sk
1
2
a
24

t+

Transferindo a derivada total em y, de C? para C? como derivada total em
x, obtemos uma lei de conservacao trivial do primeiro tipo.

e Para o gerador Xs, as componentes do vetor conservado (3.22) sdo

C' = via(l+1In(at+c))u— (at+c) In(at+c)u]

= vau+In(at+c)v(au— (at+c)uy),

c? = L %(vuquvyu)[a(l +1In(at+c))u—(at+c) In(at+ c)uy] —

gle .

[a(l+1In(at+c))uy, — (at+c) In(at + c) uyl,

c? = (vuy +vpu)[a(l+1In(at+c))u—(at+c) In(at+c)u —

[

[a(1+In(at+c))u, — (at+c) In(at + ¢) ugy.

NIRNI RN —N
| —

Q
9
=
S
gl

Q

= vau—In(at+ c) (Dx (guy) +D, (%ugg)) ;

entao transformamos a derivada total em z em derivada total em ¢:

B
¢ — Uy 1n(at+c)B<%—w),
at+cu u u?

B
—D; <ln(at +c) " uy) = —
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depois a transferimos para a componente C?:

c? =

em t:

depois

¢d =

—Dt<ln(at+c)éux) S Sty — ln(at+c)A(——

1 1
—a(l—l—ln(at—f-c))vy—5%(@1&4—6) ln(at—kc)ut—é%(at—l—c) In(at+c)uuy

lv a B Ut Uy Uy
Ea(at—l—c)ln(at—l—c)uyt— t—i—czuy ln(at—|—c)B<Ty— 22)

a B
at+c u

1w
—a(1+ln(at+c))vy—§i(at+c) In(at+c)u —

- B
In(at + c) (uy e %>

u? u
%a(1+ln(at+c))vy—%%( t+ )ln(at+0)ut_at+c§uy
A_Bln(at—i-c)uyut—i—l? (%A Bln(at+c)ut)
%%ln(at+c)ut+§AuzBln(at—i—c)uyut
%a(l—l—ln(at—I—C))atBic aticf u, + D, (%AuBln(at‘f'c)ut)
at(:—cf u, + D, <%a(1+ln(at+c))at+c+%A Bln(at+c)ut>,

Agora transformamos a derivada total em g, de C* em uma derivada total

a A

Uty Ug Uy )
9

U at+c u U u?

a transferimos para a componente C?:

1 v, 1
a(l+In(at+c)) v, -5 %(at—i—c) In(at+c)u — = . (at+c) In(at + c)uguy

3¢ >
%E(at—l—c)ln(at—i—c)uxt—aticéux ln(at—i—c)A(%_u;ut)
5@ (1+ln(at+c))vx—%%(at+c)ln(at—}—c)ut—aticgux
B—A Up Uy Upy

ln(at—i—c)( u2t_7t)
%a(1+ln(at+6))vx—%%(atJrc)1n(at+c)ut—aticguaj
B_

A 1B-A
In(at + c) fa e + D, (— In(at+c) ut>

u?2 2w

1A, 1
i—ln(at—l—c)ut—l—i In(at + ) ug uy

U u?
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1 A, a A 1B-A
- 5@(1+1n(at+0))at+c—at_i_cgum D, <§ - ln(at—i—c)ut)
a A 1 A 1B-A
= e uz + D, <§a(1+ln(at+c))at+c—|—§ ln(at—i—c)ut).

Transferindo a derivada total em y, de C? para C® como derivada total em

x, temos as componentes simplificadas do vetor conservado

A+ B a B a A
Cc' = au, 2 = - —~u,, C*=- — Uyg.
at+c at+c u at+c u

e Para o gerador X3, as componentes do vetor conservado (3.22) sao

C' = —vu,=-Dy(vu)+v,u
11 1o

c? = zuz(vuy—kvy )“$+§E“yw7
11 1

c? = —3 E(v%%—vmu) Uy + E%um

Transferindo a derivada total em z, de C* para C? como derivada total em

t, obtemos a nova componente

11 1o A+ B
2 — —_—— — _— J—
c° = 2u2(vuy+vyu)uz+2uuyz Dt(at—i—cu)
1o a(A+ B)

= —§§(vuy+vyu)uz+ U — VU

§Euyz+ (at+c)?

11 1w a 1 1
= —éﬁ(vuy+vyu)u;ﬁ+§auym+at+CUU—U auxy—ﬁuwuy+

1 1o 1 1
(vuy+vy >UI+§EuW—v —uxy—ﬁumuy

1

2w U

11 1 1 1

5— Ux—Q ny Euzuy

11 1 1

- -vD, ( ):—Dy —Euz )
2 u 2 U 2 u

— Uy Uy —
Agora transferimos a derivada total em y, de C? para C3 como derivada

total em x, e a nova componente C? torna-se

11 1 11 1 i
c? = —iﬁ(vugﬁ—vxu)um—l—g%um—§avxux—§va(%>
1
= == Uy Uy
u
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Assim as componentes do vetor conservado sao dadas por

A, Uy
at+c u’

Cl = As

= u, C*=0, C°=-—
at+c

e Para o gerador Xy, as componentes do vetor conservado (3.22) sdo

C' = —wvu, =-D,(vu)+v,u,
1o
C? = —3 ?(vuy—%vyu)uy—iriauyy,
11 v
c? = —5 ﬁ(vugﬁ—vxu)uyjtﬁauxy.

Transferindo a derivada total em y, de C! para C? como derivada total em

t, temos a nova componente

11 1w
c? = _§$<UUI+UJ:U)U?J+§Eu$y_pt<vu)
11 1w a 1 1 “
- —§E(vuz+vxu)uy+§aua@y+at+cvu_v Uay 27 at+¢
11 1 1 1
= ———(vuw+vxu)uy+—guxy—v (‘ufcy__umuy)
2u2 2 u U u2
11 1 1 1
= —Z Uz Uy — V| —Ugy — 5 Uz U
2u Y 2 U Y u2 Y
11 1
2 u 2 u

Agora transferimos a derivada total em x, de C® para C? como derivada

total em y:
11 1o 11 1 U
C2 = —§E(Uuy+UyU)uy+§auyy—§E’Uyuy—§’UDy(Uy>
1
= —avyuy.

Assim as componentes do vetor conservado sao dadas por

ol By Bow s

Cat+cu’
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e Para o gerador X5, as componentes do vetor conservado (3.22) sdo

C' = —w(utzruy)=-Dy(veu)+zv,u,
11 1

02 = —§E(Uuy+vyu)(u+xuw)+§%( y—i—xuyx),
11 1

Transferindo a derivada total em x, de C* para C? como derivada total em

t, obtemos a nova componente

lwv
c? = (vuy—f—vyu)(u—l—xum)—i—Ea(uy—kxuyw)—Dt(v.ru)

1 +1 U 1 1
VU T Uy + —Vy T Uy — — LUy | — TV | = Uy — — Uy U
w2 Y u u- Y u Y2 Y

1 v
— VL Uy Uy + — Vy T Uy + — T Uy
u? Y u Y u Y

|
3
<
+

@ 7~ N7 N 7
@@
|

N~ NI~ N~ N~ N

Agora transferimos a derivada total em y, de C? para C?® como derivada

total em z:

3 = —

1 1 1 B N
E(v%—i—mu)(u%—xum) +§%(2u$+xum) — éDz (at—l—c +%vx)

v 1 1 v
= — vw——ux—i——Qvuwxuw%——%xum——xum
U U U U
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e Para o gerador Xg, as componentes do vetor conservado (3.22) séo

C' = —v(u+yu,)=-Dy(vyu)+yv,u
11 1?]

02 = —5E(UUy“—Uyu)(u—{—yuy)+§E(2uy+yuyy)7
11 1

= —5 (VU + v )(U+yuy)+§%(ur+y“wy>'

Transferindo a derivada total em y, de C! para C? como derivada total em

t, temos a nova componente

I
(Vg + vy u)(u+ yuy) —|—§E(ux+yuxy) —Di(vyu)

¢d =

le —

1 1 v 1 1
vx+ﬁvuxyuy+avxyuy—ayuw —Yyv auxy—ﬁuxuy

/;\/\
)

1 1 )
—?vyuyuz—%av:pyuijayuzy
at+c ( )>

U
U

AL
- v )
at—+c y

Agora transferimos a derivada total em x, de C® para C? como derivada

NI N~ N~ N~

9 —

total em y, e a componente C? torna-se

11 1w 1 A u
c? = —5—(vuy+vy u)(u 4 yuy) + 5;(2uy—|—yuyy) - §Dy (at—l—c + fvy)
1 v 1 1 v 1 1 1
= —5 —auy—l—ﬁvuyyuy—{—avyyuy—ayuyy —5 —Evyuyuy—i—avyyuy
1 Uy
= 5 Gy )
1 2
= ) vy + avyyuy .
Assim as componentes do vetor conservado sao dadas por
B 1 B 2
Cl — y C?=—_-_"Y (14Z2 C? =0.
at+c?™ 2at+c —I—uyuy ’
Portanto, provamos o quinto corolario do NTLC, o Corolario 1.12, pagina
16.
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Capitulo 4

Uma classe de equacoes evolutivas

do segundo tipo

Neste capitulo provamos o Teorema 1.2 e seus corolarios, além disso cal-
culamos as leis de conservagao para as equagoes do fluxo geométrico hiperbdlico e a
equacgao modificada. Obtemos condigoes necessarias e suficientes para que a classe de

equacgoes evolutivas de segunda ordem quaselineares do segundo tipo

F = Rup—Auyy—Buy uy—C uge—D uyy—Fuy—Fu,—P ui—Q uz—G—H up—1 uf =0,
(4.1)

seja nao-linearmente autoadjunta.
Nas secoes seguintes aplicaremos o Teorema 1.2 e o NTLC para obter as

leis de conservacao para as equacoes supracitadas.

4.1 O segundo teorema principal

O segundo teorema principal nos dé condig¢oes necessarias e suficientes para
que a classe de equagoes do segundo tipo (4.1) seja nao-linearmente autoadjunta.

Primeiramente calculamos para a equagao (4.1) a sua equagao adjunta.
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Proposicao 4.1: A equacao adjunta a equagao (4.1) é dada por

F* Rvy — Avyy — Cvgy — Dy,
(B—=—A)u,+2(P—-Cu, + F—A,—2C;] v,
(B—Ay)u, +2(Q —Dy)u, +E—A, —2D,]v,

(H4+ 2R, +2(I+ Ry)u) vy

2(1 4+ Ry) up +2(B — Ay) Ugy + (By — Auw) Ug ty + 2 (P — Cy) Ugy (4.2)
2(Q — Dy) uyy + (By — Ay +2(Qy — D)) uyy

(By — Ayu +2(Py — Co)) ug + (Py — C)

(Qu - Duu) u; + Rtt - Aacy - Cxx - Dyy

+ + + o+ o+ A+ o+ +

E,+ F,+ Hy — Gy +2 (I + Re) ug + (I, + Ryu) uf]v = 0.
Demonstracao: De fato, sua Lagrangeana formal é dada por

L = U(Rutt—Auxy—Buwuy—C’um—Duyy—Euy—Fuw—Pui—Quz—G

— Huy — Tud).

As respectivas derivadas parciais de £ sao dadas por

oL

% - U(Ruutt_Auuxy_Buu:cuy_Ouum’_Duuyy_Euuy_Fuu»’C_Puui_Quu?/
- Gu_Huut_]uuf)7

oL oL oL

= —v (H +21uw), aux:—v(Buy+2Pux+F), a—%z—v(2Quy+Bum+E),

% — 'UR, ﬁ:—’uc, ﬁz—’UD, ﬁI—UA

(9utt 3um 8uyy 8umy

As derivadas totais que aparecem no operador de Euler-Lagrange sao dadas por

oL

_Dta_ut =2Tw+ H)vi+ 2T uy + (Hy + 2 1) up + 2 L, ui + Hy) v,
oL
—Dx% =(Buy +2Puy+ F) v, + (B gy + By tug uy +2 Py, + Byuy, + (Fy +2P;) uy

+2P,u 4 F,)v,
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—Dy— =(2Quy + Bu, + E) vy + (Bugy + Byuguy +2Quyy + (B, +20Q,) uy + By u,

+2Quul + Ey)v,

oL
Dt— =R (s (Rt + Ru Ut) v,
Ougy
5 0L 2
Dt W :R Vst + 2 (Rt + Ru Ut) V¢ + (Ru Ut + 2 Rtu Ut + Ruu Ut + Rtt) v,
tt
Dma—ﬁ =—Av, — (A; + Ay ug) v,
Oy
oL
DyDzaT =—Avyy — (As + Ay uy) vy — (Ay + Ay uy) v — (Ay gy + Ay g uy + Agy uy,
zy
+ Ay g + Agy) v,
xaifx = - CU:D - (Cx + Cuux) v,
, 0L 2
oL
DyaTyy = — DUy - (Dy +Duuy>U7
o OL 2
Dyau =—Duwy, —2(Dy + Dy uy) vy — (Dy tyy + 2 Dy uyy + Dy uy, + D,,)v,
vy
Substituindo tais expressoes na férmula para a equacao adjunta, Definigao
2.3, obtemos a equagao (4.2). *»

Em segundo lugar determinamos quais sao as equacoes diferenciais que a
classe de equagoes (4.1) deve satisfazer para ser uma equagao diferencial autoadjunta

nao-linearmente.

Proposicao 4.2: A equacao (4.1) é uma equagao diferencial nao-linearmente autoad-
junta se, e somente se, existir uma fun¢ao ¢ = ¢(t, z,y, u) duas vezes diferencidvel com

@ # 0 tal que as fungoes coeficientes satisfacam as seguintes equagoes diferenciais:

Uy Rop,+2(I+ Ry,)p =R, (4.3)
Ugy —Ap,+2(B—A,)p=—-\A, (4.4)
Uy Uy - — Ao +2(B—A,) pu+ (B, — Aw) p = —A B, (4.5)
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Ugy —Cp,+2(P—-C,)p=-XC, (4.6)
Uy — Dy, +2(Q—Dy,)p=—-A\D, (4.7)
Uy - _ASOxu_2D90yu+(B_Au)@x‘{’Q(Q_DU)‘Py

+(E—A, —2Dy))pu+ (By — Apu +2(Qy — Dyu)) o = =\ E, (4.8)

Uy — Ay —2C pzu+ (B = Au) oy +2(P = Cu) pa

+(F=A,—2C) pu+ (By — Ay +2(Py — Co)) o = =\ F, (4.9)
Uy 2Rpu +2(I + Ry) e+ (H+2R) pu +2(I + Rew) p = —AH, (4.10)
uj —Cpuu+2(P—Cu)pu+ (Pu—Cuws)p = —AP, (4.11)
u — Dpuu+2(Q = Du) u + (Qu — Du) ¢ = =2 Q, (4.12)
u? Rouu +2(I+ Ry,)ou+ (I + Ruu) o = =M1, (4.13)
11 Rou—Apsy —Cou— Doy + (E— A, —2Dy) ¢,

+(F—A, —2C,) ¢, + (H+2R,) ¢

+ (Ry — Ayy — Cpo — Dyy + B, + Fp + H, — G,) o = —\G, (4.14)

para alguma funcao A = A(¢,x,y,u) a ser determinada.

Demonstragao: A equagao (4.1) é nao-linearmente autoadjunta se existir uma fungao

o(t,z,y,u) # 0 satisfazendo a igualdade
]:*|v:g0(t,x,y,u) =A\F (415)

para algum coeficiente A a ser determinado.
Substituindo v = ¢(¢, x, y, u) e suas derivadas parciais na férmula (4.2) para

a equacao adjunta, temos

F lo=g(tz.y.u) R (1 + 2 Qru it + Pun Uj + Qo Uze)

A (Pay + Paully + Pyu Uz + Puu Ug Uy + Py Usgy)
= C(Paz + 2 Pou Uz + Puu U + Pu Usa)

D (0yy + 2 Oyu Uy + Quu Ul + Do Uyy)
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(B
(B
(

+ + + + + + o+ o+

ou seja,

*
Flompttayu) =

+ o+ + 4+ + o+ o+ 4+

Agora equacionamos os coeficientes dos mondmios s, Uy, Us Uy, Uge, Uyy, Uy, U, U

2
Yo

)uy+2<P_Cu)ux+F_Ay_2Cx)(90x+90uux)

)ux+2(Q_Du)uy+E_Aw_QDy)(SOy+90uuy)

HA+2R +2(I+ Ry,)w) (pr + puur)

2 (1 + Ry)ue + 2(B — Ay) Uy + (By — Auu) Uz ty + 2 (P — C) Ugs
2(Q = D) uyy + (By — Agu +2(Qy — Dyu)) uy

(By = Ayu + 2 (Pr = Cr)) ttg + (Py = Cu) 02

(Qu — Duu) U + Ry — Agy — Caw — Dy,

Ey,+ Fy+ H — Gy +2 (I + Ru) ug + (I, + Ruu) uf] 0,

(Rou+2( + Ry) @) uy + (—Apu +2(B — Ay) ) gy
(—APuu +2(B = Au) pu + (Bu — Auu) ) Uz uy

(—=Cu+2(P = Cy)¢) gy + (=D oy +2(Q — Du) ¢) uy,
[~ AQeu = 2D yu + (B — Au) 0z + 2(Q — Du) ¢y

(E = As —2Dy) ¢u + (By — Apu +2(Qy — Dyu)) ] uy
[—Apyu —2C @+ (B—A,) py +2(P —Cy) s
(F—Ay —205) pu+ (By — Ayu + 2(Py — Cou)) @ g
2R@u +2(I+ Ry) @i+ (H+2Ry) ou+ 2 (I + Ruu) @] uy
(—C uu +2(P = Cy) pu + (P — Cu) ) i
(=D puu +2(Q — Du) pu + (Qu — Dun) ) s,
(Ruu+2(I+ Ry) ¢u+ (Iu+ Ruu) @) 4

Ry — Ay — Cpw — Dpyy + (B — Ay —2Dy)
(F—Ay=2C,) o+ (H+2R:)

(Ryt — Awy — Cow — Dyy + By + Fy + H, — G,) 0.

x?

u2, us, u?, e 1 em ambos os lados da equacao (4.15) para obtermos as equagoes deter-
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minantes para a autoadjunticidade da equacao (4.1). <»

Finalmente, tendo estas duas proposi¢oes em maos temos condicoes de pro-
var nosso segundo teorema, Teorema 1.2, pagina 17.
Demonstra¢ao do Teorema 1.2: Com a Proposigao 4.2 em maos as equagoes (1.44),
(1.45), (1.46), (1.47), (1.48) e (1.49) sao obtidas da seguinte forma:

Somando a equacao (4.3) multiplicada por A com a equagao (4.4) multipli-

cada por R obtemos
2A(I+R,)¢+2R(B—A,) ¢ =0,

ou seja,

RA,—AR,=AI+ RB= A, pois ¢ #0.

Subtraindo a equacao (4.6) multiplicada por D da equagao (4.7) multiplicada

por C' temos

2D(P~C)p—2C(Q— D)y =0,
ou seja,

DC,-CD,=DP—-CQ=B.

Somando a equagao (4.3) multiplicada por C' com a equagao (4.6) multipli-

cada por R obtemos
2C0I+R)e+2R(P—-C,)p=0,

ou seja,

RC,-CR,=CI+RP=0C.

Somando a equagao (4.3) multiplicada por D com a equagao (4.7) multipli-

cada por R temos

2D(I+R,) o +2R(Q—D,)p=0,
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ou seja,

RD,—DR,=DI+RQ=D,.

Subtraindo a equagao (4.6) multiplicada por A da equagao (4.4) multiplicada

por C' obtemos
2A(P-C,)¢—2C(B—A,) =0,
ou seja,
AC,—CA,=AP—-CB=E.

Subtraindo a equagao (4.7) multiplicada por A da equagao (4.4) multiplicada

por D temos
2A(Q—Dy,)p—2D(B—A,) e =0,
ou seja,
AD,—DA,=AQ—-DB=F,.

Agora determinamos a equagao (4.2) substituindo A em certas equagoes;

uma vez que R # 0 a equagao (4.3) nos da
A=, +2R I+ R,) .
Substituindo A na equagao (4.13) obtemos
Rouw +2(I+ Ry) ou+ (Iu+ Ruw) o = —1 (pu + 2R (I 4+ Ry) ),
ou seja,
R0+ RBI+2R,)¢u+ (R(I,+ Ruw) + 21 (I +Ry,))p =0. (4.16)
Substituindo A na equagao (4.5) temos

~ APy +2(B—A)) oy + (By — Aw) o= —B(pu +2R (I +R,) ),
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ou seja,

—RApu+R(BB—-2A,)¢0u+ (R(By,—Auw) +2B(I+R,)p=0. (4.17)

Somando a equagao (4.16) multiplicada por A com a equagao (4.17) multi-

plicada por R obtemos

R(A(BI+2R,)+R(3B—2A4.)) ¢
HAR(I,+ Ry) +2I (I + R+ R[R (B, — Au)) +2B(I+ R, ¢ = 0.
(4.18)

Notamos que as equagoes (1.44, 1.45, 1.46, 1.47, 1.48, 1.49) sdo equivalentes,

respectivamente, as seguintes equagcoes:

AR,—RA,=—(AI+RB), (4.19)
CD,—DC,=—(DP-CQ), (4.20)
~R(P—C,)=C(I+Ry), (4.21)
R(Q-D,) =-D(I+R,), (4.22)
CA,—AC,=—(AP—CB), (4.23)
DA,-AD,=—(AQ—-DB). (4.24)

Da equagao (4.19) obtemos

R(ABI+2R,)+R(3B—-2A,) = R(B(AI+RB)+2(AR,— RA,))
= R(AI+ RB),



A[R(I, + Ry) + 21 (I + R,)] + R[R(By — Aw) + 2B (I + R,)]
= R[A(I,+ Ru) + R(By — Aw)] +2(AI + RB)(I + R,)
= R[AUI+R)+R(B—-A))u—A,(I+R,)—R,(B—A,)]+2(AI+RB)(I+R,)
= —R(A,(I+R,)+R,(B—A,))+2(AI+RB)(I+ R,)
= —RR,(B—A)+ (2(AI+RB)—RA)I+R,)
— R,A(I+R,)+(2(AI+RB)—RA)I+R,)
— (2(AI+RB)+AR,—RA,)(I +R,)
— (AI+RB)(I+R,),

entao a equagao (4.18) torna-se

R(AI+RB) g+ (AI+RB)I+R)¢ = (AI+RB)(Rp,+ (I+R.)¢)
= (AI+RB)(R¢)u+1¢p)
= 0.

Assim (Rg), + 19 =0se A; #0.

Substituindo A na equagao (4.10) temos

_CSOuu+2(P_CU)90u+(Pu—Cuu)SOI _P(qu‘i‘QRil (I+RU>90)7

ou seja,
—RCpuw+RBP—-2C)p,+(R(P,—Cu)+2P(I+R,))p=0. (4.25)
Substituindo A na equagao (4.11) obtemos
D uu+2(Q = Du) pu + (Qu = Du) ¢ = —Q (pu + 2R (I + Ry) ),
ou seja,

—RD @y +R3BQ—2D,) o+ (R(Qu—Du) +2Q (I +R,)) p=0. (4.26)

115



Subtraindo a equagao (4.25) multiplicada por D da equagao (4.26) multipli-

cada por C' temos
R(DBP—2C,)—C((3Q—2D,)) ¢,
HD[R (P = Cuu) +2P (I + Ry)] = C[R(Qu— D) +2Q (I + Ru)]} ¢ = 0.
(4.27)
Da equacao (4.20) obtemos
R[DBP-2C,)—-C(B3Q—-2D,)] = R[B(DP—-CQ)+2(CD,—DC,)
= R(DP-CQ),

Da equagio (4.20) segue que

[R(Py— Cuu) +2P (I + Ry)] = C[R(Qu— Duu) +2Q (I + Ry)]

D (Py = Cuu) = C(Qu— Duu)] +2(D P = CQ)(I + Ru)

[
[

D
= R

R _

R[-D,(P—C,)+Cy(Q—D,)]+2(DP—CQ)I+R,).
A equagao (4.21) implica que

= CD,(I+R,)+RC,(Q—Dy)+2(DP—-CQ)I+ R,).
A equagao (4.22) nos da
CD,I+R,)+RC,(Q—D,)+2(DP—-CQ)(I+ R,)
= (CD,—DC,)(I+R,)+2(DP—-CQ)I+ Ry).
Da equacao (4.20) obtemos

(CD,—DC,)(I+R,)+2(DP-CQ)I+R,)
= 2(DP-CQ)—DC,+CD,)(I+R,)
= (DP-CQ)(I+ R,).
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Entao a equagao (4.27) torna-se

RDP—-CQ)pu+(DP-CQ)(I+R)p = (DP—-CQ)(Rpu+ (I+Ru)p)
= (DP-CQ)(Rp)u+1¢)
= 0.

Assim (Rg), + 19 =0se By #0.
Somando a equagao (4.16) multiplicada por C' com a equagao (4.25) multi-

plicada por R obtemos

R(CBI+2R,)+R(BP—-2C,) ¢
ORIy + Ruu) + 21 (I + R+ R[R(P, — Cuu) +2P (I + R} = 0.
(4.28)

Da equacao (4.20) obtemos

R[C(3I4+2R,)+R(3P—-2C,)] = R[B(CI+RP)+2(CR,—RC,)
= R(CI+RP).

Da equagao (4.21) segue que

CIR(I,+ Ry) + 21 (I + R,)] + R[R(P, — Cyuu) +2P (I + R,)]
= R[C(I,+ Ru.)+R(P,—Cu,)]+2(CI+ RP)(I+R,)
= R[(CU+R)+R(P-0Cy)u—Cu(I+R,)—R,(P—-C,)]+2(CI+RP)I+R,)
= —R[C,(I+R,)+R,(P-C,]+2(CI+RP)I+R,)
= —RR,(P-C,)+2(CI+RP)—RC,)(I+R,)
= R,CUI+R,)+2(CI+RP)—RC,)(+ Ry,
= (2(CI+RP)+CR,—RC,)(I+R,).

A equagao (4.20) implica que
2(CI+RP)+CR,—RC,)(I+R,) = (CI+RP)I+R,).
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Entao a equagao (4.28) torna-se

R(CI+RP)p,+(CI+RP)I4+Ry)p = (CI4+RP)(Rp,+ I+ Ry)p)
= (CI+RP)(Re)u+1¢p)
= 0.
Assim (Rp), + 1o =0se C; #0.

Somando a equacao (4.16) multiplicada por D com a equacao (4.26) multi-

plicada por R temos
R(DBI+2R,)+R(3Q—2D,))p,
+{D[R(I, + Ry) +2I (I + R)] + R[R(Qu—Duu) +2Q(I+ R} ¢ = 0.
(4.29)
Da equacio (4.22) segue que
R[IDBI+2R,)+RBQ—-2D,)] = RBMDI+RQ)+2(DR,— RD,)|
— R(DI+RQ),

DIR(I,+ Ryu) +21(I+ R,)]+ R[R(Qu— D) +2Q (I + R,)]
= R[D(I,+ Ru) + R(Qu — Duu)] +2(DI+ RQ)(I + R,)
= R[(DUI+R,)+R(Q—-Dy)u—D,(I+R,)—R,(Q—D,)]+2(DI+RQ)(I+R,)
= —R[D,(I+R,)+R,(Q—-D,)+2(DI+RQ)I+R,)
= —RR,(Q—D,)+2(DI+RQ)—RD,)I+R,)
— R,D(I+R,)+2(DI+RQ)—RD,)(I+R,)
= (2(DI+RQ)+DR,—RD,)(I+R,)
— (DI+RQ)I+R,).

Entao a equagao (4.29) torna-se

R(DI+RQ)py+(DI+RQ)I+R,)e = (DI+RQ)( Ry, + (I+Ry)p)
= (DI+RQ)(Rp)u+1yp)

= 0.
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Assim (Rg), +1¢ =0se Dy #0.
Subtraindo a equagao (4.25) multiplicada por A da equagao (4.17) multipli-

cada por C obtemos

R(A(BP—-2C,)—C(3B—2A,)) ¢,
+{AR(P,—Cuw)+2P(I+R,)]—C[R(By,—Aw)+2B(I+R,)]}¢ =0.
(4.30)

Da equagao (4.23) obtemos

RIABP-2C,)~C(3B-24,)] = R[3B(AP-CB)+2(CA,—AC,)
= R(AP-CB),

AR(P,—Cuw)+2P(I+R,)]—C[R(By,— Auw) +2B(I+R,)
= R[A(P,—Cu) —C (B, — Aw)] +2(AP —CB)(I+ R,)
= R[(A(P-C,)—C(B—-A))y—A,(P-C,)+C,(B—A)]+2(AP—-CB)(I+R,)
= R[-A,(P-C,)+Cy(B—-A,)]+2(AP—-CB)(I+ R,).

A equagao (4.21) nos da

R[~Ay (P —C))+Cy(B—A)| +2(AP —CB)(I+ Ry)
= CA,(I+R)+RC,(B—A)+2(AP—CB)(I+Ry).

A equagao (4.19) implica que

CA,(I+R)+RC,(B—A)+2(AP—CB)(I+Ry)
= (CA,—AC,)(I+R,)+2(AP—CB)(I+R,).

Da equacao (4.23) segue que

(2(AP—CB)—AC,+CA)I+R,) = (AP—CB)I+R,).
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Entao a equagao (4.27) torna-se
R(AP—-CB)p,+(AP—-CB)(I+R,)p = (AP—CB)(Rp,+ I+ R,) o)
= (AP-CB)(Rp)u+1¢)
= 0.
Assim (Rg), + 19 =0se E; #0.
Subtraindo a equagao (4.26) multiplicada por A da equagao (4.17) multipli-
cada por D temos
+{A[R(Qu—Duw) +2Q (I +R,)]—D[R(B, — Aw) +2B(I + R,)|]}p =0.
(4.31)

Da equagao (4.24) obtemos

R[ABQ—-2D,)—D(B3B—-2A,)] = R[3(AQ—DB)+2(DA,—AD,)]
= R(AQ-DB).

Da equagao (4.24) segue que

AR(Qu—=Duw) +2Q (I + Ry)] = D[R (By — Auu) +2 B (I + Ry)]
= R[A(Qu— Duu) — D (By — Au)] +2(AQ — D B)(I + R,)
= R[(A(Q-D,)—D(B-A,)).—A,(Q—D,)+D,(B—A,)]+2(AQ - DB)(I+R,)
— R[-A,(Q-D,)+D,(B—A,)]+2(AQ—DB)(I+R,).

A equagao (4.22) implica que

= DA,(I+R,)+RD,(B—A,)+2(AQ—-DB)(I+R,).

A equagao (4.19) nos d&

DA,(I+R,)+RD,(B—A,)+2(AQ—-DB)I+R,)
= (DA,—AD,)(I+R,)+2(AQ—DB)(I+R,).
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Da equagao (4.24) segue que
(DA, —AD,)(I+R,)+2(AQ—-DB)I+R,)
= (2(AQ-DB)+DA,—AD,)(I+R,)
= (AQ—-DB)(I+R,).
Entao a equagao (4.31) torna-se
R(AQ—DB)p,+(AQ—-DB)(I+R,) ¢ = (AQ—-DB)(Ro,+ (I+Ru)p)
= (AQ-DB)((Re)u+1¢p)
= 0.
Assim (Ry)y, +Tp =0se Fy #0.
A equagao (1.40) é obtida substituindo A na equagao (4.10):

2Rpw +2(I+Ry) e+ (H+2R) 0o +2(Ii+ Rew) o = —H (pu + 2R (I + Ry) @),

ou seja,
(R@)ww + (T @)+ H(pu + R (I + Ry,) ) = 0.
A equagao (1.41) é obtida substituindo A na equagao (4.9):
—F(pu+2RM(I4+R)¢) = —Apy —2C ¢+ (B—Au) @y +2(P—C,) e,
+ (F—A,—-2C)pu+ (By— Ay +2(P,—Cp)) ¢
= (FApu = Ao+ Bp)y +2(=Cou = Cup+ P o)y + F oy
= (=A@ +Be)y +2(=(Colu+ Pp)e+ Fepu,
ou seja,

(A} =B )y +2((C )y = Pp)e —2F (pu + R (I + Ry) p) = 0.
A equagao (1.42) é obtida substituindo A na equacao (4.8):
—E(pu +2R (I +R)¢) = —Apm —2Dpu+ (B—Ay) 0. +2(Q — Du) g,
+ (BE— Ay =2Dy)pu+ (Bo = Asu +2(Qy — Dyu))
= (—Apu —Aup+ Bolo +2(=Dou —Dup+Qu)y + Epy
= (—(A@)u+B@)a+2(=(De)u+Q¥)y + E¢u,
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ou seja,
(Al = B@)a +2((Dp)u = Q)y —2E (0 + R (I + Ru) ) = 0.
Finalmente, a equagao (1.43) é obtida substituindo A\ na equagao (4.14):

_G(§0u+2R_1 (I—i_RU)SO) = Rﬁptt_ASOxy_C(Pxx_DSOyy_F(E_Am_QDy)SO

+ (F—A,—2C,) .+ (H+2R,) ¢

+ (Ru— Ay —Cow— Dy +E,+F, +H —G,) ¢
= (B (A(p)my (C @)z — (D@)yy + (E )y
+ (Fo)et (He)—Guy,

ou seja,

(@Rt — (0 A)ay = (0C)az — (9 D)yy + (0 E)y
= _(¢F>m - (@H)t - SOuG - (2GR71 (I+Ru) - Gu) P-

Portanto, a equagao (4.1) é nao-linearmente autoadjunta se, e somente
se, existir uma fungao ¢(t,x,y,u) # 0 duas vezes diferencidvel e uma fungdo A =
A(t, z,y,u) tal que as fungoes coeficientes satisfazem as condigoes (1.39), (1.40), (1.41),
(1.42), (1.43), (1.44), (1.45), (1.46), (1.47), (1.48) e (1.49). <

Como consequéncias do Teorema 1.2 obtemos a quase autoadjunticidade e
a autoadjunticidade estrita para a equagao (4.1).
Demonstracao do Coroldrio 1.13: Considerando a definicao de quase autoadjunticidade

(Definicao 2.4), o resultado segue do Teorema 1.2 com ¢ = p(u). &

Demonstracao do Coroldrio 1.14: Considerando a definicao de autoadjunticidade es-

Y

trita (Definicao 2.4), o resultado segue do Corolario 1.13 com ¢ = u. <>
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4.2 A equacao do fluxo geométrico hiperbdlico

A equacao do fluxo geométrico hiperbélico conforme [42] é uma equagao
evolutiva de segunda ordem nao-linear obtida quando as componentes do tensor métrico

gij sobre uma variedade riemanniana (M™, g) sao deformadas conforme a equacao:
2

0°gij

ot?

onde R;; sao as componentes do tensor de Ricci. Essa ¢ a forma natural de estudarmos

o comportamento de onda da métrica e das curvaturas Riemanniana, de Ricci e esca-
lar, assim como as singularidades, existéncia e regularidade das solucoes. Além disso,
a equagao (4.32) pode ser vista como a equagao do fluxo geométrico hiperbdlico de
Einstein no vacuo. Essas questoes foram estudadas e respondidas em [42].

Sobre uma superficie regular (M?, g) com a métrica em coordenadas con-
formes a equagao (4.32), (veja a Proposicao A.2 no Apéndice), torna-se

Uy = € (Ugg + Uyy) — U, (4.33)

a qual é do tipo (4.1) com as fungoes coeficientes dadas por

C=D=¢", I=-1, R=1, A=B=E=F=G=P=Q=H=0.

Aplicando o Teorema 1.2 obtemos o Corolario 1.15.
Demonstracao do Coroldrio 1.15: Conforme o Teorema 1.2 temos

A, = RA,—AR,=0,

B, = DC,—CD, =0,

¢y = RC,—CR,=—e",

D, = RD,—DR,=C],

E, = AC,—CA,=0,

F, = AD,—DA,=0.

Além disso, as funcoes coeficientes satisfazem as seguintes relagoes:
AI+RB=0=A,, DP-CQ=0=DB;, CI+RP=—-e"=C(,
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AP-CB=0=E, AQ-DB=0=F,.

Como C # 0 a equagao (1.39) nos da

Yu =1, ouseja, @=¢p e,

com ¢! uma funcao nao-nula nas varidveis independentes ¢,z e y.
As equagoes (1.40, 1.41, 1.42) sao satisfeitas trivialmente por ¢. Da equagao
(1.43) obtemos

O:gptt—gpmc—gony:gotlte“—goix—gp;y,

ou seja,
0= 0y = Yo + Py

Dai, ¢ = (at+p)e" com a = a(z,y) e B = B(x,y) sendo fungdes harmonicas
tais que at + 5 # 0. Portanto, a autoadjunticidade nao-linear da equacao (4.33) esta

verificada.

%
%

Demonstracao do Coroldrio 1.16: O resultado segue do Corolario 1.15 tomando

p = [ e com [ uma constante nao-nula. X

Na sequéncia calcularemos as leis de conservagdo para a equagao (4.33)
através do Algoritmo do NTLC. As suas simetrias de Lie estao calculadas em [40] e
[10] em termos de duas fungoes arbitrarias satisfazendo as equagoes de Cauchy-Riemann,

o seu gerador infinitesimal geral ¢ dado por

0 0 0 0
X = t) — — — +2(ca — &) —,
(e1+ eat) o +&(2,y) 5+ n(2,y) ot (2 = &) 5
com c; e ¢z sendo constantes arbitrarias, £, =n, e 1, = —§,.

No artigo [10] s@o calculadas as simetrias de Lie, o sistema optimal de ge-

radores para um caso particular de simetrias. Ja em [40] sdo estudadas as questoes
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de existencia, singularidades, solugoes grupo-invariantes; em particular, um sistema
optimal de geradores e as respectivas solucoes exatas grupo-invariantes do tipo onda
viajante sao calculados.

Considerando a variavel adjunta v = [e* dada na demonstracao do Co-

rolario 1.16, a Lagrangeana formal é dada por
L= pe"(uy — e (Uge + Uyy) + up), ot seja, L= B (" (U + uf) — Ugy — Uyy).

As derivadas parciais de £ sao dadas por

oL oL oL oL
_— = 2 uw _— = w = —
8ut B e autt ﬁ < (9um 5’ auyy

- 8.

As derivadas totais que aparecem no vetor conservado sao dadas por

oc oc L

—Dt— = —6 e U, —Dm— = 0, yau =0.
Yy

8utt 8um

Dada a caracteristica

W:2(62_€w> (Cl+02 ) £ux nuy,
e suas derivadas totais

DW = —coup — (c1 +cat) Uy — § Uy — 1 Usy

DxW - _2 sz) C1 + Co

( t)

= —couyp — (c1+ Cot) (€7 (Uge + Uyy) — U7) — € Upe — 1) Usy,
( 1) Ut — &g Uy — M Uy — & Uy — 1) Ugy,
( )

DW = —=2&,—

c1+ cot) Uy — éyux_nyuy_fuyz_nuyya
as componentes do vetor conservado sao dadas por

b= W D)W L =W (28w — Betug) + DWW e
aut 3utt autt
= ﬁe (Wut+DtW),

oL oL > oL

aumx 8umz

oL oL
3 = w|-D,—/— D — =—-3D,W,
¢ ( yauyy>+ nguyy D
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ou seja,

Ct = Be'{[2(ca = &) — (v + at) up — Euy — | g

— oty — (1 + o t) (€7 (Upa + Uyy) — uF) — E gy — Ny},

C? = B2&u+ (c1 + cot) Uy + Ep iy + Nty + E Upy + 1 Uy,

C? = B2&a + (c1 +cat) Uy + & up + 1y Uy + € Uye + Uy, ).

A componente C! ¢ simplificada, conforme o passo 5) do Algoritmo do
NTLC. As parcelas envolvendo derivadas parciais de segunda ordem, t,, € Uz, Sao
transformadas em derivadas totais em x:

— e (g +eat) e upe + Eue) = —F ((e1 + c2t) Uge + € € Upy)

= —BD.l(c1+cot)up +Ee u] + B (& + Eug) " uy,

depois a derivada total em x é transformada em derivada total em t:
— BDi(er + cot)up + Ee u] = —B[coug + (c1 + cat) U + € (u? + uy) €]
= _5 [CZ Uy + (cl + co t) Uty + g (uxx + uyy)]'

Por fim é transferida para a componente C?.

Assim as novas componentes C! e C? tornam-se
C' = Be"{2(c2— &) — (a1 +eat) uy — Euy — nuy) uy
— = (erteat) (e uyy — uf) — nugyt + B (& + Eug) e ue
= fe'[(ca—& —nuy)uy — (c1 + cat) e uyy — nugl,
C? = B2&q + (1 + cot) iy + &ty + 0oty + & Uy + 1 Uy
— Bleaug + (c1+ cot) wpy + & (Ugy + Uyy)]
= B2 + (& — ca) ue + Moty + Mgy — E gyl
Agora as parcelas em C!' que envolvem as derivadas parciais de segunda
ordem, tuy, € Uy, sao transformadas em derivadas totais em y:
— Be'((er+cat)e  uyy +nuy) = =0 ((c1 + cat) uyy +ne'uyy)

= _ﬁDyKCl + e t) Uy + ne'u) + 3 (77y + nuy) e uy,
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depois a derivada total em y é transformada em derivada total em t:

— BD(cr +cat)uy +netw] = —fFleauy + (c1 +cat)uy + 1 (ut2 + uy) €]

= —fle Uy + (c1+cot) Uy + 1) (g + uyy)]a

e, por fim, é transferida para a componente C3.

Entao as novas componentes C!' e C? tornam-se

ct = Be'(ca — & —nuy)us + B (ny +nuy) e uy = Bey e uy,
= B128ys + (1 4 cot) uy + &y ug + My ty + & Uy + 1 Uy
— Bleauy + (e1+ cot) ugy + 0 (Uge + Uyy)]

= B[ngx+§yux+(n )uy"{'guy:c 77“:590]

Agora as parcelas em C? que envolvem as derivadas parciais de segunda

ordem, g, e u,,, sao transformadas em derivadas totais em y:

B(Mugy —Euyy) = BDy(nus —&§uy) — B (nyue — & uy),

depois as derivadas totais em y sao transformadas em derivadas totais em x:

8D (num guy) = 5(77mum—§muy+7lum—§ury)7

e, por fim, sao transferidas para a componente C3.

Logo as novas componentes C? e C* tornam-se

C? = B2&q+ (& — ca) s + Mo uy] — B (0yup — & uy)
= B2&s+ (& —my — ca) s + (0 + &) uy]
= B(2&a — caug),
C° = B2 + & ua+ (ny — c2) uy + Ettye — Nge] + B [N e — &ty + 1 gy — E Uy
= B2 + (& + ) up + (ny — 2 — &) uy]
= B(2&y — cauy).
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Finalmente, transformamos a funcao 2 8§,, = D,(2 5 §,) em derivada total
em ¥, e a transferimos da componente (O3 para a componente C?; entdo, observando

que ¢ é uma fungao harmonica obtemos
1 u 2 3
C =Bce"u, C°=—-[Fcruy,, C°=—=[Fcruy,.

Portanto, provamos o sexto corolario do NTLC, o Corolario 1.17, pagina

20.

4.3 A equacao do fluxo geométrico hiperbdlico mo-
dificada
Consideramos a equagao do fluxo geométrico hiperbédlico modificada
Uy = € (U + Uyy) + A2, (4.34)

onde )\ é uma constante nao-nula. Essa equagao é uma generalizacao natural da equagao
(4.33) e foi sugerida pelos professores Yuri Bozhkov e Igor L. Freire [43]. Ela é do tipo

(4.1) com as fungoes coeficientes dadas por
C=D=e", I=), R=1, A=B=E=F=G=P=Q=H=0.

Como uma outra consequéncia do Teorema 1.2 obtemos o Corolario 1.18.

Demonstracao do Corolario 1.18: Segundo o Teorema 1.2 temos
A =RA,—AR,=0,B,:=DC,—CD,=0, C; :=RC,—CR, = f(u),
Dy:=RD,-DR,=Cy, B, =AC,—CA, =0, , =AD,—DA,=0.
Além disso, as funcoes coeficientes devem satisfazer as seguintes relacoes:
AI+RB=0=A4, DP-CQ=0=B,, CI+RP=Xf(u=0C,
AP-CB=0=F, AQ—-DB=0=F.
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Assim devemos ter f'(u) = X f(u), ou seja, f(u) = ae** onde a é uma

constante nao-nula.

Como C # 0 a equagao (1.39) nos da

u=—Ap, ouseja, ¢=p'e

com o' = p!(t, z,y) uma fungio nao-nula.
As equagoes (1.40,1.41,1.42) sao satisfeitas trivialmente por ¢. Da equagao

(1.43) segue que

0= — Paz [(U) — @y, f(u) = 90;5 e —a (‘:Dalca: + Spglly)a

ou seja,
0= 0y = Pr + Py

Daif, p = (at + B)e " com a = a(x,y) e B = B(x,y) fungdes harmonicas
tais que at + 3 # 0.
Portanto, a equagao uy = f() (g + tyy) + Au? é nao-linearmente autoad-

Y

junta se, e somente se, f(u) = ae** onde a é uma constante nao-nula. <>

Demonstracao do Coroldrio 1.19: De fato, segue do Corolario 1.18 tomando ¢ =

Be " onde 8 é uma constante ndo-nula. <

A seguir aplicaremos o Algoritmo do NTLC para obtermos algumas leis
de conservacao para a equagao (4.34). As suas simetrias de Lie estao calculadas na
Proposicao B.1 no Apéndice, em termos de duas funcgoes arbitrarias satisfazendo as

equacoes de Cauchy-Riemann. O seu gerador infinitesimal geral é dado por

0

(é-x - 04) a0

0 0 0 2
X—(C1+C4t)—+€(!E,y)—+77($,y)a—y+X auv

ot ox

com c; e ¢y constantes arbitrérias, § =1, e n, = —¢&,.
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Considerando a varidvel adjunta v = (at + ) e™** dada na demonstracio

do Corolario 1.18, a Lagrangeana formal é dada por

L= (at+B)e ™ (uy — e (Upe + Uyy) — Aui),
ou seja,
L= (O{t + ﬁ) (e—Au (utt - )\U?) — Ugz — uyy)~
As derivadas parciais de £ sao dadas por
oL oL oL oL
—— = 22X (at Ay, t+B)e ™, — = —at—f, = —at—p.
g (@t B)e ™ g = @it B e 5 D gy~ MY
As derivadas totais que aparecem no vetor conservado sao dadas por
oL oL oL
-D —(a—X(at AU D, =a,t+ By, —Dy—— =a,t )
tautt (CY (CY + B) ut) € ) aum& « + /8 yauyy ay + ﬂy
Dada a caracteristica
2
W= X(&C —c) = (er+eat)ug — §ug — nuy,
e suas derivadas totais
DW = —cyup— (c1+ cat)uy — e — nuyy
= —caup — (c1+ cat) (€M (tgp + uyy) + A7) = E sy — 1 gy,
2
DmW = Xg:rx - (Cl + C4t)uxt - gwux — Nz Uy — é-ua:x — N Ugy,
2
DyW = Xfyx - (Cl ‘|’C4t)uyt - gyucz: = Ty Uy _guyx = 7 Uyy,

as componentes do vetor conservado sao dadas por

oL oL oL
- & _p, 2= fpw &
¢ W (0ut t@utt) tW Gutt
= Wi=2X(at+B) e u — (a—Xat+B)u) e "]+ DWW (at+ ) e
= e_’\“[DtW(ozt+B)— (a+ A(at+p)u)],
cr = W (—m%) 4D Waa — (apt+ Bo) W — (at + B) DW,
=W (—Dya—ﬁ) +D,W — oL = (ayt+ By) W — (at + ) D,W,
Oy Oy,
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ou seja,

ct o=
_|_
_|_
? =
_|_
¢d =

e M [—cqur — (cr +eat) (M (Uge + Uyy) + A7) — Euge — gy (at + B)

(; (&x —cq4) — (1 +cat) up — Euy —nuy) (a+A(at+P)u)}

_T<€x —cp)e M e M a(er +eat)ur + alu, +anu,

(at+B)[=2(& —ca)ue + Mer +eat) uf + AN ug ug + Anuy, u

caup — (1 + ¢4 t) (e“‘ (U + Uyy) + Au?) — €Uy — 1 Uty }
2w
A

(at + B)(§ ute + nugy) — (e + cat) (at + B) e (ugy + 1yy)

(&x — c4) e‘“+e‘“‘{[a(cl +et) = (at+B) (28 — )] + o u, + anuy,

)\(Oét-i-ﬁ) (éuxut+77uyut)}>

(@t +50) (3 €= e = (e bty =g =, )

2
(at+6> <X£zm - (Cl+c4t)uxt _gxuz _nmuy _guxz _numy>

;[(OzxtJr Be) (§x — ca) — (at + B) &ua] — (apt + Ba) (1 + cat) uy
[(wt + B2) € — (at + B) &) us — [(ant + Bo)n + (at + B) & uy
(at_"B) [(Cl +C4t) Uzt + & Ugy +77ny]a
(

ayt+ ) (3 €= = (e ert)u - gus =

2
(at+ 5) <X§W — (14 cat)uy — & up — My Uy — & Uy, —nuyy)

;[(ayt‘i‘ﬁy) (§o —ca) — (at +B) gmy] - (O‘yt‘i‘ﬁy) (er+cat)uy
[(ayt+By)§ — (at + B) &l ue — [(ayt + By)n— (at + B) & uy

(at+B)[(e1 +cat) Uyt + & Uy +77uyy]-

Simplificamos a componente C' transformando as parcelas envolvendo as

derivadas parciais de segunda ordem, u,, e u;, em derivadas totais em z:

— e (at+B) (e + cat) gy + E gy

= —(at+B)[(c1 + cat) Ugs + € " E ]
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= —D.(at+P8)((cr +eat)uy + e Ew)] + (aut + Be) (c1 + cat) uy

+ [(aat+Bo) &+ (at+B) (& — Auy) e My,

depois as derivadas totais em x sao transformadas em derivadas totais em t¢:

— Dif(at+B)((cr +cat)up + e " Euy)]

= —a((cp +eat)uy +e " Ewy)

— (at+B)[caus + (c1 + cat) U + E (=AUl + uy) e ™Y

= —a(ci+cat) +(at+B)cauy —ale ™ u, — (at + B) (c1 + cat) ug

— (at+ B) & (Ua + uyy),

finalmente, as derivadas totais em ¢ sdo transferidas para a componente C2. Assim as

novas componentes C' e C? tornam-se

Cl

CQ

+ 4+

~S (G e e (@t B) (e — &) ol +et) + (ant + )
aluy +anu, + (at+ B)Anuyu, — (c1 + cat) N uy, — nuy)}

(aut+ B:)(er + cat) ug,

2ot 4 82) (6 — ) — (0t B) ] — (et 4 82) 1 +cat)
[(agt + Be) € — (at + B) &) up — [(ut + Bo)n + (at + B) &l u,

(at+ B)[(c1 + cat) Ugs + § Uga + 1 Uy

[a(c1 +eat) + (at+ B)caluy — e u

(at+ B) (e1 4 cat) tge — (0t + B) € (tap + yy)

;K%H B,) (6 — 1) — (@t + B) Eua — [(n £ + Bo) (€1 + c11) + @€ e uy
[(awt+Be)§ — (at+B) & +aler +cat) + (at + B) calu,

(
[(awt+ Be)n+ (at+B) fy]uy + (at+ ) (numy — & uyy).

Agora as parcelas em C' que envolvem as derivadas parciais de segunda

ordem, tuy, € Uy, sao transformadas em derivadas totais em y:

— e (at+B) [(er +cat) €M uyy + nuy)

= —(at+B) (1 +cat)uy + e nuy)
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= —Dyf(at+B)((c1+cat)u, + e nu)] + (ayt+ B,) (c1 +eat) uy,

+ [(ayt+By)n+ (at+ B) (n, — Anuy)] G_Auut,

depois as derivadas totais em y sao transformadas em derivadas totais em ¢:

— Dil(at+B) ((e1 +cat)u, +e " nuy)]

= —a((ei+cat)u, +e M nuy)

— (at+B)[cauy + (c1 + cat) ugy + 1 (—Au? + uy) e

= —fa(er Feat) + (at+B)egdu, —ane u, — (at + B) (e1 + cat) gy

— (at+ B)n (Use + tyy).

e, finalmente, sao transferidas para a componente C3. Entao as novas componentes C!

e O3 tornam-se

Cl

C3

m +  +

_|_

(& — ) e M e M {[(at+ ) (e — &) +aler+eaat) + (aut + B2) Eu
aluy, +anuy,+ (at+ B)Anuyut + (ant + By)(c1 + cat) uy

(ayt + By) (1 + cat) uy + [(ay t + By) 0+ (at + B) (ny, = Anwy)] e " u
—270‘ (& —ce e (ot + B) €+ aler+et)+ (ayt+By)n
(at+B)eaus +a(uy +nuy)} + (a1 +cat)[(apt + Bo) uy + (ay t + By) uy,
2oyt 4+ 8) (6 — ) — (@t + B)&] — (04 B) (e + et
[(ayt+8,) & — (et +B)&lus — [(oyt + By)n — (vt + B) & uy
(at+B)[(c1 + cat) uy + & uye + 1y,

[a(ey +est) + (at+ B) g u, —ane  uy

(at+ B) (1 + cat) gy — (at + B) 1 (Upw + 1yy)

(gt + By) (& — ca) = (@t + B) &l = [(ay t+ By) (e1r + cat) +ame ] u

ayt+By)n+alc +et)+ (at+6) (ca — &) uy

2
A
It
[(ayt+By) & — (vt + B) &l ue — (at 4 B) (N thea — & Uay)-

Agora as parcelas em C? que envolvem as derivadas parciais de segunda
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ordem, g, € u,,, sao transformadas em derivadas totais em y:

(O‘t‘i‘ﬂ)(nuxy_guyy) = Dy[(a“rﬁ)(nux—éuy)]
— (ayt+By) Nuz — Euy) — (at+ B) (ny uz — & uy),

depois sao transformadas em derivadas totais em z:

D.l(at+8) (nus —uy)] = (azt+B:) (Mus — §uy)
+ (Oét‘l’ﬂ)(nmum_gacuy"f'nuzx_fumy)a

e, finalmente, as derivadas totais em x sao transferidas para a componente C®. Logo

as novas componentes C? e C® tornam-se

c? = ;[(%Wrﬁm) (&o—ca) = (t + B) &ua] — [(aut + Bo) (1 + cat) + a e ]uy
— [(awt+Be)§—(at+ B)& +aler +cat) + (at + B) cslu,
— [t +Bo)n+ (at+ B)&§luy + (at + B) (Nuwy — Euyy)
ayt+By) (Nus — §uy) — (at + B) (ny us — &y uy)
(et + Ba) (6o — ca) — (0t + B) &au] — [(ant + o) (1 + cat) + & e uy
pt+ Ba)E+ale +eat)+ (gt +B)n+ (at+8) (cs — & + 1)) U
agpt+Be)n— (ayt+ By) §+ (at + B) (—=m — &) uy
[(pt+ Be) (€ —ca) — (at + B) &ua] — [(awt + B2) (1 + cat) + a e uy
pt+ Bo) E+aler +eat) + (ayt+ By)n+ (at + B) ey ug
agt+ )1 — (ay b+ By) &l uy,
[(ayt+B8,) (& — ca) — (at + B) &yl — [yt + By) (c1 + cat) +ane ™ uy
— [layt+By)n+ala+ecit)+(at+B)(ca — &)l uy
— [layt+ By) & = (at + B) &l ux — (ot + B) (0 Uz — § Uay)
+ (ant+By) (Mg — Ewy) + (@t + B) (e tty — Eo ty + 1 gy — & Ugy)

= [(Oéyt+ﬁy> (fgc - C4) - (Oét + ﬂ) gyx] — [(ayt_|_ 6y) (Cl —|—C4t) + &ne—Au] U

|
—

— > o

— >l =

¢d =

>l =

[(ayt+By)n+ (awt+ Be) § + acr + cat) + (at + B) ca] uy
- [(O‘yt—i_ﬁy)g_(amt"i_ﬁx)n]um
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Agora as parcelas em C® que envolvem a derivada segunda &, sao trans-

formadas em derivadas totais em x:

+g(axt+ﬁz)£y,

(@t +H)Ee = S Dillat+AE] T2

A

depois as derivadas totais em x sao transformadas em derivadas totais em y:

- g (ot + B) Eyy-

) 2
1Dt +8)8] = = (oyt+8)6 5

A

finalmente, tais derivadas totais sao transferidas para a componente C2. Assim, o vetor

conservado simplificado é dado por

o=

_27(1 (§x —ca) e M e {llapt+ Be) E +a(cr +cat) + (O‘yt‘i‘ 51/)77

+ (at+B)edu +a(Cue +nuy)} + (e + cat)[(Qwt + Bo) us + (ayt + 5y) uy,

c? = é[(azwﬁz)( c1) — (gt + By) &) — [(awt + Bo) (c1 + cat) + a e uy
— [(awt+8:) & + (gt + By)n+ ale + at) + (et + 5) i v
— [(awt+ Be)n— (ayt + By) € uy,

G = 2oyt 4 8) (6 — )+ (nt + B &)~ [(ay 1+ B) e+ eat) + ane™ug
— [(awt+Be)§+ (gt + By)n+ aler +eat) + (ot + B) ca] uy
— [(ayt+By) € = (ant + Ba) ] ue

Repetindo o Algoritmo do NTLC podemos simplificar, mais um pouco, a
componente C?. Primeiro tomamos em C! as parcelas envolvendo as derivadas parciais

u,, depois as transformamos em derivadas totais em x:

27()(51 e f e M aluy + (e +eat) (apt + Be) Uy
= D, [(—270‘§+a§u) et (e Feat) (apt+ Ba)u
(

2
X oy —)\aux)ge’“— [, &+ ak, —)\aﬁux]ue”\“ — (14 cat) (Qppt + Pez) u
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por fim, tais derivadas totais sao transformadas em derivadas totais em t:

D, [(u— ;) afe ™+ (e +eut) (apt+ Bo)u

= (afut—/\ (u—§> afut) e M4 (eq (apt + Be) + (a1 +cat) ag) u

+ (Cl + Cy t) (Oémt -+ ﬁx) Uy,

e sao transferidas para a componente C2. Entao as novas componentes C* e C? tornam-

se

2
ol = Taczle_)‘“+6_’\“{[(a$t—|—ﬁw)§+a(01+c4t)+(ayt+ﬂy)n

(at+B)ca]us + anuyt + (¢ 4+ cat) (ot + By) uy

+ o+

;(% —daug) e —JaEFaly —AaluJue ™ — (1 +eagt) (et + Pea) v
2
A

aler+cet)+ (at+0)c]u + (Au—2)alu, +anuy}

(crat &) — (wé+a&)u| e +e M {[(aet + o) E+ (ot + By) 1

+ o+

(c1 +eat) [(ayt + By) uy — (ot + Buw) ul,

Sl £+ B) (€ — ex) — (b B,) &) [ b+ B2) (e1 + e5) + a6 e ug
— [t +B2)E+ (gt + By)n+a(cr +cat) + (at + B) ca] uy

— [(awt+Ba)n — (oyt + By) | uy

afu —(Au—2) aluy) e 4 (cq(agt + B) + (c1 4+ cat) ag) u

02

(

(1 +cat) (apt+ Ba) uy
(azt + Bz) (; (fx—04)+04u) —%(ayt+5y)ﬁy+(01+04t)axu
- (Au—2)a§€_>\uut_ [(a:vt—i_ﬁz)n_ (ayt+ﬁy)§] Uy

— [(aat+Be) &+ (ayt+By)n+a(cr +cat) + (at+ B) ca] ug.

Também podemos simplificar, mais um pouco, a componente C3. Primeiro

tomamos em C' as parcelas envolvendo as derivadas parciais u,, e as transformamos
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em derivadas totais em y:

e”\“anuy + (1 +cat) (ayt+ By) uy

= Dyllane™" + (c1 + cst) (ot + B,)) u]

— ayn+an, —Xanu,)e™" + (e +eat) (ayy t + By)]u
depois, tais derivadas totais sao transformadas em derivadas totais em ¢:

Dt[(ozr]ef’\“ +(a+cut)(ayt+5y))ul = —Aanu, e My

+ fea(oyt+By) + (a1 +eat)]u+[ane ™ + (cr +cat) (ayt + By)] s,

por fim, sdo transferidas para a componente C3. Dai as novas componentes C! e C3

tornam-se

0" = [Faatag-erag)n] et o+ a0 8
+ alatat)+(at+p)eur+ (Au—2)aluzt — (e +eqt) (upt + Boz) u

ayn+any—>\anuy) )‘"+(cl—|—c4t) (ayyt_"ﬁyy)]u

[(

{2 crat o€ (Ozx£+ayn+2a§x)u]eA”—i—e’\”{[(axt—i-ﬁm)f

(ayt+By)n+al(cr+cat) + (at + 5)ca)us + (Au—2) auy + Auanuyl,

= ;[(ayHﬁy)( o —ca) + (aut + B,) &) = [(ayt + By) (1 + eat) +ane

— [(owt+ Ba)E+ (gt + By)n+a(cr +cat) + (at + B) ca uy

— [(ayt+B,) € — (aut+ Bo)nue — Aanue " u

+ fealoyt 4 By) + (e +eat) ag]u+[ane™  + (e + est) (ot + By)] us
— (ot ) (3 (& —edten) + 3 et )G + (et atay
— [(owt+ Ba) &+ (gt + By)n+a(cr+cat) + (at + B) ca uy

+ [(agt+Be)n— (ot + By) &l uy —duane M.

Agora podemos eliminar da componente C? as parcelas envolvendo u,. Pri-
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meiro transformamos tais derivadas em derivadas totais em y:

2

- X(O‘yt"'ﬁy)fy_[(axt‘Fﬁx)n_(O‘yt"'ﬂy)f]uy
= =D, [F(apt AIEH et 4 0= (a4 B
b 24 B) €4 a4 B+ (it B, — (i B) €~ (g4 8,) €

depois, transformamos tais derivadas totais em derivadas totais em x:
2
— D[Ryt 4 8 €+ ((ant+ 80— (ayt+ 5]

= _§ [(axyt + @vy) £+ (ayt + By) &l = (o t 4 Boz) N+ (Qpt + B2) 0a

- (O‘ﬂﬂyt+ﬁwy>€_ (ayt+ﬁy)§x]u_ [(azt+ Be)n — (O‘yt+6y)§] Uy

finalmente, sao transferidas para a componente C®. Logo, as novas componentes C? e
C? tornam-se
2
C? = (apt+ ) (X (& — ca) +c4u) + (e +eat)pu— Au—2)ale My,
2
apt+ B:)§ + (ayt + By)n+ala +C4t)+(at+ﬁ)c4]uz+x(

Quy b+ Bay) N+ (Qpt + L)y — (yyt + Byy) € — (ot + By) &l u

- G_u) (ayyt + Byy) €+ (aut + Be) (; (£I—C4)+(£x+64>U>

[( gyt + Byy) €
[(

(c1 4 cat) ag + (auy t + Boy) 1 — (ayt + By) & u — (Au—2)afe My
(@

b+ Be)E+ (ayt+ By)n+aler +ceat) + (at + B) cq) ug,

[
[
3 = (ayt+8,) (;(fx—c4)+c4u>—I—;(Ozmt—i—ﬂx)fy—i—(cl—l—qt)ayu
(ot + Ba) E4 (gt + By)n+alcr +eat) + (at+ B) ca uy
[

(a
( t+ﬁx) (ayt+6y)§]uz_)‘ua776_ uut
;[(O‘wyt‘i‘ﬁwy)g"‘ (gt +By) &l — [(ua t + Bue) n + (aw t + Be) M

— Oy +ﬁxy)€_(ayt+ﬂy)€x]u_[(O‘xt‘i‘ﬂx)n_(ayt"_ﬁy)f]um

(u _) (Qayt + Boy) &+ (ayt + 3y) <—§c4—|—(fx+c4)u)

( —) (apt+ B) &+ [(e1 +cat) ay — (Qput + Bez) n]u

— [(awt+Bo)E+ (ayt+B)n+aler +eat) + (at+ B)ea]uy — Auane " u,.
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Portanto, o vetor conservado simplificado é dado por

ct o= [%(c4a+ax£)—(%£+ayn+2a£z)u] e M e [t + B) €
+ (ayt+By)n+alcr+cit)+ (at+ f) e uy + (Au—2) a§uy + Auanuy},
= (3-u) i+ e e+ i) (Gl -+ 6+ )
+ [ler+eat) ag + (gt + Boy) n — (ayt + B,) §lu— (Au—2)age™ "y,
— [(aat+Be)E+ (gt +By)n+a(cr +cat) + (at + B) ca ug,

= (u-— —) (gyt + Boy) E+ (ot + ) <—§04+(€x+04)u)

(
+ (u —) (apt+B2) & + (1 +eat) oy — (et + Boz) n]

— [lagt+Bu) e+ (ayt+B)n+alc+ct)+ (at+ 5)ci]uy —Auane My,

Para obtermos leis de conservacao especificas consideramos a seguinte sub-

algebra gerada por:

Seja o gerador geral

0 2 0
+(62+C5$+C6y)—+(C3—CG$+652/)—+—(C5—C4)%,

0
V=(a+cat)= pe

ot

com ¢y, Ca, C3, C4, C5 € Cg constantes arbitrarias.

Assim, as componentes do vetor conservado sao

2
cl o= X(c4a+ozx(02—|—c5x+06y))— [z (2 + 50+ coy) +ay (3 —cex + s y)|u e M
+ e M {2acsu+[(apt+ B) (ca+csx+cy) + (ayt + By) (c3 — cox + c5y)
+ a(ert+ceat)+ (at+B)eau + (Au—2)a(ca+ csx + coy) Uy

+ Aua(cs—cex +c5y) uyt,
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c? = (;—u) (yyt + Byy) (2 + 5+ cy) + (az t + Ba) (% (65—04)+(c5+c4)u)

+ [(a+cat)oy + (uyt + Bay) (cs —cox +c5y) — (ot + By) el u
— [agt+ ) (ca+ sz +cy) + (ayt + 5y) (s —csr 4+ c5y) + a(cr +ceat)
+ (ot +B)alu, —(Au—2)ales+ ez +coy) e uy,

= (u—é) (Qpyt + Bay) (2 + 52+ coy) + (ot + By) (—§C4+(C5+C4)u)

+ (u—i—;) (apt+ By)ce+ [(c1 +cat) ay — (Qgpt + Puz) (c3 —csx + c5y)|u
— [(awt+Bs) (ca+esx+csy) + (ayt+5y) (cs —cex+c5y) +a(er +eat)

+ (Ozt—{—ﬁ)64]uy—)\ua(cg—cﬁx—i-Cg,y)e_A“ut.

Portanto, provamos o sétimo corolario do NTLC, o Corolario 1.20, pagina

21.

Observacao 4.1: O Corolario 1.17 é uma consequéncia do Corolario 1.20. De fato,
notamos que a equagao (4.33) é obtida com A\ = —1; além disso ela é quase autoadjunta,
entao a variavel adjunta é v = fe*, com o = 0 e # constante nao-nula nesse corolario,

e o Unico vetor conservado nao-trivial é o gerado por V.
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Capitulo 5

Conclusao

Vimos que o NTLC ¢é uma ferramenta importante para se obter as quantida-
des conservadas, ou vetores conservados, a partir das simetrias de Lie, etc., da respectiva
equagao diferencial. Uma vez que tivermos calculados tais simetrias, via Algoritmo de
Lie, aplicamos o Algoritmo do NTLC para estabelecermos as leis de conservacao cor-

respondentes.

Aplicando o Método de Ibragimov obtivemos algumas leis de conservacao
para as equagoes do fluxo de Ricci geométrico, equagoes do fluxo de Ricci 2D; as leis
de conservagao para as equagcoes do calor nao-linear 2D com nao-linearidade do tipo
poténcia f(u) = u? e do tipo exponencial f(u) = e“, equagoes do fluxo de Ricci mo-
dificada; algumas leis de conservacao para as equagoes do fluxo geométrico hiperbdlico
modificada. Em particular, concluimos que a equacao do fluxo geométrico hiperbélico

possui uma unica lei de conservagao nao-trivial.

Em vista destes resultados importantes surgem algumas questoes pertinen-

tes.

1) Entre as equagoes estudadas quais admitem infinitas leis de conservagao nao-triviais?
2) Se considerarmos outras sub-dlgebras obteremos novas leis de conservacao, a menos,
de equivaléncia?

3) Quais das equagdes vistas admitem leis de conservagao generalizadas de alta ordem,
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no sentido, estudado por Kruskal [7] para a equagao de KdV?
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Apeéendice A

A equacao do fluxo de Ricci

geométrico

Proposigao A.1: Considere a superficie regular (M2, g) com a métrica em coorde-
nadas conformes, g;; = %e“ dij, entao a equacao do fluxo de Ricci geométrico é dada
por

—Uu
U = e (Upy + Uyy).
Demonstracao: A equacao do fluxo de Ricci é

99i; _ _ R..
= i
ot
onde R;; sao as componentes do tensor de Ricci. Como a métrica ¢ conforme, basta
tomarmos ¢ = j = 1 e calcularmos Ry;.

Os simbolos de Christoffel (veja [44], pagina 62) sdo dados por

FZ‘ = %gkl (91 + G1ij — Giji) = € “ 0w <% e u; 05 + % e uj 0y — %eu ug 5z'j)
= % (Wi Onj + wj O — wg 6ij)
T (1) sei=j
If =9 Ly, sek=i#]
%Ui se k=7 #1.

143



As componentes do tensor curvatura Riemmaniana sao dadas por

Ry, = Iy, —T5,+T

ijl il,j

k 1p k 1p
PJ Fil - Fzol Fij’

e as componentes do tensor de Ricci sao dadas por

R; = R

ikj*
Entao obtemos

Ry = R}n + R%m - R%m - F%I,Q - F%2,1 + ng Flfl - F12;1 F1f2,
1

1 1
ou seja,
1 1 1 1 1 1
e A LR L L L
1
- 75 (e + Uyy)

Portanto, a equacao do fluxo de Ricci é

1 u : —U
3 e u = 3 (U + Uyy), ou seja, U = e " (Upy + Uyy).

Proposigao A.2: Considere a superficie regular (M2, ¢g) com a métrica em coordena-
das conformes, g;; = %e“ dij, entao a equagao do fluxo de Ricci geométrico hiperbdlico
é dada por

2

U = € (Ugy + Uyy) — Uf-

Demonstracao: Segue da Proposicao A.1. <
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Apendice B

A equacao do fluxo de Ricci

geométrico hiperbdlico modificada

Proposicao B.1: As simetrias de Lie da equacao do fluxo de Ricci geométrico hi-
perbolico modificada

A 2
U = a e (Ugy + Uyy) + AUy

onde a e )\ sdao constantes nao-nulas, sao geradas pelo seguinte gerador infinitesimal:

0

0 0 0 2
X = (a1 +at) 5 +E(, y)a +n(w,y)—+x(€x—64)%,

ot oy

com ¢; e ¢4 constantes arbitrarias, e as fungoes & = £(x,y) e n = n(x,y) satisfazendo as

equacoes de Cauchy-Riemann:

§e = U Ny = _éy‘

Demonstragao:  Seguindo [4], Theorem 2.36, pagina 110, dado o gerador infinitesimal

0
X=r—+4+(—
Tat+§ +1) 5 +¢

onde 7 = 7(t,z,y,u), £ =&(t,x,y,u), n =n(t,z,y,u) e p = ¢(t,x,y,u), a sua segunda

extensao infinitesimal é dada por

0 0 0 0
2 _ -2 i il T Yy
X Tat+£ —i—?7a +<]§ +¢ » + @™ 3tt +¢ 8um+¢

+...’
Oy,
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onde os coeficientes sao dados por

¢ = Dip— (Dym)uy — (Dil)us — (Din)uy,
= G+ (pu — To)ur — Ty uy — Gy — 1y Uy — Sy Uy — My Uty
" = Dyd' — (Dy)uy — (Del)tise — (Din)usy
= Cbtt + (2 ¢tu - Ttt)ut - ftt Uy — Nyt Uy + (¢uu - QTtu)th - 2§tu UgUy — 277tu UtUy
— Tuull; — Eun Uiy — Tuu Ui thy + (Gu — 274 — 3Ty Up — Ey Uy — Ny Uy ) Uy
= 2(& + Euue)use — 2 (N + N ) Uy,
O = Gua + (200u — Ean) e — Tuw Ut — Now Uy + (Guu — 2 Eau)Us — 2 T Uty — 2 Ny Uglly
— Uy — T WS U — T Uy + (Du — 2E0 — BEu iy — T Uy — N Uy Uy
= 2(Te T Ua)Ute = 2 (N + Ty Vs Uy,
¢" = by + (2 by — My )ty — Tyy Uy — Eyy Uy + (Puu — 2 77%)“3 — 2Ty Uplly — 2§y Uglly
— Nty — Tuw Uty — Eu Utly + (G — 20y — 31 Uy — Ty Uy — Ey Ugy Uy
= 2(7y A+ Tuty Uy — 2(§y + Eutly)tay.
O critério infinitesimal de invariancia (Theorem 2.31, pagina 104) exige
que

X (uy — a e (Upe + uyy) — Au?) =0, quando gy — @M (Ugy + Uy,) — Aui = 0.

Assim devemos ter

_ 2 ti tt a T a Yy a o Au - 2
0 = <d) 7 + ¢ o + ¢ D + ¢ D + ¢ Juyy (ue — a e (Ugy + Uyy) — Auy)
= —dare™ (Upe + Uyy) — ¢ 2N up + ¢ — (0™ + ¢¥) a e (B.1)

Agora substituimos a equacao uy; = ae*® (U + Uyy) + )\uf em ¢ e o

Teescrevemos como
O = O+ (= 27 — B3Tu s — Eutly — M ty) (@ e (Upe + uyy) + Au?)  (B.2)

onde ¢ = 0.

Os coeficientes dos monomios iy, Uy, € Uy, em (B.1, B.2) sdo dados

por

146



Ullyy: —3Tyaler* +T1,are’ = 0,
Uplpy: —Epader® +3&arer = 0,
Uyllyy: —Nyare +3n,are*” = 0

Como a A # 0 segue que 7 = 7(t,x,y), £ = &(t,x,y) e n = n(t,z,y). Entao

temos

P = A (du — T)u — & up — My,
tht = Qu+ (2 Otu — Ttt)ut — &t Uz — Mt Uy + Pun U? —2& U — 2, Uty

+ (¢y —27)(a e (ugy + Uyy) + Au?)

Gur + (2 Gra — Tee) Ut — St Uz — it Uy + (Guu + A (G0 — 27)) U? — 28 Uy — 27 Uyy
+ (¢u —27) aet" (U + Uyy),
¢£E$

Grz + (2 0z — Exa)Us — Taz Us — Now Uy + Gun U + (P — 2 &) Uga — 2T U
= 27y Uy,
¢ = by + (2 yu — My )y — Tyy e — Eyy Uz + Pua Uz + (G — 21y )y — 27y Uy
26,
G = DG — AT U+ (20m — AU + (26 — Aty + Pu (12 + 12)

+ (Pu = 28 )Uar + (Pu — 27y Uy — 270 Uy — 27 Uty — 2 (1) + &) Uy

Substituindo estas férmulas em (B.1) obtemos

0 = —¢garet (U + Uyy) — (D1 + (G0 — Te)ur — E Uy — M ty) 2 A0 + G + (2 Pryy — Tt )y
— Lty — Mty + (Pun + A (G — 270)) U — 2& Uy — 27 Ugy
+ (bu—27) e (Ugp +uyy) = [AP = ATy + (2dpu — AE)us + (204, — An)u,
+ Guu (U2 F ) + (du — 20 Uaw + (Gu — 27y Uyy — 270 Ue — 27T Uy
— 2(ne + &) uny] a e, (B.3)

Da equagao (B.3) segue que as equagoes determinantes de simetrias sdo

dadas por
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u?: =2y = T) + G + A (P —27) = 0,
ui —I—uf/: G = 0,
Upe: —Qarer + (¢ —27)aer — (¢, — 2&) aert = 0,
Uy —Qarer + (¢, —27)aer — (¢, —2n,)aer” = 0,
Ugy' 2(ne +&)aer = 0,
Uy 26+ 21,0’ = 0,
Ugy: —2nt+27yae)‘“ = 0,
Uy 206 = 0,
Uply: 2 e = 0,
Uy 2N+ (2 — i) + AT @ = 0,
Uy —&t = (20m — Al acM = 0,
Uy: 1t — (2 Pyu — An) ae’t = 0,
1: O — Apaert = 0.

Substituindo a segunda equacgao determinante na primeira segue que ¢ =
o(t, x,y), visto que A # 0.

Seguem das oitava e nona equagoes que & = £(z,y) e n = n(z,y). Substi-
tuindo tais £ e 1 nas sexta e sétima equagoes obtemos 7 = 7(t).

Resolvendo a terceira equacgao para ¢, temos
Au : 2
—(pA+21,—2&)ae =0, ou seja, gb:X(ﬁx—n).

Subtraindo as terceira e quarta equagoes obtemos &, — 7, = 0. Disso e da
quinta equagao segue que as fungdes £ = £(x,y) e n = n(z,y) satisfazem as equagoes
de Cauchy-Riemann:

gx = My, Ne = _éy‘

Substituindo 7 e ¢ na décima equagao segue que 7y = 47y, ou seja, T =
c1+ c4t, onde ¢q e ¢4 sao constantes arbitrarias.
Portanto, 7 = ¢1 + ¢4 t, as fungoes £ = £(x,y) e n = n(x,y) satisfazem as

equagdes de Cauchy-Riemann, e ¢ = 2 (&, — c4). &
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Corolario B.1: Assimetrias de Lie da equacao do fluxo de Ricci geométrico hiperbdlico

Uy = € (Ugy + Uyy) — U}

sao geradas pelo seguinte gerador infinitesimal:

0 0 0 0
X = (Cl+c4t)&_’_g(l‘ay)%+n(xay)8_y+2(c4_§x)%v

com ¢ e ¢4 constantes arbitrarias, e as fungoes £ = &(x,y) e n = n(x,y) satisfazem as

equacoes de Cauchy-Riemann:

§o = My Nz = _fy-

149



150



Referéncias Bibliograficas

[1]

2]

IBRAGIMOV, N. H. Lectures on Modern Group Analysis. Second, revised
edition, Johannesburg, 1996.

KHAMITOVA, Raisa. Symmetries and conservation laws. 2009. The-
sis for the degree of Doctor of Philosophy, Vaxjo University, Swe-
den, 2009. Disponivel em: http://www.bth.se/fou/forskinfo.nsf/all/
d2a098£807334f13c125758d0037c63f 70penDocument. Acesso em: jan 2012.

NOETHER, E. Invariante Variationsprobleme. Konigliche Gesellschaft der
Wissenschaften zu Gottingen, Nachrichten. Mathematisch-physikalische Klasse
Heft 2. 235-257, (1918).

OLVER, P. J. Applications of Lie groups to differential equations. Graduate
Texts in Mathematics, vol. 107, 2nd ed., Springer-Verlag New York, (1986).

IBRAGIMOV, N. H. The answer to the question put to me
by L.V. Ovsyannikov 33 years ago. Archives of ALGA 3, 55-
60, (2006). Disponivel em: http://www.bth.se/fou/forskinfo.nsf/all/
39edc7167337c8bec12578be0056£47c?0penDocument. Acesso em: jan 2012.

IBRAGIMOV, N. H. A new conservation theorem. J. Math. Anal. Appl., 333,
1, 311-328, (2007). Disponivel em: http://dx.doi.org/10.1016/j.jmaa.2006.
10.078. Acesso em: jan 2012.

KRUSKAL, M. D.; MIURA, R. M.; GARDNER, C. S.; ZABUSKY, N. J.
Korteweg-de Vries Equation and Generalizations. V. Uniqueness and
Nonexistence of Polynomial Conservation Laws. J. Math. Phys., 11, 3,
952-960, (1970). Disponivel em: http://www.math.ucdavis.edu/~laustria/
VIGRE-RFG/Files/JMathPhys_1970_Kruskal_etal.pdf. Acesso em: jan 2012.

EVANS, L. C. Partial Differential Equations. Graduates Studies in Mathema-
tics, Vol. 19, American Mathematical Society, (1998).

IBRAGIMOYV, N. H. Nonlinear self-adjointness in constructing conser-
vation laws. Archives of ALGA 7/8, 1-90, (2010-2011). Disponivel em: http:
//arxiv.org/abs/1109.1728. Acesso em: jan 2012.

151



[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

CHAO, X. Symmetries and geometric flows. arXiv:1001.1394 v1 [math.GT],
09 Jan 2010. Disponivel em: http://arxiv.org/pdf/1001.1394.pdf. Acesso em:
jan 2012

CIMPOIASU, R.; CONSTANTINESCU, R. Symmetries and invariants for
the 2D-Ricci flow model. J. Nonlin. Math. Phys., 13, 285-292, (2006). Dis-
ponivel em: http://staff.www.ltu.se/~norbert/home_journal/electronic/
132art9.pdf. Acesso em: jan 2012.

CIMPOIASU, R.; CONSTANTINESCU, R. The inverse symmetry problem
for a 2D generalized second order evolutionary equation. Nonlin. Anal.,
73, 147-154, (2010). Disponivel em: http://dx.doi.org/10.1016/j.na.2010.
03.007. Acesso em: jan 2012.

CIMPOIASU, R.; CONSTANTINESCU, R. Lie symmetries and invariants for
a 2D nonlinear heat equation. Nonlin. Anal., 68, 2261-2268, (2008). Disponivel
em: http://dx.doi.org/10.1016/j.na.2007.01.053. Acesso em: jan 2012.

CIMPOIASU, R. Symmetries and Conservation Laws for the 2D Ricci
Flow Model. arXiv:1108.5446v1 [math-ph], 27/08/2011. Disponivel em: http:
//128.84.158.119/abs/1108.5446. Acesso em: jan 2012.

BLUMAN, G. W.; CHEVIAKOV, A. F.; ANCO,S. C. Applications of symme-
try methods to partial differential equations. Springer, New York, (2010).

BOZHKOV, Y.; SILVA, K. A. A. Nonlinear self-adjointness of a 2D ge-
neralized second order evolution equation. Nonlin. Anal., 75, 5069-5078,
(2012). Disponivel em: http://dx.doi.org/10.1016/j.na.2012.04.023. Acesso
em: jan 2012.

SILVA, K. A. A. Nonlinear self-adjointness and conservation laws for the
hyperbolic geometric flow equation. J. Nonlin. Math. Phys., 20, 1, (2013) -
no prelo.

IBRAGIMOV, N. H. Integrating factors, adjoint equations and Lagrangi-
ans. J. Math. Anal. Appl., 318, 742-757, (2006). Disponivel em: http://dx.doi.
org/10.1016/j.jmaa.2005.11.012. Acesso em: jan 2012.

IBRAGIMOV, N. H. Quasi-self-adjoint differential equations. Archives of
ALGA 4, 55-60, (2007). Disponivel em: http://www.bth.se/fou/forskinfo.
nsf/all/2997465595b55dc4c12578be00585fa370penDocument. Acesso em: jan
2012.

IBRAGIMOV, N. H.; KHAMITOVA, R. S.; VALENTI, A. Self-adjointness of
a generalized Camassa-Holm equation. Appl. Math. Comp., 218, 2579-2583,
(2011). Disponivel em: http://arxiv.org/abs/1102.5719. Acesso em: jan 2012.

152



[21]

[22]

[23]

[25]

2]

[27]

28]

[29]

IBRAGIMOV, N. H. Nonlinear self-adjointness and conservation laws. J.
Phys. A: Math. Theor., 44, 432002, 8 pp., (2011). Disponivel em: http://arxiv.
org/abs/1107.4877. Acesso em: jan 2012.

GANDARIAS, M. L. Weak self-adjoint differential equations. J. Phys. A:
Math. Theor., 44, 262001, 6 pp., (2011). Disponivel em: http://iopscience.
iop.org/1751-8121/44/26/262001. Acesso em: jan 2012.

GANDARIAS, M. L.; REDONDO, M.: BRUZON, M. S. Some weak self-adjoint
Hamilton-Jacobi-Bellman equations arising in financial mathematics.
Nonlin. Anal. RWA, 13, 340-347, (2012). Disponivel em: http://dx.doi.org/
10.1016/j .nonrwa.2011.07.041. Acesso em: jan 2012.

CESAR SANTOS SAMPAIO, Julio. Simetrias de Lie e leis de conservagao
de equacoes evolutivas do tipo Korteweg-de Vries. 2012. 79 p. Dissertacao
(Mestrado em Matemadtica Aplicada) - Centro de Matemética, Computagao e
Cognigao, Fundagao Universidade Federal do ABC, Santo André, 2012.

BRUZON, M. S.; GANDARIAS, M. L.; IBRAGIMOV, N. H. Self-adjoint sub-
classes of generalized thin film equations. J. Math. Anal. Appl., 357, 307-
313, (2009). Disponivel em: http://dx.doi.org/10.1016/j. jmaa.2009.04.028.
Acesso em: jan 2012.

FREIRE, I. L. Conservation laws for self-adjoint first order evolution
equations. J. Nonlin. Math. Phys., 18, 279-290, (2011). Disponivel em: http:
//arxiv.org/pdf/1002.3986.pdf. Acesso em: jan 2012.

FREIRE, I. L. Self-adjoint sub-classes of third and fourth-order evolution
equations. Appl. Math. Comp., 217, 9467-9473, (2011). Disponivel em: http:
//arxiv.org/abs/1010.1765. Acesso em: jan 2012.

FREIRE, I. L.; SAMPAIO, J. C. S. Nonlinear Self-adjointness of a genera-
lized fifth-order KdV equation. J. Phys. A: Math. Theor., 45, 032001, (2012).
Disponivel em: http://iopscience.iop.org/1751-8121/45/3/032001. Acesso
em: jan 2012.

GANDARIAS, M. L. Weak self-adjointness and conservation laws for a po-
rous medium equation. Commun. Nonlin. Sci. Num. Sci., 17, 2342-2349, (2012).
Disponivel em: http://dx.doi.org/10.1016/j.cnsns.2011.10.020. Acesso em:
jan 2012.

IBRAGIMOV, N. H.; TORRISI, M.; TRACINA, R. Quasi self-adjoint non-
linear wave equations. J. Phys. A: Math. Theor., 43, 442001-442009, (2010).
Disponivel em: http://iopscience.iop.org/1751-8121/43/44/442001. Acesso
em: jan 2012.

153



[31]

[32]

[36]

[37]

[39]

[40]

[41]

IBRAGIMOV, N. H.; TORRISI, M; TRACINA, R. Self-adjointness and con-
servation laws of a generalized Burgers equation. J. Phys. A: Math.
Theor., 44, 145201-145206, (2011). Disponivel em: http://iopscience.iop.org/
1751-8121/44/14/145201/. Acesso em: jan 2012.

BOZHKOV, Y.; DIMAS, S.; IBRAGIMOV, N. H. Conservation laws for a
coupled variable-coefficient modified Korteweg-de Vries system in a two-
layer fluid model. Commun. Nonlin. Sci. Numer. Simulat., 18, 1127-1135, (2013).
Disponivel em: http://dx.doi.org/10.1016/j.cnsns.2012.09.015. Acesso em:
jan 2012.

KREYSZIG, E. Introductory Functional Analysis with Applications. John
Wiley and Sons. Inc. New York, N. Y., (1978).

CARLOS GILLI MARTINS, Antonio. Simetrias de Lie e solugoes exatas de
equagoes diferenciais quaselineares. 2002. 113 p. Tese (Doutorado em Ma-
temaética) - Instituto de Matematica, Estatistica e Computagao Cientifica, Univer-
sidade Estadual de Campinas, Campinas, 2002.

LEITE FREIRE, Igor. Simetrias de Lie de equacoes diferenciais parciais
semilineares envolvendo o operador de Kohn - Laplace no grupo de
Heisenberg. 2008. 169 p. Tese (Doutorado em Matemética Aplicada) - Instituto
de Matemadtica, Estatistica e Computacao Cientifica, Universidade Estadual de
Campinas, Campinas, 2008.

IBRAGIMOYV, N. H. The Noether Identity. Continuum Dynamics, Institute of
Hydrodynamics, USSR Acad. Sci., Siberian Branch, Novosibirsk, 38, 26-32, (1979).

IBRAGIMOV, N. H. Transformation groups in mathematical physics. Mos-
cow: Nauka, 1983. English transl. Transformation groups applied to mathe-
matical physics, Reidel, Dordrecht, 1985.

BOZHKOV, Y.; MITIDIERI, E. The Noether Approach to Pokhozhaev’s
Identities. Mediterranean Journal of Mathematics, 4, 383-405, (2007). Disponivel
em: http://www.springerlink.com/content/4206t52201240686/. Acesso em:
jan 2012.

HAMILTON, R. S. The Ricci flow on surfaces. Contemporary Mathematics,
71, 237-262, (1988).

WANG, J. Symmetries and solutions of geometric flows. 2011. Dis-
ponivel  em: http://www.cms.zju.edu.cn/UploadFiles/AttachFiles/
20101127134230546.pdf. Acesso em: jan 2012.

BAKAS, I. Ricci flows and infinite dimensional algebras. Fortsch. Phys.,
52, 464-471, (2004). Disponivel em:j http://arxiv.org/abs/hep-th/0312274;.
Acesso em: jan 2012.

154



[42] KONG, D.; LIU, K. Wave character of metrics and hyperbolic geometric
flow. J. Math. Phys., 48, 103508, (2007). Disponivel em: http://jmp.aip.org/
resource/1/jmapaq/v48/110/p103508_s1. Acesso em: jan 2012.

[43] BOZHKOV, Y.; FREIRE, I. L. Comunicagao particular, fev 2012.

[44] O’NEILL, B. Semi-Riemannian Geometry With Applications to Rela-
tivity. Pure and Applied Mathematics. Academic Press, San Diego, California,
(1983).

155



	Introdução
	Estrutura da tese
	Resultados principais

	O Método de Ibragimov
	A equação adjunta
	A identidade de Noether
	O novo teorema sobre leis de conservação

	Uma classe de equações evolutivas do primeiro tipo
	O primeiro teorema principal
	A equação do fluxo de Ricci geométrico
	A equação do fluxo de Ricci 2D
	A equação do calor não-linear
	O caso f(u) = up com  p =0 e p =-1
	O caso f(u) = eu 

	A equação do fluxo de Ricci modificada

	Uma classe de equações evolutivas do segundo tipo
	O segundo teorema principal
	A equação do fluxo geométrico hiperbólico
	A equação do fluxo geométrico hiperbólico modificada

	Conclusão
	A equação do fluxo de Ricci geométrico
	A equação do fluxo de Ricci hiperbólico modificada
	Referências

