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SUPERFÍCIES REGULARES

CAMPINAS

2013

i



ii









vi



Agradecimentos

Esta tese foi financiada pelo Conselho Nacional de Desenvolvimento Ci-

ent́ıfico e Tecnológico, CNPq, através do processo 140803/2010-6.

vii



viii



Resumo

Nesta tese estudamos o conceito novo de equações diferenciais não-linearmente autoad-

juntas para duas classes gerais de equações evolutivas de segunda ordem quaselineares.

Uma vez que essas equações não provém de um problema variacional, não podemos

obter leis de conservação via o Teorema de Noether. Por isto aplicamos tal conceito e o

Novo Teorema sobre Leis de Conservação de Nail H. Ibragimov, o qual possibilita-nos

a determinação de leis de conservação para qualquer equação diferencial. Obtivemos

em ambas as classes, equações não-linearmente autoadjuntas e leis de conservação para

alguns casos particularmente importantes:

a) as equações do fluxo de Ricci geométrico, do fluxo de Ricci 2D, do fluxo de Ricci

modificada e a equação do calor não-linear, na primeira classe;

b) as equações do fluxo geométrico hiperbólico e do fluxo geométrico hiperbólico modi-

ficada, na segunda classe de equações evolutivas.

Palavras-chave: Equações diferenciais parciais, Equações autoadjuntas, Equações

quase autoadjuntas, Leis da conservação (Matemática).
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Abstract

In this thesis we study the new concept of nonlinear self-adjoint differential equations

for two general classes of quasilinear 2D second order evolution equations. Since these

equations do not come from a variational problem, we cannot obtain conservation laws

via the Noether’s Theorem. Therefore we apply this concept and the New Conservation

Theorem of Nail H. Ibragimov, which enables one to establish the conservation laws for

any differential equation. We obtain in both classes, nonlinear self-adjoint equations

and conservation laws for important particular cases:

a) the Ricci flow geometric equation, Ricci flow 2D equation, the modified Ricci flow

equation and the nonlinear heat equation in the first class;

b) the hyperbolic geometric flow equation and the modified hyperbolic geometric flow

equation in the second class of evolution equations.

Keywords: Partial differential equations, Self-adjoint equations, Quasi self-adjoint

equations, Conservation laws (Mathematics).
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Caṕıtulo 1

Introdução

O estudo de leis de conservação segundo Ibragimov [1] remonta ao século

dezoito com a procura das quantidades conservadas nos sistemas mecânicos que mode-

lam a natureza. Por exemplo, no problema dos dois corpos, Isaac Newton mostrou que

as Leis de Kepler (publicadas em 1609 e 1619) são obtidas resolvendo-se uma equação

diferencial ordinária. Posteriormente Leonhard Euler e Daniel Bernoulli independente-

mente obtiveram a segunda lei de Kepler (conservação das áreas) como consequência da

conservação do momento angular do sistema. Conforme Khamitova [2] existe uma carta

datada de 1744, onde D. Bernoulli propõe à L. Euler a discussão da conservação dos

momentos linear e angular do sistema de dois corpos. Em 1798, Pierre-Simon Laplace

obteve a lei de conservação que é satisfeita pela primeira lei de Kepler (as órbitas dos

planetas são eĺıpticas com o Sol em um dos focos). Destas investigações originou-se o

conceito de leis de conservação relacionadas aos pŕıncipios de invariância em sistemas

mecânicos.

No século dezenove foi observado que as leis de conservação na mecânica

clássica poderiam ser determinadas a partir das propriedades das simetrias dos sistemas

estudados. Félix Klein foi um dos primeiros a observar a conexão entre propriedades

de invariância de problemas variacionais e leis de conservação, conforme [2]. Entre-

tanto, o desenvolvimento de uma teoria geral para a construção de leis de conservação
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para equações diferenciais (não necessariamente oriundas de um pŕıncipio variacional)

tornou-se uma tarefa reconhecidamente não trivial.

Em 1918, Emmy Noether investigou a condição de invariância de integrais

de ação (chamadas de integrais variacionais) relativas ao grupo de transformações no

espaço das variáveis independentes e dependentes, culminando nas leis de conservação

para as correspondentes equações de Euler -Lagrange. Tal resultado é conhecido como

o Teorema de Noether ou Primeiro Teorema de Noether, [3]. A partir de uma simetria

variacional da integral de ação, a qual também é uma simetria de Lie para a respectiva

equação de Euler-Lagrange, o teorema fornece um vetor conservado ou quantidade

conservada.

Observamos que existem situações nas quais o Teorema de Noether não

é aplicável. Entre elas estão os problemas que são modelados por equações do tipo

evolutivas, no sentido de P. Olver [4], ou por equações de ordem ı́mpar. Além disso as

simetrias da respectiva equação de Euler-Lagrange podem não ser simetrias variacionais

para a integral de ação.

A fim de superar as restrições de aplicabilidade do Teorema de Noether

várias generalizações foram propostas, no entanto, o primeiro resultado geral associ-

ando uma lei de conservação com cada uma das simetrias de uma equação diferencial

arbitrária foi publicado por Nail H. Ibragimov em [5], e em [6], com o t́ıtulo A new con-

servation theorem. Aquele o chamou de teorema sobre leis de conservação não-locais.

A motivação para o desenvolvimento de tal teorema teve ińıcio em 1973,

quando o seu orientador, Lev V. Ovsyannikov, propôs-lhe a seguinte questão:

As infinitas leis de conservação para a equação de Korteweg-de Vries (KdV)

podem ser obtidas a partir de suas simetrias?

Tal série infinita de leis de conservação foi obtida por Kruskal et al, [7], sem

usar generalizações do Teorema de Noether, visto que a equação de KdV é uma equação

do tipo evolutiva de terceira ordem. Depois de 33 anos, Ibragimov respondeu a questão

com um SIM, através de seu teorema sobre leis de conservação não-locais, aplicável

para equações diferenciais arbitrárias, o qual doravante nos referiremos como o Novo
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Teorema sobre Leis de Conservação, abreviado por NTLC.

A teoria de Ibragimov consiste de um novo conceito de equações diferenci-

ais adjuntas para equações não necessariamente lineares e não requer a existência de

Lagrangeanas (como na teoria de Noether). Entre as principais propriedades de tal

conceito estão:

a) a nova equação diferencial adjunta coincide com a definição clássica de

equação diferencial adjunta no caso linear;

b) as simetrias de Lie, de Lie-Bäcklund e simetrias não-locais para uma

equação diferencial são herdadas por sua equação adjunta.

ONTLC fornece fórmulas expĺıcitas para o vetor conservado, a partir de um

gerador de simetria para a equação considerada (e sua adjunta). As leis de conservação

assim obtidas são ditas não-locais, uma vez que as quantidades conservadas fornecidas

são essencialmente não-locais, no sentido de que elas envolvem além das variáveis da

equação diferencial considerada, as variáveis adjuntas as quais são vistas como variáveis

não-locais. Para obtermos leis de conservação locais, o conceito de equações diferenciais

não-linearmente autoadjuntas é introduzido para eliminarmos as variáveis adjuntas das

quantidades conservadas.

A solução fornecida para o problema da equação de KdV apresentada no

artigo [5] diz que ela Por outro lado, as simetrias locais fornecem leis de conservação

não-locais, as quais tornam-se triviais ao eliminarmos a variável adjunta.

Além disso, Ibragimov mostra que as leis de conservação fornecidas por

seu teorema podem ser diferentes (não equivalentes) daquelas dadas pelo teorema de

Noether para equações tendo Lagrangeanas; por exemplo, para equações de Euler-

Lagrange que não são equações não-linearmente autoadjuntas.

Motivados pela teoria de Ibragimov propomos estudar as equações não-

linearmente autoadjuntas nas duas seguintes classes de equações evolutivas de segunda

ordem quaselineares:

Rut = Auxy +B ux uy + C uxx +Duyy + E uy + F ux + P u2
x +Qu2

y +G, (1.1)
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Rutt = Auxy +B ux uy + C uxx +Duyy + E uy

+ F ux + P u2
x +Qu2

y +G+H ut + I u2
t , (1.2)

nas quais as funções A, B, C, D, E, F , G, H, I, P , Q e R 6= 0 são funções reais

diferenciáveis nas variáveis independentes t, x, y e na variável dependente u = u(t, x, y).

Entre as equações do tipo (1.1) destacamos as seguintes equações lineares

(veja [8], páginas 3-5):

- a equação do calor:

ut = uxx + uyy, (1.3)

- a equação de Kolmogorov do tipo:

ut = Auxy + C uxx +Duyy + E uy + F ux, (1.4)

onde as funções A, C, D, E, F são funções diferenciáveis nas variáveis t, x, y,

- a equação de Fokker-Planck do tipo:

ut = Auxy + C uxx +Duyy + E uy + F ux +G, (1.5)

onde as funções A, C, D, E, F são funções diferenciáveis nas variáveis t, x, y, e

G = (2Axy + Cxx +Dyy + Fx + Ey)u.

Entre as equações não-lineares destacamos as seguintes:

- a equação de Hamilton-Jacobi do tipo:

ut = H(x, y, ux, uy), (1.6)

onde a função H é do tipo particular H = B ux uy + E uy + F ux + P u2
x +Qu2

y +G e

as funções B, E, F , P , Q e G são funções diferenciáveis nas variáveis x, y,

- a lei de conservação escalar:

ut = (F (u))x + (F (u))y, (1.7)
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onde a função F = F (u) é uma função diferenciável não-nula,

- a equação de Burgers:

ut = uxx + u ux, (1.8)

- a equação do meio poroso:

ut = p up−1(uxx + uyy) + p(p− 1) up−2(u2
y + u2

x), (1.9)

onde p é um número inteiro positivo,

- a equação de Kompaneets [9]:

ut = x2 uxx + (x2 + 4 x+ 2 x2 u)ux + 4 x (u+ u2), (1.10)

- A equação do calor não-linear anisotrópica [9]:

ut = (f(u) ux)x + (g(u) uy)y, (1.11)

onde as funções f = f(u) e g = g(u) são funções diferenciáveis ambas não-nulas,

- A equação do sistema de irrigação [9]:

R(u) ut = (K(u) ux)x + (K(u) (uy − 1))y +G(u), (1.12)

onde as funções R = R(u) 6= 0, K = K(u) e G = G(u) são funções diferenciáveis, com

K e G ambas não-nulas,

- A equação do fluxo de Ricci geométrico bidimensional [10]:

ut = e−u(uxx + uyy), (1.13)

- A equação do fluxo de Ricci 2D [11]:

ut =
1

u
uxy −

1

u2
ux uy, (1.14)

onde a função u = u(t, x, y) é diferenciável não-nula,

- A equação do fluxo de Ricci modificada [12]:

ut =
1

u
uxy −

1

u2
ux uy +

a

at+ c
u, (1.15)
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onde a função u = u(t, x, y) é diferenciável não-nula, as constantes reais a e c são tais

que at+ c 6= 0, ou seja, t 6= − c
a
,

- A equação do calor não-linear 2D [13]:

ut = (f(u) ux)y = f(u) uxy + f ′(u) ux uy, (1.16)

onde f = f(u) é uma função diferenciável não-nula.

Entre as equações do segundo tipo (1.2) destacamos as seguintes:

- A equação de onda não-linear [9]:

utt = k(u) (uxx + uyy) + k′(u) (u2
x + u2

y), (1.17)

onde a função k = k(u) é diferenciável não-nula,

- A equação de vibração de membranas não-linear [9]:

utt = k(u) (uxx + uyy) +
1

2
k′(u) (u2

x + u2
y), (1.18)

onde a função k = k(u) é diferenciável não-nula,

- A equação de onda não-linear anisotrópica [9]:

utt = (f(u) ux)x + (g(u) uy)y, (1.19)

onde as funções f = f(u) e g = g(u) são funções diferenciáveis ambas não-nulas,

- A equação do fluxo geométrico hiperbólico [10]:

utt = e−u(uxx + uyy)− u2
t , (1.20)

- A equação do fluxo geométrico hiperbólico modificada:

utt = eλu(uxx + uyy) + λu2
t . (1.21)

Particularmente aplicamos o método de Ibragimov para as equações do fluxo

de Ricci geométrico (3.15), do fluxo de Ricci 2D (3.16), do fluxo de Ricci modificada

(3.21) e a equação do calor não-linear (1.16) na primeira classe; e as equações do fluxo
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geométrico hiperbólico (1.20) e do fluxo geométrico hiperbólico modificada (1.21) na

segunda classe de equações evolutivas.

Na literatura existem muitos trabalhos envolvendo as equações do fluxo de

Ricci, entre eles abordamos os trabalhos [11, 13, 12] de Cimpoiasu e Constantinescu, [14]

de Cimpoiasu, que foram os que nos motivaram na escolha da forma da equação (1.1).

Eles calcularam simetrias de Lie e soluções invariantes por geradores infinitesimais cujos

coeficientes são funções lineares, ou seja, o coeficiente de ∂
∂t

é linear em t, o de ∂
∂x

é linear

em x, etc., chamados de os geradores do setor linear. As soluções invariantes pelo setor

linear para a equação do fluxo de Ricci 2D, [11], são do tipo estacionárias ou lineares

no tempo. Já os geradores de simetrias de Lie para a equação do calor não-linear 2D,

[13], são do setor linear, e as soluções invariantes são do tipo soluções de similaridades.

No terceiro trabalho, [12], eles obtiveram 24 equações determinantes para

simetrias de Lie para a equação (1.1) com P = Q = 0 e R = 1. Além disso calcularam

o setor linear das simetrias de Lie e as respectivas equações satisfazendo tal setor linear

(eles resolveram um problema inverso visto a dificuldade na resolução das equações

determinantes); eles mostraram que as únicas equações do calor não-linear 2D (1.16),

admitindo setor linear de simetrias têm ou f(u) = up com p 6= 0 um número inteiro ou

f(u) = eu, e ambas admitem soluções invariantes separáveis. Apesar de a equação do

fluxo de Ricci 2D não admitir uma solução invariante separável, a equação do fluxo de

Ricci modificada admite tal solução. Em um quarto trabalho, [14], Cimpoiasu calculou

a lei de conservação mais geral via o método direto (como descrito em [15]), assim como

a simetria de Lie associada com o vetor conservado obtido e novas soluções invariantes

de similaridades e não-lineares no tempo para o modelo do fluxo de Ricci 2D.

Uma vez que as equações (1.1) e (1.2) são do tipo evolutivas, elas não provêm

de uma integral de ação e não podemos utilizar o Teorema de Noether, porém pode-

mos aplicar a teoria de Ibragimov. Primeiramente investigamos classes de equações

(1.1) e (1.2) que são equações não-linearmente autoadjuntas. Depois obtivemos leis de

conservação para todas as simetrias de Lie daquelas equações não-linearmente autoad-

juntas em [11, 13, 12, 14, 10]. Finalizamos com as leis de conservação para as equações
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não-linearmente autoadjuntas (1.20) e (1.21).

1.1 Estrutura da tese

No segundo caṕıtulo estudamos a teoria de Ibragimov para equações dife-

renciais nas variáveis independentes t, x e y e na variável dependente u, a menos de

declaração contrária. Em particular, estudamos o conceito de equação diferencial não-

linearmente autoadjunta, quase autoadjunta, estritamente autoadjunta, o Teorema de

Noether, assim como a identidade de Noether com detalhes, e finalizamos apresentando

o NTLC e seu algoritmo.

No terceiro caṕıtulo estudamos a classe de equações evolutivas (1.1) do ponto

de vista de autoadjunticidade não-linear, ou seja, determinamos quais delas são equações

não-linearmente autoadjuntas, culminando no primeiro teorema principal da tese. Nas

seções subsequentes calculamos leis de conservação para as equações do fluxo de Ricci

geométrico (3.15), do fluxo de Ricci 2D (3.16), equações do calor não-linear (1.16)

com não-linearidade do tipo potência f(u) = up e do tipo exponencial f(u) = eu, e

finalizamos com a equação do fluxo de Ricci modificada (3.21). Os resultados principais

deste caṕıtulo estão publicados no artigo [16].

No quarto caṕıtulo estudamos a segunda classe de equações evolutivas (1.2)

quanto a sua autoadjunticidade não-linear, originando o segundo teorema principal da

tese. Nas seções seguintes calculamos leis de conservação para as equações do fluxo

geométrico hiperbólico (1.20) e do fluxo geométrico hiperbólico modificada (1.21). Os

resultados principais deste caṕıtulo estão publicados no artigo [17].

No Apêndice obtivemos a equação do fluxo de Ricci em coordenadas confor-

mes e as simetrias de Lie da equação do fluxo geométrico hiperbólico modificada.
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1.2 Resultados principais

No Caṕıtulo 3 estudamos a autoadjunticidade não-linear da equação do pri-

meiro tipo (1.1) e demonstramos os seguintes teorema e corolários.

OTeorema 1.1 nos dá condições necessárias e suficientes para que a equação

diferencial (1.1) seja uma equação não-linearmente autoadjunta.

Teorema 1.1: A equação diferencial

Rut = Auxy +B ux uy + C uxx +Duyy + E uy + F ux + P u2
x +Qu2

y +G, (1.22)

com R 6= 0, e pelo menos uma das funções A, C e D não-nula, é uma equação não-

linearmente autoadjunta se, e somente se, existir uma função ϕ = ϕ(t, x, y, u) não-nula,

com derivadas parciais de primeira ordem, e derivadas parciais de segunda ordem em

relação às variáveis x e y, tal que as funções coeficientes satisfaçam as seguintes relações:

Aϕu + (Au − B)ϕ = 0, (1.23)

C ϕu + (Cu − P )ϕ = 0, (1.24)

Dϕu + (Du −Q)ϕ = 0, (1.25)

(Gϕ)u = H(t, x, y, u, ϕ, ϕt, ϕx, ϕy, ϕxx, ϕxy, ϕyy), (1.26)

onde A,C,D,E, F e R são funções de t, x, y, u, e a função H é dada por

H = H(t, x, y, u, ϕ, ϕt, ϕx, ϕy, ϕxx, ϕxy, ϕyy)

= −Rϕt − Aϕxy − C ϕxx −Dϕyy + (F − Ay − 2Cx)ϕx + (E − Ax − 2Dy)ϕy

+ (Fx + Ey − Axy − Cxx −Dyy −Rt)ϕ.

Equivalentemente, as funções coeficientes satisfazem as seguintes relações:

C (B − Au) = A (P − Cu), (1.27)

D (B − Au) = A (Q−Du), (1.28)

C (Q−Du) = D (P − Cu), (1.29)

e a equação (1.26).
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O primeiro corolário do Teorema 1.1 nos dá condições necessárias e sufici-

entes para que a equação diferencial (3.1) seja uma equação quase autoadjunta.

Corolário 1.1: Nas condições do enunciado do Teorema 1.1, a equação diferencial

(3.1) é uma equação quase autoadjunta se, e somente se, existir uma função ϕ = ϕ(u)

diferenciável não-nula, tal que as funções coeficientes satisfaçam as seguintes relações:

B = Au +
ϕ′(u)

ϕ(u)
A, (1.30)

P = Cu +
ϕ′(u)

ϕ(u)
C, (1.31)

Q = Du +
ϕ′(u)

ϕ(u)
D, (1.32)

(ϕ(u)G)u = (Fx + Ey −Rt − Axy − Cxx −Dyy)ϕ(u), (1.33)

Equivalentemente, as funções coeficientes satisfazem as relações (1.27, 1.28, 1.29) e a

equação (1.33).

O segundo corolário do Teorema 1.1 nos dá condições necessárias e sufici-

entes para que a equação diferencial (3.1) seja uma equação estritamente autoadjunta.

Corolário 1.2: Nas condições do enunciado do Teorema 1.1, a equação diferencial

(3.1) é uma equação estritamente autoadjunta se, e somente se, suas funções coeficientes

satisfaçam as seguintes relações:

B = Au +
1

u
A, (1.34)

P = Cu +
1

u
C, (1.35)

Q = Du +
1

u
D, (1.36)

(uG)u = (Fx + Ey −Rt − Axy − Cxx −Dyy)u, (1.37)

Equivalentemente, as funções coeficientes satisfazem as relações (1.27, 1.28, 1.29) e a

equação (1.37).

Como um primeiro exemplo de aplicação do Teorema 1.1 obtivemos o

corolário
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Corolário 1.3: A equação do fluxo de Ricci geométrico, (3.15), é uma equação não-

linearmente autoadjunta.

Como um primeiro exemplo de aplicação do Corolário 1.1 obtivemos o

corolário

Corolário 1.4: A equação do fluxo de Ricci geométrico, (3.15), é uma equação quase

autoadjunta.

Como um primeiro exemplo de aplicação do NTLC obtivemos o corolário

Corolário 1.5: As leis de conservação para a equação do fluxo de Ricci geométrico,

(3.15), geradas pela sub-álgebra de Lie:

V1 =
∂

∂t
, V2 =

∂

∂x
, V3 =

∂

∂y
, V4 = t

∂

∂t
+

∂

∂u
, V5 = y

∂

∂x
−x

∂

∂y
, V6 = x

∂

∂x
+y

∂

∂y
−2

∂

∂u
,

e α = α(x, y) uma função harmônica não-nula, são as divergências

Div(C) := DtC
1 +DxC

2 +DyC
3,

as quais se anulam sobre as soluções da equação (3.15), e seus vetores conservados

C := (C1, C2, C3) são dados por:

• Para o gerador V1, de translação em t, as componentes do vetor conservado C são

nulas.

• Para o gerador V2, de translação em x, as componentes do vetor conservado C são

dadas por:

C1 = −α eu ux, C2 = −αx ux + αuxx, C3 = −αy ux + αuxy.

• Para o gerador V3, de translação em y, as componentes do vetor conservado C são

dadas por:

C1 = −α eu uy, C2 = −αx uy + αuxy, C3 = −αy uy + αuyy.

• Para o gerador V4, de dilatação em t e u, as componentes do vetor conservado C

são dadas por:

C1 = α eu, C2 = (1 + u)αx − αux, C3 = (1 + u)αy − αuy.
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• Para o gerador V5, de rotação no plano xy, as componentes do vetor conservado C

são dadas por:

C1 = (x uy − y ux) e
u α,

C2 = (αy − αxy x− αyy y) u− (αx y − αy x) ux + α y (uxx + uyy),

C3 = (αxy y + αxx x+ αx) u− (αx y − αy x) uy − αx (uxx + uyy).

• Para o gerador V6, de dilatação, as componentes do vetor conservado C são dadas

por:

C1 = −α eu (2 + x ux + y uy),

C2 = αx (u− 2) + (αxy y − αyy x) u− (αx x+ αy y) ux + αx (uxx + uyy),

C3 = αy (u− 2) + (αxy x− αxx y) u− (αx x+ αy y) uy + α y (uxx + uyy).

Como um segundo exemplo de aplicação do Teorema 1.1 obtivemos o co-

rolário

Corolário 1.6: A equação do fluxo de Ricci 2D, (3.16), é uma equação não-linearmente

autoadjunta.

Como um segundo exemplo de aplicação do NTLC obtivemos o corolário

Corolário 1.7: As leis de conservação para a equação do fluxo de Ricci 2D, (3.16),

geradas pela sub-álgebra de Lie:

U1 = t
∂

∂t
+u

∂

∂u
, U2 =

∂

∂t
, U3 =

∂

∂x
, U4 =

∂

∂y
, U5 = x

∂

∂x
−u

∂

∂u
, U6 = y

∂

∂y
−u

∂

∂u
,

e a = a(x), b = b(y) funções diferenciáveis tais que a(x) + b(y) 6= 0, são as divergências

Div(C) := DtC
1 +DxC

2 +DyC
3,

as quais se anulam sobre as soluções da equação (3.16), e seus vetores conservados

C := (C1, C2, C3) são dados por:

• Para o gerador U1, de dilatação em t e u, as componentes do vetor conservado C

são dadas por:

C1 = (a+ b) u, C2 = −
b

u
uy, C

3 = −
a

u
ux.
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• Para o gerador U2, de translação em t, as componentes do vetor conservado C são

nulas.

• Para o gerador U3, de translação em x, as componentes do vetor conservado C são

dadas por:

C1 = ax u, C
2 = 0, C3 = −

1

u
ax ux.

• Para o gerador U4, de translação em y, as componentes do vetor conservado C são

dadas por:

C1 = by u, C
2 = −

1

u
by uy, C

3 = 0.

• Para o gerador U5, de dilatação em x e u, as componentes do vetor conservado C

são dadas por:

C1 = ax x u, C
2 = 0, C3 = −

1

u
x ax ux.

• Para o gerador U6, de dilatação em y e u, as componentes do vetor conservado C

são dadas por:

C1 = by y u, C
2 = −

1

u
y by uy, C

3 = 0.

Como um terceiro exemplo de aplicação do Teorema 1.1 obtivemos o co-

rolário

Corolário 1.8: A equação do calor não-linear, (3.18), é uma equação não-linearmente

autoadjunta.

Como um terceiro exemplo de aplicação do NTLC obtivemos o corolário

Corolário 1.9: As leis de conservação para a equação do calor não-linear, (3.18), com

f(u) = up, p 6= 0, geradas pela sua álgebra de Lie:

W1 = t
∂

∂t
−

1

p
u

∂

∂u
, W2 =

∂

∂t
, W3 =

∂

∂x
,

W4 =
∂

∂y
, W5 = x

∂

∂x
+

1

p
u

∂

∂u
, W6 = y

∂

∂y
+

1

p
u

∂

∂u
,
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e a = a(x), b = b(y) funções diferenciáveis tais que a(x) + b(y) 6= 0, são as divergências

Div(C) := DtC
1 +DxC

2 +DyC
3,

as quais se anulam sobre as soluções da equação (3.18), e seus vetores conservados

C := (C1, C2, C3) são dados por:

• Para o gerador W1, de dilatação em t e u, as componentes do vetor conservado C

são dadas por:

C1 = −
1

p
(a+ b) u, C2 =

b

p
up uy, C3 =

a

p
up ux.

• Para o gerador W2, de translação em t, as componentes do vetor conservado C são

nulas.

• Para o gerador W3, de translação em x, as componentes do vetor conservado C são

dadas por:

C1 = ax u, C2 = 0, C3 = −ax u
p ux.

• Para o gerador W4, de translação em y, as componentes do vetor conservado C são

dadas por:

C1 = by u, C2 = −by u
p uy, C3 = 0.

• Para o gerador W5, de dilatação em x e u, as componentes do vetor conservado C

são dadas por:

C1 =

(

x ax +
p+ 1

p
(a+ b)

)

u, C2 = −
p+ 1

p
b up uy, C

3 = −

(

x ax +
p+ 1

p
a

)

up ux.

• Para o gerador W6, de dilatação em y e u, as componentes do vetor conservado C

são dadas por:

C1 =

(

y by +
p+ 1

p
(a+ b)

)

u, C2 = −by u
p y uy −

p+ 1

p
b up uy, C3 = 0.

Como um quarto exemplo de aplicação do NTLC obtivemos o corolário

14



Corolário 1.10: As leis de conservação para a equação do calor não-linear, (3.18), com

f(u) = eu, geradas pela sua álgebra de Lie:

Z1 = t
∂

∂t
−

∂

∂u
, Z2 =

∂

∂t
, Z3 =

∂

∂x
, Z4 =

∂

∂y
, Z5 = x

∂

∂x
+

∂

∂u
, Z6 = y

∂

∂y
+

∂

∂u
,

e a = a(x), b = b(y) funções diferenciáveis tais que a(x) + b(y) 6= 0, são as divergências

Div(C) := DtC
1 +DxC

2 +DyC
3,

as quais se anulam sobre as soluções da equação (3.18), e seus vetores conservados

C := (C1, C2, C3) são dados por:

• Para o gerador Z1, de dilatação em t e u, as componentes do vetor conservado C

são dadas por:

C1 = −(a+ b), C2 = −
1

2
by e

u +
1

2
(a− b) eu uy, C3 = −

1

2
ax e

u +
1

2
(b− a) eu ux.

• Para o gerador Z2, de translação em t, as componentes do vetor conservado C são

nulas.

• Para o gerador Z3, de translação em x, as componentes do vetor conservado C são

dadas por:

C1 = ax u, C2 = 0, C3 = −ax e
u ux.

• Para o gerador Z4, de translação em y, as componentes do vetor conservado C são

dadas por:

C1 = by u, C2 = −by e
u uy, C3 = 0.

• Para o gerador Z5, de dilatação em x e u, as componentes do vetor conservado C

são dadas por:

C1 = x ax u+ (a+ b)(1 + u),

C2 =
1

2
by e

u −
1

2
(a+ b) eu uy,

C3 =
1

2
ax e

u −

(

x ax +
1

2
(a+ b)

)

eu ux.
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• Para o gerador Z6, de dilatação em y e u, as componentes do vetor conservado C

são dadas por:

C1 = y by u+ (a+ b) (1 + u),

C2 =
1

2
by e

u −

(

y by +
1

2
(a+ b)

)

eu uy,

C3 =
1

2
ax e

u −
1

2
(a+ b)eu ux.

Como um quarto exemplo de aplicação do Teorema 1.1 obtivemos o co-

rolário

Corolário 1.11: A equação do fluxo de Ricci modificada, (3.21), é uma equação não-

linearmente autoadjunta.

Como um quinto exemplo de aplicação do NTLC obtivemos o corolário

Corolário 1.12: As leis de conservação para a equação do fluxo de Ricci modificada,

(3.21), geradas pela sua álgebra de Lie:

X1 = (a t+ c)
∂

∂t
+ a u

∂

∂u
, X2 = (a t+ c) ln(a t+ c)

∂

∂t
+ a(1 + ln(a t+ c))u

∂

∂u
,

X3 =
∂

∂x
, X4 =

∂

∂y
, X5 = x

∂

∂x
− u

∂

∂u
, X6 = y

∂

∂y
− u

∂

∂u
,

com A = A(x) e B = B(y) funções diferenciáveis tais que A(x) + B(y) 6= 0, são as

divergências

Div(C) := DtC
1 +DxC

2 +DyC
3,

as quais se anulam sobre as soluções da equação (3.21), e seus vetores conservados

C := (C1, C2, C3) são dados por:

• Para o gerador X1, de dilatação em t e u, as componentes do vetor conservado C

são nulas.

• Para o gerador X2, as componentes do vetor conservado C são dadas por:

C1 =
A+B

a t+ c
a u, C2 = −

a

a t+ c

B

u
uy, C

3 = −
a

a t+ c

A

u
ux.
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• Para o gerador X3, de translação em x, as componentes do vetor conservado C são

dadas por:

C1 =
Ax

a t+ c
u, C2 = 0, C3 = −

Ax

a t+ c

ux

u
.

• Para o gerador X4, de translação em y, as componentes do vetor conservado C são

dadas por:

C1 =
By

a t+ c
u, C2 = −

By

a t+ c

uy

u
, C3 = 0.

• Para o gerador X5, de dilatação em x e u, as componentes do vetor conservado C

são dadas por:

C1 =
Ax

a t+ c
x u, C2 = 0, C3 = −

1

2

Ax

a t+ c

(

1 +
2

u
x ux

)

.

• Para o gerador X6, de dilatação em y e u, as componentes do vetor conservado C

são dadas por:

C1 =
By

a t+ c
y u, C2 = −

1

2

By

a t+ c

(

1 +
2

u
y uy

)

, C3 = 0.

Finalmente no Caṕıtulo 4 estudamos a autoadjunticidade não-linear da equação

do segundo tipo (1.2) e demonstramos os seguintes teorema e corolários.

OTeorema 1.2 nos dá condições necessárias e suficientes para que a equação

diferencial (1.2) seja uma equação não-linearmente autoadjunta.

Teorema 1.2: A equação diferencial

Rutt = Auxy +B ux uy + C uxx +Duyy + E uy

+ F ux + P u2
x +Qu2

y +G+H ut + I u2
t , (1.38)

com R 6= 0, é uma equação não-linearmente autoadjunta se, e somente se, existir uma

função ϕ = ϕ(t, x, y, u) não-nula, duas vezes diferenciável tal que as funções coeficientes

satisfaçam as seguintes relações:

(ϕR)u = −ϕ I (1.39)
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se ao menos uma das funções A1, B1, C1, D1, E1, F1 abaixo definidas, for não-nula,

(ϕR)tu + (ϕ I)t +H (ϕu +R−1 (I +Ru)ϕ) = 0, (1.40)

((ϕA)u − ϕB)y + 2 ((ϕC)u − ϕP )x − 2F (ϕu +R−1 (I +Ru)ϕ) = 0, (1.41)

((ϕA)u − ϕB)x + 2 ((ϕD)u − ϕQ)y − 2E (ϕu +R−1 (I +Ru)ϕ) = 0, (1.42)

(ϕR)tt − (ϕA)xy − (ϕC)xx − (ϕD)yy =

−(ϕE)y − (ϕF )x − (ϕH)t − ϕu G− (2GR−1 (I +Ru)−Gu)ϕ, (1.43)

onde A, B, C, D, E, F, P, Q, G, H, I e R 6= 0 são funções de t, x, y, u, e as funções

A1, B1, C1, D1, E1, F1 são dadas por

A1 := RAu − ARu, B1 := DCu − C Du, C1 := RCu − C Ru,

D1 := RDu −DRu, E1 := ACu − C Au, F1 := ADu −DAu.

Além disso, as funções coeficientes satisfazem as seguintes relações:

A1 = AI +RB, (1.44)

B1 = DP − C Q, (1.45)

C1 = C I +RP, (1.46)

D1 = D I +RQ, (1.47)

E1 = AP − C B, (1.48)

F1 = AQ−DB. (1.49)

O primeiro corolário do Teorema 1.2 nos dá condições necessárias e sufici-

entes para que a equação diferencial (4.1) seja uma equação quase autoadjunta.
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Corolário 1.13: Nas condições do enunciado do Teorema 1.2, a equação diferencial

(4.1) é uma equação quase autoadjunta se, e somente se, existir uma função ϕ = ϕ(u)

diferenciável não-nula, tal que as funções coeficientes satisfaçam as seguintes relações:

(ϕR)u = −ϕ I (1.50)

se ao menos uma das funções A1, B1, C1, D1, E1, F1 for não-nula,

(ϕRt)u +H ϕu + (It +H R−1 (I +Ru))ϕ = 0, (1.51)

(ϕAy)u + 2 (ϕCx)u − 2F ϕu − (By + 2Px + 2F R−1 (I +Ru))ϕ = 0, (1.52)

(ϕAx)u + 2 (ϕDy)u − 2E ϕu − (Bx + 2Qy + 2E R−1 (I +Ru))ϕ = 0, (1.53)

Gϕu + (Rtt −Axy −Cxx −Dyy +Ey +Fx +Ht +2GR−1 (I +Ru)−Gu)ϕ = 0, (1.54)

onde A, B, C, D, E, F, P, Q, G, H, I e R 6= 0 são funções de t, x, y, u, e as funções A1,

B1, C1, D1, E1, F1 definidas no enunciado do Teorema 1.2, satisfazem as relações

(1.44, 1.45, 1.46, 1.47, 1.48, 1.49).

O segundo corolário do Teorema 1.2 nos dá condições necessárias e sufici-

entes para que a equação diferencial (4.1) seja uma equação estritamente autoadjunta.

Corolário 1.14: Nas condições do enunciado do Teorema 1.2, a equação diferencial

(4.1) é uma equação estritamente autoadjunta se, e somente se, suas funções coeficientes

satisfaçam as seguintes relações:

I +Ru = −
R

u
(1.55)

se ao menos uma das funções A1, B1, C1, D1, E1, F1 for não-nula,

Rt +H + (Rtu + It +H R−1 (I +Ru)) u = 0, (1.56)

Ay + 2Cx − 2F + (Ayu + 2Cxu − By − 2Px − 2F R−1 (I +Ru)) u = 0, (1.57)

Ax + 2Dy − 2E + (Axu + 2Dyu − Bx − 2Qy − 2E R−1 (I +Ru)) u = 0, (1.58)

G+ (Rtt − Axy − Cxx −Dyy + Ey + Fx +Ht + 2GR−1 (I +Ru)−Gu) u = 0, (1.59)

onde as funções A1, B1, C1, D1, E1, F1 definidas no enunciado do Teorema 1.2

satisfazem as relações (1.44, 1.45, 1.46, 1.47, 1.48, 1.49).

19



Como um primeiro exemplo de aplicação do Teorema 1.2 obtivemos o

corolário

Corolário 1.15: A equação do fluxo geométrico hiperbólico, (1.20), é uma equação

não-linearmente autoadjunta.

Como um primeiro exemplo de aplicação do Corolário 1.13 obtivemos o

corolário

Corolário 1.16: A equação do fluxo geométrico hiperbólico, (1.20), é uma equação

quase autoadjunta.

Como um sexto exemplo de aplicação do NTLC obtivemos o corolário

Corolário 1.17: A única lei de conservação não-trivial para a equação do fluxo geométri-

co hiperbólico, (1.20), gerada pela sua álgebra de Lie:

X = (c1 + c2 t)
∂

∂t
+ ξ(x, y)

∂

∂x
+ η(x, y)

∂

∂y
+ 2 (c2 − ξx)

∂

∂u
,

onde c1, c2 são constantes arbitrárias, ξx = ηy, ηx = −ξy, é a divergência

Div(C) := DtC
1 +DxC

2 +DyC
3,

a qual se anula sobre as soluções da equação (1.20), e seu vetor conservado C :=

(C1, C2, C3) é dado por:

C1 = eu ut, C2 = −ux, C3 = −uy.

Como um segundo exemplo de aplicação do Teorema 1.2 obtivemos o co-

rolário

Corolário 1.18: A equação

utt = f(u) (uxx + uyy) + λu2
t

com f = f(u) e λ ambos não-nulos, é uma equação não-linearmente autoadjunta se, e

somente se, f(u) = a eλu onde a é uma constante não-nula.

Como um segundo exemplo de aplicação do Corolário 1.13 obtivemos o

corolário
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Corolário 1.19: A equação do fluxo geométrico hiperbólico modificada, (1.21), é uma

equação quase autoadjunta.

Como um sétimo exemplo de aplicação do NTLC obtivemos o corolário

Corolário 1.20: As leis de conservação para a equação do fluxo geométrico hiperbólico

modificada, (1.21), geradas pela sub-álgebra de Lie:

V1 =
∂

∂t
, V2 =

∂

∂x
, V3 =

∂

∂y
, V4 = t

∂

∂t
−
2

λ

∂

∂u
, V5 = x

∂

∂x
+y

∂

∂y
+
2

λ

∂

∂u
, V6 = y

∂

∂x
−x

∂

∂y
,

onde α = α(x, y) e β = β(x, y) são funções harmônicas tais que α t + β 6= 0, são as

divergências

Div(C) := DtC
1 +DxC

2 +DyC
3,

as quais se anulam sobre as soluções da equação (1.21), e seus vetores conservados

C := (C1, C2, C3) são dados por:

• Para o gerador V1, de translação em t, as componentes do vetor conservado são

C1 = e−λu αut, C
2 = αx u− αux, C

3 = αy u− αuy.

• Para o gerador V2, de translação em x, as componentes do vetor conservado são

C1 =

[

2

λ
αx − αx u+ (αx t+ βx) ut + (λu− 2)αux

]

e−λu,

C2 =

(

2

λ
− u

)

(αyy t+ βyy)− (αx t+ βx) ux − (λu− 2)α e−λu ut,

C3 =

(

u−
2

λ

)

(αxy t+ βxy)− (αx t+ βx) uy.

• Para o gerador V3, de translação em y, as componentes do vetor conservado são

C1 = [−αy u+ (αy t+ βy) ut + λuα uy] e
−λu,

C2 = (αxy t+ βxy) u− (αy t+ βy) ux,

C3 = −(αxx t+ βxx) u− (αy t+ βy) uy − λuα e−λu ut.
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• Para o gerador V4, de dilatação em t e u, as componentes do vetor conservado são

C1 =

[

2

λ
α u + (2α t+ β) ut

]

e−λu,

C2 =

(

u−
2

λ

)

(αx t+ βx) + t αx u− (2α t+ β) ux,

C3 =

(

u−
2

λ

)

(αy t+ βy) + t αy u− (2α t+ β) uy.

• Para o gerador V5, de dilatação em x, y e u, as componentes do vetor conservado

são

C1 =

[

2

λ
αx x− (αx x+ αy y + 2α) u+ [(αx t+ βx) x+ (αy t+ βy) y] ut

+ (λu− 2)αxux + λuα y uy] e
−λu,

C2 =

(

2

λ
− u

)

(αyy t+ βyy) x+

(

2

λ
+ u

)

(αx t+ βx)

+ (αxy t+ βxy) y u− [(αx t+ βx) x+ (αy t+ βy) y] ux − (λu− 2)αx e−λu ut,

C3 =

(

u−
2

λ

)

(αxy t+ βxy) x+ [αy t+ βy − (αxx t+ βxx) y] u

− [(αx t+ βx) x+ (αy t+ βy) y] uy − λuα y e−λu ut.

• Para o gerador V6, de rotação no plano Oxy, as componentes do vetor conservado

são

C1 =

[

2

λ
αx y − (αx y − αy x) u+ [(αx t+ βx) y − (αy t+ βy) x] ut

+ (λu− 2)α y ux − λuα xuy] e
−λu,

C2 =

(

2

λ
− u

)

(αyy t+ βyy) y − [(αxy t+ βxy) x+ αy t+ βy] u

− [(αx t+ βx) y − (αy t+ βy) x] ux − (λu− 2)α y e−λu ut,

C3 =

(

u−
2

λ

)

(αxy t+ βxy) y +

(

2

λ
+ u

)

(αx t+ βx)

+ (αxx t+ βxx) x u− [(αx t+ βx) y − (αy t+ βy) x] uy + λuα x e−λu ut.
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Caṕıtulo 2

O Método de Ibragimov

Neste caṕıtulo desenvolvemos a teoria de Ibragimov para equações diferen-

ciais escalares nas variáveis independentes t, x, e y, a menos de declaração contrária.

Para equações mais gerais a literatura básica recomendada são os artigos [5, 18, 19, 6,

20, 21, 9, 22]. Entre as muitas aplicações desta teoria citamos, por exemplo, os artigos

[25, 26, 27, 28, 29, 20, 30, 31, 32].

Na primeira seção estudamos a equação adjunta.

Na segunda seção estudamos o Teorema de Noether, enfatizando a Identi-

dade de Noether, a qual é fundamental na teoria de Ibragimov.

Na última seção estudamos o NTLC de Ibragimov, o qual foi uma das mo-

tivações na escolha do tema da tese, logo é o teorema central para a obtenção dos

resultados originais do trabalho.

2.1 A equação adjunta

Definimos uma função diferencial conforme [5, 18, 6, 9].

Definição 2.1: Sejam t, x, y as variáveis independentes, u = u(t, x, y) a variável

dependente, ut, ux, uy, uxx, uxy, uyy, etc., suas derivadas parciais. Uma função F das

variáveis t, x, y, u, ut, ux, uy, uxx, uxy, uyy, etc., é chamada de função diferencial se
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ela for localmente anaĺıtica, isto é, se ela admitir localmente uma expansão em série de

Taylor.

O conceito de Lagrangeana formal é introduzido de acordo com [5, 21, 9].

Definição 2.2: Sejam F uma função diferencial das variáveis t, x, y, u, ut, ux, uy,

uxx, uxy, uyy, etc. e v = v(t, x, y) uma nova variável dependente, chamada de variável

adjunta, também chamada de variável não-local (conforme [5]). Definimos a função

Lagrangeana formal de F para ser a seguinte função diferencial das variáveis t, x, y, u,

v, ut, ux, uy, uxx, uxy, uyy, etc.

L := vF . (2.1)

Definição 2.3: 1 Sejam dadas a função diferencial F e a equação diferencial

F(t, x, y, u, ut, ux, uy, uxx, uxy, uyy, · · · ) = 0, (2.2)

denotada por F [u] = 0, definimos a função diferencial adjunta F∗ por

F∗ :=
δL

δu
, (2.3)

e definimos a equação adjunta à equação diferencial acima por

F∗(t, x, y, u, v, ut, vt, ux, vx, uy, vy, uxx, vxx, uxy, vxy, uyy, vyy, · · · ) = 0, (2.4)

denotada por F∗[u, v] = 0, onde

δ

δu
=

∂

∂u
−Dt

∂

∂ut

−Dx

∂

∂ux

−Dy

∂

∂uy

+DxDy

∂

∂uxy

+D2
x

∂

∂uxx

+D2
y

∂

∂uyy

− · · · (2.5)

é o operador de Euler-Lagrange relativo à variável u e

Dt =
∂
∂t
+ ut

∂
∂u

+ vt
∂
∂v

+ utt
∂

∂ut
+ vtt

∂
∂vt

+ utx
∂

∂ux
+ vtx

∂
∂vx

+ uty
∂

∂uy
+ vty

∂
∂vy

+ · · · ,

Dx = ∂
∂x

+ ux
∂
∂u

+ vx
∂
∂v

+ utx
∂

∂ut
+ vtx

∂
∂vt

+ uxx
∂

∂ux
+ vxx

∂
∂vx

+ uxy
∂

∂uy
+ vxy

∂
∂vy

+ · · · ,

Dy =
∂
∂y

+ uy
∂
∂u

+ vy
∂
∂v

+ uty
∂

∂ut
+ vty

∂
∂vt

+ uxy
∂

∂ux
+ vxy

∂
∂vx

+ uyy
∂

∂uy
+ vyy

∂
∂vy

+ · · · .

são os operadores de derivadas totais em relação às variáveis t, x e y respectivamente.

1Em [18, 19, 21, 9] esta definição é mais geral. Aqui consideramos o caso de três variáveis indepen-

dentes e uma variável dependente.
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Agora definimos as equações não-linearmente autoadjuntas, quase autoad-

juntas e estritamente autoadjuntas segundo [9].

Definição 2.4: 2 Considere as equações diferenciais (2.2) e (2.4) na Definição 2.3.

A equação diferencial (2.2) é chamada de não-linearmente autoadjunta, se existir uma

função diferenciável não-nula

v = ϕ(t, x, y, u) (2.6)

satisfazendo a igualdade

F∗|v=ϕ(t,x,y,u) = λ F (2.7)

para algum coeficiente λ = λ(t, x, y, u, · · · ) a ser determinado. Se v = ϕ(u), a equação

(2.2) é chamada de quase autoadjunta. E se v = u, a equação (2.2) é chamada de

estritamente autoadjunta.

Observamos que a função adjunta v = ϕ(t, x, y, u) é uma solução particular

da equação adjunta (2.4) sempre que u = f(t, x, y) for uma solução da equação (2.2).

As equações determinantes de autoadjunticidade não-linear para a equação

(2.2) são obtidas equacionando os coeficientes dos monômios ut, uxy, uxx, uyy, ux uy,

u2
x, u

2
y, ux, uy, etc. na equação (2.7).

Vejamos alguns exemplos encontrados em [21, 9]:

Exemplo 2.1: [[21], página 9] A equação do calor

ut = uxx + uyy

é uma equação não-linearmente autoadjunta, mas não é uma equação quase autoad-

junta.

2Esses conceitos foram introduzidos por Ibragimov na seguinte ordem temporal: equação auto-

adjunta [5, 18, 6], equação quase autoadjunta [19, 20], equação quase autoadjunta generalizada [9] e,

finalmente, equação não-linearmente autoadjunta [21, 9]. Em [19, 20] a equação quase autoadjunta é

definida exigindo que ϕ′(u) 6= 0, em [9] Ibragimov a generaliza da forma aqui apresentada. Observamos

que existe o conceito de equação fracamente autoadjunta introduzido por Gandarias em [22, 23], o qual

exige que ϕ dependa explicitamente de todas as variáveis, veja a dissertação [24].
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De fato, sua Lagrangeana formal é dada por

L := v(ut − uxx − uyy),

e sua função diferencial adjunta é dada por

F∗ :=
δL

δu
=

(

−Dt

∂

∂ut

+D2
x

∂

∂uxx

+D2
y

∂

∂uyy

− · · ·

)

(v(ut − uxx − uyy))

= −Dtv −D2
xv −D2

yv.

Substituindo v = ϕ(t, x, y, u) e suas derivadas parciais

vt = ϕt+ϕu ut, vx = ϕx+ϕu ux, vy = ϕy+ϕu uy, vxx = ϕxx+2ϕxu ux+ϕuu u
2
x+ϕu uxx,

vxy = ϕxy +ϕxu uy +ϕyu ux +ϕuu ux uy +ϕu uxy, vyy = ϕyy +2ϕyu uy +ϕuu u
2
y +ϕu uyy,

na função diferencial adjunta, temos

F∗|v=ϕ(t,x,y,u) = −ϕt − ϕu ut − ϕxx − 2ϕxu ux − ϕuu u
2
x − ϕu uxx − ϕyy − 2ϕyu uy −

ϕuu u
2
y − ϕu uyy

= −ϕu ut − ϕu uxx − ϕu uyy − 2ϕyu uy − 2ϕxu ux − ϕuu u
2
x − ϕuu u

2
y −

ϕt − ϕxx − ϕyy.

Agora obtemos as equações determinantes de autoadjunticidade não-linear

equacionando os coeficientes dos monômios ut, uxx, uyy, uy, ux, u
2
x, u

2
y e 1 na equação

(2.7):

ut: −ϕu = λ,

uxx: −ϕu = −λ,

uyy: −ϕu = −λ,

uy: −2ϕyu = 0,

ux: −2ϕxu = 0,

u2
x: −ϕuu = 0,

u2
y: −ϕuu = 0,

1: −ϕt − ϕxx − ϕyy = 0.
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Somando as duas primeiras equações determinantes segue que a função ϕ é

qualquer solução não-nula ϕ = ϕ(t, x, y) para a equação adjunta, a saber,

ϕt + ϕxx + ϕyy = 0.

Como a função ϕ é independente da variável u, então a equação do calor não é quase

autoadjunta.

Porém ela pode se tornar uma equação estritamente autoadjunta através de

um multiplicador µ = µ(u) 6= 0 adequado. Com efeito, a sua nova função diferencial

adjunta é dada por

F∗ =
δ

δu
(vµ[ut − uxx − uyy])

=

(

∂

∂u
−Dt

∂

∂ut

+D2
x

∂

∂uxx

+D2
y

∂

∂uyy

− · · ·

)

(vµ[ut − uxx − uyy])

= v µ′ (ut − uxx − uyy)− µDtv − v µ′ ut − µ (D2
xv +D2

yv)− 2µ′ ux Dxv −

2µ′ uy Dyv − v (µ′ uxx + µ′ uyy + µ′′ u2
x + µ′′ u2

y)

= −µDtv − µ (D2
xv +D2

yv)− 2µ′ (ux Dxv + uy Dyv)−

v (2µ′ uxx + 2µ′ uyy + µ′′ u2
x + µ′′ u2

y),

e após a substituição de v = ϕ(t, x, y, u) e suas derivadas parciais na função F∗ obtemos

F∗|v=ϕ(t,x,y,u) = −µ (ϕt + ϕu ut)− µ (ϕxx + 2ϕxu ux + ϕuu u
2
x + ϕu uxx + ϕyy +

2ϕyu uy + ϕuu u
2
y + ϕu uyy)− 2µ′ ux (ϕx + ϕu ux)−

2µ′ uy (ϕy + ϕu uy)− ϕ (2µ′ uxx + 2µ′ uyy + µ′′ u2
x + µ′′ u2

y)

= −µϕu ut − (µϕu + 2µ′ ϕ)uxx − (µϕu + 2µ′ ϕ)uyy −

2(µϕyu + µ′ ϕy)uy − 2(µϕxu + µ′ ϕx)ux − (µϕuu + 2µ′ ϕu + µ′′ ϕ)u2
x −

(µϕuu + 2µ′ ϕu + µ′′ ϕ)u2
y − µ(ϕt + ϕxx + ϕyy).

Assim temos as equações determinantes de autoadjunticidade não-linear:
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ut: −µϕu = λµ,

uxx: −(µϕu + 2µ′ ϕ) = −λµ,

uyy: −(µϕu + 2µ′ ϕ) = −λµ,

uy: −2(µϕyu + µ′ ϕy) = 0,

ux: −2(µϕxu + µ′ ϕx) = 0,

u2
x: −(µϕuu + 2µ′ ϕu + µ′′ ϕ) = 0,

u2
y: −(µϕuu + 2µ′ ϕu + µ′′ ϕ) = 0,

1: −µ(ϕt + ϕxx + ϕyy) = 0.

Tais equações são equivalentes às seguintes:

−µϕu = λµ,

−(µϕu + 2µ′ ϕ) = −λµ,

(µϕ)yu = 0,

(µϕ)xu = 0,

(µϕ)uu = 0,

(µϕ)t + (µϕ)xx + (µϕ)yy = 0.

Somando as duas primeiras equações temos que a função µϕ é qualquer

solução não-nula α = α(t, x, y) para a equação αt + αxx + αyy = 0. Uma solução

particular é obtida tomando µ = 1
u
e ϕ = u.

Exemplo 2.2: [[9], página 15] A equação de Burgers

ut = uxx + u ux

é uma equação não-linearmente autoadjunta, não é uma equação quase autoadjunta,

mas torna-se uma equação estritamente autoadjunta via um multiplicador µ = µ(u) 6=

0.
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De fato, a sua função diferencial adjunta é dada por

F∗ =
δ

δu
(v µ[ut − uxx + u ux])

=

(

∂

∂u
−Dt

∂

∂ut

−Dx

∂

∂ux

+D2
x

∂

∂uxx

− · · ·

)

(v µ[ut − uxx + u ux])

= v µ′ (ut − uxx + u ux) + v µ ux − µDtv − v µ′ ut −

µuDxv − v (µ′ u+ µ)ux − µD2
xv − 2µ′ uxDxv − v (µ′ uxx + µ′′ u2

x)

= −µDtv − µD2
xv − (µu+ 2µ′ ux)Dxv − v (2µ′ uxx + µ′′ u2

x),

e após a substituição de v = ϕ(t, x, y, u) e suas derivadas parciais na função F∗ obtemos

F∗|v=ϕ(t,x,y,u) = −µ (ϕt + ϕu ut)− µ (ϕxx + 2ϕxu ux + ϕuu u
2
x + ϕu uxx)−

(µu+ 2µ′ ux) (ϕx + ϕu ux)− ϕ (2µ′ uxx + µ′′ u2
x)

= −µϕu ut − (µϕu + 2µ′ ϕ)uxx − (2µϕxu + 2µ′ ϕx + µuϕu)ux −

(µϕuu + 2µ′ ϕu + µ′′ ϕ)u2
x − µϕt − µϕxx − µuϕx.

Assim temos as equações determinantes de autoadjunticidade não-linear:

ut: −µϕu = λµ,

uxx: −(µϕu + 2µ′ ϕ) = −λµ,

ux: −(2µϕxu + 2µ′ ϕx + µuϕu) = λµu,

u2
x: −(µϕuu + 2µ′ ϕu + µ′′ ϕ) = 0,

1: −µϕt − µϕxx − µuϕx = 0.

Somando as duas primeiras equações temos que a função µϕ é indepen-

dente de u. Substituindo-a nas outras equações chegamos a conclusão de que µϕ = c,

uma constante não-nula. Uma solução particular é obtida tomando µ = 1
u
e ϕ = u.

Considerando a equação original, sem o multiplicador µ, obtemos uma solução parti-

cular ϕ constante não-nula, implicando que a equação de Burgers é não-linearmente

autoadjunta e não é quase autoadjunta.

Agora vejamos a definição clássica de operador adjunto para um operador

diferencial conforme [33].
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Definição 2.5: Seja H o espaço de Hilbert formado por todas as funções u : Rm → R

de quadrado integrável, com o produto interno entre u e v definido por

< u, v >:=

∫

Rm

u(x) v(x) dx.

Seja L : D(L) → H um operador cujo domı́nio D(L) ⊆ H é um subespaço

linear denso em H. Definimos o operador adjunto como o operador L∗ : D(L∗) → H

satisfazendo a igualdade
∫

Rm

L[u(x)] v(x) dx =

∫

Rm

u(x)L∗[v(x)] dx,

para todas as funções u ∈ D(L) e v ∈ D(L∗).

O operador L é chamado de autoadjunto quando L∗ = L.

Seja L o operador diferencial linear de ordem n, um número inteiro positivo,

definido por

L[u] := c u+ bi ui + aij uij + · · ·+ ai1···in ui1···in , (2.8)

onde as somas obedecem a notação de Einstein3, e as funções reais c, bi, aij, · · · , ai1···in

são funções diferenciáveis da variável x até a ordem n, com ao menos uma das funções

ai1···in não-nula. Observamos que os ı́ndices variam conforme 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ il ≤ m

para todo 1 ≤ l ≤ n.

Um dos primeiros resultados da teoria de Ibragimov garante que a equação

adjunta para uma equação diferencial linear coincide com a sua adjunta clássica. Para

demonstrá-lo consideramos os lemas seguintes:

Lema 2.1: Sejam u, v : Rm → R funções diferenciáveis arbitrárias e n um número

inteiro positivo. Então são verdadeiras as relações seguintes:

∑

v ui1···in =
∑

Di1

(

n
∑

s=1

(−1)s+1vi2···in−s+1
uin−s+2···in

)

+(−1)nvi1···in u se n é ı́mpar,

∑

v ui1···in =
∑

Di1

(

n
∑

s=1

(−1)svi2···in−s+1
uin−s+2···in

)

+(−1)nvi1···in u se n é par, (2.9)

3se o mesmo ı́ndice aparece exatamente duas vezes em algum termo monomial, uma vez como ı́ndice

superior e outra como ı́ndice inferior, então devemos somar o monômio sobre todos os valores posśıveis

daquele ı́ndice.
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nas quais a soma é sobre todos os ı́ndices 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ in ≤ m, e convenciona-

mos que vi2···in uin+1in := vi2···in u, vi2i1 ui2···in := v ui2···in , vi2···in−1
uinin := vi2···in−1

uin , e

vi2i2 ui3···in := vi2 ui3···in quando o ı́ndice mudo s varia entre 1 e n.

Demonstração: As relações são consequências da regra da derivada do produto de

funções diferenciáveis e do Pŕıncipio de Indução Finita. ❖

Lema 2.2: 4 Considere os operadores diferenciais Dk,
∂
∂u
, ∂

∂ui1···il

com 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤

il ≤ m para todos 2 ≤ l ≤ n, e inteiros positivos n, m, k. Então são verdadeiras as

relações seguintes:

∂

∂u
Dk = Dk

∂

∂u
,

Di

∂

∂ui

Dk = Dk

∂

∂u
+Dki

∂

∂ui

,

∂

∂ui1···il

Dk = δki1
∂

∂ui2···il

+Dk

∂

∂ui1···il

,

Di1···il

∂

∂ui1···il

Dk = Dki2···il

∂

∂ui2···il

+Dki1···il

∂

∂ui1···il

,

nas quais a soma é sobre todos os ı́ndices 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ in ≤ m, convencionamos que

Di1···il := Di1 · · · Dil .

Demonstração: Temos

∂

∂u
Dk =

∂

∂u

(

∂

∂xk
+ uk

∂

∂u
+ vk

∂

∂v
+ ukj

∂

∂uj

+ vkj
∂

∂vj
+ · · ·

)

=
∂2

∂xk∂u
+ uk

∂2

∂u2
+ vk

∂2

∂v∂u
+ ukj

∂2

∂uj∂u
+ vkj

∂2

∂vj∂u
+ · · ·

=

(

∂

∂xk
+ uk

∂

∂u
+ vk

∂

∂v
+ ukj

∂

∂uj

+ vkj
∂

∂vj
+ · · ·

)

∂

∂u

= Dk

∂

∂u
,

4Lemma 7.1, [9]. Aqui o apresentamos escrito de forma compacta.
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∂

∂ui

Dk =
∂2

∂xk∂ui

+ uk

∂2

∂u∂ui

+ vk
∂2

∂v∂ui

+ ukj

∂2

∂uj∂ui

+ vkj
∂2

∂vj∂ui

+ · · ·+ δki
∂

∂u

=

(

∂

∂xk
+ uk

∂

∂u
+ vk

∂

∂v
+ ukj

∂

∂uj

+ vkj
∂

∂vj
+ · · ·

)

∂

∂ui

+ δki
∂

∂u

= Dk

∂

∂ui

+ δki
∂

∂u
,

Di

∂

∂ui

Dk = Dki

∂

∂ui

+Dk

∂

∂u
.

Convencionamos que δ
kj1···jl−1

i1···il
= 1 se {k, j1, · · · , jl−1} = {i1, · · · , il} e é zero

nos outros casos.

Para l = 2 obtemos

∂

∂ui1i2

Dk =
∂2

∂xk∂ui1i2

+ uk

∂2

∂u∂ui1i2

+ vk
∂2

∂v∂ui1i2

+ ukj

∂2

∂uj∂ui1i2

+ vkj
∂2

∂vj∂ui1i2

+ · · ·

+ δkji1i2
∂

∂uj

= Dk

∂

∂ui1i2

+ δki1
∂

∂ui2

,

Di1i2

∂

∂ui1i2

Dk = Dki1i2

∂

∂ui1i2

+Dki2

∂

∂ui2

.

Para l = 3 temos

∂

∂ui1i2i3

Dk =
∂2

∂xk∂ui1i2i3

+ · · ·+ ukj1j2

∂2

∂uj1j2∂ui1i2i3

+ vkj1j2
∂2

∂vj1j2∂ui1i2i3

+ · · ·+

δkj1j2i1i2i3

∂

∂uj1j2

= Dk

∂

∂ui1i2i3

+ δki1
∂

∂ui2i3

,

Di1i2i3

∂

∂ui1i2i3

Dk = Dki1i2i3

∂

∂ui1i2i3

+Dki2i3

∂

∂ui2i3

.

Finalmente para 3 ≤ l ≤ n obtemos

∂

∂ui1···il

Dk =
∂2

∂xk∂ui1···il

+ · · ·+ ukj1···jl−1

∂2

∂uj1···jl−1
∂ui1···il

+ · · ·+ δ
kj1···jl−1

i1···il

∂

∂uj1···jl−1

= Dk

∂

∂ui1···il

+ δki1
∂

∂ui2···il

,

Di1···il

∂

∂ui1···il

Dk = Dki1···il

∂

∂ui1···il

+Dki2···il

∂

∂ui2···il

.
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❖

Lema 2.3: 4 Sejam k um número inteiro positivo, Dk um operador diferencial e δ
δu

o

operador de Euler-Lagrange. Então é verdadeira a relação seguinte:

δ

δu
Dk = 0. (2.10)

Demonstração: Aplicando o Lema 2.2 e manipulando os ı́ndices obtemos

δ

δu
Dk =

(

∂

∂u
−Dj

∂

∂uj

+Dij

∂

∂uij

− · · ·+ (−1)nDi1···in

∂

∂ui1···in

+ · · ·

)

Dk

= Dk

∂

∂u
−Dk

∂

∂u
−Dkj

∂

∂uj

+Dkj

∂

∂uj

+Dkij

∂

∂uij

− · · ·+ (−1)nDki2···in

∂

∂ui2···in

+

(−1)nDki1···in

∂

∂ui1···in

+ (−1)n+1Dki2···in+1

∂

∂ui2···in+1

+

(−1)n+1Dki1···in+1

∂

∂ui1···in

+ · · · ,

ou seja,

δ

δu
Dk = 0.

❖

Proposição 2.1: 5 Considere L o operador diferencial linear de ordem n definido por

(2.8) e a equação diferencial linear L[u] = 0. Então a igualdade seguinte está garantida

para todo v ∈ D(L∗):

L∗[v] = L∗[v],

onde L∗[v] = 0 é a sua equação adjunta conforme a Definição 1.3.

4Lemma 7.2, [9].
5Esta é a Proposition 1.1, [9], a qual é demonstrada para o caso de k variáveis dependentes. A

nossa prova é espećıfica para o caso de uma única variável dependente sendo simplificada pelo uso do

Lema 2.1.
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Demonstração: Sem perda de generalidade, supomos que n seja um número inteiro

positivo ı́mpar e aplicamos a primeira relação do Lema 2.1 para a função diferencial

v L[u]. Analogamente se prova para n um número inteiro positivo par. Então obtemos

v L[u] = v (c u+ bi ui + aij uij + · · ·+ ai1···in ui1···in)

= u c v +Di(b
i v u)−Di(b

i v) u+Di(a
ij v uj −Dj(a

ij v) u) +Dij(a
ij v) u

+ · · ·+
∑

Di1

(

n
∑

s=1

(−1)s+1(ai1···in v)i2···in−s+1
uin−s+2···in

)

+(−1)n(ai1···in v)i1···in u

= u
(

c v −Di(b
i v) +Dij(a

ij v) + · · ·+(−1)nDi1···in(a
i1···in v)

)

+
∑

Di1

(

bi1 v u+ ai1j v uj −Dj(a
i1j v) u

)

+ · · ·+Di1

(

n
∑

s=1

(−1)s+1(ai1···in v)i2···in−s+1
uin−s+2···in

)

,

ou seja,

v L[u] = uL∗[v] +Di1C
i1 , (2.11)

onde o operador diferencial adjunto é definido por

L∗[v] := c v −Di(b
i v) +Dij(a

ij v) + · · ·+ (−1)nDi1···in(a
i1···in v), (2.12)

e as funções C i1 são dadas por

C i1 = bi1 v u+ ai1j v uj −Dj(a
i1j v) u+ · · ·+

n
∑

s=1

(−1)s+1(ai1···in v)i2···in−s+1
uin−s+2···in .

A função diferencial adjunta para o operador diferencial L é dada por

L∗[v] :=
δ

δu
[v L[u]],

ou seja,

L∗[v] =
δ

δu
[uL∗[v] +Di1C

i1 ],

conforme a relação (2.11).
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Como

δ

δu
[uL∗[v]] = L∗[v],

e pelo Lema 2.3 segue que

δ

δu
(Di1C

i1) = 0,

então

L∗[v] = L∗[v].

Portanto, a Proposição está provada. ❖

O fato da equação do calor (veja o Exemplo 2.1) ser uma equação não-

linearmente autoadjunta decorre do resultado seguinte, o qual é verdadeiro para todas

as equações diferenciais lineares.

Proposição 2.2: 6 Considere L o operador diferencial linear de ordem n definido por

(2.8) e a equação diferencial linear L[u] = 0. Então ela é uma equação não-linearmente

autoadjunta.

Demonstração: Como o operador diferencial adjunto

L∗[v] = c v −Di(b
i v) +Dij(a

ij v) + · · ·+ (−1)nDi1···in(a
i1···in v)

:= c0 v + ci vi + cij vij + · · ·+ ci1···in vi1···in

é independente da variável u, substituindo-o na relação (2.7)

L∗|v=ϕ(x,u) = λ L,

para obtermos as equações determinantes de autoadjunticidade não-linear:

ui1···in : (−1)n ai1···in ϕu = λ ai1···in ,
...

...

1: c0 ϕ+ ci ϕi + cij ϕij + · · ·+ ci1···in ϕi1···in = λ c u.

6Esta é a Proposition 3.2, [9].
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Supondo, sem perda de generalidade, que a equação diferencial adjunta ad-

mita uma solução não-nula v = ϕ(x), tomamos λ = (−1)n ϕu (uma vez que aj1···jn 6= 0

para certos ı́ndices j1, · · · , jn). Dáı ϕ satisfaz todas as equações determinantes; já que

todas elas, exceto a última, envolvem ϕu ou derivadas parciais de ϕu em suas parcelas.

Portanto segue a autoadjunticidade não-linear da equação diferencial linear. ❖

O fato da equação de Burgers (veja o Exemplo 2.2) ser uma equação não-

linearmente autoadjunta decorre do resultado seguinte:

Proposição 2.3: 7 Considere a equação diferencial F [u] = 0. Então ela é uma equação

não-linearmente autoadjunta se, e somente se, ela for estritamente autoadjunta quando

reescrita na forma

µ(x, u)F [u] = 0

para algum multiplicador µ 6= 0 conveniente.

Demonstração: A condição de ser estritamente autoadjunta para a equação

µ(x, u)F [u] = 0 é dada por
δ

δu
(w µF)

∣

∣

∣

∣

w=u

= λ̃F ,

onde w é a variável adjunta e λ̃ = λ1 µ para algum coeficiente λ1. Para qualquer solução

u de F [u] = 0 temos que

(

∂

∂u
−Di

∂

∂ui

+Dij

∂

∂uij

− · · ·

)

(w µF) = w
∂µ

∂u
F + w µ

∂F

∂u
−Di

(

w µ
∂F

∂ui

)

+ Dij(w µ
∂F

∂uij

)− · · ·

= w
∂µ

∂u
F +

δ

δu
(vF),

com v = w µ(x, u) a nova variável adjunta.

Suponhamos que a equação diferencial F [u] = 0 seja não-linearmente auto-

adjunta. Então a relação anterior implica que a condição de ser estritamente autoad-

junta está satisfeita tomando µ(x, u) = ϕ(x,u)
u

e λ̃ = λ+ u ∂µ

∂u
.

7Theorem 3.1, [9].
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Reciprocamente, suponhamos que a equação µ(x, u)F [u] = 0 seja estrita-

mente autoadjunta, então a equação F [u] = 0 torna-se não-linearmente autoadjunta

tomando ϕ(x, u) = uµ(x, u) e λ = λ̃− u ∂µ

∂u
. ❖

2.2 A identidade de Noether

No estudo de equações diferenciais o conceito de leis de conservação, o qual

é uma formulação matemática das familiares leis da f́ısica de conservação de energia,

conservação de momento linear, etc, têm um papel importante na determinação de

estimativas a priori e análise das propriedades básicas das soluções.

Em 1918, Emmy Noether provou um resultado fundamental para as equações

que surgem de um pŕıncipio variacional. Tal resultado nos diz que cada lei de con-

servação vem de uma correspondente propriedade de simetria da equação. Por exemplo,

a invariância de um pŕıncipio variacional, isto é, do funcional de ação, sob um grupo de

translações no tempo implica a conservação de energia para as soluções das equações

de Euler-Lagrange associadas, e a invariância sob um grupo de translações espaciais

implica a conservação do momento linear.

A seguir desenvolvemos a teoria de Noether conforme a perspectiva da nossa

proposta de tese, para resultados mais gerais recomendamos o livro fundamental de P.

Olver [4], e as teses em português [34], [35].

Começamos com algumas definições básicas, depois apresentamos a Identi-

dade de Noether e o Teorema de Noether. As leis de conservação para uma equação

diferencial são expressões de divergência conforme a definição seguinte:

Definição 2.6: Dada uma equação diferencial F [u] = 0, uma lei de conservação para

a equação é uma expressão na forma de divergência

Div(C) = DiC
i,

para alguma função vetorial C(x, u(n)) = (C1, · · · , Cm), chamada de vetor conservado,
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tal que a divergência se anula sobre todas as soluções u = f(x) da equação diferencial

dada. O śımbolo u(n) representa o conjunto formado pela variável dependente u e pelas

suas derivadas parciais até uma certa ordem n, onde n é um número inteiro positivo.

Quando C(x, u(n)) ≡ 0 para todas as soluções da equação diferencial, dize-

mos que a lei de conservação é trivial do primeiro tipo.

Vejamos um exemplo:

Exemplo 2.3: Considere a equação de onda unidimensional escrita na forma de um

sistema de duas equações evolutivas de primeira ordem:

ut = vx,

vt = ux.

Considere os vetores conservados dados por:

C =

(

1

2
u2
t +

1

2
u2
x,−utux

)

,

C̃ =

(

1

2
v2x +

1

2
u2
x,−vxux

)

,

B =

(

1

2
u2
t −

1

2
v2x, vxux − utux

)

.

As expressões seguintes são leis de conservação:

Div(C) = Dt

(

1

2
u2
t +

1

2
u2
x

)

−Dx(utux)

= ututt + uxuxt − (utxux + utuxx)

= ututt − utuxx

= 0,

Div(C̃) = Dt

(

1

2
v2x +

1

2
u2
x

)

−Dx(vxux)

= 0,

Div(B) = Dt

(

1

2
u2
t −

1

2
v2x

)

+Dx(vxux − utux)

= Dt0 +Dx0

= 0,
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sobre as soluções do sistema. Notemos que Div(B) = 0 é uma lei de conservação trivial

do primeiro tipo.

Definição 2.7: Um segundo tipo de trivialidade ocorre quando a identidade DiC
i = 0

é válida para qualquer função u = f(x), independentemente dela ser solução de uma

equação diferencial, tal divergência é chamada de trivial do segundo tipo.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 2.4: A divergência Dt(ux) − Dx(ut) = 0 é satisfeita por qualquer função

u = f(t, x) duas vezes diferenciável.

Exemplo 2.5: A expressão DtC
1 + DxC

2 + DyC
3 = 0 é uma divergência trivial do

segundo tipo se, e só se, C for um campo vetorial rotacional, C = rot(Q) com

Q = (Q1, Q2, Q3), Q1 = Q1(t, x, y, u), Q2 = Q2(t, x, y, u), Q3 = Q3(t, x, y, u),

C1 = DxQ3 −DyQ2, C
2 = −DtQ3 +DyQ1, C

3 = DtQ2 −DxQ1.

Definição 2.8: Dizemos que uma lei de conservação é trivial quando ela for uma

combinação linear de leis de conservação dos dois tipos acima. Duas leis de conservação

são equivalentes se elas diferem por uma lei de conservação trivial.

Vejamos um exemplo:

Exemplo 2.6: No Exemplo 2.3 temos

Div(C)−Div(C̃) = Dt

(

1

2
u2
t −

1

2
v2x

)

+Dx(vxux − utux) = Div(B),

ou seja, as leis de conservação determinadas por C e C̃ são equivalentes.

A identidade seguinte é de fundamental importância na teoria de Noether

e de Ibragimov, sendo válida para qualquer operador diferencial, não necessariamente

gerador infinitesimal. A origem de tal identidade se encontra em [3] e aparece explici-

tamente em [36] e depois em [37] (mas não está demonstrada com rigor). Uma prova

é dada em [38], devido a sua importância. Apresentaremos a nossa versão para tal

demonstração.
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Proposição 2.4 (Identidade de Noether): Considere o operador

X = ξi(x, u)
∂

∂xi
+ ην(x, u)

∂

∂uν
,

e sua correspondente caracteŕıstica W = (W1, · · · ,Wp), Wν = ην − ξi uν
i e X(n) a sua n-

ésima extensão infinitesimal, L = L[x, u(n)] uma função diferencial arbitrária definida

sobre x ∈ Ω ⊆ R
m, u ∈ U ⊆ R

p, então existe uma função vetorial Cn(x, u
(n)) =

(C1, · · · , Cm) tal que

X(n)(L) +Div(ξ)L = Wν

δL

δuν
+Div(Cn),

onde

Div(ξ) = Diξ
i,

C i = ξi L+Wν

[

∂L

∂uν
i

−Dj

∂L

∂uν
ij

+Djk

∂L

∂uν
ijk

+ · · ·+ (−1)n+1Di2···in

∂L

∂uν
ii2···in

]

+ (DjWν)

[

∂L

∂uν
ij

−Dk

∂L

∂uν
ijk

+Dkl

∂L

∂uν
ijkl

+ · · ·+ (−1)nDi3···in

∂L

∂uν
iji3···in

]

+ (DjkWν)

[

∂L

∂uν
ijk

−Dl

∂L

∂uν
ijkl

+Dls

∂L

∂uν
ijkls

+ · · ·+ (−1)n+1Di4···in

∂L

∂uν
ijki4···in

]

+ · · ·+ (Di2···in−1
Wν)

[

∂L

∂uν
ii2···in−1

−Din

∂L

∂uν
ii2···in

]

+ (Di2···inWν)
∂L

∂uν
ii2···in

.

(2.13)

Demonstração: O n-ésimo gerador infinitesimal estendido é dado conforme (Theorem

2.36, [4], página 110) por

X(n) = ξi
∂

∂xi
+ ην

∂

∂uν
+ ηi1···ikν

∂

∂uν
i1···ik

= ξi
∂

∂xi
+ (Wν + ξi uν

i )
∂

∂uν
+ (Di1···ikWν + ξi uν

i1···iki
)

∂

∂uν
i1···ik

= ξi
(

∂

∂xi
+ uν

i

∂

∂uν
+ uν

i1···iki

∂

∂uν
i1···ik

)

+Wν

∂

∂uν
+Di1···ikWν

∂

∂uν
i1···ik

= ξi Di +X
(n)
W , (2.14)
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onde

X
(n)
W = Wν

∂

∂uν
+Di1···ikWν

∂

∂uν
i1···ik

.

Podemos reescrever tal operador como

X
(n)
W = Wν

(

∂

∂uν
+ (−1)kDi1···ik

∂

∂uν
i1···ik

)

+Di1···ikWν

∂

∂uν
i1···ik

+ (−1)k+1WνDi1···ik

∂

∂uν
i1···ik

= Wν

δ

δuν
+Di1···ikWν

∂

∂uν
i1···ik

+ (−1)k+1WνDi1···ik

∂

∂uν
i1···ik

,

onde δ
δuν é o operador de Euler-Lagrange relativo à variável uν .

Então temos

X(n)(L) +Div(ξ)L = ξi Di(L) +X
(n)
W (L) +Div(ξ)L

= Div(ξ L) +X
(n)
W (L)

= Div(ξ L) +Wν

δL

δuν
+Di1···ikWν

∂L

∂uν
i1···ik

+ (−1)k+1Wν Di1···ik

∂L

∂uν
i1···ik

.

Agora basta provarmos que

n
∑

k=1

Di1···ikWν

∂L

∂uν
i1···ik

+ (−1)k+1Wν Di1···ik

∂L

∂uν
i1···ik

= Div(Cn − ξ L), (2.15)

onde Cn é dado por (2.13).

Aplicando o Pŕıncipio de Indução Finita sobre n obtemos:

DiWν

∂L

∂uν
i

+Wν Di

∂L

∂uν
i

= Di

(

Wν

∂L

∂uν
i

)

,

DiWν

∂L

∂uν
i

+Wν Di

∂L

∂uν
i

+DiDjWν

∂L

∂uν
ij

−Wν DiDj

∂L

∂uν
ij

=

Di

(

Wν

∂L

∂uν
i

)

+Di

(

DjWν

∂L

∂uν
ij

)

−DjWν Di

∂L

∂uν
ij

−Wν DiDj

∂L

∂uν
ij

=

Di

(

Wν

∂L

∂uν
i

+DjWν

∂L

∂uν
ij

)

−Dj

(

Wν Di

∂L

∂uν
ij

)

+Wν DiDj

∂L

∂uν
ij

−Wν DiDj

∂L

∂uν
ij

=

Di

[

Wν

(

∂L

∂uν
i

−Dj

∂L

∂uν
ij

)

+DjWν

∂L

∂uν
ij

]

.

Assim a sentença (2.15) é verdadeira para n = 1 e n = 2.
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Agora vejamos que a sentença (2.15) é verdadeira para n+1 sempre que ela

o for para n > 1,

n+1
∑

k=1

Di1···ikWν

∂L

∂uν
i1···ik

+ (−1)k+1Wν Di1···ik

∂L

∂uν
i1···ik

= Div(Cn − ξ L) +Di1···in+1
Wν

∂L

∂uν
i1···in+1

+ (−1)n+2 Wν Di1···in+1

∂L

∂uν
i1···in+1

,

Cn é dado pela hipótese de indução, válida para n > 1, e

Di1···in+1
Wν

∂L

∂uν
i1···in+1

+ (−1)n+2 Wν Di1···in+1

∂L

∂uν
i1···in+1

=

Di1

(

Di2···in+1
Wν

∂L

∂uν
i1···in+1

)

−Di2···in+1
Wν Di1

∂L

∂uν
i1···in+1

+ (−1)n+2 Wν Di1···in+1

∂L

∂uν
i1···in+1

.

Aplicando o Lema 2.1 com u := Wν e v := Di1
∂L

∂uν
i1···in+1

, sem perda de

generalidade assumimos que n seja um inteiro positivo ı́mpar, analogamente podemos

provar para n um inteiro positivo par, então temos

Di2···in+1
Wν Di1

∂L

∂uν
i1···in+1

= Din+1

(

n
∑

s=1

(−1)s+1Di2···in+1−s
Wν Din+2−s···ini1

∂L

∂uν
i1···in+1

)

+ (−1)n Wν Di2···in+1i1

∂L

∂uν
i1···in+1

.

Continuando os cálculos,

Di1···in+1
Wν

∂L

∂uν
i1···in+1

+ (−1)n+2 Wν Di1···in+1

∂L

∂uν
i1···in+1

=

Di1

(

Di2···in+1
Wν

∂L

∂uν
i1···in+1

)

−Din+1

(

n
∑

s=1

(−1)s+1Di2···in+1−s
Wν Din+2−s···ini1

∂L

∂uν
i1···in+1

)

+(−1)n+1 Wν Di2···in+1i1

∂L

∂uν
i1···in+1

+ (−1)n+2 Wν Di1···in+1

∂L

∂uν
i1···in+1

=
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Di1

(

Di2···in+1
Wν

∂L

∂uν
i1···in+1

+
n
∑

s=1

(−1)sDi2···in+1−s
Wν Din+2−s···in+1

∂L

∂uν
i1···in+1

)

+

(−1)n+1

(

Wν Di1···in+1

∂L

∂uν
i1···in+1

+Di1Wν Di2···in+1

∂L

∂uν
i1···in+1

)

+

(−1)n+2 Di1

(

Wν Di2···in+1

∂L

∂uν
i1···in+1

)

=

Di1

(

Di2···in+1
Wν

∂L

∂uν
i1···in+1

+
n
∑

s=1

(−1)sDi2···in+1−s
Wν Din+2−s···in+1

∂L

∂uν
i1···in+1

)

+

Di1

(

(−1)n+1 Wν Di2···in+1

∂L

∂uν
i1···in+1

+ (−1)n+2 Wν Di2···in+1

∂L

∂uν
i1···in+1

)

=

Di1

(

n
∑

s=0

(−1)sDi2···in+1−s
Wν Din+2−s···in+1

∂L

∂uν
i1···in+1

)

=

Di1

(

n+1
∑

s=1

(−1)s+1Di2···in+2−s
Wν Din+3−s···in+1

∂L

∂uν
i1···in+1

)

.

Finalmente, obtemos

n+1
∑

k=1

Di1···in+1
Wν

∂L

∂uν
i1···in+1

+ (−1)k+1Wν Di1···in+1

∂L

∂uν
i1···in+1

=

Div(Cn − ξ L) +Di1

(

n+1
∑

s=1

(−1)s+1Di2···in+2−s
Wν Din+3−s···in+1

∂L

∂uν
i1···in+1

)

=

Di1

(

n
∑

r=1

Di2···irWν

n
∑

s=r

(−1)s−rDir+1···is

∂L

∂uν
ii2···is

)

+

Di1

(

n+1
∑

s=1

(−1)s+1 Di2···in+2−s
Wν Din+3−s···in+1

∂L

∂uν
i1···in+1

)

=

Di1

(

n
∑

r=1

Di2···irWν

n
∑

s=r

(−1)s−rDir+1···is

∂L

∂uν
ii2···is

+Di2···in+1
Wν

∂L

∂uν
i1···in+1

+

(−1)Di2···inWν Din+1

∂L

∂uν
i1···in+1

+Di2···in−1
Wν Dinin+1

∂L

∂uν
i1···in+1

+ · · ·+

(−1)n Di2i3Wν Di4···in+1

∂L

∂uν
i1···in+1

+ (−1)n+1 Di2Wν Di3···in+1

∂L

∂uν
i1···in+1

+

(−1)n+2 Wν Di2···in+1

∂L

∂uν
i1···in+1

)

=
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Di1

(

n
∑

r=1

Di2···irWν

n
∑

s=r

(−1)s−rDir+1···is

∂L

∂uν
ii2···is

+Wν (−1)n+1−1 Di2···in+1

∂L

∂uν
i1···in+1

+

Di2Wν (−1)n+1−2 Di3···in+1

∂L

∂uν
i1···in+1

+Di2i3Wν (−1)n+1−3 Di4···in+1

∂L

∂uν
i1···in+1

+ · · ·+

Di2···in−1
Wν (−1)n+1−n+1 Dinin+1

∂L

∂uν
i1···in+1

+Di2···inWν (−1)n+1−n Din+1

∂L

∂uν
i1···in+1

+

Di2···in+1
Wν

∂L

∂uν
i1···in+1

)

=

Di1

(

n+1
∑

r=1

Di2···irWν

n+1
∑

s=r

(−1)s−rDir+1···is

∂L

∂uν
ii2···is

)

= Div(Cn+1 − ξ L).

Portanto, segue do Pŕıncipio de Indução o resultado que gostaŕıamos de ob-

ter. ❖

Enunciamos o Teorema de Noether, conforme [4]. Primeiro definimos as

simetrias variacionais como o seguinte:

Definição 2.9: Dizemos que um gerador infinitesimal X é um gerador de simetria va-

riacional para um problema variacional com a Lagrangeana L = L(x, u(n)) se a seguinte

identidade é satisfeita:

X(n)(L) +Div(ξ)L = 0.

Teorema 2.1: 11[Teorema de Noether] Considere G um grupo de simetrias variacionais

para o problema variacional com a Lagrangeana L = L[x, u(n)]. Dado um gerador

infinitesimal variacional

X = ξi(x, u)
∂

∂xi
+ ην(x, u)

∂

∂uν
,

e sua correspondente caracteŕıstica

Wν = ην − ξi uν
i .

Então existe uma lei de conservação para a respectiva equação de Euler-Lagrange, ou

seja, existe um vetor conservado C(x, u(n)) = (C1, ..., Cm), dado conforme (2.13) tal

11Theorem 4.29, [4], página 272.
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que sua divergência Div(C) se anula quando u = f(x) for solução da equação de Euler-

Lagrange.

Demonstração: Com a Identidade de Noether em mãos a prova é direta. Segue do

critério infinitesimal de invariância (Theorem 4.12, página 253, [4]), ou da Definição

2.9 que

0 = X(n)(L) +Div(ξ)L = Wν

δL

δuν
+Div(C).

Como a equação de Euler-Lagrange se anula para todas as soluções do problema vari-

acional, então Div(C) = 0. ❖

2.3 O novo teorema sobre leis de conservação

Com o intuito de superar as restrições de aplicabilidade do Teorema de

Noether, tais como para as equações do tipo evolutivas, para as equações de ordem ı́mpar

e para as equações de Euler-Lagrange que não tem simetrias variacionais, Ibragimov

desenvolveu um método em que podemos associar uma lei de conservação não-local

para cada simetria (não necessariamente variacional) de uma equação diferencial.

O primeiro resultado importante da teoria é que qualquer equação diferencial

pode ser interpretada como uma das equações de um sistema de equações de Euler-

Lagrange para um problema variacional.

Proposição 2.5: 12 Considere F [u] = 0 uma equação diferencial arbitrária e F∗[u, v] =

0 sua equação diferencial adjunta. Então o sistema de equações diferenciais F [u] = 0

e F∗[u, v] = 0 é o sistema de equações de Euler-Lagrange para o problema variacional

com a função Lagrangeana formal L = vF [u].

Demonstração: De fato, as derivadas variacionais de (2.2) relativas às variáveis u e v

12Theorem 3.2, [6], página 319.
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são dadas respectivamente por

δL

δv
=

(

∂

∂v
−Dt

∂

∂vt
−Dx

∂

∂vx
−Dy

∂

∂vy
+ ...

)

(vF [u]) = F [u],

δL

δu
=

(

∂

∂u
−Dt

∂

∂ut

−Dx

∂

∂ux

−Dy

∂

∂uy

+ ...

)

(vF [u]) = F∗[u, v].

❖

O próximo resultado garante que as simetrias de uma equação geram sime-

trias variacionais para o sistema de equações de Euler-Lagrange descrito anteriormente.

Proposição 2.6: 13 Considere F [u] = 0 uma equação diferencial e F∗[u, v] = 0 sua

equação diferencial adjunta. Dado o gerador infinitesimal

X = ξi(x, u)
∂

∂xi
+ η(x, u)

∂

∂u
,

para a equação F [u] = 0, então ele determina o seguinte gerador infinitesimal variacional

para o sistema de equações F [u] = 0 e F∗[u, v] = 0,

Y = ξi(x, u)
∂

∂xi
+ η(x, u)

∂

∂u
+ η∗(x, u, v)

∂

∂v
,

para alguma função η∗ = η∗(x, u, v) a ser determinada.

Demonstração: Pelo critério infinitesimal de invariância (Theorem 2.31, página 104,

[4]) temos

X(n)(F) = λF ,

para algum coeficiente λ = λ(x, u) a ser determinado. Para que uma extensão infinite-

simal da forma

Y = ξi(x, u)
∂

∂xi
+ η(x, u)

∂

∂u
+ η∗(x, u, v)

∂

∂v

seja um gerador infinitesimal variacional para o funcional determinado pela Lagrange-

ana formal L = vF [u], o critério de invariância variacional (Theorem 4.12, página

253, [4]) deve ser satisfeito:

Y (n)(L) + LDi(ξ
i) = 0.

13Theorem 3.3, [6], página 320, o qual é válido para simetrias de Lie, de Lie-Bäcklund e simetrias

não-locais. Aqui o apresentamos para simetrias de Lie.
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Ou seja,

0 = Y (n)(L) +Div(ξ)L = X(n)(vF) + (Y −X)(vF) + vF Div(ξ)

= v X(n)(F) + η∗ F + vF Div(ξ) = v λF + η∗ F + vF Div(ξ)

= [v λ+ η∗ + v Div(ξ)]F .

Assim tomando η∗ = −[λ+Div(ξ)]v na definição do gerador infinitesimal Y , conclúımos

a demonstração. ❖

Agora enunciamos o NTLC.

Teorema 2.2: 14[Novo Teorema sobre Leis de Conservação (NTLC).] Considere

X um gerador infinitesimal de simetrias para a equação diferencial F [u] = 0. Seja

L = vF [u] a Lagrangeana formal e X dado por

X = ξi(x, u)
∂

∂xi
+ η(x, u)

∂

∂u
,

e sua correspondente caracteŕıstica dada por

W = η(x, u)− ξi(x, u)ui.

Então existe uma lei de conservação não-local para a equação diferencial dada e sua

equação diferencial adjunta, ou seja, existe um vetor conservado C(x, u(n), v(n)) =

(C1, ..., Cm) tal que

Div(C) = 0 quando F [u] = 0 e F∗[u, v] = 0,

onde

C i = ξiL+W

[

∂L

∂ui

−Dj

∂L

∂uij

+DjDk

∂L

∂uijk

+ · · ·+ (−1)n+1Di2 · · · Din

∂L

∂uii2···in

]

+ (DjW )

[

∂L

∂uij

−Dk

∂L

∂uijk

+DkDl

∂L

∂uijkl

+ · · ·+ (−1)nDi3 · · · Din

∂L

∂uiji3···in

]

+ (DjDkW )

[

∂L

∂uijk

−Dl

∂L

∂uijkl

+DlDs

∂L

∂uijkls

+ · · ·+ (−1)n+1Di4 · · · Din

∂L

∂uijki4···in

]

+ · · ·+ (Di2 · · · Din−1
W )

[

∂L

∂uii2···in−1

−Din

∂L

∂uii2···in

]

+ (Di2 · · · DinW )
∂L

∂uii2···in

.

14Theorem 3.5, [6], página 323.
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Demonstração: A demonstração é semelhante à do Teorema de Noether. Consi-

deramos o sistema de equações diferenciais F [u] = 0 e F∗[u, v] = 0, e seu gerador

infinitesimal variacional dado pela Proposição 2.6,

Y = ξi(x, u)
∂

∂xi
+ η(x, u)

∂

∂u
+ η∗(x, u, v)

∂

∂v
,

para alguma função η∗(x, u, v).

Agora segue da Identidade de Noether e do critério infinitesimal de in-

variância que

0 = Y (n)(L) +Div(ξ)L = W
δL

δu
+W2

δL

δv
+Div(C),

com W2 = η∗(x, u, v)− ξi(x, u)vi.

Assim, Div(C) = 0 quando F [u] = 0 e F∗[u, v] = 0. ❖

Observação 2.1: O Teorema 2.2 é uma consequência do Teorema 2.1 aplicado

à Lagrangeana formal L = vF , e ao gerador infinitesimal variacional Y dado pela

Proposição 2.6.

Observação 2.2: Uma lei de conservação é chamada de não-local quando ela envolver

a variável adjunta (não-local) v.

Uma vez que a demonstração do Teorema 2.2 é construtiva apresentaremos

o

Algoritmo do NTLC:

1) Dado um gerador infinitesimal X calculamos todas as derivadas totais mistas de

sua caracteŕıstica W até a ordem n− 1, onde n é a ordem da equação diferencial

F [u] = 0;

2) Reescrevemos a Lagrangeana formal L = vF [u] na forma simétrica, ou seja, as

derivadas parcias mistas da forma uij, uijk, etc. são reescritas na forma simétrica:

1
2
(uij+uji),

1
6
(uijk+uikj+ujik+ujki+ukji+ukij), etc., respectivamente, isto porque

em C i aparecem, por exemplo, D1D1
∂L

∂ui11
, D1D2

∂L
∂ui12

, D1D3
∂L

∂ui13
, · · · , D2D1

∂L
∂ui21

,
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D2D2
∂L

∂ui22
, · · · , D3D1

∂L
∂ui31

, · · · . Em geral, a derivada ui1···is com i1 ≤ · · · ≤ is é

substitúıda por s!
j1!···jm!

parcelas, a saber, (ui1···is+ui1···isis−1
+ · · ·+uis···i1+uis···i2i1),

onde jl conta o número de repetições de l para cada 1 ≤ l ≤ m, e m é o número

de variáveis independentes;

3) Calculamos uma solução particular v para a equação adjunta, pesquisando se a

equação F [u] = 0 é não-linearmente autoadjunta; depois calculamos as derivadas

parciais de L relativas às variáveis uii2···is ,
∂L

∂uii2···is
para cada s, 1 ≤ s ≤ n, que

aparecem na equação diferencial, e as derivadas totais mistas destas derivadas

parciais de L até a ordem n − 1, Dir+1···is
∂L

∂uii2···is
, para cada r, 1 ≤ r ≤ n e s,

r ≤ s ≤ n;

4) Como L se anula sobre as soluções do sistema F [u] = 0 e F∗[u, v] = 0, igno-

ramos a parcela ξi L em C i;

5) Finalmente, aplicamos a seguinte regra (conforme [9], páginas 51 e 52) às compo-

nentes do vetor conservado:

Definimos C1
0 := C1,..., Cm

0 := Cm, e C0 := (C1
0 , ..., C

m
0 ).

Escrevemos a componente C1
0 na forma

C1
0 = C̃1 +D2H

2
0 + · · ·+DmH

m
0 ,

onde C̃1 é livre das derivadas totais D2, ...,Dm, se assim for posśıvel, e as funções

H2
0 , ..., H

m
0 estão definidas no domı́nio de definição de C1, trocamos todas as

componentes por

C1
1 := C̃1, C2

1 := C2
0 +D1H

2
0 , · · · , Cm

1 := Cm
0 +D1H

m
0 .

Depois de aplicarmos este procedimento para as i − 1 primeiras componentes,

2 ≤ i ≤ m, escrevemos a componente C i
i−1 := C i

i−2 + Di−1H
i
i−1 (resultante da

i− 1-ésima iteração) na forma

C i
i−1 = C̃ i +Di+1H

i+1
i + · · ·+DmH

m
i ,
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onde C̃ i é livre, se posśıvel for, das derivadas totais Di+1, ...,Dm, e as funções

H i+1
i , ..., Hm

i estão definidas no domı́nio de definição de C i
i−1, depois trocamos ela

e as componentes seguintes por:

C i
i := C̃ i, Ci+1

i := C i+1
i−1 +DiH

i+1
i , · · · , Cm

i := Cm
i−1 +DiH

m
i .

Definimos Ci := (C1
i , ..., C

m
i ) para cada 1 ≤ i ≤ m. Então as leis de conservação

determinadas por Ci−1 e Ci são equivalentes, no sentido da Definição 2.8, para

cada 1 ≤ i ≤ m. Portanto, as leis de conservação determinadas por C e Cm são

equivalentes.

De fato, para cada 1 ≤ i ≤ m temos que

Div(Ci − Ci−1) = Div(0, · · · , 0,−(Di+1H
i+1
i + · · ·+DmH

m
i ),DiH

i+1
i , · · · ,DiH

m
i )

= −Di(Di+1H
i+1
i + · · ·+DmH

m
i ) +Di+1DiH

i+1
i + · · ·+DmDiH

m
i

= 0.

Esse procedimento é útil para reduzirmos a ordem das derivadas parciais nas

componentes relativas à ordem n da equação.
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Caṕıtulo 3

Uma classe de equações evolutivas

do primeiro tipo

Neste caṕıtulo provamos o Teorema 1.1 e seus corolários, além disso cal-

culamos as leis de conservação para as equações do fluxo de Ricci geométrico, do fluxo

de Ricci 2D, do fluxo de Ricci modificada e do calor não-linear. Obtemos condições

necessárias e suficientes para que a classe de equações evolutivas de segunda ordem

quaselineares

F := Rut − Auxy − B ux uy − C uxx −Duyy − E uy − F ux − P u2
x −Qu2

y −G = 0,

(3.1)

seja não-linearmente autoadjunta.

Nas seções seguintes aplicamos o Teorema 1.1 e o NTLC para obter as

leis de conservação para as equações supracitadas.

3.1 O primeiro teorema principal

O primeiro teorema principal desta tese nos dá condições necessárias e su-

ficientes para que a classe de equações do primeiro tipo (3.1) seja não-linearmente

autoadjunta.
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Primeiramente calculamos para à equação (3.1) a sua equação adjunta.

Proposição 3.1: A equação diferencial adjunta à equação (3.1) é dada por

F∗ := − Rvt − Avxy − C vxx −D vyy

+ ((B − Au)uy + 2 (P − Cu)ux + F − Ay − 2Cx)vx

+ ((B − Au)ux + 2 (Q−Du)uy + E − Ax − 2Dy)vy

+ [2 (B − Au)uxy + 2 (P − Cu)uxx + 2(Q−Du)uyy (3.2)

+ (By − Ayu + 2 (Px − Cxu))ux + (Bx − Axu + 2 (Qy −Dyu))uy

+ (Bu − Auu)ux uy + (Pu − Cuu)u
2
x + (Qu −Duu)u

2
y

+ Fx + Ey − Axy − Cxx −Dyy −Gu −Rt]v = 0.

Demonstração: De fato, sua Lagrangeana formal é dada por

L = v(Rut − Auxy − B ux uy − C uxx −Duyy − E uy − F ux − P u2
x −Qu2

y −G).

As respectivas derivadas parciais de L são dadas por

∂L

∂u
= v (Ru ut−Au uxy−Bu uxuy−Cu uxx−Du uyy−Eu uy−Fu ux−Pu u

2
x−Qu u

2
y−Gu),

∂L

∂ut

= v R,
∂L

∂ux

= −v (B uy + F + 2P ux),
∂L

∂uy

= −v (B ux + E + 2Quy),

∂L

∂uxx

= −v C,
∂L

∂uyy

= −v D,
∂L

∂uxy

= −v A.

As derivadas totais que aparecem no operador de Euler são dadas por

−Dt

∂L

∂ut

= −vt R− v (Rt +Ru ut),

−Dx

∂L

∂ux

= vx (B uy + 2P ux + F ) + v (2P uxx +B uxy +Bu ux uy +Bx uy

+ (Fu + 2Px) ux + 2Pu u
2
x + Fx),
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−Dy

∂L

∂uy

= vy(B ux + 2Quy + E) + v (2Quyy +B uxy +Bu ux uy +By ux

+ (Eu + 2Qy) uy + 2Qu u
2
y + Ey),

Dx

∂L

∂uxy

= −vx A− v (Ax + Au ux),

DyDx

∂L

∂uxy

= −vxy A− vx (Ay + Au uy)− vy (Ax + Au ux)− v (Au uxy + Auu ux uy

+ Axu uy + Ayu ux + Axy),

Dx

∂L

∂uxx

= −vx C − v (Cx + Cu ux),

D2
x

∂L

∂uxx

= −vxx C − 2 vx (Cx + Cu ux)− v (Cu uxx + 2Cxu ux + Cuu u
2
x + Cxx),

Dy

∂L

∂uyy

= −vy D − v (Dy +Du uy),

D2
y

∂L

∂uyy

= −vyy D − 2 vy(Dy +Du uy)− v (Du uyy + 2Dyu uy +Duu u
2
y +Dyy),

Substituindo tais expressões na fórmula para a equação adjunta, Definição

2.3, obtemos a equação (3.2). ❖

Em segundo lugar determinamos quais são as equações diferenciais que a

classe de equações (3.1) deve satisfazer para ser uma equação diferencial não-linearmente

autoadjunta.

Proposição 3.2: A equação (3.1) é uma equação diferencial não-linearmente autoad-

junta se, e somente se, existir uma função ϕ = ϕ(t, x, y, u) duas vezes diferenciável com

ϕ 6= 0 tal que as funções coeficientes satisfaçam as seguintes equações diferenciais:

ut : −Rϕu = λR, (3.3)

uxy : − Aϕu + 2 (B − Au)ϕ = −λA, (3.4)

uxx : − C ϕu + 2 (P − Cu)ϕ = −λC, (3.5)

uyy : −Dϕu + 2 (Q−Du)ϕ = −λD, (3.6)

ux uy : − Aϕuu + 2 (B − Au)ϕu + (Bu − Auu)ϕ = −λB, (3.7)

u2
x : − C ϕuu + 2 (P − Cu)ϕu + (Pu − Cuu)ϕ = −λP, (3.8)
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u2
y : −Dϕuu + 2 (Q−Du)ϕu + (Qu −Duu)ϕ = −λQ, (3.9)

ux : − Aϕyu − 2C ϕxu + (B − Au)ϕy + 2 (P − Cu)ϕx + (F − Ay − 2Cx)ϕu

+ (By − Ayu + 2(Px − Cxu))ϕ = −λF, (3.10)

uy : − Aϕxu − 2Dϕyu + (B − Au)ϕx + 2 (Q−Du)ϕy + (E − Ax − 2Dy)ϕu

+ (Bx − Axu + 2(Qy −Dyu))ϕ = −λE, (3.11)

1 : −Rϕt − Aϕxy − C ϕxx −Dϕyy + (F − Ay − 2Cx)ϕx + (E − Ax − 2Dy)ϕy

+ (Fx + Ey − Axy − Cxx −Dyy −Gu −Rt)ϕ = −λG, (3.12)

para alguma função λ = λ(t, x, y, u) a ser determinada.

Demonstração: A equação (3.1) é não-linearmente autoadjunta se existir uma função

ϕ(t, x, y, u) 6= 0 satisfazendo a igualdade

F∗|v=ϕ(t,x,y,u) = λ F (3.13)

para algum coeficiente λ a ser determinado.

Substituindo v = ϕ(t, x, y, u) e suas derivadas parciais

vt = ϕt + ϕu ut, vx = ϕx + ϕu ux, vy = ϕy + ϕu uy, vxx = ϕxx + 2ϕxu ux + ϕuu u
2
x + ϕu uxx,

vxy = ϕxy + ϕxu uy + ϕyu ux + ϕuu ux uy + ϕu uxy, vyy = ϕyy + 2ϕyu uy + ϕuu u
2
y + ϕu uyy,

na equação (3.2), Proposição 3.1, temos

F∗|v=ϕ(t,x,y,u) = −R (ϕt + ϕu ut)− A(ϕxy + ϕxu uy + ϕyu ux + ϕuu ux uy + ϕu uxy)

− C(ϕxx + 2ϕxu ux + ϕuu u
2
x + ϕu uxx)

− D(ϕyy + 2ϕyu uy + ϕuu u
2
y + ϕu uyy)

+ ((B − Au)uy + 2(P − Cu)ux + F − Ay − 2Cx)(ϕx + ϕu ux)

+ ((B − Au)ux + 2(Q−Du)uy + E − Ax − 2Dy)(ϕy + ϕu uy)

+ [2(B − Au)uxy + 2(P − Cu)uxx + 2(Q−Du)uyy
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+ (By − Ayu + 2(Px − Cxu))ux + (Bx − Axu + 2(Qy −Dyu))uy

+ (Bu − Auu)ux uy + (Pu − Cuu)u
2
x + (Qu −Duu)u

2
y

+ Fx + Ey − Axy − Cxx −Dyy −Gu −Rt]ϕ

= −Rϕu ut + (−Aϕu + 2 (B − Au)ϕ) uxy

+ (−Aϕuu + 2 (B − Au)ϕu + (Bu − Auu)ϕ) ux uy

+ (−C ϕu + 2 (P − Cu)ϕ) uxx + (−Dϕu + 2 (Q−Du)ϕ) uyy

+ (−Aϕxu − 2Dϕyu + (B − Au)ϕx + 2 (Q−Du)ϕy + (E − Ax − 2Dy)ϕu

+ (Bx − Axu + 2(Qy −Dyu))ϕ) uy

+ (−Aϕyu − 2C ϕxu + (B − Au)ϕy + 2 (P − Cu)ϕx + (F − Ay − 2Cx)ϕu

+ (By − Ayu + 2(Px − Cxu))ϕ) ux

+ (−C ϕuu + 2 (P − Cu)ϕu + (Pu − Cuu)ϕ) u
2
x

+ (−Dϕuu + 2 (Q−Du)ϕu + (Qu −Duu)ϕ) u
2
y

− Rϕt − Aϕxy − C ϕxx −Dϕyy + (F − Ay − 2Cx)ϕx

+ (E − Ax − 2Dy)ϕy + (Fx + Ey − Axy − Cxx −Dyy −Gu −Rt)ϕ.

Então equacionamos os coeficientes dos monômios ut, uxy, uxx, uyy, ux uy, u
2
x, u

2
y, ux,

uy e 1 em ambos os lados da equação (3.13) para obtermos as equações determinantes

para a autoadjunticidade da equação (3.1). ❖

Finalmente, tendo estas duas proposições em mãos temos condições de pro-

var nosso primeiro teorema, Teorema 1.1, página 9.

Demonstração do Teorema 1.1: Consideramos as equações determinantes dadas na

Proposição 3.2.

Subtraindo a equação (3.4) multiplicada por C da equação (3.5) multiplicada

por A obtemos a equação (1.27).

Subtraindo a equação (3.4) multiplicada porD da equação (3.6) multiplicada

por A temos a equação (1.28).

Subtraindo a equação (3.5) multiplicada porD da equação (3.6) multiplicada
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por C obtemos a equação (1.29).

Da equação (3.3) segue que λ = −ϕu. Substituindo λ na equação (3.12)

temos

0 = −(Gϕ)u −Rϕt − Aϕxy − C ϕxx −Dϕyy + (F − Ay − 2Cx)ϕx

+ (E − Ax − 2Dy)ϕy + (Fx + Ey − Axy − Cxx −Dyy −Rt)ϕ,

ou seja,

(Gϕ)u = −Rϕt − Aϕxy − C ϕxx −Dϕyy + (F − Ay − 2Cx)ϕx

+ (E − Ax − 2Dy)ϕy + (Fx + Ey − Axy − Cxx −Dyy −Rt)ϕ,

definimos a função H para ser igual ao lado direito dessa equação, obtendo assim a

equação (1.26).

As equações (3.7), (3.8) e (3.9) são consequências das equações (3.4), (3.5)

e (3.6), respectivamente.

A equação (3.10)(respec.(3.11)) é consequência das equações (3.3), (3.4) e

(3.5), ((3.3), (3.4) e (3.6) respectivamente).

Portanto, a equação (3.1) é não-linearmente autoadjunta se, e somente

se, existir uma função ϕ(t, x, y, u) 6= 0 duas vezes diferenciável e uma função λ =

λ(t, x, y, u) satisfazendo as equações (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) e (3.12), ou seja, se, e só

se, as funções coeficientes satisfazem as condições (1.26), (1.27), (1.28), (1.29).

Suponhamos que exista uma função ϕ(t, x, y, u) 6= 0 duas vezes diferenciável

tal que as funções coeficientes satisfaçam as relações (1.26), (1.27), (1.28) e (1.29). Sem

perda de generalidade, assumamos que a função A seja não-nula. Então a função ϕ que

satisfaz (1.26) deve ser tal que

ϕ = κ eφ, comφ =

∫

(B − Au)A
−1du, κ = κ(t, x, y) uma função não-nula,

e ϕ seja uma solução não-nula para a equação (1.23).

Multiplicando a equação (1.23) por C e depois substituindo a equação (1.27)

obtemos

0 = C Aϕu + C (Au − B)ϕ = C Aϕu − A (P − Cu)ϕ = A (C ϕu − (P − Cu)ϕ),
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ou seja, ϕ é uma solução não-nula para a equação (1.24).

Multiplicando a equação (1.23) por D e depois substituindo a equação (1.28)

obtemos

0 = DAϕu +D (Au − B)ϕ = DAϕu − A (Q−Du)ϕ = A (Dϕu − (Q−Du)ϕ),

ou seja, ϕ é uma solução não-nula para a equação (1.25).

Reciprocamente, suponhamos que exista uma função ϕ(t, x, y, u) 6= 0 duas

vezes diferenciável tal que as funções coeficientes satisfaçam as relações (1.23), (1.24),

(1.25) e (1.26).

Subtraindo a equação (1.23) multiplicada por C da equação (1.24) multipli-

cada por A temos a equação (1.27).

Subtraindo a equação (1.23) multiplicada por D da equação (1.25) multipli-

cada por A obtemos a equação (1.28).

Subtraindo a equação (1.24) multiplicada por D da equação (1.25) multipli-

cada por C temos a equação (1.29). ❖

Demonstração do Corolário 1.1: Considerando a definição de quase autoadjunticidade

(Definição 2.4), o resultado segue do Teorema 1.1 com ϕ = ϕ(u). ❖

Demonstração do Corolário 1.2: Considerando a definição de autoadjunticidade estrita

(Definição 2.4), o resultado segue do Corolário 1.1 com ϕ = u. ❖

3.2 A equação do fluxo de Ricci geométrico

A equação do fluxo de Ricci segundo [39] é uma equação evolutiva de se-

gunda ordem não-linear obtida quando as componentes do tensor métrico gij sobre uma

variedade Riemanniana (Mm, g) são deformadas conforme a equação:

∂gij
∂t

= −Rij (3.14)
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onde Rij são as componentes do tensor de Ricci. Sobre uma superf́ıcie regular (M2, g)

com a métrica em coordenadas conformes a equação (3.14), (veja a Proposição A.1 no

Apêndice), torna-se

ut = e−u (uxx + uyy), (3.15)

a qual é do primeiro tipo (3.1) com as funções coeficientes dadas por

C = D = e−u, R = 1, A = B = E = F = G = P = Q = 0.

Aplicando o Teorema 1.1 obtemos o Corolário 1.3.

Demonstração do Corolário 1.3: Segue das equações (1.24) e (1.25) que

∂

∂u

(

e−u ϕ(t, x, y, u)
)

= 0, ou seja, e−u ϕ(t, x, y, u) = α(t, x, y),

para alguma função α = α(t, x, y) 6= 0. Então ϕ(t, x, y, u) = eu α(t, x, y).

De G = 0 e (1.26) segue que

− αt e
u − u (αxx + αyy) = 0.

Dáı segue que

αt = 0, αxx + αyy = 0.

Assim, ϕ(t, x, y, u) = eu α(x, y) e α = α(x, y) é uma função harmônica não-nula. ❖

Demonstração do Corolário 1.4: Segue do Corolário 1.3 tomando ϕ(u) = α eu com α

uma constante não-nula. ❖

Observação 3.1: A equação (3.15) não é estritamente autoadjunta. De fato, segue do

Corolário 1.2 que a equação

ut =
α0

u
(uxx + uyy),

onde α0 é um número real, é a única equação estritamente autoadjunta da forma

ut = f(u)(uxx + uyy).
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Agora vamos calcular algumas leis de conservação para a equação (3.15)

aplicando o Algoritmo do NTLC, no fim do Caṕıtulo 2. As suas simetrias de Lie

estão calculadas em [40] e [10], em termos de duas funções arbitrárias satisfazendo as

equações de Cauchy-Riemann. Nesses trabalhos a seguinte sub-álgebra é discutida:

V1 =
∂

∂t
, V2 =

∂

∂x
, V3 =

∂

∂y
, V4 = t

∂

∂t
+

∂

∂u
, V5 = y

∂

∂x
−x

∂

∂y
, V6 = x

∂

∂x
+y

∂

∂y
−2

∂

∂u
.

Considerando a variável adjunta v = eu α(x, y) dada na demonstração do

Corolário 1.3, a Lagrangeana formal é dada por L = eu α(ut − e−u uxx − e−u uyy). As

derivadas parciais de L são dadas por

∂L

∂ut

= eu α,
∂L

∂uxx

= −α,
∂L

∂uyy

= −α.

As derivadas totais que aparecem no vetor conservado são dadas por

Dx

∂L

∂uxx

= −αx, Dy

∂L

∂uyy

= −αy.

Seja o gerador infinitesimal geral

V = (c1 + c4 t)
∂

∂t
+ (c2 + c5 x+ c6 y)

∂

∂x
+ (c3 − c6 x+ c5 y)

∂

∂y
+ (c4 − 2 c5)

∂

∂u
,

com c1, c2, c3, c4, c5 e c6 constantes arbitrárias.

Então a sua caracteŕıstica é dada por

W = c4 − 2 c5 − (c1 + c4 t) ut − (c2 + c5 x+ c6 y) ux − (c3 − c6 x+ c5 y) uy,

e suas derivadas totais por

DxW = −c5 ux + c6 uy − (c1 + c4 t) uxt − (c2 + c5 x+ c6 y) uxx − (c3 − c6 x+ c5 y) uxy,

DyW = −c6 ux − c5 uy − (c1 + c4 t) uyt − (c2 + c5 x+ c6 y) uyx − (c3 − c6 x+ c5 y) uyy.

Dáı as componentes do vetor conservado são dadas por

C1 = W
∂L

∂ut

= [c4 − 2 c5 − (c1 + c4 t) ut − (c2 + c5 x+ c6 y) ux − (c3 − c6 x+ c5 y) uy] e
u α,
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C2 = W

(

−Dx

∂L

∂uxx

)

+ (DxW )
∂L

∂uxx

= (c4 − 2 c5 − (c1 + c4 t) ut − (c2 + c5 x+ c6 y) ux − (c3 − c6 x+ c5 y) uy)αx

− (−c5 ux + c6 uy − (c1 + c4 t) uxt − (c2 + c5 x+ c6 y) uxx − (c3 − c6 x+ c5 y) uxy)α,

C3 = W

(

−Dy

∂L

∂uyy

)

+ (DyW )
∂L

∂uyy

= (c4 − 2 c5 − (c1 + c4 t) ut − (c2 + c5 x+ c6 y) ux − (c3 − c6 x+ c5 y) uy)αy

− (−c6 ux − c5 uy − (c1 + c4 t) uyt − (c2 + c5 x+ c6 y) uyx − (c3 − c6 x+ c5 y) uyy)α.

ou seja,

C1 = (c4 − 2 c5 − (c2 + c5 x+ c6 y) ux − (c3 − c6 x+ c5 y) uy) e
u α

− (c1 + c4 t) (uxx + uyy)α,

C2 = (c4 − 2 c5 − (c2 + c5 x+ c6 y) ux − (c3 − c6 x+ c5 y) uy)αx

− (c1 + c4 t)αx ut + α (c5 ux − c6 uy) + α (c1 + c4 t) uxt

+ α (c2 + c5 x+ c6 y) uxx + α (c3 − c6 x+ c5 y) uxy,

C3 = (c4 − 2 c5 − (c2 + c5 x+ c6 y) ux − (c3 − c6 x+ c5 y) uy)αy

− (c1 + c4 t)αy ut + α (c6 ux + c5 uy) + α (c1 + c4 t) uyt

+ α (c2 + c5 x+ c6 y) uyx + α (c3 − c6 x+ c5 y) uyy.

A componente C1 é simplificada, conforme o passo 5) do Algoritmo do

NTLC. As parcelas envolvendo derivadas parciais de segunda ordem em x, uxx, são

transformadas em derivadas totais em x:

−(c1 + c4 t)αuxx = −Dx[(c1 + c4 t)αux] + (c1 + c4 t)αx ux

= Dx[−(c1 + c4 t)αux + (c1 + c4 t)αx u]− (c1 + c4 t)αxx u.

Depois são transformadas em derivadas totais em t:

Dt[(c1 + c4 t) (αx u− αux)] = c4 (αx u− αux) + (c1 + c4 t) (αx ut − αutx).

Por fim esta derivada total é somada a componente C2. Assim as novas componentes

C1 e C2 (manteremos a mesma notação para as componentes modificadas em todo o
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texto) tornam-se

C1 = (c4 − 2 c5 − (c2 + c5 x+ c6 y) ux − (c3 − c6 x+ c5 y) uy) e
u α− (c1 + c4 t) uyy α

− (c1 + c4 t)αxx u,

C2 = (c4 − 2 c5 − (c2 + c5 x+ c6 y) ux − (c3 − c6 x+ c5 y) uy)αx − (c1 + c4 t)αx ut

+ α (c5 ux − c6 uy) + α (c1 + c4 t) uxt + α (c2 + c5 x+ c6 y) uxx

+ α (c3 − c6 x+ c5 y) uxy + c4 (αx u− αux) + (c1 + c4 t) (αx ut − αutx)

= (c4 − 2 c5 + c4 u− (c2 + c5 x+ c6 y) ux − (c3 − c6 x+ c5 y) uy)αx

+ α ((c5 − c4) ux − c6 uy) + α (c2 + c5 x+ c6 y) uxx + α (c3 − c6 x+ c5 y) uxy.

Agora as parcelas em C1 que envolvem derivadas parciais de segunda ordem

em y, uyy, são transformadas em derivadas totais em y:

−(c1 + c4 t)αuyy = −Dy[(c1 + c4 t)αuy] + (c1 + c4 t)αy uy

= Dy[(c1 + c4 t)αy u− (c1 + c4 t)αuy]− (c1 + c4 t)αyy u,

e transferidas de C1 para a componente C3 como derivadas totais em t:

Dt[(c1 + c4 t) (αy u− αuy)] = c4 (αy u− αuy) + (c1 + c4 t) (αy ut − αuty).

Então as novas componentes C1 e C3 tornam-se

C1 = (c4 − 2 c5 − (c2 + c5 x+ c6 y) ux − (c3 − c6 x+ c5 y) uy) e
u α

− (c1 + c4 t)αxx u− (c1 + c4 t)αyy u

= (c4 − 2 c5 − (c2 + c5 x+ c6 y) ux − (c3 − c6 x+ c5 y) uy) e
u α,

pois α = α(x, y) é uma função harmônica,

C3 = (c4 − 2 c5 − (c2 + c5 x+ c6 y) ux − (c3 − c6 x+ c5 y) uy)αy

− (c1 + c4 t)αy ut + α (c6 ux + c5 uy) + α (c1 + c4 t) uyt

+ α (c2 + c5 x+ c6 y) uyx + α (c3 − c6 x+ c5 y) uyy

+ c4 (αy u− αuy) + (c1 + c4 t) (αy ut − αuty)

= (c4 − 2 c5 − (c2 + c5 x+ c6 y) ux − (c3 − c6 x+ c5 y) uy)αy + c4 αy u

+ α (c6 ux + (c5 − c4) uy) + α (c2 + c5 x+ c6 y) uyx + α (c3 − c6 x+ c5 y) uyy.
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Agora a parcela envolvendo derivada parcial de segunda ordem em y, uxy, é

transformada em derivada total em y:

α (c3 − c6 x+ c5 y) uxy = Dy[α (c3 − c6 x+ c5 y) ux]− (αy (c3 − c6 x+ c5 y) + α c5) ux,

e transferida de C2 para a componente C3 como derivada total em x:

Dx[α (c3 − c6 x+ c5 y) ux] = (αx (c3 − c6 x+ c5 y)− α c6) ux + α (c3 − c6 x+ c5 y) uxx.

Logo as novas componentes C2 e C3 tornam-se

C2 = (c4 − 2 c5 + c4 u− (c2 + c5 x+ c6 y) ux − (c3 − c6 x+ c5 y) uy)αx

+ α ((c5 − c4) ux − c6 uy) + α (c2 + c5 x+ c6 y) uxx − (αy (c3 − c6 x+ c5 y) + α c5) ux

= (c4 − 2 c5 + c4 u)αx − (α c4 + αx (c2 + c5 x+ c6 y) + αy (c3 − c6 x+ c5 y)) ux

− (α c6 + αx (c3 − c6 x+ c5 y)) uy + α (c2 + c5 x+ c6 y) uxx,

C3 = (c4 − 2 c5 − (c2 + c5 x+ c6 y) ux − (c3 − c6 x+ c5 y) uy)αy + c4 αy u

+ α (c6 ux + (c5 − c4) uy) + α (c2 + c5 x+ c6 y) uyx + α (c3 − c6 x+ c5 y) uyy

+ (αx (c3 − c6 x+ c5 y)− α c6) ux + α (c3 − c6 x+ c5 y) uxx

= (c4 − 2 c5 + c4 u)αy + (αx (c3 − c6 x+ c5 y)− αy (c2 + c5 x+ c6 y)) ux

+ (α (c5 − c4)− αy (c3 − c6 x+ c5 y)) uy + α (c2 + c5 x+ c6 y) uyx

+ α (c3 − c6 x+ c5 y) (uxx + uyy).

Agora as parcelas em C3 que envolvem derivadas parciais de segunda ordem

mista, uyx, é transformada em derivada total em x:

α (c2 + c5 x+ c6 y) uyx = Dx[α (c2 + c5 x+ c6 y) uy]− (αx (c2 + c5 x+ c6 y) + α c5) uy,

e é transferida de C3 para a componente C2 como derivada total em y:

Dy[α (c2 + c5 x+ c6 y) uy] = (αy (c2 + c5 x+ c6 y) + α c6) uy + α (c2 + c5 x+ c6 y) uyy.
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Dáı as novas componentes C2 e C3 tornam-se

C2 = (c4 − 2 c5 + c4 u)αx − (α c4 + αx (c2 + c5 x+ c6 y) + αy (c3 − c6 x+ c5 y)) ux

− (α c6 + αx (c3 − c6 x+ c5 y)) uy + α (c2 + c5 x+ c6 y) uxx

+ (αy (c2 + c5 x+ c6 y) + α c6) uy + α (c2 + c5 x+ c6 y) uyy

= (c4 − 2 c5 + c4 u)αx − (α c4 + αx (c2 + c5 x+ c6 y) + αy (c3 − c6 x+ c5 y)) ux

+ (αy (c2 + c5 x+ c6 y)− αx (c3 − c6 x+ c5 y)) uy + α (c2 + c5 x+ c6 y) (uxx + uyy),

C3 = (c4 − 2 c5 + c4 u)αy + (αx (c3 − c6 x+ c5 y)− αy (c2 + c5 x+ c6 y)) ux

+ (α (c5 − c4)− αy (c3 − c6 x+ c5 y)) uy + α (c3 − c6 x+ c5 y) (uxx + uyy)

− (αx (c2 + c5 x+ c6 y) + α c5) uy

= (c4 − 2 c5 + c4 u)αy − (α c4 + αx (c2 + c5 x+ c6 y) + αy (c3 − c6 x+ c5 y)) uy

+ (αx (c3 − c6 x+ c5 y)− αy (c2 + c5 x+ c6 y)) ux + α (c3 − c6 x+ c5 y) (uxx + uyy).

Vamos repetir mais uma vez o passo 5) do Algoritmo do NTLC para eli-

minar de C2 as parcelas envolvendo a derivada uy. Primeiro transformamos as parcelas

envolvendo uy, em derivadas totais em y:

(αy (c2 + c5 x+ c6 y)− αx (c3 − c6 x+ c5 y)) uy =

Dy[(αy (c2 + c5 x+ c6 y)− αx (c3 − c6 x+ c5 y)) u]

−(αyy (c2 + c5 x+ c6 y) + αy c6 − αxy (c3 − c6 x+ c5 y)− αx c5) u,

depois as transferimos para C3 como derivada total em x:

Dx[(αy (c2 + c5 x+ c6 y)− αx (c3 − c6 x+ c5 y)) u] =

(αxy (c2 + c5 x+ c6 y) + αy c5 − αxx (c3 − c6 x+ c5 y) + αx c6) u

+(αy (c2 + c5 x+ c6 y)− αx (c3 − c6 x+ c5 y)) ux.

Logo as novas componentes C2 e C3 tornam-se

C2 = (c4 − 2 c5 + c4 u)αx − (α c4 + αx (c2 + c5 x+ c6 y) + αy (c3 − c6 x+ c5 y)) ux

+ α (c2 + c5 x+ c6 y) (uxx + uyy)

− (αyy (c2 + c5 x+ c6 y) + αy c6 − αxy (c3 − c6 x+ c5 y)− αx c5) u
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= (c4 − 2 c5 + c4 u)αx − (αyy (c2 + c5 x+ c6 y) + αy c6 − αxy (c3 − c6 x+ c5 y)− αx c5) u

− (α c4 + αx (c2 + c5 x+ c6 y) + αy (c3 − c6 x+ c5 y)) ux

+ α (c2 + c5 x+ c6 y) (uxx + uyy),

C3 = (c4 − 2 c5 + c4 u)αy − (α c4 + αx (c2 + c5 x+ c6 y) + αy (c3 − c6 x+ c5 y)) uy

+ (αx (c3 − c6 x+ c5 y)− αy (c2 + c5 x+ c6 y)) ux + α (c3 − c6 x+ c5 y) (uxx + uyy)

+ (αxy (c2 + c5 x+ c6 y) + αy c5 − αxx (c3 − c6 x+ c5 y) + αx c6) u

+ (αy (c2 + c5 x+ c6 y)− αx (c3 − c6 x+ c5 y)) ux

= (c4 − 2 c5 + (c4 + c5) u)αy + (αxy (c2 + c5 x+ c6 y)− αxx (c3 − c6 x+ c5 y) + αx c6) u

− (α c4 + αx (c2 + c5 x+ c6 y) + αy (c3 − c6 x+ c5 y)) uy

+ α (c3 − c6 x+ c5 y) (uxx + uyy).

Portanto, as componentes simplificadas do vetor conservado são

C1 = (c4 − 2 c5 − (c2 + c5 x+ c6 y) ux − (c3 − c6 x+ c5 y) uy) e
u α,

C2 = (c4 − 2 c5 + (c4 + c5) u)αx + (αxy (c3 − c6 x+ c5 y)− αyy (c2 + c5 x+ c6 y) + αy c6) u

− (α c4 + αx (c2 + c5 x+ c6 y) + αy (c3 − c6 x+ c5 y)) ux + α (c2 + c5 x+ c6 y) (uxx + uyy),

C3 = (c4 − 2 c5 + (c4 + c5) u)αy + (αxy (c2 + c5 x+ c6 y)− αxx (c3 − c6 x+ c5 y) + αx c6) u

− (α c4 + αx (c2 + c5 x+ c6 y) + αy (c3 − c6 x+ c5 y)) uy + α (c3 − c6 x+ c5 y) (uxx + uyy).

• Para o gerador V1, as componentes do vetor conservado C são nulas, o que nos dá

uma lei de conservação trivial do primeiro tipo conforme a Definição 2.6.

• Para o gerador V2, as componentes do vetor conservado são

C1 = −α eu ux, C2 = −αyy u− αx ux + α (uxx + uyy), C3 = αxy u− αx uy.

Podemos eliminar de C2 a parcela envolvendo a derivada uyy, transformando-

a em derivada total em y e transferindo-a para C3 como derivada total em x:

αuyy = Dy[αuy]− αy uy = Dy[αuy − αy u] + αyy u,

Dx[αuy − αy u] = αx uy + αuxy − αxy u− αy ux.
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Portanto, as novas componentes do vetor conservado são

C1 = −α eu ux, C2 = −αx ux + αuxx, C3 = −αy ux + αuxy.

• Para o gerador V3, as componentes do vetor conservado são

C1 = −α eu uy, C2 = αxy u− αy ux, C3 = −αxx u− αy uy + α (uxx + uyy).

Podemos eliminar de C3 a parcela envolvendo a derivada uxx, transformando-

a em derivada total em x e transferindo-a para C2 como derivada total em y:

αuxx = Dx[αux]− αx ux = Dx[αux − αx u] + αxx u,

Dy[αux − αx u] = αy ux + αuxy − αxy u− αx uy.

Portanto, as novas componentes do vetor conservado são

C1 = −α eu uy, C2 = −αx uy + αuxy, C3 = −αy uy + αuyy.

• Para o gerador V4, as componentes do vetor conservado são

C1 = α eu, C2 = (1 + u)αx − αux, C3 = (1 + u)αy − αuy.

• Para o gerador V5, as componentes do vetor conservado são

C1 = (x uy − y ux) e
u α,

C2 = (αy − αxy x− αyy y) u− (αx y − αy x) ux + α y (uxx + uyy),

C3 = (αxy y + αxx x+ αx) u− (αx y − αy x) uy − αx (uxx + uyy).

• Para o gerador V6, as componentes do vetor conservado são

C1 = −α eu (2 + x ux + y uy),

C2 = αx (u− 2) + (αxy y − αyy x) u− (αx x+ αy y) ux + αx (uxx + uyy),

C3 = αy (u− 2) + (αxy x− αxx y) u− (αx x+ αy y) uy + α y (uxx + uyy).

Portanto, provamos o primeiro corolário do NTLC, nesta tese, o Corolário

1.5, página 11.

65



3.3 A equação do fluxo de Ricci 2D

Um dos modelos mais importantes no estudo de buracos negros e na teoria

de gravitação quântica está relacionado com as equações do fluxo de Ricci, conforme

[41]. Devido as dificuldades que surgem durante a formulação de uma teoria quântica,

vários modelos em dimensões menores são considerados. Esses são chamados de modelos

mecânicos e os exemplos mais conhecidos são o modelo clássico do campo de Yang-Mills

e o modelo 2D para a equação do fluxo de Ricci, [11].

A equação do fluxo de Ricci 2D

ut =
1

u
uxy −

1

u2
ux uy, (3.16)

é do tipo (3.1) com as funções coeficientes dadas por

A =
1

u
, B = −

1

u2
, R = 1, C = D = E = F = G = P = Q = 0.

Aplicando o Teorema 1.1 segue o Corolário 1.6.

Demonstração do Corolário 1.6: A equação (1.23) nos dá

ϕAu + ϕu A = ϕAu, ou seja, ϕ = ϕ(t, x, y).

Da equação (1.26) e G = 0 obtemos

ϕt + Aϕxy = 0,

Dáı segue que

ϕt = 0, ϕxy = 0.

Assim, ϕ(x, y) = a(x) + b(y) com a = a(x) e b = b(y) funções arbitrárias diferenciáveis,

tais que a(x) + b(y) 6= 0. ❖

Agora aplicaremos o Algoritmo do NTLC para obtermos algumas leis de

conservação para a equação (3.16). As suas simetrias de Lie estão calculadas em [11],
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em termos de duas funções arbitrárias. Uma vez que a sua álgebra de Lie é de dimensão

infinita, consideramos a sub-álgebra gerando o setor linear de invariância, conforme [11]:

U1 = t
∂

∂t
+u

∂

∂u
, U2 =

∂

∂t
, U3 =

∂

∂x
, U4 =

∂

∂y
, U5 = x

∂

∂x
−u

∂

∂u
, U6 = y

∂

∂y
−u

∂

∂u
.

Observamos que um gerador infinitesimal do setor linear de invariância é do tipo

U = (c1 t+ c2)
∂

∂t
+ (c3 x+ c4)

∂

∂x
+ (c5 y + c6)

∂

∂y
+ (c7 u+ c8)

∂

∂u
,

onde os ci são constantes.

Considerando a variável adjunta v = a(x) + b(y) dada na demonstração do

Corolário 1.6, a Lagrangeana formal é dada por

L = v ut −
1

2

v

u
uxy −

1

2

v

u
uyx +

v

u2
uxuy.

As derivadas parciais de L são dadas por

∂L

∂ut

= v,
∂L

∂ux

=
v

u2
uy,

∂L

∂uy

=
v

u2
ux,

∂L

∂uxy

= −
1

2

v

u
.

As derivadas totais que aparecem no vetor conservado são dadas por

Dy

∂L

∂uxy

= −
1

2

vy
u

+
1

2

v

u2
uy, Dx

∂L

∂uyx

= −
1

2

vx
u

+
1

2

v

u2
ux.

Seja o gerador infinitesimal geral

U = (c1 t+ c2)
∂

∂t
+ (c3 + c5 x)

∂

∂x
+ (c4 + c6 y)

∂

∂y
+ (c1 − c5 − c6) u

∂

∂u
,

onde c1, c2, c3, c4, c5 e c6 são constantes.

A sua caracteŕıstica é

W = (c1 − c5 − c6) u− (c1 t+ c2) ut − (c3 + c5 x) ux − (c4 + c6 y) uy,

e suas derivadas totais são

DxW = −c5 ux + (c1 − c5 − c6) ux − (c1 t+ c2) uxt − (c3 + c5 x) uxx − (c4 + c6 y) uxy,

DyW = −c6 uy + (c1 − c5 − c6) uy − (c1 t+ c2) uyt − (c3 + c5 x) uyx − (c4 + c6 y) uyy.
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Então as componentes do vetor conservado são dadas por

C1 = W
∂L

∂ut

= ((c1 − c5 − c6) u− (c1 t+ c2) ut − (c3 + c5 x) ux − (c4 + c6 y) uy) (a+ b),

C2 = W

(

∂L

∂ux

−Dy

∂L

∂uxy

)

+ (DyW )
∂L

∂uxy

= ((c1 − c5 − c6) u− (c1 t+ c2) ut − (c3 + c5 x) ux − (c4 + c6 y) uy)

(

v

u2
uy +

1

2

vy
u

−
1

2

v

u2
uy

)

+ ((c1 − c5 − 2 c6) uy − (c1 t+ c2) uyt − (c3 + c5 x) uyx

− (c4 + c6 y) uyy)

(

−
1

2

v

u

)

=
1

2
((c1 − c5 − c6) u− (c1 t+ c2) ut − (c3 + c5 x) ux − (c4 + c6 y) uy)

1

u2
(v uy + vy u)

−
1

2

v

u
((c1 − c5 − 2 c6) uy − (c1 t+ c2) uyt − (c3 + c5 x) uyx − (c4 + c6 y) uyy),

C3 = W

(

∂L

∂uy

−Dx

∂L

∂uyx

)

+ (DxW )
∂L

∂uyx

= ((c1 − c5 − c6) u− (c1 t+ c2) ut − (c3 + c5 x) ux − (c4 + c6 y) uy)

(

v

u2
ux +

1

2

vx
u

−
1

2

v

u2
ux

)

+ ((c1 − 2 c5 − c6) ux − (c1 t+ c2) uxt − (c3 + c5 x) uxx

− (c4 + c6 y) uxy)

(

−
1

2

v

u

)

=
1

2
((c1 − c5 − c6) u− (c1 t+ c2) ut − (c3 + c5 x) ux − (c4 + c6 y) uy)

1

u2
(v ux + vx u)

−
1

2

v

u
((c1 − 2 c5 − c6) ux − (c1 t+ c2) uxt − (c3 + c5 x) uxx − (c4 + c6 y) uxy),

ou seja,

C1 = [(c1 − c5 − c6) u− (c1 t+ c2) ut − (c3 + c5 x) ux − (c4 + c6 y) uy] (a+ b),

C2 =
1

2

1

u2
[(c1 − c5 − c6) u− (c1 t+ c2) ut − (c3 + c5 x) ux − (c4 + c6 y) uy]((a+ b) uy + vy u)

−
1

2

a+ b

u
[(c1 − c5 − 2 c6) uy − (c1 t+ c2) uyt − (c3 + c5 x) uyx − (c4 + c6 y) uyy],

C3 =
1

2

1

u2
[(c1 − c5 − c6) u− (c1 t+ c2) ut − (c3 + c5 x) ux − (c4 + c6 y) uy]((a+ b) ux + vx u)

−
1

2

a+ b

u
[(c1 − 2 c5 − c6) ux − (c1 t+ c2) uxt − (c3 + c5 x) uxx − (c4 + c6 y) uxy].

(3.17)
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• Para o gerador U1, as componentes do vetor conservado (3.17) são

C1 = (u− t ut) (a+ b),

C2 =
1

2

1

u2
((a+ b) uy + vy u)(u− t ut)−

1

2

a+ b

u
(uy − t uyt),

C3 =
1

2

1

u2
((a+ b) ux + vx u)(u− t ut)−

1

2

a+ b

u
(ux − t uxt).

Como ut = Dy

(

ux

u

)

= Dx

(

uy

u

)

, então

C1 = (u− t ut) (a+ b) = (a+ b) u− (a+ b) t ut = (a+ b) u−Dy

(

a t

u
ux

)

−Dx

(

b t

u
uy

)

.

Agora transferimos a derivada total em x, de C1 para a componente C2

como derivada total em t:

−Dt

(

b t

u
uy

)

= −
b

u
uy − t b

(uty

u
−

uy ut

u2

)

,

e a componente C2 modificada torna-se

C2 =
1

2

1

u2
((a+ b) uy + vy u)(u− t ut)−

1

2

a+ b

u
(uy − t uyt)−

b

u
uy − t b

(uty

u
−

uy ut

u2

)

=
vy
2

−
1

2

vy
u
t ut −

1

2

a+ b

u2
t ut uy +

1

2

a+ b

u
t uyt −

b

u
uy − t b

(uty

u
−

uy ut

u2

)

=
vy
2

−
1

2

vy
u
t ut −

1

2

a− b

u2
t ut uy +

1

2

a− b

u
t uyt −

b

u
uy

=
by
2
+Dy

(

1

2

a− b

u
t ut

)

−
b

u
uy

= −
b

u
uy +Dy

(

b

2
+

1

2

a− b

u
t ut

)

.

Depois transferimos a derivada total em y, de C1 para a componente C3

como derivada total em t:

−Dt

(

a t

u
ux

)

= −
a

u
ux − t a

(utx

u
−

ux ut

u2

)

,
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e a componente C3 modificada torna-se

C3 =
1

2

1

u2
((a+ b) ux + vx u)(u− t ut)−

1

2

a+ b

u
(ux − t uxt)−

a

u
ux − t a

(utx

u
−

ux ut

u2

)

=
vx
2

−
1

2

vx
u

t ut −
1

2

a+ b

u2
t ut ux +

1

2

a+ b

u
t uxt −

a

u
ux − t a

(utx

u
−

ux ut

u2

)

=
vx
2

−
1

2

vx
u

t ut −
1

2

b− a

u2
t ut ux +

1

2

b− a

u
t uxt −

a

u
ux

=
ax
2

−
a

u
ux +Dx

(

1

2

b− a

u
t ut

)

= −
a

u
ux +Dx

(

a

2
+

1

2

b− a

u
t ut

)

.

Agora transferimos a derivada total em y, de C2 para a componente C3

como derivada total em x:

C3 = −
a

u
ux +Dx

(

a

2
+

1

2

b− a

u
t ut

)

+Dx

(

b

2
+

1

2

a− b

u
t ut

)

= −
a

u
ux +Dx

(a

2

)

.

Finalmente, transferimos a derivada total em x, de C3 para a componente

C2 como derivada total em y:

C2 = −
b

u
uy +Dy

(a

2

)

= −
b

u
uy.

Logo, as novas componentes do vetor conservado são

C1 = (a+ b) u, C2 = −
b

u
uy, C3 = −

a

u
ux.

Notamos que esta lei de conservação foi obtida por Cimpoiasu em [14] através

do método direto de construção descrito em [15].

• Para o gerador U2, as componentes do vetor conservado (3.17) são

C1 = −(a+ b) ut,

C2 = −ut

(

1

2

vy
u

+
1

2

a+ b

u2
uy

)

+ uyt

(

1

2

a+ b

u

)

,

C3 = −ut

(

1

2

vx
u

+
1

2

a+ b

u2
ux

)

+ uxt

(

1

2

a+ b

u

)

.
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Como

C1 = −(a+ b) ut = −Dy

(a

u
ux

)

−Dx

(

b

u
uy

)

,

então transferimos a derivada total em x para a componente C2 como derivada total

em t, a componente C2 modificada torna-se

C2 = −
1

2

(

vy
u

+
a+ b

u2
uy

)

ut +
1

2

a+ b

u
uyt − b

(uty

u
−

uy ut

u2

)

= −
1

2

1

u
vy ut −

1

2

1

u2
(a− b)uy ut +

1

2

a− b

u
uyt

=
1

2
Dy

(

a− b

u

)

ut +
1

2

a− b

u
uyt

= Dy

(

1

2

a− b

u
ut

)

.

Agora transferimos a derivada total em y, de C1 para a componente C3

como derivada total em t, então a componente C3 modificada torna-se

C3 = −
1

2

(

vx
u

+
a+ b

u2
ux

)

ut +
1

2

a+ b

u
uxt − a

(utx

u
−

ux ut

u2

)

= −
1

2

1

u
vx ut −

1

2

1

u2
(b− a)ux ut +

1

2

b− a

u
uxt

=
1

2
Dx

(

b− a

u

)

ut +
1

2

b− a

u
uxt

= Dx

(

1

2

b− a

u
ut

)

.

Finalmente, transferindo a derivada total em y, de C2 para a componente C3

como derivada total em x, obtendo, então, uma lei de conservação trivial do primeiro

tipo.

• Para o gerador U3, as componentes do vetor conservado (3.17) são

C1 = −(a+ b) ux,

C2 = −
1

2

1

u2
((a+ b) uy + vy u)ux +

1

2

a+ b

u
uyx,

C3 = −
1

2

1

u2
((a+ b) ux + vx u)ux +

1

2

a+ b

u
uxx.

Como

C1 = −(a+ b) ux = −Dx((a+ b) u) + vx u,
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então transferimos a derivada total em x para a componente C2 como derivada total

em t; então a componente C2 modificada torna-se

C2 = −
1

2

(

vy
u

+
a+ b

u2
uy

)

ux +
1

2

a+ b

u
uyx − (a+ b) ut

= −
1

2

(

vy
u

+
a+ b

u2
uy

)

ux +
1

2

a+ b

u
uyx − (a+ b)

(

1

u
uxy −

1

u2
ux uy

)

= −
1

2

(

vy
u

+
a+ b

u2
uy

)

ux −
1

2

a+ b

u
uyx +

a+ b

u2
ux uy

= −
1

2

(

vy
u

−
a+ b

u2
uy

)

ux −
1

2

a+ b

u
uyx

= −
1

2
Dy

(

a+ b

u

)

ux −
1

2

a+ b

u
uyx

= −
1

2
Dy

(

a+ b

u
ux

)

.

Transferindo a derivada total em y, de C2 para a componente C3 como

derivada total em x obtemos

−Dx

(

1

2

a+ b

u
ux

)

= −
1

2
Dx

(

a+ b

u

)

ux −
1

2

a+ b

u
uxx

= −
1

2

(

vx
u

−
a+ b

u2
ux

)

ux −
1

2

a+ b

u
uxx,

e a nova componente C3 torna-se

C3 = −
1

2

(

vx
u

+
a+ b

u2
ux

)

ux +
1

2

a+ b

u
uxx −

1

2

(

vx
u

−
a+ b

u2
ux

)

ux −
1

2

a+ b

u
uxx

= −
1

2

(

vx
u

+
a+ b

u2
ux

)

ux −
1

2

(

vx
u

−
a+ b

u2
ux

)

ux

= −
1

u
vx ux.

Logo, as novas componentes do vetor conservado são

C1 = ax u, C2 = 0, C3 = −
1

u
ax ux.

• Para o gerador U4, as componentes do vetor conservado (3.17) são

C1 = −(a+ b) uy,

C2 = −
1

2

1

u2
((a+ b) uy + vy u)uy +

1

2

a+ b

u
uyy,

C3 = −
1

2

1

u2
((a+ b) ux + vx u)uy +

1

2

a+ b

u
uxy.
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Como

C1 = −(a+ b) uy = −Dy((a+ b) u) + vy u,

então transferimos a derivada total em y para a componente C3 como derivada total

em t; então a componente C3 modificada torna-se

C3 = −
1

2

(

vx
u

+
a+ b

u2
ux

)

uy +
1

2

a+ b

u
uyx − (a+ b) ut

= −
1

2

(

vx
u

+
a+ b

u2
ux

)

uy +
1

2

a+ b

u
uyx − (a+ b)

(

1

u
uxy −

1

u2
ux uy

)

= −
1

2

(

vx
u

+
a+ b

u2
ux

)

uy −
1

2

a+ b

u
uyx +

a+ b

u2
ux uy

= −
1

2

(

vx
u

−
a+ b

u2
ux

)

uy −
1

2

a+ b

u
uyx

= −
1

2
Dx

(

a+ b

u

)

uy −
1

2

a+ b

u
uyx

= −
1

2
Dx

(

a+ b

u
uy

)

.

Transferindo a derivada total em x, de C3 para a componente C2 como

derivada total em y temos

−Dy

(

1

2

a+ b

u
uy

)

= −
1

2
Dy

(

a+ b

u

)

uy −
1

2

a+ b

u
uyy

= −
1

2

(

vy
u

−
a+ b

u2
uy

)

uy −
1

2

a+ b

u
uyy,

e a nova componente C2 torna-se

C2 = −
1

2

(

vy
u

+
a+ b

u2
uy

)

uy +
1

2

a+ b

u
uyy −

1

2

(

vy
u

−
a+ b

u2
uy

)

uy −
1

2

a+ b

u
uyy

= −
1

2

(

vy
u

+
a+ b

u2
uy

)

uy −
1

2

(

vy
u

−
a+ b

u2
uy

)

uy

= −
1

u
vy uy.

Logo, as novas componentes do vetor conservado são

C1 = by u, C2 = −
1

u
by uy, C3 = 0.
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• Para o gerador U5, as componentes do vetor conservado (3.17) são

C1 = −(a+ b) (u+ x ux),

C2 = −
1

2
(u+ x ux)

(

vy
u

+
a+ b

u2
uy

)

+
1

2

a+ b

u
(uy + x uyx),

C3 = −
1

2
(u+ x ux)

(

vx
u

+
a+ b

u2
ux

)

+
1

2

a+ b

u
(2 ux + x uxx).

Como

C1 = −(a+ b) (u+ x ux) = −(a+ b) u− (a+ b) x ux

= −(a+ b) u−Dx((a+ b) x u) + vx x u+ (a+ b) u

= −Dx((a+ b) x u) + vx x u,

então transferimos a derivada total em x para a componente C2 como derivada total

em t; dáı a componente C2 modificada torna-se

C2 = −
1

2
(u+ x ux)

(

vy
u

+
a+ b

u2
uy

)

+
1

2

a+ b

u
(uy + x uyx)− (a+ b) x ut

= −
1

2

(

vy +
a+ b

u
uy

)

−
1

2

(

vy
u

+
a+ b

u2
uy

)

x ux +
1

2

a+ b

u
(uy + x uyx)− (a+ b) x ut

= −
1

2
vy −

1

2

(

vy
u

+
a+ b

u2
uy

)

x ux +
1

2

a+ b

u
x uyx − (a+ b) x ut

= −
1

2
vy −

1

2

(

vy
u

+
a+ b

u2
uy

)

x ux +
1

2

a+ b

u
x uyx − (a+ b) x

(

1

u
uxy −

1

u2
ux uy

)

= −
1

2
vy −

1

2

vy
u
x ux −

1

2

(

a+ b

u
x uyx − (a+ b) x

1

u2
ux uy

)

= −
1

2

[

vy +
vy
u
x ux +Dy

(

a+ b

u
x ux

)

−

(

vy
u

−
a+ b

u2
uy

)

x ux − (a+ b) x
1

u2
ux uy

]

= −
1

2

(

vy +
vy
u
x ux +Dy

(

a+ b

u
x ux

)

−
vy
u
x ux

)

= −
1

2
vy −

1

2
Dy

(

a+ b

u
x ux

)

= −Dy

(

1

2
(a+ b) +

1

2

a+ b

u
x ux

)

.

Agora transferimos a derivada total em y, de C2 para a componente C3
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como derivada total em x:

− Dx

(

1

2
(a+ b) +

1

2

a+ b

u
x ux

)

= −
1

2
vx −

1

2

a+ b

u
ux −

1

2
Dx

(

a+ b

u
ux

)

x

= −
1

2
vx −

1

2

a+ b

u
ux −

1

2

(

vx
u

ux +
a+ b

u
uxx −

a+ b

u2
u2
x

)

x.

Assim, a nova componente C3 torna-se

C3 = −
1

2
(u+ x ux)

(

vx
u

+
a+ b

u2
ux

)

+
1

2

a+ b

u
(2 ux + x uxx)

−
1

2
vx −

1

2

a+ b

u
ux −

1

2

(

vx
u

ux +
a+ b

u
uxx −

a+ b

u2
u2
x

)

x

= −
1

2

(

vx −
a+ b

u
ux

)

−
1

2

(

vx
u

ux +
a+ b

u2
u2
x −

a+ b

u
uxx

)

x

−
1

2
vx −

1

2

a+ b

u
ux −

1

2

(

vx
u

ux +
a+ b

u
uxx −

a+ b

u2
u2
x

)

x

= −vx −
vx
u

ux x.

Logo, as novas componentes do vetor conservado são

C1 = ax x u, C2 = 0, C3 = −
1

u
x ax ux.

• Para o gerador U6, as componentes do vetor conservado (3.17) são

C1 = −(a+ b) (u+ y uy),

C2 = −
1

2
(u+ y uy)

(

vy
u

+
a+ b

u2
uy

)

+
1

2

a+ b

u
(2 uy + y uyy),

C3 = −
1

2
(u+ y uy)

(

vx
u

+
a+ b

u2
ux

)

+
1

2

a+ b

u
(ux + y uyx).

Como

C1 = −(a+ b) (u+ y uy) = −(a+ b) u− (a+ b) y uy

= −(a+ b) u−Dy((a+ b) y u) + vy y u+ (a+ b) u

= −Dy((a+ b) y u) + vy y u,

então transferimos a derivada total em y para a componente C3 como derivada total
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em t; então a componente C3 modificada torna-se

C3 = −
1

2
(u+ y uy)

(

vx
u

+
a+ b

u2
ux

)

+
1

2

a+ b

u
(ux + y uyx)− (a+ b) y ut

= −
1

2

(

vx +
a+ b

u
ux

)

−
1

2

(

vx
u

+
a+ b

u2
ux

)

y uy +
1

2

a+ b

u
(ux + y uyx)− (a+ b) y ut

= −
1

2
vx −

1

2

(

vx
u

+
a+ b

u2
ux

)

y uy +
1

2

a+ b

u
y uyx − (a+ b) y ut

= −
1

2
vx −

1

2

(

vx
u

+
a+ b

u2
ux

)

y uy +
1

2

a+ b

u
y uyx − (a+ b) y

(

1

u
uxy −

1

u2
ux uy

)

= −
1

2
vx −

1

2

vx
u

y uy −
1

2

(

a+ b

u
y uyx − (a+ b) y

1

u2
ux uy

)

= −
1

2

[

vx +
vx
u

y uy +Dx

(

a+ b

u
y uy

)

−

(

vx
u

−
a+ b

u2
ux

)

y uy − (a+ b) y
1

u2
ux uy

]

= −
1

2

(

vx +
vx
u

y uy +Dx

(

a+ b

u
y uy

)

−
vx
u

y uy

)

= −
1

2
vx −

1

2
Dx

(

a+ b

u
y uy

)

= −Dx

(

1

2
(a+ b) +

1

2

a+ b

u
y uy

)

.

Agora transferimos a derivada total em x, de C3 para a componente C2

como derivada total em y:

− Dy

(

1

2
(a+ b) +

1

2

a+ b

u
y uy

)

= −
1

2
vy −

1

2

a+ b

u
uy −

1

2
Dy

(

a+ b

u
uy

)

y

= −
1

2
vy −

1

2

a+ b

u
uy −

1

2

(

vy
u
uy +

a+ b

u
uyy −

a+ b

u2
u2
y

)

y.

Assim, a nova componente C2 torna-se

C2 = −
1

2
(u+ y uy)

(

vy
u

+
a+ b

u2
uy

)

+
1

2

a+ b

u
(2 uy + y uyy)

−
1

2
vy −

1

2

a+ b

u
uy −

1

2

(

vy
u
uy +

a+ b

u
uyy −

a+ b

u2
u2
y

)

y

= −
1

2

(

vy −
a+ b

u
uy

)

−
1

2

(

vy
u
uy +

a+ b

u2
u2
y −

a+ b

u
uyy

)

y

−
1

2
vy −

1

2

a+ b

u
uy −

1

2

(

vy
u
uy +

a+ b

u
uyy −

a+ b

u2
u2
y

)

y

= −vy −
vy
u
uy y.
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Logo, as novas componentes do vetor conservado são

C1 = by y u, C2 = −
1

u
y by uy, C3 = 0.

Portanto, provamos o segundo corolário doNTLC, oCorolário 1.7, página

12.

3.4 A equação do calor não-linear

A equação do calor não-linear

ut = f(u) uxy + f ′(u) ux uy (3.18)

é do tipo (3.1) com as funções coeficientes dadas por

A = f(u), B = f ′(u), R = 1, C = D = E = F = G = P = Q = 0.

Aplicando o Teorema 1.1 obtemos o Corolário 1.8.

Demonstração do Corolário 1.8: A equação (1.23) nos dá

ϕAu + ϕu A = ϕAu, ou seja, ϕ = ϕ(t, x, y).

Da equação (1.26) e G = 0 segue que

ϕt + Aϕxy = 0,

Dáı segue que

ϕt = 0, ϕxy = 0.

Assim, ϕ(x, y) = a(x) + b(y) com a = a(x) e b = b(y) funções arbitrárias diferenciáveis,

tais que a(x) + b(y) 6= 0. ❖

Observação 3.2: O Corolário 1.6 é uma consequência desse, considerando f(u) = 1
u
.
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Observação 3.3: A equação (3.18) não é estritamente autoadjunta. De fato, segue do

Corolário 1.2 que a equação

ut = f(u) uxy + g(u) ux uy,

com f = f(u) uma função diferenciável, é uma equação estritamente autoadjunta se, e

só se,

g(u) =
1

u
f(u) + f ′(u).

Observação 3.4: Em [13] Cimpoiasu e Constantinescu provaram que existem quatro

posśıveis escolhas para a função f(u) tais que a equação (3.18) admita simetrias de

Lie, a saber: f(u) = 1, f(u) = 1/u, f(u) = up onde p 6= 0, p 6= −1, e f(u) = eu. O

primeiro caso corresponde à equação do calor 2D linear. Para a equação do calor linear

em qualquer dimensão, leis de conservação são obtidas em [21]. O caso f(u) = 1/u

corresponde ao modelo do fluxo de Ricci 2D estudado na seção (2.3).

Nas subseções seguintes estabeleceremos as leis de conservação relativas aos

dois casos restantes via o Algoritmo do NTLC.

3.4.1 O caso f(u) = up com p 6= 0 e p 6= −1

As simetrias de Lie da equação ut = up uxy + p up−1 ux uy estão calculadas

em [13] e são geradas por

W1 = t
∂

∂t
−
1

p
u

∂

∂u
,W2 =

∂

∂t
,W3 =

∂

∂x
,W4 =

∂

∂y
,W5 = x

∂

∂x
+
1

p
u

∂

∂u
,W6 = y

∂

∂y
+
1

p
u

∂

∂u
.

Considerando a variável adjunta v = a(x) + b(y) dada na demonstração do

Corolário 1.8, a Lagrangeana formal é dada por

L = v ut −
1

2
v up uxy −

1

2
v up uyx − v p up−1 ux uy.

As derivadas parciais de L são dadas por

∂L

∂ut

= v,
∂L

∂ux

= −v p up−1 uy,
∂L

∂uy

= −v p up−1 ux,
∂L

∂uxy

= −
1

2
v up.
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As derivadas totais que aparecem no vetor conservado são dadas por

Dy

∂L

∂uxy

= −
1

2
vy u

p −
1

2
v p up−1 uy, Dx

∂L

∂uyx

= −
1

2
vx u

p −
1

2
v p up−1 ux.

Seja o gerador infinitesimal geral

X = (c2 + c1 t)
∂

∂t
+ (c3 + c5 x)

∂

∂x
+ (c4 + c6 y)

∂

∂y
− (c1 − c5 − c6)

1

p
u

∂

∂u
,

onde c1, c2, c3, c4, c5 e c6 são constantes arbitrárias.

A sua caracteŕıstica é

W = −(c1 − c5 − c6)
1

p
u− (c2 + c1 t) ut − (c3 + c5 x) ux − (c4 + c6 y) uy,

e suas derivadas totais são

DxW = −c5 ux − (c1 − c5 − c6)
1

p
ux − (c2 + c1 t) uxt − (c3 + c5 x) uxx − (c4 + c6 y) uxy

= −(c1 + (p− 1) c5 − c6)
1

p
ux − (c2 + c1 t) uxt − (c3 + c5 x) uxx − (c4 + c6 y) uxy,

DyW = −c6 uy − (c1 − c5 − c6)
1

p
uy − (c2 + c1 t) uyt − (c3 + c5 x) uyx − (c4 + c6 y) uyy

= −(c1 − c5 + (p− 1) c6)
1

p
uy − (c2 + c1 t) uyt − (c3 + c5 x) uyx − (c4 + c6 y) uyy.

Então as componentes do vetor conservado são dadas por

C1 = W
∂L

∂ut

= −

(

(c1 − c5 − c6)
1

p
u+ (c2 + c1 t) ut + (c3 + c5 x) ux + (c4 + c6 y) uy

)

v,

C2 = W

(

∂L

∂ux

−Dy

∂L

∂uxy

)

+ (DyW )
∂L

∂uxy

= −

(

(c1 − c5 − c6)
1

p
u+ (c2 + c1 t) ut + (c3 + c5 x) ux + (c4 + c6 y) uy

)

(

−v p up−1 uy

+
1

2
vy u

p +
1

2
v p up−1 uy

)
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+
1

2

(

(c1 − c5 + (p− 1) c6)
1

p
uy + (c2 + c1 t) uyt + (c3 + c5 x) uyx + (c4 + c6 y) uyy

)

v up

= −
1

2

(

(c1 − c5 − c6)
1

p
u+ (c2 + c1 t) ut + (c3 + c5 x) ux + (c4 + c6 y) uy

)

(vy u
p

− v p up−1 uy

)

+
1

2

(

(c1 − c5 + (p− 1) c6)
1

p
uy + (c2 + c1 t) uyt + (c3 + c5 x) uyx + (c4 + c6 y) uyy

)

v up,

C3 = W

(

∂L

∂uy

−Dx

∂L

∂uyx

)

+ (DxW )
∂L

∂uyx

= −

(

(c1 − c5 − c6)
1

p
u+ (c2 + c1 t) ut + (c3 + c5 x) ux + (c4 + c6 y) uy

)

(

−v p up−1 ux

+
1

2
vx u

p +
1

2
v p up−1 ux

)

+
1

2

(

(c1 + (p− 1) c5 − c6)
1

p
ux + (c2 + c1 t) uxt + (c3 + c5 x) uxx + (c4 + c6 y) uxy

)

v up

= −
1

2

(

(c1 − c5 − c6)
1

p
u+ (c2 + c1 t) ut + (c3 + c5 x) ux + (c4 + c6 y) uy

)

(vx u
p

− v p up−1 ux)

+
1

2

(

(c1 + (p− 1) c5 − c6)
1

p
ux + (c2 + c1 t) uxt + (c3 + c5 x) uxx + (c4 + c6 y) uxy

)

v up,

ou seja,

C1 = −

(

(c1 − c5 − c6)
1

p
u+ (c2 + c1 t) ut + (c3 + c5 x) ux + (c4 + c6 y) uy

)

v,

C2 = −
1

2

(

(c1 − c5 − c6)
1

p
u+ (c2 + c1 t) ut + (c3 + c5 x) ux + (c4 + c6 y) uy

)

(vy u
p

− v p up−1 uy

)

+
1

2

(

(c1 − c5 + (p− 1) c6)
1

p
uy + (c2 + c1 t) uyt + (c3 + c5 x) uyx + (c4 + c6 y) uyy

)

v up,

C3 = −
1

2

(

(c1 − c5 − c6)
1

p
u+ (c2 + c1 t) ut + (c3 + c5 x) ux + (c4 + c6 y) uy

)

(vx u
p

− v p up−1 ux)

+
1

2

(

(c1 + (p− 1) c5 − c6)
1

p
ux + (c2 + c1 t) uxt + (c3 + c5 x) uxx + (c4 + c6 y) uxy

)

v up.

(3.19)
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• Para o gerador W1, as componentes do vetor conservado (3.19) são

C1 = −

(

1

p
u+ t ut

)

(a+ b),

C2 =
1

2

(

−vy u
p + (a+ b) p up−1 uy

)

(

1

p
u+ t ut

)

+
1

2
(a+ b) up

(

1

p
uy + t uyt

)

,

C3 =
1

2

(

−vx u
p + (a+ b) p up−1 ux

)

(

1

p
u+ t ut

)

+
1

2
(a+ b) up

(

1

p
ux + t uxt

)

.

Como ut = Dy(u
p ux) = Dx(u

p uy), então

C1 = −

(

1

p
u+ t ut

)

(a+ b) = −
1

p
u (a+ b)− (a+ b) t ut = −

1

p
u (a+ b)−Dy(t a u

p ux)

− Dx(t b u
p uy).

Agora transferimos a derivada total em x, de C1 para a componente C2

como derivada total em t:

−Dt(t b u
p uy) = −b up uy − t b(p up−1 ut uy + up uty),

então a componente C2 modificada torna-se

C2 =
1

2

(

−
1

p
vy u

p+1 − vy u
p t ut + v up uy + v p up−1 uy t ut +

1

p
v up uy + v up t uyt

)

− b up uy − t b(p up−1 ut uy + up uty)

=
1

2

[

−
1

p
vy u

p+1 +

(

1 +
1

p

)

(a+ b) up uy − vy u
p t ut + (a+ b) p up−1 t uy ut

]

+
1

2
(a+ b) up t uyt − b up uy − b p up−1 t ut uy − b up t uty

=
1

2

[

−
1

p
vy u

p+1 +

((

1

p
− 1

)

b+

(

1 +
1

p

)

a

)

up uy − vy u
p t ut

+ (a− b) p up−1 t uy ut + (a− b) up t uyt

]

=
1

2

[

−
1

p
by u

p+1 +
1

p
((1− p) b+ (1 + p) a) up uy − vy u

p t ut

+ (a− b) p up−1 t uy ut +Dy((a− b) up t ut)− (−by u
p + (a− b) p up−1 uy) t ut

]

=
1

2

[

−
1

p
Dy(b u

p+1) +
1

p
(p+ 1) b up uy +

1

p
((1− p) b+ (1 + p) a) up uy

+ Dy((a− b) up t ut)]

=
1

2

[

1

p
(2 b+ (1 + p) a) up uy +Dy

(

−
1

p
b up+1 + (a− b) up t ut

)]

.
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Depois transferimos a derivada total em y, de C1 para a componente C3

como derivada total em t:

−Dt(t a u
p ux) = −a up ux − t a (p up−1 ut ux + up utx),

então a componente C3 modificada torna-se

C3 =
1

2

(

−
1

p
vx u

p+1 − vx u
p t ut + v up ux + v p up−1 ux t ut +

1

p
v up ux + v up t uxt

)

− a up ux − t a (p up−1 ut ux + up utx)

=
1

2

[

−
1

p
vx u

p+1 +

(

1 +
1

p

)

(a+ b) up ux − vx u
p t ut + (a+ b) p up−1 t ux ut

]

+
1

2
(a+ b) up t uxt − a up uy − a p up−1 t ut ux − a up t utx

=
1

2

[

−
1

p
vx u

p+1 +

((

1

p
− 1

)

a+

(

1 +
1

p

)

b

)

up ux − vx u
p t ut

+ (b− a) p up−1 t ux ut + (b− a) up t uxt

]

=
1

2

[

−
1

p
ax u

p+1 +
1

p
((1− p) a+ (1 + p) b) up ux − vx u

p t ut

+ (b− a) p up−1 t ux ut +Dx((b− a) up t ut)− (−ax u
p + (b− a) p up−1 ux) t ut

]

=
1

2

[

−
1

p
Dx(a u

p+1) +
1

p
(p+ 1) a up ux +

1

p
((1− p) a+ (1 + p) b) up ux

+ Dx((b− a) up t ut)]

=
1

2

[

1

p
(2 a+ (1 + p) b) up ux +Dx

(

−
1

p
a up+1 + (b− a) up t ut

)]

.

Finalmente, transferindo a derivada total em y, de C2 para C3 como derivada

total em x; depois transferindo a derivada total em x, de C3 para C2 como derivada

total em y, obtemos as componentes simplificadas do vetor conservado

C1 = −
1

p
(a+ b) u, C2 =

b

p
up uy, C3 =

a

p
up ux.

• Para o gerador W2, as componentes do vetor conservado (3.19) são

C1 = −(a+ b) ut,

C2 =
1

2
[(−vy u

p + (a+ b) p up−1 uy) ut + (a+ b) up uyt],

C3 =
1

2
[(−vx u

p + (a+ b) p up−1 ux) ut + (a+ b) up uxt].
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Como

C1 = −(a+ b) ut = −Dy(a u
p ux)−Dx(b u

p uy),

transferindo a derivada total em x para C2 como derivada total em t temos

C2 =
1

2
[(−vy u

p + (a+ b) p up−1 uy) ut + (a+ b) up uyt]− b (p up−1 ut uy + up uty)

=
1

2
(−vy u

p ut + (a− b) p up−1 uy ut + (a− b)up uyt)

=
1

2
[−vy u

p ut + (a− b) p up−1 uy ut +Dy((a− b) up ut)

+ (by u
p − (a− b) p up−1 uy) ut]

= Dy

(

1

2
(a− b) up ut

)

,

Transferindo a derivada total em y, de C1 para C3 como derivada total em

t obtemos

C3 =
1

2
[(−vx u

p + (a+ b) p up−1 ux) ut + (a+ b) up uxt]− a (p up−1 ut ux + up utx)

=
1

2
(−vx u

p ut + (b− a) p up−1 ux ut + (b− a)up uxt)

=
1

2
[−vx u

p ut + (b− a) p up−1 ux ut +Dx((b− a) up ut)

+ (ax u
p − (b− a) p up−1 ux) ut]

= Dx

(

1

2
(b− a) up ut

)

.

Finalmente, transferindo a derivada total em y, de C2 para C3 como derivada

total em x obtemos uma lei de conservação trivial do primeiro tipo.

• Para o gerador W3, as componentes do vetor conservado (3.19) são

C1 = −(a+ b) ux,

C2 = −
1

2
[(vy u

p − (a+ b) p up−1 uy) ux − (a+ b) up uyx],

C3 = −
1

2
[(vx u

p − (a+ b) p up−1 ux) ux − (a+ b) up uxx].

Como

C1 = −(a+ b) ux = −Dx((a+ b) u) + vx u,
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a derivada total em x é transferida de C1 para C2 como derivada total em t, então a

nova componente C2 torna-se

C2 = −
1

2
[(vy u

p − (a+ b) p up−1 uy) ux − (a+ b) up uyx]− (a+ b) ut

= −
1

2
[(vy u

p − (a+ b) p up−1 uy) ux − (a+ b) up uyx]− (a+ b) (up uxy + p up−1 ux uy)

= −
1

2
[vy u

p ux + (a+ b) (up uxy + p up−1 ux uy)]

= −Dy

(

1

2
(a+ b) up ux

)

.

Agora transferimos a derivada total em y, de C2 para C3 como derivada total em x:

C3 = −
1

2
[(vx u

p − (a+ b) p up−1 ux) ux − (a+ b) up uxx]

−
1

2
[ax u

p ux + (a+ b) (up uxx + p up−1 ux ux)]

= −ax u
p ux.

Assim as componentes do vetor conservado são dadas por

C1 = ax u, C2 = 0, C3 = −ax u
p ux.

• Para o gerador W4, as componentes do vetor conservado (3.19) são

C1 = −(a+ b) uy,

C2 = −
1

2
[(vy u

p − (a+ b) p up−1 uy) uy − (a+ b) up uyy],

C3 = −
1

2
[(vx u

p − (a+ b) p up−1 ux) uy − (a+ b) up uxy].

Como

−(a+ b) uy = −Dy((a+ b) u) + vy u,

a derivada total em y é transferida de C1 para C3 como derivada total em t, então a
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nova componente C3 torna-se

C3 = −
1

2
[(vx u

p − (a+ b) p up−1 ux) uy − (a+ b) up uxy]− (a+ b) ut

= −
1

2
[(vx u

p − (a+ b) p up−1 ux) uy − (a+ b) up uxy]− (a+ b) (up uxy + p up−1 ux uy)

= −
1

2
[vx u

p uy + (a+ b) (up uxy + p up−1 ux uy)]

= −Dx

(

1

2
(a+ b) up uy

)

.

Agora transferimos a derivada total em x, de C3 para C2 como derivada total em y:

C2 = −
1

2
[(vy u

p − (a+ b) p up−1 uy) uy − (a+ b) up uyy]

−
1

2
[vy u

p uy + (a+ b) (up uyy + p up−1 uy uy)]

= −vy u
p uy.

Assim as componentes do vetor conservado são dadas por

C1 = by u, C2 = −by u
p uy, C3 = 0.

• Para o gerador W5, as componentes do vetor conservado (3.19) são

C1 = (a+ b)

(

1

p
u− x ux

)

,

C2 =
1

2
(vy u

p − v p up−1 uy)

(

1

p
u− x ux

)

−
1

2
v up

(

1

p
uy − x uyx

)

,

C3 =
1

2
(vx u

p − v p up−1 ux)

(

1

p
u− x ux

)

−
1

2
v up

((

1

p
− 1

)

ux − x uxx

)

.

Como

C1 = (a+ b)

(

1

p
u− x ux

)

=
1

p
(a+ b) u− (a+ b) x ux

=
1

p
(a+ b) u−Dx((a+ b) x u) + vx x u+ (a+ b) u,

a derivada total em x é transferida de C1 para C2 como derivada total em t, então
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temos

C2 =
1

2

[

−(vy u
p − v p up−1 uy)x ux + (a+ b) up x uyx +

1

p
u (vy u

p − (a+ b) p up−1 uy)

−
1

p
(a+ b) up uy

]

− (a+ b) x ut

=
1

2

[

−(vy u
p − v p up−1 uy) x ux + (a+ b) up x uyx +

1

p
(vy u

p+1 − (p+ 1) (a+ b) up uy)

]

− (a+ b) x (up uxy + p up−1 ux uy)

=
1

2

(

1

p
by u

p+1 −
p+ 1

p
v up uy − vy u

p x ux − v p up−1 x uy ux − v up x uyx

)

=
1

2

(

1

p
Dy(b u

p+1)−
1

p
(p+ 1) b up uy −

p+ 1

p
(a+ b) up uy −Dy((a+ b) up x ux)

)

=
1

2

(

−
p+ 1

p
(a+ 2 b) up uy +Dy

(

1

p
b up+1 − (a+ b) up x ux

))

.

Agora transferimos a derivada total em y, de C2 para C3 como derivada

total em x:

C3 =
1

2

[

−(vx u
p − (a+ b) p up−1 ux) x ux + (a+ b) up x uxx +

1

p
u (vx u

p − v p up−1 ux)

]

−
1

2

(

1

p
− 1

)

(a+ b) up ux +
1

2
Dx

(

1

p
b up+1 − (a+ b) up x ux

)

=
1

2

[

−(vx u
p − (a+ b) p up−1 ux) x ux + (a+ b) up x uxx +

1

p
vx u

p+1

]

−
1

2

1

p
(a+ b) up ux +

1

2

p+ 1

p
b up ux −

1

2
[(vx u

p + v p up−1 ux) x ux + v up ux + v up x uxx]

= −vx u
p x ux −

1

2

p+ 1

p
a up ux +

1

2

1

p
vx u

p+1

= −ax x u
p ux −

1

2

p+ 1

p
a up ux +

1

2

1

p
Dx(a u

p+1)−
1

2

p+ 1

p
a up ux

= −ax x u
p ux −

p+ 1

p
a up ux +

1

2

1

p
Dx(a u

p+1).

Finalmente, transferindo a derivada total em x, de C3 para a componente

C2 como derivada total em y, obtemos a nova componente

C2 = −
1

2

p+ 1

p
(a+ 2 b) up uy +

1

2

p+ 1

p
a up uy = −

p+ 1

p
b up uy.

Assim as componentes do vetor conservado são

C1 =

(

x ax +
p+ 1

p
(a+ b)

)

u, C2 = −
p+ 1

p
b up uy, C3 = −

(

x ax +
p+ 1

p
a

)

up ux.
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• Para o gerador W6, as componentes do vetor conservado (3.19) são

C1 = (a+ b)

(

1

p
u− y uy

)

,

C2 =
1

2
(vy u

p − (a+ b) p up−1 uy)

(

1

p
u− y uy

)

−
1

2
(a+ b) up

((

1

p
− 1

)

uy − y uyy

)

,

C3 =
1

2
(vx u

p − (a+ b) p up−1 ux)

(

1

p
u− y uy

)

−
1

2
(a+ b) up

(

1

p
ux − y uxy

)

.

Como

C1 = (a+ b)

(

1

p
u− y uy

)

= (a+ b)
1

p
u− (a+ b) y uy

= (a+ b)
1

p
u−Dy((a+ b) y u) + vy y u+ (a+ b) u,

a derivada total em y é transferida de C1 para C3 como derivada total em t, então

temos

C3 =
1

2

[

−(vx u
p − v p up−1 ux)y uy + v up y uxy +

1

p
u (vx u

p − v p up−1 ux)−
1

p
v up ux

]

− v y ut

=
1

2

[

−(vx u
p − v p up−1 ux)y uy + v up y uxy +

1

p
(vx u

p+1 − (p+ 1) v up ux)

]

− v y (up uxy + p up−1 ux uy)

=
1

2

(

1

p
vx u

p+1 −
p+ 1

p
v up ux − vx u

p y uy − v p up−1 y ux uy − v up y uxy

)

=
1

2

(

1

p
ax u

p+1 −
p+ 1

p
v up ux −Dx(v u

p y uy)

)

=
1

2

(

p+ 1

p
a up ux −

p+ 1

p
(a+ b) up ux +Dx

(

1

p
a up+1 − v up y uy

))

=
1

2

(

−
p+ 1

p
b up ux +Dx

(

1

p
a up+1 − v up y uy

))

.

Agora transferimos a derivada total em x, de C3 para C2 como derivada
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total em y:

C2 =
1

2

[

−(vy u
p − v p up−1 uy) y uy + v up y uyy +

1

p
u (vy u

p − v p up−1 uy)

]

−
1

2

(

1

p
− 1

)

v up uy +Dy

(

1

p
a up+1 − v up y uy

)

=
1

2

[

−(vy u
p − v p up−1 uy) y uy + v up y uyy +

1

p
vy u

p+1 −
1

p
v up uy

]

+
1

2

p+ 1

p
a up uy −

1

2
[(vy u

p + v p up−1 uy) y uy + v up uy + v up y uyy]

= −vy u
p y uy −

1

2

p+ 1

p
b up uy +

1

2

1

p
vy u

p+1

= −vy u
p y uy −

1

2

p+ 1

p
b up uy +

1

2

1

p
Dy(b u

p+1)−
1

2

p+ 1

p
b up uy

= −by u
p y uy −

p+ 1

p
b up uy +

1

2

1

p
Dy(b u

p+1).

Finalmente, transferindo a derivada total em y de C2 para a componente C3

como derivada total em x, temos a nova componente

C3 = −
1

2

p+ 1

p
b up ux +

1

2

p+ 1

p
b up ux = 0.

Assim as componentes do vetor conservado são dadas por

C1 =

(

y by +
p+ 1

p
(a+ b)

)

u, C2 = −by u
p y uy −

p+ 1

p
b up uy, C3 = 0.

Portanto, provamos o terceiro corolário do NTLC, o Corolário 1.9, página

13.

Observação 3.5: O Corolário 1.7 é uma consequência do Corolário 1.9, conside-

rando p = −1.

3.4.2 O caso f(u) = eu

As simetrias de Lie da equação ut = eu uxy + eu ux uy estão calculadas em

[13] e são geradas por

Z1 = t
∂

∂t
−

∂

∂u
, Z2 =

∂

∂t
, Z3 =

∂

∂x
, Z4 =

∂

∂y
, Z5 = x

∂

∂x
+

∂

∂u
, Z6 = y

∂

∂y
+

∂

∂u
.
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A variável adjunta é dada na demonstração do Corolário 1.8 por v =

a(x) + b(y), a Lagrangeana formal é dada por

L = v ut −
1

2
v eu uxy −

1

2
v eu uyx − v eu ux uy.

As derivadas parciais de L são dadas por

∂L

∂ut

= v,
∂L

∂ux

= −v eu uy,
∂L

∂uy

= −v eu ux,
∂L

∂uxy

= −
1

2
v eu.

As derivadas totais que aparecem no vetor conservado são dadas por

Dy

∂L

∂uxy

= −
1

2
eu (vy + v uy), Dx

∂L

∂uyx

= −
1

2
eu (vx + v ux).

Seja o gerador infinitesimal geral

Z = (c2 + c1 t)
∂

∂t
+ (c3 + c5 x)

∂

∂x
+ (c4 + c6 y)

∂

∂y
− (c1 − c5 − c6)

∂

∂u
,

onde c1, c2, c3, c4, c5 e c6 são constantes arbitrárias.

A sua caracteŕıstica é

W = −c1 + c5 + c6 − (c2 + c1 t) ut − (c3 + c5 x) ux − (c4 + c6 y) uy,

e suas derivadas totais são

DxW = −c5 ux − (c2 + c1 t) uxt − (c3 + c5 x) uxx − (c4 + c6 y) uxy

DyW = −c6 uy − (c2 + c1 t) uyt − (c3 + c5 x) uyx − (c4 + c6 y) uyy,

Então as componentes do vetor conservado são dadas por

C1 = W
∂L

∂ut

= − (c1 − c5 − c6 + (c2 + c1 t) ut + (c3 + c5 x) ux + (c4 + c6 y) uy) v,

C2 = W

(

∂L

∂ux

−Dy

∂L

∂uxy

)

+ (DyW )
∂L

∂uxy
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= (c1 − c5 − c6 + (c2 + c1 t) ut + (c3 + c5 x) ux + (c4 + c6 y) uy) (v e
u uy

−
1

2
eu (vy + v uy)

)

+
1

2
(c6 uy + (c2 + c1 t) uyt + (c3 + c5 x) uyx + (c4 + c6 y) uyy) v e

u,

C3 = W

(

∂L

∂uy

−Dx

∂L

∂uyx

)

+ (DxW )
∂L

∂uyx

= (c1 − c5 − c6 + (c2 + c1 t) ut + (c3 + c5 x) ux + (c4 + c6 y) uy) (v e
u ux

−
1

2
eu (vx + v ux)

)

+
1

2
(c5 ux + (c2 + c1 t) uxt + (c3 + c5 x) uxx + (c4 + c6 y) uxy) v e

u,

ou seja,

C1 = − (c1 − c5 − c6 + (c2 + c1 t) ut + (c3 + c5 x) ux + (c4 + c6 y) uy) (a+ b),

C2 = (c1 − c5 − c6 + (c2 + c1 t) ut + (c3 + c5 x) ux + (c4 + c6 y) uy)
1

2
eu ((a+ b) uy − vy)

+
1

2
(c6 uy + (c2 + c1 t) uyt + (c3 + c5 x) uyx + (c4 + c6 y) uyy) (a+ b) eu,

C3 = (c1 − c5 − c6 + (c2 + c1 t) ut + (c3 + c5 x) ux + (c4 + c6 y) uy)
1

2
eu ((a+ b) ux − vx)

+
1

2
(c5 ux + (c2 + c1 t) uxt + (c3 + c5 x) uxx + (c4 + c6 y) uxy) (a+ b) eu. (3.20)

• Para o gerador Z1, as componentes do vetor conservado (3.20) são

C1 = −(1 + t ut) (a+ b),

C2 =
1

2
eu ((a+ b) uy − vy)(1 + t ut) +

1

2
(a+ b) eu t uyt,

C3 =
1

2
eu ((a+ b) ux − vx)(1 + t ut) +

1

2
(a+ b) eu t uxt.

Como

C1 = −(1 + t ut) (a+ b) = −(a+ b)− (a+ b) t ut

= −(a+ b)−Dx(b e
u t uy)−Dy(a e

u t ux),

então transferimos a derivada total em x para C2 como derivada total em t, e obtemos
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a nova componente

C2 =
1

2
eu ((a+ b) uy − vy)(1 + t ut) +

1

2
(a+ b) eu t uyt − b eu uy − t b (eu ut uy + eu uty)

=
1

2
eu [(a+ b) uy − vy + ((a+ b) uy − vy) t ut + (a+ b) t uyt]

− b eu (uy + t (ut uy + uty))

=
1

2
eu (−vy + (a− b) uy − vy t ut + (a− b) uy t ut + (a− b) t uyt)

=
1

2
eu (−vy + (a− b) uy) +

1

2
Dy((a− b) eu t ut).

Transferindo a derivada total em y, de C1 para C3 como derivada total em

t obtemos a nova componente

C3 =
1

2
eu ((a+ b) ux − vx)(1 + t ut) +

1

2
(a+ b) eu t uxt − a eu ux − t a (eu ut ux + eu utx)

=
1

2
eu [(a+ b) ux − vx + ((a+ b) ux − vx) t ut + (a+ b) t uxt]

− a eu (ux + t (ut ux + utx))

=
1

2
eu (−vx + (b− a) ux − vx t ut + (b− a) ux t ut + (b− a) t uxt)

=
1

2
eu (−vx + (b− a) ux) +

1

2
Dx((b− a) eu t ut).

Finalmente transferimos a derivada total em y, de C2 para C3 como derivada

total em x para obtermos as componentes simplificadas do vetor conservado

C1 = −(a+ b), C2 = −
1

2
by e

u +
1

2
(a− b) eu uy, C3 = −

1

2
ax e

u +
1

2
(b− a) eu ux.

• Para o gerador Z2, as componentes do vetor conservado (3.20) são

C1 = −(a+ b) ut,

C2 =
1

2
(eu (a+ b) uy − eu vy)ut +

1

2
(a+ b) eu uyt,

C3 =
1

2
(eu (a+ b) ux − eu vx)ut +

1

2
(a+ b) eu uxt.

Como

C1 = −(a+ b) ut = −Dx(b e
u uy)−Dy(a e

u ux),
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então transferimos a derivada total em x para C2 como derivada total em t, e obtemos

a nova componente

C2 =
1

2
eu [((a+ b) uy − vy) ut + (a+ b) uyt]− b eu (ut uy + uty)

=
1

2
eu (−vy ut + (a− b) uy ut + (a− b) uyt)

=
1

2
Dy((a− b) eu ut).

Transferindo a derivada total em y, de C1 para C3 como derivada total em

t, obtemos a nova componente

C3 =
1

2
eu [((a+ b) ux − vx) ut + (a+ b) uxt]− a eu (ut ux + utx)

=
1

2
eu (−vx ut + (b− a) ux ut + (b− a) uxt)

=
1

2
Dx((b− a) eu ut).

Finalmente, transferimos a derivada total em y, de C2 para C3 como derivada

total em x para obtermos uma lei de conservação trivial do primeiro tipo.

• Para o gerador Z3, as componentes do vetor conservado (3.20) são

C1 = −(a+ b) ux,

C2 =
1

2
eu [((a+ b) uy − vy) ux + (a+ b) uyx],

C3 =
1

2
eu [((a+ b) ux − vx) ux + (a+ b) uxx].

Como

C1 = −(a+ b) ux = −Dx((a+ b) u) + vx u,

transferindo a derivada total em x para C2 como derivada total em t, temos a nova

componente

C2 =
1

2
eu [((a+ b) uy − vy) ux + (a+ b) uyx]− (a+ b) eu (ux uy + uxy)

= −
1

2
eu (vy ux + (a+ b) uy ux + (a+ b) uyx)

= −
1

2
Dy((a+ b) eu ux).
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Transferindo a derivada total em y, de C2 para C3 como derivada total em

x, obtemos a nova componente

C3 =
1

2
eu [((a+ b) ux − vx) ux + (a+ b) uxx]−

1

2
eu (vx ux + (a+ b) ux ux + (a+ b) uxx)

= −eu vx ux.

Assim as componentes simplificadas são dadas por

C1 = ax u, C2 = 0, C3 = −ax e
u ux.

• Para o gerador Z4, as componentes do vetor conservado (3.20) são

C1 = −(a+ b) uy,

C2 =
1

2
eu [((a+ b) uy − vy) uy + (a+ b) uyy],

C3 =
1

2
eu [((a+ b) ux − vx) uy + (a+ b) uxy].

Como

C1 = −(a+ b) uy = −Dy((a+ b) u) + vy u,

então transferimos a derivada total em y para C3 como derivada total em t, e obtemos

a nova componente

C3 =
1

2
eu [((a+ b) ux − vx) uy + (a+ b) uxy]− (a+ b) eu (ux uy + uxy)

= −
1

2
eu (vx uy + (a+ b) uy ux + (a+ b) uxy)

= −
1

2
Dx((a+ b) eu uy).

Transferindo a derivada total em x, de C3 para C2 como derivada total em

y, obtemos a nova componente

C2 =
1

2
eu [((a+ b) uy − vy) uy + (a+ b) uyy]−

1

2
eu (vy uy + (a+ b) uy uy + (a+ b) uyy)

= −eu vy uy.
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Assim as componentes simplificadas do vetor conservado são dadas por

C1 = by u, C2 = −by e
u uy, C3 = 0.

• Para o gerador Z5, as componentes do vetor conservado (3.20) são

C1 = (a+ b)(1− x ux),

C2 = −
1

2
eu [((a+ b) uy − vy)(1− x ux)− (a+ b) x uyx],

C3 = −
1

2
eu [((a+ b) ux − vx)(1− x ux)− (a+ b)(ux + x uxx)].

Como

C1 = (a+ b)(1− x ux) = a+ b− (a+ b) x ux = a+ b−Dx((a+ b) x u) + (vx x+ a+ b) u,

então transferimos a derivada total em x para C2 como derivada total em t, e obtemos

a nova componente

C2 = −
1

2
eu [((a+ b) uy − vy)(1− x ux)− (a+ b) x uyx]− (a+ b) x eu (ux uy + uxy)

= −
1

2
eu [(a+ b) uy − vy − ((a+ b) uy − vy) x ux − (a+ b) x uyx]

− (a+ b) x eu (ux uy + uxy)

= −
1

2
eu [−vy + (a+ b) uy + vy x ux + (a+ b) uy x ux + (a+ b) x uyx]

= −
1

2
eu (−vy + (a+ b) uy)−

1

2
Dy((a+ b) eu x ux).

Transferindo a derivada total em y, de C2 para C3 como derivada total em

x, obtemos a nova componente

C3 = −
1

2
eu [((a+ b) ux − vx)(1− x ux)− (a+ b)(ux + x uxx)]

−
1

2
eu [(a+ b) ux + vx x ux + (a+ b) ux x ux + (a+ b) x uxx]

= −
1

2
eu (−vx + (a+ b) ux + 2 vx x ux).

Assim as componentes simplificadas do vetor conservado são dadas por

C1 = x ax u+ (a+ b)(1 + u),

C2 =
1

2
by e

u −
1

2
(a+ b) eu uy,

C3 =
1

2
ax e

u −

(

x ax +
1

2
(a+ b)

)

eu ux.
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• Para o gerador Z6, as componentes do vetor conservado (3.20) são

C1 = (a+ b) (1− y uy),

C2 = −
1

2
eu [((a+ b) uy − vy)(1− y uy) + (a+ b) (uy + y uyy)],

C3 = −
1

2
eu [((a+ b) ux − vx)(1− y uy) + (a+ b) y uxy].

Como

C1 = a+ b− (a+ b) y uy = a+ b−Dy((a+ b) y u) + (vy y + a+ b) u

então transferimos a derivada total em y para C3 como derivada total em t:

C3 = −
1

2
eu [((a+ b) ux − vx)(1− y uy) + (a+ b) y uxy]− (a+ b) y eu (ux uy + uxy)

= −
1

2
eu [−vx + (a+ b) ux + vx y uy + (a+ b) ux y uy + (a+ b) y uxy]

= −
1

2
eu (−vx + v ux) +

1

2
Dx((a+ b) eu y uy).

Transferindo a derivada total em x, de C3 para C2 como derivada total em

y, temos a nova componente

C2 = −
1

2
eu [((a+ b) uy − vy)(1− y uy) + (a+ b) (uy + y uyy)]

−
1

2
eu ((a+ b) uy + vy y uy + (a+ b) uy y uy + (a+ b) y uyy)

= −
1

2
eu (−vy + (a+ b) uy + 2 vy y uy).

Assim as componentes simplificadas são dadas por

C1 = y by u+ (a+ b) (1 + u),

C2 =
1

2
by e

u −

(

y by +
1

2
(a+ b)

)

eu uy,

C3 =
1

2
ax e

u −
1

2
(a+ b)eu ux.

Portanto, provamos o quarto corolário doNTLC, o Corolário 1.10, página

15.
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3.5 A equação do fluxo de Ricci modificada

A equação do fluxo de Ricci modificada é uma equação do calor não-linear

generalizada

ut =
1

u
uxy −

1

u2
ux uy +

a

a t+ c
u (3.21)

é do tipo (3.1) com as funções coeficientes dadas por

A =
1

u
, B = −

1

u2
, G =

a

a t+ c
u, R = 1, C = D = E = F = P = Q = 0,

onde a t+ c 6= 0 e a 6= 0.

Aplicando o Teorema 1.1 segue o Corolário 1.11.

Demonstração do Corolário 1.11: A equação (1.23) nos dá

−ϕ
1

u2
+ ϕu

1

u
= −ϕ

1

u2
, ou seja, ϕ = ϕ(t, x, y).

Da equação (1.26) e G = a
a t+c

u obtemos

−

(

ϕt +
1

u
ϕxy

)

= ϕ
a

a t+ c
,

Dáı segue que

ϕt +
a

a t+ c
ϕ = 0, ϕxy = 0.

Assim, a função ϕ que satisfaz a definição de equação não-linearmente autoadjunta é

ϕ(t, x, y) =
A(x) + B(y)

a t+ c
,

com A = A(x) e B = B(y) funções diferenciáveis tais que A(x) + B(y) 6= 0. ❖

A seguir aplicaremos o Algoritmo do NTLC para obtermos algumas leis

de conservação para a equação (3.21). As suas simetrias de Lie geram uma álgebra de

Lie 6-dimensional (calculada em [12]):

X1 = (a t+ c)
∂

∂t
+ a u

∂

∂u
, X2 = (a t+ c) ln(a t+ c)

∂

∂t
+ a(1 + ln(a t+ c))u

∂

∂u
,
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X3 =
∂

∂x
, X4 =

∂

∂y
, X5 = x

∂

∂x
− u

∂

∂u
, X6 = y

∂

∂y
− u

∂

∂u
.

Considerando a variável adjunta v = A(x)+B(y)
a t+c

dada na demonstração do

Corolário 1.11, a Lagrangeana formal é dada por

L = v ut −
1

2

v

u
uxy −

1

2

v

u
uyx +

v

u2
ux uy −

a

a t+ c
v u.

As derivadas parciais de L são dadas por

∂L

∂ut

= v,
∂L

∂ux

=
v

u2
uy,

∂L

∂uy

=
v

u2
ux,

∂L

∂uxy

= −
1

2

v

u
.

As derivadas totais que aparecem no vetor conservado são dadas por

Dy

∂L

∂uxy

= −
1

2

vy
u

+
1

2

v

u2
uy, Dx

∂L

∂uyx

= −
1

2

vx
u

+
1

2

v

u2
ux.

Seja o gerador infinitesimal geral

X = (a t+ c) (c1 + c2 ln(a t+ c))
∂

∂t
+ (c3 + c5 x)

∂

∂x
+ (c4 + c6 y)

∂

∂y

+ [c1 a+ c2 a (1 + ln(a t+ c))− c5 − c6] u
∂

∂u
,

onde c1, c2, c3, c4, c5 e c6 são constantes arbitrárias.

A sua caracteŕıstica é

W = [c1 a+ c2 a (1 + ln(a t+ c))− c5 − c6] u− (a t+ c) (c1 + c2 ln(a t+ c)) ut

− (c3 + c5 x) ux − (c4 + c6 y) uy,

e suas derivadas totais são

DxW = −c5 ux + [c1 a+ c2 a (1 + ln(a t+ c))− c5 − c6] ux

− (a t+ c) (c1 + c2 ln(a t+ c)) uxt − (c3 + c5 x) uxx − (c4 + c6 y) uxy

= [c1 a+ c2 a (1 + ln(a t+ c))− 2 c5 − c6] ux − (a t+ c) (c1 + c2 ln(a t+ c)) uxt

− (c3 + c5 x) uxx − (c4 + c6 y) uxy

DyW = −c6 uy + [c1 a+ c2 a (1 + ln(a t+ c))− c5 − c6] uy

− (a t+ c) (c1 + c2 ln(a t+ c)) uyt − (c3 + c5 x) uyx − (c4 + c6 y) uyy

= [c1 a+ c2 a (1 + ln(a t+ c))− c5 − 2 c6] uy − (a t+ c) (c1 + c2 ln(a t+ c)) uyt

− (c3 + c5 x) uyx − (c4 + c6 y) uyy.
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Então as componentes do vetor conservado são dadas por

C1 = W
∂L

∂ut

= [[c1 a+ c2 a (1 + ln(a t+ c))− c5 − c6] u− (a t+ c) (c1 + c2 ln(a t+ c)) ut

− (c3 + c5 x) ux − (c4 + c6 y) uy] v,

C2 = W

(

∂L

∂ux

−Dy

∂L

∂uxy

)

+ (DyW )
∂L

∂uxy

= [[c1 a+ c2 a (1 + ln(a t+ c))− c5 − c6] u− (a t+ c) (c1 + c2 ln(a t+ c)) ut

− (c3 + c5 x) ux − (c4 + c6 y) uy]

(

v

u2
uy +

1

2

vy
u

−
1

2

v

u2
uy

)

+ [[c1 a+ c2 a (1 + ln(a t+ c))− c5 − 2 c6] uy − (a t+ c) (c1 + c2 ln(a t+ c)) uyt

− (c3 + c5 x) uyx − (c4 + c6 y) uyy]

(

−
1

2

v

u

)

,

C3 = W

(

∂L

∂uy

−Dx

∂L

∂uyx

)

+ (DxW )
∂L

∂uyx

= [[c1 a+ c2 a (1 + ln(a t+ c))− c5 − c6] u− (a t+ c) (c1 + c2 ln(a t+ c)) ut

− (c3 + c5 x) ux − (c4 + c6 y) uy]

(

v

u2
ux +

1

2

vx
u

−
1

2

v

u2
ux

)

+ [[c1 a+ c2 a (1 + ln(a t+ c))− 2 c5 − c6] ux − (a t+ c) (c1 + c2 ln(a t+ c)) uxt

− (c3 + c5 x) uxx − (c4 + c6 y) uxy]

(

−
1

2

v

u

)

,

ou seja,

C1 = [[c1 a+ c2 a (1 + ln(a t+ c))− c5 − c6] u− (a t+ c) (c1 + c2 ln(a t+ c)) ut

− (c3 + c5 x) ux − (c4 + c6 y) uy] v,

C2 = [[c1 a+ c2 a (1 + ln(a t+ c))− c5 − c6] u− (a t+ c) (c1 + c2 ln(a t+ c)) ut

− (c3 + c5 x) ux − (c4 + c6 y) uy]

(

1

2

vy
u

+
1

2

v

u2
uy

)

−
1

2
[[c1 a+ c2 a (1 + ln(a t+ c))− c5 − 2 c6] uy − (a t+ c) (c1 + c2 ln(a t+ c)) uyt

− (c3 + c5 x) uyx − (c4 + c6 y) uyy]
v

u
,

C3 = [[c1 a+ c2 a (1 + ln(a t+ c))− c5 − c6] u− (a t+ c) (c1 + c2 ln(a t+ c)) ut

− (c3 + c5 x) ux − (c4 + c6 y) uy]

(

1

2

vx
u

+
1

2

v

u2
ux

)
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−
1

2
[[c1 a+ c2 a (1 + ln(a t+ c))− 2 c5 − c6] ux − (a t+ c) (c1 + c2 ln(a t+ c)) uxt

− (c3 + c5 x) uxx − (c4 + c6 y) uxy]
v

u
. (3.22)

• Para o gerador X1, as componentes do vetor conservado (3.22) são

C1 =
A+B

a t+ c
(a u− (a t+ c) ut),

C2 =

(

1

2

vy
u

+
1

2

v

u2
uy

)

(a u− (a t+ c) ut)−
1

2
(a uy − (a t+ c) uyt)

v

u

=
1

2

1

u2
(v uy + vy u)(a u− (a t+ c) ut)−

1

2

v

u
(a uy − (a t+ c) uyt),

C3 =

(

1

2

vx
u

+
1

2

v

u2
ux

)

(a u− (a t+ c) ut) +−
1

2
(a ux − (a t+ c) uxt)

v

u

=
1

2

1

u2
(v ux + vx u)(a u− (a t+ c) ut)−

1

2

v

u
(a ux − (a t+ c) uxt).

Como

C1 =
A+B

a t+ c
(a u− (a t+ c) ut) =

A+B

a t+ c
a u− (A+B) ut

=
A+B

a t+ c
a u− B

(

Dx

(uy

u

)

+
a u

a t+ c

)

− A

(

Dy

(ux

u

)

+
a u

a t+ c

)

= −Dx

(

B
uy

u

)

−Dy

(

A
ux

u

)

,

então transferimos a derivada total em x, de C1 para C2 como derivada total em t, e

obtemos a nova componente

C2 =
1

2
a vy −

1

2

vy
u
(a t+ c) ut −

1

2

v

u2
(a t+ c) ut uy +

1

2

v

u
(a t+ c) uyt − B

(uty

u
−

uy ut

u2

)

=
1

2
a vy −

1

2

vy
u
(a t+ c) ut −

1

2

A− B

u2
ut uy +

1

2

A− B

u
uyt

=
1

2
a vy −

1

2

vy
u
(a t+ c) ut −

1

2

A− B

u2
ut uy +Dy

(

1

2

A− B

u
ut

)

+
1

2

By

u
ut

+
1

2

A− B

u2
ut uy

=
a

2

By

a t+ c
+Dy

(

1

2

A− B

u
ut

)

= Dy

(

a

2

B

a t+ c
+

1

2

A− B

u
ut

)

.
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Transferindo a derivada total em y, de C1 para C3 como derivada total em

t obtemos a nova componente

C3 =
1

2
a vx −

1

2

vx
u

(a t+ c) ut −
1

2

v

u2
(a t+ c) ut ux +

1

2

v

u
(a t+ c) uxt − A

(utx

u
−

ux ut

u2

)

=
1

2
a vx −

1

2

vx
u

(a t+ c) ut −
1

2

B − A

u2
ut ux +

1

2

B − A

u
uxt

=
1

2
a vx −

1

2

vx
u

(a t+ c) ut −
1

2

B − A

u2
ut ux +Dx

(

1

2

B − A

u
ut

)

+
1

2

Ax

u
ut

+
1

2

B − A

u2
ut ux

=
a

2

Ax

a t+ c
+Dx

(

1

2

B − A

u
ut

)

= Dx

(

a

2

A

a t+ c
+

1

2

B − A

u
ut

)

.

Transferindo a derivada total em y, de C2 para C3 como derivada total em

x, obtemos uma lei de conservação trivial do primeiro tipo.

• Para o gerador X2, as componentes do vetor conservado (3.22) são

C1 = v [a (1 + ln(a t+ c)) u− (a t+ c) ln(a t+ c) ut]

= v a u+ ln(a t+ c) v (a u− (a t+ c) ut),

C2 =
1

2

1

u2
(v uy + vy u)[a (1 + ln(a t+ c)) u− (a t+ c) ln(a t+ c) ut]−

1

2

v

u
[a (1 + ln(a t+ c)) uy − (a t+ c) ln(a t+ c) uyt],

C3 =
1

2

1

u2
(v ux + vx u)[a (1 + ln(a t+ c)) u− (a t+ c) ln(a t+ c) ut]−

1

2

v

u
[a (1 + ln(a t+ c)) ux − (a t+ c) ln(a t+ c) uxt].

Como

C1 = v a u− ln(a t+ c)

(

Dx

(

B

u
uy

)

+Dy

(

A

u
ux

))

,

então transformamos a derivada total em x em derivada total em t:

−Dt

(

ln(a t+ c)
B

u
uy

)

= −
a

a t+ c

B

u
uy − ln(a t+ c)B

(uty

u
−

uy ut

u2

)

,
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depois a transferimos para a componente C2:

C2 =
1

2
a (1 + ln(a t+ c)) vy −

1

2

vy
u
(a t+ c) ln(a t+ c) ut −

1

2

v

u2
(a t+ c) ln(a t+ c) ut uy

+
1

2

v

u
(a t+ c) ln(a t+ c) uyt −

a

a t+ c

B

u
uy − ln(a t+ c)B

(uty

u
−

uy ut

u2

)

=
1

2
a (1 + ln(a t+ c)) vy −

1

2

vy
u
(a t+ c) ln(a t+ c) ut −

a

a t+ c

B

u
uy

−
A− B

2
ln(a t+ c)

(uy ut

u2
−

uty

u

)

=
1

2
a (1 + ln(a t+ c)) vy −

1

2

vy
u
(a t+ c) ln(a t+ c) ut −

a

a t+ c

B

u
uy

−
A− B

2
ln(a t+ c)

uy ut

u2
+Dy

(

1

2

A− B

u
ln(a t+ c) ut

)

+
1

2

By

u
ln(a t+ c) ut +

1

2

A− B

u2
ln(a t+ c) uy ut

=
1

2
a (1 + ln(a t+ c))

By

a t+ c
−

a

a t+ c

B

u
uy +Dy

(

1

2

A− B

u
ln(a t+ c) ut

)

= −
a

a t+ c

B

u
uy +Dy

(

1

2
a (1 + ln(a t+ c))

B

a t+ c
+

1

2

A− B

u
ln(a t+ c) ut

)

.

Agora transformamos a derivada total em y, de C1 em uma derivada total

em t:

−Dt

(

ln(a t+ c)
A

u
ux

)

= −
a

a t+ c

A

u
ux − ln(a t+ c)A

(utx

u
−

ux ut

u2

)

,

depois a transferimos para a componente C3:

C3 =
1

2
a (1 + ln(a t+ c)) vx −

1

2

vx
u

(a t+ c) ln(a t+ c) ut −
1

2

v

u2
(a t+ c) ln(a t+ c) ut ux

+
1

2

v

u
(a t+ c) ln(a t+ c) uxt −

a

a t+ c

A

u
ux − ln(a t+ c)A

(utx

u
−

ux ut

u2

)

=
1

2
a (1 + ln(a t+ c)) vx −

1

2

vx
u

(a t+ c) ln(a t+ c) ut −
a

a t+ c

A

u
ux

−
B − A

2
ln(a t+ c)

(ux ut

u2
−

utx

u

)

=
1

2
a (1 + ln(a t+ c)) vx −

1

2

vx
u

(a t+ c) ln(a t+ c) ut −
a

a t+ c

A

u
ux

−
B − A

2
ln(a t+ c)

ux ut

u2
+Dx

(

1

2

B − A

u
ln(a t+ c) ut

)

+
1

2

Ax

u
ln(a t+ c) ut +

1

2

B − A

u2
ln(a t+ c) ux ut
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=
1

2
a (1 + ln(a t+ c))

Ax

a t+ c
−

a

a t+ c

A

u
ux +Dx

(

1

2

B − A

u
ln(a t+ c) ut

)

= −
a

a t+ c

A

u
ux +Dx

(

1

2
a (1 + ln(a t+ c))

A

a t+ c
+

1

2

B − A

u
ln(a t+ c) ut

)

.

Transferindo a derivada total em y, de C2 para C3 como derivada total em

x, temos as componentes simplificadas do vetor conservado

C1 =
A+B

a t+ c
a u, C2 = −

a

a t+ c

B

u
uy, C3 = −

a

a t+ c

A

u
ux.

• Para o gerador X3, as componentes do vetor conservado (3.22) são

C1 = −v ux = −Dx(v u) + vx u,

C2 = −
1

2

1

u2
(v uy + vy u) ux +

1

2

v

u
uyx,

C3 = −
1

2

1

u2
(v ux + vx u) ux +

1

2

v

u
uxx.

Transferindo a derivada total em x, de C1 para C2 como derivada total em

t, obtemos a nova componente

C2 = −
1

2

1

u2
(v uy + vy u) ux +

1

2

v

u
uyx −Dt

(

A+B

a t+ c
u

)

= −
1

2

1

u2
(v uy + vy u) ux +

1

2

v

u
uyx +

a (A+B)

(a t+ c)2
u− v ut

= −
1

2

1

u2
(v uy + vy u) ux +

1

2

v

u
uyx +

a

a t+ c
v u− v

(

1

u
uxy −

1

u2
ux uy +

a

a t+ c
u

)

= −
1

2

1

u2
(v uy + vy u) ux +

1

2

v

u
uyx − v

(

1

u
uxy −

1

u2
ux uy

)

= −
1

2

1

u
vy ux −

1

2
v

(

1

u
uxy −

1

u2
ux uy

)

= −
1

2

1

u
vy ux −

1

2
vDy

(ux

u

)

= −Dy

(

1

2

v

u
ux

)

.

Agora transferimos a derivada total em y, de C2 para C3 como derivada

total em x, e a nova componente C3 torna-se

C3 = −
1

2

1

u2
(v ux + vx u) ux +

1

2

v

u
uxx −

1

2

1

u
vx ux −

1

2
vDx

(ux

u

)

= −
1

u
vx ux.
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Assim as componentes do vetor conservado são dadas por

C1 =
Ax

a t+ c
u, C2 = 0, C3 = −

Ax

a t+ c

ux

u
.

• Para o gerador X4, as componentes do vetor conservado (3.22) são

C1 = −v uy = −Dy(v u) + vy u,

C2 = −
1

2

1

u2
(v uy + vy u) uy +

1

2

v

u
uyy,

C3 = −
1

2

1

u2
(v ux + vx u) uy +

1

2

v

u
uxy.

Transferindo a derivada total em y, de C1 para C3 como derivada total em

t, temos a nova componente

C3 = −
1

2

1

u2
(v ux + vx u) uy +

1

2

v

u
uxy −Dt(v u)

= −
1

2

1

u2
(v ux + vx u) uy +

1

2

v

u
uxy +

a

a t+ c
v u− v

(

1

u
uxy −

1

u2
ux uy +

a

a t+ c
u

)

= −
1

2

1

u2
(v ux + vx u)uy +

1

2

v

u
uxy − v

(

1

u
uxy −

1

u2
ux uy

)

= −
1

2

1

u
vx uy −

1

2
v

(

1

u
uxy −

1

u2
ux uy

)

= −
1

2

1

u
vx uy −

1

2
vDx

(uy

u

)

= −Dx

(

1

2

v

u
uy

)

.

Agora transferimos a derivada total em x, de C3 para C2 como derivada

total em y:

C2 = −
1

2

1

u2
(v uy + vy u) uy +

1

2

v

u
uyy −

1

2

1

u
vy uy −

1

2
vDy

(uy

u

)

= −
1

u
vy uy.

Assim as componentes do vetor conservado são dadas por

C1 =
By

a t+ c
u, C2 = −

By

a t+ c

uy

u
, C3 = 0.

103



• Para o gerador X5, as componentes do vetor conservado (3.22) são

C1 = −v (u+ x ux) = −Dx(v x u) + x vx u,

C2 = −
1

2

1

u2
(v uy + vy u)(u+ x ux) +

1

2

v

u
(uy + x uyx),

C3 = −
1

2

1

u2
(v ux + vx u)(u+ x ux) +

1

2

v

u
(2 ux + x uxx).

Transferindo a derivada total em x, de C1 para C2 como derivada total em

t, obtemos a nova componente

C2 = −
1

2

1

u2
(v uy + vy u)(u+ x ux) +

1

2

v

u
(uy + x uyx)−Dt(v x u)

= −
1

2

(

vy +
1

u2
v uy x ux +

1

u
vy x ux −

v

u
x uyx

)

− x v

(

1

u
uxy −

1

u2
ux uy

)

= −
1

2

(

vy −
1

u2
v x uy ux +

1

u
vy x ux +

v

u
x uyx

)

= −
1

2

(

By

a t+ c
+Dy

(ux

u
v x
)

)

= −
1

2
Dy

(

B

a t+ c
+

ux

u
v x

)

.

Agora transferimos a derivada total em y, de C2 para C3 como derivada

total em x:

C3 = −
1

2

1

u2
(v ux + vx u)(u+ x ux) +

1

2

v

u
(2 ux + x uxx)−

1

2
Dx

(

B

a t+ c
+

ux

u
v x

)

= −
1

2

(

vx −
v

u
ux +

1

u2
v ux x ux +

1

u
vx x ux −

v

u
x uxx

)

−
1

2

(

−
1

u2
v x ux ux +

1

u
vx x ux

)

−
1

2

(v

u
x uxx +

ux

u
v
)

= −
1

2

(

vx +
2

u
vx x ux

)

.

Assim as componentes do vetor conservado são dadas por

C1 =
Ax

a t+ c
x u, C2 = 0, C3 = −

1

2

Ax

a t+ c

(

1 +
2

u
x ux

)

.
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• Para o gerador X6, as componentes do vetor conservado (3.22) são

C1 = −v (u+ y uy) = −Dy(v y u) + y vy u,

C2 = −
1

2

1

u2
(v uy + vy u)(u+ y uy) +

1

2

v

u
(2 uy + y uyy),

C3 = −
1

2

1

u2
(v ux + vx u)(u+ y uy) +

1

2

v

u
(ux + y uxy).

Transferindo a derivada total em y, de C1 para C3 como derivada total em

t, temos a nova componente

C3 = −
1

2

1

u2
(v ux + vx u)(u+ y uy) +

1

2

v

u
(ux + y uxy)−Dt(v y u)

= −
1

2

(

vx +
1

u2
v ux y uy +

1

u
vx y uy −

v

u
y uxy

)

− y v

(

1

u
uxy −

1

u2
ux uy

)

= −
1

2

(

vx −
1

u2
v y uy ux +

1

u
vx y uy +

v

u
y uxy

)

= −
1

2

(

Ax

a t+ c
+Dx

(uy

u
v y
)

)

= −
1

2
Dx

(

A

a t+ c
+

uy

u
v y

)

.

Agora transferimos a derivada total em x, de C3 para C2 como derivada

total em y, e a componente C2 torna-se

C2 = −
1

2

1

u2
(v uy + vy u)(u+ y uy) +

1

2

v

u
(2 uy + y uyy)−

1

2
Dy

(

A

a t+ c
+

uy

u
v y

)

= −
1

2

(

vy −
v

u
uy +

1

u2
v uy y uy +

1

u
vy y uy −

v

u
y uyy

)

−
1

2

(

−
1

u2
v y uy uy +

1

u
vy y uy

)

−
1

2

(v

u
y uyy +

uy

u
v
)

= −
1

2

(

vy +
2

u
vy y uy

)

.

Assim as componentes do vetor conservado são dadas por

C1 =
By

a t+ c
y u, C2 = −

1

2

By

a t+ c

(

1 +
2

u
y uy

)

, C3 = 0.

Portanto, provamos o quinto corolário do NTLC, o Corolário 1.12, página

16.
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Caṕıtulo 4

Uma classe de equações evolutivas

do segundo tipo

Neste caṕıtulo provamos o Teorema 1.2 e seus corolários, além disso cal-

culamos as leis de conservação para as equações do fluxo geométrico hiperbólico e a

equação modificada. Obtemos condições necessárias e suficientes para que a classe de

equações evolutivas de segunda ordem quaselineares do segundo tipo

F := Rutt−Auxy−B ux uy−C uxx−Duyy−E uy−F ux−P u2
x−Qu2

y−G−H ut−I u2
t = 0,

(4.1)

seja não-linearmente autoadjunta.

Nas seções seguintes aplicaremos o Teorema 1.2 e o NTLC para obter as

leis de conservação para as equações supracitadas.

4.1 O segundo teorema principal

O segundo teorema principal nos dá condições necessárias e suficientes para

que a classe de equações do segundo tipo (4.1) seja não-linearmente autoadjunta.

Primeiramente calculamos para à equação (4.1) a sua equação adjunta.
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Proposição 4.1: A equação adjunta à equação (4.1) é dada por

F∗ := Rvtt − Avxy − C vxx −D vyy

+ [(B − Au) uy + 2 (P − Cu) ux + F − Ay − 2Cx] vx

+ [(B − Au) ux + 2 (Q−Du) uy + E − Ax − 2Dy] vy

+ (H + 2Rt + 2 (I +Ru) ut) vt

+ [2 (I +Ru) utt + 2(B − Au) uxy + (Bu − Auu) ux uy + 2 (P − Cu) uxx (4.2)

+ 2 (Q−Du) uyy + (Bx − Axu + 2 (Qy −Dyu)) uy

+ (By − Ayu + 2 (Px − Cxu)) ux + (Pu − Cuu) u
2
x

+ (Qu −Duu) u
2
y +Rtt − Axy − Cxx −Dyy

+ Ey + Fx +Ht −Gu + 2 (It +Rtu) ut + (Iu +Ruu) u
2
t ] v = 0.

Demonstração: De fato, sua Lagrangeana formal é dada por

L = v (Rutt − Auxy − B ux uy − C uxx −Duyy − E uy − F ux − P u2
x −Qu2

y −G

− H ut − I u2
t ).

As respectivas derivadas parciais de L são dadas por

∂L

∂u
= v (Ru utt − Au uxy − Bu ux uy − Cu uxx −Du uyy − Eu uy − Fu ux − Pu u

2
x −Qu u

2
y

− Gu −Hu ut − Iu u
2
t ),

∂L

∂ut

= −v (H + 2 I ut),
∂L

∂ux

= −v (B uy + 2P ux + F ),
∂L

∂uy

= −v (2Quy +B ux + E),

∂L

∂utt

= v R,
∂L

∂uxx

= −v C,
∂L

∂uyy

= −v D,
∂L

∂uxy

= −v A.

As derivadas totais que aparecem no operador de Euler-Lagrange são dadas por

−Dt

∂L

∂ut

=(2 I ut +H) vt + (2 I utt + (Hu + 2 It) ut + 2 Iu u
2
t +Ht) v,

−Dx

∂L

∂ux

=(B uy + 2P ux + F ) vx + (B uxy +Bu ux uy + 2P uxx +Bx uy + (Fu + 2Px) ux

+ 2Pu u
2
x + Fx) v,
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−Dy

∂L

∂uy

=(2Quy +B ux + E) vy + (B uxy +Bu ux uy + 2Quyy + (Eu + 2Qy) uy +By ux

+ 2Qu u
2
y + Ey) v,

Dt

∂L

∂utt

=Rvt + (Rt +Ru ut) v,

D2
t

∂L

∂utt

=Rvtt + 2 (Rt +Ru ut) vt + (Ru utt + 2Rtu ut +Ruu u
2
t +Rtt) v,

Dx

∂L

∂uxy

=− Avx − (Ax + Au ux) v,

DyDx

∂L

∂uxy

=− Avxy − (Ax + Au ux) vy − (Ay + Au uy) vx − (Au uxy + Auu ux uy + Axu uy

+ Ayu ux + Axy) v,

Dx

∂L

∂uxx

=− C vx − (Cx + Cu ux) v,

D2
x

∂L

∂uxx

=− C vxx − 2 (Cx + Cu ux) vx − (Cu uxx + Cuu u
2
x + 2Cxu ux + Cxx) v,

Dy

∂L

∂uyy

=−D vy − (Dy +Du uy) v,

D2
y

∂L

∂uyy

=−D vyy − 2 (Dy +Du uy) vy − (Du uyy + 2Dyu uy +Duu u
2
y +Dyy) v,

Substituindo tais expressões na fórmula para a equação adjunta, Definição

2.3, obtemos a equação (4.2). ❖

Em segundo lugar determinamos quais são as equações diferenciais que a

classe de equações (4.1) deve satisfazer para ser uma equação diferencial autoadjunta

não-linearmente.

Proposição 4.2: A equação (4.1) é uma equação diferencial não-linearmente autoad-

junta se, e somente se, existir uma função ϕ = ϕ(t, x, y, u) duas vezes diferenciável com

ϕ 6= 0 tal que as funções coeficientes satisfaçam as seguintes equações diferenciais:

utt : Rϕu + 2 (I +Ru)ϕ = λR, (4.3)

uxy : − Aϕu + 2 (B − Au)ϕ = −λA, (4.4)

ux uy : − Aϕuu + 2 (B − Au)ϕu + (Bu − Auu)ϕ = −λB, (4.5)
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uxx : − C ϕu + 2 (P − Cu)ϕ = −λC, (4.6)

uyy : −Dϕu + 2 (Q−Du)ϕ = −λD, (4.7)

uy : − Aϕxu − 2Dϕyu + (B − Au)ϕx + 2 (Q−Du)ϕy

+ (E − Ax − 2Dy)ϕu + (Bx − Axu + 2 (Qy −Dyu))ϕ = −λE, (4.8)

ux : − Aϕyu − 2C ϕxu + (B − Au)ϕy + 2 (P − Cu)ϕx

+ (F − Ay − 2Cx)ϕu + (By − Ayu + 2 (Px − Cxu))ϕ = −λF, (4.9)

ut : 2Rϕtu + 2 (I +Ru)ϕt + (H + 2Rt)ϕu + 2 (It +Rtu)ϕ = −λH, (4.10)

u2
x : − C ϕuu + 2 (P − Cu)ϕu + (Pu − Cuu)ϕ = −λP, (4.11)

u2
y : −Dϕuu + 2 (Q−Du)ϕu + (Qu −Duu)ϕ = −λQ, (4.12)

u2
t : Rϕuu + 2 (I +Ru)ϕu + (Iu +Ruu)ϕ = −λ I, (4.13)

1 : Rϕtt − Aϕxy − C ϕxx −Dϕyy + (E − Ax − 2Dy)ϕy

+ (F − Ay − 2Cx)ϕx + (H + 2Rt)ϕt

+ (Rtt − Axy − Cxx −Dyy + Ey + Fx +Ht −Gu)ϕ = −λG, (4.14)

para alguma função λ = λ(t, x, y, u) a ser determinada.

Demonstração: A equação (4.1) é não-linearmente autoadjunta se existir uma função

ϕ(t, x, y, u) 6= 0 satisfazendo a igualdade

F∗|v=ϕ(t,x,y,u) = λ F (4.15)

para algum coeficiente λ a ser determinado.

Substituindo v = ϕ(t, x, y, u) e suas derivadas parciais na fórmula (4.2) para

a equação adjunta, temos

F∗|v=ϕ(t,x,y,u) = R (ϕtt + 2ϕtu ut + ϕuu u
2
t + ϕu utt)

− A (ϕxy + ϕxu uy + ϕyu ux + ϕuu ux uy + ϕu uxy)

− C (ϕxx + 2ϕxu ux + ϕuu u
2
x + ϕu uxx)

− D (ϕyy + 2ϕyu uy + ϕuu u
2
y + ϕu uyy)
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+ ((B − Au) uy + 2 (P − Cu) ux + F − Ay − 2Cx) (ϕx + ϕu ux)

+ ((B − Au) ux + 2 (Q−Du) uy + E − Ax − 2Dy) (ϕy + ϕu uy)

+ (H + 2Rt + 2 (I +Ru) ut) (ϕt + ϕu ut)

+ [2 (I +Ru) utt + 2(B − Au) uxy + (Bu − Auu) ux uy + 2 (P − Cu) uxx

+ 2 (Q−Du) uyy + (Bx − Axu + 2 (Qy −Dyu)) uy

+ (By − Ayu + 2 (Px − Cxu)) ux + (Pu − Cuu) u
2
x

+ (Qu −Duu) u
2
y +Rtt − Axy − Cxx −Dyy

+ Ey + Fx +Ht −Gu + 2 (It +Rtu) ut + (Iu +Ruu) u
2
t ]ϕ,

ou seja,

F∗|v=ϕ(t,x,y,u) = (Rϕu + 2 (I +Ru)ϕ) utt + (−Aϕu + 2 (B − Au)ϕ) uxy

+ (−Aϕuu + 2 (B − Au)ϕu + (Bu − Auu)ϕ) ux uy

+ (−C ϕu + 2 (P − Cu)ϕ) uxx + (−Dϕu + 2 (Q−Du)ϕ) uyy

+ [−Aϕxu − 2Dϕyu + (B − Au)ϕx + 2 (Q−Du)ϕy

+ (E − Ax − 2Dy)ϕu + (Bx − Axu + 2 (Qy −Dyu))ϕ] uy

+ [−Aϕyu − 2C ϕxu + (B − Au)ϕy + 2 (P − Cu)ϕx

+ (F − Ay − 2Cx)ϕu + (By − Ayu + 2 (Px − Cxu))ϕ] ux

+ [2Rϕtu + 2 (I +Ru)ϕt + (H + 2Rt)ϕu + 2 (It +Rtu)ϕ] ut

+ (−C ϕuu + 2 (P − Cu)ϕu + (Pu − Cuu)ϕ) u
2
x

+ (−Dϕuu + 2 (Q−Du)ϕu + (Qu −Duu)ϕ) u
2
y

+ (Rϕuu + 2 (I +Ru)ϕu + (Iu +Ruu)ϕ) u
2
t

+ Rϕtt − Aϕxy − C ϕxx −Dϕyy + (E − Ax − 2Dy)ϕy

+ (F − Ay − 2Cx)ϕx + (H + 2Rt)ϕt

+ (Rtt − Axy − Cxx −Dyy + Ey + Fx +Ht −Gu)ϕ.

Agora equacionamos os coeficientes dos monômios utt, uxy, ux uy, uxx, uyy, uy, ux, u
2
x,

u2
y, ut, u

2
t , e 1 em ambos os lados da equação (4.15) para obtermos as equações deter-
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minantes para a autoadjunticidade da equação (4.1). ❖

Finalmente, tendo estas duas proposições em mãos temos condições de pro-

var nosso segundo teorema, Teorema 1.2, página 17.

Demonstração do Teorema 1.2: Com a Proposição 4.2 em mãos as equações (1.44),

(1.45), (1.46), (1.47), (1.48) e (1.49) são obtidas da seguinte forma:

Somando a equação (4.3) multiplicada por A com a equação (4.4) multipli-

cada por R obtemos

2A (I +Ru)ϕ+ 2R (B − Au)ϕ = 0,

ou seja,

RAu − ARu = AI +RB = A1, pois ϕ 6= 0.

Subtraindo a equação (4.6) multiplicada porD da equação (4.7) multiplicada

por C temos

2D (P − Cu)ϕ− 2C (Q−Du)ϕ = 0,

ou seja,

DCu − C Du = DP − C Q = B1.

Somando a equação (4.3) multiplicada por C com a equação (4.6) multipli-

cada por R obtemos

2C (I +Ru)ϕ+ 2R (P − Cu)ϕ = 0,

ou seja,

RCu − C Ru = C I +RP = C1.

Somando a equação (4.3) multiplicada por D com a equação (4.7) multipli-

cada por R temos

2D (I +Ru)ϕ+ 2R (Q−Du)ϕ = 0,
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ou seja,

RDu −DRu = D I +RQ = D1.

Subtraindo a equação (4.6) multiplicada por A da equação (4.4) multiplicada

por C obtemos

2A (P − Cu)ϕ− 2C (B − Au)ϕ = 0,

ou seja,

ACu − C Au = AP − C B = E1.

Subtraindo a equação (4.7) multiplicada por A da equação (4.4) multiplicada

por D temos

2A (Q−Du)ϕ− 2D (B − Au)ϕ = 0,

ou seja,

ADu −DAu = AQ−DB = F1.

Agora determinamos a equação (4.2) substituindo λ em certas equações;

uma vez que R 6= 0 a equação (4.3) nos dá

λ = ϕu + 2R−1 (I +Ru)ϕ.

Substituindo λ na equação (4.13) obtemos

Rϕuu + 2 (I +Ru)ϕu + (Iu +Ruu)ϕ = −I (ϕu + 2R−1 (I +Ru)ϕ),

ou seja,

R2 ϕuu +R (3 I + 2Ru)ϕu + (R (Iu +Ruu) + 2 I (I +Ru))ϕ = 0. (4.16)

Substituindo λ na equação (4.5) temos

−Aϕuu + 2 (B − Au)ϕu + (Bu − Auu)ϕ = −B (ϕu + 2R−1 (I +Ru)ϕ),
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ou seja,

−RAϕuu +R (3B − 2Au)ϕu + (R (Bu − Auu) + 2B (I +Ru))ϕ = 0. (4.17)

Somando a equação (4.16) multiplicada por A com a equação (4.17) multi-

plicada por R obtemos

R (A (3 I + 2Ru) +R (3B − 2Au))ϕu

+{A [R (Iu +Ruu) + 2 I (I +Ru)] +R [R (Bu − Auu) + 2B (I +Ru)]}ϕ = 0.

(4.18)

Notamos que as equações (1.44, 1.45, 1.46, 1.47, 1.48, 1.49) são equivalentes,

respectivamente, às seguintes equações:

ARu −RAu = −(AI +RB), (4.19)

C Du −DCu = −(DP − C Q), (4.20)

−R (P − Cu) = C (I +Ru), (4.21)

R (Q−Du) = −D (I +Ru), (4.22)

C Au − ACu = −(AP − C B), (4.23)

DAu − ADu = −(AQ−DB). (4.24)

Da equação (4.19) obtemos

R (A (3 I + 2Ru) +R (3B − 2Au)) = R (3 (AI +RB) + 2 (ARu −RAu))

= R (AI +RB),
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A [R (Iu +Ruu) + 2 I (I +Ru)] +R [R (Bu − Auu) + 2B (I +Ru)]

= R [A (Iu +Ruu) +R (Bu − Auu)] + 2 (AI +RB)(I +Ru)

= R [(A (I +Ru) +R (B − Au))u − Au (I +Ru)−Ru (B − Au)] + 2 (AI +RB)(I +Ru)

= −R (Au (I +Ru) +Ru (B − Au)) + 2 (AI +RB)(I +Ru)

= −RRu (B − Au) + (2 (AI +RB)−RAu)(I +Ru)

= Ru A (I +Ru) + (2 (AI +RB)−RAu)(I +Ru)

= (2 (AI +RB) + ARu −RAu)(I +Ru)

= (AI +RB)(I +Ru),

então a equação (4.18) torna-se

R (AI +RB)ϕu + (AI +RB)(I +Ru)ϕ = (AI +RB)(Rϕu + (I +Ru)ϕ)

= (AI +RB)((Rϕ)u + I ϕ)

= 0.

Assim (Rϕ)u + I ϕ = 0 se A1 6= 0.

Substituindo λ na equação (4.10) temos

−C ϕuu + 2 (P − Cu)ϕu + (Pu − Cuu)ϕ = −P (ϕu + 2R−1 (I +Ru)ϕ),

ou seja,

−RC ϕuu +R (3P − 2Cu)ϕu + (R (Pu − Cuu) + 2P (I +Ru))ϕ = 0. (4.25)

Substituindo λ na equação (4.11) obtemos

−Dϕuu + 2 (Q−Du)ϕu + (Qu −Duu)ϕ = −Q (ϕu + 2R−1 (I +Ru)ϕ),

ou seja,

−RDϕuu +R (3Q− 2Du)ϕu + (R (Qu −Duu) + 2Q (I +Ru))ϕ = 0. (4.26)
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Subtraindo a equação (4.25) multiplicada por D da equação (4.26) multipli-

cada por C temos

R (D (3P − 2Cu)− C (3Q− 2Du))ϕu

+{D [R (Pu − Cuu) + 2P (I +Ru)]− C [R (Qu −Duu) + 2Q (I +Ru)]}ϕ = 0.

(4.27)

Da equação (4.20) obtemos

R [D (3P − 2Cu)− C (3Q− 2Du)] = R [3 (DP − C Q) + 2 (C Du −DCu)]

= R (DP − C Q),

Da equação (4.20) segue que

D [R (Pu − Cuu) + 2P (I +Ru)]− C [R (Qu −Duu) + 2Q (I +Ru)]

= R [D (Pu − Cuu)− C (Qu −Duu)] + 2 (DP − C Q)(I +Ru)

= R [(D (P − Cu)− C (Q−Du))u −Du (P − Cu) + Cu (Q−Du)] + 2 (DP − C Q)(I +Ru)

= R [−Du (P − Cu) + Cu (Q−Du)] + 2 (DP − C Q)(I +Ru).

A equação (4.21) implica que

R [−Du (P − Cu) + Cu (Q−Du)] + 2 (DP − C Q)(I +Ru)

= C Du (I +Ru) +RCu (Q−Du) + 2 (DP − C Q)(I +Ru).

A equação (4.22) nos dá

C Du (I +Ru) +RCu (Q−Du) + 2 (DP − C Q)(I +Ru)

= (C Du −DCu) (I +Ru) + 2 (DP − C Q)(I +Ru).

Da equação (4.20) obtemos

(C Du −DCu) (I +Ru) + 2 (DP − C Q)(I +Ru)

= (2 (DP − C Q)−DCu + C Du) (I +Ru)

= (DP − C Q)(I +Ru).
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Então a equação (4.27) torna-se

R (DP − C Q)ϕu + (DP − C Q) (I +Ru)ϕ = (DP − C Q) (Rϕu + (I +Ru)ϕ)

= (DP − C Q) ((Rϕ)u + I ϕ)

= 0.

Assim (Rϕ)u + I ϕ = 0 se B1 6= 0.

Somando a equação (4.16) multiplicada por C com a equação (4.25) multi-

plicada por R obtemos

R (C (3 I + 2Ru) +R (3P − 2Cu))ϕu

+{C [R (Iu +Ruu) + 2 I (I +Ru)] +R [R (Pu − Cuu) + 2P (I +Ru)]}ϕ = 0.

(4.28)

Da equação (4.20) obtemos

R [C (3 I + 2Ru) +R (3P − 2Cu)] = R [3 (C I +RP ) + 2 (C Ru −RCu)]

= R (C I +RP ).

Da equação (4.21) segue que

C [R (Iu +Ruu) + 2 I (I +Ru)] +R [R (Pu − Cuu) + 2P (I +Ru)]

= R [C (Iu +Ruu) +R (Pu − Cuu)] + 2 (C I +RP )(I +Ru)

= R [(C (I +Ru) +R (P − Cu))u − Cu (I +Ru)−Ru (P − Cu)] + 2 (C I +RP )(I +Ru)

= −R [Cu (I +Ru) +Ru (P − Cu)] + 2 (C I +RP )(I +Ru)

= −RRu (P − Cu) + (2 (C I +RP )−RCu)(I +Ru)

= Ru C (I +Ru) + (2 (C I +RP )−RCu)(I +Ru)

= (2 (C I +RP ) + C Ru −RCu)(I +Ru).

A equação (4.20) implica que

(2 (C I +RP ) + C Ru −RCu)(I +Ru) = (C I +RP )(I +Ru).
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Então a equação (4.28) torna-se

R (C I +RP )ϕu + (C I +RP )(I +Ru)ϕ = (C I +RP )(Rϕu + (I +Ru)ϕ)

= (C I +RP )((Rϕ)u + I ϕ)

= 0.

Assim (Rϕ)u + I ϕ = 0 se C1 6= 0.

Somando a equação (4.16) multiplicada por D com a equação (4.26) multi-

plicada por R temos

R (D (3 I + 2Ru) +R (3Q− 2Du))ϕu

+{D [R (Iu +Ruu) + 2 I (I +Ru)] +R [R (Qu −Duu) + 2Q (I +Ru)]}ϕ = 0.

(4.29)

Da equação (4.22) segue que

R [D (3 I + 2Ru) +R (3Q− 2Du)] = R [3 (D I +RQ) + 2 (DRu −RDu)]

= R (D I +RQ),

D [R (Iu +Ruu) + 2 I (I +Ru)] +R [R (Qu −Duu) + 2Q (I +Ru)]

= R [D (Iu +Ruu) +R (Qu −Duu)] + 2 (D I +RQ)(I +Ru)

= R [(D (I +Ru) +R (Q−Du))u −Du (I +Ru)−Ru (Q−Du)] + 2 (D I +RQ)(I +Ru)

= −R [Du (I +Ru) +Ru (Q−Du)] + 2 (D I +RQ)(I +Ru)

= −RRu (Q−Du) + (2 (D I +RQ)−RDu)(I +Ru)

= Ru D (I +Ru) + (2 (D I +RQ)−RDu)(I +Ru)

= (2 (D I +RQ) +DRu −RDu)(I +Ru)

= (D I +RQ)(I +Ru).

Então a equação (4.29) torna-se

R (D I +RQ)ϕu + (D I +RQ)(I +Ru)ϕ = (D I +RQ)(Rϕu + (I +Ru)ϕ)

= (D I +RQ)((Rϕ)u + I ϕ)

= 0.
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Assim (Rϕ)u + I ϕ = 0 se D1 6= 0.

Subtraindo a equação (4.25) multiplicada por A da equação (4.17) multipli-

cada por C obtemos

R (A (3P − 2Cu)− C (3B − 2Au))ϕu

+{A [R (Pu − Cuu) + 2P (I +Ru)]− C [R (Bu − Auu) + 2B (I +Ru)]}ϕ = 0.

(4.30)

Da equação (4.23) obtemos

R [A (3P − 2Cu)− C (3B − 2Au)] = R [3 (AP − C B) + 2 (C Au − ACu)]

= R (AP − C B),

A [R (Pu − Cuu) + 2P (I +Ru)]− C [R (Bu − Auu) + 2B (I +Ru)]

= R [A (Pu − Cuu)− C (Bu − Auu)] + 2 (AP − C B)(I +Ru)

= R [(A (P − Cu)− C (B − Au))u − Au (P − Cu) + Cu (B − Au)] + 2 (AP − C B)(I +Ru)

= R [−Au (P − Cu) + Cu (B − Au)] + 2 (AP − C B)(I +Ru).

A equação (4.21) nos dá

R [−Au (P − Cu) + Cu (B − Au)] + 2 (AP − C B)(I +Ru)

= C Au (I +Ru) +RCu (B − Au) + 2 (AP − C B)(I +Ru).

A equação (4.19) implica que

C Au (I +Ru) +RCu (B − Au) + 2 (AP − C B)(I +Ru)

= (C Au − ACu) (I +Ru) + 2 (AP − C B)(I +Ru).

Da equação (4.23) segue que

(2 (AP − C B)− ACu + C Au)(I +Ru) = (AP − C B)(I +Ru).
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Então a equação (4.27) torna-se

R (AP − C B)ϕu + (AP − C B) (I +Ru)ϕ = (AP − C B) (Rϕu + (I +Ru)ϕ)

= (AP − C B) ((Rϕ)u + I ϕ)

= 0.

Assim (Rϕ)u + I ϕ = 0 se E1 6= 0.

Subtraindo a equação (4.26) multiplicada por A da equação (4.17) multipli-

cada por D temos

R (A (3Q− 2Du)−D (3B − 2Au))ϕu

+{A [R (Qu −Duu) + 2Q (I +Ru)]−D [R (Bu − Auu) + 2B (I +Ru)]}ϕ = 0.

(4.31)

Da equação (4.24) obtemos

R [A (3Q− 2Du)−D (3B − 2Au)] = R [3 (AQ−DB) + 2 (DAu − ADu)]

= R (AQ−DB).

Da equação (4.24) segue que

A [R (Qu −Duu) + 2Q (I +Ru)]−D [R (Bu − Auu) + 2B (I +Ru)]

= R [A (Qu −Duu)−D (Bu − Auu)] + 2 (AQ−DB)(I +Ru)

= R [(A (Q−Du)−D (B − Au))u − Au (Q−Du) +Du (B − Au)] + 2 (AQ−DB)(I +Ru)

= R [−Au (Q−Du) +Du (B − Au)] + 2 (AQ−DB)(I +Ru).

A equação (4.22) implica que

R [−Au (Q−Du) +Du (B − Au)] + 2 (AQ−DB)(I +Ru)

= DAu (I +Ru) +RDu (B − Au) + 2 (AQ−DB)(I +Ru).

A equação (4.19) nos dá

DAu (I +Ru) +RDu (B − Au) + 2 (AQ−DB)(I +Ru)

= (DAu − ADu) (I +Ru) + 2 (AQ−DB)(I +Ru).
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Da equação (4.24) segue que

(DAu − ADu) (I +Ru) + 2 (AQ−DB)(I +Ru)

= (2 (AQ−DB) +DAu − ADu)(I +Ru)

= (AQ−DB)(I +Ru).

Então a equação (4.31) torna-se

R (AQ−DB)ϕu + (AQ−DB) (I +Ru)ϕ = (AQ−DB) (Rϕu + (I +Ru)ϕ)

= (AQ−DB) ((Rϕ)u + I ϕ)

= 0.

Assim (Rϕ)u + I ϕ = 0 se F1 6= 0.

A equação (1.40) é obtida substituindo λ na equação (4.10):

2Rϕtu + 2 (I +Ru)ϕt + (H + 2Rt)ϕu + 2 (It +Rtu)ϕ = −H (ϕu + 2R−1 (I +Ru)ϕ),

ou seja,

(Rϕ)tu + (I ϕ)t +H (ϕu +R−1 (I +Ru)ϕ) = 0.

A equação (1.41) é obtida substituindo λ na equação (4.9):

−F (ϕu + 2R−1 (I +Ru)ϕ) = −Aϕyu − 2C ϕxu + (B − Au)ϕy + 2 (P − Cu)ϕx

+ (F − Ay − 2Cx)ϕu + (By − Ayu + 2 (Px − Cxu))ϕ

= (−Aϕu − Au ϕ+B ϕ)y + 2 (−C ϕu − Cu ϕ+ P ϕ)x + F ϕu

= (−(Aϕ)u +B ϕ)y + 2 (−(C ϕ)u + P ϕ)x + F ϕu,

ou seja,

((Aϕ)u − B ϕ)y + 2 ((C ϕ)u − P ϕ)x − 2F (ϕu +R−1 (I +Ru)ϕ) = 0.

A equação (1.42) é obtida substituindo λ na equação (4.8):

−E (ϕu + 2R−1 (I +Ru)ϕ) = −Aϕxu − 2Dϕyu + (B − Au)ϕx + 2 (Q−Du)ϕy

+ (E − Ax − 2Dy)ϕu + (Bx − Axu + 2 (Qy −Dyu))ϕ

= (−Aϕu − Au ϕ+B ϕ)x + 2 (−Dϕu −Du ϕ+Qϕ)y + E ϕu

= (−(Aϕ)u +B ϕ)x + 2 (−(Dϕ)u +Qϕ)y + E ϕu,
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ou seja,

((Aϕ)u − B ϕ)x + 2 ((Dϕ)u −Qϕ)y − 2E (ϕu +R−1 (I +Ru)ϕ) = 0.

Finalmente, a equação (1.43) é obtida substituindo λ na equação (4.14):

−G (ϕu + 2R−1 (I +Ru)ϕ) = Rϕtt − Aϕxy − C ϕxx −Dϕyy + (E − Ax − 2Dy)ϕy

+ (F − Ay − 2Cx)ϕx + (H + 2Rt)ϕt

+ (Rtt − Axy − Cxx −Dyy + Ey + Fx +Ht −Gu)ϕ

= (Rϕ)tt − (Aϕ)xy − (C ϕ)xx − (Dϕ)yy + (E ϕ)y

+ (F ϕ)x + (H ϕ)t −Gu ϕ,

ou seja,

(ϕR)tt − (ϕA)xy − (ϕC)xx − (ϕD)yy + (ϕE)y

= −(ϕF )x − (ϕH)t − ϕu G− (2GR−1 (I +Ru)−Gu)ϕ.

Portanto, a equação (4.1) é não-linearmente autoadjunta se, e somente

se, existir uma função ϕ(t, x, y, u) 6= 0 duas vezes diferenciável e uma função λ =

λ(t, x, y, u) tal que as funções coeficientes satisfazem as condições (1.39), (1.40), (1.41),

(1.42), (1.43), (1.44), (1.45), (1.46), (1.47), (1.48) e (1.49). ❖

Como consequências do Teorema 1.2 obtemos a quase autoadjunticidade e

a autoadjunticidade estrita para a equação (4.1).

Demonstração do Corolário 1.13: Considerando a definição de quase autoadjunticidade

(Definição 2.4), o resultado segue do Teorema 1.2 com ϕ = ϕ(u). ❖

Demonstração do Corolário 1.14: Considerando a definição de autoadjunticidade es-

trita (Definição 2.4), o resultado segue do Corolário 1.13 com ϕ = u. ❖
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4.2 A equação do fluxo geométrico hiperbólico

A equação do fluxo geométrico hiperbólico conforme [42] é uma equação

evolutiva de segunda ordem não-linear obtida quando as componentes do tensor métrico

gij sobre uma variedade riemanniana (Mm, g) são deformadas conforme a equação:

∂2gij
∂t2

= −Rij, (4.32)

onde Rij são as componentes do tensor de Ricci. Essa é a forma natural de estudarmos

o comportamento de onda da métrica e das curvaturas Riemanniana, de Ricci e esca-

lar, assim como as singularidades, existência e regularidade das soluções. Além disso,

a equação (4.32) pode ser vista como a equação do fluxo geométrico hiperbólico de

Einstein no vácuo. Essas questões foram estudadas e respondidas em [42].

Sobre uma superf́ıcie regular (M2, g) com a métrica em coordenadas con-

formes a equação (4.32), (veja a Proposição A.2 no Apêndice), torna-se

utt = e−u (uxx + uyy)− u2
t , (4.33)

a qual é do tipo (4.1) com as funções coeficientes dadas por

C = D = e−u, I = −1, R = 1, A = B = E = F = G = P = Q = H = 0.

Aplicando o Teorema 1.2 obtemos o Corolário 1.15.

Demonstração do Corolário 1.15: Conforme o Teorema 1.2 temos

A1 := RAu − ARu = 0,

B1 := DCu − C Du = 0,

C1 := RCu − C Ru = −e−u,

D1 := RDu −DRu = C1,

E1 := ACu − C Au = 0,

F1 := ADu −DAu = 0.

Além disso, as funções coeficientes satisfazem as seguintes relações:

AI +RB = 0 = A1, D P − C Q = 0 = B1, C I +RP = −e−u = C1,
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AP − C B = 0 = E1, AQ−DB = 0 = F1.

Como C1 6= 0 a equação (1.39) nos dá

ϕu = ϕ, ou seja, ϕ = ϕ1 eu,

com ϕ1 uma função não-nula nas variáveis independentes t, x e y.

As equações (1.40, 1.41, 1.42) são satisfeitas trivialmente por ϕ. Da equação

(1.43) obtemos

0 = ϕtt − ϕxx C − ϕyy D = ϕ1
tt e

u − ϕ1
xx − ϕ1

yy,

ou seja,

0 = ϕ1
tt = ϕ1

xx + ϕ1
yy.

Dáı, ϕ = (α t+β) eu com α = α(x, y) e β = β(x, y) sendo funções harmônicas

tais que α t + β 6= 0. Portanto, a autoadjunticidade não-linear da equação (4.33) está

verificada.

❖

Demonstração do Corolário 1.16: O resultado segue do Corolário 1.15 tomando

ϕ = β eu com β uma constante não-nula. ❖

Na sequência calcularemos as leis de conservação para a equação (4.33)

através do Algoritmo do NTLC. As suas simetrias de Lie estão calculadas em [40] e

[10] em termos de duas funções arbitrárias satisfazendo as equações de Cauchy-Riemann,

o seu gerador infinitesimal geral é dado por

X = (c1 + c2 t)
∂

∂t
+ ξ(x, y)

∂

∂x
+ η(x, y)

∂

∂y
+ 2 (c2 − ξx)

∂

∂u
,

com c1 e c2 sendo constantes arbitrárias, ξx = ηy e ηx = −ξy.

No artigo [10] são calculadas as simetrias de Lie, o sistema optimal de ge-

radores para um caso particular de simetrias. Já em [40] são estudadas as questões
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de existência, singularidades, soluções grupo-invariantes; em particular, um sistema

optimal de geradores e as respectivas soluções exatas grupo-invariantes do tipo onda

viajante são calculados.

Considerando a variável adjunta v = β eu dada na demonstração do Co-

rolário 1.16, a Lagrangeana formal é dada por

L = β eu (utt − e−u (uxx + uyy) + u2
t ), ou seja, L = β (eu (utt + u2

t )− uxx − uyy).

As derivadas parciais de L são dadas por

∂L

∂ut

= 2 β eu ut,
∂L

∂utt

= β eu,
∂L

∂uxx

= −β,
∂L

∂uyy

= −β.

As derivadas totais que aparecem no vetor conservado são dadas por

−Dt

∂L

∂utt

= −β eu ut, −Dx

∂L

∂uxx

= 0, −Dy

∂L

∂uyy

= 0.

Dada a caracteŕıstica

W = 2 (c2 − ξx)− (c1 + c2 t) ut − ξ ux − η uy,

e suas derivadas totais

DtW = −c2 ut − (c1 + c2 t) utt − ξ utx − η uty

= −c2 ut − (c1 + c2 t) (e
−u (uxx + uyy)− u2

t )− ξ utx − η uty,

DxW = −2 ξxx − (c1 + c2 t) uxt − ξx ux − ηx uy − ξ uxx − η uxy,

DyW = −2 ξyx − (c1 + c2 t) uyt − ξy ux − ηy uy − ξ uyx − η uyy,

as componentes do vetor conservado são dadas por

C1 = W

(

∂L

∂ut

−Dt

∂L

∂utt

)

+DtW
∂L

∂utt

= W (2 β eu ut − β eu ut) +DtW β eu

= β eu (W ut +DtW ),

C2 = W

(

−Dx

∂L

∂uxx

)

+DxW
∂L

∂uxx

= −βDxW,

C3 = W

(

−Dy

∂L

∂uyy

)

+DyW
∂L

∂uyy

= −βDyW,
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ou seja,

C1 = β eu {[2 (c2 − ξx)− (c1 + c2 t) ut − ξ ux − η uy] ut

− c2 ut − (c1 + c2 t) (e
−u (uxx + uyy)− u2

t )− ξ utx − η uty},

C2 = β [2 ξxx + (c1 + c2 t) uxt + ξx ux + ηx uy + ξ uxx + η uxy],

C3 = β [2 ξyx + (c1 + c2 t) uyt + ξy ux + ηy uy + ξ uyx + η uyy].

A componente C1 é simplificada, conforme o passo 5) do Algoritmo do

NTLC. As parcelas envolvendo derivadas parciais de segunda ordem, uxx e utx, são

transformadas em derivadas totais em x:

− β eu ((c1 + c2 t) e
−u uxx + ξ utx) = −β ((c1 + c2 t) uxx + ξ eu utx)

= −βDx[(c1 + c2 t) ux + ξ eu ut] + β (ξx + ξ ux) e
u ut,

depois a derivada total em x é transformada em derivada total em t:

− βDt[(c1 + c2 t) ux + ξ eu ut] = −β [c2 ux + (c1 + c2 t) utx + ξ (u2
t + utt) e

u]

= −β [c2 ux + (c1 + c2 t) utx + ξ (uxx + uyy)].

Por fim é transferida para a componente C2.

Assim as novas componentes C1 e C2 tornam-se

C1 = β eu {[2 (c2 − ξx)− (c1 + c2 t) ut − ξ ux − η uy] ut

− c2 ut − (c1 + c2 t) (e
−u uyy − u2

t )− η uty}+ β (ξx + ξ ux) e
u ut

= β eu [(c2 − ξx − η uy) ut − (c1 + c2 t) e
−u uyy − η uty],

C2 = β [2 ξxx + (c1 + c2 t) uxt + ξx ux + ηx uy + ξ uxx + η uxy]

− β [c2 ux + (c1 + c2 t) utx + ξ (uxx + uyy)]

= β [2 ξxx + (ξx − c4) ux + ηx uy + η uxy − ξ uyy].

Agora as parcelas em C1 que envolvem as derivadas parciais de segunda

ordem, uyy e uty, são transformadas em derivadas totais em y:

− β eu ((c1 + c2 t) e
−u uyy + η uty) = −β ((c1 + c2 t) uyy + η eu uty)

= −βDy[(c1 + c2 t) uy + η eu ut] + β (ηy + η uy) e
u ut,
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depois a derivada total em y é transformada em derivada total em t:

− βDt[(c1 + c2 t) uy + η eu ut] = −β [c2 uy + (c1 + c2 t) uty + η (u2
t + utt) e

u]

= −β [c2 uy + (c1 + c2 t) uty + η (uxx + uyy)],

e, por fim, é transferida para a componente C3.

Então as novas componentes C1 e C3 tornam-se

C1 = β eu (c2 − ξx − η uy) ut + β (ηy + η uy) e
u ut = β c2 e

u ut,

C3 = β [2 ξyx + (c1 + c2 t) uyt + ξy ux + ηy uy + ξ uyx + η uyy]

− β [c2 uy + (c1 + c2 t) uty + η (uxx + uyy)]

= β [2 ξyx + ξy ux + (ηy − c2) uy + ξ uyx − η uxx].

Agora as parcelas em C2 que envolvem as derivadas parciais de segunda

ordem, uxy e uyy, são transformadas em derivadas totais em y:

β (η uxy − ξ uyy) = βDy(η ux − ξ uy)− β (ηy ux − ξy uy),

depois as derivadas totais em y são transformadas em derivadas totais em x:

βDx(η ux − ξ uy) = β (ηx ux − ξx uy + η uxx − ξ uxy),

e, por fim, são transferidas para a componente C3.

Logo as novas componentes C2 e C3 tornam-se

C2 = β [2 ξxx + (ξx − c4) ux + ηx uy]− β (ηy ux − ξy uy)

= β [2 ξxx + (ξx − ηy − c4) ux + (ηx + ξy) uy]

= β (2 ξxx − c4 ux),

C3 = β [2 ξyx + ξy ux + (ηy − c2) uy + ξ uyx − η uxx] + β [ηx ux − ξx uy + η uxx − ξ uxy]

= β [2 ξyx + (ξy + ηx) ux + (ηy − c2 − ξx) uy]

= β (2 ξyx − c2 uy).
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Finalmente, transformamos a função 2 β ξyx = Dx(2 β ξy) em derivada total

em y, e a transferimos da componente C3 para a componente C2; então, observando

que ξ é uma função harmônica obtemos

C1 = β c2 e
u ut, C2 = −β c2 ux, C3 = −β c2 uy.

Portanto, provamos o sexto corolário do NTLC, o Corolário 1.17, página

20.

4.3 A equação do fluxo geométrico hiperbólico mo-

dificada

Consideramos a equação do fluxo geométrico hiperbólico modificada

utt = eλu (uxx + uyy) + λu2
t , (4.34)

onde λ é uma constante não-nula. Essa equação é uma generalização natural da equação

(4.33) e foi sugerida pelos professores Yuri Bozhkov e Igor L. Freire [43]. Ela é do tipo

(4.1) com as funções coeficientes dadas por

C = D = eλu, I = λ, R = 1, A = B = E = F = G = P = Q = H = 0.

Como uma outra consequência do Teorema 1.2 obtemos oCorolário 1.18.

Demonstração do Corolário 1.18: Segundo o Teorema 1.2 temos

A1 := RAu − ARu = 0, B1 := DCu − C Du = 0, C1 := RCu − C Ru = f ′(u),

D1 := RDu −DRu = C1, E1 := ACu − C Au = 0, F1 := ADu −DAu = 0.

Além disso, as funções coeficientes devem satisfazer as seguintes relações:

AI +RB = 0 = A1, D P − C Q = 0 = B1, C I +RP = λ f(u) = C1,

AP − C B = 0 = E1, AQ−DB = 0 = F1.
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Assim devemos ter f ′(u) = λ f(u), ou seja, f(u) = a eλu onde a é uma

constante não-nula.

Como C1 6= 0 a equação (1.39) nos dá

ϕu = −λϕ, ou seja, ϕ = ϕ1 e−λu,

com ϕ1 = ϕ1(t, x, y) uma função não-nula.

As equações (1.40,1.41,1.42) são satisfeitas trivialmente por ϕ. Da equação

(1.43) segue que

0 = ϕtt − ϕxx f(u)− ϕyy f(u) = ϕ1
tt e

−λu − a (ϕ1
xx + ϕ1

yy),

ou seja,

0 = ϕ1
tt = ϕ1

xx + ϕ1
yy.

Dáı, ϕ = (α t + β) e−λu com α = α(x, y) e β = β(x, y) funções harmônicas

tais que α t+ β 6= 0.

Portanto, a equação utt = f(u) (uxx + uyy) + λu2
t é não-linearmente autoad-

junta se, e somente se, f(u) = a eλu onde a é uma constante não-nula. ❖

Demonstração do Corolário 1.19: De fato, segue do Corolário 1.18 tomando ϕ =

β e−λu onde β é uma constante não-nula. ❖

A seguir aplicaremos o Algoritmo do NTLC para obtermos algumas leis

de conservação para a equação (4.34). As suas simetrias de Lie estão calculadas na

Proposição B.1 no Apêndice, em termos de duas funções arbitrárias satisfazendo as

equações de Cauchy-Riemann. O seu gerador infinitesimal geral é dado por

X = (c1 + c4 t)
∂

∂t
+ ξ(x, y)

∂

∂x
+ η(x, y)

∂

∂y
+

2

λ
(ξx − c4)

∂

∂u
,

com c1 e c4 constantes arbitrárias, ξx = ηy e ηx = −ξy.
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Considerando a variável adjunta v = (α t + β) e−λu dada na demonstração

do Corolário 1.18, a Lagrangeana formal é dada por

L = (α t+ β) e−λu (utt − eλu (uxx + uyy)− λu2
t ),

ou seja,

L = (α t+ β) (e−λu (utt − λu2
t )− uxx − uyy).

As derivadas parciais de L são dadas por

∂L

∂ut

= −2λ (α t+ β) e−λu ut,
∂L

∂utt

= (α t+ β) e−λu,
∂L

∂uxx

= −α t− β,
∂L

∂uyy

= −α t− β.

As derivadas totais que aparecem no vetor conservado são dadas por

−Dt

∂L

∂utt

= −(α− λ (α t+ β) ut) e
−λu, −Dx

∂L

∂uxx

= αx t+ βx, −Dy

∂L

∂uyy

= αy t+ βy.

Dada a caracteŕıstica

W =
2

λ
(ξx − c4)− (c1 + c4 t) ut − ξ ux − η uy,

e suas derivadas totais

DtW = −c4 ut − (c1 + c4 t) utt − ξ utx − η uty

= −c4 ut − (c1 + c4 t) (e
λu (uxx + uyy) + λu2

t )− ξ utx − η uty,

DxW =
2

λ
ξxx − (c1 + c4 t) uxt − ξx ux − ηx uy − ξ uxx − η uxy,

DyW =
2

λ
ξyx − (c1 + c4 t) uyt − ξy ux − ηy uy − ξ uyx − η uyy,

as componentes do vetor conservado são dadas por

C1 = W

(

∂L

∂ut

−Dt

∂L

∂utt

)

+DtW
∂L

∂utt

= W [−2λ (α t+ β) e−λu ut − (α− λ (α t+ β) ut) e
−λu] +DtW (α t+ β) e−λu

= e−λu [DtW (α t+ β)−W (α + λ (α t+ β) ut)],

C2 = W

(

−Dx

∂L

∂uxx

)

+DxW
∂L

∂uxx

= (αx t+ βx)W − (α t+ β)DxW,

C3 = W

(

−Dy

∂L

∂uyy

)

+DyW
∂L

∂uyy

= (αy t+ βy)W − (α t+ β)DyW,
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ou seja,

C1 = e−λu {[−c4 ut − (c1 + c4 t) (e
λu (uxx + uyy) + λu2

t )− ξ utx − η uty] (α t+ β)

−

(

2

λ
(ξx − c4)− (c1 + c4 t) ut − ξ ux − η uy

)

(α + λ (α t+ β) ut)}

= −
2α

λ
(ξx − c4) e

−λu + e−λu {α (c1 + c4 t) ut + α ξ ux + α η uy

+ (α t+ β) [−2 (ξx − c4) ut + λ (c1 + c4 t) u
2
t + λ ξ ux ut + λ η uy ut

− c4 ut − (c1 + c4 t) (e
λu (uxx + uyy) + λu2

t )− ξ utx − η uty]}

= −
2α

λ
(ξx − c4) e

−λu + e−λu {[α (c1 + c4 t)− (α t+ β) (2 ξx − c4)] ut + α ξ ux + α η uy

− (α t+ β)(ξ utx + η uty)− (c1 + c4 t) (α t+ β) eλu (uxx + uyy)

+ λ (α t+ β) (ξ ux ut + η uy ut)},

C2 = (αx t+ βx)

(

2

λ
(ξx − c4)− (c1 + c4 t) ut − ξ ux − η uy

)

− (α t+ β)

(

2

λ
ξxx − (c1 + c4 t) uxt − ξx ux − ηx uy − ξ uxx − η uxy

)

=
2

λ
[(αx t+ βx) (ξx − c4)− (α t+ β) ξxx]− (αx t+ βx) (c1 + c4 t) ut

− [(αx t+ βx) ξ − (α t+ β) ξx] ux − [(αx t+ βx) η + (α t+ β) ξy] uy

+ (α t+ β) [(c1 + c4 t) uxt + ξ uxx + η uxy],

C3 = (αy t+ βy)

(

2

λ
(ξx − c4)− (c1 + c4 t) ut − ξ ux − η uy

)

− (α t+ β)

(

2

λ
ξyx − (c1 + c4 t) uyt − ξy ux − ηy uy − ξ uyx − η uyy

)

=
2

λ
[(αy t+ βy) (ξx − c4)− (α t+ β) ξxy]− (αy t+ βy) (c1 + c4 t) ut

− [(αy t+ βy) ξ − (α t+ β) ξy] ux − [(αy t+ βy) η − (α t+ β) ξx] uy

+ (α t+ β) [(c1 + c4 t) uyt + ξ uyx + η uyy].

Simplificamos a componente C1 transformando as parcelas envolvendo as

derivadas parciais de segunda ordem, uxx e utx, em derivadas totais em x:

− e−λu (α t+ β) [(c1 + c4 t) e
λu uxx + ξ utx]

= −(α t+ β) [(c1 + c4 t) uxx + e−λu ξ utx]
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= −Dx[(α t+ β) ((c1 + c4 t) ux + e−λu ξ ut)] + (αx t+ βx) (c1 + c4 t) ux

+ [(αx t+ βx) ξ + (α t+ β) (ξx − λ ξ ux)] e
−λu ut,

depois as derivadas totais em x são transformadas em derivadas totais em t:

− Dt[(α t+ β) ((c1 + c4 t) ux + e−λu ξ ut)]

= −α ((c1 + c4 t) ux + e−λu ξ ut)

− (α t+ β) [c4 ux + (c1 + c4 t) utx + ξ (−λu2
t + utt) e

−λu]

= −[α (c1 + c4 t) + (α t+ β) c4] ux − α ξ e−λu ut − (α t+ β) (c1 + c4 t) utx

− (α t+ β) ξ (uxx + uyy),

finalmente, as derivadas totais em t são transferidas para a componente C2. Assim as

novas componentes C1 e C2 tornam-se

C1 = −
2α

λ
(ξx − c4) e

−λu + e−λu {[(α t+ β) (c4 − ξx) + α (c1 + c4 t) + (αx t+ βx) ξ] ut

+ α ξ ux + α η uy + (α t+ β)[λ η uy ut − (c1 + c4 t) e
λu uyy − η uty]}

+ (αx t+ βx)(c1 + c4 t) ux,

C2 =
2

λ
[(αx t+ βx) (ξx − c4)− (α t+ β) ξxx]− (αx t+ βx) (c1 + c4 t) ut

− [(αx t+ βx) ξ − (α t+ β) ξx] ux − [(αx t+ βx) η + (α t+ β) ξy] uy

+ (α t+ β) [(c1 + c4 t) uxt + ξ uxx + η uxy]

− [α (c1 + c4 t) + (α t+ β) c4] ux − α ξ e−λu ut

− (α t+ β) (c1 + c4 t) utx − (α t+ β) ξ (uxx + uyy)

=
2

λ
[(αx t+ βx) (ξx − c4)− (α t+ β) ξxx]− [(αx t+ βx) (c1 + c4 t) + α ξ e−λu]ut

− [(αx t+ βx) ξ − (α t+ β) ξx + α (c1 + c4 t) + (α t+ β) c4]ux

− [(αx t+ βx) η + (α t+ β) ξy]uy + (α t+ β) (η uxy − ξ uyy).

Agora as parcelas em C1 que envolvem as derivadas parciais de segunda

ordem, uyy e uty, são transformadas em derivadas totais em y:

− e−λu (α t+ β) [(c1 + c4 t) e
λu uyy + η uty]

= −(α t+ β) [(c1 + c4 t) uyy + e−λu η uty]
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= −Dy[(α t+ β) ((c1 + c4 t) uy + e−λu η ut)] + (αy t+ βy) (c1 + c4 t) uy

+ [(αy t+ βy) η + (α t+ β) (ηy − λ η uy)] e
−λu ut,

depois as derivadas totais em y são transformadas em derivadas totais em t:

− Dt[(α t+ β) ((c1 + c4 t) uy + e−λu η ut)]

= −α ((c1 + c4 t) uy + e−λu η ut)

− (α t+ β) [c4 uy + (c1 + c4 t) uty + η (−λu2
t + utt) e

−λu]

= −[α (c1 + c4 t) + (α t+ β) c4] uy − α η e−λu ut − (α t+ β) (c1 + c4 t) uty

− (α t+ β) η (uxx + uyy).

e, finalmente, são transferidas para a componente C3. Então as novas componentes C1

e C3 tornam-se

C1 = −
2α

λ
(ξx − c4) e

−λu + e−λu {[(α t+ β) (c4 − ξx) + α (c1 + c4 t) + (αx t+ βx) ξ] ut

+ α ξ ux + α η uy + (α t+ β)λ η uy ut}+ (αx t+ βx)(c1 + c4 t) ux

+ (αy t+ βy) (c1 + c4 t) uy + [(αy t+ βy) η + (α t+ β) (ηy − λ η uy)] e
−λu ut

= −
2α

λ
(ξx − c4) e

−λu + e−λu {[(αx t+ βx) ξ + α (c1 + c4 t) + (αy t+ βy) η

+ (α t+ β) c4] ut + α (ξ ux + η uy)}+ (c1 + c4 t)[(αx t+ βx) ux + (αy t+ βy) uy],

C3 =
2

λ
[(αy t+ βy) (ξx − c4)− (α t+ β) ξxy]− (αy t+ βy) (c1 + c4 t) ut

− [(αy t+ βy) ξ − (α t+ β) ξy] ux − [(αy t+ βy) η − (α t+ β) ξx] uy

+ (α t+ β) [(c1 + c4 t) uyt + ξ uyx + η uyy]

− [α (c1 + c4 t) + (α t+ β) c4] uy − α η e−λu ut

− (α t+ β) (c1 + c4 t) uty − (α t+ β) η (uxx + uyy)

=
2

λ
[(αy t+ βy) (ξx − c4)− (α t+ β) ξyx]− [(αy t+ βy) (c1 + c4 t) + α η e−λu] ut

− [(αy t+ βy) η + α (c1 + c4 t) + (α t+ β) (c4 − ξx)] uy

− [(αy t+ βy) ξ − (α t+ β) ξy] ux − (α t+ β) (η uxx − ξ uxy).

Agora as parcelas em C2 que envolvem as derivadas parciais de segunda
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ordem, uxy e uyy, são transformadas em derivadas totais em y:

(α t+ β) (η uxy − ξ uyy) = Dy[(α t+ β) (η ux − ξ uy)]

− (αy t+ βy) (η ux − ξ uy)− (α t+ β) (ηy ux − ξy uy),

depois são transformadas em derivadas totais em x:

Dx[(α t+ β) (η ux − ξ uy)] = (αx t+ βx) (η ux − ξ uy)

+ (α t+ β) (ηx ux − ξx uy + η uxx − ξ uxy),

e, finalmente, as derivadas totais em x são transferidas para a componente C3. Logo

as novas componentes C2 e C3 tornam-se

C2 =
2

λ
[(αx t+ βx) (ξx − c4)− (α t+ β) ξxx]− [(αx t+ βx) (c1 + c4 t) + α ξ e−λu]ut

− [(αx t+ βx) ξ − (α t+ β) ξx + α (c1 + c4 t) + (α t+ β) c4]ux

− [(αx t+ βx) η + (α t+ β) ξy]uy + (α t+ β) (η uxy − ξ uyy)

− (αy t+ βy) (η ux − ξ uy)− (α t+ β) (ηy ux − ξy uy)

=
2

λ
[(αx t+ βx) (ξx − c4)− (α t+ β) ξxx]− [(αx t+ βx) (c1 + c4 t) + α ξ e−λu] ut

− [(αx t+ βx) ξ + α (c1 + c4 t) + (αy t+ βy) η + (α t+ β) (c4 − ξx + ηy)] ux

− [(αx t+ βx) η − (αy t+ βy) ξ + (α t+ β) (−ηx − ξy)] uy

=
2

λ
[(αx t+ βx) (ξx − c4)− (α t+ β) ξxx]− [(αx t+ βx) (c1 + c4 t) + α ξ e−λu] ut

− [(αx t+ βx) ξ + α (c1 + c4 t) + (αy t+ βy) η + (α t+ β) c4] ux

− [(αx t+ βx) η − (αy t+ βy) ξ] uy,

C3 =
2

λ
[(αy t+ βy) (ξx − c4)− (α t+ β) ξyx]− [(αy t+ βy) (c1 + c4 t) + α η e−λu] ut

− [(αy t+ βy) η + α (c1 + c4 t) + (α t+ β) (c4 − ξx)] uy

− [(αy t+ βy) ξ − (α t+ β) ξy] ux − (α t+ β) (η uxx − ξ uxy)

+ (αx t+ βx) (η ux − ξ uy) + (α t+ β) (ηx ux − ξx uy + η uxx − ξ uxy)

=
2

λ
[(αy t+ βy) (ξx − c4)− (α t+ β) ξyx]− [(αy t+ βy) (c1 + c4 t) + α η e−λu] ut

− [(αy t+ βy) η + (αx t+ βx) ξ + α (c1 + c4 t) + (α t+ β) c4] uy

− [(αy t+ βy) ξ − (αx t+ βx) η] ux.
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Agora as parcelas em C3 que envolvem a derivada segunda ξyx, são trans-

formadas em derivadas totais em x:

−
2

λ
(α t+ β) ξyx = −

2

λ
Dx[(α t+ β) ξy] +

2

λ
(αx t+ βx) ξy,

depois as derivadas totais em x são transformadas em derivadas totais em y:

−
2

λ
Dy[(α t+ β) ξy] = −

2

λ
(αy t+ βy) ξy −

2

λ
(α t+ β) ξyy.

finalmente, tais derivadas totais são transferidas para a componente C2. Assim, o vetor

conservado simplificado é dado por

C1 = −
2α

λ
(ξx − c4) e

−λu + e−λu {[(αx t+ βx) ξ + α (c1 + c4 t) + (αy t+ βy) η

+ (α t+ β) c4] ut + α (ξ ux + η uy)}+ (c1 + c4 t)[(αx t+ βx) ux + (αy t+ βy) uy],

C2 =
2

λ
[(αx t+ βx) (ξx − c4)− (αy t+ βy) ξy]− [(αx t+ βx) (c1 + c4 t) + α ξ e−λu] ut

− [(αx t+ βx) ξ + (αy t+ βy) η + α (c1 + c4 t) + (α t+ β) c4] ux

− [(αx t+ βx) η − (αy t+ βy) ξ] uy,

C3 =
2

λ
[(αy t+ βy) (ξx − c4) + (αx t+ βx) ξy]− [(αy t+ βy) (c1 + c4 t) + α η e−λu] ut

− [(αx t+ βx) ξ + (αy t+ βy) η + α (c1 + c4 t) + (α t+ β) c4] uy

− [(αy t+ βy) ξ − (αx t+ βx) η] ux.

Repetindo o Algoritmo do NTLC podemos simplificar, mais um pouco, a

componente C2. Primeiro tomamos em C1 as parcelas envolvendo as derivadas parciais

ux, depois as transformamos em derivadas totais em x:

−
2α

λ
ξx e

−λu + e−λu α ξ ux + (c1 + c4 t) (αx t+ βx) ux

= Dx

[(

−
2α

λ
ξ + α ξ u

)

e−λu + (c1 + c4 t) (αx t+ βx) u

]

+
2

λ
(αx − λα ux) ξ e

−λu − [αx ξ + α ξx − λα ξ ux] u e
−λu − (c1 + c4 t) (αxx t+ βxx) u,
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por fim, tais derivadas totais são transformadas em derivadas totais em t:

Dt

[(

u−
2

λ

)

α ξ e−λu + (c1 + c4 t) (αx t+ βx) u

]

=

(

α ξ ut − λ

(

u−
2

λ

)

α ξ ut

)

e−λu + (c4 (αx t+ βx) + (c1 + c4 t)αx) u

+ (c1 + c4 t) (αx t+ βx) ut,

e são transferidas para a componente C2. Então as novas componentes C1 e C2 tornam-

se

C1 =
2α

λ
c4 e

−λu + e−λu {[(αx t+ βx) ξ + α (c1 + c4 t) + (αy t+ βy) η

+ (α t+ β) c4] ut + α η uy}+ (c1 + c4 t) (αy t+ βy) uy

+
2

λ
(αx − λα ux) ξ e

−λu − [αx ξ + α ξx − λα ξ ux] u e
−λu − (c1 + c4 t) (αxx t+ βxx) u

=

[

2

λ
(c4 α + αx ξ)− (αx ξ + α ξx) u

]

e−λu + e−λu {[(αx t+ βx) ξ + (αy t+ βy) η

+ α (c1 + c4 t) + (α t+ β) c4] ut + (λu− 2)α ξ ux + α η uy}

+ (c1 + c4 t) [(αy t+ βy) uy − (αxx t+ βxx) u],

C2 =
2

λ
[(αx t+ βx) (ξx − c4)− (αy t+ βy) ξy]− [(αx t+ βx) (c1 + c4 t) + α ξ e−λu] ut

− [(αx t+ βx) ξ + (αy t+ βy) η + α (c1 + c4 t) + (α t+ β) c4] ux

− [(αx t+ βx) η − (αy t+ βy) ξ] uy

+ (α ξ ut − (λu− 2) α ξ ut) e
−λu + (c4 (αx t+ βx) + (c1 + c4 t)αx) u

+ (c1 + c4 t) (αx t+ βx) ut

= (αx t+ βx)

(

2

λ
(ξx − c4) + c4 u

)

−
2

λ
(αy t+ βy) ξy + (c1 + c4 t)αx u

− (λu− 2)α ξ e−λu ut − [(αx t+ βx) η − (αy t+ βy) ξ] uy

− [(αx t+ βx) ξ + (αy t+ βy) η + α (c1 + c4 t) + (α t+ β) c4] ux.

Também podemos simplificar, mais um pouco, a componente C3. Primeiro

tomamos em C1 as parcelas envolvendo as derivadas parciais uy, e as transformamos
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em derivadas totais em y:

e−λu α η uy + (c1 + c4 t) (αy t+ βy) uy

= Dy[(α η e−λu + (c1 + c4 t) (αy t+ βy)) u]

− [(αy η + α ηy − λα η uy) e
−λu + (c1 + c4 t) (αyy t+ βyy)] u,

depois, tais derivadas totais são transformadas em derivadas totais em t:

Dt[(α η e−λu + (c1 + c4 t) (αy t+ βy)) u] = −λα η ut e
−λu u

+ [c4 (αy t+ βy) + (c1 + c4 t)αy] u+ [α η e−λu + (c1 + c4 t) (αy t+ βy)] ut,

por fim, são transferidas para a componente C3. Dáı as novas componentes C1 e C3

tornam-se

C1 =

[

2

λ
(c4 α + αx ξ)− (αx ξ + α ξx) u

]

e−λu + e−λu {[(αx t+ βx) ξ + (αy t+ βy) η

+ α (c1 + c4 t) + (α t+ β) c4] ut + (λu− 2)α ξ ux} − (c1 + c4 t) (αxx t+ βxx) u

− [(αy η + α ηy − λα η uy) e
−λu + (c1 + c4 t) (αyy t+ βyy)] u

=

[

2

λ
(c4 α + αx ξ)− (αx ξ + αy η + 2α ξx) u

]

e−λu + e−λu {[(αx t+ βx) ξ

+ (αy t+ βy) η + α (c1 + c4 t) + (α t+ β) c4] ut + (λu− 2)α ξ ux + λuα η uy},

C3 =
2

λ
[(αy t+ βy) (ξx − c4) + (αx t+ βx) ξy]− [(αy t+ βy) (c1 + c4 t) + α η e−λu] ut

− [(αx t+ βx) ξ + (αy t+ βy) η + α (c1 + c4 t) + (α t+ β) c4] uy

− [(αy t+ βy) ξ − (αx t+ βx) η] ux − λα η ut e
−λu u

+ [c4 (αy t+ βy) + (c1 + c4 t)αy] u+ [α η e−λu + (c1 + c4 t) (αy t+ βy)] ut

= (αy t+ βy)

(

2

λ
(ξx − c4) + c4 u

)

+
2

λ
(αx t+ βx) ξy + (c1 + c4 t)αy u

− [(αx t+ βx) ξ + (αy t+ βy) η + α (c1 + c4 t) + (α t+ β) c4] uy

+ [(αx t+ βx) η − (αy t+ βy) ξ] ux − λuα η e−λu ut.

Agora podemos eliminar da componente C2 as parcelas envolvendo uy. Pri-
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meiro transformamos tais derivadas em derivadas totais em y:

−
2

λ
(αy t+ βy) ξy − [(αx t+ βx) η − (αy t+ βy) ξ] uy

= −Dy

[

2

λ
(αy t+ βy) ξ + [(αx t+ βx) η − (αy t+ βy) ξ] u

]

+
2

λ
(αyy t+ βyy) ξ + [(αxy t+ βxy) η + (αx t+ βx) ηy − (αyy t+ βyy) ξ − (αy t+ βy) ξy] u,

depois, transformamos tais derivadas totais em derivadas totais em x:

− Dx

[

2

λ
(αy t+ βy) ξ + [(αx t+ βx) η − (αy t+ βy) ξ] u

]

= −
2

λ
[(αxy t+ βxy) ξ + (αy t+ βy) ξx]− [(αxx t+ βxx) η + (αx t+ βx) ηx

− (αxy t+ βxy) ξ − (αy t+ βy) ξx] u− [(αx t+ βx) η − (αy t+ βy) ξ] ux,

finalmente, são transferidas para a componente C3. Logo, as novas componentes C2 e

C3 tornam-se

C2 = (αx t+ βx)

(

2

λ
(ξx − c4) + c4 u

)

+ (c1 + c4 t)αx u− (λu− 2)α ξ e−λu ut

− [(αx t+ βx) ξ + (αy t+ βy) η + α (c1 + c4 t) + (α t+ β) c4] ux +
2

λ
(αyy t+ βyy) ξ

+ [(αxy t+ βxy) η + (αx t+ βx) ηy − (αyy t+ βyy) ξ − (αy t+ βy) ξy] u

=

(

2

λ
− u

)

(αyy t+ βyy) ξ + (αx t+ βx)

(

2

λ
(ξx − c4) + (ξx + c4) u

)

+ [(c1 + c4 t)αx + (αxy t+ βxy) η − (αy t+ βy) ξy] u− (λu− 2)α ξ e−λu ut

− [(αx t+ βx) ξ + (αy t+ βy) η + α (c1 + c4 t) + (α t+ β) c4] ux,

C3 = (αy t+ βy)

(

2

λ
(ξx − c4) + c4 u

)

+
2

λ
(αx t+ βx) ξy + (c1 + c4 t)αy u

− [(αx t+ βx) ξ + (αy t+ βy) η + α (c1 + c4 t) + (α t+ β) c4] uy

+ [(αx t+ βx) η − (αy t+ βy) ξ] ux − λuα η e−λu ut

−
2

λ
[(αxy t+ βxy) ξ + (αy t+ βy) ξx]− [(αxx t+ βxx) η + (αx t+ βx) ηx

− (αxy t+ βxy) ξ − (αy t+ βy) ξx] u− [(αx t+ βx) η − (αy t+ βy) ξ] ux

=

(

u−
2

λ

)

(αxy t+ βxy) ξ + (αy t+ βy)

(

−
2

λ
c4 + (ξx + c4) u

)

+

(

u+
2

λ

)

(αx t+ βx) ξy + [(c1 + c4 t)αy − (αxx t+ βxx) η] u

− [(αx t+ βx) ξ + (αy t+ βy) η + α (c1 + c4 t) + (α t+ β) c4] uy − λuα η e−λu ut.
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Portanto, o vetor conservado simplificado é dado por

C1 =

[

2

λ
(c4 α + αx ξ)− (αx ξ + αy η + 2α ξx) u

]

e−λu + e−λu {[(αx t+ βx) ξ

+ (αy t+ βy) η + α (c1 + c4 t) + (α t+ β) c4] ut + (λu− 2)α ξ ux + λuα η uy},

C2 =

(

2

λ
− u

)

(αyy t+ βyy) ξ + (αx t+ βx)

(

2

λ
(ξx − c4) + (ξx + c4) u

)

+ [(c1 + c4 t)αx + (αxy t+ βxy) η − (αy t+ βy) ξy] u− (λu− 2)α ξ e−λu ut

− [(αx t+ βx) ξ + (αy t+ βy) η + α (c1 + c4 t) + (α t+ β) c4] ux,

C3 =

(

u−
2

λ

)

(αxy t+ βxy) ξ + (αy t+ βy)

(

−
2

λ
c4 + (ξx + c4) u

)

+

(

u+
2

λ

)

(αx t+ βx) ξy + [(c1 + c4 t)αy − (αxx t+ βxx) η] u

− [(αx t+ βx) ξ + (αy t+ βy) η + α (c1 + c4 t) + (α t+ β) c4] uy − λuα η e−λu ut.

Para obtermos leis de conservação espećıficas consideramos a seguinte sub-

álgebra gerada por:

V1 =
∂

∂t
, V2 =

∂

∂x
, V3 =

∂

∂y
, V4 = t

∂

∂t
−
2

λ

∂

∂u
, V5 = x

∂

∂x
+y

∂

∂y
+
2

λ

∂

∂u
, V6 = y

∂

∂x
−x

∂

∂y
.

Seja o gerador geral

V = (c1 + c4 t)
∂

∂t
+ (c2 + c5 x+ c6 y)

∂

∂x
+ (c3 − c6 x+ c5 y)

∂

∂y
+

2

λ
(c5 − c4)

∂

∂u
,

com c1, c2, c3, c4, c5 e c6 constantes arbitrárias.

Assim, as componentes do vetor conservado são

C1 =

[

2

λ
(c4 α + αx (c2 + c5 x+ c6 y))− [αx (c2 + c5 x+ c6 y) + αy (c3 − c6 x+ c5 y)]u

]

e−λu

+ e−λu {−2α c5 u+ [(αx t+ βx) (c2 + c5 x+ c6 y) + (αy t+ βy) (c3 − c6 x+ c5 y)

+ α (c1 + c4 t) + (α t+ β) c4] ut + (λu− 2)α (c2 + c5 x+ c6 y) ux

+ λuα (c3 − c6 x+ c5 y) uy},
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C2 =

(

2

λ
− u

)

(αyy t+ βyy) (c2 + c5 x+ c6 y) + (αx t+ βx)

(

2

λ
(c5 − c4) + (c5 + c4) u

)

+ [(c1 + c4 t)αx + (αxy t+ βxy) (c3 − c6 x+ c5 y)− (αy t+ βy) c6] u

− [(αx t+ βx) (c2 + c5 x+ c6 y) + (αy t+ βy) (c3 − c6 x+ c5 y) + α (c1 + c4 t)

+ (α t+ β) c4]ux − (λu− 2)α (c2 + c5 x+ c6 y) e
−λu ut,

C3 =

(

u−
2

λ

)

(αxy t+ βxy) (c2 + c5 x+ c6 y) + (αy t+ βy)

(

−
2

λ
c4 + (c5 + c4) u

)

+

(

u+
2

λ

)

(αx t+ βx) c6 + [(c1 + c4 t)αy − (αxx t+ βxx) (c3 − c6 x+ c5 y)] u

− [(αx t+ βx) (c2 + c5 x+ c6 y) + (αy t+ βy) (c3 − c6 x+ c5 y) + α (c1 + c4 t)

+ (α t+ β) c4] uy − λuα (c3 − c6 x+ c5 y) e
−λu ut.

Portanto, provamos o sétimo corolário doNTLC, o Corolário 1.20, página

21.

Observação 4.1: O Corolário 1.17 é uma consequência do Corolário 1.20. De fato,

notamos que a equação (4.33) é obtida com λ = −1; além disso ela é quase autoadjunta,

então a variável adjunta é v = β eu, com α = 0 e β constante não-nula nesse corolário,

e o único vetor conservado não-trivial é o gerado por V4.
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Caṕıtulo 5

Conclusão

Vimos que o NTLC é uma ferramenta importante para se obter as quantida-

des conservadas, ou vetores conservados, a partir das simetrias de Lie, etc., da respectiva

equação diferencial. Uma vez que tivermos calculados tais simetrias, via Algoŕıtmo de

Lie, aplicamos o Algoŕıtmo do NTLC para estabelecermos as leis de conservação cor-

respondentes.

Aplicando o Método de Ibragimov obtivemos algumas leis de conservação

para as equações do fluxo de Ricci geométrico, equações do fluxo de Ricci 2D; as leis

de conservação para as equações do calor não-linear 2D com não-linearidade do tipo

potência f(u) = up e do tipo exponencial f(u) = eu, equações do fluxo de Ricci mo-

dificada; algumas leis de conservação para as equações do fluxo geométrico hiperbólico

modificada. Em particular, conclúımos que a equação do fluxo geométrico hiperbólico

possui uma única lei de conservação não-trivial.

Em vista destes resultados importantes surgem algumas questões pertinen-

tes.

1) Entre as equações estudadas quais admitem infinitas leis de conservação não-triviais?

2) Se considerarmos outras sub-álgebras obteremos novas leis de conservação, a menos,

de equivalência?

3) Quais das equações vistas admitem leis de conservação generalizadas de alta ordem,
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no sentido, estudado por Kruskal [7] para a equação de KdV?
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Apêndice A

A equação do fluxo de Ricci

geométrico

Proposição A.1: Considere a superf́ıcie regular (M2, g) com a métrica em coorde-

nadas conformes, gij = 1
2
eu δij, então a equação do fluxo de Ricci geométrico é dada

por

ut = e−u (uxx + uyy).

Demonstração: A equação do fluxo de Ricci é

∂gij
∂t

= −Rij

onde Rij são as componentes do tensor de Ricci. Como a métrica é conforme, basta

tomarmos i = j = 1 e calcularmos R11.

Os śımbolos de Christoffel (veja [44], página 62) são dados por

Γk
ij =

1

2
gkl (glj,i + gli,j − gij,l) = e−u δkl

(

1

2
eu ui δlj +

1

2
eu uj δli −

1

2
eu ul δij

)

=
1

2
(ui δkj + uj δki − uk δij) ,

Γk
ij =



















1
2
uk (−1)1+δki se i = j

1
2
uj se k = i 6= j

1
2
ui se k = j 6= i.

143



As componentes do tensor curvatura Riemmaniana são dadas por

Rk
ijl = Γk

il,j − Γk
ij,l + Γk

pj Γ
p
il − Γk

pl Γ
p
ij,

e as componentes do tensor de Ricci são dadas por

Rij = Rk
ikj.

Então obtemos

R11 = R1
111 +R2

121 = R2
121 = Γ2

11,2 − Γ2
12,1 + Γ2

p2 Γ
p
11 − Γ2

p1 Γ
p
12,

Γ1
11 =

1

2
ux, Γ2

11 = −
1

2
uy, Γ2

21 =
1

2
ux, Γ1

12 =
1

2
uy, Γ2

22 =
1

2
uy,

ou seja,

R11 = −
1

2
uxx −

1

2
uyy +

1

4
u2
y +

1

4
u2
x −

1

4
u2
x −

1

4
u2
y

= −
1

2
(uxx + uyy).

Portanto, a equação do fluxo de Ricci é

1

2
eu ut =

1

2
(uxx + uyy), ou seja, ut = e−u (uxx + uyy).

❖

Proposição A.2: Considere a superf́ıcie regular (M2, g) com a métrica em coordena-

das conformes, gij =
1
2
eu δij, então a equação do fluxo de Ricci geométrico hiperbólico

é dada por

utt = e−u (uxx + uyy)− u2
t .

Demonstração: Segue da Proposição A.1. ❖
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Apêndice B

A equação do fluxo de Ricci

geométrico hiperbólico modificada

Proposição B.1: As simetrias de Lie da equação do fluxo de Ricci geométrico hi-

perbólico modificada

utt = a eλu (uxx + uyy) + λu2
t

onde a e λ são constantes não-nulas, são geradas pelo seguinte gerador infinitesimal:

X = (c1 + c4 t)
∂

∂t
+ ξ(x, y)

∂

∂x
+ η(x, y)

∂

∂y
+

2

λ
(ξx − c4)

∂

∂u
,

com c1 e c4 constantes arbitrárias, e as funções ξ = ξ(x, y) e η = η(x, y) satisfazendo as

equações de Cauchy-Riemann:

ξx = ηy, ηx = −ξy.

Demonstração: Seguindo [4], Theorem 2.36, página 110, dado o gerador infinitesimal

X = τ
∂

∂t
+ ξ

∂

∂x
+ η

∂

∂y
+ φ

∂

∂u
,

onde τ = τ(t, x, y, u), ξ = ξ(t, x, y, u), η = η(t, x, y, u) e φ = φ(t, x, y, u), a sua segunda

extensão infinitesimal é dada por

X(2) = τ
∂

∂t
+ ξ

∂

∂x
+ η

∂

∂y
+ φ

∂

∂u
+ φt ∂

∂ut

+ φtt ∂

∂utt

+ φxx ∂

∂uxx

+ φyy ∂

∂uyy

+ · · · ,
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onde os coeficientes são dados por

φt = Dtφ− (Dtτ)ut − (Dtξ)ux − (Dtη)uy

= φt + (φu − τt)ut − τu u
2
t − ξt ux − ηt uy − ξu utux − ηu utuy,

φtt = Dtφ
t − (Dtτ)utt − (Dtξ)utx − (Dtη)uty

= φtt + (2φtu − τtt)ut − ξtt ux − ηtt uy + (φuu − 2 τtu)u
2
t − 2 ξtu utux − 2 ηtu utuy

− τuuu
3
t − ξuu u

2
tux − ηuu u

2
tuy + (φu − 2 τt − 3 τu ut − ξu ux − ηu uy)utt

− 2 (ξt + ξu ut)utx − 2 (ηt + ηu ut)uty,

φxx = φxx + (2φxu − ξxx)ux − τxx ut − ηxx uy + (φuu − 2 ξxu)u
2
x − 2 τxu utux − 2 ηxu uxuy

− ξuuu
3
x − τuu u

2
xut − ηuu u

2
xuy + (φu − 2 ξx − 3 ξu ux − τu ut − ηu uy)uxx

− 2 (τx + τu ux)utx − 2 (ηx + ηu ux)uxy,

φyy = φyy + (2φyu − ηyy)uy − τyy ut − ξyy ux + (φuu − 2 ηyu)u
2
y − 2 τyu utuy − 2 ξyu uxuy

− ηuuu
3
y − τuu u

2
yut − ξuu u

2
yux + (φu − 2 ηy − 3 ηu uy − τu ut − ξu ux)uyy

− 2 (τy + τu uy)uty − 2 (ξy + ξu uy)uxy.

O critério infinitesimal de invariância (Theorem 2.31, página 104) exige

que

X(2)(utt − a eλu (uxx + uyy)− λu2
t ) = 0, quando utt − a eλu (uxx + uyy)− λu2

t = 0.

Assim devemos ter

0 =

(

φ
∂

∂u
+ φt ∂

∂ut

+ φtt ∂

∂utt

+ φxx ∂

∂uxx

+ φyy ∂

∂uyy

)

(utt − a eλu (uxx + uyy)− λu2
t )

= −φ aλ eλu (uxx + uyy)− φt 2λut + φtt − (φxx + φyy) a eλu. (B.1)

Agora substituimos a equação utt = a eλu (uxx + uyy) + λu2
t em φtt e o

reescrevemos como

φtt := φ̃tt + (φu − 2 τt − 3 τu ut − ξu ux − ηu uy)(a e
λu (uxx + uyy) + λu2

t ) (B.2)

onde φ̃tt
utt

= 0.

Os coeficientes dos monômios utuxx, uxuxx e uyuyy em (B.1, B.2) são dados

por
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utuxx: −3 τu a λ e
λu + τu a λ e

λu = 0,

uxuxx: −ξu a λ e
λu + 3 ξu a λ e

λu = 0,

uyuyy: −ηu a λ e
λu + 3 ηu a λ e

λu = 0.

Como a λ 6= 0 segue que τ = τ(t, x, y), ξ = ξ(t, x, y) e η = η(t, x, y). Então

temos

φt = φt + (φu − τt)ut − ξt ux − ηt uy,

φtt = φtt + (2φtu − τtt)ut − ξtt ux − ηtt uy + φuu u
2
t − 2 ξt utx − 2 ηt uty

+ (φu − 2 τt)(a e
λu (uxx + uyy) + λu2

t )

= φtt + (2φtu − τtt)ut − ξtt ux − ηtt uy + (φuu + λ (φu − 2 τt)) u
2
t − 2 ξt utx − 2 ηt uty

+ (φu − 2 τt) a e
λu (uxx + uyy),

φxx = φxx + (2φxu − ξxx)ux − τxx ut − ηxx uy + φuu u
2
x + (φu − 2 ξx)uxx − 2 τx utx

− 2 ηx uxy,

φyy = φyy + (2φyu − ηyy)uy − τyy ut − ξyy ux + φuu u
2
y + (φu − 2 ηy)uyy − 2 τy uty

− 2 ξy uxy,

φxx + φyy = ∆φ−∆τ ut + (2φxu −∆ξ)ux + (2φyu −∆η)uy + φuu (u
2
x + u2

y)

+ (φu − 2 ξx)uxx + (φu − 2 ηy)uyy − 2 τx utx − 2 τy uty − 2 (ηx + ξy) uxy.

Substituindo estas fórmulas em (B.1) obtemos

0 = −φ aλ eλu (uxx + uyy)− (φt + (φu − τt)ut − ξt ux − ηt uy) 2λut + φtt + (2φtu − τtt)ut

− ξtt ux − ηtt uy + (φuu + λ (φu − 2 τt)) u
2
t − 2 ξt utx − 2 ηt uty

+ (φu − 2 τt) a e
λu (uxx + uyy)− [∆φ−∆τ ut + (2φxu −∆ξ)ux + (2φyu −∆η)uy

+ φuu (u
2
x + u2

y) + (φu − 2 ξx)uxx + (φu − 2 ηy)uyy − 2 τx utx − 2 τy uty

− 2 (ηx + ξy) uxy] a e
λu. (B.3)

Da equação (B.3) segue que as equações determinantes de simetrias são

dadas por
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u2
t : −2λ (φu − τt) + φuu + λ (φu − 2 τt) = 0,

u2
x + u2

y: φuu = 0 ,

uxx: −φ aλ eλu + (φu − 2 τt) a e
λu − (φu − 2 ξx) a e

λu = 0,

uyy: −φ aλ eλu + (φu − 2 τt) a e
λu − (φu − 2 ηy) a e

λu = 0,

uxy: 2 (ηx + ξy) a e
λu = 0 ,

utx: −2 ξt + 2 τx a e
λu = 0 ,

uty: −2 ηt + 2 τy a e
λu = 0 ,

utux: 2λ ξt = 0 ,

utuy: 2λ ηt = 0 ,

ut: −2λφt + (2φtu − τtt) + ∆τ a eλu = 0 ,

ux: −ξtt − (2φxu −∆ξ) a eλu = 0 ,

uy: −ηtt − (2φyu −∆η) a eλu = 0 ,

1: φtt −∆φ a eλu = 0 .

Substituindo a segunda equação determinante na primeira segue que φ =

φ(t, x, y), visto que λ 6= 0.

Seguem das oitava e nona equações que ξ = ξ(x, y) e η = η(x, y). Substi-

tuindo tais ξ e η nas sexta e sétima equações obtemos τ = τ(t).

Resolvendo a terceira equação para φ, temos

−(φλ+ 2 τt − 2 ξx) a e
λu = 0, ou seja, φ =

2

λ
(ξx − τt).

Subtraindo as terceira e quarta equações obtemos ξx − ηy = 0. Disso e dá

quinta equação segue que as funções ξ = ξ(x, y) e η = η(x, y) satisfazem as equações

de Cauchy-Riemann:

ξx = ηy, ηx = −ξy.

Substituindo τ e φ na décima equação segue que τtt = 4 τtt, ou seja, τ =

c1 + c4 t, onde c1 e c4 são constantes arbitrárias.

Portanto, τ = c1 + c4 t, as funções ξ = ξ(x, y) e η = η(x, y) satisfazem as

equações de Cauchy-Riemann, e φ = 2
λ
(ξx − c4). ❖
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Corolário B.1: As simetrias de Lie da equação do fluxo de Ricci geométrico hiperbólico

utt = e−u (uxx + uyy)− u2
t

são geradas pelo seguinte gerador infinitesimal:

X = (c1 + c4 t)
∂

∂t
+ ξ(x, y)

∂

∂x
+ η(x, y)

∂

∂y
+ 2 (c4 − ξx)

∂

∂u
,

com c1 e c4 constantes arbitrárias, e as funções ξ = ξ(x, y) e η = η(x, y) satisfazem as

equações de Cauchy-Riemann:

ξx = ηy, ηx = −ξy.

149



150



Referências Bibliográficas
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952-960, (1970). Dispońıvel em: http://www.math.ucdavis.edu/~laustria/

VIGRE-RFG/Files/JMathPhys_1970_Kruskal_etal.pdf. Acesso em: jan 2012.

[8] EVANS, L. C. Partial Differential Equations. Graduates Studies in Mathema-
tics, Vol. 19, American Mathematical Society, (1998).

[9] IBRAGIMOV, N. H. Nonlinear self-adjointness in constructing conser-
vation laws. Archives of ALGA 7/8, 1-90, (2010-2011). Dispońıvel em: http:
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09 Jan 2010. Dispońıvel em: http://arxiv.org/pdf/1001.1394.pdf. Acesso em:
jan 2012.

[11] CIMPOIASU, R.; CONSTANTINESCU, R. Symmetries and invariants for
the 2D-Ricci flow model. J. Nonlin. Math. Phys., 13, 285-292, (2006). Dis-
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