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Ninguém sabe

mas vocé foi o escolhido.

O seu amor € tnico,

o seu amor é um homem sentado

pensando em seu cachorro morto.

O seu amor é a iltima orquidea do inverno

é passaro pedindo agua

pupila adormecida.

E vocé nem se importa

pelo fato de ser melhor.

O seu nariz é grego,

vocé é tao bonito e nem liga.

E verdade que voceé tem sofrido muito mas isso faz parte.
Quando vocé anda na rua as arvores florescem.
Vocé é meu amigo.

Voceé é

eu.

(Ninguém Sabe, Renata Pallottini)



Resumo

Neste trabalho sao provados teoremas do tipo Banach-Stone para diversas dlgebras topoldgicas de fungoes
holomorfas em espacos de dimensao infinita. Mais especificamente, se F e I’ sao espagos de Fréchet, onde
um deles é separavel e tem a propriedade de aproximacao limitada e U C E, V C F sao dominios de
holomorfia conexos, provamos que os dominios U e V sao biholomorficamente equivalentes se e somente se
as dlgebras (H(U),7) e (H(V), ) sao topologicamente isomorfas, para T = 79, 7,, ou 7s5. Sao apresentados
dois exemplos: um onde o teorema falha se apenas um dos abertos é um dominio de holomorfia, e outro
onde os resultados nao sao validos se um dos espagos nao é um espaco de Fréchet. Também sao apresentados
resultados similares para algebras de funcoes holomorfas de tipo limitado. Com efeito, se E e F' sdo espacos
de Banach reflexivos, um deles do tipo Tsirelson, e U C E, V C F sao abertos convexos e equilibrados, entao
existe um tipo especial de aplicagao biholomorfa entre U e V' se e somente se as dlgebras de Fréchet Hy(U)
e Hy(V) sao topologicamente isomorfas. Finalmente sdo demonstrados teoremas andlogos para algebras
topolodgicas de germes holomorfos, a saber: se E e F' sao espagos de Banach do tipo Tsirelson-James, K C FE
e L C F sao subconjuntos compactos convexos e equilibrados, entao existe uma aplicacao biholomorfa de
uma vizinhanca aberta de K sobre uma vizinhanca aberta de L, que leva K em L, se e somente se as dlgebras

H(K) e H(L) sdo topologicamente isomorfas.
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Abstract

We derive Banach-Stone theorems for several topological algebras of holomorphic functions on infinite
dimensional spaces. To be more specific, if £ and F are Fréchet spaces, one of them separable with the
bounded approximation property and U C E, V C F are connected domains of holomorphy, we prove that U
and V are biholomorphically equivalent if and only if the algebras (H(U), ) and (H(V'), 7) are topologically
isomorphic, for 7 = 719, 7, or 75. We present two examples: one in which the theorem fails if only one of
the open subsets is a domain of holomorphy, and another one in which the results are not valid if one of
the spaces is not a Fréchet space. We also present similar results for algebras of holomorphic functions of
bounded type. In fact, if £ and F' are reflexive Banach spaces, one of them a Tsirelson-like space, and
U C E, V C F are absolutely convex open subsets, then there exists a suitable biholomorphic mapping
between U and V if and only if the Fréchet algebras H;,(U) and H,(V') are topologically isomorphic. Finally
we give analogous theorems for topological algebras of germs of holomorphic functions as follows: if E and
F are Tsirelson-James-like spaces, K C E and L C F are absolutely convex compact subsets, then there
exists a biholomorphic mapping from an open neighborhood of K onto an open neighborhood of L, which

maps K onto L, if and only if the algebras H(K) and H(L) are topologically isomorphic.
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Introducao

Em 1932, S. Banach provou em [6] que dois espagos métricos compactos X e Y sdo homeomorfos se
e somente se as algebras de Banach C(X) e C(Y) s@o isometricamente isomorfas. M. H. Stone, em
1937, generalizou em [65] este resultado para espacos topoldgicos Hausdorff compactos arbitrarios,
resultado que ficou entao conhecido como Teorema de Banach-Stone.

Neste trabalho apresentamos resultados similares para diversas dlgebras topolégicas de fungoes
holomorfas. Mais especificamente, sejam E e F' espacos localmente convexos; U C F eV C F
subconjuntos abertos. Consideremos H(U) a dlgebra de todas as fungoes holomorfas f : U — C,
e da mesma forma H(V'), e dotemos H(U) e H(V) de uma de suas topologias naturais 7 = 79, 7,
ou 75. Nesta tese provamos, sob certas condicoes em F, F', U e V, que os abertos U e V sao
biholomorficamente equivalentes (isto é, existe uma aplicagao bijetiva e holomorfa entre U e V' cuja
inversa é holomorfa) se e somente se as algebras (H(U), 7) e (H(V), T) sdo topologicamente isomorfas.

A seguir explicamos com mais detalhe o que é apresentado em cada capitulo deste texto.

No Capitulo 1 apresentamos alguns resultados em espacos de Banach e espagos localmente con-
vexos, polinomios, funcoes holomorfas e germes de funcoes holomorfas, que serao necessarios para os
resultados principais desta tese.

No Capitulo 2, Secao 2.2, provamos que se F e F' sao espagos de Fréchet, um deles com a pro-
priedade da aproximacao, e U e V sao convexos e equilibrados, entao U e V' sao biholomorficamente
equivalentes se e somente se (H(U),7) e (H(V), ) sao algebras topologicamente isomorfas, para

T =17y 0uT,. Se FE ou F é separavel e tem a propriedade da aproximagao, temos o mesmo resultado



para a topologia 75. Apresentamos nesta secao um exemplo onde o teorema principal falha, quando
um dos espacos em questao nao é um espaco de Fréchet.

Na Secao 2.3, apresentamos resultados similares para abertos polinomialmente convexos. Para
T =T e T, o resultado ¢é valido para abertos polinomialmente convexos em espagos de Fréchet, um
deles com a propriedade da aproximacao. Para a topologia 75, um dos espacos E ou F' precisa ser
separavel e ter a propriedade da aproximacao limitada, e os abertos U e V tém que ser conexos e
polinomialmente convexos.

Na Secao 2.4, apresentamos resultados similares para dominios de holomorfia. Mais especifica-
mente, se E e F sao espacos de Fréchet, um deles separdavel com a propriedade da aproximacao
limitada, e U e V sao dominios de holomorfia conexos, entao U e V sao biholomorficamente equiv-
alentes se e s6 se (H(U),7) e (H(V), 1) sdo algebras topologicamente isomorfas, para 7 = 79,7, €
Ts.

Nesta secao mostramos que a hipétese dos abertos serem dominios de holomorfia nao pode ser
omitida. Mais especificamente, demonstramos que em qualquer espago de Banach ¢é possivel construir
dois abertos U e V', sendo que um deles nao é um dominio de holomorfia, tal que as algebras (H(U), 1)
e (H(V'), T) sdo topologicamente isomorfas para 7 = 7, 7, e 75, mas U e V nao sao biholomorficamente
equivalentes.

O Capitulo 3 estd dedicado ao estudo das algebras de funcoes holomorfas de tipo limitado.
Comegamos apresentando na Se¢ao 3.1 uma caracterizagao de quais aplicagoes holomorfas ¢ : V —
U definem um operador de composigao entre as dlgebras H,(U) e H,(V'). Utilizando esse resultado
obtemos um teorema do tipo Banach-Stone para tais algebras. Mais especificamente, provamos que
se ' e F sao espacos de Banach reflexivos, um deles um espaco de Tsirelson, e U C E e V C F sao
subconjuntos abertos convexos e equilibrados, entao existe um tipo especial de aplicagao biholomorfa
entre U e V se e somente se as algebras H,(U) e H, (V') s@o topologicamente isomorfas. Ainda nesta
secao apresentamos um interessante corolario de extensao, onde provamos sob as mesmas hipoteses,

que um isomorfismo topolégico entre H,(U) e Hy(V') estende-se a um isomorfismo topoldgico entre



(H(U),7) e (H(V),T), para T = 79, T, Ou Ts.

No ultimo capitulo desta tese, Capitulo 4, apresentamos teoremas de Banach-Stone para algebras
de germes holomorfos. Na Secao 4.1 provamos que se K e L sao subconjuntos compactos, convexos
e equilibrados em espacos de Tsirelson, entao K e L sao biholomorficamente equivalentes (ou seja,
existe uma aplicacao biholomorfa entre uma vizinhanca de K sobre uma vizinhanca de L, que leva K
em L) se e somente se H(K) e H(L) sao algebras topologicamente isomorfas. Obtemos ainda nesta
secao um resultado mais forte em dimensao finita para subconjuntos compactos que sao Oka-Weil
compactos e conexos.

Na Secao 4.2, provamos um resultado similar quando K C E e L C F' sao subconjuntos compactos
convexos e equilibrados em espacos de Tsirelson-James. As técnicas de demonstracao nas duas segoes
sao bastantes diferentes, uma vez que o espaco de Tsirelson é reflexivo, o que simplifica bastante as
demonstracoes. Terminamos o capitulo com algumas investigacoes acerca das relacoes entre a algebra
de germes de fungoes holomorfas em subconjuntos abertos de um espaco de Banach E que contém
um compacto K C E; e a algebra de germes de fungdes holomorfas em abertos de E” que contém o
mesmo compacto K.

Diversos teoremas do tipo Banach-Stone tém sido obtidos recentemente por vérios autores. En-
contramos teoremas do tipo Banach-Stone em [16] para diversas dlgebras de fungées holomorfas. Em
[14] sdo apresentados teoremas do tipo Banach-Stone para espacos de polinémios homogéneos. Para
algebras de fungoes R-diferencidveis citamos [31, 32]. Com relacdo a dlgebras de germes holomorfos,
citamos o trabalho [59], feito somente para dimensao finita.

Versoes preliminares dos resultados apresentados nesta tese podem ser encontrados em [30, 69,

70, 71, 72).



Capitulo 1

Preliminares

A mente que se abre a uma nova idéia, jamais voltard ao seu tamanho original. (Albert Einstein)

1.1 Notacao

Utilizamos a seguinte notagao:

N o conjunto dos nimeros naturais
R o corpo dos numeros reais
C o corpo dos nimeros complexos
E,F espacos de Banach ou espacos localmente convexos Hausdorff sobre C

E™ oproduto £ x --- X E
A

n—vezes
a n-upla (x, -+, x)
——
n—vezes

cs(E) o conjunto das seminormas continuas em E
L(E;F) o espago das aplicagoes lineares e continuas de E em F
E' L(E;C)
J: F — E" ainclusdo canonica de E' em E”

Li(E;F) o espago de todos os elementos de L(E; F') que tém posto finito

4



o espago de todos os polinomios m-homogéneos continuos de E em F
o espago de todos os polinomios m-homogéneos de tipo finito
continuos de £ em F'

o espaco de todos os polinomios continuos de E em F'

P("E;C)

Py(mE;C)

P(E;C)

a bola aberta em F com centro em z e raio r

a bola fechada em E com centro em x e raio r

um subconjunto aberto nao vazio de F

a distancia de x € U a fronteira de U

a distancia de A C U a fronteira de U

a envoltoria convexa e fechada de A C F

o espaco das aplicacoes holomorfas de U em F

H(U;C)

a parte real de f € H(U)

a parte imagindria de f € H(U)

o espaco das aplicagoes holomorfas de tipo limitado de U em F
H,(U;C)

o espaco das aplicacoes holomorfas de U em F' que sao limitadas em U
H>(U;C)

o espaco das aplicagoes holomorfas de U em F' que sao w-uniformemente
continuas nos subconjuntos U-limitados
Howu(U; C)

um subconjunto compacto de

o espacgo dos germes holomorfos em K com valores em F



) H(K;C)
Ps(U) o espago das fungoes plurisubharmonicas em U

) o espago das fungoes plurisubharmonicas e continuas em U
F uma familia de funcgoes de U em C

Azr oconjunto {zx € U : |f(x)| <supy|f|, paratoda f € F}
1.2 Preliminares sobre espacos de Banach e espacos
localmente convexos

Todos os espacos localmente convexos em questao sao Hausdorff.

Seja E' um espago localmente convexo. Denotamos por w a topologia fraca em E, o(F, E'). Por
w* entendemos a topologia fraca estrela em E', o(E’, E). Seja F' um espago localmente convexo
tal que (F, F) é um sistema dual. Entdo o(F, F') denota a topologia fraca em E com respeito a
dualidade (E,F). A topologia de Mackey em E é a topologia da convergéncia uniforme sobre os
subconjuntos convexos, equilibrados e o(F, E')-compactos de F. A topologia de Mackey em E sera

denotada por 7(E, F).

Teorema 1.2.1 (Teorema de Mackey-Arens, [39], 3-§5, Proposigao 4). Sejam (E, F) um
sistema dual e T uma topologia localmente convexra em E. Entao as sequintes condicoes sao equiva-

lentes.
(1) o(E,F) <1 <7(E,F).
(2) (E,7) =F.

Dizemos que uma familia F C L(FE; F) é equicontinua se para cada e > 0 e p € cs(FE) existe uma

vizinhanca V' de zero em E tal que

p(T(z)) < e, para todos x € V, T € F.



Definig¢oes 1.2.2 ([25], Definigao 2.7). Seja E um espago localmente convezo.

(1) Dizemos que E tem a propriedade de aproximacgao se para cada subconjunto compacto K de

E, pecs(E) ee >0, existe um operador de posto finito T =T, x € Li(E; E) tal que

p(T(x) —x) < e, para todo x € K.

(2) Dizemos que E tem a propriedade de aproximagao limitada se a familia
{T.x : € >0 e K é um subconjunto compacto de E'}

obtida no item (1) pode ser tomada equicontinua.

Proposicao 1.2.3. Se E € um espago localmente convexo com a propriedade de aprorimacao (limi-

tada), entao todo subespago complementado de E tem a propriedade de aprorimagao (limitada).

Demonstracao: Iremos demonstrar a proposicao para a propriedade de aproximagao, e obser-
vamos que para a propriedade de aproximacao limitada os argumentos sao similares.

Sejam N um subespaco complementado de £ e P : E' — N uma projecao continua tal que
P(z) = z, para todo x € N. Sejam K C N um subconjunto compacto, ¢ € cs(N) e ¢ > 0. E claro
que go P é um elemento de c¢s(F), e como E tem a propriedade de aproximagao, existe um operador

de posto finito T : E — FE tal que
(go P)(T'(z) —x) <e¢, para todo xz € K

Como T é de posto finito, temos que o operador S = PoT|y : N — N também é de posto finito.

Logo para todo x € K segue que
q(S(x) —x) = q(PoT(x) = P(z)) = ¢(P(T(z) — x)) = qo P(T(x) — z) <k,
e assim N tem a propriedade de aproximagao. [

A seguinte definicao serd utilizada no Capitulo 2.

7



Definicao 1.2.4 ([47], Definicao 1.1). Sejam E um espago vetorial, (Eq)aca uma familia de
espacos localmente convexos e m, : E — FE, uma aplicacao de E em E,, para todo o € A.
Chamamos de topologia projetiva em E com relagao a familia de aplicagdes 7, a topologia mais

fraca em E que torna cada m, continua.

As seguintes defini¢oes e resultados relativos a limites indutivos de espagcos localmente convexos

serao utilizadas no Capitulo 4.

Definigao 1.2.5 ([47], Definicao 1.3). Sejam E um espaco vetorial, (Ey)aca uma familia de
espacos localmente convexos e i, : E, — E uma aplicacao de E, em E, para todo o € A. Chamamos
de topologia indutiva em FE com relacao a familia de aplicagoes i, a topologia localmente convexa

mais fina em E que torna cada i, continua.

Definigao 1.2.6 ([47], Definicao 1.4). Seja E um espago vetorial que € a unidao de uma familia
de espagos localmente converos (Ey)aca dirigida por inclusao. Suponha que cada inclusio E, — Eg
€ continua, para o < (. Entao E, munido da topologia indutiva com relagao as inclusoes FE, — E

¢ chamado de limite indutivo dos subespacos E,, e escrevemos
E — limaeAEa.

Teorema 1.2.7 ([39], 2-§12, Proposicao 1). Sejam E um espaco vetorial e (Ey)aca uma familia
de espagos localmente convezos tais que £ = limaeaEq. Seja F' um espaco localmente convexo. Uma
aplicacao linear T : E — F € continua se e somente se T o1, : B, — F € continua, para todo

ac A
O préximo teorema é devido a A. Grothendieck ([33, Teorema A] ou [34, Teorema 1]).

Teorema 1.2.8 ([33], Teorema A ou [34], Teorema 1). Seja F' um espa¢o Hausdorff localmente
convexo que € a unido de uma sequéncia crescente de espacos de Fréchet (F,)nen, € suponha que

cada inclusao i, : F,, — F € continua. Seja T : E — F uma aplicagao linear continua, onde E €



um espacgo de Fréchet. Entdao existem n € N e uma aplicagao linear continua T, : E — F,, tal que

inol,="1T.

A demonstragao do préoximo Lema foi extraida de um curso ministrado por J. Mujica na UNI-

CAMP.

Lema 1.2.9. Sejam E um espaco localmente convero e U uma vizinhanga aberta, convexra e equili-

brada de zero em E. Entdao
(1) U={z € E: ) x €U para todo 0 < \ < 1}.
(2) U=U.

Demonstracao:

(1) Denotemos U = {x € E : Az € U para todo 0 < XA < 1}. E claro que U C U. Se z ¢ U, entéo
existe A, 0 < A < 1 tal que Az ¢ U. Pelo Teorema de Hahn-Banach existe ¢ € E’ tal que p(Az) =1
e |¢(y)] < 1, para todo y € U. Entao p(z) = ; > 1 cassimaz ¢ U. Logo U C U e (1 ) estd provado.

(2) E claro que U CU Por outro lado, se z EU entao existe p > 1 tal que px EUC U. Por (1),
temos que x = %,ux € U e assim %g U. [ |

O conjunto U é chamado de fecho algébrico de U. Esta terminologia foi primeiramente dada por
A. Grothendieck em 1954, em [35].

Sejam E um espaco de Banach e A C E um subconjunto. Denotamos por Zo* o ||.][-interior em

E" do fecho fraco-estrela de A, ou em outras palavras, A" = int (Zw*).

Lema 1.2.10. Sejam E um espag¢o de Banach e K C E um subconjunto compacto, convezro e

equilibrado. Entao K + Bg (0,7“)¢: K+ BE//(O,T), para todo r > 0.

Demonstragao: Denotemos por U, = K + Bg (0, 7’). Por um lado, usando que K é compacto,

e portanto w*-compacto, e aplicando o Teorema de Goldstine, temos que

U — KT Be(0.1) =K +Bn(07) = K+ B (0.0 = ¥ B0,



o

Agora segue do Lema 1.2.9 que U, =K + B (0,7)

ll.”:K—i-BE//(O,’I”). [ |

1.3 Preliminares sobre polinémios

Sejam E, F espagos de Banach e m € N. Um polinémio m-homogéneo P € P(™E; F) é de tipo finito

se existem ¢y, -+ ,¢, € F', 1, ,p, € E' tais que P pode ser escrito da forma:

n

P(z) = Zcigoi(x)m, para todo x € E.

i=1
Denotamos por P¢("E; F') o espago de todos os polinémios m-homogéneos de E em F' que sao de

tipo finito. Quando F' = C, escrevemos P;(™FE) ao invés de P;(™E; C).

Proposigao 1.3.1. Seja E um espago de Banach tal que Pp(™E) € denso em norma em P(™E),

para todo m € N. Entao cada subespaco complementado de E tem a mesma propriedade.

Demonstracao: Sejam m € N, N um subespaco complementado de £ e T': E — N uma
projegao continua tal que T'(z) = x, para todo x € N. Seja P € P(™N). Entao é claro que
PoT e P(™E). Por hipétese, existe uma sequéncia de polinomios de tipo finito (P});en C Py(™E)
que converge para P oT' uniformemente sobre os limitados de E, e em particular sobre todos os
limitados de N. Como Pj|y € P¢(™N), para todo j € N e T(N) = N, temos que Pj|y — P

uniformemente sobre os limitados de N. [ |

Em geral, ' ndo é um subespaco complementado de £”. No entanto temos a seguinte Proposicao.

Proposigao 1.3.2. Seja E um espago de Banach tal que Pr(™E") é denso em norma em P(™E"),

para todo m € N. Entdo Ps(™E) € denso em norma em P(™E), para todo m € N.

Demonstracao: Fixemos m € N. Vamos provar inicialmente que se @) € Pr(™E") entao

Qo J € Py(™E), onde J denota a inclusdo canbnica J : E — E”. Para tal proposito, seja

10



Q € Py(™E"). Entao existem z’,--- ,x/ € E" tais que

n
Q") = Zx}”(m”)m, para todo z” € E”.
j=1
Por outro lado, temos que 2o J = J'(z}’) € E', para todo j = 1,--- ,n, onde J": E"” — E’ denota
a transposta de J. Portanto

QoJ= Z(J'(a:;"))m € Pi("E).

Consideremos agora P € P("E) e P € P("E") a extensdo de Aron-Berner de P, ([3] ou [25,
Proposigao 1.53]). Por hipdtese existe uma sequéncia de polinoémios de tipo finito (P;)jeny C Pr(™E")
que converge para P uniformemente sobre os limitados de E”, e em particular sobre todos os limita-
dos de E. Isto implica que a sequéncia (P o J)jeny C Pr(™E) converge para P o J = P uniformente

sobre os limitados de E, ou em outras palavras, Ps("FE) é denso em norma em P(™E). |

A reciproca da Proposigao 1.3.2 nao é verdade, pois Pr(™cp) é denso em norma em P(™cy) ([13,

Observacao 5.9.2 (b)]), mas £, nao possui esta propriedade.

Proposigao 1.3.3. Sejam E, F e G espagos de Banach, P € P(E;F), Q € P(F;G). Entao
QoPeP(E;G).

Demonstragao: Temos que
P=P +---+ P, onde P, ¢ P(ME;F), parai =1,--- , k,
e da mesma forma
Q=01+ -+ Q onde Q; € P("™F;G), parai=1,--- .

Entio Q(P(z)) = Q1(P(x)) 4 --- + Q,(P(x)), para todo = € E. E suficiente mostrar que Q1 o P
é um polinomio, e depois aplicar os mesmos argumentos para (); o P, para i = 2,--- /[. Vamos
inicialmente supor que k = 2, ou seja, que P é uma soma de dois polinomios homogéneos. Sejam B

a aplicacao m-linear simétrica associada a (J1, e A; uma aplicacao n;-linear simétrica associada a
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P;, para ¢ = 1,2. Sem perda de generalidade vamos escrever m ao invés de m;. Segue da Férmula

Binomial de Newton [51, Corolario 1.9] que para cada x € E:
Qi1(P(z)) = Qu(Pi(z) + Py(x)) = B(Pi(x) + Py(x))™ = (1.1)

_ é (7) B(Py(z)™ 7 Py(z))) = é (’?)B(Al (™)™ Ag(2"2)7).

Basta provar que cada termo da soma acima ¢ um polinomio homogéneo em z. Para tal, sejam
j €{0,---,m} fixado e i = m — j. Definamos C' : E™™/"2 — G da seguinte maneira:
1 1,2 2 i i1 1,2 2 j iy
C(xlv'”an17x17”'7xn17”'JID'”an17y17'”Jyn27y17”'7yn27”'7y17"'7yn2)_
_ 1 1 2 2 i i
= B(Al(xp"‘ 7$n1)aA1(x17"' s Ty )y Ar(ad, - 7xn1>7

AQ(Z/%? ay}zQ)?AZ(y%f“ 7y7212)>"' 7A2(y{7"' 7y£12))

Entao nao é dificil ver que C' é (in; + jns)-linear, e que C aplicada & diagonal de £+ corresponde
ao j-ésimo termo da soma (1.1).
Vamos supor agora que P = P, + - -+ 4+ P;. Segue da Férmula de Leibniz [51, Teorema 1.8] que

para cada x € F:
Qu(P(2)) = Qi(Pi(x) + -+ Pi(w)) = B(Pi(x) + - + Py(a))" = Y | %!B(Pl(ﬂﬁ)‘“ - Pe()),

onde a somatéria é tomada sobre todos os multi-indices o = (g, - -+ , ay) € N¥_ tais que aj+- - -+ay =
m. Portanto, seguindo as mesmas idéias da primeira parte desta demonstracao, mostramos que cada

termo da somatoria acima é um polinomio homogéneo, concluindo a demonstracao. [

1.4 Preliminares sobre funcoes holomorfas

A seguir definimos aplicagoes holomorfas entre espacos localmente convexos, e apresentamos algumas

de suas principais propriedades.
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Definicao 1.4.1 ([8], Definicao 18.1). Sejam E e F espagos localmente convexos e U um sub-
conjunto aberto de E. Uma aplicagao f : U — F € holomorfa ou analitica em U se para cada
a € U existe uma sequéncia de polinomios P™ f(a) € P(™E; F), para todo m € N, tal que para cada

q € cs(F) existe uma vizinhanga aberta V- de a em U tal que

lim q(f(x) — 3 P*f(a)(x — a)) = 0

m—s00
k=0

uniformemente para x € V.

Cada P™f(a) € P(™E;F) é chamado de m-ésimo polinémio homogéneo de Taylor de f em a.
Denotamos por H(U; F') o espaco vetorial de todas as aplica¢oes holomorfas de U em F. Quando
F = C, escrevemos H(U) ao invés de H(U;C).

Sejam E e F espacos localmente convexos e U um subconjunto aberto de E. Dizemos que uma
aplicagao f : U — F' é fracamente holomorfa ou w-holomorfa se ¢po f € H(U), para todo funcional
linear ¢ € F".

O proximo teorema garante que a composta de duas aplicagoes holomorfas é holomorfa.

Teorema 1.4.2 ([36], Teorema 3, Pagina 79). Sejam E, F e G espacos localmente convezos,
U C E eV C F subconjuntos abertos, f € H(U;F), g € H(V;G), onde f(U) € V. Entao
go feHU;G).

Em [36, Teorema 3|, é exigido que F seja quase completo. Esta hipdtese adicional é necesséria
naquele texto pois os polindmios homogéneos de Taylor podem tomar valores no completamento I
de F'. Mas com a definicao adotada nesta tese, tal hipotese torna-se desnecessaria.

Para mais informagoes sobre funcoes holomorfas em espacos de Banach ou em espagos localmente
convexos, citamos [8, 10, 25, 51].

Daqui em diante, iremos apenas considerar a dlgebra H(U). Antes de definir algumas topologias
naturais em H(U), precisamos das seguintes defini¢oes.

Uma &algebra A é uma dlgebra topoldgica se é um espago vetorial topoldgico tal que a multi-

plicacao ¢é separadamente continua. Uma algebra topologica é uma dlgebra localmente m-convexa se
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a topologia de A é gerada por uma familia de seminormas (p;);e7 tal que
pi(e) =1L epi(z-y) < pi(x) -pi(y), para todos z,y € A, i € L.

Uma dlgebra de Fréchet é uma algebra localmente m-convexa completa e metrizavel.

A seguir definimos algumas das topologias naturais de H(U).

Definigoes 1.4.3. Sejam E um espaco localmente convero e U C E um aberto.

(1) Denotamos por 1y a topologia em H(U) da convergéncia uniforme sobre os subconjuntos com-

pactos de U.

(2) Uma seminorma p em H(U) € portada por um subconjunto compacto K C U se para cada

aberto V., com K C 'V C U, existe uma constante Cy, > 0 tal que
p(f) < Cvl|lf|lv,paratoda f € H(U).

A topologia 1, em H(U) € definida pela familia das seminormas que sao portadas pelos subcon-

Juntos compactos de U.

(3) Uma seminorma p em H(U) € 1s-continua se para cada cobertura aberta enumerdvel (Uy,)nen

de U existe uma constante C' > 0 e um indice ng € N tais que
p(f) < Cllflluro v, paratoda f € H(U).
A topologia 75 em H(U) € definida pela familia das seminormas que sao Ts-continuas.

A titulo de informacao, na seguinte observacao listamos as principais propriedades das trés topolo-

gias definidas acima.

Observacao 1.4.4. Sejam E um espaco localmente convexo e U C E um aberto.
(1) [8, Proposicao 8.12] Se E tem dimensdo finita, entio 7o = T, = Ts.
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(2) [8, Proposicao 8.12] ou [25, Lema 3.17] Se E tem dimensdo infinita, entao 1o < 7, < Ts.
(3) [25, Exemplo 1.24] Se E é metrizdvel, entdo 15 é a topologia bornoldgica associada a Ty € T,,.

Mais ainda, 79 ¢ completa e localmente m-convexa. Se E ¢é metrizavel, entao a topologia 7,
também satisfaz tais propriedades. Porém nao se sabe, por exemplo, se 75 é completa ou mesmo
localmente m-convexa. Em alguns casos, é possivel saber se 75 tem algumas destas propriedades,
pois em certos espacos ela coincide com 7y ou com 7,. Por exemplo, se £ é um espaco de Banach
separavel com a propriedade de aproximacao limitada, e U C E é um aberto equilibrado, entao 7,
e 75 coincidem em H(U) [53, Corolério 3.3]. Se F é um espago de Fréchet separavel, F' = (E’, 1)
e U um subconjunto aberto de F, entao 7o = 75 em H(U) [25, Exercicio 3.110]. Por outro lado, se
E = (>~ entao 7, < 75 em H(E) [8, Exemplo 8.4] ou [25, Corolario 4.52], ou seja, 75 ndo coincide
com T,,.

Para mais informagdes sobre as topologias definidas na Defini¢ao 1.4.3, citamos [7, 8, 25].

A seguir estudamos um outro espaco topolégico de funcées holomorfas. Daqui em diante, nos
limitamos a espagos de Banach complexos.

Sejam E um espaco de Banach, U C E um subconjunto aberto e € U. Definimos a distancia

de x a fronteira de U como sendo:

dy(z) = sup{r >0 : B(z,r) CU} = inf ||z —y].
yeoU

Se A é um subconjunto de U, entao a distancia de A a fronteira de U é definida por

dU(A) = inf dU(ZL‘)

z€EA

Dizemos que A C U é U-limitado se A é limitado e existe € > 0 tal que A+ B(0,e) C U, ou seja,
dy(A) > 0. Denotamos por H,(U; F') o espago vetorial das fungoes holomorfas f : U — F' que sao
limitadas em cada subconjunto U-limitado. Seus elementos sao chamados de aplicagcoes holomorfas

de tipo limitado. Quando F' = C, escrevemos H,(U) ao invés de H,(U; C).
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O Teorema de Josefson-Nissenzweig (veja [42] e [55]), garante que cada espaco de Banach F de
dimensao infinita admite uma sequéncia de funcionais lineares (¢, )en C E’ tal que ||p,| = 1, para
todon € N e que lim,,_., p,(z) = 0, para todo = € E. Este teorema permite provar que em qualquer
espaco de Banach de dimenséo infinita H,(E; F') # H(E; F).

Mais especificamente, [8, Proposicao 11.3] ou [51, Proposi¢ao 7.15] mostram que a fungao

flz) = (p(a)"

m=0
¢ uma fungao inteira cujo raio de limitagao é 1, ou seja, f nao é limitada em B(0,r), onde r > 1,
e assim nao é uma funcao inteira de tipo limitado. Em resumo, H,(E; F) # H(E; F') se e somente
se E tem dimensao infinita e F' # {0} [8, Proposi¢ao 11.3]. Em [8, Proposi¢ao 11.4] ¢ provado
o mesmo resultado para abertos, a saber, se U é um aberto de um espaco de Banach FE, entao

Hy(U; F) £ H(U; F) se e somente se a dimensao de E é infinita e F' # {0}.

Consideremos os seguintes conjuntos abertos
U,={x €U : |z|]| <nedy(x)>2"} para todon € N.

Os conjuntos U, para n € N, formam uma sequéncia fundamental de subconjuntos U-limitados, ou
seja, cada subconjunto U-limitado estd contido em algum U,. O espago Hy(U; F') é um espago de
Fréchet para a topologia da convergéncia uniforme sobre todos os conjuntos U,,. Se F' = C, temos que
Hy(U) é uma algebra de Fréchet. Observamos que em dimensao finita, H,(U; F) = (H(U; F),0) =
(H(U; F), 1) = (H(U; F), 7).

Dizemos que um subconjunto A C E de um espaco de Banach é circular se ¢?A C A, para todo
0 € R. E claro que todo conjunto equilibrado é circular.

A seguinte proposicao apresenta algumas propriedades que os subconjuntos U, herdam de U e

que serao utilizadas no Capitulo 3.
Proposicao 1.4.5. Sejam E um espaco de Banach e U C E um subconjunto aberto.

(1) Se U € convezo entao U, € convexo, para todo n € N.
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(2) Se U € circular, entdo U, € circular, para todo n € N.

(8) Se U € absolutamente convezo, entio U, ¢é absolutamente convexo, para os n € N tais que

0eU,.

Demonstracgao:

(1) Sejam z,y € Uy, «a,5 € [0,1] tais que a + § = 1. Entao é claro que [az + By| < n.
Para mostrar que dy(ax + fy) > 27", é suficiente mostrar que se B(x,r) C U e B(y,r) C U
entdo B(ax + Py,r) C U, para algum r > 0. Mas isto é verdade, uma vez que B(ax + fBy,r) =
aB(z,r) + 6B(y,r) C aU + pU C U, pois U é convexo. Logo temos que U, é convexo, para todo
n € N.

(2) Seja x € €U, isto é, x = ey, para algum y € U,. Entao é claro que ||z|| < n. Para provar
que dy(e?y) > 27", basta mostrar que se B(y,r) C U, para algum r > 0, entdao B(e'y,r) C U.

Assim sendo, se z € B(e?y, r) entao
r> [z — eyl = [le™?z —y.

Ou seja e %2 € B(y,r) C U, e como U é circular segue que z € U, terminando a demonstracao.
(3) Considere n € N tal que 0 € U,. Por (1), temos que U, é convexo. Para provar que U, é
equilibrado, sejam x € U, e A € C tal que |A\| < 1. Escrevamos A = 7¢?, onde r = |A|. Como 0 € U,

e U, é convexo, temos que rz = rx + (1 —r)0 € U,. Por (2) temos que U, é circular e assim

0

eirx:)\xGUn

e portanto U, é equilibrado. [

Dizemos que uma sequéncia crescente U = (U, ),en de subconjuntos abertos de U é uma cobertura

reqular de U se

U= U U, e dy,.,(U,) > 0, para todo n € N.
n=1

Os seguintes resultados serao utilizados no Capitulo 3.
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Lema 1.4.6. Sejam E um espago de Banach, U C E um subconjunto aberto e A um subconjunto de

U tal que A CU. Entdo dy(A) = dy(A).

Demonstragao: Como A C A, segue que dy(A) > dy(A). Para provar a outra desigualdade,
seja v € A. Entdo existe uma sequéncia (,,),ey em A tal que z, — . Como dy é uma funcio
continua [51, Exercicio 7.D], temos que dy(x,) — dy(x). Como dy(A) = infyea dy(z), temos que
dy(x,) > dy(A), para todo n € N. Consequentemente dy(x) > dy(A). Como z foi tomado de modo
arbitrario em A, segue que
dy(A) = inf dy(z) > dy(A),
zeA

provando assim a desigualdade restante. [

Denotamos por CH E’ o espaco vetorial de todas as formas continuas afins em F, isto é, f € CQE’

se existem tnicos A € C e ¢ € E' tais que
f(z) =X+ ¢(z), para todo = € FE.
Se A é um subconjunto de E, entao fAl@@ g denota o conjunto
Acor ={z € E : |f(z)] < sgp|f|, para toda f € C® E'}.

Proposicao 1.4.7. Sejam E um espaco de Banach, U C E um subconjunto aberto convexo e (U, )nen

uma cobertura regular de U tal que cada U, € limitado. Entao dy((U,)cer) = du(Uy,), para todo

n € N.

Demonstracao: Como cada U, ¢ limitado, temos por [51, Proposicao 11.1] que (@)@@E/ =co(U,),
para todo n € N. Como U ¢ convexo, segue da Proposicao 1.4.5(1) que (@'\n)@@y = U, C U. Para
mostrar que dU((ﬁ\n)@@Ef) = dy(U,) vamos mostrar que dy(co(U,)) = dy(U,). Pelo Lema 1.4.6,
basta provar que dy(co(U,)) = dy(U,). Como U, C co(U,), temos que dy(U,) > dy(co(Uy,)). Para
provar a outra desigualdade, seja x € co(U,). Entao

k k

T = Zaixi, onde z; € Uy, «; € [0,1], com Zai =1,i=1,---k.
i=1 i=1
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Sejam r = dy(U,) e 0 < e < r. Entao
k
B(z,e) = B(Zaixi,é) = B(xy,e) + -+ apB(xy,e) C U,
i=1

pois U é convexo. Ou seja, B(z,e) C U, para todos 0 < e <r e x € co(U,). Portanto dy(co(U,)) >

r = dy(Uy,), provando a desigualdade restante. |

Outros espacos de aplicagoes holomorfas que serao utilizadas nesta tese sao os seguintes.
H>(U; F) é o espaco de Banach de todas as aplicagoes holomorfas f : U — F que sdo limitadas

em U. A norma considerada é
| f1| = sup [|f(@)]|.
xelU

Quando F' = C, escreveremos H>(U) ao invés de H*(U; C).
Huu(U; F) é o espago de todas as aplica¢oes holomorfas f : U — F que sdo uniformemente

fracamente continuas nos subconjuntos U-limitados. Quando F' = C, escreveremos H,,(U) ao invés

de Hyu(U; C).

1.5 Preliminares sobre germes de funcoes holomorfas

Sejam E e F espagos de Banach, e K C E um subconjunto compacto. Consideremos o seguinte
conjunto

h(K;F)=U{H(U;F) : UD K é aberto em E}.

Sejam fi, fo € h(K;F) e Uy, Uy subconjuntos abertos de F com K C U; e K C Uy, tais que
fi € HU, F) e fo € H(Us, F). Dizemos que f; e fy sao equivalentes (e denotamos fi ~ f3) se existe
um subconjunto aberto W C F com K C W C U;NU, tal que f; = f, em W. Desta forma ~ ¢ uma
relagdo de equivaléncia em h(K; F') e denotamos H(K; F') = h(K; F)/ ~. Os elementos de H(K; F)
sao chamados de germes holomorfos em K com valores em F. Quando F' = C, escrevemos H(K) ao

invés de H(K; C).
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Finalmente, munimos H(K; F') da topologia indutiva localmente convexa com relagao as inclusoes
iv : (H(U; F),7,) — H(K; F), onde U varia entre os subconjuntos abertos de E tais que K C U, e
denotamos

(H(K; F),7,) = limy>sk (H(U; F), 7).

A partir de agora nos restringimos ao estudo das propriedades da édlgebra H(K'). Foi provado em
[47, Teorema 7.1] que H(K) é uma algebra topoldgica localmente m-convexa.

Seja U,, = K + Bg(0, %), para todo n € N. E provado em [46, Lema 12.6] que
(H(K), 7o) = limnenH™ (Uy)- (1.2)
E como H*(U,) — Hy(U,) — (H(K),7,), segue que
(H(K), 1) = limnenHo(Un). (1.3)

Denotamos por 4, as inclusoes canonicas i, : Hp(U,,) — H(K) (ou iy, : H*(U,) — H(K)), para
cada n € N. Denotamos por [f] os elementos da dlgebra H(K), isto é, a classe [f] € H(K) se
e somente se existe n € N tal que f € H,(U,) (ou f € H®(U,)); e usaremos arbitrariamente as
caracterizagoes (1.2) ou (1.3), de acordo com a conveniéncia.

Indicamos [11, 25, 47] para mais informagoes sobre germes de fungoes holomorfas.

Sejam E um espago de Banach, e K um subconjunto compacto de F. Entao K também é um
subconjunto compacto de E”. No que se segue, quando considerarmos K como um compacto de
E, escrevemos K, e quando K for considerado como um subconjunto compacto de E”, escrevemos
Kgn.

Podemos considerar germes de fun¢ées holomorfas em vizinhancas abertas de K em E ou em E”.
Neste sentido, denotamos por H(Kg) a algebra de germes de fun¢oes holomorfas em subconjuntos
abertos de E' que contém K; e de maneira andloga H(Kg~) denota a édlgebra de germes de fungoes
holomorfas em abertos de E” que contém K.

A seguinte caracteriza¢io de H(Kpg~), para K absolutamente convexo, sera 1til no Capitulo 4.
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Lema 1.5.1. Sejam E um espaco de Banach e K C E um subconjunto compacto convexo e equili-

brado. Entao H(Kg») = @}neNHOO< U, >, onde U, = K + Bg (0, %), para todo n € N.

Demonstragao: Sabemos por (1.2) que H(Kpgr) = lim,enH™ (K + Bpr <O,l>>. Agora a

n

conclusao segue imediatamente do Lema 1.2.10. [
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Capitulo 2

Funcoes holomorfas em espacos

localmente convexos

Duvidar de tudo ou crer em tudo. Sdo duas solugoes igualmente comodas, que nos dispensam ambas

de refletir. (Henri Poincaré)

Sejam E e F espagos localmente convexos, U C E e V C F subconjuntos abertos. O objetivo
principal deste capitulo é comparar as relagoes entre U e V' e as relagoes entre as dlgebras topologicas
(H(U),T) e (H(V), ), quando T é 79, 7, ou 75. Nao é dificil ver que se U e V' sao biholomorficamente
equivalentes, entdo as algebras (H(U),7) e (H(V),7) sdo topologicamente isomorfas. E natural
perguntar quando a reciproca é verdadeira, e esta pergunta é respondida de maneira afirmativa
nas proximas segoes. O fato de, sob tais hipéteses, os elementos de S(H(U)) e S(H(V)) serem

caracterizados como avaliagoes é essencial para a demonstragao dos resultados.
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2.1 Operadores de composicao entre algebras de funcoes
holomorfas

Consideremos F e F' espacos localmente convexos, U C E e V' C F subconjuntos abertos nao vazios.
Seja z € U. A aplicagdo ¢, : H(U) — C definida por d.(f) = f(z), para toda f € H(U), é
chamada de avaliagio. E claro que 4, é um homomorfismo complexo de H(U).
Seja ¢ € H(V; E) com (V) C U. A aplicacao Cy, : H(U) — H(V) dada por C,(f) = f o ¢,
para toda f € H(U), é chamada de operador de composi¢cao. O Teorema 1.4.2 garante que C,, estd
bem definido. Por fim, é claro que C,, é um homomorfismo entre as élgebras H(U) e H(V).

O proximo lema, relativo a operadores de composicgao, serd utilizado posteriormente neste capitulo.

Lema 2.1.1. Sejam E, F e G espacos localmente convexos e U C E, V C F e W C G subconjuntos
abertos. Sejam ¢ € H(V; E) com (V) CU ey € HW,F) com (W) C V. Entio: CyoC, =
Copoy - H(U) — H(W).

Demonstracao: Basta observar que Cy o Cy,(f) = Cy(f o) = fopoth = Cuop(f), para toda
feHU). |

E claro que cada avaliacao 9., z € U, é um homomorfismo complexo continuo segundo 7y, 7, ou

75. Com relagao a continuidade dos operadores de composi¢ao, temos a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 2.1.2. Sejam E e F espacos localmente convexros e U C E e V. C F' subconjuntos
abertos. Seja ¢ € H(V; E) com (V) C U. Entio C, : (H(U),7) — (H(V),T) € continuo, para

T =T0sTw,T§-

Demonstracao: Vamos mostrar que C, : (H(U),79) — (H(V), 1) é continuo. Para tal, seja

q : H(V) — R uma seminorma 7y-continua. Entao existe um subconjunto compacto L C V tal que

q(g) = sup lg(y)], para toda g € H(V).
ye
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Definamos p : H(U) — R por p(f) = q(f o ¢) = ¢(Cy,(f)), para toda f € H(U). Como C, é um

operador linear, temos que p é uma seminorma. Consideremos agora o compacto K = ¢(L). Entao:

p(f) =q(fop)=sup|f(e(y)) = sup |f(z)]= ilellg\f(x)\, para toda f € H(U),

y€eL z€p(L)
o que mostra que p é Ty-continua e portanto C,, : (H(U), 79) — (H(V'), 1) é continuo.

Agora vamos verificar que C,, : (H(U), 7,) — (H(V),,,) é continuo.

Seja ¢ : H(V) — R uma seminorma em H(V') portada por um subconjunto compacto L de
V. Consideremos a seguinte seminorma p : H(U) — R definida por p(f) = q(f o ¢) = ¢(Cy(f)),
para toda f € H(U). Vamos mostrar que p é portada pelo compacto ¢(L) = K C U. Para tal
seja O um aberto de U tal que K C O C U. Entao temos que L C ¢ }(0O) C V, e o }O) ¢
aberto. Como ¢ é portada por L, existe Cp > 0 tal que ¢q(g) < Col|g[l,-1(0). Consequentemente
p(f) = a(f 0. 9) < Collf o ¢llos0) < Collfllon para toda f € H(T), o que mostra que p é portada
por K. Portanto Cy, : (H(U), 7,) — (H(V'),7,) é continuo.

Finalmente mostremos que C, : (H(U),75) — (H(V),75) é continuo. Para tal, tomemos ¢ :
H(V) — R uma seminorma Ts-continua e definamos uma seminorma p : H(U) — R da seguinte
forma: p(f) = q(f o ), para toda f € H(U). Para mostrar que p é 75-continua, seja (U, )neny uma
cobertura aberta de U. Entao

v=erw e (U) = Ue @),
neN neN
ou seja, (¢ 1 (U,))nen = (Vi)nen ¢ uma cobertura aberta de V. Portanto existem C' > 0 e ng € N
tais que

q(9) < Cliglluro v, para toda g € H(V).

Logo
p(f)=a(fop) <Clfoelm v, < Clfllum, v,

para toda f € H(U), o que mostra que p é 75-continua, e assim C, : (H(U),75) — (H(V),75) é

continuo.
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Observamos que a demonstracao da Proposigao 2.1.2 para 7, foi baseada na demonstracao de [19,
Proposigao 2.2.1].

E extensa a bibliografia onde se trabalha com operadores de composicao entre algebras de
funcoes holomorfas. Existem caracterizagoes de quais homomorfismos sao operadores de composicao,
condigoes em ¢ para que C, seja compacto ou w-compacto, bem como investigagoes sobre quando
um operador de composi¢do w-compacto é compacto. Podemos citar por exemplo [5, 27, 28, 68].

No entanto, nesta tese utilizamos somente a continuidade dos operadores de composicao, pro-
priedade que ja foi provada na Proposicao 2.1.2, e que sera provada também nos préximos capitulos,

para as algebras em questao.

2.2 Funcoes holomorfas em dominios absolutamente
convexos

Nesta se¢ao obtemos teoremas do tipo Banach-Stone para algebras de fungoes holomorfas em dominios
absolutamente convexos.

Sejam E e F' espacos localmente convexos. Dizemos que dois subconjuntos abertos U C FE e
V' C F sao biholomorficamente equivalentes se existe uma aplicacao ¢ : V. — U que é biholomorfa,
isto é, ¢ : V — U é uma bijecao, e ambas ¢ e ¢! sao holomorfas.

Diremos que dois espagos vetoriais topoldgicos sao topologicamente isomorfos se existe entre
eles um isomorfismo de espacgos vetoriais que é um homeomorfismo. Diremos que duas algebras
topoldgicas sao topologicamente isomorfas se existe entre elas um isomorfismo de algebras que é um
homeomorfismo. Deve ficar claro no contexto quando estamos falando de isomorfismos entre espacos
vetoriais topologicos ou entre algebras topoldgicas.

A proxima proposigao nos diz que dois espacos localmente convexos F e I’ sao biholomorficamente
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equivalentes se e somente se eles sao topologicamente isomorfos.

Proposicao 2.2.1. Sejam E e F' espacos localmente converos. Entao as sequintes condigoes sao

equivalentes.
(1) E e F sao topologicamente isomorfos.
(2) E e F sao biholomorficamente equivalentes.
(8) Ezistem abertos U C E eV C F que sao biholomorficamente equivalentes.

Demonstracao: As implicagoes (1) = (2) e (2) = (3) s@o imediatas. A implicacao restante é

consequencia imediata do proximo Lema. [

O Lema seguinte segue diretamente da Regra da Cadeia [51, Teorema 13.6], quando E e F' sao
espacos de Banach. Como precisamos deste lema para espacos localmente convexos, apresentamos

sua demonstracao em detalhes.

Lema 2.2.2. Sejam E e F espacos localmente convexros Hausdorff, U C E e V C F subconjuntos
abertos. Sejam f € H(U; F), g € H(V, E) tais que g(V) CU e fog:V — F ¢é a inclusao. Entao
F € topologicamente isomorfo a um subespaco complementado de E. Se f : U — V € bijetiva e

g=f7! entio E e F sdo topologicamente isomorfos.

Demonstracao: Sejam g : V — U e f: U — F taisque fog:V — F é a inclusao, ou
seja, f(g(w)) = w, para todo w € V. Consideremos b € V', a = ¢g(b) € U. Entao f(a) = f(g(b)) = b.
Sejam P" = P"f(a) € P("E; F) e Q™ = Q™g(b) € P(™F; E) os polinomios da série de Taylor de
f em a e de g em b, respectivamente, para todos n,m € N. Observamos ainda que P° = f(a),
Q% = g(b), P! € L(E;F) e que Q' € L(F; E). Vamos mostrar que P! o Q' : F — F ¢ o operador
identidade, e assim concluir que F' é topologicamente isomorfo a um subespaco complementado de
E. Denotemos

fulz) = ZPz(x —a) paratodos x € E, n € Ne

1=0
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m

gm(y) = ZQj(y —b), para todos y € F, m € N.

=0
Seja Uy C E uma vizinhanca do zero convexa e equilibrada tal que a + Uy C U. Como g(b) = a

e g ¢ continua, existe V; C F' uma vizinhanca do zero convexa e equilibrada tal que b+ V5 C V e

gb+t)€a+ %UO, para todo t € Vj. Segue de [8, Proposigao 27.2] que
fn — [ uniformemente sobre os compactos de a + Uy (2.1)

e que

gm — g uniformemente sobre os compactos de b + Vj. (2.2)

Fixemos t € V. Vamos mostrar que
fn(gn(b+ At)) — f(g(b+ At)) uniformente para [A| < 1.
E equivalente provar que para cada 3 € cs(F):
nlggo B(fu(gn(b+ X)) — f(g(b+ At))) = 0, uniformemente para |A| < 1. (2.3)

Para tal, fixemos 3 € c¢s(F) e e > 0. Como L = {b+ At : |A] <1} é um subconjunto compacto de

b+ Vp, segue de (2.2) que existe ny; € N tal que
1
gm(v) —g(v) € EUO’ para todos m >n; ev € L.
Pela construcao de Vjp, temos que g(v) € a + %U{), para todo v € L. Assim, temos que:
gm(v) € a + Uy, para todos m >ny ev € L.

Considere K = {gn(v) : m > ny, v € L} U g(L). Afirmamos que K é um subconjunto compacto
de a + Uy. De fato, seja (Uy)aca uma cobertura aberta de K, isto é, K = {g,(v) : m > ny, v €
L} U g(L) C UapeaU,. Em particular, temos que g(L) C UyealU,. Como g(L) é compacto, existem
ay,- -+, € A tais que g(L) C UE_,U,,. Como (g )m>n, converge para g uniformemente sobre L,

temos que existe ny € N, necessariamente maior que nq, tal que

k
gm(v) € U Us,, para todos m > ny, v € L.
i=1

27



Por fim, é claro que os compactos g,,(L), para m = nq,--- ,ny estdo contidos em um nidmero finito
de U,’s. Assim concluimos que K é um subconjunto compacto de a + Uy. Agora segue de (2.1) que

existe ng € N tal que B(fn(u) — f(u)) < § para todos n > n3, u € K. Em particular,

5(fn(gm(v)> - f(gm(v))) <

, para todos n > ns, m > nqy, v € L.

DN ™

Como f é continua e K é compacto, temos que f|x : K — F é uniformemente continua. Mais
ainda, como (g, )m>n, converge para g uniformemente sobre L, ndo ¢é dificil ver que f o g,,, converge
para f o g, uniformemente sobre L, uma vez que K = Up>pn,gm(L) U g(L). Ou seja, existe ny € N,

necessariamente maior que nq, tal que

B(f(gm(v) — f(g(v))) <

, para todos m > ny, v € L.

DO ™

Sejam ny = max{n, ny, ng,n4} € n > ng. Entao:

Bfalgn(v))=f(9(v)) < B(fnlgn(v))=F(gn(v)))+8(f (gn(v))—=f(g(v))) < &, uniformemente para v € L

provando (2.3).

Seja y € F. Vamos calcular f,(g,(y)). Com efeito, temos que
Fulaa(®)) = 3 P(ou(y) —a) = 3 Pllouly) —9() = Y P'(3 @y —1) - Q°) =
=Y P Q=) =P+ P (Y Q=)+ > P (Y @w-b) =

=0 j = j=

(. J/

Ry (?J_b)

= PP+ P (QUy=b)+ Y Q1 (y=b) )+ Raly—b) = P+ P (Q (y=b)+P (3 @y — b)) + Raly —b) =

j=2 Jj=2

N

Sn(y—0b)
=b+ PY(Q"(y — b)) + Su(y — b).

Ou seja, fn(gn(y)) = b+ P (Q'(y —b)) + S,(y —b), para todo y € F, onde S,, : F' — F é uma soma

finita de polindmios homogéneos de grau > 2. Em particular, para t € V{ temos que

Fulgn(b+ X)) = b+ PHQ'(At)) + S, (\t), uniformemente para |A| < 1.
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Ou seja, provamos em (2.3) que

0= lim B(fu(ga(b+ M) — fg(b+ ) = lim B(b+ PHQ (M) + Su(Xt) — (b+ At)) =

n—o0o

lim B([PH(Q"(At)) — At + Sa (A1),

n—oo
uniformemente para |A| < 1, para toda seminorma 3 € c¢s(F').

Em resumo, provamos que para cada t € Vj:

lim S, (At) = A(t — P*(Q'(t))), uniformente para |\ < 1.

n—oo

Entao {S,(A\t) : n € N, |A| < 1} U{\(t — PY(Q*(¢))) : |A| £ 1} é um subconjunto compacto de F
(basta aplicar os mesmos argumentos utilizados acima para mostrar que o conjunto K é compacto).

Portanto para cada ( € cs(F) fixada, existe Cy 3 = C; > 0 tal que
B(Sn(At)) < Cy, para todos n € N, |\ < 1.

Observe ainda que ¢ — S,,((t) é uma aplicacao holomorfa de uma varidvel, para |¢| < 1, tal que
seus dois primeiros polinomios de Taylor (os de grau zero e um) sao nulos. Assim segue do Lema de

Schwarz [51, Teorema 7.19] que
B(Sn(Ct)) < |¢]*Cy, para todo |¢] <1, n € N.

Como
Su(¢t)  ¢t— PHQY(¢H)
¢ ¢

=t — PY(Q(t)), paratodo 0 < [¢| <1,

segue que

> < |¢|C}, para todo 0 < [¢] < 1.

Portanto, fazendo ¢ — 0, temos que 3(t — P*(Q*(¢))) = 0. Como S foi tomada de modo arbitrario
em cs(F), segue que t — P1(Q'(t)) = 0, para todo t € V; e portanto P'(Q'(t)) =t para todo t € F,

ou seja, Pto Q! : F — F é o operador identidade.
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Suponhamos agora que f é bijetiva e que g = f~!. Entdo pelos mesmos argumentos provamos
que Q' o P! : E — FE é o operador identidade e consequentemente F e F sao topologicamente

isomorfos. [ |

O seguinte teorema ¢ o principal resultado desta secao.

Teorema 2.2.3. Sejam E e F espacos de Fréchet, um deles com a propriedade de aproximacao, e

UCE eV CF subconjuntos abertos convezos e equilibrados. Consideremos as sequintes condigoes.

(1) U eV sao biholomorficamente equivalentes.

(2) As dlgebras (H(U),10) e (H(V), 7o) sao topologicamente isomorfas.
(8) As dlgebras (H(U),1,) e (H(V),7,) sao topologicamente isomorfas.
(4) As dlgebras (H(U),7s) e (H(V),7s) sao topologicamente isomorfas.

Entao as condigoes (1), (2) e (3) sdo equivalentes e implicam (4). Se E ou F € separdvel e tem

a propriedade de aprozimacgao, entdo (1) — (4) sdo equivalentes.
Para provar este teorema, usaremos os seguintes resultados.

Teorema 2.2.4 (J. M. Isidro, [40]). Sejam E um espago localmente convezo quase-completo com a
propriedade de aproximagao e U C E um aberto convezo e equilibrado. Entao o espectro de (H(U), 1)

€ identificado com U, onde T = 19, T,,.

Teorema 2.2.5 (J. Mujica, [49]). Sejam E um espago de Fréchet separdvel com a propriedade de
aprozimacao e U C E um aberto convexo e equilibrado. Entao o espectro de (H(U), 15) € identificado

com U.

Demonstracao do Teorema 2.2.3:
(1) = (2) Seja ¢ : V — U uma aplicacao biholomorfa. Consideremos o operador de composigao

C,: H(U) — H(V). Pelo Lema 2.1.1 temos que C, 0 Cp-1 = Cyp-10, = Cjq = Id e analogamente
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C,-10C, = Id. Logo C, é uma bijecao e (C,) ™' = C,-1. Assim temos que C, é um isomorfismo
algébrico.

Pela Proposicao 2.1.2, todo operador de composicao é continuo segundo a topologia 75. Como
a inversa de C, é C,-1, que por sua vez ¢ um operador de composicao, segue que C,-1 também ¢é
continuo e portanto C, é um isomorfismo topoldgico de H(U) sobre H(V').

2) = (1)

(a) Suponhamos inicialmente que F e F' ambos tém a propriedade de aproximagao. Seja T' :
(H(U), 1) — (H(V), 7o) um isomorfismo topoldgico. Vamos construir uma aplicagao biholomorfa
¢ :V — U. Paratal sejaw € V. Entao §,07T : (H(U), ) — C é um homomorfismo complexo de

(H(U), o). Pelo Teorema 2.2.4 | existe um tnico z € U tal que 6, 0T = §,. Definamos ¢ : V — U

por p(w) = z. Vamos mostrar que ¢ é holomorfa. Com efeito,
(5 0 T)(f) = £(2) = f(p(w), para todo w € V, para toda f € H(U),

ou seja, T(f)(w) = f(e(w)), para todo w € V e para toda f € H(U). Logo T(f) = f o ¢, para toda
feHWU).

Em particular, temos que T'(f) = f o ¢ € H(U), para todo f € E’, ou seja, ¢ é w-holomorfa e
consequentemente holomorfa, por [25, Proposicao 3.21]. Portanto T' = C.,.

O mesmo argumento nos garante a existéncia de uma aplicacao ¢ € H(U; F') com ¢(U) C V, tal
que T! = Cy. Assim Id = C,0Cy = Cyoy, isto é, g = gotp o, para todo g € H(V') e em particular
para todo g € F’. Portanto, para cada w € V temos que g(w) = g()(¢(w)), para todo g € F’. Pelo
Teorema de Hahn-Banach, segue que ¥ o p =id : V — V; e pelos mesmos argumentos temos que
po1) =1id:U — U. Portanto ¢ ¢ bijetiva e o1 =1 € H(U; F), e assim ¢ é biholomorfa.

(b) Vamos agora supor que apenas E tem a propriedade de aproximacao, e provar que F' também
tem. Seja ¢ : V — U a aplicacao holomorfa construida na parte (a). Note que para construir
¢ : V. — U utilizamos apenas a hipdtese de que E (e ndo F') tem a propriedade de aproximagao.

Para cada 2z € U temos que §, o T~ : (H(V),7) — C é um homomorfismo complexo continuo.

Como F' C H(V), segue que 8, o T ! p € (F',7) = F, pelo Teorema 1.2.1 (Mackey-Arens).

31



Portanto existe um tnico w € F tal que d, 0T 1(g) = d,(g), para todo funcional g € F’. Definamos
Y : U — F por ¢(z) = w, para todo z € U. Desta forma temos que T~'(g)(z) = g(¢/(2)), para todos
g€ F ezeU,istoé, T ' (g) = goy, para todo g € F'. Em particular, segue que got) € H(U), para
todo g € F’, o que mostra que v é fracamente holomorfa e portanto holomorfa por [25, Proposigao
3.21]. Aplicando T' em ambos os lados da igualdade acima, temos que g = got o, para todo g € F”.
Entao para cada w € V fixado temos que g(w) = g(¥(p(w))), para todo g € F’'. Pelo Teorema de
Hahn-Banach temos que ¥ (p(w)) = w, para todo w € V, ou seja, Y o : V. — F é a inclusao.
Aplicando o Lema 2.2.2, temos que F' é topologicamente isomorfo a um subespaco complementado
de E, e portanto F' tem a propriedade de aproximacao, pela Proposicao 1.2.3. No que se segue basta
aplicar a parte (a).

(1) = (3) Basta usar os mesmos raciocinios de (1) = (2).

(3) = (1) Pelo Teorema 2.2.4, temos que S(H(U), 1) = S(H(U),7,) = U. Em seguida basta usar
os mesmos raciocinios de (2) = (1).

(1) = (4) Basta usar os mesmos raciocinios de (1) = (2).

(4) = (1) Se E e F' sao ambos separaveis, usamos o Teorema 2.2.5 ¢ o mesmo raciocinio de (2) = (1).
Se apenas E é separavel e tem a propriedade de aproximacao, o argumento da demonstragao de

(2) = (1), parte (b), garante que F' também ¢é separdvel e tem a propriedade de aproximagao. |

Examinando a prova do Teorema 2.2.3 acima, podemos perceber que a equivaléncia de (1), (2) e
(3) vale para uma classe maior de espagos localmente convexos quase-completos, os chamados espagos
holomorficamente Mackey. Dizemos que um espaco localmente convexo E é holomorficamente Mackey
se para cada subconjunto aberto U de E, tem-se que H(U; F') = H(U, F,), onde F, = (F,o(F, F")),
para todo espaco localmente convexo Hausdorff completo F', o que significa dizer que toda aplicagao

w-holomorfa em U é holomorfa. Assim temos o seguinte teorema, que melhora o Teorema 2.2.3.

Teorema 2.2.6. Sejam E e F' espacos holomorficamente Mackey quase-completos, um deles com a
propriedade de aproximacao e U C E eV C F subconjuntos abertos convezros e equilibrados. Entao

as sequintes condig¢oes sao equivalentes.
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(1) U eV sao biholomorficamente equivalentes.
(2) As dlgebras (H(U), 1) e (H(V), 1) sdo topologicamente isomorfas.

(3) As dalgebras (H(U),1,) e (H(V),1,) sdo topologicamente isomorfas.

Todo espago localmente convexo metrizavel é holomorficamente Mackey [25, Exemplo 3.20(a)].
Em [22, Coroldrio 10] (e também em [25, Exemplo 3.20(a)]), S. Dineen mostra que todo espago
DF M é holomorficamente Mackey. Em [9], J. Barroso, M. Matos e L. Nachbin mostram que todo
espaco DFS é holomorficamente Mackey. Para outros exemplos de espacos holomorficamente Mackey
sugerimos [12, 24] e [58, Capitulo 12]. Se A é um conjunto ndo-enumerdvel, entdo C) nao é
holomorficamente Mackey [25, Exercicio 3.114].

Iremos apresentar um exemplo mostrando que a hipdtese holomorficamente Mackey do Teorema
2.2.6 nao pode ser omitida. Os espacos localmente convexos que serao apresentados neste exemplo
foram estudados por B. Josefson em [41], e depois com mais detalhes por P. Noverraz em [56] e por S.
Dineen em [23]. O exemplo que apresentamos foi inspirado nestes trés trabalhos, e foi uma sugestao
de Sean Dineen, a quem também se deve a demonstracao da Proposicao 2.2.7.

Seja A um conjunto nao enumeravel, e consideremos Cy(A) o conjunto de todas as fungdes x :
A — C tal que para todo £ > 0 existe um subconjunto finito A(¢) C A tal que

sup |z(a)| <e.
acA\A(e)

Os elementos de Cy(A) serao denotados por = (24)aeca, onde z, = z(«), para todo a € A.
Temos que Cy(A) é um espago de Banach com a norma do supremo.

Seja I = {i : A; é um subconjunto enumeravel de A}, isto é, i € I se e somente se A; C A
¢ enumeravel. Consideremos agora em Cy(A) uma outra topologia, a saber, a topologia gerada
pela familia de seminormas (py,)ier, onde pa,(z) = Sup,eq, |Tol- O espago Cy(A) munido desta
topologia serd denotado por Cp,(A) e por Co(A) entendemos Cy(A) munido da norma. F facil

ver que a topologia da norma em Cy(A) é estritamente mais fina, e portanto pelo Teorema da
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Aplicagao Aberta, Cj,(A) nao é um espago de Fréchet. Em outras palavras, o operador identidade
Id: Cy(A) — Cy,(A) sempre é continuo, mas a aplicagao inversa nao é continua.

Se z € Cy(A), entdao nao é dificil ver que existe A; C A enumeravel tal que x, = 0, para todo
a € A\ A;, ou seja,

Co(A) = UierCo(A:), (2.4)

onde identificamos cada Cy(A;) com um subespago fechado de Cy(A) da seguinte maneira: se z €
Co(4;), identificamos = com y = (y,) € Co(A) da seguinte forma: y, = x, se @ € A; e y, = 0 se
a € A\ A;. Para cada i € I, considere a projecao u; : Co(A) — Cy(4;) definida por u;((x4)) =
(Za)aca,- Também nao ¢é dificil ver que a topologia de Cp,(A) coincide com a a topologia projetiva
(completa e localmente convexa) com relagao as projegoes u;, para todo i € Z.

Em [41, §4, Proposicao Principal], B. Josefson mostra que H(Cy(A)) = H(Cyp(A)). Mais especi-
ficamente, P. Noverraz mostra em [56, Pagina 323], que dada uma funcao f € H(Cy(A)) existem um
indice i € I e f € H(Cy(A;)) tais que f = f ou;, ou seja, uma funcdo holomorfa em Cy(A) depende

apenas de um subconjunto enumeravel de A. Este fato nos permite provar a seguinte proposicao.
Proposigao 2.2.7. O espago localmente convezo Cy,(A) nao é holomorficamente Mackey.

Demonstracao: Seja ¢ € Cy,(A) C Co(A). Entdo ¢ € H(Co(A)) = H(Cohp(A)), ou seja,
¢ =ypold:Cy,(A) — C é holomorfa. Mas Id : Cp,(A) — Cy(A) ndo é holomorfa, pois nao é

continua. Assim Cj,(A) ndo é um espago holomorficamente Mackey. [

O espago Cj,(A) satisfaz uma propriedade adicional, chamada de (x) por P. Noverraz em [56,

Pégina 324].
(%) para todo J C Z enumeravel, exite i, € Z tal que Ujey Co(A;) C Co(A;,)-
A seguir apresentaremos alguns lemas que serao tteis para a conclusao do exemplo.

Lema 2.2.8 ([56], Proposicao 1). Os espagos Cy(A) e Cy,(A) tém os mesmos subconjuntos com-

pactos.
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Demonstragio: E claro que todo compacto de Cjy (A) é um compacto de Cp,(A). Consideremos
K um subconjunto compacto de Cp,(A). Entao u;(K) é um subconjunto compacto de Cy(A4;), para
todo i € Z. Seja (x,)nen uma sequéncia em K. Por (2.4), para cada n € N existe i, € Z tal que
x, € Cy(A;,). Pela propriedade (x) existe ig € Z tal que x,, € Cy(4,,), para todo n € N. Como u;, é
uma projegao, temos que z,, = u;,(x,), para todo n € N, e portanto (x,,) estd contida no compacto
u;y (K). Como Cy(A

i) ¢ Banach, existe uma subsequéncia (x,,) de (z,) que converge a um ponto

x € Cy(A;,), e portanto convergente em Cy(A), concluindo a demonstragao. |

Como Id: Cy(A) — Cp,(A) é linear e continua, e portanto holomorfa, segue em particular que
Id: (H(Cyp(A)), 7) — (H(Co(A)), T) é continua, para 7 = 79, 7, e 75. Para ver isso, basta aplicar
a Proposigao 2.1.2 para E =U = Cy,(A), F =V = Cy(A) e p = Id : V — U. Nos préximos trés

lemas provamos que de fato Id : (H(Cyp(A)), 7) — (H(Co(A)), ) é um isomorfismo topoldgico.
Lema 2.2.9. O operador Id : (H(Cy(A)),70) — (H(Co,(A)), 70) € um isomorfismo topoldgico.
Demonstracao: Segue imediatamente do fato de H(Cy(A)) = H(Co,(A)) e do Lema 2.2.8. N
A fim de simplificar a notagao, 7, denota a topologia 7 em H(Cy(A)) e 7y, denota a topologia
70 em H(Cp,(A)). Tal notacao serd utilizada de maneira andloga para as topologias 7, e 75.

Lema 2.2.10 ([56], Pagina 330). O operador Id : (H(Cy(A)),7,) — (H(Cop(A)),7,) € um

1somorfismo topoldgico.

Demonstracao: Para provar a continuidade nao trivial, seja p uma seminorma 7, , continua. Se
p nao é 7,-continua, entao para todo subconjunto compacto K C Cy(A), existe um aberto U C Cy(A)

com K C U, e uma sequéncia (f,, x)nen contida em H(Cp(A)) tal que

P(fux) > 0| foxllu, para todon € N.

Por outro lado para cada n € N existem 7,, € Z e fn\;( € H(Cy(A;,)) tais que frx = fn\;( owu;, . Pela
condigao (), seja ip € Z tal que U,enCo(A4;,) € Co(4,,), e desta forma ﬁvi € H(Cy(A;,), para todo

n € N.
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Seja u;, i, : Co(Aiy) — Co(A;,) a projecdo canonica, e denotemos ¢, x = fn.x © Ui, iy, Para todo
n € N. Assim temos que f, x = gnx © Us. Seja Ug = u;o1 (uZO(U)) Entao Uk ¢é aberto em Cj ,(A).
De fato, como U é aberto em norma, entao wu;,(U) é aberto em Cy(A;,) (topologia da norma induzida
em Co(4;,)). Agora é claro que u; ' (u; (U)) é aberto. Afirmamos que || fo x|l = || fax|lo. De fato,
como U C Uk segue que || fnx|lv < || foxllvg- Seja agora z € Ug. Entao u;,(x) € u;,(U). Portanto

fox(Z) = gnx o Uiy () = gnk(y), onde y € u;,(U) e assim

| fr i (@) = 190k (W] < 90K lusy @) = 1905 0 wigllr = | fr x|l

para todo x € Ug. Ou seja || fni|lvx < || fnxllv e portanto a igualdade esta demonstrada. Agora K
é compacto em Cp,(A) pelo Lema 2.2.8 e p(fn k) > nl|fnxllug, para todo n € N, o que mostra que

p nao ¢ 7,, continua, uma contradigao. [

Em [56, Segao 3, Pégina 327|, é provado que 75, é a topologia bornoldgica associada a 7y, ou

Twp- Com isso podemos provar o seguinte lema.
Lema 2.2.11. O operador Id : (H(Cy(A)),7s5) — (H(Cop(A)),7s) € um isomorfismo topoldgico.

Demonstragao: Para provar a continuidade nao trivial, considere B C (H(Cy(A)),7s) um
subconjunto limitado. Como Cy(A) é Banach, temos pela Observacao 1.4.4(3) que 75 é a topologia
bornolégica em H(Cy(A)) associada a 7y e portanto B é 7p-limitado. Pelo Lema 2.2.9, B é 1p,-

limitado. Como 75, ¢ a topologia bornoldgica associada a 79, segue que B ¢é 75,-limitado. Portanto
a identidade (H(Cy(A)),75) — (H(Cop(A)), 7s,) leva limitados em limitados. Como (H(Cy(A)), 75)

¢ um espago bornolégico, segue que Id : (H(Cy(A)), 7s5) — (H(Cop(A)), Ts,) ¢ continua. |
Agora estamos prontos para demonstrar o seguinte exemplo.

Exemplo 2.2.12. As dlgebras (H(Co(A)),7) e (H(Cop(A)), T) sao topologicamente isomorfas, para

T =170, Tw €75, mas Co(A) e Cy,(A) ndo sao biholomorficamente equivalentes.
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Demonstracao: A primeira afirmacao segue dos Lemas 2.2.9, 2.2.10 € 2.2.11. Se Cy(A) e Cy,(A)
sao biholomorficamente equivalentes, entao segue da Proposicao 2.2.1 que eles sao topologicamente

isomorfos, o que nao é verdade. [

Na sequéncia apresentamos dois corolarios que melhoram a Proposicao 2.2.1 e o Teorema 2.2.3

para bolas abertas e abertos convexos, equilibrados e limitados em espacos de Banach.

Corolario 2.2.13. Sejam E e F' espagos de Banach, um deles com a propriedade de aproximagcao.

Consideremos as sequintes condi¢oes:

(1) E e F sao isometricamente isomorfos.

(2) Bg e Br sdo biholomorficamente equivalentes.

(3) As dlgebras (H(Bg), o) e (H(Br),T0) sdo topologicamente isomorfas.
(4) As dalgebras (H(Bg),7.,) ¢ (H(Br),T,) sao topologicamente isomorfas.
(5) As dlgebras (H(Bg),7s) e (H(Br), 75) sdo topologicamente isomorfas.

Entao as condigoes (1), (2), (3) e (4) sdo equivalentes e implicam (5). Se E ou F' € separdvel e

tem a propriedade de aproximagao, entao (1) — (5) sdo equivalentes.

A equivaléncia entre (1) e (2) do Corolario 2.2.13 deve-se a um teorema de W. Kaup e W. Upmeier

que enunciamos abaixo. As outras conclusoes seguem do Teorema 2.2.3.

Teorema 2.2.14 (W. Kaup, W. Upmeier, [43]). Dois espacos de Banach E e F sdo isometri-
camente isomorfos se e somente se existe uma aplicacao biholomorfa entre a bola unitaria de FE e a

bola unitdaria de F'.

Sejam F e F' espacos de Banach. Dizemos que dois abertos U C E e V C F sao linearmente

equivalentes se existe um isomorfismo topoldgico ¢ : B — F tal que p(U) = V.
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Vamos agora supor que U é um aberto convexo, equilibrado e limitado de um espago de Banach

E. Entao o espaco

EU: UnU,

neN

munido do funcional de Minkowski de U, é um espaco de Banach topologicamente isomorfo a FE.
Como U ¢ aberto, temos que U ¢é a bola unitaria de Ey e assim temos o seguinte corolario, que

melhora o Teorema 2.2.3 para abertos convexos, equilibrados e limitados.

Corolario 2.2.15. Sejam E e F espacos de Banach, um deles com a propriedade de aproximac¢ao
e sejam U C E eV C F abertos convexos, equilibrados e limitados. Consideremos as sequintes

condicoes:

(1) U eV sao linearmente equivalentes.

(2) U eV sao biholomorficamente equivalentes.

(3) As dlgebras (H(U), 1) e (H(V), 1) sdo topologicamente isomorfas.

(4) As dlgebras (H(U),7,) e (H(V),1,) sdo topologicamente isomorfas.

(5) As dlgebras (H(U),7s) e (H(V),Ts) sao topologicamente isomorfas.

Entao as condigoes (1), (2), (3) e (4) sao equivalentes e implicam (5). Se E ou F € separdvel e

tem a propriedade de aproximagao, entao (1) — (5) sao equivalentes.

Demonstracao: Temos que (2), (3), (4) e (5) sdo equivalentes pelo Teorema 2.2.3. Vamos
mostrar que (1) e (2) sd@o equivalentes. Se U e V sdo linearmente equivalentes, o isomorfismo
topoldgico ¢ : E — F tal que p(V) = U é a aplicacao biholomorfa procurada.

Reciprocamente, temos pelo Teorema 2.2.14 que Ey e Fy sao isometricamente isomorfos. Por-
tanto, se T': Ey — Fy é tal isometria, entao T(U) = V, uma vez que T leva a bola unitaria de Ey
na bola unitaria de Fy. Por fim, como Ey é topologicamente isomorfo a E e Fy é topologicamente

isomorfo a F', segue que U e V' sao linearmente equivalentes. [
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Terminamos esta se¢ao com um teorema do tipo Banach-Stone para polinomios em espacos de

Banach.

Teorema 2.2.16. Sejam E e F espacos de Banach, um deles com a propriedade de aproximacao.

Entdo sao equivalentes.
(1) Eziste um polinomio bijetivo Q € P(F; E) tal que Q= € P(E; F).
(2) As dlgebras (P(E), 1) e (P(F),T0) sao topologicamente isomorfas.
Para demonstrar este teorema, utilizaremos o seguinte resultado.

Teorema 2.2.17 (J. M. Isidro, [40]). Seja E um espago localmente convexo quase-completo com

a propriedade de aproximagao. Entdo o espectro de (P(E), ) € identificado com E.

Demonstracao do Teorema 2.2.16
(1) = (2) Seja Q € P(F;E) um polindomio bijetivo tal que Q= € P(E; F). Vamos definir
T:(P(E), 1) — (P(F), ) da seguinte maneira:

T(P)=PoQ, para todo P € P(E).

O operador T estd bem definido pela Proposicao 1.3.3. Para as conclusoes restantes basta seguir as
mesmas idéias da demonstracao (1) = (2) do Teorema 2.2.3

(2) = (1) Seja T : P(E) — P(F) um isomorfismo topolégico. Usando o Teorema 2.2.17
e seguindo as mesmas idéias da demonstracao de (2) = (1) do Teorema 2.2.3, conseguimos uma
aplicacao holomorfa @ : F — E tal que T(P) = Po @, para todo P € P(E). Em particular, temos
que fo@ € P(F), para todo funcional linear f € E’. Agora segue de [51, Teorema 3.11] que @ de
fato ¢ um polindémio. Aplicando o mesmo raciocinio para 7!, obtemos um polinémio R : & — F

tal que R = QL. [
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2.3 Funcoes holomorfas em dominios polinomialmente
convexos

Nesta se¢ao obtemos teoremas do tipo Banach-Stone para algebras de fungoes holomorfas em dominios
polinomialmente convexos.

Dizemos que um subconjunto aberto U de um espaco localmente convexo E é polinomialmente
CONVETO Se [?’p(E) N U é compacto, para cada subconjunto compacto K C U. Aqui [?’p(E) denota o
conjunto

IA(p(E) = {x el |P(x)< sg{p |P|, para todo P € P(E)}

Seja P € P(E). O aberto U = {x € E : |P(x)| < 1} é polinomialmente convexo, mas nao ¢é
convexo em geral. Ou seja, a classe dos abertos polinomialmente convexos é estritamente maior que
a dos absolutamente convexos.

O Teorema 2.2.3 pode ser estendido ao caso de dominios polinomialmente convexos da maneira

seguinte.

Teorema 2.3.1. Sejam E e F espacos de Fréchet, um deles com a propriedade de aproximacado
eU C E eV C F subconjuntos abertos polinomialmente convexos. Consideremos as sequintes

condigoes.
(1) U eV sao biholomorficamente equivalentes.
(2) As dlgebras (H(U), 1) e (H(V), 1) sdo topologicamente isomorfas.
(3) As dlgebras (H(U),1,) e (H(V),7,) sao topologicamente isomorfas.
(4) As dlgebras (H(U),7s) e (H(V'),7s) sao topologicamente isomorfas.

Entao (1), (2) e (3) sdo equivalentes e implicam (4). Se E ou F' € separdvel e tem a propriedade

de aprozimagao limitada, e U eV sao conexos, entdao (1) — (4) sao equivalentes.
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A demonstracao do Teorema 2.3.1 é similar a do Teorema 2.2.3, mas em lugar dos Teoremas 2.2.4

e 2.2.5, utilizamos os resultados seguintes.

Teorema 2.3.2 (J. Mujica, [48, 50]). Sejam E um espago localmente convero quase-completo

com a propriedade de aproximacao e U C E um aberto polinomialmente convexo. Entao o espectro

de (H(U),T) € identificado com U, onde T = 19, T,.

Teorema 2.3.3 (J. Mujica, [49]). Sejam E um espago de Fréchet separdvel com a propriedade de
aproximacao limitada e U C E um aberto conexo e polinomialmente convero. Entao o espectro de

(H(U), 15) € identificado com U.

Os comentérios apds a demonstracao do Teorema 2.2.3 mostram que no caso das topologias 7y e

T., podemos obter um resultado mais geral.

Teorema 2.3.4. Sejam E e F espagos holomorficamente Mackey quase-completos, um deles com
a propriedade de aproximagao e U C E eV C F subconjuntos abertos polinomialmente convezos.

Entdao as sequintes condigoes sao equivalentes.

(1) U eV sao biholomorficamente equivalentes.
(2) As dlgebras (H(U), ) e (H(V), 7o) sdo topologicamente isomorfas.

(3) As dlgebras (H(U),7,) e (H(V),7,) sdo topologicamente isomorfas.

2.4 Funcoes holomorfas em dominios pseudoconvexos

Nesta se¢ao obtemos teoremas do tipo Banach-Stone para algebras de fungoes holomorfas em dominios

pseudoconvexos.

Definicao 2.4.1 ([10], Defini¢ao 14.1.1). Sejam E um espaco localmente convexo e U C E um

subconjunto aberto. Dizemos que uma fungio f : U — [—00,00) € plurisubharmonica se f €
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semi-continua superiormente e:

1 2

fla) < — f(a+e*b)do,
2w Jo

para todos a € U e b € E tais que a+ Ab C U, onde A ={\ € C : |\ < 1}.

Dizemos que um subconjunto aberto U de um espago localmente convexo E é pseudoconvezo se
IA(ps(U) é relativamente compacto, para cada subconjunto compacto K C U (veja caracterizagdo em
[10, 14.1.9]). Aqui, Ps(U) denota a familia de todas as fungdes plurisubharmonicas em U, e ]?'ps(U)

denota o conjunto

[A(pS(U) = {x el : f(x) < 31[1(p f, para toda f € PS(U)}.

Seja f € Ps(E). O abertoU = {z € E : f(z) < 0} é pseudoconvexo, mas nao é polinomialmente
convexo em geral ([37, Proposicao 5.1.3(c)]). Por exemplo, se f € H(E), entao R(f) e (f) sdo ambas
fungoes plurisubharmonicas ([37, Proposigao 4.4.2]).

O préximo resultado melhora o Teorema 2.3.1 para abertos pseudoconvexos.

Teorema 2.4.2. Sejam E ¢ F espacos de Fréchet, um deles separdvel com a propriedade de aprox-
imacao limitada e U C E e V. C F subconjuntos abertos conexos e pseudoconvexos. FEntao as

sequintes condicoes sao equivalentes.
(1) U eV sao biholomorficamente equivalentes.
(2) As dlgebras (H(U), 1) e (H(V), 1) sdo topologicamente isomorfas.
(3) As dalgebras (H(U),1,) e (H(V),1,) sdo topologicamente isomorfas.
(4) As dlgebras (H(U),7s) e (H(V),7s) sao topologicamente isomorfas.

A demonstracao do Teorema 2.4.2 é similar a do Teorema 2.2.3, mas em lugar dos Teoremas 2.2.4

e 2.2.5, utiliza os resultados seguintes.
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Teorema 2.4.3 (M. Schottenloher, [63]). Sejam E um espaco de Fréchet separdvel com a pro-
priedade de aprorimacao limitada e U C E um aberto conexo e pseudoconvexo. Entao o espectro de

(H(U), ) € identificado com U, para T =Ty € T,.

Teorema 2.4.4 (J. Mujica, [52]). Sejam E um espago de Fréchet separdvel com a propriedade de
aprozimagcao limitada e U C E um aberto conexo e pseudoconvexo. Entao o espectro de (H(U),1s) é

identificado com U.
A seguir definimos uma outra classe de abertos em espacos localmente convexos.

Definicao 2.4.5 ([10], Defini¢ao 14.1.6). Sejam E um espaco localmente convexo e U C E um
subconjunto aberto. Dizemos que U é um dominio de holomorfia se nao existem subconjuntos abertos

conexos Ve W de E tais que:
(1) 0#A#WCUNV eV ZU.
(2) Para cada f € H(U) existe f € H(V) tal que f = f em W.

Como se sabe, todo dominio de holomorfia é pseudoconvexo, e em [62, Corolario 3.4], M. Schot-
tenloher mostra que em um espaco de Fréchet separavel com a propriedade de aproximacao limitada,
cada dominio pseudoconvexo é na verdade um dominio de holomorfia.

Para finalizar esta se¢ao, mostramos que em qualquer espaco de Banach é possivel construir
um par de subconjuntos abertos H e D, onde um deles nao é um dominio de holomorfia, que nao
sdo biholomorficamente equivalentes, mas as algebras (H(H),7) e (H(D), ) sao topologicamente

isomorfas, para 7 = 19, T, Ts.

Exemplo 2.4.6. Seja E um espaco de Banach tal que dim(E) > 2, e escrevemos E = C2® N, onde
N ¢é um espago de Banach. Sejam D = {z = (z1,22,w) € E : |z1] < Ry, |22| < Rae|lw] < R} e
H = {z = (21,20,w) € D : |z| > rjoulz| <}, onde 0 < R< o0 el <r; <R; <oo, para
Jj = 1,2. Entao as dlgebras (H(H),7) e (H(D),7) sao topologicamente isomorfas, para T = Ty, To,

75, mas H e D nao sdo biholomorficamente equivalentes.
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Demonstragao: Primeiro provemos que cada f € H(H) admite uma tinica extensao f € H(D).
Para isso, sejam p; > 0 tal que 1y < p1 < Ry e D' = {z = (21,20,w) € D : |z1] < p1}. Observe que

D=HUD' Dada f € H(H), definamos

2w (1 — 21

1
9(z) = —/ f(Cl’—ZQ’w)dCl, para todoz € D'. (2.5)
|C11=p1

Como

Cl - Zl Z 2 m+1

segue que para 29 e w fixos, g ¢ uma funcao holomorfa de 21, para todo |z1| < p;. Para z; e w fixos,

f(<1 )z27w)
Z1

a funcéo
b1 Cl —

¢ uma funcao diferenciavel de z,, e portanto g é uma funcao diferenciavel de z,
por [51, Proposicao 13.14]. Pelo mesmo argumento temos que, para z; e zy fixos, g é diferencidvel
em w. Portanto g é separadamente holomorfa por [51, Teorema 14.7], e portanto holomorfa por [51,
Teorema 36.8]. Pela Formula Integral de Cauchy para fungoes holomorfas de uma varidvel, temos que
g(z) = f(z) para todo z = (21, 22, w) tal que |2z1| < p1 e |22] < 72, e portanto para todo z € D' N H,
pois D' N H é conexo. Assim a funcao f definida por f =fem H e f = g em D’ é a extensao
procurada. Portanto H nao pode ser um dominio de holomorfia.

Definamos T : H(H) — H(D) por T(f) = f, para toda f € H(H). Entdo T é um isomorfismo
entre algebras, uma vez que f é tnica. B facil ver que T : H(D) — H(H) é o operador restrigao.
Vamos mostrar que as algebras (H(H),7) e (H(D), ) sdo topologicamente isomorfas, para 7 = 79 e

To. Temos que D C S(H(H), 79). De fato, para z € D definimos
h, : H(H) — Cporh.(f) = f(z), para todo f € H(H).

Se z € H, é claro que h, é To-continua. Se z € D', entao h,(f) = g(z), onde g estd definida em (2.5).

Temos que existe C' > 0 tal que

lg(2)] < Cls‘up |f(Chy 22, w)| = CSUE |f(2)], para todo f € H(H),
C1l=p1 z€
onde K ={( € C : || = p1} x {22} x {w}. Assim h, é 1p-continua e portanto
D CS(H(H), 1) =S(H(H),1,) = X.
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Consideremos a aplicacio G : H(H) — H(X) dada por G(f) = f, onde f(h) = h(f), para todo
h € ¥. Temos que G é continua para 7y por [2, Segdo 4, Teorema 1] e para 7, por [45, Teorema 1].

Como H C D C X, segue que as seguintes aplicagoes sao continuas

T—l

(H(),7) — (H(D),7) —— (H(H),7) —%— (H(S),7), parat = 70, 7.

E consequentemente temos que (H(H), 7) e (H(D), T) sdo topologicamente isomorfas, para 7 = 79, 7.
Resta provar que T : (H(H),7s) — (H(D), 75) é um isomorfismo topolégico, mas isto é feito em
[61, Teorema 5.3]. (Veja também em [18, 38, 60]).

Vamos agora supor que existe uma aplicagao biholomorfa ¢ : H — D. Por [60, Teorema 1.8]
ou [38, Teorema 2.15], temos que ¢ admite uma extensao biholomorfa @ : e(H) — (D), onde
e(H) denota o envelope de holomorfia ([51, Defini¢ao 56.1]) de H (e o mesmo para (D)), tal que o

seguinte diagrama comuta. B
e(H) —— e(D)=D

H —“— D
Como ¢ e P sdo bijegoes, segue que € é uma bije¢ao e assim H é um dominio de holomorfia, por [51,

Exercicio 56.B], o que é uma contradigao. [

Quando E = C?, o par (H, D) é chamado figura de Hartogs em C?. O exemplo apresentado acima

foi inspirado em [51, Exemplo 10.2].

Definigao 2.4.7 ([2], Secao 4). Seja (U,V) um par de subconjunto abertos em um espaco de
Banach tal que U C V. Se toda func¢ao holomorfa f € H(U) pode ser estendida a uma unica
funcao holomorfa f € H(V), dizemos que (U, V') é um par de extensdo. Se o isomorfismo algébrico
feHU) — fe H(V) € um isomorfismo topoldgico para a topologia compacto-aberta, dizemos que

(U, V) € um par de extensao normal.

Neste sentido, o par (H, D) construido no Exemplo 2.4.6 é um par de extensao normal.
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Capitulo 3

Funcoes holomorfas de tipo limitado em

espacos de Banach

Nao importa o quanto devagar vocé caminhe. O importante € nao parar. (Conficio)

No Capitulo 2, provamos que dois abertos convexos e equilibrados U e V em espacos de Fréchet
com a propriedade de aproximagao sao biholomorficamente equivalentes se e somente se as algebras
(H(U),m0) e (H(V), 1) sdo topologicamente isomorfas. E natural perguntar se existe um resultado
similar para as dlgebras de Fréchet H,(U) e Hyp(V) de fungdes holomorfas de tipo limitado. Esta
pergunta é respondida de maneira afirmativa neste capitulo, para abertos convexos e equilibrados
em espacos de Banach do tipo Tsirelson. Mais ainda, é respondida para certas algebras de funcoes

holomorfas que sao generalizacoes de Hy,(U) e Hy(V).

46



3.1 Operadores de composicao entre algebras de funcoes
holomorfas de tipo limitado

Sejam E um espago de Banach complexo e U um subconjunto aberto de . Lembramos que uma
sequéncia crescente U = (U, )nen de subconjuntos abertos de U é uma cobertura regular de U se

U= U U, e dy,,,(U,) >0, para todo n € N.

n=1

Sejam F' um espago de Banach, e U = (U,)neny uma cobertura regular de U. Denotamos por
H>(U; F) o espaco vetorial de todas as aplica¢oes holomorfas f : U — F que sao limitadas em
cada U, para n € N. H®(U; F') é um espago de Fréchet para a topologia da convergéncia uniforme
sobre os conjuntos U,. Quando F' = C, escrevemos H>(U) ao invés de H*(U; C). Neste caso temos
que H*(U) é uma algebra de Fréchet.

E claro que cada aplicaciao holomorfa ¢ : V. — U define um operador de composicao entre as
dlgebras H(U) e H(V). Mas esse resultado nao vale no caso das dlgebras H®(U) e H>*(V). Na
proxima proposicao caracterizamos as aplicagoes holomorfas ¢ : V' — U que definem um operador

de composigao entre H*(U) e H*(V). Lembramos que se A C U, entao A\Hoo(u) é o conjunto:
&@Wp4¢eU:u@Ms3?uLpmMmeeHWu»

Proposicao 3.1.1. Sejam E, F espacos de Banach, U C E eV C F subconjuntos abertos, U =
(Un)nen €V = (Vi)nen coberturas requlares de U e V', respectivamente. Considere ¢ € H(V; E).
Entao o operador C, : H®(U) — H>(V) definido por C,(f) = f o, para toda f € H®U), estd

bem definido e é um homomorfismo continuo se e somente se para cada k € N eziste ny € N tal que

—

©(Vi) € (Uny 1o wy-

Demonstragao: Vamos inicialmente supor que C, estd bem definido e é um homomorfismo

continuo. Seja k € N. Como C, por hipétese é continuo, temos que existem C' > 0 e n, € N tais que

sup|Col(f)] < Csup|f|, para toda f € H=(U).
Vi

Uny,

47



Através de um argumento classico, substituimos f por f", tomamos raizes n-ésimas e fazemos n — oo,

para obter

sup |C(f)| <sup|f|, para toda f € H*(U).
Vi

n
Seja agora y € Vi. Entao [f(¢(y))| = |Co(f)(y)| < supy, [f], para toda f € H*(U), ou seja,
oly) € (ﬁn\k)']—too(u). Como y é um elemento arbitrario de V4, segue que (V) C (ﬁ;)’}—[oo(u).
Reciprocamente, vamos supor que para cada k € N existe n;, € N tal que p(V;) C (ﬁn\k)’}—[oo(]/{)
e provar que C, estd bem definido e ¢ um homomorfismo continuo entre algebras. Para mostrar
que C, estd bem definido, é preciso garantir que f o ¢ € H*(V), para toda f € H>(U), ou seja,
precisamos provar que f o ¢ é limitada em cada Vj. Para tal seja & € N. Por hipdtese temos que

—

existe ni € N tal que p(Vy) C (@)Hw(u). Ou seja, se y € V;, e entdo o(y) € (Un, )neew)- Logo

|f(o(y))] <sup|f| < oo, para toda f € H®(U). (3.1)

Uny,
Como y é um elemento arbitrario de Vi, segue que f o ¢ é limitada em Vj, para todos k£ € N e
f € H>®(U), provando assim que fop € H*®(V), para toda f € H*(U). Por fim, segue de (3.1) que

C,, é um homomorfismo continuo entre as algebras H>(U) e H>(V), terminando a demonstracao. i

A proposicao acima motiva a seguinte defini¢ao.

Definicao 3.1.2. Sejam E e F espacos de Banach, U C E eV C F subconjuntos abertos e U =

(Up)nen €V = (Vy)nen coberturas requlares de U e V', respectivamente.

(1) Denotamos por H>®(V;U) o conjunto das aplicagoes ¢ € H(V; E) tais que para cada k € N

existe ny, € N tal que (Vi) € (Up, ) 1o ) -

(2) Seja ¢ € H>®(V;U). Entio o operador C, : H®(U) — H®(V) definido por C,(f) = f o,

para toda f € H®(U), é chamado de operador de composigao.

O préximo lema, relativo a operadores de composigao, sera utilizado posteriormente neste texto.

Sua demonstracao é analoga a do Lema 2.1.1, e por isso serd omitida.
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Lema 3.1.3. Sejam E, F' e G espacos de Banach e U C E, V C F e W C G subconjuntos abertos.
SejamU = (Up)nen, V = (Vi)nen e W = (W) nen coberturas requlares de U, V' e W, respectivamente.
Sejam ¢ € HX(V;U) e p € HXW; V). Entio Cyo Cp = Cuoy : HX(U) — H®(W).

3.2 Funcoes holomorfas de tipo limitado em dominios
absolutamente convexos

Nesta secao apresentamos teoremas do tipo Banach-Stone para algebras de fungoes holomorfas de
tipo limitado em dominios absolutamente convexos.

Em [67], B. Tsirelson constréi um espaco de Banach reflexivo X, com uma base de Schauder
incondicional, que nao contém nenhum subespaco isomorfo a ¢y ou a qualquer /,. R. Alencar, R.
Aron e S. Dineen provam em [1] que Ps(™X) é denso em norma em P("X), para todo m € N.
Inspirados por este resultado, dizemos que um espago de Banach E ¢é do tipo Tsirelson se E ¢
reflexivo e Py(™FE) é denso em norma em P(™E), para todo m € N.

A fim de demonstrar o resultado principal desta secao, vamos provar um resultado intermediario,

que é o proximo teorema.

Teorema 3.2.1. Sejam E um espaco de Banach do tipo Tsirelson, e F' um espaco de Banach.
Sejam U C E um subconjunto aberto convexo e equilibrado e V- C F um subconjunto aberto. Sejam
U= (Up)nen €V = (Vo)nen coberturas requlares de U e V' respectivamente, onde cada U, € limitado
e circular. Entao para cada homomorfismo continuo T : H>®U) — H>®(V) existe uma unica
aplicagio ¢ : V. — U tal que T(f) = f o, para toda f € H>®(U). A aplicagio ¢ pertence a
H>(V;U).

Para provar este teorema, usamos o seguinte resultado.

Teorema 3.2.2 (J. Mujica, [54]). Sejam E um espac¢o de Banach do tipo Tsirelson, U C E um

subconjunto aberto convexo e equilibrado e U = (U, )nen uma cobertura reqular de U onde cada U, é
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limitado e circular. Entdo o espectro de H*®(U) € identificado com U.

Demonstracao do Teorema 3.2.1: Seja T : H*(U) — H>(V) um homomorfismo continuo.
Vamos construir uma aplicagao holomorfa ¢ : V' — U. Para tal seja w € V. Entao 6, 0T :
H>(U) — C é um homomorfismo complexo continuo. Pelo Teorema 3.2.2; existe um tnico z € U

tal que d,, o T = 4,. Definamos ¢ : V — U por p(w) = z. Temos que
(0w o T)(f) = f(z) = f(p(w)), para todosw € V, f € H*(U),

ou seja, T(f)(w) = f(p(w)) para todos w € V e f € H*U). Logo T(f) = f oy, para toda
feH>U).

Em particular, temos que T'(f) = f o p € H>®(V), para toda f € E’, ou seja, ¢ é w-holomorfa e
consequentemente holomorfa, por [51, Teorema 8.12.b]. Para provar a unicidade de ¢, vamos supor
que existe uma aplicagdo holomorfa ¢ : V. — U tal que T(f) = f o, para toda f € H®(U).
Portanto f o1 = f o ¢, para toda f € H>®(U). Em particular, temos que f(¢(w)) = f(¢(w)), para
todos f € E' e w € V. Segue do teorema de Hahn-Banach que ¥ (w) = p(w), para todo w € V, ou
seja, ¥ = ¢ e portanto ¢ é tnica.

Resta mostrar que ¢ € H™(V;U). Mas isto é imediato, pois, uma vez que 7' = C, é um

homomorfismo continuo, segue da Proposigao 3.1.1 que ¢ € H*(V;U). [
Agora estamos prontos para demonstrar o seguinte resultado, que é o principal teorema desta
secao.

Teorema 3.2.3. Sejam E e F' espacos de Banach reflexivos, um deles do tipo Tsirelson. Sejam
UC E eV CF subconjuntos abertos convexos e equilibrados, U = (U, )nen € V = (Vi)nen coberturas
requlares de U e V' respectivamente, tais que cada U, e V, sao limitados e circulares. Entao as

sequintes condi¢oes sao equivalentes.

(1) Existe uma aplicagdo bijetiva ¢ : V — U tal que o € H®(V;U) e o=t € H™®U; V).
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(2) As dalgebras H®(U) e H®(V) sao topologicamente isomorfas.

Demonstracao:

(1) = (2) Como ¢ € H®(V;U), segue da Proposigao 3.1.1 que o operador C, : H*U) —
H>(V) esta bem definido, e é um homomorfismo continuo, e analogamente para C,-1. Pelo Lema
3.1.3 temos que C, 0 Cyp-1 = Cp15, = Cig = Id e analogamente C,-1 0 C, = Id. Logo C, é uma

bijegao e (C,) ' =C

,—1. Assim as algebras H>(U) e H>(V) sao topologicamente isomorfas.

(2) = (1)

(a) Vamos supor inicialmente que F e F sao do tipo Tsirelson. Seja T : H>®(U) — H>(V) um
isomorfismo topoldgico. Pelo Teorema 3.2.1, existem ¢ € H®(V;U) com p(V) C U e o € H™(U; V)
com (U) CV, tais que T(f) = fop e T (g) = go, para todas f € H®U) e g € H*(V).

Vamos mostrar que ¢ é invertivel e que ¢! = ). Com efeito, temos que Id = T o T~!, ou seja,
g =gowoy, para cada g € H*(V). Portanto, para cada w € V temos que g(w) = g(¢(p(w)), para
todo funcional g € F’. Por Hahn-Banach, temos que w = ¢ (¢(w)), para todo w € V. Analogamente
mostramos que z = p(1)(z)), para todo z € U, o que mostra que ¢ ¢ invertivel e que ¢! = 1.

(b) Vamos supor agora que somente E é do tipo Tsirelson, e provar que F' também é. Seja
¢ : V — U a aplicacao holomorfa obtida no Teorema 3.2.1. Para cada z € U temos que 6, o T! :

H>(V) — C é um homomorfismo complexo continuo, e portanto existem n € N e C' > 0 tais que
6.0 T~ (g)| < Cliglv,

para toda g € H*(U). Como V,, é limitado e F' C H>(V), segue que §, o T ! é um elemento de
F" = F. Portanto existe um tnico b € F tal que d, o T~z = 6.

Definamos v : U — F por ¢(z) = b, para todo z € U e assim temos que T 1(g)(z) = g(b) =
g(1¥(2)), para todos g € F' e z € U. Em particular segue que T~ !(g) = g o ¢ € H®(U), para todo
g € ', o0 que mostra que 9 é fracamente holomorfa e portanto holomorfa por [51, Teorema 8.12.b].
Aplicando T' em ambos os lados da ltima igualdade, temos que g = g o ¢ o ¢, para todo g € F’.

Pelo Teorema de Hahn-Banach segue que ¥ o : V. — F é a aplicacao inclusdo. Aplicando o Lema
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2.2.2, temos que F é topologicamente isomorfo a um subspago complementado de F, e assim segue
da Proposicao 1.3.1 que F' é do tipo Tsirelson. Para concluir a demonstragao, basta aplicar a parte

(a). |
Como consequéncia do Teorema 3.2.3, temos o seguinte resultado de extensao.

Corolario 3.2.4. Sejam E e F espacos de Banach reflexivos, um deles do tipo Tsirelson. Sejam
UCE eV CF subconjuntos abertos convezos e equilibrados, U = (Up)nen € V = (Vi)nen cober-
turas requlares de U e V' respectivamente, tais que cada U, eV, sdo limitados e circulares. Se as
dlgebras H®(U) e H>®(V) sao topologicamente isomorfas entao as dlgebras (H(U),7) e (H(V), 1)

sao topologicamente isomorfas, para T=1y, T, € Ts.

Demonstracao: Se H*(U) e H*>*(V) sao topologicamente isomorfas, entdo pelo Teorema 3.2.3
existe uma aplicagao biholomorfa ¢ : V' —— U. Consideremos o operador de composicao C,, :
(H(U),7) — (H(V), 7). Entao C, é um isomorfismo topolégico para 7, 7, e 75, pela Proposigao

2.1.2. [

Consideremos agora os seguintes subconjuntos abertos de U.
U,={xeU: |z|| <nedy(xr) >2"}, para todo n € N.

A familia U = (U, )nen forma uma sequéncia fundamenteal de subconjuntos abertos U-limitados que
cobre U e dy,,,(U,) > 0, para cada n € N. Nao é dificil ver que, neste caso, o espaco H>*(U; F') é
na verdade H,(U; F), o espago das aplicagdes holomorfas de tipo limitado de U em F, para qualquer
espago de Banach F. Sejam V' C F' um subconjunto aberto, e V = (V},) definido de maneira similar
a feita acima. Entao o conjunto H*>(V;U) serd denotado por Hy(V;U).

E natural perguntar se o conjunto

—_

Hy(V;U) ={p e H(V;F) : ¢(V) C U e para cada k € N existe nj, € N tal que (Vi) € (Un, ) w00}

coincide com o conjunto de todas as aplicagoes holomorfas ¢ : V' — U que levam subconjuntos

V-limitados em subconjuntos U-limitados. E claro que se @ é tal aplicagao, entao ¢ € Hy(V;U) e
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portanto uma inclusao entre os dois conjuntos sempre vale. A inclusao oposta vale quando o aberto
U pertence a classe dos subconjuntos abertos H,,(U)-convexos, que introduzimos a seguir.
Sejam F um espago de Banach, U um subconjunto aberto de E e A um subconjunto U-limitado.

Consideremos o seguinte conjunto
Aoy ={x e U : |f(x)] < Slj‘p|f|, para toda f € H,(U)}.

Dizemos que U é Hy,(U)-convezxo se A\Hb(U) é um subconjunto U-limitado, para todo A subconjunto
U-limitado.
Por exemplo, todo aberto convexo é H,(U)-convexo. De fato, como C & E' C H,(U), entao

—

(ﬁn)Hb(U) - (@)@@Eg para todo n € N. Agora segue da Proposicao 1.4.7 que (U,)cer € limitado e
que dU((ﬁ\n)@@E/) = dy(U,) > 0, para todo n € N. Ou seja, (ﬁ\n)Hb(U) ¢ U-limitado, para todo n € N
e portanto U é H,(U)-convexo.

Na préxima proposigao respondemos a pergunta feita acima, para abertos Hy(U)-convexos.

Proposicao 3.2.5. Sejam E, F espacos de Banach, U C E eV C F subconjuntos abertos, onde
U € Hy(U)-convexo. Entao o espaco Hy(V;U) coincide com o espago das aplicagées holomorfas

w: V. — U que levam subconjuntos V -limitados em subconjuntos U -limitados.

Demonstragao: Sejam ¢ € H,(V;U) e B um subconjunto V-limitado. Entao existe k& € N

tal que B C Vi. Por hipdtese existe ny € N tal que p(V) C (ﬁ;)Hb(U% Agora (Up, )#,wy ¢ um

subconjunto U-limitado, pois U é H,(U)-convexo. n

Se U é convexo e equilibrado entao segue da Proposicao 1.4.5 que a sequéncia (U, )nen satisfaz as

hipdteses do Teorema 3.2.3, e assim temos os seguintes corolarios.

Corolario 3.2.6. Sejam E e F espacos de Banach reflexivos, um deles do tipo Tsirelson. Sejam
UCFE eV CF subconjuntos abertos convexos e equilibrados. Entao as sequintes condigoes sao

equivalentes.
(1) Eziste uma aplicacio bijetiva ¢ : V — U tal que p € Hy(V;U) e =t € Hy(U; V).
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(2) As dlgebras Hy(U) e Hy(V') sao topologicamente isomorfas.

Corolario 3.2.7. Sejam E e F espacos de Banach reflexivos, um deles do tipo Tsirelson. Sejam
UCE eV CF subconjuntos abertos convezos e equilibrados. Se as dlgebras Hy(U) e Hy(V') sdo
topologicamente isomorfas entao as dlgebras (H(U), ) e (H(V),T) sdo topologicamente isomorfas,

para T=Tp, T, € T§.

O Corolario 3.2.6 foi obtido de maneira independente em [16], como consequéncia do seguinte

teorema.

Teorema 3.2.8 (D. Carando, D. Garcia, M. Maestre, [16]). Sejam E e F espagos de Banach,
e suponha que Pg("E") é denso em norma em P(™E"), para todo m € N. Sejam U C E eV C F

subconjuntos abertos converos e equilibrados. Entao as sequintes condigoes sao equivalentes.

(1) As dlgebras Hy(U) e Hy(V) sao topologicamente isomorfas.

(2) Existe uma aplicag¢ao bijetiva ¢ : Vo* — UO* tal que o € Hy (VO*,UO*) el cH, (UO*,VO*)

Se os espacos de Banach F e F' nao sao reflexivos, vemos pelo Teorema acima que nao se pode
obter um teorema do tipo Banach-Stone tal como estda enunciado no Corolario 3.2.6, em outras
palavras, a aplicagao biholomorfa no caso nao reflexivo se da entre dois subconjuntos abertos dos
respectivos biduais E” ¢ F”, e ndao de E ¢ F.

No proximo exemplo mostramos que em qualquer espaco de dimensao finita é possivel construir
um par de abertos H e D onde um deles nao é um dominio de holomorfia e o Corolario 3.2.6 falha.
Mais especificamente, demonstramos que as algebras H,(H) e Hy(D) sdo topologicamente isomorfas
mas H e D nao sao biholomorficamente equivalentes. Apesar de ser um caso particular do Exemplo

2.4.6, vamos apresentar a demonstracao, pois neste caso ela é um pouco diferente e bem mais simples.

Exemplo 3.2.9. Sejam D = {z = (z1,-- ,2,) € C" : |z;] < R;, paraj =1,--- ,n}, onden >2 e

0<R; <oo, para todo j =1,--- ,n; e H={z= (21,22, ,2,) € D, |21] > r0ul2e| < ry}, onde

54



0<r; <R;<oo, paraj=1,2. Entio as dlgebras Hy(H) e Hy(D) sao topologicamente isomorfas

mas H e D nao sao biholomorficamente equivalentes.

Demonstracao: Vamos provar que cada f € H,(H) admite uma tnica extensao f € Hy(D).
Para tal, sejam p; > 0 tal que 1y < py < Ry e D' = {2z = (21,22, - ,2,) € D : |21] < p1}. Observe

que D = HUD'. Dada f € Hy(H), definamos

g(Z) _ 1 f(ChZ?a' B ,Zn)

=5 . 6 d(y, para todaz € D'.
Pelos mesmos argumentos de [51, Exemplo 10.2] ou do Exemplo 2.4.6, temos que g é separadamente
holomorfa e como g é claramente localmente limitada, segue de [51, Lemas 8.8 e 8.9] que g é holomorfa,
ou seja g € H(D'). Pela Férmula Integral de Cauchy para fungées holomorfas de uma variavel, temos
que g(z) = f(z) para todo z = (21,29, -+, 2,) tal que |z1] < p1 e |23] < rq, e portanto para todo
z€ D'NH, pois D'N H é conexo. Assim a funcio f definida por f = fem He f = g em D’ é
a extensao procurada. A unicidade da extensao é clara. Portanto H nao pode ser um dominio de
holomorfia.

Agora definamos T : Hy(H) — H,(D) por T(f) = f, para toda f € Hy(H). E claro que T é um
isomorfismo entre algebras e T~ : H,(D) — Hy(H) é o operador restrigao. Como T~ : Hy(D) —
Hy(H) é continuo e Hy(H) e Hy(D) sao algebras de Fréchet, segue do Teorema da Aplicacao Aberta
que T é um isomorfismo topolégico.

Para mostrar que H e D nao sao biholomorficamente equivalentes, basta seguir os mesmos argu-

mentos do Exemplo 2.4.6. [

O Exemplo 3.2.9 nos leva a crer que os Teoremas do tipo Banach-Stone para algebras de fungoes

holomorfas de tipo limitado também nao podem ir além de dominios de holomorfia.
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Capitulo 4

Germes de funcoes holomorfas em

espacos de Banach

Primeiro, faca o necessdrio; depois faca o possivel, e de repente vocé vai perceber que pode fazer o

impossivel. (Sao Francisco de Assis)

Uma outra algebra que merece destaque é a dlgebra de germes holomorfos em um compacto de
um espaco de Banach. Neste capitulo apresentamos teoremas do tipo Banach-Stone para algebras de
germes holomorfos em subconjuntos compactos absolutamente convexos em espacos do tipo Tsirelson
e do tipo Tsirelson-James. Ainda que existam estudos acerca do espectro de dlgebras de germes
holomorfos, vemos nesta secao que a técnica para estabelecer teoremas do tipo Banach-Stone para

tais algebras difere da que tem sido utilizada nos capitulos anteriores.
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4.1 Germes de funcoes holomorfas em espacgos do tipo
Tsirelson

Nesta secao apresentamos teoremas do tipo Banach-Stone para algebras de germes de fungoes holo-
morfas em subconjuntos compactos absolutamente convexos.

Sejam E e F espagos de Banach, K C F e L C F subconjuntos compactos. Dizemos que Kg
e Lp sao bitholomorficamente equivalentes se existem subconjuntos abertos U C E e V C F com
K CUe L CV euma aplicacdo biholomorfa ¢ : V. — U tal que ¢(L) = K.

A seguir temos o principal teorema desta secao.

Teorema 4.1.1. Sejam E e F' espacos do tipo Tsirelson, K C E e L C F subconjuntos compactos

convexos e equilibrados. Entao as sequintes condicoes sao equivalentes.
(1) Kg e Lg sdo biholomorficamente equivalentes.
(2) As dlgebras H(K) e H(L) sdao topologicamente isomorfas.

Demonstracao:

(1) = (2) Sejam V D L, U D K subconjuntos abertos, e ¢ : V. — U uma aplicac¢@o biholomorfa
tal que (L) = K. Definamos 7' : H(K) — H(L) da seguinte forma. Dada [f] € H(K), escolhamos
um representante f € H(Uy), onde Uy é um aberto de E contendo K, e seja Vy = ¢ 1 (UNUy). Entao
definimos T'([f]) = [f o (¢l )] € H(L), pois L C V.

Sejam [f1], [f2] € H(K) tais que [fi] = [f2]. Consideremos U; e U, subconjuntos abertos de E
contendo K tais que f; € H(Uy) e fo € H(Us), e O C Uy NUs tal que f; = fo em O. Sejam
Vi=oe  UNU), Vo= (UNUy) e W =¢ 1 (UNO). Entao W ¢é um subconjunto aberto de

V- nVinV; contendo L. Seja w € W. Entao

fro(plv)(w) = fropw) = filunolp(w)) = faluno(p(w)) = f2 0 p(w) = f2 0 (¢l )(w).

Logo [f1 o (¢w)] = [f2 o (¢|w,)], ou seja, T([f1]) = T([f2]). Assim T estd bem definida.
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Para mostrar que 7' é linear, considere [f1], [f2] € H(K) e os abertos construidos acima. Nao é
dificil ver que

[f1o(plvi) + fao (pln)] = [(fi + f2) o (lw)],

uma vez que W C V NV; NV, Com isso concluimos que
T([A]+ D) =T(fr + o)) = [(fr + f2) o (elw)] =
= [fro(elv) + f2o (elw)] = [f1 o (elv)] + [f2 0 (elve)] = T([f1]) + T([fa])-

De maneira analoga mostramos que T'(A[f]) = AT'([f]), para todos A € C e [f] € H(K), e também
que T é multiplicativa. Portanto 7" é um homomorfismo entre dlgebras.

Para mostrar que T é continuo, sejam U, D K um subconjunto aberto e V, = o~ (UNU,) C V.
Denotemos ¢, = @}, : Vo — E, com 9, (Vo) C U,. Considere iy, : H(Uy) — (H(K), 7,) ainclusao

canonica, e da mesma forma iy, : H(V,) — (H(L),7,). Entao o seguinte diagrama é comutativo.

(MU, 7) = (H(Va).7)

Com efeito, seja f € H(U,). Entao T oiy, (f) =T([f]) = [f o (¢lv.,)] = [f o pal = iv,(f 0 va) =
iy, o C,,(f).

Como pela Proposigao 2.1.2 C,,, ¢ continuo, concluimos que 7" também ¢ continuo pelo Teorema
1.2.7. Seja ¢ = ¢!, e definamos S : H(L) — H(K) da mesma maneira que definimos 7', usando
neste caso ¢ ao invés de p, e vamos mostrar que as dlgebras H(K) e H(L) sdo topologicamente
isomorfas.

Dada [f] € H(K), sejam U, um aberto de E contendo K tal que f € H(Uy); e Vo = o~ H(UNUyp).

Entao por definicao T([f]) = [f o (¢l|v,)]. Agora pela defini¢ao de S segue que

S(T(f1) = S(Lf o (ehw)]) = [f o (¢hw) © Wlorws)] = [f],

pois (¢|v,) © (Y|vnw,) € a identidade em U N Uy. De maneira andloga provamos que T7'(S([g])) = [g],

para todo [g] € H(L), ou seja S =T1.
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(2) = (1) Seja T : H(K) — H(L) um isomorfismo topolégico, e denotemos S = T~!. Recorde-

mos que U, = K + Bg(0, %) eV, = L+ Bg(0, %), para todo n € N. Fixemos k € N e consideremos

Como H,(Uy) é um espago de Fréchet e (H(L),7,) = lz'_mkeNHb(Vk), segue do Teorema 1.2.8 que
existem my € N e um operador linear continuo T}, : Hy(Uy) — Hp(Vin,) tais que o seguinte

diagrama é comutativo.

H(K) —— H(L)

A
Hy(Uy) — Hy (Vi)

Ou em outras palavras T o iy = i, o Tx. Sejam fi, fo € Hp(Ug). Entao [Tx(f1 - fo)] = im, ©
Ti(fr- f2) = Toiw(fr- f2) = T([fr - o) = T([fi]) - T([f2]) = (T o in(f1) - (T 0 i(f2)) = (im, ©
Ti(f1)) « (im, o Ti(f2)) = [Tk(f1) - Tk(f2)]. Portanto existe um subconjunto aberto W C V. tal
que T (f1 - fo) = Te(f1) - Tk(f2) em W. Como V,,,, é convexo, segue do Principio da Identidade [51,
Proposicao 5.7] que Ty (f1 - fo) = Tk(f1) - Ti(f2) em V,,,, e assim T} é multiplicativo.

Como E é do tipo Tsirelson e Uy é convexo e equilibrado, segue do Corolario 3.2.6 que existe uma
aplicacao holomorfa ¢y, : V,,, — E com ¢(V,,,,) € Uy, tal que T, = C,,. Aplicando este mesmo
argumento ao isomorfismo topolégico S : H(L) — H(K) e ao inteiro my, podemos encontrar um
inteiro ny, estritamente maior que k, e uma aplicacao holomorfa vy, : U,, — F com ¢y (U,,) C Vin,,

tal que o seguinte diagrama é comutativo.

H(L) —2 H(K)

Cuy
Ou seja, S 04y, = iy, © Cy,. Como T o iy = iy, o T}, aplicando S nesta igualdade, obtemos

SoT oty =504y, ol =iy, oCy, oC

oy € assim

U = ny, O C¢k © Cﬂﬂk'
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Em particular temos que ix(f) = ip, o Cy, © C, (f), para todo funcional linear f € E’, ou seja
[f] = [f o vx 0 Yy, para todo f € E'. Portanto existe um aberto O C U, tal que f = f o ¢y 0y
em O. Como U,, é convexo, segue novamente do Principio de Identidade [51, Proposicao 5.7] que
f=foproty em U, , para todo f € E', e assim concluimos através do Teorema de Hahn-Banach
que @y, o Yy, : Uy, — Uy é a aplicagao inclusao.

Assim, temos sequéncias crescentes (1 )ken, (Mk)ren; € aplicagoes holomorfas

tais que @y o Yy, : U, — Uy, € a aplicacao inclusao, para todo k£ € N.

Afirmacao 1: p; = ¢ sobre cada Vj,, . De fato, como E’ C H,(Uy), para todo k € N, temos
que T([f]) = [fow1] = [fows], para cada f € E' e cada k € N. Através de um raciocinio ja utilizado
nesta demonstracao, concluimos que f o p; = f oy, em V,,, , para todo f € E' e pelo Teorema de
Hahn-Banach que ¢; = ¢;, em V,,, . Pelos mesmos argumentos mostramos que i, = v, sobre cada
U,

Afirmagao 2: T depende apenas de ;. Com efeito, sejam [f] € H(K) e k € N tal que
f € Hy(Uk). Segue da Afirmacgao 1 que T'([f]) = [fowx] = [fo (901’mG)]3 e de maneira anéloga, para
cada g € Hy(Vin,) temos que S([g]) = [g 0 v = g0 (¥alu,, )]

Afirmacao 3: ¢;(L) C K. De fato, como L C V,,,, para todo k € N, segue da Afirmagao 1 que
¢1(L) = or(L) C Uy, = K + B(0, 1), para todo k € N. Como K ¢ fechado, segue que ¢;(L) C K.
Pelos mesmos argumentos temos que v (K) C L.

Como vemos através das Afirmacgoes 1, 2 e 3, 1 parece ser a principal candidata para a aplicagao
biholomorfa que leva L em K. Neste sentido, iremos nos restringir daqui em diante aos abertos U,,,,
Vi, € Vin,,, -

Para cada g € ' C Hy(Vy,) temos que S([g]) = [g 0 ¢1]. Como g o ¢y € Hy(U,,) segue da
Afirmacao 2 que T o S([g]) = [(g ©¥1) © ¢n,] = [g 0 91 © (¢1]v;,,, )] Por outro lado, T'o S([g]) = [g],
e como V,,, € convexo, segue do Principio de Identidade [51, Proposicao 5.7] que g = g o 1y o ¢

em Vi, , para todo g € F'. Pelo Teorema de Hahn-Banach temos que 1y 0 ¢y : V — V é a
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aplicagao identidade, onde V' = V;,, . Se denotarmos U = ¢ Y(V), temos que U C U,, e assim
w101 : U — U é a aplicagao identidade.
Como 11 (¢1(V)) =V, temos que ¢, (V) C ¥, (V) = U. Finalmente, definimos ¢ = ¢;|y : V —

1

Uev=1|y:U— V. Assim temos que ¢~ = 1 e pela Afirmagao 3 segue que (L) = K. Com

isso concluimos que K e L sao biholomorficamente equivalentes. [

A demonstragao do Teorema 4.1.1 foi inspirada em idéias de [19, 20].

Nao sabemos se o Teorema 4.1.1 continua valido se apenas um dos espagos de Banach E ou F' é
do tipo Tsirelson.

E claro que todo espago de dimensao finita é do tipo Tsirelson, mas neste caso o Teorema 4.1.1 é
valido para uma classe maior de subconjuntos compactos, a saber os conjuntos Oka-Weil compactos.
Dizemos que um subconjunto compacto K de um espago de Banach é Oka-Weil compacto se existe
um conjunto aberto pseudoconvexo U contendo K tal que K = [?’ps(U).

Um subconjunto compacto K de um espaco de Banach E é polinomialmente convexo se IA(p( E) =
K. Se K é formado de dois elementos, entdao K é polinomialmente convexo. Seja (,)pen uma
sequéncia convergindo a um ponto x € E. Entdao K = {z, : n € N} U {z} é polinomialmente

convexo.
Exemplos 4.1.2. A sequir apresentamos alguns exemplos de conjuntos Oka-Weil compactos.
(1) Todo compacto polinomialmente convexo é Oka-Weil compacto.

(2) Sejam U um aberto pseudoconvexo, L um subconjunto compacto de U e K = /E’psc([j). Entao

K é Oka-Weil compacto.
A seguir temos o resultado anunciado para o caso de espacos de dimensao finita.

Teorema 4.1.3. Sejam E e F espagos de dimensao finita, K C E e L C F' subconjuntos Oka-Weil

compactos e conexos. Entao as sequintes condicoes sao equivalentes.

(1) Kg e Ly sdo biholomorficamente equivalentes.
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(2) As dlgebras H(K) e H(L) sao topologicamente isomorfas.

Demonstragao:

(1) = (2) E idéntica & demonstracio do Teorema 4.1.1.

(2) = (1) Afirmamos que H(K') é o limite indutivo de uma sequéncia de espagos (H(W,), ),
onde cada W, é conexo e pseudoconvexo (e o mesmo para H(L)). Com efeito, seja U, = K+ B(0; =),
para todo n € N. Seja U um aberto pseudoconvexo tal que K = [?’ps((]). Entao por [51, Teorema
46.2], para cada n € N existe um subconjunto aberto pseudoconvexo V,, tal que K C V,, C U N U,,.
Seja W, a componente conexa de V,, que contém K. Por [51, Exercicio 37.A], temos que W,, C U,
¢ pseudoconvexo. Como H(K) = limnen(H(U,),70) € a inclusio (H(U,),7,) — (H(W,), ) é

continua para todo n € N, segue que

H(K) = ll neN<H(Wn), Tw).

—

Agora basta aplicar os mesmos argumentos da demonstracao do Teorema 4.1.1. O Teorema 1.2.8
pode ser aplicado neste caso uma vez que em dimensao finita (H(W,,), 7,) é uma &lgebra de Fréchet,
para todo n € N. Observamos que para abertos conexos e pseudoconvexos utilizamos o Teorema
2.4.2 ao invés do Coroldrio 3.2.6 para obter as sequéncias de aplicagoes holomorfas (¢ )ken € (Vk)ken-

4.2 Germes de funcoes holomorfas em espacgos do tipo
Tsirelson-James

Neste secao mostramos que ¢é possivel generalizar o Teorema 4.1.1 para uma classe especial de espacos
de Banach nao reflexivos, que serd definida a seguir.

Em [17], P. G. Casazza et al constréem um espago de Banach nao reflexivo X que nao contém
nenhum subespago isomorfo a ¢y ou a algum [,, (veja também [25, Exemplo 2.43]). Em [13, Ob-

servagao 5.9.2(b)|, G. Botelho mostra que P;(™X) é denso em P(™X), para todo m € N. Em [21,
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Lema 19], é provado que X” também tem esta propriedade. O espaco X é conhecido como espago
de Tsirelson-James.
Vamos dizer que um espago de Banach E ¢é do tipo Tsirelson-James se P¢(™E) é denso em P(™E),

para todo m € N. Com esta terminologia, tanto X como X" sao espacos do tipo Tsirelson-James.
Exemplos 4.2.1. A sequir apresentamos alguns exemplos de espacos do tipo Tsirelson-James.

(1) O espago de sequéncias ¢y é do tipo Tsirelson-James. Veja por exemplo em [13, Observagao
5.9.2 (b)]. Este fato é conhecido como Teorema de Littlewood-Bogdanowicz-Pelczynski, veja em
[13, Observacao 5.9.2 (c)]. Mais geralmente, seja X um espago topolégico Hausdorff compacto
e disperso (isto ¢, todo subconjunto fechado de X contém um ponto isolado). Entéao C(X) é

do tipo Tsirelson-James. Veja por exemplo em [29, Exemplo 2.1].

(2) O predual do espagco de Stegall [64] é um espago do tipo Tsirelson-James. Isto estd demonstrado,

por exemplo, em [66, Proposigao 2.2 (3)].

(3) Seja w uma sequéncia descrescente de nimeros positivos em ¢ \ ¢,, para p > 1. Considere o
predual do espago das sequéncias de Lorentz d(w, 1) [44, Defini¢ao 4.e.1]. Entao tal espaco é

do tipo Tsirelson-James. Isto estd demonstrado, por exemplo, em [57, Exemplos 2.4 (b)].

E claro que /4 nao é do tipo Tsirelson-James, mas nao sabemos se os biduais dos espacgos dos
Exemplos 4.2.1(2) e 4.2.1(3) sao do tipo Tsirelson-James.

A seguir apresentamos o principal resultado desta secao.

Teorema 4.2.2. Sejam E e F espacos de Banach tais que E" e F" sao do tipo Tsirelson-James.
Sejam K C E e L C F subconjuntos compactos convexos e equilibrados. Entao as sequintes condigoes

sao equivalentes.
(1) Kgr e Lp» sao biholomorficamente equivalentes.
(2) As dlgebras H(Kg) e H(LFp) sao topologicamente isomorfas.
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Para demonstrar este teorema, necessitamos alguns resultados auxiliares. Os proximos teoremas
sao resultados relativos & extensdo de Aron-Berner, [3], de fungoes holomorfas de tipo limitado em

abertos convexos e equilibrados.

Teorema 4.2.3 (P. Galindo, D. Garcia, M. Maestre, [26]). Seja U um subconjunto aberto

absolutamente convero de um espaco de Banach E. Entdo existe uma extensao linear, multiplicativa

o
—=%

e isométrica AB : H*(U) — H>(U").

Teorema 4.2.4 (P. Galindo, D. Garcia, M. Maestre, [26]). Seja U um subconjunto aberto

o

absolutamente convero de um espaco de Banach E. Entdo para cada f € Hy(U) existe f € Hy (U*)

tal que fly = f.

Sejam E um espagco de Banach, U C E um subconjunto aberto convexo e equilibrado e f € H*(U)
ou f € Hy(U). Durante toda esta secdo, f denotard a extensdo de f obtida nos Teoremas 4.2.3 ou
4.2.4. A préxima proposicao mostra que em espagos do tipo Tsirelson-James, extensoes como as dos

Teoremas 4.2.3 e 4.2.4 sao Unicas.

Proposicao 4.2.5. Seja E um espaco de Banach tal que E" € do tipo Tsirelson-James, e U C E um

o

subconjunto aberto convezo e equilibrado. Sejam f € Hy(U) e g € Hy(U') tais que gly = f. Entio
g=Ff.

Demonstracao: Como E” é do tipo Tsirelson-James, temos pela Proposicao 1.3.2 que E também
6. Como U e U sao equilibrados, segue de [4, Lema 6.2] ou de [15, Proposigao 1.1], que f € Hyu(U)

(e} o

e que g € ku(U*), e portanto g € Hw*u(U*). Por outro lado, como U é convexo e equilibrado,

temos por [16, Observacao 1.13] que f admite tinica extensao fe Hw*u(U*) tal que f\U = f. Logo

~

g=f=1 u
E claro que a proposicao acima também vale para f € H*(U) e sua extensao dada pelo Teorema
4.2.3. Agora estamos prontos para demonstrar o Teorema 4.2.2.
Demonstracao do Teorema 4.2.2:
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(1) = (2) Sejam B D L e A D K subconjuntos abertos de E” e F” respectivamente, e p : B — A
uma aplicagao biholomorfa tal que ¢(L) = K. Definamos T : H(Kg) — H(Lr) da seguinte forma.
Dada [f] € H(KE), seja U C E um aberto convexo e equilibrado contendo K tal que f € H*(U).
Pelo Lema 1.2.10, UO* é um subconjunto aberto de E” que contém K, e portanto gp‘l(Uo* NA)éum
aberto de F”" que contém L. Finalmente @‘1(70* NA)NF é um subconjunto aberto de F' que contém

L. Portanto existe um aberto convexo e equilibrado V' C F' tal que
LCcVCe U NANF

Desta forma definimos T([f]) = [fo(¢|v)]. Procedemos de maneira similar & feita na demonstracao
do Teorema 4.1.1 para mostrar que 1" esta bem definida e é um homomorfismo.
Para mostrar que 7' é continua, vamos mostrar que para cada £ € N existe m, € N e um

homomorfismo continuo T} : H*(Uy) — H>*(V,,,) tal que o seguinte diagrama comuta.

H(Kp) —— H(Lp)

N
HE(UL) —*— H*(Vmy)

Sejam k € N fixado e f € H*®(Uy). Pelo mesmo raciocinio feito no inicio desta demonstragao,
temos que @‘1(72* N A)N F é um subconjunto aberto de F' que contém L, e portanto existe my € N
tal que L C V,,, C gp‘l(ﬁz* N A) N F. Consideremos ¢), = go]vmk t Vi — 72*, e definamos
Ty, : H®(Uy) — H®(V,n,) por Ti(f) = f o ¢x, para toda f € H™(Uy). E claro que Tj, é linear e
multiplicativa, uma vez que T} é a composta do operador de composicao C,, com o homomorfismo
AB do Teorema 4.2.3.

Para cada w € V,,, temos que pi(w) € U, . Entao

() @) = £ (ee(w))] < IfIl . = [ABOII = I£Il = [ £llve

Uk

e portanto T}, ¢ continua. Vamos agora mostrar que o diagrama comuta, isto é, que T o0 iy, = 4,,, 0 T}.

Se f € H*(Uk), entdo im, (Tk(f)) = [f o ] = [f © (¢lv.,, )] = T([f]) = T o ir(f).
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Se definimos S : H(Lr) — H(Kg) da mesma forma, usando neste caso ¢! ao invés de ¢, temos
que S =T~ Com efeito, sejam [g] € H(Lr), Vi C F convexo e equilibrado tal que g € H*(V}), e
Uy € E tal que S(lg)) = [0 (¥, )], onde 6 = g1 Seia f = 5o (B, ) € H¥(U,). Por um lado
temos que go (Y| o ) € HOO(U_;*). Como fly, = f=go (¢ly, ), segue da Proposicao 4.2.5 que
Fegotl -).

Uny,

Agora seja Vi, C F tal que T([f]) = [f o (¢lv,,, )]. Entao

T(S(gh) =T(lg o Wlo)N) = g0 W] =)o (el )] = [glv.., ] = lg]

"y
Através dos mesmos argumentos mostramos que SoT'([f]) = [f], para toda [f] € H(KEg); e portanto
T é um isomorfismo topoldgico entre H(Kg) e H(Lp).

(2) = (1) Seja T' : H(Kg) — H(Lp) um isomorfismo topoldégico. Pelo mesmo argumento
utilizado na demonstragao de (2) = (1) do Teorema 4.1.1, para cada k € N fixado existem my € N

e um homomorfismo continuo 7}, tal que o seguinte diagrama é comutativo.

T

H(Kg) —— H(Lr)
NI
Hy(Up) — Hy(Vim,)

Como E” é do tipo Tsirelson-James, segue que E é do tipo Tsirelson-James, pela Proposicao
1.3.2, e sendo U}, convexo e equilibrado, temos pelo Teorema 3.2.8 que existe um aplicacao holomorfa
ok © Vi — Ux tal que Ti(f) = f o ¢y, para toda f € Hy(Ux). Assim Ti(f) = Te(f)lv,, =
foly

Aplicando o mesmo argumento para S = 7!, encontramos um inteiro nx > k e uma aplicacao
) 3

(e} o

Vi, )» Para toda f € Hy(Uy).

holomorfa ¢y : U,, — V,,, , tal que o seguinte diagrama é comutativo,

H(Lp) —— H(Kp)

im | [ins

Hy(Viny) —2 Hy(Un,)

onde Sk : Hy(Vin,) — Hp(Uy, ) € tal que Sk(g) = g o ¢y, para toda g € Hy(Vin, )
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Como T o iy, = 1y, o T}, aplicamos S nesta igualdade obtemos que iy = S o1, oT;. Usando
que S 0 iy, = in, 0 Sk temos que ix = i,, o Sk o T. Em particular, para cada f € E' C H,(Uy)

segue que [f] = [Sk(Tk(f))], e portanto pelo Principio da Identidade [51, Proposi¢ao 5.7] temos que
f = Su(T(f)) sobre U,,. Assim f = Si(Ti(f)) sobre U, . Ou seja, f = Trp(f) o 1y, e assim

o

f = f oy o1y sobre U_nk*, para todo f € E’. Desta forma, para cada z € U_nk* C E”, temos que

[e) o

2(f) = (@r 0 ) (2)(f), para todo f € E', isto é, pp 04y, : Un, — Uy ¢ a aplicaco inclusio.

o

Afirmacgao 1: ¢p; = ¢, sobre cada V_mk* De fato, como E' C H,(Uy), para cada k € N,

segue que i1 (f) = ix(f). Entdo T(i1(f)) = T(ix(f)) e portanto i,,, o T1(f) = im, o Tk(f), isto é,

o

[11(f)] = [Tk(f)], o que mostra que T1(f) = Ti(f) sobre V,,, . Portanto Ti(f) = T)(f) em m*,

para todo funcional linear f € E’. Ou seja f oy = f o1y, para todo f € E’. Portanto, para cada
w E V_n;* C F", temos que ¥y (w)(f) = x(w)(f), para todo f € E'. Isto implica que ¢; = @) em
cada V_Tzk* Pelos mesmo argumentos provamos que t; = 1, em cada U_:k*

Afirmacao 2: T depende apenas de ;. Seja [f] € H(Kg). Entao f € Hy(Ux), para algum
k € N. Pela Afirmacao 1 temos que T([f]) = [f o Prlv,, | = [fo ¢1|v;,, |- Pelos mesmos argumentos
temos que S depende somente de ).

Afirmacao 3: ¢,(L) C K. Como efeito, como L C V,,,, para todo k € N, segue da Afirmacao
1 que ¢1(L) = (L) C U_;* = K + Bg(0, nik), para todo k£ € N, onde a ultima igualdade segue
do Lema 1.2.10. Como K é fechado, segue que ¢1(L) C K. Pelos mesmos argumentos temos que
Y1 (K) C L.

Para cada g € F' C Hy(V,y,), temos pela Afirmagao 2 que S([g]) = [g o (¢1]u,, )] Como f =
go (U1lu,,) € Hy(Un,), segue que [g] = T o S([g]) = [f o (#1vin,,, )]- Do Principio da Identidade [51,

Proposigao 5.7] concluimos que

fo(e

‘/"Lnl) = g €m anl *
o

Por outro lado, segue da Proposicao 4.2.5 que f = go; € Hb(Unl*). Ou seja,

goyropr =gem Vi, .

67



o o

Portanto g o ¢ 0o p; = g em me*' Ou seja, para cada w € anl* temos que

(11 0 1) (w)(g) = w(g), para todo g € F',

(o}

isto é, 11 o p; : B — B ¢ a aplicacao identidade, onde B = me*' Se denotarmos A = ;" 1(B) C
U_nl*, também vale que @, oy : A — A é a aplicacao identidade. Finalmente se definimos ¢ =
o1lp: B— Aet =11|a: A— B, temos que 1) = ! e pela Afirmacao 3 que (L) = K, o que

mostra que Kgr e Lpr sao biholomorficamente equivalentes. [

O Teorema 4.2.2 foi obtido durante uma visita ao Departamento de Analisis Matematico da
Universidad de Valencia, e gostariamos de agradecer a este Departamento a sua amavel hospitalidade.
O préximo teorema mostra que, sob certas hipéteses, as dlgebras H(Kg) e H(Kg~) sao topologi-
camente isomorfas, ou seja, do ponto de vista algébrico e topolédgico, H(Kg) e H(Kg~) sdo o mesmo

conjunto.

Teorema 4.2.6. Sejam E um espaco de Banach tal que E" € do tipo Tsirelson-James e K um subcon-
Junto compacto convezo e equilibrado de E. Entdo as dlgebras H(Kg) e H(Kgr) sdo topologicamente

isomorfas.

Demonstracao: Vamos construir um isomorfismo topolégico T' : H(Kg) — H(Kpg~). Para

o

tal sejam [f] € H(Kg) e n € N tal que f € H>®(U,). Considere f € H‘X’(m*). Como pelo Lema

o

1.2.10 U," = K + Bg«(0, ), temos que K C U," e assim [f] € H(Kgr). Desta forma definimos

T([f]) = [f], para cada [f] € H(KE).

Se [f1], [fe] € H(KEg) sao tais que [f1] = [f2], entdo existe um aberto convexo e equilibrado U C F

contendo K tal que f; = fo» em U. Consequentemente f; = f» em U . Portanto [fi] = [f2], ou seja
T([f1]) = T([f2]), e assim T estd bem definida.

T é linear e multiplicativa pois T' é a composta do operador inclusao f € H*(U) — [f] € H(KEg)

o

com o isomorfismo AB : H>*(U) — H™® (U*) do Teorema 4.2.3.

68



Sejam [f] € H(Kg) e U C E um aberto convexo e equilibrado contendo K tal que f € H>(U).
Suponha que T'([f]) = [f] = [0]. Como UO* é convexo, segue do Principio da Identidade [51, Proposigao
5.7) que f = 0 e portanto f = f|y = 0, e assim temos que T é injetiva.

Para mostrar que T" é sobrejetiva, seja [g] € H(Kg»). Pelo Lema 1.5.1, existe U C E um aberto
convexo e equilibrado contendo K tal que g € H™ (Uo*) Seja f = g|y e considere f € H™ (UO*)
Como E” é do tipo Tsirelson-James, segue da Proposicao 1.3.2 que E é do tipo Tsirelson-James.
Agora temos pela Proposicao 4.2.5 que f = g e assim T([f]) = [f] = [g], provando que T é sobrejetiva.

Assim temos definida a inversa de 7. Com efeito, sejam [g] € H(Kgr) e U C E um aberto
convexo e equilibrado contendo K tal que g € H™ (UO*) Entao T7*([g]) = [glv]-

Seja U C F um aberto convexo e equilibrado contendo K. Entao pela definicao de T, temos que

o seguinte diagrama comuta,
T

ZT Tj
AB 2
=k
Ho(U) A2 e (T)
onde i e j denotam as incluses canonicas. Agora como AB é continua, segue que 7' é continua. De
[¢]

maneira andloga, se denotarmos por R o operador restricio de H™(U ) em H*>*(U), entéo é claro

que R é continuo e que o seguinte diagrama comuta.

H(Kpr) - H(Kp)

H® (Uo*) L 1)

Portanto T~! é continua e assim as algebras H(Kg) e H(Kg») sdo topologicamente isomorfas. 1

Dos Teoremas 4.1.1 e 4.2.2 temos o seguinte coroldrio.

Corolario 4.2.7. Sejam E e F espacos de Banach tais que E” e F” sao do tipo Tsirelson-James,
K e L subconjuntos compactos convezxos e equilibrados de E e F', respectivamente. Se Kg e Lp sao

biholomorficamente equivalentes entao Kgn e Lpn sao biholomorficamente equivalentes.
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Demonstragao: Se K e L sdo biholomorficamente equivalentes entao sempre vale que H(Kg)
e H(Lp) sao topologicamente isomorfos (veja demonstracao de (1) = (2) do Teorema 4.1.1). Apli-

cando o Teorema 4.2.2, temos que Kg» e Lpr sao biholomorficamente equivalentes. [

Nao sabemos se vale a reciproca do Corolario 4.2.7, ou caso contrario, se existe algum exemplo
mostrando que tal reciproca é falsa.

Se E” nao é do tipo Tsirelson-James, entao temos um resultado mais fraco com relacao ao Teorema

4.2.6.

Teorema 4.2.8. Sejam E um espaco de Banach e K um subconjunto compacto, convexo e equilibrado

de E. Entio H(Kg) € topologicamente isomorfo a um subespago complementado de H(Kgn).

Demonstracao: Considere T : H(Kg) — H(Kpg») definida no Teorema 4.2.6, e observe que
T ¢ linear, injetiva e continua. Vamos construir S : H(Kgr) — H(KEg) da seguinte forma. Dada
l9] € H(Kg»). Pelo Lema 1.5.1, existe U C E um aberto convexo e equilibrado contendo K tal que
g€ H™® (UO*) Entao definimos S([g]) = [g|v]-

Sejam [g1], [92] € H(Kg~) tais que [g1] = [g2]. Pelo Lema 1.5.1, existem U; e Us subconjuntos
abertos convexos e equilibrados de F, contendo K, tais que g € H™ (701*) e gy € H™® (702*) Con-
sideremos A C 701* N FC;* um subconjunto aberto de E” tal que g; = g em A. Entao g; = ¢go em

ANU NU; C E e consequentemente pelo Principio de Identidade [51, Proposi¢ao 5.7] temos que

g1 = g2 em Uy NU,. Portanto

[91]t7] = [g1loines] = [92]vinws] = [9210,],

ou seja S([g1]) = S([g2]) e assim S estd bem definida.

Para mostrar que S ¢é linear, sejam [¢1], [g2] € H(Kg~) e os abertos construidos acima. Entao

S(lg1 + 92)) = [(91 + 92)|vinws] = [g1lvanws] + [92]vines] = [g1lo)] + [92]v.] = S([91]) + S([g2])-

De maneira andloga mostramos que S(A[g]) = AS([g]), para todos A € C e [g] € H(Kg~), e também

que S é multiplicativa. Por fim, é claro que S é continua, uma vez que é a composta do operador
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o o

inclusao H> (U*) — H(Kpr) com o operador restrigao R : H™ (U*) — H>(U) definido no Teorema

anterior, para todo aberto U convexo e equilibrado que contém K. Agora

SoT(f]) = S(fD) = lflo] = [f]-

Ouseja SoT : H(Kg) — H(Kg) é a identidade e portanto segue o teorema. |
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