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Introdugao

A Teoria de Kummer classica, sobre extensbes abelianas de corpos con-
tendo raizes da unidade, foi formalmente estendida e generalizada, para anéis
comutativos, por Harrison em 1965, em seu trabalho “Abelian extensions of
commutative rings” publicado no Memoirs n2 52 da American Mathematical
Society, as paginas 66 a 79. Nesse trabalho, Harrison da a construcao for-
mal do grupo T(G, R) das classes de G-isomorfismo das extensdes abelianas
finitas de um anel comutativo R, com mesmo grupo de Galois G.

Dados dois elementos quaisquer [S;] e [S,] de T(G, R), o elemento produto
é a classe representada pela R-subalgebra (S;®g 53)°¢ de S; ® S, invariante
pela acdo do subgrupo 6G = {(¢7',0) |0 € G} do grupo abeliano finito
G x G. Evidentemente (S; @ S,)°¢ é uma nova extensio abeliana de R,
construida a partir das extensdes S; e Sy, com grupo de Galois G x G/6G
naturalmente isomorfo a G. O elemento neutro de T(G, R) é representado
pela extensdo abeliana Eg(R) = @,egRe,, onde os e, sdo idempotentes
ortogonais dois a dois e de soma 1, e a acdo de G sobre Eg(R) é dada pela
permutagio dos e, induzida pela multiplicacao de Gj isto é, o(e,) = €or,
o,7 € G. Para cada [S] de T(G, R), o seu inverso [S]™! é representado pela
prépria extensdo S, com a agdo de G dadaporo: s+— o7(s),s€ So €G.

O principal teorema do trabalho de Harrison é o seguinte:

“Sejam R um anel comutativo cujos unicos idempotentes sao 0
e 1. Entao existe uma correspondéncia biunivoca entre as exten-
soes abelianas finitas de R e os subgrupos finitos de T(Q/Z , R),
onde T(Q/Z , R) denota o limite direto dos grupos T(Z /nZ , R),

para todo inteiro n > 1.7

Para extensdes abelianas finitas, com mesmo grupo de Galois G, o resul-



tado acima pode ser reescrito na seguinte forma:

“Sejam R um anel comutativo, cujos tinicos idempotentes sao
0 el e G um grupo abeliano finito. Entao existe uma corres-
pondéncia biunivoca entre as extensoées abelianas de R, com gru-

po de Galois G, e os subgrupos finitos de T(G, R).”

Se, por exemplo, a ordem de G é n (respectivamente p primo) e R é
um corpo de caracteristica 0 contendo uma raiz n-ésima da unidade (respec-
tivamente de caracteristica p), entao T(G,R) ~ R*/R™" (respectivamente
R*/{r —r" |r € R}).

Este exemplo mostra que a teoria desenvolvida por Harrison nao somente
estende as teorias (aditiva e multiplicativa) de Kummer, como também as
unifica em uma unica linguagem.

Na realidade, Harrison pretendia mais. O seu objetivo foi o de tentar
desenvolver uma teoria da qual pudesse derivar todas as teorias até entao co-
nhecidas no estudo das extensoes abelianas de um corpo. Ele obteve sucesso
nas teorias classicas (aditiva e multiplicativa) de Kummer, mas ainda nao é
claro como utilizar a sua teoria para derivar a teoria de corpos de classes.

De qualquer forma, o trabalho de Harrison apresenta um novo enfoque
para o estudo de extensoes abelianas finitas de um corpo qualquer ou, mais
geralmente, de um anel comutativo.

A idéia da construcio de Harrison do grupo T(G, R) nao é de todo o-
riginal; na realidade ela remonta aos trabalhos de Hasse (“Die Multiplika-
tionsgruppe der abelschen Kérper mit. fester Galoisgruppe”, Abh. Math.
Sem. Univ. Hamburg 16 (1949), 29-40), no caso em que R = K é um corpo.
‘Enquanto na teoria de Hasse as extensOes galoisianas sao corpos, na teoria
de Harrison as extensbes galoisianas nao sao necessariamente corpos. Por

exemplo, a extensao trivial Eg(K) nunca é corpo, exceto se G = {1}. Ape-

i



sar disso, mesmo na teoria de Hasse, esta nova nogao de extensao galoisiana
(introduzida formalmente pela primeira vez na literatura por Auslander e
Goldman, no trabalho “The Brauer group of a commutative ring”, Transac-
tions AMS 97 (1960), 367-409) oferece muito mais vantagens que a nogao
classica, principalmente devido as propriedades funtoriais do grupo T'(G, R).
Além disso, é sempre possivel traduzir os resultados desta nova teoria na lin-
guagem classica usando a nogao de “KernKérper” de Hasse, a qual significa,
em algum sentido, o maior corpo contido em uma extensao galoisiana de K.

Esta dissertacao é composta de cinco se¢des nas quais abordamos, pela
ordem, as ncgdes de algebras separaveis, extensoes galoisianas, extensoes
abelianas e grupo de Harrison, médulos projetivos de posto 1 e grupo de
Picard e a Teoria (multiplicativa) de Kummer propriamente dita.

Nenhuma das primeiras quatro secoes trata as nogoes que aborda de forma
totalmente abrangente. A nossa preocupagio, em todas elas, foi a de pro-
curar apresentar apenas um elenco de resultados minimamente necessario ao
desenvolvimento da Teoria de Kummer para anéis, abordada na segao 5.

Em todas as se¢des, a nogdo de produto tensorial é fartamente utiliza-
da como ferramenta basica. Essa no¢ao e suas propriedades sao assumidas
conhecidas sem mencio a qualquer referéncia bibliografica.

Para conforto do leitor listamos, no final de cada secdo, as referéncias

bibliograficas utilizadas na mesma.
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1 Algebras Separaveis

Nosso objetivo nesta se¢io serd o de obtermos uma defini¢ic da nogao de
separabilidade para anéis e apresentarmos alguns exemplos e resultados que
nos serao uteis nas segoes posteriores.

Consideremos inicialmente k um corpo e f € k|[x] um polinémio ménico
e irredutivel. E dito que f é separdvel sobre k se f ndo tem raizes miultiplas
em algum corpo de raizes de f sobre k.

Dada uma extensao qualquer F' de k, sejam py,---,p, € F[x] os fatores
irredutiveis distintos de f em F|x|, isto é, f = pI* ---pr- em F[x},n; > 1,1 <

1 < r. Como os ideais (p;*), 1 <1 < r, sio comaximais em Fx], obtemos

kx|  F[x] Fix]
F®km2m®“'@m
Se temos f separavel sobre k, entdo n; = 1 para todo 1 < < r e, por
conseguinte,
po PR PR
(f) — (p1) (pr)

onde o segundo membro é uma soma direta de corpos. Disto segue que
F ®i k[x]/(f) ndo possue elementos nilpotentes nao nulos (isto é, elementos
nao nulos A tais que A\™ = 0 para algum m inteiro m > 1).

Reciprocamente, suponhamos que para toda extensao F de k, F' ®;
k[x]/(f) nao possue elementos nilpotentes ndo nulos e consideremos N um

corpo de raizes de f sobre k. Entao

f=(x—-z)" - (x—2z,)" em NI[x],

onde 1, --,T, sao todas as raizes distintas de f em N, e
k[x] N[x] Nix]
N ® ~ b Pp—.
O RNCEENE (x = za)™



Por hipétese N @; k[x]/(f) ndo possue elementos nilpotentes nio nulos,
logo, 0 mesmo ocorre com cada quociente N([x]/(x — z;)™ e assim r; = 1 para
todo 1 <1 < n. Portanto, f é separavel sobre k.

A discussao acima pode ser sintetizada na seguinte proposigao:

Proposicao 1.1: Sejam k um corpo € f € k[x] um polinémio ménico e
irredutivel. Entdo f € separdvel sobre k se, € somente se, para toda extensao

F de k, F &, k|x]/(f) ndo possue elementos nilpotenies ndo nulos.

Uma extensao algébrica L de k é dita separdvel sobre k se o polinémio

minimo m(a, k) € k[x] de cada elemento a € L é separével sobre k.

Teorema 1.2: Seja L uma extensdo finita de k. As sequintes condigies

sdo equivalentes:

i. L € uma extensdo separdvel de k.

ii. Para toda extensdo F de k, F @; L nao possue elementos

nilpotentes nao nulos.

Demonstragao:

(i) = (ii) Sabemos que toda extensao finita e separavel L de k é da forma
k[x]/(f) para algum polinémio ménico, irredutivel e separavel f € k[x]. Pela
Proposicao 1.1 temos o resultado. v

(11) = (i) Suponhamos, por absurdo, que L nao é separavel sobre k.
Entao car(k) = p > 0 e existe L tal que m(a, k) = x"P + a,_, xXI"" VP 4 ... ¢

a;x? + ag. Consideremos

1 L 1
B=1@a"+a_;(1@a" )+ ---+al(l®a)+al(l1c1)e FRy L.



Como 0m(a,k) = np > n, vé-se imediatamente que 1,a,---,a" sao
linearmente independentes sobre k e por conseguinte 1®1,1®a,---,1® a”
sao linearmente independentes sobre F. Como consequéncia temos 3 # 0.
Contudo A7 = 0 e assim temos uma contradi¢ao . Logo L é separavel sobre

k. [ |
Consideremos L uma extensao finita de k e seja
Lsep = {a € Lym(a, k) é separdvel sobre k} .

Sabemos da teoria de corpos que Lsep ¢ um subcorpo de L que contém k e
é, por construgao, a maior extensao separavel de k contida em L.

Além disso:

(i) L é puramente inseparavel sobre Lsep, isto é, L = Lsep se car(k) =0
e m(a, Lsep) = (x — a)” em L[x], com e > 0, para todo a € L, se car(k) =
p>0.

(i) se car(k) = p entdo [L : Lsep] = p*, € > 0, e toda raiz de qualquer
polinémio irredutivel f € k[x] em L tem multiplicidade exatamente igual a
[L : Lsep)-

(1ii) para toda extensido normal N de k contendo L, existem exatamente
n = [Lsep : k] k-imersdes de L em N (onde [Lsep : k] é o grau de separabili-
dade de L | k).

Dada uma extensao finita L = k(eay,---,q;) de k sempre existe uma
extensao normal finita N de k contendo L; considere, por exemplo, N igual
a um corpo de raizes do polinémio []'_, m(a;, k) € k[x]. Sejam 0y, ,0, as
k-imersoes distintas de L em N e z um elemento qualquer de L. Definimos,

entao, o tragco de x como sendo o elemento tr(z) € N dado por

tI‘(IL‘) = [L : Lsep]id’i(l‘) .



Afirmamos que tr(z) € k.
De fato, se L ¢ inseparavel sobre k entio car(k) = p,[L : Lsep] = p°,

e > 0 e, portanto
tr(z) =p°) oi(z)= 0 €k.

=1

Agora, se considerarmos L separavel sobre k, entdo [L : Lsep] =1le
tr(r) = YL, 0i(z) . Por outro lado, se [k(z) : k] = r e [L : k(z)] = s,
existem r k-imersdes 7,---,7, de k(z) em N e s k(z)-imersoes ¢y, -, ¢,

de L em N. Além disso, cada 7; se estende a um k-automorfismo 7; de N.
Entdo as r.s = n = [L : k] aplicagdes 7;p0;, 1 <i<r, 1 <j<s,sioasn
k-imersoes de L em N. Portanto

r

tr(z) = ia;(x) = Ziﬁ%(x) = si:i';(a:) = si:rg(:r) .

i=13=1
Mas m(z, k) € k[x] e

r

m(z, k) = H(x —7(z)) =x — (i () 4 4 (1) li]: 7(z) ,

i=1
o que assegura, em particular, que Y} I_, 7i(z) € k. Portanto tr(z) € k.
Sabemos que quaisquer dois corpos de raizes de um mesmo polinémio
f € k|[x] siao sempre isomorfos; logo pode ser facilmente verificado que a
defini¢do de tr(z) acima dada independe do corpo de raizes N considerado.
Assim, temos definido uma aplicagao tr : L — k, obviamente k-linear,

chamada forma tra¢o de L sobre k.
Teorema 1.3: Sejam k C L C N e tr: L — k conforme considerados
acima. Sdo equivalentes:

i. L € extensdo separdvel de k.

i, tr#0.



iii. Para toda base {z;;1 < i < m} de L sobre k existem
elementos x; € L,1 < 1 < m, tais que Y, x;2 = 1 e
az} = 377, Ajiry, com Aj; € k, sempre que az; = Y7L, Aijz;,

para todo a € L.

Demonstracgao:

(i) = (ii) L é uma extensao separavel de k, logo [L : Lsep] = 1. Entao
se oy, **,0, 530 as n = [L : k] k-imersdes de L em N temos tr = 3.7, 0;.
Assim, como os o;, 1 = 1,---,n, sao linearmente independentes sobre N
segue que tr = Y7, 0; # 0.

(i1) == (i) Suponhamos, por absurdo, que L é inseparavel sobre k. Entao
car(k) = p> 0e[L: Lsep] = p°, € > 1, donde segue que tr = 0, 0 que é uma
contradicao.

(i1) == (iii) Consideremos a aplicagdo k-linear
T:L— L~ = Homy(L;k) .

dada por T(z)(y) = tr(zy), para quaisquer z,y € L. Como tr # 0, te-
mos facilmente que T é um isomorfismo de k-espacos vetoriais. Sejam
{zy,---,z2m} C L e {fi,--+,fm} C L* bases duais. Logo existe uma base
{y1,-**,ym} de L sobre k tal que T(y;) = f;, pois T é sobrejetora, e por
consequéncia tr(x;y;) = fi(z;) = é;;. Claramente xr = }_7*, r;y; # 0, pois,
caso contrario, teriamos
[L:k)=m=) tr(z;ys) = tr(D_ z;y:) = tr(0) = 0,
i=1 1=1
o que é um absurdo. Entao, tomando z! = z7'y; obtemos Y7, z;z} = 1.

Sejam a € L,az; = 21";1 Aiizy, com Ay € ke ay; = E;’;l Aayi. De

tr((az;)y;) = tr(zi(ay;)) ,



obtemos

> Aatr(zy;) = Y Ntr(ziy)
=1

=1
e consequentemente A;; = Al

Entéo se az; = 7L, Ai;7; tem-se sempre que
ar =z lay; = 27! E Ajiy; = Z NixTly; = E Ajixy .
=1 1=1 j=1

(iii) = (i) Sejam E D k uma extensdode k, A = L@; E e N =nil(A) =
{z € A;z é nilpotente }. Claramente A é uma k-dlgebra comutativae N C A
¢ um ideal de A. Para mostrarmos que N = 0. verifiquemos primeiramente
que N é um somando direto de A como A-mddulo. Notemos que N e A sao
E-espacos vetoriais de dimensao finita e portanto existe um FE-subespaco M
de A tal que A= N @ M. Sejax : A — N a projegao canénica de A em N,
isto é, 7(A) = N, m [y=id e 7((1 ® b)z) = (1 ® b)w(x), para todo b € E.
Seja ' : A — A a aplicagdo k-linear definida por

m

m'(z) = (2} @ )x((z: ® 1)z) , paratodoz € A .

i=1
Claramente 7'(A) C N. Além disso, para todo y € N temos

P4 = 3o el ) = D e o1y

1 1=1

= e y=(ely=y,

(¢ ®b) i(z ® L)m :r.®1) Z(ar b)r(z; @ 1)
i(%’f}@?b) (z:®1) = Em:i (Xjizh € I)m(z; @ b)

1;=1 =1 7=1



m

A,‘j.’ts ® lﬂ'(-’l‘j ® b) = i(l‘: @ l)F(Z(A;J’.’l‘j & b))
1=1

=1

fl
NgE

m

1i=1

[
1l

m

(;®@ Dr(az; @b) = Q_(zi@Dr(2; @ 1))(a®b) .

1 =1

il
.MB

para todo a ® b € A, concluimos, entao, que n’ é A-linear. Portanto A =
N & N’ como A-médulo, onde N’ = kerx’ C A. Entdo.se 1 = 7 + ', com
z € Nez' € N/, temos ¢ = 2? + za’. Como 72’ € N N N’ = {0}, segue
que r = 7’ e por conseguinte z = 0 pois z é nilpotente. Consequentemente
1 =z'€ N ouseja, N'=A e N = {0}. Segue-se agora do Teorema 1.2 que

L é separavel sobre k. =

Seja novamente L uma extensao finita de k e denotemos por L€ a k-dgebra
(chamada a dlgebra envolvente de L) L ®; L. E claro que L é um L¢-médulo
via a agao

(a@b)z=azb=abz, abzr€L

e que a aplicagdo p : L* — L, dada por

M (Xn:ai e b;) = iaibi
=1 =1

é L*-linear e sobrejetora. Portanto, denotando o nicleo de i por J(L), temos

a seguinte sequéncia exata de L¢-moddulos
0—JL)— L L-—0.

Observemos que J(L) é um ideal de L¢ gerado por {e®1—1Q®a;a € L},
pois paratodo a € L, u(a®1—1®a) = 0. Reciprocamente, se .., a;, @ b; €
J(L) entao Y%, aib;=0e

Ya®b=) (10b)(e;®1—-18a).
=1 =1



Teorema 1.4: Sejam k C L, p : L* — L e J(L) como acima. Sao
equivalentes:

i. L € extensdo separdvel de k.

ti. Eziste e € L® tal que uy(e) =1 e J(L)e = 0.

111. A sequéncia erata
0— J(L) — L* -5 L —0

cinde.

Demonstragao:
(i) = (ii) Pelo Teorema 1.3 existe uma base {z;,---,z,,} de L sobre k
e elementos z} € L ,1 <1 < m, tais que 3 11, iz = 1 e az} = 372, Az},
com Aj; € k, sempre que ax; = 3_7-, A;;z;, para todo a € L. Consideremos
m
e=) 7;®z €L
i=1
Claramente pu(e) = 1 e, para todo a € L, se az; = ¥ 7., Aj;z;, com
Aij € L, temos
m m

(a®1 Zaz,@z =YY Ajz; Q)

i=1 =1 j3=1

ZZ’\J:L@“’ -—ZE.@Z)\J,.T

=1 1=1 i=1

f: ®az; =(1Qa)e,

ou seja, J(L)e = 0.



(ii) = (i) Seja e = Y1, x; ® =} € L* verificando u(e) =1 e J(L)e =0.
Podemos supor sem perda de generalidade que {z,,---,z,} é uma base de
L sobre k. Como p(e) =1 temos Y-, z;2; = 1 e de J(L)e = 0 temos, para
todoa € L, (1®a)e = (a®l)e. (*) Entao se az; = T7_; Ai;z;, segue-se que

n n
I hd [
Zz;@ami = Zam;@zi
i=1 $==1

= ZZA;jTj@itg = ZZ/\,’,’CL‘,‘@I?

i=1j=1 I=11=1
= Y 1@y A}
1=1 =1
e consequentemente
n n
21 ® ((11?: it Z/\J,.’L’;)(l‘, ® 1) =0.
=1 =1

Como {z,,---,z,} é base de L sobre k entdo {z; ®1,---,z,® 1} é base
de L¢ sobre L ~ 1® L e, portanto, 1 ® (az{ — 7 Ajiz;) = 0, para todo
1 €1 < n. Portanto,

ar’. — E)V;x;- =pu (1 ® (az’ — Z /\J-,-a:;)) =u(0)=0,

=1 =1
para todo 1 <: < n.
(31) = (iii) Definimos a seguinte aplicagao:
v: L—L°
r— (z@1l)e=(1Qa)e,
para qualquer z € L. E claro que v(z +y) = v(z) + v(y) e pov = idy. Mais
ainda,
v((a@bz) = v(abr)=(abz®@1l)e=(a@1)(z@1)(b®1)e
= (@@N)(z®1D(1Rbe=(a®1)(1Qb)(z@1)e
= (a®b)(z®1)e=(a®dbr(z),



para todo a,b,z € L. Logo v é um homomorfismo de L*-médulos. Portanto

a sequéncia exata

0 — J(L) — L**5 L —0

cinde.

(iii) = (ii) Por hipétese a sequéncia exata
0—J(L)— L -5 L—0

cinde. Logo existe um homomorfismo de Lf-médulos v : L — L® tal que

pov =idr. Seja e = v(1). Entdo

ple) =p(v(1)) =pov(l)=1 e

(a®@l)e = (a®@1(1)=v((a®1).1)=v(al.1l) = v(a)
v(1®a)l)=(1Qa)v(l)=(1RQa)e

para todo a € L, ou seja,
((a@1)-(1®a))e=0
para todo a € L, o que prova que J(L)e = 0. |

A afirmagéo (ii1) do Teorema 1.4 sugere-nos uma nova caracterizagio de
separabilidade via nogio de médulo projetivo. A nogao de médulo projetivo
sera usada fortemente nas segbes seguintes. Por essa razdo, abrimos um
parénteses em nossa exposigao para acrescentarmos aqui o teorema-defini¢ao
seguinte.

E bem conhecido que todo médulo sobre um anel R é imagem homo-
morfica de um R-médulo livre. Ou seja, se A é um R-médulo entao existe

um R-moédulo livre L e um epimorfismo de R-médulos L — M — 0. Os

10



R-médulos projetivos sao exatamente aqueles R-médulos M para os quais a
sequéncia exata L — M — 0 cinde. Os médulos projetivos sao, na realidade,

a generalizacao para anéis da nogao de subespaco vetorial.

Teorema 1.5: Seja P um R-mddulo. As sequintes afirmagées sdo equiva-

lentes:

i. P € um somando direto de um R-mddulo livre.

it. Dado o diagrama

|
|

M 8 N 0
de R-mddulos, onde O € sobrejetiva, existe um homomorfismo

de R-mddulos 0* : P — M tal que o diagrama
p

/S
/7
U*/ o
7/
/ l
s
N

©

€ comutativo.

iii. Se0 = L S M A N - 0 ¢ uma sequéncia erata de R-

mddulos entdo a sequéncia de R-modulos
0 — Homp(P,L) %> Homp(P,M) %5 Homgp(P,N) — 0
€ ezata.

iv. Toda sequéncia ezata de R-mddulos M 5 P — 0 cinde.
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v. Eristem conjuntos ndo vazios {p»|A € A} em P e {fy|) €
A} em P* = Homg(P,R) tais que, para todo p € P,
fr(p) = 0, ezxceto para um nimero finito de indices A € A,
e p = aen Hr(p)pa-

Demonstragao:
(i) = (ii) Seja por hipdtese o diagrama dado
P

o
- N
ondealinha M & N — 0éexata.

Como P é somando direto de um R-médulo livre F' (F = P& Q, por (i)),

M o)

seja 7 : F — P a projecao canonica.
Sejam B = {by | A € A} base de F e {m, |A € A} C M tal que

@(m,\) = (0’07‘!’)(1),\) N VA €EA.
Como B é R-livre a aplicagao

B> M

by — m,)
induz um tdnico homomorfismo de R-mddulos

T: F—- M

by — m, .
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Basta tomar ¢* = 7 |p.
(ii) => (iii) Consideremos a sequéncia exata 0 — L 5 M 5 N S0 e

provemos que
0 — Homg(P,L) % Homg(P,M) & Homg(P,N) — 0

é exata.

Se f € ker a* entdao a*(f) = 0. Como @® = ao f, entio ao f =0, 0 que
implica que a( f(p)) = 0, para todo p € P. Entao f(p) = 0, para todo p € P.
Assim f = 0.

Seja h € Hom(P, N). Logo temos por (ii) que existe um R-homomorfismo
h* : P — M tal que B*(h*) = B o h* = h. Portanto §* é sobrejetora.

Seja g € Im o*. Logo existe f € Homg(P, L) tal que g = ¢*(f) = ao f.

Entao
B(9) = Bog = Po(aocf)
= (Boa)of =0of =0,

o que implica que g € ker 8*. Logo Ima* C ker g*.
Agora seja g € ker8*. Entdo fog = B*(g9) = 0, o que implica que
B (g(p)) = 0, para todo p € P e assim g(p) € ker § = Im a, para todo p € P.
Entéo existe [, € L tal que g(p) = a(l,), para todo p € P.
Definimos, para todo p € P
f: P—=L
p—l,.
Claramente f esta bem definida e é um homomorfismo de R-médulos.

Logo f € Hompg(P, L) e para todo p € P temos
a"(f)(p) = (o f)(p) = a(f(p)) = a(l,) = g(p) .
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Assim, o*(f) = g. Portanto ker 8* C Ima*.
(iii) = (iv) Seja M & P — 0 exata.
Entao

0—*kerp<—';>lll—p>P—>O
é exata. Indiquemos ker p por K. Assim, por (iii), a sequéncia
0 — Hompg(P, K) > Homg(P, M) £ Hompg(P, P) — 0

é exata.
Seja idp € Hompg(P, P). Como a sequéncia é exata temos que p* é sobre-

jetora. Logo existe 6 € Hompg(P, M) tal que
p"(6) = idy

o que implica que

pod=idp.

Portanto a sequéncia M % P — 0 cinde e consequentemente M ~ P @ ker p.
(iv) = (v) Seja {p» | € A} um conjunto de geradores de P. Seja
também F o R-médulo livre com base B = {by | A € A}. Como B é um

conjunto R-livre a aplicagao
B—- P
by — pa
induz um homomorfismo de R-mddulos
p: F-—-P
by — pa
para todo A € A. Claramente p é sobrejetora. Entao temos

F4 P—0 exata.
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Por (iv) existe um homomorfismo de R-médulos é : P — F' tal que poé = idp.
Como F = @jyea Rby, seja 7y : F — R a projecdo canoénica dada por
™ (Z r,\b,\) =r), paratodo A€ A.
finita
Seja fy = m, 0 6 para todo A € A. Claramente fy, € P* paratodo A € A e
para todo p € P.

Ia(p) = ma0b(p) = mr (6(p)) = mx (Z T,\b,\) =r).

finita
Disto segue que fy(p) = 0 exceto num numero finito de A € A. Para qualquer .

p€EP

p = idp(p)=poé(p)=p (E ’"AbA)

finita
= Z T,\p(b,\) = Z TAD)N = Z f)\(p)p/\ .
finita finita A€A

(v) = (i) Seja F' o R-médulo livre com base {by | A € A} e
p: F-—-P
by — pa

conforme obtido no passo anterior da demonstragao. Claramente p é sobre-

jetora e

F5 P50 éexata.

Seja 6 : P — F dado por

6(p) =6 (Z fA(P)PA) =Y falp)bx .

XeA X€A
A aplicagido é§ estd claramente bem definida e é um homomorfismo de R-

moédulos. Além disso, p o é = idp. Logo
FA4P-0
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cinde e F ~ P @ ker p.

Assim P é somando direto de um R-médulo livre. u
Dos Teoremas 1.4 e 1.5 decorre agora o seguinte teorema.

Teorema 1.6: Seja L uma extensio finita de k. Entio as afirmagées

sequintes sao equivalentes:

i. L € extensdo separdvel de k.

it. L € um L¢-mddulo projetivo.

Demonstragao: Imediata. |

Consideremos agora o elemento e € L® descrito no Teorema 1.4. Logo e
verifica p(e) =1 e J(L)e = 0. Comoe—1 € J(L) temos (e —1)e = 0 ou seja
e? = e. Portanto este elemento e é idempotente e é chamado idempotente
de separabilidade de L. Além disso, como L° é uma algebra comutativa,
este idempotente de separabilidade e é unico. De fato, se ¢’ € L® é outro
elemento de L° verificando as mesmas propriedades u(e') =1 e J(L)e' =0
entio e — e € J(L) (pois u(e—€e’) =0)ede (e—¢€le=0e(e—€)e =0
obtemos

e=el=¢ce=e'=€e"=¢.

Se L € uma extenséo finita e separavel de k entdo L pode ser identificada
ao quociente k[z] = k[x]/(f), onde z = x+ (f) e f = m(z, k) é um polindmio
separavel sobre k. Se f' denota a derivada formal de f entdo f'(r) # 0.
Sejam

f=ax*+a;x" ' +---4+a,€klx], com ao=1 e

! -1
fi=ax' +axX'7 +---ta,
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para todo 0 <! < n. Entao o elemento
1
f'(z)

¢ um idempotente de separabilidade de L sobre k. Para a verificacao desta

e=(

R1)(fa-1(z)®1+ fr2(z)®z+ -+ fo@2z" ) € L*

afirmagao ver o exemplo 1.8.e abaixo.

O nosso intuito nos resultados acima apresentados foi o de buscar, utili-
zando quase que essencialmente a teoria dos corpos e fazendo um minimo de
apelo a teoria de mddulos e dlgebras, uma defini¢io da nocao de separabili-
dade que melhor se adequasse a uma generalizagdo no contexto de anéis.

Evidentemente, nos Teoremas 1.2, 1.3 e 1.4, nos inspiramos em fatos
que sdo proprios da teoria de algebras. Assim como na teoria de corpos a
nogiao de separabilidade se baseia na simplicidade de raizes de polinémios,
na teoria de algebras, esta mesma nogao se baseia na semisimplicidade de
algebras. O Teorema 1.2 assegura que ambos os enfoques sio equivalentes
quando colocados no contexto de corpos. Uma k-algebra A de dimensdo
finita é dita semisimples se A ndo possue ideais nilpotentes nao nulos, o que,
no caso de A ser comutativa, equivale a dizer que A nao possue elementos
nilpotentes nao nulos.

Uma k-dlgebra A de dimensao finita é dita separdvel se, para todo corpo
E Dk, a FE-algebra FE ® A é semisimples. Um teorema analogo ao Teorema
1.4 é também valido para k-algebras de dimensao finita em geral. Para uma
abordagem completa sobre a nogao de semisimplicidade e separabilidade no
contexto mais geral de algebras de dimensao finita sobre um corpo k veja [1].
Da mesma forma, as nogdes e resultados da teoria de corpos nio detalhados
aqui podem ser vistos em [4].

No que se seguira R denotara sempre um anel comutativo com unidade.
Sejam S uma R-algebra nao necessariamente comutativa e S° sua algebra

oposta, isto é, S® = S como R-médulos (i esquerda) e 2°%° = (yr)°, para
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todo z,y € S. Seja S° = S ®r S° a élgebra envolvente de S.

Evidentemente, S é um S¢-médulo (a esquerda) via agao de
(a®@b)z=azh,

para todo a,b,x € S. Consideremos a aplicagdo p : S¢ — S dada por

[, (ia; ®b?) = Za,-b,- .
=1 =1

Esta aplicacao é S¢-linear e sobrejetiva. Se denotarmos por J(S) o niicleo

de u, temos a seguinte sequéncia exata de S¢-maédulos
0 —JS) — S5 85 —0.

Dizemos que S é uma R-dlgebra separdvel se S é um S¢-médulo projetivo.
Teorema 1.7: Sejam R,S,5%, p : S¢ — S e J(S) como considerados
acima. Sdo equivalentes:

i. S é R—dlgebra separdvel.
i1. A sequéncia exata de S*-mddulos
0—J(S)— S 585 —0

cinde.

iii. Eziste e € S¢ tal que p(e) =1 e J(S)e = 0.

A demonstragio deste teorema segue argumentos analogos aos utilizados
na demonstra¢ao do Teorema 1.4.

O elemento e € S¢ dado neste Teorema 1.7 é um idempotente, chamado
idempotente de separabilidade de S, e nao é necessariamente unico, como

veremos no exemplo 1.8.g considerado abaixo:

Exemplos 1.8:
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a) R é uma R-algebra separavel.
p:R— R

é um isomorfismo.
b) Seja T um sistema multiplicativo do anel R, isto é,0 ¢ T, 1 € T e

z.y € T sempre que z,y € T. Consideremos o anel de fracoes
S=T'R= {f:-laeR,teT} .
E facil ver que a aplicacao

p: S®rS°— S

iai ® b — Y ab
=1 =1

é, neste caso, um isomorfismo de S¢-médulos. Portanto S = T7!R é uma
R-algebra separavel.

c)Seja R=Z e S =12Z [pZ para algum primo p. Claramente
1 12
rZ 1 pZ rZ

Yaebhr— > ab

[T

€ um isomorfismo e portanto S = Z /pZ ¢é uma Z -3lgebra separavel.
d)Seja R=Z [V/-3]eS=Z [w], comuw? +w+1=0(w= :I%E)
R C S e portanto S é uma R-algebra. Além disso,

e=1R1+1Qw—-w®leS®rS
é um idempotente de separabilidade de S sobre R. De fato,
pe)=1l+w—-w=1

19



1Qw-w®lle = 1QWw+1RW —wWRW-wRl -—wRwWw+W I
= 1Qw+uw)-2wRw—-(—w+w)@1
= 1@-1-2wuw+(-101-2w@1)
= 201-1Q27%-20®1
= -201+(1®2w+2Q1)-2w@®1
= 20w@l1-20®1 =0
Logo Je = 0.
e) Seja f € R[x] um polinomio moénico e S = R[x]/(f) = R|z], onde
r = x+ (f). Denotando por f’ a derivada formal de f, se f’ é invertivel em
S entdo S é uma R-algebra separavel. De fato, sejam
f(x) = apx* + a;x* '+ +a, € R[x .
comap=1e
filx)=axX' + x4+ 4 ar,

para todo 0 <! < n. O elemento

e:fn_l(l')®1+fn—?(r)®x+...+f0_(zl®$n_l €S®R S

f'(z) f'(z) f'(z)

é um idempotente de separabilidade de S sobre R.

Notemos que

M6) = 5 (famaa) + afocala) 4+ 2" ala) + 27 fofe)

e que f'(z) = (faor(2) + 2faa(a) + -+ + 2" fi(2) + 277" fo(2)).
Portanto u(e) = 1.

Por outro lado, temos que

—a, fn—l(x) = apn-1 .
Q@ae = GO " pm oFtot
+f1(17)—(l] ®xn—l — (2?@1)6

f'(z)
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Observando que
(1@z)e=(1@z)(1@z)e=(10"")z@)e=(z@1)1®z" "),

tem-se por indugio que (1 ® z')e = (z' ® 1)e, para todo [ > 0. Logo, para

qualquer z € R[z], temos

n-1
z = ZA,x’,A,eR e

1=0

(1®z2)e = (1 ® nz-: )\1:1:'> e= nz-:l M1 @ e = n}il M(z' @ 1e
=0 =0 =0
[(f /\lz’) ® 1] e=(z®1)e.
=0

Assim J(S)e = 0.
f) Seja S =IR®IR; @R, @ IR, a IR-algebra dos quatérnios. O elemento
1 C e e
e:Z(l@l—-z@z—]@]——k@k)eS®|RS°
é um idempotente de separabilidade de S sobre IR.

g) Seja S = M, (R) a éalgebra de matrizes n X n com coeficientes em R.

Sejam
[0 ... 0 ]
0 - 0
€ij = y1<1,7<n
"o 1 0
(0 - 0 -+ 0

as matrizes elementares de S, onde evidentemente o tinico elemento nao nulo

da matriz reside na linha 2, coluna j. O elemento

n
€ =€ @ eji

i=1
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para 1 € j < n é um idempotente de separabilidade de S sobre R.
h) Seja G um grupo finito de ordem n, com n sendo uma unidade de R.

Entdo o anel de grupo R[G] é uma R-élgebra separavel, pois se tomarmos
€= %;U ®o~! em [R[G]]
temos p(e) =1 e, para todo 7 € G,
(T®1)e= %20270'@0'1 = —:;}p:p®p’1'r= 1ere,
ou seja, Je = 0.

Observamos que na definicao de extensao separavel de um corpo k assim
como na de k-algebra separavel assumimos a hipotese de dimensao finita.
Esta hipdtese € completamente omitida na definigio de dlgebra separavel so-
bre um anel comutativo R. Ocorre mesmo que existem R-algebras separaveis
que néo sao sequer finitamente geradas como R-mddulos, como bem mostra
o exemplo 1.8.b.

Contudo, pode ser verificado que se S é uma R-algebra separavel conforme
definido acima - isto é, S é um S°-médulo projetivo - e R é um corpo,
entdo necessariamente S é de dimensao finita sobre R (veja, por exemplo,
Proposigao 111.3.2 de {3]).

Para uma abordagem ampla da teoria de algebras separaveis sobre anéis
recomendamos [2] e [3].

Concluiremos esta se¢ao com uma generalizacao do exemplo 1.8.g, neces-
saria ao que se segue. Vimos no exemplo 1.8.g, que a R-algebra A = M, x.(R)
das matrizes n X n a coeficientes em R é R-separavel. Observamos dois fatos

adicionais:

(a) A é isomorfa a R-algebra Hompg(L, L) dos R- endomorfismos de

um R-médulo livre L de posto n.
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(b) A, e por conseguinte Homg(L, L), é uma R-algebra central, isto é,

o centro
C(A) = {a € A |ab = ba, para todo b€ A}

de A é igual a R.

Ambos os fatos acima mencionados siao de verificacao elementar e omitimos
suas demonstragoes.
Recordemos também que um R-moédulo M é dito fiel se a aplica¢ao na-

tural

R — Hompg(M, M)

r = fiim = rm

é injetiva. Obviamente, todo R-médulo livre é fiel.

O teorema seguinte é a generalizacdo acima referida.

Teorema 1.9: Seja P um R-mdédulo projetivo, finitamente gerado e fiel.

FEntao a R-dlgebra A = Homgp(P, P) € central e separdvel.

Para a demonstragdo deste teorema necessitamos de alguns resultados
preliminares.

Seja P um R-médulo projetivo e finitamente gerado. Logo, pelo Teorema
1.5, existem elementos p; € P e f; € P* = Homg(P,R), 1 <1 < n, tais
que p = Yy, fi(p)pi, para todo p € P. Disto decorre que P = tr(P)P,
onde tr(P) é o ideal de R formado pelos elementos da forma f(p), para todo
p € P e f € P*. Logo, existe a € tr(P) tal que (1 —a)P = 0. De fato, de
P = tr(P)P temos p; = 37, ai;pj, onde a;; = fi(pi), : = 1,---,n. Disto
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segue que Z;=1(5ij - aij)Pj =0,1 <1< n,ouainda

P 0
(éij - a‘j)ISc’,an - :
Pn 0
Multiplicando esta iltima igualdade pela adjunta classica da matriz (6;; —a;;)
obtemos det(é;; — a;;)p; = 0, para todo 1 < i < n. Desde quedet A =1 —a,
para algum a € tr(P), temos (1 — a)P = 0.
Se assumimos agora que P é também fiel entdo de (1 — a)P = 0 decorre
que 1 = a € tr(P) e portanio tr(P) = R.

Com isto mostramos o seguinte lema:

Lema 1.10: Se P € um R-mddulo projetivo, finitamente gerado e fiel entdo

tr(P) = R.

Demonstragao do Teorema 1.9:

Do Lema 1.10 segue-se que existem elementos

.Tl,"‘,lmeP € gl""agmep‘

tais que Y gi(z;)=1.
i=1

Do Teorema 1.5 segue-se que existem elementos p; € Pe f; € P*; 1 <

1 < n, tais que p = 3", fi(p)p:, para todo p € P. Definimos

E;; ,F;i € A= Hompg(P,P) por
Ei;(p) = gi(p)pi e Fji(p) = fi(p)z;

paratodope P, 1<:<n, 1 <3< m. '
Seja e = 3;; E;; ® FY; € A@p A°. Mostremos que e é um idempotente

24



de separabilidade de A. De fato,

ule)(p) = ZEuFJ- ZE:J (filp Zf. )Eij(z;)

= Zf. P)g;(;)p X;(Xj:gj(wj)) )i = 3 i)
= 7,

para todo p € P. Portanto u(e) = idp = 14.
Para mostrar que (f ® 19)e = (14 ® f°)e, para todo f € A, é suficiente
verificarmos esta igualdade para um conjunto de geradores de A como R-

moduio. Tal conjunto é
{Dy : 1<k, 1<n}

onde Dy(p) = fi(p)pk, para todo p € P. De fato, se f € Ae f(pr) =

Z?:l cripr entao

=f (kzi: fk(P)pk) = g: f(p)f Z e fi(p Z cxDik(p)

para todo p € P; ou seja f = 3"y cuaDix.
Vejamos agora que (Dy ® 19)e = (14 @ Dy )e. Observemos inicialmente

que
1,J

(D @ 1%)e = (D ® 15 (ZEU@E]%):ZD}"IEU@FJ%

e que

DuEi;(p) = Dulgi(p)p:) = filgi(p)pi)pr = 9;(p) filpi)px
= filp)gi(P)px = filpi)Exi(p) = ruEx;(p) ,

com ri = fi(p;) € R, para todo p € P; ou seja Dy E;; = ryEy;. Entao

(D @15 E raky; ® f,- = Z E;® T‘UFJ'O,-

4,J
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>_ruFi(p) = 3 filp)fi(p)z; = fi (E fi(P)Pe) T;
= filp)z; = Faulp) ,
para todo p € P; ou seja )., ryFj; = Fj.
Portanto (D, ® 19)e =3, Ex; ® F}.
Por outro lado,
(la® Dp)e=)" Ei; @ DYF) =) Ei; ® (FjiDu)® .
1] ]
Por raciocinio anilogo ao que vimos acima, verifica-se que Fj; Dy = ryiFj
com r; = fi(p1) € R. Entéo
(1a®Dy)e = Y E;@ricFy = Y riE; @ o

1,3 g

5 (z rk,-E,-,.) ® F% .

J

Novamente, por raciocinio analogo ao visto acima, obtemos Y_; rxi Ei; = Ey;

e, portanto

(1a®Dy)e= Y Ei; ® Fy = (Du®1%)e.
J

Finalmente mostremos que A é central. Antes vejamos que C(A) = eA.

De fato, para todo f,g € A temos

(ef)g = (1a®g°)ef) = [(1a®g°)elf = (9@ 1%)e] f
= (9®13)(ef) = g(ef)

e portanto ef € C(A). Isto mostra que eA C C(A). Reciprocamente, para
todo f € C(A) temos

ef = (ZE,'J'GQF}’,-) f =2 E;fF;
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e portanto ef € C(A). Isto mostra que eA C C(A). Reciprocamente, para
todo f € C(A) temos

(ZEfJ-@f;%)f =Y E;fF
(ZEiiji)f = ple)f = 1.f = f

e portanto C(A) = eA.
Vejamos agora que eA = R14. Claramente, R14, C C(A) = eA. Recipro-

camente, para todo Dy; € A temos

CDH = (Z E{j@Fﬁ) D“ = ZE,]DHF €
1.7 .

Ei;DnF;i(p) = EiDu(fi(p)r;) = filp)Ei; (Du(z;))
fi(P)Ei; (fi(z)pe) = fulp) filz;)Eij(pi)
fi(p) fi(z;)g;(pr)p:

donde segue que

eDu(p) = fo ) fiz;)g;(pk)p Zfl (2;)9;(px) Zf:
Zfl z;)g9;(pi)p = /\kllA( )

para todo p € P, com Ay = Y, filz;)g;(px) € R.
Portanto eDy; € R1,4 e isto mostra que eA C R14. Consequentemente,

C(A) = eA = Rl 4, o que conclui a demonstragao do teorema. [ |
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2 Extensoes Galoisianas

Iniciamos esta secao com a defini¢io usual de extensio galoisiana de
um corpo. O objetivo é evidenciar, entre as diversas defini¢des equivalentes
de extensao galoisiana de um corpo, aquela que seja a mais naturalmente
adequada a uma generaliza¢ao ao contexto de anéis comutativos.

Seja k um corpo e L uma extensao de k. Dizemos que L é uma extensao
galoisiana de k se L é uma extensao normal e separavel de k. Dada L extensao
de k e G C AutiL definimos a k-dlgebra A(L,G) como o L-espago vetorial
com base {u,;o € G}, munido da multiplicagao

(Z aaua> (Z b,m) =3 a,a(bf)u;n :

o€eG 7€G o,7€G
Consideremos também a k-dlgebra Homy(L, L) e o homomorfismo de &-

algebras dado por
¢  A(L,G) — Homy(L,L)
Z a”uf’(‘r) = ¢(EO’EG aaua) = Z GUU(.’L‘)

o€G o€G
para qualquer z € L.

Teorema 2.1: Seja k um corpo e L uma eztensdo de k. Consideremos

G C Aut, L um subgrupo finito. Sao equivalentes:
i. LG =k;
it. L € extensdo galoisiana de k ¢ G = AutiL.
ii. |G| =dimy L.
iv. dimy L <ooeé: A(L,G)— Homy(L,L) é um isomorfismo.

Demonstragao: As trés primeiras equivaléncias constituem resultados co-

nhecidos da teoria de Galois para corpos.Provaremos apenas a equivaléncia
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(111) €« (iv).
(111)) = (iv) Levando em conta a independéncia linear dos o € G sobre

L, temos que ¢ é injetiva. Por outro lado,
dim; A(L,G) = dimy L.|G| = dimg L. dimy L = dimy Hom(L, L) ,

donde temos que ¢ € sobrejetiva. Logo ¢ é um isomorfismo de k-dlgebras.
(iv) => (iii) Temos que dimg A(L,G) = dimy Homi(L, L), pois ¢ é um
isomorfismo de k-algebras. Como dimy L < oo, tem-se que dimy L.|G| =

(dimg L)?, ou seja, |G| = dimy L. ]

Observando atentamente o teorema acima, vemos que algumas das defi-
nigdes de extensoes galoisianas sobre corpos nao sio adequadas para o caso
de anéis comutativos. |

A definigao dada pelo item (iii) ndo é conveniente para uma generalizacio
sobre anéis, pois as extensbes de anéis nao sdo necessariamente modulos
livres. A definicao dada pelo item (ii) também ndo é adequada para o caso
de extensbes de anéis, pois nido garante necessariamente a separabilidade,
como veremos pelo exemplo abaixo.

Consideremos R = Z e S = Z [V?2]. Entiao S é uma R-ilgebra que
contém R como subanel e, considerada como R-modulo, é livre com base
{1,v2}.

Seja G = (o) onde o € Aut(S) é dado por

o(a+bV/2) = a—bV/2 paratodo a,beR.

Notemos que G C Autg(S) e como 0% = ids, |G| = 2 = dimg S. Além
disso temos claramente S¢ = R. Contudo S nao é separavel sobre R, pois
nao possui idempotente de separabilidade sobre R, como veremos a seguir.

Suponhamos que e € S ®r S seja um idempotente de separabilidade de S
sobre R. Entéo pu(e) =1e J(S)e =0,onde y : S®rS — S é o homomorfismo
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de S ®p S-médulos dado pela multiplicacio de S e J(S) = ker u. Como
S é um R-médulo livre com base {1,v/2} entdo S @z S é um R—médulo
livre com base {1 ®1,10vV2,V281,vV2® \/i} Entao, como e € S ®g S,
e=al®@14+b1QV2+cv2®@1+dV2Q® V2, com a,b,c,d € R e do fato de
p(e) =1 temos (a+2d)+ (b+¢c)v/2 =1 dondese tema+2d =1eb+c = 0.

Como J(S)e = 0 temos em particular (v2 ® 1)e = (1 ® v/2)e donde se

obtém

aV2@1+bvV2@V2+2c1@1+2d1@V2=
al@V2+201Q1+cvV2@V2+2dV2®1

E desta ultima igualdade deduzimos que a = 2d e b = ¢. Comparando estas
equagdes com as obtidas anteriormente temos b = ¢ =0, a = 2d e 2a = 1.

Esta ultima igualdade implica que 2 é invertivel em R = Z , o que é absurdo.

No que se segue R sempre denotara um anel comutativo com identidade
1 e o simbolo @ significara o produto tensorial sobre R.

Consideremos S uma R-algebra comutativa com elemento identidade tam-
bém denotado por 1. Dizemos que S é uma ezxtensio de R se S é fiel como
R-médulo. Assim, se S é uma extensdao de R, existe uma imersio natural
R — S e podemos identificar R com sua imagem R.1 em S.

Consideremos S uma extensao de R e G um subgrupo finito de Autg(S).
Analogamente & construgio vista no inicio desta segao, seja A(S : G) o S-

médulo livre com base {u, |0 € G}, sobre o qual definimos a multiplicacao

(S te) (S ) = T awsto

ceG T7€G o, 7€EG

para todo a,,b, € S, 0,7 € G.
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Consideremos a R-algebra Hompg(S,S) dos R-endomorfismo de S e a

aplicagao

¢ : A(S:G)— Homg(S,S)

S au, - ¢(za,u,) rs o Y a,0(s)

0€G oc€G oc€G
para qualquer s € S§. ¢ é claramente um homomorfismo de S-médulos e
também um homomorfismo de R-algebras.

Seja agora V(S : G) o S-mddulo livre com base {v,;0 € G} sobre o qual

definimos a multiplicagao

(S arse) (S owr) = X aubiturns

o €G T€G o,7€G

para quaisquer a,,b, € S, 0,7 € G. Aqui

5 — 1 seo=r
” 0 seo#7.

V(S : G) é claramente uma S-dlgebra comutativa com elemento identidade
1 = ¥ ,ecvs- Observemos que os v,,0 € G, sao idempotentes (nao nulos)

que verificam v,v, = 0 se ¢ # 7. Em consequéncia V(S : G) é isomorfo a

S-dlgebra
SeS5---88S.

|G|vezes

Seja a aplicagao

b : S®S— V(S:G)

Za,- & b; v Z z a;o(b;)v, .
i=1 1=10€G

Considerando S ® S como uma S-3lgebra via a a¢do s.a ® b = (sa) ® b para

quaisquer a,b,s € S, temos que ¥ é um homomorfismo de S-dlgebras (em
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particular de R-dlgebras). Agora temos condi¢des de dar a nogao de extensao
galoisiana de um anel, conforme inicialmente pretendido, considerando-se as
equivaléncias listadas no Teorema 2.1.

Sejam entdao S extensao de R e G C AutrS um subgrupo finito. S é
dita extensdo galotsiana de R com grupo de Galois G, se S é um R-médulo
projetivo finitamente gerado e ¢ é um isomorfismo de R-ilgebras.

O teorema seguinte nos dara outras definigdes equivalentes de extensoes

galoisianas.

Teorema 2.2: Sejam S uma ertensdo de R e G um subgrupo finilo de

Autp(S). Seja S€ = {r € S;a(z) = z, para todo o € G}. Sdo equivalentes:

(a) i. S é um R-mddulo projetivo finitamente gerado.

it. $:A(S:G)— Homp(S,S) € um isomorfismo de R-dlgebras.

(b) i S¢=R.

i. ¥:5®8S — V(S :G) € um isomorfismo de S-dlgebras.
(c) i. S¢=R.

i1. existem elementos em &1, -+, Ty, Y1, ,Yn € S tais que

i (y;) = 6 1 seo=1
z,0(y;) =610 =
=Rl 0 seoc#1YoeG.

(d) i S¢=R.
ii. para cada 0 # 1 em G e para cada ideal mazimal M de S,

eriste t € S tal que o(z) —x ¢ M.
(e) i S¢=R.
ii. para cada idempotente ndo nulo e de S € para cada par o # 7

em G, existe x € S tal que o(z)e # T(z)e.
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ii. S € separdvel sobre R.

Demonstragao:

(a) = (b) Comecemos mostrando que S¢ = R. Como G C Autpg(S)
obviamente temos R C S€.

Seja s € S°. Claramente S¢ estd contido no centro C(A(S : G)) de
A(S : G) e entao s € C(A(S : G)). Assim ¢(s) € C(Hompg(S,S)). Como S
¢ um R-modulo projetivo finitamente gerado, entao pelo Teorema 1.9 temos
que Hompg(S,S) é central e separdvel. Logo C(Hompg(S,S)) ~ R e por
conseguinte C(A(S :G)) = Res€ R.

Para provarmos que ¢ : S®@ S — V(S : G) é um isomorfismo de
R-dlgebras provaremos inicialmente que ¢(t.S) C Hompg(S,R) para t =
Yoec s € A(S : G). Com efeito, para todo a,s € S temos

¢(t.a) [% uaaul} =¢ %a(a)ua]

e entao

¢(t.a)(s) =) a(a)o(s) =) ofas) € S°=R.

o€G oeG
Isto prova que ¢(t.s) C Homg(S, R). Consideremos agora f € Homg(S, R) C
Hompg(S,S) e também w € A(S : G), w = Y ,¢c aoUs, tal que ¢(w) = f.
Entao , para todo s € S,¢(w)(s) = f(s) € R; ou seja, Y ,ccas0(s) € R.
Logo, para todo p € G,

p (Z a,a(s)) =Y a,0(s)

c€G ceG

o que implica que

E pla,)po(s Z a,0(s) = Z a,6po(s)

c€G c€G oeG
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para todo s € S. Isto acarreta que p(a,) = a,,, para todo p,0 € G o que
implica p(a;) = a,, para todo p € G. Em consequéncia, v = Y ,¢c 0(a;)u, =
(Zsec us) @1 = t.a;. Portanto

[ =6(v) = ¢(l.a;) € 4(L.5) .

Isto nos mostra que ¢(t.S) = Hompg(S, R).

Consideremos agora a seguinte sequéncia de isomorfismos de R-médulos:

S®S % S@ts % S@Homg(S,R) B
s@r = sQtr — s® ¢(t.r) —
Homg(S,S) % A(S:G) % V(S:G)

Fser = Y aec50(T)uy, > Yoeq s0(T)w,

onde

ror(s) = so(tr)e) = 56 (2 o(rhue ) (4

c€G

= (S sotrhun) )

c€G
para qualquer s’ € S. Assim temos

P(s®r) = Z 50(r)w, = ¢50 ¢4 0 30 30 G1(s T 1),

0€G
para quaisquer s,7 € S, isto é , ¥ € um isomorfismo de R-médulos. Ja que
¥ é um homomorfismo de R-ilgebras tem-se o desejado.
b) = c) Para a prova, consideremos ¥~ '(v;) = Y7_;7; ®y; € S®S.
Entao v (Z;‘zl z; ® yj) = vy, isto é



Logo
ija'(yj) = 51'0,V0' €qG.

J=1
c) = d) Suponhamos por absurdo que exista o # 1g em G e que exista
um ideal maximal M tal que s — o(s) € M, para todo s € S. Entéao teremos

em particular que y; — o(y;) € M e assim

I—ZxJ (y; —o(y;)) e M,

o que é absurdo. Logo tem-se o resultado.

d) = ¢} Consideremos ¢ # 1lg em G e I C S o ideal gerado por
{s —o(s)|s € S}. Pela hipétese, I = S (pois se I C S entdo existiria
Ic M C Scom M ideal maximal e isto pela hipétese € um absurdo). Assim

existem elementos z;,---,Z,,¥1,-..,Yn €m S tais que

n

Z '_U(yj) 1.

Disto temos

Yoziyi=1+) =o(y;)
i=1 1=1

Consideremos zn4; = — Y7, 7;0(y;) € Yny1 = 1. Entéo

n+1 n

E T;y; = Z TiY; + Tn41Yn41

)= =1

= 143 z;0(y;) — )_zjo(y;) =1
i=1 1=1

e
' n+1

z;0(Y;) + Tn410(Yn+1)

- zj: ‘TJU(yJ) =

o

Z: z;jo(y;) =

s
Il
—

If
8

[
I
—



Portanto,
n+l

Yo zo(y;) = b1 -
=

Suponhamos que H e H' sejam subconjuntos quaisquer de G que contém a

identidade 1 de G, para os quais existem elementos

' ' ' ' .
Tiy s Tns Y1y " s Yns Ty s Ty Y1y " Y € S

tais que para todo o € H e para todo ¢’ € H’,

Z.’I‘J o(y;) = b1, € Zrka (yp) = 6107 -
=1
Entao, para todo 7 € H U H' temos
ZZ'TJ‘TkT nyk (E z;7(y; ) (Z x?g’(yi)) bir -
] =1k=1 k=1
Como G = U, 41{1, 0}, o resultado segue.

c) = e) Sejam x3,- -, Tn, Y1, ", Y, elementos de S que satisfazem

Z xJa(yJ) = 61,6
J=1

para qualquer ¢ € G e consideremos e = 3°7_,z; ® y; em S ® S. Entao

?_17;9; = 1. Além disso, para todo s € S, tr(s) = Y,eq o(s) € S¢=Re

(s@1l)e = Zs:cj Qy,; = Z Z tr(sz;yr) T @ y;
j=1

1=1k=1

i
M:

T ® Ztr (syrz;)y; = Zxk @ Yis
k=1

1®s)e.

i
o~~~

Portanto S é separavel sobre R. Sejam agora 0,7 € G e ¢ € S um idempo-

tente nao nulo. Suponhamos que

o(s)e = 7(s)e paratodo s€ S .
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Assim

so~Y(e) = o7 'r(s)o" (e), paratodo s€ S .

Logo,
o7l e) = 1-0_1(6)=z$jyj0_1(€)

= Zl 0 y] 1(6)

= 61'0.—1.,.0' 1(6) .

Como o071(¢) # 0, entdo 07 = 1 ou 7 = 0. Portanto se o # 7, sempre
existe s € S tal que o(s)e # 7(s)e.

e) = c) Consideremos e = 3°7_,z; ® y; em S ® S o idempotente de
separabilidade de S sobre R, isto é, pu(e) = L7, 2y, = 1 e (s©1-1®s)e = 0,
para todo s € S. Para todo ¢ € G, seja

e =p((1Qo)(e)) €S.

Como ¢ é um R-automorfismo de S entdo 1 ® ¢ é um S-automorfismo de
S®S.
Além disso, como S é comutativo, ¢ : S ® S — S é um homomorfismo

de anéis. Logo, para qualquer o € G temos €2

= ¢, e para todo s € §
se, = o(s)e,.
Assim, por (e.ii), temos que e, = 0 ou ¢ =1 e por conseguinte, para todo

o€,

bio = €= t((l ® o)(e))
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c) = a) Sejam zq,-+-,Z,,¥1," -, Yn elementos de S tais que
ixja(yj) =6,0,Vo €G.
=1
Definimos f; € Hompg(S, R) por
fi(s) = Z o(sy;),Vs € S.

c€G

Entao para todo s € S,

S fie)es = 32 ¥ alew)s,

1=10€G

= E o(s) Z o(y;)z;
c€CG 1=1

= D bi,0(s)=s.
o€eG

Assim S é um R-mdédulo projetivo finitamente gerado.
Provemos agora que ¢ : A(S : G) —» Homg(S,S) é um homomorfismo

sobrejetor. Seja h € Hompg(S, S) e consideremos o elemento

w=) Zh z;)o(y;)us, € A(S: G) .
o€G j=1
Entao, para todo s € S temos

Zzh% o(y;)o(s) = )Ea(yjs)

o€G 3=1 1=1 0€G

= h (é EGO(yJ ) h [ . (Z;mja(yj)) 0(8)]

- h(zawa( ))_ h(s

c€G

$(w)(s)

Logo ¢(w) = h.
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Para finalizarmos provemos que ¢ ¢ injetor. Consideremos

Entao

Portanto

v= )Y a,u, € A(S: G) tal que ¢(v) = 0.
o€G

é(v)(s) =0, paratodo s€ S .

n

oD d(v)a;) T (yi)us

T7€G j=1

n
PIPIDBLALCHLCATE
1€G j=10€G

n

£ 5 or (L riotron )
reGoeG 3=1
E Z a5y p-17Ur = Z AUy, =V .
1€G 0c€CG ceG

Notemos agora que se S é um corpo entao o item (ii) das condicdes (c) e

(d) do Teorema 2.2 sdo trivialmente satisfeitas. Portanto elas caracterizam

generalizacOes para anéis comutativos da nogao classica de extensido galoi-

siana finita de um corpo. Também temos que a equivaléncia dos itens (i)

e (ii) da afirmagio (b) do Teorema 2.2 é evidente no caso de extensoes fi-

nitas de corpos. Finalmente observemos que na condigédo (e) do Teorema

2.2 o item (it) é obviamente verificado para qualquer corpo, e o item (iii) é

uma consequéncia do item (i) para extensdes de corpos. Como vimos pelo

exemplo anterior ao Teorema 2.2, isto nido ocorre necessariamente para anéis

comutativos.

Corolario 2.3: Sejam S uma extensao galoisiana de R com grupo de Galois

G. Entao
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(a) Eziste um elemento c € S tal que tr(c) = Y g o(c) = 1.

(b) R € somando direto de S como R-mdédulo.

(c) Se A € uma R-dlgebra comutativa com elemento identidade 1, €
G atua sobre AR S via 0(a® s) = a @ o(s), para todo s € S ¢
a € A, entdo A® S € uma extensao galoisiana de A com grupo de

Galois G.

Demonstracao:

(a) Evidentemente ir € Hompg(S, R) e tr = ¢(X,cq us), onde ¢ : A(S :
G) — Hompg(S,S) é o isomorfismo dado na afirmagdo (a) do Teorema
22. Sejat = Y,cqu, € A(S : G). Na prova de (a) — (b) do Teo-
rema 2.2, demonstramos que Homg(S, R) = ¢(t.S). Portanto, para todo
f € Hompg(S, R), existe s € S tal que f = ¢(t.s) = ¢(Z,eqo(s)u,) € em

consequéncia

fz)= ¢ (z a(s)ua) (2) = 3 o(s)o(e) = 3 o(sz) = tr(sz),

o€G c€G o€G
qualquer que seja ¢ € S. Isto mostra que, para todo f € Homg(S, R), f =
tr(s—) para algum s € S. Por outro lado, S ¢ um R-médulo projetivo
finitamente gerado e fiel (pelo Teorema 2.2). Logo existem z4,---,z, € S e
fi,-+, fo € Hompg(S, R) tais que Y%, fi(zi) = 1 (pelo Lema 1.10). Entao
existem s;,---, 8, € S tais que

f,’ = tr(s;—) e 1= En:f,'(.’t,') = étr(s;m;)

=1

—ir (S si) = 1)

=1

parac= Y s;r; €S.
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(b) Como, por (a), existe ¢ € S tal que tr(c) = 1, entao a sequéncia
de R-médulos S 5 R — 0 é exata. Definimos 8 : R — S por 0(r) = rc,
qualquer que seja r € R. E claro que 8 é um homomorfismo de R-médulos,
tr o § = idg e por conseguinte, tem-se o resultado.

(c) Como, por (b), S = R@ N para algum R-mddulo N entao A® S =
(A® R)® (A ® N) e podemos identificar A com A@ Rem A® S. Se

Ty, T, Y1, ", Yn sao elementos de S que satisfazem
n
>_zio(y:) = b1,
=1

entaio 1 @ 74, --,1 ®2,,,1Qy1,---,1 ® y, sdo elementos de A® S e

n

Y(1ex)1Qy) =10 zo(y) =106, =6, .

=1 i=1

Em consequéncia, resta mostrar que A = (A ® S)°. Para todo a € A4,
temos o(a ® 1) = a ® 0(1) = a ® 1, qualquer que seja ¢ € G e portanto
A=AQ®RC (AR S)°.

Por (a), existe ¢ € S tal que tr(c) = 1. Entéo

Y(1®o)(1ec)=101.

o €G .

Seja agora z € (A® S)¢ e consideremos 1 @ c = Y7, a,®s; € A®S. Logo,

z=z21Q1=2zY (100)(1Q®c)= > (1®0)(2.1®¢)

c€G c€G

z = Y. (1ed)(zl®c)= > (1®0) (ga@&')

oG c€G

= Y a®d o(si)= > a;Qtr(s;) EAQR=A.
1=1 c€G =1
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Isto completa a demonstragao do corolario. [ |

Exemplos 2.4:

a) Todo anel comutativo R, com elemento identidade, é extensio galoisi-
ana de si mesmo com grupo de Galois G = {idg}.

b) Consideremos R um anel comutativo com elemento identidade, G um
grupo finito e § = @,ecRe,, onde €,6; = éqr6,,Vo,7 € G e Y ,ege0 = 1.
Seja a acao de G sobre S dada por o(e;) = €,,, para quaisquer o,7 € G.
Entao S é uma extensao galoisiana de R com grupo de Galois G. De fato,
usaremos o item (c) do Teorema 2.2.

Sejam z; = y; = €,, portanto

1 serT =1
Z ’COT(GO) = Z €o€rg — { , para todo T c G .

0€G 0€G 0 seT#1

Seja s € SC. Entdao s = ¥, o€, € T(S) = s. para todo 7 € G.
Logo
Y Tt =T (Z raea) =) To€ro =Y Trig€ -
0€G 0c€G oG c€eG
de onde segue que r,-1, = r,, para quaisquer 0,7 € G e consequentemente
r, =11, para todo o € G.

Assim § = ) ;e T1€0 = 12 0e6 €0 = T1 € R. Portanto SC=ReSé
uma extensao galoisiana de R com grupo de Galois G.

c) Seja R um anel comutativo com elemento identidade e n um numero
inteiro > 2 tal que = € R. Suponhamos que exista ¢ € R tal que ¢* = 1
e (1 — ¢') é uma unidade de R, para todo : = 1,---,n — 1. Seja S =
R[x]/(x® —a) = R[z], com z = x + (x* — a). Seja G um grupo ciclico de
ordem n e gerado por o atuando sobre S via o(z) = er e o]y = 1. E

imediato que S¢ = R. Além disso o'(z) — = = (¢! — 1)z é invertivel em S,
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paratodoz = 1,---,n—1. Portanto S é extensao galoisiana de R, com grupo
de Galois G (Teorema 2.2.d).

d) Seja R um anel comutativo com elemento identidade tal que 1/2 € R.
Sejam b,c € R unidades tais que (4% — 27¢?) = d?, para alguma unidade
d € R. Consideremos S = R[x]/(x® — bx — ¢) = R[z], com 7 = x+(x®*—bx—c).
Seja G um grupo ciclico de ordem 3 cujo gerador o atua sobre S via
_3b , 9c+d 20

r——e olg=1.

" 2d d

o(x)
Nio é dificil de ver que S¢ = R e desde que

(2 = o(@))(0(2) — o*(2))(z — o*(z))] =

= 4b° - 27¢® = d? é uma unidade

de R, entio S é uma extensdo galoisiana de R, com grupo de Galois G
(Teorema 2.2.d).

e) Seja R um anel comutativo com elemento identidade e de caracteristica
pprimo. Sejama € Re S = R[x]/(x* — x — a) = R[z], com z = x+(x?—x—a).
Consideremos G um grupo ciclico de ordem p, cujo gerador ¢ atua sobre S
viao(z) =z + 1.

E facil ver que S¢ = R e desde que
o'(t)—r=zx+i—7=1: éuma unidadede R,

para todo ¢ = 1,---,p — 1, entdo § é uma extensao galoisiana de R com
grupo de Galois G (Teorema 2.2.d).

f) Consideremos R um anel comutativo com elemento identidade e tal que
1/2 € R. Seja r € R uma unidade de R. Sejam T = R[x]/(x* —r) = R|z],
comz=x+(x>~r)eS=TxT. Seja G um grupo ciclico de ordem 4 cujo

gerador ¢ atua sobre S via o(a+br,c+dz) = (¢—dr.a+ br) para quaisquer

44



a,b,c,d € R. E imediato que S¢ = R e desde que

U(.T,O)—(x,O) = (_Iaz)
o}(z,z) - (z,z) = 2(z,z)

0’3(:17,0) - (IL‘,O) = -—(:t,.’r)

sao unidades de S, entdo S é extensao galoisiana de R com grupo de Galois
G (Teorema 2.2.d).

g) Seja R um anel comutativo com identidade e tal que 1/2 € R. Sejam
r,r’ € R unidades de R. Sejam T = R[x]/(x? —r) = R[z], com z = x +
(2 —=r), T = R|x]/(x> = ') = R[2], com 2’ = x+ (x> = ¢'). T (resp. T') é
claramente uma extensao galoisiana de R com grupo de Galois H = (0;0?% =
1) (resp. H' = (r;7° = 1)), onde 6 : z — —z (resp. 7 : 2’ — —z'). Entéo
S =T Q®T'é uma extensao galoisiana de R com grupo de Galois G = H x H'
(veja exemplo (h)).

h) Este exemplo generaliza o anterior.

Consideremos T' e T' extensoes galoisianas de R com grupos de Galois H
e H', respectivamente. Entao S = T ® T’ é um extensao galoisiana de R com
grupo de Galois G = H x H' atuando sobre S via (0,0')(t®1t') = o(t) @ o'(t')
para qualquert € T, t' € T', o € He o' € H'.

De fato, como T e T’ sao extensoes galoisianas com grupos H e H' res-
pectivamente, existem ay,-+,a,,by,---,b, € T e a},---,a, ,b},--- b, €T
com

Z a;,0(b;) = b6,, paratodo o€ H
=

> dio'(b) = 6, paratodo o' € H’
=1
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Sejam z;; =a;®a3ey;j=b;®b;, 1<:<n,1<3<m. Entao
(o)) = Tles @4)o(6) © ()
= ZJ: a;0(b;) ® a;-o'(b;)
.
= Zaia(bi) ®Za;'0"(b;) = 81,0 ®b100 = 1007
i j
para todo (o,0') € H x H'. Além disso
(TeT)HH - ((T ® T:)Hxl)"‘”' - (TH @ ')’

— (R®TI)1XH' — R@(T,)HI = RQR
= R

Terminaremos esta se¢io enunciando e demonstrando o Teorema Funda-
mental da Teoria de Galois para anéis comutativos. Para a demonstragao
desse teorema, necessitamos do lema a seguir.

Sejam f,g : S — T homomorfismos de anéis. Diz-se que f,g sao forte-

mente distintos se para todo idempotente nao nulo e de T' existe s € S tal

que f(s)e # g(s)e.

Lema 2.5: Sejam S uma R-dlgebra comutativa com elemento identidade e
separdvel. Seja f : S — R um homomorfismo de R-dlgebras. Entdo eriste um
unico idempotente e € S tal que f(e) =1 e se = f(s)e para qualquer s € S.
Além disso, se f1,-++,fn : S — R sdo homomorfismos de R-dlgebras forte-
mente distintos dois a dois, entdo os correspondentes idempotentes ey, - - -, e,

em S satisfazem e;e; =0, se i # j e fi(ej) = &;j, para1,j =1,---,n.

Demonstracao:
Seja f : S — R um homomorfismo de R-algebras. Sendo S uma R-algebra

separavel existem elementos z1,--,2,,¥1, **,¥n € S tais que 31, ;y; =1
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ES-‘B; QY = Z$i®y53, Vse §.
=1 =1

Seja

n

e=) f(z)yi€S.

=1
Entao

10 = 1(35 o) = s
_ (zxy,): -1,

Agora, para todo s € S, temos

(f®1)<‘z:;szi®y¢) = (f®1) (Zx.®y,) =

Y f(sm) @y = Zf ) ® yis =
=1

D10 f(szi)y = El ® f(zi)yis =
=1

1®Zf M2y = 1®Zf yis =

=1
1® f(s)e = 1®se.

Aplicando a esta igualdade o § ® S-homomorfismo g : S® S — S,
induzido pela multiplicacdo de S, obtemos f(s)e = se, para todo s € S. Se
fizermos s = ¢, teremos e = le = f(e)e = €. Se €’ é outro idempotente de
S que verifica f(e') =1 e f(s)e' = se/, para todo s € S, entdo € = f(e)e’' =
ee’ = €e'e = f(e')e = e. Assim acabamos a prova da primeira parte do lema.

Sejam agora f;,: -, fn : S = R homomorfismos de R-algebras fortemente

distintos dois a dois. Sejam e;,---,€e, € S os correspondentes idempotentes
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verificando fi(e;) = 1 e fi(s)e; = se;, para todo s € S. Observemos que

ei; = fi(e;) é um idempotente de R, parat,j =1,---,n e que
fi(s)ei = fi(s) file;) = fi(se;) = filfi(s)e;) = fi(s)fi(e;) = fi(s)ei;,

para todo s € S. Como f; e f; sao fortemente distintos, concluimos que
filej) = €;j =0,sei # j. Logo fi(e;) = &, para ¢,j = 1,---,n. Finalmente,
eie; = fi(ei)e; = b;;¢; = 0 se 1 # 7, com o que terminamos a demonstracao

do lema. [ |

Sejam S uma extensio galoisiana de R com grupo de Galois GeT C S

um subanel. Diz-se que T é G-forte se, para todo 0,7 € G
0’|T = TlT

ou olr,7|r : T — S sao fortemente distintos. Observemos que se S nao

possue idempotentes diferentes de 0 e 1 (por exemplo, S é um corpo) entao

a condicdo G-forte é claramente verificada para qualquer subanel de S.
Consideremos agora S extensao galoisiana de R com grupo de Galois G.

Seja H C G um subgrupo de G e T C 5 uma R-subalgebra de S. Denotamos

SH = (seS;o(s)=s, Vo€ H}e

Hr = {oc€G;o(zc)=2,Vz€T}.
Claramente S¥ é uma R-subdlgebra de S e Hr é um subgrupo de G.
Podemos agora enunciar o Teorema Fundamental da Teoria de Galois, que

estabelece uma correspondéncia bijetiva (que inverte inclusio) entre os sub-

grupos de G e as R-subdlgebras separaveis e G-fortes de S via

H— St e
T—)HT.
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Teorema 2.6 (Teorema Fundamental da Teoria de Galois): Seja S

uma extensdo galoisiana de R com grupo de Galois G. Entdo

(a) Seja H C G subgrupo e T = SY. Entio T ¢ uma R-dlgebra
separdvel e G-forte como subdlgebra de S, S € uma extensdo ga-

loisiana de T com grupo de Galois H e H = Hr.

(b) Sejam T uma R-subdlgebra separdvel e G-forte de S ¢ H = Hry.
Entdo T = SH.

(¢) Para cada 0 € G € para cada R-subdlgebra separdvel e G-forte T
de S, Hy1y = cHro™'. Em consequéncia, um subgrupo H de G
¢ normal se, e somente se, o(SH) = SH, para qualquer 0 € G

e neste caso S¥ € uma extensdo galoisiana de R com grupo de

Galois G/H.

Demonstragao:
(a) S é uma extensao galoisiana de R, com grupo de Galois G. Logo
pelo item (c) do Teorema 2.2, existem elementos zy,---, T, Y1, ,¥yn € S

satisfazendo

Z:r,-a(y,-) =6, paratodo c€G.

1=1

Sendo H C G subgrupo, entao
n
zz;a(y;) =61, paratodo o€ H.
i=1
e assim S é uma extensao galoisiana de S = T', com grupo de Galois H.

Logo temos que S é um T-médulo projetivo e consequentemente S @ S é

um 7' ® T-médulo projetivo. Por outro lado S é uma R-algebra separavel e
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portanto um § ® S-mddulo projetivo e concluimos que S é um 7' ® T-médulo
projetivo. Como S € extensao galoisiana de T entao T' é um somando direto
de S como T-médulo (Corolédrio 2.3) e consequentemente T é um somando
direto de S como T' ® T-médulo. Logo T' € um T ® T-médulo projetivo e
assim T é uma R-algebra separdvel.

Seja agora

Hr={oc€Gio(z)=2, Ve eT}.

Logicamente H C Hr e assim SHT = §H =T,

Vemos também que S é uma extensao galoisiana de T com grupo de
Galois Hr. E, pelo Teorema 2.2, temos que |Hr| = dims S ¢ S = |H| (existe
um isomorfismo entre S @ S e V(S : Hr)). Logo H = Hr.

Mostremos agora que T' é G-forte como subalgebra de S.

Como S é uma extensio galoisiana de T' com grupo de Galois H, existe
c € S tal que 3,y p(c) = 1 (Corolario 2.3). Sejam também os elementos

L1y s Tny Y1, "5 Yn € S tais que

Z:r,-a(y;) =6,, paratodo o €G .

i=1

Consideremos
zi= ) plzic) e yi= D ply:)
pEH peEH
para cada1=1,---,n.
Observemos que z/,y! € S# = T para cadai =1, --,n e que

n 1 sece H
> zio(y;) = para todo o €G.
=1 0 seoc ¢ H,

Consideremos agora 0,7 € G tais que o|r # 7|r. Entao 77'c ¢ H. Se

€ € S é um idempotente nao nulo tal que o(t)e = 7(t)e, para qualquer t € T
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entao o(y;)e = 7(y!)e e assim

= (Sortnt) e = Xttt = Xt totue = 0c =0
i=1 =1 =1

e portanto T é G-forte.

(b) Sejam T uma R-subalgebra separavel e G-forte de S e H = Hr.
Claramente T C SH. Resta provarmos que S¥ C T.

Pelo Corolario 2.3 temos que S®S é uma extensao galoisianade S = SQR |

com grupo G atuando em S ® S via a acao
o(s@s)=s5@o(s) s,85€S eocel.
Definimos uma agao de G sobre V(S : G) dada por
p(vs) =v,,-1 paratodo p€G.

Como ¢ : S® S — V(S : () é um isomorfismo de S-dlgebras (Teorema 2.2)

e

Y(o(z)) = o(¢(z)), para quaisquer z € S @ Seog € G,

pode-se ver facilmente que V(S : G) é uma extensao galoisiana de S com
grupo de Galois G. Além disso, sendo S um R-mddulo projetivo (Teorema
2.2)e T C S” C S, podemos identificar S ® T (respectivamente S ® S¥)

com sua imagem em S ® S¥ (respectivamente S ® S). Assim temos
SeTcSeS?c(Ses)H,
donde segue que
P(S®T)Cy((S@SH)=($(S®Ss)" =v(s:6)!
Notemos que se V(S : G)¥ = (S @ T) entao
S@SHC(S®S =y (V(S:)F)=SaT
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e aplicando tr®1 temos tr(S)®S¥ C tr(S)®T. Pelo Corolario 2.3, tr(S) = R
e consequentemente S¥ = RQS" C R®T =T.

Assim a prova do item (b) estard completa se mostrarmos que
VS: ) cy(SeT).

Sejam entao oy, - -,0, € G representantes das respectivas classes laterais
distintas de H em G. Sejam f; : V(S : G) — S, parai = 1,---,r, o0s

homomorfismos de S-algebras dados por

f; (Z aava) = @,
\

c€G

e consideremos fi|,(seT). Entao fi,---, f, : (S ®T) — S sao homomorfis-
mos fortemente distintos dois a dois. De fato, pela escolha dos 0y, 1 <1 < r,
podemos afirmar que o;|r # o;|r (pois H = Hr). Logo, como T é G-forte,
para cada idempotente nao nulo e € S, existe t € T tal que o;(t)e # o;(t)e e

por conseguinte temos

fi(1@t)e = fi(Zoeco(t)vo)e
= oi(t)e # oi(t)e = fi(¥(1®1))e.

Notemos também que T é uma R-algebra separavel e portanto S @ T
é uma S-algebra separavel. E suficiente observar que se e € T Q@ T é o
idempotente de separabilidade de T sobre R entao 1 @ er € SQ (T ®@T) =
(S®T)®s(S®T) é o idempotente de separabilidade de S®T sobre S. Como
¥ é um isomorfismo de S-3lgebras entdo ¥(S ® T') também é uma S-algebra
separavel.

Usando agora o Lema 2.6, existern idempotentes wy,---,w, € ¥(S Q@ T)
tais que f;(r)w; = zw;, para todo z € Y(S®T) e fi(w;) = b, para t,5 =

1,---,r.
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Notemos que w; € V(S : G)¥, para todo i = 1,.--,r e para que
P(SQT) = V(S : G)H é suficiente provar que {wy,---,w,} é um sistema de
geradores de V(S : G)? como S-médulo.

Observemos que se z = 3¢ Sovs € V(S,G)H entio p(z) = 2, para todo

p € H e disto temos

D SeVppm1 = Y. s,v, ou Z Sople = 9 SqUs

ceG c€G oG oeG

donde segue que s, = s,,, para quaisquer 0 € G e p € H. Em particular,
So; = S¢,p; Para todo p € H,1=1,---,r. Entao, como G = U<,<,0:;H, para
todo z € V(S,G)H, temos

z= Z Sl = Z Z S, p=1Vg,p=1 = ;sa. (Z p(va.))

c€G =1 pcH pEH

De fi(w;) = &5 e w; € V(S:G)¥, 1 <4,j <r, obtemos w; = ¥,y p(vo,) €
z=3T_, 8,,w;, para todo z € V(5 : G)¥, o que conclui a demonstracio de
(b).
(c) A partir de (a) e (b) provamos diretamente a primeira parte de (c).
Finalmente, seja H subgrupo normal de G e T = S¥. Entao o(T) =T
para todo o € G. Consideremos G/H = {7;; 1 <t <r}.

Definimos entao &; : T — T por 7;(z) = o;(z) para todox € T, 1 =

1,---,r. Logicamente esta acao de o; sobre T nao depende do representante
escothido. Além disso T¢/H = (SH)G/H = GG = Re os 2!yl € T,i =
1,---,n, construidos na parte (a), provam que a R-algebra T" e o grupo G/H

satisfazem o Teorema 2.2. Logo T é uma extensao galoisiana de R com grupo

G/H. .

Notemos que a hipdotese G-forte no Teorema 2.6 é indispensavel, como

comprova o exemplo seguinte. Seja S = R, ® R., & R, ® R.,, onde e;¢e; =
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para quaisquer #,j = 0,1,2,3 e 3 ,¢; = 1. Seja G um grupo ciclico de

ordem 4 e gerador o atuando em S via
o(e;) = eiy1(mod 4) .
Seja T = R(ep + €1) @ R(ez + e3). E facil ver que T nao é G-forte e
Hr = {1} = Hsg.
Referéncias

[1] S. Chase, D.K. Harrison, A. Rosenberg; Galois theory and Galois coho-
mology of commutative rings, Memoirs AMS 52 (1965), 15-33.
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3 Extensoes Abelianas — Grupo de Harrison

Seja R um anel comutativo com elemento identidade. Uma extensao
galoisiana finita S de R, com grupo de Galois G, € dita eztensdo abeliana de
R se G ¢ abeliano.

A primeira construgao formal do grupo T(G, R) das extensdes abelianas
de R, com mesmo grupo de Galois G, foi feita por Harrison [2] em 1965.
Seu objetivo nesse trabalho foi o de apresentar uma Teoria de Kummer para
anéis que generalizasse a correspondente teoria classica conhecida no caso de
COrpos.

A teoria de Kummer classica, no contexto de corpos, pode ser resumida

no seguinte teorema.

Teorema 3.1: Seja k um corpo contendo uma raiz n-ésima primitiva da
unidade. Entdo existe uma correspondéncia 1-1 entre os subgrupos finitos de
k*/(k*)* € as extensées abelianas de k, cujo grupo de Galois tem ordem um

divisor de n.

(Para a demonstracao deste Teorema, ver, por exemplo, [3], teorema 13,
capitulo 2.)

O principal teorema do trabalho desenvolvido por Harrison, traduzido no
contexto de extensoes abelianas de R com o mesmo grupo de Galois G é o

seguinte:

Teorema 3.2: Sejam R um anel comutativo, cujos unicos idempotentes
sdo 0 e 1, e G um grupo abeliano finito. Entdo existe uma correspondéncia

1-1 entre os subgrupos finitos de T(G, R) e as extensoes abelianas de R com
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grupo de Galois G.

(Para a demonstragao deste Teorema, ver [2], teorema 8)

No caso especifico em que R é um corpo contendo uma raiz n-ésima
primitiva da unidade, como veremos na segao 5, T'(G, R) ~ R*/(R*)". Nessa
mesma segao abordaremos o estudo do grupo T(G, R) no caso em que G é
um grupo abeliano finito de ordem n, n é uma unidade de R e R contém
uma raiz n-ésima primitiva da unidade.

O isomorfismo T(G, R) ~ R*/(R")", nas condigoes descritas acima, mos-
tra que, de fato, o Teorema 3.2 é uma generalizacio, no contexto de anéis, do
Teorema 3.1. Além disso, o Teorema 3.2 apresenta um novo enfoque no es-
tudo das extensées abelianas de um corpo que permite uma extensao natural
ao contexto de anéis comutativos em geral.

- Vejamos agora como é construido o grupo T'(G,R). Fixados o grupo
abeliano finito G e o anel comutativo com elemento identidade R, conside-
ramos o conjunto T(G, R) de todas as classes de isomorfismo das extensoes
abelianas de R, com grupo de Galois G. Por isomorfismo de extensdes abe-
lianas de R entendemos algo mais do que simplesmente um isomorfismo de
R-dlgebras. Dizemos que duas extensoes abelianas, S e S’ de R, com mesmo
grupo de Galois G, sdo isomorfas ou G-tsomorfas se existe um isomorfismo
de R-ilgebras f: S — S’ tal que fo = of, para todo o € G.

Na realidade, na definicao acima, podemos exigir menos do que um i-
somorfismo de R-algebras que comuta com a agido do grupo G. De fato, é
suficiente a existéncia de um homomorfismo de R-algebras que comute com

a acao do grupo G. Isto é decorrente da seguinte proposigao:

Proposigao 3.3: Seja S uma eztensio galoisiana de R com grupo de

Galois G. Seja A uma extensdo de R sobre a qual G atua como grupo de
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automorfismos de R-dlgebras e tal que A° = R. Seja f: S — A um homo-
morfismo de R-dlgebras tal que fo = of, para todo 0 € G. Entdo f € um

isomorfismo.

Demonstragao:

Pelo Teorema 2.2.c existem elementos z;,y; € S, 1 <1 < n, tais que
Y zio(yi) =b1., paratodo o€G.
=1

Consideremos a aplicagao tracgo

tr : S - S°=R (resp. tr: A— A° =R)

SHZUS

0€eG

Entao, dado a € A, temos

(ZI, (£ (3) a)) = L4t uiwe)

= 3 f(z) Y o(f(yi)a

=1 c€G

= > flz:)) Y f(o(yi))o(a)
i=1 o€G

= 51 (S aotw) ota
o€G =1

= Zélyaa(a)

_ ZGG

o que mostra que f é sobrejetor.

Agora, dado s € S tal que f(s) = 0 temos
flo(yis)) = o f(yis) = o (f(y:)f(s)) = 0(0) =0
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para todo 0 € G e por consegiinte tr(y;s) = f(tr(y;s)) = 0, para todo

t1=1,---,n. Logo,

0= im.‘tl‘(yis) =3 (2": 93;0(3/:‘)) o(s) =3 b100(s) =s,

c€G \i=1 c€G

o que mostra que f é injetor. |

Retornemos agora ao conjunto T'(G, R) das classes de isomorfismo [S] das
extensoes abelianas S de R com mesmo grupo de Galois G.

No que se seguira o simbolo @ significara sempre o produto tensorial sobre
o anel comutativo R.

Sejam [S],[S’] € T(G,R). Entao S ® §’ é uma extensao abeliana de
R ~ R® R com grupo de Galois G x G (cf. Exemplo 2.4.h). Denotemos por
6G o subgrupo de G x G consistindo dos elementos da forma (¢71,0),0 € G.
O grupo quociente G x G/6G € obviamente isomorfo a G via o isomorfismo
natural ¢ — (0,1) = (1,0)mod 6G. Pelo Teorema 2.6, (S ® S')*¢ é uma
extensao abeliana de R com grupo de Galois G ~ G x G/é6G. O grupo G
age sobre (S ® S')°¢ da seguinte forma

oY si®s; > Y o(si)®si=) s ®o(s)),

para quaisquer s; € S, Vs: € S’ e Vo € G.
Definimos sobre T(G, R) a operagao * dada por

[]+1S'1 = [(S€ 5] , paratodo [S],[S') € T(G,R).

Pode-se ver facilmente que a operagao * estd bem definida; isto é, sua de-
finicao independe da escolha dos representantes de classe considerados. A
associatividade e a comutatividade da operagiao * sdo conseqiiéncias ime-

diatas das correspondentes propriedades do produto tensorial. O elemento
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neutro para a operagao * é representado pela extensao trivial (veja Exemplo
2.4.b) E = Eg(R) = ®,¢cRe,, onde os e,,7 € G, sao ortogonais dois a dois
(isto é, e, e, = b,,€,, 0,7 € G) e de soma 1, com a acao de G sobre E dada
por o(e;) = €57, 0,7 € G.

De fato, dado [S] € T(G, R), notemos que a R-algebra S@ E é constituida

dos elementos da forma

Z sr ® e, e, portanto, se E s, @er € (SE E)°

relG 7eG
temos
1
Yoo = (7o) (S 00
T€G T€G
-1
= Za (s:)®oler) Za ) ® €r
17€G 7€G

ou ainda,

Zs,,@e,, Za ($6-1,) ® €, -

p€G PEG
Da independéncia linear de {1 ® ¢, |p € G} sobre S ~ § @ R decorre que
s, = 07(s,-1,), para todo p € G e portanto s, = 07(s;), para todo o € G.

Isto mostra que
(S®E {ZO’ ®ea|s€5}
oc€G

Definimos a aplicacao

f: (SQE - §

Y oH(s)®e — 5.
oG

Claramente, f é um isomorfismo de R-dlgebras e f(o,1) = (a,1)f, para todo

o € G, donde segue que [S] x [E] = [5].
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Finalmente, dado [S] € T(G, R), o elemento inverso [S]~! é representado
pela prépria extensao S, com a agao de G dada por o : s +— o71(s), para

todo o € G, s € §. De fato, observemos que a aplicagao

h @ §5®S5 — @,ecSe,

s@t = Y sp(t)e,
pEG

onde os e,,p € G, sao idempotentes ortogonais dois a dois e de soma 1 e p
¢ um isomorfismo de S-dlgebras (ver Teorema 2.2.b). Além disso, S@ S e
@,ecSe, sio extensdes abelianas de R com grupo de Galois G x G agindo,

respectivamente, sobre essas R-algebras da seguinte forma:
(0,7)(s®t) = o(s)®@77'(1) e

(o’,T) (Z Spep) = Z U(Sp)eo‘rp s para todo o,T € G .

p€G pEG

Entao

(o, )(s®1) = hio(s) @ (1) = X a(s)pr(D)e,

p€G
= ) 0(s)ob(t)esrs = D o(s6(t))eors
5€G §€G
= (o,7) (Z sé(t)eg) = (o,7)h(s® 1),
s€G

para quaisquer o,7T € G, s,t € §S.

Disto segue trivialmente que h induz (por restrigao a (S ® S)°¢) um isomor-
fismo entre as R-algebras (S ® S)*¢ e E = @,ecR ¢, = (G,e6S €,)°¢ tal
que

h(,1) = (0,1)h, 0 € G .

Portanto T'(G, R), com a operagao * acima definida, é um grupo abeliano.
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Na realidade, pode ser visto que a construcao acima feita nos da um
funtor T(—, R) da categoria dos grupos abelianos finitos na categoria dos
grupos abelianos (ver, por exemplo, [2]). Concluiremos esta secdo mostrando

que esse funtor € aditivo.

Consideremos os grupos T(G;, R), 1 = 1,2 e as aplicagdes

¢ : T(G,,R)xT(G,,R) — T(G; x G, R)

([S1],[S2)) — [S1®S,), paratodo [S]€T(Gi,R),i=1,2 e
Y : T(G) x G2, R) — T(Gy,R) x T(G,, R)

[S] — ([S™%],[SC1 1)), paratodo [S]€ T(G; x Gy, R) .

Pode-se ver facilmente que ¢ e 1 estao bem definidas e que ¢ é um

homomorfismo de grupos. Além disso

Yo([S1),[S2)) = ¥([S1© S2])
= ([(51® 521 [($1 ® 52)9*1)) e,
desde que S; ® S; € uma extensao galoisiana de 5y ® R >~ S (resp. R® S; ~
S,) com grupo de Galois G; ~ 1 x G, (resp. G; ~ G, x 1) (ver Coroldrio
2.4.c) obtemos (S; ® 52)'%%2 ~ &, e (5; ® 5;)¢*! ~ S;. Evidentemente,
esses 1somorfismos comutam respectivamente com a acgao de G,, 1 = 1,2,
donde segue que ¢ = id. Reciprocamente, py([S]) = ¢([S1*C?],[SC1*1]) =
[S1%G2 @ §CG1x1} A aplicagio
0 Sle; ® SG;xl I

s®s' > ss', paraquaisquer s S'XG2 e '€ SGx1
é claramente um homomorfismo de R-algebras tal que
0(01,0;) = (01,02)0 , paratodo o0, €G;,1=1,2.
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Logo, pela Proposigao 3.3, § é um isomorfismo de R-ilgebras, o que mostra
que oy = id. Portanto ¢ : T(G;,R) x T(G2,R) — T(G; x G2, R) é um
isomorfismo de grupos com ¢! = 3.

Este ultimo resultado, juntamente com o Teorema Fundamental para gru-
pos abelianos finitos, reduz o estudo do grupo T'(G, R) ao contexto de grupos

G ciclicos.
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4 Moébdulos Projetivos de Posto 1 — Grupo
de Picard

Em toda esta secio R denotara um anel comutativo com elemento iden-
tidade. O simbolo ® denotard sempre o produto tensorial sobre R.

O posto de um R-moédulo projetivo finitamente gerado é uma nogao de-
finida localmente. Para sua definicio sao necessarios alguns resultados de
natureza local-global. Em todos esses resultados o Lema de Nakayama é
de fundamental importancia. Por essa razao, iniciamos esta segao com este

lema.

Lema 4.1 (Lema de Nakayama): Seja I C R um ideal de R. Sejam M
um R-mddulo finitamente gerado ¢ N um R-submddulo de M. As seguintes

propriedades sao equivalentes:

(a) I C rad(R) (rad(R) = N{m C R;m € ideal mazimal de R}).
() 1+ I € subgrupo do grupo R* das unidades de R.

(¢) IM = M implica que M = 0.

(d) M = N + IM implica que M = N.

Demonstragao:

(a) = (b) Se z € I entdo 1 4+ = ¢ m, para todo ideal maximal m de R e
portanto 1 + = € R*.

(b) = (a) Suponhamos que I ¢ m para algum ideal maximal m de R.
Logo I + m = Reportantol = z+y,comz € | e y € m. Mas entao
y=1—1z € R* 0 que é um absurdo (pois y € m).

63



(b) = (c) Repetindo o raciocinio utilizado na demonstragao do Lema 1.10,
podemos assegurar que se JM = M, entao existe a € I tal que (1+a)M =0
e disto segue que M = 0.

(c) = (d) Notemos que de M = N + I'M obtemos

M_N+IM = IM NIAI_
N N T IMNN N
e por (c) temos M/N =0ou M = N.
(d) = (b) Sejam r € I eu = 1+ . Desde que 1 = u — r entao
=rl=ru—rr € Ru+ IR, paratodor € R. Portanto R = Ru+ IR e
por (d) R = Ru, ou seja, u € R". ]

Teorema 4.2: Seja P um R-mddulo projetivo finitamente gerado. Seja I
um ideal de R contido em rad(R). Se P/IP é um R/I-médulo livre entdo
P € um R-mddulo livre. Em particular, todo mddulo projetivo finitamente

gerado sobre um anel local € livre.

Demonstragao:

Seja I C rad(R). Desde que P/IP é livre, temos o seguinte diagrama:

P R"
iy 7T
P/IP = (R/T)"

onde 7 denota a projecao canbnica natural e @ é isomorfismo de R/I-médulos.
Desde que P é R-médulo projetivo e R* = (R/I)® — 0 é uma sequéncia
exata de R-mddulos, pelo Teorema 1.5 existe um homomorfismo de R-médu-

los 0 : P — R™ tal que o diagrama
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P/IP = (R/I)"

é comutativo. Desde que @ € sobrejetor, Imo + IR = R™. Logo, pelo Lema

de Nakayama Imo = R", ou seja, o é sobrejetor. Portanto
P35 R -0

é uma sequéncia exata de R-mddulos e por conseguinte cinde (pois R™ é
livre); isto é, P ~ R" @ kero. Entao kero é um R-médulo finitamente
gerado. Desde que 7 € injetor, ker o /I ker o C ker& = 0 e consequentemente
kero = I'kero. Novamente, pelo Lema de Nakayama, temos kero = 0, ou
seja, o ¢ injetor. Portanto ¢ : P — R™ é um isomorfismo de R-moédulos, ou
seja, P é um R-moédulo livre.

A segunda afirmacado do teorema é imediata, uma vez que se R é um anel
local com ideal maximal m entio rad(R) = m, R/rad(R) = R/m é corpo e

todo R/m-médulo é um R/m-espago vetorial e portanto livre. .

Dados um ideal primo p de R e I' = R — p a parte multiplicativa de R
correspondente, é sabido que R, = I'"'R é um anel local com ideal maximal
I'"'p. Logo, decorre do Teorema 4.2 que se P é um R-médulo projetivo
finitamente gerado entdo o médulo de fragbes I'"'P = {€|pe P, t €T} =
P,~R,® P é um R,-médulo livre de dimensao finita.

Definimos o p-posto de P como sendo a dimg_ P,,. Denotamos o p-posto
de P por rank,(P). Dizemos que P é um R-mddulo projetivo de posto cons-

tante n se rank,(P) = n, para todo ideal primo p de R. Em particular, P é
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um R-mddulo projetivo de posto 1 se rank,(P) = 1, para todo ideal primo g
de R.

Corolario 4.3: Seja R um anel semi-local (isto €, um anel comutativo
com apenas um numero finito de ideais mazimais). Se P € um R-mddulo

projetivo finitamente gerado e de posto constante entdo P ¢ livre.

Demonstragao:

Seja m um ideal maximal de R. E facil ver que R/m ~ Rm/mR,, e por
conseguinte rank,,(P) = dimp;,(P/mP).

Como P tem posto constante n, se m,,---,m, sao todos os ideais maxi-

mais de R, entdo n = dimpg/m,(P/m;P) paratodo1 <i<te

P ~ i ®Pz<—-}—2—x---x—}§-)@P2

rad(R)P rad(R) m m,
R R
o <—®P)EB"'€B(—®P)
my my
p P

14

mIP@"' m, P

1R

N

| =
X
X

| =

SN—

I~

P4

()

Entdo P/rad(R)P é livre como R/rad(R)-mddulo e, portanto, pelo Teorema
4.2, P é um R-moédulo hivre. [ |

Para a proxima caracterizacdo de modulo projetivo de posto 1 que aborda-
remos, € que nos sera extremamente util na sequéncia, necessitamos de um
“principio local-global”. Para tanto sao necessarias algumas consideragées

sobre o espectro do anel R.
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Denotamos por Spec(R) o conjunto de todos os ideais primos de R, cha-

mado espectro de R. Para todo subconjunto F de R denotamos

V(E) = {p€Spec(R)|EC p} e
I'(E) = {p € Spec(R) |E ¢ p}

Observemos que esses conjuntos V(FE) satisfazem as seguintes propriedades:

(a) V(0) = Spec(R).
(b) V(1) =V(R)=0.
(c) Se {E\ | X € A} é uma familia de ideais de R entao
NixeaV(E,) = (Z EA) .
AEA
(d) Se E; e E, sao ideais de R entédo V(E,) U V(E,) = V(EE,).
(e) Se Ey C E, entdao V(E;) D V(E,).

Os conjuntos I'(E) verificam as propriedades complementares:

(a) T'(0) = 0.
(b) T(1) =T(R) = Spec(R).
(c) Se {Ex | X € A} é uma familia de ideais de R entao
U/\GAF E,\ (Z E\) .
€A
(d) Se E; C E, entao I'(E,) C I'(E,).
Esses conjuntos induzem uma topologia sobre Spec(R), onde os abertos sao

os conjuntos I'(E) e os fechados V(FE), para todo £ C R. Esta topologi-

a é chamada a topologia de Zariski. Além disso, como espago topoldgico,
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Spec(R) é compacto, isto é, toda cobertura de abertos de Spec(R) admite
uma subcobertura finita. De fato, suponhamos que Spec(R) = Uxeal'(E)).
Podemos supor, sem perda de generalidade, que os E) sao ideais de R, pois

é facil ver que I'(E),) =T (ideal gerado por E)). Assim, temos

Spec(R) = Uxeal'(E)) = (2 EA) .

A€A

Disto segue que 3°ycp Ex = R. Logo 1 € )¢5 E» e consequentemente deve

existir um subconjunto finito J C A tal que 1 € 3",¢; Ex. Portanto,
Spec(R) =T(1) c '3 E;) = U;esT(E;) C Spec(R) ,
ou seja, Spec(R) = U;eT'(E;).

Teorema 4.4 (Principio Local-Global): Sejam M um R-mddulo € z €
M. As sequintes afirmagées sdo equivalentes:

(a) £ =0.

(b) /1 =0 em M, para todo p € Spec(R).

Demonstragao:

(a) = (b) Obvio.

(b) = (a) Suponhamos que z/1 = 0 em M, para todo p € Spec(R).
Logo, para cada p € Spec(R) existe t, € R — p tal que t,z = 0. Desde que
t, € R — p entdo p € I'(Rt,) e por conseguinte

Spec(R) = Upespee(m[(At)) -

Como Spec(R) é compacto, existem ideais primos gy, -, @, de R tais que
Spec(R) = Ui<i<aI'(Rt,,) = F(leis,l Rtp..) e portanto R = }"<icn Rl
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Logo existem ry,---,r, € R tais que 1 = ryt,, + -+ + rnt,, e consequente-

mente

r=lr=rt,r+ --+r.dt,,z=0.

Corolario 4.5: Sejam M ¢ N R-mddulos e 0 : M — N um homomorfismo.

As sequintes afirmagées sdo equivalentes:

(a) o € injetor (resp. sobrejetor, bijetor, nulo);
) 6o, M, — N,, dada por z/t — o(z)/t, para quaisquert € R—p
e x € M € injetor (resp. sobrejetor, bijetor, nulo), para todo

o € Spec(R).

Demonstragao: Imediata. |
Consideremos agora P um R-médulo qualquer e P* = Hompg(P, R). Seja
a aplicacio
[,] : PxP* — Endg(P)=Homg(P,P),
(.f) » [p.f] : ¢ = fldp,
para quaisquer p,q € P e f € P*. [, ] é obviamente R-bilinear e portanto

induz o seguinte homomorfismo:
[,] : P®P" — Endgr(P),

p®f — [p.f],
para quaisquer p € P e f € P*.

Teorema 4.6: Seja P um R-mddulo. As seguintes afirmagoes sao equiva-

lentes:
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(a) P € um R-mddulo projetivo e finitamente gerado.

() [,] : P®P* — Endg(P) é um isomorfismo.

Demonstragao:

(a) = (b) Suponhamos que P seja projetivo e finitamente gerado. Entao
existem p; € P e f; € P*, 1 <1 < n tais que p = ¥y<i<n fi(p)pi, para todo
p € P. Dado ¢ € Endgr(P) temos

]( > Pi®fi0) = Y |pi, fio] e
1<i<n 1<i<n

Z [p:, fiol(p Z filo(p))pi = o(p) , paratodo p€ P,

1<i<n 1<ikn

o que mostra que Y_;¢i<,[pi, fio] = o, ou seja, [, ] é sobrejetor.

Seja agora a = T jcm ¢ ® g € ker[, ]. Entéo

a = Y ¢G®g = ) (E f.'(%')P.‘)@gj

1<5<m 1<i<m \1<i<n
= D file;)pi®g; = D_pi® fi(4))9;
1,7 tJ

€ como

fi(g5)9;i(p) fi(g;(p)g;)

fillgs»9;)(p)) = filg;, 95)(p) .

il

para todo p € P, temos

a = ZP:@fs(qJ Zpt®fi[q1’g.7]

dpi®fi (Z[‘b‘»gj]) =0.
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Portanto [, | é injetor, ou seja, [, ] é um isomorfismo.

(b) = (a) Suponhamos que [, ] é um isomorfismo. Em particular [, |
é sobrejetor. Entao existem p; € P, f; € P*; 1 < i < n, tais que idp =
Ti<i<nlpi, fi]. Logo, para todo p € P, temos

p=idp(p)= >_ [p. illp) = Y. filp)p:i .

1<ikn 1<i<n

Decorre agora do Teorema 1.5 que P € um R-mdédulo projetivo finitamente

gerado. [ |

Observemos que a equivaléncia exata no Teorema 4.6 acima ¢é a seguinte:
P é projetivo finitamente gerado se, e somente se, [ , ] é sobrejetor. A

injetividade de [, ] é uma consequéncia da sua sobrejetividade.

Corolério 4.7:  Seja P um R-mddulo projetivo finitamente gerado. As

sequintes afirmagoes sdo equivalentes:

(a) rank,(P) =1, para todo p € Spec(R).

(b) A aplicagao f : R — Endg(P), dada por f(r)p = rp, para quais-

querr € R e p € P, € um isomorfismo de R-mddulos.

Demonstragao:

(a) = (b) Suponhamos que rank,(P) = 1, para todo p € Spec(R). Logo
P, ~ R, e consequentemente Endg (P,) ~ Endg,(R,) % R, para todo
p € Spec(R). Pelo Corolario 4.5 decorre entdao que f é isomorfismo.

(b) = (a) Se Endg(P) L R entio P ® P* ~ R (pelo Teorema 4.6) e

consequentemente P, ® P ~ R, donde segue que
(dime Pp)(dime P‘;) = dime(Pp & P;) = dimRP(Rp) =1,
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para todo p € Spec(R). Portanto rank,(P) = 1, para todo p € Spec(R). B

De acordo com este iltimo corolario podemos entao dizer que um R-
moédulo projetivo finitamente gerado P tem posto 1 se, e somente se,
Endgr(P) ~ R.

Denotemos por Pic(R) o conjunto das classes de isomorfismo [P] dos R-

médulos P projetivos de posto 1. Dados [P], [P’] € Pic(R) temos
dimp, (P ® P'), = dimg, (P, ® P})
= (dimp, P )(dimg, P)) =1.1 =1, paratodo ¢ € Spec(R) ,
e portanto [P ® P’] € Pic(R). Definimos sobre Pic(R) a operagao * dada por
[P]* [P'] = [P ® P'], para quaisquer [P],[P’] € Pic(R) .

Claramente, devido as propriedades do produto tensorial, a operagao * esta
bem definida, é associativa e comutativa e o elemento neutro é a classe repre-
sentada pelo R-médulo livre R. Pelo Teorema 4.6 e Corolario 4.7, o elemento
inverso [P]™! é a classe representada pelo R-médulo P* = Hompg(P, R). Por-
tanto Pic(R) é um grupo abeliano, chamado grupo de Picard. Se R é um
anel tal que todo R-médulo projetivo finitamente gerado é livre (por exem-
plo, corpo, anel local ou semi-local) entdo Pic(R) = 1. Este grupo Pic(R)
sera de fundamental importancia no estudo da teoria de Kummer para anéis,
que abordaremos na segao seguinte.

Sejam agora G' um grupo abeliano finito e S uma extensao abeliana de R,
com grupo de Galois G. Denotemos por RG a R-algebra do grupo G, isto é,
RG como R-médulo é livre com base G e a multiplicacio sobre RG é aquela
induzida pela multiplicacao de G. Notemos que a extensao abeliana S tem
uma estrutura natural de RG-médulo dada pela agao:

Y roo:s — Y r,o(s), paratodo s€S.
oc€G oG
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Veremos a seguir que, de fato, S é um RG-modulo projetivo finitamente
gerado. Pelo Teorema 2.2b, temos que as S-adlgebras S ® S e Eg(S) =
DoecSes (onde os ¢,, 0 € G, sdo idempotentes ortogonais e de soma 1) sao
isomorfos. O isomorfismo neste caso é dado por h: s ® 1 — 3 ,¢q s7(t)e,.
Por outro lado, Eg(S) e S® S tém estruturas naturais de SG-médulos dados
respectivamente, pelas agoes:

Ss E Sr€r HZSSTCG—IT e

7€G T7€G
S : 81 @ Sy > 85y ®0(sy), para quaisquer s€ S, c €G

Além disso,

h(so(s1 ® s2)) = h(ss1 ®a(s2)) = ) ssito(sz)e,
T7€G

= ) ss1p(s2)eg-1, = s0 (E 31/’(52)6")

p€EG p€G
= soh(s; ® s2), para quaisquer s€ S, 0 €G .

Portanto h : S ® S — Eg(S) é um isomorfismo de SG-médulos. Desde que
a aplicacao k dada por
k : Eg(S) —» SG

Y soer 0 L0,

c€G c€G

é claramente um isomorfismo de SG-mdédulos, obtemos
S®S & Eg(S) £S5G ~S®RG

como SG-mdédulos. Pelo Teorema 2.2.a, S é um R-médulo projetivo finita-
mente gerado e portanto SGM ~ R" para algum R-médulo M en > 1. Con-
sequentemente, (RG)" ~ R"QRG ~ (S®M)QRG ~ (SQRG)&(MQRRG) ~
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(S®S)® (M Q® RG), ou seja, S® S é um RG-médulo projetivo finitamente
gerado. Mas, pelo Coroldrio 2.3.b, R é um somando direto de S como RG-
modulo e por conseguinte S ~ R ® S é um RG-somando direto de S ® S.
Portanto S é um RG-médulo projetivo finitamente gerado.

Finalmente mostremos que Endgrg(S) ~ RG, ou seja, que S tem posto 1
como RG-médulo projetivo finitamente gerado (conforme Corolario 4.7).

Notemos que a R-algebra A(S,G) considerada no Teorema 2.2 é exata-
mente igual a SG' como S-médulos. Além disso A(S,G) e Endg(S) tém uma

estrutura natural de RG-mddulos e o isomorfismo dado por

¢ : A(S,G) — Endg(S)

Y a,u, — Y a,0 (cf. Teorema 2.2.a)
o€G oc€G

é claramente um isomorfismo de RG-médulos. Entao, para mostrarmos que
Endrg(S) ~ RG é suficiente mostrarmos que ¢(RG) = Endgrs(S), onde RG
(resp. Endpg(S)) € visto como um subanel de A(S,G) (resp. Endg(S)) de
maneira 6bvia. Seja f € Endgrg(S) C Endg(S). Logo existe

a = Y su, €A(S,G) tal que
7€G

f = é(Tem) = e

reG r€eG

pois ¢ é sobrejetor. Como f € Endgrg(S) entdo of = fo e portanto

S erlole) = oL er) = ¥ aleor

r€G 7€G T€G

Y o(s,)r(0(s)) , para quaisquer s€ S, 0 € G .
T€G '

I

Mas, para todo t € S, t = o(s) para algum s € S. Portanto temos

Y s.7(t) =) ols;)r(t), para quaisquer t€ S, 0 €G,
T€G TEG
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donde segue que
¢ (Z s,u,) = Z $,T = 2 o(s;)T=¢ (Z a(s,)u,) ,
T€G T€G T€G T7€G
para todo 0 € G. Como ¢ ¢ injetor, obtemos Y .cq S;ur = Y ,eq0(Sr)ur €
consequentemente s, = o(s,), para quaisquer ,7 € G, ou seja, s, € S¢ = R,
para todo 7 € G. Isto mostra que a € RG e por conseguinte Endpg(S) C
#(RG). Reciprocamente, se a = ¥, ¢ rru, € RG entdo

Halols) = X rorlole)) = (X rotr(e)

T7€G T€G

= 7T rre)) = ovta)e),

T7€G
para quaisquer s € S, 0 € G, ou seja, ¢(a) € Endrg(S). Disto concluimos
que

EndRG(S) = ¢(RG) ~ RG .
Desta forma temos mostrado o seguinte teorema:
Teorema 4.8: Toda extensdo abeliana S de R, com grupo de Galois G, €

um RG-mddulo projetivo finitamente gerado de posto 1.

Corolério 4.9: Seja S uma ezxtensdo abeliana de R com grupo de Galois
G. Se R € corpo entao S ~ RG como RG-médulos.

Demonstragao:
E suficiente observar que se R é corpo, entao RG € anel semi-local. O

resultado decorre entdo do Corolario 4.3 e do Teorema 4.8. [ ]

Uma extensdo galoisiana S de R com grupo de Galois G é dita ter base

normal se existe s € S tal que {o(s) |0 € G} é base de S como R-médulo
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livre. Isto é equivalente a dizer que S ~ RG como RG-mddulos. Portanto o

Corolario 4.9 pode ser reformulado da seguinte maneira:

Corolario 4.10: Seja S uma extensdo abeliana de R, com grupo de Galois

G. Se R € corpo entao S tem base normal.

Gracas ao Teorema 4.8 temos entao uma aplicacao
6 : T(G,R) — Pic(RG)

definida de modo é6bvio. Concluiremos esta se¢io mostrando que 8 é¢ um
homomorfismo de grupos abelianos.

Para diferenciar e condensar a notagao, denotaremos por @ (resp. )
o produto tensorial sobre R (resp. RG), por [S] (resp. [S]) a classe de
isomorfismo representada por S em T(G, R) (resp. Pic(RG)) e por x (resp.
* ) a operagao de multiplicagio em T(G, R) (resp. Pic(RG)).

Dados [S;],[S2] € T(G, R), definimos sobre S; ® S, a seguinte operagao:

(51@s2) 0 (51®s5) = Z 07 (51)51®0(s2)s}
0€G

Pode ser verificado facilmente que esta operacdo esta bem definida e que ela
define sobre S; ® S; uma estrutura de anel associativo e comutativo.

Seja e; € S;, t = 1,2, os elementos verificando tr(e;) = Y, eqo(e;) = 1

(ver Corolério 2.3.a). Entao,

e®l = €1®EU(62) = 20(61)®62 = 1Qe; ;

aeG c€G
(51®s2) 0 (e1®1) = Z o™ (s1)e1®a(s;) Z s1o(€1)R s,
c€G oc€G
= 8 (Z 0(61)) Qs = 51Qs; e
aEG
(e1®1) 0 (51@s2) = Z o 61 ®s2 = $1Qs; ;

o€G
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ou seja, ;@1 = 1@ ¢; é o elemento neutro para a operagao o.
Além disso, S; ® S; é uma R-dlgebra e G age sobre S, ® S, via a agao
o(s1 ® s2) = 0(s1) ® s2 = 51 ® 0(s2), 0 que da a estrutura de RG-mdédulo.
Ser € R é tal que ¢; @ r = 0, entao

1Qr= > o(e)® =ea® ) o(r) =|Glei®r =0 .

ceG ceG
Isto nos permite identificar R com ¢; @ R em 51 ® S,.
A aplicagao tr dada por

tr + 51052 — 51995,
51Qs2 Z o(51)®s2 = $1® Z o(s2) ,

o€G c€G

é R-linear e

tr(31®32) = 1®tr(81)32
= tr(e;)®tr(s1)s2 = e @tr(tr(sy)s;)
= e,@tr(si)tr(s2) € es®R = R.

Além disso, tr(e; @ e2) = €1 @tr(ez) = e @ 1. Portanto tr(S; ® S2) = R

e, considerando que tr é também (S; ® S,)¢-linear, obtemos
(SI®S2)G =R.
Consideremos agora a aplicagao

f (% ®52)6G — 5105
dsi®t — Y sie®t; .

Observemos que dados

a,a’ € (S ®5,)%° , a:Zsi@)ti , a':Zs; Gt;- ,
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temos
fla)o f(a’) = (Z s;el®t.-) 0 (Z 3§e,®t;)
- Z Z( )sie1®oa(t;)t )

oc€G 1,3

= (ZEU (sie1)s; ® o(ti)t )

o€G 1,3

= fIY (Tio7'(s)® a(ti))(zj 5:® t;)(a'l(e,) ® l)]

Lo €G
= f[(Sisi@t)(T;504)(Toec o er) ®1)]
= f(Zisiot)(T;s;et)] = f(ad)

Portanto f é uma aplicagdo multiplicativa. Além disso, f é claramente R-

linear e
flo(@)) = f(Lio(s) ®t) = f(Lisi ®a(ti))
= Zs;el®a'(t,~) = o(¥;sie1 @)
= a‘f(a) , para quaisquer o = Zs,- Rt e(5:1085)° e 0eG.

Isto mostra que f é um homomorfismo de RG-médulos e de R-algebras.
Pela Proposicao 3.3 decorre entao que f € isomorfismo de R-algebras e RG-

médulos. Consequentemente,
011+ [S2) = 0([(S1®52)°]) = [(S1®5,)]
= [S$i®%] = [Si] = [$2]
= 0([S1]) = 6([S2])
O que vimos acima pode agora ser sintetizado no seguinte teorema:
Teorema 4.11: A aplicagio § : T(G,R) — Pic(RG), dada por
o(1S)) = 51,
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€ um homomorfismo de grupos abeltanos.
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5 Teoria de Kummer

Dados um anel comutativo R e um grupo abeliano finito G, o Teorema

4.12 nos assegura a existéncia de homomorfismo de grupos

6 : T(G,R) — Pic(RG),
[S] — [S}, paratodo [S]€ T(G,R).

Notemos que ker 8 é formado pelos classe [S] das extensdes abelianas S de
R, com grupo de Galois G, que possuem base normal. Denotaremos esse
subgrupo ker § por NB(G, R). Assim temos a seguinte sequéncia exata de

grupos abelianos
1 - NB(G,R) 5 T(G,R) % Pic(RG).

onde ¢ denota a inclusdo canénica.

Observemos que se Pic(RG) = 1 entao T(G, R) = NB(G, R). Isto ocorre,
por exemplo, se R é corpo (ver Corolario 4.10 ou 4.11).

A sequéncia exata acima sugere-nos um caminho para o estudo do gru-
po T(G, R), isto é, uma forma de descrever tal grupo através dos grupos
NB(G,R) e (T(G, R)). Isto é o que faremos nesta secio para anéis R ve-
rificando certas condigbes especificas, proprias de uma teoria de Kummer.
Recordemos que a constru¢do do grupo T(G, R) nos da um funtor T'(—, R)
da categoria dos grupos abelianos finitos na categoria dos grupos abelianos,
o qual é aditivo (ver seciao 3). Consequentemente, gragas ao Teorema Fun-
damental para grupos abelianos finitos, podemos restringir nosso estudo ao
caso em que G é um grupo ciclico.

No que se seguira G denotara sempre um grupo ciclico de ordem n > 2 e

R um anel comutativo com identidade, verificando a seguinte condigao:
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(K): “Existe um elemento w € R* tal que w® =1el —w' € R",

paratodot=1,---,n—-1.”

onde R* denota o grupo multiplicativo das unidades de R.
Notemos que, se R satisfaz a condigdo (K), entdo podemos obter facil-
mente X" — 1 = []1¢;cn—1(X — «') em R[x] de onde resulta que
3 w=0e n=J[(1-w)€ER".
0<i<n-1 i#0
Esta secio se divide em trés partes, nas quais iremos mostrar que
R*
NB(G,R) ~ ———
G
0(T(G, R)) ~ Pic,,(R) = o subgrupo de expoente n de Pic(R) e
T(G,R) ~ NB(G, R) & Pic.(R) .

Para tanto, necessitamos de alguns resultados preliminares.

Denotemos por € o subgrupo ciclico de R* gerado por w. Seja G =
Hom(G, ) o grupo de caracteres de G com a multiplicagao usual. Eviden-
temente G é um grupo naturalmente isomorfo a G. Sejam ¢ € G e x € G
os geradores de G' e G respectivamente. Escolhamos x tal que x(o) = w.

Observemos que

0 se 1#£0

n se 1=0

> K@= ¥ ae)= % w*f={

0<j<n-1 0<j<n-1 0<j<n-1
para todo 0 < i < n — 1. De fato, se i = 0 o resultado é ébvio. Suponhamos

0 << n—1. Neste caso,

D D R o A ST
0<j<n-1 0<j<n—1 0<j<n—1
donde segue que (1 — w*) Yo<j<n—1 w” = 0 e consequentemente

Z wi=0.

0<i<n-1
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Para cada : = 0,---,n — 1 consideremos o elemento v; € RG dado por

vi==- Y. X)o7 .
0<j<n-1
Estes elementos sdo ortogonais dois a dois e tém soma 1. De fato,

> o

0<i<n~1 i g

I
|
™
™

Viv; = Y0 =

Il

1 i v; se 1=,
(—E:X( J)(Ul)) v = {
no

0 sei#yj.

Portanto, RG = @®o<i<n-1Rv; e Rv; ~ R como anéis, para todo 0 <7 <
n —1. Disto decorre entédo que Pic(RG) =~ Pic(R") ~ (Pic(R))" como grupos
abelianos.

Seja agora S uma extensao abeliana de R com grupo de Galois G. Entéao

S é um RG-médulo projetivo de posto 1 (cf. Teorema 4.9) e
S = RG.S = @o<i<n-10iS = Do<i<n-1Pys

como R-médulos, onde P,i = ;S = {1 Yocrcn-1 X7 (0%)o*(s); s € S}.
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Usando localizacao e o Teorema 2.2.a, podemos ver facilmente que S é
um R-moédulo projetivo de posto n = |G| e, consequentemente, P,i é um
R-médulo projetivo de posto 1. Portanto [P,:] € Pic(R), para todo 0 <1 <

n — 1. Também pode ser visto facilmente que
P = {s € S;0(s) = X'(0)s} -
Além disso, P,i P,; = P,i+;,0 < 1,5 <n—1. De fato, se s € P, P,, entdo
s=3Skly,comsy € Piety € P, e

o(s) = o(sp)o(te) =) X (0)skx’ (o)t = X H(0)s .
k

k
Reciprocamente, se s € P+, entdo o(s) = x**7(o)s, donde segue que o*(s) =
x't/(c*)s e consequentemente
s=— Y x "+ (ok)o*(s) .
T o<k<n-1
Agora, como S é extensao galoisiana de R, com grupo de Galois G, pelo

Teorema 2.2.c existem z;,y; € S, 1 <1 < m, tais que

Z zi0t(y) = oy -
!

Entao
s =Y no'(y)o'(s)x (") e,
Lt
portanto,
1 —(iti
s = =Y x ) (0k)ok(s)
n %
= 23 (k) (Z 210" (y1)o'(s)x ™! (0‘))
% 1t
1

= L3 oMok (a)oH )o ()X (o)
k1t

.

1

1

n

ZX‘i(gk)Uk(a',)) (%Zx‘j(o’k+1)a’k+t(nsy1)) €P .'PX_, .
k

k+t
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Disto resulta que P, = P)‘; e portanto P} = Pi» = {s € S;0(s) =
x"(o)s =s} =S°=R.
No que se seguira, o simbolo ® denotara sempre o produto tensorial sobre

R.

Consideremos agora
H o PX‘®PXJ — Pxi+J :PXiP).]

a aplicacdo induzida pela multiplicacio de S. E imediato que g € um ho-
momorfismo sobrejetor de R-médulos e desde que P, @ P,, e P+, sao R-
modulos projetivos de posto 1, segue-se, por localizagao, que y é um isomor-
fismo (ver Corolario 4.5). Portanto P,. ® P, >~ P.+,.0 <4, <n—1,e por

consequéncia existe um isomorfismo de R-médulos.
(P)E" ~ Pn~ =R, ousea, [P] € Pic,(R),

onde (PX)®i denota o produto tensorial

Px ®"'®Px .

i vezes

Portanto,
S~ @OSiSn—IPf;' i~ @051’571—113; )
com P, € Pic,(R).
Suponhamos agora que S’ seja um outro representante da classe [S] €

T(G,R). Entao existe um isomorfismo de R-dlgebras h : S — S’ tal que
ho = oh. Sejam f = hIPX e

1
Pl=vS"={= > xUo")o*(s');s' € §'} = {s' € §0(s) = x(0)s'} .
M ock<n-1
Logo, para todo s € P,, temos o(f(s)) = a(h(s)) = h(o(s)) = h(x(c)s) =
x(o)h(s) = x(o)f(s) e portanto f(P,) C P;. Reciprocamente, para todo
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s' € P, existe s € S tal que s’ = h(s) e de o(s') = x(0)s’ resulta que
h(o(s)) = oh(s) = a(s') = x(0)s’ = x(o)h(s) = h(x(c)s) donde segue que
o(s) = x(o)s, pois h € injetor. Portanto f = hIPX : Pk — P, éum
isomorfismmo de R-mdédulos. Isto mostra que se [S] = [S'] em T(G, R) entao
[Ps] = [Ps’] em Pic,(R) onde Ps = v;S e Psi = 1, 5.

Finalmente, dados [S;], [S:] € T(G, R),

_ i _ J
S1 = Bocicn-1Ps, € S2 = Dogjcn-1P5, »

temos S1®S5; = 69,-,ng1®sz. Seja T = (S;®52)*¢. Um elemento s € $;®5,,
s = 3,81 ® $2; com $y; € Pg, e sy € sz, pertence a T se, e somente
se, (671,0)(s) = s ou, equivalentemente, (¢71,0)(s1; ® s2;) = 1 @ 325,
0<1i,7<n-1. Mas
(071,0)(s1: ® 825) = X7 (0)s1: ® X (0)s2;
= X(j_i)(a)sn' ® 825 = W is @ S2j .
Logo, (671, 0)(s1: ® s2;) = s1: @ 525, 5, € somente se, w ~'s); @ s2; = 81; Q ;
se, e somente se, (W ™' — 1)s); ® sy; = 0, donde decorre, por localizagao, que
(6™ 0)(s1: ® 82;) = $1: @ Sa;

se, e somente se, ¢ = j. Portanto s € T = (S; ® 53)°C se, e somente se,

S = Z 813 ® So € @05:’571-—11);‘1 @ P.éz ’

0<i<n-1

0 que mostra que
(51 ® 52)°C = Brcicn-1Ps, ® P§, ~ Bicicn1(Ps, @ Ps,)' .

O que vimos acima mostra que existe, de fato, um homomorfismo de
grupos abelianos § : T(G,R) — Pic,(R) dado por 8([S]) = [Ps] = [v19].

Notemos também que esse homomorfismo depende do caractere x escolhido.
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Vejamos agora como esse homomorfismo 6 se relaciona com o homomor-
fismo @ considerado no inicio desta segao.

Observemos que a decomposicio RG = @oci<n—1Rvi, com Rv; ~ R,
vista inicialmente, acarreta a decomposicao P = RG.P = @oci<n-1viP,
para todo [P] € Pic[RG], 0 < i < n — 1. Desde que RG é um R-médulo
livre de dimensdo n = |G|, também pode ser visto, por localizagido, que
[v,P] € Pic(R), 0 £ i < n— 1. Isto induz um isomorfismo de grupos
abelianos

Pic(RG) k3 (Pic(R))" ,

[P] = ([viPDogign-1 -

Considerando ainda a proje¢do candnica dada por
71 . (Pic(R))" — Pic(R),
([Phgicn-1 = [P1],

obtemos a seguinte sequéncia de grupos abelianos

Y
T(G,R) 2 Pic(RG) 5 (Pic(R))" 3 Pic(R) .
A composi¢ao desses homomorfismos nos da o homomorfismo d. Ainda mais,
6(T(G, R)) C Pic,(R). Notemos também que
$6(1S]) = ([Psogicn-1 = ([P§ Nogicn-1

em (Pic(R))"® e que portanto a restrigio de m; a ¥8(T(G, R)) é injetiva.
Disto segue facilmente que ker§ = ker6 = NB(G, R) e que (T(G,R)) ~
0(T(G, R)).

Assim obtivemos uma nova sequéncia exata de grupos abelianos, mais

precisa que aquela considerada inicialmente. Esta sequéncia é a seguinte:

1 — NB(G,R) & T(G,R) % Pic.(R).
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Teorema 5.1:

Demonstragao:

Seja [S] € NB(G, R) = ker §. Entao Ps ~ R, como R-médulos, e portanto
existe € Ps livre sobre R e tal que Ps = Rr. Além disso, Rt" = P = R
e por conseguinte existe A € R tal que A" = 1. Como o(2") = o(a)" =
(wz)* = w"z", entao z" € R. Disto segue que 2" = u, para algum u, € R" e
consequentemente r € S*. Suponhamos agora que S’ seja outro representante
da classe [S]. Entao, da forma como vimos acima Pss = Rz’, para algum
' € 5™, com ™ = ug € R*. Como [S] = [5'], existe um homomorfismo
de R-dlgebras h : § — S’ tal que ho = oh. Pode-se ver facilmente que
h(Ps) = Ps: e portanto f = h|p : Ps — Ps ¢ um isomorfismo de R-
moédulos. Se f(x) = Az’ entdo A € R* e ANugr = A"2™ = (Ad')* = f(2)" =
h(z)" = h(a") = h(us) = us. Disto segue que [us] = [ug/] em R*/(R")",
onde

(R)" ={u™;ue R*}.

Portanto temos uma aplicagio (bem definida) ¢ : ker§ — R*/(R*)™.
Dados [S;] € kerf, com Ps, = Rz; e ? =ug, € R, 1 =1,2,seT =
(81 ® S;)%¢ entdo

Pr = Ps, @ Ps, = Rt1 @ Rz, = Rt1 Q2 e (21 ® 22)" = us,us, -

Portanto o([S1] * [52]) = [us][us,] = ¢([S1])#([S2]), 0 que mostra que ¢ ¢

um homomorfismo de grupos abelianos.
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Se [S] € kerp e Ps = Rz entao existe A € R* tal que z" = A". Isto nos

permite definir um homomorfismo de R-algebras f#: S — R, dado por

B( Z r,-:[") = Z i\ (notemos que S = @OSiSn—lRTi)-

0<i<n—1 0<i<n-1

Seja agora v : S — Eg(R) a aplicagao dada por

wWs)= 3 Blo7'(s))es ,

0<i<n—1

onde Eg(R) = @o<i<n-1R¢,: representa o elemento neutro de T'(G, R) (ver
secao 3). E facil ver que a aplicagdo v é um homomorfismo de R-algebras
que verifica yo = o7. Portanto, pela Proposi¢ao 3.3., [S] = [Eg(R)]. Isto
mostra que ¢ € injetor.

Seja [u] € R*/(R*)" e consideremos a R-algebra S = R[x]/(x" —u) =
R[] = @ocicn-1R7’, onde z = x + (x — u). Sobre S definimos a agdo de G
dada por o(z') = w'z’, 0 < i < n—1. Agora, se s € S¢ entdo s = 3, riz’
e a(s) = s, o que implica ¥, r;z' = ¥, riw'z’ e consequentemente, r; = w'r;,
0 <i<n-1. Desde que (1 —w') € R*, obtemos r; = 0.1 <i<n-1
es=ry € R Logo S¢ = R. Além disso, o'(z) — z = (w' — 1)z € S*,
1 <1< n-1. Pelo Teorema 2.2.d, S é uma extensao abeliana de R com
grupo de Galois G. Por construcio, [S] € ker§ = NB(G, R) e ¢([S]) = [u], o

que mostra que ¢ € sobrejetor. Portanto
¢ : NB(G,R) =ker§ — R*/(R*)"

€ um isomorfismo. |

Teorema 5.2:
0(T(G, R)) ~ Pic,(R) .

88



Demonstragao:
Desde que 6(T(G, R)) ~ 6(T(G, R)) é suficiente verificarmos que

6(T(G, R)) = Pic,(R) .

Para mostrar que 8 é sobrejetor procederemos de forma analoga ao que vimos
acima na demonstracdo de que ¢ é sobrejetor. Para cada [P] € Pic,(R) con-
sideremos o R-moddulo Sp = GBOSiSn—lP@i' Sobre esse médulo Sp definimos a

multiplicacdo seguinte (é suficiente defini-la sobre os elementos homogéneos

de S):

(51®@- @)t C--®t;) =
519 8siQL® - Qt se 1+j<n
v($19 8L Q- Q) se 1+j=n
V(1@ @iQU @ Q)1 Q- - Ot; sei+j>n

onde v : P®" 5 R é o isomorfismo de R-médulos dado (notemos que [P] €
Pic,(R)). Pode ser visto facilmente, via localizagao, que esta multiplicacao
define sobre Sp uma estrutura de R-algebra associativa e comutativa, com
elemento identidade. Observemos que localmente Sp é exatamente a R-
dlgebra R[x]/(x™ — v(x")), onde P = Rz, construida na demonstragao do
teorema acima. Efetivamente Sp é o quociente da R-algebra tensorial T'(P) =
GBQOP@" pelo ideal gerado pelos elementos da forma s — v(s), s € P®".
Notemos que essa estrutura de R-algebras sobre Sp depende do R-mddulo P
e do isomorfismo v : P®" — R.

Definimos a agéo de G sobre Sp dada por o(z;) = w'z;, para todo z; €
P&, 0 <i<n-—1. Desde que (1 —w') € R*, pode ser visto facilmente

que S§ = R. Além disso, se supomos que existem 1 < ¢ < n—1 e um

89



ideal maximal m de Sp tais que o'(s) — s € m, para todo s € Sp, entdo

0'(s) — s € m, para todo s € P, ou seja,
(W' —1)s € m, paratodo s€ P,

o que acarreta s € m, para todo s € P. Neste caso, temos R = v(P®") =
P* C m o que é um absurdo. Portanto, pela Teorema 2.2.d, Sp é um
extensao abeliana de R, com grupo de Galois G, ou seja, [Sp] € T(G, R).
Por construcao, 8([Sp]) = [P). [ |

Teorema 5.3:

T(G, R) ~ NB(G,R) @ Pic.(R) .

Demonstragao:

Do que vimos no teorema acima a sequéncia de grupos abelianos

1 — NB(G,R) & T(G,R) 5 Pic,(R) — 1
é exata. Logo para demonstrarmos este teorema € suficiente mostrarmos que
essa sequéncia cinde. Observemos que Pic,,(R) pode ser decomposto em um
produto direto de grupos ciclicos, isto é, Pic,(R) = [I ea([Ps]). Para cada

A € A, fixamos o R-médulo P, e um isomorfismo de K-mddulos
fr : PP = R (my = O([P\]), mady =n) .

Denotemos vy = fi* : P®" — R. Entio cada elemento [P] define um R-

, ! .
médulo fixo P = [ ep P € um isomorfismo

V:Hllf\'\IP@n——)R

A€EA
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(0 <1y <my el, =0, exceto para um nimero finito de A € A). Associamos
ao elemento [P] a classe [Sp] € T(G, R) representada pela extensao abeliana
Sp conforme construida na demonstragao do Teorema 5.2. Desta forma temos
definido uma aplicagdo 8’ : Pic,(R) — T(G,R) que obviamente verifica
0 0 0’ = id. Pode ser visto facilmente que ' é um homomorfismo de grupos,

o que conclui a demonstragao. |
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