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Introdução 

O objetivo deste trabalho é o estudo da função de Hilbert, principal­

mente no caso de uma k-álgebra homogênea. Essa função surgiu em 1890 

quando Hilbert lançou seu famoso paper "Uber die Theorie der algebraischen 

Formen". 

Um dos principais conceitos em Geometria Algébrica é o de dimensão de 

uma variedade. O que sabemos é que tal conceito é essencialmente uma noção 

local e que, para um anel local, a função de Hilbert nos dá a sua dimensão. 

No capítulo 1 veremos a definição de função de Hilbert e sua aplicação 

na teoria da dimensão de anéis Noetherianos locais. Este estudo foi baseado 

em [1], capítulo 11. 

No capítulo 2 o nosso interesse é calcular a função de Hilbert do anel de 

coordenadas de uma variedade projetiva, isto é, calcular a função de Hilbert 

de SI I com I ideal homogêneo de S = k[x1 , • • · 1 Xn], pois o grau do polinômio 

de Hilbert é a dimensão da variedade projetiva definida por I. 

Usando as noções de ordem monomial e base de Grõbner, veremos que 

a função de Hilbert de S/I coincide com a função de Hilbert de S/(LT(I)) 

onde (LT(J)) é um ideal monomial. Em seguida veremos dois métodos de 

como calcular a função de Hilbert de SI I com I ideal monomial. Nesse 

capíulo, nossos estudos foram baseados principalmente em [2], capítulo 2, [3] 

e [4], capítulo 5. 

No capítulo 3 veremos condições para que uma função numérica 
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h : N -+ N seja uma função de Hilbert de uma k-álgebra homogênea, com k 

corpo infinito. Nesse capítulo, nossos estudos foram baseados em [4], capítulo 

4. 
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Capítulo 1 

Função de Hilbert e sua 

apiicação na teoria da 

dimensão em anéis 

O nosso objetivo neste capítulo é introduzir a noção de função de Hilbert 

de um módulo graduado e estudarmos sua aplicação na teoria da dimensão 

em anéis. 

1.1 Anéis e Módulos Graduados 

Nesta seção, daremos algumas definições básicas para o estudo da função 

de Hilbert. 

Definição 1.1.1: Um anel graduado A é um anel com uma famflia (An)nEZ 

de subgrupos aditivos de A tais que A= EElnEZAn e AmAn Ç An+m para todo 

n,mEZ. 

Observações: 
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(1) Nesta dissertação, vamos trabalhar com anéis que possuem uma gradu­

ação positiva, isto é, An = (O) para todo n < O. Assim, daqui em diante, 

salvo observações, A será um anel com graduação positiva. 

(2) Note que Ao é um sub-anel de A pois a, b E Ao, como Ao é subgrupo 

então a + b E At:,. Temos ainda que ab E A0 At:, Ç A 0 • 

(3) Todo An, n 'f:. O é um Ao-módulo, visto que AoAn Ç An. 

Definição 1.1.2: Seja A um anel graduado. Um A-módulo M é dito gra­

duado se existe uma família de subgrupos aditivos (Mn)n~o de M tais que 

Um elemento não nulo x E M é dito homogêneo de grau n se x E Mn-

Observação: Tendo em vista a definição de M temos que se x E M então 

00 

X= Í: Yn, Yn E Mn e Yn é quase sempre nulo. 
n=O 

Proposição 1.1.8: Para um anel graduado A, as seguintes afirmativas são 

equivalentes: 

1. A é um anel Noetheriano, isto é, todo ideal é finitamente gerado; 

u. At:, é Noetheriano e A é uma At:,-álgebra finitamente gerada. 

Demonstração: 

(ii)=(i) Teorema de Base de Hilbert (A.l.l). 

(i)==>(ii) Seja A+ = EB~= 1 An. Temos que A+ é um ideal de A e temos 

também que 
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Logo ~ é Noetheriano. 

A Noetheriano então At é finitamente gerado. Sejam x 1 , • • ·, X 11 os gera­

dores de At e podemos supor que são homogêneos de grau k~, · · · , k11 respec­

tivamente. 

Afirmação: A= ~[x 1 ,···,x.]. 

Por construção Ao[x1,···,x.] C A. Mostremos, por indução em n, que 

An Ç Ao[xb · · ·, x"] Vn. 

Para n = O é verdade. Suponhamos que o resultado vale para qualquer 

número menor do que n e n ;:::: 1. Então 

• 
y E An ::::} y E At ::::} y = L ai X i onde ai E An-k; . 

i= I 

Logo, ai E A0 {x1 , • • · 1 x"] Vi por hipótese de indução e portanto, como 

Ao[xt, · · ·, x~] é anel, temos y E Ao[x~, · · ·, x"]. 

Portanto An Ç Ao[xl! · · ·, x"] Vn e assim A= Ao[xl! · · ·, x"J. • 

1.2 A função de Hilbert 

Seja A= ffi;::'=oAn um anel Noetheriano graduado. Por (1.1.3) temos que 

A=~[x 11 ···,x 11 ] onde xiEAk;i=1,···,s. 

SeM é um A-módulo graduado finitamente gerado, então M é gerado por 

um número finito de elementos homogêneos mj (1 S j S t) onde mj E Mrr 

Temos também que todos os Mn são Ao-módulos finitamente gerados. 

Definição 1.2.1: 

1. Seja C uma classe de A-módulos e .X uma função em C com valores em 

Z. A função ..\ é aditiva se, dada uma seqüência exata 

0--....+M'--....+M--....+M"--....+0 
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com M,M',M" em C, tivermos À(M')- À(M) + À(M") ~O. 

n. Seja M um A-módulo e ). uma função aditiva, a função de Hilbert de 

M, com À fixa, é dada por 

H,(M,·): N__,z 

n ~ H(M,n) ~ À(Mn) 

Observação: Na definição mais geral de uma função aditiva,). pode assumir 

valores em um grupo abeliano qualquer. Porém neste trabalho, À sempre 

assumirá valores em Z. 

Definição 1.2.2: A série de Hilbert de M com respeito a À é dada por 

= 
HM(t) ~ LH(M,n)t" E Z[[t]]. 

n=O 

Teorema 1.2.3 (Hilbert-Serre): HM(t) é uma função racional da forma 

f(t) 
m~,(l - t'•) , onde f(t) E Z[t] e k; ~grau X; (A~ Ao[x, ... , x,]) 

Demonstração: 

Façamos por indução sobres, o número de geradores de A sobre A0 . 

s=O===?A=Ao eportanto An=OVn>O. 

Ternos que M é um A-módulo finitamente gerado então M é um 

A0-módulo finitamente gerado, isto é, 

M = Aom1 + · · · + Aomt , com mi E Mr, . 
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Logo, para n > máx{ri, i= 1, · · ·, t} temos que Mn = O. Assim HM(t) é um 

polinômio como queríamos. 

Suponhamos s > O e que o resultado valha para s - 1. Seja o A-homo· 

morfismo entre os módulos Mn e Mn+k, dado por 

a ~-----+ x,a 

Temos então a seguinte seqüência exata 

(1.2.4) 

onde 

- ker<p, e 
Mn+k, 

<p,(M.) . 

Seja K = EEl~=O/{n e L = EEl~=oLn onde Ln = Mn se n < k., e se n ;:::: k.,, 

Ln ~ L(n-k,)+k, ~ (M" ) . 
'P• n-k. 

Seja 1/J, : 

ker,P, ~{mE M; ,P,(m) ~O} 

m E M ;;::} m = Y1 + · · · + Yn com y; E Mr; 

x.,m =O::::} XsYl + · · · + XsYn = O 

Assim XsYi E M.,+r; n L Mrj => X8Yi =o ;;::} Yi E Kr, => m E K. 

Assim ker(,P,) ~ [{. 

Temos também que 
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M -.!... L onde m = y· + · .. + y· + x · + · .. + x · IJ tr Jl Js 

<!>( m) = y,, + · · · + Y•. + x;, + · · · + x;, 

onde Xj, = Xj1 + X 8Mj,-k,· t é sobrejetora e kerclt = x.,M e portanto 

M 
L"'--· x,M 

A é Noetheriano e M é finitamente gerado então M é Noetheriano. Logo K 

e L são também A~ módulos finitamente gerados. 

Temos ainda que x.,K = (O) e x.L = (O) e então podemos dizer que I< e 

L são Ao[xt, · ·· ,x,_t]·módulos finitamente gerados. Aplicando À em (1.2.4) 

temos 

.\(K.)- .\(M.) + .\(Mn+k,)- .\(L.+,.)= O 

Multiplicando por tn+k, e somando sobre todos os n teremos 

:~::>(K.)t"+k,- L.\(MnJt"+'• + L.\(Mn+k.Jt•+k, 
n n n 

-L .\(L.+,.Jt"+'· =o 
n 

n 
k~-1 k,-1 

- L .\(M.)t" + L .\(M.)t" = o 
o o 

=? t'· HK(t)- t'· HM(t) + HM(t)- HL(t) =o 
=? (!- t'•)HM(t) = HL(t)- t'• HK(t) 

e por hipótese de indução temos que o resultado é válido para L e para K e 

portanto é válido paraM. • 
Definição 1.2.5: Nas condições do teorema acima, definimos d;.(M) como 
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sendo a ordem do polo t = 1 da função racional HM(t). 

Corolário 1.2.6: Se ki = 1 Vi então para n suficientemente grande, t\(Mn) 

é um polinômio em n (com coeficientes racionais) de grau d - 1 onde 

d = d,(M). Se d =O, .I(M.) é zero para n grande. 

Demonstração: 

Por (1.2.3) temos que .I(M.) é o coeficiente de t• em f(t)(!- t)-•. 
Cancelando-se as potências de (1-t) que aparecem em f, podemos supor 

s =de f(!) ;f O 
N 

J(t) = E a,t' . 
k=O 

Lembrando que em Z[[t]] (I - t)-' é inversível e 

(I- tf' =E - t' temos (A.1.2) 
00 (d+k I) 

k=O d-1 

" n I ( N ') ( ( d + k - I ) ') L.. .I(M.)t = f(t) (I _ t)' = Lk=O a,t L:~o d _ 
1 

t 

Assim, se n 2: N temos que 

.I(Mn) = -ta, ( d + n- k- I ) 
k=O d-I 

e a soma do lado direito é um polinômio em n de grau d- 1 com coeficiente 

líder 1?t_:j, 7' O(!(!) 7' 0). • 

Observação: O polinômio que aparece em (1.2.6) é usualmente chamado 

polinômio de Hilbert de M associado a À. 

Proposição 1.2.7: Se x E Ak não é um divisor de zero em M, isto é, 
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xm = O => m = O, então 

d(;~) = d(M)- I . 

Demonstração: 

Na prova de (1.2.3) em (1.2.4) substitua x., por x. Desta forma/{= O e 

concluímos o resultado. • 

Observação: Tome A 0 anel Artiniano. Sabemos que se N é um A0-módulo 

finitamente gerado, então o comprimento de N é finito, isto é, l(N) E N. 

Logo, o teorema de Hilbert vale quando tornamos À = I e A = EBAn anel 

graduado, com Ao Artiniano e M um A0-rnódulo finitamente gerado. 

Exemplo 1.2.8: 

Seja A = k[xt, · · · , xm] o anel de polinômios com k corpo. Temos que 

A = EBAn, onde An é o k espaço vetorial gerado pelos monômios x~ 1 
• • • x~m 

tais que Lf=t ai = n. 

Tomando À = dim de An como k-espaço vetorial temos que 

dim,(An) = ( m+n-1) 
m-1 

(A.l.3) . 

Logo 

00 

L dim,(An)tn 
n=O 

f= ( m + n - I ) tn 
n=O m- 1 

(I - i)-m 

. I 
As"m HA(t) = ( ) 1-tm • 
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1.3 Teoria da dimensão de anéis Noetheri-

anos 

Uma vez vista a definição de função de Hilbert, vejamos corno ela se aplica 

na teoria de dimensão em anéis Noetherianos. 

Definição 1.3.1: Um anel local é um anel A com um único ideal maximal. 

Geralmente denotamos por (A,m) local onde m é o ideal maximal. 

Definição 1.3.2: Seja A um anel e A um ideal de A. Definimos o anel 

graduado associado a A como sendo o anel graduado 

G(A) = G_,.(A) = EB::"=o A~:, (A0 = A) 

A multiplicação em G(A) é definida da seguinte forma: Para cada 

Esta é uma operação bem definida pois 

X X - x' X E Am+n+l n m n m 

X x' - x' x' E Am+n+t m n n m 

e juntando os dois resultados acima temos que 

Definição 1.3.3: Seja A um anel Noetheriano e M um A-módulo e A um 

ideal de A. Temos as seguintes definições: 

11 



1. Uma cadeia (infinita) 

M = Mo 2 M, 2 M, 2 · · · 2 M. 2 · · · 

de submódulos de M é chamada A-filtração de M se AM. Ç Mn+l 

para todo n. Se .AM, = Mn+I para n suficientemente grande, então 

(M,) é chamada uma filtração estável. 

u. Dada (Mn) uma A-filtração de M, definimos 

G(M) = EB::"=o ::· 
n+l 

que é um G_.(A)-módulo. Temos ainda que G.(M) = M • . 
Mn+l 

Teorema 1.3.4: Seja A um anel Noetheriano local, m seu ideal maximal, Q 

um ideal m-primário (A.l.4), M um A-módulo finitamente gerado e (M,) 

uma Q-filtraçã.o estável de M. Então: 

1. ~ .. é de comprimento finito Vn ~ O; 

u. Para n suficientemente grande, este comprimento é um polinômio g( n) 

de grau ::; sem n, onde s é o número rrúnimo de geradores de Q; 

m. O grau do coeficiente líder de g(n) depende somente de Me Q e não 

da filtração escolhida. 

Demonstração: 

(i) Seja G(A) = EB::"=oQ~f,; G(M) = EB::"=o~:,. Temos que G0(A) = ~ 
é um anel Artiniano pois é um anel Noetheriano de dimensão zero. 

Temos lÚnda que G(A) é Noetheriano e G(M) é um G(A)-módulo finita­

mente gerado (A.!.5). 
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Cada Gn(M) = ;~n é um A-módulo finitamente gerado, anulado por Q 
,....n+l 

e portanto são (á)-módulos finitamente gerados. Visto que(~) é Artiniano 

então Gn(M) são de comprimento finito (A.1.6). 

Afirmação (1): ::n é de comprimento finito \In. 

Façamos por indução: 

Para n = O nada temos a fazer, pois 

M M 
Mo= M N (O)· 

Suponhamos que MM é Artiniano e mostremos que ~ também o é. A 
n-1 J>'ln 

seqüência 

é exata. 

o __, M 
Mn 

M __, o 
Mn-1 

(1.3.5) 

E como MMn-t = Gn-t(M) é Artiniano e por hipótese de indução MM 
n n-1 

também temos que ::n é Artiniano (A.1.7). 

Assim, ;:, também é de comprimento finito. 

Afirmação (2): 

Novamente por indução. 

Para n = O não temos nada a fazer pois 

lo= I (;:J = I( O)= O . 

Suponhamos o resultado válido para n- 1 e n ~ 1. Por (1.3.5) temos 
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Logo 

{1.3.6) 

(ii) Se Xt, · · ·, x, gera Q, as imagens X i= x1 +~geram G(A) como uma 

~-álgebra (A.1.5) e cada x; tem grau I (G{A) = ~[x" · · ·, x,]). Por {1.2.6) 

temos que para n suficientemente grande, 

I ( M. ) = f(n) é um polinômio em n de grau ::;_ s- 1 . 
Mn+l 

De {1.3.6) vem que 

ln+I -I.= I(_~:,) = f(n) . 

Assim temos que l( n) é um polinômio g( n) de grau ~ s para n suficiente­

mente grande. 

(iii) Seja (M.) outra Q-filtração estável de M e seja g(n) = {~'J 

Então existe n0 E N tal que 

Utilizando--se a seqüência exata 

M 
O --+ ker tp --+ -.,-''--'--

Mn+no 

M 
~ --+ O temos 

.M. 

I( M )>I(~) 
Mn+no - M,. 

=? g(n+no) 2ii(n) 

Com raciocínio análogo, chegamos a g(n + n0 ) 2::: g(n). 

!í(n+no) 2:g(n) =:. 

l
. g(n+no) 
lffi = 1 ::::} ·-= g(n) 

14 
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g(n+no) ~g(n) =} 
_I_> I 
g(n) - g(n +no) 

=} g(n) > g(n) 
g(n) - g(n +no) 

lim g(n) = 1 
n-+oo g(n +no) 

=} lim g(n) >I . 
n-= g(n) -

Logo 

lim g(n) = 1 =} degg = degg 
n-= g(n) 

e 

e g e g têm o mesmo coeficiente líder. • 

Observações: 

i. O polinômio g(n) correspondente à filtração (Qn M) é denotado por 

x~(n) =I (:M) 
para n suficientemente grande. 

n. SeM =A então 

e é chamado de polinômio característico do ideal m-primário Q. 

Corolário 1.3.7: Para n suficientemente grande, o comprimento l(~n) é 

um polinômio XQ(n) de grau :<:; s, onde sé o número mínimo de geradores 

de Q. 

Demonstração: Imediata de (1.3.4) tomando-seM= A e Mn = Qn A. • 

Proposição 1.3.8: Seja A anel local, m seu ideal maximal e Q um ideal 

m-primário. Então 
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Demonstração: 

Como A é Noetheriano, todo ideal contém uma potência de seu radical. 

Logo, existe r tal que 

l (~) > l (_i_) > l (_i_) ,.- Q"-" m m 

isto é 

Xm(n) :S xQ(n) :S Xm(rn) 

para n suficientemente grande. Assim, sendo a o coeficiente líder de Xm(n) 

e d = deg (Xm(n)) temos 

Portanto 

I < XQ(n) < Xm(rn) e 
- Xm(n) - Xm(n) 

lim Xm(rn) =r' . 
n-= Xm(n) 

I< lim XQ{n) :S r' 
- "-00 Xm(n) 

e então deg(xQ(n)) = deg(xm(n)) 

• 
Observação: O que o teorema nos diz é que os polinômios xdn) possuem 

o mesmo grau, independentemente da escolha do ideal m-primário Q. 

A partir daí, temos a seguinte definição: 

Definição 1.3.9: Definimos d(A) = degxQ{n), onde Q ideal m-primário 

qualquer, para n suficientemente grande. 

Definição 1.3.10: Sendo A anel Noetheriano, definimos 
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(i) 

(ii) 

6(A) = min ' 
{ 

k E N · 3x"···,x, E A e (x"···,x,) = Q,} 
com Q ideal m-primário 

dim(A) = 5up{k; 3m1'o C 1', C · · · C 1',; 1'; E Spec(A)} . 

onde Pi C 'Pj denota 'Pi está estritamente contido em 'Pj· 

O nosso objetivo é mostrar que para um anel Noetheriano local A vale 

ó(A) = d(A) = dim(A) . 

Vejamos antes uma série de proposições que nos ajudarão a demonstrar tal 

resultado. 

Proposição 1.3.11: 6(A) 2: d(A). 

Demonstração: 

6(A) = k então existe Q ideal m-primário tal que Q é gerado por k 

elementos. Porém, por (1.3.4)(ii) temos que 

Porém, por (1.3.8) temos que 

deg xQ{n) = d(A) . 

Logo d(A) ~ 6(A). • 
Proposição 1.3.12: Seja A anel Noetheriano local, m seu ideal maximal e 

Q um ideal m-primário. SejaM um A-módulo finitamente gerado e x E A 

tal que x não é divisor de zero de M (xm =O ::::} m =O) eM'= x~. 

Então 
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i. deg(~') :<:; deg(x~)- 1 

ii. d ( 1 ~l) :<:; d(A)- 1. 

Demonstração: 

(i) Tome N = xM. Temos que N "'M como A-módulo. 

Seja Nn = N n Q 11 M. Temos as seguintes seqüências exatas 

N M 
0->-->---> 

N. Q•M 

Se pusermos g( n) = l( J:..) temos que para n suficientemente grande 

g(n)- x~(n) + x~'(n) =O. 

Pelo lema de Artin-Rees (A.1.9) temos que (N.) é uma Q-filtração estável 

de N. Como M oe N por (1.3.4){iii) implica que g(n) e x~{n) tem o mesmo 

coeficiente líder. Logo 

(ii) Tome em {i) M = A. • 
Proposição 1.3.13: d(A) 2: dim(A). 

Demonstração: 

Façamos por indução sobre d = d(A). 

Se d = O ==> g( n) = l ( : .. ) é constante para n suficientemente grande. 

Temos a seguinte seqüência exata 
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e portanto 

I -- -1- +I --( A ) (A) ( m" ) 
mn+l - mn mn+l :;. t(mn::1 ) =0 · 

Logo mn = mn+l e pelo lema de Nakayama (A.l.lO) temos mn =O. 

Porém mn =O e A anel Noetheriano ]ocal, então A é Artiniano (A.l.ll), 

logo dim(A) =O. 

Assim já demonstramos o resultado para d = O. 

Suponhamos d > O e que o resultado valha para qualquer número menor 

do que d. 

Seja 'P0 C 'P1 C · · · C 'Pr uma cadeia de ideais primos de A. Tome 

x E 'P1 - 'P0 e faça 
I A I -A=- ex =x=x+'Po. 

Po 
Assim, x' =f O em A' e A' é um domínio de integridade e por (1.3.12)(ii) 

temos 

d ( ::) ~ d(A')- I . 

Temos que m = m + 'Po é o único ideal maximal de A' e mais ainda 

A A' 
'P: m" __. (m)" 

é sobrejetora e portanto 

I - >I --(A) (A') 
m" - (m)" 

Logo d(A) ::: d(A') pois 

d(A) < d(A') => l. Xm(n) O 
lffi -n-= xm(n)- ' 

isto é, para n grande 
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o que é um absurdo. 

Assim 

d (Ax,') <; d(A')- 1 <; d(A)- 1 = d -1 . 

Por hipótese de indução, qualquer cadeia de primos de ~; tem compri­

mento menor ou igual a d- 1. Porém, note que 

é cadeia de primos de comprimento r - 1 de A'. Logo r - 1 :S d - 1, isto é, 

T <; d. 

Logo, dim(A) <; d. • 
Proposição 1.3.14: Seja A anel Noetheriano local de dimensão d. Então 

existe um ideal m-primário em A gerado por d elementos x1 , • • • ,xd e, por­

tanto, dim(A) 2 é( A). 

Demonstração: 

Vamos construir XIJ · • ·, xd indutivamente de tal maneira que todo primo 

'P que contenha (x1 , • • ·, Xi) tenha altura maior ou igual a i. 

Tome x 1 de tal forma que x1 f/. UP, onde 'P é um ideal primo minimal 

de A. Note que se não existir tal elemento, A é um anel Artiniano local e 

,f{fij = m. Logo é(A) =O e dim(A) =O. 

Assim x 1 f/. 'P para todo 'P primo minimal de A e portanto se Q E Spec( A) 

e x1 E Q então h(Q) 2: 1, pois Q contém um primo minimal de A. 

Tome i e d 2: i> 1 e suponha que já tenhamos construído (xt, · · ·, Xi-t) 

da forma desejada. Considere 

S = { P;;P; é primo minimal de 

eht(P;)=i-1 
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Logicamente #S = s < oo, inclusive podendo ser nula. 

Temos i - 1 < de portanto 'P; C m para todo 'P; E S então Uj=1 P; C m 

e portanto podemos escolher Xi Em tal que X; (j. 'P; Vj. Tome Q um primo 

que contém (x11 · · ·, Xi-l!xi)· Temos então que existe 1' primo minimal de 

(x., · · ·, x,_t) tal que 'P Ç Q. 

Se 'P E S => ht('P) = i - 1 e x; '/ 'P => 'P C Q => ht( Q) ~ i. 

Se 'P '/ S => ht('P) >i- 1 => ht(Q) ~i. 

Portanto todo ideal primo Q que contenha (x1 , • • ·, xi) tem altura 2: i. 

Considere então (x1 , • • ·, xd) e seja P um primo que o contenha. Logo 

ht(P) 2: d. Porém A é local de dimensão d portanto 'P = m. Isto é, o único 

ideal primo que contém (xt, · · ·, xd) é m e assim .j(x11 · · ·, xd) = m. Logo 

(x1 , • • ·, xd) é m-primário. • 

Com os resultados vistos até agora já podemos demonstrar o seguinte 

importante teorema: 

Teorema 1.3.15 (Teorema da dimensão): Para um anel Noetheriano 

local A, os seguintes números inteiros são iguais: 

1. A dimensão de Krull de A, isto é, dim(A); 

n. O grau do polinômio característico 

Xm(n) =I(;.) , 
isto é, d(A); 

m. min{k ;3xt.···,xk E A e (xt.···,xk) = Q é m primário}, isto é, 

ó(A). 

Demonstração: 
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Por (1.3.11) temos que 6(A) ~ dim(A) e por (1.3.13) temos que 

d(A) ~ dim(A). Logo 6(A) ~ d(A) ~ dim(A) (*). 

Por (1.3.14) temos que dim(A) ~ 6(A). 

Logo, em (*) temos 

6(A) ::0: d(A) ::0: dim(A) > 6(A) '* 6(A) = dim(A) = d(A) . 

• 
Corolário 1.3.16: Seja A anel Noetheriano X1, ···,X r E A. Então todo 

primo minimal de ( x1, • • • , X r) tem altura menor ou igual a r. 

Demonstração: 

Em Ap, o ideal (x1 , • • • ,xr) se torna PA, primário. Logo 

dimAp = 6(Ap) ~r e dimAp = ht(P). 

Portanto ht(P) ~ r. • 
Corolário 1.3.17 (Teorema do ideal principal de Krull): Seja A anel 

Noetheriano e x E A. Se x é um elemento de A que não é divisor de zero 

nem unidade em A, então todo primo minimal 'P de (x) tem altura 1. 

Demonstração: Por {1.3.16) temos que ht(P) ~ I. Porém, se ht(P) = O 

então 'P é primo minimal de A. Mas se 'P é primo minimal de A, então todo 

elemento de Pé divisor de zero, o que é um absurdo pois x E 'P. 

Logo ht(P) = 1. • 
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1.4 Anéis locais regulares 

Em Geometria Algébrica existe uma distinção importante entre pontos 

singulares e não singulares. 

Os anéis locais dos pontos não singulares são o que chamamos de anel local 

regular. O que faremos é caracterizar esses anéis regulares. Porém vejamos 

alguns resultados que nos auxiliarão. 

Definição 1.4.1: Seja A um anel Noetheriano local. Se x 1,··· ,xd estão em 

A, dimA =de (x 1 , · · • ,xd) = Q, com Q ideal m-primário, então dizemos 

que x1 , · • · , Xd é um sistema de parâmetros. 

Um sistema de parâmetros tem uma certa propriedade de independência 

que é descrita na proposição abaixo. 

Proposição 1.4.2: Seja x1 , • • ·, Xd um sistema de parâmetros para A e seja 

Q = (xt,···,xd) um ideal m-primário. Seja f(t 1,···,td) um polinômio 

homogêneo de grau s com coeficientes em A. Suponhamos também que 

Então todos os coeficientes de f pertencem a m. 

Demonstração: 

Considere o epimorfismo de anéis graduados 

a : (~) [tl> ... 't,] 

Devido à hipótese sobre f temos que ](t 11 · · ·, td) = O e portanto f está no 

ker(a) onde f é a imagem de f em ~[tl> .. ·, t,]. 
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Suponhamos que algum coeficiente de f é urna unidade. Então ] não é 

um divisor de zero e corno a é sobrejetora ternos que 

Assim 

GQ(A) ~ ~[t,, · · ·, td] 
ker(o) 

d(GQ(A)) = d( ~t:~~;• 1 ) ::; d( ~i''f·'•i) 
Porém por (1.2.7) temos que 

d(~]t,.····'' 1 ) - d(<i[t, ... td]) - 1- d- 1 j - Q ' , - ' 

isto é, d(GQ(A))::; d -1. Porém 

d(GQ(A)) = d(Gm(A)) = d(A) = d por (1.3.15) 

que é absurdo. 

Logo 7 é divisor de zero de ~[t 1 , • • ·, td]· Então existe ã E ~' com ã f. Õ 

tal que 

com b; coeficiente de f. 
Logo ab1 E Q para todo i e a f/. Q. Como Q é m~primário temos que 

bi E VQ. = m. Portanto, todo coeficiente de f está em m. • 

Esta proposição se torna simples quando A contém um corpo k isomorfo 

ao corpo A/m. 

Corolário 1.4.3: Se k Ç A é um corpo isomorfo a A/m e x1 , · • ·, Xd é um 

sistema de parâmetros, então x 11 • • • , xd são algebricamente independentes 

sobre k. 

Demonstração: 
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Assuma que f(x 1,· • ·,xd) =O e f é um polinômio com coeficientes em 

k. Precisamos mostrar que f= O. Suponhamos que f of: O. Então podemos 

escrever 

f = f3 + termos maiores, 

onde fs é homogêneo de graus e fs ~O. 

Aplicando (1.4.2) para fs vemos que f 3 tem todos os seus coeficientes em 

m. Como todos os coeficientes de fs estão em k ~ ~ temos que fs = O 

(absurdo). 

Logo f = O e xh • • ·, Xd são algebricamente independentes sobre k. • 

Agora já estamos em condições de definir o que é um anel local regular. 

Definição 1.4.4: Um anel local regular é um anel que satisfaz uma das três 

condições (equivalentes) do teorema abaixo. 

Teorema 1.4.5: 

Seja A um anel Noetheriano local de dimensão d, m seu ideal maximal e 

k = ~· Então as seguintes condições são equivalentes: 

1. Gm(A) "'k[th · · · ,tr.~], onde os t/s são variáveis independentes, 

11. dim,(m/m2
) = d, 

111. m pode ser gerado por d elementos. 

Demonstração: 

(i) => (ii) Temos que 
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Sejam x1, · · · , xd+I elementos de A1. Como 

temos que cp(xt),···,cp(xd+t) E B1. Porém, dimB1 

cp(xt),· · · ,cp(xd+t) são linearmente dependentes em A1 = ;5-. 
Porém, como corolário de (1.3.15), temos que 

dim, (;,) 2 dim(A) = d 

e portanto dimk (~) = d. 

d e portanto 

(ii) ::::} (iii) dimk (;;:2 ) = d, então existem X1 , • • ·, Xd E :;2 formando uma 

base de ;;;r. Logo x 11 · · ·, Xd geram m e portanto m pode ser gerado por d 

elementos. 

(iii) =?(i) m = (xv · · ,x,). Tome!= k 

a : k[t, .. ·,t,] --> Gm(A) = k[x1 , .. ·,x,] = ill~ 1 A; 

a é sobrejetora. 

Seja f E k[t1 , • • ·, t,] tal que a(f) = 0;. podemos escrever f da seguinte 

forma 

onde fJ são homogêneos de grau j. Como a (f) = O, temos que 

a(f,) +···+a(!,)= O e então a(f;) =O 

para todo j. Como fs é homogêneo de grau 8 temos que 
n 

fs = La!t; 1 ···t~d com L ir= 8. 

l=l 

e portanto fs("X1 , • • ·, Xd) =I: aiX;1 
• • • ~d. Porém X i E ; 2 = A1 . Logo 
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e como a (f") = f"(x;1 
1 • • • 1 x:n = O, temos que !s(X~ 1 , • • • , :t;l) E m"+l. Logo, 

por (1.4.2), temos que os coeficientes de f" estão em m e portanto f 8 =O. 

Analogamente, fazemos para todos os outros fi e chegamos a f = O. Logo 

f E ker(a) <* f= O . 

Portanto a é um isomorfismo. • 
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Capítulo 2 

Cálculo da função de Hilbert e 

Bases de Grobner 

Neste capítuloS = k[x1, · · · ,xn] denotará o anel de polinômios a n va­

riáveis sobre o corpo k. 

O objetivo deste capítulo é calcular a função de Hilbert de ~ onde I é 

um anel homogêneo de S e ~ é o ideal de coordenadas de uma variedade 

projetiva. Vamos ver que a função de Hilbert de ~ coincide com a função de 

Hilbert de (L,";I)) onde (LT(I)) é um ideal monomial. 

A seguir, mostraremos dois métodos de como calcular a função de Hilbert 

de t com I ideal monomial. 

2.1 Bases de Grõbner 

A construção de (LT(I)) depende de uma ordem definida no conjunto 

dos monômios de S = k[x11 • • · 1 xn] e que tem certas propriedades especiais. 

Observe que dado um monômio X0 = X~ 1 • • • x~n podemos associar uma 

n-upla {a1 , · · · ,an) E Nn e vice-versa. Logo, se conseguimos uma ordem em 
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Nn, estaremos induzindo uma ordem nos monômios de S da seguinte forma: 

dados X0 e xb E S monômios, diremos que X0 ~ xb {::::} a~ bem Nn. 

Gostaríamos que esta ordem tivesse as seguintes propriedades: 

1. dados a, b E Nn gostaríamos que a > b ou b > a ou a = b, isto é, que 

nossa ordem seja total. 

11. Se a, b E Nn e a > b ::::} a+ c> b +c V c E Nn 

Com isso temos a seguinte definição de ordem monomial. 

Definição 2.1.1: Uma ordem monomial em S é uma relação > em Nn 

satisfazendo 

n. se a, b, c E Nn e a ~ b ::::? a +c ~ b +c; 

m. ;:::: é Artiniana, isto é, todo subconjunto não vazio B de Nn deve possuir 

um menor elemento (em relação a~), isto é, existe b E B tal que todo 

x E B satisfaz x 2: b. 

Lema 2.1.2: Uma relação de ordem 2: em Nn é Artiniana se, e somente se, 

toda seqüência decrescente em Nn é estacionária. 

Demonstração: 

Na verdade vamos demonstrar a equivalência das negações das proprie­

dades. 

(::::?) Se ;::: não é Artiniana, então existe B Ç Nn, com B f- 0, tal que 

B não tem mínimo. Tome a 1 E B. Como a1 não é mínimo, existe a2 E B 

tal que a1 > a2• Novamente a2 não é mínimo e portanto existe a3 E B tal 
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que a1 > a2 > a3 . Seguindo o raciocínio, conseguiremos a seqúência infinita 

desejada, visto que B não pode ser finito. 

{ {=) Temos, por hipótese, que a1 > a2 > · · · é uma seqüência infinita 

estritamente decrescente e portanto o conjunto B = {a~,a 2 , .. ·} Ç Nn não 

tem núnimo. Logo ~ não é Artiniana. • 
Observações: 

(1) No apêndice temos alguns exemplos de ordem no conjunto dos monômios 

de S = k[x, · · ·, x.]. 

{2) No que se segue, estaremos sempre trabalhando com uma ordem mono· 

mial ~ fixada. 

Definição 2.1.3: Sejam A C Nn um conjunto finito e f = LaeA aaxa um 

polinômio não nulo em S. Então temos as seguintes definições: 

t. O multidegree de f é 

mtdg{f) = max{ a E N" ; a0 i' O) 

n. O coeficiente líder de f é 

LC(f) = "mtdg(f) E k . 

m. O monômio líder de f é 

LM(f) = xmtdg(f) . 

IV. O termo líder de f é 

LT(f) = LC(f)LM(f) . 
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No início do capítulo falamos em ideal homogêneo e ideal monomial. Ve­

jamos agora as definições. 

Definição 2.1.4: 

1. Um ideal I é dito um ideal homogêneo se, para qualquer f E I, 

f = f,. + · · · + f,. com f,. homogêneo de grau r;, temos f,; E I ou 

equivalentemente I é gerado por elementos homogêneos. 

11. Um ideal I é dito um ideal monomial se I::::;: (xo ; o: E A Ç N"), isto é, 

I é gerado por monômios. 

Observações: 

(1) Se I é um ideal monomial e f E S um polinômio não nulo tal que f E/, 

então todo monômio de f está em I, pois I é um ideal homogêneo e portanto 

f é uma k-combinação linear dos monômios de I. Assim, vemos que os ideais 

monomiais são univocamente determinados pelos seus monômios, isto é, dois 

ideais monomiais são iguais se possuem os mesmos monômios. 

(2) Todo ideal homogêneo I de S também é graduado da seguinte forma 

onde In é o conjunto de homogêneos de grau n que estão em I. Assim 4 
também é graduado da seguinte forma 

s. 
1 . 

n 

Definição 2.1.5: Seja I Ç S ideal, I,< (0). Definimos 

LT(I) ~{ex" ; 3f E I com LT(f) ~ex") 
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Lema 2.1.6: O ideal gerado pelos termos líderes de I, isto é, (LT(I)) é um 

ideal monomial. 

Demonstração: 

Seja J = (LM(f);J E I- {0}). Temos que J e (LT(I)) possuem os 

mesmos monômios e portanto são iguais. • 
Definição 2.1. 7: Fixada uma ordem monomial, dizemos que um subcon­

junto finito G = {91, · · · ,gt} é uma base de Grõbner do ideal I se 

(LT(g1 ), .. ·, LT(g,)) = (LT(I)). 

Lema 2.1.8 (Algoritmo da divisão): Sejam / 1 ,···,J, polinômios em 

S = k[xt, · · ·, Xn)· Então todo polinômio f E S pode ser escrito da seguinte 

forma 

f= a,f, + .. · + a,f, +r , 

onde r E S, r = O ou r é uma k-combinação linear de monômios que não são 

divisíveis por LT(f,), · · ·, LT(f,). 

Demonstração: 

Vamos provar a existência de a1 , • • • , a3 e r dando um algoritmo para a 

sua construção. 

lnput: }I,· · ·,f$, f 
Output: a1 , • • ·, a11 , r 

ai := O,· · · , a, := O; r := O 
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p:=f 

WHILEpf O DO 

i:= 1 

divisionoccurred ;;;; false 

WHILE i ::; s AND divisionoccurred = false DO 

IF LT{J;) divides LT(p) THEN 

a; :=a;+ LT{p)/LT{f;) 

p := p- (LT{p)/LT{f;))J; 

divisionoccurred := true 

ELSE 

i :=i+ 1 

IF divisionoccurred = false THEN 

r:= r+ LT(p) 

p := p- LT{p) 

Note que quando estamos dentro do WHILE . .. DO principal ocorrem 

duas coisas: 

I (passo da divisão): Se algum LT(J;) divide LT(p), então o algoritmo procede 

como uma divisão em k[x]. 

2{passo do resto): Se nenhum LT{f;) divide LT(p), então o algoritmo soma 

LT(p) ao resto. 

Para mostrar que o algoritmo funciona, mostraremos que 

(2.1.9) 

em todos os passos. Isto é verdade para os valores iniciais de a1 , • • • , a .a, p e 

r. Suponha que (2.1.9) valha em um dado passo. Se o próximo passo é um 

passo da divisão, então algum LT{f;) divide LT{p) e a igualdade 

( 
LT(p)) ( LT{p) ) 

a;J; + P = a; + LT{J;) f; + P - LT{J;) f; 
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mostra que adi + p não se altera. Desde que as outras variáveis não sao 

afetadas, (2.1.9) continua sendo verdadeira. 

Se o próximo passo é um passo do resto então p e r são mudados, porém 

a soma p +r permanece inalterada pois 

p+ r= (p- LT(p)) +(r- LT(p)) 

e novamente (2.1.9) continua sendo verdadeira. 

O algoritmo se torna verdadeiro quando p =O. Neste caso ficamos com 

f = a1/J + · · · + a,J, +r . 

Desde que todos os termos somados a r não são divisíveis por nenhum LT(fi), 

temos que a1, · · · , a. e r possuem as propriedades desejadas. 

Finalmente precisamos mostrar que o algoritmo termina. Porém, basta 

observar que, cada vez que redefinimos a variável p, ou p = O ou multdeg(p) 

diminui. Logo, se o algoritmo não terminasse, isto é, p # O sempre, teríamos 

uma seqüência decrescente infinita de multdeg(p ). Como nossa ordem é Arti­

niana, temos que p = O deve acontecer eventualmente e portanto o algoritmo 

deve terminar em um número finito de passos. • 
Exemplo 2.1.10: 

Vejamos um exemplo de como funciona o algoritmo da divisão. Vamos 

dividir 

f=x'y+xy'+y' por !1=xy-1 e f,=y 2 -1 

usando a ordem lexicográfica com x > y. 

Fazemos da seguinte forma 

a1 : x + y 
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J,=y'-1 

x2y + xy2 + y2 

-(x'y- x) 

xy2 +x+y2 

-(xy'- y) 

xy + y' 
Porém LT(ft) e LT(J,) não dividem LT(x + y2 + y) = x e LT(J,) divide 

y'. 

Logo, mandamos x para o resto e continuamos com divisão 

a1: x + y 

a2 : 1 
f 1 =xy-1 

f,=y'-1 

Logo 

x2y + xy2 + y2 

-(x2y- x) 
xy2+x+y2 

-(xy'- y) 

x+y+y' 

y' + y 

-(y' -I) 

y+l 

I 

o 

::::} r = x 

::::} r=x+y 

=} r=x+y+l 

x2y+xy2 +y2 = (x+ y)/1 + / 2 + (x +y+ 1). 

• 
Observação: Os polinômios a1 ,···,a8 e r obtidos na divisão não são u­

nivocamente determinados. Se mudarmos a ordem de j 1 , • • ·, j 3 , obteremos 

outros polinômios. 

Teorema 2.1.11: Fixada uma ordem monomial, todo ideal I C S, com 
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I -=f (O), possui uma base de Grõbner. Além disso, qualquer base de Grõbner 

de um ideal I é base de I. 

Demonstração: 

Seja I um ideal e considere (LT(I)). Como já vimos, (LT(I)) é um ideal 

monomial de S que é Noetheriano, logo existem LT(g1), • • ·, LT(g1) tal que 

(LT(gi), .. ·, LT(g,)) = (LT(I)) . 

Afirmação: I= (g1 , • • • ,gt)· 

Já temos que (g1, • · • ,g1) Ç /. Seja f E J. Pelo algoritmo da divisão 

teorema (2.1.8L temos que f pode ser escrito na forma 

onde nenhum dos termos de r é divisível por LT(g,:), para todo i. 

Porém f E 1 ea1g1+· · ·+a!gt E I, logo f- L:~=I ai9i =r E I. Portanto se 

r oF O temos LT(r) E (LT(I)) = (LT(g1 ), • • ·, LT(g,)). Como (LT(J)) é ideal 

monomial LT(r) é divisível por LT(gi) para algum i, o que é um absurdo. 

Logo r= O e assim f= E!,1 aigi E (gt,· · · ,gt)· • 
Visto que todo ideal possui uma base de Grõbner, vamos demonstrar 

o que foi dito no início da seção. Primeiro vejamos um resultado que nos 

auxiliará. 

Teorema 2.1.12{Macaulay): Seja I Ç S um ideal qualquer, I oF (0). 

Então temos que 

B = { monômios que não estão em LT(I) ) . 

é uma base do k espaço vetorial ~. 

Demonstração: 
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Mostremos que B é linearmente independente. 

Sejam {m1,· ··,mr} um subconjunto finito de B e Ui ,i= l,···,r E k. 

Denote por mi = mi + I e suponha que p = E u;mi = Õ, isto é, que 

p =L; u;m; E I. Suponha. que p ;f O. Logo LT(p) E LT(I). M .. LT(p) = m; 

para algum i, o que é uma contradição pois mi E B. Assim p = O e neste 

caso Ui = O para todo i. 

Mostremos agora que B é um conjunto que gera o k-espaço vetorial ~· 

Suponhamos que B não gere t. Assim se considerarmos V o k-espaço 

vetorial gerado por B em S, temos que 

T = S\(VUI) ;f 0. 

Agora. tome f E T, tal que LT(f) é mínimo. Se LT(f) E B, então 

g = f - LT(J) é um polinômio que não está em V nem em I e que possui 

termo inicial menor do que /, o que é absurdo. 

Logo LT(f) E LT(I) e assim existe h E I tal que LT(f) = LT(h). Logo 

u = f- h tem termo inicial menor do que o termo inicial de f e não está em 

I nem em V, um absurdo novamente. 

Logo, dado f E S, então ou f E I ou f E V. • 
Agora já podemos demonstrar o que queremos: 

Teorema 2.1.13: Seja I Ç S um ideal homogêneao. Então a função de 

Hilbert de ~ é a mesma função de (L~I))' 

Demonstração: 

Seja B = { monômios que não estão em LT(J)}. Seja Sr1 o conjunto dos 

elementos de grau d de Se considere Sd a imagem de Sd em~- Temos que 

H (~,a)= dim.s, = #(S, n B) 
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por (2.1.12) e pelo fato de I ser homogêneo. 

H((L~I))'d) = #{mES,;m monômio m!I'LT(I)} 

= #(S, n B). 

Logo H (~,d) =H ((L~I))'d). • 

Como dissemos no início do capítulo, o nosso interesse é calcular a função 

de Hilbert de ~ com I ideal homogêneo. Porém vimos na seção anterior que 

calcular a função de Hilbert de ~ é o mesmo que calcular a função de Hilbert 

de (Lf(I)), onde (LT(J)) é um ideal monomial. Vejamos então alguns meios 

de se calcular a função de Hilbert para ~ com I ideal monomial. 

2.2 Função de Hilbert de ~, com I ideal mo­

nomial 

Vamos nesta seção, mostrar um processo de como calcular a função de 

Hilbert de ~ com I ideal monomial. Antes vejamos algumas definições. 

Definição 2.2.1: Seja m1 e m 2 dois monômios em S. Então podemos definir 

o mínimo múltiplo comum e o máximo divisor comum dos monômios m1 e 

m2 da seguinte forma: 

Se 

m, 

então definimos 

X
max{at,bi} x;;max{an,bn} 1 ••• 
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Definição 2.2.2: Seja I ç; S um ideal múnomial, isto é I = ( m1 , • • ·, mr) 

onde cada m1 é um monômio. Dizemos que o conjunto { m1, · · ·, mr} é um 

conjunto minimal de geradores de I se mi Jmi para quaisquer i e j, i f j. 

Observação: Dado I Ç S ideal monornial, I sempre possui um conjunto 

minirnal de geradores. 

Processo para calcular a função de Hilbert de 4 com I ideal mono­

miai. 

Seja, então, S = k[xh · · · , Xn] e I = ( m17 · · · , m 11 ) ideal monomial de S. 

Vamos fazer por indução sobre s. 

s ~ 1 então I ~ ( m ). Suponhamos que deg( m) ~ d. 

Logo temos 

H(~,;)~dim,C~)); 
Para i = 01 • • • , d- 1 temos que 

C~J =S;. 

. . ( s ) d" S ( n + i - 1 ) . d Assim dtmk (m) i = tmk i = n _ 
1 

, para~ =O,···, - 1. 

dim, c~)) a= dimSa -1 

pois deg(m) = d. 

Seja i > d então i = d +I'· Logo, como queremos calcular a dimensão de 

((!))
1

, queremos saber o número de monômios de grau i de S que não são 
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múltiplos de m. Logo 

dim C!)) i= dimS;- dimS, 

pois se v E S"' então v.m E Si e portanto temos que eliminar todos os 

monômios da forma vm, com v E Sw Assim 

Assim 

(
n+i-1) 

n-1 

(i-d)+n-1) 
n-1 

Vi?_ d 

se i< d 

( 
n+i-1) ( n+i-d-1) se i?_d. 
n-1 n-1 

Logo sabemos calcular a função de Hilbert de (!). 
Suponhamos então s > 1 e que o resultado valha para todo número menor 

do que s, isto é, se I' é gerado por r elementos e r < s então sabemos calcular 

a função de Hilbert de I'. 

Seja I= (m1,···,m8 ) onde {m1,···,m8 } é um conjunto minimal de 

geradores. Seja n E I um desses geradores minimais, que, sem perda de 

generalidade, podemos supor n = m 8 • Logo I = ( n, /') e seja d = deg( n ). 

Temos então uma seqüência exata da seguinte forma: 

onde 

O ~ ker<p ~ S(-d) :". s ' s 
~ ~o 

I' I 
s 1----t sn 
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Tal seqüência exata é de grau zero, isto é, se 

x E s; ~ <p(x) E(:,), pois 

X E s: ::::} X E si-d ::::} nx E si ::::} nx E (:,)i . 

Temos que 

ker( <p) {p E S(-d);<p(p); O} 

{p E S( -d) I sn ; O} 

{p E S( -d); pn E I'} . 

Como S ( -d) Ç S, podemos pensar que 

ker(<p); {p E S;pn E I'); (I': n) 

devendo porém levar em consideração a alteração nos graus. 

Como I' é ideal de Se I':::= (m1 ,···,m .. _1), temos que 

J;(J':n); ( (' )'···, (•-l )) (A.2.1) 
mdc m1,n rode m 3 _ 1,n 

Logo a seqüência exata (2.2.3) induz uma seqüência exata, também de grau 

zero, da forma: 

s ___, o 
I 

e, portanto, para cada i E N temos 

0 ___, (s) ___, (s) ___, (s) ___, 0 
J i-d /' ; I ; 

(2.2.4) 

Porém J e I' possuem menos geradores do que I e portanto por hipótese de 

indução sabemos calcular sua função de Hilbert. Logo por (2.2.4) temos que 

H (
8 

;) ; H (
8 

;) - H (
8 

; - a) • I' /'' J' 

Observação: Ainda é um problema em aberto saber qual a melhor escolha 

para o gerador n. 
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Para ilustrar o processo acima, vamos fazer um exemplo. 

Exemplo 2.2.5: SejaS = k[x1,x2,x3,:14] e I= (x1X31X1X4, 7X2x4). Vamos 

calcular a função de Hilbert de ~· 

Tome n = x1XJ; I'= (x1:14,x2x4) e 

(
XIX. ) J = x;-;x2x., = (x,,x,x.,) = (x.,). 

Assim, temos que 

Portanto 

HC,t) =H(;,t) -H(k[x~ox,,x,[,t-2) 
Usando o mesmo processo para J' temos 

I'= (n~,I") onde nt = Xt>4 ;I"= (x2x4) 

e J' = (X~>4) = (x2) e portanto ~' = k[x1,x3,x4] 

Porém k[x1,x3,x4] ~ k[x17 x2,x3]. Assim 

H (;,t) =H ((x~x.,)'t)- H(k[x~ox 2 ,x 3 ],t- 2) 

e portanto 

Isto é, H(~,t) = H(S, t) se t =O, I ou 

s 
H( l' t) 

set2':2. 

(
4+t-l)-(4+t-2-l)-(3-l+t-2) 

4-1 4-1 3-1 
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2.3 Anéis de Stanley-Reisner 

Estes anéis são os objetos centrais de um ramo da Álgebra Comutativa, 

chamado de Álgebra Comutativa Combinatória e foi criado por Hochster e 

Stanley em meados dos anos 70. 

Os objetos considerados são os complexos simpliciais que se associam a 

objetos algébricos chamados de Anéis de Stanley-Reisner. Neste exemplo, 

veremos como o número de faces de um complexo está relacionado com a 

série de Hilbert do correspondente anel de Stanley-Reisner. 

Definição 2.3.1: Seja V= {v1,···,vn} um conjunto finito. Um complexo 

simplicial ó. em V é uma coleção de subconjuntos de V tais que 

1. {v;} E C. Vi~ !,···,n. 

n. G E C. e F Ç G '* F E C.. 

Os elementos de Ll. são chamados de faces do complexo. 

Definição 2.3.2: A dimensão de uma face F, denotada por dim F, é dada 

por 

dimF ~ IFI-1. 

A dimensão do complexo simplicia1 ~ é dada por 

dimt. ~ max{dimF; F E C.} . 

Observações: 

1. Note que o conjunto vazio 0 é uma face de dimensão -1 de qualquer 

complexo simplicial não vazio. 
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ii. As faces de dimensão zero são chamadas de vértices; as de dimensão 1 

são chamadas de arestas. As faces maximais em relação à inclusão são 

chamadas facetas do complexo Bimplicial. 

Definição 2.3.3: Seja !:i um complexo Bimplicial de dimensão 

d-1 ~O em um conjunto de vértices V. Denotamos por J. o número de faces 

i-dimensionais de 6.. 

Assim temos que 

fo = lVI e f -1 = 1 

visto que 0 E 6.. 

O f-vetor de 6., denotado por f(!:i), é a seguinte d-upla 

Definição 2.3.4: Seja !:i um complexo simplicial em um conjunto de vértices 

{ v1 , • • ·, vn} e k um anel. O anel de Stanley-Reisner do complexo !:l., com 

respeito a k, é a k-álgebra homogênea definida por 

k[~l = k[x1 , .. · , x.l 
h 

onde Ia é o ideal gerado por todos os monômios Xi1 • • ·X;~ tais que 

{ Vip .. ' 1 Vi.} f/. l::J.. 

Observações: 

1. A escolha da letra k na definição indica que, a menos de exceções, 

5empre teremos um corpo para o anel de coeficientes. 
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n. O ideal lt::.. é gerado por monômios livres de quadrados. Por outro lado, 

se I Ç (x11 • • • ,xn) 2 é ideal gerado por monômios livres de quadrados, 

então 
k[x, · · · ,x.] ~ k[Ll.] 

I -

para algum complexo simplicial .1., o que nos dá uma bijeção entre os 

complexos simpliciais e os ideais monomiais livres de quadrados. Tal 

bijeção inverte inclusão, isto é, se .1. e .1.' são dois complexos sobre um 

mesmo conjunto de vértices então 

Vejamos mais uma definição que nos ajudará na demonstração do que 

queremos: 

Definição 2.3.5: Seja a E Nn. Definimos o suporte de a, denotado por 

supp( a) como sendo 

supp(a) ={v;; a;> O}. 

Considere Ll. um complexo e k[Ll.] = k[x, · · ·, x.]. 

Lema 2.3.6: Sendo xa = x~ 1 
• • • x~n, a E Nn temos que xa o:J. O se, e somente 

se, supp a E .1.. 

Demonstração: 

Mostremos que 

xa = O se, e somente se, supp a ft .1. . 

(=?)x"=O. 

45 



i 
Mas se xa = O, então X~ 1 

• • • x~1 E Jt:l.· Logo 

pela definição de I a. 

( <=) supp a rf- !;., 

supp a= {v;; a;> O} rf- t;. 

Seja supp a = { Vi1, • • • , Vi,},. 

supp a f/. .1. ~ x~; 1 ···X::· é um dos geradores de ltJ. 

=> x~' ···X::" E /4 => X~
1 

• • • ~" +la = xa =O . 

• 
Para relacionarmos o f-vetor de um complexo simplicial com a função 

de Hilbert de k[L\], vamos int~oduzir uma noção de Nn-graduação em k[.ó..]. 

Temos que S = k[x1, • • • ,xn] pÇ>de ser Nn-graduado da seguinte forma 

Dado um ideal I Ç S mo:r).omial temos que I também é Nn-graduado e 

portanto t herda uma Nn-gra~uação natural dada por 

se xa y!_ I 
Va E Nn. 

se xaE/ 

Logo os anéis de Stanley-Reis~er possuem uma Nn-graduação. 

Teorema 2.3.7: Seja .6. um oomplexo com f-vetor (f0 , • • ·, h-d· Então 

d-I fiti+l 
H,lóJI(t) = ,~, (l _ t)'+> 

Demonstração: 
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Baseado na N•-graduação de k[il.J definimos 

H(k[t.], ·): N" ___, Z 

a>-> H(k[t.],a) = l(k[t.].). 

como sendo a função de Hilbert de k[Ll] com relação à Nn-graduação. Logo, 

a série de Hilbert de k[.ó.], com relação à Nn-graduação, é 

Hk[t.J(t) = L H(k[t.],a)t" = L l(k[t.].)t" 

onde a;:;; (at,•··,an), t = (tt,···,tn) e ta= t~ 1 ···i~". (1) 

Logo 

Hk[t.J(t) = L l(k[t.].)t" . 
aeN" 

Mais ainda, se supp a f/. .6., então, pelo Lema (2.3.6), X 0 =O. Logo 

X
0 E [Ia] 11 e então 

k[x~, · · · ,x.]. _ 
0 [I,]. - . 

Portanto 

L t(k[t.J.)t" = L l(k[t.].)t" 
oeN" oeNn 

supp oELl. 

I: t" =I: I: t" . 
<u:N" FE6 aE;:;N" 

supp aELl. supp a=F 

Se F= 0 então 

I; t" =I 
supp a=0 

pois supp a= 0 se, e somente se, a= (0, · · ·, 0). 

Se F# 0. 
fi - I:"Ilt; A rmaçao: t = ( )" 

I- t· supp a=F v;EF ' 

Façamos por indução sobre #F. 
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#F= I => F= {v;}. 

supp a= {vi} =? a= (O,···,O,ai,O,···,O); ai> O. 

Logo 

E t• t~=-t_,_ 
j=l 1 - t; 

pOIS 

supp n={v;} 

I 
=> I- t 

= · I t 
Et'=--1=-. 
i=t I- t I - t 

Suponhamos o resultado válido para uma face com cardinalidade r - 1 e 

mostremos que o resultado vale para uma face com cardinalidade r (r ~ n ). 

Suponhamos também, sem perda de generalidade, que F = { v1, • • ·,v,.}. 

E t·= 
supp n=F 

Porém 

. ' (nt.···,ar)EN 

lal ... t'r 
I ' 

Por hipótese de indução temos que 

E t7 ·t:· = E r 
(~.·-·,br)ENr-t supp a=F 

com #F= r- 1 e F C F, logo F é face. 

Assim 

E ~"=ÍI-
1
-' · 

- . 2 1-t; supp a=F 1= 

Temos também que 
00 

• tl 2: t{ = -- e portanto 
i=l 1 -h 
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t,· E t"; II 
supp a:o=.F v;EF 1 - i; 

Logo, se entendemos que o produto sobre um conjunto de índices vazio é 1, 

conseguimos que 

(2.3.9) 

Porém, estamos interessados na série de Hilbert de k[~J associada à 

N-graduaçiW de k[n]. Porém, observamos que, dado i E Z 

onde \a\= Li=l a;. 

k[n],; EB.,N·k[n]. 
\a\=i 

Tínhamos, em (2.3.8), que 

E H(k[n],a)t" 
aEZ" 

~(i~; H(k[n],a)t") 

Como 

k[n],; EB.,N"k[n]. => H(k[n],i); E H(k[n],a). 
jaj=i lnl=i 

aEN" 

Assim, se fizermos ti = t 'Vi = 1, · · · , n, teremos 

que é a função de Hilbert de k[b.] com relação a uma Z·graduação. 

Portanto, para conseguirmos a série de Hilbert de k[ll] com relação a uma 

Z-graduação, baSta substituirmos todos os t/s em (2.3.9) por um único t. 
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Logo 

Porém, existem fi faces i-dimensionais (i =O,··· 1 d- 1 ). Assim 

t t2 td 
I +foI _ t +f, (I _ t)' + · · · + /d-1 (I _ t)' 

I-~c~~r +IoC~~/ +···+/d-t(~~~)d. 

Portanto 

• 
Corolário 2.3.10: A função de Hilbert de k[.ó..] é a seguinte 

H(k[~],n) = { 

1 

d-I ·( n -I) 
I:,~o f, . 

1 

se n =O 

se n>O. 

Demonstração: 

Pelo Teorema (2.3.7), temos que a série de Hilbert de k[.ó..] é da forma 

Temos também que 1 ~ 1 = 2::}:1 ti. 
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Logo 

Hk{t>.j(t) = f-1 + fo c~ J + ... + f<-1 c~ J 
Temos ainda que 

Logo 

Hklt>.J( t) = f -I + fo(t + t2 + · · ·) + f, (t' + 2t3 + · · ·) + · · · + f H ( t' + · · ·) , 

donde temos que 

H(k[t>J,O) 

H(k[t>], 1) 

H(k[l>], 2) 

H(k[~],n) 

Portanto 

f_,= 1 

f o 

/o+ f, 

(n-1) (n-1) /o+ 1 f, + ... + d- 1 /d-I . 

H(k[t>], n) = { 

1 

,_1 f· ( n- 1 ) 
Í::1=o , . se 

' 

se n =O 

n>O 

por (2.3.11) 

• 
Retornando ao exemplo (2.2.5), vemos que o ideal I = (xtx3, Xt>tt, x2>tt) 

é um ideal livre de quadrados e como vimos nesta seção podemos associá-lo 
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a um complexo e calcularmos a sua função de Hilbert. Vejamos qual é este 

complexo. 

ItJ. = (XtX3 ,x1x.11 x2x4) é o ideal gerado pelas não faces. 

Logo temos que 

!;. = {0, {vi}, {v2 }, { v3 }, { v4 }, { v1 , v2 }, {v2 , v3 ), { v3 , v4 )} 

Como foi visto temos que 

f_, I 

fo 4 

f, 3 

Logo, a função de Hilbert de 1 ~ é dada por 

se t =O 

= fo + (t- 1)!1 =I+ 3t se t 2' 1 

Vimos neste capítulo duas formas de se calcular a função de Hilbert de 

~, com I ideal rnonornial. O que nos parece interessante é que fie I é um 

ideal livre de quadrados, fica mais fácil calcular a função de Hilbert usando a 

idéia de complexos. Por outro lado, se I não é livre de quadrados, o primeiro 

processo é a uma boa maneira de se calcular a função de Hilbert. 
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Capítulo 3 

Os teoremas de Green e 

Macaulay 

Nos dois primeiros capítulos estudamos a função de Hilbert, vimos alguns 

exemplos e uma aplicação. Vimos também que é uma função numérica, isto 

é, uma função de Z em Z ou de N em N em alguns casos. 

Uma pergunta que poderia surgir é a seguinte: 

Quando uma função numérica é uma função de Hilbert de 

algum anel ou módulo graduado? 

Neste capítulo nosso objetivo é demonstrar o teorema de Macaulay que 

estabelece condições para que uma função de N em N seja função de Hilbert 

de uma k-álgebra homogênea. 

Neste capítulo trabalhamos com 

R = Elln>oJ4. 

uma k-álgebra homogênea onde Ro := k é um corpo. 

Observação: Se R é uma k-álgebra homogênea então R= ~ onde I é ideal 

homogêneo de S = k[x1 , · · · ,xn] e I e Xi = Xi +I. 
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3.1 Resultados Auxiliares 

Nesta seção veremos todos os teoremas e lemas que nos ajudarão na 

demonstração do teorema principal de Macaulay. 

Definição 3.1.1: Um conjunto não vazio M de monômios nas indetermina­

das Xt, · · ·, Xm é chamado um ideal de ordem de monômios se dado m E A! e 

m' E S tal que m'lm entã.o m' E A1 ou equivalentemente se 

O< b· <a· i= 1 · · · m 
~ '- '' ' , 

Observação: Sejam A! um ideal de ordem de monômios e M' o comple­

mentar de .M com relação ao conjunto dos monôrnios de S. Temos que A!' é 

uma k-base para o ideal I= (m; m f/_ .M) 

O que faremos agora é mostrar que R possui uma k-base formada por 

monômios em x1 , · · · , Xm. 

Teoren1a 3.1.2 (Macaulay): Seja R 

mogênea com k corpo e considere 

k[:rll· · ·, xn] uma k-álgebra h o-

X; t--t X; , i = 1, · · · , 1n . 

Então existe um ideal de ordem de monômios Af C k[x1 • · · · ,xm] tal que 

~(M) é uma k-base de R. 

Demonstração: 

Seja V o conjunto de todos os monômios de k[x1 , · · · ,x"J Vamos definir 

em V uma ordem denominada ordem lexicográfica graduada reversa da se-
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guinte forma: dado u = x~ 1 
• • • x~m e v = x~' · · · x~, dizemos que u S v se a 

última componente não nula do vetor ( b1 - a1, · · · , L:i( bi - ai)) for positiva. 

Tal ordem é monomial e assim todo subconjunto de V possui um elemento 

minimal com relação a esta ordem. 

Seja a seqüência de monômios u1 , u2 , • • • definida recursivamente por: 

u1 = 1 e se Ut, ···,Ui já estão definidos, tomamos Ui+ I o menor elemento 

tal que 1r(ut),· · · ,1r(ui),1r(ui+1 ) são linearmente independentes sobre k. Se 

tal Ui+t nã.o existir, então a seqüência termina com u;. 

Afirmação: Af = { Ut, u2 , • · ·} é um ideal de ordem de monômios e é tal que 

~(M) é uma k-ba.se de R. 

(i) ~(M) ~ {~(ui).~(u,),···} é um conjunto linearmente independente 

por construção. 

(ii) Mostremos que 1r(M) gera R como um k-espaço. 

Seja v um monômio em R então v = 1r( u) com u E V. 

Se 1r(u) =v for LD com 1r(ui), nada a fazer. Caso contrário, v e 1r(ut) 

são LI, entã.o existe u2 E V tal que u2 ~ u de forma que 1r( ut) e 1r( u2 ) são 

LI. 

Se v,1r(ut),1r(u2) são LD, também não há mais nada. a fazer. Caso con­

trário, existe U3 E V com u3 :::; u tal que 7r(ut},7r(u2),1r(u3 ) são LI. Se­

guindo o mesmo raciocínio, encontraremos u4 , Us, · · · 1 Un de forma que 1r( u1 ), 

1r(u2 ),· · · ,1r(un), v são LD, pois existe somente um número finito de monô­

mios em V que são menores do que u. 

Logo 
n 

v~ L À;~(u;) 
i::::l 

e portanto 1r(M) é uma k-base de R visto que todo elemento de R é uma soma 

de monômios e todos os monômios são gerados linearmente por elementos de 

~(M). 
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(iii) Mostremos que Af é um ideal de ordem de monôrnios. 

Suponhamos que nâo 1 então existe u;
0 

E Af e u E V\.M tal que 

u;0 = ux; para algum Xj . 

Temos que 
n 

~(u) ~L >.,~(uo) 

com u; E .M e mais ainda, u; < u e À; E k, pois u fj_ Af. Assim 

~(ux 1 ) ~ ~(u)~(x;) ~ LÀo~(uo)~(xj) 

L>.,~( u;x1 ) 

Portanto UiXj < ux; = u;0 , qualquer que seja i. 

Porém 

7r( U;X;} = L f3r,; 11"( Ur;i} com Ur;J -=:; U;X; • 
,,, 

Logo 

o que é absurdo pela a construção de M. 

Portanto Af é um ideal de ordem de monôrnios e 1r(Af) é uma k-base para 

R. • 
Corolário 3.1.3: Seja J = ( m; m E M'). Então a k-álgebra homogênea R 

e k[x1 , · · ·, xm]/ J têm a mesma função de Hilbert. 

Demonstração: 

Temos que 

H(R, n) dimR. ~ #(~(M) n R.) 
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Logo 

nº- de monômios de k[xt, · · · , Xm] 
de grau total n e não estão em J 

nQ de monômios de k[x1 , · · · ,xm] 

de grau total e n e que estão em M 

H(R,n) = H(k[x,···,xm]/J,n). 

• 
Definição 3.1.4: Seja S = k[xh · · · ,xm] e Sd o k-espaço vetorial gerado 

pelos monôrnios de grau d e tome u E Sd monômio. Definimos 

Cv. {v E Sd,v monomw ;v< u} 

R.v. {vESd,v monômio ;v~u} 

onde a ordem considerada é a ordem lexicográfica graduada reversa. 

Observação: 'Rx1 = {xhx2, · · · ,xm}· 

O que vamos mostrar agora é que .Cu admite uma decomposição natural. 

Veremos isto no seguinte lema: 

Lema 3.1.5: Dado u E sd, u = Xj(l) .. ·Xj(d)l temos que 

onde [x1 ,. · · ,xj(ij-t]i é o conjunto dos monômios de grau l nas variáveis 

Xt, · · · , Xj(i)-1· 

Demonstração: 
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Seja i o maior inteiro tal que Xi divide u. Logo, podemos escrever 

c. 

C' u 

e C~= Cx,-lu. 

{ 
monômios de grau d nas } 

variáveis x1 , · · · ,Xi-t . 

Usando a mesma idéia, 

Logo, se escrevemos 

podemos decompor c: e assim sucessivamente. 

u = Xj(t)Xj(2) · · ·Xj(d) (u E Sd) 

com 1 S j(l) S j(2) S · · · S j(d) temos que 

Porém 
-1 

u.xi(d) = Xj(t) • • • Xj(d-t) 

e temos também que 

Portanto 

Seguindo raciocínio análogo chegaremos a 

que é chamada a decomposição natural de Cu. 

Observação: Com esta decomposição temos que 

d 

I C. I = L l[x, · · · , Xj(i)-1], I 
i=l 
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Porém 

(
j(i)-l+i-1) 
j(i)-1-1 

( 
j(i) +i- 2 ) = ( j(i) +i- 2) 

J(l)-2 l 

Logo 

ICul = t ( j{i) +i- 2 ) = t ( k(i) ) 
1="'1 t •=1 t 

comk(i)=j(i)+i-2ek(d) > !,(d-1) > ··· > k(1) 20. 

O que observamos é que esses números inteiros não negativos I! .. I podem 

ser escritos como uma somatória binomial. Este resultado pode ser generali­

zado pelo seguinte lema: 

Lema 3.1.6: Seja dum número inteiro positivo qualquer. 

Qualquer a E N pode ser escrito unicamente na seguinte forma 

a = ( k~) ) + . . + ( k;l) ) 

onde k(d) > k(d -1) > · ·· > k(1) 2 O. 

Demonstração; 

Vamos assumir que ( ~ ) = O se p < I. 

(i) Existência: Façamos por indução sobre a. Para a 1, podemos 

escrever 

Suponhamos que o resultado vale para qualquer número menor do que a 

e mostremos que vale para a. 
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Tome k( d) como sendo o máximo dos números positivos tais que 

( k~) ) ~ a. Se a = ( k~) ) então 

d ( k( i) ) . . . a=L: . com k(z)=r-l,z=l,···,d-1. 
i=l t 

S ( 
k(d) ) - ' ( k(d) ) p h' • d . d -e d < a entao a = a - d < a. or 1potese e m uçao 

temos que 

d-1 ( k(i) ) 
a'=~ i com k(d-1)> .. ·>k(1J;>O. 

Mostremos que k(d) ;> k(d -1). Temos que 

( 
k( d) + 1 ) - ' ( k( d) ) ( k( d) + 1 ) ( k( d) ) a< entaoa=a- < -

d d d d 

e como ( k(d~ + 1 
) _ { k~) ) = ( :~) 1 ) , temos 

( 
k(d) ) >a';> ( k(d- 1) ) 
d-1 d-1 

então k(d) > k(d- 1) 

Portanto 

a= t, ( k;i)) com k(d) > ... > k(1) 2 O. 

(ii) Unicidade: Quando mostramos que existiam k(d) > · · · > k(l) 2: O 

tal que a = 'Lf=1 ( k;i) ) vimos que k( d) era o maior inteiro positivo tal 

que e~))~ a. 
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Mostremos que esta forma de escrever é única. Suponhamos que 

t ( k'( i) ) = a = t ( k(i) ) 
•=1 t •=I t 

Como k(d) é o maJOr inteiro tal que ( k~) ) s a e ( k'~d) ) s a, 

então k'(d) S k(d). Do mesmo modo, k(d) S k'(d) e portanto k(d) = 

k'(d). Seguindo raciocínio análogo chegaremos a k(i) = k'(i), para todo 

i= 1, ... ,d. • 
Observação: Na demon&tração acima, note que para i < d o coeficiente 

k( i) é determinado pela seguinte propriedade: k( i) é o maior inteiro positivo 

tal que 

( k;i)) sa- ( k~d)) -···- ( k;i:11)). 
Os números k( d), k( d - 1 ), · · ·, k(l) são chamados os d-coeficientes de 

Macaulay de a. Esse números gozam da seguinte propriedade: 

Lema 3.1.7: Sejam k(d),···,k(l) os d-coeficientes de Macaulay de a e 

k'(d), · · ·, k'(1) os d-coeficientes de Macaulay de a'. Então 

a>a' se,esomentese, (k(d),···,k(l))>(k'(d),···,k'(!)) 

com relação à ordem lexicográfica. 

Demonstração: 

Vamos mostrar ambas as implicações por indução sobre d. 

Se d = 1 o resultado é trivial pois 

a= ( k;l) ) = k(!); a'= ( k';l) ) = k'(!) . 
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Logo a> a' se, e somente se, k{l) > k'(l). 

Suponhamos então d > 1 e que o resultado valha para qualquer número 

menor do que d. Temos dois casos a considerar 

(i) k(d) = k'(d). Temos que k(d-l),···,k(!) e k'(d-!),···,k'(!) são os 

(d-I) coeficientes de Macaulay de a- ( k~) ) e a'- ( k'~d) ) respecti· 

vamente. Aplicando a hipótese de indução o resultado segue. 

(ii) k(d) 1 k'(d). 

a' < a :::;. < a' < a :::;. < a 
( 

k'(d) ) ( k'(d) ) 
d - d 

=> k'(d) < k(d)' 

=> (k'(d),···,k'(!)) < (k(d),···,Ã·(J)). 

k(d) > k'(d) => a'< ( k~d) ) S a => a'< a . 

• 
O que vimos é que dado a E N, existem k(d) > · · · > k(l) números 

inteiros positivos tais que 

Porém, já vimos também que se ~ < I, ( ~ ) =O. 

Logo, eliminando os somandos que são nulos nesta representação , temos 

que 
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com k(d) > · · · > k(j)?. j?. I. 

Definição 3.1.8: Dado a E N e sua representação de Macaulay como acima, 

definimos 

a<'l = ( k(d) +I ) + ... + ( k(j) +I ) 
d+l J+l 

e Q(dl =O. 

Este número goza das seguintes propriedades: 

Lema 3.1.9: Sejam a, a1 e d números inteiros positivos. 

1. Se a < a', então a(d) < a'(d). 

11. Sejam k(d), · · ·, k(l) os d-coeficientes de Macaulay de a e 

j = min{i; k(i)?. i). Então 

(a+!)(')= { a<'l + k(l) +I se 
a{d) + 1 se 

Demonstração: 

j =I 

j >I . 

(i) Sejam k(d),···,k(l) e k'(d),···,k'(l) os d-coeficientes de Macaulay 

de a e a' respectivamente. Por (3.1.7), temos que 

(k'(d), ... , k'(l)) > (k(d), ... ,k(l)) 

=> ((k'(d)+l,···,k'(l)+l)> (k(d)+l,···,k(l)+l) 

(3á;_7l a'{d) > a(d) • 

(ii) Mostremos a igualdade para j > 1. 
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a + 1 - ( k~) ) + · · · + ( k~) ) + 1 

- ( k~d) + ... + ( k~)) +c=: ) 

_ ( k(d) + 1 ) + ... ( k(J) + 1 ) + ( j ) _ a<')+ 1 
d+1 J+l J 

'---v-' 
a(d) 1 

Suponhamos j = 1. Seja i o maior inteiro tal que ~·(i)= k(l) +i- 1. 

Então 

Observação: Estamos usando a relação 

t, ( k(1):r-1) = ( k(1:+i) _ 1 , 

que se mostra facilmente por indução sobre i. 

Logo 

a + I = ( k~d) ) + .. + ( k( I:+ i ) , 

que é a d expansão de Macaulay de a+ 1, visto que k(i + 1) > k(l) +i. 

Logo 

a<')= (k(d)+l)+ .. ·+(k(i+l)+l)+t(k(l)+r) 
d + 1 1 + 2 •=I r + I 
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= ( k(d)+l) +···+ ( k(i+l)+l) + ~ ( k(l)+r-1) 
· d + 1 l + 2 r=2 r 

(
k(d)+l) (k(i+l)+l) (k(l)+i+l) - +···+ + -k(l)-1 
d+l i+2 i+l 

Logo temos que 

(a+ l)(d) = a(d) + k(l) +I 

• 
Ternos ainda mais uma definição baseada nesses d-coeficientes de Macau­

lay de um número a E N. 

Definição 3.1.10: Seja a um número natural e k(d),· · ·, k(l) seus d-coefi­

cientes de Macaulay de a. Definimos 

( 
k(d)-1) ( k(l)-1) 

a(d) = + · · · + 
d I 

Este número também possui propriedades que nos auxiliarão nas demons­

trações. 

Lema 3.1.11: Sejam a,a',d e b números naturais. Temos 

1. a :S a', então a(d} :S a(d)' 

11. Seja j = min{i; k(i) ::0: i). Se k(j) f j, então (a -l)(d) < a(d)· 

lll. Se O< b <a são tais que b < b{a) +(a- b){d-t) 1 então b < O(d)· 

Demonstração: 
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(i) Temos que 

( k(d~-1) +···+ ( k(j~-1) 

Porém, a~ a' então, por (3.1.7) k(i) ~ k'(i). Então 

k(i) -1 ~ k'(i) -I e por (3.1.7) a(d) ~a(,). 

(ii) Mostremos o resultado por indução sobre d. 

Se d = 1 e a =/:1 temos que 

a= ( ~) e a -1 = 

. ' 

Logo a(l) >(a-!)(>)· 

Suponhamos então que d > 1 e que o resultado valha para qualquer 

número menor do que d. Suponhamos que k(d),···,k(J) e k'(d),···,k'(J) 

sejam os d-coeficientes de a e a' respectivamente. Temos dois casos a consi­

derar: 

(i) k(d) = k'(d). Tome a'= a- ( k~) ) . 

Afirmamos que a' - 1 > O, pois, se a' = 1, então 

a = ( k~) ) + ( ~ = : ) 
(um absurdo, pois a não estaria nas condições do teorema, isto é, k(j) =F j). 

Logo a'-1 > O. Temos que a' tem, como d-l-coeficientes de Macaulay os 

números k(d -1), · · ·, k(l) e a' -1 tem como (d -1 )-coeficientes de Macaulay 

os números k'(d- 1), · · ·, k'(J). 

Porém, a' satisfaz as condições do teorema e por hipótese de indução 

temos que (a' -l)(d-l} < a(d-l}• isto é, 

( k'(d;_J;-1) +···+ ( k'(l;-1) < 
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(
k(d-1)-1) (k(i)-1) +···+ 

d-I I 

( 
k(d)-1) , 

Como a(d) = d + a(d-l) e 

(
k(d)-1) , 

(a-l)(d) = d +(a -l)(d-1) 

segue-se o resultado. 

(2) k(d) > k'(d). Logo k(d)- I > k'(d)- I e por (3.1.7) (a- l)(d) < a(d)· 

(iii) Temos que b pode ser escrito da seguinte forma: 

b = ( k~d) ) + ... + ( k~) ) com k(d) > · · · > k(j)?: j?: O. 

Seja c = ( k( d~ + I ) + ... + ( k(jj + I ) . 

· Temos que C(d) = b. Assim, se mostrarmos que a > c, teremos 

a(d) ~ C(d) = b. Suponhamos que a < c. 

a < ( k(d~+i) +···+ ( k(jj+i) 

a_ b < ( k(d~ +I ) _ ( k~) ) + ... + ( k(jj +I ) _ ( k~) ) 

- ( k(d) )+···+( k(j)). 
d-i J-1 

Distinguimos dois casos: 

(i) j =I. Logo 

a- b < ( :~)! ) + . + e;2) ) + ( k~) ) 
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Logo 

( 
k(d)- I ) ( k(2)- I ) 

(a-b)(d-1)~ d-i +···+ 
1 

Porém, por hipótese de tínhamos que 

b < b(d) +(a- b)(d- 1) e portanto 

b < (k(d~-l)+···+(k(l)l-1) 

+ ( k~~ ~I ) + ... + ( k(2~- I ) 

_ ( k~d) ) + ... + ( k~2) ) + c(i)
1
- I ) < b 

(absurdo). 

(
k(d)-1) (k(j)-1) (2)j>l.Logo(a-b)(d-1)< +···+ . e,seguindo 
d-i J-1 

o mesmo raciocínio, teríamos novamente um absurdo. 

Logo a ~ c e portanto a(d) ;::::: c(d) = b. • 
Proposição 8.1.12: Seja u um monômio de grau d no anel de polinômios 

S. Então 

Demonstração: 

Seja u = Xj(t) ···Xj(dJ e x1u X!(I)X/(2) • · · X/(d+t) com 1(1) I e 

I( i) = j( i - I) i = 2, · · · , d + I. 
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Temos, por (3.1.5) que 

Porém, quando r = 1 temos que 

( 1(1) ~I- 2) = ( ~) =O. 

Logo 

lfx,.l =E ( l(r) +r r- 2) 
com l(r) = j(r -I), r= 2, · · · ,d +I. 

Fazendo então r- 1 = i, temos 

lfx,.l = t ( j(i) +(i+ I)- 2 ) = lf.l(d) 
i=l l + 1 

• 
Definição 3.1.13: Seja u um monôrnio em s = k[xt, ... 'Xm], u E sd. Um 

ideal gerado por 'Ru ={v E Sd;v > u} será chamado um ideal de segmento. 

Veremos agora os dois últimos lemas que nos ajudarão na demonstração 

do teorema principal do capítulo. 

Lema 3.1.14: Seja u E Sd um monômio. Então temos que 

Demonstração: 
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Seja v E 'Ru. Então temos que v ~ u e mais ainda 

Logo temos que 'Rx1 'Ru Ç 'Rx1 u visto que 

Seja agora v E "Rx
1
u• Podemos a.ssumir que x1 não divide V 1 pms se x1 

dividisse v, então v= x1w. Logo w E 'Ru, pois se w < u, então x1 w < x1u e 

portanto v '1. 'Rx1 u (absurdo). Logo v E Rx1 Rv. e nada mais há a fazer. 

Logo, podemos supor que x1 não diYide v. 

e como x1 )'v, temos que v> x1 u. Seja 

e seja i o maior inteiro tal que ai > bi. Temos dois casos a considerar: 

(1) Se existe j <i com bi >O. 

Como v > x1 u então o último coeficiente não nulo do vetor 

( -(1 +a,), b2 - a 2, • • ·, bj -a;,· .. , b;- a;,···, f; bj -f; a;) 
J=2 1=1 

é positivo. Se existe j < i com b; > a; então b;- a; > O e portanto 

Logo 

(2) Se não existe j < i com bi > O. 
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Logo xi1u E 'Ru (pelas mesmas razões acima), e portanto 

• 
Lema 3.1.15: Seja I Ç S um ideal de segmento gerado por monômios de 

grau de seja R= S f I. Então, para todo r: ~ d temos 

H(R,n + !) = H(R,n)<•>. 

Demonstração: 

Temos que dimk Sd = #Lu + #'Ru. Seja n > d, isto é, n = d +a. Se 

u E Sd, então xfu E Sd+a = Sn· 

Por (3.!.14) (indução), temos que 

('Rx, )"R. = Rxr" . 

Temos, por hipótese, que 

Seja In= {monômios em I cujo grau é n}. 

w E In então w = VjW
1 com degw' =a= n- d, 

Logo w' E (R.x1 )"'. Assim, se w E In, então w = VjW
1 com Vi E 'Ru e 

w' E ('Rx, )". Logo #I. = #(Rx, )"'R. = #'Rxr•· 
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Temos que H(R,n) = dim,(S./1.). Mas 

Logo 

d. (S") _ #~ (J·Ic'') I~ l(n-t) lffik - 4-Xau - Lxo-> I 1 1 .. 
n 

pois x~- 1 u E Sn-l e por indução vem que ICxa-Iul = H(R,n -1). 

Logo 

H(R,n+ i)= H(R,n)(n) 'In 2: d. 

• 

3.2 O teorema de Green 

Nesta seção, vamos ver o teorema de Green, que também será utilizado 

na demonstração do teorema de Macaulay. 

Nesta seção trabalhamos também com R uma k-álgebra homogênea e k 

um corpo infinito. 

Antes de enunciarmos o teorema de Green, vejamos algumas noções de 

Geometria Algébrica que nos ajudarão a demonstrá-lo. 

Topologia de Zariski 

Sejam k um corpo, S = k[x1 ,···,xn] e I um ideal de S. 

Definição 3.2.1: 

(a) O conjunto A"(k) = {(a~o .. ·,a.) E k"} 

n-espaço afim sobre k. 
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(h) Dado I ç: S ideal, definimos 

V(!)= {(a,- .. ,a.) E A"(k); f(at."·,a.) =O 'lf E I}. 

Com relação a V (I) temos as seguintes propriedades 

(1) nAEA V(!,)= V(í:: h) com I, ideais de S. 

(2) Uj=1 V(I;) = V(nj=1I;). 

A partir dessas propriedades pode-se ver que An(k) = kn é um espaço 

topológico, onde os fechados são da forma F= V (I) com I ideal de S. 

Mais ainda, se k é um corpo infinito, então An(k) é um espaço topológico 

irredutível, isto é, An(k) = V1 UV2 , V1 e V2 fechados se, e somente se, An(J,·) = 

Vi ou A"(k) = V2 . 

Observações: 

(1) Se R é uma k-álgebra homogênea, com k corpo infinito, sua compo­

nente de grau 1, isto é, R 1 é irredutível na topologia de Zariski, pois R 1 é 

um espaço vetorial de dimensão finita gerado por x; =X;+ I, onde I Ç Sé 

o ideal homogêneo que define R. 

(2) Se R1 é um espaço topológico irredutível, então todo aberto é denso 

em R1 . 

(3) Essas noções acima sugerem a seguinte terminologia: Seja P uma 

propriedade definida nas formas lineares de R1 • Dizemos que h E R 1 é 

genérico em relação a P se existe um aberto U Ç R1 , h E U tal que P vale 

para toda forma linear de U. 

Teorema 3.2.2( Green: forma algébrica): Sejam R uma k-álgebra ho­

mogênea, k um corpo infinito e seja n 2: 1 um inteiro. Então 

73 



para uma forma linear h genérica. 

Demonstração: 

Sejas = sup{dim,~; hRn_1 ; h E Rt}. Então temos que dim.~;; hRn-l = s 

para alguma forma linear h. 

Seja U C R1 definido da seguinte forma: 

Temos que U =/:- 0 e mostremos que Ué um conjunto aberto. Seja então 

{ut,···,ur} 

base de R1 

base de Rn-1 

base de Rn 

Seja h E R1 . Logo h = 2::~ 1 OiXi. Consideremos 

f >--> hf . 

Este homomorfismo pode ser escrito como uma matriz de forma lineares 

em a1 ,···,am como se segue: visto que {u1 ,···,ur} é base de Rn_ 1 , basta 

definirmos i.ph nesses elementos para conhecermos o homomorfismo. Assim 

hu1 = (~a;x;) u1 = ~a;(x;ut) 

P . " t' "' (;) orem xiu1 E "'-'n e en ao XiUt = L...j=t cj1 vi. 

Portanto 
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Porém, se h EU então dimhRn_1 =se portanto existe um menor (s X s) 

na matriz não nulo. 

Trocando-se os a;'s por variáveis e chamando 

[I' h] 

u 
I,( A) 

A temos que 

R1- V{I,(A)) , onde 

({det dos menores s X s de A)) . 

pois se h E R1 e h E V(Is(A)) então o determinante de qualquer menor 

(s X s) de '-Ph é nulo e portanto dimkhRn-t < s. Logo h(/. U. 

Logo Ué um conjunto aberto e se h EU, h é dito genérico. 

Seja então, h E U e consideremos S = R/ h R. Mostremos então que 

H(S,n) S H(R,n)(n). 

Vamos mostrar por indução dupla sobre n e dimk R1• 

Se n = 1 e dimk R1 é qualquer, temos que 

H (h~' I) ~ dim (h~) 
1 
~ dim, h~~ dim, :~ ~ dim R1 - I 

e temos também que H(R, I) ~ dim R1 e H(R, 1)(1) ~ H(R, I )-1 ~ dim R1-

l. 

Logo temos que 

H (h~' I) s H(R, 1)(1) . 

Se dimk R1 = 1 e n é qualquer. Tínhamos que 

R = k[x1 , · · ·, Xm] com X i = Xi + I . 
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Se dimR1 ::::: 1, podemos supor que x1 gera R1• Dado xi E R1 , i =f 1 

temos que Xi ::::: cix1 e portanto X;- c;x1 E J. O que fazemos é trocar 

o que não altera o anel de polinômios. 

Logo 

Portanto 

dimR; = { ~ se j <i 

se j;:::: 1 . 

Como h E R1, temos que 

C~). =Oifn. 

Assim 

O=Hc~,n) SH(R,n)(•). 

Assim, vimos que para n = 1 e dim R1 qualquer o resultado vale e que para 

dim R1 ::::: 1 e n qualquer o resultado também vale. 

Suponhamos então n > 1 e dim R1 > 1 e que o resultado valha para um 

número menor do que n e dim R1 qualquer (hipótese de indução). 

Seja V C S 1 ::::: Rtf hRo o conjunto das forma g tais que dimk gSn-l seja 

máxima e consideremos <p o epimorfismo 

<p:R-->S 

f,... f+hR=f. 

Seja W = (U\kh) n <p-1(V). Temos que 'P é sobrejetora e portanto 

<p-1 (V) =fi 0. Porém V também é aberto em S1 (mostra-se da mesma forma 

como mostramos que U é aberto). 

Temos que 'Pin1 : R1 --~o S1 é contínua e portanto lf'-1(V) é aberto. U\kh 

é também um conjunto aberto e U\kh =J. 0, pois se U\kh = 0 então U C kh. 
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Como U é denso e kh é fechado, teríamos que R1 = kh (absurdo, pms 

dimR1 > 1). Logo W =f 0 pois é interseção de dois abertos em R1 • 

Tome h"' E W e considere a seguinte seqüência exata 

-> o. 

Desta seqüência temos que 

H(S,n)=dim ~· +dimh·S._1 . 
h* n-1 

Como dimS1 < dim R1 e h* E cp-1 (V} por hipótese de induçã.o temos que 

dim (h.s. ) S H(S, n)(n) . 
Sn-1 

Analisemos o segundo somando: 

donde temos que 

d. -h·s d' h• Rn-I 
1ffi n-1 S 1ffi h( h• Rn-

2
) 

Observemos agora as seguintes seqüências exatas: 

o _, hh•R h• D h• Rn-1 
n-2 -+ Jt.n-1 -+ hh•R 

n-2 

_, o 

Daqui temos que 

d. h•R d' h" R.-I d' hh•R 1m n-1 = lffi + tm n-2 . 
h h· R.-2 

hh
• hR._, o -+ Rn-2 --j. hRn-t --j. --j. o 

h h• Rn-2 

de onde vem que 

d. h<> d' hRn-1 d' h h• <> 
trn Hn-1 = lffi hh* fln-t + Iffi JLn-2 . 
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Porém, h, h" E U e portanto dim hRn_1 = dim h" fln_ 1 e concluímos que 

d
. h' R,._, d" h R,._, 
lffi hh· R,._, = lffi h h· R..-2 • 

O que fazemos é escolher h* tal que h*( hRn-2 ) tenha dimensão máxima. Seja 

agora J = Ann h e P = R/ Ann h. J é um ideal homogêneo. Temos ainda 

que 

Por hipótese de indução temos que 

Porém 

H (h~P,n -1) :S H(P,n -1)(n-l). 

H(p, n -1) d" Rn-l - d" h" lffi -J- - lffi .ILn-1 
n-1 

d. " d" R. 
- tm.~t.n- tm hR 

n-1 

Logo H(P,n -1) = H(R,n)- H(S,n) e concluímos que 

dimh'Sn-1 :S (H(R,n)- H(S,n))(n-l) . 

Assim H(S,n) :S H(S,n)(n) + (H(R,n)- H(S,n))(n-l) e por (3.1.11)(iii) 

temos que 

H(S,n) :S H(R,n)(n). 

• 

3.3 O teorema de Macaulay 

Esta seção é dedicada à demonstração do teorema de Macaulay, que 

estabelece condições para que uma função de N em N seja a função de Hilbert 
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de uma k-álgebra homogênea. Antes do teorema, vejamos uma definição. 

Definição 3.3.1: Uma seqüência (finita ou não) (h0 , h1. · · ·) de inteiros não 

negativos é dita uma O-seqüência se existir um ideal de ordem de monômios 

M nas variáveis x1, · · • , Xm tal que deg Xi = 1 Vi e mais ainda 

h.= #{u EM I degu = n). 

Teorema 3.3.2 (Macaulay): Seja k um corpo infinito e h : N --+ N uma 

função numérica. Então as seguintes afirmativas são equivalentes: 

1. Existe uma k-álgebra homogênea R tal que 

H(R,n) = h(n) 'In?: O 

n. (h(O), h(!),···) é uma O-seqüência. 

111. h(O) = 1 e h(n + 1) S: lh(n)J(n) 'In?: 1. 

IV. Sejas= h(l) e para todo n;::: O seja Mn o conjunto dos h(n) primeiros 

monômios (na ordem lexicográfica graduada reversa) de grau n nas 

variáveis x1 , • · · ,X8 • Definindo M = Un~oM .. temos queM é um ideal 

de ordem de monômios. 

Demonstração: 

Temos que 

(i)~ (ii) segue de (3.1.2) e (3.1.3). 

(i v)=> (i i) segue da definição de uma O-seqüência e de como foi construído 

M. 
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(iii) => (iv) Por hipótese 

h(n + 1) :<:: [h(n)J(n) 'In 2: I . 

Mostremos que u .. ;:::oMn é um ideal de ordem de rnonômios onde 

Mn= { 
h( n) primeiros monômios de grau 

nasvanave1s x1,···,X6 

com s =h(!). 
Façamos por indução em n. Porém notemos que 

u E M então u E Mn = Cun para algum Un E Sn . 

Se n =0 

u E Mo= {h(O) primeiros monômios de grau zero}= {I}. 

Assim 

v/u => vfl => v= I => v E Mo 

Se n = 1 temos que 

Assim 

M 1 {s primeiros monômios de grau 1} 

{x1, · · · ,xs} . 

v/u ;::;:} v/xi para algum i e portanto v= xi . Logo v E M 1 • 

Suponhamos então que u E Mr e 1 <r:$ n e que se vju então vEM. 

Seja u E Mn+l e v tal que vju. 

e v = xb1 · .. x'• 
1 ' • 
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Novamente temos que Mn+t = !u,+1 • Porém estamos supondo que 

Porém por (3.1.12), temos que 

(3.3.3) 

Temos ainda que 

Afirmação: 'Rx1u:, ç; 'R"n+J' 

Temos que #lu,+ 1 :S #lx1u:,· Suponhamos que X 1 u~ E lu,+ 1 • Então 

x1 u~ < Un+t. Logo 

Logo Xt u~ E 'Ru,+1 . Assim 

Portanto 'Rx1u:, Ç 'Run+l' 

Como v < u e vfu, então existe j tal que 

S d 
, ,,_, I 

en o u1 = X1
1 · · ·Xj · · ·x:• temos que v u1 • 

Mostremos que Ut E Mn = lu:,. 

Suponhamos que Ut f/. lu:, então Ut E nu~. Assim 

Porém XjUt = u. Logo u ~ x 1 u~ e assim u E 1<.x 1 u~ Ç 1<.u.,+1 (absurdo, pois 

U E Mn+t =lu,+!). 
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Logo u1 E Mn e v/u1 • Por hipótese de indução temos que vEM. Logo 

M é um ideal de ordem de monômios. 

Até agora vimos que (iii) => (iv) => (ii) => (i). Logo, mostremos que 

(i) => (iii). Seja g uma forma linear e sejaS = R/ gR. A seqüência exata 

nos fornece a seguinte desigualdade: 

Rn+l 
~ 

gR 
~o 

H(R,n + 1) S H(R,n) + H(S,n + 1) 

Sejam então 

a=H(R,n) e b=H(R,n+1). 

Seja g uma forma linear genérica. Pelo teorema de Green, temos que 

Por (3.3.4), temos que 

b :':S a + b{n+l} · 

(3.3.4) 

Seja k( n + 1 ), · · · , k(1) os ( n + 1 )-coeficientes de Macaulay de b. Então 

(
k(n+1)-1) (k(1)-1) + · · · + e portanto 

n + 1 1 

a 2 ( k(n+n1)-1 )+···+( k(2)
1
-1 )+( k(1~-1) 

onde usamos propriedades dos números combinatórios na desigualdade. 

Seja j = min{i; k(i) 2 i}. 

(a) Se j > 1 então k(1) =O e 

a<•l 2 ( k~n: 1 1)) + + ( k~2)) =h 
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e portanto 

b = H(R,n +I)= h(n + 1) :<ô H(R, n)<•l = h(n)<•> 

como queríamos. 

(b) Se j =I, então 

a2 ( k(n+nl)-1) +"·+ ( k(2)1-l) +I 

(
k(n+l)-1) (k(2)-l) Sendo b' = n + · · · + 

1 
temos que a 2 b' + 1 e 

portanto a<•) 2 (b' + I)(•) e como k(2)- I 2 I por (3.1.9) chegamos a 

(b' + I)(•) b'(•) + k'(l) +I ( k~: li) ) + ... + ( k~2) ) +k(2) - I + I 

Assim 

a<•) > ( k~:ll)) +···+ ( k~2)) +k(2) 

> (k~:ll))+···+(k~2))+k(l) 

Assim a{n) 2 b Vn 2: 1. 

b . 

Corolário 3.3.5: Seja R uma k-álgebra homogênea, k um corpo. Então 

H(R, n +I)= H(R, n)<•> 

para n suficientemente grande. 

Demonstração: 
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EscrevaS= R/I, onde S = k[x1,···,X171 ]. Pelo teorema de Macaulay, 

item (iv), temos que existe um ideal de ordem de monômios M = Un~oMn 

em S tal que H(R,n) = H(SfJ,n) para todo n, onde J é o ideal gerado por 

todos os monômios que não estão em M. Além disso, a escolha de M foi tal 

que Mn = Cun para um certo monômio Un. Como J é finitamente gerado, 

existe um inteiro r tal que 

Logo a afirmação segue de (3.1.12). • 
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Apêndice A 

Resultados auxiliares 

Neste apêndice estão alguns resultados auxiliares e definições que foram 

utilizados em algumas demonstrações. 

Dividimos o apêndice em duas seções, cada uma correspondendo ao capí­

tulo de mesmo número. 

Os resultados da seção A.l foram todos retirados de [1]. Os resultados e 

definições da seção A.2 foram retirados de [2] e [3]. 

Aqueles resultados que não foram encontrados em livros estão demons­

trados. 

A.l Capítulo 1 

Os resultados estão na ordem como aparecem no texto. 

Teorema A.l.l (Base de Hilbert): Se A ·é um anel Noetheriano, então 

A[x] é Noetheriano. Como corolário temos que se A é Noetheriano então 
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A[x1 ,· • • ,xm] é Noetheriano. 

Lema A.1.2: Dado dE N, então temos que (1- t)' E Z [[tJ] é inversível e 

(1 - tt' = I: - t' . 
00 (d+k 1) 

k=O d -1 

Demonstração: 

Lembremos que 

Z [[tJ] = {E a,t' I a; E Z} 
e que a multiplicação em Z [[t]] é dada por 

(:f>i) (f b;ti) 
1=0 J=O 

k 

q = La;bk-i. 
i=O 

Mostremos o resultado por indução sobre d. 

Se d = 1, temos que 

(d:~~
1
)=(:)=1e 

onde 

(1-t) (Et') = Et'- Et'+l = 1 

Logo (1- t) é inversível e (1- t)-1 ::::: LJ:',0tk. 

Suponhamos que d > 1 e que o resultado vale para d e mostremos que 

vale para d + 1: 

(1 - t)-d = I: - t' ; (1- tt' = I: t' 00 (d+k 1) 00 

k;O d-1 k=O 
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Logo 

00 

(1- t)-'(1- t)- 1 =L c,t' onde 
k=O 

-~(d+i-1) -(d-l+k+l) ck- LJ .1-
i=O d-J d-J+J 

Porém ( d+k) = ( (d+i)+k-1 )·Lo 0 
d (d+i)-1 g 

(1 - ftl'+tl = f ( (d +I)+ k- I ) t' ' 
•=• (d+l)-1 

como queríamos. • 
Lema A.1.3: SejaS= k[xll· · · ,xm] o anel de polinômios com k corpo. Sa­

bemos que S = EB~=oSn, onde Bn é o k-espaço vetorial gerado pelos monômios 

dim(S.) = (
m+n-1) 

m-1 

Demonstração: 

Para sabermos a dimensão de S.,. temos que saber o números de monômios 

x~ 1 
• • • çm tais que I: a; = r, isto é, queremos saber a cardinalidade do con­

junto 

Façamos por indução sobre m. 

m = 1, r· qualquer temos que 

I.,t ={aENia=r}, 
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(
r+(l-1)) 

logo #1,,1 = 1 = 
1 

_ 
1 

. 

Suponhamos o resultado válido param- 1 (m > 1). Temos que 

Temos que 

Vr; #lr,m-1 = onde ( 
r+m-2) 

m-2 

m-1 

Ir,m-1 = {(at, ... ,am-t) E Nm-l; L Uj =r} . 
i=l 

m 

lr,m = {(at,••·,am) E Nm;La; =r}. 
i=I 

Dado O :S j ::; r, consideremos 

É claro que 
' 

Ir,m = lJj=0/j e portanto #lr,m = L #li . 
j=O 

Mas notemos que 

m-1 

(at,···,am) E lj {::::::::}L a;= r -j {:::::::;> (at,'' ·,am-t) E Ir-j,m-1 
i:=l 

e portanto 

#f; = #f,_j,m-1 = ( 
r-j+m-2) 

m-2 

Logo 

#f,,m _ t ( r- j + m- 2 ) ,-j=i t ( i+ m- 2 ) 
i=D m-2 i=O m-2 

( 
r+ (m- 2 + 1) ) = (r+ m- I ) 

m-2+1 m-1 
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como queríamos. • 
Observação: Na demonstração desse dois lemas foram utilizadas duas i­

gualdades que são 

i.m,nEN;m2:n 

n. d,kEN 

t(d+i) ~ (d+k+l). 
i=O d d+J 

Definição A.1.4: Seja A um anel e A um ideal de A. Dizemos que A é 

um ideal primário se xy E A necessariamente leva a x E A ou yn E A para 

algum n > O. Temos que se A é um jdeal primário, então -/.A é um primo 

P. Assim, dizemos que A é um ideal F-primário. 

Teorema A.l.5: Seja A um anel Noetheriano e A um ideal de A. Então 

1. G.A(A) é Noetheriano; 

n. Se .Af é um A-módulo finitamente gerado e (Mn) uma A-filtraçã.o estável 

de M, então G(M) é um G,t(A)-módulo graduado finitamente gerado. 

Observação: Da demonstração de (i) tiramos que 

G,t(A) ~ (1) [x,, .. ·, x.] onde 

x1, • • ·, x$ são os geradores de A e X i;;:: Xi + A2• 

Teorema A.1.6: Seja A um anel Artiniano eM um A-módulo finitamente 

gerado. Então 
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1. M é também um módulo Artiniano, isto é, satisfaz a condição da cadeia 

descendente. 

u. M é um módulo de comprimento finito, p01s M satisfaz também a 

condição da cadeia ascendente. 

Teorema A.l. 7: Seja O ....,. M' ....,. M ....,. M" ....,. O uma seqüência exata 

de A-módulos. Então 

1. AI é Noetheria.no se, e somente se, M 1 e M" são Noetherianos; 

11. M é Artiniano se, e somente se, M' e M11 são Artinianos. 

Lema A.l.S: Se (M .. ) e (M~) são A-filtrações estáveis de um A-módulos 

M, então existe no E N tal que Mn+no Ç M~ e M~+no Ç Mn Vn ~ O. 

Teorema A.1.9: Seja A um anel Noetheriano, A um ideal de A, M um 

A-módulo finitamente gerado e (Mn) uma A-filtração estável de M. Se M' 

é um submódulo de A1 então (M' n Mn) é uma A-filtração estável de M'. 

Lema A.l.lO (Nakayama): SejaM um A-módulo finitamente gerado e A 

um ideal contido no radical de Jacobson de A. Então 

AM = O implica que M = O. 

Teorema A.l.ll: Seja A um anel Noetheriano local em seu ideal maximal. 

Então uma das duas afirmações é verdadeira 

i. mn :f mn+l para todo n; 
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n. mn =O para algum n, então A é um anel Artiniano local. 

A.2 Capítulo 2 

Exemplo A.2.1: Ordens Monomiais 

Ordem Lexicográfica 

Sejam a= (at, · · ·, an) e b = (b1 , • • • ,b,) E zn. Dizemos que 

a >Jex b 

se no vetor a - b E zn a primeira entrada não nula é positiva. 

Ordem Lexicográfica graduada 

Sejam a = (a11 · · ·, an) e b = (bt, · · ·, bn) E zn. Dizemos que 

a >grlex b se 

" " 
1•1 =L:·· > lbl = L;b, ou 

i=l i=l 

I• I= lbl e a >Jex b . 

Ordem Lexicográfica graduada reversa 

Sejam a= (at,· ··,an) e b= (b11 ···,bn) E zn. Dizemos que 

a >grevlex b se 

" " 1•1 =L:··> lbl = L;b; ou 
i=l i= I 

la! = lbl e no vetor a- b E zn a última entrada não nula é negativa. • 

Lema A.2.2: SejaS= k[x1,···,xn] e I= (m11 ···,m,) ideal monomial de 
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Se n um monômio em S. Seja 

(I: n) ={f E SI fn E I} . 

Então temos que 

{J·n)=( m1 
... m, ) 

· mdc(m1,n)' 'mdc(n,mr) 
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