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Introducao

O objetivo deste trabalho é o estudo da fungéo de Hilbert, principal-
mente no caso de uma k-algebra homogénea. Essa fungdo surgiu em 1890
quando Hilbert lancou seu famoso paper “Uber die Theorie der algebraischen
Formen”.

Um dos principais conceitos em Geometria Algébrica € o de dimensao de
uma variedade. O que sabemos é que tal conceito & essencialmente uma nogao
local e que, para um anel local, a funcdo de Hilbert nos di a sua dimensao.

No capitulo 1 veremos a definicio de funcao de Hilbert e sua aplicacio
na teoria da dimensdo de anéis Noetherianos locais. Este estudo fol baseado
em [1], capitulo 11.

No capitulo 2 o nosso interesse é calcular a funcao de Hilbert do anel de
coordenadas de uma variedade projetiva, isto é, calcular a fungio de Hilbert
de §/I com I ideal homogéneo de & = k[x;, - - -, X,], pois 0 grau do polindmio
de Hilbert é a dimensio da variedade projetiva definida por 1.

Usando as nogdes de ordem monomial e base de Grdbner, veremos que
a funcdo de Hilbert de &/7 coincide com a funcio de Hilbert de §/(LT(1))
onde (LT(])) é um ideal monomial. Em seguida veremos dois métodos de
como calcular a funcio de Hilbert de §/I com I ideal monomial. Nesse
capiulo, nossos estudos foram baseados principalmente em [2], capitulo 2, [3]
e [4], capitulo 5.

No capitulo 3 veremos condi¢des para que uma fung¢do numérica
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h : N — N seja uma fungio de Hilbert de uma k-lgebra homogénea, com k
corpo infinito. Nesse capitulo, nossos estudos foram baseados em [4], capitulo

4.



Capitulo 1

Funcao de Hilbert e sua
aplicacao na teoria da

dimensao em anéis

O nosso objetivo neste capitulo € introduzir a nogéo de fungao de Hilbert
de um médulo graduado e estudarmos sua aplica¢do na teoria da dimensio

em anéis,

1.1 Anéis e Mdédulos Graduados

Nesta se¢do, daremos algumas definigdes basicas para o estudo da funcao
de Hilbert.

Defini¢do 1.1.1: Um anel graduado A é um anel com uma familia (An)nez
de subgrupos aditivos de A tais que A = @pezdp € AnA, C A,m para todo
n,m¢c Z.

Observagoes:



(1) Nesta dissertagao, vamos trabalhar com anéis que possuem uma gradu-
acao positiva, isto é, A, = (0) para todo n < 0. Assim, daqui em diante,
salvo observacbes, A sera um anel com graduagio positiva.

(2) Note que Ap é um sub-anel de A pois a,b € Ap, como Ag é subgrupo
entao a + b € Ay. Temos ainda que ab € ApgAy C Ap.

(3) Todo A,,, n # 0 é um Ag-médulo, visto que AgA, C A,.

Definigao 1.1.2: Seja A um anel graduado. Um A-médulo M é dito gra-

duado se existe uma familia de subgrupos aditivos (M, )n50 de M tais que
M= M, e AM,C M., Vmn>0
Um elemento ndo nulo x € M é dito homogéneo de grau n se z € M,,.

Observacao: Tendo em vista a definicio de M temos que se x € M entao

[« ]
T = z Yn, Yn € M, € y, € quase sempre nulo.

n=0

Proposigao 1.1.3: Para um anel graduado A, as seguintes afirmativas sao

equivalentes:
1. A é um anel Noetheriano, isto é, todo ideal é finitamente gerado;

ii. Ag é Noetheriano e A é uma Ay-algebra finitamente gerada.

Demonstragao:
(it)==(i) Teorema de Base de Hilbert (A.1.1).
(i)=>(ii) Seja Ay = B3, A,. Temos que Ay € um ideal de A e temos
também que
A

Ap & —.
0 A,



Logo Ag é Noetheriano.

A Noetheriano entao A4 é finitamente gerado. Sejam z,,---,z, os gera-
dores de A, e podemos supor que sao homogéneos de grau ky,-- -, k, respec-
tivamente.

Afirmagao: A= Aylz,,---,7,]
Por construcdo Agfzy,'-+,z,] C A. Mostremos, por indugae em n, que

An g AO[xla Y :C,] Vn.
Para n = 0 é verdade. Suponhamos que o resultado vale para qualquer

nitmero menor do que n e n > 1. Entao

YEA, = yEAL = y=) aiz; onde a; € Ay, .

i=1

Logo, a; € Ag|zy,---,7,] Vi por hipdtese de indugio e portanto, como
Aplzy,---,z,) € anel, temos y € Ag[z1, «, T,
Portanto A, C Aplzy, -, z,] Vn € assim A = Ag[x,y,---,z,]. [ |

1.2 A funcao de Hilbert

Seja A = &7 yA, um anel Noetheriano graduado. Por (1.1.3) temos que
A= Aofey 2] onde 7€ Ayi=1, s

Se M é um A-médulo graduado finitamente gerado, entio M é gerado por
um ntimero finito de elementos homogéneos m; (1 < j <t) onde m; € .M,.J..
Temos também que todos os M,, sio Ag-médulos finitamente gerados.

Definigio 1.2.1:

i. Seja C uma classe de A-médulos e A uma fungio em C com valores em

Z. A funcao A ¢ aditiva se, dada uma sequencia exata

0 - M -« M > M S50



com M,M', M" em C, tivermos A(M') — A(M) + A(M") = 0.

ii. Seja M um A-médulo e A uma fungio aditiva, a fungio de Hilbert de

M, com A fixa, é dada por

HyM,): N——Z
3 H(M,ﬂ) = ’\(Mn)

Observacdo: Na definicao mais geral de uma fungio aditiva, A pode assumir
valores em um grupo abeliano qualquer. Porém neste trabalho, A sempre

assumira valores em Z.
Definigdo 1.2.2: A série de Hilbert de M com respeito a A é dada por

Hult) = 3 BH(M,n)t" € Z[[1] .

n=0

Teorema 1.2.3 (Hilbert-Serre): Hay(t) ¢ uma funcao racional da forma

f(t)

o, (1 — %) onde f(t) € Z[t}] e k; = grau z; (A = Apfzr, -+, z,))

Demonstragao:

Facamos por indugio sobre s, © numero de geradores de A sobre Ajy.
s=0= A=Ay eportanto A, =0Vn>0.

Temos que M é um A-modulo finitamente gerado entio M é um

Ag-médulo finitamente gerado, isto é,
M = Agmy + -+ + Aoy , com m; € M, .
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Logo, para n > max{r;,i =1, ,1} temos que M,, = 0. Assim Hp(t) é um
polinémio como queriamos.
. Suponhamos s > 0 e que o resultado vatha para s — 1. Seja o A-homo-

morfismo entre os médulos M,, e M, i, dado por

Py : Mn — Mn+k.

aF— T,q
Temos entao a seguinte sequéncia exata

0 - K, - M, - My, = Loy, =+ 0 (1.2.4)
onde

K, = kerg, e
Mn+k3

Loyk, = —2%

@a(Mg)
Seja K = 2K, e L = ®2 L, onde L, = M, sen < k,esen > k,,
L = Lin_k )4k, = %(—ﬁ::j.
Seja ¥,: M-M

m — T,m

kertb,:{me M; P,(m) = 0}
meM = m=y+--+y, com y; €M,
gem=0=>az,+ - -+xy, =0

Assim 1,y; € M, N Z M, = z24=0=> y €K, > meK.
rigatr;
Assim ker(+,) = K.

Temos também que

M
L_x,M

pois seja



M -2 L onde m=yy +-t+y T 4T,

com i < k, e j; > k,.

@(m)zy‘-] +"'+yir+fj1 +"'+'.'fj.

onde T; = x;, + z,M;,_x,. ® € sobrejetora e ker & = z, M e portanto

M
e, M

A é Noetheriano e M é finitamente gerado entdo M é Noetheriano. Logo K

L~

e L sio também A-médulos finitamente gerados.
Temos ainda que z,K = (0} e z,L = (0) e entdo podemos dizer que K e

L séo Aolzy,: -+, %,-1]-mébdulos finitamente gerados. Aplicando A em (1.2.4)

temos
A(Kn) = AMa) + A(Muir,) = A(Lnyi,) =0
Multiplicando por #"t%s e somando sobre todos os n teremos
YTME R = STAMM ) £ 3T MM, )0
=2 A Lap, )M =0

= Hp(1)t* — Hy(tt5 + 3 MM = 37 A(Lpys, )0

k,—1 ka—1

— Y AMN A+ D AMM =0
= 5 Hg(t) ~ t**Hpu(t) + Hult) — Hp(t) =0
= (1 —1*)Hp(t) = H(t) — th Hi (1)

e por hipétese de indugdo temos que o resultado é vilido para L e para K e

portanto é vialido para M. B

Definigao 1.2.5: Nas condigdes do teorema acima, definimos dy(M) como
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sendo a ordem do polo ¢ =1 da fungdo racional Ha(t).

Corolério 1.2.6: Se k; = 1 Vi entdo para n suficientemente grande, A(M,,)

é um polindmio em n (com coeficientes racionais) de grau d — 1 onde
d = dy(M). Se d =0, A(M,) é zero para n grande.

Demonstragao:
Por (1.2.3) temos que A(M,) é o coeficiente de t* em f(t)(1 —t)™*.

Cancelando-se as poténcias de {1 —t) que aparecem em f, podemos supor

s=de f(1}#0 .
fi) =3 att.

k=0

Lembrando que em Z[[t]] (1 —¢)~? é inversivel e

< fd+k-1
(1—-¢)%= Z ( + t* temos (A.1.2)
k=0 d—1

s 0= et (52 (147 ).

Assim, se n > N temos que

N n—k—
A(Mn)=§ak(d+ k 1)

d—1

e a soma do lado direito é um polinémio em n de grau d —1 com coeficiente

lider % £0 (f(1) #0). m

Observacao: O polindmio que aparece em (1.2.6) é usualmente chamado

polinémio de Hilbert de M associado a A.

Proposigdo 1.2.7: Se z € A; nio é um divisor de zero em M, isto é,



zm =0 = m =1{, entdo

Demonstragao:
Na prova de (1.2.3) em (1.2.4) substitua z, por z. Desta forma K =0 e

concluimos o resultado. =

Observacgao: Tome Ap anel Artiniano. Sabemos que se N é umn Ag-médulo
finitamente gerado, entao o comprimento de N € finito, isto é, I(N) € N,
Logo, o teorema de Hilbert vale quando tomamos A =1l e A = @A, anel

graduado, com Ag Artiniano e M um Ag-médulo finitamente gerado.

Exemplo 1.2.8:
Seja A = k[x3,+-+,X,) o anel de polindmios com k corpo. Temos que
A = ®A,, onde A, é o k espago vetorial gerado pelos mondmios xj! - - - x2m

tais que .., a; = n.

Tomando X = dim de A,, como k-espago vetorial temos que

—1
dimg(A,) = ( men ) (A.1.3) .
m -1
Logo
o0 00 -1
Ha(t) = > dimp(A )" = YO ( m e )t“
n=>0 - n=0 mn _1
= (1-¢)™™
X 1
Assim H,y(t) = A= o
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1.3 Teoria da dimensao de anéis Noetheri-

anos

Uma vez vista a defini¢do de funcgéo de Hilbert, vejamos como ela se aplica

na teoria de dimensio em anéis Noetherianos.

Definigao 1.3.1: Um anel local é um anel A com um tinico ideal maximal.

Geralmente denotamos por (A, m) local onde m é o ideal maximal,

Definicdo 1.3.2: Seja A um anel ¢ A um ideal de A. Definimos o anel

graduado associado a A como sendo o anel graduado

. . A
G(A) = Ga(A) = B

(4° = a)
A multiplicagio em G(A) é definida da seguinte forma: Para cada
Tm €A™ seja T = T + AT

Entio T,.Tm = TuTm = Tnlym + A7

Esta ¢ uma operacao bem definida pois

T, =T, = r,—1z,€ A" TpZy — 2Ty € AT
=
I =T, = Tm—T, € A™H Tma! —~ 'z € Amintl

e juntando os dois resultados acima temos que

F_f 1 - = —_— =
TnTy — Try, € AM™ = g 3 =F T .

Definigdo 1.3.3: Seja A um anel Noetheriano ¢ M um A-médulo e A um

ideal de A. Temos as seguintes definigoes:
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i. Uma cadeia (infinita)
M=M DM 2O2M2 - --2M,2---

de submoédulos de M € chamada A-filtracio de M se AM, C M,
para todo n. Se AM, = M, ,, para n suficientemente grande, entdo

(M, ) é chamada uma filtragio estivel.

ii. Dada (M;) uma A-filiragio de M, definimos

M
G(M) = e ind (NN
( ) OMn+1
. . . M,
que é um G 4(A)-médulo. Temos ainda que G,(M) = YA
n+l

Teorema 1.3.4: Seja A um anel Noetheriano local, m sen ideal maximal, Q

um ideal m-primario (A.1.4), M um A-médulo finitamente gerado e (M,,)
uma Q-filtragdo estavel de M. Entao:

i % é de comprimento finito ¥n > 0;

ii. Para n suficientemente grande, este comprimento € um polinémio g(n)

de grau < s em n, onde s é o numero minimo de geradores de Q;

m. O grau do coeficiente lider de g(n) depende somente de M e Q e ndo
da filtracio escolhida.

Demonstragao:

(i) Seja G(A) = n_o—Q-;f G(M) = n—.DM . Temos que Gy(A) =
é um anel Artiniano pois é um anel Noetheriano de dimenséo zero.

Temos ainda que G(A) é Noetheriano e G(M) é um G(A)-médulo finita-
mente gerado (A.1.5).
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Cada Gp({M) = ﬂ—:h é um A-médulo finitamente gerado, anulado por @
e portanto sao (%)-médulos finitamente gerados. Visto que (%) é Artiniano
entdo G,(M) sdo de comprimento finito (A.1.6).
Afirmacdo (1): 7\% é de comprimento finito Vn.

Facamos ﬁbr indugao:

Para n = 0 nada temos a fazer, pois

M M
—_— ([]') .
Mg M
Suponhamos que MJ:_I é Artiniano e mostremos que 34“—": também o é. A
seqliéncia M “ M
0 — 221 — - 0 1.3.5
Mn Mn Mu——l ( )
¢é exata.
E como M#:‘ = Gpn-1{M) é Artiniano e por hipétese de indugdo MT_l

também temos que &= é Artiniano (A.1.7).

Assim, J—a": também é de comprimento finito.

Afirmagao (2):
()£

r=1
Novamente por indugao.

M Mr_]) Vn
M, M, '

Para n = 0 n3o temos nada a fazer pois

:0=:(%)::(0):u.

Suponhamos o resultado valido para n — 1 e n > 1. Por (1.3.5) temos

%)

S (M) (B =i (B2)

13
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Logo

I, = ;:(J‘L*‘) . (1.3.6)

(ii) Se zy,--,z, gera @, as imagens T; = z; + EQT geram G(A) como uma
5-ilgebra (A.1.5) e cada 7; tem grau 1 (G(A) = 4[7,,--+,%,)). Por (1.2.6)

temos que para n suficientemente grande,

M, ,
l ( ) = f(n) éum polinémio em n de grau < s—1.
Mn+1

De (1.3.6) vem que

e
uﬂ—n=wLMHJ=fmy

Assim temos que /(n) é um polindmio g(r) de grau < s para n suficiente-

mente grande.
(iii) Seja (M,) outra Q-filtracio estivel de M e seja §(n) = f(ﬁ-‘—)

Entao existe ng € N tal que

Masn, € My € Mpyp, € M, Vo >0 (A.1.8)

Utilizando-se a seqiiéncia exata

M
-
Mn+no Mn

(s =130
Mn+no M,

= g(n+no) 2 g(n)

0 — kery — — 0 temos

Com raciocinio analogo, chegamos a §(n + ng) > g(n).

§(n+n0) _ g(n)

g(n ? n) 2)9(“) T T am) g
im §ln + no) = im g(n)
Mg T g S



n+4ng) = aln) = > > =
ol o) 2 4(n) g(n) ~ g(n+no) g(n) = g(n + no)
im =2 o1 o pm 25,
A0 g(n + nD) n— 00 g(n)
Logo
. g(n) i
lim —>—=<=1 = degg=degg
e g e § tém o mesmo coeficiente lider. . ("]
Observacoes:

i. O polinémio g(n) correspondente a filtragao (@Q*M) é denotado por

xg'(n) =1 (QTM)

para n suficientemente grande.
ii. Se M = A entdo
xa(n) = xe(n)

e é chamado de polindmio caracteristico do ideal m-primario Q.

Corolario 1.3.7: Para n suficientemente grande, o comprimento I(%) é

um polindmio xgo(n) de grau < s, onde s é o nimero minimo de geradores

de Q.

Demonstragio: Imediata de (1.3.4) tomando-se M = Ae M, = Q"A. &

Proposicdao 1.3.8: Seja A anel local, m seu ideal maximal e @ um ideal
m-primario. Entéo

deg xo(n) = deg xm(n) .

15



Demonstragao:
Como A é Noetheriano, todo ideal contém uma poténcia de seu radical.
Logo, existe r tal que
mCQCm

e assim m™ C Q" C m™. Logo
A A A
= > i
I(m‘"") 21 (Q“) . l‘r(m"‘)

Xm(n) < xe(n) < Xm(rn)

1sto é

para n suficientemente grande. Assim, sendo a o coeficiente lider de x,,;(n)
e d = deg (xm(n)) temos

xe(®) _ xmlr) | 1 xmlrm) _
LS ) S o) € ) T

Portanto

—

>

1< lim 2© n)
n—=oo y,.(n)

e entao deg {xo(n}) = deg (xm(n)) .

<r?

Observagao: O que o teorema nos diz é que os polindmios xg(n) possuem
o mesmo grau, independentemente da escolha do ideal m-primirio Q.

A partir dai, temos a seguinte definigao:
Definicdo 1.3.9: Definimos d(A) = deg xo(n), onde Q ideal m-primadrio
qualquer, para n suficientemente grande. -
Definicao 1.3.10: Sendo A anel Noetheriano, definimos

16



(i)
6{A) = min {

com @ ideal m-primirio

keN; Jz;,---,z. €A e (21, ,24)=Q, }

(ii)
dim(A) = sup{k; ImPy C Py C --- C Py; P; € Spec(A)} .
onde P; C P; denota P; esta estrilamente contido em P;.
O nosso objetivo é mostrar que para um anel Noetheriano local A vale
8(A) = d{A) = dim(A) .

Vejamos antes uma série de proposigbes que nos ajudario a demonstrar tal

resultado.

Proposic¢io 1.3.11: §(A) > d(A).

Demonstragao:
6(A) = k entdo existe ¢ ideal m-primario tal que Q é gerado por k

elementos. Porém, por (1.3.4)(ii) temos que
deg xe(n) < k.
Porém, por (1.3.8) temos que
deg xo(n) = d(4) .
Logo d(A) < 6(A). |

Proposicao 1.3.12: Seja A anel Noetheriano local, m seu ideal maximal e
Q um ideal m-primario. Seja M um A-médulo finitamente gerado e 2 € A
tal que z nio é divisor de zerode M (zm =0 = m=0)e M' = 2L

M’
Entéao

17



i deg(xg") < deg(x§') -1

ii. d (fj—)) < d(A) - 1.

Demonstragao:
(1) Tome N = zM. Temos que N ~ M como A-médulo.

Seja N, = NN Q" M. Temos as seguintes seqiiéncias exatas

ﬁ — M — M —
N, Q"M QrM!

0 —

0.

Se pusermos g(n) = ‘!{WN') temos que para n suficientemente grande

™

g(n) — x&n) + x5'(n)=0.

Pelo lema de Artin-Rees (A.1.9) temos que (N,) € uma Q-filtracdo estavel
de N. Como M = N por (1.3.4)(iii) implica que g(r) € x5'(n) tem o mesmo
coeficiente lider. Logo

degxf;' < deg)(’é{I —1.

(i} Tome em (i) M = A. |

Proposicao 1.3.13: d(A) = dim(A).

Demonstragao:
Facamos por indugio sobre d = d( A).
Sed=0 = g(n)= I(;ﬂ%) é constante para n suficientemente grande.
Temos a seguinte seqiiéncia exata
Oﬁmmnil—};n%-i—ﬁfz—}{]
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e portanto

A A m" m"
I(m"‘”) - I(-r;;‘-) +I(m““) = I(m“"'l) =0.

Logo m™ = m"*! e pelo lema de Nakayama (A.1.10) temos m™ = 0.

Porém m™ = 0 e A anel Noetheriano local, entao A é Artiniano (A.1.11),
logo dim(A) = 0.

Assim ja demonstramos o resultado para d = 0.

Suponhamos d > 0 e que o resultado valha para qualquer numero menor
do que 4.

Seja Py C P; C --+- C P, uma cadeia de ideais primos de A. Tome

z €P, — P efaca
1 0 A

= — €
Po
Assim, ' # 0 em A’ ¢ A’ é urn dominio de integridade e por (1.3.12)(ii)

d(f"-:) <d(A) -1,
&

Temos que M = m + Py é o tnico ideal maximal de A’ ¢ mais ainda

A A

P T @

A."

f=z=z+7P.

temos

é sobrejetora e portanto

Logo d(A) > d(A’) pois

d(A) < d(A') = lim Xm() _

T=—+00 Xﬁ-(n) !

isto é, para n grande

xnln) =1 () > xnlw) =1 (2 |



o que € um absurdo.
Assim

xIr

d(i:) <dA)-1<dA)—1=d-1.

Por hipétese de indugdo, qualquer cadeia de primos de -‘3% tem compri-

mento menor ou igual a d — 1. Porém, note que
PicP,C--- P,

¢ cadeia de primos de comprimento r — 1 de A’. Logor — 1 < d —1, isto é,
r<d.
Logo, dim(A) < d. |

Proposigao 1.3.14: Seja A anel Noetheriano local de dimensio d. Entao

existe um ideal m-primdrio em A gerado por d elementos z1,--+,z4 €, por-
tanto, dim(A) > 6(A).

Demonstragao:
Vamos construir z,,- - -, &z indutivamente de tal maneira que todo primo
P que contenha (z1,- -, x;) tenha altura maior ou igual a :.

Tome z; de tal forma que z; ¢ UP, onde P é um ideal primo minimal
de A. Note que se ndo existir tal elemento, A é um anel Artiniano local e
(0) = m. Logo 6{(A) =0 e dim(A) = 0.
Assim z, ¢ P para todo P primo minimal de A e portanto se @ € Spec(A)
e 23 € () entdo A{Q) > 1, pois ¢ contém um primo minimal de A.
Tome i e d > i > 1 e suponha que ja tenhamos construido (zq,-- -, ;1)

da forma desejada. Considere

S = P;;P; € primo minimal de (zy,---,2;1)
- e hi(P;) =i —1

20



Logicamente #8 = s < oo, inclusive podendo ser nula.

Temos ¢ — 1 < d e portanto P; C m para todo P; € § entao Ui_;P; Cm
e portanto podemos escolher z; € m tal que z; ¢ P; ¥j. Tome £ um primo
que contém (3, -+, %i-1,%;). Temos entio que existe P primo minimal de
(x4, - ,%iw1) tal que P C Q.

SePesS = h{P)=i—lez; P = PCQ = ht(Q) 21

SePdS = ht(P)>i—1 = ht(Q) > 1.

Portanto todo ideal primo @ que contenha (zy,--,z;) tem altura > 7.

Considere entdo (x1,--,z4) € seja P um primo que o contenha. Logo

ht(P) > d. Porém A é local de dimensédo d portanto P = m. Isto é, o unico

ideal primo que contém (zq,---,24) é m e assim (/{z1,---,24) = m. Logo

(21, ,%4) € m-primario. ]

Com os resultados vistos até agora ja podemos demonstrar o seguinte

importante feorema:

Teorema 1.3.15 (Teorema da dimensao): Para um anel Noetheriano

local A, os seguintes numeros inteiros sao iguais:
i. A dimensdo de Krull de A, isto é, dim(A);

ii. O grau do polinémio caracteristico

isto é, d(A);

iii. min{k ;32y,-:<,2x € A e (x1,---,7) = Q é m primario}, isto é,

8(A).

Demonstragao:
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Por (1.3.11) temos que 6(A) > dim(A) e por {1.3.13}) temos que
d(A) 2 dim(A). Logo 6(A) = d(A) = dim(A) (*).
Por (1.3.14) temos que dim(A) > §(A).

Logo, em (*) temos

§(4) > d(A) > dim(4) > 5(4) = 8(A) = dim(A) = d(A) .

Coroldrio 1.3.16: Seja A anel Noetheriano z1,---,z, € A. Entio todo

primo minimal de (z,+++,z,) tem altura menor ou igual a r.

Demonstragao:

Em Ap, o ideal (x4, -+, z,) se torna PAp primario. Logo
dlm A'p = J(Ap) S r e dimA'p = ht(’P) .

Portanto ht(P) <. ]

Corolario 1.3.17 (Teorema do ideal principal de Krull): Seja A anel
Noetheriano e £ € A. Se z é um elemento de A que nao é divisor de zero

nem unidade em A, entdo todo primo minimal P de (z) tem altura 1.

Demonstragao: Por (1.3.16) temos que At(P) < 1. Porém, se ht(P) = 0
entdo P é primo minimal de A. Mas se P é primo minimal de A, entdo todo

elemento de P é divisor de zero, o que € um absurdo pois z € P.
Logo ht(P) = 1. B
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1.4 Anéis locais regulares

Em Geometria Algébrica existe uma distingao importante entre pontos
singulares e nao singulares.

Os anéis locais dos pontos nio singulares sdo o que chamamos de anel local
regular. O que faremos é caracterizar esses anéis regulares. Porém vejamos

alguns resultados que nos auxiliardo.

Definigao 1.4.1: Seja A um anel Noetheriano local. Se z,,---, 24 estio em
A, dimA = d e (z1,---,24) = Q, com @ ideal m-primario, entdo dizemos

que ¥, -, &g € um sistema de parametros.

Um sistema de parametros tem uma certa propriedade de independéncia

que € descrita na proposicdo abaixo,

Proposigao 1.4.2: Seja z;,---,z4 um sistema de parametros para A e seja
Q@ = (21, ' ,24) um ideal m-primario. Seja f(#;,---,%;) um polinémio

homogéneo de grau s com coeficientes em A. Suponhamos também que

f(xl}' " $md) c QS-H .

Entao todos os coeficientes de f pertencem a m.

Demonstragio:

Considere o epimorfismo de anéis graduados

a i (Bt = Gold) = Hla, 7

Ly v—r T;

Devido & hipétese sobre f temos que f(t;,:-,%s) = 0 e portanto f estd no

ker(a) onde T é aimagem de f em %[tl,- 0 711
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Suponhamos que algum coeficiente de f é uma unidade. Entdo f nio é

um divisor de zero e como a € sobrejetora temos que

%[tla T atd]

Go(4) = ker(a)

Assim

Al e Alty o
A(Go(4)) = d( Hsd) < o Hoged)

Porém por (1.2.7) temos que

d(ap,}..-.:d}) — d(%[tl,“-,td]) -1=d-1,

isto é, d(Gp(A)) < d — 1. Porém
d(Go(A)) = d(Gm(A)) =d(A) =d por (1.3.15)

que é absurdo.
Logo f é divisor de zero de %[tl, ---,t4)- Entao existe @ € %, com @ # 0
tal que

af =0 = ah =0
com b; coeficiente de f.

Logo ab; € @ para todo i e a ¢ Q. Como @ é m-primdrio temos que
b; € +/Q = m. Portanto, todo coeficiente de f esta em m. |

Esta proposicao se torna simples quando A contém um corpo k isomorfo

ao corpo A/m.

Corolario 1.4.3: Se k¥ C A é um corpo isomorfo a A/m e z;,---,z4 é um
sistema de parametros, entao z;,--+,2; sao algebricamente independentes
sobre k.

Demonstragao:
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Assuma que f(z;,---,24) =0e f é um polinébmio com coeficientes em
k. Precisamos mostrar que f = 0. Suponhamos que f # 0. Entao podemos

escrever

f=/f,+ termos maiores,

onde f, € homogéneo de grau s e f, #0..

Aplicando (1.4.2) para f, vemos que f, tem todos os seus coeficientes em
m. Como todos os coeficientes de f;, estdo em &k ~ % temos que f;, = 0
(absurdo).

Logo f =0e xy, -, x4 sdo algebricamente independentes sobre k. 8
Agora ja estamos em condigdes de definir o que é um anel local regular,

Definigao 1.4.4: Um anel local regular é um anel que satisfaz uma das trés

condi¢des (equivalentes) do teorema abaixo.

Teorema 1.4.5:
Seja A um anel Noetheriano local de dimensao d, m seu ideal maximal e

k= %. Entdo as seguintes condigoes 530 equivalentes:
1. Gp{A) 2 k[tq,---,t4], onde os t;’s sdo varidvels independentes,
il. dimg(m/m?) = d,

iii. m pode ser perado por d elementos.

Demonstragao:
(1) = (1) Temos que

Gm(A) = 6300 m = ®?=0An .

R=0 pntl
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Sejam z,,- - -, %441 elementos de A;. Como
Gl A) L k[t -+ 1] = BB

temos que ¢(z1),---,p(T441) € By, Porém, dimB;, = d e portanto
w(z1),- -+ ,(xa41) sdo linearmente dependentes em A; = 5.

Porém, como coroldrio de (1.3.15), temos que
dimy (Z) 2 dim(A) = d

e portanto dim, (%) =d.

(ii) = (iii) dim, (ﬁ%) = d, entdo existem Ty, -+, T4 € 5 formando uma
base de . Logo zy,---,z4 geram m e portanto m pode ser gerado por d
elementos.

(i) = (1) m = (x4, - ,&2). Tome f; =k
o k[tl,"',td] - Gm(A)*_“k[‘fl)”"}fd]=®?;1Af
t‘- —— ?f,-=x,‘+m2

o € sobrejetora.

Seja f € k[t1,---,t4] tal que a(f) = 0; podemos escrever f da seguinte
forma

[=fobe+ 1,
onde f; sdo homogéneos de grau 3. Como aff) = 0, temos que

olfs)+---+a(fs) =0 eentdo a(f;})=0

para todo j. Como f; € homogéneo de grau s temos que

T
L= ardy---tf com ) i,=s.
=1

e portanto f,(Ty,---,74) = Za;&"i‘ . Eff. Porém 7; € 5 = A;. Logo
. &
€ A, .. g _ M
.'.CJ e A‘j = xl xd e As = m3+] .

26



Como a; € % = Ay, entio a;E} -+ Ty € A,. Logo

L

. w m
fo(@, T € me+t
e como a(f,) = f,(F!,---, ) =0, temos que f,(F,--,F¥) € m*+, Logo,

por (1.4.2), temos que os coeficientes de f, estdo em m e portanto f, = 0.

Analogamente, fazemos para todos os outros f; e chegamos a f = 0. Logo
fcker(e) & f=0.

Portanto « é um isomorfismo. [ |
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Capitulo 2

Calculo da funcao de Hilbert e

Bases de Grobner

Neste capitulo & = kixy,---,x,] denotard o anel de polinémios a n va-
ridveis sobre o corpo k.

O objetivo deste capitulo é calcular a fungéio de Hilbert de $ onde I é
um anel homogéneo de & e $ é o ideal de coordenadas de uma variedade
projetiva. Vamos ver que a fungio de Hilbert de % coincide com a fun¢io de
Hilbert de Gﬁ’n onde (LT(I))} é um ideal monomial.

A seguir, mostraremos dois métodos de como calcular a funcdo de Hilbert

de % com [ ideal monomial.

2.1 Bases de Grdbner

A construgao de (LT(I)) depende de uma ordem definida no conjunto
dos mondmios de & = k{x;, -+ -, x,] € que tem certas propriedades especiais.
Observe que dado um mondémio x* = x; ---x%* podemos associar uma

n-upla (a3, -, a,) € N" e vice-versa. Logo, se conseguimos uma ordem em
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N7, estaremos induzindo uma ordem nos monomios de § da seguinte forma:
dados x® e x* € 8§ mondmios, diremos que x* > x* & a > bem N°.

Gostariamos que esta ordem tivesse as seguintes propriedades:

i. dados a,b € N” gostariamos que & > bou b > a ou a = b, isto é, que

nossa ordem seja total.
i. Seag,be N*ea>b = a+c>b+cVee N"
Com isso temos a seguinte definicao de ordem monomial.

Definigdo 2.1.1: Uma ordem monomial em & € uma relagio > em N"

satisfazendo
1. 2 é total em N™;
ii. sea,b,ce N"ea2b = at+c>2b+g

iii. > é Artiniana, isto é, todo subconjunto nio vazio B de N” deve possuir
um menor elemento (em relagio a >), isto é, existe b € B tal que todo
r € B satisfaz ¢ > b.

Lema 2.1.2: Uma relagio de ordem > em N é Artiniana se, e somente se,

toda seqiiéncia decrescente em N" é estacionaria.

Demonstragio:

Na verdade vamos demonstrar a equivaléncia das negagdes das proprie-
dades.

(=) Se > nao é Artiniana, entio existe B C N*, com B # @, tal que
B n3o tem minimo. Tome a; € B. Como ¢; nio é minimo, existe a; € B

tal que @¢; > a;. Novamente a; ndo é minimo e portanto existe az € B tal
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que a; > a; > a3. Seguindo o raciocinio, conseguiremos a seqiéncia infinita
desejada, visto que B nio pode ser finito.

(4=) Temos, por hipétese, que a; > az > --- é uma seqiiéncia infinita
estritamente decrescente e portanto o conjunto B = {a;,az,---} € N" néo

tem minimo. Logo > ndo é Artiniana. : [

Observagoes:

(1) No apéndice temos alguns exemplos de ordem no conjunto dos mondmios
de & = k[x1,-+*y Xa).

(2) No que se segue, estaremos sempre trabalhando com uma ordem mono-

mial > fixada.

Definicao 2.1.3: Sejam A C N" um conjunto finito e f = 3,4 2,x* um

polinémio ndo nulo em . Entao temos as seguintes definicdes:

i. O multidegree de f é
mtdg(f) = max{a € N* ;a, # 0}
ii. O coeficiente lider de f é
LC(f) = Imtdg(s € k.
ii. O monomio lider de f €
LM(f) = x™bdgw)
iv. O termo lider de f é

LT(f) = LC(f)LM(f) .
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No inicio do capitulo falamos em ideal homogéneo e ideal monomial. Ve-

jamos agora as definicoes.

Definigao 2.1.4:

i. Um ideal I é dito um ideal homogeneo se, para qualquer f € I,
f=fi+ -+ f, com f, homogéneo de grau r;, temos f,, € I ou

equivalentemente I é gerado por elementos homogeneos.

ii. Um ideal I é dito um ideal monomial se I = (x* ;o € A C N"), isto é,

I é gerado por mondmios.

Observagoes:

(1) Se I € um ideal monomial € f € § um polindmio ndo nulo tal que f € I,
entao todo mondmio de f estd em I, pois I é um ideal homogéneo e portanto
f é uma k-combinacao linear dos mondmios de I. Assim, vemos que os ideais
monomiajs sio univocamente determinados pelos seus mondémios, isto é, dots
1deals monomials sdo 1guals se POSSUEM OS5 MESMOs MOondmios.

(2) Todo ideal homogéneo I de & também é graduado da seguinte forma
I=el,

onde I, é o conjunto de homogéneos de grau n que estdo em /. Assim %

também é graduado da seguinte forma
T-9\1/. " \1).” .~

Definigido 2.1.5: Seja I C & ideal, I # (0). Definimos
LT(I) = {ex® ;3f €I com LT(f)=ex}.
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Lema 2.1.6: O ideal gerado pelos termos lideres de I, isto é, (LT(I)) é um

ideal monomial.

Demonstragao:
Seja J = (LM(f); f € I — {0}). Temos que J e (LT(I)) possuem os
mesmos mondmios e portanto sao iguais. |

Definigao 2.1.7: Fixada uma ordem monomial, dizemos que um subcon-
junto finito G = {g1,**+,g:} € uma base de Grobner do ideal I se
(LT(g1)," -+, LT(gs)) = (LT(I)).

Lema 2.1.8 (Algoritmo da divisao): Sejam fi,---,f, polindmios em
S = k[x1, -, X4). Entdo todo polindmio f € § pode ser escrito da seguinte

forma

f=01f1+"'+aafa+r,

onde r € §, r =0 ou r € uma k-combinagdo linear de monémios que nio sdo

divisiveis por LT(f1),---,LT(f,).

Demonstracao:

Vamos provar a existéncia de ay,---,a, € r dando um algoritmo para a

sua construgao.

Input: fl)' ' '}fmf
Output: ay,-+-,a,,r

a;:=0,---,a,:=0r:=10
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"3
Il
-,

WHILE p # 0 DO
t:=1
divisionoccurred := false )
WHILE : € s AND divisionoccurred = false DO
IF LT(f;) divides LT(p) THEN
a; '= a; + LT(p)/LT(S)
p = p — (LT(p)/LT(fi))J:

divisionoccurred := true

ELSE
=141
IF divisionoccurred = false THEN
r:=r+ LT(p)
p:=p— LT(p)

Note que quando estamos dentro do WHILE...DO principal ocorrem
duas colsas:
1{passo da divisao): Se algum LT(;) divide LT(p), entéo o algoritmo procede
como uma divisdo em k[x].
2(passo do resto): Se nenhum LT(f;) divide LT(p), entdo o algoritmo soma
LT(p) ao resto.

Para mostrar que o algoritmo funciona, mostraremos que

f=afi+ - tafitr+p (2.1.9)

em todos os passos. Isto é verdade para os valores iniciais de a;,--+,8a,,p €
r. Suponha que (2.1.9) valha em um dado passo. Se o préximo passo é um
passo da divisao, entdo algum LT(f;) divide LT(p) ¢ a igualdade

aifi+p= (ai+%) Jit (”_%(%f‘)
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mostra que ¢;f; 4 p ndo se altera. Desde que as outras varidveis nio sio

afetadas, (2.1.9) continua sendo verdadeira.

Se o proximo passo € um passo do resto entio p e r sio mudados, porém

a soma p + r permanece inalterada pois

p+r = (p—LT(p)) + (r — LT(p))

e novamente (2.1.9) continua sendo verdadeira.

O algoritmo se torna verdadeiro quando p = 0. Neste caso ficamos com

f=alf1+"'+asfa+r-

Desde que todos os termos somados a r ndo sio divisiveis por nenhum LT(f;),
temos que a1, --,a, € T possuem as propriedades desejadas.

Finalmente precisamos mostrar que o algoritmo termina. Porém, basta
observar que, cada vez que redefinimos a varidvel p, ou p = 0 ou multdeg(p)
diminui. Logo, se o algoritmo nio terminasse, isto é, p # 0 sempre, teriamos
uma seqiiéncia decrescente infinita de multdeg(p). Como nossa ordem é Arti-
niana, temos que p = 0 deve acontecer eventualmente e portanto o algoritmo

deve terminar em um numero finito de passos. |

Exemplo 2.1.10:
Vejamos um exemplo de como funciona o algoritmo da divisio. Vamos
dividir
f=xy+xy"+y" por fi=xy—1 e fa=y'-1
usando a ordem lexicografica com x > y.
Fazemos da seguinte forma
a :X+y

as
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hi=xy-1 xy +xy? +y?
~(xy = x)
h=y'~-1 xy? +x+y?
—(xy* —y)
xy +y*
Porém LT(fi) e LT(f;) nio dividem LT(x +y* +y) = x e LT(f2) divide

Logo, mandamos x para o resto e continuamos com divisao

ay:x+y

ap:1
fi=xy—1 x2y +xy? +y?
~{x’y - x)
fa=y* -1 xy? +x +y?
—(xy* —y)
x+y+y? = r=x
y:+y
~(y'-1)
y+1 = r=x-ty
1 = r=x+y+1
0
Logo
y+xy’ +y = (x+y) i+t (x+y+1).
|
Observagao: Os polindmios ay,---,a, e r obtidos na divisao nio sdo u-
nivocamente determinados. Se mudarmos a ordem de fy,---, f,, obteremos

outros polinémios.

Teorema 2.1.11: Fixada uma ordem monomial, todo ideal I C &, com
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I # (0), possui uma base de Grobner. Além disso, qualquer base de Grobner

de um ideal I é base de 1.

Demonstragao:
Seja I um ideal e considere (LT(7)). Como ja vimos, (LT([)) é um ideal
monomial de & que é Noetheriano, loge existem LT{¢,},---,LT(g:) tal que

(LT(g1)," - -, LT(g:)) = (LT(1)) .

Afirmacgio: T = (g5, ,91).
J4 temos que (g1, --,4:) € I. Seja f € I. Pelo algoritmo da divisdo ,

teorema (2.1.8), temos que f pode ser escrito na forma
f=ag+ - tag+r

onde nenhum dos termos de r é divisivel por LT(g;), para todo 1.

Porém f € T eayg+ - t+ag; € I, logo f—3i_, ¢,9; = r € I. Portanto se
r # 0 temos LT(r) € (LT(I)) = (LT(¢1),---,LT(g:)). Como (LT(I)) é ideal
monomial LT(r) é divisivel por LT(g;) para algum 1, 0 que é um ahsurdo.

Logo v = 0 e assim f = 3.i_, a:¢; € (g1, "1 G¢). |

Visto que todo ideal possui uma base de Grobner, vamos demonstrar
o que foi dito no inicio da se¢io. Primeiro vejamos um resultado que nos

auxiliara.

Teorema 2.1.12(Macaulay): Seja I C & um ideal qualquer, I # (0).

Entao temos que
B = { monémios que nio estio em LT(I) } .

é uma base do k espaco vetorial £.

Demonstragao:
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Mostremos que B ¢ linearmente independente.,

Sejam {m;,---,m,} um subconjunto finito de Be u; ,i = 1,---,r € k.
Denote por 7i; = m; + I e suponha que p = 3" u;m; = 0, isto &, que
p =Y uym; € I. Suponha que p # 0. Logo LT(p) € LT(J). Mas LT(p) = m;
para algum i, o que € uma contradigio pois m; € B. Assim p = 0 e neste
caso u; = () para todo t.

Mostremos agora que B é um conjunto que gera o k-espago vetorial %

Suponhamos que B nao gere ‘~§- Assim se considerarmos V o k-espaco

vetorial gerado por B em &, temos que
T=S\(Vul)#£9b.

Agora tome f € T, tal que LT(f) é minimo. Se LT(f) € B, entdo
g = f—~ LT(f) é um polinémio que nao estda em V nem em I e que possui
termo inicial menor do que f, o que € absurdo.

Logo LT(f) € LT(J) e assim existe h € I tal que LT(f) = LT(k). Logo
u = f — h tem termo inicial menor do que o termo inicial de f e ndo estd em
I nem em V, um absurdo novamente.

Logo, dado f € §, entaoou feTou fEV. [ |

Agora ja podemos demonstrar o que queremos:

Teorema 2.1.13: Seja I C & um ideal homogéneao. Entao a fungio de
Hilbert de % é a mesma funcio de ('E"’I"STE}“
Demonstracao:

Seja B = { monémios que nao estio em LT(I)}. Seja §; o conjunto dos
elementos de grau d de S e considere S a imagem de S; em ‘% Temos que

H (?—,d) = dim 3, = #(5.N B)
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por (2.1.12) e pelo fato de I ser homogéneo.

#{m € S4;m mondmio m ¢ LT(I)}
= #(S:nB).

Logo H (?,d) —H ((L'liSW’d)' n

Como dissemos no inicio do capitulo, o nosso interesse é calcular a fungio

# (e )

de Hilbert de ‘-SI- com { ideal homogéneo. Porém vimos na secdo anterior que
calcular a fungao de Hilbert de % ¢ o mesmo que calcular a fun¢io de Hilbert
de E]:Tsm—, onde (LT(Z)) é um ideal monomial. Vejamos entdo alguns meios

de se calcular a fungéo de Hilbert para % com [ ideal monomal.

2.2 Funcao de Hilbert de ‘—}, com [ ideal mo-

nomial

Vamos nesta se¢ao, mostrar um processo de como calcular a fungao de

Hilbert de £ com I ideal monomial. Antes vejamos algumas definicdes.
I J g

Definigao 2.2.1: Seja m; e m; dois mondémios em §. Entéo podemos definir
o minimo multiplo comum e o maximo divisor comum dos mondmios m; e
m+ da seguinte forma:

Se

an
n

bn
T

e X

bl...x

entao definimos

b
mmc({my,my) = x;““{‘“' ’}...x:‘“{ambn}
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min{as b1}

de(m‘l, mz) = xl I’I'Iil‘l{ﬂ.n.bn}

X

Definigao 2.2.2: Seja I C § um ideal monomial, isto é I = (my,-:-,m,)
onde cada m; é um mondémio. Dizemos que o conjunto {my,---,m,} € um

conjunto minimal de geradores de I se m; Jfm; para quaisquer t e j, 1 # j.

Observacao: Dado I C § ideal monomial, I sempre possui um conjunto

minimal de geradores.

Processo para calcular a fungio de Hilbert de $ com I ideal mono-

mial.

Seja, entdo, S = k{xy,* -+ ,X.] € I = (my, -+, m,) ideal monomial de S.
Vamos fazer por indugio sobre s.

s = 1 entdo I = {m). Suponhamos que deg(m) = d.

H (%z) = dim, ((%)) .

Parai=0,---,d —1 temos que

(5=

n+i—1

Logo temos

Assimdimk((%j)‘_=dimk8,-= ( ),parat'"——ﬂ,---,d»l.

n—1

dimy ((i—)) =dimS&; — 1
d

pois deg(m) = d.
Seja t > d entdo ¢ = d + u. Logo, como queremos calcular a dimensao de

S eremos saber o nimero de mondmios de grau ¢ de & que nao sa
) qu némi g q sdo
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miiltiplos de m. Logo

, S . .
dim (G;—)-)‘ =dim§; — dimS,

pois se v € S, entdo v.m-€ §; e portanto temos que eliminar todos os

mondmios da forma vm, com » € §,,. Assim

. SN _(r+i-1} [(E-d)+n-1 ;
dlm((—m-j)i—( 1 ) ( o )VZd

Assim
 — 1
s n+31 se 1< d
H(( )’i)z o 1 i —d—1
m — el —
(n+t )ﬁ(n-{-z ) se i>d
n—1 n—1

Logo sabemos calcular a fungiao de Hilbert de (‘f;"}

Suponhamos entéio s > 1 e que o resultado valha para todo nimero menor
do que s, isto é, se I’ é gerado por r elementos e r < s entio sabemos calcular
a fungio de Hilbert de I'.

Seja I = (my,+-+,m,) onde {my,---,m,} € um conjunto minimal de
geradores., Seja n € I um desses geradores minimais, que, sem perda de
generalidade, podemos supor n = m,. Logo I = (n,I') e seja d = deg(n).

Temos entdo uma seqiiéncia exata da seguinte forma:

0 — kerg — S(—d) 5 % 5 -?-‘ — 0 (2.2.3)
s — 31

o

onde

S(—d) = B2,S! onde S/ =8 4.
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Tal seqiiéncia exata é de grau zero, isto é, se

z€S8 > )€ (%)‘ pois

T€S => €S89 > nz€S;, = ATE (%) .
Temos que |
ker(p) = {p€S(=d)ip(n) =0}
= {ueS(-d)|m=0)
= {p€S(—d)unel}.
Como §(—d) C S, podemos pemsar que
ker(p) = {p€S;pnel'} =(I':n)

devendo porém levar em consideragio a alteragao nos graus.

Como I’ é ideal de § e I' = (mny,-- -, M,y ), temos que
m m
— II: — l.,.,._ PP -——-——-———-’_1 s
J=(I:n) (dc( e ,_1,n)) (A2.1)

Logo a seqiiéncia exata (2.2.3) induz uma seqiiéncia exata, também de grau
zero, da forma:
S S h)
0= (5 =5~ F -0

e, portanto, para cada ¢ € N temos
S

02 (G @~ () -0 29

Porém J e I' possuem menos geradores do que I e portanto por hipdtese de

inducio sabemos calcular sua fungio de Hilbert. Logo por (2.2.4} temos que
S . S . S .
#(70) = (pi) -1 (50-9) "

Observacio: Ainda é um problema em aberto saber qual a melhor escolha

para o gerador n.
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Para ilustrar o processo acima, vamos fazer um exemplo.

Exemplo 2.2.5: Seja & = kfx;,Xz,X3,%¢] € I = (x1%3,%1X4,X2%4). Vamos
calcular a fungao de Hilbert de %-

Tome n = x;x3; I’ = (X1x4,X2%4) €

p3
J= (;—x";xm) = (x4, X2%4) = {x4) .
1
Assim, temos que

é . k[X],XQ,X3,X4] ~ k[xl X3 X3] .

J (x4)
Portanto s S
H (Y,t) =H (};,t) — H (k[x1,x2,%3),t — 2)

Usando o mesmo processo para I’ temos
I' = (ny, I"} onde ny = xaxq ; 1" = (xgx4)
X S
e J = (%) = (x2) e portanto — = k[x;,x3,X,]

JJ"
Porém k[x;,Xs,X4] ~ k[x;,%z,x3]. Assim

H (%,t) = H (zx—i—(ﬁ,.t) — H (k[x;,%2,%3],¢ — 2)

¢ portanto

) S
H (T,t) = H (m,t) - 2H (k[xl,m,x;;],t - 2) .

Isto é, H(%,t) = H(S,t) se t = 0,1 ou
4+4t—1 44t-2-1 —14t-2
H(f,t) _ + _ + [ 3-1+4
I 4-1 4—1 3—1
3 3 2

set > 2. [ |
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2.3 Anéis de Stanley-Reisner

Estes anéis sdo os objetos centrais de um ramo da f\lgebra Comutativa,
chamado de Algebra Comutativa Combinatéria e foi criado por Hochster e
Stanley em meados dos anos 70.

Os objetos considerados sao os complexos simpliciais que se associam a
objetos algébricos chamados de Anéis de Stanley-Reisner. Neste exemplo,
veremos como o numero de faces de um complexo esti relacionado com a

série de Hilbert do correspondente anel de Stanley-Reisner.

Definicao 2.3.1: Seja V = {v,,--+,v,} um conjunto finito. Um complexo

simplicial A em V € uma colecao de subconjuntos de V tais que
i. {uljeAVi=1,---,n
i. GEAeFCG = FeA.

Os elementos de A sio chamados de faces do complexo.

Definigao 2.3.2: A dimensao de uma face F, denotada por dim F, é dada
por
dimF = |F|-1.

A dimensio do complexo simplicial A é dada por

dim A = max{dim F; F € A} .

Observagoes:

i. Note que o conjunto vazio § é uma face de dimensido —1 de qualquer

complexo simplicial nao vazio.
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ii. As faces de dimenséo zero sao chamadas de vértices; as de dimensio 1
sao chamadas de arestas. As faces maximais em relacio a inclusio sdo

chamadas facetes do complexo simplicial.

Definigiao 2.3.3: Seja A um complexo simplicial de dimensao
d—1 > 0 em um conjunto de vértices V. Denotamos por f; o numero de faces

i-dimensionais de A.

Assim temos que
o=Vl e fo=1
visto que § € A.
O f-vetor de A, denotado por f(A), € a seguinte d-upla

f(A) = (fﬂ'lfla' ot :fd—l) .

Definigio 2.8.4: Seja A um complexo simplicial em um conjunto de vértices
{v1,->+,v.} € k um anel. O anel de Stanley-Reisner do complexo A, com
respeito a k, é a k-algebra homogénea definida por

k[X],' v !xn]

KAl = =

onde I é o ideal gerado por todos os mondémios X; ---X;

{viyy -+ ,vi,} & A

tals que

Observagoes:

i. A escolha da letra k na defini¢do indica que, a menos de excegbes,

sempre teremos um corpo para o anel de coeficientes.
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ii. O ideal Ja é gerado por monomios livres de quadrados. Por outro lado,
se I C (x1,---,x%,)? ¢ ideal gerado por mondmios livres de quadrados,

entao
'k[xls v axn]

I

para algum complexo simplicial A, o que nos dd uma bijegio entre os

o~ k[A]

complexos simpliciais € os ideais monomiais livres de quadrados. Tal
bije¢do inverte inclusao, isto é, se A e A’ sido dois complexos sobre um

mesmo conjunto de vértices entao

Af_ZA’ & Ia Cla

Vejamos mais uma definigao que nos ajudari na demonstragdo do que

queremos:

Defini¢iao 2.3.5: Seja ¢ € N". Definimos o suporte de a, denotado por

supp(a) como sendo

supp{a) = {v;;a; > 0} .

Considere A um complexo e k[A] = kfz1,- -+, Zx].

Lema 2.3.6: Sendo z® = z{' --- 22, a € N" temos que z* # 0 se, e somente

se, supp a € A.
Demonstragao:
Mostremos que
¢® =0 se, e somente se, suppa g A .

(=) z® =0.

2 =(xP x5+ Ia
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i
Mas se z® =0, entdo x7* - - - x',‘,“: € I5. Logo

supp 'tz ={vi;a;, >0} €A
pela definigao de Ia. :
(<) supp a € A. _
Seja supp @ = {03, ).
suppa € A = xii‘ -+-xg* éum dos geradores de Ia

= x‘;l---xf‘"EIA = xcl'l---x?‘“+fa=$a=0.
|

Para relacionarmos o f-vetor de um complexo simplicial com a fungio
de Hilbert de k{A], vamos introduzir uma nogao de N"-graduagio em k[A].
Temos que S = k[x;, - - ,X,] pode ser N*-graduado da seguinte forma

S = @uennS. onde S, = {x*;c€ k}

onde x* = xy' ++-x%"; a = (@1, -,a,) € N*.,
Dado um ideal 7 C & monomial temos que I também é N™-graduado e

portanto § herda uma N“—graiduagéo natural dada por

A o]
(E) =§v=; se X' ¢ Va € N .
I 1] Ia 0 se xX*e]J

Logo os anéis de Stanley-Reisner possuem uma N"-graduagio.

Teorema 2.3.7: Séja, A um ¢omplexo com f-vetor (fo, :+, fa—1). Entéo

d-1 f‘_ti+1

Hk[a]i(t) =2 G-

1=-1

Demonstracao:
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Baseado na N"-graduagao de k{A] definimos

H(k[A],)): N oZ
a = H(k[A],a) = I(K[AL) .

como sendo a fungio de Hilbert de k[A] com relagio a N"*-graduacéo. Logo,
a série de Hilbert de k[A], com relagio & N"-graduacio, é
Hya)(t) = 25 H(KA],a)t" = 3 I(k[A])e* (2.38)
a€N® acN”
onde a = (a1, " -,a,), t = (t1,-+-,1,) e t® =t7' - - 127, (1)
Logo

Hyal(t) = D KAL) .
aENn

Mais ainda, se supp a € A, entdo, pelo Lema (2.3.6), z* = 0. Logo

k[xh' "1xn]a _

x® € [Ia]. € entdo 2] =0.
Ala
Portanto
Hya(t) = 3 WKALY = 37 I(KA]L)e
ocN” acN"
SUPp aca
HE{AL)=1 Y =y Y e
EENn Fea neN"
SUpP sea SUPD a=F
Se F = 0 entdo
Y, t*=1
Supp a=0
pois supp a = @ se, e somente se, a = (0,---,0).
Se F # 0.

t;

Afirmagio: > =[] .
Supp a=F v EF (1 - ti)

Facamos por inducio sobre #F.
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#F=1 = F={n).

Suppa:{vi} = a=(01"'10306101"'10); a;>0.

Logo
o ¢
S o= Sd=it o
SUpp e={v} Ji=1 1t
. 1 gy 1 t
= — = e ————— ] = —
;Z=::1 1t g{ -7 T

Suponhamos o resultado valido para uma face com cardinalidade » - 1 e
mostremos que o resultado vale para uma face com cardinalidade r {r < n).

Suponhamos também, sem perda de generalidade, que F = {v;, -+, v, }.

Z $° — Z tilll___i:r

SUpp a=F (M"",ﬂr)eﬂr
Porém
S omemsmifit)| T g
(‘111"‘|“f)ef"r (bz!""b")eﬂr_l
Por hipdtese de indugao temos que
Y et YT
(b, be )N Supp e=F

com #F =r—1e F C F,logo F ¢ face.

Assim

SUpPP o=F =2
Temos também que
Yot = !__ e portanto
i=1 1-14



Y e=T7%

SUpp a=¥F IJEF
Logo, se entendemos que o produto sobre um conjunto de indices vazio é 1,

conseguimos que

Hk[A] t)= Z H — (2.3.9)

FeA 'UuEF
Porém, estamos interessados na série de Hilbert de k[A] associada a
N-graduacao de k{A]. Porém, observamos que, dado i € Z
kAL = @ enn kAl

le|=¢

onde la| = ¥_i., a;.
Tinhamos, em (2.3.8), que

Hk[ﬁ](tlv' T 1tﬂ)

Il

3 H(k[A],a)t

a€E?

il

2| 2 H(k[a]e)

i aEN”
la|=:

Como
k[A); = @, ennk[A]e = H(R[ALD) = ) H(k[A],a
|la}=i al=i
senF
Assim, se fizermos t; =t Vi =1,...,n, teremos

Hyn(t) = Z(Z H(k[A),a )t"=ZH(k[ALe‘)t‘

i |al=

que é a func¢ao de Hilbert de k[A] com relagdo a uma Z-graduacéo.
Portanto, para conseguirmos a série de Hilbert de k[A] com relagio a uma

Z-graduacéo, basta substituirmos todos os t;’s em (2.3.9) por um dnico {.
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Logo

1 t
Hk[al(t) = 11 =14 Z 13
FeAvieF Fea ueF
F#b
—l+'):L+E t2++z !
dim F=0 ~1 dim F=1 (1 - t)2 dim F=d—1 (1 - t)d
(# F=)) (#F=2) (# F=d)

2 td
e A

f—1(1—i1)0 + fo(ltj\)l + 4 faa (ﬁ)d

t
Hyalt) = 14 fo1 — + hH

Portanto

d-1 11
Hya(t) = ;ﬁ(;‘:) ¥

Corolario 2.3.10: A funcao de Hilbert de k{A] € a seguinte

i se n=0

H(kAL») = f;olfé(n_,l) se n>0.

2

Demonstragao:

Pelo Teorema (2.3.7), temos que a série de Hilbert de k[A] é da forma

Hyay(t) = dif fi (Tt_—t) !

=1

- T oo j
Temos também que 15 1.

= =
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Logo

Hiya(t) = fa+ fo (1 t_ t) toot fam (1 t—t)d '

Temos ainda que

{ i+1 .
(i) = Aeree oy

e
fj[(j+l—l tj+1+(j+2—1)tj+2+‘_.
J J
s—1
+( _ )H] 2311)
J

Hya)(t) = for 4 folt + 2+ )+ A2+ 284+ ) 4 4 fay (194 -},

Logo

donde temos que
HHALOD) = fa=1

CHHALY = fo
H(K[AL2) = fot hr

n-—1

n—1
H(k[A]n) = fo-l'( 1 )f’+"'+(d_1

)fd,l . por (2.3.11)

Portanto

1 se n=20

H(k[A]ﬁn): Zf;olf‘(n_l) ce n>.0

1

Retornando ao exemplo (2.2.5), vemos que o ideal I = (XiX3, X1X4,X2X4)

¢ um ideal livre de quadrados e como vimos nesta secdo podemos associa-lo
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a um complexo e calcularmos a sua fungao de Hilbert. Vejamos qual é este

complexo.

V= {‘Uh v, Vs, v.,}

Ian = (X1X3,%1X4,X2X4) € 0 ideal gerado pelas nao faces.

Logo temos que

A = {0, {v},{v2}, {va}, {vs}, {1, 02}, {_’Uza vz}, {vs, va}}

Como fo1 visto temos que

fa =1
fo = 4
h =3

Logo, a fungao de Hilbert de ﬁ» é dada por

s 1 se t=0
H(—,t): t—1
In }=0 i( | )=fg+(t—1)f1=1+3t se t21
H

Vimos neste capitulo duas formas de se calcular a funcio de Hilbert de
%, com [ ideal monomial. O que nos parece interessante € que se [ € um
ideal livre de quadrados, fica mais facil calcular a funcao de Hilbert usando a
idéia de complexos. Por outro lado, se I nio € livre de quadrados, o primeiro

processo é a uma boa maneira de se calcular a fungao de Hilbert.
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Capitulo 3

Os teoremas de Green e

Macaulay

Nos dois primeiros capitulos estudamos a funcgdo de Hilbert, vimos alguns
exemplos e uma aplicagdo. Vimos também que é uma fungao numeérica, isto
é, uma funcgio de Z em Z ou de N em N em alguns casos.

Uma pergunta que poderia surgir é a seguinte:

Quando uma fungao numérica € uma funcao de Hilbert de

algum anel ou médulo graduado?

Neste capitulo nosso objetivo é demonstrar o teorema de Macaulay que
estabelece condigoes para que uma fungdo de N em N seja fungio de Hilbert
de uma k-algebra homogénea.

Neste capitulo trabalhamos com

R = €Bn20Rﬂ.

uma k-algebra homogénea onde Ry = k é um corpo.
Observagao: Se B € uma k-dlgebra homogénea entédo B = % onde T € ideal

homogéneo de & = kfx;, - ,x;]efez; =x; + 1.
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3.1 Resultados Auxiliares

Nesta secdo veremos todos os teoremas e lemas que nos ajudardo na

demonstracdo do teorema principal de Macaulay.

Definicéo 3.1.1: Um conjunto nao vazio M de mondmios nas indetermina-
das X, -+, Xm € chamado um ideal de ordem dc monémios se dadom € M e

m' € S tal que m/|m entdo m’ € M ou equivalentemente se

xPh-oxXimeM e 0<b<q,1=1,--

1 1

= xioxbm o A

Observagao: Sejam M um ideal de ordem de mondémios e M’ o comple-
mentar de M com relagdo ao conjunto dos mondmios de §. Temos que M’ é
uma k-base para o ideal I = (m; m ¢ M)

O que faremos agora é mostrar que R possui uma k-base formada por

Monomios em &y, , Tp,.

Teorema 3.1.2 (Macaulay): Seja R = klzy,---,z,] uma k-dlgebra ho-

mogénea com k corpo e considere

T o K[k, uxm] — R
X 23 i=1,--r,m.
Entdo existe um 1deal de ordem de mondmios M C kix;.---,x,] tal que

(M)} é uma k-base de R.

Demonstragao:
Seja V o conjunto de todos os monémios de k{x;, -+ ,X,.]. Vamos definir

em V uma ordem denominada ordem lexicografica graduada reversa da se-
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by b .
1 x, dizemos que u < v se a

guinte forma: dado u = x§' ---x2™ e v = x
iltima componente néo nula do vetor (b, — ay,---, (b — @;)) for positiva.
Tal ordem ¢ monomial e assim todo subconjunto de V possui um elemento

minimal com relagao a esta ordem.

Seja a seqiéncia de mondmios u,u,,- definida recursivamente por:
w; = 1 e se uy,---,u; ja estdo definidos, tomamos ;;; o menor elemento
tal que w(t1),- -, m(u:), 7(uis1) sdo linearmente independentes sobre k. Se

tal u;y, nao existir, entdo a seqiiéncia termina com u;.

Afirmaciao: M = {uy,u,, -} é um ideal de ordem de mondmios e é tal que
7(M) é uma k-base de R .

(i) #(M) = {x(u;),7(uz),---} é um conjunto linearmente independente
por construgao.

(i1) Mostremos que m(M) gera R como um k-espago.

Seja v um mondémio em R entio v = 7(u) comu € V.

Se #(u) = v for LD com n(u;), nada a fazer. Caso contrario, v e 7(u;)
sao LI, entao existe u; € V tal que u; € u de forma que n{u;) e #{uy) sao
LI

Se v, m(w1), 7(uz) sdo LD, também nao ha mais nada a fazer. Caso con-
trério, existe uz € V com uz < u tal que.?r(ul),?r(ug),w('t,tg) sao LI Se-
guindo o mesmo raciocinio, encontraremos ty, us, - - - , U, de forma que 7(u;),
7(ug), - -, 7(u,),v sdo LD, pois existe somente um nimero finito de mono-
mios em V que sio menores do que u.

Logo

n
v = 21 A (ug)
e portanto 7 (M) é uma k-base de R visto que todo elemento de R é uma soma

de mondmios € todos os mondmios sio gerados linearmente por elementos de
=(M).
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(iti}) Mostremos que M é um ideal de ordem de monomios.

Suponhamos que nao, entdo existe u;, € M e u € V\M tal que

u;, = ux; paraalgum x;.

Temos que
‘JT(U) = Z /\,“JT(‘U,,')
i=1

com u; € M e mais ainda, u; < u e A; € k, pois u & M. Assim

wlug) = wluxg) = w(ue(y) = 3 Am()r()
= Z)\,“JT(U.;‘XJ')

Portanto u;x; < ux; = u;,, qualquer que seja 1.

Porém
T"J
Logo
ﬂ-(uiu) = Z")’s'ﬂ'(us) com u, e M e u, < Ui

o que € absurdo pela a construcio de M.

Portanto M é um ideal de ordem de mondmios e #(M) é uma k-base para,
R. [ |

Corolario 3.1.3: Seja J = (m;m € M’'}). Entdo a k-dlgebra homogénea R

e kX1, ,Xp]/J tém a mesma fungao de Hilbert.

Demonstragao:

Temos que

H(R,n) = dimR, = #(r(M) N R,)
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H(k[x1, - %m)/Jyn) = n? de monémios de k[xy, -, Xpm]

de grau total n e nao estdo em J

n de mondmios de k[x;, -+, Xm]

de grau total e n e que estdo em M

Logo
H(R,n) = H(k[x1, -, xa)/J,n) .

Definigdo 3.1.4: Seja & = k[x1,---,%p] € S¢ o k-espago vetorial gerado

pelos mondmios de grau d e tome u € §; monémio. Definimos

L, = {v€S8;v mondbmio ;v < u}

R, = {v€Ssv mondmio ;v > u}
onde a ordem considerada é a ordem lexicografica graduada reversa.

Observagao: Rx, = {X1,X2," ", Xm}.
O que vamos mostrar agora é que £, admite uma decomposi¢io natural.

Veremos isto no seguinte lema:

Lema 3.1.5: Dado u € 8, u = X(1) - - - X;(q), temos que

- d
Lo = Uimy b, -+ Xj6)-1) Xj1) - Xita)
onde [x3,---,X;¢)-1]: € o conjunto dos mondmios de grau i nas varidveis
X1, s Xj(E)-1-
Demonstracao:
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Seja ¢ o maior inteiro tal que x; divide u. Logo, podemos escrever

L, = CLUCﬂx; onde

o { mondémios de grau d nas }
u _

il

variaveis Xy, -, Xi_1 -
e ;C:: = Exv_*lu.
Usando a mesma idéia, podemos decompor L£! e assim sucessivamente.

Logo, se escrevemos
U= Xi)X(2) * Xjed) (v € Sa)
com 1 < j(1) < j(2) £ -+ < j(d) temos que
Lu = [x13x2=' " 1xj{d)—1]du‘c)(;;)uxj(d) :
Porém

-1
UXjeqy = Xj01) **  Xj(d-1)
e temos também que
EXRL)“ = [xla e 1xj{d——l}—l]d—lUEXI(Z__j)x;ﬂ)uxj{d—l)
Portanto
Xj(d)ﬁx;&)u = [x1," s Xjgg-1y-1}a— xj(d)Uﬁx;(L_l)x;(L)ux.i(d}x.i(d—l) .

Seguindo raciocinio anélogo chegaremos a

L, = Uk by Xj()-1liX5(i41) " X5(a)

qﬁe ¢é chamada a decomposi¢ao natural de £,. =

Observagao: Com esta decomposigio temos que
d
|‘C|-l| = E l[xl': tt T xj(l')—l]i|
i=1
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Porém

'(i —14:-1
|[x1,°",X,'(s‘)-1]il = (in)-l-l )

Logo

com k() = j(i) +1—2ek(d) > k(d—1) > --- > k(1) > 0.
O que observamos é que esses numeros inteiros nao negativos |[£,| podem
ser escritos como uma somatoria binomial. Este resultado pode ser generali-

zado pelo seguinte lema:

Lema 3.1.6: Seja d um nimero inteiro positivo qualquer.

Qualquer a € N pode ser escrito unicamente na seguinte forma

_ [ Kd) k(1)
() ()
onde k(d) > k{d — 1) > --- > k(1) > 0.
Demonstragao:

Vamos assumir que F; ) =0sepu<l.

(i) Ezisténcia: Fagamos por inducao sobre a. Para a = 1, podemos

1=(j)+(jif)+'"+(?)

Suponhamos que o resultado vale para qualquer nimero menor do que a

escrever

e mostremos que vale para a.
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Tome k(d) como sendo o méximo dos numeros positivos tais que

k(d) <a. Sea= k(d) entio
d ]~ d

=Xd:(k(z)) com k(f)=t~1,1=1,---,d—1.

=1 t

k(d | k(d
Se ( fd) ) < aentdo a’ =a— ( Ei) ) < a. Por hipdtese de indugio

temos que

d-1

¥
—

i

( ) com k(d—1)>--->k(1)>0.

Mostremos que k(d) > k(d — 1). Temos que

. ( k(d) + 1 ) i e ( k(d) ) . ( k(d)+1 ) _ ( k(d) )
d d d d
€ como k(d) +1 —- k(d) = k(d) temos
d d ] \d-1])

(;(:ﬂl ) Sd> ( kifd_l) ) entao k(d) > k{d—1)

Portanto

a:i(k(.i)) com k{d)>--->k(1)>0.

=1 2

(i1) Unicidade: Quando mostramos que existiam k(d) > --- > k(1) 2 0

k(i
tal que ¢ = ¥0, ( () ) vimos que k(d) era o maior inteiro positivo tal

-que ( k;d) ) <a.
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Mostremos que esta forma de escrever é inica. Suponhamos que

g(k'?)):a:g(k?)).

k(d K(d
Como k(d) é o maior inteiro tal que ( Ef) ) <ae ( (4) ) < a,

d
entio k'(d} < k(d). Do mesme modo, k(d) < k'(d) e portanto k(d) =
k'(d). Seguindo raciocinio anilogo chegaremos a k(i) = k'(z), para todo
i=1,..-,d. »

Observagao: Na demoisiragao acima, note que para ¢ < d o coeficiente

k(i) é determinado pela seguinte propriedade: k(z) é o maior inteiro positivo

(k(a)) <a_(k(d))m”__(k(i+1)) |
¢ B d i+ 1

Os ndmeros k{(d),k(d — 1),---,%&(1) sdo chamados os d-coeficientes de

Macaulay de a. Esse mimeros gozam da seguinte propriedade:

tal que

Lema 3.1.7: Sejam k(d),---, k(1) os d-coeficientes de Macaulay de a e
k(d),---,k'(1) os d-coeficientes de Macaulay de o’. Entdo

a>d see sc;mente se, (k(d), --,k(1)} > (K'(d),---,%'(1))

com relagdo a ordem lexicografica.

Demonstracgao:
Vamos mostrar ambas as implicagdes por inducio sobre 4.

Se d = 1 o resultado é trivial pois

(MDY iy o (FOY
a-..( : )—k(l), —( ) )_k(l).
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Logo a > @' se, e somente se, k(1) > ¥'(1).
‘Suponhamos entdo d > 1 e que o resultado valha para qualquer nimero

menor do que d. Temos dois casos a considerar

(1} k{d) = k'(d). Temos que k(d —1),---,k(1) e k¥'{(d ~ 1),---, k(1) séo os
k(d !
(d — 1) coeficientes de Macaulay de a — ( (d) ed — ( . ffd) ) respecti-

vamente. Aplicando a hipdtese de indugao o resultado segue.

(i) k(d) # K(d).

a'<aI=> (k,(d))50'<a = (k’(d))<a
d d

= k'(d) < k(d),
= (K'(d),---, K (1)) < (k(d),---, k(1)) .
k(d) > kK(d) = d < ( k;d) ) <a = d<a.
u

O que vimos é qﬁe dado a € N, existem k(d) > --- > k(1) nimeros

inteiros positivos tais que

NECAIN AT
(7))

i

Porém, ja vimos também que se g < I, = 0.

Logo, eliminando os somandos que sao nulos nesta representagao , temos
k(d k(7
a=(())+m+((@)
d J
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com k(d) > --- > k(j) =27 > 1.

Definigdo 3.1.8: Dado a € N e sua representagio de Macaulay como acima,
k(d k() +1
oD = (d)+1 4ot (J) +
d+1 _ J+1

Este ntimero goza das seguintes propriedades:

definimos

e 0 =0,

Lema 3.1.9: Sejam ¢, a’ e d nimeros inteiros positivos.
i. Sea < a, entao alP < "D,

ii. Sejam k(d),---, k(1) os d-coeficientes de Macaulay de a
7 = min{Z; k(z) > 1}. Entéo

(a+ 1)@ = e + k(1) 4+1 se j=1
: a4+ 1 se 3>1.

Demonstragao:
(1) Sejam k(d),---,k(1) e k'(d),---,k'(1) os d-coeficientes de Macaulay

de a e a’ respectivamente. Por (3.1.7), temos que

(K'(d),--, k(1)) > (k(d), -, k(1))

= ((k’(d) =+ 1:' "1'1‘“’(]) + 1) > (k(d) + 1&"'11“(1) + 1)
G ) 5 gl |

(i) Mostremos a igualdade para 5 > 1.



= (K)o ()
d j
d 7 j—1

(a_l_l)(d} — (k(d)+1)+(k(3)+1)+(,}) — a(d)+1
d+1 7+1 J
~ ——

"

o(d) 1

Suponhamos j = 1. Seja 7 o maior inteiro tal que k(z) = k(1) +17 — 1.
Entao

- (4 () () ()
d | i+1 z 1
L (k(d))+-..+(ka+l)+z(k r—l)
d 1+ 1 r=1
_ k(d) P k(z +1) k(l 1
d 1+1

Observagio: Estamos usando a relagao

i(k(1)+r—l ) :(k(l)-+z')_1,

que se mostra facilmente por indugio sobre 1.

a+1=(k({fd))+m+(k(1).+i) ’

que ¢ a d expansio de Macaulay de a + 1, visto que k( + 1) > k(1) +:.

-,

Logo

Logo
4D = (k(d)+1)+m+(k(i-.|-1)+1)+i'(k(1)+r)
d+1 t+2 r=1 r+1
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_ [ Kd)+1 P k(i+1)+1 +'§ k(1)+r—1
d+1 i+2 =2 r

) 'k(d)+1 P Ei+1)+1 N K1) +:i41 k(1)1
d+1 t+2 ' 1+ 1

Logo temos que
(a+ 1D =a® + k1) +1

Temos ainda mais uma definigdo baseada nesses d-coeficientes de Macau-

lay de um nimero a € N.

Definicdo 3.1.10: Seja ¢ um ndmero natural e k(d),---, k(1) seus d-coefi-

cientes de Macaulay de a. Definimos
k(d) -1 k(1) —1
e (9 Yo (70

Este niimero também possui propriedades que nos auxiliarao nas demons-

tragoes.
Lema 3.1.11: Sejam a,a’,d e b niimeros naturais. Temos
1. @ < d, entdo ayg < apy.
ii. Seja j = min{z; k() > ¢}, Se k(7) # 7, entdo (a — 1)igy < a(g).

iti. Se 0 < & < a sdo tals que b < b(d> + (a — b)(d._]), entdo b < a(dy-

Demonstragao:
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(1) Temos que

k(d) — k(7) -
o= () s (19

Porém, a < a’ entdo, por (3.1.7) k(z) < ¥'(¢). Entéao
k(1) -1 < K() =1 epor (3.1.7) a(q < ajy .

(i1) Mostremos o resultado por indugéo sobre d.

Sed=1ea#1 temos que

() ()

Logo ayy > (a — 1)qy-

Suponhamos entio que d > 1 e que o resultado valha para qualquer
numero menor do que d. Suponhamos que k(d),---,k(1) e k'(d),---, k(1)
sejam os d-coeficientes de a e o’ respectivamente. Temos dois casos a consi-

derar:

(1) k(d) = k'(d). Tome o’ = a — ( ’“(j) )

Afirmamos que @’ — 1 > 0, pois, se &’ = 1, entao

= () ()

(um absurdo, pois ¢ nao estaria nas condigGes do teorema, isto €, k(7) # 7).
Logo a'—1 > 0. Temos que a’ tem, como d— 1-coeficientes de Macaulay os
numeros k(d—1),««, k(1) e ¢'—1 tem como (d — 1)-coeficientes de Macaulay
os numeros k'(d — 1),---, &'(1).
Porém, o' satisfaz as condi¢des do teorema e por hipétese de indugéo

temos que (@’ — 1)(g-1y < aly_yy, isto &,

(k’(d-1)-1)+_._+(y(1)—1)<
d-1 1
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Ha-1)-1)  (k)-1
d-—1 ' 1

k(d)—1
Como ayyy = ( (d) ) +aEd—1) e

segue-se o resultado.
(2) k(d) > K'(d). Logo k(d) —1 > k'{(d) — 1 e por (3.1.7) (a — L)g) < a(a).

(iit) Temos que b pode ser escrito da seguinte forma:

a=(%?)+~~+(“@)tmnwm>-~>uﬂzjzm

J
. k(d)+1 k(7)+1
sz=(()+ )+m+( 4) )
d J
- Temos que ¢y = b. Assim, se mostrarmos que ¢ > ¢, teremos

Ay 2 €gy = b. Suponhamos que a <e

. < (k(d)+1);i_m+(k(j)'+1)
d j
amb < (”@+1)_(H®)+m+(kw¢1)_(Hﬁ)
_ (H®)+m+(ﬁﬂ)-
d—1 7—1

Distinguimos dois casos:
(1) 7 =1. Logo
k(d k(2 k
a_b<_(())+m+(())+((n)
d—1 1 0
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e (K)o ()
d—1 1
e (M7 ) (1),

Porém, por hipotese de tinhamos que

Logo

b < by + (a—b)a-1y e portanto

< (e
(7)o ()
» _ (k;d))+,_,+( ()) (Lu) )

(2) > 1. Logo {a—bka-1) < ( Hd)—1 ) +-+ ( L(J) ik ) e, seguindo

1

d—1 j—1
0 mesmo raciocinio, teriamos novamente um absurdo.

Logo a > ¢ e portanto aggy = ¢q) = b. [ ]

Proposicaoc 3.1.12: Seja u um monomio de grau d no anel de polinémios
S. Entao

x| = [La]

Demonstragao:

Seja u = Xj(l)-"Xj(d) e XU = X;(;)Xg(z)“'x;{d.l_l} com I(l) = le
()=j(i—-1)i=2,---,d+ 1.
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Temos, por (3.1.5) que

|£x1u|=f(1(r)+r—2) '

r=1 r

Porém, quando r = 1 temos que

()= ()

g (10472)

r=1

Logo

coml(r) =j(r=1),r=2,---,d+ 1.

Fazendo entao r — 1 = i, temos

xal =3 ( 70 +f:” ~7 ) — L,

Definicdo 3.1.13: Seja u um mondémioc em & = kx1, -+, Xp}, v € S Um

ideal gerado por R, = {v € §4;v > u} serd chamado um ideal de segmento.

Veremos agora os dois dltimos lemas que nos ajudardo na demonstragao

do teorema principal do capitulo.

Lema 3.1.14: Seja u € S4 um mondémio. Entdo temos que

Rxl Ru = Rxlu .

Demonstragao:
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Seja v € R,. Entao temos que v > u e mais ainda
XU 2 X0 2 XU,
Logo temos que Ry, R, C Ry, visto que
Rx,Ru = {vw; we Ryx,, v € Ru}.

Seja agora v € Ryx,,. Podemos assumir que x; nde divide v, pois se x;
dividisse v, entdo v = xyw. Logo w € R, pois se w < u, entdo X,w < XU €
portanto v € Rx,. (absurdo). Logo v € Rx, R, e nada mais hd a fazer.

Logo, podemos supor que x; nao divide v.
v € Ry,w = v 2 xu

€ como X; fv, temos que v > x;u. Seja

S D | —_ b2___ bm
u =X X7 e U= Xy X

e seja ¢ 0 maior inteiro tal que a; > b;. Temos dois casos a considerar:
(1) Se existe j < ¢ com b; > 0.

Como v > x;u entao o iltimo coeficiente nao nulo do vetor
n m
—(14a),by— a0 —ajy - b ~ai ) b= a
i=2 =1
é positivo. Se existe j < ¢ com b; > a; entdo b; — a; > 0 e portanto

1. _ b bJ'—l b
X; v=Xgeex? Xt €ERy

Logo
v = x;(x;'v) € Rx,Ru pois x; € Ry, .

(2) Se nao existe j < 1 com b; > 0.
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Logo x;'u € R, (pelas mesmas razdes acima), e portanto
v =x;(x;7'v) € Ry, Ry .
Logo Rx,. C Rx, R.. Portanto

Rxlﬂ - Rleu M

Lema 3.1.15: Seja ] C § um ideal de segmento gerado por mondémios de

grau d e seja R = §/I. Entao, para tedo n > d temos

H(R,n+1)= H(R,n)\"

Demonstragio:

Temos que dimy Sg = #L, + #R.. Sejan > d, istoé, n = d + a. Se
u € 8¢, entéao x{u € Sgpq = Sa.

Por (3.1.14) (indugao), temos que

(Rx, )*Ru = Rxzw -
Temos, por hipdtese, que
I=(R)=(v1,"-,v.); v, ESy e 7 =#S, .
Seja I, = {mondmios em I cujo grau € n}.
w € I, entdo w=v,-w'.com degw' =a=n—-4d.

Logo w' € (Ryx,)*. Assim, se w € I,, entdo w = v’ com v; € R, €

w' € (Rx, ). Logo #1n = #(Rx,)"Ru = #Rxzu.
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Temos que H(R,n) = dimy(S,/I,). Mas

dim Sﬂ. = #£X?u + #Rx‘fu = #Cx‘;u + #In .

Logo s
dim, (I_n) = #Lxsu (3.1.12) | Cx?_lulfn—l)
pois x¢'u € §,_; e por indugio vem que |Lye-1,| = H(R,n —1).
Logo

H(R,n+1)= HR,n)™Vn>d.

3.2 O teorema de Green

Nesta se¢ao, vamos ver o teorema de Green, que também sera utilizado

na demonstracao do teorema de Macaulay.

Nesta secao trabathamos também com R uma k-dlgebra homogénea e k

um corpo infinito.
Antes de enunciarmos o teorema de Green, vejamos algumas nogoes de

Geometria Algébrica que nos ajudarao a demonstra-lo.

Topologia de Zariski

Sejam k um corpo, & = k[xq,---,X,) € I um ideal de S.

Definicao 3.2.1:

(a) O conjunto A™k) = {(ay,---,a,) € k*} = k" é chamado o

n-espaco afim sobre k.
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(b) Dado I C § ideal, definimos

V(I) = {(a1,-,a,) € A"(k); flas,-+-,a,)=0VfeT}.

Com relagio a V(I) temos as seguintes propriedades
(1) MmeaV (L) = V(X 1) com I ideais de S.

(@) UL, V(T) = V(O3 ).

A partir dessas propriedades pode-se ver que A"(k) = k™ é um espago
topolégico, onde os fechados sdo da forma F = V(I) com [ ideal de S.

Mais ainda, se k € um corpo infinito, entao A™(k) é um espago topoldgico
irredutivel, isto é, A*(k) = UV, W] e V;, fechados se, € somente se, A*(k) =
Vi ou A®(k) = V4.

Obser.vagﬁes:

(1) Se R é uma k-algebra homogénea, com k corpo infinito, sua compo-
nente de grau 1, isto é, K, ¢ irredutivel na topologia de Zariski, pois R, é
um espaco vetorial de dimensio finita gerado por z; = x; + I, onde ] C S €
o ideal homogéneo que define R.

(2) Se Ry € um espago topoldgico irredutivel, entao todo aberto é denso
em R;. _

(3) Essas nogées acima sugerem a seguinte terminologia: Seja P uma
propriedade definida nas formas lineares de R;. Dizemos que h € R, é
genérico em relacdo a P se existe um aberto U C Ry, h € U tal que P vale

para toda forma linear de U.

Teorema 3.2.2( Green: forma algébrica): Sejam R uma k-idlgebra ho-

mogénea, k um corpo infinito € seja n > 1 um inteiro. Entéo

R
H (-ﬁ,n) < H(R,n)p ,
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para uma forma linear h genérica.

Demonstragao:
Seja s = sup{dim, AR, _,; A € R,}. Entéo temos que dim; AR, _y = s
para alguma forma linear A.

Seja U C R, definido da seguinte forma:
U={he€ R dimp hR,_1 = s} .
Temos que U # @ e mostremos que U € um conjunto aberto. Seja entao

{z1,-+-,zm} — basede R,
{ug,--+,u,} — basede R,
{vi,---,v1} — basede R,

Seja h € Ry. Logo h = 372, a;z;. Consideremos

Yho: Rﬂ—l — Rn
f —hf.

Este homomorfismo pode ser escrito como uma matriz de forma lineares
em a,- -,y cOMo se segue: visto que {uy,-+-,u,} é base de R,_;, basta

definirmos o nesses elementos para conhecermos o homomorfismo. Assim

huy = (Z a;:rs) uy = Y ai(ziu)
i=1 =1

. x =5 )
Porém z;u; € R, e entdo z,uy = ¥, ¢y

j=1 €1 Y;

;-
Portanto

huy = (Z‘ a; (ZJ c_?l)vj)) = Z (Z: a.‘C‘g?)Uj 3

=1
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_ (1) : — 5 s :
chame d;; = ¥ aic;y e assim huy = 3=;_; d;1v;. Assim

dy dyp -+ dir
[on] = P
dn dip - dir

Porém, se h € U entdao dimhR,.; = s e portanto existe um menor {3 X )
na matriz nao nulo.

Trocando-se os a;’s por variavels e chamando

[pr] = A temos que
U = R —V(I,(A)), onde
I(A) = ({det dos menores s xs de A}) .

pois se h € Ry e b € V(I;(A)) entdo o determinante de qualquer menor
(s % 8) de ¢, é nulo e portanto dimg AR,y < s. Logo h ¢ U.
Logo U/ é um conjunto aberto e se h € U, k ¢ dito genérico.

Seja entdo, h € U e consideremos & = R/hR. Mostremos entio que
H(S':n) < H(Run){n) .

Vamos mostrar por indugéo dupla sobre n e dimy R;.
Se n =1 e dim; R, é qualquer, temos que
" (%,1) _ dim (%)1 - dimk% — dim, % —dimR, — 1
e temos também que H(R,1) = dimRye H(R, 1)y = H(R,1)~1 =dim By —
1.
Logo temos que

R
H (ﬁ,l) S H(R, 1)(1) f
Se dim; K, = 1 e n é qualquer. Tinhamos que

R=k[z,, --,2,] com 2, =x;+ 1.
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Se dim R, = 1, podemos supor que z; gera R;. Dado z; € Ry, t # 1

temos que z; = ¢;x; e portanto x; — ¢;x; € I. O que fazemos é trocar
Xy, -+, %m] por E[xg,%; ~ €%, 1 Xm — EmX]

o que nio altera o anel de polinémios.

Logo
klx1,%s — €%, Xem = EmXy] _ klxq]

I - ()

k[f-l] .
Portanto
1 o
dimR; = ¢ gt
0 se j321.

Como A € R,, temos que

(B), -0

Assim

R
0=H (ﬁ,n) < H(R,n)pm .

Assim, vimos que para n = 1 e dim R, qualquer o resultado vale e que para

dim R; = 1 e n qualquer o resultado também vale. _
Suponhamos entao n > 1 e dim F; > 1 e que o resultado valba para um

- nimero menor do que n e dim K, qualquer (hipétese de indugéo).

Seja V C 8, = R;/hRy o conjunto das forma g tais que dimy ¢S,_; seja

maxima e consideremos ¢ o epimorfismo
¢ : R =8
feo f+hR=].
Seja W = (U\kh) N ¢ (V). Temos que ¢ é sobrejetora e portanto

@ (V) # 0. Porém V também é aberto em 8§, (mostra-se da mesma forma

como mostramos que U € aberto).
Temos que ¢|p, : Ry — 8; é continua e portanto ¢~ (V) é aberto. U\kh
é também um conjunto aberto e U\kk # @, pois se U\kh = @ entdo U C kh.
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Como U é denso e kh é fechado, teriamos que R, = kh (absurdo, pois
dim Ry > 1). Logo W # @ pois € intersecio de dois abertos em R;.

Tome h* € W e considere a seguinte seqliéncia exata

-+ 0.

h*S,—1

Desta seqiiéncia temos que

. Sy . 1.
H{S,n) =dim s +dimk*S, _, .

Como dim §; < dim R; € h™ € ¢~ (V) por hipdtese de inducio temos que

. S,
dim (h*S ) < H(&,n)pm -

n—1

Analisemos o segundo somando:

- 2w [ RBn1 ) R*R,_
RSpa=ht{— | o —— .
! (hR»n-Q h(h*Rn—Q)
donde temos que
dim B*S,_y < dim —Tin=]
1 — m - .
R Y X )
Observemos agora as seguintes seqiéncias exatas:
h*R,_
0 — hh*Rn-‘Z — h-Rn_l — m — 0
Daqui temos que
h*R,.-
dimh*R,_; = dim Eﬁ%ﬁl} + dimkh*R,_, .
. hR, _
thh&_zqh&_lqm—»{}
de onde vem que
dimhR,_; = dim E%%i_l + dim hk* Ry, .
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Porém, h, h* € U e portanto dimhR,_, = dimh*R,,.; e concluimos que

h*Ry_1 — dim hR,_,
hh*R._, hh*R,_,

O que fazemos é escolher A* tal que h*(hRy-3) tenha dimensiao maxima. Seja

dim

agora J = Ann h e P = RfAnn k. J é um ideal homogéneo. Temos ainda

que

 RRea . (5= P
dim h}l'Rnig = dlmh“(zﬂﬁ)’) =H (ﬁ,n - 1)

Jﬂu-?

Por hipétese de indugdo temos que

H( F —1) < H(P,ri— 1)y .

P
Porém
. . Rn—l .
H(P,n—-1) = dim ¥ = dimhR,_,
n~1
= dim R, — dim h}f:_l .

Logo H(P,n— 1) = H(R,n) — H(S,n) ¢ concluimos que
dim A*Sn-1 < (H(R,n) — H(S,7))10eyy -

Assim H(S,n) < H(S,n)py + (H(R,n) — H(S,n))<n_1> e por (3.1.11)(iii)
temos que
H(S,n) £ H(R,n)m) -

3.3 O teorema de Macaulay

Esta secio é dedicada a demonstragio do teorema de Macaulay, que

estabelece condicdes para que uma func¢ao de N em N seja a funcio de Hilbert
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de uma k-algebra homogénea. Antes do teorema, vejamos uma definigéo.

Definicdo 3.3.1: Umna seqiiéncia (finita ou nao) (Ao, ky,- - -) de inteiros ndo
negativos é dita uma O-seqliéncia se existir um ideal de ordem de mondmios

M nas varidveis X, - - - , X, tal que degx; = 1 Vi e mais ainda

h, = #{u € M|degu=n}.

Teorema 3.3.2 (Macaulay): Seja k um corpo infinitoe A : N — N uma

fun¢do numérica. Entao as seguintes afirmativas sdo equivalentes:

i. Existe uma k-algebra homogénea K tal que

H(R,n)=h(n) Vn >0

ii. (R(0), h(1),---) € uma O-seqiiéncia.
ii. B(0) =1 e h(n+1) < [ v > 1.

iv. Seja s = k(1) e para todo n > 0 seja M,, 0 conjunto dos h(n) primeiros
mondémios (na ordem lexicografica graduada reversa) de grau n nas
varidveis x1,- -, X, Definindo M = U,5oM,, temos que M ¢ um ideal

de ordem de mondmios.

Demonstragao:
Temos que
(i) & (ii) segue de (3.1.2) e (3.1.3).
(iv) = (i1) segue da defini¢do de uma O-seqliéncia e de como foi construido

M.
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(iti) = (iv) Por hipdtese
h(n+1) < [h(n)™ Va > 1.
Mostremos que U,>oM, € um ideal de ordem de monémios onde

h(n) primeiros monémios de grau n
M, = o
nas variaveis Xp,---,X,

com s = h(1).

Fagamos por indu¢ao em n. Porém notemos que
u € M entio ue M, =L, paraalgum u, €S, .
Sen=0

u € Mo = {h{0) primeiros mondmios de grau zero} = {1} .

Assim

viu = vfl = v=1 = ve Mo

Se n = 1 temos que
M, = {s primeiros mondmios de grau 1}
{xla T ,X_.,} -

Assim
v/u =» vfx; para algum ¢ e portanto v=1x; . Logo v€ M.

Suponhamos entido que u € M, e 1 < r < n e que se v/u entdo v € M.

Seja u € M4 e v tal que v/u.

— w81 . %3 — b1,
U—Xl X, e v=X x;.

80



Novamente temos que My = L,,,,. Porém estamos supondo que
#Luns = h(n +1) < ()] = (#£0)
Porém por (3.1.12}, temos que

(#Lu)™ = L, -

Temos ainda que
Rx, Ru;‘ = ’Rxlu;‘ .

Afirmagao: Ry,.; € Ra,,,.

Temos que #L,,,, < #Lx,. Suponhamos que xu;, € L,,.,.

X1t < tn4. Logo
wE Lyyuy, = wELy,,, = Lxu €Ly, (absurdo)
Logo xjul, € Ry,,,. Assim
w € Ry, = w2 X1Up 2 Uy = WE Rungs -

Portanto Rx,.x CR

Unp4l*

Como v < u e v/u, entéo existe § tal que

Gsﬂbs,"',aj+]= 41 € (1_-’.'>bj .

-1
Sendo u; = xj' - - x;’

Mostremos que u; € M, = L, .

a
-+ x%1 temos que v/u;.

Suponhamos que u; € Ly entdo u; € Ry . Assim

u; > u e portanto X;u; > X;up 2> Xqu, .

(3.3.3)

Entao

Porém x;uy = u. Logo u > xjul, e assim u € Rx,u, € Ru,,, (absurdo, pois

u € Mﬂ+1 == Lun_‘_l).
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Logo u; € M,, e v/uy. Por hipétese de indugao temos que v € M. Logo
M é um ideal de ordem de monomios.

Até agora vimos que (iii) = (iv) = (ii) = (i). Logo, mostremos que
(i) = (iii). Seja g uma forma linear e seja S = R/gR. A seqiiéncia exata

R
0 — gR, — Rypx — L0
nos fornece a seguinte desigualdade:
H(R,n+ 1)< H(R,n)+ H(S,n+1) . (3.3.4)

Sejam entao

a=H(R,n) e b= HR,n+1).

Seja ¢ uma forma linear genérica. Pelo teorema de Green, temos que
R
H(S,n + 1) = H (E,n + 1) S H(R,n + 1)(ﬂ+l) '

Por (3.3.4), temos que
b S a+ b(n+1) .

Seja k(n +1),---, k(1) os (n + 1)-coeficientes de Macaulay de b. Entao

; [ kn+1)-1 s k(1 o
(n+1) = pal + - e portanto
k

!
1
a > (k(n+n1)_1)+'°°+( (2)1—1)4_(1:(1:]*1)’

onde usamos propriedades dos mimeros combinatdrios na desigualdade.
Seja 7 = min{z; k(2) > }.
(2) Se j > 1l entdo k(1) =0e

> ( k(n+1))+_“+ ( k(2) ) _,
n+4+1 2
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e portanto
b= H(R,n+1)=h(n+1) < HR,n)™ = h(n)™

COMO quUeriamos.
(b) Se j = 1, entédo

> (k(n+1)—1)+“.+(k(2)1—~1)+1

: 1) -1 k(2) -1
Sendob’:(k(n+ ) )+..-+( @) )temosQueaZb’+1e

n 1
portanto a™ > (¥ + 1) e como k(2) — 1 > 1 por (3.1.9) chegamos a

F+1)" = ¥ L EQ)+1
- (k(”H))+---+(k(2))+k(2)—1+1

n+1 2
Assim
-k 1 k{2
at > ( (nt ))+~-+( ())+k(2)
n+1 2
k(n+1 k(2
GO i D) ey =
n+1 2
Assim & > bVn > 1. [ |

Corolario 3.3.5: Seja R uma k-dlgebra homogénea, £ um corpo. Entio
H(R,n+1) = H(R,n)™

para n suficientemente grande.

Demonstragao:
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Escreva § = R/I, onde § = kfx;, - -,xn]. Pelo teorema de Macaulay,
item (iv), temos que existe um ideal de ordem de monémios M = U5 M,
em S tal que H(R,n) = H(S/J,n) para todo n, onde J é o ideal gerado por
todos 0s monomios que nao estao em M. Além disso, a escolha de M foi tal
que M, = £, para um certo monomio u,. Como J é finitamente gerado,

existe um inteiro r tal que
Ry, = Bx,R,, paratodo n2r.

Logo a afirmacao segue de (3.1.12). : [}
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Apéndice A
Resultados auxiliares

Neste apéndice estao alguns resultados auxiliares e definicdes que foram
utilizados em algumas demonstragoes.

Dividimos o apéndice em duas segdes, cada uma correspondendo ao capi-
tulo de mesmo nimero.

Os resultados da secio A.1 foram todos retirados de [1]. Os resultados e
defini¢bes da secao A.2 foram retirados de [2] e [3].

Aqueles resultados que nio foram encontrados em livros estio demons-

trados.

A.1 Capitulo 1

Os resultados estao na ordem como aparecem no texto.

Teorema A.1.1 (Base de Hilbert): Se A € um anel Noetheriano, entio

A[x] é Noetheriano. Como coroldrio temos que se A é Noetheriano entéo
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Axq,+++,x,,] é Noetheriano.

Lema A.1.2: Dado d € N, entdo temos que (1 — t)¢ € Z [[t]] é inversivel e

1= i ( d+k—1 )t" |
k=0

d-1

Demonstracao:

Lembremos que

Z[it]] = { > axt* |ax € Zl
k=0 J
e que a multiplicacdo em Z [[t]] é dada por

a;t’ 3 bt 3 ct*  onde
5
=0 j=0

k=0

k
Cp — Za,-bk_,- .

=0

Mostremos o resultado por indugao sobre d.

(d—i—k—l):(k):l .

d—1 0 |

(1-1) (it") =it"—it*+l=1
k=0 k=0 k=0

Logo (1 — t) é inversivel e {1 — )7 = 332, t*.

Se d = 1, temos que

Suponhamos que d > 1 e que o resultado vale para d e mostremos que

vale para d + 1:

o-o= (115 e e e

k=0



Logo

(1-8)"41-1)"' = ¢t* onde
k=0

ko d4i- d—14k+1 d+k
=3 +i-1Y) _ +E+1) [ d+
2\ d-1 d-1+1 d

d+k d+1)+k-1
Porém( t )=(( T+ ).Logo

d d+1) -1
(e o (@D E=1Y
k=0 (d + 1) -1
COMO queriamos. |
Lema A.1.3: Seja S = k[x;,---,Xy] 0 anel de polindmios com k corpo. Sa-

bemos que § = B ,5,, onde Sy, é o k-espago vetorial gerado pelos mondmios

Q3 a : ™ —_ -
X7t e x%m tais que 3.0, a; = n. Entao

dim(Sn):(m+n_1 ) .

m—1

Demonstracao:
Para sabermos a dimensio de S, temos que saber o niimeros de monémios
xi! -+ -x2m tais que ¥ ¢; = r, isto é, queremos saber a cardinalidade do con-

junto
L= {{a1, --,am) E N | Za,- =r}.
Fagamos por indugéo sobre m.

m = 1, r qualquer temos que

Ir"l:{ﬂENlﬂ:T},

87



1-1
logo #Ir,1=l=(r+1( . )

Suponhamos o resultado vélido para m — 1 (m > 1). Temos que

-2
Vi #lemo1 = ( Ty m ) onde

m— 2

m-1
I"'m_l = {(alﬂ' o aam—l) € Nm_l; Z a; = 7‘} .

i=1

Temos que

If,m = {(ala”'aam) c Nm;z:ai = T} .

=1

Dado 0 < j < r, consideremos

I.f:{(ala"':am) EI"’vm;am :J} ’

E claro que

r
Ir,m = U:::OIJ e portanto #Ir,m = Z #IJ .
=0

Mas notemos que

m-1
(a1, 8n) EL; <> D ai=1—j <> (a1, ,8pmu1) € L—jm1

=1

e portanto

r—j3+m-—2
BI = ]y = ( 7 )

m—2

Logo
3=0 m—2 i=0 m—2
_' r4+(m—2+1) _f{r+m-1
- m—241 m—1
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como queriamos. |

Observagao: Na demonstracio desse dois lemas foram utilizadas duas i-

gualdades que sao

. mneN, m>n
1
n n—1 n
z*: d+i\ [d+k+1
S\ od )\ d+1 )

Definicdo A.1.4: Seja A um anel e A um ideal de A. Dizemos que A é

i dkeN

um ideal primdrio se vy € A necessariamente leva a z € 4 ou y" € A para
algum n > 0. Temos que se A é um jdeal primario, entao v/A é um primo

P. Assim, dizemos que A é um ideal P-primario.

Teorema A.1.5: Seja A um anel Noetheriano e .4 um ideal de A. Entdo
i. Ga{A) é Noetheriano;

ii. Se M éum A-médulo finitamente gerado e (M,,) uma A-filtragio estivel

de M, entao G(M) é um G 4(A)-mébdulo graduado finitamente gerado.

Observagio: Da demonstragdo de (i) tiramos que
Gu(A) = (4)[E,++,7.] onde

Ty, ,Ts 540 0s geradores de A e T; = x; + A*.

Teorema A.1.6: Seja A um anel Artiniano e M um A-médulo finitamente

gerado. Entao
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i, M é também um médulo Artiniano, isto é, satisfaz a condigdo da cadeia

descendente.

ii. M é um mddulo de comprimento finito, pois M satisfaz também a

condicao da cadeia ascendente.

Teorema A.1.7: Seja®0 — M' — M — M” — 0 uma seqliéncia exata

de A-médulos. Entao
i. M é Noetheriano se, e somente se, M’ e M” sio Noetherianos;

ii. M € Artiniano se, e somente se, M’ e M” sio Artinianos.

Lema A.1.8: Se (M) e (M]) sdo A-filtracdes estaveis de um A-mddulos
M, entdo existe ng € N tal que M,y,, C M, e M\, C M, ¥n>0.

_ n+ng

Teorema A.1.9: Seja A um anel Noetheriano, 4 um ideal de A, M um
A-médulo finitamente gerado e (M,,) uma A-filtragio estavel de M. Se M’
é um submédulo de M entdo (M’ N M,) é uma A-filtracio estivel de M’.

Lema A.1.10 (Nakayama): Seja M um A-mddulo finitamente gerado e A
um ideal contido no radical de Jacobson de A. Entao
AM =0 implica que M = 0.

Teorema A.1.11: Seja A um anel Noetheriano local e m seu ideal maximal.

Entae uma das duas afirmagoes € verdadeira

i. m™ # m"™*! para todo n;
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ii. m® = 0 para algum n, entdo A é um anel Artiniano local.

A.2 Capitulo 2

Exemplo A.2.1: Ordens Monomiais
Ordem Lexicografica

Sejam @ = (ay,---,a,) e b= (b;,---,b,) € Z". Dizemos que
a >]exb

se no vetor ¢ — b € L a primeira entrada nao nula é positiva.
Ordem Lexicografica graduada

Sejam ¢ = (a1, --,an) e b= (b1, -+, b,) € Z". Dizemos que

@ >grlex b se
lal=3a; > =35 ou
=1 =1

le| = |3 e a>ax b -

Ordem Lexicogrifica graduada reversa

Sejam & = (@4, -+, 8.} e b= (by,--+,b,) € Z". Dizemos que

@ >grevlex b se

lal =) a;> b =Y b ou
i=1 i=1

le| = |b] e no vetor a — b € Z" a ultima entrada nao nula é negativa. |

Lema A.2.2: Seja S = kix;,---,x,] € I = (m,,---,m,) ideal monomial de
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S e n um monomio em S. Seja
(I:n)={feS|fnel}.

Entao temos que

(T:m) = (mdc(mhn)’ o mdc(n: m,))
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