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Resumo

A Tese aborda o problema de recuperagio da fase de um objeto original f (uni on
bidimensional), a partir dos dados das amplitudes de sua transformada de Fourier
discreta F. O problema é abordado de maneira tedrica e numérica.

Teoricamente nos tentamos encontrar condigdes necessarias e suficientes sobre as
amplitudes de F a fim de que exista uma solucgéio real f para o problema inverso
associado. Para alguns casos particulares, damos uma descricio completa destas
condicoes . No entanto a generalizacdo destas condigbes para problemas maiores
torna-se extremamente complexa, exceto a de um determinado conjunto, ¢, de iden-
tidades, que descrevem certas condigles necessdrias sobre as amplitudes de F para
a solvéncia do problema e que foram devidamente exibidas nesta tese, tanto para
o caso unidimensional quanto bidimensional. Jorge L. C. Sanz afirma em um de
seus artigos gue existe um certo conjunto, S, de identidades polinomiais que for-
mam condigOes necessérias para o problema inverso da fase. Sanz conjeturou que
encontrar tais identidades seria uma tarefa desafladora e extremamente complicada.
O conjunto C a que nos referimos anteriormente é na verdade um subconjunto de
S.

Numericamente, nos propomos um novo algoritmo para recuperar as fases de F
a partir de suas ampiitudes. Esse algoritmo se vesume em aplicar uin método de
otimizacdo Quasi-Newton denominado L-BFGS-B para minimizar a fungao custo
dada pela norma quadrada de um objeto real discreto avaliado fora do suporte.
Os comentérios acerca da convergéncia do método bem como sua comparagdo com
outros algoritmos, j& existentes, de reconstrucao da fase foram devidamente re-
gistrados.
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Abstract

The thesis discusses theoretical and numerical aspects of the (one or two dimen-
sional) phase retrieval problem for an object f, from the amplitudes of its Discrete
Fourier Transform £

Theoretically we try to find out necessary and sufficient conditions on the ampli-
tudes of I to guarantee the solvability of the related inverse problem. We completely
describe these conditions in some particular cases despite their generalization for big-
ger problems becoming extremely complex. In spite of these difficulties we exhibit,
in both the one and two dimensional cases, a certain class, €, of identities that
describes some of those necessary conditions. Jorge L. C. Sanz confirms, in one of
his papers, the existence of some class, S, of polinomial identities that are necessary
conditions for the phase retrieval problem. He conjectured that to find out such a
set of identities would be an overwhelmingly difficult job. Our set C above actually
is a subset of S.

Numerically, we suggest a new algorithm to recover the phases of F from its am-
plitudes. Actually this algorithm uses a Quasi-Newton optimization method called
[-BFGS-B, to minimize the cost function given by the squared norm of a real dis-
crete object, computed off the support. In addition. we comment on the convergence
of the method, as well as its comparison to other phase recovery algorithms.
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Introducao

Neste trabalho estudaremos o problema da fase, também conhecido como o pro-
blema de decorrelagao. O objetive é reconstruir uma imagem digital [ a partir dos
dados da amplitude [F! de sua transformada de Fourier discreta (DFT) F = F(f).
Este problema ¢é tema central no estudo spectral de imagens astronémicas; testes de
espalhamento de ralo-X de cristais, polimeros e DNA; e outras aplicacdes.

O problema da fase foi formulado no final dos anos 60 no contexto de imagens
astrondomicas [91], e a maioria dos algoritmos iterativos usados hoje em dia j4 eram
conhecidos na década de 70'. Com tudo. os algoritmos existentes nio sio satis-
fatdrios na presénca de ruido nos dados.

Neste trabalho abordaremos principalmente dois aspectos centrais relacionados
ac papel do ruido no problema da fase: as condicbes de consisténcia para dados
de amplitudes que garantem a solvabilidade do problema, e um novo algoritmo
numérico que visa ¢ aumento de robustez a ruidos no processo de reconstrucao.

Neste capitulo introdutdrio definiremos o problema da fase, no contexto geral do
processamento de imagens digitais; descreveremos em breve algumas aplicagoes e os
algoritmos existentes; discutiremos em breve 0s aspectos de existéncia e unicidade e
daremos uma panorama mais completo do conteudo e inovacao da tese.

0.1 O problema da fase para imagens digitais

Uma imagem digital [33] é representada por uma matriz real nio -negativa ny xn,
cujos elementos serao denotados por fi; ou f(i,7).Ovpar (4,5} (=0, n~1,
4 =0, ,ns — 1) define um pizel da imagem, enquanto o valor fij representa o
grau de cinza do pixel, sendo ele normalmente um ntmero do intervalo [0.1] com
0 representando pretoe 1 branco.

Alternativamente, podemos considerar f;; como uma funcio f:Z* =R com
suporte finito. Em geral, o conjunto

Qm{enl_l}x{{)nz_l}czz

INa cristalografia, o problema ganhou fama com o prémio Nobel em Quimica, conferido a H.
Hauptman em 1983, baseado em uma sequéncia de artigos cientificos no periodo 1950-1885, com
os principais deles publicados na revista "Acta Crist. Sect. A”.

xii



servird como suporte: porém, na formulacao do problema da fase consideraremos
a seguinte condicdo de suporte reduzide: mnyi,my S&0 pares, ou seja ny = 2my e
Ty = 2, €

fi; =10 sempreque 1>m;—1 ou 7>mp—1 (1)

Sob esta condicdo o conteudo de informacdo ocupard, no maximo, um quarto da
imagem que, sem perda de generalidade, sempre serd o quarto superior da esquerda.
A condicdo (1) fol incorporada ao problema da fase por razoes matemadticas: evitar
aliasing [82] - pp. 235 - e garantir a unicidade da solugao . Portanto, ao longe do
trabalho referiremos ao conjunto

S = {O,---:m1—~}}X{O,"',?’?’LQ"I}

como o “suporte” da imagem, sempre mantendo nossa interpretacao da imagem
como matriz ny X nip , € nao mp X ima.

Figura 1: Exemplo de imagens digitais com a restricdo de suporte. No topo temos uma imagem
128 x 128, com suporte 64 > 64. Nas imagens de baixo, o suporte € de tamanho 16 x 16.

A transformada de Fourier discreta (DFT) de f serd considerada como uma
imagem complexa F,,, (u,v} € Q, obtida através da relagio

1 el uj vk
Foo = F(fu) = faexpl—2mi(-= + —)}, 2
v = Flfie) = Z; ;0 s expl=2mi(= 5 =) (2)

X111



Usando a representacdo polar, temos F, = [Ful - expli¢y, ), com amplitude
(ou magnitude, ou mddulo}) |F,,| e fase ¢, Portanto, podemos armazenar os
dados spectrais de f em duas matrizes reais n; X ne, também denotadas (F| e
@, codificando amplitudes e fases.

No problema da fase pede-se recuperar o fase ¢ da DFT de wma imagem
digital f, sujeito a condicdo de suporte diminuido (1), a partir dos dados
da amplitude |F1.

Recuperando-se a fase, recupera-se portanto a imagem f.

0.2 A origem do problema

Na realidade, a imagem a ser recuperada é analdgica [33], [82] e pode ser mo-
delada por uma funcédo real ndo -negativa com suporte compacto: g{z.y) (z,y) €
Q¥ ¢ B?. Nesse contexto, o problema da fase consiste na sua reconstru¢ao a partir
de dados da amplitude de sua transformada de Fourier, dada por

Glue) = Flolwev = [[ glepes(-2nitua+vdods. ()

Observamos que neste contexto a resiricao de suporte reduzido nido é relevante,
pois uma diminui¢cao do objeto obtida através de contracio apenas resulta em ex-
pansao proporcional de G.

Em contraste ao aspecto analdgico do problema original, o advento de tecnologias
de analise, sintese e grifica digitais nas ltimas décadas tem favorecido o proces-
samento digital do problema. Para que as imagens digitais (f, F') (satisfazendo
(1)) sejam aproximacdes fieis de (g,G}, ¢é necessdrio que o suporte de g seja
igualmente diminuido, ou seja, com a informagio ocupando apenas um quarto do
campo de vista, 5’ C 2, analogamente 4 situacdo da Fig. 1.

De maneira andloga & definigao da transformada direta, definimos a transformada
de Fourier wnversa

glz,y) = FHGu,v)] = 2—1?; ,/j:_/_m Gu,v) exp(2m i {ux + vy))du dv.

o

Sera util descrevermos a convolucdo continua [11], [33] de duas fungoes g{z,y) e
h{z,y), denotada por g{x,y) * h{z, y}. definida pela integral

glz,y) = hiz,y) = /::/jc glr,s)h(z — r,y — s)drds.

o
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Algumas propriedades importantes sdo facilmente verificadas como por exemplo

FUGu, vy = ¢ (—x, ~y) (Férmula de inversdo alternada),
Fle Tmlawt®iciy v)] = hiz —a,y — b) (Time shifting),
Flglz,y) = bz, y)]

1

= Glu.v)H(u,v) (Teorema da convolugdo ).

0.2.1 Sistemas 0ticos

Considere um raio eletromagnético atravessando wm sistema de lentes. Dis-
tinguimos 2 planos importantes perpendiculares & direcdo de propagacao do raio,
chamados plano ocular e plano distante ("near field” e "far field” - veja Fig. 2), rela-
cionados aos 2 pontos focals extremos do sistema. Em testes spectrais, a otica faz
com que a imagem G no plano ocular seja o médulo da transformada de Fourier da
imagem ¢ no plano distante. J4 na tomografia, por exemplo, a relacdo ¢ dada pela
transformada de Radon, que também pode ser reduzida a transformada de Fourier
182], pp. 328, [58], [56].

RS LT W T

Figura 2: A esquerda temos a imagem g no plano distante ou for field e & direita, & imagem G
no plano ocular ou neer fleld.

O conteudo de frequéncia w = {(u,v) da onda eletromagnética pode ser descrito
como Glw) = |G(w)|exp(iw(t — @(w))), com intensidade |G(w)| e atraso (ou fase)
¢(w). Apenas as intensidades podem ser medidas no plano ocular, ou seja, temos
acesso apenas a2 G{u.v)]. O problema da fase surgiu da tentativa de recuperar as
fases perdidas. De particular importancia estdo as aplicacdes em radio-astronomia
e astronomia dtica [82] {cap. 6 e 7), [4], [15], [16], [42].

Como mencionado, a restrigdo de suporte reduzido (1) néo tem sua origem nas
aplicaches. Para impor esta restricdo in netfura, um sistema auxiliar de lentes e/ou

XV



espelhos diminue duas vezes o tamanho da imagem estudada dentro do campo de
vista no plano distante, obtendo um suporte reduzido S’ e, dentro dele, uma imagerm
g, fiel & original. Nesse momento,uma imagem representando |G| aparece no plano
ocular. O processo de digitalizagdo produz a partir de G uma aproximacao digital
|F1, usada como dados de amplitudes para o problema da fase.

0.2.2 Difracaoc de Raio X

Considere um raio X de uma frequéncia dada atravessando um objeto, tipica-
mente uma molécula grande. Como na dtica, as fases dos raios espalhados sdo per-
didas e podemoes gravar apenas as amplitudes, ou intensidades. Mais precisamente,
o objeto é posto no centro de uma esfera de raio suficientemente grande, e a leitura
das intensidades é feita na superficie da esfera. Matematicamente, as intensidades
gravadas representam a amplitude da transformada de Radon, e portanto, essencial-
mente em termos da transformada de Fourier.

Se a molécula estudada nao é muito grande, o problema da fase que resulta seria
similar ao problema da dtica. Complicacoes adicionais ocorrem no caso de moléculas
grandes com estrutura periddica ou repetida, como cristais, polimeros e DNA.

Em espalhamento. ndoc existe frequentemente uma maneira facil de garantir a
restricio de suporte reduzido, a fim de evitar aliasing e garantir solugdo tinica. Por-
tanto, a resolucao efetiva do problema da fase depende criticamente da estrutura de
cada objeto estudado. O trabalho matematico sobre o problema da fase na crista-
lografia desenvolvido por H. Hauptman rendeu a ele um prémio Nobel em Quimica,
no ano de 1985, Hauptman encontrou nmsa maneira de fazer uma estimativa inicial
da fase baseado na amplitude, que é valida para cristais com estrutura relativamente
simples e da inicio a um método DIRETO para a determinacio da estrutura desses
cristais [39], [71], [48], [42].

0.2.3 Espectroscopia

Aqui a funcado de densidade espectral é nao -negativa e é a transformada de
Fourier discreta inversae (veja 1.7) da func@o de coeréncia, ~, uma funcio complexa
cuja amplitude || é facilmente medida. O problema consiste em determinar a fase
de .

0.3 Fase versus amplitude

A questao da importancia relativa da fase ¢ e da amplitude |F| na re-
construcao de uma imagem rea/ f tem sido abordada em virios artigos. através
de varias técnicas de reconstrugio . No inicio, dados da fase e amplitude vindos

de duas imagens diferentes foram usados na reconstrucéo , a fim de descrever a
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contribuicao relativa destes dois dados na formacio da imagem resultante. Em
seguida, problemas inversos baseados na representacao polar foram abordados, tais
como o problema da fase. Existem outros dois problemas desta classe os quais
MEencionamos a seguir.

0.3.1 O problema da amplitude

No problema da amplitude [82], pp 212-220, pede-se a reconstrucdo de uma
imagern digital real [ a partir das fases ¢ de.sua DFT. Este tipo de problema
inverso é abordado em sismologia, acidstica [61], radar, sonar, entre outros.

O problema da amplitude é, matematicamente, um problema de minimizagao con-
vexa (0 que ndo é verdade para o problema da fase), e portanto pode ser resolvido
com mais facilidade [52],[54],[37],[88],/89].

0.3.2 O problema das duas fases

Em alguns sistemas éticos, intensidades sao medidas tanto no campo ocular como
no campo distante. Nesse caso deve-se adotar uma visao mals ampla, considerando-
se um par de imagens complezas g = lgiexpifl e G = |Glexpip, sendo G
a transformada de Fourler de g. Pede-se a reconstrugdo 160] da imagem ¢ ou,
equivalentemente, de &, a partir dos dados das duas amplitudes |g| e |G

A seguir comentamos algumas aplicages que abordam o problema das duas fases.

0.3.2.1 Spectrum shaping e kinoformas [29], [42]. Tmaginemos um raio de
laser gque atravessa um sistema 6tico, do tipo discutido antes, a fim de criar um
holograma. (Queremos sintetizar uma imagem desejada g no campo distante do
sistema otico, usando uma kinoforma: uma fransparencia colocada 1o ¢campo ocular
do sistema, 1.e., na saida do laser.

Nossa restricao pratica ¢ a de que apenas um padrao composto de circulos aber-
tos pequenos e idénticos, com seu lado aberto posto em vérios angulos, pode ser
gravado na transparéncia. O padrdo deve encher um disco B{0,7), de raio dado
r. compativel com a espessura do raio. Esse padrao pode ser considerado como
uma aproximacao grosseira da fase ¢ da transformada (G da imagem desejada
g. enquanto a amplitude |F| aproxima uma funcdo de banda limitada do tipo
|F| = Cxp, uma constante multiplicando a func¢io caracteristica do disco dado.
Assim obtemos umna versio particular do problema das duas fases, procurando-se a
melhor escolha da fase ¢ para acomodar a imagem desejada g¢.

0.3.2.2 Projeto de lentes. Um problema similar foi estudado em [19] (veja
também [60]). Dadas uma funcdo real nio -negativa p(z), com z €  C R* repre-
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sentando a transparéncia de uma lente, e uma funcao «(u) que representa o modelo
de campo de intensidades desejado, queremos encontrar uma funcio #(z), x € ,
que represente a espessura da lente, tal que a transformada de Fourier de f = pe?
tenha a amplitude a.

0.3.2.3 Wavefront sensing [91]. Neste tipo de problema. a imagem |f(z)/?
de uma fonte pontual é gravada através de um sistema 6tico. Assumindo que a
aberracao ¢ uma fun¢do de fase pura no sentido de que seu mddulo é constante e
igual a 1, entdo F(u) tem modulo {F(u)| igual & abertura do diafragma do sistema
Gtico. O problema consiste em reconstruir a fase de F{u).

0.4 Unicidade

Até finais da década de 70, havia muita ddvida de gue o problema da fase para
imagens digitais pudesse ser resolvido unicamente. De fato, a teoria de funcdes ana-
liticas mostrava que existia um grande nimero de solu¢des ambiguas para o problema
unidimensional {caso 1-D)?.

As primeiras constatagdes de que o problema para o caso bidimensional {2-1))
apresentava solugdo dnica vieram de resultados empiricos de tentativas de recons-
trucio de imagens éticas. Estes resultados deram esperancas de que o problema
da fase para o caso 2-D poderia ser unicamente soltivel e foram, portanto, fonte
de incentivo para se extender a teoria existente do caso 1-D ao caso 2-D. A de-
mostracio de unicidade, a partir de dados genéricos de amplitudes, apareceu pela
primeira vez no artigo [12] (Bruck e Sodin 1979), mais uma vez usando a teoria de

i
i

fungdes analiticas. A andlise a seguir pode ser encontrada em [75], [74].

0.4.1 Imagens analdgicas

Considere o problema de se recuperar um sinal complexo f(z, y} de suporte com-
pacto Q' C R?, supondo-se |F(u, v)| conhecida para todas as frequéncias {u, v} € R%.
Esse problema nao pode ter solucao unica pela seguinte razdo : dado qualquer objeto
flz.y), existem outros objetos com o mesmo médulo de Fourier: as translagdes do
objeto, f{z —a,y — b). a imagem gémea, f*{—z, —y), e qualquer uma destas multi-
plicada por uma constante complexa de norma unitdria, exp{i¢.) [26],[81],{75],[76].
Ambiguidades desse tipo serao chamadas ambiguidades triviais.

*Na segéo 1.3 discutimos a nio unicidade do problema da fase para o caso 1-D
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Ambiguidades triviais diferem em posicio mas tem a mesma aparéncia e podem
ser consideradas "idénticas”. Daqui em diante, diremos que o problema da fase tem
solugdo wnica se todas suas solucbes sao ambiguas triviais de um tnico objeto.

Uma condicio suficiente para a existéncia de ambiguidades ndo triviais para [ é
2 existéncia de funcoes g, A de suporte compacto tal que vale a convolugao f = g=h.
Nesse cas0, seja § a gémea de g. Entio §*h terd o mesmo modulo de Fourier de f,
com suporte compacto, mas, em geral, ndo serd uma ambiguidade trivial dela. Esta
condicdo pode ser interpretada no dominio de frequéncias. Lembemos que, pelo
teorema de Pélva-Plancherel [69],[70] a transformada de Fourier de um objeto de
suporte compacto pode ser extendida a todo o C* como uma funcéo inteira do tipo
exponencial. A existéncia de uma convolugdo f = g=h (ambos g, h com suporte
compacto) implica que a funcdo analitica F fatora como um produto F = GH
de func¢oes analiticas de tipo exponencial.

Podemos concluir, entdo . que a falta de unicidade para o problema da fase é,
essencialmente, um problema de fatorabilidade ou redutibilidade.

Definicao 0.1 Dizemos que F : B® — C ¢ uma fungdo banda-limitada se F pode
ser unicamente extendido o © como uma funcdo inteire do tipe exponencial, i.e.,
eriste A> 0. ce R keZ tal que

|Fz1,22)] < el + H(Z}?2;2)§I)ke"’lﬂ{fm(zl};fm(zg}}ig
para todo z1, z2 € C (veja [40] - pp. 21, ou {75)).

Lema 0.1 Sejam Z(F} ¢ Z(H) 0s conjuntos dos zeros das funcées analiticas F, H :
C? — C. Se Z{F)y = Z{H) e se F ¢ irredutivel, entdo eriste uma funcdio inteira
do tipo exponencial G : C — C tal que H = FG.

Um resumo da prova do lema acima encontra-se em [42], pp. 149. A prova
completa estd em [75].

A unicidade de solugdo para o problema da fase no caso continuo é uma con-
sequéncia do préximo teorema (veja {75}, [76) e [42] - pp 139). Apesar de nos
restringirmos ao caso 2-D, esse teorema é vélido para o caso n-dimensional; e
serd aplicado a fun¢des banda-limitadas. O teorema foi retirado de {73}, com as
notacdes adaptadas de acordo com as adotadas neste trabalho.

Teorema 0.1 Seja F : R? ~— C uma fungdo banda-limitada e F(z1, 22), z1. 22 € C,
sua Unica ertensde inteira do tipo exponencial. Se Fl(zi,zy) € irredutivel em C*
entdo f(x,y) pode ser unicamente recuperada, o menos das embiguidades triviais,
de |Flu, v}, u,v € R
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Resumo de demonstracio do teorema 0.1 A prova do teorema repousa sobre o
lema 0.1. Seja F(zy, zo) irredutivel e suponha que exista uma outra fun¢io banda-
limitada H : B2 s C tal que |H(u,v})| = Fu,v)|, u,v € R. Entdo FF* = HH" ¢
pode-se concluir que ou Z(F) = Z(H)NZ(F) ou Z(F) = Z{(H*)n Z(F). Mostra-se
que a primeira opcao implica Z(F) = Z{H}; e que, analogamente, a segunda implica
Z(F) = Z{(H"). Pelo lema acima,ou H = FG ou H* = F'G. Assim HH" = FF*GG”*
e, por FF* = HH*, conclui-se que 1 = GG* = |Gz, ). V{z1,22) € C. O
resto da prova do teorema é para mostrar que |G(z;, z0)| = et ImBirealmz)tl Harg
cr.c, ] € B ouseja G é do tipo exponencial. Em conclusdo nés temos uma das
seguintes alternnativas

H(Z}; Zg) . eﬁzﬁ{aiz1—ra232"§~5)F*(3;} Z;) (4)

ou
H(zy, 25) = e7iomt@nsfipiy, 2oy, (5)

para @i, Qg € J constantes reais. Finalmente, restringindo as equagdes (4) e (5) ao
caso real e em seguida aplicando a transformada inversa de fourier nos dois lados
das equacoes . segue da "Férmula de inversdo alternada” e da propriedade " Time
shifiting”, que

hz,y) = e % f*{—x — z, —y ~ o) (6)
ou N
ILL(.'IZ, y} - e“,@?,f(cc — g, y .._. yO}: (?)

para algumas constantes reais 3 ¢ x;. Com isto conclui-se a unicidade de f(z,y) a
menos das ambiguidades triviais m

N&o € nosso objetivo aprofundarmos o problema da fase em sua versao continua.
Os resultados relativos a funcoes analiticas enunciados nesta introducdo sdo em geral
elementares e servem apenas para dar ao leitor uma sustentacio aos resultados sim-
ilares da versdo discreta.

0.4.2 Imagens digitais

Considere uma imagen digital real f e sua DFT F de acordo com (2), ignorando
por enquanto gualquer restricdo de suporte. Por conveniéncia de notacdo adotare-
mos nesta subsecdo o par (z.y), ao invés de (4, 7), para os pixels da imagem f.
Como ambiguidades triviais do objeto f{z,y} para o problema da fase definimos
as translacGes periddicas flz —~a,y —b) ({a.b) € Q), a gémea, f(—z,—y), e
— f(z,y). Tals funcbes tém o mesmo mdédule de DFT como f.

Se, além disso, [ satisfaz a restricdo de suporte reduzido, e f; ocupa sua janela
nédo -trivial, de tamanho my X me, com f; > 0, entdo as tnicas ambiguidades
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triviais possiveis de f {que mantém a condigio de suporte) sac a prépria f(z,y) e
sua gémea’

fla,y)=flmi—1—z,ms —1—y) V(ry €S (8)

Figura 3: Imagem gémea, f(z,y). dada como em (8). Note que f(z,y) mantém s mesma
aparéncia da imagem original, f(x,y), mudando apenas a posicio dentro do suporte.

Isso fica vélido enquanto o suporte minimo da imagem nao ocupar uma janela
de tamanho m} X mj estritamente menor que §. Caso isso ocorra, entdo, algumas
translacbes da imagem também serdo permitidas.

Uma condicio suficiente para a quebra de unicidade na reconstrucao da fase é
_obtida pela decomposicio f = f; * fa, onde.x.é a_conuvolugdo circuler em (1.42)..0O
mecanismo é idéntico ao descrito no caso analdgico, e ndo vai ser repetido aqui.

Equivalentemente, esta condicdo envolve a fatorabilidade da DFT F, ou melhor,
a fatorabilidade da transformada-z, que extende a DFT analiticamente da circun-
feréncia unitdria ao inteiro campo complexo. Definimos a transformada-z de f
como o polindmio nas varidveis complexas z; e 2z, dado por

iy -1 ma—1

Flz, ) Z Z fla,y)zt=s. (9)

=0 =0

Quando z; = exp(—miu;/my) e 2z = exp(~miuy/ms) recupera-se a DFT.

¥Note que por um abuso de linguagein adotamos a mesma terminclogia ”gémea” para designar
a imagem em (8) que é, na verdade, a translagio periddica f'(z—my -1y~ me—1) daimagem

floy) = fl-2,~y) = flm —z,n2 ~y} .
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A seguilr citamos o principal resultado de unicidade, dada na versac discreta,
para o problema da fase (veja [42] (pp 138)).[37]* provado por Hayes:

Teorema 0.2 . Se F(z,2;) em (9) € irredutivel, entdo um objeto [ com suporte
reduzido € unicamente determinadoe, o menos de suas ambiguidades triviais, o partir
da magnitude de sua transformada de Fourier, [F(u,v)l, {(u,v) € €

A ocorréncia de ambiguidades no problema da fase estd associada entdo a fatora-
bilidade do polinomioc associado. Isto explica a fundamental diferenca entre os casos
1-D e 2-D. pois polinémios de uma varidvel, de grau maior ou igual a 2, sdo sempre
fatordaveis (veja secdo 1.3 para descricao completa das ambiguidades ndo triviais para
o caso 1-D), enquamo polindmios de duas ou mals varidveis complexas raramente
sao fatoraveis [38],[77]. De fato, em [38], Haves mostra que o conjunto de polinémios
ern duas ou mais varidveis que sdo redutiveis sobre o corpo dos complexos tem me-
dida zero, o que, segundo o teorema 0.2, implica que

quase todas as tmagens sao unicamente recuperadas a partir das magni-
tudes de sua transformada de Fourier,

0.5 Existéncia, consisténcia de dados, ruidos

O problema da fase é nio linear e a existéncia de solucgéo ndo é garantida. Seja H
imagem no dominio de frequéncics. Ento para que |H| seja a amplitude da DFT
de uma imagen real h, ela deve satisfazer a simetria |H(n, —u, no—v)| = |H{u, v}|
(veja Proposicbes 1.1 e 1.2). Portanto o conjunto de amplitudes {H| de imagens de
tamanho 1y X ne, que satisfazem tal simetria, € isomorfo a Riml m2+2 Dentro desse
espaco, ¢ subconjunto C de amplitudes para as quais o objeto recuperado £
tem suporte reduzido nunca foi caracterizado analiticamente. Chamamos as [H|'s
pertencentes a C de consistentes.

Algebricamente é claro que C é um subconjunto semi-algébrico em R¥™ ™+,
ou seja, ¢ uma unido finita de conjuntos definides por igualdades e demgualéades
polinomiais ([7], pp. 23). N&o encontramos nenhuma discussdo sobre esse fato
essencial na literatura do problema da fase.

Se na verdade C estiver contido em uma variedade V' C Riml m2%2 hoderfamos a
principio obter uma condicdo necessdria a consisténcia, em termos de um conjunto
de identidades polinomiais. A referéncia [74] analisa a existéncia de identidades
polinomiais nas varidveis |F,,|* para o problema da fase. Sanz nio encontrou, nem
sequer enumerou, tais identidades e conjeturou que tal empreendimento pode ser
dificil.

4Resultados adicionais foram obtidos por Fiddy et al. [23] e Nieto-Vesperinas e Dainty [68].
Barakat e Newsam [3] discutem condigGes necessdrias para unicidade. Veja também caps. 6 e 13
de [82] para uma abordagem completa sobre a questdo da unicidade.
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Na préatica, é comum o uso de problemas sintéticos, que usam dados a priori
consistentes de amplitudes para a reconstrugio . Na realidade, entretanto, dados
de amplitudes sio sempre corrompidos por rufdos, provindo de trés fontes: ruido
do meio ambiente, ruido de medidas, e ruido de discretizacio e processamento. Em
sistemas 6ticos, ruidos do primeiro tipo representam, por exemplo, ndo -linearidades
no modelo otico. impuridades do ar. turbuléncias atmosféricas, etc. Em modelos de
difracao , sfio impuridades do cristal, etc. Na tecnologia atual, somente ruidos de
discretizacdo e processamento podem ser desprezados sem afetar a qualidade da
reconstrugao .

Infelizmente, o problema da fase néo ¢ bem-posto pois a existéncia de solugdo nac é
garantida. De acordo com Sanz em [74], pp. 662, ao perturbarmos dados consis-
tentes obtemos, em geral, dados ndo consistentes. Mesmo dentro de C. nao sabemos
se perturbacdo pequena nos dados implica perturbagido pequena na solugao.

0.6 Algoritmos de reconstrucao

Uma classe principal de algoritmos iterativos para o problema da fase oscila em
cada passc entre o dominio de frequéncia e o dominio de objeto; no primeiro, eles
corrigem erros de amplitude, no segundo, a falta de suporte reduzido (no dominio
de objeto). O algoritmo mais natural e simples dessa classe é o algoritmo ER (Error
Reduction) [31],[30], mas ele converge a “minimos locais” de uma fungdo custo
associada e frequentemente nao encontra a solugdo. J. Fienup sugeriu o algoritmo
HIO (Hybrid Input-Output) [25] - [81], [82], que é considerado um dos melhores
algoritmos iterativos existentes. Na verdade, acredita-se que o melhor dos iterativos
é o algoritmo, também proposto por Fienup. que consiste numa combinacdo de ER
e HIO. _ _ o

O HIO ¢ o tnico algoritmo iterativo conhecido que, acredita-se, converge 2
solucio para quaisquer dados consistentes (ou seja, na auséncia de ruidos) e em
ambos 0s casos 1-D e 2-D. Entretanto, nossos experimentos mostraram que no
caso 1-D, HIO nem sempre convergiu a minimo global (veja tabela 1 do Cap.
4 com convergéncia em apenas 60% dos exemplos testados). Além disso um limi-
tante para a taxa de convergéncia do HIO nunca fol encontrado. Para uma imagem
de grande porte sdo necessarios, tipicamente, centenas ou milhares de iteragbes [73].
De fato, até o presente nao foi encontrada uma prova de convergéncia para
o HIO.

Entre as desvantagens dos algoritmos desse tipo mencionamos a necessidade de
calcular uma DFT e uma IDFT (DFT inversa) em cada iteracdo. Quanto ao algo-
ritmo HIO. ele mostra pouca robustez a ruidos: ele raramente converge para dados
com ruido, e a gqualidade de reconstrugdo piora rapidamente ao diminuir-se o SNR
(signal to noise ratio} [25], [26], [81], [77]. Fienup e outros autores sugeriram como

H
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alternativas varias combinacoes dos algoritmos HIO e ER, sem resolver satisfatori-
amente o problema de robustez [25], [82], pp. 250.

Entre as outras alternativas mencionamos algoritmos iterativos tipo Newton.
Devido a natureza topologica do problema, a func¢io custo é sempre nao convexa

5371, No capitulo 3 propomos um novo algoritmo deste tipo.

0.7 Panorama da tese

A tese esta dividida em 5 capitulos.

No capitulo 1, discutimos em detalhe o problema da fase para sinais 1-D e 2-D
{digitais}.

Na parte inédita deste capitulo, discutimos condigdes necessarias e suficientes
& consisténcia dos dados. Damos indicacoes que tais condicbes serdo uma mistura
de identidades e desigualdades. Portanto, qualquer conjunto de identidades do tipo
sugerido por Sanz nao pode ser uma condicdo suficiente para a connsisténcia dos
dados.

Para imagens de suporte reduzido de tamanho (= my x my) 2 x2 e 2 x 3
calculamos penosamente as condicdes necessarias e suficientes. Também calculamos
para o caso geral o nimero esperado de idenfidades, usando o posto de umn jacobiano
associado. Esse numero é mymsy -+ 2. Dessas identidades, encontramos mq +ma-+1
identidades, todas lineares nas varidveis by, := |F,.|°. Nocaso 2x3 sio necessdrias
duas identidades adicionais, que sdo polinomiais nos by mas 1o nos by,.

Mesmo que ndo foram encontradas fodas as condicbes de consisténcia para o
problema da fase, nossa discussao da natureza dessas condigGes é um primeiro passo
necessario para sua andlise no futuro.

~ No capitulo 2 descrevemnos de maneira sucinta os principais métodos existentes
de reconstrucao para o problema da fase. Comentamos sobre a convergéncia destes
métodos, na auséncia ou presenca de ruidos, e caracterizamos a convergéncia do
algoritmo ER a minimizadores locals de uma funcéo custo associada.

Na tentativa de superar ¢ problema principal de reconstrucéc , ou seja, a ins-
tabilidade numérica, apresentamos no capitulo 3 um novo algoritmo gue se baseia
num método de otimizagio quasi-Newton, chamado L.BFGS.B [13]. [95], de uma
certa funcdo custo ndo convexa, L > 0. Os minimos globais de L atingem L = 0 e
sao as soluctes do problema da fase.

Em vérics experimentos fol constatado que ¢ novo algoritmo convergiu a um
ninimo local no sentido que, numericamente, o gradiente é zero e o Hesslano positivo
semidefinido. No caso 1-D, ele de fato convergiu sempre a um ninimo global, ou seja,
& solucao do problema. com custo na ordem de 107* ou menos. Além disto, ele é
mais robusto a ruidos que o algoritmo HIO. Entre suas desvantagens contamos a
taxa de convergéncia gue o torna, por enguanto, impréprio para imagens grandes



(de tamanho malor a 32 x 32). A originalidade desse novo método estd no tipo de
pardmetro adotado para a funcdo custo, i.e., adota-se as fases da DFT, (e nao os
pixels da imagem, como a maioria dos métodos de otimizagio o fazem [67}) como
paramteros de minimizacao. Nao foi encontrado na literatura nenhum trabalho que
trata da minimizacao de tal funcdo com respeito a esses tipos de parametros.

No capitule 4 apresentaremos os principais resultados numéricos obtidos ao exe-
cutarmos os algoritmos iterativos descritos nos capitulos 2 e 3. Apresentaremos
varias tabelas comparando os resultados obtidos, apontando as vantagens e desvan-
tagens de cada método, sob diversas condigbes especificas. em situacbes onde as
amplitudes sao consideradas ora com ruidos, ora sem ruidos.

No capitulo 5 examinamos a possibilidade de usar pré-filtragem para aproximar
dados inconsistentes por dados " mais consistentes” , usando as novas identidades en-
contradas no capitulo 1 como restricdes para um problema de minimos quadrados.
Em seguida executamos os algoritmos sem e com esta pré-filtragem. O estudo com-
pleto da filtragem serd feito apenas para o caso 1-D, tendo em vista que o trabalho
para o caso 2-D ainda esta incompleto e, portanto, indicado para pesquisas futuras.
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Capitulo 1

Caracterizacao das amplitudes
para o problema da fase

Nesse capitulo faremos um estudo do problema da fase {veja formulacdo na
secao 1.2) para funcdes reals discretas que satisfazem a restricdo de suporte. Discu-
tiremos, entre outros assuntos, algumas condicOes necessdrias que as amplitudes de
Fourier devem satisfazer para que o problema da fase apresente solucio {lnica).

1.1 Definicoes e notacgoes

Repetiremos nesta se¢do algumas definigdes e conceitos ja estabelecidos na in-
troducdo. Suponhamos que

Q={0,n—-1CZ {caso1-D)

ou

Q=1i0.n — 1] x[0,ny — 1} CZ* {caso 2-D),
onde n, n; € No $&0 inteiros pares positivos dados por
n=2m, ny=2m; e ny = 2my. ’ (1.1}

Seja f = (f;)jen um objeto real ', que poder4 representar um sinal (caso 1-D) ou
uma imagem (caso 2-D), obtido pela discretizacho de uma determinada funcéo f(z).
Para o caso 1-D, f é o vetor n-—dimensional

F=(fo.fr. o fa)T €R, (1.2)

1Salve mengio em contrdrio, f serd sempre real




e, para 0 caso 2-D, f é a matriz
Jao Jooo oo fome
p=| o e S e ) (13)
fnlml,ﬂ fﬂ;“l,l s fnl—-l,ng—l

Serd conveniente, as vezes, que adotemos f na sua forma particionada por biocos.
No caso 1-D, particionamos f em dois subvetores de tamanho m x 1:

= Hjﬂ S SV R U1 PRURN S LER [P (A S VR Sy L (1.4)

No caso 2-D particionamos f em blocos de tamanho m; x m», i.e.,

_ | fay f(ﬂ)} 5
/ {f(zn Jozy | (1.3)

Também denotaremos a j—ésima linha (j = 0,1,.. ., n — 1) e a k—ésima coluna

(k=0,1,....n2 — 1) de uma matriz f respectivamente por

Defini¢do 1.1 A transformada de Fourier discreta, DFT, [11] de f = (f;)jea €
dada por F = (F,)ueq, onde

F,=F(f;) =Y f;exp(~2mi—7) (1.6)
7€ "
Dizemos também que [ é o transformada de Fourier discreta-inversa (IDFT) de F.

No caso 2-D interpretamos (1.6} assim: « representa o par (u,v), jopar (j, k) eaex-
presséo (u-j)/n torna-se igual a uj/n: +vk/ne. E ficil concluir que a expressfio para
a IDFT é

e L]
fi=FR) =% ZQF exp(2mi—>), (1.7)
onde )
N = n, ({caso1-D}, ou
N = mniny, (caso 2-D}.

Diremos que (f, F) representa um par de Fourier® se f e F se relacionam segundo
as férmulas (1.6} e (1.7).

?Convém ressaltar que, na representacao de um par de Fourier, adotaremos letras mindsculas
para representar as funcdes objetos e as respectivas maiusculas para representar suas transformadas
de Fourier

R}



Usualmente j é denominada coordenada no dominio do tempe (ou dominic do
objeto), e u, coordenada no dominio de frequéncias (ou dominio de Fourier).
Adotaremos ao longo da tese a norma de Frobenius

/2
1Pl = (th@f) .

u€l

O teorema de Parseval (veja p.ex. [11], pp. 130} garante que

171 = IIFI (18)

Na forma polar
Fy =R, +il, = |F,|exp(id,). {1.9)

o, e | F,| representam, como antes, a fase e a amplitude da transformada de Fourier
em u respectivamente. B, e [, sao respectivamente as partes real e imagindria de
F,. &, e |F.| podem ser expressos em termos de I, e R,,. E imediato que

1
|F) = RZ + 12,
Quanto aos valores das fases, restringiremo-nos ao intervalo
-7 <y ST Tu.

Pelo fato de a fungdo arcotangente tomar valores no intervalo aberto (—=/2,%/2),
obtemos as fases obedecendo-se & seguinte lei:

. tan7MI,/R,] se fy, > 0,
#u = tan[L/R. — 7 se Ry, < 0.

As vezes é mals conveniente trabalharmos com as expressdes (1.6} e (1.7) dadas
na forma matricial.

1.1.1 Forma matricial: caso 1-D

Para o caso unidimensional, as formas matriciais de {1.6) e {1.7) sdo respectiva-
mente

F=Wf (1.10)

1
f=~WF. (1.11)

onde f é o vetor dado em (1.2), F é o vetor

F=F(f)=(F,F,..., F)7 e ¢, (1.12)



e W é a Mairz de Fourier cujo termo geral é dado por
Wi =w™ . §ke€{0,1,2,....,n—1}, (1.13)

para w = exp(mi/m). O simbolo * representa o fransposto conjugado complezo.
Verifica-se imediatamente que

WW* = W'W = nl,

onde / é a matriz identidade de ordem n. Particionada em blocos m x m, W se

escreve na forma - w
D
W= [WD (~1)"DWD } : (1.14)

onde
— 1 0w H € Mypem(C)
e D é uma matriz diagonal cujos elementos Dy sdo dados por
Dy = (=1 ke{0,1,2,...,m—1} (1.15)
W também pode ser expressa na seguinte forma particionada
W= [Wa Wil
onde

Wy = [“%} W) = [(_Iﬁ;VWD}. (1.16)

A proposi¢do seguinte [11] nos diz que um certo t1p0 de simetria é tlplca das
transformadas de Fourier de objetos reals 1-D.-

Proposicdo 1.1 Seja (f, F') um par de Fourier com f € C*. Entdo f € real se, e
somente se, .
Frew = Fo_y, u=012,....m. (1.17)

Como nosso objeto f é supostamente real, segue da proposicio 1.1 que Fy e Fiy
serdo sempre nimeros reals, e o vetor £ podera ser reescrito como
; F(I} : I AT
F= F’z) N F{l) = (Fo?Fl,..., m~—1) F(2) “—”(Fm;mei,-..,Fﬂ ) (1.18)
L

Definicao 1.2 Seja F' um vetor qualquer do espago C. Dizemos que F apresenta
o stmetria 1-D de Fourier, se as componentes de F' satisfizerem as equagdes (1.17).



Note que o vetor das amplitudes de Fourier

Fl= (Rl Al ., Faeil)7,

K H

apresenta a simelria | Fo | = [ Foyl
Usando a representacao polar em (1.9} e considerando a simetria 1- de Fourier,
o vetor F' pode ser reescrito como

F = (cgpe™®

L€ Gy €07 00 €0 @7 L ae )T (1.19)

para
o, =1F,], u=0,1,2,...,m

-

1.20)

Como Fy e F,, sao numeros reais, e —7 < ¢, < 7 V u, entdo

o, bm € {0, 7).

Consequentemente
€y = €% = +1 parau=0,m (1.21)
e
Fy = egap = o, Fp = €, = Fag,. (1.22)
Observa-se que ¢, em (1.21) é o sinal de F, (e, = sgn(F,)} para u = 0, m.
Desde que Fy = 3775 f;, segue que
se f; >0 Vj. entdo g =1 e ¢y = 0. (1.23)

Por causa da simetria 1-ID de Fourier, as amplitudes e as fases de F sdo comple-
tamente descritas pelos vetores

ap = (G, 01, ..., am) . (1.24)

o = (Bg, 01, ..., G)- (1.25)
Assim, para o caso em que o, e ¢, representam a amplitude e a fase de F,, os
vetores em {1.24) e (1.23) serdo denominados vetor amplitude ¢ vetor fase de F.

As condigdes satisfeitas em (1.22) nos permitem introduzir a nogdo dos toréides
Definigdo 1.3 Dados g, ¢y € {0, 7}, 0 tordide Tigy o, € 0 subconjunto do R™
definido por

Titnom) = 1(00:8:00)T 1 0= (01,60, ....0pr)” € (—m, 7]}

Dizemos que [ estd dentro do tordide Tigy 0,5 se Or € Tigoom)-

Cada um dos 4 toréides é topologicamente igual ao hipertoro S/*~! onde 5; é a
esfera unitdria. Se f for um sinal positivo, entdo resulta de (1.23) que f estard
dentro de Ty gy ou Tig-) conforme se tenha €, = 1 ou ¢, = —1 respectivamente.



1.1.2 Forma matricial: caso 2-D

Para o caso bidimensional, as expressdes (1.6) e {1.7) tornam-se equivalentes a

F =W W, {1.26)

1
T1Tla
onde f é, agora, a matriz dada em (1.3), e F' ¢ a matriz complexa, ny xny, cujos pixels
sdo os valores, Fi,, (w.v) € @ = [0,m — 1] x [0,ny ~ 1]. A matriz das amplitudes
de Fourier serd denotada por [F|. Assim

|FE - [lFut!i E(u,v)eo

Wi FW;, (1.27)

Para cada j = 1,2, W; (€ M, ., .(C))* é a matriz de Fourier dada em (1.14)

Similarmente ao caso 1-D, temos a seguinte proposicio [11] que descreve a sime-
tria 2-D de Fourier da transformada de Fourler de uma imagem real.

Proposicao 1.2 Sejo f uma imagem compleza, ny X ne. Entdo f € uma imagem
real se ¢ somente ze

Fuy (U, U) € {O ml} x {O m?}a
= Fouma—s uwe{0,mi}, ve{l.... mg — 1}
F— w2 =D ;TR f, . :
w Foun ved{l,...,my -1}, ve{0,m} (1.28)
Frjvuna— uwé&{l,...,m —1}, v&{0,ma}.
A simetria em (1.28) implica que F pode ser reescrita como
[ | Fog For L. Foo  — [Fopmy| ¢ Fos For |
Fm. N Fil h . Flk Flmg Fl,ngwk Fi,ng——l
F=| | ' N L K
=Fm10. Fmgl Fm;k ey Flmlng S Fm*k lel
T N S 1 N B
Fio Fipoe1 oo Fippk -0 Fime ... Fag .. Fp
(1.29)

30 leitor ndo deverd confundir, por exemplo. a notagdo W, em (1.26) com a Wy, dada em
(1.16). Em (1.26), W, representa a matriz de Fourier correspondente ac inteiro mq, enquanto em
{1.186), W1, representa um bloco da matriz de Fourler correspondente ao inteiro m.
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Facamos alguns comentarios para entendermos melhor a simetria 2-D de Fourler
da matriz F em (1.29). Nos quadrados destacam-se os elementos da matriz que
necessariamente s&o reais. Um par de setas orientadas em sentidos opostos indica
gue os elementos posicionados em suas origens, além de serem complexos conjugados,
estdo a uma mesma distdncia do elemento para o qual o par aponta. Assim, desde
que |z| = |Z] e arg(Z) = —arg(z), segue que as amplitudes, o, e as fases, @y, de F
sao completamente descritas pelos conjuntos

{ow : (u,v) € A} e {du s (u,v) € A}, (1.30)
onde
A= 1\1 U .-"\2 L -Xg (131)
A = {(00) v {01 my}
Ap = {u,vyiuwe{l,2,...,m =1} ve{li,....np—1}}, (1.32)
Ay = {{my.v) v e{0,1,...,ma}}

Tais fases e amplitudes referem-se aos elementos de F interiores a0s quadrados e aos
elementos intericres a linha poligonal fechada.
Podemos ordenar as amplitudes em (1.30) e obter o vetor amplitude de F,

Gp = (QGO:QOL S Q’mimg)r = Rimimﬁ{ (}'33)

de modo que as mg + 1 primeiras coordenadas de ap sejam os mo + 1 primeiros
elementos da primeira linha da matriz |F|, ordenados da esquerda para a direita;
os {m1 — 1) x ny elementos seguintes de o sejam os (my — 1) X ny elementos de
|’} compreendidos entre a segunda e a m;—ésima linha, ordenados de acordo com
a ordem lexogréfica; e, finalmente, os mg + 1. elementos restantes de ap sejam os
ms + 1 primeiros elementos da (m; + 1)~ésima linha de |F|, também ordenados da
esquerda para a direita.
De maneira andloga ordena-se as fases de I’ em {1.30) e obtém-se o vetor fase
de F,
O = (G0, Our, -, Gruyma)| € (7r, 7 TTHTEFE, (1.34)

Similarmente ao caso 1-D,
@00+ Pomy s Prmy0: Grmyme € 10,7}
Consequentemente,
rp = €0 = ], Py = €0 = Hyy, (u,v) € {0,mi} x {0,m5}. (1.35)

Note que €y, = sgn{F,,), {u,v) € {0, mi} x {0, ma}.
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Desde que Fog = 3,3, fix, Segue que
se fi. >0 V{j, k)€ Qentdo ey =1e gy =0 (1.36)

Consideremos a ordem dos indices (u,v) € A estabelecida na formacdo do vetor
ép. Denotemos por ¢qy € (—m, 71™ 7L @2y € (—m, 7)™~V ¢ Gy € (—m, w27t
os subvetores de ¢p determinados pelas componentes de ¢p compreendidas entre
a0 € Pomss Poma € Cmydi € G0 © Omym, respectivamente. Entao

O = (D00 O(1): Gom: D2); Gmoi Pay; Gram) - (1.37)
Similarmente & definigio 1.3 [73] temos a

Definigdo 1.4 Dados dos, Gomys GOm0y Gmyms € 10,71 0 L0161de Tivng pom, tmy06myms)
€ o subconjunto do R¥™ ™42 definido por

{003 B(1): Pomai 012); 03 Bayi Brmama)” < 01y, Oy € (=7, 7] ™27 gy € (=, m}imr-m2

Dizemos que f estd dentro do toroide Ty domy dm 0.0mmy) € OF € Ligog,Gomy-dmi06mymy)-

Cada um dos 16 tordides é topologicamente igual ao hipertoro Sf(mimz—l}.

1.2 Os problemas da fase e da autocorrelacao

Nesta secao formularemos os problemas da fase e da autocorrelacio. e discutire-
mos assuntos relevantes tais como a caracterizaciio das amplitudes.

A seguir, redefinimos o suporte de um objeto, da mesma maneira como o fizemos
- na secao 0.1, desta vez incluindo o caso 1-D 7 T -

Defini¢do 1.5 Seja [ = (fj);e0 um objeto real, onde

Q = [0n—1] {caso 1-D},
Q = [0,n; =1 x[0,ny—1] (caso 2-D).

Dizemos que f satisfaz a restricdo de suporte se

=0, ¥jeQ\§, (1.38)

onde S (o suporte de f) é dado por
S = [0,m-—1] {caso 1-D}, ou
S = [0,my ~ 1] x[0,my ~1] (caso 2-D),
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Queremos estudar a seguinte versio do problema:
O Problema da Yase: Dado o, > 0, u € Q. encontrar [ que satisfaz:

(1) |Fy| =0y, onde F=F(f).

I L 1.39
(i1) a condigdo de suporte {1.38) (1.39)

O problema da fase pode ser estudado inteiramente no dominio do objeto, usando
autocorrelacéo [82] (pp. 235-242), [67]. Dados dois objetos reais f = (fi)jen €
g = {(g;)sen, definimos a correlagdo d@scmta entre eles por

*g} : Zfi G{5+4)(mod n) 3 € £l (140)

ltp

A autocorrelacao discreta nada mais é que

Lixli= 1=y (1.41)
onde f; * g; (a convolugdo discrefa entre f e g) é definida por
g = Zfz {i—t){mod n)> (142)
€N

Similarmente ao teorema da convolucdo continua dado na secdo 0.2, temos o
teorema da convolugdo discreta [33]

Flli* g5 = F,G,. (1.43)
Também continua valida no caso discreto a Férmula de Inversao Alternada

FUp=FHr o 14

que, em outras palavras, significa que toda imagem possui o mesmo mddulo de
Fourier da sua gémea.

O Problema da Autocorrelacao : Dado 3, > 0, u € Q. encontrar f que satisfez:

(i) fj*fjx;gu; _
(i) a condicdo de suporte (1.38) (1.43)

Os problemas (1.39) e {1.45) sdo equivalentes quando F(3,) = o pois, de
acordo com (1.41), (1.43) e (1.44),

Flfs=fi) =R (1.46)

‘Em geral. 0 termMo gi(moa n) significa que gr = g, onde r ¢ o resto da divisio de & por n. Note
que 1o caso 2-D. grj k1mod n;.mod ny) 208 diZ que gjr = g5, COmM T € 5 08 restos respectivos das
divisdes de 7 por m1 e & por ne. Se my = n» 1= n, adotaremos, para o caso 2-D, a notacdo mais

simples Gik{mod n}




O suporte de f;* f; é tipicamente o dobro do suporte de f;. Entéo, para evitarmos
o fendmeno chamado aliasing [11], [82] (pp. 235) nos cdlculos de |F,|? e, assim,
obtermos unicidade na solucdo do problema (1.45), é necessario que consideremos

objetos f; que satisfacam a restricdo de suporte (1.38).

Algumas questdes surgem de imediato, como a unicidade da solugdo para {1.39)
e a caracterizacao das amplitudes °, i.e., as condicdes necessirias e suficientes para
a existéncia de uma solucéo para o problema (1.39). Também pergunta-se quais as
condicOes adicionais para que a solucfo também satisfaca a restricdo de positividade

fe>0 Vel (1.47)

Vimos na secdo 0.4 que, no caso 2-), a solugao do problema (1.39) € tipicamente
unica a menos das ambiguidades triviais. Nas préximas secOes discutiremos, entao,
a ndo -unicidade para o caso 1-D e a caracterizacio das amplitudes no problema da
fase.

1.3 A falta de unicidade para o caso 1-D

Como j& dissemos na introducdo , é bem conhecido que o problema inverso
{1.39) nao apresenta solucao tnica para o caso unidimensional. O nimero de
solugbes possiveis é finito, igual a no maximo 27, e podemos analisar essas solugdes u-
sando a teoria de varidveis complexas. Nossa discussiio serd baseada em [12] e [82],
pp. 221.

Dado um sinal real f como em (3.1), sua transformada de Fourier F pode ser
reescrita em termos de um polindémio, Pp(z), avaliado sobre determinados pontos
~ da esfera unitdria: as raizes da unidade de ordem n, i.e.,

-1
F,=Flf.] = Z frexp(=2miu-z/n) = Pe(w™), w=exp(ri/m),  (1.48)

=0
para
-1
Pr(z) = > [z 2" (1.49)
za={
A expressao em (1.48) mostra que cada pixel F, do vetor F é dado pelo polinémioc Pg
avaliado na raiz da unidade correspondente, w™, u=10,1.2,....n—1. O polindémio

Pr é também chamado a transformada-z de f,. Assim, desde que os coeficientes de
Pr em (1.49) sdo dados pelos pixels de f, fica evidente a relagio biunivoca entre os
polinémios de grau m — 1 e 0s sinais reais de suporte de tamanho m.

5Estas metas parecem ser atingivels, porém ndo existe na literatura nenhum resultado que as
comprove para o caso geral.
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Agora, pelo teorema fundamental da dlgebra, o polindmio em (1.49) pode ser
fatorado completamente sobre o corpo dos numeros complexos, i.e.,

Pelz) = ¢ H(zwa,k) : H(z—z&)(zwzz). (1.50)

gzl zpefd

onde ¢p € uma certa constante real,

rErFm{al,ag....,&p}

é o conjunto de todas as ralzes reals e
Q=0r ={z,2,...,24}

o de todas as raizes complexas de Pr que tém a parte imaginaria positiva. Entao o
conjunto de todas as raizes de Pr é Z(Pp) = [ UQ U Q. Segue imediatamente que
p—+2¢g=m-—1
Dado um namero real ou complexo, w. definimos o flipping de w (em torno do
circulo unitdrio) como sendo a transformacio que permuta w com 0 Seu Inverso
multiplicativo 1/w, Le.,
flip(w) = 1/w.

Se fizermos um flipping em um nimero finito de raizes ndo unitdrias de Pr em torno
do circulo unitdrio, obteremos um novo polindémio, Pz cuja transformada de Fourier

associada, F, ainda possui a mesma magnitude, t.e., |F,| = |F,l. Isto equivale &
multiplicagdo

P:(z) = Pr(2)G(2), (1.51)
onde

1— zag T—zz, 1 —zz -
Gey=Il — Il —>~— %)

PRy ey PR,
ap €1y k 2R €8 x “k

para alguns subconjuntos I'y C T, ) C Q. E imediata a verificagao de que

|IG(z)I=1; V¥ |z] = 1. {1.53)
Com efeito, dado w € C, se |z| = 1 entdo
gimzw*x _ z(z* — w") — e =1.
- w zew

Assim, {1.51) torna-se equivalente a

Pp(z) = o H {z —a) - H(lmmk).

ap e\ ag &1
I G-2)G=-=) J] 0 -2a)(1—22). (1.54)
ZkGQ\Qg R &5
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Note que (1.54) nos diz que todas as raizes reais contidas no subconjunto I';, assim
como todas as raizes complexas de {}; e seus conjugados correspondentes de 3,
foram flipadas em torno do circulo unitdrio. O Polindmio Pg, assim obtido, é um
polinémio de coeficientes reais de grau m — 1, l.e,,

Pp(z)= ) fo 2%, (1.55)

cujas raizes sdo dadas por todas as raizes flipadas de Pr e também por todas aquelas
que nao foram flipadas. Em outras palavras, (1.54) nos diz que

V oz € Z(Pg), 3w € Z(Pr) tal que ou zx == wy, ou zx = 1/w,. (1.56}

Diremos entdo que dois sinais f e f sdo flipping relacionados se suas transformadas-
z associadas Pr e Pp satisfazem (1.56).

Observe que para garantirmos que os coeficientes de Pz sejam reais € necessario
que, ao fliparmos algumas das raizes complexas de Fr, também o facamos aos seus
conjugados respectivos.

Observe que, em decorréncia de (1.53),

Bl = 1Pp(w™)] = 1Prle™)|G(w™)| = [Pe(w™)| = I,

o que mostra que f; e f; sao duas® solucdes reails distintas, com a restricdo de
suporte, para o problema inverso (1.39).

Reciprocamente, observamos segundo (1.41) e (1.46) que a transformada-z da
autocorrelagao f;« f; é Pp(z)- Pg(z), onde F, = F(f_;), e seus zeros sio os zeros de
Pr(z) e seus flipados. Usando essa observacdo podemos verificar [12] que os tnicos
sinais reais recuperdveis de [F| §36 o proprio”f, 6s sinais obtidos de f por flipping e
seus negativos, no total nao mais do que 2™ solugdes .

1.4 As identidades das amplitudes

J.L.C. Sanz afirma em seu paper [74] que certas condicdes necessdrias para que
o problema da fase (1.39) admita solucdo sao as de que as amplitudes quadradas,
a?, satisfacam um certo conjunto. P, de equagdes polinomiais. Além disso ele con-
jetura que um problema desafiador é o de encontrar tais equacoes cuja
tarefa pode ser extremamente complicada. Na verdade elas nunca foram exi-
bidas e até o momento n&o hd na literatura qualquer registro de tals equacoes .

SEm outras palavras, o que acabamos de verificar € que as equacdes (1.51) e (1.53} mais o teo-
rema da convolucdo, implicam que € sempre possivel obter um novo sinal através da convolugio do
sinal original com umm outro sinal arbitrario cuja transformada de Fourier tenha mddulo unitério.

12



Nesta secio, nés resolvermnos parte desse problema em aberto, exibinde para
ambos 0s casos, 1-D e 2-D, um subconjunto P; C P, formado por identidades
polinomiais lineares nos o. N6s acreditamos que a caracteriza¢io completa das am-
plitudes a, (ou equivalentemente, as condicdes necessdrias e suficientes que o vetor
das amplitudes, o, deve satisfazer para que (1.39) admita solugdo (dnica)), é de
natureza ainda mais complexa e é composta por 3 tipos de restriges : (1) as iden-
tidades do conjunto P; (2} outras identidades polinomiais nas varidveis q,, mas
que ndo sao polinomiais em «? (denominaremos o conjunto destas identidades por
A); {3) inequacdes nas varidveis a, (cujo conjunto serd denotado por D). Infeliz-
mente a caracterizacio completa das amplitudes para o problema generalizado da
fase ¢ possivel somente para sinals e imagens de tamanho pequeno, pois encontrar
as identidades do conjunto (P \ P;) U A mais as designaldades de D ¢ uma tarefa
extremamente dificil. Para o case 1-D, nés damos a caracterizacio completa para
m = 2 e m = 3. JA para m = 4 ¢ processo para encontrar todas as desigual-
dades de D torna-se extremamente complicado. O mesmo acontece para o €aso
2-D, onde conseguimos dar a caracterizacdo completa apenas para my = my = 2
ey = 2, Mo = 3. E impressionante como as identidades do conjunto 4 sdo bem
mals complicadas para my = 2, me = 3 do que para my = my = 2.

Em todas as aplicagdes os dados das magnitudes a, em (1.39) sdo corrompi-
dos por ruidos pois na pratica eles sao medidos através de equipamentos cuja
aferi¢ao esta condicionada a interferéncias externas. Assim, torha-se necessario saber
quais os efeitos produzidos quando ruidos sdo acrescentados no sistema {1.39).

E facil ver que o problema de recuperacio da fase a partir das amplitudes é
localmente mal condicionado (ou mal posto) [42] (pp. 9) no sentido de que peque-
nas perturbagdes nos dados das amplitudes de um problema factivel produzem um
problema ndo factivel. Em outras palavras, como Sanz afirma em seu paper 74, &
probabilidade de construir fases consistentes para amplitudes com ruides é nula.

Diversos métodos para resolver o problema da fase com ruidos foram propostos,
dentre eles se destacam os métodos que utilizam técnicas de regularizacao, [34), [42],
[6], [80], [22], [66], [79]. e os métodos iterativos de Fienup [25], [26], [81]. No capitulo
3 nds apresentamos um novo método para o problema da fase.

1.4.1 Identidade das amplitudes para o caso 1-D:

Teorema 1.1 Sejo [ = (fg), f?;))T um objeto real unidimensional e F sua DFT.

Suponha que as amplitudes de F sdo dadas por a = |Fylu=0,1,...,m. Entdo
m—1
of 2> (~1)fal + (~1)"al, = 2nfl fu). (1.57)
uml
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Demonstracdo : Usando a expressdo dada em (1.7) para calcular a transformada
inversa da quantidade |F,[?, obtém-se

1

I L
RS = =3 IRF wY, (1.58)

u=0

onde w = exp(7i/m}. Por outro lado segue de (1.46) e (1.40} que

THIE Zﬁf@ dimodny, 0<j<n—L (1.59)

Comparando as expressdes de segundo membro de (1.58) e (1.59) obtemos

~§:=F “J—Zfz F+imodny, 0<j<n~—L1. (1.60)

Atribuindo m & varidvel j em (1.60) temos

1 n—1

;L” Z IFu Z fz 1m~*—t Ymod n}- (1-61)

u=0

Verifica-se imediatamente que o segundo membro de (1.61) é igual a 2(fofn +
Fifmer + 0 F fretfoo1) = Qfa)fm. Por outro lado, devido a simetria 1-D do
vetor | F'f (veja defini¢io 1.2), o primeiro membro de (1.61) torna-se idéntico a

Corolario 1.1 (Identidade 1-D das amplitudes) Seja f um sinal real que satisfoz a
restrigdo de suporte (1.38). Enido as amplitudes de F satisfazem a identidade

af +2> (=16 + (~1)"ak, =0, (1.62)

Demonstra¢do :  Basta tomarmos fio) = 0 no segundo membro de (1.57). =

Chamaremos a equacdo (1.62) de identidade 1-D das amplitudes. Nota-se que &
identidade 1-D das amplitudes é uma equacao polinomial de grau 1 nas varidveis

of.af, ..., ol Diremos que (1.62) é nma identidade linear nas varidveis o, o2, ..., a2
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Serd conveniente expressarmos a férmula de autocorrelacio (1.60) quando f sa-
tisfizer a restricac de suporte. Assim, se fz) = 0 e levando-se em conta a simetria
1-D de Fourier do vetor |F}, (1.60) torna-se equivalente ao sistema

-1 m—-1—j

1&0 .?ZO: Relw’) +{=1Ycl) = > fifirsr 0<j<m—1, (163)
1220

mais a identidade 1-D das amplitudes

%*‘?Z( 1l + (- 1)™d?, = 0.

Note que (1.63) representa um sistema polinomial nas variaveis fy, fi,. ... fm-1-
Nieto-Vesperinas [67] faz uso do método de Levenberg-Marquardt [51], [59] para
resolver esse sistema nao linear sobredeterminado.

Serd conveniente darmos uma demonsiracao alternativa do teorema 1.1.

Demonstragdo alternativa do teorema 1.1:

A prova de (1.57) é uma consequéncia imediata das igualdades

m—1
R +2 ) (VIR + (<1 Ful = FTAF = 20ffy f), (1.64)
k=1
onde A é a matriz diagonal n x n dada por Aj; = {~1)7, j=0.,1,....n~1.

Para provarmos a primeira igualdade em (1.64), substituimos F em F*AF pelo
vetor das suas componentes em (1.12) e em seguida aplicamos a relacdo de simetria
(1.17). De fato

L

Z‘F’}" . | Z( _1

= |Fof? +°Z UL + (S Fl®

F*AF

I

Por outro lado, substituindo A em F*AF pela sua forma particionada por blocos

A"’:[Ig (W‘S'mn}’

onde D é a matriz diagonal dada em { 1.15 } e, também, trocando F pelo segundo
membro de {1.10), resulta que

F'AF = ffwaw)f = [ 73, ff;)][ v ”(I}m} {fm]

- T
= 2nfife-



0 que prova a segunda igualdade em (1.64). m

Como veremos mals adiante, resultados andlogos ao teorema 1.1 e ao corolério 1.1
serao obtidos para o caso 2-D. Entretanto, o equivalente 2-D ao corolario 1.1 nao nos
dard todas as identidades lineares nas amplitudes quadradas que conhecemos para ¢
caso 2-D, mas somente uma identidade. As outras identidades serdo obtidas atraves
da prépria expressao de autocorrelacdo para o caso 2-D. Vale ressaltar ainda que
estas identidades, obtidas da autocorrelagio, nao sio ainda a versdo 2-D das identi-
dades das amplitudes. Na verdade, as identidades 2-D das amplitudes serao obtidas
a partir da generalizacdo 2-D do argumento utilizado na demonstracao alternativa
do teorema 1.1.

Lema 1.1 Sejo f={fo fi -+ fauer 00 ... 07 eR Sea, = |F,], u=
0.1,....m, entdo as componentes do suporte de [ satisfazem o sistema

m—2 m—1—-p

1 -
ay==lIFIP=2) > fofeiRe(@™), 0<u<m (1.65)
p=0  g¢=
Alem disso,
m~—1 g1
Dofi=F, D (-1Yfi=Fn (1.66)
=0 7=0

Demonstracio :  Segue de (1.10} que

Fy =Wl = Zw%f-wzj; cos———-—'~—szs seni‘ffi C(LET)

s==0

Elevando ambos os lados de (1.67) ao quadrado, desenvolvendo os termos quadraticos
e, em seguida, aplicando a identidade trigonométrica cosa cosbh -+ sena senb =
cos{a — b), obtemos

-2 m-1-p
|[Ful? =2 FofprgRe(w™) + LfIF, 0<ugm. (1.68)

P

3

i
<

g=1

Aplicando a férmula de Parseval, || f1* = (1/n){|F|I*, em (1.68) obtém-se imediata-
mente (1.65}. Em particular, fazendo 2 = 0 e v = m em (1.67), obtém-se (1.66) =
O préximo lema trds resultados para m = 2, 3.
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Lema 1.2 Sejam f=1fo /i .. fmer 0 0 ... 07 eRY o, = |F,|Vu ¢
Cu ;Sgn(Fu): pare v = 0, m.

(a) Sem =2, entdo
Jo = (eoag + a2} /2. fi = (epog — €202) /2. (1.69)

{(b) Sem =3, entac

(fo=r". fi=r, fa=17) (1.70)
ou
{fo=r", fi=r fo=717), (1.71)

onde

r¥ = [6(eoap + e3r3) & /A]/24,

T o= {egtrg — €3003) /2,

A = 12[160¢3 — {egap — 3e3ci3)%] > 0.

H

Demonstracdo : Veja Apéndice A.
Os préximos resultados exibem as condigbes necessarias e suficientes para a exis-

téncia de solugdo positiva do problema da fase (1.39), para os casos particulares
me=2em=3.

Teorema 1.2 Sejom ., w=0,1, 2, ndmercs reais positivos.

{a) Eziste um sinal real [ = {fa f 0 O}T, tal que |F,| = o, se, e somente
se, {an} satisfaz

(i) @ identidade 1-D das emplitudes o3 — 20 + of = 0.

(b) Existe um sinal real [ = {fg fr O O}T com fg, f1 > 0 e tal que |F,| = oy,
se, e somente se, {a, } satisfaz {i) e

(i) ap > ao.
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Demonstracdo : A prova de que as amplitudes satisfazem (i} segue da aplicagéo do
coroldrio 1.1 quando m = 2. Reciprocamente sejam a,, u = (,1,2, nlmeros reais
positivos satisfazendo (i). Tomemos fi = (ot + €202)/2, fi = {€op ~ €2002)/2,
para €, €2 € {£1}. Substituindo os valores de fy e f1 na expressio (1.68), para
u=0,1,2, e usando a identidade 1-D das amplitudes (i), conclui-se facilmente que
= o, V.

(b) Suponhamos agora que f = [fo fi O G]T? com fo,f1 > 0 e Fy = ea.
Pela parte {a), segue que «, satisfaz (i). Segue de (1.23) que ¢ = 1. Pela parte
(a) do lema 1.2, f; e f; sdo dados como em (1.69), para ¢ = 1. Entdo fy, /1 >
0= aygxoy>0=0a > +tay = oy > ag. Reciprocamente suponhamos (i) e (ii}.
Entao basta escolhermos fy e fi como em (1.69) para ¢p = 1. Segue-se imediatamente
que fo, /1 > 0. =

No caso m = 2, o teorema 1.2 mostra que a identidade 1-D das amplitudes é
condigdo necessdria e suficiente para a solvabilidade do problema da fase. Ja para
m = 3 ela ndo é mais suficiente.

Teorema 1.3 Sejom o, v = 0,1,2.3, numeros reais positivos. Sejam €y, €3 €
{£1}. Eriste um sinal real f = [fo fi fo 0 0 O}T tal que Fy = €y, [F)] =
o, |Fa| = ag, F3 = €303, se, e somente se, {a,}, €5 e oy satisfazem

(i) a identidade 1-D das amplitudes a2 — 20 + 2a — % = 0,
(ii) 4y > legog — ezt
Demonstragdo :  Suponhamos que exista f = [f@ H f2 00 DET tal que |F,| =
a, Vu e € =sgn(F,), u= 03 A condigio (i) segue do coroldrio 1.1 ¢ a
condicio (ii) segue da parte (b) do lema 1.2.
Reciprocamente, suponhamos que v, sejam nuimeros reais positivos que sa-
“tisfacam (i) e (i) para determinados inteiros €, e3 € {=1}; e consideremos

f=1f A f200 O}Tg

para fo, f1, fo definidos como em (1.70) [alternativamente (1.71}]. A condicdo (i)
garante que o discriminante que aparece na expressdo de fo, fi, fo em (1.70) é
ndo negativo, o que mostra que f é real. Falta mostrarmos que |F,| = @y, u =
0,1,2,3, onde F = F(f). Para isto, basta substituirmos fo, fi, fo em (1.70) [alter-
nativamente (1.71)] no sistema (1.68) e aplicarmos {i) convenientemente.

Teorema 1.4 Sejam o, u=0,1,2, 3, numeros reais positivos.

(a) Existe um sinalreal f = [fo fr fo 0 0 0], tal que |F| = a, Vu, se, e
somente se, {c,} satisfaz

(i) a identidade 1-D das amplitudes of — 203 + 203 ~ o% = 0,

(12) 40!2 E %CEQ - 3@3[
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(b} Eriste um sinal real [ = [fo fi fo 00D O;T com fo, f1. f2 > 0 e tal que
|F,| = a, se, e somente se, {a,} satisfaz (1), (i) e as condi¢des de positividade

(iii) 402 < af + 302,

(i\’) Qg > Q3.

Demonstragio ©  (a) E um coroldrio imediato do Teorema 1.3.

(b} Suponhamos agora que as componentes de f satisfacam a restri¢do de po-
sitividade fq. f1, f2 > 0. Pela parte (a), as amplitudes o, satisfazem (1) e (il}. Falta
mostrarmos que ¢, satisfazem (1ii} e (iv). Primeiramente, de {1.23) segue que ¢; =
sgn(Fy) = 1. Agora, pelo lema 1.2, f;. f; e f2 devem satisfazer (1.70) ou (1.71), para
¢y = 1. Entao temos as seguintes implicacdes

f0+fg>9 g + €30z > ()
>0, fo>0= . . )
fo>0, 1 2 {f‘z>{) = G — €303 > 0 == Oy > Q3

o que prova {iv}. Além disso,
o= 0, fo> 0= 6(cy +e305) > VA, (1.72)

onde A = 12[16a3 — {ap — 3e3a3)%]. Desde que ag > a3, entdo ag + €303 > 0. Entdo,
elevando-se ambos os membros da desigualdade em (1.72) ao quadrado, obtém-se a
desigualdade (iii).

Reciprocamente, suponhamos que a,, u = (1,2, 3, satisfacam (i), (ii), (iii) e
(iv). Definimos fo, f1 e fo por (1.70), para ¢ = ¢; = 1. Entdo temos

(i't’):?f1>8,
. &'G>'G,Q3>'@”—f;’>'fg>'0:”
(iif) == f, > 0. .

1.4.2 Identidades das amplitudes para o caso 2-D:

Nesta subsecao abordaremos os resultados equivalentes aos da subsecdo anterior
para o caso bidimensional, ou seja, determinaremos as identidades 2-D das ampli-
tudes e apresentaremos, para ambos 0s casos (my = my = 2) e (my = 2, my = 3),
as condigdes necessarias e suficientes para que o problema da fase admita uma solu-
cao (positiva) que satisfaga & restri¢io de suporte.

A seguir, o equivalente 2-D do teorema 1.1.

Teorema 1.5 Seja

e {f{_n) f(lz}}
Jeeny fom
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uwma imagem real ny X ny e Fosue DFT. Suponha que as amplitudes de F sio dadas
por ap = (Gu); (u,v) € A. Entdo

Sy sme(p) = 2mama 11 [fog) fan) + oy Faz)s (1.73)
onde
my—1 my~1ny—1
Sml~+mm2 (&F} = O‘GO + ?Z aﬂt E mza()mz + 2 Z Z ﬂ'*‘t’
_— u=l wu=0
-+ ( 1) : m10 +2 Z mw + (_1)m2a72n1m2
(1.74)

Demonstragéo : Com efeito, a expressdo de autocorrelacao (1.46} aplicada ao caso
2-D torna-se equivalente a.

71k TLo -1

nims N N R = PR

w0 v=0 w11 ne=1 (1?5)
— Z Z quf(j+p,k—:—q)(mod niy,mod nal:
p=0 g¢=0
paraj € {0,1,...,m—1}, £ € {0,1,...,no~1}. Aqui, como antes, w; = exp(7i/my);

[ =12 Fazendo j = my e k = my na expressdo de autocorrelagio (1.75), a ex-
pressao da esquerda torna-se uma combinagao dos f’s que nada mais é do que
2 tr [ffy fiar) + [y fuz]. J4 a somatéria dupla que aparece no terceiro membro,
apos aphcarmos a simetria 2-D de Fourier sobre as componentes | F,|, torna-se igual
a0 polindmio Sp, +m, (¢F) definido em (1.74)

Segue agora a versdo 2-D do corolario 1.1

Corolario 1.2 Seja f uma imagem real, como no teorema 1.5, que satisfaz a re-
stricdo de suporte. Entdo o vetor ap, das amplitudes de F, satisfaz a identidade
polinomial

Sty ems (0p) = 0, (1.76)

onde Sm,m,(@F) € 0 polinémio definido em (1.74).

Demonstragio :  Basta substituir fiia) = f21) = flz2) = 0 em (1.73) [ ]

(1.76) nao é a Gnica identidade linear nas amplitudes quadradas, que deriva-se da
autocorrelacdo . Como veremos no préximo teorema, entretanto, para obtermos
mais identidades, precisamos primeiramente da expressdo equivalente a (1.63) para
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o caso 2-D. Tal expressio é obtida ao levarmos em conta a simetria 2-D de Fourler
da matriz |F| e a substituicio fray = frz1y = fazy = 0 em {1.75). Apés estas
consideragoes, temos (1.75) equivalente a

my—1-7 mg—1-k a1
E: 2 kY2 ko2
E : fp@fjwpkmq Qg + 2 E Re(““’z )i, {ml)naf}mz
Ti17iy vl

g=0

my=-1ny—1

+2 z ZRe(wfjj;djk}aiv
| I’ u;i :::G (1.?7)
+ (=1 LQ? 49 Z Re(wif)a?, , + (%})kailm;{ } ;

J
para todo j € {0,1,...,m:}; k € {U 1,....ma}.
Note que o lade esquerdo de (E.Y{) ¢ identicamente nulo quando 7 = m; ou
k = my. Assim, se substituirmos j = my; em (1.77}, obteremos as m; primeiras
identidades envolvendo as coordenadas do vetor ap :

Slap)=0; k=0,1.... ms—1,

para
ma—1 mi—1 no~—1
Silap) = ofy+23 Re(wi®)od, +(~1)fad, + 2> 1)“Re(ws*)a,
pm N 'L-:O
ey —1
-+ (wl)ml 10+ 7ZRG mlt “’“( 1)k ?mmz

o1
(1.78}
De maneira anéloga, a substituig’éo de k = mo em (1.77) gera as préximas m;
identidades:
sz-‘-j(ap)m(l jﬂesla“-',ml_]-

para
me-—1 my—1ng—1 .
Smpcilar) = afy+2 Z (—=1)aj, + (-1)™ad,, + 2 Z Z (—1)"Re{w;’}a?,
p=1 p=1 u=0

ma-1

+ (=17 jel o+ 2> (<) + (~1)™ak,

Finalmente, substituindo 7 = my e k = my em (1.77), obtemos a dltima das identi-
dades (1.76). Notemos que (1.76) também pode ser obtida substituindo j = m; em
(1.79). Logo, (1.79) vale para todo j = 0,1,...,m;. Temos, portanto, um total de
21
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m, + ms + 1 identidades vindas da autocorrelacdo. Com isto demonstramos parte
do préximo resultado.

Teorema 1.6 Seja [ wmna tmagem real de tamanho n; X ng, ¢ F € My, 4n,{T) sua
DFT. Suponha que as amplitudes de F sdo dadas por ap = {ay,): (u,v) € A. Se
fazy = fren = fiazy = 0, as amplitudes o, satisfazem as seguintes my + mg + 1
identidades linearmente independentes (LI):

Sk(Q’F) =0; k£=01,...,m -+ ms, (188)
onde Sy sdo 08 polindmios dados em (1.78), {1.79) e (1.74).

Demonstragdo ©  Ja mostramos que o vetor ap satisfaz as identidades (1.80).
Falta provarmos que elas sdo LI. Com efeito, seja

b= (afg 0y, ... 00 )7 ¢ REmmet2 (1.81)

o vetor das amplitudes quadradas de Fourier. Entdo o sistema {1.80), que em termos
do vetor b se reescreve como

¢ linear na varidvel b, com representacdo matricial dada por
Bb=(, (1.83)

onde B é a matriz dos coeficientes de (1.82). E fcil ver que B é uma matriz de
ordem (m; + mg +1) X (2myms + 2) que satisfaz

B = 2Re[B] D, = Re[2BD,], (1.84)

onde B é a matriz cujo termo geral é, para cada 0 < k < my — 1. dado por

B = wi, 0<v<m,
By, = (1) 1<u<m—1,0<v<ny—1, (1.85)
g=myg+ (u—Dng +v+1, '
Br, = (-1)™wi*, 0<u<mg, g=my+ (myg — na+v+1,
e, para cada 0 < j < my, por
Bmg+j,v = (“I)U: ) 0 < v < my,
Biyrig = (1w, 1<u<m ~1,0<v<ne— 1, (1.86)
X g=my+{u—1no+ov+1, )
Bmzﬂ;mjrq = (—'l)j_’w, 0 S U g Mo, ¢ = Mg + (m1 - 1)7?;2 ~“+ U -+ 1,
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A matriz D é dada por
DQ = ﬁl @Ing(mz-l) & Dl

quando
~ 1 1
Dy = §@Imgml S5 5

A verificacdo de (1.84) ¢é simples. De fato, seja

b= bgb

Entido os polinémios S; se reescrevemn na variavel b como

my—1 no-1 neg
2Re Z% boe + > > (=1)whF by + D (=)™ et bmw} (1.87)
w1 pm=( B=i)
paracada £ =0,1,...,my—1, e
~ ma my=—1ny—1 o o . ~
Sm2+j(b) = 2Re z b{h’ ‘ Z Z l}vw?:f by + Z(—l)](—})v bmw} (1.88)
=20 u=1l v=0 20
para cada j = 0,1,...,my. Se definimos

S(b) = (So(b), S1(B), - -, Sy ema (B))7,

verifica-se facilmente que as equaces (1.87) e (1.88) se reescrevem na seguinte forma
matricial

| Desde que N
Bt = S(b) = S(b) (QRe[ )b = (2Re[B] D3} b,

conclui-se que o o
B = 2Re[B] Ds = 2Re[B Ds|.

Falta provarmos que as linhas de B sao LI, ou seja, que B tem posto completo.
Para isto ¢ suficiente mostrarmos que BB” ¢ diagonalmente dominante. A demons-
tracio serd dada no Apeéndice B.

Exemplo: Tomemos m; =2 e my = 3. O vetor b, neste caso, é

e (n2 a2 a2 222 2 g9 29 g 9 9T
b = (o @1 Ozs O3, Ag, O Qg O3, Oy, O Cgs Oy, Oy, Oy
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Os polindmios Sg(b), S1(b}, ..., Ss(b) sdo as componentes do vetor Bb, para

1 2 92 1 -2 =2 -2 -2 -2 -2 1 2 2 1
1 1 -1 -1 -2 =1 1 2 1 =1 1 1 =1 -1
1 -1 -1 1 211 -2 111 -1 -1 1
B=17 _9 9 1 2 2 2 -2 2 -2 1 —2 2 -1
1 -2 2 -1 0 0 0 0 0 0 -1 2 -2 1
1 -2 2 -1 -2 2 -2 2 -2 2 1 -2 2 -1|

Vimos que a identidade 1-D das amplitudes, {1.62), pode ser obtida alternativa-
mente através do desenvolvimento do termo F*AF (veja equagio {1.64}). Como a
maioria dos resultados para o caso 1-D tem seu similar no caso 2-D. é de se esperar,
portanto, que o conjunto das identidades do teorema 1.6 também possa ser obtido
alternativamente através de procedimento similar. Na verdade, tal procedimento
nos leva a um outro conjunto LI de identidades nas varidveis o, cuja semelhanca
com a identidade (1.62) fol o motivo que nos levou a escolhé-las para serem as
identidades 2-D das amplitudes. A esta altura, estamos nos perguntando entdo se
esses dois conjuntos de identidades LI sdo equivalentes, no sentido de que os aneis
gerados pelos polindmios das identidades de cada conjunto sdo iguais. Na verdade
nés verificamos para varios valores atribuidos a m; e mo, sem excessdes , que esses
conjuntos sdo equivalentes. Entretanto nao conseguimos dar uma prova analitica
para esse resultado.

A seguir temos o teorema cuja demonstracio é o andlogo 2-D da demonstracao al-
ternativa do teorema 1.1,

Teorema. 1.7 Sejam f-uma imagem real -de tarmanho ny X 1iy particionadd conforme
(1.5) e F € M, xno{C) sua DFT. Suponhamos que as amplitudes de F sejam dadas
por cyy = [Fupl, Y(u,v). Se fuzy = flzn) = feey = 0, as amplitudes o, satisfozem
as sequintes identidades:

na—1

Z(—l)vﬁiy =0, u=01,...,m -1 (1'89)

v=0

LA

D (=12, =0, v=01,... n5—1 (1.90)

%=

Demonstraggo ©  Para cada j = 1,2, considere a matriz diagonal 4, de tamanho
n; % n;, dada por

_ D 0
A= [ 0 {(-1)™D; |’
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onde DD; é a matriz diagonal m; xm; dada por (D) = (=1)%, k=0,1,...,m;—1.
Usando o valor de F dado pelo segundo membro de (1.26) temos por um lado

FrAF = (WlfW9)* 1{W W)

= W frn)f 21y T f\%l fu\ f(—l;l)f(zzy + f(:;]_)f{lz) ] W, (1.91)
] f(w)ftza) + famyfny ff;mf{zz) + f(gz}fgzz) oo
Similarmente
FALF = maW fan féz) faz fgl} f{n\frgz "E“f{lz)f(zp W, (1.92)
B i ffz:i‘fflz} + f(22 f(il le)ffmg} + f(22)f (21) . !

Por outro lado. se substituirmos F' pela matriz de seus pixels, Fy,, na expressao do
membro direito de, por exemplo, (1.91), obteremos uma matriz cujos elementos, Gy,
da diagonal principal sao

n;—1
Aoy = [ JU}A L) = Z Fm :L)uFub}
ESH]
ny~1
= — 1 Fel® v=0,1....np— 1.
> (=1 Pl .
u=0

Entdo se fu2y = frz1y) = flezy = 0, o lado direito de {1.61) se anula, implicando
Gy = 0¥ v, 0que nos da o sistema (1.90). Similarmente mostra-se que os elementos
da diagonal principal de FALF™ sio nulos, o que implica, portanto, que {ay,}
satisfaz (1.89). =

Cada linha do lado esquerdo de (1.89) e {1.90) é uma equagio polinomial de grau
2 nas varidveis au,, 0 <u<ny;—1, 0 < v < ny—1. Se levarmos em conta a simetria
2-D de Fourier da matriz |F] (veja (1.28)), entdo poderemos descartar as m; — 1
tltimas eguagbes do sistema (1.89) pois, para-cada p € {1,2,...,m; — 1}, cada
equacio de {1.89), correspondente a u = m; +p, é a mesma equagao correspondente
a u = m; — p. Similarmente conciui-se que as my — 1 Ultimas equagdes do sitema
(1.90) também poderio ser desprezadas. Além disso, a simetria de F' permite reduzir
o numero de varidvels o, que aparecem nas equagdes de modo que restem apenas as
componentes do vetor das amplitudes ar (veja a expressdo (1.33)). De fato, segue
da simetria de F' que

rig~1 o1

Z (_1)Lail, = O’i() + 2 Z (ml)vajiz + (_1)'”’12&3 oy U = 07 M,
y=0 vzl

np—1 my—1

Z(—l)”afw = ap, +2 Z Val, + (=1™Mad, ,, v=0, ms,
1yl

121 ~1 T ey —1

S (=1ral, = Y o(=1el+ > (<1l 1<v<me—1.
() z=() uzl



Assim (1.89) e (1.90) tornam-se equivalentes ao sistema
P’U(QF):O u"’”_”“erlazt"'amlt

(1.93)
R.larp)=0; v=0,1,2,...,m9,
onde Pylap) e B, (ar) sio os seguintes polindmios:
a1
Puar) = o2-+2> (=1)%e, +(~1)™0a,,, u=0,m,
na-—1 v=t
Pu(&F) = (-"1)“&31.: 1< u<m~1,
pum( . )
s = (1.94
Ry(ap) = &&-&22(—wl)”gii,—:—(ml)m"afmw v =0, mo,
T U=t mi—1
R (arF) = Z(—l)“a’iv + Z (=1)*ad s I<v<me— 1
u=0 y=1

Seja b o vetor das amplitudes quadradas de Fourler definido em (1.81). Entdo os
polindémios do sistema (1.94) sdo polindmios lineares na varidvel .

Proposicao 1.3 O polinémio Fy(b) se escreve como wma combinagdo linear dos
demais polindmios do sistema (1.94).

Demonstragdo :  Mostra-se que os polindmios do sistema (1.94) satisfazem

ﬁgﬂ 2 mlz uPR ("1)mipm1 (b) -
+2n§; 1)Ru F(-1)™R, (5] = 0. m

Uma consequéncia obvza da proposicdo anterior é a de que podemos desprezar
a primeira equacdo do sisterna (1.93). As my + m + 1 equacles restantes sdo LI
e formam as identidades 2-D das amplitudes. Esse é basicamente o resultado do
proximo teorema.

Teorema 1.8 (Identidades 2-D das Amplitudes) Seja f uma imagem real de tamanho
Ny X My, € F € My, «0,(C) sua DFT. Suponhemos que as amplitudes de F sdo dadas
por ap = (Qy); (u,v) € A, Se faay = fan = flaz) = 0, as amplitudes o, satis-
fazem as seguintes mq + mao + 1 identidades L.1.:

Riap)=0; v=0,1.2,...,my,
Pylap)=0; uw=12... m,

onde Py(c =) e Ryap) sio os polindmios dados em (1.94).

(1.95)
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Demonstragdo: Para completarmos a demonstraciio deste teorema precisamos ape-
nas mostrar que as identidades (1.95) sio LI. Com efeito, o sistema {1.95) é equiva-
lente & equacao matricial

Q= Ab=10,

onde b é o vetor em {1.81),

Q= (Ro(b), Ra(B). - o, Reny (0), P (B), Po(b).. -, Py (8))7 (1.96)

e A é a matriz, de tamanho (my + my + 1) x (2mymy + 2}, dada por

"1 0 0 -2 g 2 { (w137 0 0

0 1 00 0 1 0 (L™ 0
a_|U O 1 0 0 0 0 0 0 (—1)m™

{0 0 0 1 (=17t g 0 0 0 0

00 (] 0 1 (—1)m=—t 0 0 0
00 0 0 0 0 0 1 -2 (—1)me

(1.97)

Mostrar gue as identidades {1.95) sdo LI é equivalente a mostrar que a matriz
A tem posto completo,

Com efeito, seja [A] ), 0 < j < M = m; + mg, 0 j—ésimo vetor linha da ma-
triz A. Denotemos por k; a posi¢do coluna do primeiro elemento nao nulo de [A]g;).
Obedecendo-se 4 ordem dos polindmios do sistema {1.95) e & das componentes a2, es-

tabelecida na definigdo do vetor bem (1.81), vé-se que Agiy, Al s - -5 Ak, S40 re-
spectivamente os coeficientes das componentes 03y, &3, - . ., Qam,» Chg: Qgs - - - O .

nesta ordem, que aparecem nas equagoes do sistema, {1.95). Entéo segue que
AO:{% = Alk = AM_-,kM = 1e kQ > kl.> : >;€M .

o que significa que a matriz A ja se apresenta na forma escalonada por linhas, ou
seja. A tem posto completo |

Exemplo: Tomemos novamente m; = 2 e my = 3. Os polinémios F,(b) e R,(b)
S0 :

Po(b) = agg — 204, + 203, — ag;
Pi(b) = ofy~af +of, ~ afy + o, — aj;
Blb) = g~ 205, + 203, — o3,

R A 2
Ro(b) = “0o 20 + 0
R(b) = af —a? +af —a’.

§ T O T ag — A

Ry(b) = afy, —of, +a3, —aly

N S T
Rs(b) = ofg — 2003 +ag

O vetor (7 e a matriz A sio dados por
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© 1000 -2 0 0 0 0 0 1 0 007
0100 0 -1 0 0 ¢ -10 1 0O
A_j00100 0 -1 0 -1 0 0 0 10
60601 0 0 0 -2 0 0 0 0 01

0000 1 -1 1 -1 1 =10 0 00

0600 0 0 0 0 0 0 1 -2 21

Observagdo : Scjam A e B as matrizes (1.97) e {1.84). Para varios valores
atribuidos a my, my foi verificado, sem excessdes, que

B=GA,
para uma matriz inversivel (z, especificamente,
G = (BAT)(AAT) L

Portanto, acredita-se que o sistemas (1.80) e (1.95) sdo equivalentes, ou seja, que o

camente esse resuitado para todo mq, ma.

A seguir daremos a versdo do lema 1.1 para o caso 2-D). Para tanto serd conve:
niente que trabalhemos com os elementos do suporte de um objeto f na forma de
vetor coluna. Em outras palavras, se

fo= {f%” g} (1.98)

ordenamos os elementos do bloco fi31) € Mu, xm, (R} de modo a formarmos um
vetor coluna, fs, de dimensdo myms, tal que os primeiros mo elementos de fs, por
exemplo, sejam os elementos da primeira linha de fi11), os préximos m; elementos
sejam os elementos da segunda linha e assim por diante, para todas as m; linhas de
ft11;- Se representarmos

fS - J:f(}: fi: e fm1m2-1ET € f(ll) - {fjk)* (199)

entao
fo= Fix (1.100)
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para cada indice ¢ € {0,1,...,mymy — 1} que satisfaz
. g = mgj -+ a‘71'7

onde j € {0.1,....my—1} ek € {0,1,...,my — 1} sdo respectivamente o quociente
e o resto da divisdo de ¢ por m,. Por causa da relacdo biunivoca entre (j,%) e ¢.
sera conveniente que indexemos j e k por ¢ :

Joi=7 e ky=£§,
A seguir o similar 2-D do lema 1.1.

Lema 1.3 Sejam [ € M, wn, (R) dado como em {1.98} ¢ fs o vetor coluna formado
pelas componentes do suporte de f, dadas como em (1.100). Se F = F(f) € ap =
|Fol, para todo {u,v) € A, entdo

mimae—2 Mmyma—Il-p

i) b —ite L. 1 g
Z Z fpfp“eqRe(Wlqu jp)'v‘“';(kp" kp’) = aia’iu - R (1a01)

p=0 g=1 TN
myrnz—1 mymy—1
> f=Fu S (=15 f, = Fom,.
=0 =0
m}q’!’i’tg——i miqmg——l (1.102)
Z (_1)5’qu = Fm;ﬁ); Z (_l)jq—I—kqfq — lemz,
g=0 g=0

Demonstracdo :  Como no caso 1-D, parte-se da expressio (1.26), F = W, [V,
para se chegar em- L . [ .

mimz—2 myme—1i-p

Ful=2 30 3 fefpeaRe(w™ ) iR (1.103)

p=0 g=1

Em seguida aplica-se a férmula de Parseval, ||f]17 = (1/nin2)[|F[?, em (1.103) para
se obter {1.101). As férmulas {1.102} sdo obtidas diretamente de (1.26) u

O préximo lema relaciona os pixels de uma imagem 4 x 4, que satisfaz a re-
stricao de suporte, com as amplitudes de sua transformada de Fourier.

Lema 1.4 Seja

fo fi 00
f= ‘};2 JS” g 8 (1.104)
0 0 00
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um objeto real. Considere v, = |Fuyl, para todo {u,v) € A, e €y = sgn(Fy),
para (u,v) € {0, m,} x {0, ma}. Entéo

(00000 + €200¢20) + {€0atror + €900622)]
(eonuno + €2p0r0) — (€oarog + €aa0r2)]
{€optron — €200t20) + (€202 — 6220422)]
{(eoo0rap — €20090) ~— (€optrpz — €002/ 4.

E /47
i z;[ /4 (1.105)
fa=

Demonstragdo:  Obtém-se (1.105) resolvendo-se o sistema (1.102) para as incégnitas
fo quando my = my = 2 n

O préximo teorema aborda as condigGes necessarias e suficientes para a existéncia
de solugdo positive do problema da fase, para o caso m; = my = 2.

Teorema 1.9 Sejam vy, {u,v) € A, nimeros reais positivos.

{a) Eziste uma imagem real [ como em (1.104) tal que |F,| = oy, se, e somente
se, {ou. | satisfazem

(i) as identidades 2-D das amplitudes

Qpy — G H O Oy =

0,
0,
2 5.2 5
Qg — fgn + aéz - O‘é3 = 0,
@20 — 2@.’21 + Of22 - O,
(i) o identidade
2 2 2 _
Qg — 200, + Qg = €gQon€aaliar — €020ap€a0tian, (1.107)

onde egg, €22, €p2, €20 € {E1}.

(b) Existe uma imagem real f como em (1.104) com fo, f1, fo, f3 > 0 e tal que
|Fuol = Qe se, € somente se, {q,,} satisfazem (1), (i) com egp = 1, e as condigdes

Qg + Gop > Qpp + Qag,
| ,
Qoo — Qrap > [Oigp — Qg

(1.108)

Demonstracido :  (a) Suponhamos que exista um objeto f como em {1.104) tal que
|Fin = oy, V (u,v). Seja ey, = sgn(F,,), para {(u,v) € {0,m1} x {0,ma}. As
identidades em (1.106) é uma aplicacio do teorema 1.8, i.e., elas sdo as identidades
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(1.95) quando m; = my = 2. Mostremos agora (ii}. Fazendo my = my = 2 e
y=1v =1 em (1.103}, vem que

oy = [Fnit=2(—fofs + Fifo) + Esi]?, (1.109)

para fs = (fo. f1. f2. f3)7. Pelolema 1.4, fo. fi, f2 e f3 devem satisfazer (1.105) cujas
expressdes do lado direito devem ser levadas em (1.109) para se obter (1.107).

Reciprocramente suponhamos que {ay, + satisfagam (1.106} e (1.107) para alguns
inteiros €go. €22, €02- €20 € {£1}; e consideremos f como em (1.104) para f5, fi, fo e
f» definidos conforme (1.105). Se F = F(f) entdo mostra-se que \Fi,| = ty Y{u,v)
substituindo-se os valores de fo, f1, /2 e f3 em (1.103) e aplicando-se as identidades
(1.106) e (1.107) convenientemente.

(b} Mostremos que se fy. f1, f2 e f; s@o dados como em (1.103), para ey = 1,
entdo fo. fi, fo, f3 > 0O se, e somente se, as desigualdades (1.108) ocorrem. Com
efeito,

. #
fo.f1 >0 <= apg+ explion > |egatige + €22000] = Qo + € Qg > [ugz + € Qo
I3
fo. f2 > 0 == po — €90 > |€ga0op — €200ay] <= Qg — € Qg > e — € Qiap]

’

para € == €95, € = €9€q0. Analisando as 4 possibilidades de valores, (+1.+1),
(+1,-1), (—1,+1) e (—1,—1), para o par (e, € ), verifica-se que par de desigual-
dades _

Qigg + € Qrag > |rgn + € ran]

0g0 — € a > |oigg — € 03
¢ equivalenie a {1.108). Entdo a demonstracdo da parte (b) deste teorema é uma
consequéncia do resultado provado acima, mais o lema 1.4 e a implicagao dada em

(1.36). N

1.5 Comentdrios sobre o papei: de Sanz

Nesta secao exibiremos algumas das equagdes polinomiais, nas amplitudes qua-
dradas, que Sanz, em [74], afirma existiremn mas que néo foram até hoje registradas.
Na verdade tais equacoes nada mais sdo do que as identidades das amplitudes. Para
o caso 1-D a identidade encontrada é a dnica equagao. Quanto ao caso 2-D, damos
o ndmero maximo destas equacdes e acreditamos que as identidades encontradas em
(1.95) sao as dnicas equagdes polinomiais de grau 1 nos aZ.

A seguir daremos a versao do problema inverso da fase abordado no paper [74]
de Sanz.

Suponhamos que H : C¥ — CV seja uma transformacéo linear, com N > M.
Uma versdo generalizada do problema da fase com restricio de suporte, (1.39),
formulada por Sanz em [74], consiste na resolucdo da equacdo

(Hz)(u)l* = b,, u=0,1,....N—1 (1.110)

31



para z € RY, onde os b s sio supostamente conhecidos. A resiricio de suporte
aparece na formula¢io deste problema quando a solucao z que buscamos em (1.110)
constituir-se apenas dos valores do objeto dentro do suporte. Assim, na com-
paracdo da expressao (1.110) com (1.39), para o caso 1-D por exemplo, temos

*1f:m :\sz_'i bu:ai,
Hr=F(f)=Wuyfa, H=Wy), 2= fy

it

(1.111)

onde W1y e fi1y sdo a matriz em {1.16) e o vetor em (1.4) respectivamente.
As equacdes em (1.110) podem ser vistas como equagdes polinomials, a coefi-
clentes complexos, na variavel z, i.e.,

onde P, : RM — R paracadau=20.1.2,...,N — 1, é a funcio polinomial
M~1 M1
Py(x) = [(Ho)(w)* = D> > hyhipzsm. (1.112)
=0 k=0
Definicao 1.6 Dizemos que uwmna sequéncia b = (bg, by, ..., by1)7 € RY ¢ ad-

missivel se a equacio P(z) = b tem uwma solugdo real z, onde P - RY — RY ¢ o
polindmio dado por

P(.Z') = (Po( ) P}( )....?R\’_I(I))T, (1113)

nado (N > M) de recupera¢do da fase (1 110) e assumamos que o matriz envolvida
H = [h] satisfaz a propriedade:

P, z) =0 uv=0,1,...,N -1, tem somente a solucio trivial, (1.114)

Entdo existem polinémios (g, ..., Qr—1 tais que gqualguer sequéncia positiva ad-
misstvel b= (by, ... by_1)7 satisfaz

Q;by =0, 7=01,...,r=1 (1.113)

O teorema de Sanz implica que o conjunto imagem de P,

ImP = P(RY) = {beRY : 32 eRY tal que P(x) = b},
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estd contido em uma variedade algébrica. Mais precisamente

Além disso o teorema aborda apenas condigbes necessdrias para que as amplitudes
sejam dados admissiveis ac problema da fase. Para que as amplitudes fiquem
completamente caracterizadas {em outras palavras para que determinemos o con-
junto P{RM)) é necessario que conhecamos também as condigbes suficientes. Na
subsecao 1.4 foram encontradas 1 identidade desse tipo no caso 1-D, e m; +ma + 1
identidades LI no caso 2-D {veja teorema 1.8). FEssas identidades tomam parte
das condicoes necessdrias de Sanz (1.115). Porém, acreditamos que para obtermos
condi¢bes necessarias e suficientes, esse conjunto de equactes deve ser complemen-
tado por outras identidades e ineguacées , nos ol s, que ainda permanecem descon-
hecidas, exceto para os casos abordados nos teoremas 1.2, 1.4 e 1.9, Para problemas
maiores do que os apresentados nestes teoremas, encontrar tais condigdes direta-
mente torna-se uma tarefa praticamente impossivel.

Definicdo 1.7 O posto de uma aplicacio diferencidvel P . BY — RY num ponto
z € 0 posto da mairiz do seu jacobiano

Jp(f) RY RN, Jp(z) = [apu} .
N3 M

Denotaremos o posto de uma matriz J por p(J). Evidentemente

plJp(z)) < min{N,M}.

Sera conveniente listarmos algumas propriedades elementares da Geometria Al-
gébrica que relaciona o numero, r, de equagdes polinomiais do teorema de Sanz com
a dimensio N e o posto do jacobiano Jp(z), onde P é o polindémic em (1.113}.
Suponhamos, entdo. N > M e p(Jp(x)) = M em guase todo ponto (abreviada-
mente q.t.p.) = € R, Denotemos por Rly] o anel dos polinémios em y € R com
coeficientes reais. Definimos os conjuntos

Z(ImP) = {Q€ Ry : Q) =0, ¥be ImP},
C = (heRY : Qb)=0, YQ < Z(ImP)}.

Segue da Geometria Algébrica [7], [50] os seguintes resultados elementares

12} Z(ImP) é um ideal de Rjy],
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22} C é a menor variedade algébrica que contém ImP, portanto,

dim C > dim ImP = p(Jp(z)) = M,
32) Z{ImP} é gerado por no méximo N — p{Jp(z}) = N — M polinémios
do anel Rlyl.

Com base nesses resultados, concluimos que se p{Jp(z)) = M, qt.p.z€ RY, ese
Q;(y) € Rly], =0,1,...7r — 1, s20 0s polinémios de Sanz do teorema 1.10, entdo

C={beRY . Qib)=0,j=0,1,...,7 -1}, (1.116)
com
r < N —p(Jplz)) = N — M. (1.117)
1.5.1 Polindémios de Sanz para o caso 1-D:

Usaremos a notacdo fs para representar os valores de f dentro do suporte. Assim
na representacdo de f em (1.4), fs = fr1). Segue da comparacio feita em (1.111}
que o polinémio P,(x) em {1.112) se reescreve como

P fs) = [Wafs)u® = LM Walwfs,
m—1 m—1
= 32w I u=01,...m (1.118)
g=0 k=0

onde [Wi3)w), como jd dissemos, representa a u—ésima coluna da matriz Wy,
Entéo resolver o problema da fase com restricio de suporte, (1.39), equivale, de
acordo com {1.110}, a achar f5 € R™ para a equacgio polinomial

P{fs) = b, {1.119)
onde b = (by, ..., by, é tal que b, = o, u=0,...,m, sio dados do problema; e
P:R" — R™* & o polindmio

Sanz mostra em seu paper [74] que Wiy satisfaz a propriedade {1.114), logo, de
acordo com o teorema 1.10, se fs é uma solu¢io para (1.119) entdo existem 7
equaghes polinomiais has varidveis (b, ..., by, ). Segue imediatamente do coroldrio
1.1 (veja teorema 1.11) que uma destas equacoes é a identidade 1-D das amplitudes
(1.62}.
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Proposicao 1.4 O jacobiano Jp(fs) da aplicacio fs v P(fs) definida por (1.120)
e {1.118) € uma matriz real, (m + 1) x m, e satisfaz

- 1 =
L(fg) = '*T"'L* Ml Dl Jp(f,g):

onde U(fs) € a matriz Hankel+ Toeplitz
Ulfs) = H{fs)+T{fs),

para
S fo i fo oo fme2 fme1 (o fi foo oo fmez fmed]
fl f‘Z f3 fmwi 0 0 fO fl fmmfi fm-2

H{fs) L fﬁ f3 f4 0 0 ,T(fg):: 0 0 fo - fm—4 Jm-3

fme1 00 .00 0 00 0 ... 0  fo]

M, é a matriz m x (m + 1} cujo termo geral €
(My);u =2Re(w’), 0<j<m—-1,0<u<m
¢ Dy € matriz diagonal de ordem m + 1 dada por

~ 1
Dy=-gl,,

2

Consequentemente, p{Jp(fs)) = m em quase todo ponito fs € R™.

37
r\:)_ | =

Demonstracdo : Com efeito, se derivarmos os dois membros da expressiao de

autocorrelacdo (1.63). quando b, = o2, com relagio a fy, &k = 0,1,....,m — 1,
obtemos para j = 0,1, ..., m—1, e e _
m—1-j m—1
af; o fj+1‘:} 1| Obg on Oy - OBy,
—fimt i = e 2 Re(w’)—— + (-1 —=1 . (1.121
; [3fkf] / dfe n | Ofk ; ( )5fk (-1) f ( )

Verifica-se imediatamente que a forma matricial do segundo membro de (1.121) é o
produto {(1/n} My Dy Jp(fs). Falta mostrarmos que o primeiro membro ¢é igual a
matriz U(fs). De fato, como

af - _{1; se i =k,

8szoik T 0 sei#k,

entdo o primeiro membro de (1.121) torna-se igual a fyo; + fry, para 0 < j <
m-1, 0 <k <m~1. Levando em conta que

ey = 0, VE+1<j5<m,
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conclui-se que

ferslo<sosma = H(fs),  fioslo<ip<m1 = T{fs)

Provamos assim que U(fs) = (1/n) My D; Jp{fs). Finalmente mostremos que
Jp(fs) tem posto completo em quase todo ponto fs € R™. De fato, o determinante
de U{fs) ¢ um polindmio nas componentes f]s e, sobretudo, ndo identicamente
nulo, pois det(U(fs)) = 2 # 0 para fs = (1,0,...,0}" € R™. Segue que o conjunto
dos zeros da equacgéo det(U(fs)) = 0 forma um conjunto de medida nula em R™.
Consequentemente p(I/{fs)) = m em quase todo ponto f5. Logo,

m = p(U(fs)) = p(M; Dy Jp(fs)) < p{Jp(fs)) < m. q.t.p fs
ou seja,
p(Jp(fs)) =m, qtp fs =

Na seguinte proposi¢do mostramos uma férmula alternativa para o jaccbiano que
é associada com a controlabilidade de sistemas lineares [44].

Proposicdo 1.5 Sejam f = (f£,0)" € B, e F = F(f) € R". Denotemos por v o
vetor das (m + 1) primeiras componentes de F, i.e.,

Entao

Jp{fs) = 2 Re {v Dv D% ... Dm“iv} ;
onde D é a matriz diagonal D = diag(w?, &', ..., w™), w = exp(ri/m). Conse-
quentemente a matrizRe [v Dv D?v ... D™ 'v] tem posto completo em quase

todo ponto fs.

Demonstracdo :  Para obtermos esta expressao alternativa do jacobiano, devemos
“diferenciar o terceiro membro de (1.118) com respeito & componente fi.: Feito isso,
temos

OP. _ op [OME L }
5 = ZRe{ 5 fk[W(l}J Woleofs

= 2Re {WEE{W(I}]J(H)fS} = 2Re{wk“Fu}
paratodou=10,1,...,m, k=0,1,...,m— 1. Seja
orP  O0R aP,

TRV TR T
a k—ésima coluna da matriz Jp(fs). Segue entéo que

apP

—— =92Red{D*v}, k=0,....m-1

a7, {D"v}
Segue como consequéncia da proposigdo 1.4 que amatriz2 Re [v Dv D*v ... D™ v]
tem posto completo em quase todo ponto fs ]
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Teorema 1.11 Consideremos o problema da fase 1-D (1.119),

P(fs)=b, fseR”,

Entio para qualquer sequéncia admissivel b= (by, .. .. bm) € RO

para P(fs) = (Py{fs), P(fs),. .., P (s, onde cada P,{{s) € dado como em (1.118).

Além disso, se
Z(ImP) ={Q e Rly] : Qb)) =0, VbeImP},
entdGo Z(ImP) € gerado por Quly), i.e.,

Z(ImP) =< Qoly) > .

Demonstracdo: A existéncia do polindmio Qg{y} € consequéncia imediata do corolério

1.1. Agora, desde que p(Jp(fs)) = m, q.t.p. fs &€ R™, segue do 32) resultado ele-

mentar da Geometria Algébrica (abaixo da definigao 1.7) e de {1.117) que o numero

maximo de polindmiocs que geram o ideal Z(ImP) ér={m+1)—m =1 =

Como dissemos anteriormente, acreditamos que o conjunto P(R™) seja descrito

por equacdes e inequacdes nas amplitudes de Fourier. Nods encontramos P(R™) para

o casos m = 2 e m = 3. Com efeito, o conjunto P(R?) é, de acordo com o teorema

1.2. dado por

P(R*} = {b={bg,b1,b,) € R:Q: D by — 2by + by = 0},
enquanto P(R?) é, de acordo com a parte (a) do teorema 1.4, dado por

P(R%) = {b= (b, b1, bo, b3) € BE ¢ by — 2b) + 26y — by = 0, 43/by > 1\/bo — 33| },



1.5.2 Polindmios de Sanz para o caso 2-D:

Agora extenderemos os mesmos resultados da subse¢do anterior para o caso
bidimensional. Por questoes de simplicidade nos restringiremos ao caso de ima-
gens quadradas (m = my, = my). Resultados similares aos que serdo exibidos nesta
subsecao sao facilmente extensiveis ao caso mais geral my # ma.

Suponhamos
. f{ll) 0 7
f “{ 0 o} € K,
e F = F{(f}. Segue de (1.26), (1.14) e (1.16) que

WiayW  Wfa DW

F=WW = |4 :
/ {waffmw WD 1, DW

W
= {WDJ fan W DW]

= W fayWhy

A igualdade para o (ltimo membro da expressio acima decorre de W = W e
D7 = D. Também resulta desta mesma expressao que

Fuo = Wy fany Wi he = Waylw fan WL (1.122)

Para darmos a formula¢ido 2-D do problema da fase equivalente a (1.119), serd
novamente conveniente que definamos o vetor fs € R™ em termos da matriz fi11) €
M., (R), de acordo com {1.99} e (1.100). Em outras palavras, se

. fq_; g _E {01 m2 o 1}1

sao as componentes de f5 e

fir, (Gk)e{0,1,...,m-1}x{0,1,...,m—1},
sdo as entradas de fi11), entéo
fo = Fir, (1.123}

quando 7 e k forem respectivamente o quociente e o resto da divisao de ¢ por m, ou
seja,
g=mj+k. (1.124)

Assim, para o caso 2-D, resolver o problema da fase com restrigao de suporte,
(1.39), equivale, de acordo com (1.110), a achar fs € R™ para a equacio polinomial

P(fs) = b,
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para i
b= (buv)(u,r)e;'\ € R*™ +25

onde b,y = |F[* sfo dados do problema. O polinomio P em (1.119) ¢, neste caso,
dado por
P{fS) = (Pu’u(fS))(u,v}E;\: (1125)

onde P, (fs) é, de acordo com (1.122},
* YY) ) s 3L 1w s b E
Pup(fs) = FFuw = [ Way Ly fon IV 1™ DVl fan VR, (1.126)
para todo (u,v) € A, Adado por (1.31). Aqui Wy, simboliza o complexo conjugado
de W{l)-
Segue agora a Proposicao do caso 2-D, andloga a Proposicao 1.4.

Proposicdo 1.6 O jacebiano Jp(fs) da aplicagio fs — P(fs) definida por (1.125),
(1.126) € wma matriz real, (2m* + 2) x m?, e satisfaz

. 1 = ‘
Ufs) = = M, Dy Jp{fs),

onde U{fs) é a matriz Hankel por blocos + Toeplitz por blocos

Ly(fg) =z H(fs) + T(fg)

para
Hy H Hpy o Hypoy Ty T Tz Tma
H, H, Hot i 0 I Ty Tines
HE = | oo T(s) = | oo
Hp o Hopy g G 0 0 15 T
Hi 0 0 G 0 0 0 T

onde cada bloco H; € matriz de hankel e cada bloco T; € matriz de Toeplitz, dadas
respectivamente por

fio fin oo fim—2 fime1 fio fin o Fim-2 fim-1

I fiz o fim=1 G O fio fin o fime2

Hi= .. ... . . ... ... R e B
fim=2 fj}mkg - 0 0 0 g ... fjg fjl
fim=1 0 e 0 0 0 0 ... 0 fio

A matriz My € de ordem m* x (2m* + 2), cuja representacdo por blocos é

My = [My My ... M),
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onde My, t=0,m, sdo de ordem m? x (m + 1), com termo geral
(Mag)mjsny = 2Re(w’™), 0<v<m, 0<jk<m—1,
¢ M, 0 <t <m~1, sdo de ordem m* X n, com termo geral
(M) mjuko = 2Re(w’™), 0<v<n~1, 0<ik<m~1
A matriz Dy € diagonal, de ordem 2m? + 2, expressa em soma direta como
Jf}? = sz D Inpm-1) S BI:

quando

D = : DI, 1S L

2 2

2

Consequentemente, p{Jp(fs)) = m® em quase todo ponto fg € R™ .

Demonstracie: A demonstracao é totalmente andloga & da Proposigio 1.4, bastando-
nos apenas acompanha-la em cada passo, fazendo-se as devidas adaptagdes ao caso
2-D das expressoes que 1a aparecem. De fato, observa-se que

g ; p,q) = (r, s}
qu — { 1: se (pf Q) (:rdls)« (1.12?)
D fre ; caso contrario,

foe = 0, sempre que p e ¢ néo pertencerem ao

suporte [0,m — 1] x [0, m — 1]. (1.128)

Diferenciando o primeiro membro da expressao de autocorrelacdo (1.77) para my =

m—~1—-7 m—1-k
Zj 21: [af_‘pq fitpira+ f Ofrenkra
+pktq pq
p=0 g=0 Ofrs Ofrs
Em seguida, aplicando (1.127), obtemos

fj+r,k+s + f?"—j,s—k; 0 < ja k: rs <m-—1

cuja estrutura de blocos, apds aplicacdo de (1.128), nada mais é do que a soma
das matrizes Hankel por blocos, H(fs), e Toeplitz por blocos, T{fs), que aparecem
definidas no enunciado da presente proposigio. Depois, fazendo b, = a2, e m; =
me = m no segundo membro de (1.77) e, entdo, derivando-o com relagdo a fs,
para J,k=0,1,...,m~1ler,se{0,1,...,m~=1}, 0 que se obtem é exatamente ¢
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produto {1/n?) M, Dy Jp{fs), com as matrizes M, e Dy definidas de acordo com o
enunciado desta proposicao e

Jp(fs) = laf ‘i . (wv)e A, g€{0,1,....m* -1}, (1.129)
gl
para ¢ = mr+s, r,s, € {0,1....,m* — 1}, ou seja, o jacobiano da aplicagdo b =

P(fs). Finalmente mostremos que Jp(fs) tem posto completo em quase todo ponto
fo € R™ . De fato, como o determinante de U(fs) é um polinémioc nas compo-

nentes f],s e, sobretudo, ndo identicamente nulo (pois, det(U(fs)) = [det{Hy +
T,)] [detTy)™ ! = 2 # 0, para fs = (1,0,...,0)7 € R™), segue que {fs € B™ :

det(U{fs)) = 0} tem medida nula. Consequentemente

m? = p(U(fs)) = p(Mz Do Jp(fs)) < p(Jplfs)) < m?, atp.fs € B™,

ou seja, \
p(Jp(fs)) =m? qtp. fs € R™ =

Segue agora o andlogo 2-D da Proposigae 1.5

Proposigao 1.7 Sejam f € M, (R) imagem real com resiricio de suporte. con-
forme (1.98), e F = F(f) € M,{C). Seja fs € R™, definida por (1.123) e (1.124).
Definimos o vetor _

Vi= (Féw)(u,v}e."\ = Cﬁm~3+2

Entdo o matriz jacobiona Jp(fs) satisfaz

Jp(fs) =2 Re EV Div Dov . sz_iv] .
onde cada Dy, q = 0,1,...;m* = 1, € matriz diagonal, de ordem (2m* + 2), tal que
D, = D'D*,

para D e D. também matrizes diagonais de ordern (2m? + 2), definidas por

m
D:Im+1® L«‘an [ S = (.dmwz_[n & (—1).[7714_1,

€ = = = =
D:D‘l@DQ@@DQ@Dl
R
m - 1 termos
CO

Dy =diag(l.w, ..., w™ ', =1); Dy =diag(l,w,...,«" ).

Os inteiros § e & sdo respectivamente 0 quociente e o resto da divisdo de g por m.

Consequentemente a matriz Re [v Dywv Dov ... Dy2qv| tem posto completo
em quase todo ponto fs.
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Demonstragdo :  Vimos que o jacobiano Jp(fs) da aplicacao fs — P(fs), no caso
2-D, é a matriz real (2m?® + 2) x m? dada por (1.129), com f, = fjx, ¢ = mj + k.
Derivando parcialmente o terceiro membro de (1.126) com respeito & coordenada [,
de f5, obtemos:

Py OF,, Jp— off
o= o 2Re § [ Wy ) W Wﬁﬂf!w?\(”)}
a7, E e{t )l 7, Yo 1% Wyl £s WA
= 2Re {W}, Wi, Wale fs W17}
= 2Re{w’ ™ F,}.
Consequentemente
aP
e =92Re{D,v}, ¢=01,....,m* -1,
afq { q }
para v e [, definidos como no enunciado desta proposicao, onde
oP [3}3‘%1
8fq : 3fq J{u,v)c_&:
denota a g—ésima coluna da matriz Jp(fs). O fato de Re {v Dywv DovoLo sz-lv}

ier posto completo em quase todo ponto fs € uma consequéncia da Proposigao 1.6 [ ]
O teorema a seguir é uma consequéncia imediata dos teoremas 1.10 e 1.8.
Teorema 1.12 Consideremos o problema da fase (1.119),

P(fs) =b, fseR™,

para P definido por (1.125) e (1.126). Entdo para gqualquer sequéncia admissivel
2 -
b= (buv)(u,@)e,f\ € R?q_m 7-2’

O =0 OiE =0 o —0.

onde Qo, @1, -+ Qom € Rlyl: v = (W00, Yo1s -+ - Umm)? € R¥™ 2, sd0 05 polindmios
lineares
Qb(y) = Yoo T 92 }-)uyub ( ) Yrwr v =0, m,
Qv(y) = Z(_l)uyun + Z(wl)ﬂyu,n—v: i g v E mo—= }-:
u={ u=l
n—1
Qm+u(y) = Z(”l)vyuw I<u<m-—1,
=0
Q?m(y) = Ymo + QZ ymv + _l)mymm-
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Além disso, se
Z(ImP)={Q ¢ Ryl : Q(b)=0. Vbe ImP},

entdo Z{ImP) é gerado por no mdrimo

2m® 42— p(Jp(fs)) =m? +2 (1.130)
polinémios do anel Rly], dentre eles Q,;{y), 7 =0,1,...,2m.
Demonstragde :  Inteiramente andloga ao caso 1-D (veja Teorema 1.11), logo, serd
omitida ]

Observemos que (1.130) é véalida s para fs genérico.

De acordo com o teorema 1.12, o ntimero de identidades polinomiais que faltam para
obtermos um conjunto de geradores do anel Z(ImP) ¢ de no maximo

(m—1)% identidades.

Para os casos particulares my; = me = 2 e my = 2, my = 3, as identidades
restantes {(além daquelas que ji conhecemos pelo Teorema 1.8) que nds encontramos
nao sdo identidades em termos dos &) s, mas sim em termos dos o, s. Para o caso
my = my = 2, a identidade encontrada estd dada em (1.107). Param; = 2, mg = 3,
as outras 2 identidades ser@o exibidas nos préximos pardgrafos. Os cdlculos para
obté-las foram muito mais dificeis e trabalhosos do que os do caso 2 x 2.

Podemos, através do teorema 1.9, dar a caracterizacao completa das amplitudes para
o problema inverso da fase correspondente ao caso 2 x 2. Com efeito, o conjunto
admissivel no caso 2 x 2 é

quando
C. = { bER};} : QO(b)mO; Ql(b):0~ """ *Qé(b) :O: _ }
= bor — 2b11 + bag = {esavboo) {eaav/ a2 ) — (€02v/bo2) (€20v/D20). |

e £i= (600, €pz. €20, 522) = (il :i‘.:l ii ﬁl)
Levando em conta a restricio de positividade (1.47); temos P(RY) = {, C. para
beRY © Qolb) =0, Qu(b)=0, ...... LQs(b) =0,
Ce = bor — 2bi1 + by = (\/régg)(%z\/gg) - (ﬁoz\/rj‘gz)(Gzpv bao)
Voo + Vb > Vibga + Voo . Voo — vban > [V bga — Ve |

para algum ¢ := {1, €ga, €20. €20). Os polindmios (s sao dados pelas expressdes do
Jado esquerdo de (1.106) quando b = {b,,} = (a2,), com

(w.v) € A= {{0,0),(0.1).{0,2),(1,0), (1,1),(1.2), (1.3), (2,0), (2, 1), (2, 2)}.
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1.5.3 Identidades L.I. para imagens 2 x 3

Como dissemos no inicio da subsecdo anterior, todos os resultados correspon-
dentes a imagens quadradas podem ser extendidos a imagens retangulares. Neste
caso, nossos Teoremas adaptados ao caso retangular nos diz que

e o{Jp(fs)) = mym, em quase todo ponto fs € R¥m et

e para dados genéricos existem no maximo (2mymg + 2) — p(Jp(fs)) =
my e+ 2 1dentidades polinomiais [..1. nas varidveis &,,. Ndés encontramos
my + ma + 1 delas que estdo exibidas em {1.95). Portanto o nimero de
identidades L.I. ainda ndo conhecidas é de no méaximo {m; —1)(ma ~1),
podendo nao serem todas elas identidades polinomiais nas variaveis by,.

Nesta subsecao vamos estabelecer todas as mims + 2 = 8 identidades L.I. nas
varidveis by, quando my = 2, my = 3. Deste total nds ja conhecemos as 6 identidades
polinomiais lineares dadas por {1.95). Falta portanto determinarmos as 2 identidades
restantes. Istas identidades, como veremos, ndo sido identidades polinomiais nas
varidveis 6,3, mas sim nos o, s.

Para obtermos todas as 1dent1dades que faltam, tivemos que resolver o sistema
(1.101) para as incégnitas f,, fazendo uso inclusive das equagdes de (1.102). Esse
processo torna-se extremamente exaustivo & medida que os valores de my e mo
crescem. E impressionante como o nivel de complexidade das equacgbes aumenta
quando apenas passamos do caso 2 x 2 para 2 x 3. Assim, por causa de tamanha
complexidade, todos os cdlculos referente & resolucdo do sistema serdo omitidos.

Suponhamos
fo fi f2 000
| fs 5000
. f . 0 0 O 8 G 8 e . (1_131)
0 0 0 000

logo fs = (fo. f1. fa, fs, f4=f5)T- Sejam F = F(f)eb= (buv)(u,v)éﬁ para by, = aiy =
|F»?. Consideremos o sistema (1.101) - {1.102), adaptado ao caso 2 x 3. Troquemos
o termo ||F|[> que aparece em (1.101) pelo seu valor equivalente 3 0 _ 50 b
Mostra-se, neste caso, que o sistema (1.101) - (1.102) é equivalente ao seguinte
sistema

@) fi=K fi=1,
(i) fo+foa=M. fa+ fo =N,
(Ili) Lf[] -+ Kf5 = R, j\l!.f(} - J‘/ffg = S

(iv) fofs+ fofs — fofs — fofs =T (1.132)

(v] fofe+ fafs=U
(Vi) Q;(b)=0, j=0.1,...,5.
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para

K = [(Fo+ Fa) — (Fos + Fis)]/4,

L = [(Foo— Fou)— (Fos — F)}/4,
M = [{Fuo+ Fa) + (Fos + Fas)l/4,

N = [(Fyo — Fo) + (Fos — Fa3)l/4,

R = V3(=byy —big+bis + b5} /24 + (byy — boy — boy + bag ) /8.

S = \/g(“bll + bio *—bm +f}15)/12,

T = [(bm — 9bgy + 55(}3) - (bgl o Qbag -+ 5523) - S(FGGF{]S - F20-F23}L’}2'/§,
U = ibyo+ bos + bop + bog — 4(b1o — b1z -+ b1a )] /24

Os polindémios (J; sao os polindmios do Teorema 1.12.

As equacges em (i) e (ii) do sistema (1.132) nada mais s@o do que uma com-
binacio das equagdes do sistema {1.102). As equagdes em {vi) sdo as identidades
2-1) das amplitudes para imagens 2 x 3 (veja teorema 1.12 adaptado a imagens
2 % 3 ou expressdes (1.95}). Notemos que o sistema original (1.101) - (1.102) &
composto de 18 equacdes , enquanto que o seu equivalente (1.132) contém 14. Isto
ocorreu porque apos a realizacdo de operacdes elementares sobre as linhas do sistema
original, quatro equacdes tornaram-se redundantes e, portanto, foram descartadas.

O nosso problema inverso entao consiste na determinagéoe do vetor fs cujas com-
ponentes satisfazem todas as equagdes de (1.132), onde supdem -se conhecidos ape-
nas os numeros reais positivos by, (u,v) € A. Notemos que os numeros Fy,, =
€V Oy, (U, v) € {0, m; 3 x{0, ms}, ndo sdo totalmente conhecidos, pois eles também
dependem dos valores de €,,, € {—1,1}. Por iss0 resolvemos primeiramente ¢ sistema
(1.132) para as componentes de fg sem nos preocuparmos a priori com 0s valores ex-
atos dos €,,. Com isso obtemos as componentes do vetor f5 em termos dos nimeros
positivos by, e dos nimeros reais Fyp, Foz. Fag e Fuz. Como existern 16 possibilidades
" de atribuicio de valores ac vetor € = {€go, €a, €20, €23) € {(1, £1, £1, +1)}, teremos
portanto 16 possibilidades de solug@o para fs. Devemos escolher aquela que corre-
sponde & solugho verdadeira (1.131). O procedimento para tal escolha é simples.
Tomemos um dos vetores f5 encontrados. A seguir formemos a matriz 2 X 3 como
em (1.131), tendo como elementos do suporte as componentes do vetor fg escolhido.
Em seguida, calculemos F = F(f} e suas amplitudes a,, = |Fy,|. Se o2, for igual ao
dado do problema b, para cada (u,v) € A, o procedimento termina; senio escolhe-
se outro candidato para fs e repete-se o procedimento acima. A escolha correta do
vetor £ implica a determinacdo do tordide (veja definicdo 1.4) sobre o qual estd a
solucdo verdadeira f.

Notemos que as equacdes (1), (ii), {ii1) representam um conjunto de 6 equagdes lin-
eares que. sob determinadas condicoes de existéncia e unicidade, podem ser resolvi-
das para as 6 incognitas que definem fs. Uma vez tendo encontradas estas incognitas,
devemnos substitui-las nas equagdes (iv) e {v) para obtermos, portanto, as 2 novas
identidades.



Em (i) jé temos os valores de f; e fy. Para encontrarmos as outras incognitas,
usamos elimina¢io gaussiana [32] no sistema linear formado por {ii} e (iii):

fo = 4[M{R—-NK)— SK]/(FoFas — FoaFan);

o= ‘“4EM(R - ML)~ SK}/(FDOF?.B — FoaF); (1.133)
3 = AN(R ~ NK) ~ SL|/{Foofas — FoaFp); '

fs = —4[N(R—-ML)—- SL]/(FQUFQS — FosFa).

Durante o processo da eliminacdo foi necessdrio supor Fyg -+ Fps % Fog -+ Fas €
FooFas # FosFay para se chegar em (1.133). Como estas condigdes raramente ocor-
rem, conclui-se que as componentes definidas em {1.133) séo solugfes genéricas do
sistema (ii) e (iii}. Finalmente substituindo {1.133) em (iv} e {v) encontramos as 2
novas identidades

¢o + crbuoFos + coFaofos + caFoofoalaofos = 0, (1.134)
do + dy Foo Fos + dpFaoFas + dsFoo FosFaoFas = 0. '
onde . 5
co = 2(byosy + bassy) + 2(bogbas + bysbao) (bag — 16630 + 9bga ),
c; = 24bsabys,
co = —4[3(boobos + bosboo) + 5152],
cg = —4d{by — 160y + 9by3),

dg —_ 2(5@05% -+ bogsg) - 2(500623 -+ bogbg{))(b(;o —_ Eﬁbog -+ 9503),

di = —4[3(bogbas + bozbao) + 5152},
do = 24bgobes,

d3 = —d4(boo — 16byo + 9bp3),

s1 = by = 3big + 3byy — bis,

§p = 3by —big by —3b5.

Observemos a diferenca do nivel de complexidade entre as novas identidades dos
casos 2 X 2 e 2 x 3. De fato, se reescrevernos (1.107) em termos de by, e F,, teremos

{(boy — 2011 + bay) = FooFoo + FoaFog = 0.

Como se vé, esta equacdo é bem mais simples do que as equacdes (1.134).
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Capitulo 2

Os algoritmos iterativos e outros
métodos de reconstrucao da fase

Neste capitulo faremos uma breve exposi¢io dos principais métodos existentes
para o problema de recuperaracao da fase de Fourier. Daremos uma énfase maior nos
algoritmos iterativos por serem considerados o estado da arte para a solucéo deste
problema. Além da definicgo, demonstraremos alguns resultados tedricos e faremos
alguns comentarios numeéricos a respeito da convergéncia desses métodos para os
casos 1-D e 2-D. Uma parte destes comentarios serd feita no capitulo 4 onde resul-
tados serdo exibidos e analisados. Os outros métodos serfo brevemente discutidos
na ultima secio deste capitulo.

Na duas proximas secoes discutiremos, entao, dois algoritmos iterativos basicos:
o Error-Reduction (ER) e o Hybrid Input-Output {HIO); e na seciio seguinte enun-
claremos aquele que parece ser o mais eficiente dos algoritmos iterativos, o qual é
_obtido por uma combinacdo do ER e do HIO. .

Existem outros algoritmos iterativos, dos quais nao fa}:emos nenhum comentario,
que foram abordados por Fienup tais como o algoritmo bdsico Input-Outpul e o algo-
ritmo Outpui-Output. Maiores detalhes sobre estes métodos podem ser encontrados
em [25]. [5], [82] e [73].

2.1 Os algoritmos Error-Reduction (ER) e Hy-
brid Input-Output (HIO)

Os algoritmos iterativos foram extensamente estudados por Gerchberg, Saxton e
Fienup, e tém sido considerados métodos de muito sucesso para o problema da fase.
Apesar de serem métodos amplamente difundidos e utilizados neste tipo de pro-
blema, teorias matemadticas, até hoje, nao conseguem explicar o bom funcionamento
deles. Eles funcionam para os tipos mais gerais de objetos, usam todos os dados e
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restricoes disponivels e ndo sdo computacionalmente caros como a maioria dos ou-
tros métodos tals como 0 nosso novo método, que serd descrito no préximo capitulo.
Entretanto sao méiodos que também apresentam véarios problemas como por exem-
plo estagnacao, mal-condicionamento e ambiguidades. Ndo é nosso propdsito fazer
uma descricdo rigorosa e detalhada destes métodos, tendo em vista que eles ja
foram extensamente abordados e divulgados em diversos artigos. Maiores detal-
hes relacionados, por exemplo, a regides de estagnacao, taxa de convergéncia, mal-
condicionamento, regides planares (ou plateaus), andlise de erro e solucdes ambiguas,
poderdo ser encontradas em [25], [81] e [82]. Também no capitulo & de [82] ¢ em
[5] encontra-se uma abordagem destes algoritmos como um caso especial do método
de projegbes nio lineares. Especificamente, a referéncia [3] contém resultados mais
recentes que estabelecem novas conexdes entre os algoritmos iterativos e os métodos
classicos de otimizacio convexa.

A maijoria dos algoritmos iterativos pode ser considerada uma variacao do algo-
ritmo de Gerchberg-Saxton ([31], [30] e [78]). Trata-se de procedimentos iterativos
de idas e vindas sucessivas entre os espagos do dominio do objeto {onde conhecimen-
tos a priori sobre o objeto, tais como néao -negatividade e suporte, séo aplicados) e
o dominio de Fourier (onde os dados dos modulos de Fourler sao aplicados). O mais
simples deles, e o primeiro a ser considerado por Fienup, é o Error-Reduction [25],
[82]. Ele ¢ usado na recuperacdo da fase ¢,, da transformada de Fourier, F,, de
um objeto real ndo -negativo, f;, a partir do médulo de Fourier, | F,|. Segue, entdo,
0s 4 passos bésicos (correspondentes a k-ésima iteracdo ) que compdem o algoritmo
ER: (1) calcula-se a transformada de Fourier, G&, do valor estimado, gj % de f5;

(2) efetua-se mudanga na amplitude de G, de modo que a restricdo no dominio
de Fourier seja satisfeita, para formar H ) uma estimativa de F; (3) calcula-se a
transformada inversa de Fourler de H obtendo se h‘ oF e (4) efetua-se mudancas
et h('fc de modo que a restrlgao no domlmo do obJeto seja satisfeita, para formar

uma nova estimativa, g§ ), do objeto. Em termos matemadticos, os 4 passos sao :

Passo 1: G(k) jG(MJ eXp[Mng = f(g(m)

k) _ i p o GW
Passo 2: H,” = [Fui exp[@@u ] J}T [ l
} 2.1
Passo 3: hgkf = }‘“1(1%&))5 (2.1)
® g
Passo 4: g§k*1) — { hi, J & v,
G’ J € s

onde v é o conjunto de pontos para os quais hgk) viola as restricoes no dominio do
objeto, i.e., as restricdes de ndo -negatividade e de suporte. Aqui, g®, H®) e ¢®)
sao as estimativas de f, F e a fase ¢ de F' respectivamente.
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O algoritmo Hybrid Input-Output (25, [82]), uma das versdes mais bem sucedi-
das dos algoritmos iterativos, consiste na troca do passo 4 do algoritmo ER por

(k .
wt1) _ ) Ry ' €,
’ g =8, e,
onde {8 ¢ uma constante pequena, ou parametro de feedback. Valores de 3 = 0.1
funcionam bem. (Juando usamos o algoritmo HIO | Ri5) & nada menos do que uma
aproximacdo da estimativa de f.

Os algoritmos sao iniciados tipicamente com uma condicdo inicial aleatéria g\

M
.. .. {0 ) . - C
ou uma fase inicial aleatoria Q»& ) , exceto quando alguma outra informacao adicional

sobre o objeto original ou a fase original esteja disponivel.

O nimero estipulado de iteractes em nossos experimentos tem sido em meédia
2000 iteracbes para o algoritmo ER e 3000 para o HIO . As vezes um niimero maior
de iteracOes se faz necessario para se obter convergéncia, podendo tal nimero chegar
até a &0 mil iteragoes . E claro que, em nossos experimentos, pudemos abusar do
numero de iteracdes. sem no$ preocuparmos com o tempo de duragdo gasto para a
execucao dos programas, pois na maior parte dos exemplos numéricos trabalhamos
com sinais e imagens pequenas.

A seguir daremos um tratamento vetorial do algoritmo ER, visto como uma
projecao sobre conjuntos em um espago de Hilbert. Inicialmente nos restringiremos
ao caso unidimensional.

2.1.1 Caracterizacao de pares fixos para o ER: o caso 1-D
Seja H = (C*; < -,- >) o espaco de Hilbert das n-uplas de niimeros complexos
“munido do produto internc candnico T . o .

<X Y >= Z}ck?k = y"X.
k

Assim, dado um objeto f e sua transformada de Fourier F como em (1.2) e (1.12),
segue de (1.6) e (1.7) que F, e f; podem ser vistos em termos do produto interno
< -, - > da seguinte forma

1 1
Fy = —<fey>= —e/f, u=201..,n-1 (2.2)
n n
fi=<F () >= (e)F. j=01..n-1 (2.3)
onde e,, paracada u = 0,1,...,n— 1, é o vetor de C" cujas coordenadas sao dadas

por .
e,(7) = exp(Zminuj/n) =wY, j=0,1....,n— 1.
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Note que
{e, :u=01,...,n—1}

é uma base para H.
Como era de se esperar, a matriz de Fourier W definida por {1.13) satisfaz

W' =le; e - ey-1),

donde se conclui imediatamente que as expressoes (1.10) e (1.11) sfo equivalentes a
(2.2) e (2.3) respectivamente.

2.1.1.1 ER visto como um algoritmo de projecoes

A seguir daremos uma interpretacao do ER como um algoritmo de projecdes [82],
5] sobre determinados subconjuntos de H. Dado qualquer elemento

h = (hO:h‘la"‘:hT‘LWI)T € %:

denotaremos sua transformada de Fourier pela letra maidscula H. Sabemos que h é
real se e somente se os pixels, H,, de H satisfazem as condigoes de simetria dadas
por {1.17). Assim, dado o vetor das magnitudes de Fourier de F, ap, como em
(1.24), definimos os seguintes subconjuntos de # :

T o= {heR: [HJ]=au}
= F)
9 = {9=1{(96: 01 9n-1)7 ER: gy = g1 = ... = gn_1 = O}
"Denotaremos o espaco tangente a 7 no ponto & por T = Th(‘{") Similarmente
T = Ty (%) denotard o espago tangente a 7 no ponto H. Segue que T = F(T). Como
¥ é um espaco linear, T,(¥) = 4.

Sejam as sequéncias de vetores {h*) k = 0,1,2,...} e {g¥;k = 0,1,2,...}
geradas pelo ER, onde ¢'% ¢ a condicdo inicial gerada aleatoriamente. Definimos as
projegoes

PgeR'—h=Pger,

respectivamente por -

Yu (2.4)

g= Pgh = Mh = [ha, 0 = (ho, b1, .-, hm-1,0,0,...,0), (

o
(W8
St
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onde

O O

E imediata a verificaciio (veja [82], cap. 8) de que P, e Py sdo proje¢des ortogonais.

Por definicéo os pontos A% e ¢'® gerados pelo ER satisfazem
gF Y = popt® gt = p gB) vy k (2.7)

Definicac 2.1 Dizemos que (g, h) € um par de pontos fizos para o elgoritmo ER
se g= Pyh e h = F.g.

Note que se ¢ = h na definicdo acima, entdo g torna-se uma estimativa de f
que satisfaz as restricbes em ambos os dominios, o do objeto e o das frequéncias, e,
portanto, é uma solugdo para o problema inverso associado.

Figura 2.1: ER visto como algeritmo de projecdes : (g, k) é um par de pontos fixos. A esquerda
h representa um ponte de minimo local e & direita, um minime global da funcio d(A}, definida
para os casos 1-D e 2-D, conforme as expressoes (2.21) e (2.22) respect.

A seguir daremos uma condicdo equivalente que caracteriza os pares de pontos
fixos do algoritmo ER. Antes precisaremos do seguinte

Lema 2.1 T ¢ gerado pelos vetores

A, =iHepr: —iHyen s, w=1,2...,m-1,



Demonstracido © Pela definicdo de 7, o espago tangente T tem a seguinte repre-
sentagao
T = F(I) B

= Vel : Viiw= Vi [H,+eV,? = H, > +0(e) Yu=0,1,2....,m}

Desprezando os termos de ordem ¢ obtemos imediatamente que:

|H, + eV, 2 = [H)*+o(e) <

H,H,+eHYV, + H,V,) = HH, N

Re(H,V,) = 0 =

HV, € iR ==
para cada u = 0,1,...,n ~ 1. Desde que Vi, V.., Hy, H,,, $80 reais, segue que g =
gm = 0. Além disso mostra-se também que Gy = —Gm_ Yu = 1,2,...,m — L

Consequentemente temos

Vo= (Vo Vi Vot Vim Vinen, -, Vi) _
= (0viqHy, . igma H Ml;a;wégmwiHmwlp'--:_ingl)T

o que prova que B = {A, ACIY A,:} gera T. Desde que B é umn conjunto LI,
segue que B é uma basede I’ =

Proposicao 2.1 Sejam h € 7 e g = Pyh = Mh. Entdo (g, h) é um par de pontos
fizos pare ¢ algoritmo ER se e somente se

HWa WA, =0; Yu=12...,m~1, (2.8)

onde H = F(h), A, € o vetor do lema (2.1) correspondente a H; e Wy € a ...

© submatriz da matriz de Fourier W definida como em (1.16).

Demonstracdo © (g, h) é um par de pontos fixos para ER se e somente se h € a
projecao ortogonal de g sobre 7 <= G- H L T = < A,G—-H>
= 0Vu < (G-H®A, =0V u Poroutro lado como g = Pgh = Mh,
entao segue que

1 1 . 1
G =Wg=WMh=WM-WH = E(WMW”)H = Wy Wy .

Além disso, por A, pertencer ao espaco tangente ’f? segue que A, = . Conse-
quentermente

1 . 1

(G- HFA, = ~WaWi H-HIA, = ~HWy WA, — H'A,
n (1) n 2 7v)
1. ]

<t
(28]



2.1.2 Caracterizacao de pares fixos para o ER: o caso 2-D

Resultados similares sdo obtidos para o caso 2-D. Sem perda de generalidades,
suporemos, para efeito de simplificacdo na notacdo . que m = my; = my. Aqui o
espaco de Hilbert a ser considerado é o espaco das matrizes complexas de ordem
n % n munido do produto interno

<X Y >=) Y X,V = u(Y'X).
J k

As variedades 7 e ¥ sio definidas similarmente ao caso 1-D levando-se em conta
agora que a simetria das transformadas de Fourier de objetos reais bidimensionais
devam satisfazer equaces como as dadas em (1.28), i.e.,

= {heM,(R): |[Hyl = oy, H satisfaz (1.28)},

# o= F(),

v o= {9€M(R): gnu = gen = gz =0}
Definimos as projecées

PigeM,(R)— h=Pger,

respectivamente por

h = P‘T.g = Hm = [le [guvg (29)
=T
e
g = Pyh = MhM = [h%” g] . (2.10)

Os pontos %) e g®_ gerados pelo ER, continuam satisfazendo (2.7) e a definigio de
par de pontos fixos é a mesma dada pela defini¢io 2.1, levando-se em conta agora
as novas dimensoes de g e h. Similarmente definimos os vetores que geram o espaco

tangente T = Ty (7) :

B By ke — igjkgj+1,nmk+l§ J=0m k=1,2,....m-1
' Hu B ke — 1 H B i gens J=LZ....om-1 k=0m
Bje = iHji Ejer prn = i gu By neks s k=12, m-1 (213)
HymarEsrimeksr — H jmaiEnejit meisrs SE=1,2,...,m—1
onde ) ;
0 -« 0 - 0
Ej.= 10 1 0 (2.12)
0 - 0 - 0
HN



com o elemento ndo nulo ocupando a posigdo (J, k). A prova de que o espago 1 €
gerado pelos elementos A j; ¢ inteiramente andloga a prova do lema 2.1 e, portanto,
sera omitida. A seguir daremos a versdo da proposicdo 2.1 para o caso 2-D

Proposicio 2.2 Sejam h € 7 e g = Pgh = MhM. Entdo (g,h) é um par de pontos
fizos para o algoritmo ER se e somente se

tr(H*W{UW&)AjkW(;UWFl)) ={; Vv (j i’i) (2.13)

onde H = F(h), &, € a matriz definida como em (2.11) associada o H; e Wiy €
a submairiz da matriz de Fourier W definida como em (1.16).

A demonstracdo da proposicao 2.2 é similar & do caso 1-D e, portanto, serd omitida.

2.2 ER e HIO: convergéncia e pontos de minimos
locais (globais)

Nesta secéo faremos um breve comentdrio sobre o comportamento de convergéncia
de ambos os métodos ER e HIO ., ficando os detalhes e comentérios dos principais
resultados numéricos a serem discutidos no capitulo 4. Para o caso 2-D suporemos,
sem perda de generalidades. que m = my; = ma.

E claro que estaremos preocupados em analisar o comportamento destes métodos
tanto na auséncia quanto na presenca de ruidos nos dados das amplitudes, pois sabe-
mos que, na pratica, os dados das amplitudes sdo medidos e portanto estao sempre
sujeitos a interferéncias produzidas por, por exemplo, turbuléncias na atmosféra,
probiemas de afericdo do aparelho de medicdo e etc. Entretanto deixaremos a analise
dos resultados, relativos aos dados das amplitudes com ruides, para os capitulos 4 -
e d.

Para medir quao préximo o ponto de convergéncia de um dado algoritmo se
encontra do objeto original, usaremos duas métricas de erro (veja [81] para maiores
detalhes) que medem as distdncias em ambos os dominios, o do objeto e o das
frequéncias. Dados dois objetos reais, f; e g;, com a restricdo de suporte, nds
definimos o erro (ou distdncia) no dominio de Fourier, entre |F,| e |G}, por

[ erolGul — [ P

9= 7P

(2.14)

onde

RS
Cf,g fovweny e T e

é um fator de normalizacio.



Métrica similar define o erro entre f; e g; no dominio do objeto:

6(f.g) \/Z CH?HQ L ,  para o = CfoSign {Zj fjgj]- (2.15)

As somatérias em u sdo tomadas sobre toda a grade onde estd definida a trans-
formada de Fourier, enquanto que as somatdrias em j levam em conta apenas 08
valores dos objetos tomados dentro do suporte. Assim, por exemplo, para ima-
gens reais de tamanho n x n, cujo suporte seja de tamanho m x m, as somatorias

que definem e(f, g} e ¢y, devem ser tomadas sobre a grade w = 0,1,...,n — 1,
= 0.1,....n — 1; enquanto as que definem 5(f, ¢} e co, sobre o suporte j =
0,1,,...m_1, k=01,....m-1

Desde que g e sua gémea j {veja definicio de gémea na se¢o 0.4 da Introdugio )
possuem o mesmo médulo de Fourier, atribuimos para §(f, g) o menor valor obtido
ac computarmos a férmula (2.15) para ambas g e g.

Como dissemos anteriormente o algoritmo ER pode ser visto como um método
de projecOes ortogonais [82] representadas pelo par das aplicagoes (P, Py), definidas

m (2.4) e (2.5) [caso 1-D] ou em (2.9) e (2.10) [caso 2-DJ. As sequéncias de pontos
v = [g?k}] e hi% = ?hgm} geradas pelo ER sao obtidas por estas projecoes de acordo
com {2.7). Pode ser mostrado que o algoritmo ER é mondtono no sentido de que o
erro quadrado nac normalizado

2
&, = N- xzu[lc;(’” fFuij

- \flzu[ 5] H(kﬂ (2.16)

nao pode crescer a medida que se aumenta o nimero de iteracoes. Aqui, N = n
(caso 1-D) ou N = n? (caso 2-D). A prova desse fato encontra-se em (82} ou {25], e
resume-se €m mostrar que

eFy, < eop < erpa (2.17)
onde .
2 (k) lk+1) N (ke k)2
o= D W] = 2 fe - = e R 2y
J€y 7

Note que ¢ erro 2, nada mais ¢ do que a soma dos quadrados dos valores dos pixels

[
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de R fora do suporte!, i.e.,

B = g - WO = [P = O
s ” : se caso 1 - D,
\ic, ; k
]fh(u)” + glhég)I i!hfgz)H . se caso 2 - D.

2.2.1 Os pontos de minimo local (global)

Nesta subsecdo falaremos dos minimos locais {globais) atingidos eventualmente
pelos algoritmos iterativos ER e HIO .

2.2.1.1 Caso 1-D

Considere o par de sequéncias (g"*), h*)) geradas pelo algoritmo ER . Para ¢ caso
1-D, o erro €2, torna-se
2 = [I(T — M)AFP,
onde M é a matriz dada por (2.6). Assim, fazendo k tender ao infinito na desigual-
dade {2.17), e supondo

§=lim ¢%®. A =Hmh®, (2.19)
teremos
€ =lim by = lim eh,,, = 17— h|? = |(T = M)AIP =[R2 (2.20)

Mostra-se que h é um ponfo critico (consequéncia das proposicoes 2.1 e 3.2) para a
seguinte funcao custo:

dlh)y = “(}r — flfi’)h 42 ~"—-§§'h(g;£§2; S e o (.2_'21)

Em outros termos, d'(h) = 0, onde d representa a derivada da funcio d sobre a va-
riedade diferencidvel 7 {62]. Esta derivada pode ser expressa em termos da derivada
de uma func¢do definida em R™ . De fato, conforme mostraremos na secio 3.6,
h é uma fun¢éo das fases de Fourier ¢,,6,,...,8,,_, e, portanto, se representamos
= (61,...,0m-1), mostramos que d'(h) = Va(d o h)({-)) (veja secdo 3.6 para mais
detalhes).
De modo andlogo, representamos a matriz Hessiang [62], d"(h), de d em h € 7,
em termos de 8, por

&*(do h)(6)

RN =
L ()_E]}c 59;,39;»

ske{l,2,...,m~1}.

1desde que g; } >0 Vje & Yk o que fol verificado numericamente em todas os experimentos
comn imagens iniciais ¢'0 satisfazendo a restricho de positividade (1.47).
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Escreverermos
d"{h) > 0 [respect. d"{h} > 0

para indicar que d"(h) ¢ definida positiva [respect. positiva semi-definidal.

2.2.1.2 Caso 2-D:

Comentéarios similares valem para o caso 2-D. Por exemplo, a expressao equiva-
lente para a funcdo d(h) €, neste caso, dada por

|

d(h) = SIMRM = Rl = (gl + lheo |+ Thap 2. b e n  (222)

SR
N2

i

Como consequéncia das proposigdes 2.2 e 3.3 segue que se h ¢ dado como em (2.19),
entdo h é um ponto critico de d{h).

Segue o importante e conhecido resultado de otimizacio [57):

d(h)=0; d'(h) >0 == /i é ponto de minimo local de d

h é ponto de minimo local de d = d'(h)=0; d"(h) > 0.

Na sec@o 3.6 exibiremos uma expressio para a derivada d'(h) e o hessiano d”(h) para
os dois casos uni e bidimensionais.

Definicdo 2.2 Consideremos o par de sequéncias (%), R'%)) geradas pelo algoritmo
ER (respect. HIO ) e suponhamos gque existam o0s limites

§=1lim g™, h=1Imp®. (2.23)

Diremos que o algoritmo ER (respect. HIO ) convergiu a minimo local se b for um
ponto de minimo local da funcdo d{h) definida por (2.21) {casc 1-D) ou (2.22) (caso
2-D}, ou equivalentemente, se

d'(h) = 0; d"(h) > 0. (2.24)

Se além disso )
d(h} =0, (2.25)

diremos que ER (respect. HIO ) convergiv a minimo global?.

“Numericamente consideraremos (2.23), (2.24) e (2.25) estabelecidas quando f|gi*) — g+ <
e, BB RN ey HA(RYD < ez, dY(A) +esd > 0 e d{h) < €5, para e, €, €3, € ©
¢5 suficientemente pequenos.

Lt
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2.2.2 A convergéncia

A convergéncia do ER pode ser acompanhada pelo decrescimento do erro egy
dado em (2.16). Embora o erro ep; seja ndo crescente com as iteracoes, tal fendmeno
nao é suficiente para garantir a aproximagcao para uma solucdo. epp pode decrescer
rapidamente nas primeiras iteragges e depois muito lentamente ou até estagnar sem
que o algoritmo tenha encontrado a solugdo. Constatamos numericamente, no caso
1-D, que esses pontos de estagnacdo sdo na verdade pontos de minimo local da
funcéo custo d. Apesar de néo termos verificado para o caso 2-D que os pontos de
estagnagac também sdc minimos locais, acreditamos que tal é o caso.

Muito raramente o algoritmo ER converge a minimo global, salvo os casos de
imagens pequenas de suporte 2 x 2 e 4 x 4, onde observamos a sua convergéncia, na
maioria dos exemplos testados, & solucao verdadeira.

Para o caso 2-D e na auséncia de ruidos, o HIO mostrou-se muito mals eficiente
do que ¢ ER em localizar os minimos globais (ou as suas ambiguidades triviais -
veja defini¢do na segdo 0.4 da Introducdo ). Embora ele também apresente algu-
mas formas de estagnagdo (Fienup descreveu algumas destas estagnacdes e propds
métodos para sair delas: [26] e [73}) que nos impedem de sabermos se atingimos ou
nao a solucdo, fol verificado em todos os exemplos testados a sua convergéncia a
solucio verdadeira ou a gémea correspondente.

Assim, fazendo um resumo da andlise de nossos experimentos numéricos, cons-
tatamos que:

e Na auséncia de ruidos nos dados das amplitudes e iniciando-se de uma
condigao aleatoria qualguer, ER e HIO convergiram, em todos os exem-
plos testados, a um ponto critico da funcéo d. No caso 1-D, constata-
mos numericamente, em 100% dos exemplos testados, que esses pontos

D nao fizemos nenhuma verificacdo numérica, porém acreditamos que
a mailoria dos pontos criticos atingidos por ER sdo também pontos de
minimos locais. Por isso acreditamos que o nimero de minimos locais
para a funcao d, no caso 2-D, seja extremamente elevado. Em particular,
no caso 1-D, a convergéncia do ER a algum minimo global foi verificada
em 100% dos casos testados, enquanto que para o HIO (com pardmetro
de feedback, 3, sempre igual a 0.1) este indice caiu para 60% (Veja
a tabela da secdo 4.3.1). Mesmo nos casos de convergéncia do HIO a
minimo global, a precisdo do erro foi pior do que a do ER . Também
verificou-se para ambos, ER e HIO |, que quanto maior o valor de m,
mais iteractes foram necessdrias para garantir a convergéncia destes al-
goritmos a minimo global.

¢ Para o caso 1-D, com ruidos, HIO tornou-se completamente instavel,
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nunca convergindo para ponto algum. Nesta mesma situagdo, ER mostrou-
se mais estavel, convergindo a minimos locais.

e Para o caso 2-D sem ruidos, HIO sempre convergiu, a menos de es-
tagnacao , a solugdo verdadeira ou & gémea correspondente. J4 o ER
nac conseguiu atinglr nenhum minimo global nos casos testados, exceto
em exemplos de imagens de suporte 2 x 2 e 4 X 4.

e Para o caso 2-D com ruidos, HIO e ER mantiveram as tendéncias do
caso 1-D. ou seja, HIO instavel. nunca convergindo, e ER estdvel. con-
vergindo sempre a um ponto critico.

Na pratica o algoritmo HIO é um dos melhores na classe dos métodos iterativos
propostos por Flenup. Nao existe nenhuma prova de sua convergéncia, em-
bora se saiba que ele sempre converge, a menos de estagnagio , a minimo
global, na auséncia de ruidos [26], [83], [84], [85], [86]. A instabilidade do
HIO na presenca de ruidos também nao é fato novo, tendo ja sido verificada por

vérios pesquisadores [25], [82], [83], [84], [83]. [86].

2.3 O algoritmo EH

Talvez 0 mais eficaz dos métodos iterativos seja o método proposto por Fienup,
obtido pela combinacdo do ER com HIO ., ie., o método que consiste de varios ci-
clos de iteracoes , onde um ciclo consiste de K iteracoes do HIO seguido de K,
iteracoes do ER . Designaremos esse método simplesmente pelas iniciais EH?. De
acordo com os experimentos realizados por Fienup ([82], secdo 7.4 B), para proble-
mas bidimensionals, com imagens de tamanho razodvel (por exemplo, imagens com
suporte de tamanho 64 x 64), valores de K, variando.de 20 a 100, de K, entre 5
e 10, e parametros de feedback, &, de 0.5 a 1.0 {por exemplo, 8 = 0.7) funcionam
bem. Em nossos experimentos tentamos outros valores para K, K5 e 5 {em todos
0s casos experimentamos 5 == 0.1). Também ndo estipulamos um niimero exato
de ciclos em nossos métodos pois a convergéncia de qualquer método que envolva
o HIO depende de uma série de fatores como por exemplo o tipo de condicio ini-
cial utilizada, o niimero de pontos de estagnacao que houver durante a busca, etc.
Quanto ao numero de iteragdes para o HIO e/ou ER. escolhemos aquele que for o
mais conveniente de acordo com a dimensio do problema e o nivel de ruido envolvido
nos dados das amplitudes. Em geral, o nimero de iteracoes que trabalhamos varia
desde 50 até 80 mil.

Em muitos casos, o método EH costuma convergir a uma solucéo apés um nimero
pequeno de cicles de iteracoes. Se existirem multiplas solucdes, o método serd capaz
de encontrar cada uma delas, dependendo, é claro, da condicio inicial dada. Pontos

3Nomenclatura do autor, nfo usada na literatura
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inicials perto da solugdo verdadeira certamente reduz o nimero de iteragdes exigidas
e pode evitar alguns problemas de estagnacio.

Desde que o HIO . na auséncia de ruidos, sempre converge, a menos de es-
tagnacao, a minimo global, e desde que ele é altamente instdvel no caso contrario,
o EH torna-se, portanto, o método mais indicado, nestas situagoes . para localizar
minimos globalis, ou pontos préximos a eles, do que o HIO e o0 ER |, quando executa-
dos isoladamente um do outro. Em experimentos onde hé convergéncia do HIO (ou
do ER) a minimo global, o uso do EH torna-se completamente dispensavel. Por esses
motivos, 86 usaremos EH em problemas com ruidos ou em problemas sem ruidos
onde houver estagnagao do HIO em algum ponto.

Muitos testes com o EH, ER e HIO ja foram realizados por Fienup e outros
pesquisadores, por isso omitiremos aqui comentarios, detalhes e resultados numéricos
relativos & maior parte deles. Em nossos experimentos nos testamos tais métodos
em condicoes especificas que serao descritas em detalhes no Cap. 4.

2.4 Qutros métodos

Nesta segao faremos breves comentdrios sobre outros métodos que foram propos-
tos para o problema de recuperacio da fase.

2.4.1 Meétodos de minimizacao - Regularizacao

Considere a forma generalizada de um problema inverso ndo linear mal-posto
dada pela equacao
Glz) =y, (2.26)

onde G : D(G) ¢ X — Y, é um operador.nio linear, e X .Y sie espacos de

Hilbert munidos do produto interno || - [|. Em (2.26), ¥y = (y3,7%9.....ux)7 € ¥

H ¥

é supostamente conhecido e = = {1, 29,...,2x)7 € X é o vetor das incégnitas,

com N > M. Se denotarmos G(z) = (g,(z), ..., gn(z))T, (2.26) poderd ser reescrita

9ilzr, .., 2n) =y, J=1,2,... N, (2.27)

2.4.1.1 Algoritmo de Levenberg-Marquardt

O algoritmo de Levenberg-Marquardt (LM) [51], [59] é um método de otimizagio ba-

seado em quadrados minimos nao lineares para resolver (2.27), i.e.,para buscar um
minimo global da funcdo custo

L(@) = 5lI6(2) = ylf* = 5(G(2) - 1) (Gla) ~ ) (2.28)
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e é descrito pelo método iterativo
2 = 2O G @) C @) + TG PG EW) -y, (2.29)

onde i é uma sequéncia de nimeros positivos tendendo a zero. Aqui G () denota
o jacobiano.

Como se observa, o algoritmo LM é uma modificagdo do métedo de Gauss-Newton
(GN) [27]. [17]

#2816 (B @) (@) (G - ).

O acréscimo de ] ao termo G (VG (2%)) em (2.29) é para garantir que a
matriz, assim obtida. além de ser uma boa aproximacdo da matriz Hesslana da
funcio L(x) em ¥, seja também definida positiva. Existemn vérios procedimentos
numéricos para encontrar um valor 6timo para a constante u. Um deles, baseado
no método de busca direta, é bastante eficiente e foi desenvolvido por Moré em seu
paper [64].

O método LM pode entdo ser aplicado ao problema da fase se quisermos resolver
o sistema (1.75) posto na forma (2.27). As componentes do vetor = serdao os pixels
fix da imagem f, e os termos do segundo membro de (2.27) serfo as transformadas
inversas F{|F,,|?). Este é o procedimento adotado por Nieto-Vesperinas em [67].
E claro que na representacio de (1.75) na forma (2.27), é levado em conta a res-
tricdo de suporte reduzido. Como a maioria dos outros métodos de reconstrucao, o
método LM usado por Nieto-Vesperinas para resolver o problema da fase também
mostra-se ineficiente para imagens grandes. O numero de pontos de minimo local
cresce dramaticamente com o tamanho das imagens, fazendo com que o método seja
impraticdvel para imagens de suporte maior que 6 x 6.

2.4.1.2 Método de Gauss-Newton .feguiarizadb. .i.terati;amente

Desde que na pratica nds temos disponivel apenas uma aproximacao , ys, para o
vetor Y, com

i ! iy

lly5 - yl§ S 0.

é necessdrio, entdo, que tratemos o problema (2.26) na forma regularizada. Eegu-
larizacdo de Tikhonov é certamente o método de regularizacdo mais conhecido na
literatura, indicado para resolver problemas inversos mal-postos. Groetsch [34] fez
uma analise deste método aplicado a problemas lineares. J4 Seidman e Vogel [80],
Engl et al. [22], Neubauer [66], e Scherzer et al [79] analisaram o método para
problermas nao lineares.

Em [36], Hanke et al. discutiu a convergéncia do método

Pt N O G'(z:“”)*(G(a:(k}) — 5),
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conhecido como método de iteracio de Landweber (IL). Note que o método IL €
obtido do método GN, quando trocamos o termo [G (z®)*G (z*)] ! simplesmente
pelo operador identidade.

O método de Gauss-Newton regularizado iterativamente (GNRI), originalmente
proposto por Bakushinskii [2], é

26 = o)~ (G ()G (5W) + )G (@) (Gl) - i)

y 2.30
4 pag (2 £}, (2:30)

onde, novamente, p; € uma seqguéncia de niimeros positivos tendendo a zero. Usual-
mente considera-se { = (%, mas isto ndo é necessario. Note que o método GNRI é
obtide a partir do método LM. De fato obtém-se {2.30) acrescentando-se em (2.29)
o termo () — ().

Blaschke ¢t al em [6] demonstram que o método (2.30), para a situacao especial
¢ = 7', é localmente convergente desde que o operador G satisfaca uma deter-
minada condigao de suavidade. Para dados perturbados, eles propoem critérios de
parada que garantam a convergencia das iteragtes, desde que o nivel de ruido tenda
a zero. Também em [18], Deuflhard discute outras condicdes que garantem a con-
vergéncia do método (2.30), para o caso ¢ # 2%,

2.4.1.3 ER visto como método de descida rapida

Fienup mostra em [25] que o algoritmo Error-Reduction é similar ao método de
descida rdpida [57). Primeiramente ele considera a fungdo erro quadrado definida,
como em {2.16), a menos do fator 1/2, por? :

B =0 3 lG - IR, (231)
u

como sendo a funcao custo.a ser minimizada. Agqui, os Nvaloresde g-{a estimativa de

f) sio tratados como NN pardmetros independentes. O que se faz entao é minimizar

o erro, B, como uma funcdo dos N pardmetros, g;, sujeita as restri¢des no dominio

do objeto. Em resumo, o método consiste nos seguintes trés passos:

Passo 1. Em um dado ponto do k-—ésimo passo, ¢*), computa-se as derivadas
parciais da funcdo B com relacdo a cada uma das componentes, g;, de g de modo
a formar o gradiente de B, V5. Fienup mostra que as componentes de V,B satis-
fazem

0B

V., B)im=— =
(Q )J’ 8_(]3

B | =
&
!
=
fy

*Qriginalmente, Fienup nio leva em conta o fator 1/2 na definiciio de B, entretanto, com o uso
de tal constante, podemos concluir a expressao (2.33) sem fazer uso do artificio do passe de duple
comprimento para obter o minimizador de B na diregdo do gradiente.

3Lembremos que se estivermos lidando com o caso 1-D, N = n e a coordenada » no dominio
de frequéncias ¢ unidimensional. No caso 2-D, uz é coordenada bidimensional, e nossa restricdo no
espago do objeto é o das imagens quadradas n x n de suporte m x m, portanto N = n?
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onde h; € tal que
G
H,=F|—".
G
Observa-se que, aqui, o calculo de h ¢ idéntico aos trés primeiros passos do algoritmo
FR (veja (2.1)).
Passo 2. Move-se, entdo, a partir de ¢**) na direcic oposta & do gradiente a um
novo ponto §% que reduz o erro B. Fienup mostra que o ponto 3 satisfaz

HlE)

Gl gkl = k) gB) (2.33)

ou seja,
g%)::h%)

De fato, desde que |HY| = |F,|, mover em direcio a A% reduz o erro (Eq.(2.31))
para exatamente zero.

Pussc 3. Como passo final do método, obtém-se uma nova estimativa g*+%
para f, a partir de 3%/, exigindo-se que as retri¢des no domfnio do objeto sejam
cumpridas, o qual ¢, precisamente, o quarto passo do algoritmo ER em {2.1). Isto
serd feito iterativamente até que um minimo {espera-se que seja global} seja atingido.

Fienup mostra ainda que o ER pode ser visto como um caso especial de uma
classe mais geral de métodos de gradiente. De fato, combinando as equagdes (2.32)
e (2.33), conclui-se imediatamente que

g(k) = g(k) - 2Vg<k;B. (2'34)

Agora, se trocamos o fator 2 em (2.34) por um pardmetro genérico (que mede,
em outras palavras, o comprimento do passo na busca do minimizador §%}, s, 0
- método assim obtido é o método de gradiente na sua forma generalizada, i.e.,

) = ¥ — 1V 0 B. (2.35)

Terfamos, entdo, associado ao método (2.35), um algoritmo iterativo, o qual poderia
ser denominado Error-Reduction Generalizado e que consistiria dos trés primeiros
passos do ER (veja (2.1)) mais o quarto passo dado pela expressio

kY
g 287 g
d 87 .] 6 /}

Um método de gradiente, superior ao de rdpida descida, é o méiodo gradiente con-
jugado, o qual é dado por

% = g% + @Dy, (2.36)

onde
-Dk g h(}c) p— g(k} -+ (Bk/Bk_l)kah

63



onde a primeira iteracio comeca com Dy = A — gt Aqui, By = B(g®).
Para maiores detalhes sobre a performance desses métodos, consulte [25]
Finalizamos esta subsecio com o método proposto por Lane [49], também baseado
em minimizacdo por gradientes conjugados. Lane propde a combinagdo das res-
tricdes nos dominios do objeto e das frequéncias em uma tnica fungao custo. Mais
precisamente, Lane propde a seguinte métrica de erro.

EC = EZ —+ Ef

onde F; e Ey s8c versdes continuas de métricas discretas similares respectivamente
as métricas § e e, Egs. (2.15) e (2.14). As restrigdes no dominio do objeto sdo in-
corporadas em Ej;, enquanto as no dominio de frequéncias sao incorporadas em £5.

2.4.2 Projecbes sobre conjuntos convexos (POCS)

O método de projecdes sobre conjuntos convexos (veja capitulos 2 e 8 de [82] para
maiores detalhes) consiste de uma familia de algoritmos recursivos para achar um
ponto na intersecao de m conjuntos convexos dados. Este método fol aperfeicoado
quatro décadas atrds pelos russos Bregman [9] e Gubin et al [35] e foi extendido e
adaptado a processamento de sinais por Youla [93], [94]. J4 na década de oitenta
deu-se um importante passo nesta area quando o algoritmo ER fol identificado com
um algoritmo de projecao ndo convexa, conforme descrevemos na secao 2.1.1.

Apesar de ja ser um método cldssico, o POCS ainda é discutido em artigos
atuais. Em recente publicagdo, Bauschke et al. [5] estabelece novas conexdes entre
este método e os algoritmos iterativos de Fienup. Ele mostra que o algoritmo bésico
input-output ([25], como dissemos no inicio deste capitulo, ndo comentaremos este
método neste trabalho) corresponde ao algoritmo de Dykstra [20], [8] e que o HIO
pode ser visto como.o.algoritmo de Douglas-Rachford [21}: D

2.4.3 Zero Crossing 2-D: o algoritmo de Izraelevitz-Lim

Tzraelevitz e Lim [43] sugerem um algoritmo que pretende resolver o problema
da fase 2-D usando fatoracdo 1-D. Partindo da relacdo

Rlw,z) = F(w, 2)F(w, z), |w|,|z] = 1,

H

entre as transformadas-z de r(j, k) := F~1 [|F(u,v)|?] (lado esquerdo) e as de f{j, k)
e sua gémea f(j. k) = f{-j, ~k) (lado direito), e cancelando eventuais poténcias
de w e z se necessaric, obtém-se uma relacao envolvendo 3 polindémios, do tipo

plw, z) = glw, z)g(w, 2), (2.37)

quando §{w,z2) = g(w™', 27 )w*z?, para alguns inteiros o e 5. Para z fixo. pode-
mos calcular os zeros w;(z) do lado direito desta equacdo . ji que p é conhecido.
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Mudando o pardmetro z = z(f), podemos tracar esses zeros, w(f) = w;(z(¢)}, us-
ando o PVI

dp .
dw(t) 5;(1”(?5):2(5)) dz(t)
i op g vl =

i Wy, Zzlq:vf/k: ,...,;N",

gue nos permita calcular g{w, z) unicamente, a menos das ambiguidades triviais.

Uma séria limitagdo desse método esta relacionada ao calculo de zeros de poli-
noémios de grau muito grande {para imagens com suporte de tamanho 25 por 25, por
exemplo, o polindmio p(w, z} é de grau 48 em cada varidvel}, o que torna o método
computacionalmente caro e numericamente instavel.

2.4.4 Métodos gue utilizam informacoes adicionais do ob-
jeto

O método proposto por Yagle e Bell em [92! resolve o problema da fase usando
informagao adicional sobre o objeto. Especificamente, presume-se que o objeto é do
tipo minimum-phaese ou subminimum-phase (sua transformada-z tem todos os polos
e zeros interiores a um circulo de raio limitado - no caso de minimum-phase exige-se
que o raio seja unitdrio). Alternativamente, presume-se que as fases de algumas
componentes de F sdo conhecidas. O problema é, entdo ., reduzido a um sistema
linear do tipo Axr = b com A, matriz simétrica e de Toeplitz. O artigo discute o

“caso 1-D com algumas extensoes para o caso 2-D. Por se tratar de um método direto
de resolver o problema, sua aplicagio ¢, de novo, limitada a problemas de tamanho
pequeno.

Métodos que utilizam informagdes adicionais do objeto foram propostos por ou-
tros autores. Em [90], por exemplo, Hayes discute a reconstrucio de objetos a
partir das magnitudes de Fourier com sinal, as quais seric oportunamente definidas
no capitulo 4. Neste mesmo capitulo apresentaremos resultados numéricos de nosso
método (veja cap. 3) e dos algoritmos iterativos de Fiemup, em casos especificos
onde tais informacées sdo utilizadas.

Também em [87], Taratorin e Sideman abordam o problema de reconstrucio a
partir de informacoes das fases e amplitudes de Fourier, ambas corrompidas por
ruidos. No capituio 4 ndés também fazemos algo semelhante ao usarmos as fases de
Fourier com ruidos como condicdo inicial para os métodos que escolhemos em nossas
simulacoes.



Capitulo 3

Um novo algoritmo para a
recuperacao da fase a partir das
magnitudes de Fourier

O problema da fase pode ser abordado como problema de otimizagdo, usando
uma funcdo de custo que penaliza os valores de f fora do suporte. Como varidveis
podemos considerar simplesmente as pixels do objeto. No caso 2-D com imagem
de tamanho 2m; x 2m, teremos entdo 4dmyms variaveis, e para valores tipicos de
my, me > 100 teremos mais que 10 varidveis, mostrando a alta complexidade do
problema.

Alternativamente. poderiamos considerar os valores da DFT como variaveis; ja
que as amplitudes sdo dadas, sé terfamos que considerar as fases. Por outro lado, o
termo de penalizacio seria mais complicado.

Como foi observado, o algoritmo ER pode ser visto .como algoritmo de prejegio -
nao convexa; ademals, uma funcio de custo L > 0, quadrada nos pixels do objeto,
que penaliza os valores fora do suporte, decresce em cada passo do algoritmo. Porém,
o ER usa um conjunto redundante de varidveis, ou seja, em cada iteracdo ele atualiza
tanto os pixels do objeto, como as fases e amplitudes da DFT. O algoritmo HIO
também usa 0 mesmo conjunto redundante de varidveis, e sua interpretacio como
método de descida é apenas hipotética. No entanto, para um problema consistente
ele se distingue por resolver a minimizacao global.

Nesse capitulo queremos considerar apenas as fases como varidveis, fixando as
amplitudes nos valores desejados e usando a mesma funcdo de custo L. Em termos
das fases, esta fungao naoc é mais quadratica, nem convexa. De fato, em ambos 1-D
e 2-D ela tipicamente apresenta um grande ntmero de minimos locais.

Para testar numericamente essa abordagem, em principio qualquer método de
gradientes pode ser aplicado; porém, pelo tamanho do problema seréd necessirio evi-
tar o caiculo do Hessiano, e até o cdlculo do gradiente pode ser demorado. Nesse
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trabalho adotamos 0 método de BFGS, que ¢ um métedo tipo Newton que em cada
passo atualiza o Hessiano acrescentando a ele uma matriz simétrica de posto 2. Mais
especificamente, usamos o pacote L.BFGS.B [95], escrito em Fortran, desenvolvido
por pesquisadores do ANLOTC (Argonne National Laboratory Optimization Tech-
nology Center). Para calcular a FFT (transformada rapida de Fourier discreta),
faremos uso de uma subrotina escrita em linguagem C, cuja performance tem-se
mostrado tipicamente superior a de outros softwares de dominio piblico disponiveis.
Esta subrotina faz parte do pacote FF'TW (Fustest Fourier Transform in the West)
e sua versao 2.1.3 pode ser baixada da pagina www. fftw.org.

Do ponto de vista da teoria de otimizacdo . nossa abordagem ndo passa de
aplicacdo de métodos bem conhecidos; porém. em termos do problema da fase,
penalizacéo do objeto fora do suporie em termos das fases, fixando as amplitudes,
¢ uma nova abordagem. Nosso algoritimo ¢ definitivamente superior ao ER em ter-
mos de convergéncia, apesar de ambos compartilharem a mesma funcio custo; e
em algumas situacoes nosso método se mostra mais robusto a ruidos que ¢ HIO.
No entanto, ele é bem mais lento, sugerindo a necessidade de enconfrar alternativas
implementacoes numéricas, por exemplo, simplificando o cdlculo do gradiente.

Na proxima secao daremos a formulacio do problema para ambos os casos 1-D e
2-D, separadamente; na secao 3.3 faremos a descricdo do método numérico utilizado.
Os resultados numéricos serdo apresentados no capitulo 4.

3.1 Formulacao do problema

Nés estamos interessados em reconstruir objetos dados na forma

F=1fofroeos fmen,0,0,...,07 € R? (3.1)

para o caso unidimensional, e

[ foo Joo .. fom-1 0 0 0
fio fu . fimea 0 0 0
— fm—l,{} fm——l,l fmwl,mml 0 D U >3
F=1" o0 ... 0 o0 o .. of¥%® 32
0 0 0 0 o ... 0
0o 0 ... 0 0 0 .. 0

para o caso bidimensional, onde como antes n == 2m. Note que no caso 2-D estamos
nos restringindo a imagens quadradas para simplificacdo da notacdo , porém todos
os resultados permanecem validos para matrizes retangulares.
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Recuperar o objeto f equivale, como ja observamos antes, a reconstruir as fases
de F' a partir de suas amplitudes. Nosso método inicia-se ao considerarmos ' como
uma funcdo de suas fases.

3.1.1 O caso 1-D

Considere os vetores das fases e das amplitudes de F, Egs. (1.25) e {1.24),
Qp = ((lg, [ PO O:m)T:

onde F é a DFT do sinal f em (3.1) que queremos recuperar. Denoctaremos as fases
e as amplitudes nos cantos, definidos pelas posigdes 1 e m + 1, pelos vetores

(,éc = (@0 @m):r-: Qg = (&9: am)T'

As demais fases e amplitudes, que se encontram fora desses cantos, serdo represen-
tadas pelos vetores

Assim
oF = (00:0,0m) . ar = (C0; 05 ). (3.3)
Chamaremos as componentes do vetor ¢ de fases intermedidrias de F.

A expressdo (1.19) nos diz que o vector F' pode ser visto como uma fung¢do com-
plexa nos parametros ., a. ¢, e ¢. Entre estes pardmetros, nds sé temos in-
formacdo a respeito de a. e o. Entretanto como ¢g, oy, € {0, 7}, podemos admitir
que ¢, ¢ também conhecido se pré fixarmos um valor 0 ou n para cada uma de suas
componentes. Assim podemos olhar para F como uma funcao que depende apenas
- do parametro ¢, Le., F = F(¢), para a funcdoF- R~ ay O

F(8) = (ape®®, 0n€, . om_o1€®™ 0 a6 gm0 L aqe )T {(3.4)
Quando quizermos enfatizar as amplitudes e as fases nos cantos, escreveremos
F(¢) = Flac, ¢, o, 6). (3.5)
Por causa da simetria de F, segue da proposicdo (1.17) que a transformada
inversa de F(4),
[ T —
FO) =1 fy) fz(0) 1" = FHF(9)], (3.6)

¢ uma funcao real de #.
Assim, seja f o objeto original como em (3.1), e assumindo que as amplitudes
o, &, e as fases, ¢, de sua DFT sejam conhecidas, estaremos buscande um vetor

G; = ((Di (é?: s s@m—l)T € (_T‘W F}mWI (3[)



tal que )
fzlo) = 0. (3.8)

Apesar de as fases pertencerem ao intervalo {—,wl, ndo hd problema em tra-
balharmos com f definida sobre R™~!, pois /% = eil¢s #2477,

Seja f = f (cS) Nosso préximo passo € verificar se f = f. Por causa da ndo uni-
cidade para o caso 1-D (discutida na se¢do 1.3}, pode ocorrer que a f encontrada,
satisfazendo (3.8}, seja uma ambigua ndo trivial do sinal original f. Na execucdo do
nosso método e dos algoritmos iterativos de Fienup, verificou-se que quanto malor o
valor de m, menor a probabilidade de f ser uma ambigua trivial de f. Note também
que {3.3) nos diz. em outras palavras, que o vetor ¢p pertence, de acorde com a
definicdo 1.3 do capitulo 1, ao tordide Ty, 0,1 Assim, mesmo que ndo tenhamos
qualquer informacao a respeito de ¢.. devemos resolver o problema (3.8} separada-
mente sobre cada um dos 4 tordides Tis 0.1 @0, @m € {0,7 } Sobre pelo menos
um desses 4 tordides espera-se entdo encontrar um ponto (o @: dnm) tal que o seja
solucdo de (3.8). Se o objeto original f em (3.1) é assumidamente nac negativo, o
problema (3.8) deve entdo ser resolvido apenas sobre os tordides Tjpg, € Ty, j4
que €g = 1.

Assim, dados (g, @1,. .., 0m) € R é,¢, € {0,7}, formemos F{6)
como em (3.4) e consideremos fi2y(8) como em (3.6). A fim de encontrarmos uma
solucdo (3.7} que satisfaca (3.8), nés consideramos o seguinte problema de otimizagio

~ 1, -
§ = argming - || fiz){0) 1", (3.9)

De acordo com o teorema de Parseval [11], a norma de f{f) ¢é independente de 8,
pois

e i
e = CIEe”
E m—1
= ~[a0+a +’>Zak]
k=1
= K, = const.
Assim o problema {3.9) torna-se equivalente a:
- 1 1
0 = argmingg;_, ym- L(B);  L{0) == 58— 5”]6(1)(9)%%2' (3.10}
Observemos que a funcéo custo em (3.10) pode ser reescrita como
1 1
L= 5K, ~ 5(PfT(PS), 3.11)
onde P é a projecao do vetor f sobre o primeiro subvetor fy, ie.,
P=[I O] € Mpa(R). (3.12)

I ¢ a matriz identidade m x m.
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3.1.2 O caso 2-D

Seja I a DFT da imagem f., em (3.2}, que gueremos recuperar. Segue que
F ¢é dada pela expressao (1.29}, adaptada ao caso de imagens quadradas. Assim,
similarmente ao caso 1-D, apds fazermos as substituicées m; = Mo = m e Ny =
ny = n em (1.29), a matriz F, assim obtida, poderd ser vista como uma funcao de
RM M = 2m* — 2, em M, (C), nos parimetros a., @, ., € ¢. ou seja,

F = F(aﬁt @CE {:g'f Gj) = F(@):
onde, desta vez,
Qe = (a{){): s Bmo: Gmm)T; G‘Dc = (@UO: é@m: Cfbm(): {fﬁmm)T:

o= (ah&?:'-':aﬁf)Tr ¢:(¢1>¢27"‘:¢111)T'

As componentes de o, e « formam o conjunto de todas as amplitudes de F que
aparecem na matriz (1.29), bem como os vetores ¢, e ¢ representam todas as fases.
Se conhecemos os valores de «., o e ¢, entdo F dependerd somente de ¢.

Notemos que @1, ¢g, .. ., & sa0 as fases ¢y, de F associadas aos pixels de posigao

(,k) € A == A\{(0,0).(0,m). (m,0), (m.m)}. (3.13)

onde o conjunto A é definido como em (1.31) e (1.32}, com as dimensdes devidamente
adaptadas & matrizes quadradas. Em outras palavras as componentes do vetor ¢
sao as fases dos elementos de F interiores a linha poligonal fechada que aparece em
(1.29). Podemos ainda, equivalentemente, tratar ¢ como sendo o vetor obtido de ¢p
(veja (1.34)) apés removermos as fases dos cantos (0.0), (0,m), (m,0) e (m,m),
de suas respectivas posigdes : ou seja, adotando as nota¢des introduzidas em (1.37),
toremos

¢ = (¢1), 2y O3y)” € RY. (3.14)

Como no caso 1-D, nés também chamaremos as componentes de ¢ de fases inter-
medidrias de F.

Comentarios analogos podem ser feitos para o vetor a.

Seja f um objeto como em (3.2) e suponha conhecidas as amplitudes e as fases
dos cantos de sua DFT, F, digamos, o € RY | o, € RE e ¢, € {0, 7}*. Formemos a
matriz F(#), como em (1.29), que tem suas amplitudes dadas por & e a.; as fases dos
cantos dadas por ¢, e as fases intermediarias dadas por um vetor genérico qualquer
8 € BM. Tomemos

J18y = FTHF@)).

Desejamos encontrar um vetor

0= (¢1,¢2,....00)7 € (~m M (3.15)



de modo gue i i
faz)(0) = fan(6) = fa)(e) =0, (3.16)

onde fr12y(¢ %), fan)(8) e fran(é 5) sdo subblocos da matriz f{@). No caso de encon-
trarmos tal vetor, o objeto

F=19)
é, a menos de um conjunto de medida zero, ou ¢ préprio objeto original f, ou uma
ambiguidade trivial dele {veja seco 0.4).
Como no case unidimensional esperamos encontrar ¢ através do problema de
minimizacao

~ - 1 . i ] Y N D
0 = argming= (|| faz) ()7 + ([ f2; (O)] + | fraz) (D))
2

ou, equivalentemente, apds aplicar o teorema de Parseval,

f = argmin, L(6)

quando
1 I3
Ly = g5IFI" - WI[fkll Ol
1 1
- ;Ka ~3 T(f(n}f(ll))
- iKa—ltr{{PfPT T(PfPY, (3.17)
onde ) .
_ Kam?—l-z-ji E|* = ;.1—.5.(..H..acé.é?.—%..QEéal I?) = const.,.

e P é a matriz de projecdo dada em (3.12).

3.2 O calculo do gradiente

Nesta se¢ao calculamos o gradiente da funcdo custo L(8).

3.2.1 O caso 1-D

Se tomarmos a derivada com respeito a ¢, 7 = 1,2,...,m — 1, em ambos os
lados de (3.11), o gradiente



da funcdo custo tem entic a seguinte representacao :

oL af

= b Tipdiy 3.18
9 5, P aaj)’ (3.18)
onde af [1,.0F oF
+ N, 3.19
89, {Wa@] F ‘06, L (3.19)
© 8F
=10,...,0,i0,;6%,0,....0, —ioge ™, 0,...,0] . (3.20)

06
Os elementos néo nulos de (3.20) ocupam as posi¢des j e 1 — j respectivamente.

Notemos que o vetor em (3.20) é o préprio vetor A, do lema 2.1.
O vetor g também pode ser dado na forma compacta

&= VyL = —(Pf)(PV,f) (3.21)
onde Vg f é uma matriz n x (m — 1) dada por

aF af }
96, By

3.2.2 O caso 2-D
O gradiente, g = (g1, g2, . - -, gur )’ , da funcdo custo L(f) em (3.17) &

af, - af B . ;
T L B

onde N ., .
a, =7 {agj} { wr 55;“’] (3.23)

oF Y : <
50, = fope' & — L0jie By inws {3, k) €A, (3.24)

onde Ej; é a matriz de ordem n x n que tem 1 na posicdo (4, %) e 0 nas demais,
para j k=0,1,....n—1 (veja (2.12)}. Novamente observa-se aqui que a matriz em
(3.24) é a matriz Ay de (2.11).



3.2.2.1 Otimizagdo do cdlculo do gradiente no caso 2-D

Como veremos nesta subsecdo , o calculo do gradiente realizado no dominio do
objeto {Eq. (3.22)) é muito mais caro computacionalmente do que no dominic de
Fourier. Para que possamos verificar esta conclusao , precisamos primeiramente
obter uma expressao equivalente a (3.22) no dominio de Fourier.

Para obtermos uma nova formula do gradiente, exploraremos a estrutura de
esparsidade da matriz 9F /00 ; em (3.24). Mas antes introduziremos novas notacoes e
um resultade elementar que nos serao Uteis em nossos calculos.

Consideremos a matriz de Fourier, W, como em (1.13), dada pelo termo geral

Wi = w5 ke d0,1,2,.. ., n =1}, w=exp(ri/m)

e seja P = [f O\ o operador projecao sobre K™, Definimos a seguinte matriz de
ordem (n+ 1) x {n+1)

B = (PW")*(PW"). (3.25)
Lema 3.1 A malriz B em (3.25) € tal que
- g ™ 0 Vs 0 Uz Ce 0 Um ]
Toovg 1 0 2 0 T | §
0 Ty Uy Uy 0 (20 T 0 Um—1
B=2 n 2
vz 0 T ow w0 U2 0|7 (3.26)
i fm 0 .’Eijl 0 7LTmW2 0 El () i
onde
vo=m/2, wo=(01-F N k=12 m

A prova do lema acima é bastante simples e, portanto, serd omitida. Note que
B é uma matriz de Toeplitz e hermitiang. Como tm_gr; = (1 — WM ATH-1)—1 o
(1 — w11 = 7, ela é também circulante.

Se substituirmos f pela expressdo IDFT de F, (1/n*)W*FW" (veja (1.27)), e
af /08, pelo lado direito de {3.23), na equagdo (3.22), obtemos

gy = w;}itr {(PW) (F* B -g—;l;) (PW)*} . (3.27)
Lema 3.2 Seja Qj, o matriz m x m definida por
Qi = (PW) (F* BEy) (PW), (k) € A. (3.28)
Entao,
Qn——j,n—k - M@jk'



Demenstragido : Seja J a matriz n x n definida por

1 0
2]

onde J 6 a matriz reversa da identidade de ordern (n — 1) x (n — 1}, ie.,

G 01
7= 0 16
1 0 0

Desde que JJ = I, podemos entdo inserir ¢ termo JJ entre os fatores da matriz
Qn—jm—k, Cuja expressio é dada de maneira analoga a (3.28), de tal modo que

Quesot = (PWI) (JE* J) (J BJ) (] Bajros J) (J(EW)). (3.29)

Mostra-se que

PWJ = PW
JF*J = FT,
JBJ = B, (3.30)

JEnmj!nmk-] = Ejk~

A verificacdo das equagdes (3.30) é simples, por isso nem todas serao feitas aqui.
Verifiquemos, por exemplo, a segunda e a quarta. Com efeito, seja 4 uma matriz
qualguer. Multiplicar 4 & direita por .J equivale a manter a primeira coluna de A e
permutar as demals, trocando a segunda com a ultima, a terceira com a peniltima

e assim sucessivamente. O mesmo procedimento com as linhas de. 4 vale quando ...

matrizes JAJ e A se relacionam por

(JAT ) jx = Anejn—s- (3.31)
Note portanto que a quarta equacdo de (3.30) ¢ uma consequéncia imediata de
(3.31). Ja a prova da segunda segue de

__T —_—

(JF* D= (Fjnr = (F gt = Frcpney = Fiy = (FD).

Note que na primeira igualdade aplicamos {3.31), enquanto que na peniltima, u-
samos as relagbes de simetria da matriz £ dadas em (1.28).
Finalmente a substitui¢do de {3.30) em (3.29) nos da

Qu—jn—te = (PW) (FT BEg) (PW)" = (PW) (F* BEg) (PW) =Q;, =
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Proposigdo 3.1 A componente g; do gradiente em (3.27) € dada por

2 . if. zajk r
gr = —;{;Re[ oy € tr(Qur) | = e Im[e™* tr(Qyx) | (3.32)

para Qi dada em (3.28).

Demonstracdo: Obtém-se a prova desta proposicac substituindo-se 0F/36;
em (3.27) pelo membro direito da equagdo (3.24) e, em seguida, aplicando-se
0 lema 3.2 =

O custo computacional para o céleulo de tr{Q,;) ainda estd elevado. De fato,
se usamos um método de otimizacdo que necessite de K passos para convergencia,
entdo em cada passo k € {1,2,..., K'} o vetor gradiente g deverd ser calculado. Para
cada componente g; serd necessario o célculo do trago de wna matriz de tamanho
m x m, cuja expressao (3.28) envolve o produto de cinco matrizes. Se m for muito
grande, o ntimero de matrizes Q ; que terfamos que calcular em cada passo, £, seria
ainda maior. desde que M = 2m? — 2. Finalmente levando em conta o niimero de
passos K do algoritmo, terfamos entio que realizar 5x{2m?—2) x K multiplicacdes de
matrizes m x m. o que ndo é nada animador. Assim, para que torpemos o ¢alculo de
tr{Q;,) menos caro, adotamos os seguintes procedimentos: (1) determinamos apenas
os elementos da diagonal principal de Q. j& que o céleulo de tr(Qy;) 56 depende
destes elementos, {2) fazemos uso da estrutura de esparsidade da matriz Ej, (3) da
simetria da matriz F'*, (4) da propriedade de B ser hermitiana e circulante, e (5) da
estrutura de blocos da matriz de Fourier W dada na expressio (1.14).

Com efeito, levando em conta os procedimentos (1), (2) e (5}, € possivel mostrar
o seguinte

Corolario 3.1 A expressio do gradiente em (3.32) € equivalente a

9 _ m—1m-—1
g = —-ERQ { —1 ij 6_253"“ Z Z @'r\snk)ﬂ’j'r(j: S}}
r={ s=0{
9 , m=—1 m=—1
= ——7Re{ —iay g~k Z Z SEEM G )+ > Z W SR, 5)

: T par s=0 7 impar §=0

onde
M, (4, 8) = (BF)js + (=1) (BE) jmes- (3.33)

Note que o que diferencia My(j,s) de M,(7,s) é o sinal de (~1)" que assume
valores 1 ou -1 conforme r seja par ou impar. Por isso é suficiente calcularmos M,

=l
Ut



apenas para os valores r = 0 e r = 1. Note também que apesar de termos uma
expressdo que determina M,{j,s) paratodo 0 < j<n~—1, 0<s<m— 1, iremos
considerar apenas os valores correspondentes a (7, 5) € A (veja (3.13)).

Os procedimentos {3) e (4) serdo usados no desenvolvimente do lado direito de
(3.33), para obtermos as seguintes expressdes de M, (7,s), 7 = 0,1,

}'f?”(o S) = 2 {UO {FO,S + (ml)TFO,m—:sE
+ Z;;l tp £F2p—1,s -+ (*1)TF2pm1,m+.s,]!} ;

JM’r{QQ -1 3) = 2 {Zg 1"“?:;' ~p+1 }FQ;} 2.5 T (“UTFmei’,m—}-sE

——LQ[FZQ 13“:““"" ) FQq 1m+s!
+ Zp:l ?J'p [F2q+2pm2,s + ("1) F?g+2p—2,m-i—s}} 3 (334)
g=1,2,....m

Jfr(gl? S) = 2 {Z;:] ;Equ‘iki [FQ;D—LS e (“IJTF:.?;?—-E,m{vS}

+ (2] EFQQ ¢+ (—1,}TF2q,m+5]

+ Zp i Uy iF‘2q+2p——l,s + (_1>TF2Q+2pwl,m~é~s]} i
g=1,2,....m—1.

3.2.2.2 Comparacao do custo computacional do cdlculo do gradiente

O nimero de multiplicacoes e adicdes ([11], pp. 193,194} de niimeros reais gastos
no calculo da FET { Fast Fourier Transform) [ou IFFT - Inverse Fast Fourier Trans-
form] de uma-matriz de tamanho n x n;paran® =27,y € Z1, depende do sistema
numeérico adotado pelo algoritmo que caleula a transformacio. Em algoritmos que

utilizam sistema de base 2, por exemplo, esse numero ¢ respectivamente
((2v — 4)n® + 4) multiplicacdes e ({3v — 2)n? + 2) adigdes .

Para sistemas de base 4, 8 e 16, 0 niimero de multiplicacdes e adigOes gastas sao res-
pectivamente

(15v—4)n*+4 e (2.75v—2)n*+2,
(1.333v—4)n*+4 e (275v—2) n® +2,
(131257 —4) n2 +4 e (271875 — 2) n? - 2.

De acordo com Brigham em [11], pp. 195, algoritmos que adotam base 4 e base 8
parecem ser os mais eficientes e, a0 mesmo tempo, mais faceis para a computacao dos
calculos. Escolhemos, entao, sistema de base 4 para comparar o custo computacional

76



do gradiente. Desde que v = logs n®, o nimero total de operagdes, neste sistema,
para o calculo da IFFT de uma matriz real n xn é

4.25 n* logg n® — 6 (n® — 1).

Para calcularmos cadsa componente g; através da formula (3.22), sdo necessarias
2m? — 2 IFFT’s para a determinacao das matrizes 8f /86, ¢ 1 IFFT para a deter-
minacio de f. Além das [FFT’s, precisamos de mais m? multiplicacges e m{m - 1)
adigoes de numeros reais para calcularmos o trago do produto das matrizes que
aparecem em (3.22). Assim o numero total de operacdes, NV, gastas para o caiculo
de g através de {3.22), num sistema de base 4, em cada passo & do algoritmo de
otimizacic, € de

Ny = (2m? 1) [4.25 0% logy n* — 6(n® ~ 1)] = 2m® ~ m,
ou. equivalentemente, apds substituirmos n = 2m,
Ny = (20 + 68 logy m) m* + (4 — 34 logs m) m* —m — 6.

Temos portanto

i_f\:"l ~ {20 -+ 68 loga m) m*. \

A seguir computamos o nimero de operagdes gastas para o cdlculo do gradiente,
feito através da férmula otimizada, dada no corcldrio 3.1. As matrizes M, e M,
sao calculadas uma dnica vez, em cada passo k& do algoritmo. Uma rdpida ins-
pecio nas formulas (3.34) nos permite concluir que para o calculo de My e M
sdo gastas 4m(m + 1)? operacgdes (multiplicacdes e adi¢des ) de ntimeros complexos.
De acordo com a expressiao dada pelo corolario 3.1, além do custo para o caleulo de
My e My, temos também as multiplicacoes pelas poténcias de w, as duas somatdrias
~em 7 e s e a multiplicacdo final pelo termo —i e ¥k, Finalmente, desde que
1 soma de dois nimeros complexos equivale a 2 somas de dois niumeros reais; e 1
multiplicacdo de dois complexos equivale a 4 multiplicactes e 2 adicdes reals, segue
que o numero total de operacdes reais, N, para o cdlculo do gradiente g através da
formula do coroldrio 3.1, num sistema de base 4, em cada passe & do algoritmo de
otimizagdo, é de Ny = 12m* + 16m® + 20m? + 16m + 24. Temos portanto

Comparando os valores aproximados de N, e Ny, vemos que

, ) 20 4+ 68 loga m
«‘?\13 E2 Q‘T\‘Q q= 12 - .

Assim, para uma imagem de suporte 32 x 32, por exemplo, ¢ = 30, i.e., 0 método
que utiliza IFFT's é 30 vezes mais carc que o otimizado, portanto leva um tempo
aproximadamente 30 vezes maior, para calcular o gradiente em cada passo.
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3.3 Descricao do método L.BFGS.B

Para mintmizar a funcio custo L(f) em (3.11}, bem como em {3.17), nés apli-
camos o método L.BFGS.B [13], sigla em inglés que significa limited memory BFGS
with bound constraints, desenvolvido pela equipe do ANLOTC, baseado no método
de otimizacdo quasi-Newton de memdria limitoda. O método tem se mostrado eficaz
para resolver problemas de otimizag&o nao linear de grande porte, com ou sem res-
tricoes, e € tao eficiente para esses tipos de problemas gquanto & sua versio anterior
usada apenas para problemas sem restricoes, o L.BFGS (limited memory BFGS,
ou BFGS de memdria limitada), que se encontra descrito em [35]. Os artigos em
formato Postscript que abordam os métodos L.BFGS e L.BFGS.B estao disponiveis,
via ftp, no endereco eecs.nwu.edu, no diretdrio pub/Ibfgs/Ibfgs _ bem.

O procedimento bésico do método ([13], [95]) * consiste na minimizagio de uma
funciio ndo linear, L, de M varidveis, 6 = (61,8, ..., 0,)7,

min L(8), (3.35)

restrita a uma caixa limitada do BY. Apesar de ser recomendado para problemas
com restricoes, 0 L.BFGS.B tem se mostrado eficiente também para problemas sem
restricdes. Por isso. aproveitamos a periodicidade-27 de L respeito a cada fase, em
nossoc problema, para usar a versdo do método sem resiricoes . No nosso caso, a
funcio custo L a ser minimizada é dada pela expressio em (3.11) [ou (3.17), para o
caso 2-D]. Tudo o que o usuario necessita fazer é determinar o valor da funcéo custo L
e de seu gradiente g avaliado em cada passo do algoritmo. Por esta razao o algoritmo
pode ser 1til para resolver grandes problemas dos quais o calculo do Hessiano e/ou
sua inversa torna-se dificil.

Como dissemos, 0 L.BFGS.B é uma extensio do L.BFGS que, por sua vez, se
baseia no BFGS. O procedimento badsico do BFGS se resume, como sabemos, na atu-

de posto 2 em cada passo. Em outras palavras:
Passo 0. Comece com uma matriz simétrica positiva definida qualquer,
Hy, com qualquer ponto inicial #%. e com k = 0.
Passo 1. Resolva Hpyd = —g; para obter d;.

Passo 2. Encontre p; = v.d, através de busca linear e, entdo, encontre
GED =) £ pp e gru
Passo 3. Atribua q = g3 — gr ©

aq;  (Hepw)(Hipe)”

Hyp = Hy +
* alpx pl Hy,py

*Esta se¢do é uma tradugio resumida das secbes 1 e 3 da referéncia [95]. Ela explica resumi-
damente o método L.BFGS.B . Para uma descricido mais detalhada e completa desse método vela
[13].
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Passo 4. Atualize £ e retorne ao passo 1.

Aqui g, denota o gradiente avaliado no ponto em curso §%.
A férmula recursiva para as inversas das matrizes Hy1, no Passo 3, é

MApkqf
quk

qkpg), DePL

HL = (1 . .
Rt afpr’  olpe

VHHT -
Usando esta recursio , resolve-se facilmente a equagio do Passc 2 que determina
d:. Entretanto, este procedimento requer a armazenagem de todos os k vetores dos
passos prévios, pis e qgis; dos respectivos calculos de produtos internos envolvendo
estes vetores e os gradientes g;s; e o céleulo de Hi'gy. Com o método L.BFGS,
apenas um nimero fixo de vetores p; e qx, digamos 3 pares®, sdo retidos. Quando
novos vetores sao adicionados na armazenagem, os antigos vetores sao descartados.

Assim, em cada iteracao a matriz de aproximacao do Hessiano, Hyyq, obtida pelo
método L.BFGS é atualizada e, entdo , usada para definir um modelo quadrdtico
da funcéo custo L. Uma dire¢do de busca é entdo computada usando-se uma apro-
ximacao feita em dois passos: primeiro, usa-se 0 método de projecio dos gradi-
entes para identificar um conjunto de variaveis ativas (nio relevante em nosso caso);
entao o modelo quadritico é aproximadamente minimizado com respeito as varidveis
livres. A direcio de busca ¢ definida como sendo o vetor direcionado a partir do
ponto da iteracio em curso ao ponto minimizador da aproximacdo quadrdtica. A
busca linear ao longo desta direcdo segue as subrotinas descritas em [14]. Esta é
portanto a descrigdo resumida do L.BFGS.B .

As vantagens do L.BFGS.B sao : (i) a rotina é facil de usar; o usudrio nfo precisa
fornecer informagoes sobre a matriz Hessiana; (i) a armazenagem dos dados € mo-
desta e pode ser controlada pelo usuario; (iii) o custo da iteracdo € baixo e independe
das propriedades da funcio custo. Assim, L.BFGS.B é fortemente recomendado para
problemas muito grandes dos quais a matriz Hesslana é naoc esparsa ou é dificil de
ser computada.

Entretanto L.BFGS.B apresenta as seguintes desvantagens: (i) ele ndo garante
a convergéncia local quadritica tipica ao algoritmo de Newton; {ii) em problemas
altamente mal-condicionados, ele pode falhar ao tentar obter uma solucac com alta
precisdo (oversolving); (iil) ele ndo permite fazer uso do conhecimento da estrutura
do problema para se obter uma convergéncia mais rdpida. (Respeito 4 primeira
desvantagem, notamos que o Método de Newton que calcula, e ademais inverie, o
Hessiano, ndo é vidvel aqui).

*de fato adotamos esse ntimero fixo de pares em nosso algoritmo para todas as simu-
laghes numéricas nesta tese.



Sao vérias as formas de se interromper a execucdo do algoritmo. Algumas delas
podem ser determinadas pelo préprio usuario através da inclusdao de instrucoes es-
pecificas ao programa diretor. As outras baselam-se nos critérios de parada que
sdao condicbes impostas aocs valores da funcio custo e da projecdo do gradiente a
serem atingidos em uma situacio limite. Em outras palavras, o algoritmo é inter-
rompido quando a funcéo custo L satisfizer ao primeiro critério de parada:

Ly — Lpaa]
max{|Liat, [ Lg], 1)

< factr » epsmch. (3.36)

onde epsmch é a precisao da maquina, a qual € gerada automaticamente pela rotina,
¢ factr é um parametro controlado pelo usudric. Esse critério forca a parada do
algoritmo quando a mudanca para a proxima iterada da funcéo custo torna-se sufi-
cientemente pequena. Valores tipicos para factr em um computador com 15 digitos
para variaveis em dupla precisdo sdo: factr = 1.0e+10 para baixa precisao; factr
= 1.0e-+7 para precisao moderada e factr = 1.0e+1 para precisdo extremamente
alta. Se factr = 0, o algoritmo € interrompido somente se a fung¢ao custo permanece
inalterada apds uma iteragao.

O segundo critério de parada, indicado para problemas com restricdes {e também
para problemas sem restri¢tes, conforme discussio no pardgrafo seguinte) é baseado
na projecao do vetor gradiente sobre o espaco tangente as restricdes ativas, e pode
ser igual a zero num ponto de minimo local. O algoritmo péara de rodar quando a
norma-infinito do gradiente projetado torna-se suficientemente pequena,

[proj il < pgtol. (3.37)

O pardmetro pgtol também é controlado pelo usuério.
Existe uma varidvel, intrinseca ao programa diretor do L.BFGS.B, que serve

_para identificar se o problema a ser solucionado é com ou ¢ém réétricdes . Em nosso

caso, por se tratar de problema sem restrigdes , o valor atribuido a esta varidvel
deverd ser zero. Apoés tal atribuicdo, o algoritmo, sabendo que se trata de problema
sem restrigoes , passa a armazenar em ~pro) g~ simplesmente o valor do gradiente
g. Por esse motivo, mesmo em problemas sem retrigdes , consideraremos o critério
(3.37), controlado por valores atribuidos ao pardmetro pgtol, tendo-se em mente
que os valores obtidos para [|proj gile referem-se & norma infinita do gradiente
(nao projetado) da funcao custo. Malores detalhes sobre o funcionamento do método
L.BFGS.B bem como instruges de operacionalizacdo ¢ interface com o ususario
podem ser encontrados em [13], [95] e [14].

Vamos agora fazer um resumo do nosso “novo” método para resolver o problema
da fase. Ele nada mais é do que a aplicacdo do L.BFGS.B para a minimizacio da
nossa funcdo custo especifica, definida em {3.11) - caso 1-D - ¢ em (3.17) - caso
2-D. Por isso designé-lo-emos pelo nome Minimizacdo dos pizels do Objeto Fora do
Suporte via L.BFGS.B | ou simplesmente MOFS/L.BFGS.B .
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3.4 Descricao do método MOFS/L.BFGS.B

O método L.BFGS.B é composto de um programa diretor e varias subrotinas, es-
critos em linguagem Fortran, que o auxiliam na busca do minimizador. O programa
diretor, além de conter instrugtes sobre o funcionamento do método, permite que
o usudrio defina a funcao custo a ser otimizada, juntamente com o seu respectivo
gradiente, e a precisdo do erro de convergéncia, através do controle dos parametros
factr e pgtol, conforme comentamos na secido anterior. Além disto, ele permite a
incorporacido de novas subrotinas ao programa principal, modificacdes em algumas
subrotinas j& existentes, de modo a atender as necessidades especificas do problema.
Além dos métodos matematicos adotados, este tipo de iferacdo dinamica com o
usuario faz do pacote desenvolvido pela equipe do ANLOTC um instrumento bas-
tante eficiente na busca de solugdes para problemas de otimizacio nao lineares e
gue sdo bastante complexos. Assim, o método que iremos descrever foi obtido a
partir de uma adaptacio do Pacote ao nosso problema especifico. Criamos muitas
novas subrotinas, escritas em Fortran e Octave °, e alteramos outras ja existentes.
Algumas das novas subrotinas foram criadas para gerar os dados das amplitudes e
08 varios tipos de condicoes iniciais. Outras foram criadas para fazer a conexao en-
tre nosso método e os algoritmos de Fienup. Também fizernos modificacbes no
programa diretor do pacote e criamos uma nova subrotina, a qual chamaremos de
BFGS.f. onde podemos controlar critérios de paradas, precisao dos resultados e, o
mais importante, definir a funcdo custo e seu respectivo gradiente. Esta € a princi-
pal subrotina do programa, pois é nela que sdo calculados os pontos da sequéncia
que espera-se convergir a solugdo do problema. Os pariametros da nossa subrotina
BFGS.f sdo muitos, por 1sso exibiremos apenas alguns deles. Os parametros princi-
pais de entrada sdo aqueles que definem os dados do problema, que em nosso caso
sdo representados pelas amplitudes de Fourier e as fases de Fourier nos cantos, ¢ a
condicdo inicial para as fases intermediarias de Fourier. O parametro de saida € a
estimativa da solugao.

Devido & complexidade dos programas e adaptacbes envolvidas, faremos ape-
nas um breve resumo do nosso novo métode para que o leitor compreenda o seu
funcionamento. Para simplificacdo , denotaremos

Ly = L(#W); g :=g(6™).

Vale ressaltar novamente que para construirmos L., devemos primeiramente de-
terminar F(§%)), depois f(#%)) = F~1F(8¥)], e entdo aplicar a formula {3.11), se
caso 1-D, ou (3.17}, se caso 2-D. Para o cdleulo do gradiente no caso 1-D, calculamos
primeiramente 8f{0%))/80; através de (3.19) e (3.20) para, entdo, substituf-lo, jun-
tamente com f(A¥), em (3.18). Para o caso 2-D, nés substituimos as entradas da

3Gnu Octave, v. 2.1.44, é um pacote, de dominio piblico, similar ac Matlab, que pode ser
baixado da pagina www.octave.org.
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matriz F(6'%)) em (3.34) para obtermos as matrizes My ¢ M; que deverfo ser, em
seguida, substituidas na expressao do gradiente do corolario 3.1.

Como j4 observamos, a construcao de F(#'*)) depende néo s6 de ¢, mas também
dos outros parametros, aqui ocultos, a, o, e ¢,. Consequentemente nossa funcio custo
L{#) também depende destes pardmetros que, como ji sabemos, sdo mantidos fixos
durante o processo de busca do minimizador. Portanto sera conveniente, 4s veszes,
que explicitemos estes pardmetros na notagio da funcéo custo, tais como

L(Q) - L(Ofc:@m o, ).

O Algoritmo MOFS/L.BFGS.B

e Calcule o, o, e @, relativos ao objeto f.

e Determine uma condicio inicial 8% e as tolerancias factr e pgtol.
e Calcule 1y e gg.

e Aplique L.BFGS.B em Ly e gy para obter 61,

e Calcule L, e gy efaca b = 1.

[Li — Lyl
max{|Lg_:],|Lgl, 1)

® Enquanto > factr x epsmch ou |proj gellec > pgtol.
e Aplique L.BFGS.B em L; e g para obter #+1,
e Calcule Ly e gryy e atualize k para kb + 1.

Fim
e Calcule a estimativa, f = F~{F ()], do objeto, onde & = lim 6%,

No capitulo 4 descreveremos em detalhes alguns
iremos adotar em nossos experimentos.

De acordo com o primeiro passo do algoritmo, nds estamos pré fixando para a
varidvel ¢, o mesmo valor das fases dos cantos da DFT do objeto original f. Em
outras palavras, a busca do minimizador da funcio custo L{#} estd sendo feita so-
bre o mesmo toréide, T, (veja Definicdes 1.3 e 1.4), que contém o objeto original.
Em geral esta ndo é uma regra rigida do algoritmo. Dependendo da quantidade de
ruidos introduzidos nas amplitudes de Fourier, ou em métodos que utilizam com-
binacbes do MOFS/BFGS com o HIO, serd conveniente fazermos a busca sobre
outros tordides. Nestes casos, devermnos atribuir s componentes ¢, valores (iguais a
0’s ou 7's) correspondentes aos valores que definem o tordide sobre o qual se deseja
fazer a busca.
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3.5 MOFS/L.BFGS.B: convergéncia e minimos lo-
cais (globais)

Nesta se¢ao faremos uma breve descrigdo do comportamento de convergéncia do
método MOFS/L.BFGS.B em ambos os casos 1-D e 2-D.

Os pontos criticos da func¢io custo L{f) s&o os pontos ¢ que anulam o gradiente
de L. Assim, para sabermos se um dado ponto critico ¢ é um ponto de minimo local
para a fungao L, devemos calcular a matriz hessiana de L neste ponto. Se a matriz
hessiana for positiva definida, entao ¢ serd um minimo local. Se além disso tivermos

L(¢) = 0, entio ¢ serd um minimo global de L. A expressdo que determina a matriz
hessiana de L estd dada em (3.46) e {3.48).

Definicdo 3.1 Seja ¢ o ponte de convergéncia obtido pelo método MOFS/L.BFGS.B
ao minimizarmos a funcdo custo L(8). Diremos que o algoritmo MOFS/L.BFGS.B
convergiu a minimo local se o for um ponto de minimo local do funcéo L(8). Se além
disso L{@) = 0, diremos que MOFS/L.BFGS.B convergiu a minimo global*

As vezes serd mals conveniente tratarmos o préprio objeto f ((5) como O minimo
local (global) atingido pelo MOFS/L.BFGS.B , e nio a fase ¢. Cabe ao leitor, por-
tanto. descobrir qual o sentido utilizado em cada contexto.

Em nossos experimentos numeéricos foi verificado que:

¢ Em problemas sem ruidos nos dados das amplitudes, se iniciamos de um
ponto aleatério qualquer, 8%, o método MOFS/L.BFGS.B sempre con-
verge a um ponto critico de L. No caso 1-D constatamos numericamente
em todos os exemplos testados que tais pontos criticos sao na verdade
pontos de minime-local. J& no caso.2-D.ndo fizemos nenhuma. veri-
ficacdo numérica, porém acreditamos que a majoria dos pontos criticos
encontrados sio também pontos de minimo local. O algoritmo converge
eventualmente a minimo global. Isto foi verificado mesmo no caso em
que os dados das amplitudes sdo acrescidos de ruidos.

e Para o caso 1-D, sem ruidos, a convergéncia se deu, em 100% dos testes
realizados, a minimo globais. Assim podemos conjecturar que

no caso unidimensional, para dados das amplitudes sem ruidos,
MOFS/L.BFGS.B sempre converge numericamente a minimos
globais.

*E clare que a nossa definicio sobre convergéncia é felta sempre sob ¢ ponto de vista numérico,
onde se admite erros suficientemente pequenos nos célculos da fungdo custo, do gradiente, do
hessiano, eic.
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e Para o caso 2-D, o método mostrou-se incapaz de localizar os minimos
globais quando usamos condigdes iniciais aleatérias (veja secao 4.1}, ex-
ceto para casos de imagezs de tamanho 2 x 2 e 4 x 4 dentro do suporte,
onde constatamos convergéncia a minimo global em todos os exemplos
testados. Entretanto, utilizando certas informagdes (secdo 4.1) sobre
a fase original na condi¢do inicial, verificamos que MOFS/L.BFGS.B
convergiu a minimo global em todos os exemplos testados. Mesmo na
presenca de ruidos nos dados das amplitudes, constatamos convergencia
do método a pontos bem préximos da solucio verdadeira. Este resultado
j4 mostra a superioridade do método MOFS/L.BFGS.B em relacio ao
HIO em localizar a imagem procurada (pelo menos a vizinhanca na qual
ela pertence) na presenca de ruidos e quando se tem disponivel certas
informacoes a respeito da fase original. Nestas mesmas condigoes , o
método também mostrou-se superior ao ER com relacdo a precisdo do
erro entre a imagem original e a imagem encontrada, medido no dominio
do objeto.

3.6 Relacao entre os pares de pontos fixos do ER

e os pontos criticos de L(¢) encontrados pelo
MOFS/L.BFGS.B

Nesta secao daremos a relacdo entre os pares de pontos fixos do algoritmo ER e
os pontos criticos da fungdo L(¢). Como sempre, faremos as analises para os casos
1-D e 2-D separadamente.

361 A"relaéﬁb o easo 1.D: -

Consideremos a funcio d dada em (2.21). De acordo com o teorema de Parseval
(11}, d{h) podera ser reescrita como

I | .
= —— i FIE = 2

d(h) = —lIFI" = sl I~ (3.38)

Desde que estamos sobre uma variedade, devemos levar em conta a restricdo h € r

ao calcularmos a derivada da funcéo d(A). Assim, dado h € R*, sabemos que h € 7

se e somente se a transformada de Fourier H tem as mesmas amplitudes de F' e tem

a simetria tipica das transformadas de Fourier de objetos reais, i.e., h € 7 <=

H = (cee® a6, .. e apme™ ap_e” 1 aqe”®™)T (3.39)
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onde a, = F, e 8, representa a fase de H,. Se denotarmos ¢z = (g, 0,,)7, 6 ficil
verificar que a transformada H dada em (3.39) satisfaz

H= F(QC: @CH: a, Q) (340)
para I definida como em (3.4). Entac
h= f(8) = FHF(#)). (3.41)

Omitiremos os parametros das expressbes (3.40) e (3.41) para obtermos as ex-
pressoes equivalentes

H=F, h=f. (3.42)
Assim a funcio d dada em {3.38) se reescreve em termos da composta
1 1., .
(do f)(0) = IFI* = il fy (O}, (3.43)

Desde que o, sédo dados conhecidos e 8, 8, podem também ser vistos como cons-
tantes (pois seus valores sdo sempre iguals a 0 ou 7). concluimos que diferenciar d
sobre 7 com respeito a h equivale a diferenciar a composta do f sobre o aberto R™!
com respeito a = (A, 6y, ... .0, ).

E importante observarmos que a funcdo do [ dada por (3.43) é a prépria
funcao custo L do problema de minimizacao dado em (3.10}. Assim, pode-
mos fazer uso da expressio de sua derivada para obtermos uma expressao para d'{h).
Em outros termos,

I(h) = Voldo £)(6) = [w}m

a6, J=1
onde d(d o f}/06; ¢, de acordo com (3.18), dado por
d(do f) _ 7 pOf

e 0f/00; dado em (3.19).
Derivando os dois membros de (3.44) parcialmente em relacio a i, obtemos uma
expressao para ¢ hessiano

7 (d o
;d"(h)gjkﬂw, Gkoe 1,2, m—1}, (3.45)
2
para,

Y ()
Fldof) 90y AN T (3.46)
96,00, of af PN -

- [(Pé@;) (P )+ eo (Péé?ﬂ Ik
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Aqui, 0 vetor 0% f /067 tem a mesma forma do vetor 8F/89 dado em (3.20), com os
elementos nao nulos dados respectivamente por —a; e e —a e,
Assim os pares de pontos fixos do aigoritm() ER estaoc relacionados

com 0s pontos criticos da fungdo do f como mostra a seguinte
Proposicao 3.2 Seja h € 7. Entdo
dde f) Lyrans -

Demonstragdo : Comparando o vetor A; do lema 2.1 com a expressdo dada em
(3.20}, verifica-se imediatamente que

OF

08;

Entdo, desde que A é real, segue de (3.44) e das relagdes estabelecidas pela ex-
pressao (3.42) que

Ajl‘“

ddo f) af 1 - oF
= —(Pf{P=L SWHE
96, (f){aa) — 1Y Pwae
= ~~1—2H*WPTPW*Aj = ~%H*WMW*AJ-
i n
1

o _§§H*W(1)W(*1)Aj »

3.6.2 A relacao no caso 2-D:

Resultados similares podem ser inteiramente reproduzidos para o caso 2-D. Por
exemplo as expressees equnalentes a (3 43) (3 44) para o caso 2-D sdo -

@of)0) =  SSIFP = Hfan @I,

a(f;;f) - —tr{(PfPT)T( 3;” d T)}

onde Of /08, agora representa a transformada inversa da expressio em (3.24).
A expressio equivalente a (3.46) &

| (i) (75)
"I\ Gox 8,

~ 8f Lr af L1\ | Ffo\l.
tr ( aejp) <P89JP) ,(PfPT)T(Pang )} J=K

K#J

Fldof)
50,00,

(3.48)
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para todo J, K = 1.2,...,2(m* - 1).
Aqui, a matriz 8 f/06% tem a mesma representacao da expressdo de df/96; em
(3.24} com os elementos nio nulos dados respectivamente por —a,e'%* & —a e~ ik,

Proposicao 3.3 Seja h € 7. Entdo

Ado f) 1 e as . . A .
”“"(””“““““"“”'“]L“j“ = _“"";FH[H*(mf{l)wri)afw{l}w(i))} (3.49)
5‘6{; s N

onde Ay € a matriz Dy dada por (2.11).

Demonstra¢do : Comparando a matriz Ay, em (2.11) com a expressio dada em
(3.24}, verifica~se imediatamente gue

aF
AJK"——*‘ég—J
Entao
ddo f) _ e OF
~55 = wtr{(PjP)(Pa—é;P}}

r 1 * - EEE —
= _U{{P(EW FW*)P" [P(n2 56,

- "513tr[PWH*(WPTPW*>AJW*PT1
1 .
= ——t[H (WP PW) A, (W PTPW)]

i * s % ’ *

3.7 Comentarios:

Os comentdrios a seguir referem-se ao caso 2-D, para dados das amplitudes sem
rufidos. Comentarios similares valem para o caso 1-D.

Como dissemos anteriormente a fungfo d o f é a prépria funcdo custo L do
problema de minimizacao apresentado na secdo 3.1. Assim, segue que os pares de
pontos fixos do algoritmo ER estdo relacionados com os pontos criticos de L da
seguinte forma: suponha que, dada uma condiciio inicial ¢'”, seja {7, h) o par de
pontos fixos obtido pelo ER. Sejam ¢4 e ¢ os vetores fases (ver (1.34)) de G e H
respectivamente. Segue do passo 2 do algoritmo ER que ¢z = ¢y Escrevamos ¢,
de acordo com (1.37}, como

. = bt < ~ < 7 n T
B¢ = (Goo; D1} Pom: 0231 @ P33t Orn) »
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e seja

o vetor das fases intermedidrias de G. As proposicoes 2.2 e 3.3 nos dizem que (g, h)
é um par de pontos fixos para o algoritmo ER se e somente se @ é um ponto critico
de L. E de se esperar, portanto, que os pontos de minimos locais localizados por
MOFS/L.BFGS.B e ER sejam preservados por estes métodos. Em outras palavras,
se iniciarmos \IOF 5/ L.BFGS.B a partir do ponto ¢, espera-se obter uma sequéncia
de pontos, 0%, que se mantém fixa em ¢, ie., @(k} = ¢ V k. Reciprocamente,
dada uma {,orzdlgao inicial ¢'%, suponha que \IOFS/L BFGS.B convirja a ¢. Seja
f= flo »). Agora, usando f, como condiciio inicial, espera-se que ER mantenha-se
em f

Numericamente, no entanto, este fendmeno nao foi verificado, em 100% dos casos
(mas foi verificado na maioria deles}. De fato, dado o vetor g, se nosso método
MOFS/L.BFGS.B for excutado sobre o mesmo Tordide, T, , da imagem original,
entio ele permanece e converge, digamos para f = f (¢ o), sobre esse mesmo Toréide.
Em seguida, ao aplicarmos ER sobre f . a instabilidade numérica relativa a, por
exemplo erros de arredondamento, etc, poderd forcar o ER a mudar de Tordide,
pois do moda como ele foi definido (veja 2.1), suas fases, inclusive as dos cantos
(que definem os Toréides), sdo sempre alteradas, em cada passo do algoritmo. Re-
ciprocamente, se ER convergir para f e em seguida aplicamos MOFS/L.BFGS.B,
devemos ter o cuidado de executar nosso método sobre o préprio Toréide de f, para
que sua convergéncia seja o proéprio f.
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Capitulo 4

Resultados numeéricos

Neste capitulo apresentaremos os resultados numéricos obtidos ac rodarmos os
algoritmos MOFS/L.BFGS.B , HIO, ER e combinagdes tais como ER+HIO (= EH},
MOFS/L.BFGS.B + HIO, etc. Para simplificacdo de notagao . daqui em diante nés
nos referiremos ao método MOFS/L.BFGS.B simplesmente pelas iniciais MOFS .

Todos os experimentos foram realizados em um Pentium IV, 1.8MHz, Toshiba
Sattelite 2410 S 203, com precisao (veja (3.36)) epsmch = 1.084 x 10719,

Néao faremos aqui nenhuma descricdo detalhada do comportamento dos métodos
ER ., HIO e EH pois eles ja foram extensivamente abordados por diversos autores
125], [26], [81], [83], [84], [85], [86], [5]. Discutiremos tais méiodos apenas em alguns
casos especificos, onde faremos comparacdes com nosso método.

Na secao 4.3.1 discutimos os principais resultados no caso 1-D na auséncia de
ruidos nos dados das amplitudes (os resultados relativos aos dados com ruidos
serdo discutidos no capitulo 53). Os resultados relativos ao caso 2-D., com e sem
ruidos, serdo discutidos no resto deste capitulo.
 Para aplicarmos MOFS, bem como os algoritmos de Fienup, nés precisamos
de dados das amplitudes que sejam consistentes. Por isso precisamos inicialmente
gerar o objeto original e em seguida calcular sua DF'T, F| para entdo obtermos as
amplitudes de Fourier, que deverio ser usadas na formacao dos vetores o e .. Para
a construcao de F e o, @, nds usamos respectivamente as funcoes intrinsecas do
Octave!, fit2 e abs. Para a determinacido de ¢, nds usamos angle.

Para o problema da recuperacio de objetos reais com restricio de suporte, nds
consideramos dois tipos basicos de objetos: os objefos aleatdrios e 0s ndo aleatérios.

Para objetos do primeiro tipo nds geramos f com valores nulos fora do suporte e
valores aleatorios entre 0 e 1 dentro do suporte. Fazemos isso usando a fungao rand
do Octave que gera varidveis aleatérias através do comando:

rand{’seed’, 5)

X = rand(p,q). (4.1)

'Usamos a versio 2.1.44 que vem incluida no software Linux-Mandrake, v. 9.0
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A funcao desses comandos é a de atribuir & varidvel X {que pode ser um nimero real,
vetor ou matriz, conforme valores especificados aos inteiros positivos p e ¢} nimeros
reais aleatdrios entre 0 e 1. O pardmetro s tem a funcio de inderar a variavel X aos
nimeros inteiros positivos. Assim, se em um determinado experimento, atribuirmos,
p.ex., 0 valor 1 & varidvel s, entdo apds a execucao do comando {4.1), obtemos as
componentes de X cujos valores passam a ser identificadas pelo nimero inteiro
1. Entdc , sempre que quisermos fazer um novo experimento, usando para X as
mesmas componentes do experimento anterior, basta que atribuamos, neste novo
experimento, o mesmo valor 1 para a varidvel 5. Por convenc¢do, escreveremos

s = seed(X),

quando quisermos identificar o parametro seed que gerou X.

Para objetos nfo aleatérios (considerados apenas para o caso 2-D), nés atribuimos
valores especificos as suas componentes, de modo a formar dentro do suporte, ima-
gens que nao apresentem nenhum tipo de simetria.

Para problemas com ruidos, serd necessario adotarmos critérios especificos so-
bre como adicionar ou multiplicar ruidos a uma dada varidvel. No caso de ruidos
aditivos, obtemos uma perturbacdo , X, de um determinado vetor x € RP ao adi-
cionarmos pequénas quantidades s componentes de x (neste capitulo assumiremos
x = ap ou X = ¢). Faremos isso obedecendo ao seguinte critério

X = X+ T, (4.2)

onde n, € BP é o ruido a ser acrescentado ao vetor X, calculado através da seguinte
férmula

[

n=ale0m

A soma algébrica entre vetor {ou matriz} e nimero real, como em {ry — 0.5), por
exemplo, significa a soma entre cada componente deste vetor {ou matriz) com este
numero.

O numero £, > 0 é um parametro calibrador e serd denominado o indice de ruido
de 7.

O vetor ry é um vetor aleatério, gerado no Octave, de mesma dimensao do vetor
x. Para gerar ry, usamos a fun¢do rand do Octave. Por convencao, adotaremos

seed {7y ) = seed(ry ).

Note que como os valores gerados por rand estio compreendidos entre 0 e 1, adi-
cionamos a quantidade -0.5 a cada componente de ry para que possamos garantir a
inclusao de ruidos tanto positivos quanto negativos, num intervalo entre -0.5 ¢ 0.9,
as coordenadas do vetor x. Entretanto devemos ser cautelosos quanto & escolha de e,
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quando X = o, pols sendo ap um vetor de coordenadas sempre nao negativas, Gr
deverd ainda ser um vetor de coordenadas nao negativas. Assim, ao crliarmos o vetor
%, devemos escolher 2, satisfazendo £ ||xi Ir;— 03] /p < |z Vi=0,1,...,p~1,
para garantir que ele tenha coordenadas positivas. Desde que 0 < r; < 1, segue que
z, deve satisfazer

= min| 7 (4.4)

Aqui x; e 7; 880 as coordenadas dos vetores x e ry respectivamente.
Para o caso de rufdos multiplicativos, nds consideramos

Xo=Xox T, Tk = 2.4 (Ex(re — 0.3)). (4.5)
Aqud,
X.xy = (.’Egyg,.. ':l‘p*iypml): ;
a. AX = (@®0, ..., a%1). 4.6)

Para compararmos a quantidade de ruidos introduzidos no vetor x, usaremos a
métrica ’ 2
Hoar e
dix, %) = ——L
X =T
Em particular, quande x = ap, denominaremos 1/d{x. %) de SNR (sigla em inglés
P q ; ; g g
para designar Signal to Noise Ratio), i.e.,

snR = —derl (4.7)
llar — &rll
Observemos que SNR é inversamente proporcional ao indice de ruido g,,.

Na secao 4.3, nds apresentamos varias tabelas contendo resultados que nos per-
mite saber se nossos métodos convergiram a-minimo global ou ndo. Mais especifica-
mente, suponhamos que f seja o objeto que desejamos recuperar e f a solucao obtida
por um dos nossos métodos. Como sabemos que, no caso 2-D, a solucdo é guase
sempre Unica, entdo nés calculamos a distancia, 4(f, f) entre f e f. dentro do
suporte, para avaliarmos qudo préximo f encontra-se do objeto original f. Pode
ocorrer de f estar mais proxima da gémea, f. de f do que da prépria f. Neste
caso faz-se necessario também calcularmos 6( f.f). Ja no caso 1-D, tais célculos
nao fazem sentido pois, como ja& esperavamos, 0s métodos convergiram na maior
parte dos experimentos, a uma ambigua nfo trivial de f. Assim, para sabermos,
no caso 1-D, se f é ou ndo um minimo global, nés calculamos | fz;]]. Se tal norma
for suficientemente pequena, entio podemos dizer que f é um minimo global. Em
todos os exemplos desta secdo. os objetos originais sao todos aleatérios. Resultados
relativos a objetos ndo aleatdrios, serao vistos na secao 4.6.

Experimentos numéricos para dados das amplitudes com ruidos aditivos serdo abor-
dados na subsecdo 4.3.3 e os para ruidos multiplicativos, na secio 4.6.
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Na préxima secdo descrevemos os tipos de condicoes iniciais que iremos utilizar
em nossos experimentos NumeEricos.

4.1 Determinacgac das condigoes iniciais

As condicdes iniciais aleatérias, %, para o método MOFS serio construidas
obedecendo-se ao seguinte critério:

e determina-se um objeto inicial aleatério qualquer g®

restricao de suporte;

e calcula-se o vetor fase, ¢q . de sua transformada de Fourier, G,

s determina-se o vetor 8% cujas componentes sdo dadas pelas fases
intermedidrias (veja definicio nas secbes 3.1.1 e 3.1.2) de G(®.

que satisfaca a

Também iremos considerar condigdes iniciais obtidas por pequenas per-
turbagoes sobre a fase original. 1.e., pontos do tipo

onde ¢ ¢ o vetor das fases intermedidrias de F e 7y é um ruido definido como em
(4.3).

Outros tipos de condicoes iniciais que usam informacgao sobre o as ampli-
tudes de F com sinal (veja [90] para maiores detalhes) também serdo consideradas.
Mais especificamente, sejam

Fy = ayexp(id,)

a forma polar da DFT de f e sgn(F,) o sinal de F,,. Note que como a, é sempre
positivo, entao

YT se—afi < gy <),
sgn(Fy) = { —1, caso contrario. (4.9)
Para as condicdes iniciais, 80 = (6&0)), que fazem uso da informacio de sgn(F,),
definimos (F)
y 0 sesgnl(F,) = +1,
(0) .. gni Ly ; _
b { 7 sesgn(F,) = —1. (4.10)

Para determinarmos as condic¢des iniciais dos métodos de Fienup, procedemos da
seguinte forma: Primeiro consideramos a condiciio inicial, #%, gerada para o método
MOFS . Depois usamos esta mesma fase inicial para gerarmos a condicio inicial, £,
dos métodos de Fienup, fazendo

FO = flog, 0 0,67)7, (4.11)

2Lembremos que os vetores a,, @, ¢ a referem-se ao objeto que desejamos recuperar € sio su-
postamente conhecidos.
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Assim, podemos considerar que MOFS e os métodos de Fienup foram iniciados a
partir de um mesmo ponto %

4.2 Critérios para convergéncia

A convergéncia dos métodos ER, HIO ¢ MOFS a minimo global é, como ja
discutimos antes, determinada através da métrica L(8) = {do f}(#), ou seja, a norma
2 do objeto fora do suporte. De fato, se f= f(ot é um ponto de convergéncia obtido
por algum desses métodos, entao f &, numericamente, um minimo global se L{ @)
for suficientemente pequeno.

Entretanto, a qualidade da convergéncia desses métodos serd avaliada em 1-ID
pelo préprio valor de L{#) e no caso 2-D pela métrica ¢ definida em (2.15). No
caso 2-D utilizamos a métrica ¢ para sabermos se numericamente ¢ minimo global
encontrado é o proprio objeto original ou a sua gémea. A razdo para nao adotarmos
§ no caso 1-D ¢ a falta de unicidade da solucdo.

4.3 Resultados numéricos para objetos aleatorios

4.3.1 Caso 1-D sem ruidos

Agora faremos alguns comentarios sobre os resultados numéricos obtidos por ER |
HIO e MOFS | no caso 1-D, para dados das amplitudes sem ruidos. Os resultados
relativos a dados com ruidos serdo discutidos no capitulo 5.

Diremos que o valor numérico de uma determinada variavel real ¢ da ordem de
e—mn, n inteiro, se esta variavel assumir um valor dado na notagdo ponto flutuante
por B.ayasas... x 107", com a, # 0. Por exemplo, dizemos que —0.12390 x 107* ¢
da ordem de e-4. Daqui em diante omitiremos o algarismo 0 na representacio ponto
flutuante.

Seja f= f(@) um minimo local® obtido por qualquer um dos métodos citados
acima. Dada a representacio em blocos, f = ( f (1) f 2)) consideremos 0 erro

e(f) = IFal = 2 L&), (412)

Em termos numéricos, podemos concluir que o método convergiu a um minimo
global, f, de L(8) se e(f) for suficientemente pequeno. Mais precisamente,

Se e(f) for da ordem de e-4 ou menos, entdo f € numericamente um
ponto de minimo global da funcdo custo L(8).

*Conforme ja registramos, no case 1-D os algoritmos sempre convergem satisfatoriamente a
minimos locals

93



A Tabela 1 seguinte mostra os resultados obtidos apds a execucao dos trés algo-
ritmos, iniciados de um ponto aleatorio, conforme descricao feita na segao 4.1. Os
algoritmos iterativos foram executados, em média, com 20 mil iteracdes. Para o
MOFS adotamos critérios de alta precisdo de convergéncia ao atribuirmos factr
= 1.0e+1 e pgtol = 1.0e-10 {veja (3.36) e (3.37)) como critérios de paradas. Em
cada exemplo atribufmos diferentes valores para seed{f) e seed(89). Como ja es-
perdvamos, nestes experimentos fol verificado em 100% dos exemplos testados que
MOFS convergiu a algum minimo global, com uma precisdo do erro ef f) dado em
média por valores da ordem de e-7. O ER também convergiu a minimos globais,
com precisdo um pouco inferior & do MOFS em alguns exemplos. Quanto ao
HIO, sua convergéncia a minimos globais foi verificada apenas em 60%
dos exemplos. N3o encontramos na literatura nenhum regisiro sobre esse com-
portamento do HIO para o caso 1-D sem ruidos. Acredita-se que o HIO sempre
converge na auséncia de ruidos, porém este nao ¢ o casc para alguns exemplos que
encontramos (veja Tabela 1). Também foi confirmado o que ji sablamos: todos
os minimos globais obtidos sdo flipping relacionadas (veja secdo 1.3} com o sinal
original f.

Tab.1 Determinacao do erro obtido pela norma da estimativa f
avaliada fora do suporte. Amplitudes sem ruidos.
6® = Condigio inicial aleatéria
m_| seed(f) | seed(6") ' e(f)laors | e(f)ler e(f)]mmo
8 | 123002 2 18748e-6 | .18748e-6 18746e-6
8 | 3141592 | 2951413 | .85968e-7* | 85964e-7* | .85964e-7* |
8 1012 2101 74005e-7% | 74074e-T* | T4074e-7* |
8 7 908 | .42373e-7% | 4237le-7* | .42371le-7% |
..... bo 3 K S S 1552 Te<6 - 15525e=6% .155256—6* N
16 435 32 62640e-7* | .62421e.7* 69586e-1
16 | 9215143 ) 295113 | .86429%e-T | .86027e-7 | .72045e-2
16 2100 2101 71904e-Te | .79504e-Te | .12066e-4e
32 709 908 .53796e-7 | .23946e-5 10921e-1
32 1 21709 12908 ST170e-7T | .69481e-7 .54988e-7
64 | 71027 76908 24268e-7 | .56388e-4 40088e-1
64 | 82038 87109 .24485e-Te | .4979%e-Te .70395e-4
64 1 93149 982110 | .21555e-Te | .21356e-6e .21508e-1
64 | 1042510 | 1093221 | .15342e-Te | .90675e-Te .15293e-1
128 | 2153 4327 .22501e-6 | .59403¢-4 227395

Para valores de m = &, ER e HIO nao necessitaram mais do que 3000 iteracoes para
convergir a minimo global. Entretanto & medida que o valor de m aumenta. torna-se
necessario aumentar o nimero de iteracoes de ER e HIO para que tal convergéncia
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ocorra. Para seed{f) = 71027, por exemplo, foram necessdrias 60 mil iteracdes para
cada um e, mesmo assim, HIO nao conseguiu convergir a minimo global. Também
para seed(f) = 2153, ER precisou de 80 mil iteragdes para atingir um minimo global
com precisdo de erro {e-4) abaixo da média obtida pelo MOFS (e-7).

A tabela acima mostra que MOFS, bem como o ER, convergiu 2 um minimo
global em todos os experimentos realizados. Também percebe-se que a precisdo do
erro do MOFS manteve-se sempre maior ou igual do que a do ER. Isto fol verificado
nao apenas nos exemplos da Tabela I como também em muitos outros exemplos
gue ndo foram aqui tabelados. O mesmo ndo acontecen com o HIO que convergiu a
minimo local nos casos seed{f) = 435. 9215143, 709, 71027. 93149 e 1042510.

Finalmente comentemos os resultados assinalados na Tab. 1. Os nlmeros assi-
nalados com x indicam que os métodos correspondentes as colunas as quais eles
pertencem convergiram a um mesmo minimo global, Por exemplo, para seed(f) =
3141592, verificou-se que os trés métodos convergiram a urm mesmo minimo global.
Ja para seed(f) = 1. ER e HIO convergiram a um mesmo minimo global, diferente
daquele atingide por MOFS. O simbolo e indica que os minimos globais atingidos
sdo diferentes, porém muito préximos um do outro. Por exemplo, para seed(f) =
82038. constatamos que 8{f|uors. fler ) = .64341e—1, onde 6 é o erro definido
por (2.15). Para seed(f) = 2100, os trés métodos convergiram a minimos globais,
distantes um do outro de acordo com 0s erros

O(f MOFS ; f[ER) = .42531e—1,
o(fimors, flmo ) = .22097e~1,
§(flvors, fluio ) = .36442¢~1.

Essas constatagdes nos faz acreditar na existéncia de muitos minimos globais, que
sao relativamente préximos um do outro.

4.3.1.1 Comentdrios

Ao contrario do caso 2-D, onde acreditamos existirem muitos pontos de minimos
jocais afastados dos minimos globais, (que, como jé sabemos, sdo tnicos, quase
sempre, a menos das ambiguidades triviais), no caso 1-D os pontos de minimos
locails parecem estar sempre muito préximos de algum minimo global, ou caso exista
algum minimo local distante, os métodos ndo foram capazes de localizd-los. Isto
pbde ser confirmado em vdrios experimentos. Para todos os exemplos da Tabela
1 em que HIO convergiu a minimo local, f, verificou-se que tal minimo é muito
préximo & alguma flipping relacionada (veja defini¢do na secio 1.3) do sinal original
f. Assim, se nao formos tao exigentes quanto a precisio do erro, podemos considerar
estes minimos locais como sendo. eles proprios. pontos de minimos globais. E claro
que neste caso estariamos trabalhando com uma aproximacio bastante grosseira.

Em nossos experimentos constatamos que MOFS e ER ndo apenas convergem
sempre a minimos globais como também ndo estagnam nos pontos localizados por
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HIO . Além disso como ji sabemos que o problema inverso da fase nao admite
solugéc unica para o caso 1-D, é de se esperar que os minimos globais encontrados
pelos métodos nem sempre coincidam com o minimo global verdadeiro {entenda-se
por minimo global verdadeiro o préprio objeto original f). De fato, foi verificado
apenas em 17% dos casos rodados gue os métodos convergiram a solugio verdadeira
do problema. Nos outros 83%, a convergéncia se deu a um minimo global (ou a
um ponic muito proximo a ele), correspondente a uma das 2™ possiveis solugoes do
problema inverso. Também constatou-se que nos casos onde houve convergéncia ao
minimo glebal verdadeiro, ela se deu apenas para valores de m =4 e m = 8 (e, em
alguns casos, para m = 16 porém, com uma frequéncia muito menor). Isto significa
que & medida que crescemos o valor de m, maior se torna o nimero de minimos
globais (pois 2™ torna-se muito grande) e portanto menor a probabilidade de algum
algoritmo convergir ao minimo giobal verdadeiro.

Como dissemos anteriormente, em 100% dos casos rodados, independente do tipo
de condicao inicial utitizada, foi verificado que MOFS converge a minimo global, po-
dendo esse minimo ser eventualmente o minimo giobal verdadeiro, i.e.. o sinal origi-
nal f. Em outras palavras, dada uma condigdo inicial aleatéria qualquer, verificou-se
em todos os experimentos realizados, para diversos valores de m, que MOF'S converge
a um ponto, digamos ¢, de modo que f=f (@) ndo apenas satisfaz a restricdo de
suporte mas também ¢ flipping relacionada com f. Assim, para recuperarmos o
sinal original, f, a partir de f, devemos flipar as raizes de £, sob todas as com-
binacdes possiveis, até que encontremos um polinémio Pre.i(z) (veja (1.50)) tal que
suas raizes sejam exatamente as mesmas raizes de Pp(z}. Entdo teremos f* = cf,
para alguma constante c, onde f) = F —HE {"‘)]. Tal procedimento no entanto torna-
se invidvel para problemas maiores. Sua tnica utilidade é a de responder & nossa
pergunta inicial sobre a possibilidade de se recuperar a fase da transformada de
Fourier de um sinal original usando as amplitudes como os-inicos dados conhecidos
do problema.

4.3.2 Caso 2-D sem ruidos

Nesta subsecao apresentamos algumas tabelas contendo resultados relativos aos
dados das amplitudes sem ruidos. Testamos nossos métodos para diferentes tipos
de condigdes iniciais (segdo 4.1).

Seja f o ponto obtido por um dos métodos, MOFS, ER ou HIO. Como dissemos
na se¢ao 4.2, analisaremos a convergéncia destes métodos, para o caso 2-D, através
doerro 6(f, f) ou §(f, F), onde § é a métrica em (2.15), para sabermos quio proximo
f encontra-se da imagem original f ou de sua gémea

f == ifmmlww,mmlwy}'

Se 6(f, f) (ou 8(f, f)) for suficientemente préximo de zero, teremos entdo con-
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vergéncia do método correspondente aoc minimo global. Mais precisamente, seja
67 = min {51, /), 8. D)}, (4.13)

Se 6y for da ordem dee-4 ou menos, entdo f é numericamente um ponto
de minimo global da funcio L(#).

Para condicdes iniciais aleatdrias, 8%, verificou-se na maioria dos casos gue
MOFS e ER . como ja dissernos, convergiram a minimos locais; e HIO convergiu
sempre a uma das solucdes ambiguas triviais, f ou f..

Entretanto se utilizamos alguma informacao a respeito da fase original, ¢, de F
na formacdo da condigdo inicial, a capacidade do MOFS em atingir o minimo
global aumenta consideravelmente, com um desempenho muito melhor
do que o apresentado pelo ER, nas mesmas condicoes . Usando por exem-
plo a informacéao das amplitudes de Fourier com sinal [90] na condicéo inicial {i.e.,
condigdes iniciais do tipo em (4.10)), verificou-se em 100% dos experimentos que
MOFS convergiu a imagem original f enquanto que o algoritmo ER convergiu, na
maioria das vezes, a pontos que, acreditamos, sdo minimos locais. A mesma con-
clusao foi obtida para condigdes iniciais dadas por perturbagdes sobre a fase original.

4.3.2.1 Condigoes iniciais com a informacao das amplitudes de Fourier
com sinal

Na Tabela 2 apresentamos resultados numeéricos relativos ao caso 2-D, para am-
plitudes sem ruidos. Diversos experimentos foram feitos considerando-se diferentes
valores de m. Na maioria dos casos consideramos valores de m = 8 e m = 16, pelo
fato de serem valores de grandeza razoavel para.a execucao do MOFS e ac.mesmo
tempo por serem poténcias de 2, o que torna os calculos para a transformada rapida
de Fourier mais velozes.

A condig¢do inicial, 80, aqui utilizada é do tipo em (4.10). Como dissemos
na secio 4.1, usamos o préprio 8 como condicio inicial para o método MOFS e
FO = flae, de 0, 09), onde o, ¢, e o sio relativas & DFT da imagem original
f, para ER e HIO. Executamos, entdo, cada um dos 3 algoritmos a partir da sua
respectiva condi¢ao inicial para obtermos uma estimativa, f . da imagem original f ou
de sua gémea f. Bm seguida calculamos os erros, & 7 relativos aos 3 métodos MOFS,
ER e HIO. Se f estiver mais préximo da gémea f do que da propria f, assinalamos
a direita do valor do erro correspondente o simbolo asterisco (*) conforme se vé
na coluna do erro 6;(HIO } das Tabelas 2, 4 e 5. Nestes experimentos, HIO foi
executado com 1000 iteraces e valores de 5 = 0.1. ER foi executado com 10 mil
iteracoes , o suficiente para garantir convergéncia. Para o MOFS adotamos critérios
de média precisao de convergéncia: factr=1.0e+7 e pgtol=1.0e-7.
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Tab.2: Erro no dominio do objeto. Amplitudes sem ruidos.
Condigdo inicial com a informacao das amplitudes de Fourier com sinal
m : seed(f) | ;(MOFS ) | 6;(ER ) 6 7(HIO )

8 222 A1394e-5 22827 .75070e-7
8 24 .92552e-5 | .65245e-2 60842e-5%
8 | 5432 45133e-1 | .10094e-6 10082e-6
8 1504 .91240e-5 23262 .10471e-6
16 ¢ 40981 | .69449e-5 13596 46895e-7
16 1 38160 .20855e-4 16512 84674e-5
16 | 8264 .62916e-5 ATTT5 35376e-5
16 | 78345 | .10422e-4 18780 12987e-5
16 | 438664 | .10586e-4 | .78117e-1 14093e-4

Como se pode verificar na tabela acima, MOFS apresentou, exceto no caso
seed(f) = 5432, melhor precisdo do que ER . Isto mostra claramente a inferior-
idade do método ER em relagioc ao MOFS em afingir a solugdo verdadeira. nas
condices apresentadas nesta subsecdo. De fato vé-se que ER |, em 83% dos exem-
plos testados, convergiu a pontos de minimo local, com uma precisio do errc na
ordern de e+00. Como era de se esperar HIO convergiu a minimo global em todos
0s casos testados, com erro dado por valores variando em torno de 1.0e-6.

4.3.2.2 Condigoes iniciais obtidas a partir de pequenas perturbaces da
fase original

Nesta subsegdo consideraremos condiges iniciais dadas por

00 = ¢ + n,, o = o3 ol (r, — 0.5), (4.14)

(m? — 1)
quando
g4 = 20.0.

Como antes, ¢ representa a fase original de Fourier.

Na Tabela 3, nés apresentamos os erros para diferentes valores atribuidos ao par
(seed(f),seed(ns)}. Novamente, consideramos os valores das amplitudes de Fourier
livres de ruidos.

Aqul ambos, HIO e ER, foram tomados com 10 mil iteracdes. Novamente o
parametro do HIO, 3, foi tomado igual a 0.1 e os critérios de parada para o MOFS
foram factr=1.0e+7 e pgtol=1.0e-7.
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| Tab.3: Exro ne dominio do objeto. Amplitudes sem ruidos. Condicio inicial
l obtida POL bequenas perturbacoes na fase original, com g, = 20.0

Tm | seed(/) | seed(ne) | SF(MOFS ) T §:(ER) | 5 7(HIO )
g 222 | 333 60572e-5 | 30501 | 7507067
5] 24 | 556 | 13166e-4 | 17265 | -11300e-6
R B432 | 10923 | T6524e5 10094e-6 | .10094e-6
"5 1504 | 4051 | 5500%es | 10236 | T0471c.6
16, 40981 | 900432 | 65507e-5 | 14193 4T184e-7 |
TR T33160 | 332109 | 3722led | 11206 5176507 *
Wsmge | 45873e-5 | .26786e-1 | 420227
16| 78345 | 521045 | 7536de-5 | .17406e-1 45314e-7
(16 38664 | 63200 | 530465 | 10336e] 47368 7

Consultando a Tabela 3, vemos novamente a superioridade do MOFS em
relagio ao ER em atingir o minimo global.

4.3.3 Caso 2-D com ruidos aditivos

Nesta subsecdo as tabelas trazem resultados de experimentos que usam dados
das amplitudes com ruidos relativas 4 transformada de Fourler de objetos aleatdrios,
cujos valores de seed serdo os mesmos da Tabela 3.

Para introduzir ruidos nas amplitudes, usamos as formulas (4.2} e (4.3) quando
X = Q. i.e-,

- ozl
Gp = QXp + Mg Tlap = Car 2(?722 + 1)

Em todos 08 experimentos desta subsecdo e nos da Tabela 7 da secio 4.4, tra-
balharemos com um valor fixo para ¢,,, dado por

£op = 0.9.

Observa-se nas Tabelas 4 e 5 que, mesmo na presenca de ruidos, MOFS continua
a.presentando bons resultados, convergindo sempre a pontos bem préximos da im-
agem original. ER . nestas mesmas condicdes , continua, no entanto, convergindo a
pontos afastados da solucao verdadeira. HIO , como era de se esperar, apresentou
um comportamento completamente instdvel, atingindo, a cada ciclo de iteragdes ,

um ponto diferente. ndc apresentando, portanto, nenhum comportamento previsivel
que possa caracterizar convergencia.

)

4.3.3.1 Condicdes iniciais com a informacao das amplitudes de Fourier
com sinal

Nesta subsecdo , nossos algoritmos se iniciam de condicdes do tipo em (4.10}.
Aqui, ER fol tomado com 10 mil iteracdes . Novamente 0 parametre do HIO, 3,
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foi tomado igual a 0.1 e os critérios de parada para o MOFS foram os de meédia

precisdo . dados por factr=1.0e+7 e pgtol=1.0e-7.

| Tab.4: Erro no dominio do objeto. Amplitudes com ruidos aditivos. &, = O.Qj
Condiggo inicial com a informacio das amplitudes de Fourier com sinal

|

m

seed(f) | seed(,,)

5;(MOFS )

3-(HIO )

|

222

35

.35016e-1

d5(ER ) ]

.35017e-1 g
|

45349743514
069153* /12512
.11684*/ 51489*

24

60

46754e-1

]

| .68488e-1

19614/ 216967
30455/ .37859
21184/.20814

5432

98006

AHT7707Te-1

37836e-1

477207109157
28758/.21969
.14828/.40653

1504

500

.34288e-1

23368

46331/.2963C
48019%/.34356*
44236/ 48557

16

40881

3312

A8175e-1

14076

095648,.11124
.18145/.12743
:30828/.12535

ig

38160

149988

17999e-1

16829

26463/.18645
.18398/.14646
21951/.11463

16

8264

2918

.16848e-1

18226

10319733318
10765/.19491
.19082/.26840

78345
5
I

354387

18b14e-1

18609

063314726993
260777/ 11115*
16898%/.066751*

438664 |

46683

A7119e-1

.79892e-1

17242714012
20473/.18148
.20000/.26979

J

Para mostrarmos o comportamento de instabilidade do HIO , nés o executamos
em 6 ciclos de iteracoes, cada ciclo consistindo de um nimero de iteragoes dado
respectivamente por 3000, 2000, 2000, 1000, 1000 e 2000. Estas 6 execugoes foram
feitas de modo que o ponto obtido apds a execucdo do algoritmo para um deter-
minado ciclo seja 0 ponto de partida para o préximo ciclo. Os valores de d7(HIO )
obtidos apés cada ciclo estdo na tltima coluna da Tabela 4. Como ja dissemos, o
simbolo asterisco (*) que aparece a direita do erro indica o valor da distancia § entre
o ponto atingido pelo algoritmo e a gémea f de f. Por exemplo, para seed(f) = 222,

HIO convergiu, apés o primeiro ciclo de iteragoes (K = 3000}, a um ponto f, dis-
tante de f por 3{f, f) = .45349. A partir deste ponto, f, apés o segundo ciclo (2000
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iteragdes }, ele convergiu a outro ponto, f, com erro 4(f, f) = .43514. No terceiro

ciclo, usando f como condicdo inicial e aplicando mais 2000 iteracdes , HIO con-
vergiu proximo a gémea, f, da imagem original, com erro dado por .069153, e assim
sucessivamente.

Note que MOFS apresentou melhor desempenho do que 03 métodos ER e HIO.
Seu desempenho foi melhor do que ER por ter convergido bem mais préximo ao
minimo giobal {com erro da ordem de e-1, em 100% dos exemplos testados) do que
ER (com erro da ordem de e+00 em 55% dos casos). Como veremos nos exemplos
da secao 4.6, métodos que apresentam erros da ordem de e-1, produzem imagens
mais nitidas de que os que apresentam erros da ordem de e-+00.

Relativamente ao HIO , MOFS também sai ganhando. Enquanto MOFS a-
presentou um comportamento estavel, convergindo sempre préximo a solucio ver-
dadeira. HIO | como }4 previamos, ficou oscilando em torno de vérios pontos difer-
entes entre si, apresentando portanto um comportamento de ndo convergéncia. Mais
precisamente, dado um nimero de iteragdes, ndo € possivel prever em qual regido do
dominio do objeto o algoritmo ird parar. Nesse sentido, Tantoe MOFS quanto ER
sao metodos robustos, enquanto HIO é altamente sensivel a ruidos.

4.3.3.2 Condicoes iniciais obtidas a partir de pequenas perturbacoes da
fase original

Nesta subsecao consideramos condi¢bes iniciais dadas por (4.14), com g, = 20.0.
Consideraremos os mesmos valores atribuidos ac par {seed(f),seed(n,)) na Tab. 3.
Os valores de seed(n,, } serfo os mesmos dos da Tabela 4.

Novamente executamos ER com 10 mil iteragdes . adotamos critérios de parada
de meédia precisao para o MOFS e executamos HIO em 6 ciclos, cada ciclo com o

mesmo nimero-de iteracdes considerados para-a-Tabela 4. Lembremos que estamos -

sempre considerando 8 = 0.1.
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Tab.5: Erro no dominic do objeto Amplitudes com ruidos aditivos
Condicdo inicial obtida por pequenas perturbacdes na fase original.
far =09 e £4 =200

m | seed(f)

seed(na; )

seed(ns) | 67(MOFS )

)

3;(HIO )

g

222

55

333

.35018e-1

38299

22003/ 087711
14262/.10955
073312%/.41672

24

50

356

46763e-1

18320

32070%7 33479%
.19420%/.19070
\17660/.071735*

5432

98006

10923

37833e-1

37836e-1

12041/ 26180
.15170/.14473
40735%/0.10274%

1504

500

4031

.3428Ge-1

11342

44425/ 29666~
18964/ .44659*
41957*/ 28710%

16

40981

3312

00432

J18175e-1

.14283

10949/.13891
.23469/.10018
.13592/.19146

16

38160

149988

332109

A18002e-1

11260

000347/ 15733
16875/.14230
.17446/.20990

16

85264

2918

31080

.16849e-1

33924e-1

16852/ 24797
19231/.17347
134208 /.36239

16

78345

354387

521045

18512e-1

.23937e-1

061500/.11270
44446/.087246*
34783%/.12002*

18

438664

46683

63290

17118e-1

. 19408e-1

.37742/.23963
14255/.21247
.27630/.23207

Novamente MOFS apresentou melhor desempenho do que os métodos

ER e HIO.

4.4 Distancia Maxima (D)) para convergéncia do
MOFS e ER

Vimos que para condicdes iniciais obtidas por perturbacao da fase original,

e escolha de




MOFS apresentou boa convergéncia, ao minimo global, mesmo na presenca de ruidos
nos dados das amplitudes, situacao em que o erro foi da ordem de e-1. ER também
teve o mesmo desempenho, porém em apenas 44% dos exemplos testados. Uma
questdc natural que surge, entdo, é a seguinte: qual a distdncie mdzima que a fase
perturbada deve se encontrar da fase original para garantirmos a convergéncia do
MOFS (respectivamente do ER) a um ponto suficientemente préximo do minimo
global? Sera que estas distdncias sdo as mesmas para MOFS e ER? Para respon-
dermos a estas perguntas devemos analisar a distancia entre a fase perturbada, 99,
e a fase original. ¢, dada pela norma relativa

. 109 — ¢l il ¢
-""h\’IR{C/‘ijJ) g [I ? H _ 77@] —

= L = , ~ 0.5]]. 4.1
Bl ol gy et Y

A expressio (4.15) mostra que 8% depende da escolha de &4, ou seja, 819 = 80 (z,).
O valor da distancia maxima para a convergéncia de um determinado método, dig-
amos MOFS, é obtido atribuindo-se diferentes valores para £, em (4.16), até obter-
mos um valor limite, Dy = Ng(s*), tal que se Ng(g,) > Dy, 0 método deixa de
convergir com a precisao de erro desejada. Assim. para determinarmos D nos
iniciamos €, com um valor baixo, digamos £4 = &5, que garanta a convergéncia
do método e, entdo , aumentamos seu valor gradativamente, de modo a obtermos
uma sequéncia de indices gq.€1,...,¢g,.... Em cada passo k, calculamos, entdo, o
valor de Ng(zx) e o erro §(MOFS )(8,{60))., obtido apds aplicarmos MOFS sobre a
condigio inicial {
8% = 09 (e,).

Os valores de § (MOFS )(9;{?)) vao anmentando & medida que £, também vai crescendo.
O processo € interrompido guando encontrarmos £, e £, suficientemente proximos
uit do outro, tais que §;(MOFS )(4,") é dé ordemm e-N, ou menos, e §:(MOFS ) (657))
de ordem maior ou igual a e-(N-1), onde N é um inteiro previamente estabelecido®.
Entao definimos

Dy = Dulvors = 6 {MOFS )(9;0))-

Adotaremos N = 1. A explicacdo de tal escolha para a determinacgao de Dy é a
de que minimos locais que apresentam erro de convergéncia da ordem de e-1, ainda
apresenta boa nitidez de imagem, em rela¢do ao objeto original.

Assim, para cada imagem original f dada aleatoriamente, obtemos uma esti-
mativa, Dy lver (MET = MOFS ou ER). do valor maximo da distdncia que a
condicio inicial 8% deve estar da fase original ¢, para garantir a convergéncia de
MET a um ponto préximo da imagem original, com uma precisdo da ordem de e-1.

4Em problemas sem ruidos, adotamos V = 1. Em problemas com ruidos, o valor de N depende
da quantidade de ruidos introduzidos nas amplitudes, i.e., do valor do SNR. Para problemas com
rufdos aditivos pequenos tais que SNR > 33.333, adotamos NV = 1.
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Se 6% estiver a uma distancia de ¢ maior do que Dy|uer , entdo MET convergird
a um minimo local, distante da imagem original, por um valor de ordem igual ou
superior a e=+(00.

E claro que os resultados que apresentaremos para esta distancia maxima, nas
tabelas a seguir. sdo apenas uma aproximacao grosseira do valor exato. Entretanto
sera possivel determinarmos o intervalo que contémn o valor exato desta distancia
maxima.

Na Tabela 6 indicamos alguns valores de ¢, para acharmos uma estimativa da
distdncia maxima para os casos seed(f) = 5432, 40981, 78345 e 438664, ¢ amplitudes
sem ruidos.

Na Tabela 7 consideramos os mesmos casos da Tabela 5, para amplitudes com
ruidos aditivos.

Nestas tabelas, o valores de Dyslyors € Dayr|gr aparecem em negrito, na coluna
correspondente ao seus respectivos métodos. Também, em negrito, aparecem os
valores dos erros d:(MOFS ) e 6:(ER }, quando iniciamos estes métodos a partir de
pontos que estao & sua distdncia maxima de afastamento da fase original.

Para entendermos melhor a leitura destas Tabelas, tomemos o primeiro exemplo
da Tabela 6, correspondente a m = 8, seed{f) = 5432. Seja a condicdo inicial dada,
de acordo com (4.15)}, por

00 (g4) = 6+ N = & + £yt (T4 — 0.5). (4.17)

para seed(n,) = seed(r,) = 10923. Fazendo ¢, = 27 em (4.17), obtemos a condi-
cdo inicial 89 (27), distante Ng = 0.69526 unidade da fase original ¢. Iniciando-
se de 8(9(27), MOFS converge para f =~ f, com erro a(f, f) = 0.53787e-5. O

algoritmo ER, iniciado do mesmo ponto, 69 (27), converge a f ~ £, com erro §(/, f)
='(.43970e-1. A medida que aumentamos os valores de £ £4 sucesslvamente para 28,
32.08, 32.089 e 32.0899, o erro 4; (ER } aumenta para 0.13326 e depois permanece em
0.18788. Com isso obtemos a aproximagéo Dyrlgr = 0.43970e-1. Note que MOFS
converge com erro da ordem de e-5 para as condigbes iniciais

89 (27), 89(28), 61(32.08), #'(32.089)

e com erro da ordem de e+00 para §'%(32.0899). Logo, de acordo com a Tabela 6,
Dirlvors = 0.82630.

Em todos os exemplos das tabelas 6 e 7, executamos ER com 20 mil iteracoes e
adotamos critérios de parada de média precisao, factr = 1.0e+7, pgtol = 1.0e-7
para MOFS.
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Tab.6: Distancia Méxima {Djys) para a convergéncia
dos algoritmos MOFS e ER.
Amplitudes sem ruidos.

I —

L Caso m=28: seed(f) = 5432, seed(ns) = 10923
' es | Na [4;(MOFS) 6HER)
27 69526 | .53787e-5 .43970e-1
28 72101 | .37722e-5 113326
32.08 | 82607 | .68213¢-5 18788
| 32.089 | .82630 | .6705%9e-5 18788 B
[ 32.0809 | 82632 | 28866 | 18788
a Caso  m = 16; seed{f) = 40981, seed(n,) = 900432 §
£s Np éf{MOFS } 5JE(ER )
R.O88  .11889 | .1894de-4 .47184e-T
8989 | 13213 | .93104e-5 14124
40 52911 | .65480e-5 16031
5 .66138 | .33T14e-1 27491
53 0.72752 | 17936 .32070
i Caso m=16: seed(f) = 78345, seed(n,) = 521045 §
> Np | 46;(MOFS) 3:(ER )
26 32059 .12773e-4 .83473e-1
26.5 | .33592 | .80695e-5 112909
46 58311 | .60245e-3 122805
47 59579 | .72654e-1 .22805
50 63382 113949 122805
| Caso m=16; seed{f) = 438664, seed(ns) = 63290 ]
£o Ng | 65(MOFS ) 3¢(ER )
'45.35° | .59291 ] 4617he-3 | .46054e-1
45.4 | 59357 | .77378e-5 14383
51 66678 | .19217e-4 19590
52 .67986 | .27180e-1 19438
52.5 | 68639 27178 36976

Os valores de Dyslvors © Daslgr aparecem em negrito na coluna Np.

Os valor em negrito que aparece nas colunas § F(MOFS Je <5J;(ER) representa

o erro do respectivo método, cuja condigao inicial dista da fase original
pelo valor correspondente do Dys encontrado
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[ Tab.7: Distancia Mdxima (D)) para a convergéncia
§ dos algoritmos MOFS e ER.
] Amplitudes com ruidos aditivos. z,, = 0.9.
E m = 8; seed(f} = 5432, seed(7,,) = 98006
i SNR= 43.373, seed(n,) = 10923
£, | Np | 4;{MOFS) 6r(ER )
27.3 | 70298 | .37835e-1 .57708e-1
27.4 | .T0356 | .37837e-1 12664
324 | 83431 | .3783%e-1 18958
32.5 | .83688 | .37835e-1 18958
32.6 | .83946 29315 18958
mo=16;  seed(f) = 40981, seed(,,) = 3312
SNR= 88.013, seed(n,) = 900432
Eo Ng d:(MOFS ) §7(ER )
8987 | .11888 | .18176e-1 .18915e-1
8.988 | .11889 |« .18176e-1 14213
20 66138 | .19146e-1 27511
ol 0.67461 17023 27511
mo=16; seed{f) = 78345, seed(n,,) = 354387
SNR= 91.191, seed{n,) = 521045
[z Ng d:(MOFS ) ¢;(ER )
25 ].31691 | .18516e-1 .85516e-1
26 32959 | .18515e-1 12971
48 .60847 | .74508e-1 22474
49 62114 11296 22474
T m =167 seed(f) = 438664, seed(n,,) = 46683
SNR= 88.222, seed(n,;) = 63290
) Np 5?(1\10}:—‘\8 ) (Sf(ER )
46 | .60141 | .17119e-1 .45464e-1
47 61449 | 17112e-1 | 13975
54 | .70600 | .88354e-1 33932
35 71908 18135 33932

Como se pode observar nas Tabelas 6 e 7, Dys|yors € malor do que Dy jgr em to-
dos os casos. Isto aconteceu também em muitos outros exemplos que ndo foram aqui
tabelados. Na secao 4.6, nés ilustramos esse fendmeno com imagens néo aleatdrias.
Esta é, pois, mais uma vantagem do MOFS sobre o ER.
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4.5 Caso 2-D - imagens aleatérias: conclusoes

Foi observado de um modo geral que, na auséncia de ruidos nos dados das am-
plitudes e utilizando condi¢des iniciais que utilizam determinadas informacdes da
fase original, o método MOFS mostrou-se mais eficaz do que ER em localizar os
minimos globais. Em todas os experimentos realizados, MOFS convergiu sempre &
solucdo verdadeira f do problema inverso. ER , ao contrario do MOFS, convergiu,
na maioria dos casos a pontos, muitas vezes distantes de f.

Outra observacio a ser feita é que, ao contraric do HIO |, que muitas vezes, na
auséncia de ruldos, convergiu & gémea da imagem original f, o MOFS, nas vezes
em que convergiu a minimo gichal, nunca convergiu & nenhuma gémea, bem como a
nenhuma das ambiguas trivials, exceto & prépria imagem original. Isto se justifica
pelo fato de MOFS ter sido executado sempre sobre o mesmo Tordide, T,.. da
imagem original

Conforme constatamos em nossos experimentos, MOFS, na auséncia de ruidos,
sempre converge ao minimo global verdadeiro quando iniciado de um ponto suficlen-
temente proximo a ele. Quanto mais afastados estivermos do minimo global, mais
afastado dele estard o ponto de convergéncia obtido pelo método. A Tabela 6 exibe
a distdncia mdxima de seguranca que devemos estar da solugao para que ela seja
atingida apds a execucdo do método. Foi considerada nesta tabela a situacao em que
os dados das amplitudes nao sao alterados por ruidos. Note que ndo fizemos nesta
tabela nenhuma comparacio do MOFS com o HIO porque, nesta situagao, como ja
dissernos, HIO nao precisa necessariamente de condic¢des iniciais proximas do minimo
global para convergir a tal minimo. Ele sempre atinge o minimo global, independente
da condicdo inicial utilizada. E claro que temos que enfrentar o problema dos pon-
tos de estagnacao. Mesmo assim, tal problema pode ser solucionado, atribuindo-se
diferentes valores aleatdrios ds condicOes iniciais, ou fazendo. combinactes.de varios
ciclos do algoritmo com ¢ ER . Fazendo isso, podemos vencer os problemas de es-
tagnacado do HIO e garantir sempre a convergéncia do método ac minimo global, o
que nao acontece com ¢ MOFS, o qual depende de informacoes adicionais da fase
original (uma situacio que nio se aplica para fins priticos, uma vez que na maioria
dos problemas de aplicacdo, da recuperacio da fase a partir das amplitudes, nao se
tem disponivel informagdes da fase original) para garantir a convergéncia ao minimo
global. Isto faz do HIO | na auséncia de ruidos, um método mais eficiente do que o
MOFS para buscar as sclucoes.

Entretanto, ao introduzirmos ruidos nos dados das amplitudes, HIO perde essa
posicae por apresentar um comportamento completamente instdvel. Mesmo inician-
do-se proximo da solug@o ., vernos pela Tabela 5 que HIO nio converge, oscilando
sempre em torno de varios pontos, como se pode verificar pelos resultados do erro
¢ ;(MOFS ) na ultima coluna desta Tabela. J& o método MOFS mostrou-se bastante
estavel na presenga de ruidos, no sentido de continuar convergindo muito perto do
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minimo global, dependendo, é claro, do valor da distancia méxima. A Tabela 7 exibe
a distancia miaxima de seguranca que devemos estar da solucdo, na situagao em que
temos ruidos nas amplitudes, para que ela seja atingida apds a execucdo do método.

Ao contrario do MOFS, ER |, na maioria dos exemplos rodados, nao foi capaz de
localizar a solucao global, quando iniciado numa vizinhanca dela.

Nieto-Vesperinas, em seu método de otimizacio [67] {veja segfo 2.4.1), constaton
que a2 nao -linearidade ¢ o nimero de minimos locais da funcio custo, que ele definiu
para se aplicar ¢ método, crescem dramaticamente com o tamanho do objeto, tor-
nando o seu método ndo pratico para imagens malores que 6 x 6. Além disso, o
nimero de minimos locais proximos do minimo global, que ¢ a solugéo do problema,
fambém torna-se extremamente grande com o tamanho das imagens, tornando o
sen método ineficaz para localizar a solucao ., mesmo quando iniciado préximo dela.
Agsim, podemos concluir que nas condigdes de auséncia de ruidos nos dados das am-
plitudes e de condi¢bes inicials proximas da solucdo global, MOFS mostrou-se mais
eficaz do que 0 ER e 0 método de Nieto-Vesperinas, pois enquanto estes métodos,
nestas condicdes , atingem. na maioria das vezes, os minimos locais proximos a
solugao verdadeira, o método MOFS vai direto & prépria solugdo . Mesmo na pre-
senca de ruido, MOFS converge satisfatoriamente préxima & solucio verdadeira,
como veremos em alguns exemplos na proxima secdo.

4.6 Resultados numeéricos para objetos nao alea-
torios - caso 2-D - ruidos multiplicativos

Nesta se¢ao trabalharemos com imagens ndo aleatérias, Consideraremos apenas
o caso de amplitudes com ruidos multiplicativos, i.e.,

Gr=0r flep, Tar =2 A Car(tar = 05), (418

onde . e .A 380 as operagdes definidas em (4.6). Fixaremos para seed(n),,) 0
seguinte valor
seed(ny, ) = seed(r,, ) = 24.

Também avaliaremos o nivel de ruido nas amplitudes através do

!

lar — aFl
Para condicdes iniciais aleatérias , 8%, assumiremos sempre
seed (97} = 25.

Para condicoes obtidas por perturbacdes da fase original,

‘ ]
L —
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o seed(7;) também serd sempre o mesmo, dado por
seed(n,) = seed(rs) = 25.

Nos experimentos desta secao , exibiremos resultados obtidos pelos seguintes
métodos: MOFS, ER, EH e MHIO. Antes de comentar os métodos EH ¢ MHIO,
convém ressaltar que, como agora nossas amplitudes sdo supostamente corrompidas
de ruidos, a imagem inicial, f{%, deverd ser construida a partir de dp e nao de ar.
Ou seja,

fO = flae 6.6,09),

onde &, sdo as amplitudes dos cantos e & as amplitudes intermedidrias que compoem o
vetor p.

1. O método EH, proposto por Fienup e ja introduzido na secao 2.3, é, como
sabemos, uma combinacéo de ER com HIO, consistindo de varios ciclos de iteracoes,
onde um ciclo consiste de K iteracoes do HIO seguido de K, iteracdes do ER.
Em nossos experimentos fixaremos Ky = 1000. Para ¢ ntmero de iteracoes, A7,
do HIO adotaremos critério similar ao utilizado para o método MHIO em (4.20).
Também para o HIO usaremos o parametro 5 = 0.1. O niimero de ciclos vai depender
de cada exemplo, até que se obtenha uma convergéncia mals proxima possivel da
solugio verdadeira. O método ¢é ilustrado pelo seguinte diagrama

(0 f(l)

[HIO | |[ER] _  [HIO ER
,f‘”

f Fo T

- Figura 4.1: Diagrama do método EH

2. O método MHIO serd, similarmente ac EH, uma combinagdo do MOFS com
HIO. Aqui, um ciclo de MHIO consiste de K itera¢des do HIO (novamente consid-
eramos § = 0.1} seguido da execucio do MOFS, munido com critérios de parada de
baixissima precisao :

factr == l.e+13; pgtol = l.e-4.

Assim, O k-ésimo ciclo de MHIO, &k = 1,2,..., se inicia com a execugio do
MOFS, tendo a imagem f?*~% como ponto de partida e a imagem f*~ como
ponto de chegada, e termina com a execucio do HIO, com K iteracdes, tendo f2¢~1)
como ponto de partida e f** como ponto de chegada. Por definicio, f@ = .
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O numero, K, de iteragdes para o HIO dependerd do valor de
6 (MOFS ) := min {4(f. f*1), 6(f, f*)1,

onde f = flo,, ¢, @, &), é a imagem original e f, asua gémea, conforme a seguinte
convencao :

0.00 < §®(MOFS } £ 0.09 = K =30,

0.09 < S¥(MOFS ) <024 == K =100, (4.20)
0.24 < 5(MOFS ) €0.34 = K =200, ‘
0.34 < §®(MOFS ) < 0.44 = K =300, etc.

O critério adotado em (4.20} nao deve ser rigoroso, por isso, salvo mengao em
conirario, ele serd sempre adotado para os métodos MHIO e EH (neste tltimo caso,
desde que substituamos 5% (MOFS ) por 6/(ER ) em (4.20)).

[MOFS | [HIO |
(2k—2) F(2k—1) F{(2k)
f E—— B

Figura 4.2: k-ésimo ciclo do MHIO

Uma pergunta que surge naturalmente é sobre quais os Tordides onde o método
MOFS devera ser executado. Inicialmente, no primeiro ciclo, executamos MOFS
sobre o mesmo Tordide que contém a imagem omgmal l.e, aphcamoc o método para
resolver o problema.... e . e

0 = argming L@, ¢ &,0), 09 = condicio inicial.

Em seguida aplicamos HIO usando f{ como condicdo inicial. Como, em cada
iteracao , HIO altera todas as fases das DFT’s do ponto em curso da sequéncia
que ele gera, o ponto de chegada, f®  do HIO nio estard necessariamente sobre 0
mesmo Tordide da imagem inicial f*). Esta propriedade é decorrente da maneira
como HIO foi definido (veja Passos 1,2.3 de (2.1) e (2.2)). ER Também se com-
porta desta maneira. Assim, ao fim de cada execucao do HIO, nao sabemos sobre
qual dos 16 possiveis Tordides ele estard. Consideremos entdo o k-ésimo ciclo do
MHIO e suponhamos que ele tenha convergido ao ponto f(%), Seja F@k = F( ),
Entio F%) = F(d., 0", & 09), onde ¢ e #2%) sio respectivamente as fases
dos cantos e as fases intermedidrias (veja definicdes na subsecio 3.1.2) de F®&%),
Entdo vemos que f@*) est sobre o Tordide Ty . Logo, no préximo ciclo, MOFS
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deverd ser executado sobre este Tordide ou, equivalentemente, deveremos aplicar o
método L.BFGS.B para resolver o problema

f = argming L{G,, 0™, &, 8), 6™ = condicio inicial.

Finalmente, estabeleceremos critérios para a obtencdo do ponto de convergéncia
do método MHIO. Nosso procedimento serd o seguinte: aplicamos um ntmero de
ciclos, digamos M, que seja suficiente para atingirmos uma boa estimativa, f, para
f. Esta estimativa serd controlada pelo erro

5;(MHIO ) := min {5(;’, 7). 8(f, f)} 5,
Apés a execucio dos M ciclos, obtemos o ponto f#¥). Aplicamos MOFS mais uma
vez, sobre este dltimo ponto, para, entao, obtermos um novo ponto de convergéncia
que serd, por definicdo, o ponto de convergeéncia, f. do MHIO.
Critério analogo valera para o EH.

4.6.1 Condicoes iniciais aleatdrias

Nesta subsecao exibiremos resultados dos métodos para Indices de ruidos
Eap = 0.1 € 0.2,

Para valores de indices £,,. > 0.2, observamos que os métodos EH ¢ MHIO n&o con-
seguiram recuperar as imagens originais com boa nitidez. Isto se deve ao fato de
a condicdo inicial ndo ser um ponto suficientemente proximo do minimo global. O
mesmo nao ocorre com condigdes iniciais obtidas por perturbacac da fase original,
pois neste caso, estando 7% mais préximo de f, uma recuperacdo mais nitida torna-
se possivel, mesmo em situagoes onde o indice de ruido g,, torna-se maior. Isto serad
confirmado nos exemplos da préoxima subsecao.

J& os métodos MOFS e ER, quando executados isoladamente, convergiram, na
majoria dos casos, a pontos, muitas vezes distantes do minimo global. Por causa
da robustéz dos métodos MOFS e ER e por acreditarmos na existéncia de muitos
minimos locais, MOFS e ER tornam-se, portanto, métodos de pouca aplicabilidade,
quando executados isoladamente e quando nenhuma informacao da fase original é
usada na condigdo inicial. Quanto ao HIO, na presenca de ruidos, sua instabilidade
faz com que ele néo estacione nas vizinhancas dos pontos de estagnacao, mas o per-
mite visitar varias outras vizinhancas onde estiao varios outros pontos de estagnacao,

®Em nossos experimentos, para indices €,, > 0.1, o menor valor que ¢ (MHIO ) atingiu foi da
ordem de e-1. Dependende da quantidade de ruidos, esse ndmers pode crescer muito. Em alguns
experimentos com &q, = 0.5, por exemplo, a melhor estimativa que encontramos apresentol erro
6f(l\f1HIO ) = 0.46.
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até que ele, eventualmente caia numa vizinhanca do minimo global. Nesse momento
devemos aplicar MOFS ou ER sobre o ponto atingido por HIO, na tentativa de atin-
girmos o minimo global. Assim, juntando a robustez do MOFS (respect. do ER)
com a instabilidade do HIO, obtemos um método poderoso, como MHIO (respect.
EH), para recuperacdo de imagens, na presenga de ruidos. Os problemas graves
que surgem sao : (1) a dificuldade de se saber quantas iteracdes serdo necessarias
ao HIO para que MHIO (ou EH) atinja, em um menor ndmero de ciclos possivel,
o minimo global, e (2) os pontos de estagnacdo que, em conjunto, formam uma
pequena regidao do dominio do objeto onde MHIO (respect. EH) permanece esta-
clonado durante um grande numero de ciclos. Em nossos experimentos constatamos
varias regides de estagnacdo. Elas ocorreram em quase todos 0s experimentos que
realizamos. Para evitd-las, tivemos de guebrar as regras de (4.20) em alguns ciclos
de iteragdes.

Figura 4.3: Asimagens acima, na sequéncia da esquerda para a direita, representam respectiva-
mente: o objeto original, f; a condigdo inicial aleatdria, f'%'; a imagem recuperada pelo método
MHIO, flmuic , e a recuperada pelo EH, f ieH - Na primeira fileira, as imagens f MmO € f (B
s&o préximas a f, com erros dados respect. por 6 ;(MHIO ) = 29769e-1¢ 4 :(EH ) = .19845e-1. Na
segunda fileira, MHIO convergiu proximo a imagem gémea, com erro §{MHIO ) = ,16234e-1, e
EH convergiu préximo & imagem verdadeira, com erro 6 :(EH ) = .18036e-1. Nestes experimentos,
o indice de ruido é £,, = 0.1 e os valores de SNR sdo respectivamente 53.763 e 53.686. No primeiro
experimento, ambos MHIO e EH foram executados com 1 ciclo. No segundo, MHIO fol executado
com 3 ciclos e EH com 6.

Qutra desvantagem do HIO que constatamos em nossos experimentos foi a de
que quanto maior o ruide introduzido ras amplitudes, maior a dificuldade dele de se
aproximar do minimo global. Também maior é a probabilidade de ele estagnar em
alguma regiao distante do minimo global. Isto aconteceu em varios experimentos
feitos para valores de z,, = 0.3 e g, = 0.5.
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Em resurno, podemos concluir que, para condicoes inicials aleatorias, os métodos
funcionam bem para £,, = 0.1. Também ndo foi verificado nenhuma melhora signi-
ficativa do MHIO sobre EH. exceto que na maloria dos experimentos, o niimero de
ciclos para o MHIO foi menor do que para o EH.

Figura 4.4: Experimentos com indice de ruidos nas amplitudes e SNR dados respect. por
£qp = (1 e SNR = 56.402. Condicdo inicial aleatdéria. Na sequéncia da esquerda para a direita
temos f, 9, flumo e fler . Ambos os métodos convergiram, em 2 ciclos, proximos a gémea
da imagem original. com erro 6 ;(MHIO ) = .2313%-1 e §:(EH ) = .63065e-1.

A seguir apresentamos os resultados de MHIO e EH para indices de ruidos nas
amplitudes, dado por g,,, = 0.2, Para o exemplo da figura abaixo, ambos MHIO e EH
estagnaram em uma regido, apresentandc em média erro dado por ¢;(MHIO ) =~ 0.3.
Por isso, quebramos a convencdo (4.20). executando MHIO e EH com um nimero
fixo de iteragdes igual a 50 para o HIO. Nesta nova situacdo , os dois algoritmos
estagnaram primeiramente em uma regido, cujo erro, para ambos, ficou préximo
de 0.26. Depois eles sairam desta regido de estagnaciio e foram para uma outra
cujo erro, para ambos, ficou acima de 0.27. Em vista da imprevisibilidade desses
métodos decidimos entao , interromper nossa busca, em ambos os casos, e coletar

Figura 4.5: Experimentos com indice de ruidos nas amplitudes e SNR dados respect. por
Eap = 0.2 e SNR = 26.713. Condicéo inicial aleatdria. Na sequéncia da esquerda para a direita
temos f, f%, flmuo e flegn . Os erros, apds o terceiro ciclo de iteracdes, correspondentes s
duas dltimas imagens foram J;(MHIO ) = .26553 ¢ ¢7(EH ) = .26143.

local, distante da Imagem original pelos valores 6 ;(MHIO ) = .26553 e 6 ;(MHIO ) =
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26145 respectivamente.

Com as outras imagens, obtivemos igualmente, estagnacgao tanto do MHIO quanto
do EH. Para 4, > 0.3 a situagdo fica ainda pior, ocorrendo sempre estagnacao dos
métodos, com erros de convergéneia ainda maiores e, portanto, com pontos de con-
vergéncia associados a imagens ainda menos nitidas.

4.6.2 Condicoes iniciais obtidas por perturbacao da fase ori-
ginal

Na Figura seguinte apresentamos as imagens produzidas por MOFS, ER e EH, a
partir de perturbagdes da fase original, com indice de ruido 4 = 200 e norma relativa
Ngp = .63429. O indice de ruido nas amplitudes e o SNR foram respectivamente
£or = 0.4, e SNR = 17.555.

Figura 4.6: As duas imagens do topo representam ¢ objeto original e a condicfo inicial, obtida
por perturbagdo da fase original, com indice de ruido g4 = 200 e N = .63429. O indice de ruido
nas amplitudes e o SNR sdo g,,. = 0.4, e SNR = 17.553.As imagens de baixo s8o, da esquerda
para direita, os pontos (que acreditamoes serem minimos locais) obtidos pelos métodos MOFS,
ER e EH, com erros dados por 65(MOFS ) = 25411, 6;(ER } = 28921 e §;(EH) = 31983
respectivamente.

Como dissemos, niveis de ruidos com &,, > 0.2 ji faz do HIO um método
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nao muito eficiente para visitar regides de minimos globais. Essa ineficiéncia au-
menta a medida que g,, cresce. £,, = 0.4, p.ex., }Jd é considerado um valor alto
para esses présitos. Quanto ao ER, sabemos que a distdncia maxima para a sua con-
vergéncia {veja segdo 4.4}, na maioria dos casos, é sempre menor que a exigida pelo
MOFS (veja Tab. 7 da secio 4.4). Este fendmeno nos faz acreditar que, na maioria
dos casos em que temos uma convergéncia razodvel® do MOFS, para condigdes ini-
cials cuja distdncla maxima satisfaz Dyslvors = 0.6, temos uma convergéncia ruim
do ER, quando iniciado & mesma distancia Dyslvors da fase original. Assim, para
essess tipos de condigles iniciais, MOFS tem apresentado melhores resultados do
que ER e o EH. No exemplo da Figura, o erro relativo aos métodos MOFS e ER
néo foram tao distantes um do outro (;(MOFS) = .25411. J:(ER ) = .28021).
Mesmo assim, o valor excedente de 4 ;(ER ) sobre ¢(MOFS ) (= .03510) ja é o su-
ficiente para produzir uma piora na nitidez da imagem recuperada pelo ER, quando
comparada com a da imagem recuperada pelo MOFS. Dos 3 métodos, EH foi o que
apresentou pior erro. Para atingir a imagem que a Figura mostra, foram necessarios
7 ciclos, com guebra da convencdo (4.20) nos sexto e sétimo ciclos, onde foram exe-
cutados para o HIO, em cada um, 50 iteragdes ao invés de 400 e 300 respectivamente.
O menor valor que conseguimos para o erro §(EH ), entre todos aqueles calculados
ao longo dos ciclos, exceto o da primeira execugdo do ER (§;(ER ) = .28921), foi
.31983.

No préoximo exemplo, tanto MOFS quanto EH apresentaram bons resultados.
ER foi o que apresentou pior resultado. A situacgio considerada neste exemplo é a
de que todos os trés métodos foram iniciados do mesmo ponto, 8%, cuja distincia da
fase original considerada foi Dysivors = .62273. Neste experimento, consideramos o
indice de ruidos nas amplitudes dado por ¢,, = 0.3. O valor do SNR correspondente
é SNR = 18.653. O indice da perturbacio da fase que determinou a distancia
maxima para a convergéncia - do -MOFS-foi-g5 =-50. Para esta condicdo inicial, os
erros apresentadoos pelos trés métodos foram d(MOFS ) = .77266e-1, 67(ER ) =
.36071e-+-00 e 5j~(EH ) = .62914e-1.

Apesar de termos obtido bons resultados para ambos, MOFS e EH, a vantagem
do nosso método sobre ¢ EH, nas condicdes citadas acima, é a de que nio necessita-
mos do processo exaustivo de busca do EH, com tentativas aleatérias de mudanca
no nimero de iteracoes para o HIO, sem ao menos podermos pré estabelecer qual-
quer critérios {como fizemos em {4.20), devido & completa imprevisibilidade do HIO.
Neste exemplo, que iremos exibir a seguir, foram necessdrios exaustivos 11 ciclos,
com quebra da regra que determina o ntmero de iteracoes para o HIO a partir do
quinto ciclo, onde foram sempre tomadas 50 iteragbes, com excessdo do quinto ciclo,
onde consideramos 100 iteracdes para o HIO.

®no sentido de a imagem produzida apresentar alguma nitidez,
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Figura 4.7: As duas imagens do topo representam o objeto original e a condigdo inicial, obtida
por perturbagdo da fase original, que determina a disténcia méxima para a convergéncia do MOFS.
O indice de ruido € 24 = 50 e Dyshaors = 62273, O indice de ruido nas amplitudes ¢ o SNR
$80 £4, = 0.3, ¢ SNR = 18.633. As imagens de baixo sdo, da esquerda para direita, os pontos
obtidos pelos métodos MOFS, ER e EH, com erros dados por §;(MOFS ) = .77266e-1, 6 ;(ER | =
:36071e+00 e §:(EH ) = 62914e-1 respectivamente.

4.6.3 Condicoes iniciais com a informacgao das amplitudes
com sinal

Encerramos nossos exemplos em problemas que usam a informacio das ampli-
tudes com sinal, na construcdo da condicdo inicial. O sinal de F, = a, exp(i¢,)
(veja (4.9)) traz bastante informacio a respeito da imagem verdadeira. De fato, em
todos os experimentos sem ruidos, (veja Tabela 2) foi verificado a convergéncia do
MOFS ao-minimo global; quande usames-esse tipo-de-condigao inicial. ‘ER, embora
tenha convergido, apresentou menor precisao no erro de convergéncia. A prépria
condicdo inicial, construida a partir das amplitudes com sinal, j& traz informacéo da
imagem original. De fato, para estes pontos, a imagem do suporte aparece no-
vamente, e invertida, no quarto quadrante da imagem f'. Esta aparéncia que a
imagem [ apresenta, se mantém, mesmo em problemas com ruidos nas ampli-
tudes. Mesmo que o indice do ruido ainda seja grande. Por isso, quando iniciamos
de condic¢bes do tipo em (4.10}, MOFS sempre recupera a imagem original, quase
que completamente, desde que o ruido das amplitudes nao seja muito grande.

Nos nao apresentamos os resultados nem do MHIO e nem do EH devido ao
péssimo desempenho do HIO, que se manteve sempre muito distante da imagem
original em todos os ciclos. O fracasso do HIO se justifica pela enorme quantidade
de ruido introduzida nas amplitudes: g4, = 1.0 para o primeiro exemplo e g, = 1.5
para o segundo.
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Figura 4.8: As imagens acima, na sequéncia da esquerda para a direita, representam respectiva-
mente: o objeto original, f; a condigdo inicial, f{OJ, com a informagéao das amplitudes com sinal; a
imagem recuperada pelo método MOFS, Fivors , e a recuperada pelo ER, fler . O indice de ruido
nas amplitudes e o valor do SNR sio dados por g5, = 1.0, SNR = 5.0078, relativos as imagens
da primeira fileiva e 25, = 1.5, SNR = 3.2136, relativos s da segunda. Os erros sdo §:(MOFS)
= ,22354e+00, § F(ER } = 28382400, para os minimos locais da primeira fileira, e 4 f(;\.»EOF V=
46189e+00, 6 ;(ER ) = .53301e+00 para os da segunda.

4.7 Conclusoes

Depois de muitos experimentos, concluimos que, na situacdo de amplitudes com
ruidos, nosso método apresenta vantagens sobre os métodos de Fienup quando us-
amos os seguintes tipos de condigdes iniciais: as obtidas por uma perturbacio da fase
condicdes do primeiro tipo, MOFS converge bem, mesmo quando o SNR é relativa-
mente baixo. Isto se deve ao fato de o0 método de otimizacao L.BFGS.B |, que usamos
na composicdo do MOFS, ser um método fipe Newton e, portanto, convergir sem-
pre a um minimo global da funcio custo associada, para todas as condigGes iniciais
gue estiverem suficientemente proximas deste minimo global. Esse comportamento,
como vimos nas Tabelas 5 e 7, ndo ocorre com o ER, tendo em vista que, em todos os
experimentos em que adotamos f(% = f{a,, ¢, o, #7) como condicdo inicial para o
ER, onde 8 é a condicio inicial que define & distdncia maxima para a convergéncia
do MOFS, ele (o0 ER) ndo conseguiu atingir ¢ minimo global. Vemos portanto que
apesar de ER e MOFS serem métodos que reduzem a mesma func¢do custo, seus
comportamentos sao diferentes, o que para nds nio é novidade, pois como sabemos,
ER é um algoritmo de projecdo e 0 MOFS € um algoritmo do tipo Newton.

QOutra situacao que pée MOFS em vantagem sobre os outros métodos é aquela
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em que o indice de ruido introduzido nas amplitudes seja relativamente alto, de
modo que MOFS continue convergindo prézimo da solugdo global, mas que HIO
permaneca sempre afastado desse minimo. Como consequéncia, MHIO serd também
melhor do que EH. Outra vantagem do MHIO sobre o EH que temos observado em
muitos experimentos é que, em caso de boa convergéncia para ambos, o primeiro
tem exigido menos ciclos para se chegar perto do minimo global do que o segundo.

Uma das desvantagens do MOFS é o tempo de execucao para a busca da solugdo.
Para o caso de imagens de suporte 64 x 64, por exemplo, e critérios de parada
de baixissima precisio , MOFS tem gasto em média 01 (uma) hora, enquanto ER
e HIO, com 10 mil iteracbes , ndo gastam mais do que 2 minutos. Entretanto,
em sitnactes especiais de ruidos nas amplitudes que péem MOFS em situacio de
vantagem sobre o EH (como comentamos no pardgrafo anterior), pode ocorrer de
o tempo gasto pelo MOFS, mesmo sendo grande, ainda ser menor do que o tempo
total gasto pelo EH para atingir um ponio que esteja suficientemente préximo da
solucao , tendo em vista a imprevisibilidade do nimero de ciclos necessarios para
EH atingir esse ponto, devido ao alto nimero de pontos de estagnacio.
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Capitulo 5

Po6s-processamento

(Geralmente na pratica os valores coletados das amplitudes de uma certa trans-
formada de Fourier, F, vém acompanhados de ruidos que precisam ser eliminados.
Na tentativa de eliminarmos tais ruidos, nds sugerimos neste capitulo, para o caso
1-D, um método de filtragem dos dados das amplitudes com tuidos baseado na
teoria dos multiplicadores de Lagrange [57]. Basicamente a idéia é encontrar o ve-
tor mais proximo do vetor das amplitudes com ruidos que satisfaca A identidade
das amplitudes, uma condicdo necessaria para a existéncia de solugao do problema
inverso.

Seja

ap = {0p, a,....00) € R™ (5.1
o vetor das amplitudes de F. Suponhamos que, em um dado experimento, as ampli-
tudes em (5.1) foram detectadas com a presenga de ruidos aditivos, i.e.,

G =Op-tT. e (B2)
onde 7 é ¢ ruido definido, de acordo com (4.3). por

1l3al
m-+ 1

n=2z (r —0.5).

Queremos encontrar um vetor
ap € Rm-H, (53)

o mais proximo possivel de dr e que satisfaca & identidade das amplitudes (1.62).
Em outros termos, queremos resolver o seguinte problema de minimos quadrados
com restrigao :

Mingegrsr |18~ apll
=i

restrito a: 83 +2 > (~1)F A2+ (~1)"82 =0 (5.4)
k=1
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A condicdo de restrigio {3.4) pode ser reescrita na seguinte forma de produto interno
< B,D3>= 0, (5.5)
onde D é a matriz diagonal, de tamanho (m + 1) x (m + 1}, dada por
D =diag{1,-2.2,...,=2{-1)™, (-1}7}.

Resolveremos o problema de minimizacdo acima usando o método dos multipli-
cadores de Lagrange. Para tanto, devemos considerar o seguinte funcional definido
por

JE N =8~arllP-A< 8 D5 >, (5.6)

onde A € R é o multiplicador de Lagrange. Sabemos que o ponto (5’ 5\} que minimiza

o funcional J deve satisfazer
V,gJ

E!

H

(3 A) .
I e
Mostra-se que

Ved =2(8 — ag ~ AD3).

Desde que a segunda equacdo de (5.7} é exatamente a equacdo de restricdo (5.5),
segue que a solugdo (3, A} de (5.7) satisfaz:

3=[I-\Dl""a (5.8)
< B,D3 >=0. (5.9)
Uma substituicio de (5.8} em (5.9) implica na seguinte equagao :
1 2
—— a5 — R -
(1 — A)? (14 2A)2 ( A)2
gy e
( ) ~2 ( ) d_?zn = 0. (5.10}

B L+ 2—ymap ™ T 1 (—1)mA)2

Assim, o ponto (5, :‘\) que minimiza o funcional J dado em (5.6) deve satisfazer (5.8)
quando A satisfaz a equacio (5.10).

Desde que A deve ser real. mostraremos entio que a equacio (5.10) possui sempre
uma raiz real. De fato para o caso em que m é par, (5.10) se reescreve como

= A b C
pi{A) = — + = + — =0, {3.11)
(1-22  (1+2X2 (1-2))72
onde A =&l +a2 >0, B=-2+aZ+...+a&%_,) <0, C=2a6+a+
.. @2Z,_5) > 0; e para 0 caso em que m ¢ {mpar, (5.10) se reescreve como
o D E F G
p2(A) = =+ — + — + = = 0, (5.12)

(1—=X)2 (1+2X2 (1-2X2 (14 A2
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=2

onde D=a&% > 0, E=-20@8+&+...+a2_,) < 0, F=2@a+aj+...+

-2
W2 > 0, G=-a2 < 0.
Agora, desde que p:( /2) = pa(1/2) = +o0 e pi(—1/2) = po(—1/2) = —oc segue
que tanto (5.11) quanto (5 12) possuem uma raiz no intervalo aberto (=1/2,1/2), o
que garante, portanto, {5.8).
(O nosso candidato a ap serd, entdo, o vetor 3 dado pela equacio {5.8), onde A
solucio real de {5.10).
No procedimento de determinacio do vetor &g, nds escolhemos um valor para o

indice de ruido, de modo a garantir sempre a existéncia de raiz real para p, e ps.

A seguir exibiremos uma tabela com os resultados dos erros e(f) e e(f) obtidos
apds executarmos os métodos ER e MOFS, para cada um dos exemplos da Tabela
1, nas situagbes anterior e posterior a filtragem, ou seja, quando tomamos os vetores
Gp en& £, respectivamente, como representantes para o vetor das amplitudes. Aqui,
fe f representam as estimativas de f quando consideramos &r e & como o vetor
das amplitudes respectivamente.

Observemos que nao incluimos desta vez os resultados da execucao do HIO devido
a sua instabilidade na presenca de ruidos {também verificou-se nos experimentos que
o processo de filtragem nfo garante a convergéncia do HIO ).

Para cada exemplo da tabela consideraremos o indice, &, do ruido 5 em (5.2},
constante e igual a 0.9. Também assumiremos

seed(n) = 87

em todos os exemplos.
Em todos os experimentos, ER foi executado com 4000 iteracoes .

121



Tab.8  Determinacdo do erro obtido pela norma da estimativa f
avaliada fora do suporte. Amplitudes com ruidos.
6 = condicdo inicial aleatéria. &, = 0.9
m | seed(f) | seed(8D} | e(f.f) | elf)lmors // e(Plaors | e(Flen // el/)en
8 | 123002 2 36893e-1 | .8637Te-1//.57591e-1 | .86377e-1//.57501e-1
8 | 3141582 | 2951413 | .38335e-1 | .70938e-1//.15498e-1 | .70938e-1//.15476e-1
3 1612 2101 2774Ge-1 86229e-1//.71007e-1 86229e-1//.71007e-1
8 7 908 42810e-1 |  .5670%e-1//.13317e-1 | .56708e-1//.13316e-1
8 1 2 19655e-1 | .37342e-1//.88310e-4 | .37341e-1//.97460e-7
16 435 32 16200e-1 | .22006e+0//.21652e+0 | .68242e-1//.57728e-1
16 | 9215143 | 295113 | .80676e-2 | .36648e-1//.32942¢-1 | .50791e-1//.48436e-1
16 2100 2101 14102e-1 | .69364e-1//.59164e-1 | .6932%¢-1//.59145e-1
32 709 908 60690e-2 | .59914e-1//.57231e-1 | .62097e-1//.59423¢-1
32 1 21709 12908 08627e-2 | 45772e-1//.31960e-1 | .58040e-1//.41220e-1
64 | 71027 76908 | .52598e-2 | .33833e-1//.25798e-1 | .71835e-1//.68043¢-1
64 ¢ 82038 87109 | .47894e-2 | .56753e-1//.51834e-1 | .62007e-1//.57471e-1
64 | 1042510 | 1093221 | .66947e-2 | .44000e-1//.293bde-1 | .48762¢-1//.36685e-1
| 128 1 2153 4327 27083e-2 | .39592e-1//.32654e-1 | .42101e-1//.38252¢-1

Além dos erros, exibiremos na tabela o valor da distancia e! f f ) entre as esti-

mativas f e f da imagem original f, calculada no dominio de Fourier.
Esta distancia ¢ util para avaliar quao préximo os vetores &g e Gp se encontram

um do outro. A férmula para o cdlculo de ¢(f, f) estd dada em (2.14).

“Comparando os resultados da Tabela 8, vemos que, ao contrario do caso sem

ruidos (ver tabela da secdo 4.3.1), MOFS apresenta um comportamento completa-
mente similar ao ER. Em muitos experimentos observou-se inclusive que, partindo
de uma mesma condicdo inicial, ER e MOFS convergiram a um mesmo minimo
local.

A quarta coluna da tabela acima mostra que os vetores ég e &p estic muito
proximos um do outro, o que explica, talvez, o fato de a filtragem néo ter sido um
método tao eficiente assim, capaz de garantir a convergéncia dos algoritmos a um
ponto mais préximo de um minimo global. Isto pode ser constatado na tabela, ao

notarmos que houve uma reducdo pouco significativa nos valores de e(f) para e(f).



Apéndice A
Prova do Lema 1.2

Neste apéndice resolvemos explicitamente o problema da fase 1-D nos casos m =
2em=3.

Lema 1.2 Sejam f=[fo fi .. fme1 0 0 ... DT R o, = |F,Vu
e €, =sgn(F,), parau=0,m.

{a) Sem = 2, entdo
f(} == (6{)&'(} -+ Eg@z)/?, f1 = (6@&(} - 62&’2)/2. {:&1)

(b} Sem =3, entdo

(Jo=7r7, fi=r, fo=7") (A.2)
ou
. (fO =77, f}' = fg — _?,,.+)7 -(A_S)- -
onde
r® = [Begag + e303) &+ VA4,

r = (epg — €3003) /2,

A = 12[1602 — (egag — 3ezaz)?] > 0.

Demonstracio :  Suponhamos que ay, = [F,| ¥V u. {a) Se m = 2, obtém-se (A.1)
resolvendo-se o sistema (1.66} para fo e fi. (b) Suponhamos m = 3. Mostra-se que
o sistema formado pelas equaces {1.65) e (1.66) é equivalente ao sistema

fofr = aj/d+a3/4—||FIF/12,
fo+fo = (Fo+ F3)/2,

A4
fi = (F\ - F)/2 (4.4)
af — 20 +2a5 — a2 = 0.
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Consideremos entdo o sisterna {A.4). A terceira equacio nos dd imediatamente
fi1 = {egag — €303} /2. Notemos que a 1iltima equacéo € a identidade das amplitudes.
Se substituimos a segunda equacdo na primeira obtemos, apos simplificacdo dos
termos !, a seguinte equacao do segundo grau, em fo,

122 — 6(Fy + F3) fo + (af — 402 + 303) = 0. (A.B)

Como f; é solucao real de uma equacio do segundo grau, entdo o discriminante
desta equacdo deve ser nao negativo, i.e..

A =19203 — 12(c2 — 6FF3 + 903) > 0,

ou equivalentemente
doeg > |6(}&'{) - 363&31.
Segue que fy = 7" ou fy = r~, onde

€q0¥g + €303 \/_m\u
4 24

“+

Eglig + €303 \/..Ti

4 24
sao as rafzes de (A.5). Substituindo f por r™ ou r~ na segunda equacio de (A.4),
otemos

T P

€pteg + €303 A _
fo= X2y
4 24

VA L

..... f2 e - L3 x 7 st a

ou

'ng processo de simplificacio dos termos, utilizamos a identidade das amplitudes dada no sis-
tema {A.4)
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Apeéendice B
Matriz diagonalmente dominante

Neste apéndice provamos que BB” é diagenalmente dominante por linhas, onde
B ¢é a matriz dos coeficientes do sistema (1.82) ou, equivalentemente, a matriz dada
por {1.84).

Proposicao B.1 Sejam os inteiros my > 1, mo > 1 e seja B a maitriz dos co-
eficientes do sistema linear (1.83), i.e., a matriz dada por {1.84), (1.85) e (1.86).
Entio o termo geral, cj,, da matriz simétrica BBT, para 0 < j <k < my + mg, €
4(2mymy — 1): J=k=0,
cirg = =201+ (=10 0<i<k<m—1.
dmme —1); 1<j=k<mp—1,

CGmark = —[L+ (=M1 + ()™ L0<j<mp -1, 0<k <my,
o 4(2m1m2_“_1)§ j=k=0, ouj=k=m,
Conggimask = 4 —2(1 4+ (=1}77%); 0<j<k<m,
4(mymy — 1); l1<yj=k<m~1,

Consequentemente, BBT ¢ diagonalmente dominante por linhas, para todos os va-
lores inteiros positivos my e Mo tais gque myms > 1.

Demonstracdo : Para provarmos o resultado principal, precisaremos de outro
resultado importante, cuja verificacdo é imediata:
m 1= (-1
: —— se WP #£ 1,
F={ T #1, (B.1)
w=0 m; ose wP o= ],
quando w = exp(7i/m). Se tomarmos a parte real de ambos os lados de {B.1), e
levando em conta que
1
1 = Re(wr)

Ihw™® 1 4 Re{w™)
(1£wP)(l=w )| 2(1+£Re(w™))

= Re { =5 (B2
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obtemos

m—1 1.
3 Re(ur) = { (- (1P sewr £ 1L -

=0 m, se w P 1

Apesar de termos uma expressio explicita para a matriz B em {1.85) e (1.86), serd
mais facil provarmos a expressio que determina o termo geral de BB? se utilizarmos
o sistema de equacoes polinomiais (1.82):

S;(b)=0; j=0,1,...,m; + mo, (B.4)
quando
me-t . mi—-1nz—1
Si(8) = boo+2 > Re(wiYous + (=1 bomy + 23 3 (~1)*Re(wi)bu,
v=1 uzz]  v=(

myg—1

+ (=1)m™ {bmlg + QZ' Re(wi Vb, + (=1)7bmim,

vl

{B.3)
para 7 =0,1,..., me — 1, €
Myl my~1ng—31
Smaek(ar) 1= boo+2 D (=1%o + (= 1) bgm, + 2> > (=1)"Re(w*)bys
=l g1 y=1 o=l
+ (=18 b 2D (=1 b+ (1) bmm}
p=1
(B.6)

para k=0,1,...,mq.
_Notemosque . ... ... _

onde [B](;) representa a j-ésima linha da matriz B e, < -,- >, o produto interno
euclidiano. Como a matriz BB é simetrica, de ordem my ~ m» + 1, obteremos ¢y,
apenas para valores de 0 < j < k < my +mp. O cédleulo de < [Bl;, (Bluy > € obtido
multiplicando-se os coeficientes do polindmio S;(b) pelos seus correspondentes em
Sk(b) e, entdo, somando-se os produtos assim obtidos. Deveremos entdo considerar
08 trés seguintes casos

(D < [Blyy, Bl > 0<j<k<my—1,
(I} < Bl Blomesty > 0<ji<mp—1, 0<k<m e
(1) < [B}(mzﬁnj): {B}(mwk) > 0<i<kSm.
A demonstracdo dos trés casos sao andlogas entre si, portanto a faremos somente

para um deles. digamos o caso (II).
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Devemos mostrar que
< [Blgy: Blimawy > = ~[1+ (=1)™ ] [+ (=1)™],

para todo 0 < j <my — 1, 0 <k < ms. De fato multiplicando os coeficientes de
5;(b), dados em (B.5), peios seus correspondentes em Sy, .. (b), dados em (B.6), e
depois somando os termos, assim obtidos. teremos

Lt
< {BEU'}: [Bg{mg;@ > = lméz —g— (*1)m2+j
mi?‘l) 1 -
- 42 > (~1)"Re{wy’)(~1)"Re(wi®)
uz]  u=l g1
+ ( 1m1-—k {z+ 42 __( 1}7712“"]
(B.7)
Denotemos
mry—1 my—1
=) (=1)Re(wt), T,= > (—1)"Re(wd),
u=] p=l
a; = 1+ (_l)mzwé-jj bk e 1 (__l)mr?ic‘
Verifica-se imediatamente que
no—1 _
D (=1)"Refwy’) = a, (14 1,) - (B.8)
()

~.Ent&o levando o segundo membro das expressdes que definem >, 3., aj, b e,
também, o segundo membro de {B.8), em (B.7), obtemos

< [Bly), Blimarry > = ajbp +4bed, +4a;>, (D, +1). (B.9)
Desde que

iy —1

Z R,e u(ml Tk

entao , fazendo uso de (B.3) e observando que, para o caso (II),

L omi+k }-

1

somente quando & = my,

consegue-se mostrar que

1
=0 Tt 0shem—d (B.10)
m;—l k&ml.
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Se também levarmos em conta que, para o caso (II), wy "7 é sempre # 1, entéo,
novamente por (B.3), conclui-se que

1
Y og = - 54 0<ji<me—1. (B.11)

)

Agora, levando o lado direito de (B.10} e (B.11} em {B.9) e levando em conta que

temos:
caso (IL1): se0<gj<my~1. e 0 <k <m; — 1, entdo

< Bl Blimesry > = ajbyp + 4be(—a;/2) + 4a;(—be/2) {—(a;/2) + 1}
= aib — 3azbp = —a;bg.

caso (IL.2): se 0 < 7 < mp~1, ¢ k= my, entio

< {B](j}, [B](m2+m}) > o= a‘jbml -+ 461711 (——aj,/2) - 4aj(m1 - 1) {—(G,j/Q) -+ }.}
= Qibm, — 2bm,a; — 2a%(my — 1) + 4aj(my ~ 1)
= wajbml.

Assim, mostramos que
< [Bly), Blimesry > = —ajby = —[1 4+ (=1)™] 1+ (-1)™7F],
paratodo 0 < j < my—1, 0 <k <my.

A demonstragao dos.outros casos, (I} e (1), sdo-inteiramente andlogas & do caso
(II} e, portanto, serdo omitidas.

Finalmente mostremos que BB” ¢ diagonalmente dominante por linhas, i.e., que

M+
i

el > Z Cse (B-12)
k=20
k#J

para todo 0 < 7 < m; + me, com myms > 1. Para simplificacdo de notagao ,
denotaremos a soma do lado direito de (B.12) simplesmente por 3, .. [zl

Os elementos da diagonal principal da matriz BB? assume um dos dois valores
indicados abaixo:

[ Amymy = 1), se j =0, my, mp + my,
T dlmimy ~1); sel<i<ma—1ou me+1<j<me+m —1
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Notemos também que os elementos ndo pertencentes & diagonal principal assumem
valores iguais a © ou a —4. Mostraremos agora que as linhas 7 = 0, 7 = my; e
j = mq +my, da matriz BB, contém no méaximo myg -+m; — 1 elementos Cik, § F K,
com legil = 4, ou, equivalentemente, que cada uma elas contém pelo menos um
elemento nulo. De fato. por inspecio rapida nas férmulas que definem o termo geral
Cix. conclul-se que

cor = 0,
Crngma+1 = O
Crsvmy,ma+my =1 = Cmosm, —1Lma+my — 0

Segue portanto que

Zlekl < 4(mi+ms— 1), para j=0, my, ma-+m.
kZj

Entdc . como mymq > 1, resulta

‘iji has Z!CJH 2 4(2??117?2-2“ 1) —fi(mg%-m-} —1)
k]
= 8mymeo — 4my — Mo
4{my — 1yma + 4(me — 1)y
> 0,

I

para 7 = 0, mg, my + mo.
Em seguida mostraremos que cada linha j, com

I<j<me—1 ou ma+1<j<ma+m —1,

possuem pelo menos trés elementos nulos. De fato, se 1 < j < my — 1, entéo

Cij—1 = Cim15 =0,
G+ = 0,
Cimaptmy -1 = 0,

e, para mo +1 < 7 < mp 4+ my — 1.

Cj:ml?w"i - Cm?_l'.j = 07
Cijm1 = Cjo13 =0,
Civ1 = 0.

Portanto, se 1 <7 <ma—1 ou mo+1< 7 < me+my ~ 1, termos

Z [Cjk < 4(7?’3/1 -+ Mg - 3)
k#j
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Consequentemente

e — Z leie] = 4(mimy — 1) — 4(mg +my — 3)
kg
= 4(m;mgmm1 wm2+2)
= 4[(my = 1)(mp — 1) + 1}]
> ),

para 1 < 7 < mg—1 ou mo+ 1 < j < my + m — 1. Conclui-se portanto
a demonstracdo de que BBT é diagonalmente dominante por linhas, sempre que
myme > 1. O caso trivial m, = ms = 1 nao é considerado pois, neste caso,

BB =

s T i )
SO e D
= O O

nao é diagonalmente dominante por linhas ]
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