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Introducao

O transporte e o armazenamento de petréleo tém um risco significativo de vazamentos aciden-
tais com grandes conseqiiéncias. Tal risco torna-se maior em zonas costeiras e especialmente
indesejavel em regioes onde industrias petroquimicas coexistam com atividades pesqueiras
e/ou turisticas.

Acidentes com impactos ambientais deste tipo tém ocorrido ao longo do tempo com
enormes conseqiiéncias economicas. Assim, o planejamento de politicas de prevencao e mi-
nimizacao dos efeitos de tais vazamentos constitui um dos desafios da comunidade cientifica,
sendo o conhecimento do movimento e da drea atingida por essas manchas de petroleo apds
um vazamento, parte das informacoes necessarias para a decisao das agoes a serem tomadas.

A realizagao deste tipo de previsao passa por alguns estagios: modelagem matematica
do processo em questao; obtencao de solu¢oes numéricas para as equacoes que descrevem o
modelo; comparagao com dados reais de derramamentos visando a averiguagao da qualidade
das aproximacgoes numéricas, bem como do modelo.

Segundo Fay [13], a evolugao do processo se divide em trés fases, de acordo com o tipo
de forcas que governam o comportamento do petrdleo sobre a dgua. Inicialmente, o regime
dominante é o gravitacional-inercial que dura por volta de uma hora ou mais, dependendo
do dleo, e se caracteriza pelo fato do petrdleo ainda nao ter se misturado a agua. Em
seguida, temos o regime gravitacional-viscoso no qual o deslocamento da mancha se deve
principalmente aos efeitos combinados dos ventos e correntes maritimas, durando por volta
de duas semanas, dependendo do volume do derrame. Finalmente, ocorre o regime dominado
pela viscosidade e pela tensao superficial, em que a mancha ja nao pode ser vista a olho nu,
estando o 6leo totalmente misturado com a agua e podendo durar meses.

A fase representada pelo regime gravitacional-viscoso pode ser descrita por uma equacao
nao-linear de adveccao-difusao, bidimensional nas varidveis espaciais, juntamente com con-
digdes iniciais e de contorno adequadas. Este modelo se deve a Benqué [4] tendo sido explo-
rado por Cuesta [10] através de simulagoes numéricas, sendo esta a principal motivagao para
a realizacao do presente trabalho.

A equacao que descreve o deslocamento da mancha é dada por

% — A (u*) + div(u 3) = f.



Nesta, u representa a altura da mancha medida em relagao ao nivel da agua, ¢ é um
coeficiente utilizado para modificar a intensidade do coeficiente de difusao e para mudar o
carater da equacao, f é uma fonte de poluentes e 6 ¢ um vetor que combina os efeitos de
arrasto dos ventos, correntes e marés.

Com o grande desenvolvimento experimentado pelos métodos numéricos, discussoes sobre
a eficiéncia dos métodos de diferencas finitas (MDF) e elementos finitos (MEF) tornaram-se
comuns. Um breve histérico sobre tais métodos é apresentado por Maliska em [43], visando
elucidar alguns pontos importantes. Segundo este autor, o MDF sempre foi utilizado por
analistas da area de escoamento de fluidos, enquanto o MEF foi empregado para problemas
de elasticidade. Problemas, do ponto de vista fisico, totalmente diferentes. Os de escoamen-
to sdo altamente nao-lineares (Navier-Stokes), enquanto os de elasticidade nao apresentam
os termos convectivos, nao-lineares, e assemelham-se a problemas puramente difusivos de
transferéncia de calor. Foi natural, portanto, o fato de os pesquisadores do MDF terem
se concentrado na tentativa de dominar as nao-linearidades dos termos convectivos e no
problema de acoplamento entre as equagoes, dificuldades nao encontradas em problemas de
elasticidade. Por muito tempo, foi deixado para segundo plano o problema do tratamento
de geometrias complexas, e o MDF teve todo o seu desenvolvimento baseado nos sistemas
de coordenadas ortogonais. Por esta razao, muitas pessoas ainda vinculam o MDF a malhas
cartesianas, equivocadamente, uma vez que ele pode ser aplicado a qualquer tipo de malha,
mesmo nao-estruturada.

Por outro lado, o MEF sempre teve a vantagem de usar malhas nao-estruturadas, o que lhe
permite resolver problemas em geometrias complexas. O MEF nao teve grande penetracao
na area de fluidos por muito tempo, porque se acreditava que a equacao diferencial a ser
resolvida necessitava de um principio variacional para que o método pudesse ser aplicado.
Com isso, a aplicacao de tal método em fluidos foi retardada.

Até o inicio da década de 70, tinha-se, portanto, o MDF com grande experiéncia na
area de fluidos, mas sem habilidades para tratar geometrias complexas, e o MEF, hébil no
tratamento da geometria, mas sem ferramentas para tratar os termos convectivos presen-
tes nas equagoes do movimento. Mesmo suplantando a questao do principio variacional,
através do uso do método de Galerkin e outras variantes, o MEF nao teve sucesso imedia-
to em problemas de fluidos, uma vez que o método de Galerkin (que é equivalente ao uso
de diferengas centrais no MDF) é adequado apenas para problemas puramente difusivos,
produzindo instabilidade em problemas com convecgao dominante. Este e outros problemas
similares motivaram pesquisas para o aprimoramento do método dos volumes finitos (MVF),
no qual as equagoes aproximadas sao obtidas através de balangos de conservacao da proprie-
dade envolvida (massa, quantidade de movimento, etc.) no volume elementar. A observacao
do carater fisico de cada termo da equacao diferencial permitiu que métodos mais robustos
fossem desenvolvidos. Grande parte dos analistas envolvidos com o MDF passaram a usar o
MVF. Importantes desenvolvimentos foram realizados no MVF, mas ainda em coordenadas
ortogonais. Em meados da década de 70, em razao do aparecimento de computadores mais



velozes, os sistemas de coordenadas ortogonais comecaram a ceder espaco para os sistemas
de coordenadas generalizadas coincidentes com a fronteira do dominio, e o MVF passou a
resolver problemas de fluidos em geometrias irregulares. Paralelamente, o MEF passou a
empregar outras fungoes de interpolagao para permitir o tratamento adequado dos termos
convectivos.

No panorama atual, observa-se que ambos os métodos (MEF e MVF) estao resolvendo
problemas altamente convectivos, inclusive com ondas de choque, em geometrias arbitrarias,
mostarndo que existe entre eles uma forte semelhanca em termos de generalidade. Do ponto
de vista matematico nao poderia ser diferente, uma vez que o MDF, o MEF e o MVF sao
derivados do método dos residuos ponderados, empregando-se diferentes fungoes peso. Logo,
nao existe sentido em argumentar que um determinado método é sempre superior a outro,
visto que eles sao derivados do mesmo principio e diferem apenas na forma de minimizacao
escolhida. O que se tem, na pratica, sao diferentes graus de experiéncia dos diversos métodos,
para diferentes problemas.

A nossa preferéncia pessoal pela utilizacdo do MEF nesse trabalho, é justificada pelas
caracteristicas das regioes onde os derramamentos de éleo ocorrem, regioes costeiras com
geometria irregular que, devido a nossa formacao, tornam-se mais facilmente trataveis com
as malhas nao-estruturadas desse tipo de método.

Como ja enfatizamos, problemas de advecgao-difusao com carater predominantemente
hiperbdlico, isto é, com coeficiente difusivo pequeno em relagao ao coeficiente advectivo, nao
podem ser aproximados por métodos numéricos usuais pela possivel presenca de ondas de
choque - regioes de descontinuidade da solugao - ou de regioes de transicao muito réapida
(gradientes com grande intensidade).

De fato, a equacao de nosso interesse pode ser mais complicada ainda. Partindo de uma
condigao inicial com suporte compacto, o termo difusivo, por depender de u, serd muito
pequeno em algumas regioes do dominio e se anulara fora do suporte da solucao, tornando
o problema puramente hiperbdlico nestas regioes, nao conhecidas a priori.

O uso de diferengas centrais no MDF funciona muito bem para a discretizacao de opera-
dores eliticos, exibindo estabilidade e boa ordem de aproximacao, sendo bastante eficientes
no tratamento do termo difusivo da equagao. Porém o mesmo nao ocorre com o termo ad-
vectivo, havendo perda de estabilidade e precisao, inclusive nos casos em que se recorre ao
refinamento da malha.

Uma possibilidade de correcao da falta de estabilidade numérica é a utilizacao de com-
binagoes ponderadas de esquemas de diferencas nao-centradas para o tratamento do termo
advectivo. Todavia, esta técnica conhecida como upwind elimina as oscilagoes esptrias intro-
duzindo difusao artificial excessiva, causando demasiada atenuacao dos choques. Somente
para problemas simples, em geral unidimensionais e com coeficientes constantes, é possivel o
calculo exato da ponderagao responsavel pela introducao da quantidade minima de difusao
artificial, suficiente para eliminar oscilagoes indesejaveis.

A aplicacao do MEF para a resolucao de problemas de adveccao-difusao é uma outra



possibilidade. Como jé ressaltamos, tal método tem a vantagem de se adaptar de forma mais
facil as complexidades das geometrias costeiras, embora tais geometrias também possam ser
tratadas pelo MDF e pelo MVF, pela utilizacao de sistemas de coordenadas generalizadas
coincidentes com a fronteira do dominio. Assim como no caso do MDF, a utilizagdo do
método de Galerkin usual nao conduz a bons resultados. O predominio do termo advectivo
se traduz na perda da coercividade do operador discretizado, gerando oscilagoes.

Para a correcao deste defeito, varios autores tentaram produzir efeitos upwind com o
MEF, encontrando dificuldades semelhantes ao caso da utilizacao das diferengas finitas.

Em 1976, Christie [8] propos a alteracao do espago das fungoes-teste, construidas somando-
se fungoes na direcao do fluxo, as fungoes de interpolagao. Este procedimento, conhecido
como Petrov-Galerkin, elimina as oscilagoes, mas apresenta excessiva difusao na direcao
transversal ao fluxo. Além disso, uma das dificuldades para a sua implementacao é o fato de
que a construcao das fungoes-teste é bastante trabalhosa no caso de escoamentos complexos.

Como uma alternativa, o método Streamline Diffusion foi proposto por Hughes e Brooks
[32] em 1979, de forma a nao apresentar este tipo dificuldade. Tal método, que combina
precisao e estabilidade, utiliza uma formulacao variacional do tipo Petrov-Galerkin, com
as funcoes-teste construidas pelas funcoes de interpolagao usuais mais uma perturbacao
automatica na direcado do fluxo. Inicialmente, esse método foi introduzido em problemas
estacionarios e lineares de adveccao-difusao, tendo sua andlise matematica sido iniciada
por Johnson e Névert [33] e continuada para problemas de evolug¢ao por Johnson, Névert,
Pitkaranta e Saranen nos anos seguintes ([44], [34] e [35]).

Para problemas nao-lineares e dependentes do tempo, transporte advectico nao-linear,
Johnson e Szepessy [38] analisaram tal método aplicado a equagao de Burger enquanto
Johnson e Saranen [35], além de Franca e Frey [17], consideraram as equagoes de Euler e
Navier-Stokes. Além disso, em [41], podemos encontrar uma coletanea de resultados compi-
lada por Johnson, sobre métodos h-adaptativos para equacoes lineares eliticas, parabdlicas
e hiperbdlicas, baseados em estimadores de erro a posteriori.

Ainda baseado na alteracao do espaco das funcoes-teste, surgiu a idéia de introduzir
fungoes conhecidas como bolhas, em cada elemento, resultando num método que, sob certas
condigbes (ver [18]), é equivalente ao método Streamline Diffusion. A introdugao de tais
bolhas ajuda na estabilizacao do operador de adveccao e foi proposta na década de 70,
inicialmente para a discretizagao das equacoes de Navier-Stokes [58], tendo sido retomada
no inicio dos anos 90 para problemas de advecgao-difusao [21].

Partindo da observacao de como a introdugao de bolhas altera a formulagao variacional
do problema, seguiram-se varios artigos sobre métodos estabilizados de elementos finitos, isto
é, métodos que exploram modificagoes no problema variacional. Dentre eles, destacamos os
trabalhos de Franca ([19], [21], [22] e [23]).

Outra possibilidade de método para problemas evolutivos de transporte é conhecido como
Semi-Lagrangiano e combina elementos finitos (ou diferengas finitas) com integracao sobre
as curvas caracteristicas da equacao, tendo sido proposto em 1972 por Robert, Henderson



e Turnbull [50] para problemas metereolégicos. Em [51], Robert sugeriu altera¢oes no algo-
ritmo de forma a conferir estabilidade também para passos maiores no tempo enquanto em
[48] 0 método foi aplicado e analisado para problemas de advecgao-difusao.

Uma coletanea sobre algoritmos do mesmo tipo do método Semi-Lagrangiano pode ser
encontrada em [12].

Neste trabalho, que se divide na forma descrita a seguir, nosso objetivo é isolar o estagio
referente a obtencao de solugoes numéricas confiaveis para as equagoes que descrevem o mo-
delo de espalhamento de manchas de petroleo. Em trabalhos futuros, pretendemos passar
ao estagio de simula¢do com dados reais, como no artigo de Cuesta [10] que apresenta um
cbédigo computacional para este problema, que usa o método de diferencas finitas com es-
tratégia upwind, comparando seus resultados com dados de um acidente com o petroleiro
Amoco Cadiz, ocorrido na Europa em 1978.

No Capitulo 1, recordamos aspectos tedricos elementares sobre as equagoes de advecgao-
difusao, tanto num caso de difusao linear quanto num caso nao-linear no termo difusivo,
explorando algumas de suas propriedades. Dentre elas, destacamos que, na equacao que
define o modelo de espalhamento, a integral de u sobre o dominio é totalmente determinada
pela correspondente integral de f, o que confere ao problema uma caracteristica de balanco
(conservagao) da massa total da equagao. Tais propriedades deveriam estar presentes nas
solugoes numeéricas.

No Capitulo 2, exploramos alguns dos métodos estabilizados de elementos finitos mais co-
nhecidos, aplicando-os a tal modelo pela associagao com métodos de discretizagao da variavel
temporal (Euler) e de linearizagdo (SOR e Newton), assim como métodos que discretizam
tempo e espago de uma s6 vez (Petrov Galerkin Descontinuo no Tempo) [35] e ainda o método
Semi-Lagrangiano, bastante utilizado em pesquisas meteorolégicas [48].

A maioria dos autores sugere a utilizagao do método Semi-Lagrangiano em associacao
com métodos de diferengas finitas, entretanto, pela prépria caracteristica de nosso trabalho,
utilizamos elementos finitos. Assim, para a sua implementacao, surge uma dificuldade adi-
cional: a localizacao de um dado ponto entre os triangulos da malha. Para isso, também
apresentamos uma estratégia de localizacao.

Neste capitulo ainda, analisamos a quantidade de difusao artificial acrescentada por cada
um dos métodos e a qualidade de suas aproximagoes numéricas, pela comparacao entre seus
resultados através de um problema com solucao conhecida. O objetivo do capitulo é o de
identificar os principais defeitos de cada um destes métodos quando aplicados ao problema
em questao.

No Capitulo 3, encontramos duas contribui¢oes originais deste trabalho.
A primeira delas esta diretamente ligada ao balanco da massa total da equacgao. Esta é
uma propriedade obtida a priori que geralmente é perdida pelas aproximagoes, devido ao uso



de integracoes numéricas aliadas as caracteristicas geométricas do problema. Sendo assim,
desenvolvemos uma maneira de forgar a solugao aproximada pelo método Petrov-Galerkin
Descontinuo no Tempo, que obteve o melhor desempenho em nossos testes, a obedecer tal
propriedade. Com isso, obtivemos um método eficiente para o problema nao-linear de espa-
lhamento, mesmo em malhas nao muito finas.

A segunda contribui¢ao consiste no aumento significativo da eficiéncia do método Petrov-
Galerkin Descontinuo no Tempo, pela reestruturacao de seu algoritmo. Levando em consi-
deracao o suporte compacto da solucao da equagao que define o modelo de espalhamento,
desenvolvemos um mecanismo de localizagao que nos permite acompanhar a solugao ao longo
do tempo e resolver o problema apenas numa parte do dominio computacional, isto é, num
subdominio que contenha o suporte da solucao. Com isto, em cada nivel de tempo, o sistema
linear resultante apresenta sensivel diminuicao de sua ordem e, conseqiientemente, do tempo
de execucao do algoritmo.

Além disso, ainda neste capitulo, modificamos o modelo de espalhamento pela inclusao de
um termo nao-linear de evaporacao, diretamente proporcional a area definida pela mancha
de petroleo. Desta forma, destacamos a importancia do conhecimento preciso do suporte da
mancha, propriedade obtida pelo método Petrov-Galerkin Descontinuo no Tempo, visando
nao interferir no processo de evaporacao do petrdleo. Tal modificagao no modelo, tem por
objetivo tornar o problema mais proximo da realidade.

O objetivo do Capitulo 4 é o de apontar para simulacoes mais realistas, considerando
problemas de espalhamanto de manchas de petroleo em situagoes mais gerais. Para isto,
incorporamos aos programas computacionais o calculo do escoamento incompressivel utili-
zando as equacoes de Navier-Stokes.

Desta forma, iniciamos este capitulo apresentando um simulador para a resolucao de tais
equacoes e em seguida nos dedicamos a validagao de seu cédigo pela aplicagao em problemas
classicos da literatura - escoamento entre placas paralelas e cavidade quadrada.

Na parte final do capitulo, apresentamos simula¢oes numéricas de derramamentos de pe-
tréleo tendo como cenario a Baia de Guanabara, no Estado do Rio de Janeiro.

No Apeéndice A, damos énfase aos aspectos computacionais relativos aos métodos ante-
riores, expondo e explicando cada uma das subrotinas que compoem a implementacao do
método Petrov-Galerkin Descontinuo no Tempo com Controle de Massa, com o objetivo de
tornar este capitulo um manual de utilizagao do software que desenvolvemos.



Capitulo 1

Aspectos Teoéricos Elementares das
Equacoes de Adveccao-Difusao

1.1 O Problema Linear

Vamos considerar o seguinte problema linear de advecgao-difusao:

ou(z,t)

5 c(z, )A(u(z, ) + div(B(z, tu(z, ) + oz, u(z, t) = f(z,t) , Qx I, (1.1)

sendo u : 2 x I — IR a funcao incégnita do problema representando uma determinada
quantidade, por exemplo, onde 2 é um subconjunto limitado de IR™ e I = (0, 7] é um inter-
valo de tempo. B(z,t) = (Bi(z,t), Bo(z,t), - , Bu(z,t)) é um dado campo de velocidades,
responsavel pelo transporte advectivo e ¢(z,t) é uma fungdo nado-negativa que representa o
coeficiente de difusdo. A funcdo o mede a taxa de crescimento (ou decaimento) da grandeza
fisica representada por u e a funcao f é uma fonte (ou sorvedouro) desta grandeza.

A equagao (1.1) é, do ponto de vista tedrico, de natureza hiperbdlica-parabdlica, de-
pendendo dos valores assumidos por c(x,t). Em regides onde c(x,t) > 0, o problema é
parabdlico, enquanto que em regides onde ¢(z,t) = 0, o problema é hiperbdlico. Assim, se
¢(x,t) puder assumir valores positivos ou nulos, o problema, mesmo sendo linear, se tor-
na complexo devido a interagao entre as regides parabdlicas e hiperbdlicas (as condigoes de
contorno adequadas podem se tornar complexas).

Além disso, do ponto de vista qualitativo e também numérico, mesmo no caso em que
c(x,t) > 0 o comportamento da solugdo da equagao pode ter aspecto predominantemente
hiperbdlico (pelo menos em grandes regioes do dominio) quando ¢(z, t) for relativamente pe-
queno em comparagao com | 3 (x,t) |, isto é, em problemas fisicos em que haja predominancia



do carater advectivo em relacao ao difusivo.

A seguir nesta secao, para facilitar a exposicao dos comportamentos caracteristicos em ca-
da caso, assumiremos que c(z, t) seja uma fungao constante, nao-negativa, mas relativamente
pequena.

Em particular, iniciaremos com ¢ = 0, isto é, com a seguinte equagao puramente hi-
perbdlica:

Ou(z,t)

o + div(B(x, t)u(z, b)) + oz, u(z,t) = flz,t) , QxI,

ou, lembrando que

div(B(z, t)u(z, t)) = B(z,t) - Vu(z, t) + u(z, t)div(6(z, 1)),

ou(z,t)

5 + g(x,t) Vu(z,t) + vy(z, u(z, t) = f(z,t) , Qx1,

-

onde y(x,t) = o(x,t) + div(B(x, t)).

Assumiremos também estarmos no caso estacionério, ou seja, u e todos os termos da
equacao independentes do tempo:

—

B(z) - Vu(z) +y(x)u(x) = f(z) , =€l (1.2)

As linhas de fluxo correspondentes ao campo de velocidades 3, também chamadas de
curvas caracteristicas, sao dadas pelas curvas parametrizadas por s € IR

2(s) = (z1(s), 22(s), - -+, wn(s)),

solucoes do seguinte sistema de equacoes diferenciais ordinarias:

i?:@@),i:LZ~Wn

Assumindo que ( seja Lipschitz-continua, isto é,



|B@) - Bw)| < Cla—y| vaye,
para alguma constante C'; podemos garantir que existe uma unica caracteristica passando
por Z € €, ou seja, uma unica fungao z(s) satisfazendo

dl’i
ds

:ﬁz(x) ; Z:1727 y

e a condicao inicial

z(0) = 7.

Se x(s) é uma caracteristica, entao pela regra da cadeia

d Ou dx; ou
ds Zaxz ds 8 oz, = B V.

Desta forma, (1.2) pode ser reescrita como

() + 7u(a(s) = f(a(s)) (1.3)

Assim, ao longo de cada caracteristica a equagao diferencial parcial (1.2) é reduzida a uma
equacao diferencial ordinaria. Se u for conhecida em algum ponto de uma dada caracteristica

x(s), podemos determina-la sobre toda esta caracteristica integrando (1.3).
Vamos dividir a fronteira de {2 da seguinte maneira

00 ={x €0 /ijx)- fx) >0},

também conhecido como bordo de saida do fluxo e

09 = {x €0 /ijlz) - flx) <0},
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que recebe o nome de bordo de entrada do fluxo, sendo 7(x) o vetor unitario normal no
ponto x € 92 e “” o produto escalar do IR".

Portanto, para que nao tenhamos problemas na determinacao de u, as condicoes de
fronteira sobre ela devem ser impostas apenas em 0€)_. Isto é, determinamos v num ponto
qualquer do dominio integrando (1.3) ao longo da curva caracteristica que passe por este
ponto e se inicie em 9§2_. Em particular, isto significa que no problema (1.2), os efeitos se
propagam ao longo das caracteristicas. Portanto, se a condi¢ao de contorno for descontinua
em algum ponto de 0f)_, esta descontinuidade serd transportada para dentro do dominio §2.

Para descrever o comportamento da solugao no caso em que ¢ > 0 é relativamente
pequeno, vamos considerar o seguinte problema estacionario (1.4) — (1.5):

—cA(u(z)) + B(z) - Vu(z) + u(z) = f(z) , ©€Q (1.4)

u(z) =g(x), v € 09, (1.5)

-

com div(3) = 0 e Q C IR? e compara-lo com o problema obtido fazendo-se ¢ = 0:

—

B(x) - Vu(z) +u(z) = f(z) , € (1.6)

u(z) =g(x), ze 00_. (1.7)

Como ja sabemos, a solugao de (1.6) — (1.7) pode ser descontinua se g for descontinua.
Isto nao ocorre com a solucao de (1.4) — (1.5). O coeficiente de difusdo ¢ > 0 transforma
o salto de descontinuidade numa regiao de transi¢ao réapida da solugao, com largura O(,/c)
em torno da curva caracteristica que contém o ponto de descontinuidade. Portanto, quanto
menor ¢, mais rapidamente a solugao ira variar. Além disso, se os valores de u calculados em
(1.6)—(1.7) ndo coincidirem com os valores prescritos de g na fronteira 9§2_, para o problema
(1.4) — (1.5), a solugdo deste problema apresentarda uma “camada limite” com largura O(c),
porque u foi forcada a assumir tais valores.

Por fim, retornaremos ao problema dependente do tempo

ou(z,t)

o + B(z,t) - Vu(z, t) + v(z, u(z, t) = flz,t) , QxI.

Se fizermos o =t e By = 1, entao esta equagao pode ser reescrita como
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n

0

=0

que é do mesmo tipo de (1.2) e cujo comportamento ji foi analisado. Em particular, as
caracteristicas de (1.8) sdo curvas (z(t),t) no espago-tempo, onde z(t) satisfaz

dx i
dt

= 0Gi(x,t) , i=0,1,2,--- n.

Assim, consideragoes analogas as anteriores podem ser feitas no caso dependente do
tempo.

Na proxima secao, discutiremos algumas propriedades de um problema nao-linear de
adveccao-difusao.

1.2 O Problema Nao-Linear

Nesta secao e na seqiiéncia deste trabalho, estaremos particularmente interessados em obter
um método numérico eficiente para o calculo da solu¢ao de um problema nao-linear de
advecgao-difusao que serve de modelo para o espalhamento de manchas de petréleo em
superficies aquosas sob a influéncia de ventos, correntes maritimas e marés. Tal modelo foi
proposto por Benqué e pode ser encontrado em [10]:

ou(x,t)
ot

—c(x, t)A (]u(:c,t)\Qu(x,t)) + div(B(z, u(z, b)) = flz,t) , Qx I
u(z,t) =g(x), ze 00_, tel

ou(zx,t)
o

:O7 T e aQ+, tE[

u(z,0) =up(x) , v € Q.
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Aqui, ©Q é um dominio limitado do JR? com fronteira dada por 9Q = 90, U dQ_, onde
00, e JQ_ ja foram definidas no inicio deste capitulo. Como de costume, 7j(x) é o vetor
unitdrio normal no ponto z € 9. No modelo, a variavel u representa a altura da mancha
de petréleo, medida em relagao ao nivel da superficie aquosa.

Vamos assumir que o campo de velocidades corresponda a um fluxo incompressivel, isto
€,

div(G(z,t)) = 0.

Lembrando que

div(B(z, tyu(z, t) = B(x,t) - Vu(z, t) + u(z, t)div(6(z, 1)),

concluimos que, neste caso,

—

div(3(z, t)u(z,t)) = B(z, t) - Vu(z,t). (1.9)

Iniciaremos descrevendo o problema num caso mais geral da nao-linearidade, mas admi-
tindo que a adveccao seja nula, que c¢(x,t) = 1 e que nao haja fontes nem sorvedouros:

ov(z,t)

5 A (Jo(@, )" o, t) =0, QxI (1.10)
v(x,t) =0, z€ 00, tel (1.11)
v(z,0) =wv(z), z €, (1.12)

onde m € IN,m > 1, é uma constante, e 0 ¢ um dominio limitado do IR?.

Uma vez que o termo |v(z,t)|™ ' v(z,t) se anula para v = 0, a equacio (1.10) nao é
uniformemente parabdlica, nao sendo abrangida pela teoria classica. Entretanto, equagoes
deste tipo (parabdlicas degeneradas) tém sido estudadas por vérios autores, veja por exemplo
[5].

A seguinte familia de solugoes ndo-negativas para o problema (1.10) — (1.12), descoberta
independentemente por Barenblatt [3] e Pattle [45], nos serd bastante 1til nos testes futu-
ros de varios métodos numéricos, porque a partir desta solucao do problema de difusao,
poderemos construir a solugao exata do mesmo problema com advec¢ao constante:
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1
—1

@+ )t +7) | (1.13)

(m—1)

o(eytar) = (t47) m |{a? ==

onde a >0, 7> 0e f(z) = max{f(z),0}.

Para isso, vamos admitir que v(z, ) resolva um caso particular de (1.10) com m = 3, isto
é, v seja dada por (1.13), e usa-la na construcao de uma solu¢ao para o problema nao-linear
de advecgao-difusao reescrito usando (1.9) e com f nula:

ou(z,t)

o A (lu(z, ) u(z,t)) + B(z,t) - Vu(z,t) =0 , QxI. (1.14)

Seja &(x,t) satisfazendo

S .
E - _Bl(x>t> , 1=1,2 <115>

e a condicao inicial

§(z,0) =z. (1.16)

Definimos u(z,t) = v({(x,t),t). Entao, usando a regra da cadeia e (1.15) temos que

8u_8v

Ou _ dv 2 81}@ ov 2 ov ov
ot ot

- b=

8:102- dt == E - - 8_272 - ﬁ - V. (117)

+

i=1
Se tomarmos 3 constante, a solucao de (1.15) — (1.16) sera dada por

&(z,t) =z — fit.

Neste caso,
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Vu(z,t) = Vo(&(z,t),t)

e
A (Ju(e, O ulz,t)) = A (loE(z,t), OF v(E(z, 1), 1)) -
Portanto, usando (1.17) e o fato de v(z,t) satisfazer (1.10), temos que
au - ) aU =g g 9
— +3-Vu—A(Jul'v) == = - Vo+5-Vu—A(v|"v) =0,
ot ot
ou seja,
u(z,t) = v(z — ft,t) (1.18)

satisfard a equagao nao-linear de advecgao-difusao (1.14), onde

1
2

o(a,t,a,7) = (t+7)° {a2—1i8(x2+y2)(t+r)é}+ | (1.19)

Pela forma da solugao dada por (1.18)—(1.19), podemos observar que esta ¢ nao-negativa.
Além disso, verificamos que se a condicao inicial tiver suporte compacto, as solugoes ao
longo do tempo também o terao e este deve aumentar com o passar do tempo em virtude do
termo (t + 7')’% diminuir quando ¢ aumenta. Este mesmo termo também ¢é responsavel pelo
decaimento da solucao.

Na Figura 1.1, vemos um corte paralelo ao eixo-x do grafico de (1.18) — (1.19) para ¢t = 0.
Nesta, observamos que o suporte da solucao aumenta quando o parametro a aumenta. Além
disso, a presenga de uma regido de variagdo brusca (ou derivadas grandes) da solugao po-
de ser notada, fato que dificulta a resolucao numérica de tais problemas, como veremos no
préximo capitulo.
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Figura 1.1: SolugBes exatas - condigdo inicial.
Eixo horizontal: z, eixo vertical: w.

1.3 Conservacao da Massa

Vamos retornar ao problema nao-linear de adveccao-difusao da secao anterior e que, como
ja dissemos, serve de modelo para o espalhamento de manchas de petréleo em superficies
aquosas. Pretendemos estabelecer uma propriedade a respeito da massa de sua solucao para
posteriormente usé-la para testar o comportamento de alguns métodos numéricos para este
problema.

ou(zx,t)

T A((u(z, ))?) + div(B(z, u(z, ) = flz,t) , QxI (1.20)
u(z,t) =g(x), ze 00_, tel (1.21)
a“g;’t) —0, 2€ 90, , tel (1.22)

u(z,0) = ug(x) , v €. (1.23)
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Vamos tomar a equacao (1.20), reescrevendo A(u?) como div(3u’Vu) e integra-la num
subdominio  C 2, para o caso especial g = 0 da condigao de Dirichlet (1.21):

/ﬁ%dm—/Qdiv(3u2Vu)dx+/Qdiv(§u)d$:/Qfdx' (1.24)

Usando o teorema de divergéncia chegamos a

2/udx—/ BUQVu-ﬁds+/ uﬁ-ﬁds:/fdx. (1.25)
ot Ja o9 o0 9

Tomando u com suporte compacto contido em (2, temos que

0
a/@udx—/ﬁfdx,

isto é, o problema tem a importante propriedade de que a integral de u sobre o dominio é
totalmente determinada pela correspondente integral de f.
Além disso, se f =0 em (1.20):

— [ u(x,t)dr =0 1.26
5 [ wletdr =0 (1.26)
que implica em uma caracteristica de controle de massa que é importante na pratica, e que
deve ser garantida pelas aproximagoes numeéricas.

Quando parte da fronteira 02 coincidir com parte de 0f2, as condigoes de contorno
(1.21) — (1.22) conduzirdo (1.25), ainda com f identicamente nula, a

0 .
dr = — -7d 1.27
8t/§)u<x’t) T /8(~2+ u(z,t)0 - 1jds, ( )

onde 9, = 90, NI, levando a um decaimento da massa em virtude do sinal positivo de
3 - 7 na integral do lado direito de (1.27).

Desta forma, (1.26) — (1.27) nos levam a concluir que a massa ¢ conservada ao longo do
tempo desde que a solugao u nao esteja em contato com 0.

Observamos que esta propriedade continua valendo para problemas mais gerais, com
termo de difusdo nao-linear da forma —div(c(u)Vu(z,t)), desde que o coeficiente de difusao
c(u) se anule quando u = 0.
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Capitulo 2

Avaliacao de Alguns Métodos de
Elementos Finitos

2.1 Introducao

Neste capitulo, retornaremos ao modelo de espalhamento de manchas de petréleo sobre
superficies aquosas, apresentado no capitulo anterior, para experimentar varios métodos
numéricos para aproximar sua solucao, construidos por diferentes combinacoes entre as dis-
cretizacgoes no espaco e no tempo, além da forma de linearizacao do problema. Nosso objetivo
é explicitar as principais qualidades e defeitos de tais métodos, quando aplicados a este tipo
de problema.

Iniciaremos recolocando o problema nao-linear de advecgao-difusao:

% — cA((u(z,1))?) + ﬁ(x,t) Vu(z,t) = f(x,t) , QxIT (2.1)
u(z,t) =g(x), ze 00_, tel (2.2)
ou(z,t)

o7 =0, x€ 00, , tel (2.3)
u(z,0) = up(x) , € Q, (2.4)

com I = (0,T] C R e Q C IR? com fronteira 9Q = 90, U IN_, onde

—

0 ={xed /i) 6xt) =0},
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é também conhecido como bordo de saida do fluxo e

—

0N ={ze€d/ix)- Bxt) <0},

que recebe o nome de bordo de entrada do fluxo. Podemos reparar que um coeficiente
¢, constante, foi introduzido com a finalidade de controlar o carater da equacao. Assim,
por exemplo, o problema sera predominantemente hiperbdlico, desde que ¢ assuma valores
pequenos comparativamente com o tamanho do coeficiente de adveccao ﬁ .

2.2 0O Método de Euler-Galerkin

Existem varias possibilidades de combinacao entre métodos de linearizacao e discretizacao,
no espaco e no tempo, para o problema (2.1) — (2.4). Nosso principal objetivo é avaliar
métodos de elementos finitos porque estes se adaptam de forma mais simples a problemas
com geometrias complicadas - caso das regioes em que ocorrem os derramamentos de petréleo
que desejamos prever - do que métodos de diferencas finitas. Entretanto, antes de atacar o
problema com um método deste tipo, optamos por iniciar discretizando o tempo através de
métodos de diferencas finitas e o espaco pelo método de Galerkin. Desta forma, a linearizacao
pode ser feita de forma simples, aproveitando a discretizacao da varidavel temporal, como
Veremos a seguir.

2.2.1 Linearizagao e Semi-discretizacao no Tempo

Vamos definir [T : 0 =1ty < t; < --- < ty = T uma parti¢ao qualquer de I = [0,7] com
I, = (th-1,tn) e k, = t,, — t,,_1 0 passo local no tempo.

Da mesma forma como em [39], vamos utilizar o método de Euler Regressivo para dis-
cretizar a equacao (2.1) e ao mesmo tempo linearizé-la. Para isso, vamos olhar para o termo
nao-linear A(u?) e reescrevé-lo como

A(u?) = div(Vu?) = div(3u*Vu). (2.5)

Se u™(x) é uma aproximagao de u(x,t,), n =1,2,--- N, podemos computar (2.5) consi-
derando (u(z,t))? calculado no nivel de tempo anterior da discretizagio, e portanto, conheci-
do. Desta forma, temos que resolver um problema linear a cada nivel de tempo. Procuramos
u(z), n=1,2,--- N, z € Q, satisfazendo

— div(3c(u™ )2 Vur) + Bz, t) - Vu = f(x, ) (2.6)
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e a condicao inicial
u’(z) = up(x). (2.7)

Vale ressaltar que o método de Euler Regressivo é um algoritmo implicito; para utilizar o
método de Crank-Nicolson, também implicito, para discretizar o tempo, trocamos a equacao
(2.6) por

V n v n—1 . v n v n—1
R e R B ]

2

Segundo [56], este método pode apresentar oscilagoes nas vizinhangas de descontinuidades
dos valores iniciais ou entre os valores iniciais e as condigoes de fronteira. Isto se explica
porque a matriz de amplificacao, utilizada na analise da estabilidade de tal método, pode
apresentar autovalores negativos proximos de —1, levando a uma alternancia de sinais de
suas poteéncias e conseqiiente diminui¢ao vagarosa de sua magnitude. Por isso, apesar de
apresentar ordem de precisao maior (O(k?)), optamos pelo método de Euler Regressivo para
evitar esta possibilidade.

Para simplificar a exposicao das idéias, de agora em diante, usaremos a seguinte notacao:

a(z) = 3c(u™ 1 (x))2. (2.8)

A formulagao variacional do problema (2.6) —(2.7) com condigoes de contorno (2.2)—(2.3)
serd descrita a seguir.

Considerando o espago das fungoes-teste Hy = {v € H'(Q) / v |sq_= 0}, multiplicando
(2.6) por v € H}, para um dado nivel de tempo n, integrando sobre e usando o teorema
de Green, tem-se que

(u",v) + kpa(u™,v) = b(v), Yv e Hy, (2.9)

sendo
a(u",v) = /QBC(un_l(:v))QVu”(:v) -Vo(z)dx + /Qg(x,t) -Vu"(z)v(z)de,
b(v) = {(kof +u" ' v) = /anf(ac,tn)v(x)dac +/Qu”1(x)v(x)dx,

(u™, v) :/Qu"(x)v(x)dx.
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Impondo as condigoes de contorno fortemente, isto é, buscando a solu¢ao num conjunto
cujas fungoes satisfagam a condi¢ao de contorno dada em (2.2), devemos definir o conjunto
de fungoes admissiveis como

Hy={veH(Q) /vl =g}

Assim, podemos enunciar o seguinte problema variacional:
(V) encontrar u” € H), n=1,2,--- , N, solucao da equagao
(u™, v) + kpa(u™,v) = b(v), Yov € Hy, (2.10)
satisfazendo a condigao inicial
u’(z) = uo(). (2.11)

Veremos a seguir uma maneira tipica de garantir existéncia e unicidade da solucao de
problemas variacionais. Mas antes, introduziremos alguns conceitos.

Vamos considerar (H,(-,-)y) um espaco de Hilbert com || - ||z a norma associada ao
produto interno (-, -)y . Uma forma linear b(-) em H ¢é dita continua se existe ¢; > 0 tal que

| b(v) [< e|jv||lg, YveH.
De forma andloga, uma forma bilinear a(-,-) em H é dita continua se existe ¢y > 0 tal que
| (v, w) [< eollvllallwlm, Vo,weH
e dita coerciva se existe c3 > 0 tal que
a(v,v) > esllv||3, Vwve H.
Se a(u,v) = a(v,u), YV u,v € H, entdao dizemos que a(-,-) é uma forma bilinear simétrica.
No préximo teorema, enunciamos as condi¢oes para que um problema variacional tenha
solugao unica.
Teorema de Lax-Milgram: Sejam H um espaco de Hilbert, a(-,-) : H x H — R uma

forma bilinear continua e coerciva e b(-) : H — R uma forma linear continua. Entao, existe
um unico u* € H solucao da equagao

a(u,v) =b(v), YveH,
além disso, vale a seguinte estimativa de estabilidade

C
lullzr < =
C3
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Se tomarmos af(-,-) simétrica, entdo a demonstragdo do teorema acima é uma aplicagao
do Teorema de Representacao de Riesz. Em ambos os casos, simétrico ou nao-simétrico, a
demonstragao pode ser encontrada em [49].

O problema variacional (2.10) nao se enquadra nas hipdteses do teorema de Lax-Milgram
porque H ; é um subconjunto e nao um subespago de H!(£2). Para contornar esta dificuldade,
adaptam-se as idéias contidas em [1], por exemplo. Para isto, redefinimos o problema (2.10)
da seguinte forma: dado um elemento 4" € H gl, fixo, porém arbitrario, podemos descrever

1
H, por
Hy={u"eH(Q) /u"=w"+0", Vuw" € Hj }.
Reescrevendo (2.10) com u™ da forma acima temos

a(w™ +u",v) = b(v),
onde a forma bilinear a(-,-) é dada por

a(u™,v) = (u",v) + kya(u™, v).

Portanto, o problema variacional pode ser reescrito como

(V) encontrar w" € H}, n=1,2,--- | N, solugao da equagao
a(w™,v) = b(v), Yve H,
onde b(v) = b(v) — a(a", v).

2.2.2 Discretizacao no Espaco e no Tempo

Feita a formulacao variacional do problema, passaremos ao método de Galerkin propriamen-
te, ou seja, ao problema variacional discreto formulado em espagos de elementos finitos.

Vamos considerar que €2 seja um dominio poligonal e tomar os subespacos de dimensao
finita consistindo de fungoes polinomiais por partes, V;, C H dado por

Vi={veH,/v|keP(K),VKEeT,},
e VY C Hg1 definido como
Vi={veH,/v|keP(K)VKEeT,}

onde T, = {K} é uma triangularizagdo de 2 e P.(K) é o espaco dos polinémios de grau
menor ou igual a r, definidos no elemento K. Denotaremos também hy = diametro de K,
que é o maior lado do triangulo K e

h:max{hK/KETh}.
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Entao enunciamos o seguinte problema variacional discreto no espago e no tempo, cor-
respondente ao problema (2.10) — (2.11):

(Vn) encontrar uj € VY, n=1,2,--- N, tal que
(up,v) + kpa(uy,v) =b(v), Yv eV, (2.12)
(u, vy = (ug,v), Vv €V (2.13)

Vamos explicitar a discretizacao dada pelo problema (2.12) —(2.13). Para isso, suporemos
que na condigao de contorno (2.2) tenhamos g = 0.

Seja {Wy, Wy, -+, Wy} uma base para Vj,. Entao, uma funcao v € Vj, tem representagao
unica

M
v(z) = ¢¥(x),
j=1
enquanto que, para um dado nivel de tempo n,
M
up(z) =) ().
j=1

Levando estas representagoes a (2.12) temos que

Zc?(\llj,w +anc?a(\Ifj,v) =b(v). (2.14)

Como (2.14) vale para qualquer elemento de V},, em particular vale para os elementos de sua
base. Desta forma,

> [, ) + ka(U, 0)] = b(Wy), i=1,2,-- M. (2.15)

Jj=1

Por exigéncia da estratégia de linearizagao, interpolamos a solugao conhecida no nivel de
tempo anterior n — 1 usando as préprias fungoes de base de V¥

M

upNr) = Z ().

=1



23

Substituindo esta expressao em (2.15), e levando em consideragao as defini¢oes da forma
bilinear a(-,-) e da forma linear b(+), temos

D (5, ) + k(3 TPV, V) + k(- VG, ) | =

Jj=1 ]
M
= Z C?_l [<\I/j7 \Ijz>] + kn<f, \Ijl>7 7 = ]_7 27 e M,
=1
que ¢ um sistema linear com M equagoes e M incognitas cf, ¢y, - - -, ¢y, que pode ser posto

na forma matricial

A" " = B 4 d, (2.16)

lembrando que a matriz A, devido a forma da linearizacao, depende dos coeficientes ja

calculados ¢/, ¢3!, ,C’X/[_l e tem seus elementos definidos por

Ay = (W5, W) + ko (3e(S )PV, V) + k(5 - VU, W), dj = 1,2, M.
l

enquanto
By = (V;, ), i,j=12,---M
e
di:kn<f7qji>7 Za]:1727M
Sendo a condigao inicial dada, isto é, sendo os coeficientes ¢, c3, - -+ , Y, calculados pela

relagao (2.13), podemos resolver o sistema linear (2.16) para cada nivel de tempo.
Observamos que (2.16) de fato tem uma tnica soluc¢do, pelo menos quando div3 = 0,

que é o caso no qual estaremos interessados.
Para provar este resultado, basta mostrar que a tinica solucao da equacao A(c" 1)z =0

é 2= (21,...2m) = 0. Mas, denotando

u(r) = Z 2V (),
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isto é equivalente a mostrar que v = 0 ¢ a Unica solugao do seguinte problema variacional:
(u,v) + kpa(u,v) =0, Yo € V.

Para isto, lembramos que estamos considerando g = 0 e, portanto, podemos tomar
v =u € V}, na identidade anterior para obter:

[lull* + kna(u, u) =0,

sendo

n—1

-
u"

a(u,u) = [o3c(u"™(2))|Vu(@)Pdz + [, Bz, tn) - Vu(z)u(z)de
= [ 3c(u ! (2))|Vu(z)Pdz + 5 |, B, tn) - Vu?(z)dz
= /5 30(u”:1(x))|Vu(x)|2dm — 3 Jo, div B(z, t,)u? (z)d
+ Joqs B, ty).n(x)u?(z)dS(z) )
= [, 3c(u ! (2))|Vu(z)Pde + [o, B(x,t,).n(x)u?(x)dS(z) > 0,

onde utilizamos o fato de que div 3 = 0, g=0, g(x, tn).n(x) > 0 sobre 90T e também que
c(u"1) > 0. ¥ -|” denota a norma-L,.

Deste resultado e da tltima igualdade concluimos que u = 0 e, portanto, (2.16) tem de
fato uma tnica solugao.

2.2.3 Condicoes de Estabilidade

Para estabelecer condicoes de estabilidade para o método de Galerkin aplicado ao problema
(2.6) — (2.7), novamente seguiremos os passos contidos em [39]. Iniciaremos considerando a
seguinte desigualdade

2
2ab§a26+b?, Vabe R e ec IR,. (2.17)

Se tomarmos (2.13) com v = u) e levando em consideragao (2.17) com € = 1, temos

1 1
(up, up) = (ug,up) < 5”“{)“2 + §Hu2|\2,

onde “|| - ||” denota a norma-Ls.
Logo, concluimos que



[unll < luoll-
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(2.18)

Para obter uma relacao de estabilidade para o problema discreto (2.12) — (2.13), com a

simplificacao f = 0, tomamos v = u} em (2.12) e obtemos

gl = (uh ™" ui) + aluph, wh)ky = 0.

Usando (2.17) com € = 1, concluimos que paran =1,2,--- /N

1 n 1 n— n o, n
Sllukll” = Sl 1° + alup, u)kn < 0.

Somando entre 1 e 7, fixo, temos

n
il +2 ) alup?, up Vi < | < uol|*.

m=1
Fazendo uso da coercividade de a(-, ), chegamos a

lull < Hlupll < lluoll, 7=1,---, N,

(2.19)

que é uma condi¢ao de estabilidade que relaciona a solucao aproximada, em cada nivel de
tempo, com a projecao da condicao inicial no espacgo V}, e a condicao inicial propriamente.
Podemos ainda obter uma outra estimativa de estabilidade envolvendo as primeiras de-
rivadas da aproximacao de Galerkin uj,. FKEsta serd muito ttil na analise dos resultados
numéricos apresentados por este método. Para isso, necessitamos do seguinte resultado que

-,

se obtém diretamente da féormula de Green, desde que div(5) = 0:

. 1 .
/ uf - Vudr = —/ u?f3 - ijds.
Q 2 Joa

(2.20)
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Tomando v = u}} em (2.12) com f = 0 e usando (2.23), obtemos

kn 5 - _
b (Beu™ ™)V, Vi) + / (w2 - iids + (e ) = (™" ).
o004

Levando em conta (2.17) com € = 1, temos que

n— 1 n kn n 2 = 1 n ]' n—
bl el PPV P4 5 [ (s < 5l

a0,

_ Lembrando que a integral sobre 0f), desta tltima desigualdade é nao-negativa, porque
G- >0em 0, e usando (2.19)

—_

1

- 1
™ P < Sllunll® < Slluoll* (2.21)

N |

n— 1 n 1 n
Fall Be( ™) Vg + Sl < 5

Na estimativa (2.21) verificamos que, se a condigao inicial ug for limitada, podemos obter
um controle no comportamento das solugoes aproximadas uj, bem como em suas derivadas
de primeira ordem. Entretanto, quando o termo 3c(u™"1)?, que funciona como coeficiente de
difusao, se torna pequeno, o controle sobre a norma-Ly de Vu} se perde. Infelizmente, como
as solugoes aproximadas uj tém suporte compacto, existem regioes em que o coeficiente de
difusdo diminui até se anular. Nestes locais, o problema torna-se puramente hiperbdlico
e a solucao apresenta uma transicao muito rapida, causando o aparecimento de oscilagoes
espurias na aproximacao de Galerkin.

Nas simulacgoes apresentadas na Secao 2.6, este comportamento indesejado podera ser
verificado. Para contornar este problema, nas préoximas secoes, introduziremos métodos de
elementos finitos desenvolvidos para aliarem boa estabilidade e precisao.
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2.3 Métodos Estabilizados de Elementos Finitos

A razao principal para a introducao dos métodos estabilizados de elementos finitos é que a
aplicacao do método de Galerkin a diversos problemas de matematica e engenharia conduz a
aproximagoes numéricas deficientes. Tais métodos constituem uma metodologia sistematica
para melhorar a estabilidade sem comprometer a precisao das solugoes numéricas.

Operadores de advecgao-difusao deixaram analistas numéricos perplexos por décadas.
Historicamente, tais operadores eram tratados com métodos que apresentavam comprometi-
mentos na estabilidade (diferengas finitas centrais) ou na precisao (upwind).

Nesta secao, continuaremos a utilizar o método de Euler Regressivo para a discretizacao
no tempo, mas em conjunto com métodos estabilizados de elementos finitos, de forma a
evitar as oscilacoes descritas no final da se¢ao anterior.

2.3.1 Método Euler-Streamline Diffusion

Para introduzir o método Streamline Diffusion, iniciaremos olhando para uma equagao linear
de advecgao-difusao como em [39]:

ou(x,t)

5 — el DA (u(x, ) + B(x,t) - Vu(z,t) = f(z,1).

Para este caso, a forma mais simples de contornar as dificuldades apresentadas pelo
método de Galerkin no caso em que o coeficiente de difusao for pequeno, isto é, quando
c(x,t) << h, é evitar esta situacdo. Isto pode ser feito decrescendo-se o parametro da
triangularizagdo h até que c(x,t) > h, mas esta estratégia pode se tornar impraticavel
se c(x,t) assumir valores muito pequenos ou particularmente, se estivermos tratando um
problema puramente hiperbdlico, isto é, sem transporte difusivo (¢(z,t) = 0). E justamente
neste caso que se encaixa a equagao (2.1), apés sua discretizagao e linearizacao via método
de Euler Regressivo, uma vez que o correspondente coeficiente de difusao, neste caso, é dado
por a(z) = 3c(u™1)? que assume valores pequenos e até nulos.

Por outro lado, podemos simplesmente acrescentar a equagao linear acima um termo de
difusao artificial —dAu, para o qual 6 = h — ¢(x,t). Esta é a idéia principal dos métodos de
difusdo artificial e que pode ser colocada em funcionamento para a equagao nao-linear (2.1).
Porém este tipo de método, apesar de produzir solugoes nao oscilatorias, tem o defeito de
introduzir uma perturbagao na equacao original que nao permite que a solucao aproximada
tenha precisao melhor que O(h).

A alternativa pode ser, no caso linear ou nao, a introducao de difusao artificial somente
na direcao do campo de velocidades 3, através do termo —du =z, com § = h — a(x), (equagao

BB’
nao-linear) ou § = h — ¢(z,t) (equagao linear), mas sem a violagdo da consisténcia entre a
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equacao diferencial e o esquema de discretizacao, onde estamos denotando

uﬁzg-Vu

Isto corresponde a atribuir, em cada elemento, um peso maior aos nés de onde vem o
fluxo definido por 5 , como acontece com os métodos upwind de diferencas finitas.

Para obter tal efeito, vamos alterar o espaco das fungoes-teste tornando-o diferente do
espaco de aproximacao. Métodos com esta propriedade sao classificados como métodos de
Petrov-Galerkin. O método Streamline Diffusion é um destes métodos. Para estabelecé-lo,
tomaremos funcoes-teste do tipo w = v + 83 -Vov , v € Vi, no problema (2.12) — (2.13)
que, ap6s o uso do Teorema de Green, fica reescrito como:

n n—1

ﬁ, v+ 06 - Vo) + Be(u)2Vul, Vo) — (div(3c(u” " )2Vu}), 66 - Vo) +  (2.22)

+(§~Vuz,v+53-Vv):<f,v+5ﬁ-Vv), VoeV,, n=12--- N.
(W, v+ 63 - Vo) = (ug, v+ 05 - V), Vv € Vj, (2.23)

sendo & = ¢h se 3c(u™1)% < h,para ¢ > 0 suficientemente pequena e § = 0 se 3c(u™1)? > h.

A escolha de ¢ é feita localmente, podendo variar de elemento para elemento, dependendo
da relagao entre a difusao e adveccao nos mesmos.
Na prética, escolhemos tal parametro segundo a proposta de Johnson [41]:

max <hk — —3C(T§k_‘l)2 , O)

| B |

0p =C : (2.24)

onde ¢ é uma constante positiva no intervalo [0.5,1] e | f | é o maior valor do médulo do
vetor 5 , calculado entre os vértices do elemento k.

O termo ¢ <5 - Vuy, ﬁ - Vu) é um transporte difusivo na diregao de B e funciona como
uma fonte de estabilizacao do método numérico porque aumenta a quantidade de difusao na
direcao do vetor 5
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O método (2.22) — (2.23) é equivalente, para cada nivel de tempo, ao sistema linear nas
variaveis cf', cy,-- -, ci, dado por

M

n
Z ¢

j=1

+

(U, U3) + k(3¢ /7 0>V, V) + k(B - VI, )
l

+ Zc?

0y, 3+ VW) — kyd(div(3c(d_ 7 0)*V T, - V) + k03 - VI, 5+ V)
l

=> ! [(\Ifj,\lfmtéﬁ.v%ﬁ F kn(f, U+ 03-VU,), i=1,2,-- M,

Jj=1

onde {W, Uy, --- W)} é uma base para o espago de aproximacao V. Podemos escrever
também, de forma matricial,

AN = B +d.

Novamente lembramos que a matriz A, devido a forma da linearizacao, depende dos
coeficientes j& calculados ¢!, 5!, - [ ci!. Além disso, podemos observar que A, B e d

tém termos adicionais, se comparados ao sistema linear (2.16) do método Euler-Galerkin.

2.3.2 Método de Euler-Galerkin com Funcgoes Bolha

Adaptando as idéias de Franca e Farhat [21], para problemas estacionérios e lineares, apli-
caremos o método de Galerkin com funcoes bolha ao modelo de espalhamento de manchas
de petréleo em superficies aquosas.

Tal método se baseia na mesma formulagao variacional do problema continuo (2.1) —
(2.4), mas com espaco de aproximagao maior. A idéia principal é escolher o espaco V},
adequadamente, de modo a aumentar a estabilidade do método de Galerkin. Isto pode ser
conseguido pela adicao de fungoes bolha ao espago de elementos finitos e é equivalente a
incluir um termo de estabilizacao do mesmo tipo do método Streamline Diffusion.

Uma fungao bolha, que denotaremos por ¢, tem suporte contido em um tinico elemento
e satisfaz px >0, Vo € K, pg(x) =0,V € 0K e gk = 1 no baricentro do triangulo K,
V K € T),. Como um exemplo, se o espaco de aproximacao consistir de funcoes polinomiais
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por partes, de ordem 1 ou 2, podemos tomar bolhas com expressao cibica e apoiadas em
um unico elemento.

Em nossas simulacoes, utilizamos a seguinte base local linear no elemento padrao, isto é,
o triangulo com vértices em (0,0), (1,0) e (0,1):

)\121_6_777 )\2267 )\3:77

e a fun¢ao bolha dada por

YK = 27)\1)\2)\3.
Chamaremos de B(K) o espago das fungoes bolha definidas sobre cada elemento da
triangularizacao T},.
Vamos considerar o subespago
Vi={veH}/v|xeP(K)®BK), VK €T }.

Discretizando o tempo pelo método de Euler Regressivo, estaremos procurando uy, € V)2,

aproximacao de u(x,t,), n =1,2,--- /N, x € Q, satisfazendo
up —up” 142 3 b
(k—,v> + (3c(u" ") *Vuy, Vo) + (B - Vuy,v) = (f,v), Yv e V), (2.25)
(), v) = (ug,v), Yo € V. (2.26)
Se tomarmos uma base {W¥y, Wy, .-+ W)} para o espago Vj, definido na Secao 2.2, e
chamarmos Wyri1 = @1, Wargo = 02, -+, Yarine = ©ne, entao {Wy, Uy, -+ Wy yer}

sera uma base para V), onde Nel indica o niimero de elementos da triangularizagao.
Desta forma, (2.25) — (2.26) serd equivalente a resolver, para cada nivel de tempo, o
sistema linear

M+Nel
D W) + k(3> TNV V) + k(B VI, ) | =

Jj=1 l
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M+Nel
= Z C;L_l [(‘11]7\1}2>]+kn<f7\1}z>7 221727 M+n€l7
j=1
com M + Nel equagoes e M + Nel incognitas cf,cy, -+, cisyne, com elementos definidos

como em (2.16).

A seguir, vamos eliminar as bolhas do sistema, isto é, vamos isolar os coeficientes das
funcoes bolha no sistema linear, para analisar melhor seu efeito sobre o problema.

Se em (2.25) tomarmos v = pg(z) para x € K e v = 0 caso contrario, obtemos

n n—1

S h ok + (Be(u IV, Vor) ik + (5 - VUl vr) ik = (f, ok K, (2.27)

onde (-, )k indica o produto interno de £, com integracao sobre o elemento K.
Podemos decompor a solugao uj em sua parte de grau < r, u} € Vj,, e sua parte gerada
pelas bolhas, isto é,

up = uy + Z up® o, (2.28)
K

onde u'™ é o coeficiente da fungao bolha no elemento K.

Substituindo (2.28) em (2.27) e escrevendo o = 3c(u™!)? temos

(ul, o)k + kn(aVul, Vog) g + kn<g Vul, or)k +
+ u X (o, o) i + knlaVer, Vor)k + kalB - Vor, ox)x] =

== kn<f7 90K>K + <u2717 90K>K

Entretanto, para V w; € V), temos, usando a férmula de Green
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(Vwi, Vo )k = —(Awy, o) K +/ orVwy - 1jds = —(Awr, Yk ) k- (2.29)

0K

E entao,

K _ (kn f+u"1—u’1‘— nﬁ Vup + k,Auf, ng>
’ (0K + knaV i + kB - Vo, ox) i

(2.30)

Este procedimento pode ser repetido para cada elemento K € Tj. Se em (2.25) tomarmos
v =0} €V}, e usarmos (2.28), teremos

(W, o) + ko (aVul, Vi) + ko (6 - Vi, v}y +

+ ZU (o V7) K + kn (Vo Vi) k + kn (ﬁ Vo, vf)k] = (2.31)

kn(f, U1>K+< U1>

Entao, o problema variacional resultante (2.31) ¢ equivalente a usar o método de
Galerkin com mais um termo que em vista de (2.30) e da férmula de Green pode ser
reescrito como

S K (o + knfl - Veor, 00 i + knlaVipr, Vor) ] =
K

Z (ko f +up ™" —uf — ko Vit + kA, o) ic

- (oK, v — knﬁ Vol — k,Av}) i
% (o + knaVor + k.0 - Vok, 0k) K ! ' '

Usando os resultados de [2], este termo adicional ainda pode ser escrito como

Cllexll

Z (knf +uf™h —ult — kB - VUl + kAl o — k3 - VoI — kpAv?) g
K (pr + knaViok + knf - Vo, r) K
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onde C' é uma constante positiva.

Isto sugere uma alteracao do espaco das funcoes-teste, ou seja, a inclusao de funcoes
bolha funciona como um método tipo Petrov-Galerkin para estabilizar o problema variacional
discreto.

Uma comparacao entre os métodos Euler-Streamline Diffusion e Euler-Galerkin com
fungoes bolha, mostra que ambos apresentaram resultados quantitativamente iguais, nas
simulagoes que realizamos (Secao 2.6), fato que ja era esperado em vista da estreita relacao
entre métodos do tipo Petrov-Galerkin e métodos de Galerkin mais bolhas, como podemos
conferir em [18].

De forma mais geral, a escolha de um ou outro pode se basear no esfor¢co computacio-
nal que cada um demanda. Enquanto o primeiro tem mais termos em sua forma bilinear,
causando um maior nimero de integracoes a serem calculadas para a formagao do sistema
linear para cada nivel de tempo, o segundo resulta na construcao de um sistema linear de
dimensao maior, desde que estejamos usando interpolagao polinomial de mesma ordem para
ambos.

2.4 Método  Streamline  Diffusion  Aplicado a
Problemas Dependentes do Tempo

Nesta segao, introduziremos uma nova forma para discretizar (2.1) —(2.4), onde por simplici-
dade tomaremos g = 0 em (2.2), que nao passa pela semi-discretizacao do tempo descrita na
Secao 2.2, mas utiliza a linearizacao descrita naquela se¢ao. Para que seja possivel computar
solugoes discretas a cada nivel de tempo, tomaremos elementos finitos que envolvam as va-
ridveis espaciais e temporais simultaneamente, abandonando assim o método de Euler para
a discretizacao no tempo. Trata-se do método Streamline Diffusion, considerando elementos
tridimensionais envolvendo espaco e tempo.

O método que descreveremos a seguir pode ser usado para melhorar a estabilidade, porém,
sem o devido cuidado, pode levar a um sistema linear de dimensao exageradamente grande. A
razao para isso é que o uso de fungbes-teste continuas (na varidvel temporal) relaciona todos
os niveis de tempo simultaneamente. Uma forma para evitar esta dificuldade, e decrescer o
tamanho do correspondente sistema linear, é trabalhar em faixas de tempo S,, com a ajuda
das fungoes de interpolacao que serao continuas no espaco e descontinuas no tempo, na
fronteira comum entre duas faixas.

Na seqiiéncia deste trabalho, nos referiremos a este método como Petrov-Galerkin Des-
continuo no Tempo ou PGDT, para facilitar.

Seguindo as idéias contidas em [39] e adaptando-as para o problema nao-linear de nosso
interesse, tomamos Il : 0 =1ty < t; < --- <ty = T uma particao qualquer de I = [0,7] e
introduzimos as faixas de tempo 5,, definidas por
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Sp={(z,t) Jx €, t, 1 <t<t,},

paran =1,2,--- , N. Para cada n, seja V;* um subespago de elementos finitos de H'(S,) e

VI ={ve V" /v(z,t) =0,z € 0Q_}.

Se aplicarmos o método Streamline Diffusion sucessivamente em cada faixa S,,, impondo
a condi¢ao inicial para t = t,,_; fracamente e as condi¢oes de contorno fortemente, obtemos
o seguinte método:

Vi, encontrar u? € V", n=1,2,--- N, tal que
hn € Vy

op
(%—l—ﬁ'VuZ,v—i—é(

v

T +43- Vo)™ + (Be(u" )2 Vuy, Vo)™ —

v

— <diU(3C(UCLil)2vuz>7 5( ot

+ B0+ (G o)) = (2:32)

0 o
— (fo+ 5(8—: + 3 Vo) + (@ e ) Yo e VP

onde § = ¢h se 3c(u"1)? < h, ¢ > 0 suficientemente pequena e § = 0 se 3c(u" )2 > h,

<w,v>"—/s w(zx, t)v(x,t)dxdt,

((w,v))":/Qw(m,tn)v(x,tn)dmdt,

vi(z,t) = lim v(x,t+ s),

s—0

v_(x,t) = lim v(x,t+ s),

s—0~
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e u’ = up, a condicao inicial.

Nesta versao do método Streamline Diffusion para problemas de evolugao, as fungoes-
teste sao dadas por

v+(5(%+ﬁ-Vu),

ja que a variavel tempo ¢é interpretada em conjunto com as variaveis espaciais.
Na prética, escolhemos § segundo a proposta de Johnson [41]:

. 3C(un—1)2
fnax (h’“ (170 ’O>

| (1, 5) |

0y =7 , (2.33)

onde ¢ ¢ uma constante positiva no intervalo [0.5,1] e | (1, 3;) | ¢ o maior valor do médulo

—

do vetor (1, 3), calculado entre os vértices do elemento k. Tal vetor representa o campo de

ouw =
velocidades, uma vez que o fluxo advectivo é dado, neste caso, por — + 3 - Vu.

ot

Relembramos que esta é uma escolha local, ou seja, o parametro 6 pode variar de elemento
para elemento, dependendo da relacao entre a difusao e advecgao nos mesmos.
Sejam {Wq, Wy, -+, WUy}, uma base para o espago V;, definido na Segao 2.2 por

Vi={veH,/v|keP(K),VKEeT,},

e a seguinte base {\, A2} para o espago dos polindmios de grau < 1, definidos sobre o
intervalo (¢,_1,t,):

tn —1 t— 2fnfl
M) = ——, N{it)= —.
1( ) tn - tnfl 2( ) tn - tnfl
Podemos construir uma base {®1, @y, -+, Popr} para V0" através das relagoes:

(I)l(l',t) = >\1<t)\111(l')7 q)g(l‘,t) = )\1(75)\112(3’}), e ,@M(l'7t) = )\l(t)\I/M(l'),

(I)M+1(Jf,t) = )\2(2&)@1(1‘), (I)M+2(.Z‘,t> = )\Q(t)\llg(x), e ,q)gM(.I'?t) = /\Q(t)\I/M(ZE)
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2M
Entao, sendo a solugao aproximada em S,, dada por uj(z,t) = Z cj®;(x,t), o problema
j=1
(2.32) é equivalente ao seguinte sistema linear de ordem 2M nos coeficientes a

2M 9%, 55,
e n n—1 2 n
;c. [( ot +ﬁ Vo, & + i( o i) +<3C(ch $)°Vd;, VP,)
2M 90,
+ Zc? [— (dz’v(?)c(z @) VD), 6(—— 5 +ﬁ Vo))" <<(I)j+7q)i+>>n—1] _
J=1 l
2M .
- ZC;L_I |:<<@j—7q)i+>>n_1} + <f7 ®z+5( atz . Z)>n’ 1= 1’27... 2M.
j=1
Resolvido o sistema linear, tomamos a aproximagao para u(z,t,), n = 1,--- | N, pela

seguinte expressao

u(z) = up(x,t,) Z i p(

j=M+1

isto é, utilizamos os coeficientes da interface superior da faixa .S,,.

2.5 Método Semi-Lagrangiano

Introduziremos mais um método numérico para o problema de adveccao-difusao (2.1) —(2.4).
Trata-se do método Semi-Lagrangiano, bastante utilizado em modelos para a previsao do
tempo, e que se baseia na aproximacao por diferencas finitas das curvas caracteristicas da
equagao a ser discretizada.

Vamos iniciar com a equagao (2.1) escrita da seguinte forma

ou(zx,t)

o — AP (1)) + Bz, t) - Vu(z, t) = f(z,t) , Qx 1. (2.34)



37

Como de costume, seja uma particao IT: 0=ty <t; <--- <ty =T de I =[0,T] com
I, = (th-1,t,) e k, = t,, — t,—1. Se linearizarmos a equagao (2.34) através de um atraso no
tempo da parte nao-linear, como ja haviamos feito anteriormente, com f = 0 para facilitar
a exposicao, podemos reescreve-la como

8u;§$) —c div(?)(u”—l(x))?Vu”(x)) + ﬁn(x) . Vu'(z) = 0. (2.35)

Seguindo [48], uma aproximagao Semi-Lagrangiana para (2.35) pode ser escrita como

u(z) —u"Hz — s) _c

kn 2

[div(3(u" " (2))*Vu' () + div(B(u" " (z — 5))*Vu"Hz — s))]
(2.36)

onde o passo

@) ey (2.37)

foi obtido por aproximacao das curvas caracteristicas através de um esquema de diferencas
finitas centradas e com erro de segunda ordem.

Tomaremos uma dada malha e assumiremos o conhecimento dos valores de u para o
tempo t,,_1 e de 5 para o tempo (t,_1 + %") em todos os seus pontos.

Uma soluc¢do Semi-Lagrangiana para (2.34) é dada pelo seguinte algoritmo:

i) Resolvemos (2.37), que define s(x) de forma implicita, iterativamente por

- s kn,
Sl+1($) = knﬁ<x - El?tnfl + 7)
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ii) Avaliamos

div[3(u" " (2))*Vu" ()]

nos pontos da malha e utilizamos uma férmula de interpolagao para calcular

WYz — s) + kngdiv[i’)(u”_l(x — $))2Vu"(z — s)].

iii) Resolvemos a equacao

[u" — kngdw(sw—l)?vun)] o= [u"! + kngdiv(?)(u”_l)QVu”_l)] la—s) -

Observamos que, no passo (i) do algoritmo pode ser necessaria a utilizagdo de uma
férmula de interpolacao para avaliar 5 , caso este nao seja conhecido fora dos nés da malha.

O passo (ii) é o responsavel pela construcao do lado direito da equagao resolvida em (iii).
Em ambos, métodos de diferencas finitas ou elementos finitos podem ser utilizados.

Para a realizacao da interpolacao necessaria nesta construcao, surge uma dificuldade
adicional: a localiza¢do do ponto (x — s) na malha.

A maioria dos autores sugere a utilizagao de malhas de diferengas finitas, que tornam
este trabalho muito mais simples, entretanto, pela propria caracteristica de nosso trabalho,
optamos pelo método de Galerkin.

Para isso, utilizamos a seguinte estratégia de localizacao de um dado ponto dentre os
elementos de uma triangularizacao.

2.5.1 Localizacao em uma Malha de Elementos Finitos

Para descreveé-la, devemos conhecer de antemao a maior e a menor coordenadas x e y de
cada triangulo da malha. Estes dados serao armazenados nos seguintes vetores:

xmax - vetor que contém a maior coordenada z de cada um dos elementos da malha;

ymax - vetor que contém a maior coordenada y de cada um dos elementos da malha;
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xmin - vetor que contém a menor coordenada x de cada um dos elementos da malha;
ymin - vetor que contém a menor coordenada y de cada um dos elementos da malha.

A idéia principal da estratégia de localizacao de um ponto, que denotaremos por (Z,7),
consiste em, numa etapa inicial, considerarmos uma aproximacao grosseira de cada elemento
triangular & que compoe a malha, pela utilizagao de retangulos dados por

[zmin(k), xmazx (k)] x [ymin(k), ymax(k)].

Nesta fase, se pelo menos uma das seguintes condigoes nao for satisfeita, entao certamente
o ponto (Z,y) ndo pertencerd ao elemento k da triangularizacao: xmin(k) < < zmaxz(k)
ou ymin(k) <y < ymax (k).

Assim, investigando rapidamente cada um destes retangulos, podemos descartar os ele-
mentos que certamente nao contém o ponto (Z,7) e ainda selecionar triangulos candidatos,
isto é, que podem conter (Z,7), para serem analisados com mais cuidado.

Numa segunda etapa, cada triangulo candidato com vértices (z1,¥1), (2, y2) € (z3,y3), €
levado em um triangulo padrao com vértices em (0,0),(1,0) e (0,1), por meio da seguinte
transformacao linear:

T =11+ (x3 — 1) + (23 — 11)7,

U=y + (y2 —y1)T + (y3 — y1)7.

Por esta tranformacao, calculamos o ponto (Z, ) no sistema de coordenadas deste triangulo
padrao, correspondente a (Z, 7).

Desta forma, fica facil verificar se o ponto (Z, y) pertence ao triangulo neste novo sistema
de coordenadas, e, conseqiientemente, se (Z,y) pertence ao triangulo em questao, bastando
para isso que as seguintes condigoes sejam satisfeitas ao mesmo tempo: +y<lez >0e
y=0.

A fase inicial do algoritmo é bastante importante por poder ser realizada com rapidez,
enquanto a segunda etapa apresenta um numero maior de tarefas, sendo portanto mais
demorada. Por isso, se realizassemos a busca utilizando somente a segunda fase, o algoritmo
causaria o comprometimento do tempo de execugao total do método Semi-Lagrangiano.
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2.6 Experimentos Numeéricos

Nesta secao, apresentamos simulagoes com o problema (2.1) — (2.4) utilizando os métodos
numéricos introduzidos até aqui, visando tornar claras suas vantagens e desvantagens em tal
tipo de aplicacao.

2.6.1 Simulacgoes com um Problema Teste

Nesta subsegao, utilizaremos a solugao exata (1.18) — (1.19) para testar e comparar alguns
dos métodos apresentados até aqui.
Para isso, seja o dominio dado por 2 = [—3.5,3.5] x [—1, 1], com fronteiras

00 = { (I,y) / T = _3'57 y e [_171] }7

oy ={(z,y) /Jx=35ye|[-1,1] }U

U{(z,y) /y=-1, 2€[-3535]} U{(x,y)/y=1, x €[-3.535]}

e o conjunto de dados apresentado na Tabela 2.1.

Tal dominio pode ser encontrado na Figura 2.1, onde também apresentamos uma das
triangularizagoes do tipo (L1(7})) utilizadas nas préximas simulagoes. Nesta figura, o eixo
horizontal representa o eixo-x e o vertical representa o eixo-y. Daqui para frente, por todo o
texto, esta serd a nossa convencao, sempre que nao houver aviso contrario.

Observamos porém que, sendo este problema simétrico, poderiamos utilizar tal proprie-
dade para economizar elementos na malha. Entretanto, como nas simulagoes dos préximos
capitulos esta propriedade geralmente nao estara presente, nao faremos uso desta simplifi-
cagao.
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Cenario 1: Canal Aberto com Solucao Exata

’ Parametro | Valor
c 1.0
(. t) (1,0)
f 0.0
g 0.0
k (Passo no tempo) 5 x 1072
ug(w,y) [max{a® — &(2® + ), O}}%
Elementos (Primeira ordem) 5888
Noés 3057
Poin, 0.068

Tabela 2.1: Dados Relativos ao Cenario 1.

Na tabela acima, definimos o parametro h,,;, como

hmin = mm{ hK / K € Th },
isto é, o menor diametro dos elementos triangulares K da respectiva malha.

J& sabemos do Capitulo 1 que este problema tem por solucao

w(z,t) =v(z — Gt,1),

sendo

=

1 2
o(et) = (t+1)75 [max{a® — (@ +97)(t +1) 75,0}

ou seja, com o parametro 7 = 1, desde que tomemos o cuidado para que a constante a seja
suficientemente pequena de forma a nao permitir que o suporte de u toque as fronteiras do
dominio.
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-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2.1: Dominio e Malha de Elementos Finitos para o Cendrio 1.

As Tabelas 2.2—2.4 apresentam comparacoes entre a solucao exata e as solucoes numéricas
para os dados do Cenario 1. Lembramos que o parametro ¢ aparece na construcao das
fungoes-teste para os métodos PGDT e Euler-Streamline Diffusion e funciona como um
controle da quantidade de difusao de cada método e que a escolha de tal parametro pode ser
encontrada nas equagoes (2.33) e (2.24), respectivamente.

Na Tabela 2.2, verificamos que o decaimento da solugao é mais rapido para os métodos
que utilizam Euler para a discretizacao do tempo, enquanto na Tabela 2.3 podemos observar
que o aumento de ¢, seja para o método Euler-Streamline Diffusion quanto para PGDT,
torna a solucao “menos negativa”, porque aumenta a difusao artificial gerada pelo método.
Apesar disso, o erro absoluto entre as solucoes exata e numérica, utilizando a norma-infinito,
nao diminui, como pode ser visto na Tabela 2.4.

Nestas mesmas tabelas, verificamos que o método Semi-Lagrangiano - tal qual os métodos
que utilizam discretizacao de diferencgas finitas para o tempo - também apresentou efeito difu-
sivo maior que o desejado, porém, o erro absoluto entre a solucao exata e a solucao numérica
calculada por este método, seja por interpolacao linear ou quadratica, é da mesma ordem da
solugao de PGDT, que obteve os melhores resultados entre os métodos comparados.
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| Método [t=05[t=1]t=2]t=3]
solucao exata 0.1747 | 0.1586 | 0.1386 | 0.1260
Euler-Streamline Diffusion (¢ = 0.5) 0.1532 | 0.1323 | 0.1118 | 0.0985
Euler-Streamline Diffusion (¢ = 1.0) 0.1519 | 0.1298 | 0.1105 | 0.0951
PGDT (¢ =0.5) 0.1764 | 0.1582 | 0.1390 | 0.1263
PGDT (¢ =1.0) 0.1764 | 0.1581 | 0.1388 | 0.1261
Semi-Lagrangiano (interpolacao linear) 0.1698 | 0.1534 | 0.1304 | 0.1185
Semi-Lagrangiano (interpolacdo quadratica) | 0.1734 | 0.1553 | 0.1359 | 0.1248

Tabela 2.2: Maximos das solug¢des - a = 0.2.

| Método [t=05[t=1][t=2]|t=3|
solucao exata 0.0 0.0 0.0 0.0

Euler-Streamline Diffusion (¢ = 0.5) —0.115 | —0.103 | —0.104 | —0.101
Euler-Streamline Diffusion (¢ = 1.0) —0.105 | —0.099 | —0.101 | —0.085
PGDT (¢ =0.5) —0.096 | —0.088 | —0.093 | —0.084
PGDT (¢ =1.0) —0.084 | —0.088 | —0.091 | —0.069
Semi-Lagrangiano (interpolacao linear) —0.099 | —0.095 | —0.091 | —0.088
Semi-Lagrangiano (interpolacao quadratica) | —0.093 | —0.088 | —0.082 | —0.084

Tabela 2.3: Minimos das solu¢des - a = 0.2.

| Método [t=05[t=1]t=2]t=3
Euler-Streamline Diffusion (¢ = 0.5) 0.00561 | 0.00588 | 0.00645 | 0.00838
Euler-Streamline Diffusion (¢ = 1.0) 0.00561 | 0.00588 | 0.00645 | 0.00838
PGDT (¢ =0.5) 0.00266 | 0.00278 | 0.00287 | 0.00445

PGDT (¢ = 1.0) 0.00266 | 0.00278 | 0.00287 | 0.00445
Semi-Lagrangiano (interpolagao linear) 0.00299 | 0.00308 | 0.00365 | 0.00492
Semi-Lagrangiano (interpolacao quadratica) | 0.00267 | 0.00280 | 0.00295 | 0.00455

Tabela 2.4: Erro absoluto entre as solugdes - a = 0.2.

Para verificar o comportamento do erro, em relagao ao refinamento da malha, apresenta-
mos nas Tabelas 2.5 — 2.8 simulacoes com diferentes malhas de elementos finitos, preservando
os demais dados do Cenario 1. Tais resultados mostram o decaimento do erro, em todos os
métodos apresentados, em funcao do refinamento da malha. Enfatizamos que o método
PGDT obteve os melhores resultados nestas comparagoes.
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| hin [t=05][t=1]t=2[t=3 |
0.068 | 0.00561 | 0.00588 | 0.00645 | 0.00838
0.052 | 0.00512 | 0.00533 | 0.00588 | 0.00625
0.037 | 0.00475 | 0.00504 | 0.00546 | 0.00591
0.018 | 0.00365 | 0.00402 | 0.00431 | 0.00487

Tabela 2.5: Erro - Euler-Streamline Diffusion (¢ = 0.5).

| hin [t =05 t=1]t=2[t=3 |
0.068 | 0.00266 | 0.00278 | 0.00287 | 0.00445
0.052 | 0.00212 | 0.00243 | 0.00259 | 0.00396
0.037 | 0.00188 | 0.00225 | 0.00241 | 0.00356
0.018 | 0.00115 | 0.00147 | 0.00171 | 0.00211

Tabela 2.6: Erro - PGDT (¢ = 0.5).

| hin [t =05 t=1]t=2[t=3 |
0.068 | 0.00299 | 0.00308 | 0.00365 | 0.00492
0.052 | 0.00237 | 0.00259 | 0.00278 | 0.00443
0.037 | 0.00209 | 0.00239 | 0.00259 | 0.00374
0.018 | 0.00148 | 0.00169 | 0.00192 | 0.00235

Tabela 2.7: Erro - Semi-Lagrangiano (interpolagdo linear).

| hin [t =05 t=1]t=2[t=3 |
0.068 | 0.00267 | 0.00280 | 0.00295 | 0.00455
0.052 | 0.00223 | 0.00256 | 0.00270 | 0.00405
0.037 | 0.00199 | 0.00234 | 0.00249 | 0.00365
0.018 | 0.00122 | 0.00158 | 0.00182 | 0.00219

Tabela 2.8: Erro - Semi-Lagrangiano (interpolagdo quadaratica).



45

Nas Figuras 2.2 — 2.4 comparamos o comportamento do suporte das solucoes exata e
numérica, PGDT e Euler-Streamline Diffusion, respectivamente, para os dados do Cenario
1 com a = 0.25. Podemos observar como a solugao aproximada por este ultimo método se
espalhou excessivamente.

Tal comportamento pode ser diminuido se refinarmos a malha utilizada, mesmo assim,
as solugoes obtidas via Euler-Streamline Diffusion ou Semi-Lagrangiano apresentaram espa-
lhamento muito maior que o desejado.

25r

-3 2 -1 0 1 2

Wl

Figura 2.2: Solugdo Exata - t = 2.

I
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2.3: Solugdo de PGDT - t = 2.
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I I I I I I I
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2.4: Solucdo de Euler-Streamline Diffusion - t = 2.

Na Tabela 2.9, apresentamos o tempo médio de execucao de cada método, necessario
para a resolugao de um nivel de tempo com todos os dados do Cenério 1. Todas as medidas
de tempo foram realizadas num Pentium-II 300 MHz com 64 Mb de memoria RAM.

Nesta tabela, podemos verificar que o tempo de CPU esta diretamente ligado a dimensao
do sistema linear resultante da discretizacao. Desta forma, a inclusao das bolhas nao me-
lhorou o resultado alcangado pelo método Euler-Streamline Diffusion e ainda levou visivel
desvantagem em tempo de CPU. Por isso, a partir da proxima secao deste trabalho optare-
mos apenas pela exibicao dos resultados obtidos pelo método Euler-Streamline Diffusion.

Porém, isto nao significa que devamos abandonar as bolhas. Através da implementacao
de um mecanismo conhecido como condensagao estatica ([20]), o desempenho de tal método
pode ser melhorado pela eliminacao, em cada submatriz que compoe o sistema linear, das
variaveis correspondentes as funcoes bolha, uma vez que estas estao desacopladas das demais
variaveis porque tais funcoes tém suporte em apenas um elemento.

Ainda examinando a Tabela 2.9, verificamos que o método PGDT apresenta tempo de
processamento pouco competitivo, se comparado com o método Euler-Streamline Diffusion.
Isto se explica pela necessidade de associar a cada né da malha duas aproximagoes de wu:
uy(z,t) e u_(z,t), limites a direita e a esquerda de u na variavel ¢, devido a descontinuidade
no tempo das fungoes do espaco de aproximacao e das funcoes-teste, levando a duplicacao
da dimensao de seus sistemas lineares.

Assim, os métodos PGDT, Euler-Galerkin com fungoes bolha e Semi-Lagrangiano de-
mandam um tempo maior de processamento em comparagao com o método Euler-Streamline
Diffusion.
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’ Método | Tempo de CPU | Dimensao ‘
Euler-Streamline Diffusion (¢ = 0.5) 3.1s 3057
Euler-Galerkin com funcoes bolha 13.9 s 8945
PGDT (c=0.5) 10.2 s 6114
Semi-Lagrangiano (interpolagao linear) 9.1s 3057
Semi-Lagrangiano (interpolagao quadratica) 10.5 s 3057

Tabela 2.9: Compara¢do entre os tempos de CPU.

2.6.2 Simulagoes em um Canal Aberto

O segundo conjunto de parametros para simulagoes numéricas é apresentado a seguir. Trata-
se do mesmo dominio €2 do Cenario 1, com os demais dados definidos na tabela seguinte:

Cenario 2: Canal Aberto

’ Parametro Valor
c 1x1073
§($at) (1_y2a0)
f 0.0
g 0.0
k (Passo no tempo) 5x 1072
uo(7,7) 0.lexp(—16((x + 2.5)* + ¢?))
Elementos (Primeira ordem) 5888
Nés 3057
Pomin, 0.068

Tabela 2.10: Dados Relativos ao Cenario 2.

Nas simulacoes apresentadas nesta subsecao, utilizamos ¢ = 0.5 nos métodos Euler-
Streamline Diffusion e PGDT. Lembramos que tal parametro aparece na construcao das
fungoes-teste destes métodos, conforme as escolhas apresentadas em (2.24) e (2.33), respec-
tivamente. Em ambos os métodos, ¢ funciona como um controle da quantidade de difusao
introduzida pelos mesmos.

Nas Figuras 2.5 e 2.6, apresentamos um corte paralelo ao eixo-x na solugao, para simu-
lagoes com os métodos Euler-Galerkin e Euler-Streamline Diffusion, respectivamente, uti-
lizando os dados do Cenario 2. Na primeira, verificamos o aparecimento de oscilagoes na
regiao de mudancga de tipo da equacao, enquanto na segunda tais oscilagoes nao estao mais
presentes.



48

0.04

0.035

0.03r-

0.025-

0.02-

0.015

0.01r

0.005-

—0.005 I I I I I I I
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2.5: Corte na Solug3o de Euler-Galerkin - t = 4.5.
Eixo horizontal: z, eixo vertical: w.
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Figura 2.6: Corte na Solucdo de Euler-Streamline Diffusion - t = 4.5.
Eixo horizontal: x, eixo vertical: w.

Cabe ressaltar que, embora nosso objetivo nao seja este, refinamentos da malha podem
diminuir e até eliminar, em alguns casos, as oscilacoes presentes na Figura 2.5. Nesta simu-
lagao, por exemplo, se utilizarmos o método Euler-Galerkin com h,,;, = 0.018 ao invés de
hmin = 0.068, podemos obter a estabilidade necessaria. Entretanto, nosso intuito continua
sendo trocar a necessidade de refinamentos custosos pelo uso de métodos projetados para
este tipo especifico de situacao.
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As Figuras 2.7-2.9 apresentam as curvas de nivel da evolugao da solugao do problema
(2.1)—(2.4) computada pelos método Euler-Streamline Diffusion, Euler-Galerkin com fungoes
bolha e PGDT, respectivamente, para os tempos t = 0, 3.0, 4.5 e 6.0.

Nestes experimentos, o campo de velocidades ﬁ corresponde a um escoamento laminar
bidimensional entre placas paralelas. Observando as Figuras 2.7 e 2.8, verificamos que a
medida que o tempo aumenta, a parte frontal da mancha de éleo toma a forma parabdlica
ditada pela primeira componente do campo de velocidades, entretanto, o mesmo nao acontece
com sua regiao anterior.

Este comportamento indica excesso de difusao artificial nos métodos Euler-Streamline
Diffusion e Euler-Galerkin com funcoes bolha, como ja haviamos verificado nas simulacoes
com o Cenario 1, e nao ocorre nas simulacoes com o método PGDT, como pode ser visto na
Figura 2.9. Além disso, verificamos que o suporte das solucoes apresentadas nas Figuras 2.7
e 2.8 é muito maior se comparado ao suporte mostrado pela Figura 2.9, evidenciando mais
uma vez que o método PGDT acrescenta menos difusao para atingir a estabilizacao.

-2 0 2 -2 0 2

of o

_2 0 2 -2 0 2
Figura 2.7: Euler-Streamline Diffusion para o Cenario 2 -t =0, 3.0, 4.5 e 6.0.
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Figura 2.8: Euler-Galerkin com Fun¢des Bolha para o Cenério 2 -t =0, 3.0, 4.5 e 6.0.
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Figura 2.9: Método PGDT para o Cendrio 2 - t =0, 3.0, 4.5 e 6.0.
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Novamente, comparando os resultados das Figuras 2.7 e 2.8 observamos claramente que
estes sao iguais, e lembramos que este fato ja era esperado em virtude da equivaléncia entre
os métodos Euler-Streamline Diffusion e Euler-Galerkin com fungoes bolha.

2.6.3 Simulagoes em um Canal com Ilha

O terceiro conjunto de parametros para simulagoes numéricas esta definido a seguir:

Cenario 3: Canal com Ilha

] Parametro | Valor ‘
c 1x1073
6('1'7 t) < 1 - (x%zj;“jp + (xzf?ﬂ) ) _(3622?;22)2>
7 0.0
g 0.0
k (Passo no tempo) 5x 1072
uo(z,y) 0.1lexp(—16((x + 2.5)* + y?))
Elementos (Primeira ordem) 3520
Nos 1840
Pomin 0.089

Tabela 2.11: Dados Relativos ao Cenario 3.

Neste caso, o dominio € é composto pelo retangulo dado por [—3.5,3.5] x [—1,1] e um
obstaculo dado pela circunferéncia de centro na origem e raio r = 0.25. Suas fronteiras sao
descritas por

N = { (l’,y) / T = _3'57 (/S [_171] }7

O ={(z,y) /2®+y*=r"} U {(2,y) /2 =35, ye[-1,1]} U

U{(z,y) /Jy=-1, 2€[-3535]} U {(x,y) /y=1, 2 €[-3535] }.
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Na Figura 2.10, encontramos o dominio do Cenario 3 juntamente com uma das triangu-
larizacoes utilizadas. Observamos que sua malha é mais refinada que a do Cenario 1 apenas
em volta do obstaculo, apresentado menos elementos que a malha do primeiro cenario.

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2.10: Dominio e Malha de Elementos Finitos para o Cendrio 3.

As Figuras 2.11-2.13 apresentam as curvas de nivel da evolugao da solucao do problema
(2.1)—(2.4) computada pelos método Euler-Streamline Diffusion, Euler-Galerkin com fungoes
bolha e PGDT, respectivamente, para os tempos t = 0, 2.0, 3.0 e 5.0. Como nas simulagoes
anteriores, utilizamos ¢ = 0.5 nos métodos Euler-Streamline Diffusion e PGDT.

Podemos reparar que o campo de velocidades dado por

= 22272 r? 2zyr?
f=(1- 2 e T 72 2N (2 02 |
(2 +9y2)? (2 +y?) (22 +y?)

tem a propriedade de ser quase constante e paralelo ao eixo-x longe do obstaculo e tangente
nas suas proximidades, de forma a contornar a ilha de raio r.
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Figura 2.11: Euler-Streamline Diffusion para o Cendrio 3 -t =0, 2.0, 3.0 e 5.0.
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Figura 2.12: Euler-Galerkin

2

com Funcdes Bolha
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para o Cendrio 3-t =0, 2.0, 3.0 e 5.0.
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Figura 2.13: Método PGDT para o Cendrio 3-¢ =0, 2.0, 3.0 e 5.0.

Estas figuras nao nos permitem tirar maiores conclusdes. Aparentemente a ilha foi con-
tornada sem problemas. Entretanto, uma verificacao na Tabela 2.12 nos mostra que o valor
maximo atingido pela solugao, em cada nivel de tempo, € menor nos casos em que os métodos
de Euler ou Semi-Lagrangiano foram aplicados, também indicando presenga de maior difusao
artificial nestes tipos de discretizacao, embora este iltimo tenha apresentado resultados mais
préximos do esperado no caso da utilizacao de interpolacao com funcoes de base quadraticas.

Na mesma tabela, ressaltamos o comportamento idéntico entre os métodos Euler-Galerkin
com fungoes bolha e Fuler-Streamline Diffusion.

| Método [t=1[t=2[t=3[t=4[t=5]
Euler-Streamline Diffusion (¢ = 0.5) 0.073 | 0.060 | 0.047 | 0.040 | 0.035
Euler-Galerkin com fungoes bolha 0.073 | 0.060 | 0.047 | 0.040 | 0.035
PGDT (¢ =0.5) 0.090 | 0.085 | 0.076 | 0.072 | 0.066
Semi-Lagrangiano (interpolacdo linear) 0.082 | 0.074 | 0.069 | 0.060 | 0.055
Semi-Lagrangiano (interpolacao quadratica) | 0.085 | 0.079 | 0.072 | 0.065 | 0.059

Tabela 2.12: Valores maximos das solucdes aproximadas - Cendrio 3.
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’ Método | Tempo de CPU | Dimensao ‘
Euler-Streamline Diffusion (¢ = 0.5) 1.9s 1840
Euler-Galerkin com funcoes bolha 8.3 s 5360
PGDT (¢ =0.5) 6.1s 3680
Semi-Lagrangiano (interpolagao linear) 5.5 s 1840
Semi-Lagrangiano (interpolagao quadratica) 6.3 s 1840

Tabela 2.13: Comparacdo entre os tempos de CPU.

Examinando a Tabela 2.13, onde apresentamos o tempo médio de execugao de cada
método necessario para a resolucao de um nivel de tempo com os dados do Cenéario 3,
novamente verificamos que o tempo de CPU estd diretamente ligado a dimensao do sistema
linear resultante da discretizacao, assim, verificamos que o método PGDT apresenta tempo
de processamento pouco competitivo, se comparado ao método Euler-Streamline Diffusion.

As simulagoes realizadas até aqui nos levam a concluir que o método PGDT alcancou
os melhores resultados dentre os métodos estudados, ja que ele consegue alcancar estabi-
lidade numérica com a menor quantidade de difusao artificial. Porém, o tempo de CPU
deste método mostrou-se exagerado, podendo ser melhorado. Tal aspecto, assim como a
propriedade de conservacao da massa serao abordados no préximo capitulo.

Antes, porém, estaremos examinando, na proxima secao, outras maneiras de linearizar o
problema.

2.7 Outras Possibilidades de Linearizacao

Em todos os métodos de aproximagao para o problema de espalhamento de manchas de dleo,
apresentados neste trabalho, realizamos a linearizagao do termo difusivo da equagao (2.1)
por atraso no tempo.

Nesta secao, descreveremos outras formas classicas para linearizar tal equagao e apre-
sentaremos comparacoes entre os resultados obtidos por estas formas e a linearizacao que
utilizamos até aqui.

2.7.1 Linearizagao por Relaxacoes Sucessivas

Para descrever uma outra maneira de linearizar (2.1), resolveremos a equagao (2.6), que
corresponde a sua linearizagao e discretizagao no tempo pelo método de Euler Regressivo,
e corrigiremos a solucao através de relaxagoes sucessivas. Este algoritmo de linearizacao,
também conhecido como SOR, fica entao descrito da seguinte forma:
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Paran=1,2,--- /N

n __ ,n—1 4
4 k“ — e div(3W" V) + Bz, t,) - Vur = f(a,t) (2.38)
[=1
w® = u"
Repetir
wl — L .
k — ¢ div(3(w)?Vu') + B(z,t,) - V' = f(x,1) (2.39)

wh = 0w’ + (1 — O)w! !
l=10+4+1

até que ||w' — w7y < Precisao.

u™ = w!
n=mn++ 1.
Aqui, || - ||2 representa a norma euclidiana de IR" e 6 € [0, 1] é o parametro de relaxagao.

Lembramos que u° é a condicao inicial do problema e, portanto, é conhecida.

Para resolver (2.38) e (2.39) , ambas com condigdes de contorno (2.2) — (2.3), podemos
aplicar qualquer dos métodos numéricos descritos nas secoes anteriores deste capitulo. No
final desta se¢ao, apresentaremos comparacoes entre as formas de linearizacao em conjunto
com o método Streamline Diffusion, escolhido de forma a exemplificar o procedimento.

2.7.2 O Método de Newton

Para aplicar o método de Newton, vamos retomar a equacao (2.6) sem o atraso no tempo
de sua parte nao-linear:

———— — e div3(u")P V") + Bla,ta) - Vu" = f(x,t). (2.40)

Desta forma, a cada nivel de tempo, estamos interessados em resolver o problema

P(u™) =0, (2.41)
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onde

P(u") = —kype div(3(u")>Vu") + knf(z, t,) - Vu" +u" — u" ' — ky f (x, 1)
O método de Newton gera a seguinte seqiiéncia para resolver (2.40) :

Paral=0,1,2,---

P (u™)[w™] = —P(u™), (2.42)
un(l+1) — wH—l =+ U/nl, (243)

onde a notacao u™ significa a funcao u calculada no n-ésimo tempo e na l-ésima iteracao de
Newton.

Apresentaremos as defini¢oes e calculos seguintes com intuito didatico, isto é, de forma
a propiciar que este trabalho atinja um ptblico maior.

A derivada direcional do operador P, avaliada no ponto u e na direcao de v é definida
por

’

P ()] = (Pl +20)} aco

Para o operador P de nosso problema, podemos calcular a derivada direcional, que sera
dada por

/

P (u)[v] = —=3kne div(20uVu + u>Vv) + knB(x, ) - Vv + v. (2.44)

Desta forma, podemos escrever:
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Paral=0,1,2,---

—3kyc div2uw WV + (W2 VY + kf(z, b)) - Vot 4wt =

= 3kne div((u™)2Vu) = kp Bz, ty) - Vu —u™ + 0"+ ky f (2, t) (2.45)
WD) — 1 gl

Levando em consideracao a condigao inicial (2.4), podemos escrever a formulagao varia-
cional discreta de (2.42), usando o método Streamline Diffusion:

Paran=1,2,---, N,

(Vn) encontrar witt € V9, 1=0,1,2,---, tal que

—3knc(div{ 20 U VR + (Ui APVt + kG- Vot 4wl v+ 65 - Vo) =
= Bkneldiv((uf)2Vup) — ko f - Vit — uft +ul " + ko foo 463 - Vo), Vo €V,

(U9, v+ 05 - Vo) = (ug, v+ 63 - Vv), Vv € Vi,

onde 6 = ch se 3c(u"1)? < h, ¢ > 0 suficientemente pequena e 6 = 0 se 3c(u""1)? > h.
Lembramos que, na pratica, escolhemos 0 localmente segundo a proposta de Johnson
[41]:

max <hk — %,0)
o =7¢C _——k ,

| B |

onde ¢ é uma constante positiva no intervalo [0.5,1] e | fx | é o maior valor do médulo do
vetor 3, calculado entre os vértices do elemento k.
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2.7.3 Comparacoes e Conclusoes

Nas préximas tabelas, comparamos as linearizagoes utilizando o atraso no tempo via método
de Euler Regressivo, método de Newton e relaxagoes sucessivas (SOR), todas em conjunto
com o método Streamline Diffusion com ¢ = 0.5, indicados por Euler-SD, Newton-SD e
SOR-SD, respectivamente, com os dados descritos no Cenario 2, definido na secao anterior.

O erro absoluto entre as solugoes aproximadas por dois métodos diferentes, indicado nas
tabelas, se refere a

1U = V|,
enquanto o erro relativo é dado por
HU — VHoo
)
101l o0
onde U e V sdo vetores que representam as solugbes em cada né da malha e || - || é a

norma-infinito para vetores de IR".

’ Métodos | Erro Absoluto | Erro Relativo
Euler-SD x Newton-SD 1.97 x 107 3.28 x 107°
Euler-SD x SOR-SD 4.57 x 107° 7.60 x 107°
SOR -SD x Newton-SD 4.42 x 107° 7.35 x 107

Tabela 2.14: Erros entre os métodos de linearizagcdo - ¢t = 1.

’ Métodos | Erro Absoluto | Erro Relativo
Euler-SD x Newton-SD 6.47 x 1077 1.84 x 107°
Euler-SD x SOR-SD 1.64 x 107 4.66 x 107
SOR -SD x Newton-SD 1.31 x 107 3.72 x 107°

Tabela 2.15: Erros entre os métodos de linearizagdo - t = 4.



’ Métodos | Erro Absoluto | Erro Relativo ‘
Euler-SD x Newton-SD 3.92 x 1077 1.35 x 107°
Euler-SD x SOR-SD 1.10 x 1076 3.79 x 10~°
SOR -SD x Newton-SD 8.25 x 1077 2.85 x 107°
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Tabela 2.16: Erros entre os métodos de linearizacdo - ¢t = 6.

A analise das Tabelas 2.14 —2.16 mostra que as diferentes formas de lineariza¢ao conduzi-
ram a resultados muito proximos. Este fato se repete com maior intensidade ao realizarmos
o refinamento da malha, conforme pode ser visto nas Tabelas 2.17 — 2.18. Ressaltamos que
este também é o comportamento dos demais métodos de discretizacao descritos até aqui,
quando associados aos métodos de Newton ou SOR.

Desta forma, na seqiiéncia deste trabalho, optaremos por continuar a utilizar a lineari-
zagao por atraso no tempo, principalmente devido ao menor esforgo computacional necessario
para a sua execugao.

Em vista dos resultados alcangados até aqui, o algoritmo composto por este tipo de line-
arizacao em conjunto com o método PGDT, serda modificado no proximo capitulo de forma
a aumentar sua eficiéncia.

’ Romin | Erro Absoluto | Erro Relativo

0.068 3.92 x 1077 1.35 x 107
0.052 3.54 x 107 1.14 x 107°
0.037 2.98 x 107 1.02 x 107°
0.018 2.03 x 1077 9.96 x 106

Tabela 2.17: Erros entre os métodos Euler-SD x Newton-SD - ¢t = 6.

’ Ronin | Erro Absoluto | Erro Relativo ‘

0.068 1.10 x 10°© 3.79 x 10~°
0.052 9.92 x 1077 3.64 x 107°
0.037 878 x 1077 3.12 x 1075
0.037 8.12 x 1077 2.97 x 107°

Tabela 2.18: Erros entre os métodos Euler-SD x SOR-SD - ¢t = 6.
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Capitulo 3

Um Método Streamline Diffusion
Descontinuo no Tempo com Controle
de Massa

Neste capitulo, pretendemos introduzir algumas modifica¢oes no algoritmo do método PGDT
que, dentre os métodos examinados até aqui, conseguiu o melhor desempenho em relagao a
qualidade das aproximagoes.

A primeira dessas modificagoes esta diretamente ligada a analise realizada na Segao 1.3,
e que nos levou a concluir que o problema (1.20) — (1.23), descrito novamente a seguir, tem
a importante propriedade de que a integral de u sobre o dominio é totalmente determinada
pela correspondente integral de f, o que confere ao problema uma caracteristica de balancgo
(conservagao) da massa total da equagao.

A segunda modificagao se refere a forma com que o algoritmo foi implementado. Levando
em considerac¢ao o suporte compacto da solugao do problema (1.20) — (1.23), isto é, o fato de
que a solucao se anula fora de um conjunto fechado e limitado contido em €2, desenvolvemos
um mecanismo que nos permite acompanha-la ao longo do tempo, resolvendo o problema
apenas numa parte do dominio computacional, isto é, num subdominio que contenha o
suporte da solugao. Com isto, em cada nivel de tempo o sistema linear resultante apresenta
sensivel diminuicao de sua ordem e, conseqiientemente, o tempo de execucao do algoritmo
decresce também. E importante ressaltar que, ambas as modificacoes sao contribuigoes
originais deste trabalho.

Além disso, fechando o capitulo, incorporamos ao problema um termo de degradacao,
também nao-linear, de forma a incluir nas simulacoes a possibilidade de desintegracao de
parte da mancha de petréleo através deste mecanismo.
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3.1 Controle da Massa

Iniciaremos recolocando o problema nao-linear de advecgao-difusao:

ou(z,t)

o — eA((u(z, 0)?) + Bz, t) - Vu(z, t) = f(z,t) , QxI,

u(z,t) =g(x), z€ 00_, tel,

ou(z,t)

0, z€ 00, te,
1]

u(z,0) = ug(x) , x € Q.

Na Secao 1.3, concluimos que

0
E/Qudaj—/gfd:c,

que implica em, no caso em que f = 0,

0
ot . u(z,t)dr =0,

isto é, a massa da solugao deve ser conservada ao longo do tempo, enquanto u nao entrar
em contato com o bordo 0f2.

Tal caracteristica de balanco de massa é obtida a priori, na construcao do método de
elementos finitos, e deve ser garantida pelas aproximagoes numéricas. Entretanto, esta pro-
priedade permanece valida somente quando consideramos integracoes exatas. O uso de
quadraturas numéricas, aliado as caracteristicas geométricas do problema, pode causar a
perda desta qualidade
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Através de algumas simulagoes, vamos examinar o comportamento de alguns dos métodos
apresentados até aqui para a discretizagao de tal problema, com relagao a esta propriedade.

Nas figuras a seguir, podemos observar graficos da massa em funcao do ntimero de passos
no tempo. As Figuras 3.1 e 3.2 se referem aos dados do Cenario 2, definido na Subsegao
2.6.2, respectivamente para os métodos Euler-Streamline Diffusion e PGDT, enquanto as
Figuras 3.3 e 3.4 dizem respeito aos dados do Cenario 3, definido na Subsecao 2.6.3, para os
mesmos métodos.
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Figura 3.1: Massa - Método Euler-Streamline Diffusion para o Cendrio 2.
Eixo horizontal: passos no tempo, eixo vertical: massa.

Observamos pelas Figuras 3.1 e 3.2 que tanto Euler-Streamline Diffusion quanto PGDT
obtiveram bom comportamento em relacao a conservacao da massa. O decaimento ocorrido
apos 100 iteragoes no tempo se explica pelo fato da solugao ter atingido o bordo de saida do
dominio computacional, ou seja, a regiao considerada para a simulacao numérica. O método
de Euler-Galerkin com funcoes bolha também apresentou bom comportamento, embora nao
esteja ilustrado aqui por repetir os resultados alcancados com o método Euler-Streamline
Diffusion, conforme as observacoes do Capitulo 2.

Ja na Tabela 3.1, encontramos a relagao entre a massa inicial (mi) da solugao, calculada
no tempo t = 0, e a massa final (mf), calculada no tempo em que ocorre o maior desvio
com respeito a massa inicial, para os dados do Cenario 1, definido na Subsecao 2.6.1.



64

0.02

0.019

0.018

0.017

0.016

0.015

001 4 L L L L L
0 20 40 60 80 100 120

Figura 3.2: Massa - Método PGDT para o Cenirio 2.
Eixo horizontal: passos no tempo, eixo vertical: massa.

Podemos observar que a performance dos métodos é bem parecida, exceto no caso em
que utilizamos interpolagao linear no método Semi-Lagrangiano em que ocorreu uma perda
brusca de massa, mesmo sendo o dominio referente ao Cenério 1 um canal aberto, como no
Cenario 2.

| Método | mf/mi |
PGDT (¢ = 0.5) 1.00623
Euler-Streamline Diffusion (¢ = 0.5) 1.00938

Semi-Lagrangiano (interpolagao linear) 0.81537
Semi-Lagrangiano (interpolagao quadratica) | 1.01254

Tabela 3.1: Relagdo entre a Massa Inicial (mi) e a Massa Final (mf) - Cendrio 1, a = 0.25.

Nas simulacoes seguintes, apresentadas nas Figuras 3.3 e 3.4, avaliaremos os métodos
Euler-Streamline Diffusion e PGDT numa situacao em que ocorre interagao entre a solucao
do problema e as fronteiras internas do dominio.
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Figura 3.3: Massa - Método Euler-Streamline Diffusion para o Cenario 3.
Eixo horizontal: passos no tempo, eixo vertical: massa.
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Figura 3.4: Massa - Método PGDT para o Cenario 3.
Eixo horizontal: passos no tempo, eixo vertical: massa.

Podemos observar claramente que, quando a mancha de petréleo interage com as frontei-
ras da ilha, a conservacao da massa é significantemente violada por ambos os métodos, tendo
sido pior para o método PGDT. Tais figuras mostram um crescimento da massa durante
a passagem da mancha pelo obstéculo, com um posterior decaimento até atingir os niveis
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anteriores. Ao final de 100 iteracoes, novamente o decaimento se deve ao fato da mancha
estar saindo do dominio considerado.
Tendo em vista a equagao (1.27), lembrando que f =0,

9 u(z,t)de = —/ u(z, )5 - fds
ot Ja o

e o campo de velocidades

- 22212 r? 2xyr?
=1~ 2 2 T 72 2N (2 02 |
(22 +y?)? (22 +y?) (22 +9?)

construido de forma a tangenciar o obstaculo presente no dominio, concluimos que

/~ w(z, t)3(z) - fjds = 0.
o0,

Entao, pela construcao das fronteiras da ilha, a propriedade

0
E/Qu(a:,t)dx =0

continua valida, ou seja, a massa deveria se manter constante também durante a passagem
da solugao pelo obstaculo.

Continuamos investigando as possiveis causas desta variacao indesejada da massa, assim
como alternativas para contornar esta dificuladade. Nas simulagoes seguintes, desejamos
verificar o efeito de refinamentos da malha, na regiao em torno da ilha, na conservagao da
massa. Para isso, na Tabela 3.2 apresentamos o quociente m f/mi, somente para o método
PGDT com os dados do Cenario 3, com algumas malhas. Nesta tabela, indicamos h,,;,
definido por

hmm = 1’I111’l{ hK / K e 15 },

isto é, o menor diametro dos elementos triangulares K, como ja haviamos feito no capitulo
anterior.
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| Pin | mf/mi |
0.089 | 1.012359
0.044 | 1.005142
0.033 | 1.004236
0.021 | 1.003729
0.010 | 1.002976

Tabela 3.2: Comportamento da Massa em Relacdo ao Refinamento da Malha - PGDT.

Analisando tal tabela, podemos observar que a diminuicao do parametro h,,;,, melhora
a relagdo mf/mi, mas isto ocorre muito vagarosamente e certamente causa um sensivel
aumento do trabalho computacional. Novamente, gostariamos de ressaltar que nosso objetivo
é a eleboracao de estratégias eficientes, sem a demanda de malhas extremamente finas. Por
isso, cotinuamos as investigagoes em busca das causas e solucoes de tais variacoes indesejadas
da massa.

Realizando novas simulagoes com o mesmo método, procuramos descobrir se o tipo de
geometria do problema tem influéncia em tais resultados, ou seja, na conservagao da massa.
Para isso, observamos que a passagem da mancha de éleo pelo obstaculo se divide em duas
fases: na primeira ocorre um afunilamento do canal, que em uma segunda etapa volta a se
alargar. Sendo assim, apresentamos as simulagoes seguintes com canais que se estreitam e
se alargam, respectivamente.

As Tabelas 3.4 — 3.7 apresentam os dados para tais simulacoes, enquanto as Figuras
3.5 — 3.8 mostram os respectivos dominios. A relacao entre (mi) e (mf), para cada tipo de
canal utilizado, pode ser encontrada na Tabela 3.3.

| Tipo de Canal | mf/mi |
Canal Convergente - Cenério 4 1.008295
Canal Convergente Simétrico - Cenario 5 | 1.008738
Canal Divergente - Cenério 6 0.998902
Canal Divergente Simétrico - Cenario 7 | 0.998856

Tabela 3.3: Comportamento da Massa em Relacdo a Geometria do Canal - PGDT .



Cenario 4: Canal Convergente

’ Parametro Valor
c 1x1073
Pz, t) (1,0)
f 0.0
9 0.0
k (Passo no tempo) 5x 1072
up(z,y) 0.lexp(—16((x + 0.5)% + y?))
Elementos (Primeira ordem) 4496
Nos 2327
Romin 0.037

Tabela 3.4: Dados Relativos ao Cenario 4.
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Figura 3.5: Dominio e Malha de Elementos Finitos para o Cenério 4.
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Cenario 5: Canal Convergente Simétrico

’ Parametro | Valor
c 1x1073
Pz, t) (1,0)
f 0.0
9 0.0
k (Passo no tempo) 5x 1072
up(z,y) 0.lexp(—16((x + 0.5)% + y?))
Elementos (Primeira ordem) 4208
Nos 2179
Romin 0.037

Tabela 3.5: Dados Relativos ao Cenario 5.
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Figura 3.6: Dominio e Malha de Elementos Finitos para o Cendrio 5.
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Cenario 6: Canal Divergente

70

’ Parametro Valor
c 1x1073
Pz, t) (1,0)
f 0.0
9 0.0
k (Passo no tempo) 5x 1072
up(z,y) 0.lexp(—16((x + 0.5)% + y?))
Elementos (Primeira ordem) 4240
Nos 2199
Romin 0.038

Tabela 3.6: Dados Relativos ao Cenario 6.
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Figura 3.7: Dominio e Malha de Elementos Finitos para o Cendrio 6.



Cenario 7: Canal Divergente Simétrico

’ Parametro | Valor
c 1x1073
Bz, t) (1,0)
f 0.0
g 0.0
k (Passo no tempo) 5x 1072
up(z,y) 0.lexp(—16((x + 0.5)% + y?))
Elementos (Primeira ordem) 3920
Nos 2035
Ponin 0.039

Tabela 3.7: Dados Relativos ao Cendrio 7.
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Figura 3.8: Dominio e Malha de Elementos Finitos para o Cenério 7.
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Comparando os resultados obtidos nos Cendrios 4 — 7 (Tabela 3.3) com os resultados do
Cenario 3 (Figura 3.4), notamos que a variagdo da massa apresenta comportamento anélogo.
Na parte convergente, ou de afunilamento dos canais, ocorre crescimento da massa e na regiao
divergente ocorre decrescimento da mesma. Além disso, na mesma tabela podemos verificar
que a simetria do canal nao interfere neste comportamento.

Salientamos que os dominios dos Cenarios 4 — 7, apesar de serem relativamente simples,
foram suficientes para nos remeter a violacao da propriedade de balanco de massa da so-
lugao. Estas simulacoes nos levaram a acreditar que tal dificuldade estd diretamente ligada
a geometria do dominio em questao.

Tendo em vista nossos objetivos - simulagoes em cenarios reais com geometrias complexas
- necessitamos desenvolver uma forma de solucionar este problema.

Para melhorar a performance dos métodos com respeito ao balango de massa, apresenta-
mos a seguinte proposta de alteracao e que constitui uma das contribuigoes deste trabalho:
introduziremos um termo adicional ao lado direito da equacao que define a formulagao vari-
acional do método e que ird forcar a solucao aproximada a obedecer uma versao discretizada
da equacao de balango (1.25).

Esta idéia original sera detalhada a seguir para o método PGDT, em vista de todas as
conclusoes obtidas até agora sobre tal método.

Vamos tomar (1.25) com Q = Q e utilizar as condi¢des de contorno, isto é,

9 udw+/ ufi - ids :/fda:. (3.1)
It Ja G) Q

Chamando de M,, a massa total calculada no tempo t,:

Mn:/u(x,tn)dx,
0

e discretizando (3.1) por diferengas finitas, obtemos a seguinte relagdo para prever a massa
total em cada nivel de tempo:

Mn = Mnfl - kn/
o0

w(z, t,)3(x) - n(x)ds + ky /Q Fla, t,)dz. (3.2)

Por outro lado, seja a massa associada com a solu¢ao aproximada por elementos finitos
dada por

M, = /Q u™(z)dz. (3.3)
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Entao, para forcar a solugao de elementos finitos a se aproximar da massa total verdadeira,
introduzimos ao lado direito de (2.40) o seguinte termo:

—e(M,, — M,) max{u""'(z),0}, (3.4)

para z € €, € uma constante estritamente positiva e com M,, e M, calculados respectivamente
por (3.2) e (3.3).

Assim, este termo funciona como sorvedouro de massa se Mn > M, ou fonte se Mn < M,.
Quando M, = M,,, o termo nao altera a solugao.

Obtemos entao o seguinte problema para aproximar a solugao:

(Vn) encontrar uf € V2" n=1,2,--- N, tal que para todo v € V)" valha

our -
<%+6-Vu27v+5(

v

5+ 3 Vo))" + Be(u )2 Vup, Vo) —

— {div(3c(u" ) Vup), 6(% + G- Vo))" + ((upy o))"t =

v

BT (G e)

= (f - G(Mn — M,) max{u™"*, 0}, v+ §(

com o parametro ¢ calculado como em (2.33).

Como veremos a seguir, esta adaptacao, que convencionamos chamar de Petrov-Galerkin
Descontinuo no Tempo com Controle de Massa, ou PGDT-CM para simplificar, melhorou
significantemente os resultados do método PGDT, inclusive em simulagoes no Cenario 3.

Na Tabela 3.8, relacionamos o quociente m f /mi para simulagdes realizadas com o método
PGDT-CM, usando € = 5 x 107 como parametro para o controle da massa, nos cenérios
apresentados até aqui. Os resultados de tal tabela podem ser comparados com os das Tabelas
3.1 e 3.3 para concluirmos que o método PGDT-CM apresentou melhores resultados em
todos os cendrios nos quais realizamos simulagoes.
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’ Tipo de Canal | mf/mi ‘

Canal Aberto - Cenario 1 1.000057

Canal Aberto - Cenério 2 1.000021

Canal com Ilha - Cenario 3 1.000063

Canal Convergente - Cenario 4 1.000072
Canal Convergente Simétrico - Cenario 5 | 1.000080
Canal Divergente - Cenério 6 0.999985

Canal Divergente Simétrico - Cenario 7 | 0.999943

Tabela 3.8: Comportamento da Massa em Relacdo a Geometria do Canal - PGDT-CM.

Para ilustrar, na Figura 3.9 encontramos o grafico do comportamento da massa ao longo
do tempo, para os dados do Cenario 3. Enquanto os métodos Euler-Streamline Diffusion e
PGDT nao conservam a massa durante a interagdo com a ilha ( Figuras 3.3 e 3.4, respecti-
vamente ), o método PGDT-CM obedece tal propriedade.
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Figura 3.9: PGDT-CM - Cenério 3- ¢ =5 x 1073.
Eixo horizontal: passos no tempo, eixo vertical: massa.

Além de apresentar os melhores resultados nos testes efetuados até aqui, o método
PGDT-CM ainda mostrou maximos muito préximos aos valores maximos exatos das so-
lugoes, em comparacao com os demais métodos, para simulacoes realizadas no Cenario 1.
Isso pode ser visto na Tabela 3.9 e evidencia que a incorporacao deste mecanismo de balango
nao alterou a boa qualidade das aproximacgoes numéricas de tal método.
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| Método [t=05[t=1|t=15|t=2|t=25|t=3]
solucao exata 0.2184 | 0.1984 | 0.1842 | 0.1733 | 0.1646 | 0.1574
Euler-Streamline Diffusion | 0.2064 | 0.1748 | 0.1554 | 0.1492 | 0.1289 | 0.1135
PGDT 0.2163 | 0.1945 | 0.1835 | 0.1744 | 0.1623 | 0.1558
PGDT-CM (e =5 x 107%) | 0.2181 | 0.1988 | 0.1839 | 0.1739 | 0.1641 | 0.1570

Tabela 3.9: Maximos das solu¢des - a = 0.25.

Finalmente, na Tabela 3.10 verificamos o comportamento do método PGDT-CM com
relagao ao refinamento da malha do Cenéario 3 e podemos observar a diminuicao do desvio
da massa, devido a tal tipo de refinamento, resultado esperado e bastante importante na
determinacao da qualidade da técnica de discretizagao utilizada.

’ Ronin | mf/mi ‘
0.089 | 1.000063
0.044 | 1.000041
0.033 | 1.000032
0.021 | 1.000022
0.010 | 1.000009

Tabela 3.10: Massa em Func3o do Refinamento da Malha - PGDT-CM.

Concluimos, entao, que a estratégia que desenvolvemos para forcar o controle da massa
funcionou bem em todos os casos que estudamos. Assim, nas simulacoes que realizaremos no
préximo capitulo, em dominios com geometrias bem mais complexas e que, portanto, tendem
a apresentar dificuldades maiores, aplicaremos tal técnica como forma de obter solugoes mais
confidveis. Antes disso, proporemos uma maneira de diminuir o custo computacional de tal
método.

3.2 Uma Estratégia de Localizacao e o Aumento da
Eficiéncia do Método PGDT-CM

Nesta secao, estamos interessados em examinar o custo computacional, medido em tempo
de processamento, de alguns dos métodos apresentados até agora.

Mais precisamente, proporemos uma modificagao na forma com que os algoritmos PGDT
e PGDT-CM foram implementados, levando em consideracao o suporte compacto da so-
lugao do problema de espalhamento, para tornar tais métodos mais competitivos neste item.
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Iniciaremos relembrando os resultados obtidos nas Tabelas 2.9 e 2.13, onde apresenta-
mos o tempo médio de execucao de cada método, necessario para a resolucao de um nivel
de tempo. Tais resultados nos indicaram que o método PGDT, apesar de apresentar as
melhores aproximacoes numéricas dentre os métodos que analisamos, nao apresentou bom
comportamento, tendo atingido tempo de CPU trés vezes maior que o tempo gasto pelo
método mais rapido: Euler-Streamline Diffusion.

Nestas tabelas, pudemos verificar a estreita relagao entre o tempo de CPU e a dimensao
do sistema linear resultante da discretizagao. Por isso, o método PGDT demandou mais
tempo de processamento, principalmente, devido a dimensao de seu sistema linear, a cada
nivel de tempo.

Gostariamos também de observar que a correcao da massa que apresentamos na se¢ao
anterior, método PGDT-CM, pouco contribuiu para o aumento do tempo de processamen-
to, elevando-o de 6.1 s para 6.2 s, para os dados do Cenario 3, e de 10.2 s para 10.4 s, para
os dados do Cenério 1.

A estratégia original que desenvolvemos visa atacar este ponto crucial: a ordem do sistema
linear. Levando em consideracao o suporte compacto da solucao, tal estratégia nos permite
acompanha-la ao longo do tempo, resolvendo o problema apenas numa parte do dominio
computacional, isto é, num subdominio que contenha o suporte da solugao num determinado
nivel de tempo e no tempo subseqiiente.

Com isto, em cada iteracao no tempo o sistema linear resultante apresenta sensivel di-
minuicao de sua ordem e, conseqiientemente, o tempo de execucao do algoritmo decresce.

A idéia geométrica do processo consiste em, conhecida a solu¢gao num determinado ins-
tante, prever a possivel localizacao na iteragao seguinte e resolver o sistema linear apenas
num conjunto contendo os elementos nos quais as solugoes nestes dois tempos subseqiientes
nao se anulem.

Para descrevé-la com mais detalhes, consideremos uma dada malha de elementos finitos
descrevendo a regiao de interesse. Nesta malha, definimos:

Nel - nimero de elementos da malha;

Nver - ntimero de vértices de cada elemento;

maximo - valor maximo atingido pela solucao u};

xmax - vetor que contém a maior coordenada x de cada um dos elementos da malha;
ymax - vetor que contém a maior coordenada y de cada um dos elementos da malha;

xXmin - vetor que contém a menor coordenada x de cada um dos elementos da malha;
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ymin - vetor que contém a menor coordenada y de cada um dos elementos da malha;

lista - conjunto de indices dos elementos que pertencem ao subdominio que contém o
suporte da solugao uy;

listanew - conjunto de indices dos elementos que pertencem ao subdominio que contera

o suporte da solugdo u}*;

(xi;, i) - coordenadas do i-ésimo vértice do j-ésimo elemento.

Com estas definigoes, podemos colocar o algoritmo, que passamos a chamar de PGDT-
CM-SUB, da seguinte forma (no Apéndice A podemos encontrar a listagem completa):

Inicializagao: Montagem dos vetores xmax, ymax, xmin e ymin.

Esta fase é realizada uma tunica vez, antes do inicio das iteragoes no tempo, enquanto
os Passos seguintes devem ser realizados em cada faixa de tempo. Seu principal objetivo
¢ descrever de maneira grosseira os elementos da malha, considerando-os como se fossem
retangulos. Esta primeira aproximacao dos triangulos garante que o tempo de busca deste
algoritmo nao se torne impraticavel. Para a montagem destes vetores, percorremos todos os
elementos da malha e analisamos seus vértices.

Passo 1: Calculo do valor maximo (maximo) atingido pela solucao uj.

Novamente percorremos todos os elementos da malha para o calculo da varidavel maximo,
que tem por objetivo servir como parametro para a obtencao dos elementos que contéem o
suporte da solucao.

Passo 2: Determinagao do subdominio que contém o suporte da solugao uj.

Conhecido o maior valor atingido por u}, verificamos quais nés da malha apresentam,

pelo menos, um milésimo do valor méximo e marcamos os elementos que os contém, pela
inclusao de seus indices ao conjunto lista.
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Tal passo pode ser descrito da seguinte forma:
Para j =1,2,---, Nel
Parai=1,---, Nver

Se uf(xij, yi;) > 10 maximo, colocar o indice j no conjunto lista.

Passo 3: Previsao do subdominio que contera o suporte da solugao uZH.

A idéia basica deste passo é separar os dois efeitos do problema de espalhamento. Primeiro
a adveccao e em seguida a difusao.

Inicialmente, para cada cada vértice (z;5,v;;) da malha, encontramos o seu respectivo
ponto (Z;j,Yij), origem de (z;5,7;;), considerando apenas o efeito de transporte (lembrando
que k, é o passo no tempo):

Para j =1,2,---, Nel
Parai=1,---, Nver
Tij = Ty — 51 (Tijs Yij)Eon
Gis = Yij — o, yij) b,

Em seguida, todos os pontos origem devem ser localizados em seus respectivos elementos
l;:, incorporando o indice j ao conjunto listanew se k ja pertencer ao conjunto lista.

Esta é a parte crucial do algoritmo e pode levar muito tempo, se nao for executada com
cuidado, podendo comprometer a desejada diminui¢ao do tempo de CPU que buscamos. A
localizagao do ponto (Z;;, 7;;) num elemento da malha foi detalhada na Subsecao 2.5.1, para
as interpolagoes necesséarias ao método Semi-Lagrangiano.

Aqui s6 relembraremos que a idéia para isto consiste em, numa etapa inicial, considerar-
mos uma aproximacao grosseira de cada elemento triangular k£ que compoe a malha, pela
utilizagao de retangulos dados por

[zmin(k), zmazx (k)] x [ymin(k), ymax(k)].

Assim, encontramos elementos candidatos a pertencer ao conjunto listanew.
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Tais candidatos serao examinados com todo o cuidado necessario, por meio de transfor-
magoes lineares que levam cada triangulo candidato em um triangulo-padrao com vértices
em (0,0),(1,0) e (0,1).

De forma resumida, podemos escrever:

Para j =1,2,---, Nel
Parai=1,---, Nver
Localizar (Z;,7:;) no elemento k

Se o elemento k pertencer ao conjunto lista, colocar j no conjunto listanew.

Na Figura 3.10, encontramos uma ilustracao de malha de elementos finitos com o respec-
tivo subdominio, obtido até este ponto do algoritmo, contendo o suporte da solucao.
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-1.5
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-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

Figura 3.10: Subdominio Contendo o Suporte da Soluc3o.

Finalizando este passo, incluimos o efeito difusivo do operador, aumentando o subdominio
no qual resolveremos o problema. Isto deve ser feito porque o mecanismo de previsao, que
utilizamos na primeira parte deste passo, leva em consideracao apenas a adveccgao, descon-
siderando o aumento do suporte da solu¢ao em decorréncia da difusao. Entao, introduzimos
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uma camada de novos elementos no subdominio, contendo os elementos da malha que fazem
fronteira com os triangulos deste conjunto.

Isto pode ser visto na Figura 3.11, onde as partes demarcadas correspondem ao sub-
dominio onde o problema seré efetivamente resolvido, num determinado nivel de tempo.

Em nossas experiéncias, percebemos que a inclusao de apenas uma camada é suficiente
para simular o efeito difusivo no caso do problema nao-linear de espalhamento que temos
tratado o tempo todo. Entretanto, mais camadas de triangulos podem ser necessérias se,
por exemplo, estivermos resolvendo um problema com difusao linear, por causa do aumento
maior do suporte da solucao.
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-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

Figura 3.11: Subdominio Contendo o Suporte da Solucdo para 2 Niveis Subseqiientes de Tempo.

Passo 4: Montagem do sistema linear.

Utilizando os conjuntos lista e listanew, montamos o sistema linear resultante do método
PGDT-CM, ou seja, montamos o sistema somente com as variaveis pertencentes aos ele-
mentos cujos indices estao presentes nestes conjuntos, considerando as demais variaveis nulas.

Na Tabela 3.11, podemos observar os tempos de CPU do método PGDT-CM-SUB em
simulacoes realizadas nos cenarios definidos até aqui. Se a compararmos com as Tabelas
2.9 e 2.13, vemos claramente a diminuicao do tempo médio de execucao, que passou a ser
muito préximo do tempo fornecido pelo método Euler-Streamline Diffusion, mostrando quao
efetiva pode ser esta estratégia.
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’ Tipo de Canal | Tempo de CPU | Noés na Rede ‘

Canal Aberto - Cenario 1 4.1s 3057

Canal Aberto - Cenario 2 4.2's 3057

Canal com Ilha - Cenario 3 2.5s 1840

Canal Convergente - Cenario 4 3.2s 2327
Canal Convergente Simétrico - Cenéario 5 2.9s 2179
Canal Divergente - Cenario 6 3.0s 2199

Canal Divergente Simétrico - Cenério 7 2.8 s 2035

Tabela 3.11: Tempos de CPU - PGDT-CM-SUB.

Com mais esta modificacao, o método PGDT-CM-SUB passa a aliar confiabilidade
e eficiencia. Desta forma, segundo nosso ponto de vista, temos em maos um algoritmo
apropriado para realizar novas simulagoes numéricas, em situagoes mais complexas. Antes,
porém, examinaremos novamente o modelo e introduziremos mais um termo a equagao nao-
linear de adveccao-difusao.

3.3 Modelo de Espalhamento com Degradacao

Finalizando este capitulo, visando tornar o problema mais proximo da realidade, vamos
modificar o modelo de espalhamento pela inclusao de um termo nao-linear de degradacao a
equagao (2.1). Assim, o problema fica reescrito como

&L(axt 28 A((u(z, 1)) + Blw, 1) - Vule, ) + cao(wule, t) = f(z,1) , QxT  (3.5)
u(z,t) =g(x), ze 00_, tel (3.6)
a“g%’t)zo, re 90, , tel (3.7)

u(z,0) = up(x) , © € Q, (3.8)
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onde ¢y é uma constante positiva e a fun¢do o(u) corresponde a drea exposta da mancha.
Salientamos que a escolha de ¢y constante é uma simplificacdo. Na verdade, este é um
parametro que depende da composicao do 6leo.
A superficie definida por u(z,t), tem sua area dada por

1+ (ug)? + (uy)?dxdy. (3.9)
o= [V

A incorporacao de tal termo ao problema, permite que parte da mancha de petrdleo
se desintegre por evaporagao. Desta forma, ao aproximarmos a solucao deste problema, o
método de discretizacao deve ter sua quantidade de difusao artificial controlada, para que o
aumento do suporte da solucao nao seja demasiado a ponto de causar uma degradagao maior
que a esperada, levando a desintegracao precoce da mancha de petréleo. Mas felizmente, este
ponto ja foi resolvido neste capitulo e no anterior, pelo uso do método PGDT-CM-SUB.

Para seu tratamento numérico, este termo serd linearizado como o(u" !)u", isto é por
atraso no tempo, como ja haviamos feito anteriormente com a nao-linearidade do termo
difusivo.

Trabalhando da mesma forma como fizemos antes, obtemos o seguinte problema para
aproximar a solugao de (3.5) — (3.8):

(Vn) encontrar uf € V2" n=1,2,--- N, tal que para todo v € V" valha

ov
ot

ouy

<8t + G- Vo))" + (3e(u™ 1 )2Vup, Vo)

+ 3 Vul + coo(u Yl v+ 6(=

0 G Vo) 4 (o)) =

— {div(3c(u" )2 Vup), (0t

= (f — eV, = My max{u™, 0}, v+ 655 + F - Vo))" + (= vy

onde § = ¢h se 3c(u™ ') < h, € > 0 suficientemente pequena e § = 0 se 3c(u™ )2 > h. As
definicées de M,, e M,, podem ser encontradas na Secio 3.1.

Como podemos notar, este problema variacional ja inclui a previsao e correcao da massa
da solucao, entretanto, neste caso a equacao que define seu balango é dada por
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M,(1+ kpego(u™ 1)) = M,y — k:n/ u(z, tn)g(m) . n(;)ds + kn/ flz,t,)dz,
80 Q

levando a um esperado decaimento da massa, mesmo no caso de simulacoes sem interacoes
com as fronteiras e com fonte f identicamente nula ( veja a Figura 3.13 ).

A Figura 3.12 apresenta o resultado de uma simulagao do método PGDT-CM-SUB,
aplicado ao problema (3.5) —(3.8) com os dados do Cenério 2, mas com campo de velocidades
constante 5 = (1,0), e =5x 102 e c; = 1 x 107! como coeficiente de degradacao. Nesta
tabela sao mostradas as curvas de nivel da solugao para t = 2.0, 3.0, 5.0 e 6.0, respectiva-
mente. Ja na Figura 3.13, encontramos o grafico da massa da solugao em funcao do niimero
de passos no tempo, para a mesma simulagao.

o of
1} 1
2 2
) 0 2 2 0 2
2| 2
1 1
of 0
1} 1
) )

2 0 2 2 0 2
Figura 3.12: Modelo com Degradagdo - Método PGDT-CM-SUB - ¢t = 2.0, 3.0, 5.0 e 6.0.

Observando a Figura 3.12, temos a impressao de que nada esta acontecendo. Mas, ao
analisarmos o grafico da Figura 3.13 verificamos o decaimento rapido da massa. Isto é



84

um sinal de que a constante de degradacao ¢, = 1 x 107! desintegrou o petréleo muito
rapidamente.

0.02

0.019 4

0.018 4

0.017 |- N

0.016 4

0.015 4

0.014 ‘ : ‘ ‘ ‘
0 20 40 60 80 100 120

Figura 3.13: Massa no Modelo com Degradacdo - PGDT-CM-SUB.
Eixo horizontal: passos no tempo, eixo vertical: massa.

Neste ponto, acreditamos termos concluido o nosso objetivo principal: isolar o estégio
referente a obtengao de solugdes numéricas para as equacoes que descrevem o modelo de
espalhamento de manchas de petrdleo, propondo um método confidavel e rapido PGDT-
CM-SUB. Sendo assim, estamos prontos para caminhar um pouco mais na direcao de
problemas de derramamento de petréleo com dados mais realistas. Esta abordagem sera
introduzida no préximo capitulo.
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Capitulo 4

Uma Proposta de Procedimento para
a Previsao do Espalhamento de
Manchas de Petréleo

Neste capitulo, pretendemos resolver problemas de espalhamento de manchas de petroleo em
situacoes mais gerais, descrevendo os derramamentos de 6leo de forma mais completa. Para
isso, incorporamos aos programas computacionais o calculo do escoamento incompressivel
utilizando as equacoes de Navier-Stokes. Desta forma, o escoamento da adgua deixa de ser
dado diretamente, passando a ser uma das incégnitas do problema, que agora transformou-se
num sistema contendo as equacoes de Navier-Stokes juntamente com a equacao nao-linear
de adveccao-difusao que governa o espalhamento, propriamente.

Para realizar o calculo do escoamento, nos deparamos com duas possibilidades: utili-
zar uma implementacao prépria ou recorrer a softwares prontos. S6 como exemplo, pode-
mos citar o FEATFLOW (www.featflow.de) desenvolvido e oferecido gratuitamente por um
grupo de pesquisadores da Universidade de Dortmund, na Alemanha, além do FEMLAB
(www.femlab.com), um toolbox do Matlab.

Preferimos recorrer a uma implementacgao prépria, em vista das dificuldades de acoplar
tais softwares aos nossos programas, devido a utilizacao de linguagens e conceitos de progra-
macao diferentes.

Desta forma, iniciamos este capitulo apresentando um simulador para a resolucao de tais
equacoes e em seguida, nos dedicamos a validacao de seu cédigo pela aplicacao em problemas
classicos da literatura - escoamento entre placas paralelas e cavidade quadrada.

Entretanto, gostariamos de ressaltar que tal simulador nao tem o objetivo de resolver
rigorosamente os escoamentos. Para isso, novas pesquisas serao necessarias. Com esta im-
plementacao temos apenas o intuito de produzir previsoes do campo de velocidades para
a realizacao de simulacoes numéricas de derramamentos de petréleo, na iltima secao deste
capitulo, tendo como cenario a Bafa de Guanabara, no Estado do Rio de Janeiro.
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4.1 Equacoes de Navier-Stokes

Iniciaremos introduzindo as equagoes de Navier-Stokes, modelo matematico apropriado para
descrever escoamentos bidimensionais de fluidos viscosos e incompressiveis.

p%—MAﬁ—l—p(ﬁ-V)ﬁ—l—Vp:pf,QxI (4.1)
divu =0, QxI. (4.2)

Aqui, 2 é um dominio limitado do IR?* onde se d4 o fluxo e ¥ = (z,y) é um ponto
neste dominio; I = (0,7] C IR é um intervalo de tempo, p(Z,t) é a pressao, p representa a
densidade do fluido e i a sua viscosidade. A forga externa, por unidade de massa, se escreve
como

e o campo de velocidades procurado é dado por

N 1)
u(z,t) = (v(f, 9 ) :
Para completar o problema, condigoes iniciais u = ug(x,y) e v = vo(z,y) satisfazendo

(4.2) e condigoes de contorno devem ser impostas.
Utilizando a notacao,

= ((0)- () ()

reescrevemos (4.1) — (4.2) como

ou . op
pa—uAu%—pu-Vu—l—%—pfx, Qx1TI (4.3)
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ov . dp
pa—uAv—kpu-Vv—l—a—y:pfy, QxT (4.4)
ou v
— 4+ — = Qx 1. 4.

Para que possamos adimensionalizar as equagoes (4.3) — (4.5) conjuntamente com o pro-
blema nao-linear de adveccao-difusao, resecrevemos a equacao de espalhamento como

% — cA(R?) + 1 - Vh+ cyo(h)h = fi, (4.6)

utilizando a variavel h para designar a altura da mancha, de 6leo de modo a evitar confusao
com o campo de velocidades .

4.2 Adimensionalizacao

Vérias vezes queremos reproduzir experimentos fisicos de grandes dimensoes em um labo-
ratério. Para isso, devemos combinar os diversos parametros que caracterizam tais fenéomenos
de forma adequada, dando origem a quantidades adimensionais e que nos permitam relaci-
onar fenomenos de grandes e pequenas escalas. Como pretendemos simular problemas de
advecgao-difusao em conjunto com o célculo dos fluxo, devemos adimensionalizar as equagoes
que descrevem os dois problemas da mesma forma.

Iniciaremos com a equacao (4.6), introduzindo as seguintes constantes como quantidades
de referéncia: H ¢é altura caracteristica, V' a velocidade e L o comprimento. E as seguintes
variaveis adimensionais:

y* h o Vit . U T Y
i — u = — Tr = — = —,
H L’ v AR

Levando essas variaveis a (4.6), chegamos a
HV on*  H? HV

=y e AF *3 P o £ R Ho*h* =
T ¢ Iz (h™) + 7 U V*h* + coHo*h* = fi,

ou, apos algumas manipulacoes a
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8h* H2 * *3 * * 7% L * 7 % L
EIe _CﬁA (h )—l—u -V*h +02Vo'h —H—Vfl,

em que os operadores V* e A* sao tomados com respeito a x* e y*.

Procederemos da mesma maneira com a equagao de Navier-Stokes na forma (4.1), reescrevendo-
a como

ou 1 1 S
— A7 i - 0+ = = f. 4.
5 p u+ (u V)u~|—pr f (4.7)
Definimos
L S B A

e

La t_fa u_va p:W7 f_mf

Estas novas varidveis conduzem (4.7) a sua forma adimensional:

ou*

% . 4 L >
B AT TR ) wok
50 VI a+ (u-VO)ut + V'p V2f’
ou

sendo Re o Numero de Reynolds dado por

_pVL
M )

que é o parametro que controla a relacao entre a difusao e a advecgao neste problema.
A forca adimensional f* também pode ser escrita como

, 1\* f L -
f*:<_) ——»:_fv
Er)of) Ve

onde Fr, conhecido como Nimero de Froude, é dado por

Re

v

NTED

Fr =
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4.3 Linearizacao e Discretizacao

Para discretizar as equagoes de Navier-Stokes, a forma apresentada em (4.1) — (4.2) seria
adequada desde que desejassemos impor condi¢oes de contorno de Dirichlet na velocidade
e uma condicao sobre a pressao, num tunico ponto, isto é, um nivel de referéncia para a
pressao. Mas nosso objetivo ¢ impor também condicoes do tipo stress nulo, que dependem
da formulacao variacional do problema e implicam em deixar o fluido livre de forcas na saida
do fluxo.

Para isso, sera necessario tomar as equagoes de Navier-Stokes na seguinte forma equiva-
lente a (4.1) — (4.2):

ou .

Par div(oy) + p(u-V)ud = f, (4.8)

na qual oy = —p(Z,t) + 2uD é o tensor de stress, sendo D dado por

) [ 2% B4l
D= _(L+IL') = = AU I (4.9)
2 2\ ou o g

oy ox dy

sendo L = Vu o gradiente do vetor «, definido como

ou  ou
o ox dy
Vu = .
o
ox oy

Utilizando a definicao de oy, podemos concluir que

—div(oy) = Vp — pAd. (4.10)
Para obtermos a formulagao variacional do problema, multiplicamos (4.8) pelas fun¢oes-

teste g = (:2), ©1,p2 € Hy, que definiremos a seguir, integramos sobre ) e utilizamos o

teorema de divergéncia, de forma que

/d@'v(al)gﬁdx = / o1 - gds — / o1 - Vgdz. (4.11)
Q o0 Q
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Neste ponto, impomos condi¢oes de contorno do tipo stress nulo, isto é, oy - 77 = 0 ou
condic¢oes de Dirichlet em cada bordo do dominio, de forma que a integral sobre 0f) da
equagao acima se anule.

Desta forma, usando (4.10) temos que

/(Vp — pAU)gdr = — / div(oy)@dr = / o1 - Vgdz, (4.12)
Q Q Q
tomando o cuidado de interpretar “.” como o produto interno entre os vetores-linha corres-

pondentes de cada matriz presente no integrando de (4.12).

Podemos notar pela definicao de o1 que impor este tipo de condicao significa estabelecer
um relacao entre a pressao e a velocidade no bordo do dominio, nao sendo portanto necessario
impor outra condi¢ao sobre a pressao. Além disso, esta é uma condicao de contorno natural.

Por outro lado,

Op Op 0 o) 0 2%, [o1%)
. (0 e oy 25: o T o Dr oy
g1 - V(,D = . + 7! . —

_ Op2  Op2 Qu 4 v 9 Op2  Op2
0 p Ox Oy oy + ox 28y ox oy
_poo1 Qudp1 | (Ou | Ov)Op1
D5z 2893 Tz +(8y + 1‘> Yy
- 2% TH 0 Ov\ Oy Ov Op -
_pop2 Ou y Ov)9p2 Ov 92
Py ( Yy + z) z +2 y Oy
_pop1 Ouder | Oudpn Ouder v 0
p ox 4 oxr Ox oy Oy 4 or Ox ox Oy
I 7% a v g2 | v dpr A ouoes | ovoes | —
p dy or Ox dy Oy oy Ox dy Oy
91 Qudpr | Ov dp1
ox Vu - VSOl Oox Ox + ox Oy
= —p + p + p (4.13)
2 Vo -V, Oudpy | Ovdpy
Oy Oy Oz y Oy
Como ja fizemos anteriormente, definimos Il : 0 =t3 < t; < -+ < ty = T uma

partigdo qualquer de I = [0,7] com I, = (t,_1,t,) € k, = t, — t,—1 0 passo local no tempo,
e utilizamos o método de Euler Regressivo para a discretizacao na varidvel temporal e ao
mesmo tempo para a linearizacao do problema.
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Como podemos notar, conforme a relagdo entre u e p, a equagao (4.1) pode assumir
cardter “predominantemente hiperbélico” - Nimero de Reynolds grande - sendo necessario
aplicar a elas métodos estabilizados de elementos finitos. Por isso, optamos pelo método de
Galerkin com funcoes bolha, que foi apresentado no Capitulo 2, para a discretizacao espacial,
porque tal método surgiu especificamente para equagcoes deste tipo.

Desta forma, juntando (4.13) com (4.12), podemos enunciar o problema variacional dis-
creto:

Encontrar u}, vy € Vi e pp € My, n=1,2,--- , N, satisfazendo
UZ _ U’Zil n -n—1 n n a(Ph
P(k—,¢h>+/ﬁ (Vuy, Vn) + p (up" ™ - Vg, op) — <ph7%> +

duy Opy, dvy 0w,
+,u< axa O >—|—,U< axa ay > - <fz7%0h>7 v‘PhEVh,

n n—1

kn

Opn

P < a¢h> + 2 <VU27 VgOh> + P <U_;Ln71 ' V'UZ7 Qph> - <p?w a_y> +

ouy Opy, ovy e B
+:u< ay> aLL‘>+M< Gy’ ay > - <fy790h>7 VQOh thv

ouy ovy
< axh + a—yh,wh> = 0, th I~ Mh,

e as condigoes iniciais

(up, pn) = (o, pn)s ¥ o1 € Vi,

<U2790h> = <U0790h>7 vV on € Vh.
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Escolhemos os espacos da seguinte forma:

Hy = {v € H'(Q) / v |a,= 0},
Vh:{UGH&/U|KEP2(K)@B<K), VKeTy, },

sendo 0€) particionado em 02 = 92y U 02, onde 0€2; é a parte da fronteira onde sao
impostas condigoes de Dirichlet e 92y a parte da fronteira onde sao impostas condigoes de
stress nulo. O subespaco B(K) é o espago das fungoes bolha definidas sobre cada elemento
da triangularizacao T}, e

My={veH (Q)/v|x €Po(K),¥YKEeT,},

isto é, espaco das fungoes polinomiais constantes em cada elemento.
Para a equagao (4.6), utilizamos o método PGDT-CM-SUB, descrito no capitulo an-
terior.

4.4 Testes com o Simulador Proposto

A seguir, apresentamos algumas simulagoes numéricas com as equacoes de Navier-Stokes,
resolvidas a partir de uma velocidade inicial @y(Z) e fonte f(Z) nula, sendo impostas condicdes
de contorno do tipo stress nulo nas saidas do fluxo, exceto para o problema de cavidade, e
Dirichlet nos demais bordos do dominio coincidindo com a condigao inicial @y (Z) em OS2.

Trata-se de problemas classicos e com solucao conhecida, sendo apresentados com o
intuito de verificar a qualidade das aproximacgoes obtidas, dando-nos a confianga necesséria
em nossa implementacao do algoritmo para o calculo do escoamento.

Em todas as figuras, os resultados sao mostrados apds o campo de velocidades @ atingir
o regime estacionario.

A primeira simulacao se refere a um escoamento laminar bidimensional entre paredes

paralelas, com Numero de Reynolds Re = 300, sendo a velocidade inicial dada por

() = (1_092), yel[-11].
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Neste caso, a soluc¢ao exata do problema apresenta a velocidade dada por u(Z) = (%),
enquanto a pressao varia linearmente na direcao  do escoamento, permanecendo constante
na direcao y. Na Figura 4.1 este comportamento da pressao pode ser observado claramente.

Para verificar o comportamento do erro, em relagao ao refinamento da malha, apresenta-
mos na Tabela 4.1 simulagoes com diferentes malhas. Esta tabela apresenta o erro absoluto,
calculado utilizando-se a norma-infinito, entre as solugoes exata e numérica. Lembramos que
a definicao do parametro de discretizacao da malha - h,,;, - pode ser encontrada na Segao
2.6.1.

Tais resultados mostram o decaimento do erro, com o refinamento da malha, evidencian-
do a boa qualidade da aproximacao numérica, neste caso.

Palette:
2.730732E-001
.559151E-001
.387571E-001
.215991E-001
.044410E-001
.872830E-001
.701250E-001
.529669E-001
.358089E-001
.186508E-001
.014928E-001
.433477E-002
.117673E-002
.001869E-002
.286066E-002
.570262E-002
-1.455419E-003

WU oY = = DN N

Figura 4.1: Escoamento entre Placas Paralelas (Pressdo) - Re = 300.

’ Romin | Erro Absoluto ‘
0.236 2.17 x 1073
0.085 1.25 x 10~*
0.049 8.39 x 107°
0.021 6.53 x 107°

Tabela 4.1: Erro Absoluto - Exata X Numérica (norma-infinito).
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Na Figura 4.2, apresentamos o campo de velocidades, no regime estaciondario, para uma
simulacao de escoamento num canal contendo um obstaculo circular de raio » = 0.25 e com
Numero de Reynolds Re = 300. Assim como na simulagao anterior, este também é um
problema com solugao conhecida dada por

1 2x2r2 4 r2
S T @2442)2 22442
U(Q?) - < ( i/2)zy?“2 ( Y )> :

(@2+42)2

Figura 4.2: Escoamento num Canal com Obstéculo - Re = 300.

Na Tabela 4.2, simulacoes deste problema com diferentes malhas sao apresentadas, com
o intuito de verificar o comportamento do erro da aproximacao numérica, em fungao do refi-
namento da malha. Neste problema também podemos observar que o erro absoluto entre as
solugoes exata e numérica diminui quando a malha é refinada, mostrando a boa qualidade
das aproximacoes.

’ Romin | Erro Absoluto ‘

0.297 3.63 x 1073
0.115 6.54 x 107°
0.061 1.92 x 1077
0.029 8.39 x 1077

Tabela 4.2: Erro Absoluto - Exata X Numérica (norma-infinito).

A seguir, apresentamos um problema de cavidade quadrada com tampa moével. Este é
um problema bastante importante para a validacao de codigos computacionais porque nele
estao presentes as principais dificuldades encontradas em solugoes numéricas em mecanica
dos fluidos, apesar de sua simplicidade geométrica. Neste caso, foram impostas condi¢oes de
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. . D e . 1
Dirichlet para a velocidade, nulas nas paredes laterais e inferior, e & = o) na tampa da

cavidade. Utilizamos uma malha uniforme com 200 elementos triangulares e 441 pontos e
Re = 100.

Os perfis de velocidade, através do centro geométrico da cavidade, podem ser vistos nas
Figuras 4.3 — 4.4, em comparagao com os resultados obtidos por Ghia [30], que servem para
validar nosso simulador aqui indicado pela sigla GFB, numa alusao a utilizagao do método
de Galerkin com funcoes bolha. Cabe salientar que os resultados de Ghia foram obtidos com
um método que combina diferencas finitas centrais e upwind. Neste caso, em que os termos
convectivos possuem pouca expressao, os resultados obtidos ja sao bastante bons, mesmo
numa malha grosseira como a que utilizamos.

0.2

0.15

0.1

03 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

X

Figura 4.3: Perfil de Velocidade para o Problema de Cavidade - Re = 100.

A préxima simulagao foi realizada com Re = 400. Neste caso, o cdlculo do escoamento
torna-se mais dificil sendo necessaria a utilizacao de uma malha mais refinada, com 800
elementos triangulares e 1681 pontos.

Aqui, de acordo com o trabalho de Ghia [30], comegam a aparecer nos cantos inferiores
direito e esquerdo, vértices mostrando as recirculagoes que ocorrem nestes locais. Além disso,
o campo de velocidades deve girar numa regiao nas proximidades do centro geométrico do
problema.

Para simulagoes com Re maiores, torna-se necessario um refinamento ainda maior da
malha, em virtude das singularidades apresentadas nos cantos superiores direito e esquerdo
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da cavidade, devido a discontinuidade nas condicoes de contorno impostas nestes extremos.
Os perfis de velocidade, neste caso, podem ser vistos nas Figuras 4.5 — 4.6.

04l R

0.3 —*— Ghia i
—= GFB
0.2 B

0.1 i

0 I M I I I I
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

u

Figura 4.4: Perfil de Velocidade para o Problema de Cavidade - Re = 100.

0.4

_05 I I I I I I I I I

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X

Figura 4.5: Perfil de Velocidade para o Problema de Cavidade - Re = 400.
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Novamente, ocorreu uma boa concordancia de resultados, conseguida pelo refinamento
da malha utilizada, neste caso em que os termos convectivos aumentaram sua influéncia no
problema.

Gostariamos também de salientar que a equagao para o divergente nulo (4.2), foi muito
bem resolvida em todas as simulacoes realizadas, apresentando norma-infinito da ordem de
1072, sendo esta uma outra boa evidéncia da confiabilidade do algoritmo utilizado.

Desta forma, apds examinar os resultados do problema de escoamento entre placas pa-
ralelas e da cavidade quadrada, nos sentimos satisfeitos, pelo menos para nossos objetivos
atuais, com o simulador de fluxos incompressiveis que temos em maos, passando a utiliza-lo
na proxima secao.
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Figura 4.6: Perfil de Velocidade para o Problema de Cavidade - Re = 400.

4.5 Simulacoes de Derrames

Chegamos, finalmente, ao ponto em que realizaremos experiéncias computacionais com o
objetivo de descrever derramamentos de 6leo de forma mais completa, pela introducao do
calculo do campo de velocidades - via equagoes de Navier-Stokes - ao modelo de espalhamento
tratado exaustivamente neste trabalho. Desta forma, o escoamento da agua deixa de ser dado
diretamente, passando a ser uma das incégnitas do problema, que agora transformou-se num
sistema contendo as equagoes de Navier-Stokes (4.1) — (4.2) juntamente com a equagao nao-
linear de advecgao-difusao (4.6).



98

Antes, porém, gostariamos de ressaltar que, para o cédlculo do escoamento em regioes
costeiras ou lagos, o modelo mais indicado é representado pelas equacoes de aguas-rasas
(shallow water equations), que sdo uma variagdo das equagoes de Navier-Stokes e levam em
consideracao a profundidade destas regioes, podendo ser encontradas em [9], por exemplo.
Entretanto, em vista das dificuldades adicionais, além da falta de dados sobre a profundidade
da Baia de Guanabara, nao faremos uso de tal modelo, deixando sua inclusao entre os
possiveis trabalhos futuros.

Como j& citamos acima, realizaremos simulacoes na Baia de Guanabara, onde tém ocor-
rido intimeros acidentes deste tipo, principalmente no ano de 2000.

Na Figura 4.7 um mapa de tal regiao é apresentado. Neste mapa, destacamos a presenca
da Refinaria Duque de Caxias (Reduc), localizada no municipio carioca de mesmo nome. Tal
refinaria tem capacidade de producao de 36 milhoes de litros de derivados de petréleo por dia,
os quais sao bombeados para o Terminal da Ilha D’Agua, pequena ilha que nao aparece nes-
te mapa e se localiza préxima a divisa entre as cidades de Sao Joao do Meriti e Rio de Janeiro.

RIO DE JAMEIRO

Figura 4.7: Baia de Guanabara.

A transmissao do petréleo entre a Reduc e este terminal é feita em 14 dutos que pos-
suem mais de 20 quilometros de extensao, sendo estes dutos a maior fonte de vazamentos
responsaveis pelos acidentes ocorridos ultimamente.
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Na Figura 4.8, apresentamos o dominio computacional com sua respectiva malha de
elementos finitos para a discretizagao das equagoes de Navier-Stokes. Tal regiao exclui a
parte continental do mapa e inclui a Ilha de Paqueta, que também nao aparece na Figura
4.7, mas pode ser um importante modificador do escoamento em tal baia.

Partindo de uma velocidade inicial na entrada do canal, podemos estabelecer o escoa-
mento em toda a baia.

Figura 4.8: Dominio Computacional e Malha de Elementos Finitos - La(T},).

Condicoes de contorno nulas, para a velocidade, foram impostas nas fronteiras do tipo
mar-terra. Para evitar a presenca de singularidades na regiao de entrada da baia, cantos
inferiores direito e esquerdo da Figura 4.8, foram impostas velocidades horizontais e com
perfil parabdlico, de forma a eliminar descontinuidades nas condi¢oes de contorno.

Os parametros para estas simulagoes, Cenario 8, podem ser encontrados na Tabela 4.3.

Nesta tabela, podemos observar que as malhas de elementos finitos sdo do tipo Ls(T})
para as equagoes de Navier-Stokes e L;(7},) para o problema de advecgao-difusao, conforme
os espagos de aproximacao definidos anteriormente. Assim, o campo de velocidades @ foi
interpolado para servir como dado para a equacao de adveccao-difusao.
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Cenario 8: Baia de Guanabara

’ Parametro | Valor ‘

c 1x1073

Co 1x ]_0_2
i 0.0
g 0.0

k (Passo no tempo) 5x 1072
Elementos (advecgao-difusao) 1735
Noés (advecgao-difusao) 978
Elementos (Navier-Stokes) 422
No6s (Navier-Stokes) 962

Tabela 4.3: Dados Relativos ao Cenario 8.

Na Figura 4.9, apresentamos o campo de velocidades @ para o respectivo dominio, depois
de atingir o estado estaciondrio.

Na primeira simulacao, consideramos o maior causador dos acidentes ocorridos nesta baia,
o rompimento dos oleodutos que transportam os derivados de petrdleo entre a refinaria e o
terminal. Em geral, este tipo de ocorréncia s6 é percebida depois que uma grande quantidade
de éleo ja vazou, formando uma mancha de grandes proporgoes.

Na Figura 4.10 encontramos as curvas de nivel da mancha, no instante de sua descoberta.
Consideramos que, neste mesmo momento, o vazamento dos dutos foi localizado e reparado.
Nas Figuras 4.11 — 4.13, acompanhamos a evolucao de tal mancha nos instantes seguintes.

De acordo com as caracteristicas do escoamento, a mancha se desloca na direcao de Sao
Joao do Meriti, causando um grande actimulo de 6leo principalmente nas praias desta cidade
além de Duque de Caxias, Magé e em parte da Ilha de Paquetd (Figura 4.7).

Uma conclusao importante é que, num acidente deste tipo, as praias das cidades do Rio
de Janeiro e Niteroi estariam livres da contaminagao por éleo.
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Figura 4.9: Campo de Velocidades na Baia.

Figura 4.10: Problema de Advecg¢do-Difusdo - Condicdo inicial.
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Figura 4.11: Problema de Adveccdo-Difusido - 100 passos no tempo.

Palette:

.008310E-002
.410897E-003
.738694E-003
.066491E-003
.394288E-003
.722085E-003
.049882E-003
.377679E-003
.705476E-003
.033273E-003
.361069E-003
.688866E-003
.016663E-003
.344460E-003
.722573E-004
.423100E-008

UOFENNWSD U)o -] 00 W0

Figura 4.12: Problema de Adveccdo-Difusdo - 200 passos no tempo.
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Figura 4.13: Problema de Adveccdo-Difusdo - 250 passos no tempo.

Na simulacao seguinte, consideramos o modelo de espalhamento com difusao linear do
tipo —div(cVu). A escolha do coeficiente de difusao para este problema apresenta alguma
dificuldade. No caso nao-linear, tal coeficiente é da forma 3cu? e varia, no primeiro passo de
tempo, entre 0 e 3x 107°, para a simulagao apresentada nas Figuras 4.10-4.13. Em [6], foram
feitos testes com ¢ constante variando entre 107> e 5 x 1073, Para a préxima experiéncia,
tomamos o menor destes valores: ¢ = 1075,

A Figura 4.14 apresenta a mancha, partindo da mesma condicao inicial da simulacao
anterior (Figura 4.10), depois de 250 iteragdes no tempo.

Comparando este resultado com o respectivo (Figuras 4.13) de difusdo nao-linear, obser-
vamos claramente como o modelo linear apresenta excessiva difusao, causando a contami-
nacao de grande parte da bafa. Por outro lado, o aumento exagerado do suporte da solucao
torna mais rapida a evaporacao da mancha, causando a diminuigao da gravidade do derrame.

Assim, o modelo com difusdo nao-linear parece ser o mais adequado porque apresenta
difusao proprocional a quantidade de éleo existente em cada regiao do dominio.
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Figura 4.14: Problema Linear de Advecgdo-Difusdo - 250 passos no tempo.

Na préxima simulagdo, novamente com a equagao (4.6), consideramos uma mancha ob-
servada na entrada da Bafa de Guanabara (Figura 4.15), resultante, por exemplo, de um
vazamento em um navio petroleiro na entrada da bafa. As Figuras 4.16-4.17, apresentam a
evolucao de tal mancha.
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Figura 4.15: Problema de Advecc¢io-Difusdo - Condicdo Inicial.
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Figura 4.16: Problema de Advecgdo-Difusdo - 150 passos no tempo.
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Figura 4.17: Problema de Adveccio-Difusdo - 250 passos no tempo.

Inicialmente, em virtude das velocidades maiores estarem concentradas na entrada da
bafa, a mancha se propaga rapidamente para seu interior. A partir das iteracoes seguintes,
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a mancha se movimenta em direcao as praias de Sao Joao do Meriti, deixando poluicao
também no Rio de Janeiro e em Niterdi.

O campo de velocidades é o parametro essencial na determinacao do deslocamento do
6leo. Nas simulacoes tendo como cenario a Bafa de Guanabara, utilizamos sempre o mesmo
campo de velocidades em virtude de que alteracoes na velocidade de entrada da baia nao
causaram mudancas significativas em tal campo, sendo desnecessario repeti-las.

Concluimos enfatizando que as simulagoes realizadas ainda sao bastante hipotéticas. Para
torna-las mais realistas, salientamos a necessidade de alguns dados complementares, de dificil
obtencao e grande importancia:

- observagoes sobre a velocidade dos ventos e correntes na entrada da Baia de Guanabara,
assim como no seu interior, em varios periodos do ano, para possibilitar comparagoes com
os resultados obtidos pelo simulador de escoamentos incompressiveis que utilizamos;

- mapas mais detalhados onde aparecam, por exemplo, as Ilhas do Governador e do
Fundao, inclusive com a localizacao e vazao dos rios que desembocam na baia, para inclui-
los como fontes no calculo do escoamento;

- profundidade da Baia de Guanabara, para a utilizacao das equagoes de aguas-rasas no
modelo;

- dados sobre derramamentos verdadeiros, para a comparacao dos resultados e calibra-
gem dos parametros envolvidos nas equagoes, além do detalhamento das regides pesqueiras,
de mangezais e turisticas, para a realizacao da andlise do impacto social e ecoldgico dos
acidentes, bem como para o planejamento de agoes visando minimiza-los.

Apesar da falta destes dados, acreditamos ter conseguido isolar a obtencao de solucoes
numéricas para o modelo de espalhamento, que era o objetivo principal deste trabalho, e além
disso, apontamos para simulacoes em situagoes reais, que em trabalhos futuros poderao se
tornar cada vez mais completas.



107

Conclusoes

O objetivo principal deste trabalho foi propor um método numérico eficaz, beseado na técnica
de elementos finitos, para a realizacao de simulacoes numéricas com um modelo nao-linear
de adveccao-difusao.

Inicialmente, varios métodos recorrentes na literatuta especifica foram implementados e
testados em problemas com dificuldades controladas, principalmente em relacao a geometria
dos dominios, com o intuito de tornar claras as vantagens e desvantagens destes métodos.

Neste ponto, concluimos que os métodos que discretizaram o tempo por diferencas finitas
e 0 espago por elementos finitos, assim como o método Semi-Lagrangiano, controlaram as
oscilacoes da solucao numérica as custas de difusao artificial excessiva, produzindo solugoes
que nao podem ser consideradas boas aproximacoes para a solucao do problema. Além disso,
este tltimo método apresentou dificuldades adicionais para a sua implementacao que foram
resolvidas pela utilizacao ¢ao de um mecanismo, rapido e eficaz, para a localizacao de pontos
em malhas de elementos finitos.

A discretizacao unificada da varidvel temporal com as variaveis espaciais, via método
Streamline Diffusion (PGDT), eliminou o excesso de difusao artificial e conseguiu contro-
lar as oscilagoes espirias das solu¢oes numéricas, mas aumentou o esforgo computacional se
comparado ao esforco demandado pelos demais métodos.

Na etapa seguinte, introduzimos modificagoes no método PGDT de forma a garantir a
conservacao da massa da solugao ao longo do tempo, uma importante propriedade presente
no problema estudado, dando origem ao método que convencionamos chamar de PGDT-
CM e que obteve solugoes com boa qualidade.

Além disso, uma segunda contribuigao foi incorporada ao método PGDT-CM, de forma
a aumentar sua eficiéncia em termos de tempo de CPU, tornando-o comparavel aos métodos
mais rapidos explorados neste trabalho. Tal redugao no tempo de execucao foi conseguida
pela reestruturagao de seu algoritmo, que passou a resolver o problema apenas numa regiao
contendo o suporte da solucao e nao no dominio todo, diminuindo assim a dimensao do
sistema linear a cada nivel de tempo.
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Na parte final desta tese, apontamos para simulagoes mais realistas, considerando proble-
mas de espalhamento de manchas de petréleo em situagoes mais gerais. Para isto, incorpo-
ramos aos programas computacionais o calculo do escoamento incompressivel utilizando as
equagoes de Navier-Stokes. Para a validacao do cédigo de nosso simulador de escoamantos,
nos utilizamos de problemas classicos da literatura - escoamento entre placas paralelas, cuja
solucao é conhecida de forma fechada, e cavidade quadrada com tampa movel. Além disso,
apresentamos simulagoes numéricas de derramamentos de petroleo tendo como cendrio a
Baia de Guanabara, no Estado do Rio de Janeiro. Com tais simulagoes, pudemos perceber
que as previsoes obtidas com o modelo nao-linear de advecgao-difusao foram muito mais
precisas em relacao ao modelo linear.

Entretanto, as simulagoes realizadas ainda foram bastante hipotéticas em virtude da falta
de alguns dados complementares tais como: a velocidade dos ventos e correntes na Baia
de Guanabara, mapas mais detalhados, profundidade da baia, dados sobre derramamentos
verdadeiros para a realizacao de comparagoes.

Em relagao ao calculo do campo de velocidades na baia, cabe também ressaltar a im-
portancia da utilizacao das equagoes de aguas-rasas. Além disso, a investigacdo da pos-
sibilidade de paralelizagao dos algoritmos desenvolvidos neste trabalho surgem como tema
natural para trabalhos futuros.

Portanto, acreditamos ter conseguido atingir o objetivo principal deste trabalho, ou seja,
construir um simulador para o modelo de espalhamento, confidvel e preparado para simu-
lacoes em situacoes reais.
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Apeéendice A

Aspectos Computacionais

A.1 Introducao

Nos capitulos anteriores, formulamos o método de Petrov-Galerkin Descontinuo no Tempo
com Controle de Massa para a resolugao de problemas do tipo (2.1) —(2.4). Mas a geracao de
um cédigo computacional capaz de reproduzir tal método passa por varios problemas, entre
eles a discretizacao do dominio, montagem dos sistemas lineares, resolucao dos mesmos e
visualizacao dos resultados. Neste ponto, queremos explicar cada uma das etapas necessarias
para contornar estas dificuldades.

Nas primeiras versoes deste programa, havia uma simplificagdo com respeito aos dominios.
Estes deveriam ser retangulares e sua triangularizacao era gerada pelo proprio programa
que dividia-o em retangulos homogéneos que eram redivididos ao meio, por uma de suas
diagonais, dando origem a dois triangulos, cada um. A visualizacao era feita através do
Matlab.

Com o andamento das pesquisas, percebemos a necessidade da utilizacao de softwares
especificos de triangularizacao. Tivemos acesso, entao, ao toolbox PDETOOL do Matlab,
desenvolvido com o intuito de resolver alguns tipos de equacoes diferenciais parcias pelo
método de elementos finitos, desde a criacao do dominio, até a visualizagao dos resultados.
O PDETOOL gerava os dominios com as respectivas triangularizagoes que eram organizadas
em arquivos para utilizacao por nosso programa. FEste por sua vez resolvia o problema e
devolvia a solucao em arquivo, no formato do PDETOOL, para posterior visualizacao dos
resultados neste mesmo pacote computacional. Mas ainda havia uma limitacao, o PDETOOL
so trabalhava com malhas com interpolagao linear. Para problemas que exigissem testes com
malhas para interpolagao quadratica, passamos a utilizar o software GEMESIS, responséavel
pela criacao do dominio e geracao de malhas de elementos finitos para Lagrange linear ou
quadratica. Juntamente com o GEMESIS, utilizamos o software VED, para a analise visual
dos resultados.
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A.2 Utilizacao do PGDTCMSUB

Vamos explicar como se executa o programa PGDTCMSUB na simulagao numérica de pro-
blemas de adveccao-difusao do tipo apresentado em (2.1) — (2.4).

Para iniciar, precisaremos de uma malha de elementos finitos para o dominio em questao,
gerada por um dos softwares citados na se¢ao anterior, o VED ou o PDETOOL do Matlab,
e guardadas em arquivo texto com a seguinte formatacao:

Numero Maximo de Referencias

08

Numero de Funcoes da Base Local

03

Numero de Pontos da Malha

01840

Matriz de Coordenadas dos Pontos

00001 3.5000000000 -1.0000000000
00002 3.5000000000 1.0000000000
00003 -3.5000000000 1.0000000000
00004 -3.5000000000 -1.0000000000
00005 -0.2500000000 0.0000000000
00006 0.0000000000 -0.2500000000
00007 0.2500000000 0.0000000000
Numero de Elementos da Malha

03520

Matriz de Incidencia dos Nos (Enumeracao Local X Global)
00001 3 00090 01100 01661 00001
00002 3 00097 01208 01633 00001
00003 3 00018 00488 01167 00001
00004 3 00019 00489 00921 00001
00005 3 00039 00562 01322 00001
00006 3 00030 00502 00898 00001
00007 3 00024 00534 00580 00001

Numero de Nos da Malha

01840

Vetor de Referencia dos Nos (Numero do lado ou O se interior)

00001 04
00002 01
00003 03
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00004 00
00005 08
00006 05

Arquivos com este aspecto podem ser construidos a partir dos programas SDSAFE e
SDMLAB, que listamos a seguir. O primeiro, transforma arquivos gerados no formato GE-
MESIS e o segundo no formato do PDETOOL.

c
c FILE SDSAFE.FOR
c
c
c
PARAMETER( MAX = 10000 )
c
c
REAL*8 C(2,MAX)
c
INTEGER*2 M(9,MAX), INB(MAX)
c
c
CALL CONTROLE(C,M,INB)
c
c
c
END
c
c FILE CONTROLE. FOR
c
c
c
SUBROUTINE CONTROLE(C,M,INB)
c
c
REAL*8 C(2,%)
c
INTEGER*2 M(9,%), INB(*)
INTEGER#2 NFB, NREF, NOE, NE, IEL
c
CHARACTER resx1
c
c
c
1000  write(*,1100)
1100  format(//,T10,’Deseja Ler a Estrutura FEM ? (S)/(N) : ’,$)

read(*,1200) res
1200  format (A1)
if((res.eq.’N’).or.(res.eq.’n’)) go to 1300
if((res.ne.’S’).and. (res.ne.’s’)) go to 1000

C
C
CALL ARANHA(C,M,INB,NFB,NREF,NOE,NE)
c
c
c
c Escreve a Estrutura da Malha em um Arquivo de Dados
c
c
c
c write(*,x) ’ Chamada da Subroutine MALHA’
CALL GERAMALHA(C,M,INB,NFB,NREF,NOE,NE)
c
c
c Leitura da Estrutura da Malha de um Arquivo de Dados
c
c
1300 CALL LEEMALHA(C,M,INB,NFB,NREF,NOE,NE)
C
C
CALL INFOREDE(NFB,NREF,NE,NOE,IEL)
C
C
C

RETURN
END



C
C FILE INFOREDE.FOR
C
C
SUBROUTINE INFOREDE(NFB,NREF,NTEL,NTNOS,IEL)
C
C
INTEGER*2 NFB, NREF, NTEL, NTNOS, IEL
C
CHARACTER ELEMENTO*19
C
C
C INFORMACOE SOBRE A REDE
C
C
IF(NFB.EQ.3) THEN
IEL = 1
ELEMENTO = ~ Lagrange Linear’
ELSE IF(NFB.EQ.6) THEN
IEL = 2
ELEMENTO = ’Lagrange Quadratico’
ELSE
WRITE(*,*) ’ Erro na Escolha do Espaco de Aproximacao’
STOP
END IF
C
C
WRITE(*,100)
100  FORMAT(5(/),T10,’Informacoes Sobre a Rede’,/)
C
WRITE(*,200) NFB, NREF, NTEL, NTNOS, ELEMENTO
200  FORMAT(2(/),T10,
* >  Numero de Funcoes de Base Local ’,I11.1,//,T10,
* 2 Numero de Referencias ’,12.2,//,T10,
* ’Numero Total de Elementos da Rede ’,I16.6,//,T10,
* 7 Numero Total de Nos da Rede »,16.6,//,T24,A19,//)
C
C
C
RETURN
END
C
C FILE GERAMALHA.FOR
C
C
SUBROUTINE GERAMALHA(C,M,INB,NFB,NREF,NOE,NE)
C
C
REAL*8 C(2,%)
C
INTEGER#2 M(9,*), INB(x), NFB, NREF, NOE, NE, IFLAG
C

acacaacaacacaacacaacaaoaacaaaoaacaacaacaaaaaa

CHARACTER NAME*15, res*1

Variaveis de Entrada

C : Matriz de Coordenadas dos Nos

M : Matriz de Incidencia dos Nos

INB : Vetor de Referencia dos Nos

NREF : Numero Maximo de Referencias

NFB : Numero de Funcoes da Base Local

NE : Numero de Elementos da Malha

NOE : Numero de Nos da Malha

Escreve a Estrutura da Malha

1800 write(*,1900)
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1900

1950

2000

2100

aaaa

2110

2120

2200

1000

2300

1200

Q

Q

format(//,T10,

* ’Deseja Escrever a Estrutura da Malha ? (S)/(N)

read(*,1950) res
format (A1)

if((res.eq.’N’).or.(res.eq.’n’)) return
if ((res.ne.’S’) .and. (res.ne.’s’)) go to 1800

write (*,2000)

format(//,T10,’Arquivo para Escrever a Estrutura da Malha ’,$)

read(*,2100) NAME
format (A15)

OPEN (UNIT=20, FILE=NAME, STATUS=’UNKNOWN’)

WRITE(20,%) ’
WRITE(20,2110) NREF
FORMAT(T5,12)
WRITE(20,%) °’
WRITE(20,2110) NFB
WRITE(20,%)
WRITE(20,2120) NOE
FORMAT(TS, I5)

WRITE(20,%) °’

DO 1000 K = 1,NOE

WRITE(20,2200) K,C(1,K),C(2,K)

Numero

Numero

Numero

Matriz

%))

Maximo de Referencias’

de Funcoes da Base Local’

de Pontos da Malha’

de Coordenadas dos Pontos’

FORMAT(T5,15,T20,F18.12,T40,F18.12)

CONTINUE

WRITE(20,%) °’
WRITE(20,2120) NE

WRITE(20,%) °’

DO 1200 K = 1,NE

WRITE(20,2300) K, NFB,

Numero de Elementos da Malha’

Matriz de Incidencia dos Nos’

( M(J,K)

FORMAT(T5,15,T12,11,T16,6(I5,3X))

CONTINUE

WRITE(20,%) °’
WRITE(20,2120) NOE

WRITE(20,%) °’

DO 1300 K = 1,NOE

WRITE(20,2400) K,INB(K)

FORMAT(T5,15,T20,15)

CONTINUE

IFLAG = 0

, J=1,NFB )

Numero de Nos da Malha’

Vetor de Referencia dos Nos’

WRITE(20,*) ’Correcao dos KeyPoints -

WRITE(20,2120) IFLAG

CLOSE (UNIT=20)

RETURN
END

(0) Nao

)

Sim ’
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c FILE LEEMALHA.FOR
c
c
c
SUBROUTINE LEEMALHA(C,M,INB,NFB,NREF,NOE,NE)
c
c
REAL*8 C(2,%)
c
INTEGER*2 M(9,*), INB(*)
INTEGER*2 NE, NOE, NREF, NFB, NNO, IFLAG
c

acacaacaacaacaacaacaaaaoacaacaaaaaaan

2000
2100

2150

2190
2200

2300

2310

aaaa

2350

Q

Q

CHARACTER NAMEx*15, TEXT0*60, res*1

C : Matriz de Coordenadas dos Nos
M : Matriz de Incidencia dos Nos
INB : Vetor de Referencia dos Nos
NREF : Numero Maximo de Referencias
NFB : Numero de Funcoes da Base Local
NE : Numero de Elementos da Malha

NOE : Numero de Nos da Malha

Leitura da Estrutura da Malha

write(*,2100)

format(//,T10,

* ’Deseja Acertar os KeyPoints da Malha 7 (S)/(N) : °,$)
read(*,2150) res

format (A1)

if((res.eq.’N’).or.(res.eq.’n’)) return

if ((res.ne.’S’).and.(res.ne.’s’)) go to 2000

write(*,2200)

format(//,T10,’Arquivo de Leitura da Estrutura da Malha ’,$)
read(*,2300) NAME

format (A15)

OPEN (UNIT=20, FILE=NAME, STATUS=’0LD’, IOSTAT=IERR)

IF(IERR.NE.O) THEN

WRITE (*,2310)

FORMAT(//,T10,

* ’Arquivo de Dados Desconhecido. Informe um Novo Arquivo.’)
GO TO 2190

END IF

READ(20,2350) TEXTO
FORMAT (A60)
READ(20,%) NREF

READ(20,2350) TEXTO
READ(20,*) NFB

READ(20,2350) TEXTO
READ(20,*) NOE
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Q

Q

Q

Q

Q

aaaa

aaaa

Q

READ(20,2350) TEXTO

DO K = 1,NOE

READ(20,*) KKK,C(1,K),C(2,K)

END DO

READ(20,2350) TEXTO
READ(20,*) NE

READ(20,2350) TEXTO

DO K = 1,NE

READ(20,*) KKK, NNO, ( M(J,K) , J = 1,NFB )

END DO

READ(20,2350) TEXTO
READ(20,*) NOE

READ(20,2350) TEXTO

DO K = 1,NOE

READ(20,*) KKK, INB(K)

END DO

READ(20,2350) TEXTO
READ(20,*) IFLAG

CLOSE (UNIT=20)

IF(IFLAG.EQ.0) THEN
CALL ACERTA_KEYPOINTS(C,INB,NOE)
IFLAG = 1

CALL ESCREVE_MALHA(C,M,INB,NFB,NREF,NOE,NE,NAME, IFLAG)
END IF

RETURN
END

FILE ACERTA_KEYPOINTS.FOR

SUBROUTINE ACERTA_KEYPOINTS(C,INB,NTNOS)

REAL¥8  C(2,%), X, Y
real*8 cxykeyp(20,2)

INTEGER*2 INB(x), NTNOS
integer*2 nkeyp, ladokeyp(20)

common / acertamalha/ cxykeyp, ladokeyp, nkeyp

do 600 i = 1,nkeyp
do j = 1,ntnos
if (inb(j) .ne.0) then

X = C(1,3)
Y = c(2,j)

115



if (X.eq.cxykeyp(i,1)) then
if (Y.eq.cxykeyp(i,2)) then

inb(j) = ladokeyp(i)

go to 600
end if
end if
c
end if
c
end do
c
600 continue
C
C
C
RETURN
END
C
C FILE ESCREVE_MALHA.FOR
C
C
SUBROUTINE ESCREVE_MALHA(C,M,INB,NFB,NREF,NOE,NE,NAME,IFLAG)
C
C
REAL*8 C(2,%)
C
INTEGER*2 M(9,*), INB(x), NFB, NREF, NOE, NE, IFLAG
C

accacacacaacaaacaacaacaacaaaaaaacaaacaaaaan

aacaaa

2110

2120

2200

1000

CHARACTER NAME*60

C : Matriz de Coordenadas dos Nos

M : Matriz de Incidencia dos Nos

INB : Vetor de Referencia dos Nos

NREF : Numero Maximo de Referencias

NFB : Numero de Funcoes da Base Local

NE : Numero de Elementos da Malha

NOE : Numero de Nos da Malha

Escreve a Estrutura da Malha

OPEN (UNIT=20, FILE=NAME, STATUS=’UNKNOWN’)

WRITE(20,%*) ’ Numero Maximo de Referencias’

WRITE(20,2110) NREF
FORMAT(T5,12)

WRITE(20,%*) Numero de Funcoes da Base Local’

WRITE(20,2110) NFB

WRITE(20,%*) ° Numero de Pontos da Malha’

WRITE(20,2120) NOE
FORMAT(TS,I5)

WRITE(20,%*) ’ Matriz de Coordenadas dos Pontos’

DO 1000 K = 1,NOE

WRITE(20,2200) K,C(1,K),C(2,K)
FORMAT(T5,15,T20,F18.12,T40,F18.12)

CONTINUE

116



117

C
(¢}
WRITE(20,%*) ’ Numero de Elementos da Malha’
WRITE(20,2120) NE
(¢}
C
WRITE(20,%) ’ Matriz de Incidencia dos Nos’
C
DO 1200 K = 1,NE
C

WRITE(20,2300) K, NFB, ( M(J,K) , J = 1,NFB )
2300 FORMAT(T5,I5,T12,11,T16,6(I5,3X))

1200 CONTINUE
C

C
WRITE(20,%*) ° Numero de Nos da Malha’
WRITE(20,2120) NOE
(¢}
C
WRITE(20,%*) ’ Vetor de Referencia dos Nos’
C
DO 1300 K = 1,NOE
C

WRITE(20,2400) K,INB(K)
2400 FORMAT(TS,I5,T20,I5)

(¢
1300 CONTINUE
C
C
C
WRITE(20,%) ’Correcao dos KeyPoints - (0) Nao (1) Sim °
WRITE(20,2120) IFLAG
C
C
CLOSE (UNIT=20)
C
C
C
RETURN
END
C
C FILE ARANHA.FOR
C
C
SUBROUTINE ARANHA(C,M,INB,NFB,NREF,NOE,NE)
C
REAL*8 R1,R2
REAL*8 C(2,%)
C
INTEGER#2 M(9,*), INB(x), NOE, NE, NREF, NFB
INTEGER*2 I, IGRUPO, J, I1, I2, V(6)
(¢}
CHARACTER*15 TEMP,NOME
(¢}
C
C
C < ARANHA > FAZ A LEITURA DE UM ARQUIVO DE DADOS GERADO NO FORMATO
C ’PREGRAPH’ PELO GERADOR DE MALHAS DO PACOTE << GEMESIS >>
C
C A PARTIR DA LEITURA, ESTA ROTINA PREENCHE A MATRIZ DE COORDENADAS
C ( C ), A MATRIZ DE INCIDENCIA ( M ) E O VETOR DE NOS NO BORDO ( INB )
C
C ALEM DISSO, ELA INFORMA O NUMERO DE NOS POR ELEMENTO ( NFB ) E 0
C NUMERO DE NOS (NOE) E DE ELEMENTOS (NE) DA MALHA
C CHAMADA DO ARQUIVO
C
C
WRITE(*,1)
1 FORMAT(///,T10, ’Leitura da Estrutura da Malha Gerada pelo SAFE’)
2 WRITE(*,3)
3 FORMAT(//,T10, ’Entre com o nome do arquivo ( <nome>.fem ) : ’,$)
READ(*,4) NOME
4 FORMAT (A15)
C
(¢
C

OPEN(UNIT=50, FILE=NOME, STATUS=’0LD’, IOSTAT=IERR)



o

aacaaa

o

aaae

30
20

40

70
60

Q

IF(IERR.NE.O) THEN

WRITE(*,5)

FORMAT(//,T10,

* ’Arquivo de Dados Desconhecido. Informe um Novo Arquivo.’)
GO TO 2

END IF

OBTEM 0 NUMERO DE NOS

TEMP = ’*COORDINATES’

CALL DESLOQUE(TEMP)

READ(50,*) NOE

PREENCHE A MATRIZ DE COORDENADAS

DO 10 J = 1,NOE
READ(50,%) I1,R1,R2

C(1,J) = R1
C(2,J) = R2
CONTINUE

OBTEM 0 NUMERO DE ELEMENTOS E O TIPO DE ELEMENTO (EM TEMP)

TEMP = ’*ELEMENT_GROUPS’
CALL DESLOQUE(TEMP)

READ(50,*) IGRUPO

READ(50,11) I1, NE, TEMP
FORMAT(I2,I4,A5)

IF(TEMP.EQ.’TRI_3’) THEN

NFB = 3
ELSE

NFB = 6
END IF

PREENCHE A MATRIZ DE INCIDENCIA

TEMP = ’*INCIDENCES’
CALL DESLOQUE(TEMP)
DO 20 J = 1,NE
READ(50,%) I1,(V(I2), I2=1,NFB)
DO 30 I = 1,NFB
M(I,J) = V(D)
CONTINUE
CONTINUE

INICIALIZA O VETOR DE NOS NO BORDO

DO 40 I = 1,NOE
INB(I) = 0
CONTINUE

OBTEM 0 NUMERO DE FACES DO BORDO ( NREF )

TEMP = ’*LINES’
CALL DESLOQUE(TEMP)
READ(50,*) NREF

PREENCHE 0 VETOR DE NOS DO BORDO ( SE O NO i ESTA NA FACE j DO BORDO,
ENTAO INB(i) = J )

DO 60 I = 1,NREF
CALL AVANCE_LINHA
READ(50,%) I1,I1
DO 70 J = 1,11

READ(50,%) I2
INB(I2) = I
CONTINUE
CONTINUE

CLOSE(UNIT = 50)
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c
RETURN
END
c
FILE DESLOQUE. FOR
c
c
SUBROUTINE DESLOQUE (REF)
c
CHARACTER#*15 REF,TEMP
c POSICIONA A LEITURA NO ARQUIVO PARA APOS A STRING ’REF’
c ( SUBROTINA DA ROTINA <ARANHA> )
105  CONTINUE
READ(50,15) TEMP
15 FORMAT (A15)
IF(TEMP.NE.REF) GOTO 105
c
c
c
RETURN
END
c
c FILE AVANCE_LINHA.FOR
c
c
SUBROUTINE AVANCE_LINHA
c
CHARACTER TEMP
c PULA UMA LINHA NA LEITURA DO ARQUIVO
c ( SUBROTINA DA ROTINA <ARANHA> )
READ(50,25) TEMP
25 FORMAT (A1)
c
c
c
RETURN
END
c
c
c
c FILE SDMLAB.FOR
c
c
c
PARAMETER( MAX = 20000 )
c
c
REAL*8 C(2,MAX)
c
INTEGER*2 M(6,MAX), INB(MAX)
c
c
CALL CONTROLE(C,M, INB)
c
c
c
END
c
c FILE CONTROLE.FOR
c
c
c
SUBROUTINE CONTROLE(C,M,INB)
c
c

REAL*8 C(2,%)
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7, $)

C
INTEGER*2 M(6,*), INB(*)
INTEGER*2 NFB,NREF,NOE,NE
C
CHARACTER resx*1
C
C
C
1000 write(*,1100)
1100 format(//,T10,
* ’Deseja Ler a Estrutura Gerada pelo MatLab 7 (S)/(N)
read(*,1200) res
1200 format (A1)
if((res.eq.’N’).or.(res.eq.’n’)) go to 1300
if ((res.ne.’S’).and.(res.ne.’s’)) go to 1000
C
C
CALL LEEMESH(C,M,INB,NFB,NREF,NOE,NE)
c
c
c
c Escreve a Estrutura da Malha em um Arquivo de Dados
c
c
c
c write(*x,*) Chamada da Subroutine MALHA’
CALL GERAMALHA(C,M, INB,NFB,NREF,NOE,NE)
C
C
c
c Leitura da Estrutura da Malha de um Arquivo de Dados
c
C
C
1300 CONTINUE
C
C
C
RETURN
END
C
C FILE GERAMALHA.FOR
C
C
C
SUBROUTINE GERAMALHA(C,M,INB,NFB,NREF,NOE,NE)
C
C
REAL*8 C(2,%)
C
INTEGER*2 M(6,*), INB(x), NFB, NREF, NOE, NE
C

acaoaacaacacaacacaacaaoaaoaaoaaoacacaacaaaaaaan

CHARACTER NAME*15, res*1

Variaveis de Entrada

C : Matriz de Coordenadas dos Nos

M : Matriz de Incidencia dos Nos

INB : Vetor de Referencia dos Nos

NREF : Numero Maximo de Referencias

NFB : Numero de Funcoes da Base Local

NE : Numero de Elementos da Malha

NOE : Numero de Nos da Malha

Escreve a Estrutura da Malha
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1800 write(*,1900)
1900 format(//,T10,
* ’Deseja Escrever a Estrutura da Malha ? (S)/(N) : ’,$)
read(*,1950) res
1950 format (A1)
if((res.eq.’N’).or.(res.eq.’n’)) return
if ((res.ne.’S’).and. (res.ne.’s’)) go to 1800

write (*,2000)

2000 format(//,T10,’Arquivo para Escrever a Estrutura da Malha ’,$)
read(*,2100) NAME

2100 format (A15)

OPEN (UNIT=20, FILE=NAME, STATUS=’UNKNOWN’)

aaaa

WRITE(20,%*) ’ Numero Maximo de Referencias’
WRITE(20,2110) NREF
2110 FORMAT(T5,I2)

WRITE(20,%) ’ Numero de Funcoes da Base Local’
WRITE(20,2110) NFB
WRITE(20,%*) ° Numero de Pontos da Malha’

WRITE(20,2120) NOE
2120 FORMAT(TS5,I5)

C
C
WRITE(20,%*) ’ Matriz de Coordenadas dos Pontos’
C
DO 1000 K = 1,NOE
C

WRITE(20,2200) K,C(1,K),C(2,K)
2200 FORMAT(T5,I5,T20,F18.12,T40,F18.12)

C
1000 CONTINUE
C
C
C
WRITE(20,%) Numero de Elementos da Malha’
WRITE(20,2120) NE
C
C
WRITE(20,%*) ’ Matriz de Incidencia dos Nos’
C
DO 1200 K = 1,NE
C

WRITE(20,2300) K, NFB, ( M(J,K) , J = 1,NFB )
2300 FORMAT(T5,15,T12,11,T16,6(15,3X))

C
1200 CONTINUE
C
C
WRITE(20,%*) ’ Numero de Nos da Malha’
WRITE(20,2120) NOE
C
(¢}
WRITE(20,%*) ° Vetor de Referencia dos Nos’
(¢
DO 1300 K = 1,NOE
C

WRITE(20,2400) K,INB(K)
2400 FORMAT(T5,15,T20,15)
C

1300 CONTINUE

C
CLOSE (UNIT=20)
C
C
C
RETURN
END
C
C FILE LEEMALHA.FOR
C
C
C

SUBROUTINE LEEMALHA(C,M,INB,NFB,NREF,NOE,NE)




Q

acaoacacaacacacacaacaaaaaaaaaacaacaaaaan

2000
2100

2150

2190
2200

2300

2310

REAL*8 C(2,%)

INTEGER*2 M(6,*), INB(*)
INTEGER*2 NE, NOE, NREF, NFB, NNO

CHARACTER NAME*15, TEXTO*60, res*1

C : Matriz de Coordenadas dos Nos
M : Matriz de Incidencia dos Nos
INB : Vetor de Referencia dos Nos
NREF : Numero Maximo de Referencias
NFB : Numero de Funcoes da Base Local
NE : Numero de Elementos da Malha

NOE : Numero de Nos da Malha

Leitura da Estrutura da Malha

write(*,2100)

format(//,T10,

* ’Deseja Ler a Estrutura da Malha ? (S)/(N) : 7,8
read(*,2150) res

format (A1)

if((res.eq.’N’).or.(res.eq.’n’)) return

if ((res.ne.’S’) .and.(res.ne.’s’)) go to 2000

write (*,2200)

format(//,T10,’Arquivo de Leitura da Estrutura da Malha ’,$)
read(*,2300) NAME

format (A15)

OPEN (UNIT=20, FILE=NAME, STATUS=’O0LD’, IOSTAT=IERR)

IF(IERR.NE.O) THEN

WRITE(*,2310)

FORMAT(//,T10,

* ’Arquivo de Dados Desconhecido. Informe um Novo Arquivo.’)
GO TO 2190

END IF

READ(20,2350) TEXTO
FORMAT (A60)
READ(20,%) NREF

READ(20,2350) TEXTO
READ(20,*) NFB

READ(20,2350) TEXTO
READ(20,*) NOE
READ(20,2350) TEXTO
DO K = 1,NOE

READ(20,*) KKK,C(1,K),C(2,K)
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c
END DO
c
c
READ(20,2350) TEXTO
READ(20,%) NE
c
c
READ(20,2350) TEXTO
c
c
DO K = 1,NE
c
READ(20,*) KKK, NNO, ( M(J,K) , J = 1,NFB )
c
END DO
c
c
READ(20,2350) TEXTO
READ(20,*) NOE
c
c
READ(20,2350) TEXTO
c
c
DO K = 1,NOE
c
READ(20,*) KKK, INB(K)
c
END DO
c
CLOSE (UNIT=20)
c
c
c
RETURN
END
c
c FILE LEEMESH.FOR
c
c
SUBROUTINE LEEMESH(C,M,INB,NFB,NREF,NOE,NE)
c
c
REAL*8 C(2,%)
c
INTEGER*2 M(6,%), INB(x)
INTEGER*2 NE, NOE, NREF, NFB
c

CHARACTER NAME#*15, TEXT0*60

C : Matriz de Coordenadas dos Nos

M : Matriz de Incidencia dos Nos

INB : Vetor de Referencia dos Nos

NREF : Numero Maximo de Referencias

NFB : Numero de Funcoes da Base Local

NE : Numero de Elementos da Malha

NOE : Numero de Nos da Malha

Leitura da Estrutura da Malha

190 write(*,2200)
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2200 format(//,T10,’Arquivo de Leitura da Estrutura da Malha ’,$)
read(*,2300) NAME
2300 format(A15)

OPEN (UNIT=20, FILE=NAME, STATUS=’0LD’, IOSTAT=IERR)

IF(IERR.NE.O) THEN
WRITE (*,2310)
2310 FORMAT(//,T10,
* ’Arquivo de Dados Desconhecido. Informe um Novo Arquivo.’)
GO TO 2190
END IF

aaaa

READ(20,2350) TEXTO
2350 FORMAT (A60)
READ(20,*) NREF

c
c
READ(20,2350) TEXTO
READ(20,*) NFB
c
c
READ(20,2350) TEXTO
READ(20,%) NOE
c
c
READ(20,2350) TEXTO
c
DO K = 1,NOE
c
READ(20,%) C(1,K),C(2,K)
c
END DO
c
c
READ(20,2350) TEXTO
READ(20,%) NE
c
c
READ(20,2350) TEXTO
c
c
DO K = 1,NE
c
READ(20,*) ( M(J,K) , J = 1,NFB )
c
END DO
c
c
READ(20,2350) TEXTO
READ(20,*) NOE
c
c
READ(20,2350) TEXTO
c
c
DO K = 1,NOE
c
READ(20,*) KKK, INB(K)
c
END DO
c
CLOSE (UNIT=20)
c
c
c
RETURN
END
c
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Os coeficientes do problema podem ser descritos no arquivo “funcoes.for” que contém
as seguintes fungoes: FONTE - expressao matematica da funcao que representa a condigao
inicial do problema, SIGMA - constante de evaporacao, ALFA - constante que acompa-
nha o termo de difusao nao-linear, CONVECCAOQO - expressao do campo de velocidades e
CONTORNO - condicao de contorno de Dirichlet.

C
C FILE FUNCOES . FOR
C
C
REAL*8 FUNCTION FONTE(X,Y)
C
C
REAL*8 X,Y,XX,YY, ALTURA
C
C
C
C Condicao Inicial do Problema
C
C
C
ALTURA = 1.0D-1
XX = (X+2.5d0)*(X+2.5d0)
YY = Y*Y
FONTE = ALTURA*DEXP( - 16.0DO*( XX + YY ) )
c
C
C
C
RETURN
END
C
C
C
REAL#8 FUNCTION SIGMA(X,Y)
C
C
REAL*8 X, Y
C
C
C
o
C Termo de Evaporacao
o
C
SIGMA = 0.0d0
C
C
C
RETURN
END
C
C
C
REAL*8 FUNCTION ALFA(X,Y)
C
C
REAL*8 X,Y,ALPHA
C
COMMON / DIFUSION / ALPHA
c
C
C
C ALPHA - Lida no arquivo de entrada Malha.dat
C
C
C
C Constante Multiplicativa do Termo de Difusao
C
C
ALFA = ALPHA
C
C
C
RETURN
END
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C
C
SUBROUTINE CONVECCAO(X,Y,BETA)
C
C
REAL*8 X, Y, BETA(x)
C
C
C
C
C Termo de Conveccao BETA(X,Y) - Campo de Velocidades
C
C
C
C
BETA(1) =  (1.0D0 - YY)
BETA(2) = 0.0DO
C
C
C
RETURN
END
C
C
C
REAL*8 FUNCTION CONTORNO(X,Y,ILD)
C
C
REAL*8 X,Y
C
INTEGER ILD
(¢
C
C ILD Numero de Referencia do Bordo
C
C
C
C Condicoes de Contorno de Dirichlet
C
C
IF(ILD.EQ.1) CONTORNO = 0.0DO
C
C
RETURN
END
C
C

Os demais parametros para a simulagao numérica do problema encontram-se no arquivo
arquivo “Malha.dat”:

C
Arquivo Malha.dat
C
Numero de Vertices do Elemento (elemento tridimensional)
6
Interpolacao Polinomial = (1) Lagrange Linear (2) Quadratico
1
Integracao Numerica = (1) Quadratic (2) Cubic (3) Quintic
3
Passo no Tempo Niveis de Tempo
0.05 120
Coeficiente de Difusao - ALPHA
1.0d-3
Constante para a Escolha do Parametro Delta em Petrov-Galerkin
5.0d-1
Arquivo Contendo as Informacoes sobre a Malha
canal3.dat
C
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. . . , . . - , ,
O arquivo “Saigraf.dat” contém a informacao referente aos arquivos de saida grafica
que devem ser gerados.

Arquivo Saigraf.dat

Numero de Graficos, Numero de Iteracoes no Tempo, Nome do Arquivo

8

mucOl.m
muc02.m
muc03.m
muc04.m
mucO05.m
muc06.m
muc07.m
muc08.m

Q

20 40 60 80 90 100 110 120

A.3 O Programa Principal e Suas Subrotinas

Nesta secao, pretendemos expor todas as subrotinas que integram a implementagao do
método de Petrov-Galerkin Descontinuo no Tempo com Controle de Massa, de forma a
propiciar que um leitor interessado neste tipo de método de elementos finitos possa adaptar
este programa as suas necessidades.

c

c

c

c

[

[

c

c PROGRAMA PRINCIPAL PGDTCMSUB

c

c

c

c

c
INTEGER NEMAX, MAXICN, MAXIRN, NNMAX

c
PARAMETER ( NEMAX = 25000 )
PARAMETER ( NNMAX = 36000 )
PARAMETER ( MAXICN = 900000 )
PARAMETER ( MAXIRN = 900000 )

c

c

[
REAL*8 F(NNMAX), U(NNMAX), C(2,NNMAX), CNEW(2,NNMAX)

REAL*8
REAL*8
REAL*8
REAL*8
REAL*8

INTEGER
INTEGER
INTEGER
INTEGER
INTEGER

INTEGER
INTEGER

A(MAXICN), X , Y, PIVO, W(NNMAX), USD(NNMAX)

EPS, TETHA, STEP, SOLID0(2000), INTSURF
K1SUB(2,2), M1SUB(2,2), V1SUB(2,2), MAXIMO

MAXX, MAXY, MINX, MINY, Mn, Mntil, MO

XMAX (NEMAX), YMAX(NEMAX), XMIN(NEMAX), YMIN(NEMAX)

M(6,NEMAX), INB(NNMAX), NELEM, VAR(NNMAX)

ILIN(MAXIRN), JCOL(MAXICN), LISTA(NEMAX), LISTANEW(NEMAX)
IROWST (NNMAX) , LENROW(NNMAX), LISTAUX(NEMAX)

IKEEP (5*NNMAX) , IW(8*NNMAX)

N, NZ, IFLAG, MTYPE, LICN, LIRN

INTNUM, LIMAX, TIPO(20), NGRAFS, VETEMP(20)
1EL,NFB,NBRD, NVER, NTEL , NTNOS , NDIM, NTEMPQ

CHARACTER MUC(20)*15



c
c
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1

00000000

oo o0o0o0

0oo0o0o0o0o0

o o0o0o0o0 oo0oo0o0o0o0 o0 o0o0o0

o0 o0o0o0

a

COMMON / INFOREDE / NTNOS,NDIM,NTEL,NVER,NFB
COMMON / LAGRANGE / IEL

COMMON /CONVERGENCIA/ EPS,LIMAX

COMMON / FRONTEIRA / TIPO

COMMON /ANGULO/ TETHA

COMMON /PASSOTEMPO/ STEP

COMMON / GRAFICOS / NGRAFS, VETEMP, MUC
COMMON / MATRIX / K1SUB,M1SUB,V1iSUB
COMMON / SURFACE / INTSURF

COMMON / MASSAS / Mn, Mntil

WRITE(*,1)

FORMAT(5(/),T15,’METODO DOS ELEMENTOS FINITOS’,//,T15,
PROBLEMAS DE DIFUSAO-CONVECCAO’,/,T15,

*

>

* ’ ’,/,T15,
* ’ ’,/,T15,

* e »,/,T15,

* b e 1D

Leitura dos Parametros da Malha - Arquivo MALHA.DAT

CALL LEITURA(NVER,NTEMPO, INTNUM)

Leitura do Arquivo Contendo as Informacoes sobre a Rede

CALL LEEMALHA(C,M,INB,NFB,NBRD,NTNOS,NTEL,NDIM)

Alteracao da Rede para Discretizacao no Tempo
Elementos Tridimensionais

NDIM = 2*NTNOS

DO I = 1,NTEL
LISTA(I) = 0
DO J = 4,NVER

M(J,I) = M(J-3,I) + NTNOS

END DO
END DO

DO I = 1,NTNOS

INB(I+NTNOS) = INB(I)

END DO

Tipo das Condicoes de Contorno

CALL TIPOCONTOR(INB,NBRD,NDIM)

Integracao Numerica Sobre o Triangulo Padrao

intnum = (1) Quadratic (2) Cubic (3) Quintic

CALL PONTOS (INTNUM)

Pontos de Integracao de Gauss-Legendre

CALL GAUSSQ

Submatrizes da Discretizacao no Tempo

CALL SUBSTIFF(K1SUB,M1SUB,V1SUB,0.0DO,STEP)

Condicao Inicial
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oo o0o0o0

1000

0000000

410

MAXIMO = 0.0DO

DO 5 I = 1,NTNOS
X =c(,D
Y = C(2,1)
U(I) = 0.0D0

U(I+NTNOS) = FONTE(X,Y)
MAXIMO = DMAX1(MAXIMO,U(I+NTNOS))
CONTINUE

CALL MASSA(M,C,U,INB,Mn)
CALL SURF(M,C,U, INTSURF)
NDIM = O

DO I=1,NTEL

MAXX = -1.0D10
MAXY = -1.0D10

MINX = 1.0D10
MINY = 1.0D10
DO J=4,NVER
X = C(1,M(J,I)-NTNOS)

Y = C(2,M(J,I)-NTNOS)
MAXX = DMAX1(X,MAXX)
MAXY = DMAX1(Y,MAXY)
MINX = DMIN1(X,MINX)
MINY = DMIN1(Y,MINY)
IF (U(M(J,I)) .GE. MAXIMO*1.0D-3)  LISTA(I) = 1

END DO

XMAX(I) = MAXX

YMAX(I) = MAXY

XMIN(I) = MINX

YMIN(I) = MINY

END DO

CALL SUBDOM(M,C,CNEW,LISTA,LISTANEW,LISTAUX,VAR,
& XMAX, YMAX,XMIN, YMIN)

Construcao do Sistema Linear

CALL FORMACAO(M,C,INB,F,A,IROWST,LENROW,JCOL,NELEM,U,
& VAR,LISTA,LISTANEW)

CALL POSPROC(IROWST,LENROW,ILIN,JCOL,A,NDIM)

WRITE(*,1000) NTNOS, NDIM, NELEM, NTEL
FORMAT(//,t10,

* Numero Total de Nos da Rede = ’,16.6,/,T10,
* ’Numero Total de Variaveis do Subdominio = ’,I6.6,/,T10,
* ’Numero Total de Elementos No Nulos = ’,16.6,/,T10,
* 7 Numero Total de Elementos = 2,16.6,//)

WRITE(*,390)
FORMAT(/,T10, ’Problema de Difusao-Conveccao de Evolucao’,/)

KK = 1
DO 400 K = 1,NTEMPO

WRITE(*,410) K
FORMAT(/,T10, ’Nivel de Tempo = 7,13.3)

N = NDIM

NZ = NELEM
LICN = MAXICN
LIRN = MAXIRN
MTYPE = 1
PIVO = 0.5D0

CALL MA28AD(N,NZ,A,LICN,ILIN,LIRN,JCOL,PIVO,IKEEP,IW,W,IFLAG)
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MAXIMO = 0.0DO
CALL MA28CD(N,A,LICN,JCOL,IKEEP,F,W,MTYPE)
DO I = 1,NDIM
UsD(I) = F(I)
MAXIMO = DMAX1(MAXIMO,F(I))
END DO

DO I=1,2*NTNOS

U(I) = 0.0d0
IF (VAR(I) .NE. 0) U(I) = USD(VAR(I))
END DO

CALL VOLUME(M,C,U,SOLIDO(K))
CALL MASSA(M,C,U,INB,MO)
Mntil = SOLIDO(K)

Mn = Mo + MO

CAL1 SURF(M,C,U, INTSURF)

Gera um Arquivo de Dados para a Saida Grafica

0oo0oo0o0o0o0

IF (VETEMP (KK) .EQ.K) THEN
CALL GRAFICO(U,M,C,MUC(KK))
K = KK + 1

END IF

DO I=1,NTEL
LISTA(I) = 0
DO J=4,NVER
IF (UM(@J,I)) .GE. 1.0D-3*MAXIMO) THEN
LISTA(I) = 1
EXIT
END IF
END DO
END DO

CALL SUBDOM(M,C,CNEW,LISTA,LISTANEW,LISTAUX,VAR,
& XMAX, YMAX, XMIN, YMIN)

CALL FORMACAO(M,C,INB,F,A,IROWST,LENROW,JCOL,NELEM,U
& VAR,LISTA,LISTANEW)

CALL POSPROC(IROWST,LENROW,ILIN,JCOL,A,NDIM)

c
400 CONTINUE
c
c
OPEN (UNIT=200, FILE=’SOLIDO.M’, STATUS=’UNKNOWN’)
DO I = 1,NTEMPO
WRITE(200,210) I, SOLIDO(I)
210 FORMAT(T10,I14.4,T20,F15.9)
END DO
CLOSE(UNIT=200)

END
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Subrotina: Leitura
Descrigao: Leitura dos dados de entrada do problema.

FILE LEITURA.FOR

o o0 oo

o

0oo0o0o0o0o0

SUBROUTINE LEITURA(NVER,NTEMPO, INTNUM)

REAL*8 STEP, ALPHA, CONST

INTEGER NVER, NTEMPO, IEL, LIMAX, INTNUM
INTEGER VETEMP(20), NGRAFS

CHARACTER TEXTO0*72, NAME*30, MUC(20)*15

COMMON /PASSOTEMPO/ STEP

COMMON / LAGRANGE / IEL

COMMON / DIFUSION / ALPHA

COMMON / ARQUIVO / NAME

COMMON / PETROV / CONST

COMMON / GRAFICOS / NGRAFS, VETEMP, MUC

Leitura dos Parametros da Malha

OPEN(UNIT = 100, FILE = ’MALHA.DAT’, STATUS = ’0LD’)

READ(100,2) TEXTO
FORMAT (a72)
READ(100,%) NVER
READ(100,2) TEXTO
READ(100,%) IEL
READ(100,2) TEXTO
READ(100,*) INTNUM
READ(100,2) TEXTO
READ(100,%) STEP, NTEMPO
READ(100,2) TEXTO
READ(100,%) ALPHA
READ(100,2) TEXTO
READ(100,%) CONST
READ(100,2) TEXTO
READ(100,3) NAME
FORMAT (8X,230)

CLOSE(UNIT=100)

OPEN(UNIT = 200, FILE = ’SAIGRAF.DAT’, STATUS = ’0OLD’)

READ(200,2) TEXTO
READ(200,%) NGRAFS, ( VETEMP(I) , I = 1,NGRAFS )
DO I = 1,NGRAFS
READ(200,4) MUC(I)
FORMAT (8X,A15)
END DO

CLOSE (UNIT=200)

RETURN
END




Subrotina: Substiff

Descrigao:

riavel temporal.

FILE

SUBSTIFF.FOR

aaaaq

Q

a

aacaaa

SUBROUTINE SUBSTIFF (KSUB,MSUB,VSUB,XMIN,XMAX)

REAL*8 PHI(2),DPHI(2),MSUB(2,2),VSUB(2,2),KSUB(2,2)

REAL*8 T(4),W(4),JACOB,XX,XMIN,XMAX

INTEGER I,J,K,NPI

COMMON / GAUSSPOINTS / W,T,NPI

=}

)

-
o

1,2
2

KSUB(I,J)

MSUB(I, J)

VSUB(I,J)

END DO
END DO

JACOB = (

DO 30 K =

0.0D0
0.0D0
0.0D0

XMAX - XMIN )*5.0D-1

1,

NPI

CALL TRANSF1(T(K),XMIN,XMAX,XX,1)
CALL BASES1(T(K),PHI,DPHI)

DO 20 I
DO 10 J

KSUB(I,J)
MSUB(I, J)
VSUB(I,J)

CONTINUE
CONTINUE

CONTINUE

RETURN
END

1

»2
2

KSUB(I,J) + W(K)*PHI(I)*PHI(J)*JACOB
MSUB(I,J) + W(K)*DPHI(I)*DPHI(J)/JACOB
VSUB(I,J) + W(K)*PHI(I)*DPHI(J)

132

Montagem das submatrizes relativas aos elementos unidimensionais da va-



133

Subrotina: Formacao
Descrigao: Formacao do sistema linear resultante das discretizacoes no tempo e no es-
paco, a cada faixa de tempo.

C
C FILE FORMACAO.FOR
C
C
SUBROUTINE FORMACAO(M,C,INB,F,A,IROWST,LENROW,JCOL,NELEM,U,
& VAR,LISTA,LISTANEW)
C
C
REAL*8 C(2,%),F(x),SUBMAT(6,6),A(*),SOMA,U(x),0SUB(6,6)
REAL*8 MSUB(6,6) ,KSUB(6,6),VSUB(6,6) ,PSUB(6,6) ,LSUB(6,6)
REAL*8 NSUB(6,6),QSUB(6,6) ,K1SUB(2,2) ,M1SUB(2,2),V1SUB(2,2)
REAL*8 RSUB(6,6) ,KKSUB(6,6) ,00SUB(6,6) ,RRSUB(6,6) , INTSURF
C
INTEGER M(6,%), INB(*), NELEM
INTEGER IROWST (%), JCOL(*), LENROW(*)
INTEGER IM, JM, LINHA, VAR(*), LISTA(*), LISTANEW(x*)
INTEGER NTEL,NVER,NTNOS,NFB,NDIM,K, KIJ
C
COMMON / INFOREDE / NTNOS,NDIM,NTEL,NVER,NFB
COMMON / MATRIX / K1SUB,M1SUB,V1SUB
COMMON /SURFACE/ INTSURF
C
C
C
C
C Variaveis de Entrada e Saida
C
C
C M : Matriz de Incidencia
C
C C : Matriz de Coordenadas dos Nos
C
C F Vetor de Carga
C
C SUBMAT : SubMatrizes
C
C
C
C
C CONSTRUCAO DO VETOR DE CARGA
C
C
C
CALL ZEROS(A,F,IROWST,LENROW,JCOL,NDIM,LINHA)
C
(¢
CALL EVOLUCAO(M,C,U,F,VAR,LISTA,LISTANEW)
C
c
c Condicao de Contorno Essencial no Vetor de Carga
c
CALL BOUNDVETOR(M,C,INB,F,VAR,LISTA,LISTANEW)
c
c
NELEM = 0
DO 200 K = 1,NTEL
C
IF ((LISTANEW(K) .EQ. 1) .OR. (LISTA(K) .EQ. 1)) THEN
C
CALL ZERASUB(MSUB,KSUB,VSUB,PSUB,LSUB,NSUB, QSUB,0SUB,RSUB,
& KKSUB, 00SUB,RRSUB,NFB)
C
CALL SUBMATRIX(M,C,KSUB,MSUB,VSUB,PSUB,LSUB,NSUB,QSUB,0SUB,
& RSUB, KKSUB, 00SUB,RRSUB, K, U)
C
DO I = 1,NVER
C
CALL PROCURA(I,I1,I2)
C
DO J = 1,NVER
C

CALL PROCURA(J,J1,J2)



SOMA = SOMA + QSUB(I1,J1)#V1SUB(J2,I2) + NSUB(I1,J1)*K1SUB(I2,J2)
SOMA = SOMA + LSUB(J1,I1)*V1iSUB(J2,I2) + PSUB(I1,J1)*K1SUB(I2,J2)
SOMA = SOMA + MSUB(I1,J1)+K1SUB(I2,J2)
SOMA = SOMA + INTSURF*KKSUB(I1,J1)+*K1SUB(I2,J2)
SOMA = SOMA + INTSURF*RRSUB(I1,J1)+*K1SUB(I2,J2)
SOMA = SOMA + INTSURF*00SUB(I1,J1)*V1SUB(J2,I2)
SUBMAT(I,J) = SOMA
c
END DO
END DO
c
DO I = 1,NFB
D0 J = 1,NFB
c
SUBMAT(I,J) = SUBMAT(I,J) + KSUB(I,J)
c
END DO
END DO
C
C
C
c Condicao de Contorno Essencial na SubMatriz
C
CALL ESSENCIAL(M,SUBMAT,INB,K)
C
DO 120 I = 1,NVER
M = VAR(M(I,K))
DO 110 J = 1,NVER
M = VAR(M(J,K))
c
IF (SUBMAT(I,J).EQ.0.0D0) GO TO 110
CALL FASTFIND(IROWST,LENROW,JCOL,NELEM,IM,JM,KIJ,LINHA)
c
A(KIJ) = A(KIJ) + SUBMAT(I,J)
c
110 CONTINUE
120 CONTINUE
c
c
END IF
c
200 CONTINUE
c
c
RETURN
END
c

SOMA = KSUB(I1,J1)*V1SUB(I2,J2) + VSUB(I1,J1)*K1SUB(I2,J2)
SOMA = SOMA + OSUB(I1,J1)*M1SUB(I2,J2) + RSUB(I1,J1)*V1SUB(I2,J2)
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Subrotina: Submatrix

Descrigao:

riavel espacial.

C
C FILE SUBMATRIX.FOR
C
C
SUBROUTINE SUBMATRIX(M,C,KSUB,MSUB,VSUB,PSUB,LSUB,NSUB,QSUB,
& 0SUB,RSUB,KKSUB, 00SUB, RRSUB, K, U)
C
C
REAL*8 KSUB(6,*), MSUB(6,*), NSUB(6,*), VSUB(6,*), PSUB(6,*)
REAL*8 W(7),T(2,7), C(2,%), LSUB(6,*), QSUB(6,*), U(x),FUNCAO
REAL*8 PHI(6), GRAD(2,6), B(2,2), BTINV(2,2), SCALAR(6,6)
REAL*8 XI,ETA,JACOB,X,Y,ALFA,BETA(2),BETAGRAD(6),0SUB(6,6)
REAL*8 GRADREAL(2,6), AXY, DELTA, DIFUS, MODBETA, CONST
REAL*8 GRADALFA(2),GALFA(6),RSUB(6,*),BETA2(2),BETAGRAD2(6)
REAL*8 KKSUB(6,%), 00SUB(6,*), RRSUB(6,*), SIGMA
C
INTEGER  M(6,%)
INTEGER  IEL,NTNOS,NTEL,NVER,NPI,K,NFB,NDIM
C
COMMON / INTEGRACAO / T, W, NPI
COMMON / LAGRANGE / IEL
COMMON / INFOREDE / NTNOS,NDIM,NTEL,NVER,NFB
COMMON / PETROV / CONST
C
C
C
C
C Construcao das SubMatrizes
C
C
C
DO 200 L = 1,NPI
C
XI = T(1,L)
ETA = T(2,L)
C
CALL BASES(PHI,IEL,XI,ETA)
CALL GRADIENTE(GRAD,IEL,XI,ETA)
C
C
C Calculo da Transformacao Afim
C
C
CALL TRANSF(M,C,K,XI,ETA,B,BTINV,JACOB,X,Y,1)
C
C
C Produto Escalar entre os Gradiente
C
C
CALL ESCALAR(GRAD,GRADREAL,BTINV,NFB,SCALAR)
C
C
CALL CONVECCAO(X,Y,BETA)
CALL TRANSPORTE(GRAD,BETA,BTINV,NFB,BETAGRAD)
C
GRADALFA(1) = 0.0DO
GRADALFA(2) = 0.0DO
FUNCAO = 0.0DO
DO 50 J = 1,NFB
FUNCAD = FUNCAO + U(M(J+NFB,K))*PHI(J)
GRADALFA(1) = GRADALFA(1) + U(M(J+NFB,K))*GRADREAL(1,J)

GRADALF

A(2) = GRADALFA(2) + U(M(J+NFB,K))*GRADREAL(2,J)

50  CONTINUE

GRADALF.
GRADALF.
FUNCAO

DO J =
GALFA(J
DOI=
GALFA(J
END DO

'A(1) = 6.0DO*FUNCAO*GRADALFA(1)
'A(2) = 6.0DO*FUNCAO*GRADALFA(2)
= 3.0DO*FUNCAO*FUNCAQO

1,NFB
) = 0.0D0

1,2

) = GALFA(J) + GRADALFA(I)*GRADREAL(I,J)
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END DO

AXY = ALFA(X,Y)
BETA2(1) = BETA(1) - AXY*GRADALFA(1)
BETA2(2) = BETA(2) - AXY*GRADALFA(2)

C
D0 I = 1,NFB
BETAGRAD2(I) = GRADREAL(1,I)*BETA2(1) + GRADREAL(2,I)+*BETA2(2)
END DO
C
difus = AXY*FUNCAO
MODBETA = DSQRT( BETA(1)*BETA(1) + BETA(2)*BETA(2) + 1.0DO )
DELTA = DSQRT(0.5d0*JACOB) - DIFUS / MODBETA
DELTA = ( DMAX1( DELTA, 0.0d0 ) / MODBETA )*CONST
(¢
C
C Construcao das Submatrizes
C
C
DO 25 I = 1,NFB
DO 15 J = 1,NFB
C
KSUB(I,J) = KSUB(I,J) + PHI(I)*PHI(J)*JACOB*W(L)
C
0SUB(I,J) = 0SUB(I,J) + PHI(I)*PHI(J)*JACOB*W(L)*DELTA
C
MSUB(I,J) = MSUB(I,J) + SCALAR(I,J)*difus*JACOB*W(L)
C
VSUB(I,J) = VSUB(I,J) + BETAGRAD(J)*PHI(I)*JACOB*W (L)
C
PSUB(I,J) = PSUB(I,J) + BETAGRAD(J)*BETAGRAD2(I)*JACOB*W(L)*DELTA
C
NSUB(I,J) = NSUB(I,J)-GALFA(J)*AXY*BETAGRAD2 (I)*JACOB*W(L)*DELTA
C
LSUB(I,J) = LSUB(I,J) + BETAGRAD(I)*PHI(J)*JACOB*W(L)*DELTA
C
RSUB(I,J) = RSUB(I,J) + BETAGRAD2(I)*PHI (J)*JACOB*W(L)*DELTA
C
QSUB(I,J) = QSUB(I,J) - GALFA(J)*AXY*PHI (I)*JACOB*W(L)*DELTA
C
KKSUB(I,J) = KKSUB(I,J) + SIGMA(X,Y)*PHI(I)*PHI(J)*JACOB*W (L)
C
RRSUB(I,J) = RRSUB(I,J)
& + SIGMA(X,Y)*BETAGRAD2(I)*PHI (J)*JACOB*W (L) *DELTA
C
00SUB(I,J) = 00SUB(I,J)
& + SIGMA(X,Y)*PHI(I)*PHI(J)*JACOB*W(L)*DELTA
C
15 CONTINUE
25 CONTINUE
C
C
200 CONTINUE
C
C
C
RETURN
END
C
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Subrotina: Evolucao
Descrigao: Montagem do vetor do lado direito do sistema linear resultante, a cada faixa

de tempo.
c
c FILE EVOLUCAQ.FOR
c
c
SUBROUTINE EVOLUCAO(M,C,U,F,VAR,LISTA,LISTANEW)
c
c
REAL*8 U(*), C(2,%), F(%)
REAL*8 PHI(6), FSUB(6), Mn, Mntil
REAL*8 W(7),T(2,7),B(2,2),BTINV(2,2)
REAL*8 XI,ETA,JACOB,FUNCAO,X,Y
c
INTEGER  M(6,%), VAR(*), LISTA(*), LISTANEW(%*)
INTEGER IEL,NDIM,NTNOS,NTEL,NVER,NPI,K,NFB
c
COMMON / INTEGRACAO / T,W,NPI
COMMON / LAGRANGE / IEL
COMMON / INFOREDE / NTNOS,NDIM,NTEL,NVER,NFB
COMMON / MASSAS / Mn, Mntil
c
c
c
DO J = 1,NDIM
F(J) = 0.0D0
END DO
c
DO 600 K = 1,NTEL
c
IF ((LISTANEW(K) 1) .OR. (LISTA(K) .EQ. 1)) THEN
c
DO I = 1,NVER
FSUB(I) = 0.0DO
END DO
c
DO 200 I = 1,NPI
c
XI = T(1,1)
ETA = T(2,1I)
c
CALL BASES(PHI,IEL,XI,ETA)
c
c
c
C Calculo da Transformacao Afim
c
c
CALL TRANSF(M,C,K,XI,ETA,B,BTINV,JACOB,X,Y,1)
c
c
FUNCAO = 0.0DO
DO 55 J = 1,NFB
FUNCAO = FUNCAO U(M(J+NFB,K) ) *PHI (J)
55  CONTINUE
c
€ mmmmmmmmmmmmeeeo
C Controle da Massa
€ mmmmmmmmmmmm
c
FUNCAO = FUNCAO - 5.0D-3%(Mntil - Mn)+*DMAX1(FUNCAO,O0.0DO)
c
DO J = 1,NFB
FSUB(J) = FSUB(J) FUNCAO*PHI (J) *W (I) * JACOB
END DO
c
c
200 CONTINUE
c
c
DO J = 1,NVER
F(VAR(M(J,K))) = F(VAR(M(J,K))) + FSUB(J)
END DO
c
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END IF
C
600 CONTINUE
C
C
C
RETURN
END
C
C

Subrotina: Subdom
Descricao: Busca do subdominio que contém a mancha num determinado nivel de tem-
po e previsao do novo subdominio para o préoximo nivel de tempo.

c
c FILE SUBDOM.FOR
c
c
SUBROUTINE SUBDOM(M,C,CNEW,LISTA,LISTANEW,LISTAUX,VAR,
& XMAX, YMAX, XMIN, YMIN)
c
c

REAL*8 C(2,%), CNEW(2,*), BETA(2), STEP
REAL*8 X, Y, XI, ETA, B(2,2), BTINV(2,2), JACOB
REAL*8 XMAX(*), YMAX(*), XMIN(x), YMIN(x*)

INTEGER LISTA(*), LISTANEW(*), LISTAUX(x), NTEL, NFB
INTEGER M(6,*), NDIM, NTNOS, NVER, VAR(x)

COMMON / INFOREDE / NTNOS,NDIM,NTEL,NVER,NFB
COMMON /PASSOTEMPO/ STEP

DO I=1,2*NTNOS
VAR(I) = 0
END DO

o

Busca p/ tras

DO I=1,NTEL
LISTANEW(I) = 0
LISTAUX(I) = 0
DO J=1,NFB
X = C(1,M(J,I))
Y = ¢(2,M(J, 1))
CALL CONVECCAO(X,Y,BETA)
CNEW(1,M(J,I)) = X - BETA(1)*STEP
CNEW(2,M(J,I)) = Y - BETA(2)*STEP
END DO
END DO

1,NFB
CNEW(1,M(J,1))
= CNEW(2,M(J,I))
DO K=1,NTEL
IF (LISTA(K) .EQ. 1) THEN
IF (X .LE. XMAX(K)) THEN
IF (X .GE. XMIN(K)) THEN
IF (Y .LE. YMAX(K)) THEN
IF (Y .GE. YMIN(K)) THEN
CALL TRANSF(M,C,K,XI,ETA,B,BTINV,JACOB,X,Y,-1)
IF (((XI + ETA) .LE. 1.0D0) .AND. (XI .GE. 0.0DO) .AND.
& (ETA .GE. 0.0D0)) THEN
LISTANEW(I) = 1
EXIT
END IF
END IF
END IF
END IF
END IF
END IF
END DO
END DO
END DO
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DO I=1,NTEL
IF (LISTANEW(I) .EQ. 1) THEN
DO J=1,NFB
DO K=1,NTEL
IF (LISTANEW(K) .EQ. 0) THEN
DO L=1,NFB

IF (M(J,I) .EQ. M(L,K)) THEN
LISTAUX(K) = 1
EXIT
END IF
END DO
END IF
END DO
END DO
END IF
END DO

DO I=1,NTEL
IF (LISTAUX(I) .EQ. 1) LISTANEW(I) = 1

IF (LISTA(I) .EQ. 1) THEN
DO J=1,NVER
VAR(M(J,I)) =1

END DO

END IF

IF (LISTANEW(I) .EQ. 1) THEN
DO J=1,NVER
VAR(M(J,I)) = 1

END DO

END IF

END DO

NDIM = 0
DO I=1,2+NTNOS
IF (VAR(I) .EQ. 1) THEN
NDIM = NDIM + 1
VAR(I) = NDIM
END IF
END DO

RETURN
END

a

Subrotina: Pontos
Descricao: Pontos e pesos para a regra de integracao numérica de Gauss, para um
triangulo.

FILE PONTOS.FOR

00 o0 o0

subroutine pontos(iflag)

o

real*8 w(7), t(2,7), alfa(2), beta(2)
integer iflag, npi

common /integracao/ t, w, npi

Integral sobre o Triangulo Padrao

000000000

Pontos de Integracao e Pesos da Regra de Quadratura



0000000000000 00O0O0OO0O0O0OOO0O0

a

Variavel de Entrada

iflag = (1) Quadratic (2) Cubic (3) Quintic

Variaveis de Saida ( comando common )

t : Pontos de Integracao
w : Pesos da Regra de Quadratura

npi : Numero de Pontos de Integracao

if( iflag.eq.1 ) then

w(1) = 1.0d0/6.0d40

w(2) = w(1)

w(3) = w(1)

t(1,1) = 1.0d0/6.0d0
t(2,1) = 1.0d0/6.0d0
t(1,2) = 2.0d0/3.0d0
t(2,2) = 1.0d0/6.0d0
t(1,3) = 1.0d0/6.0d0
t(2,3) = 2.0d0/3.0d0
npi = 3

else if( iflag.eq.2 ) then
w(1) = -27.0d40/96.0d0
w(2) = 25.0d0/96.0d0

w(3) = w(2)
w(4) = w(2)

t(1,1) = 1.0d0/3.0d0
t(2,1) = 1.0d0/3.0d0

t(1,2) = 0.2d0
t(2,2) = 0.6d0

t(1,3) = 0.2d0
t(2,3) = 0.2d0

t(1,4) = 0.6d0
t(2,4) = 0.2d0
npi = 4

else if( iflag.eq.3 ) then

alfa(1) = ( 9.0d0 - 2.0d0*dsqrt(15.0d0) ) / 21.0d0
alfa(2) = ( 9.0d0 + 2.0d0*dsqrt(15.0d0) ) / 21.0d0
beta(1) = ( 6.0d0 + dsqrt(15.0d40) ) / 21.0d0
beta(2) = ( 6.0d0 - dsqrt(15.040) ) / 21.0d0

w(1l) = 9.0d0/80.0d0

w(2) = ( 155.0d0 + dsqrt(15.0d0) ) / 2400.0d0
w(3d) = w(2)

w(4) = w(2)

w(6) = ( 155.0d0 - dsqrt(15.0d0) ) / 2400.0d0
w(6) = w(b)
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w(7) = w(b)
c
c
t(1,1) = 1.0d0/3.0d0
t(2,1) = 1.0d0/3.0d0
c
c
t(1,2) = beta(1)
t(2,2) = beta(1)
c
t(1,3) = alfa(1)
t(2,3) = beta(1)
c
t(1,4) = beta(l)
t(2,4) = alfa(1)
c
t(1,5) = beta(2)
t(2,5) = beta(2)
c
t(1,6) = alfa(2)
t(2,6) = beta(2)
c
t(1,7) = beta(2)
t(2,7) = alfa(2)
c
c
npi =7
c
c
end if
c
c
c
return
end

Subrotina: Gaussq
Descrigao: Pontos e pesos para a regra de integracao numérica de Gauss, para um in-
tervalo real.

c FILE GAUSSQ.FOR

SUBROUTINE GAUSSQ

C E=s=sss=s=ss=s=s====s
c
REAL*8 W(4),T(4)
c
INTEGER NPI
c
COMMON / GAUSSPOINTS / W, T, NPI
c
c
c
c
c
c NUMERO DE PONTOS DE GAUSS
c
c
NPI = 4
c
c
c ZEROS DO POLINOMIO DE LEGENDRE
c
c
T(1) = 0.86113631159405257522D0
T(2) = 0.33998104358485626480D0
T(3) = -T(2)
T(4) = -T(1)
c
c

C PESOS DA FORMULA DA QUADRATURA GAUSS-LEGENDRE
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Descricao: Traducao das condi¢oes de contorno impostas em cada lado da fronteira do

C
(¢}
W(1) = 0.34785484513745385737D0
W(2) = 0.65214515486254614262D0
W(3) = W(2)
W) = w)
C
C
C
RETURN
END
C
C
Subrotina: Tipocontor
;.
dominio.
c
c FILE TIPOCONTOR.FOR
c
c
subroutine tipocontor (INB,nbrd,ndim)
c
c
integer tipo(20), INB(*), nbrd, ndim
c
common / fronteira / tipo
c
c
c Tipo das Condicoes de Contorno
c
c

write(*,210)

210  format(2(/),T10,’Tipo das Condicoes de Contorno’,/)
write(*,220)

220 format(/,T10,’(0) Neumann Nula (1) Dirichlet’,/)

do i = 1,nbrd
write(*,230) i
230 format(/,T10,’Curva com Referencia = ’,i2.2,T40,
* ’Condicao de Contorno ===> ’,$)
read (*,*) tipo(i)
if (tipo(i) .eq. 1) tipo(i) =i

end do

Condicoes de Contorno - Informacoes no Vetor INB

oo0oo0o0o0o0

do i = 1,ndim
if (INB(i).ne.0) INB(i) = tipo(INB(i))
end do

o

return
end

Q




Subrotina: Grafico

Descricao: Saida em formato grafico do Matlab.

c
c FILE GRAFICO.FOR
c
c
SUBROUTINE GRAFICO(U,M,C,NAME)
c
c
REAL*8 C(2,%),U(x)
c
INTEGER  M(6,%)
INTEGER  NTEL,NVER,NTNOS,NFB,NSUBD,NDIM,IEL
c
CHARACTER NAMEx15
c
COMMON / INFOREDE / NTNOS,NDIM,NTEL,NVER,NFB
COMMON / LAGRANGE / IEL
c
c
c
c GERA UM ARQUIVO PARA TRACAR O GRAFICO DA FUNCAO U
c
c
c
OPEN(UNIT = 150, FILE = NAME, STATUS = >UNKNOWN’)
GO TO 285
c
NSUBD = 1
WRITE(150,90)
90 FORMAT (°M=[")
DO 10 J = 1,NTEL
c
WRITE(150,100) ( M(I,J) , I = 1,NVER ), NSUBD
100  FORMAT(TS,6(I5,3X),3X,I1)
c
10 CONTINUE
WRITE(150,110)
110  FORMAT(’]1;°,//)
c
c
WRITE(150,190)
190  FORMAT(’C=[")
DO 20 I = 1,NTNOS
c
WRITE(150,200) C(1,I),C(2,I)
200  FORMAT(T5,D17.9,T35,D17.9)
c
20 CONTINUE
WRITE(150,210)
210  FORMAT(’1;°,//)
c
c
285  WRITE(150,290)
290  FORMAT(’U=[’)
DO 30 I = 1,NTNOS
c
WRITE(150,300) U(I+NTNOS)
300  FORMAT(T5,D17.9)
c
30 CONTINUE
WRITE(150,310)
310  FORMAT(’1;°,//)
c
c
CLOSE (UNIT=150)
c
WRITE (*,600) NAME
600  FORMAT(//,T15,’Saida Grafica no Arquivo >, A15,/,T15,
* b H ,/)
c
c
c
RETURN
END
c
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Subrotina: Volume

Descrigao: Calculo do volume da solugao, a cada nivel de tempo.

c
c FILE VOLUME . FOR
c
c
SUBROUTINE VOLUME(M,C,U,SOLIDO)
c
c
REAL*8 U(%), C(2,*), SOLIDO
REAL*8 PHI(6), B(2,2), BTINV(2,2)
REAL*8 W(7), T(2,7)
REAL*8 XI, ETA, JACOB, FUNCAO, SOMA
c
INTEGER M(6,%)
INTEGER IEL,NTNOS,NDIM,NTEL,NVER,NPI,NFB
c
COMMON / INTEGRACAO / T,W,NPI
COMMON / LAGRANGE / IEL
COMMON / INFOREDE / NTNOS,NDIM,NTEL,NVER,NFB
c
c
c
c
c CALCULO DO VOLUME DEFINIDO PELA SOLUCAO
c
c
c
SOLIDO = 0.0D0
DO 600 K = 1,NTEL
c
SOMA = 0.0D0
DO 200 I = 1,NPI
c
XI = T(1,I)
ETA = T(2,I)
c
CALL BASES(PHI,IEL,XI,ETA)
c
CALL TRANSF(M,C,K,XI,ETA,B,BTINV,JACOB,X,Y,1)
c
FUNCAD = 0.0DO
DO 50 J = 1,NFB
c
FUNCAO = FUNCAO + U(M(J+NFB,K))*PHI(J)
c
50 CONTINUE
c
SOMA = SOMA + FUNCAO*W(I)*JACOB
c
200  CONTINUE
c
SOLIDO = SOLIDO + SOMA
c
c
600  CONTINUE
c
c
WRITE(*,700) SOLIDO
700  FORMAT(/,T10,’Volume Definido pela Solucao U = ’,f15.9)
c
c
c
RETURN
END
c
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Subrotina: Surf

145

Descricao: Calculo da area definida pela superficie da solugao, a cada nivel de tempo.

c
c FILE SURF.FOR
c
c
SUBROUTINE SURF(M,C,U, INTSURF)
c
c
REAL*8 U(*),C(2,%), INTSURF
REAL*8 UX, UY, DELTA, GRDX, GRDY
REAL*8 PHI(6),GRAD(2,6),B(2,2),BTINV(2,2)
REAL*8 W(7),T(2,7)
REAL*8 XI,ETA,JACOB,FUNCAO,SUM,MAXIMO
c
INTEGER M(6,%*)
INTEGER IEL,NTNOS,NTEL,NVER,NPI,NEL,NFB
c
COMMON / INTEGRACAO / T,W,NPI
COMMON / LAGRANGE / IEL
COMMON / INFOREDE / NTNOS,NDIM,NTEL,NVER,NFB
c
c
c
c
c
c CALCULO DA AREA DA SUPERFICIE U(x,y)
c
c
c
c
MAXIMO = 0.0DO
DO I = 1,NTNOS
MAXIMO = DMAX1(MAXIMO,U(I))
END DO
MAXIMO = 1.0D-2*MAXIMO
c
INTSURF = 0.0DO
DO 600 NEL = 1,NTEL
c
SUM = 0.0DO
DO 200 I = 1,NPI
c
XI = T(1,I)
ETA = T(2,I)
c
CALL BASES(PHI,IEL,XI,ETA)
CALL GRADIENTE(GRAD,IEL,XI,ETA)
c
CALL TRANSF(M,C,NEL,XI,ETA,B,BTINV,JACOB,X,Y,1)
c
FUNCAD = 0.0DO
UX = 0.0D0
UY = 0.0DO
c
DO 50 K = 1,NFB
c
GRDX = BTINV(1,1)*GRAD(1,K) + BTINV(1,2)*GRAD(2,K)
GRDY = BTINV(2,1)*GRAD(1,K) + BTINV(2,2)*GRAD(2,K)
c
FUNCAO = FUNCAD + U(M(K,NEL))*PHI(K)
UxX = UX + U(M(K,NEL))*GRDX
Uy = UY + U(M(K,NEL))*GRDY
c
50 CONTINUE
c
c
IF (FUNCAO .GT. MAXIMO) THEN
DELTA = DSQRT( UX*UX + UY*UY + 1.0DO )
ELSE
DELTA = 0.0DO
ENDIF
c
SUM = SUM +  DELTA*W(I)*JACOB
c
c

200

CONTINUE



c
c
INTSURF = INTSURF + SUM
c
c
600  CONTINUE
c
c
c
c
RETURN
END
c
c
Subrotina: Massa
o ~ , . s
Descrigao: Calculo da integral no bordo do dominio.
c
c FILE
c
c
SUBROUTINE MASSA(M,C,U,INB,SOLIDO)
c
c
REAL*8 U(x), C(2,%), XII, YII, XJ, YJ
REAL*8 PHI(6), B(2,2), BTINV(2,2), GRAD(2,6),SOLIDO
REAL*8 W(4), T(4), BETA(2), BETANORMAL, DNORMAL, DS
REAL*8 XI, ETA, X, Y, JACOB, FUNCAO, SOMA
REAL*8 GRD(2), GRADREAL(2,6), NORMAL(2), STEP
c
INTEGER M(6,%),IM,JM,ILD(4) ,NUMVER(4),INB(*)
INTEGER IEL,NTNOS,NDIM,NTEL,NVER,NPI,NFB,IFLAG
c
COMMON / GAUSSPOINTS / W,T,NPI
COMMON / LAGRANGE / IEL
COMMON / INFOREDE / NTNOS,NDIM,NTEL,NVER,NFB
COMMON /PASSOTEMPO/ STEP
c
c
c
c
c CALCULO DA VARICAQO DO VOLUME DEFINIDO PELA SOLUCAO
c
c
c
SOLIDO = 0.0D0
c
DO 600 K = 1,NTEL
c
SOMA = 0.0DO
c
DO I = 1,NVER
ILD(I) = INB(M(I,K))
NUMVER(I) = I
END DO
ILD(NVER+1) = INB(M(1,K))
NUMVER (NVER+1) = 1
c
c
C Verifica se o Elemento esta’ no bordo
c
c
DO I = 1,NVER
c
IF ( (ILD(I)*ILD(I+1) ) .NE. O ) THEN
IM = NUMVER(I)
JM = NUMVER(I+1)
GOTO 800
END IF
c
END DO
GOTO 600
c
c
800  XII = C(1,M(IM,K))
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YII = C(2,M(IM,K))

XJ = C(1,M(IM,K))
YJ = C(2,M(IM,K))
c
DO 200 L = 1,NPI
c
X = 0.5D0%((XJ - XII)*T(L) + XJ + XII)
Y = 0.5D0*((YJ - YII)*T(L) + YJ + YII)
c
IFLAG = -1
CALL TRANSF(M,C,K,XI,ETA,B,BTINV,JACOB,X,Y,IFLAG)
CALL BASES(PHI,IEL,XI,ETA)
CALL GRADIENTE(GRAD, IEL,XI,ETA)
CALL CONVECCAO(X,Y,BETA)
c
c
C Calculo dos Gradientes no Elemento Real
c
DO I = 1,NFB
c
GRADREAL(1,I) = BTINV(1,1)*GRAD(1,I) + BTINV(1,2)*GRAD(2,I)
GRADREAL(2,I) = BTINV(2,1)*GRAD(1,I) + BTINV(2,2)*GRAD(2,I)
c
END DO
c
FUNCAO = 0.0DO
DO 50 J = 1,NFB
FUNCAO = FUNCAO + U(M(J,K))*PHI(J)
50 CONTINUE
c
NORMAL(1) = 0.5DO*(YJ - YII)
NORMAL(2) = 0.5D0*(XII - XJ)
c
DS = DSQRT(NORMAL(1)*NORMAL(1) + NORMAL(2)*NORMAL(2))
c
BETANORMAL = BETA(1)*NORMAL(1)/DS + BETA(2)*NORMAL(2)/DS
c
GRD(1) = 0.0DO
GRD(2) = 0.0D0
DO J = 1,NFB
DO I=1,2
GRD(I) = GRD(I) + U(M(J,K))*GRADREAL(I,J)
END DO
END DO
c
DNORMAL = GRD(1)*NORMAL(1)/DS + GRD(2)+*NORMAL(2)/DS
c
SOMA = SOMA + FUNCAO*BETANORMAL*DS*W(L)*step
c
200  CONTINUE
c
SOLIDO = SOLIDO + SOMA
c
c
600  CONTINUE
c
c
WRITE(*,700) SOLIDO
700  FORMAT(/,T10,’MASSA = °,£15.9)
c
c
c
RETURN
END
c
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Subrotina: Bases

Descricao: Expressao das fungoes de base para elementos triangulares.

FILE BASES.FOR

SUBROUTINE BASES(PHI,IEL,XI,ETA)

REAL*8 PHI(*),XI,ETA

INTEGER IEL

IEL : Tipo do Elemento de Lagrange

( xi , eta ) : Ponto do Elemento Padrao

PHI : Vetor com os Valores das Funcoes de Base em (xi , eta)

Elementos de Lagrange do Tipo 1

Funcoes de Base no Triangulo Padrao

PHI(1) = 1.0D0 - XI - ETA
PHI(2) = XI
PHI(3) = ETA

IF(IEL.EQ.2) THEN

Elementos de Lagrange do Tipo 2

Funcoes de Base no Triangulo Padrao

PHI(4) = 4.0DO*PHI(1)*PHI(2)

PHI(5) = 4.0DO*PHI(2)*PHI(3)

PHI(6) = 4.0DO*PHI(1)*PHI(3)

D0 I = 1,3

PHI(I) = PHI(I)*(2.0DO*PHI(I) - 1.0DO)
END DO

ELSE IF(IEL.EQ.3) THEN

Elementos de Lagrange Tipo 1 + Funcao Bolha

Funcoes de Base no Triangulo Padrao

PHI(4) = 27.0DO*PHI(1)*PHI(2)*PHI(3)
END IF

RETURN
END
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Subrotina: Gradiente
Descricao: Expressao dos gradientes das func¢oes de base para elementos triangulares.

FIL!

E

GRADIENTE.FOR

SUBROUTINE GRADIENTE(GRAD,IEL,XI,ETA)

REAL*8 GRAD(2,*),XI,ETA

INTEGER IEL

IEL : Tipo do Elemento de Lagrange

( xi , eta

)

: Ponto do Elemento Padrao

PHI : Vetor com os Valores dos Gradientes

IF(IEL.EQ.1

)

THEN

Elemento de Lagrange do Tipo 1

Gradientes das Funcoes de Base no Triangulo Padrao

GRAD(1,1)
GRAD(2,1)

GRAD(1,2)
GRAD(2,2)

GRAD(1,3)
GRAD(2,3)

ELSE IF(IEL.EQ.2)

1.
1.

o

o

0DO
0DO

.0DO
.0DO

.0DO
.0DO

THEN

Elementos de Lagrange do Tipo 2

Gradientes das Funcoes de Base no Triangulo

GRAD(1,1)
GRAD(2,1)

GRAD(1,2)
GRAD(2,2)

GRAD(1,3)
GRAD(2,3)

GRAD(1,4)
GRAD(2,4)

GRAD(1,5)

S

IS

IS

o

IS

.DO*( XI
.DO*( XI

.DO*XI -
.0DO

.0DO
.ODO*ETA

.0DO - 8.
.ODO*XT

.ODO*ETA

+ ETA ) - 3.0DO
+ ETA ) - 3.0DO
1.0D0

- 1.0D0

ODO*XI - 4.0DO*ETA
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GRAD(2,5)

GRAD(1,6)
GRAD(2,6)

ELSE IF(IEL.EQ.3) THEN

= 4.0DO*XT

= -4.0DO*ETA
= 4.0D0 - 4.0DO*XI - 8.0DO*ETA

Elementos de Lagrange Tipo 1 + Funcao Bolha

Gradientes

das Funcoes de Base no Triangulo

GRAD(1,1)
GRAD(2,1)

GRAD(1,2)
GRAD(2,2)

GRAD(1,3)
GRAD(2,3)

GRAD(1,4)
GRAD(2,4)

END IF

RETURN
END

= -1,
.0DO

= -1

1.
0.

0.
1.

27.0DO*ETA*( 1.0DO - ETA - 2.0DO*XI )
27.0DO*XI*(1.0D0 - 2.0DO*ETA - XI )

0DO

0DO

0DO

0DO
0DO

Subrotina: Basesl
Descrigao: Expressao das fungoes de base para elementos unidimensionais.

FILE

SUBROUTINE BASES1(T,PHI,DPHI)

REAL*8 T,PHI(*),DPHI ()

FUNCOES DE LAGRANGE LINEARES 1D

T pertence

PHI(1)

PHI(2)

DERIVADA DAS FUNCOES DE LAGRANGE LINEARES

T pertence

DPHI(1)

DPHI(2)

RETURN
END

[-1,1]

(1 -T)*5.D-1

( 1+ T)x5.D-1

[-1

B
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Subrotina: Transf

Descricao: Transformacao linear entre elemento triangular real e padrao.

FILE TRANSF.FOR

00 o0 o0

o

0000000000000 0000O0000O00O0O0O0O0OO0OOOOOOOOO0OO0O0O0O0

oo o0o0o0

o o0o0o0o0

subroutine transf(M,C,K,xi,eta,B,BTINV,jacob,x,y,iflag)

real*8 C(2,%), xi, eta, jacob, x, y
real*8 B(2,%), BTINV(2,*), eps

integer M(6,%*),iflag
integer K, ip, jp, kp

data eps / 1.0d-5 /

M : Matriz de Incidencia

C : Matriz de Coordenadas dos Nos

K : Numero do Elemento onde Estamos Integrando
(xi, eta) : Ponto do Elemento Padrao

B : Matriz da Transformacao Afim
BTINV : Inversa da Transposta da Matriz da Transformacao
jacob : Jacobiano da Transformacao - det(B)
(x, y) : Ponto do Elemento Real, Imagem de ( xi , eta )

Mudanca de Variavel : Triangulo Padrao <---> Triangulo Real

(xi, eta) <===> (x,y)

Enumeracao dos Vertices do Triangulo Real

ip = M(1,K)
jp = M(2,K)
kp = M(3,K)

Calculo da Matriz Jacobiana

B(1,1) = C(1,jp) - C(1,ip)
B(1,2) = C(1,kp) - C(1,ip)
B(2,1) = C(2,jp) - C(2,ip)
B(2,2) = C(2,kp) - C(2,ip)

Calculo do Determinante da Matriz Jacobiana

jacob = B(1,1)*B(2,2) - B(1,2)*B(2,1)

if (jacob.le.eps) then
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write(*,1000) K, jacob
1000 format(5(/),T10,’Area do Elemento °’,I4.4,° = ’,D10.3,//)

write (*,*) Matriz de Incidencia’
write(*,1100) ( M(i,K) , i = 1,4)

1100 format(/,T10,4(I4.4,5X),/)
write (*,*) Matriz de Coordenadas’
do i=1,3
write(*,1200) C(1,M(i,K)), C(2,M(i,K))

1200 format(T10,2(D17.9,5X))
end do

stop
end if

Calculo da Inversa da Transposta da Matriz Jacobiana

0oo0o0oo0o0o0

BTINV(1,1) = B(2,2)/jacob
BTINV(1,2) = -B(2,1)/jacob
BTINV(2,1) = -B(1,2)/jacob
BTINV(2,2) = B(1,1)/jacob

Calculo da Transformcao de (xi,eta) -——> (x,y)

0oo0oo0o0o0o0

if (iflag .eq. 1) then

x = B(1,1)*xi + B(1,2)*eta + C(1,ip)
y = B(2,1)*xi + B(2,2)*eta + C(2,ip)
return

endif

Calculo da Transformcao de (x,y) --=> (xi, eta)

0000000

if (iflag .eq. -1) then

xi = BTINV(1,1)*(x - C(1,ip)) + BTINV(2,1)*(y - C(2,ip))
eta = BTINV(1,2)*(x - C(1,ip)) + BTINV(2,2)*(y - C(2,ip))
endif

o

return
end

Subrotina: Transfl
Descricao: Transformacao linear entre elemento unidimensional real e padrao.

FILE TRANSF1.FOR

Qo oo

SUBROUTINE TRANSF1(T,XMIN,XMAX,XX,IFLAG)

Q

Q

REAL*8 T,XX,XMIN,XMAX

Q

INTEGER*2 IFLAG

Transformacao Afim

IFLAG= 1 [ -1, 1] -—————- > [ xmin , xmax ]

aacaacaacaaaaaq



acaacaacaaaaq

Q

. > XX = F(T)
IFLAG = -1 [ xmin , xmax ] ----—- >[-1,11]
T - > XX = F(T)

IF(IFLAG.EQ.1) THEN
XX = ( ( XMAX - XMIN )#T + ( XMAX + XMIN ) )*5.0D-1

ELSE

XX = ( 2.DO*T - ( XMIN + XMAX ) ) / ( XMAX - XMIN )

END IF

RETURN
END

aQ aaaa

Q
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Subrotina: Escalar

Descrigao: Produto escalar entre os gradientes das fungoes de base.

FILE ESCALAR.FOR

SUBROUTINE ESCALAR(GRAD,GRADREAL,BTINV,NFB,SCALAR)

REAL#8 GRAD(2,*) ,BTINV(2,*),GRADREAL(2,6) ,SCALAR(6,*)
REAL*8 PROD

INTEGER NFB

GRAD

BTINV

NFB

SCALAR

Gradientes das Funcoes de Base
Inversa da Transposta da Matriz da Transformacao

Numero de Funcoes de Base

Produto Escalar entre os Gradientes

Calculo dos Gradientes no Elemento Real

DO K = 1,NFB

GRADREAL(1,K) = BTINV(1,1)*GRAD(1,K) + BTINV(1,2)*GRAD(2,K)
GRADREAL(2,K) = BTINV(2,1)*GRAD(1,K) + BTINV(2,2)*GRAD(2,K)
END DO

Calculo do Produto Escalar entre os Gradientes

DO I =
DO J =

PROD = GRADREAL(1,I)*GRADREAL(1,J) + GRADREAL(2,I)*GRADREAL(2,J)
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SCALAR(I,J) = PROD
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Descrigao: Produto escalar entre os gradientes das fungoes de base e o campo de velo-

C
SCALAR(J,I) = SCALAR(I,J)
C
END DO
END DO
C
C
C
RETURN
END
C
C
Subrotina: Transporte
cidades.
C
C FILE TRANSPORTE.FOR
C
C
SUBROUTINE TRANSPORTE(GRAD,BETA,BTINV,NFB,BETAGRAD)
C
C
REAL*8 GRAD(2,*),BTINV(2,*),GRADREAL(2,6)
REAL*8 BETAGRAD (%), BETA(*)
C

QAQQQQQ0Q00000000000000O00O0QAQQ

aQ

aQ

cooaaaaa

INTEGER NFB

GRAD : Gradientes das Funcoes de Base
BTINV : Inversa da Transposta da Matriz da Transformacao
NFB : Numero de Funcoes de Base

BETAGRAD : Produto Escalar entre o termo de transporte
e os Gradientes

Calculo dos Gradientes no Elemento Real

DO K = 1,NFB

GRADREAL(1,K) = BTINV(1,1)*GRAD(1,K) + BTINV(1,2)*GRAD(2,K)
GRADREAL(2,K) = BTINV(2,1)*GRAD(1,K) + BTINV(2,2)*GRAD(2,K)
END DO

Calculo do Produto Escalar
entre 0 Termo de Transporte e os Gradientes

DO I = 1,NFB
BETAGRAD(I) = GRADREAL(1,I)*BETA(1) + GRADREAL(2,I)*BETA(2)

END DO



o

END

RETURN

Q

Subrotina: Boundvetor
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Descricao: Colocagao das condigoes de contorno essenciais no vetor do lado direito do
sistema linear resultante da discretizacgao.

C
C FILE BOUNDVETOR.FOR
C
C
SUBROUTINE BOUNDVETOR(M,C,INB,F,var,lista,listanew)
C
(¢
REAL*8 C(2,%),F (%)
REAL*8 X, Y, CONTORNO
C
INTEGER M(6,%) ,INB(*)
INTEGER NTNOS,NTEL,NVER,NFB,NDIM
INTEGER ILD, var(*), lista(*), listanew(*)
C

[sReNoNoNoNoNoNo NNl o NN oNo oo No o ol ool o ol o W o N o W}

COMMON/ INFOREDE / NTNOS,NDIM,NTEL,NVER,NFB

Variaveis de Entrada e Saida

M : Matriz de Incidencia
C : Matriz de Coordenadas dos Nos
F : Vetor de Carga
NTNOS : Numero Total de Nos da Rede

NTEL : Numero Total de Elementos da Rede

NVER : Numero de Vertices do Elemento

NFB : Numero de Funcoes de Base Local

INB : Vetor que Contem a Localizacao dos Nos

C
Cx* *
Cx Coloca a Condicao de Contorno Essencial *
Cx* *
Cx* no Vetor de Carga *
Cx* *
C
C
C
C

DO I = 1,2+NTNOS

IF (( INB(I) .NE. O ) .AND. ( VAR(I) .NE. 0 )) THEN

F(VAR(I)) = 0.0DO

END IF

END DO
C
C

DO 200 K = 1,NTEL
C

DO 100 I = 1,NVER
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IF ((LISTANEW(K) .EQ. 1) .OR. (LISTA(K) .EQ. 1)) THEN

c
M = M(I,K)
X = C(1,IM)
Y = C(2,IM)
ILD = INB(IM)
IF ( INB(IM) .NE. 0 ) F(VAR(IM)) = F(VAR(IM)) + CONTORNO(X,Y,ILD)
¢
END IF
¢
100  CONTINUE
c
200  CONTINUE
¢
c
¢
RETURN
END
c
¢

Subrotina: Essencial
Descricao: Colocacao das condicoes de contorno essenciais nas submatrizes do sistema
linear resultante da discretizacao.

c
c FILE ESSENCIAL.FOR
c
c
c

SUBROUTINE ESSENCIAL(M,SUBMAT,INB,K)
c
c

REAL*8 SUBMAT(6,%)
c

INTEGER M(6,%), INB(x*)

INTEGER NTNOS, NTEL, NVER, NFB, NDIM
c

COMMON/ INFOREDE / NTNOS,NDIM,NTEL,NVER,NFB

C

C

C

C

C

C

C Variaveis de Entrada e Saida

C

C

C M : Matriz de Incidencia

C

C C : Matriz de Coordenadas dos Nos

C

C SUBMAT : SubMatrizes

C

C NTNOS : Numero Total de Nos da Rede

C

C NTEL : Numero Total de Elementos da Rede

C

C NVER : Numero de Vertices do Elemento

C

C NFB : Numero de Funcoes de Base Local

C

C INB : Vetor que Contem a Localizacao dos Nos

C

C

C

C

C

C

Cx *
Cx Coloca a Condicao de Contorno Essencial *
C* *
Cx* no Vetor de Carga e nas SubMatrizes *
C* *
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C
C
C
C
DO 100 I = 1,NVER
C
M = M(I,K)
C
IF ( INB(IM) .NE. O ) THEN
C
DO J = 1,NVER
SUBMAT(I,J) = 0.0DO
END DO
[
SUBMAT(I,I) = 1.0DO
[
C
END IF
C
C
100  CONTINUE
C
C
C
RETURN
END
C
C

Subrotina: Zeros
Descricao: Zera o vetor do lado direito do sistema linear resultante e reserva espaco
para a alocacao vetorizada da matriz deste sistema linear.

c
c FILE ZEROS.FOR
c
c
SUBROUTINE ZEROS(A,F,IROWST,LENROW,JCOL,NDIM,LINHA)
c
c
REAL*8 A(*), F(x)
c
INTEGER IROWST(*), LENROW(*), JCOL(*), NDIM, LINHA
c
c
DO I = 1,NDIM
F(I) = 0.0D0
END DO
c
LINHA = 20
IROWST(1) = 1
LENROW(1) = 0
DO I = 2,NDIM
IROWST(I) = IROWST(I-1) + LINHA
LENROW(I) = 0
END DO
c
DO I = 1,(LINHA*NDIM)
A(I) = 0.0DO
JCOL(I) = 0
END DO
c
c
c
RETURN
END
c
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mensionais com a enumeracao das fungoes de base nos elementos tridimensionais.

aaaa

Q

Subrotina: Zerasub

Descrigao: Zera as submatrizes relativas aos elementos bidimensionais.

FILE

ZERASUB.FOR

SUBROUTINE ZERASUB(MSUB,KSUB,VSUB,PSUB,LSUB,NSUB,QSUB,0SUB,

&

RSUB,KKSUB, 00SUB,RRSUB, NFB)

REAL*8 MSUB(6,*) ,KSUB(6,*),VSUB(6,*) ,PSUB(6,*) ,LSUB(6,%*)
REAL*8 NSUB(6,*),QSUB(6,*),0SUB(6,*) ,RSUB(6,*)
REAL*8 KKSUB(6,*),00SUB(6,*), RRSUB(6,*)

INTEGER NF!

MSUB(I,J)
KSUB(I,J)
VSUB(I,J)
PSUB(I,J)
LSUB(I,J)
NSUB(I,J)
QSUB(I,J)
0SUB(I,J)
RSUB(I,J)
KKSUB(I,J)
00SUB(I,J)
RRSUB(I,J)

END DO
END DO

RETURN
END

B

1,NFB
1,NFB

0
0
0
0
0.
0
0
0
0

.0DO
.0DO
.0DO
.0DO
0DO
.0DO

.0DO
.0DO
0.0D0
0.0D0
0.0D0

Subrotina: Procura
Descrigao: Relacao entre a enumeracao das fungoes de base nos elementos uni e bidi-

FILE

PROCURA.FOR

SUBROUTINE PROCURA(K,I,J)

INTEGER I,J,K

IF
I

(K .LE. 3) THEN
K
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Subrotina: Fastfind

159

Descrigao: Verifica se uma determinada posi¢ao da matriz do sistema linear j& foi alo-
cada no esquema de vetorizacao.

FILE FASTFIND.FOR

SUBROUTINE FASTFIND(IROWST,LENROW,JCOL,NELEM,INEW,JNEW,KIJ,L)

INTEGER IROWST(*), JCOL(*), LENROW(*)
INTEGER NELEM, KIJ, INEW, JNEW

VERIFICA SE 0 ELEMENTO ( INEW, JNEW ) JA FOI ALOCADO

DO I = IROWST(INEW), (IROWST(INEW) + L - 1)

IF (JNEW.EQ.JCOL(I)) THEN
KIJ = I
RETURN
END IF

IF(JCOL(I).EQ.0) THEN
KIJ =1

EXIT

END IF

END DO
NELEM = NELEM + 1

LENROW(INEW) = LENROW(INEW) + 1
JCOL(KIJ) = JNEW

RETURN
END

Subrotina: Posproc

Descrigao: Transformacao do esquema de vetores esparsos para o esquema de vetori-
zagao por coordenadas.

FILE POSPROC.FOR

aaaa

Q
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SUBROUTINE POSPROC(IROWST,LENROW,ILIN,JCOL,A,NDIM)

REAL*8  A(x)

INTEGER IROWST(*), LENROW(*), ILIN(x), JCOL(x)
INTEGER NDIM, KONT, KINICIAL, K

Transformacao no Armazenamento Esparso

Esquema de Vetores Esparsos para o Esquema de Coordenadas

Construcao do Vetor ILIN




Q

aacaaa

Q

aacaaa
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KONT = 0
DO I = 1,NDIM
DO J = 1,LENROW(I)
KONT = KONT + 1
ILIN(KONT) = I
END DO

END DO

Reconstrucao dos Vetores JCOL e A

KONT = 0
DO I = 1,NDIM

KINICIAL = IROWST(I)
DO J = 1,LENROW(I)

K = KINICIAL + J - 1
KONT = KONT + 1
JCOL(KONT) = JCOL(K)
ACKONT) = A(K)
END DO

END DO

Reconstrucao do Vetor IROWST

IROWST(1) =1

DO I = 2,NDIM

IROWST(I) = IROWST(I-1) + LENROW(I-1)
END DO

RETURN
END

Q
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