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Resumo 

Motivado pelos modelos de fenômenos em Meteorologia e áreas afins, o trabalho desta 
tese foi desenvolvido com o objetivo de formular um método numérico, com adaptabilidade es­
pacial, adequado para a simulação computacional de problemas de equações diferenciais parciais 
evolutivas. Os resultados apresentados nesta pesquisa ressaltam as propriedades de detecção de 
estrutnras singulares e compressão de dados, que são características das representações de funções 
e operadores em termos de bases wavelet. Nesse sentido, numa primeira etapa foram avaliados di­
versos aspectos de aproximações no contexto de wavelets splines biortogonais. Do ponto de vista 
teórico, foram estudados o erro de truncamento e o efeito da discretização na velocidade de fase e 
de grupo. Do ponto de vista computacional, foram avaliadas as representações esparsas de funções 
e de operadores diferenciais em multinível. Entre as várias estratégias analisadas, adotou-se um 
método lnôrido wavelet +diferenças finitas em malhas adaptativas, com estrutura de blocos. Nesse 
método os coeficientes wavelets desempenham o papel de indicadores das regiões de refinamento. 
E a discretização dos operadores é feita por diferenças finitas usuais com espaçamento variável, de 
acordo com a escala de cada bloco da malha. Entre as razões dessa escolba, vale destacar a sua 
versatilidade, permitindo alterar, automaticamente, os níveis de refinamento durante a evolução 
temporal; a facilidade de lidar com condições de fronteiras e termos não lineares; e a estrutura de 
dados simplificada. Este trabalho resultou no desenvolvimento do programa WDF em OOP ;c++ 
que executa esse método. Em princípio, dada uma precisão desejada, é possível fazer simulações 
com o refinamento requerido pela solução numérica. São apresentadas simulações 2D para a Equa­
ção de Advecção de um pulso, de Advecção-difusão de uma estrutnra tipo frente-oblíqua e para o 
modelo não-linear de Burger. 



Abstract 

Motivated by the phenomena models in Meteorology and similar areas, the work of this 
thesis was developed with the objective to formulate a numerical method, with space 
adaptability, suitable for the computational time evolution partial differencial equation simulation. 
The results presented in this research enhance the properties of detection of singular structures 
and data compression, characteristic of the representations of functions and operators in terms of 
wavelet basis. I_n this direction, in a first stage several aspects of approaches in the context of 
biorthogonal spline wavelets has been evaluated. From a theoretical point o f view, the truncation 
error and the discretization effect on group and phase velocities has been studied. From the com­
putational point of view, sparse representations has been evaluated for functions and diffrential 
operators in multilevel. Among several strategies analyzed, the hybrid method wavelet + finite 
differences is adopted, in adaptative meshes, with block structure. In this method the wavelet coef­
ficients play the role of pointers of the refinement regions, and the operators discretization is done 
by usual finite difference schemes with a variable spacing, in accordance to the scale of each block 
of the mesh. Among the main reasons for this choice, were its versatility, allowing to modify, 
automatically, the refinement levels during the time evolution; the easiness to deal with boundary 
conditions and non-linear terms; anda simplified data structure. This work resulted in the devel­
opment of the program WDF in OOP ;c++ that executes this method. In principle, given a desired 
accuracy, it is possible to make sirnulations with the refinement required by the numerical solution. 
2D sirnulations of the Equation of Advection of a pulse, Advection--diffusion of a structure type 
oblique front and for the non-linear Burger's modelare presented. 
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Capítulo 1 

Introdução 

Existe uma grande variedade de métodos para a resolução de equações diferenciais. Em 
geral, as equações diferenciais de maior interesse são não-lineares e não possuem soluções analíti­
cas conhecidas. Com o progresso dos recursos computacionais, matemáticos, físicos, engenheiros, 
entre outros cientistas, têm se dedicado a desenvolver, quase que independentemente, técnicas 
numéricas de resolução dessas equações. Mais recentemente, ocorreram grandes êxitos em uma 
variedade de técnicas adaptativas, classificadas como sendo de multirresolução ou de multinível, 
que são próprias para o tratamento de estruturas localizadas no espaço. O desenvolvimento des­
sas técnicas contitui uma área de pesquisa extremamente ativa, com excelentes perspectivas de 
contribnições práticas. 

A análise wavelet possui um papel de destaque nesse contexto numérico. Este tipo de 
análise foi introduzido formalmente na década de 80, com os principais resultados compilados 
em Meyer (1990) e Daubechies (1992). Esta nova teoria possui uma forma versátil e elegante 
de abordar, simplificar e integrar conceitos. Isso resultou na sua rápida adoção em diversas áreas 
interdisciplinares, com as mais variadas aplicações (ver página web http://www. wavelet.org). 

Em especial, na última década, a comunidade de análise numérica para equações dife­
renciais tem dado bastante ênfase á aplicação da ferramenta matemática conhecida como análise 
multirresolução biortogonal, que é desenvolvida no contexto da teoria de wavelets (várias refe­
rências podem ser encontradas em Cohen (1999)). O propósito deste trabalho é contribuir de for­
ma teórica e computacional na avaliação de discretizações biortogonais em equações diferenciais 
parciais evolutivas, em especial àquelas relacionadas a problemas de interesse em meteorologia, 
oceanografia e áreas afins. Particularmente, é dado destaque à aplicação dessa técnica ao sistema 
de águas rasas, que é considerado o protótipo para testes de novas técnicas numéricas em modelos 
de previsão de tempo (Morton, 1998; Grammeltvedt, 1969; Steppeler, 1990; Yavneh e Williams, 
1995; Jakob-Chien et al., 1995; Cai e Navon, 1995). 

1 



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 2 

Há dois aspectos importantes em uma análise de multirresolução: um do ponto de vista 
discreto e outro do ponto de vista funcional. Do ponto de vista discreto, uma análise de multirre­
solução corresponde a transformações entre dois tipos de dados: um em um nível mais refinado e 
o outro em multinível. A seguir encontra-se um esquema dessa transformação 

. DWT "+l 
C

J+l __. .J 
~ c;MR' 

IDWT 

em que d.Jk = {cio, dio, · · · , di} são os dados em multirresolução. Os dados d = ( cfc) contêm 
informações locais de uma dada função f, em que o índice j refere-se ao nível de escala e o 
índice k está associado à localização espacial. Por esta razão cfc são conhecidos como coeficientes 
de escala. Os coeficientes ci, dão informações sobre f em torno de pontos X:, de uma malha 
diádica regular X i. Os dados d~ são os chamados coeficientes wavelet e traduzem a diferença de 
informação entre os níveis j e j + 1 em torno daqueles pontos ~t! 1 pertencentes à malha mais 
refinada Xi+l, mas que não estão em X i. Neste sentido, DWT transfonna os coeficientes de escala 
&+1

, do nível mais refinado, nos coeficientes de escala do, do nível menos refinado, e nos detalhes 
dl, dos níveis intermediários io ::=:; .e ::=:; j. O sucesso de tal transformação deve-se essencialmente 
às propriedades: 

• Não há um aumento do total de informações armazenadas, i.e., ~ci+ 1 = ttci + rtdi. 

• A transfonnada é inversível, i.e., as informações nas escalas mais finas podem ser recupera­
das do conjunto de dados em multinível. 

• Tanto a decomposição DWT quanto a reconstrução IDWT são efetuadas por algoritmos efici­
entes, i.e., esses algoritmos necessitam de rtci+l operações de ponto flutuante. 

• Os algoritmos de decomposição e reconstrução são estáveis, i.e., pequenas variações nos 
dados transformados causam apenas pequenas alterações nos dados reconstruídos. 

• Os coeficientes wavelets são pequenos ern regiões de suavidade da função. 

Já, do ponto de vista funcional, consideram-se espaços de funções encaixados 

Vi c yJ+l 

e espaços complementares Wi, de tal forma que se verificam decomposições em multinível por 
somas diretas, do tipo: 



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 3 

Existem bases { 1/4} de Vi e { 1/{} de Wi tais que as transformações DWT e IDWT correspondem a 
mudanças de base 

isto é, 

j 

L cl+1<f4+l(x) =L cll/4°(x) +L L dJol/!k(x). 
k k l=jo k 

As funções l/4(x) são chamadas de funções de escalonamento e as 1/{(x) são denominadas de 
wavelets. 

Como será detalhado no decorrer deste trabalho, análises de multirresolução podem ser 
definidas no contexto de wavelets biortogonais. Em particular, dar-se-á atenção às wavelets orto­
gonais de Daubeçhies e à família das splines biortogonais, que têm como caso especial as análises 
de multiresolução interpolantes (Daubechies (1992); Chui (1992); Donoho (1992)). Em todos os 
casos, os dados discretos cl e dio são determinados pela ação apropriada de funcionais definidos 
em termos de bases duais cfi*{ ( x) e 'f/;*{ ( x ). 

Por representarem os detalhes entre níveis de resolução, os coeficientes wavelet podem 
ser utilizados como indicadores locais de regularidade das funções analisadas. Esses coeficientes 
são pequenos em regiões onde f é suave e maiores em regiões com singularidade. Por esta razão, 
expansões em wavelets possuem a vantagem de poderem ser mais econômicas para uma classe 
bem ampla de funções. Por exemplo, urna função suave por partes possui a maioria dos seus 
coeficientes wavelet desprezíveis, de tal forma que eles até podem ser desconsiderados, mantendo 
uma boa aproximação da função original após a reconstrução. Esse é o princípio básico na maioria 
das aplicações de wavelets e, em particular, deste trabalho. 

Proposta desta Tese: 

Este trabalho, por meio da avaliação teórica e computacional das discretizações biorto­
gonais, contribui na área de aplicações dos conceitos e técnicas de análise de multirresolução à 
análise numérica de equações diferenciais parciais. Neste sentido, para operadores diferenciais 
L, são considerados vários tipos de discretizações espaciais: esquemas do tipo Petrov-Galerkin, 
esquemas mistos e discretizações adaptativas, comentados a seguir. 

Esquemas do tipo Petrov-Galerkin - Esse tipo de discretização pode ser efetuada por discreti­

zações ou em um úníco nível V ou em multinível L{fR. Nos esquemas do tipo Petrov-Galerkin 
de um só nível, a idéia é usar as funções básicas cP;, ( x) como funções trial e suas duais cfi*{ ( x) 
como funções teste. Neste caso, V reduz-se a um operador de diferenças finitas atuando sobre os 



CAPÍTULO 1. iNTRODUÇÃO 4 

coeficientes escala ci. Já, em discretizações em multinível as bases { </{0} U { ~ 0 } u · · · U { ~-l} 
desempenham o papel de funções trial e suas respectivas duais atuam como funções teste. Neste 
caso a matriz L~R opera sobre a representação dos dados em multinível dMR· As duas formulações 
mostraram-se úteis nos estudos teóricos apresentados. 

Esquemas mistos -Neste caso, mantém-se as funções trial, mas utiliza-se como funções teste 
com outro tipo de funcional. No caso de operadores não lineares, são de especial interesse os 
funcionais definidos por combinações de distribuições do tipo delta de Dirac. 

Discretizações adaptativas -Este caso aplica-se a representações de multinível em que intervêm 
apenas um número reduzido de funções básicas, escolhidas de acordo com a solução do problema. 
Neste trabalho, são especificamente utilizadas as análises de multirresolução para valores pontu­
ais. Neste contexto, a adaptatividade está associada a discretizações de funções em malhas com 
um número reduzido de pontos. Pode-se alterar o número e a posição desses pontos para um me­
lhor ajuste das soluções numéricas representadas. Para operadores diferenciais, usam-se diferenças 
finitas com espaçamento regular adaptado à escala local de cada ponto. Os conceitos de multirre­
solução, tanto do ponto de vista discreto como funcional, são usados na construção de tais malhas 
e na interpolação de possíveis estênceis ausentes nas malhas ( estênceis necessários, por exemplo, 
para a diferenciação). 

Organização dos Capítulos: 

No Capítulo 2 são introduzidos os conceitos e propriedades de interesse sobre as aná­
lises de multirresolução biortogonais, tanto do ponto de vista funcional quanto do ponto de vista 
discreto. A DWT e sua inversa IDWT são descritas em termos de bancos de filtros. Em particular, 
algoritmos no domínio de Fourier são desenvolvidos para a implementação de tais esquemas para 
dados periódicos bidimensionais. 

No Capítulo 3 são apresentados dois exemplos importantes de wavelets biortogonais 
que são de particular interesse neste estudo: as wavelets ortogonais de Daubechies e as wave­
lets biortogonais splines. São destacadas também as propriedades das análises de multirresolução 
interpolantes. 

No Capítulo 4 é introduzido um formalismo, baseado nos conceitos de operadores de 
restrição e prolongamento, visando uma formulação unificada de diferentes esquemas de discreti­
zação de operadores diferencias no contexto de análise de multirresolução biortogonal. Utilizando 
tal formalismo, a ordem do erro de truncamento de tais esquemas é analisada. A análise do erro de 
truncamento fica mais simples na formulação em um único nível I). Na formulação em multinível 
L~ R alguns operadores podem ser representados por matrizes esparsas. No final desde capítulo, 
são apresentados exemplos numéricos para uma avaliação do grau de compacidade das matrizes 
L~ R da discretização de operadores diferenciais utilizando wavelets biortogonais. 
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No Capítulo 5 é avaliado o efeito das discretizações biortogonais de ordem superior nas 
velocidades de fase e de grupo quando aplicadas a modelos bidimensionais de advecção, de ondas 
de gravidade e de água rasa. A velocidade de fase e a velocidade de grupo são entidades físicas de 
grande importância no entendimento da propagação e dispersão dos modelos ondulatórios. O efeito 
de discretizações sobre essas quantidades físicas é importante para a verificação da adequação 
das versões numéricas dos modelos. Por exemplo, a equação de advecção, apesar de não ser 
dispersiva, possui uma grande variedade de versões numéricas que são dispersivas (Trefethen, 
1982). Neste capítulo, aplica-se a metodologia desenvolvida no capítulo anterior, estendida para 
o caso bidimensional, combinada com os métodos de avaliação propostos por Grotjahn e O'Brien 
(1976); Kress e Oliger (1972); Swartz e Wendroff (1974); Torbjõrn e Sundstrõm (1973), estendidos 
ao caso de diferenças finitas provenientes de discretizações biortogonais de ordem superior. 

No Capítulo 6 é discutida uma técnica para discretização temporal, conhecida como mé­
todo de Galerkin não-linear, para o sistema não linear de água rasa. Esse método foi introduzido 
por Roger Temam e seus colaboradores no final da década de 80 (Temam, 1989, 1990). Tipica­
mente, esse tipo de formulação aplica-se na simulação numérica do comportamento das soluções 
de equações de evolução dissipativas, para tempos suficientemente grandes. Nesse regime, os mo­
dos altos possuem pequena quantidade de energia, de tal forma que suas interações podem ser 
desprezadas nos termos não lineares. Além disso, como a variação temporal desses modos al­
tos é mais lenta do que a dos modos baixos, na prática eles podem ser considerados em regime 
quasi-estacionário. Portanto, a idéia fundamental é poder separar a solução em vários níveis de 
resolução, com contribuições de diferentes ordens de magnitude e velocidades de evolução. Neste 
sentido, uma análise de multirresolução biortogonal é um contexto natural para a aplicação dessa 
metodologia. 

No Capítulo 7 é formalizado e implementado o método h:fbrido sugerido por Holmstrõm 
(1997). Por um lado está um esquema tradicional de diferenças finitas em malha uniforme; por ou­
tro lado está a discretização com adaptação de funções por valores pontuais em malha irregular. A 
análise wavelet interpolante contribui na construção de tais malhas e na definição de um esquema 
de interpolação adaptativa para fazer a conexão entre os ambientes uniforme e não uniforme, utili­
zando as técnicas de análise descritas no Capítulo 3. Para o refinamento local da malha, utilizam-se 
os coeficientes wavelet significativos como indicadores das regiões de pouca suavidade da função 
representada. Nesse tipo de técnica, a estrutura da malha adaptativa resultante é dependente da 
função analisada, podendo apresentar uma composição bem heterogênea: esparsa em regiões de 
suavidade e densa nas regiões de pouca suavidade. Esse fato aumenta a complexidade da estrutura 
de dados, principalmente em dimensões superiores. Por isto, para o caso bidimensional, são pre­
feridas malhas que sejam localmente regulares, em blocos, como as tratadas neste trabalho. Isso 
facilita as operações de acesso e de amazenamento e os cálculos, com o custo de se ter um maior 
número de pontos nas malhas. 

No Capítulo 8 têm-se as conclusões e as perpectivas futuras deste estudo. 
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Para auxiliar na leitura e na compreensão desse trabalho, desenvolveram-se alguns tópi­
cos em forma complementar, apresentados nos apêndices. No Apêndice A, apresentam-se algumas 
convenções e definições utilizadas no texto. No Apêndice B, incluíram-se algumas ilustrações de 
funções básicas biortogonais unidimensionais e bidimensionais. No Apêndice C, encontram-se as 
demonstrações dos teoremas enunciados nos Capítulos 2 e 4. No Apêndice D, encontra-se uma 
breve introdução à teoria de água rasa. No Apêndice E apresentam-se detalhes da discretização 
do método de Petrov-Galerldn não-linear no contexto biortogonal. No Apêndice F, são descritos 
alguns algoritmos, conceitos e definições auxiliares na implementação de malhas adaptativas por 
blocos. 

Principais Contribuições Originais desta Tese: 

• (Capítulo 2) A proposta do algoritmo, elaborado no domínio de Fourier, para a DWT biorto­
gonal de dados bidimensionais periódicos. Esse algoritmo pode ser de utilidade no caso de 
filtros longos ou infinitos. Este resultado foi publicado em Domingues et al. (1995). Fez-se 
também uma aplicação à compressão de imagens meteorológicas publicado em Domingues 
(1998b) e à localização de estruturas convectivas nessas imagens, publicado em Domingues 
e Mendes Jr. (1998). 

• (Capítulo 4) A avaliação da ordem do erro de truncamento nas discretizações dos operadores 
de difusão e advecção (linear e não-linear) usando formulações de Petrov-Galerkin e mista. 
Esses resultados integram o artigo Castilho et al. (1997) e foram apresentados no Mini­
Simpósio sobre Wavelets do XIX CNMAC. 

• (Capítulo 5) O estudo dos erros, em discretizações biortogonais de ordem superior, nas velo­
cidades de fase e de grupo dos modelos bidimensionais de adveccão, de ondas de gravidade 
e de água rasa. Esses resultados integram o artigo Domingues (1997) e foram parcialmente 
publicados em Domingues e Gomes (1997) e Domingues (l998a). 

• (Capítulo 6) A formulação do método de Petrov-Galerkin não-linear no contexto biortogo­
nal na discretizações do sistema de água rasa não-linear. 

• (Capítulo 7) O detalhamento da formulação do método em malhas adaptativas (caso pon­
tual 1D e por blocos 2D). A formulação e desenvolvimento dos algoritmos bidimensionais 
baseando-se nas estruturas de árvores quaternárias. Também, a implementação computaci­
onal, em que todas as simulações são realizadas no paradigma de programação orientada a 
objeto em linguagem c++. Ainda, as validações numéricas para a equação de Burger 1D e 
para as equações 2D de advecção, de advecção-difusão (frente oblíqua) e de Burger. 

Como um todo, essa tese contribui na discussão e avaliação de discretizações utilizando 
técnicas de análise multirresolução, no contexto de wavelets biortogonais, aplicadas à resolução de 
equações diferenciais parciais evolutivas. 



Capítulo 2 

Wavelets Biortogonais 

2.1 Introdução 

Neste capítulo é apresentada a definição das wavelet biortogonais e as propriedades de 
interesse ao estudo de resolução numérica de equações diferenciais parciais- EDP's. Nas próximas 
seções são introduzidos os conceitos de análise de multirresolução (Amr) do ][} (JR) e de análise 
de multirresolução biortogonal (Amrb) do ][} (JR). Na Seção 2.5 essa definição é estendida à Amrb 
bidimensional, descrevendo o caso periódico bidimensional e seus algoritmos de cálculo. Na Se­
ção 2.4 são apresentadas algumas propriedades de localização das bases wavelet e a condição de 
Strang-Fix. 

2.2 Análise Multirresolução do JI} (IR) 

Urna análise multirresolução do][} (JR) {Vi,</;}, designada Amr {Vi,</;}, é uma sequên­
cia de sub-espaços lineares Vi de][} (JR) e uma função associada q,, conhecida como função escala, 
satisfazendo as seguintes condições: 

L · · · c v-2 c v-1 c V0 c V 1 c V2 c · · · , 
niEzVi ={o}, 

][} (JR) = UiEZVi, 

2. f(x) E Vi {o} f(2x) E Vi+l; 

7 
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3. f(x) E V 0 ~ f(x- k) E V 0 , 'v'k E Z; 

4. ,P(x- k )kEZ' forma uma base de Riesz1 de V 0
• 

Como consequência das propriedades descritas acima, têm-se os seguintes resultados: 

• Existe uma sequência h E i? tal que 

,P(x) = 2 L h(k),P(2x- k) (Relação de Escala). (2.1) 
kEZ 

em que h( k) são os coeficientes do filtro escala. 

• Para cada inteiro j, a família 

</{(x) = 2}12,p(2ix- k), k E Z, (2.2) 

forma uma base de Riesz de Vi. 

No domínio da freqüência, a relação de escala é expressa como 

J>(Ç) = H(Ç/2)J>(I;j2), (2.3) 

em que H(Ç) = I:kez h(k)e-íkç é o filtro de escala associado a ,P. Tipicamente os filtros H são do 
tipo passa-baixa, i.e., H(O) = 1 e H(1r) =O (conforme Figura 2.1). Para um maior detalhamento 
das principais propriedades de uma Amr veja em Daubechies (1992). 

A grande contribuição da teoria wavelet é a caracterização de espaços complementares 
entre dois espaços encaixados Vi c vi+ I, através de somas diretas 

Neste sentido, os espaços Wi contêm a diferença de informação entre o nível de resolução j e o 
nível mais refinado j + 1, ou seja, os detalhes entre um nível e o seguinte. Essa representação em 
soma direta não é única. Na próxima seção um método para a construção dos wJ é descrito no 
contexto de Amr biortogonal. 

'Ver definição de base de Ríesz na página 152. 
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3 

2 

~ 
-
~ 

-3 -2 - - 1 2 3 

-1 

-2 

-3 

Figura 2.1: Exemplo de um filtro H típico. 

2.3 Amr Biortogonal 

Uma Amr biortogonal, designada Amrb, consiste de pares {Vi, cf>} e {V* i, c/>*} de Amr 
relacionadas por 

de tal forma que as funções de escala associadas cf> e c/>* satisfazem a relação de biortogonalidade 

(c/>(.- k), c/>*(.- R.)) :=f cf>(x- k) cf>*(x- R) dx = ók,e, (2.4) 

e por isso são chamadas funções de escala conjugadas ou duais. Analogamente, para um J fixo, as 
farm1ias { <f>i} e { c/>~ 3 } também são biortogonais, i.e. 

(<f>i, c/>;') = 23 f c/>(23 x- k) c/>*(23 x-R) dx = ók,e, (2.5) 

No domínio da freqüência, a relação de biortogonalidade é expressa por 

L ~(w + 27fk)~*(w + 21rk) = 1, (2.6) 
k 

em que a barra superior indica o complexo conjugado. Essa expressão é uma conseqüência da 
fórmula do somatório de Poisson2• Por outro lado, em termos dos filtros de escala H(Ç) e H*(Ç), 
ela também pode ser expressa por 

H(Ç)H*(Ç) + H(Ç + 1r)H*(Ç + 1r) = 1. (2.7) 

2Ver fónnula do somatório de Poisson, Teorema A.l.l, na página 152. 
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2.3.1 Funções Wavelets 

Sejam WJ = Vi+1 n v•il. e W*J = V*i+1 n Vil.. São válidas as seguintes somas 
diretas: 

vJ+l - Vi+ Wi, 

v•i+l - v·i + w•i. 

Definindo as funções 1/; e 7/;* como 

1/;(x) - 2 Lg(k)<f>(2x- k), 
kEZ 

1/;*(x) - 2 Lg*(k).P*(2x- k), 
kEZ 

(2.8) 

(2.9) 

em que g(k) = ( -l)k+1h*( -k + 1) e g*(k) = ( -1)k+lh( -k + 1), prova-se que as famílias 

1J.i(x) = 2i127j;(2ix- k), 

1/;~J(x) = 2Í127j;*(2ix- k), 

(2.10) 

(2.11) 

são bases de Riesz de Wi e W*i. A escolha de g e g* apresentada acima é a mais usual. 
Os filtros G(Ç) = EkEzg(k)e-ike e G*(Ç) = EkEZg*(k)e-ike são do tipo passa-banda, i.e., 
G(O) = G*(O) = O e G(1r) = G*(1r) = 1 (conforme Figura 2.2). No domínio da freqüência as 
relações de escala 2.8 e 2.9 são expressas por 

{i;(Ç) - G(Ç/2){i;(Ç/2), 
{f*(Ç) = G*(Ç/2)-J;*(Ç/2). 

3.-------,------, 
2 

1,~ ----0~~~--~~~~~ 

-1 

-2 

-3~------~----~ 
-3 -2 -1 o 1 2 3 

Figura 2.2: Exemplo de um filtro G típico. 

(2.12) 

(2.13) 
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As funções 1/1 são chamadas de funções wavelet, enquanto as funções 7f;Zi são conheci­
das como funções wavelet conjugadas ou duais. Essas famílias de funções satisfazem as condições 
de biortogonalidade 

(eM,, 7f;?) 
( !PZ J, 'l/li) 

(7f;ZJ, 7f;'l) 

-

-

-

o, 
o, 
8J,m8k,t· (2.14) 

As conhecidas famílias wavelet ortogonais de Daubechies são casos particulares das fa­
nn1ias biortogonais em que rfo = rfo* e 'lj; = 'lj;*. Um outro exemplo são as wavelet biortogonais 
splines em que as funções wavelet 'lj;* são funções splines 3• Essas wavelets são de particular 
interesse neste estudo e são descritas com mais detalhes no Capítulo 3. 

2.3.2 Esquemas de Aproximação 

Uma Amrb é uma ferramenta muito útil para o estudo de funções do L2 (JR). Funções 
f E L2 (JR) podem ser aproximadas pelas suas projeções em Vi 

pi f(x) = 'L, {f, rP~i)c!J,.(x). 
k 

As projeções em Wi, 

Qi f(x) = 'L,(f,7f;Zi)#,(x), 
k 

contêm a diferença de informação entre os níveis j e j + 1, i.e., 

Qi f(x) = [pi+l- pi]J(x). 

Assim, 

pi+lJ(x) = [Pi +Qi]f(x), (2.15) 

que corresponde à decomposição, 

yi+l =vi+ wJ. 
~~------------------

3Ver propriedades dessas funções splines no Apêndice A.4. páginas 152-155. 
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Em multinível para io < j, têm-se: 

pi+l f(x) = [pio+ (Jio + ... + QÍ]f(x), (2.16) 

que está associado à decomposição 

yi+l = yio + wio + ... + wJ. 

Definindo 

(2.17) 

a Equação 2.15 pode ser escrita como 

:~::>;;+l~+l(x) = LA~(x) +L cfi1/J1,(x). (2.18) 
k k k 

Em multinível passa-se a ter a seguinte fórmula 

j 

L L{+1<f4+1(x) =L L{ot/4o(x) + L L dí:'?/Jk'(x), (2.19) 
k k m=jo k 

que corresponde à mudança de base 

{<f4+1} ++ {t/40} u {1/1,0} ... u {1/1,}. 

Para efetuar essas operações, têm-se as transformada wavelet discreta DWT =DWT 1:1 e 
. ID ;+1 . sua mversa IDWT = WT io , 1.e., 

{ci+l} D~T {cio,tJio, ... ,di} 
IDWT 

Na próxima seção descreve-se como calcular essas transformações. 

2.3.3 Algoritmos de Mallat 

No processo de decomposição da DWT, os coeficientes L{ e d~ são obtidos dos coefici­
entes L{+1 através de algumas manipulações das Equações 2.17 e das relações de escala de <P* e 7/J* 
de tal forma que 

(2.20) 
m 
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e 

(2.21) 
m 

Esse algoritmo é esquematizado pela estrutura de bancos de filtros apresentada na Figu­
ra 2.3. Nessa figura, o quadrado indica convolução com um filtro. O nome do filtro está indicado 
no interior do quadrado. O símbolo 2 .J_ indica um downsampling ou decimação, i.e., são elimina­
dos os elementos de índice ímpar. O símbolo 2 t indica um upsampling, i.e., são acrescentados 
componentes com valor zero entres as componentes do vetor original. Assim, dado um vetor 
d+1 = (c{+l), obtém-se um novo vetor d pela aplicação de uma convolução entre d+l e o fil­
tro h* seguida de decimação. A diferença de informação entre d e d+1

, ou seja, os detalhes de 
alta frequência, ficam contidos no vetor di obtido pela convolução entre d+1 e o filtro g* seguida 
de uma decimação. Os di, correspondem aos coeficientes das expansões nas bases wavelet. Esse 
processo pode ser repetido outras vezes para se obter os coeficientes d),-1

, d),-2
, d~-a, · · ·. 

Figura 2.3: Arquitetura piramidal para a transformada wavelet biortogonal unidimensional: 
(a)decomposição em um nível e (b) um nível de reconstrução. 

O processo de recuperação do sinal, a partir de sua Amrb, é semelhante ao descrito ante­
riormente. Neste caso, o cálculo dos coeficientes c{+l em termos de c{, di, é dado por manipulações 



CAPÍTULO 2. WAVELETS BIORTOGONAIS 14 

entre as Equações 2.18, 2.1, 2.2, 2.8 e 2.10 

(2.22) 

Esse algoritmo também pode ser representado pela estrutura de bancos de filtros da Figura 2.3. 
Primeiro aplica-se um upsampling nos vetores d e di, seguido da convolução com o filtro h e g, 
respectivamente. A seguir, somam-se os resultados obtidos e encontra-se o vetor d+l. 

Esses algoritmos de decomposição e reconstrução são conhecidos como algoritmos de 
Mallat (1991). Ao final do processo de decomposição, o armazenamento dos coeficientes wavelet 
e escala é feito no mesmo vetor de dados inicial e, dessa forma, não há necessidade de área física 
extra de armazenamento. Na Figura 2.4 é apresentado um esquema desse armazenamento. Inicial­
mente, o vetor de dados de entrada c}+l ocupa todo o vetor de armazemanento, representado pelo 
retângulo contínuo. Após três níveis de decomposição esse vetor armazemazena os coeficientes 
escala &-2 e wavelet di, di-1, di-2 • 

Figura 2.4: Esquema final de armazenamento dos coeficientes escala e wavelet após três níveis de 
decomposição. 

O conceito de análise de multirresolução em duas dimensões é apresentado na Seção 2.5. 
Maiores detalhes sobre esse tipo de construção podem ser encontrados em Mallat (1991 ). 
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2.4 Propriedades 

* Dupla Localização 

De modo geral, as wavelets possuem duas características fundamentais: 

• Localização física: Tipicamente, a função escala cp(x) concentra-se em um intervalo finito, 
com comprimento .ê.x. Desta forma, à medida que j aumenta, cp(2ix - k) fica localizada 
em intervalos de comprimento cada vez menores, de escala t.ix = 0(2-i). Os índices k 
indicam a translação k2-i efetuada. Assim, em cada nível de escala j, todas as funções es­
cala possuem a mesma forma, só mudando a posição em que estão localizadas, que diferem 
por um múltiplo inteiro da escala. Este comportamento é similar para as wavelets. Na Figu­
ra 2.5(a) e (b) estão os gráficos de uma função escala e a wavelet associada. Como é visto 
no Capítulo 3, este é um dos exemplos da farm1ia de wavelets ortogonais de Daubechies. 
Observa-se que, neste caso, o suporte de cp(x) é o intervalo [O, 3] e 'lj;(x) se anula fora de 
[-1, 2]. 

(a)cp(x) (b)'lj;(x) 
1.4 .-~~-,~~~~~--, 

1.2 /"\. 

0.8 

~ 0.6 I \ 

-:s: 0.4 -/ \ 
0.2 '\\ 

2,-~--------~-----. 

1.5 

~ 

~ 0.5 
~ 

-;:l- o 

\-.. ~ 
O ""· I 

-0.2 'J 
-0.4 

o 0.5 1.5 2 2.5 3 

-0.5 

·1 

-1.5 L-.~--~--~-'.--~--.J 

-1 -0.5 o 0.5 1.5 2 
X X 

Figura 2.5: Gráficos de uma função escala e wavelet de Daubechies. 

• Localização em freqüência: Como visto anteriormente, as funções escala são construídas 
em termos de um filtro passa- baixa H(Ç). Em conseqüência dessa construção, a transfor­
mada de Fourier ~(Ç) está localizada simetricamente em uma região centrada em tomo de 
Ç = O. Desta forma, em operações de convolução, ~( Ç) pode ser interpretada como um filtro 
passa-baixa, que privilegia as baixas freqüências. Fazendo uma mudança de escala, resulta 
que ~(2-iÇ) também é um filtro passa-baixa, centrado em tomo de Ç = O, com largura de 
banda proporcional a 2i. O caso das wavelets é diferente. Tipicamente, ,f;(Ç) também é uma 
função simétrica, mas que se anula em Ç = O. Para Ç > O, concentra-se em uma região n de 
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comprimento D.Ç. Desta forma, em operações de convolução, 1/;(Ç) pode ser interpretada co­
mo um filtro passa-banda, que privilegia as freqüências IÇI E n. Fazendo uma mudança de 
escala, resulta que 1/;(2-iÇ) também é um filtro passa-banda, com localização em uma região 
Qi, com largura de banda D.iÇ, proporcional a 2i. Na Figura 2.6(a) e (b) estão os gráficos 
das transformadas de Fourier I~(Ç)I e 11/;(Ç)I correspondentes ao exemplo de Daubechies. 

Ca)I~(Ç)I 

0.9 .-~-----~-----, 
0.9 

0.8 

0.7 

wo.s 
---....-0.5 
~-e- OA 

~·~ " i 
o~ L..-..~~--~1 :_,_ '1\v~\-=-~-d 

·30 -20 -10 o 10 20 30 

ç 

0.8 

0.7 

:::::::o.s 
'\JJl 0.5 
~ 

(~0.4 

-0.3 

0.2 

Figura 2.6: Gráficos do espectro da função escala e wavelet de Daubechies, referentes a Figura 2.5. 

Tendo em vista as propriedades de dupla localização das wavelets, tanto no domínio 
temporal quanto no domínio das freqüências, percebe-se que os coeficientes wavelet d{, são uma 
medida do conteúdo frequencial de f associado às freqüências Ç E Qi que ocorrem no suporte de 
7/Jt,(t). Neste sentido, a transformada wavelet é do tipo local em tempo-frequência, com resoluções 
temporal e freqüencial inversamente proporcionais 

D.i x x D.i Ç = constante, 

como ilustrado na Figura 2.7. 

j'(() j>O 

; ! 

X 

Figura 2. 7: Plano x X Ç 
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* Ordem de Aproximação: Reprodução de Polinômios 

Em uma Amrb as funções escala if> e suas duais if>* devem satisfazer a condição de Strang­
Fix ( CSF ) 4

• Seja p a ordem da CSF satisfeita por if>, i.e., todo polinômio de grau menor ou igual a 
p pode ser representado exatamente por if>( x) e suas transladadas if>( x - k). Pode-se verificar que 
p+l é exatamente a multiplicidade do zero do filtro H(Ç) em Ç = 1r. Essa propriedade garante a 
ordem de aproximação 

li!- pi fllv = 0(2-i(p+ll). 

O mesmo é válido para as duais if>*. Se p* é a ordem da CSF das if>*, a multiplicidade do zero em 
H*(Ç) emÇ = 1rép* + 1. 

* Momentos Nulos: Cancelamento de Polinômios 

Por outro lado, como G(Ç) = e-í~H*(Ç + 1r), a multiplicidade do zero do filtro G(Ç), 
em Ç =O, é igual ap* + 1. Analogamente, como G*(Ç) = e-í~H(Ç + 1r), a multiplicidade do zero 
do filtro G* ( Ç), em Ç = O, é igual a p + 1. Pode-se verificar que o número de momentos nulos de 
uma função wavelet é igual a multiplicidade do zero do filtro G(Ç) em Ç = O. Portanto, 

f xt'lj;(x) dx = O, .e= o, ... ,p*, (2.23) 

que está relacionado com 

.e= o, ... 'p*. (2.24) 

Analogamente, para as wavelet duais 'l/;*, têm-se que: 

f xt'lj;*(x) dx = O, .C=O, ... ,p, (2.25) 

que está relacionado com 

.e= o, ... 'p. (2.26) 

4Ver Definição A.3.1, da página 152 (Strang e Fix, 1993). 
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* Caracterização local de regularidade 

Em análise wavelet, há duas formas de representar funções nos espaços da Amr. A pri­
meira, utiliza expansões em termos de funções escala, e a outra expansões em termos de wavelets. 
Como é verificado no teorema a seguir, uma importante característica dos coeficientes wavelet 
d{ = (f, '1/JZi) é que a sua ordem de grandeza está associada à suavidade da função f, no suporte 
de 'I/JZ 1 , e ao número de momentos nulos da função '!f;*. Portanto, os coeficientes wavelet podem 
ser usados como indicadores locais de regularidade das funções analisadas, pois tipicamente são 
pequenos em regiões de suavidade e maiores em regiões com singularidade. Por essa razão, ex­
pansões em wavelets possuem a vantagem de poderem ser mais econômicas para uma classe bem 
ampla de funções. Por exemplo, se a função for suave por partes, como ilustrado na Figura 2.8. 
Como pode ser visto na representação no plano posição x escala (x x j) , a maioria dos seus coefi­
cientes wavelet são deprezíveis e podem ser desconsiderados. Esse é o princípio básico na maioria 
das aplicações de wavelets. Em particular, esse princípio será utilizado intensivamente neste tra­
balho e é uma consequência do seguinte teorema, cuja demonstração encontra-se no Apêndice C. 

Teorema 2.4.1 Seja p a ordem da CSF de q,. Se f for uma função com derivada f<•) contínua no 
suporte '1/J*~, O ::; s ::; p + 1, então o coeficiente wavelet d{ = (!, '1/JZi) satisfaz a estimativa 

ld{l ::; C 2-j(s+l/2) 11 f(s) lloc (2.27) 

em que C é uma constante que depende de '!f;* e da norma li f<•l lloo no suporte de '!f;*{,. 

(a)Função (b)Posição dos ld~l > 10-2 

10 'i ----------, 

s r 

: .~. .. lj 

4l 
3 ~ • • • • • • • • • • • • ••• 

d 
-o.s-~-~~-~-

0 02 0.4 0.6 02 1---~-~~-~ 
o 02 0.4 0.6 02 

X 

Figura 2.8: Exemplo da localização dos coeficientes wavelets significativos. (a) uma função não 
períodica com uma descontinuidade e uma variação abrupta; (b) posição de seus coeficientes wa­
velets significativos ldl: I > 10-2 no plano x x j. 
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* Suavidade x Momentos Nulos 

Pode-se verificar que o grau de suavidade de uma função escala está diretamente rela­
cionado com a ordem da sua CSF, ou seja, a suavidade de</>, e consequentemente de 1(;, aumenta 
com p. Logo, quanto mais suave for a 1(;, maior será o número de momentos nulos de 1(;*. 

Neste paradigma momentos nulos/suavidade das funções wavelet, a interpretação das 
seguintes formas de representação pode ser diferente: 

(2.28) 
j,k 

- Í:)f, #,)1(;; j. (2.29) 
j,k 

Supondo que 1(;* possui mais momentos nulos que 1(;, então, 1(; é muito mais suave que 1(;*. Logo, 
a primeira forma é muito mais indicada do que a segunda, do ponto de vista de compressão de 
dados, quando é utilizado na reconstrução apenas os coeficientes d{ maiores que um certo valor de 
corte escolhido. 

Para exemplificar isso, a seguir são apresentados os resultados da compressão de uma 
imagem do canal infra-vermelho termal do satélite Meteosat( Figura 2.9). Consideram-se essas 
duas formas de representação no caso bidimensional, que é descrito em detalhes na próxima seção. 
Neste exemplo são utilizadas wavelets biortogonais ( 1/;*, 1(; ), com p* = O e p = 4, i. e., 5 momen­
tos nulos para 1(;* e 1 para 1(;. Utilizam-se as representações associadas a (1(;*,1/;) e (1/;,1/;*) das 
Equações 2.28 e 2.29, com apenas os coeficientes wavelets significativos de módulo menor que 
100. Para ( 1(;*, 1(;) apenas 8% dos coeficientes wavelet foram significativos, com um erro quadrado 
médio (mse ). de 4,5 na reconstrução, Figura 2.1 O (a). No outro caso, 11% dos coeficientes wavelet 
foram significativos e o mse=4,8, Figura 2.10 (b). 

Figura 2.9: Imagem Meteosat original. 
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(a)8% dos coeficientes (b)11% dos coeficientes 

Figura 2.10: Imagem Meteosat reconstruída com 8% e 11% dos coeficientes wavelets. 

2.5 Amrb Bidimensional 

O método mais comum para se obter análise de multirresolução em duas dimensões é o 
produto tensorial 

Têm-seque 

Vi= span{\P{;(x,y) =<fr{,(x)q,{(y),k,l E Z} 

e 

Os espaços vetoriais 

gerados por três fann1ias de wavelet, 

r{y)(x,y) - t/>{(x)1/Ji(y), 

Y{~ 2 )(x,y) - 7J;{.(x)q,{(y), (2.30) 

YJk\3)(x, y) - ·'J(x)·d(y) 
' 'l'k '1'! ' 
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são tais que, 

De forma similar, definem-se os espaços duais 

V* 3 = V* 3 X V* 3 

gerados por 

e 

w•j = V* 3 x W* 3 + W* 3 x V* 3 + W* 3 x W* 3 , 

gerados por 

'V'*i(l)( ) 
~k,l x,y -

'V'•j(2)( ) 
J. k,l x, y - (2.31) 

'V'*Í (3) ( ) 
J. k,l x, y -

tais que, 

v•i+l = v• i+ w•i. 

Também são válidas as seguintes relações de biortogonalidade: 

< <Pi,l, <PZZt' > - Ók,k'Ó!,l'' 

\ iP{ y•i (a)) 
k,l, k',l' - o, 

(2.32) 

\ iJ?*Í yi (a)) 
k,l, k',l' - o, 

\yi(a) y•i'(b)) 
k,l ' k',l' - Ój,j' Ók,k' Ót,l' Ó a,b · 
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O par {Vi, ~. 1 } e {V* i, 4>~}} forma uma análise multirresolução biortogonal do li} (JR2). 

Assim, uma aproximação de uma função f E ][} (JR2 ) é dada pela sua projeção biortogonal sobre 
Vj . 

, Le., 

pij(x,y) = LL(!,4>~))~. 1 (x,y). 
k l 

A diferença de informação entre Vi and Vi+l é expressa por 

em que 

Qi(a) f(x,y) = LL (!, r~ya)) Y{~a)(x,y), 
k l 

para a= 1,2and3. 

Na próxima seção é descrito como calcular a DWT e IDWT bidimensionais. 

2.5.1 Algoritmos de Mallat 

Usando as relações de escala e de biortogonalidade, obtêm-se as fórmulas de decompo­
sição bidimensionais, que são expressas da seguinte forma, 

ckt - 2 l:h*(k'- 2k) l:h*(t'- 2l)ce, (2.33) 
' 

k' l' 
'(!) 

2 l:h*(k'- 2k) 'Eg*(l'- 2l)c{~),, (2.34) ~~ -
' 

k' l' 
'(2) 

2 'Eg*(k'- 2k) l:h*(l'- 2l)c{~~' (2.35) ~~ -
' 

k' l' 
. (3) 

2 'Eg*(k'- 2k) 'Eg*(l'- 2l)c{~;,. (2.36) ~~ -
k' l' 

No processo de reconstrução, o cálculo dos coeficientes r{~ 1 em termos de r{ 1, a{ ~I), 
a{~ 2 ) e a{)3l é dado pela expressão a seguir ' ' ' 
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~1 1 
- 2 {Lh(k- 2k') Lh(l- 2l')~',l' 

k' l' 

+ Lg(k- 2k') Lh(l- 2l')df)}l 
k' l' 

+L h(k - 2k') L g(l- 2l')df)~l 
k' l' 

+ Lg(k- 2k') Lg(l- 2l')ctf)11}. 
k' l' 

(2.37) 

Essas fórmulas definem os algoritmos de Mallat bidimensionais. Eles possuem uma estrutura de 
bancos de filtros similar ao caso unidimensional. Porém, neste caso, os dados de entrada formam 
uma matriz e as convoluções, downsampling e upsampling são efetuadas nas linhas e colunas dessa 
matriz. O downsampling de linhas consiste em retirar as linhas de índice ímpar. O upsampling de 
linhas é o processo de se introduzir linhas com elementos zero entre as linhas da matriz de entrada. 
Isto é feito de forma que essas novas linhas ocupem os índices ímpares da matriz resultante. Um 
procedimento análogo é efetuado nos downsampling e upsampling de colunas. 

A arquitetura piramidal para este caso pode ser visualizada nas Figuras 2.11 ( decom­
posição) e 2.12 (reconstrução). As operações realizadas nas colunas estão representadas por um 
traçado desconúnuo e a s realizadas nas linhas por um continuo. 

Dada uma matriz d+1 = (~j 1 
), que possui 2H1 x 2i+1 elementos, obtém-se uma matriz 

d ,que possui 2i x 2i elementos, através das seguintes etapas de processamento: 

1. Cálculo da convolução entre o filtro h* e cada linha da matriz de entrada, seguido de uma 
decirnação de colunas. 

2. Cálculo da convolução do filtro h* com cada coluna dessa nova matriz e a seguir faz-se uma 
decimação de linhas. 

Os coeficientes di (1) são obtidos de forma similar. A primeira etapa é idêntica. Entre­
tanto, na segunda etapa a convolução é feita com o filtro g*. Os coeficientes di (2,3) também são 
obtidos através de duas etapas. A primeira etapa é idêntica para ambos. Nesta etapa, calcula-se 
a convolução entre a matriz d+1 e o filtro g* seguido de uma decimação de colunas. A segunda 
etapa para se obter di (2) é idêntica à segunda etapa para se obter d, descrita acima, enquanto que 
a segunda etapa para se obter di(3) é idêntica á segunda etapa para se obter di(1l. As matrizes 
di (1•2•3) também possuem 2i x 2i elementos cada. 
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O processo inverso para se obter a matriz d+1 a partir das matrizes d e di (1•2•3) é apre­
sentado na Figura 2.12. Neste caso faz-se um upsampling nas matrizes de di(1•2•3l; a seguir 
aplicam-se convoluções entre o filtro h e as linhas das matrizes d e di (z) e convoluções entre o 
filtro g e as linhas das matrizes di (2) e di (3); somam-se as matrizes parciais referentes a d e di (2); 

somam-se as matrizes parciais referentes a di (1) e di (s). Nesta primeira etapa geram-se 2 matrizes 
intermediárias 2i x 2i+1 elementos. Faz-se um upsampling de linhas nessas matrizes e somam-se 
essas novas matriz es para se obter d+l. 

[
!h* :-fiil-di(2) ···------· ~ ......... : L.:::::J * : : g -!2-l-!-~ ,.......... --~~]-@]-di(3) 

Notação: 

i 2.).~ downsampling de colunas : _______ : § downsampling de linhas 

Figura 2.11: Arquitetura piramidal para a transformada wavelet biortogonal bidimensional (um 
nível de decomposição). 

A implementação desses algoritmos pode ser simplicada de várias maneiras quando os 
filtros são de suporte compacto. Na seção a seguir, é apresentada uma maneira de se implemen­
tar essas transformadas no domínio da freqüência, que é apropriada quando os filtros são muito 
longos ou infinitos. Um exemplo de funções wavelet que não possuem suporte compacto, e con­
seqüentemente estão associadas a filtros de resposta de impulso infinitos (llR), são as wavelet de 
Battle-Lemarié (Chui, 1992; Daubechies, 1992; He, 1996). Essas wavelet são obtidas por um 
processo de ortonormalização das funções B-splines. Analogamente ao caso unidimensional, os 
coeficientes wavelet e escala são armazenados no final da decomposição na matriz de dados inicial. 
Na Figura 2.13 é apresentado um esquema desse armazenamento. Inicialmente, a matriz de entra-
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d -
di (1) -
di(2) -
di(3) -

Notação: 

: ........ ; 
! 2tf- upsampling de colunas § upsampling de linhas 

Figura 2.12: Arquitetura piramidal para a transformada inversa wavelet biortogonal bidirnensional 
(um nível de reconstrução). 

da contendo os c:i+1 ocupa toda a matriz de armazenamento, representada pelo quadrado contínuo. 
Após um nível de decomposição os coeficientes wavelet d(l)i, d(2li, d(3)i, e os coeficientes escala 
d são armazenados numa matriz de tamanho igual ao inicial. 

d di (1) 

di (2) di (3) 

Figura 2.13: Esquema final de armazenamento para o caso 2D após um nível de decomposição. 
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I Caso Periódico I 

A finalidade aqui é construir algoritmos eficientes para a implementação dos bancos de 
filtros apresentados nas Figuras 2.11 e 2.12, no espaço das freqüências, através do uso de rotinas 
de FFT (transformada rápida de Fourier). Para isso, nesta seção, os dados de entrada são periódicos, 
i.e., 

Algumas notações são introduzidas neste parágrafo. A transformada discreta de Fourier 
(DFT ), de uma sequência zi -periódica bidimensional ai ( m, n ), é expressa por 

zi-1 zi-1 

&i(k, l) = 
2
;; L L aÍ(m, n)w~w{n, 

m=O n=O 

lk-1··· 2i ' -' ' ' (2.38) 

em que 
· 121rrv 

w1 =e--,-
r v ' 

sendo z = v'=!. 

As expressões a seguir denotam as DFTs de comprimento 2i-1 das sequências formadas 
por entradas pares e/ou ímpares de ai ( m, n): 

1 
zj-1-1 2}-1-1 

â{o,o) (k, l) L L 
. . 1 . 1 

- 22(j-1) a1(2k, 2n)ulm~kwf,~ , (2.39) 
m=O n=O 

1 
2i- 1-l V- 1-1 

â-{1,0) ( k' l) L L 
. . 1 . 1 - 22(j-1) a1(2k,2n+ 1)ul,:,kwf.~, 

m=O n=O 

(2.40) 

1 
2i- 1 -! 2i-1_1 

â{o,1) ( k, l) L L ai(2k 1 2 ) j-1 j-1 - 22(j 1) + ' n Wm,kwl,n ' 
m=O n=O 

(2.41) 

1 
2i-1-l P-1-1 

â{1,1)(k, l) L L 
. . 1 . 1 

- 22(j-1) a1(2k + 1, 2n + l)ulm-kwf~ . 
' ' 

m=O n=O 

(2.42) 

Definindo 

M(ô:Í· k l) = [ â{o,o)(k,l) â{o,1)(k,l)] 
'' &(1,0)(k,/) &(1,1)(k,l) ' 

(2.43) 
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é válida a seguinte relação, 

·j. -[1 1·][ &(k,l) &i(k+2i-I,l) ][1 wf:] 
M(a ,k,l)- wf -wf &i(k,l+2i-1) &i(k+2i-l,l+2i-l) 1 -w~ · 

Aplicando a DFT , com a notação apresentada nas Equações 2.38-2.42, a Equação 2.33 
pode ser expressa como 

ê!(k,l) - 2{H*(OJ(ç1) [H*(OJ(çt)ê(t,~)(k,l) + H*(l)(ÇÜê(t,i)(k,l)] 

+ H*(1l(çD [H*( 0 l(çt)q~~l(k,l) + H*( 1 l(ç~)q~il(k,l)]}, 

em que ç1 = - ~,. e Ç~ = - 2
;". Os símbolos H*(O) e H•(l) denotam filtros construidos a partir 

da transformada de Fourier dos coeficientes pares e ímpares, respectivamente, do filtro escala h*, 
i. e., 

(2.44) 
m 

(2.45) 
m 

Na forma matrícial, d é expresso por 

De forma similar são válidas as seguintes fórmulas, 

Jj(l)(k,l) = 2 [ H*(O)(,i) n•(ll(,J) ] M(eJ+l. k l) [ a•(ol(,~) J 
t , , a•(ll(W , (2.47) 

Ji (2)(k, l) - 2 [ a•(oJ(,i) a•(l)(,j) ] M(eJ+l. k l) [ H*(O)(,~) ] 
e , , H*(ll(W , (2.48) 

Ji(3)(k,l) = 2 [ a•(ol(,i) a•(ll(,J) ] M(eJ+l. k l) [ a•(ol(,~) J 
e , , a•(ll(W , (2.49) 

em que OS filtrOS G•(O), G•(l) denotam OS filtrOS pares e Ímpares associadOS a g*. 
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Combinando as Equações 2.46-2.49, obtém-se a seguinte expressão: 

[ 
êJi(k,l) dJ(l)(k,l)] _ [ H*(0l(d) H*( 1 )(~~)] ··+1. [ H*(O)(~~) 

Ji(2l(k,l) Ji(3l(k,l) - a•( 0 l(~{J a•(ll(~i) M(C' ,k,l) H•(ll(eü 

Essa equação permite calcular um nível de decomposição. 

Q*(O)(~~) ] 
a•<ll(W , 

28 

(2.50) 

Em multinível o procedinlento de decomposição pode ser resumido pelo seguinte algo-
ritmo: 

1. Procedimento inicial: 

• Cálculo da matriz (Ji+l a partir da matriz d+l. Custo: 2D--FFT (2i+l) 

e Cálculo dos filtros H*(o) (Çi), H*(l) (Ç,i), H( O) (Çi), H(l) (Çi), Q•(O) ( Çi), a•(l) (Çi), Q(O) (Çi), 
G(1) (Çi). Custo: oito lD-FFT (2i). 

2. Procedimento de decomposição em multinível, param= j, j -1, · · · , j 0: 

• Cálculo da matriz de coeficientes escalas C"' e a dos coeficientes wavelet Jm <1•2•3), pela 
fórmula apresentada na Equação 2.50. Custo: éJ(22m+4) operações. 

3. Procedimento de finalização: 

• Cálculo da IFFT das matrizes (Jio, (jm,(l,2,3l, param= j, j -1, · · · ,j0 níveis . Custo: 
~ 3 "L;!,=io 2D-FFT ( 2m) + 2D-FFT ( 2io) . 

Note que não é necessário calcular a IFFT dos coeficientes escala nas etapas intermediá­
rias da decomposição. Esta é uma das grandes vantagens desse algoritmo. O cálculo dos filtros 
H*(Ol(çi), H*(1l(çi), H(0l(Çi), H( 1 )(Ç~), a•<0l(d), a•(ll(ç~), G( 0 l(Ç~), Q(1)(Çt) é efetuado 
apenas no nível inicial. Em níveis intermediários, para se obter esses filtros em pontos Çl aplica-se 
simplesmente uma decimação. 

Analogamente ao caso da decomposição, é possível expressar o processo de reconstrução 
na forma matricial como 

(2.51) 

em que 
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e os filtros G(0l, G(1l, H(o), H(1l são os filtros pares e ímpares associados age h, respectivamente. 

Esse procedimento de reconstrução, em multinível, pode ser resumido nas seguintes eta-
pas: 

1. Procedimento inicial: 

• Cálculo das matrizes &0 e Jm (1•2•31 a partir das matrizes do e d!" (1•2•31. Custo: Custo: 
~ 3 I!=io 2D-FFT ( 2m) + 2D-FFT ( 2io) . 

• Cálculo dos filtros H•(O)' H*(1l' H(O)' H(1)' c•(O)' c•(l)' Q(O)' G(1). Custo: oito lD­
FFT (2i). 

2. Procedimento de reconstrução em multinível, param= jo, · · · , j -1 

• Cálculo da matriz de coeficientes escalas ê"'+l. Custo: 0(221+4) operações. 

3. Procedimento de finalização: 

• Cálculo da IFFT das matrizes (9+1, pela fórmula expressa na Equação 2.51. Custo: 
2D-FFT (2i+1 ). 

O custo computacional total desse algoritmo de decomposição é da ordem de duas 2D­
FFT ( 2i+1) + E~=O 22i+4- 2k operações para uma matriz 2i+l x 2i+1 • Os custos da reconstrução 
são dessa mesma ordem de grandeza. No algoritmo tradicional de cálculo da DWT /IDWT no do­
mínio da freqüência como o apresentado por Perrier e Basdevant (1989), as etapas iniciais e finais 
são equivalentes a proposta aqui. Por outro lado, nas etapas intermediárias, as decimações dos 
coeficientes em são efetuadas no espaço físico. Assim, a cada nível de decomposição/reconstrução 
é necessário uma 2D-IFFT (2m) e uma 2D-FFT (2m) adicionais ao algoritmo proposto nesta seção. 
Portanto, o algoritmo descrito nesta seção é mais eficientes do que os algoritmos usuais no domí­
nio da freqüência pela redução de FFT /IFFT nas etapas intermediárias de processamento. Em geral, 
algoritmos no domínio da freqüência são mais indicados quando os filtros são longos e necessários 
quando os filtros são infinitos. 
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Capítulo 3 

Casos Particulares de Wavelets Biortogonais 

3.1 Introdução 

Neste capítulo são apresentadas dois tipos importantes de wavelets biortogonais que são 
de particular interesse neste estudo. Precisamente, são descritas as propriedades das wavelets 
biortogonais splines e wavelets ortogonais de Daubechies. Além disso, são destacadas as análises 
de multirresolução interpolantes, que desempenham um papel fundamental na teoria de análise de 
multirresolução biortogonal. 

Como visto no capítulo anterior, uma Amrb está associada a um par de filtros biortogo­
nais H e H* de tal forma que 

P(Ç) = H(Ç) H*(Ç), (3.1) 

satisfaça a relação 

P(Ç) + P(Ç + 1r) = 1. (3.2) 

Filtros P satizfazendo a relação 3.1 são conhecidos como filtros interpolantes, pois estão associa­
dos a esquemas de refinamento interpolantes. 

Diante deste fato, a construção de filtros biortogonais requer dois passos: 

• Escolha de um filtro interpolante, como na Equação 3.2. 

• Fatorização do filtro interpolante, como na Equação 3.1. 

31 
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3.2 Filtros Interpolantes de Lagrange 

Na teoria de wavelets os filtros interpolantes PM desempenham um papel de grande 
importância. Para cada inteiro par M = 2K, o filtro PM é definido por 

(3.3) 

O filtro PM possui as seguintes propriedades: 

• É um filtro interpolante. 

• É simétrico em torno de Ç = O, i.e., PM(Ç) = PM( -Ç). 

• PM(Ç) ?:: O, para -1r :::; Ç :::; 1r, e PM(Ç) = O se e somente se Ç = ±1r. Além disso, para 
.[=O, e.[= ±7r, 

• Os coeficientes do filtro PM(e) são simétricos em torno de e= O e são nulos para 1e1 ?:: Me 
para todo inteiro par e =I O. 

Filtros que satisfazem as propriedades acima são conhecidos na teria de banco de filtros 
como linear-phase halfband ma::4fat filters (Strang e Nguyen, 1996; Daubechies, 1992). Nesse 
caso particular o filtro PM(Ç) está associado com o algoritmo de refinamento interpolantes, por 
interpolação polinomial de Lagrange centrada de grau M -1. Os coeficientes de índices ímpares 
de PM possuem a seguinte fórmula (Sweldens e Schrõder, 1995, pag. 37), 

( ) 
_ ( )K+k n:.::~

1
(i- K- 0.5) 

PM 2k+l- - 1 (k+0.5)(K+k)!(K-k-1)!. (3.4) 

A Figura 3.1 apresenta os gráficos de PM(Ç) paraM =2, 4, 6, 8. 

Os exemplos de filtros biortogonais H e H* apresentados a seguir são todos obtidos por 
fatorizações do filtro PM. 
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Figura 3.1: Filtro PM paraM =2,4, 6, 8. 

3.3 Wavelets Splines Biortogonais 
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As wavelets splines biortogonais são construídas em Cohen et al. (1993). Para cada 
1 ::; N* < M, seja N, de mesma paridade de N*, tal que M = N + N*. Seja H* = H N· o filtro 
definido por 

H*(Ç) = e-ik{f2 (cos ~)N', 

e seja H = H N,N• o filtro definido por 

H(Ç) = e-ik~(cos ~)N ~ ( K-! + m) (sinÇ/2)2m, 
m=O 

em que k =O, se N* for par e k = 1, se N* for ímpar. 

H* é o filtro associado à função B-spline f/J* = BN·, de ordem N* -1, cujas propriedades 
de interesse estão descritas no Apêndice A.4. Neste caso, a Amr {f/J*, V*i} está associada aos 
espaços das funções de classe cN·-2, e polinomial por partes de grau N* - 1 na malha diádica 
X j . , 1.e., 
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e 

(3.5) 

Por outro lado, o filtro HN,N· define uma função escala r/1 = r/JN,N· de tal forma que 
{ 4>, Vi} e { r/1*, V* i} definem uma Amrb. Da mesma forma que r/1*, r/1 é simétrica em torno de 
x = O se N for par, e simétrica em torno de x = 1/2 se N for ímpar. O suporte da função escala r/1 
é [-N,N+1]. 

A ordem dos zeros dos filtros H e H* em :rr são N e N*, respectivamente. Então, a 
condição de Strang-Fix - CSF para a função escala r/1 = rPN,N· é da ordem de N - 1 e a CSF de sua 
dual é da ordem de N* - 1. Logo, a wavelet 1/; tem N* - 1 momentos nulos, enquanto sua dual 'I/;* 
possui N - 1 momentos nulos. 

Os coeficientes dos filtros h* e h, são números racionais cujos denominadores são po­
tências de 2. Esta propriedade reduz erros na implementação numérica de algoritmos que utilizam 
esses valores. Além disso, são simétricos em torno de k = 1/2, se N for ímpar, ou em torno de 
k = O se N for par. Na Tabela 3.1 são apresentados os coeficientes h(k) e h*(k) associados a 
(N, N*) = (1, 3), (1, 5), (2, 4), (2, 6). Os valores não incluídos na tabela são obtidos por simetria. 

Tabela 3.1: Coeficientes h(k) e h*(k), para k?: O. 

N=l N*=3 N*=5 N=2 N*=4 N* =6 
k 256 h(k) 256 h*(k) 256 h*(k) 256 h(k) 128 h*(k) 1024h*(k) 
-6 -5 
-5 10 
-4 3 3 34 
-3 -3 -6 -78 
-2 16 -22 -16 -123 
-1 -16 22 64 38 324 
o 128 128 128 128 90 700 

Na Figura 3.2 estão os gráficos de H* para (N, N*) = (1, 5) e (2, 4). As funções escala 
e wavelet biortogonais dessas famílias e suas respectivas duais, são apresentadas nas Figuras B.l e 
B.2. 
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Figura 3.2: Filtro (H*) para: (a)(N, N*) = (1, 5) e (b)(N, N*) = (2, 4). 

3.4 Wavelets Ortogonais de Daubechies 
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Outra !)laneira de fatorizar o filtro PM é considerando H = H* dando origem aos filtros 
ortogonais de Daubechies H= HK(Ç), M =2K, de tal forma que 

Os coeficientes h(k) desse filtro são nulos para k < O e para k <:: M. A Tabela 3.2 
contém esses coeficientes para K = 2, 3 e 4. 

As respectivas funções escala rf> = rf>K possuem suporte [O, M -1 J e definem uma família 
ortogonal em que ,P* = rf> e 1(;* = 1(;. Essas funções escala não apresentam qualquer tipo de 
simetria. Isto pode ser verificado nos exemplos das funções escalas de Daubechies, para K = 3 
e 4, apresentados nas Figuras 3.3(a) e (c). No item (b) e (d) dessas figuras são apresentadas as 
suas respectivas funções wavelets. As funções escala e wavelet de Daubechies para K = 2 estão 
apresentadas na Figura 2.5 (a) e (b ), página 15. Maiores detalhes sobre a construção e propriedades 
dessas funções podem ser encontrados em Daubechies (1992, cap. 6). 

Como a ordem dos zeros dos filtros HK em 1r é K, então, a CSFpara a função escala rf> é 
da ordem de K - 1 e a wavelet 1(; tem K - 1 momentos nulos. 
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Tabela 3.2: Coeficientes escala h(k) ortogonais de Daubechies. 

K=2 K=3 K=4 
k h(k) h(k) h(k) 
o 0.341506350946110 0.235233603892082 0.162901714025649 
1 0.591506350946109 0.570558457915722 0.505472857545914 
2 0.158493649053890 0.325182500263116 0.446100069123380 
3 -0.0915063509461096 -0.0954672077841637 -0.0197875131178224 
4 -0.0604161041551981 -0.132253583684520 
5 0.0249073356548795 0.0218081502370886 
6 0.0232518005354909 
7 -0.00749349466518071 

(a) if>a(x) (b) 'ljJ3(x) 
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ç 

Figura 3.3: Funções ortogonais escala e wavelet de Daubechies para K = 3, 4. 
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3.5 Amr Interpolante 

O próprio filtro interpolante PM ( Ç) pode ser utilizado como filtro de escala, pois 
H*(Ç) - 1. Se p(k) = PM(k) são seus coeficientes, define-se uma função escala c/> = cl>o,M 
tal que 

M-1 

cp(x) = L p(k) cp(2x- k). (3.6) 

k=-M+! 

Esta q, é uma função interpolante, i.e, 

c/>(k) = 8o,k, k E Z, 

é simétrica em tomo de x = O e possui suporte no intervalo [-M + 1, M - 1]. c/> é contínua e 
sua regularidade aumenta à medida que M cresce. Essas características podem ser observadas na 
Figura 3.4. A CSF de c/> é de ordem M -I. 
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Figura 3.4: Função escala interpolante c/> paraM = 2, · · · 8. 
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Essas funções interpolantes surgiram na literatura no trabalho de Deslauriers e Dubuc 
(1987, 1989) como junções fundamentais de um esquema de refinamento interpolante, descrito a 
seguir. 

Trabalha-se com grades diádicas encaixadas 

xj = { x{ = k 2-;, k E z} , 

tais que XJ c Xí+1
. Observa-se que os pontos x{ E XJ passam a ter índices pares em Xí+1 , 

xJ = :z4;1
, enquanto que os pontos de índices ímpares de XJ+l correspondem a pontos novos 

:z1t!1 E XJ+l \ XJ (ver Figura 3.5). 

4 
X 0 

o 
@ 

00 

o 
o 

@0@ 

o 

o 

Figura 3.5: Exemplo de malhas diádicas encaixadas. 

Seja {/t} os valores amostrados na malha Xi. Definem-se os valores jJ+t em Xí+1 tais 
que 

- 11, 
~t!l(~t!l) 'i k E Z, 

em que ~t! 1 (x) é o polinômio interpolador de grau M -1 escolhido de forma que 

- M/2 < .e::; M/2. 

Na Figura 3.6 está aprensentado um esquema desse processo. 

(3.7) 
(3.8) 

(3.9) 
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(a) Interpolação linear 
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Figura 3.6: Esquema do processo de interpolação. As linhas verticais indicam os valores de 
fJi 1 e as linhas verticais tracejadas indicam os valores de f4i;1. As setas indicam quais valores 

f j fj+l "b ál l d fj+l k = 2k contn uemparaoc cu o e 2k+l' 

Esta interpolação pode ser expressa em termos dos coeficientes do filtro interpolante pela 
fórmula 

f1+1 = L p(k - u) ff. (3.10) 
t 

A função <fJ(x) é obtida aplicando-se recursivamente este esquema de refinamento a partir da 
sequência inicial f2 = So,k. 

A Arnr {Vi, <P} é conhecida como análise de multirresolução interpolante (Donoho, 
1992) e as projeções 

rrj f(x) =L fi <iJ,(xJ, (3.11) 
k 

são operadores de interpolação que reproduzem polinômios de grau f. < M (C S F = M -1), i. e. 

L(x:i,/</J,(x) = xt, e= o, 1, ... , M - 1. (3.12) 
k 

Com a escolha da função wavelet 

<f;(x) = <P(2x- 1), (3.13) 

é válida a soma direta 
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O que diferencia as funções wavelets interpolantes das wavelets em geral, como as biortogo· 
nais analisadas anteriormente, é que elas não possuem nenbum momento nulo. Observe que 

f '1/;(x) dx f= O. 

Na representação em dois níveis 

L f1+lcf>{,+l(x) =L ffc/>{,(x) +L d{?j{(x), (3.14) 
k k k 

os coeficientes wavelets d{, referidos como coeficientes wavelets interpolantes, podem ser inter· 
pretados como erros de interpolação. De fato, considerando x = (2s + 1) 2-(j+l) na expressão 

Ld{?/{(x) - Ld{'f/;(2jx-k) 
k k 

- L d{<f(2i+1x- 2k- 1), (3.15) 
k 

e levando em conta a propriedade interpolante da <f, segue que 

d~ =L d{ <P(2(s-k)). 
k 

Substituindo esse mesmo valor de x nos outros dois termos da Equação 3.14 obtêm-se 

IJH1f(2-(j+l)(2s+ 1)) = Lfk+l <f(2s+ 1- k) 
k 

rrj /(2-(j+1)(2s + 1)) = L !1 <P(T1(2s + 1)- k). 
k 

A relação de escala dada na Equação 3.6 implica que <P(R/2) = p(R). Portanto, 

L fk<P(2- 1(2s + 1)- k) - L f~ p(2s + 1- 2k) 
k k 

-·. 1 
- ~~~ll 

que é o resultado do esquema de refinamento interpolante nas malhas diádicas, introduzido na 
Equação 3.10. Sendo assim, determina-se os coeficientes wavelets, 

dj - fj+l ~-j+l 
s- 2s+l- 2s+l' (3.16) 
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Portanto, sendo os 14:.).1 uma aproximação de t4:.J1 por interpolação, os d{ representam o erro 
dessa aproximação. 

Portanto, a DWT no caso interpolante 

{fi+l} -+ {fi, di} 

é feita em três etapas. Na primeira, faz-se a decimação fi = t4:1
• Na segunda, calcula-se 14:.;1 

a partir das Equações 3.9 e 3.10. Utilizando-se a condição de simetria do filtro p, tem-se que 

14::1 = LP(2s+ 1) [/L+ ft+s+ 1]. (3.17) 
s2::0 

Este valor é uma aproximação de t4:.;1• Por último, calcula-se a diferença entre o valor exato e o 
valor aproximado, que é o erro de interpolação 

di - fi+1 - f-i+l k - 2k+l 2k+l. 

Este processo corresponde ao algoritmo de decomposição. Já o processo reverso IDWT 

{fi' cP} -+ {fi+l} 

é dado por: 

f i+l fi 
2k - k• 

(3.18) 

(3.19) 

i+l . -·+1 
f2k+l - d~ + f~k+1' (3.20) 

Em resumo, utilizam-se as seguintes fórmulas de decomposição (reconstrução), para calcular a 
transformada wavelet (inversa): 

• Fórmulas de decomposição 

f i - fj+1 
k - 2k ' 

(3.21) 
M/2-1 

L p(2z + 1) ltL + tt+i+lJ. 
l2:0 

• Fórmulas de reconstrução 

f i+1 - fj 
2k - k' 

(3.22) 
M/2-1 

t4::1 =di + L p(2l + 1) UL + ti+l+1]. 
l2:0 
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Em multinível passa-se a ter a seguinte fórmula 

j 

L ff+Ir/Yf,+!(x) =L fior/Yf,o(x) +L L d'k''l/lk'(x), (3.23) 
k k m=Ok 

que corresponde à mudança de base 

{ r/71,+1} ++ { rM,o} U { 1/.{o} ... U { 1/Jt}. 
Para efetuar essas operações, têm-se a transformada wavelet discreta interpolante e sua inversa, 
1.e., 

* Caracterização Local de Regularidade 

Como em toda Arnr, na Amr interpolante pode-se ter dois tipos de representações. Por 
um lado, pode-se usar uma discretização por valores pontuais em uma malha uniforme e expan­
sões em funções escala interpolantes, ou podem ser utilizadas expansões em termos de wavelets 
interpolantes em que os coeficientes wavelet são interpretados como erro de interpolação, como na 
Equação 3.23. O princípio fundamental de compressão de dados também se aplica para wavelets 
interpolantes. Por exemplo, considerando M = 2, 

. ·.q 1 . . 
dt = n,;+l - 2w, + f/.+1). 

Da teoria de interpolação linear de Lagrange (Hoffman, 1992, pag. 241 e 257) são obtidas as 
estimativas a seguir . 

Se f ( x) for duas vezes continuamente diferenciável, então existe algum 
Ç, a{ S: Ç S: xiw tal que: 

. f(2)(Ç) "+1 . +I . 
dt = 2! (~k+I- xj)(~k+I- x1+I), (3.24) 

em que fC2l é a derivada segunda de f. Como 
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tem-seque, 

(3.25) 

Se f ( x) for continuamente diferenciável, tem-se que: 

(3.26) 

sendo f(l) a derivada primeira de f e w é o módulo da continuidade, apresentado na Defini­
ção A.5 .1. Se f ( x) for contínua tem-se que: 

(3.27) 

No caso geral, para uma interpolação de ordem M -1, os coeficientes wavelet podem ser avaliados 
da forma a seguir. 

Proposição 3.5.1 Se f for M vezes continuamente diferenciável no intervalo [xLm+l, xLml• em 
que m = M /2, pode-se estimar o coeficiente wavelet d~ como: 

ld~l:::; fJ(M) 2-jM . max . lf(M)(Ç)I, 
xi-=+l::S~::S:zic+m 

sendo f(M) a derivada m-ésima de f e fJ(M) é uma constante que depende apenas de M. 

(3.28) 

Para se ter uma idéia da grandeza da constante fJ ( M), a Tabela 3.3 mostra esses valores 
para o caso de estênceis de interpolação centrado ({J1) e de interpolação não centrada, quando 
apenas um ponto do estêncil esteja a esquerda de ~t!l' (/32). De um modo geral {J1 :::; fJ :::; {J2 • 

Tabela 3.3: Valores de fJ1 e de (:h. 

M 11 fJl I (:h 
2 0,125 0,125 
4 0,023 0,039 
6 0,005 0,021 
8 0,001 0,013 
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Proposição 3.5.2 Se f for s vezes continuamente diferenciável, O ::; s < M, no intervalo [xLm+I, x{+ml' 
em que m = M /2, pode-se estimar o coeficiente wavelet d{ como: 

a) Se 2 ::; s < M : 

I di I :S ,B(M, s) 2-js . max . li'l(Ç)I, 
x-1-m+l~f:Sxfc+m 

sendo f(s) a derivada s-ésima de f e ,B(M, s) = (1 + 2M-l )6' s((;!G~'. 

b) Se s = 1: 

lei{ I :S ,B(M, 1) Ti . max . lf(1l(Ç)I, 
~-=+1 s~sxi,+= 

sendo f(l) a derivada de f e ,B(M, 1) = 3(1 + 2M-1). 

c) Se s =O: 

lei{ I :S ,B(M, O) w(f; 2-i-1
), 

sendo w é o módulo da continuidade de f e ,B(M, O)= 6(1 + 2M-1
). 

* 'Iransfonnada Wavelet Interpolante no Intervalo 

(3.29) 

(3.30) 

(3.31) 

A adaptação de análises wavelet para o intervalo já foi apresentada em diversos artigos. 
Em Cohen et al. (1993), discute-se essa adaptação para as bases biortogonais. Já em Sweldens e 
Schrõder (1995) e Donoho (1994) discute-se essa adaptação para o caso interpolante. Para este 
caso, a adaptação ao intervalo é mais simples do que no caso anterior. 

Neste caso, as malhas diádicas X i são da seguinte forma, 

(3.32) 

Assim, em cada nível têm-se Ni = 2i + 1 pontos. É assumido que na malha menos refinada Xio, 
Nio 2:: M pois são necessários no mínimo M pontos de interpolação (M -1 representa o grau do 
polinômio interpolador). 

Para M = 2 o esquema de refinamento funciona sem nenhuma modificação ao caso 
descrito na seção anterior. Em um ponto novo :z{t!l' o esquema de refinamento aproxima f~+~ 1 
por 
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Isto é, na interpolação é utilizado o estêncil definido pelos pontos {;z{, ;z{+1}, que estão em Xi. 
-+1 -+1 . . . . 

Assim para calcular Jl (ou /~+ 1 _ 1 ) são necessários os pontos {~,x{} (ou {x'z;_l'x'2i } ). 
Portanto, todos os valores de J4it~ 1 podem ser calculados por interpolação centrada. 

No caso geral, para M > 2, é necessário a adaptação dos estênceis, para o cálculo de 
14:~ 1 , nas regiões de fronteira. Neste caso, a expressão região de fronteira refere-se aos M /2-1 
pontos ímpares mais próximos dos limites à esquerda e à direita da malha Xi+1• Por exemplo, para 
M = 4 e em um ponto novo 4t~l' a aproximação 14:~1' por interpolação centrada de grau 3, re-

. . . . -·+1 
quer os valores associados com o estêncil {~_ 1 , x}., ~+ 1 , ~+ 2 }. Logo, para calcular o valor Jl 
seriam necessários os pontos { :z/._1> :z!o, x{, 4}. Entretanto, como o ponto :z/._1 não pertence à grade 
X i altera-se o estêncil de interpolação para { :z!o, x{, 4, ~}. Esse caso refere-se a fronteira esquer­
da. Já na fronteira direita seriam necessários os pontos {xiz;_2 ,xiz;_1,xiz;,xiz;+J. Contudo, como 

o ponto ::z;{;+1 também não pertence a grade X i, altera-se o estêncil para { :z!z;_3, xiz;_2 , :z!z;_1, xiz; }. 

Em resumo, na região interior, o algoritmo de refinamento é o mesmo descrito na seção 
anterior, que se baseia na escolha de um estêncil de interpolação simétrico para os pontos novos 
4t!1 • Já nas regiões de fronteira o estêncil é fixado como os M pontos mais próximos dos limites 
esquerdo e direito da malha. Dessa forma, na região de fronteira esquerda o estêncil de interpolação 
é sempre {:z!o, · · · , :z!M_1}, enquanto na fronteira direita têm-se os pontos { :z!Zi-M-1 · · · , :z!z;} como 
estêncil. Portanto, o polinômio interpolador é o mesmo para todos os pontos novos das regiões de 
fronteira, variando apenas os pontos aonde esse polinômio é calculado. Isto é, para pontos 4t~ 1' 

que pertencem a região de fronteira, é utilizada a seguinte expressão, 

14:~1 = LP(C,k)ff, (3.33) 
t 

em que p(C, k) = lLt(4t!1), sendo lLt o polinômio de Lagrange, 

(3.34) 

A variação do índice i no produtório é de zero a M -1, quando o ponto a ser interpolado está na 
fronteira esquerda, e de 2i- M + 1 até 2i, quando o ponto está na fronteira direita. 

Na Tabela 3.4 encontram-se os valores de p(C, k) paraM= 4, 6, 8. Os valores descritos 
nessa tabela estão calculados para a fronteira esquerda, no caso da direita basta inverter a ordem 
dos coeficientes, isto é k = O passa a ser k = 2i, k = 1 torna-se k = 2i - 1 e assim por diante. O 
filtro p(k ), para os pontos interiores às fronteiras, está calculado paraM = 2, 4, 6, 8 na Tabela 3.5. 
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Tabela 3.4: Valores dos coeficientes p(e, k), para fronteira esquerda. 
Os coeficientes de M = 4, 6 e 8 estão multiplicados por 24, 28 e 212• 

M k e 
o 1 2 3 4 5 6 7 

4 o 5 -15 15 5 
6 o 63 -315 730 -730 315 -63 

1 -21 105 -210 210 -105 21 
8 o 429 -3003 9009 -15015 15015 -9009 3003 -429 

1 -99 -693 -2079 3465 -3465 2079 -693 99 
2 45 -315 945 -1575 1575 -945 315 -45 

Tabela 3.5: Valores dos coeficientes p(k) para os pontos interiores. Os coeficientes 
de M = 4, 6 e 8 estão multiplicados por 24 , 28 e 212• 

M 11 k-3 I k-2 I k-1 I k I k+1 I k+2 I k+3 I k+4 
2 1/2 1/2 
4 -1 9 9 -1 
6 150 -25 3 3 -25 150 
8 -5 49 -245 1225 1225 -245 49 -5 

* Amr Interpolante Bidimensional 

Numa Amr interpolante bidimensional trabalha-se com valores pontuais 
ft,t = J(x1,, J/e) em grades diádicas 

(3.35) 

Essas grades também são encaixantes, X i c Xi+1 , de tal forma que os pontos 
(x1,,J/e) E Xi passam a ser os pontos (4t1,Y:it) da grade mais fina Xi+1

• Na Figura 3.7 está 
ilustrada a posição dos pontos de uma malha diádica Xi+ 1, destacando as posições corresponden­
tes aos pontos da malha Xi e as posições correspondentes aos pontos novos, i.e., os pontos de 
Xi+1 \ Xi. 
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Figura 3.7: Representação da posição dos pontos de uma malha diádica Xi+l. O símbolo • cor­
respondem a posição dos pontos da malha X i, enquanto o símbolo o correspondem a posição dos 
pontos de Xi+1 \ Xi. 

A construção de uma análise multirresolução interpolante bidimensional {Vi, <Pi} tam­
bém é feita pelo produto tensorial 

vi= vi x vi. (3.36) 

Estes espaços Vi são gerados por funções escala if{1 = <I>(2i x- k, 2i y- C), em que 

<I>(x, y) = <P(x) <!J(y). (3.37) 

Vale a soma direta 

Vi+l =Vi+ Wi, 

em que o espaço complementar é dado por Wi = (Vi x Wi) + (Wi x Vi) + (Wi x Wi). As 

bases w1~i são obtidas em termos das wavelets básicas 

w<1l(x, y) - <I>(2x, 2y- 1), 

w<2l(x,y) = <I>(2x -1,2y), 

w<3l(x, y) = <I>(2x- 1, 2y- 1). 

Dada uma função f(x, y), sua interpolante em Vi pode ser representada como 

pi f(x, y) =L t/,1if!{1(x, Y) 
k,i 

A diferença de informação entre um nível e o nível seguinte é expressa por 

3 

[pi+l- pi]f(x, y) ='L, 'L, di~ i w1~)i(x,y), 
a=l k,i 

(3.38) 

(3.39) 

(3.40) 
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em que os d~<>) i são os coeficientes wavelet interpolante. Na Figura 3.8 é apresentado um esquema 
ilustrativo da posição dos coefientes wavelets bidimensionais . 

• 

o d(l),j 
',l 

o 

o d(3 ),j 

'·' 

• o 

o o 

• o 

Figura 3.8: Esquema ilustrativo da posição dos coefientes wavelets bidimensionais. O súnbolo o 
correspondem as posições associadas aos coeficientes wavelet. Os d~~J i: são dados pelas diferen­
ças entre os valores de f nos pontos de Xi+1 

\ Xi e aqueles obtidos por interpolação a partir dos 
valores de f em X i. 

Analogamente ao caso unidimensional, os coeficientes de escala flt e os coeficientes 

wavelets d~a)i podem ser obtidos a partir de fl1 1 por expressões do tipo , , 

fi ,i 
j+l - f2k,2i 

,j,l)j 
k,l - fj+l ji+l 

2k,2i+l - 2k,2i+P 
(3.41) 

,j,2)j j+l -j+l 
k,l - f2k+1,2i - f2k+1,2i• 

d(3)j 
k,i - fj+l ji+l 

2k,2l+l - 2k,2i+l' 

em que 

Rt~.l+l - L f1,q p(2e + 1- 2q) 
q 

(3.42) 
s 

Rt,~+l = L ft,q p(2k + 1- 2s) p(u + 1- 2q). 
s,q 

Observe que J4i,~+l é obtido pela aplicação do esquema interpolante unidimensional na direção 

y (referente ao índice q de f{q). Analogamente, i4t:l,2i é obtido pela aplicação do esquema 
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interpolante unidimensional na direção x (referente ao índice s de f!,e). Por outro lado, J4:;l,2i+l 
é obtido após a aplicação do esquema interpolante na direção x (índices s) e a seguir na direção y 
(índices q) de fl,q· 

Em resumo: 

1. Os coeficientes wavelets d~~J i também podem ser interpretados como erros entre os valores 
da função f nos pontos de Xi+1 

\ Xi e aqueles obtidos por interpolação a partir dos valores 
de f emXi. 

2. O cálculo desses coeficientes pode ser feito utilizando os esquemas de refinamento interpo­
lante unidimensionais. 

3. No caso de malhas finitas num retângulo, o cálculo dos coeficientes é feito utilizando os 
esquemas de refinamento adaptados ao intervalo. 
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Capítulo 4 

Discretização de Operadores 

4.1 Introdução 

Neste capítulo é introduzida a discretização de operadores diferenciais utilizando análises 
de multirresolução biortogonais. Para isto, é util um formalismo baseado em esquemas de aproxi­
mação composto por operadores de restrição e prolongamento. Esse formalismo permite analisar 
diferentes tipos de esquemas sob o mesmo ponto de vista. Esta metodologia foi inspirada no tra­
balho de Cullen e Morton (1980), em que um caso particular de discretização, utilizando uma base 
linear por partes, é estudado. São avaliados neste estudo dois tipos de esquemas: Petrov-Galerkín 
e misto (Petrov-Galerkín + colocação), e têm-se por objetivo analisar o erro de truncamento de 
tais esquemas de discretização. O esquema misto é de particular interesse no caso de operadores 
não lineares, em que os argumentos de colocação são usados nas etapas não lineares. Especial 
atenção é dada aos operadores de advecção linear L(u) = Ux, e não linear L(u,v) = uvx e ao 
operador de difusão L( u) = Uxx· 

Como visto no Capítulo 2, esquemas de aproximação no contexto de análise multirreso­
lução podem ser formulados de duas maneiras: em um único nível usando as funções escala, ou 
em vários níveis usando as bases hierárquicas de wavelets. As duas formulações são úteis. Por 
exemplo, na análise do erro de truncarnento na discretização de operadores, fica mais simples usar 
os esquemas em um só nível. Por outro lado, certos tipos de operadores possuem representação 
mais compacta (esparsa) se for utilizado uma discretrização em multinível. 

51 
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4.2 Operadores de Restrição e Prolongamento 

Nesta seção são consideradas discretizações de operadores diferenciais L da forma L ( u) 
e L(u,v), com u e v em espaços funcionais apropriados. Em particular são considerados os se­
guintes casos: 

L(u) = Ux, L(u) = Uxx, L(u, v)= UVx· 

Tipicamente, nos procedimentos de aproximação dos elementos de V são considerados espaços 
discretos Si, caracterizados pelo espaçamento 2-i de uma malha. São definidos os operadores 

operador de restrição, 

operador de prolongamento. 

A partir do esquema de aproximação { .,.J, IJí}, as seguintes discretizações são definidas: 

L(u) rv V (ui) _ ri[L IJi ui], 

L( u, v) rv V (ui, vi) - ri [L (ITiui, IJivi)]. 

Um esquema é dito conservativo se riiJi é a identidade em Si. Isto significa que IJi ri é sempre 
um operador de projeção, 

Todos os esquemas considerados nesta tese são conservativos. 

, 
4.3 Discretizações em um Unico Nível 

É de interesse neste trabalho os operadores de restrição e prolongamento definidos em 
termos de duas funções básicas <P e <P*, i. e., 

(r-5u), - 21 f u(x) <P;i(x)dx, 

(IJi ui)(x) - L~~(x), 
k 

(4.1) 

(4.2) 
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em que .p:i(x) =4>*(2ix- s) e .p{,(x) = ,P(2ix- s). As discretizações correspondentes a V (ui) e 
V(ui, vi) podem ser interpretadas como um esquema do tipo Petrov-Galerkin, em que .p;i(x) são 
funções teste e 4>!, ( x) são funções trial. 

Para que o esquema {ri, IIi} seja conservativo é necessário que se verifique a relação de 
biortogonalidade expressa na Equação 2.5, i.e., 

f .P(x- k) .P*(x- C)dx = 8k,l· 

Em tal caso verifica-se que pi = Tiiri é a projeçao biortogonal sobre Vi. 

Nos exemplos a seguir somente os splines biortogonais .p = .PN,N* e .P* = .PN são 
considerados. No entanto os resultados apresentados podem ser estendidos ao caso ortogonal de 
Daubechies e a casos mais gerais. 

4.3.1 Advecção Linear: L(u) = Ux 

em que 

O operador discreto V aplicado em ui possui a seguinte expressão: 

(Li ui), = [ri ~::U1L.P(2ix- kl 
- 2i L u1r(ll(s- k), 

k 

(4.3) 

Em Cunha e Gomes (1995) é mostrado que, na verdade, rWN· - r~(k) e depende 
apenas da somaM = N* + N, i.e., ' 

r(ll(k) = r~(k) = d~~M (k), 

em que .Po,M é a função escala interpolante associada ao filtro PM(Ç), descrito no Cápitulo 3. 
Por simetria das bases, pode ser mostrado que os valores dos coeficientes de r<1 l (C) são anti­
simétricos, í.e., 
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Esses valores podem ser obtidos de uma equação de auto-valor construída a partir das relações de 
escala de 1/J e f/1*, i.e., 

(4.5) 
m 

em que PM(k) são os coeficientes do filtro interpolante PM(Ç). A normalização do auto-vetor f( 1l 
é dada por 

Na Tabela 4.1 são apresentados os coeficientes não nulos f( 1l(k), para k > O e 
M=2,4,6e8. 

Tabela 4.1: Valores não nulos dos coeficientes de f(ll(k), para k >O. 

M p\1)(1) p\1)(2) p\1)(3) p\1) ( 4) p\lJ (5) p\1) (6) 

2 1/2 
4 -2/3 1112 
6 -272/365 53/365 -16/1095 -1/2920 

8 -1747/2203 1483n724 -399111882 73/32823 !28n43295 -111189272 

O esquema expresso na Equação 4.3 também pode ser interpretado como um esquema 
do tipo diferenças finitas. Na literatura, o esquema de diferenças finitas centradas de ordem M 
mais usual usa os coeficientes rdf definidos por 

M/2 ( )m (C1)2 
rdf(e)=~ -2-1 . 

~(C- m)! (C+m)! · 
(4.6) 

Maiores detalhes sobre esse assunto podem ser encontrados em (Kreiss e Oliger, 1972). Os valores 
não nulos de rdf (C), para e > O, são apresentados na Tabela 4.2, paraM = 2, 4, 6 e 8. Comparan­
do as Tabelas 4.1 e 4.2, verifica-se que f(l) e fd! são idênticos paraM= 2 e 4. Nos demais casos 
eles são diferentes. ParaM> 2, o número de coeficientes não nulos de f(l) é 2(M- 2), e de fd! 

é M. Portanto, o número de coeficientes não nulos de f(l) é sempre maior ou igual ao número de 
coeficientes não nulos de rdf. 
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Tabela 4.2: Valores não nulos dos coeficientes r<if(k), para k >O. 

M ra.r (1) r•r (2) ra.r (3) ra.r ( 4) 
2 1/2 
4 -2/3 1112 
6 3/2 -3/5 1/10 
8 8/5 -4/5 8/35 -1/35 

4.3.2 Difusão: L(u) = Uxx 

em que 

O operador discreto I) aplicado em ui possui a seguinte expressão: 

(Li ui), = ri L ( ~ u{cf>(2ix- k)) s 

- 22i L u{f(2l(s- k), 
k 

rr 2 l(k)=r~:w(k)= J cp*(x)~~(x+k)dx. 
Novamente, r~;N. depende somente de M = N + N*, 

rr2l(k) = r~(k) = ~::~M (k). 

55 

(4.7) 

(4.8) 

Este esquema também pode ser pensado como um esquema do tipo diferenças finitas. Os valores 
numéricos dos coeficientes f(2l (k) estão apresentados na Tabela 4.3 paraM= 6, 8. f(2l satisfaz o 
problema de auto-valor, 

(4.9) 
m 

a possui a relação de simetria 

e a equação de normalização 
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Tabela4.3: Valores não nulos dos coeficientes de f(2l(k), para k >O 

M ft"J (O) fl"J (1) fl"J (2) fl"i(3) fl"J(4) fl"J(5) fl"J (6) 

6 -295/56 356/105 -921105 4/35 3/560 
8 -1004/241 2399/908 -917/1314 19411285 -235/22227 -31/19014 7/439653 

4.3.3 Advecção Não Linear: L( u, v) = u Vx 

Nos próximos paragráfos são apresentadas dois tipos de discretizações, uma relacionada 
ao esquema de Petrov-Galerkin e outra a um esquema misto Petrov-Galerin +colocação. 

* Esquema Petrov-Galerkin 

Analogamente aos casos anteriores, a discretização do tipo Petrov-Galerkin do operador 
não linear L( u, v) = u Vx pode ser expressa como: 

em que 

[Li(ui, vi)], = r.i [L ( ~ u!,<f>(2ix- m), ~ 1},.</>(2ix- n))] 
8 

- LLu!,v{.r(s-m,s-n), 
m n 

f d</> 
f(m,n) = fN,N•(m,n) = </>*(y)<f>(y+m) dy(y+n)dy. (4.10) 

Diferentemente dos casos lineares, agora r depende separadamente das escolhas de N e N*. Pode­
se verificar que são válidas as seguintes relações: 

• Equação de auto-valor: 

r(p, q) = 8 L L a(2p- n, 2q- m)r(n, m), 
n m 

em que a( n, m) depende dos filtros duais da seguinte forma 

a(n,m) =L h'khk+nhk+m· 
k 

(4.11) 
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• Relação de anti-simetria: 

r(p, q) = -r( -p, -q). (4.12) 

• Relações de normalização: 

L.: I: qr(p,q) - -1, (4.13) 
p q 

(4.14) 

Para (N*, N) = (0, M), tem-se que r(p, q) é dado por 

r(p,q) = c/>o,M(p) d~~M (q) = { ~,};)(q), p=O, 
pfO. 

Portanto, 

Li(ui,v.i), = u{ .L:~r( 1 l(s- k), 
k 

que se reduz a um esquema do tipo colocação. Nos demais casos, os valores de r(p, q) são obtidos 
resolvendo-se o problema de auto-valor expresso na Equação 4.11. 

Nos casos estudados a seguir, o problema de auto-valor, dado pela Equação 4.11, possue 
auto-espaços de dimensão 2. No entanto, é possível determinar de forma única o auto-vetor que 
satisfaz as condições de normalização, expressas nas Equações 4.13 e 4.14. Para a resolução 
númerica desse problema, a rotina de cálculo de auto-valor do programa Matlab é utilizada . Os 
valores não nulos de r(p, q), p 2: O, associados a (N*, N) = (1, 3) e (N*, N) = (1, 5) são 
apresentados nas Tabelas 4.4 e 4.3.3. No primeiro caso, tem-se que r(p,q) f O apenas para 
-2 :::; p, q :::; 2. No segundo caso, r(p, q) f O apenas para -4 :::; p, q :::; 4. 
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Tabela 4.4: Valores não nulos dos coeficientes f(p, q) para (N*, N) = (l, 3) 

p q 
-2 -1 o 1 2 

o 11 28 
-180 45 

1 1 31 7 1 1 
90 -270 30 -6 27 

2 1 1 1 5 1 
4320 240 -8õ 432 -288 

Tabela 4.5: Valores não nulos dos coeficientes f(p, q) para (N*, N) = (1, 5). 

p q 
-4 -3 -2 -I o I 2 3 4 

o 20 314 395 611 
89267 29267 -3003 837 

I 10 40 369 788 466 2281 265 46 
- 39~23 -190967 -13383 11429 -4751 ill5 - 12630 5374 -5879 

2 1 11 
-4~~2 

245 
-4~k 

40 171 76 3 
I5iJIT8 37150 9993 1387 -20428 54335 73456 

3 8 1 17 3 45 30 19 1 
212103 35896 -20471 1721 -31771 54131 -170011 -223264 

4 1 1 1 2 1 
678343 -123891 74371 -195791 265543 

* Esquema Misto (Petrov-Galerkin + Colocação) 

O operador de advecção não linear envolve basicamente uma etapa linear (derivação) 
e outra não linear (multiplicação). Como os esquemas de colocação são bem mais simples na 
discretização da etapa não linear do que aqueles do tipo Petrov-Galerkin, define-se a seguir uma 
formulação mista que combina um esquema do tipo colocação, na etapa não linear, com outro 
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do tipo Petrov-Galerk:in, na etapa linear. São necessários dois novos operadores. O operador de 
restrição 

(rfu) 8 = u((s +a) 2-i), (4.15) 

corresponde à colocação nos pontos da forma ( s + a) 2i, para algum O ::; a < 1. Para o operador 
de prolongamento introduz-se 

(IT{d)(x) =I;<{ 8(2Íx- k), (4.16) 
k 

em que(} E V 0 é uma função interpolante nos pontos k +a, isto é, 8(k +a) = lik,O· A função(} 
deve satisfazer as seguintes condições: 

ê(() = f(C) 
if>,(()' 

(4.17) 

em que 

J,(() =L if>(k + a)e-ikç, (4.18) 
k 

e 

J,(() -1 o V( E [-1r, 1r]. (4.19) 

Desta maneira r{(rr{r{u) 8 = u((s + a)2-i), o que significa que rr{ é um operador de 
interpolação e que o esquema {r{, rr{ J é conservativo. 

A discretização mista proposta é a segninte: 

(4.20) 

em que ri e ITi são os operadores definidos nas Equações 4.1 e 4.2. A Fignra 4.1 representa 
esquematicamente este processo. 
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vi prolongament<;> ITi vi 

interpolação 

j 
rr{rf [ (IIi ui)( LITi vi)] 

I 
restrição 

Figura 4.1: Esquema para operador V na formulação mista. 

É conhecido que os splines fjJ N satisfazem a condição de interpolação dada na Equa­
ção 4.19, com a= O no caso N par, e a= 1/2, no caso N ímpar (Schoenberg, 1969). Portanto, é 
razoável esperar que o mesmo comportamento seja válido para as funções duais tPN,N·· Exemplos 
de funções ~ 0 (() e ~1;2(() são apresentadas a seguir. Na Figura 4.2 estão graficados ~o(() para 
N* = 2 e N = 4 e 6. Pode-se observar que ~o ( () > O para ( E [-?r, 1r J. Isto permite a definição 
de um operador de interpolação nos pontos discretos k2-i. 

(a)(N*,N) = (2,4) (b) (N*,N) = (2,6) 

6 6 

5 5 

4 4 

3 3 

2 2 

1 1 

o o 
-3 -2 - 1 o 1 2 3 -3 -2 - 1 o 1 2 3 

Figura 4.2: Função f/J0 • 
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Para (N*, N) = (1, 3) a Figura 4.3(a) mostra que 

l~o(7r)l = l~o(-7r)l =O, 

o que impede a definição de um operador de interpolação nos pontos k2-i. No entanto, a Figu­
ra 4.3(b) mostra que ~ 1 ; 2 (() > O para -7f :::; ( :::; 7f, o que permite a definição de um operador 
de interpolação. O mesmo comportamento acontece para N* = 1 e N = 5 e 7, como mostra a 
Figura4.3. 

(a) ~ 0 , (N*, N) = (1, 3) 
Jr--------,-------, 

2 

1/ ~ 
0~------~------~ 

·1 

·2 

·3L--------L------~ 
·3 ·2 ·1 o 1 2 3 

(b) ~1;2, (N*, N) = (1, 3) 
6r--------,-------, 

5 

4 

3:------2 .____, __ 

l 

O L--------L------~ 
·3 ·2 ·1 o 1 2 3 

Figura 4.3: Funções </>o e </>112· 

4.3.4 Síntese das Discretizações 

Uma síntese das discretizações na base nodal obtida nesta seção está apresentada na 
Tabela 4.6, da página 63. 
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(a) ~o, (N*, N) = (1, 5) 

3~------~------~ 

2 

1/ ~ 
0~------~------~ 

- 1 

-2 

-3~-------L------~ 
-3 -2 ·1 O I 2 3 

(c) ~o, (N*, N) = (1, 7) 
]r-------~--------~ 

2 

1/ ""' 0~------~------~ 

• I 

-2 

-3~-------L------~ 
-3 -2 -1 o 1 2 3 

6 

5 

4 

(b) ~112, (N*,N) = (1,5) 

3------
2 ----~----
1 

O L-------~--------~ 

6 

5 

4 

-3 -2 -I O I 2 3 

(d) ~1;2, (N*, N) = (1, 7) 

3,----_ 
2 ----+--~ 

1 
QL_ ______ _L ______ ~ 

-3 -2 -I O I 2 3 

Figura 4.4: Funções ~o e ~1/2· 
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Operador 

Advecção linear 

Difusão 

Tabela 4.6: Descretização em bases nodais ( N + N* = M) . 

Esquema Petrov-Galerkin 

(LJuJ), = zJ L:k u{r(!l(s- k) 

(VuJ), = 22J L:k u~f( 2 l(s- k) 

Discretização 

Símbolo 

f(!)(k) = f~~N•(k) =f tjl*(x)~:(x + k)dx 

f(2)(k) = f~~N•(k) =f t/J*(x)~(X + k)dx 

Advecção Não Linear [LJ(uj' vJ)]. =Em L:n ut,.v~ r(s-m, s-n) r(m, n) = rN,N' (rn, n) =f t/>*(y)tjl(y+m)'fffi(y+n)dy 

Colocação ( N*, N) = (O, M) 

Advecção linear mesma do esquema de Petrov-Galerkin 

Difusão mesma do esquema de Petrov-Galerkin 

Advecção Não Linear 

Esquema Misto 

Símbolo 

r(!l(k) = r~(k) = d<t>;~M (k) 

f(2l(k) = r~(k) = d'ty (k) 
I 

r~(q), p =o, 
f(p, q) = <Po,M(p) d<t>;t (q) = 

o, p #o. 

~ / ;g., ç: 

/.R~ R' 
==============~=====================================================~=?~~~~~~~ci~~ 

J:: ;; .1: 
~~'S' 
i! 
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4.4 Erro de Truncamento 

É de interesse estudar o comportamento assintótico dos erros de truncamento 

TE (4.21) 

(4.22) 

O erro de truncarnento pode ser interpretado como a diferença entre as operações de aplicar o 
operador L seguido de restrição e de tomar a restrição seguida de V. No diagrama da Figura 4.5 é 
apresentado esse processo para o caso linear. 

v 
u ---+---riu 

Figura 4.5: Representação esquemática do erro de truncamento. 

A análise a seguir se restringe ao estudo do efeito do erro de truncamento sobre os modos 
de Fourier. 

4.4.1 Advecção Linear 

Considerando u(x) = e-iÇx tem-se que 

ui,= 2J f e-iÇxrjJ*(2ix- k)dx = e-içk~*((2-i). 

Substituindo esse resultado na Equação 4.3 obtêm-se 

(Li ui), = 2jtfo*((2-i)e-iç2-is L: eiç2-ikf(1)(k) 

k 

(4.23) 
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em que 

r(Ç) = I::r(ll(k)e-i<k. 
k 

Calculando (ri Lu), tem-se 

em que 

e z = Çh. 

rÍ(Lu), - 2i f -iÇe-i<xif>*(2ix- s)dx 

- -iÇe-iç2-;•,ft•(ç2-i). 

Substituindo as Equações 4.23 e 4.24 na Equação 4.21, tem-se que: 

(TE),= -iÇe-izs E(z), 

E(z) = ;fo*(z) ( 1- ~r(z)) , 
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(4.24) 

(4.25) 

A Equação 4.25 mostra que usando diferentes bases if>* e if>, mas mantendo fixo 
M = N + N*, o único fator que diferencia os esquemas de discretização é ;fo•(z). É conheci­
do que no caso de colocação (N* = O) ;fo*(z) = 1 e nos demais casos (N* > O) ;fo*(z) "' 1 para 
z "' O, e ;fo*(z) ""' O para z "' 271". No entanto, como ;fo*(z) é sempre limitada, a ordem do erro 
de truncamento para z "' O é determinada em todos os casos em que N + N* = M pelo termo 
comum 

Na Figura 4.6 é apresentado o gráfico de -if(z). Pode-se observar que -if(z) "' z para z"' O à 
medida que M aumenta. Além disso, vale o seguinte comportamento 

z--
1- -f(z) = O(zM), 

z 
conforme o enunciado ão próximo teorema, que é demonstrado no Apêndice C. 

Teorema 4.4.1 Seja f(z) o símbolo referente a discretização do operador L(u) = Ux pelo esque­
ma de Petrov-Galerkin, em termos dos splines bionogonais if>* = c/>N, e if> = if>N,N·· Então, 

E(z) = ;j;*(z) ( 1- ;.r(z)) = O(zN+w). 
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Símbolo f' 
2.--------r--------~------~--------, 

1.5 

1 

0.5 
-íÍ'(z) 0 

-0.5 

-1 

-1.5 

M=2-­
M = 4 -----· 
M=6 ·········-· 
M = 8 -----

-2~--------~~----------~--------~3~--------~ 
i ~ T ~ 

z 

Figura 4.6: Gráfico de -íÍ'(z). 

I Exemplos Numéricos ~ 

Aplicando a relação de anti-simetria obtém-se que 

Í'(z) = -2i L sen(kz)f(k). 
k2:! 

66 

Então, calculando essa expansão utilizando o programa Mathematica, apresentadas nas tabelas a 
seguir, confirma-se a estimativa do Teorema 4.4.1. 

Tabela 4.7: Valores de &(z). 

M &(z) 

4 Joz4 + O(zs) 

6 5il z6 + O(z8) 

8 122 z8 + O(zlO) 
63711 
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(Cullen e Morton, 1980) obtêm 

1 
E(z)'"" 180z4, 

para o método de Galerkin usando funções lineares por partes. Comparando-se a constante 1/180 
com 1/30 obtida usando-se o esquema de Petrov-Galerk:in de ordem 4, observa-se que a primeira 
é seis vezes menor que a segunda. O símbolo E(z) dos esquemas usuais de diferenças finitas 
centradas estão apresentados na Tabela 4.8. As constantes assintóticas também são ligeiramente 
menores que as obtidas para o esquema biortogonal de mesma ordem. 

Tabela 4.8: Valores de E(z) para diferenças finitas. 

M E(z) 

2 ~z 2 + O(z4
) 

4 a~z4 +O(!') 

6 l!oz6 + O(zll) 

8 6~zs + O(zlo) 

4.4.2 Advecção Não Linear 

Nos próximos paragráfos são apresentadas o erro de truncamento para as discretizações 
relacionadas ao esquema de Petrov-Galerk:in e ao esquema misto Petrov-Galerkin +colocação. 

* Esquema Petrov-Galerkin 

Tomando u(x) = e-iijx e v(x) = e-iÇx tem-se 

u!,. = {rju)m = e-i~z-im(p*(ry2-j), 
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Portanto, 

Li (ui, vi), = 2i e-is(w+z)~•(w )~*(z)f'(w, z), 

em que w = 'f}2-i, z = Ç2-i e 

f'(w,z) = 2.":2::>-imwe-inzr(m,n). 
m n 

Calculando ri [L(u, v)]. tem-se que: 

rÍ [L(u,v)], = -iÇe-is(w+z)~•(w + z). 

Substituindo as Equações 4.27 e 4.26 na Equação 4.22 obtém-se que: 

(TE)
5 

= -iÇe-is(w+z) ê(w,z), 

em que 

ê(w, z) = [~*(w + z)- ~~*(w)~*(z)f'(w, z)] . 
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(4.26) 

(4.27) 

(4.28) 

Teorema 4.4.2 Seja <P = <PN,N·· <P* = </JN com N :2: N*. Então, ê(z, w) apresentado na Equa­
ção 4.28 satisfaz o seguinte comportamento assintótico: 

M 

ê(w,z) = LO(wizM-i). 
j=O 

Na fórmula acima aparece explícitamente apenas a dependência em M. No entanto, as constantes 
no limite assintótico dependem da escolha de N e N*. Isto é comprovado a seguir. 

j Exemplos Numéricos. 

Paraocasointerpolante (N*,N) = (O,M) tem-sequef"(w,z) = f'(z) e~*(() - 1. 
Assim o erro de truncamento é expresso por 

(TE)
8 

= -iÇe-is(w+z)ê(z). 
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Portanto, neste caso valem as mesmas estimativas do caso linear (conforme Tabela 4. 7). 

ParaN* = 1, 

(4.29) 

Considerando a propriedade de anti-simetria, expressa na Equação 4.12, tem-se que 

f'(w,z) = -2i [~~sen(wm+zn)r(m,n)+ ~~sen(wm-zn)f(m,-n)+ 

~sen(zn)r(o,n)+ ~sen(wm)r(m,o)]. (4.30) 

Com isto obtêm-se os seguintes resultados: 

A ordem de aproximação de e(z, w) no caso (N, N*) = (1, 3), é obtida usando as Equa­
ções 4.29 e 4.30 e os valores de r(p, q), dados na Tabela 4.4, e possue a seguinte expressão: 

14 13 122 1 3 e(z w)"' -z + -z w + -z w - -zw . 
' 30 30 80 80 

Analogamente, para (N*, N) = (1, 5), e utilizando a Tabela4.3.3, tem-se que 

() 
4 6 4 5 5 42 5 5 e z w "' -z + -z w + --z w - --zw . 

' 511 511 2016 2016 

Portanto, esses dois exemplos confirmam a estimativa do Teorema 4.4.2. 

O resultado obtido por Cullen e Morton (1980), pelo método de Galerk:in, utilizando 
funções lineares por partes é 

() 
1 4 1 3 72 2 13 e z w "' -z + -z·w + -z-w - -zw . 

' 180 90 720 360 

Comparando esse resultado com o obtido pelo esquema de Petrov-Galerkin, de mesma ordem, 
observa-se novamente que estas constantes são menores. 
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* Esquema Misto (Petrov-Galerkin + Colocação) 

Seja u(x) = e-i~x e v(x) = e-içx, então a Equação 4.20 pode ser calculada seguindo os 
passos apresentados no esquema da Figura4.1. Com isto tem-se que: 

(lliui)(x) _ L u{.P(2ix- k) 
k 

- t/)•(w) Le-ikw.p(2ix- k). 
k 

Logo, aplicando o operador r{ obtém-se que: 

(r{niui)1 - .p'-(w)Le-ikw.p(l+a-k) 
k 

- J•(w)e-i!wLeipw.p(p+a) 
p 

(4.31) 

De forma análoga, 

(4.32) 

em que 

Pa(z) =L e-ikz Lif>(k +a). (4.33) 
k 

Como 

r{ Li (lliui, nivi) = r{ (lliui)r{ L (llivi) , 

ao se multiplicar a Equação 4.31 pela Equação 4.32 e aplicar o operador de prolongamento n{ 
obtém-se que 

n{ [r{L(lliuj, fiivi)] (x) = 2it/)•(w)t/>•(z)J>,(w) Pa(z) L e-il(w+z)(J(2ix -l). 
! 

Finalmente, aplicando o operador de restrição ri, encontra-se a seguinte expressão: 

Li(ui, vi). - 21J•(w)t/>•(z)J>a(w) Pa(z) r:e-il(w+z) f rJ(y + 8 -l)if>*(y)dy 
! 

- 2ÍJ*(w)t/>•(z)J>a(w) Pa(z) Le-il(w+z)'Y(s -l) 
! 

- 2ie-is(w+zlt/)•(w)J•(z)c;-J>"-(w-) Pa(z) "((w + z), 
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em que 

e 

'Y(q) =f O(y + q)</>*(y)dy, 

:Y(w) = 2.:::>-ikw'Y(k). 
k 

Analisando :Y( w) obtém-se que 

De fato, 

:Y(w) = - 1 
</>a(w) 

:Y(w) - :~:::e-ikw f O(y + k)</>*(y)dy 
k 

- f </>*(y) '[:_e-ikwe(y + k)dy 
k 

- f </>*(y) 2:::eiy(2•-k+wlô(w + 21rk)dy 
k 

- L Ô(w + 27rk) f </>*(y)eiy(2~k+w)dy 
k 

- L Ô(w + 27rk)~*(w + 2k7r). 
k 
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Utilizando a Equação 4.17, a periodicidade de J>a( w ), e a condição de biortogonalidade, 
têm-seque: 

Portanto, 

1 "". • 1 :Y(w) =---L. </>(w + 27rk)<f>•(w + 21rk) = ---. 
</>a(w) k <l>a(w) 

Li(ui, vi),= 2ÍtÍ)•(w)tÍ)•(z)e-is(w+z)~ :e:Jz). 
</>a(w +z) 
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Com isto o erro de truncamento é dado por 

(TE),= -iÇe-is(w+z)&(w,z), (4.34) 

em que 

&(w,z) = _ 
1 [J•(w + z)?>a(w + z)- !_J•(w)tfo•(z)?>a(w) Pa(z)] . 

<l>a(w+z) z 

Teorema 4.4.3 Seja </> = <I>N,N·· f/1* = ifiN com N* ;:::: 1. Suponha que seja verdadeira a condição 
de interpolação 

em que a = O para N par e a= 1/2 par N ímpar. Então, 

(a) para N par 

N 

&(w,z) =L O(wkzN-k), 
k=O 

(b) para N ímpar 

N+l 

&(w,z) = O(z)N-l +L O(wkzN+l-k). 
k=O 

j Exemplos Numéricos I 
Numericamente, o comportamento assintótico de &(w,z), dado na Equação C.l3, para 

N* =2eN=4édadopor 

&( ) 691 4 184 3 92 2 2 184 3 
w, z ~ 3150z + 315z w + 105z w + 315zw ' 

o que confirma a estimativa (a) do Teorema 4.4.3. Para (N*, N) = (1, 5), obtém-se a seguinte 
aproximação para &( w, z ), 

( ) 
23 4 

& w,z ~ 180z ' 

que confirma a estimativa (b) do Teorema 4.4.3. Nos cálculos, foram utilizadas as expressões de 
?>1/2(z) e de P1t2(z) do Lema C.5.1. 
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4.5 Discretização em Multinível 

Considerando os operadores ri e IJi de restrição e prolongamento, descritos nas Equa­
ções 4.1 e 4.2, I) ( ui) é expresso por 

(4.35) 

Como visto na Seção 4.3, essa discretização corresponde a um esquema tipo Petrov--Galerkin utili­
zando a base { <P;1}, como funções teste, e { t/1{}, como funções trial. Nesta seção estende-se essas 
definições para o caso multinível. Para isto definem-se os operadores de restrição e prolongamento 
em multirresolução: 

(4.36) 

j-1 

[n{i: u{i:J (x) = Lck0 t/!{0 (x)+ L L d;;'1}!~(x). (4.37) 
k k m=io 

O esquema de aproximação {r~~' II~~} também é conservativo, i.e., o operador r~~ II{:J~ é um 
operador de projeção. Analogamente, define-se a seguinte discretização: 

L(u) ~ Li.io (ui.io) = riJo [ L nJ ui.io) 
MR MR MR MR MR ' 

(4.38) 

quecorresponde a um esquema tipo Petrov--Galerkin utilizando a base { <P~ 10 }U{ 1/!Z 10 } • • • U NZJ} 
como funções teste, e a base { t/1{0 } U { 1/Ji0 } • • • U { 1/Ji}, como funções trial. 

Um fato a ser observado é que para operadores diferenciais, a discretização I) em um só 
nível, é representada por uma matriz de banda, com 2(M- 2) bandas. Já em multirresolução, a 
estrutura de I)MR é de uma matriz de banda por blocos. No entanto, enquanto (V)-1 é em geral 
uma matriz cheia, (VMR)- 1 preserva a mesma estrutura de banda por blocos, de I)MR (Daubechies, 
1992, cap. 9). 

I Exemplos Numéricos ~ 

Seja L( u) = u- J.LUxx' em que J.L i= O. Considerando o esquema de multirresolução dado 
por 1> = c/>(l,s) e <P* = c/>1o as matrizes (I)MR) e (VMR)- 1 são apresentadas na Figura 4.7. O nível 
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mais alto é j = 10 e o mais baixo é de j 0 = 5. Para o cálculo (.UMR), primeiro calcula-se .U, e 
então usa-se seguinte relação 

~ [L ITi uiJo] = DWTj (Li ui) 
MR MR MR Jo . 

Nessa figura a ordem de grandeza dos elementos é expressa em níveis de cinza, quanto mais claro 
maior o valor numérico do elemento, i.e., a escala de cinza representa o valor do expoente s para 
la{!~ 108

• 

A percentagem dos elementos das matrizes .UMR e (.UMR)-1 menores que 10', para 
s = -15, ... , O, é apresentada na Figura 4.8. As diferentes curvas correspondem a j = 8, · · · , 13. 
Observa-se nessa figura que as matrizes tomam-se mais esparsas a medida que j aumenta. Na Fi­
gura 4.9 é representado N(s), que é o número total de elementos acima de 10', em função de s. 
As diferentes curvas estão associados aos splines biortogonais: (N, N*) = (0, 6), (1, 5), (5, 1), 
(2, 4), (4, 2), (3, 3), (6, 0), e também ao esquema ortogonal de Daubechies com K = 3. Em todos 
os caso, M é mantido fixo e igual a 6, j = 11 e j 0 = 5. Observa-se que não ocorrem mudanças 
siguificativas em N( s) para esses esquemas. 

Figura 4.7: Representação matricial dos operador L~m e (L~R)- 1 , para (N*, N) = (1, 5), j = 10 
e j 0 = 5. Os valores mais claros correspondem aos elementos maiores que w-5• 
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(a) I)MR 
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80 

60 

40 

20 

j=13 
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s 

,' 
,' 
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s 

Figura 4.8: Percentagem dos elementos das matrizes I)MR e ( I)MR)-1 abaixo de 108
• 

75 



CAPÍTULO 4. DISCRETIZAÇÃO DE OPERADORES 

(a) I)MR 
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Figura 4.9: Número dos elementos das matrizes I{n e (UMR)-1 abaixo de 10', para a família 
M = 6,j = 11 ejo = 5. 



Capítulo 5 

~ 

Modelo de Agua Rasa 

5.1 Introdução 

Na atmosfera e no oceano ocorrem diversos tipos de movimentos. É possível quanti­
ficá-los de uma forma estatística, de tal forma que a escala horizontal dos movimentos .C seja bem 
maior que a escala vertical V. Por exemplo, se V = lOkm, que é ordem de grandeza da altura da 
troposfera em latitudes médias, e .C > lOOkm, os movimentos desse modelo atmosférico são con­
siderados de escala sinótica ou planetária e estão em equilíbrio quasi-hidrostático. As equações de 
água rasa modelam esses tipos de movimentos. O modelo de água rasa que é discutido na próxima 
seção é capaz de descrever importantes aspectos dos movimentos atmosféricos e oceânicos que 
não dependam de múltiplas estratificações. Por outro lado, conceitualmente, quando há necessida­
de de estratificação, modelos mais complexos podem ser compostos por camadas de modelos de 
água rasa (Pedlosky, 1987; Daley, 1981). 

5.2 Modelo 

O modelo de água rasa é obtido das Equações do Movimento de Newton para um ob­
servador em um sistema de coordenadas com rotação uniforme, e da Equação da Continuidade, 
considerando as seguintes simplificações: 

• .C~V; 

• fluido homogêneo e incompressível, i.e., densidade absoluta constante; 

77 



CAPÍTULO 5. MODELO DE ÁGUA RASA 78 

• fluido limitado em uma fronteira inferior, e possui uma superfície livre na parte superior 
(condição de fronteira cinemática); 

• aproximação hidrostática. 

Em coordenadas cartesianas bidimensionais o modelo de água rasa de interesse é com­
posto do seguinte sistema de três equações e três incógnitas ( u, v, 1J): 

âu âu âu _Ô1J - + u-+v- -f v+ g- =O 
ât âx ây âx 
âv âv âv Ô1J 
-+u-+v-+fu+g- =0 
ât âx ây ây 

(5.1) 

Ô1J Ô1J Ô1J ( âu âv ) 
ât + u âx +v ây + 17 âx + ây = O, 

em que u = u(x, y, t) e v = v(x, y, t) são as componentes do vetor velocidade nas direções 
dos eixos x e y, conhecidas como componente zonal e meridional, e 17 = 17(x,y,t) é a altura do 
fluido. A variável t representa o tempo, f= f(y) denota o parâmetro de Coriolis, e g representa a 
aceleração da gravidade, considerada uma constante. As duas primeiras equações representam as 
Equações do Movimento de Newton e a terceira a Equação da Continuidade. 

5.3 Movimentos Oscilatórios no Plano f 

Para estndar os movimentos oscilatório do ponto de vista analítico, é de interesse o mode­
lo de água rasa linear com coeficientes constantes. Para obtenção desse modelo linear, é utilizado o 
método das pertubações, descrito em Holton (1992), considerando que o estado básico é indepen­
dente da posição e do tempo, no modelo de água rasa não dissipativo expresso pelo Sistema 5.1. 
Para simplificar o sistema linear resultante, aplica-se uma análise de escala para latitudes médias 
e utiliza-se a aproximação geostrófica. Com isso obtém-se o sistema linear descrito por Grotjahn 
e O'Brien (1976): 

â' 
Lu'- fov' + .5!._ =O 

âx 
Ô I 

L v'+ fou + .5!._ =o 
ây 

(
âu' âv') 

L r.p' + ii> âx + ây = O. 

(5.2) 

(5.3) 

(5.4) 
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em que 

(5.5) 

cp = 977, é a função geopotencial, f ~ fo é uma constante, (U, V, <I>) representam os estados 
básicos de (u, v, cp) e (u', v', cp') denotam as pertubações de (u, v, cp). Para simplificar a notação, a 
partir de agora as pertubações são denominadas simplesmente de ( u, v, cp). 

As soluções ondulatórias de interesse desse sistema são do tipo 

em que (Ç, D) são as componentes do vetor número de onda e w é freqüência de fase expressa 
por 

w = w(Ç,D). 

A razão entre essa freqüência e as componentes do vetor número de onda compoêm a 
velocidade de fase, que é velocidade de propagação da onda, 

(5.6) 

Outra quantidade de intresse é a velocidade de grupo, que por definição é expressa por 

(5.7) 

Essa velocidade fornece informações para estimar a velocidade de propagação de energia das ondas 
e avaliar a intensificação e o enfraquecimento dos fenômenos físicos modelados. 

O objetivo dos próximos parágrafos é estudar freqüência de fase e a velocidade de grupo 
do sistema de água rasa descritos nas Equações 5.2, 5.3 e 5.4. Para evidenciar melhor os tipos de 
movimentos associados a esse sistema, consideram-se as seguintes simplificações: 

• Modelo de advecção: 

Lcp =O. (5.8) 

Se o geopotencial tem a forma 

(5.9) 
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então a freqüência de fase é expressa por 

w = uç +v-e, (5.10) 

e as velocidades de fase e de grupo são 

(5.11) 

• Modelo de ondas de gravidade: 

au 8cp 
at - ax ' 

(5.12) 

av 8cp 
at - ay ' 

(5.13) 

8cp -4> (au + av). 
at - ax ay 

(5.14) 

Pode-se reduzir o sistema composto pelas Equações 5.12, 5.13 e 5.14 a uma única equa­
ção em cp. Primeiramente deve-se aplicar %x na Equação 5.12, ~ na Equação 5.13 e ~ na 

Equação 5.14. É assumido que u, v e cp são suficientemente suaves, de forma que os opera­
dores diferenciais possam comutar. Após as substituições necessárias chega-se ao seguinte 
resultado: 

(5.15) 

em que '\72 = lJ? + lr é o operador Laplaciano. Substituindo cp, dada pela Equação 5.9, na 
Equação 5.15 obtém-se 

i.e., duas freqüências de fase 

(5.16) 

conhecidas como freqüências de fase inerciais. As suas velocidades de grupo são expressas 
por: 

(5.17) 
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Para valores típicos de \P ~ 10.000m2 f s2 e U ~ V ~ lOrn/s tem-se que para cada 
número de onda 

Portanto, as ondas do modelo de adveção oscilam mais lentamente que as ondas do modelo de 
ondas de gravidade. Além disso, as ondas do modelo advectivo não são dispersivas, pois Vf = ~-

• Modelo de água rasa: 

No teorema a seguir são apresentadas as freqüências de fase e as velocidades de grupo do sis­
tema de água rasa, expresso nas Equações 5.2-5.4. Essas freqüências são uma composição das 
freqüências de fase dos modelos de advecção e de ondas de gravidade discutidos. 

Teorema 5.3.1 O sistema de água rasa linear; dado pelas Equações 5.2-5.4, possui três freqüên­
cias de fase: 

w - UÇ+V'!?, 

W± - (UÇ +V'!?)± J !6 + 'l!(Ç2 + 192). 

(5.18) 

(5.19) 

Por consegüinte, as velocidades de grupo associadas a essas frequências de fase são dadas por 

~ - (U, V), (5.20) 

~,± - (u ± Çil! , v± 'l?il! ) . (5.21) v 16 + 'I!(Ç2 + '!92) v !6 + .P(Ç2 + '!92) 

Demonstração: São adotados os seguintes procedimentos para se reduzir esse sistema de equações 
a apenas uma equação na variável <p: 

(i) Da Equação 5.2 tem-se 

1 ( Ô<p) 
v= !o Lu+ âx ' (5.22) 

deforma que 

âv = ..!:._ [â(Lu) + ~-/'P)] . 
ây !o ây ây âx 

(5.23) 
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(ii) Substituindo a Equação 5.22 na Equação 5.3 obtem-se 

deforma que 

( 2 2) Ô<p Ô<p 
L +lo u =-L ôx -lo ôy' 

( 
2 2 ôu [ Ô

2
<p ô2<p ] 

L + lo) ôx = - L ôx2 + lo ôxôy ' 

( 
2 2 ôu [ ô2<p ô2<p] 

L + lo) ôy = - L ôyôx + lo ô2y . 

(iii) Aplicando o operador [L2 + 161 na Equação 5.4 tem-se que: 

L[L2 + 1g1'P = -ii>[L2 + lg1(~: + ~;). 
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(5.24) 

(5.25) 

(5.26) 

(5.27) 

Substituindo [L2 + .foJ~: e~=· dados nas Equações 5.25 e 5.23, respectivamente, obtém-se que: 

[ 2 2] ii> [ 2 2]( ôu ô
2

<p ô2<p ô2<p ) 
L L +lo 'P =-lo L +lo Lôy + ôxôy) +ii>(Lôx2 + loôxôy. (5.28) 

Usando a expressão de [L2 + 161 ~ dada pela Equação 5.26, 

(5.29) 

Portanto, 

(5.30) 

Assumindo <p = ei({x+dy-wt) na Equação 5.30 obtém-se que 

[-w + UÇ + Vt9] [ -w2 + 2(UÇ + Vt9)w- (UÇ + Vt9? + lg + ii>(e + t92
)] =O. 

São três as soluções não triviais da equação anterior: 

• w = uç +v-o. 
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A velocidade de grupo associada à frequência de fase w é 

~ = (U,V), 

enquanto as velocidades de grupo associadas às freqüências W± são dadas por 

(5.31) 

o 

Observe que a freqüência w, dada na Equação 5.18, é igual à freqüência de fase do caso 
puramente advectivo. Nas freqüências inerciais W±, dadas na Equação 5.19, o primeiro termo é 
igual à freqüência w, enquanto que o segundo assemelha-se às freqüências do modelo de ondas de 
gravidade. Isto é válido se f~ « .P(e + '!92

), e.g., nas latitudes médias em que f o ~ w-4 s-1
• 

Pelos resultados do Teorema 5.3.1, esse modelo de água rasa determina dois tipos de 
movimentos. Tipicamente para a atmosfera, o movimento associado à freqüência w é lento, com 
uma escala de tempo da ordem de 28 horas e uma velocidade de propagação da ordem de 10 m/s. Já 
os movimentos associados às freqüências inerciais W± são mais rápidos, com uma escala temporal 
da ordem de 3 horas, com velocidade de propagação consideravelmente maior que 10 m/s, para 
latitudes médias. 

Em geral, os movimentos encontrados na atmosfera e no oceano ocorrem devido a pro­
cessos físicos dispersivos, i.e., a velocidade de propagação de ondas individuais é dependente de 
seu comprimento de onda. Em tais sistemas ondulatórios, a energia é propagada a uma veloci­
dade que normalmente é diferente da velocidade de fase, que pode ser estimada pela velocidade 
de grupo. Tem-se, então, duas situações de interesse: se a velocidade de propagação da energia 
for maior que a velocidade de fase, novas ondas são geradas na frente do trem de ondas inicial; 
caso contrário, um alongamento do trem de ondas pode se desenvolver. Como é de interesse tanto 
em meteorologia quanto em oceanografia estudar não apenas a propagação de ondas, mas tam­
bém a intensificação e o enfraquecimento desses sistemas, é de grande interesse o estudo dessas 
velocidades. 

Na prática, os processos advectivos são mais significativos na troposfera de latitudes mé­
dias do que os movimentos inerciais. Em escalas planetárias e sinóticas, os movimentos associados 
às ondas de gravidades são usualmente considerados como ruídos (Daley, 1981). Os fluxos asso­
ciados a esses movimentos tendem a estar em balanço quasi-geostrófico, i.e., ocorrem situações 
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de quasi-equihôrio entre as forças de Coriolis e as forças devido ao gradiente de pressão. A manu­
tenção desse balanço é conhecida como ajustamento geostrófico. Este ajuste natural do sistema 
troposférico equivale a urna dispersão da energia associada aos modos rápidos, de tal forma que 
não haja acúmulos locais. É esperado que numa modelagem desses fenômenos essas características 
sejam preservadas. 

No modelo de água rasa estudado os movimentos mais rápidos, aqueles devidos às 
freqüências inerciais, ocorrem processos dispersivos, pois a velocidade de fase depende do número 
de onda. Nesse sentido não há um comprometimento do processo de ajustamento geostrófico. 

Por outro lado, a versão discreta desse modelo apresenta processos não dispersivos, ob­
servados quando a velocidade de grupo é nula. Nesses casos, não se verifica o processo de ajusta­
mento geostrófico e surgem várias oscilações indesejadas que prejudicam a solução. 

Nos modelos discretos é de extrema importãncia uma boa aproximação das caracterís­
ticas físicas dos fenômenos modelados. Por exemplo, é de importãncia minimizar os erros nas 
velocidades de fase e de grupo e também identificar os números de onda para os quais as veloci­
dades de grupo discretas sejam iguais a zero. Na próxima seção versões discretizadas do modelo 
linear de água rasa são avaliadas sob esse paradigma. 

5.4 Movimentos Oscilatórios em Modelos Discretos 

O objetivo desta seção é avaliar o efeito na freqüência de fase e na velocidade de grupo 
da discretização do modelo de água rasa não dissipativo no plano f. A metodologia apresentada 
é inspirada nos trabalbos Grogahn e O'Brien (1976); Kress e Oliger (1972); Swartz e Wendroff 
(1974); e Torbjõm e Sundstrõm (1973) em que são tratados alguns esquemas de diferenças finitas 
clássicos. No presente estudo, os operadores de diferenças finitas utilizados nas discretizações 
espaciais estão associados a aproximações por splines biortogonais { rf>N·, rf>N,N·}. No Capítulo 4 
é verificado que para operadores diferenciais lineares os esquemas biortogonais são equivalentes 
a esquemas de colocação com M = N* + N. Portanto, como nos modelos considerados so­
mente aparecem derivadas lineares, os estudos a seguir se restringem a discretizações por valores 
pontuais. 

São introduzidos dois tipos de modelos de discretização: semi-discreto e discreto. No 
primeiro apenas as variáveis espaciais são discretizadas, e.g., 

'Ph = 'Ph(p, q)(t) = <p(hp, hq, t) 
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são valores pontuais de cp(x, y, t) nos pontos (hp, hq) de uma malha regular com espaçamento h 
(em multirresolução h = 2-i). No segundo caso, a variável tempo também é discretizada, e.g., 

cph,t::.t = cph,t::.t(p, q)(n) = cp(hp, hq, ntlt). 

Conseqüentemente, para equações do tipo Lcp = O têm-se as seguintes discretizações: 

• L h 'Ph =O, (semi-discreta) 

• L h,t::.t 'Ph,t::.t = 0. (discreta) 

Inicialmente são analisadas as discretizações dos modelos de advecção e de ondas de gravidade. 

• Modelo de advecção: 

Como visto no Capítulo 4, operadores diferenciais de primeira ordem do tipo â/âx e âjây 
podem ser discretizados por 

Os coeficientes 

f(k) = r~(k) = d</>o,M (k), 
dx 

(5.32) 

são os coeficientes da discretização da derivada, discutida no Capítulo 4, em que M - 1 
representa a ordem do esquema de interpolação. Portanto, para 

tem-seque 

= dcphz, q) (t) + ~ :~.:>h(k, q)(t)r(ll (p- k) + ~ :~:>h(p, t)(t)r(ll(q- e). 
k l 
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A versão semi-discreta de Lcp = O é dada por 

(Lhcph)p,q(t) =O, 

que resulta num sistema de equações diferenciais ordinárias. Para soluções do tipo 

cph(p, q, t) = ei[h(eJ>+dq)-whtJ, 

a freqüência de fase possui a seguinte fórmula: 

wh = [ :í [Uf'(hÇ) + vf'(M)l] , 
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(5.33) 

(5.34) 

em que f'(z) = L:k r(k) e-ikz é uma função puramente imaginária. Conseqüentemente, 
tem-se que a velocidade de grupo associada a essa freqüência é expressa por 

~h = ( -íU~ (hÇ), -i V~~ (M)) . (5.35) 

O erro relativo na freqüência de fase, para U =V, é dado pela da seguinte expansão 

w- wh íf'(hÇ) + íf'(M) 
w = 1 - h(Ç + '!?) . (5.36) 

Como discutido no Capítulo 4 

íf'(z) = z + J.LM zM+l + O(zM+3). 

Então, segue-se que 

em que constantes assintóticas J.LM são 1/6, 1/30, 4/511, e 122/63711, para 
M= 2, 4, 6e8. 

O erro relativo da componente zonal da velocidade de grupo Vg~/Vgx é expresso por 

1- VyZ/Vgx = 1- í~ (hÇ) 

= o:M(hÇ)M + T.O.S. 

em que as constantes assintóticas O:M são 1/2, 1/6,4/73 e 122/7079 para 
M = 2, 4, 6 e 8. O comportamento assintótico dos erros na freqüência de fase e na ve­
locidade de grupo com h tendendo a zero possui a mesma ordem M. Contudo as constantes 
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assintóticas da velocidade de grupo são M + 1 vezes maiores do que as da freqüência de 
fase. 

Na Figura 5.1 é plotada a derivada do símbolo -if'(z). Nessa figura pode-se verificar que os 
valores em que as curvas se anulam são deslocados para a direita a medida que M aumenta. 
Esses valores estão associados a velocidades de grupo nulas e são de interesse númerico 
como já discutido. 

Derivada do Símbolo r 
3 .----------------------r--------------------~ 

2 
l'vf = 2 --
1'vf=4-----· 
]\;[ = 6 .......... . 
lvf = 8 -----

-3L----------------------~L---------------------~ 
2 ~ 

z 

Figura 5.1: Derivada de lf(z)l. 

A versão discreta do tempo de Lcp = O, considerando um esquema explícito , é expressa por 

L h,b.t 'Ph,b.t = o, 

em que 

Suponha cph,b.t na forma 

(5.38) 
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em que o sobre-fudice e denota o caso explícito. Então, a freqüência de fase discreta we é 
expressa por 

1 [i/::,.t - . - ] 
we = /::,.t arcsen h[Uf(hÇ) + Vf(h!9)] . (5.39) 

A expressão do argumento do arco-seno, entre colchetes anterior, deve ter módulo menor ou 
igual a 1. Por exemplo, no caso unidimensional, e sendo U = V, isto requer que o critério 
de estabilidade 

seja obedecido, em que 

Àmax jf(z)l :S 1, 
z 

À= U!::,.t 
h 

(5.40) 

é o parametro CFL (Courant-Friederich-Lax). Como pode ser verificado na Figura 4.6, p. 
66, que os valores máximos de I fi aumentam com M, mas nos casos estudados estão entre 
1 e 2. 

Os erros relativos 11- we /wl estão plotados, para as farm1ias M = 2, · · · , 8, na Figura 5.2 
parao caso particular deU= V e À= 0.17. Nesses gráficos observa-se uma redução do erro 
entre as famílias 2 e 8, e.g., de O, 10 para valores menores que O, 01, para (hÇ, h!9) ~ 7r/4. 

Figura 5.2: Erro na freqüência de fase we. 
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A velocidade de grupo discreta é dada pela seguinte fórmula 

v·= 9 

t:.t 

1 ( ·udi'(h~) ·vdf'(M)) 
~ d~ '~ d{) . 

1- [ ~t[iUf(h~) + iVf(M)] r 
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(5.41) 

Observe que o termo dentro da raiz é positivo se for obedecido o critério de estabilidade, 
dado na Equação 5.40, com desigualdade estrita. 

O erro relativo na componente zona! da velocidade de grupo, para as famílias M = 2, · · · , 8, 
está plotada na Figura 5.3, para o caso U = V e >. = 0.17. Nesses gráficos observa-se uma 
redução do erro entre as farm1ias 2 e 8. 

/..=0.17 

o 1t 
4 

1t 
2 
hs 

21t 
-s 

Figura 5.3: Erro na componente zona! da velocidade de grupo Yy•. 

• Modelo de ondas de gravidade: 

A freqüência de fase e a velocidade de grupo semi-discreta e discreta para o modelo de ondas 
de gravidade são apresentadas nos próximos parágrafos. 

O modelo semi-discreto das ondas de gravidade pode ser expresso pelo seguinte sistema 

duh 
-Dhcph (5.42) 

dt 
- X ' 

dvh 
-Dhcph (5.43) - -

dt y ' 

dcph 
-if!(D~uh + D~vh). (5.44) 

dt 
-
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Como esses operadores discretos são expressos como convoluções, eles comutam. Então, 
seguindo passos similares aos descritos para o caso contínuo, obtém-se uma única expressão 
em rp", 

(5.45) 

Para soluções do tipo <ph(p, q, t) = ei[h(ep+t1q)-w"tl, as freqüências de fase são expressas por 

(5.46) 

Por consegüinte, a velocidade de grupo associada à frequência de fase wi são dadas por 

(5.47) 

O erro relativo das freqüências de fase wi é expresso por 

em que as constantes assintóticas J.tM são as mesmas do caso de advecção. O erro relativo 
na componente zonal da velocidade de grupo é expresso por 

1- vh ;v: = dÍ'(hÇ) f'(hÇ) 
g x gx dÇ Ç I Í'(hÇ)2 I + I Í'(M)2 I 

Então, 

1 - Yy\/"Vgx = ftM(hÇ)M + J.tM(hiJ)M + T.O.S. 

em que as constantes assintóticas ftM são 5/6, 1/6, 36/511 e 122/63711, paraM = 2, 4, 6 
e 8. O erro relativo da componente meridional é obtido de forma análoga à apresentada ante­
riormente. A seguir são obtidas as freqüências de fase e as velocidades de grupo, utilizando 
um esquema ímplicito para esse modelo de ondas de gravidade. 

Para discretizações 

1 
(IJ:-t,nh,At) = - [rnh,At(k q n + 1) - rnh,t:.t(k q n- 1)] 

t .,.. p,q,n 2 .ó.t r ' ' r ' ' ' (5.48) 
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(
J)h h,Llt) = ~" ['Ph,Llt(k, q, n + 1) + 'Ph,Llt(k, q, n- 1)] r( - k). 

x'P p,q,n h L... 2 p . 
k 

(
J)h h,Llt) = ~" ['Ph,Llt(p, e, n + 1) + 'Ph,Llt(p, e, n- 1)] r( -C) 

y'P p,q,n h L... ?. q ' 
f -

91 

(5.49) 

o modelo discreto das ondas de gravidade discreto pode ser expresso pelo seguinte sistema 

(5.50) 

Aplicando uma análise similar às anteriores, este sistema reduz-se a uma única equação em 
'Ph,tl.t' 

Para soluções da forma <pd = ei[h(pç+qU)-w'LltJ, obtém-se 

1 w' ilt <f> - -( . )2 
ilt2 arctan -

2
- = h2 ( r(hÇ) 2 + r(M) 2

) • 

Então, as freqüências de fase wi são expressas por 

. ?. (\;- - ) w~ = ;;,t arctan ±2 I r(hÇ) 12 + I r(M) 12 , (5.51) 

em que A = ..fifi iltj h. A velocidade de grupo associada à w~ é dada por 

A Figura 5.4 apresenta os gráficos do erro 11 - w~fw+l· A Figura 5.5 apresenta os gráficos 
do erro 11- v;x~v;xl· 
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M=2 
~ 

M=4 

" 

"'~ 
1.00 -'= 4 

0.90 

0.80 

0.70 

0.60 h<; 
0.50 

J\.= 2_0 

~ M=6 M=8 
0.40 " 0.30 

0.20 
0_10 "' -'= 

n 
4 

0.01 

Figura 5.4: Erro na freqüência de fase wi. 

Figura 5.5: Erro na componente zonal da velocidade de grupo Vi. 

• Modelo de água rasa: 

No teorema a seguir são apresentadas as freqüências de fase e as velocidades de grupo 
do sistema de água rasa, expresso nas Equações 5.2-5.4. Essas freqüências são uma composição 
das freqüências de fase dos modelos de advecção e de ondas de gravidade discutidos. 
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O sistema de água rasa linear, dado pelas Equações 5.2-5.4, possui três freqüências de 
fase: Uma discretização do tipo semi-ímplicita do sistema de água rasa descrito nas Equações 5.2, 
5.3 e 5.4 pode ser expressa como: 

Lh,t>.t uh,t>.t _ fovh,t>.t _ .Õ~·"t 'Ph,t>.t, (5.53) 

Lh,t>.t vh,t>.t - - fouh,t>.t- n;·"t 'Ph,t>.t, (5.54) 

Lh,t>.t 'Ph,t>.t _ -iP(.Õ~·t>.t uh,t>.t + n;·"t vh,t>.t), (5.55) 

em que o operador discreto Lh,t>.t é definido na Equação 5.37 e os operadores ( D~·"t), ( n;·"t) 
são definidos na Equação 5.49. 

Teorema 5.4.1 O sistema semi-ímplicito de água rasa descrito anteriormente possui as seguintes 
freqüências de fase: 

em que 

w• 

wsi 
± 

A= k[Uf'(hÇ) + Vf'(M)], 

B =I f'(hÇ) 12 + I f'(M) 12 , 

-

-

1 
D.t arcsenA, 

1 
D.t arcsen G±, 

R= V(D.t2f6 +AB) (1+AB) +ABA2, 
-A±R 

G± = 1+AB. 

A velocidade de grupo correspondente a w• é expressa por 

v·= g 

D.t 

1 ( ·udf'(hÇ) ·vdf'(M)) 
z d 'z diJ ' 

1- [ ~t[iUf(hÇ) + iVf(hiJ)]r Ç 

e as velocidades de grupo associadas às frequências w~ são dadas por 

vsi _ 1 1 (âG± âG±) 
9±- D.t yl1- 61 {f["' âiJ ' 

em que 

-iÀ &f( h{) ± &R -
&< &< + 2Af'(hÇ) &r(hÇ) 

1+AB âÇ 
A±R 

(1 + AB)2
' 

âG± -i>. &f~D) ± ~ - âf(M) 
âiJ = 1 + AB + 2ABf(hiJ) âiJ 

A±R 
(1 +AB)2' 

(5.56) 

(5.57) 
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sendo, 

âR _ A âÍ'(hÇ) { - ) [ 2 2 2 ) } 
âÇ -- 2R ât; 2f(hÇ 2AB+Lltf0 +A +1 +2UAB, 

âR A âÍ'(MJ) { - [ 2 2 2 ) } 
f}{} = 

2
R ât; 2 f(ht9) 2AB + Llt / 0 +A + 1 + 2 V AB . 

Demonstração: Novamente, como esses operadores discretos do Sistema de Equações 5.53 são ex­
pressos como convoluções, eles comutam. Então, pode-se fazer passos similares ao caso contínuo 
para se obter uma expressão em r.ph,ll.t, 

(5.58) 

Expressões do tipo ~,ll.t(p, q, n) = ei(ht;p+h-Dq-nw<ll.t) são auto-funções dos problemas 

(5.59) 

e 

com auto-valores 

[ 
U.C::..t- VLlt- ] 

a 1 = t::..t -isin (wLlt) + Tr(hÇ) + Tr(M) , 

e 

2 2 [(UL!.t- VL!.t- )
2 

(UAt- VAt- ) ] (a2) = At Tr(hÇ) + Tr(M) - 2i Tr(hÇ) + -h-r(M) sen(wL!.t)- sen(wL!.t)2 

+ h-2 (cos(wAt))2 [r2 (hÇ) + í'2 (MJ] . 

Logo, para satisfazer a Equação 5.58 ou a1 = O ou a2 = O. Isso implica que: 

w• = ~t arcsen [~[UÍ'(ht;) + Vf'(M)J] , 

e 

. 1 
w~ = t::..t arcsen G±, 
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em que 

[~ I f'(hÇ) I +~ I f'(M) ll] ±R 

(1 +A I f 2 (hÇ) I +A I f 2 (h19) I) 

R 2 = ( f::.t2 f~+ A I f 2 (hÇ) I +A I f 2(M) 1) ( 1 +A I f 2 (hÇ) I +A I f 2 (h19) 1) 

+A I f 2 (hÇ) I +A I f 2 (M) I [~ I f'(hÇ) I + ~ I r(M) 1] 
2 

95 

Analogamente aos casos anteriores as velocidades de grupo podem ser obtidas direta­
mente dessas freqüências, derivando-as em relação a Ç e iJ. 

o 

Observe que a frequência de fase We está associada à solução da discretização explícita 
do modelo de advecção linear. 

A Figura 5.6 apresenta os gráficos do erro 11 - w~ / w+ I paraM = 2, · · · , 8. Observa-se 
nessas figuras que não ocorreu redução significativa para valores maiores que M=4. A Figura 5.7 
apresenta os gráficos do erro relativo 11 - ~si xfVgx I paraM = 2, · · · , 8. 

n M=2 n M=4 
7 7 

"'~ =~ "'~ ..c, 

o o 

/\.=0.17, _/\.=2.0 

X M=6 n M=S 
7 7 

"'n 
..C4 

?x 
-<=oc 

o 

hs 

Figura 5.6: Erro na freqüência de fase w~ do modelo discreto de água rasa. 
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M=2 M=4 

"'n 
.c " 

1.00 

0.90 

0.80 o 

0.70 

0.60 Ã.=0.17,A=2.0 
hs 

0.50 
'! OAO 

M=S 

0.30 

0.20 

0.10 

0.01 

Figura 5. 7: Erro na velocidade de grupo v;:+ do modelo discreto de água rasa. 



Capítulo 6 

Método de Petrov-Galerkin Não Linear 

6.1 Introdução 

O método de Galerkin não linear é considerado um algoritmo numérico para a constru­
ção das chamadas variedades inerciais aproximadas. Este conceito foi introduzido com o objetivo 
de viabilizar computacionalmente simulações de turbulência (Temam, 1989, 1990, 1992). Tipica­
mente, esse tipo de formulação aplica-se na simulação numérica do comportamento das soluções 
de equações de evolução dissipativas, para tempos suficientemente grandes. Nesse regime, os mo­
dos altos possuem pequena quantidade de energia, de tal forma que suas interações podem ser 
desprezadas nos termos não lineares. Além disso, como a variação temporal desses modos al­
tos é mais lenta do que a dos modos baixos, na prática, eles podem ser considerados em regime 
quasi-estacionário. Portanto, a idéia fundamental é poder separar a solução U em componentes de 
diferentes ordens de magnitude e velocidades de evolução 

em que os sub-índices a, b indicam os modos associados as altas e baixas freqüências, tais que 

11 Ua 11 « 11 Ub 11, 11 ~a 11 « 11 ~b 1\ · 

A componente Ua, apesar de ser pequena, não pode ser simplesmente desprezada, pois sua con­
tribuição pode afetar significativamente o comportamento da solução após um longo período de 
integração. A formulação do método está baseada na forma diferenciada com que essas duas com­
ponentes são tratadas (Temam, 1992; Dubois et al., 1998; Chehab, 1995; Temam, 1990; Chen e 

97 
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Temam, 1991a,b,c). A idéia básica desse tratamento é que a componente Ua seja representada em 
função de ub ' de tal forma que 

U = Ub + j(Ub) EM, 

em que o símbolo M representa a variedade. Uma simples ilustração desses conceitos é indicada 
na Figura 6.1. 

M 

Figura 6.1: Diagrama esquemático da variedade M. 

O método de Galerkin não linear foi desenvolvido tradicionalmente no contexto de mé­
todos espectrais, entretanto, também pode ser formulado no contextos de elementos finitos, dife­
renças finitas e de wavelets. 

Uma técnica muito similar ao método de Galerkin não linear é introduzida no final da 
década de 70, simultaneamente, por Machenhauer e por Baer e Tribbia, no contexto de incializa­
ção não linear por modos normais em modelos meteorológicos (Leith, 1980). Nesse contexto, a 
condição li Ua li ~ 11 Ub li não é assumida. O que é considerado é a chamada condição de balanço 
não linear !I e;:; 11 ~ O, que conduz a estados U = Ub + f(Ub) pertencentes a variedades cha­
madas variedades lentas ou de estado não linearmente balanceados. Em Daley (1981) encontra-se 
um tutorial sobre as técnica de inicialização em modos normais e uma ampla bibliografia sobre o 
assunto. Uma aplicação dessa técnica no modelo de água rasa para latitudes tropicais, no caso em 
que o termo não linear é substituído por uma forçante no campo de massa, é discutida em Silva Di­
as et al. (1983). A separação dos modos de alta e baixa freqüência das ondas do modelo de água 
rasa é imediata no caso do modelo de água rasa para latitides médias, em que separam-se as ondas 
de Rossby (modo baixo) das ondas de gravidade (modo alto). No caso equatorial, essa separação 
precisa ser feita com mais cuidado, pois, por exemplo, as ondas de Kelvin não se enquadram nesse 
tipo de separação (Daley, 1981). 

Uma vantagem do método de Galerkin não linear é permitir a integração temporal de 
ondas curtas com grandes passos de tempo. Do ponto de vista prático, isto implica um significativo 
ganho de tempo computacional, e uma maior estabilidade. Essas vantagens foram detectadas em 
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Sotil (1999), em que o método de Galerkin não linear espectral é utilizado na discretização do 
modelo de água rasa. 

Neste capítulo o objetivo é formular o método de Galerkin não linear para as discretiza­
ções de Petrov-Galerkin, no contexto de análise multirresolução biortogonal, para as equações de 
água rasa seguindo as idéias de Sotil (1999). 

, 
6.2 Modelo de Agua Rasa 

Neste capítulo é considerado o modelo de água rasa não linear admensionalizado, des­
crito no Apêndice D, 

a;: - A(lU) + JE(lU) + C(lU) = lF (6.1) 

em que 

lU=(~)=(~), 

( v.vv) 
B(lU) = v.(TJ v) , C(lU)=(kxV+JTJ). 

9o V'· V 

com condições de fronteira periódicas. 

, 
6.3 Discretização Biortogonal em um Unico Nível 

Sejam V = Vi espaços de funções periódicas de urna análise de multirresolução biorto­
gonal bidimensional, como descrito na Seção 2.5, página 20, e P = pi as projeções biortogonais 
sobre estes espaços. Na discretização do Sistema 6.1 pelo esquema de Petrov-Galerkin associado 
a esta AMRB-2D, no nível j, considera-se uma solução aproximada lU E V tal que 

a;: + P [ - A(lU) + B(lU) + C(lU) J = P lF. (6.2) 
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* Discretização Temporal (em Três Etapas) 

Um esquema semi-implícito, com três etapas temporais, para o sistema 6.2 pode ser 
obtido da seguinte maneira: 

• os termos lineares A e C são tratados implicitamente, fazendo-se uma média num intervalo 
de dois passos no tempo, de tn-l a tn+l ; 

• o termo não linear lR é tratado explicitamente no tempo tn. 

Conhecendo-se a solução no tempo tn-l e tn, determina-se a solução no tempo tn+l pela resolução 
do sistema 

un+1 un-1 1 
2~t + z.P [-A(l!J"+l + un-1) +IC(l!J"+l + l!J"-l)j = -P[JR(l!J") -JF]. 

No Apêndice E está desenvolvida em detalhes esta forma de discretização temporal. 

6.4 Discretização Biortogonal em 2 Níveis 

Como descrito no Capítulo 2, os espaços Vi admitem decomposições em somas diretas 
de sub-espaços em vários níveis de escala. No caso específico de dois níveis, tem-se que 

V= H,+Va 

em que V0 =Vi-l representa as funções de V com ondas longas (frequências baixas) e V a = Wi-l 

contém as funções de V com ondas curtas (frequências altas). Essa separação em componentes 
de alta e baixa freqüência é discutida na Seção 2.4, página 15. Nessa seção, é visto que as funções 
de Vi podem set decompostas em duas componentes, uma de baixa freqüência em Vi-l e outra de 
alta freqüência em wi-1

• Na Figura 6.2 é esquematizado o espectro de Vi e sua respectiva divisão 
em vi-l e Wi-1. 

o 

j-1 
v ~-1 

Figura 6.2: Divisão do espectro de freqüência em relação ao espaço Vi =Vi-l+ Wi-l . 
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De maneira análoga, a projeção P = pi pode ser decomposta como P = Pb + Pa 
em que Pb = pi-1 e Pa = Qi-1 são as projeções biortogonais sobre vi-1 e Wi-1, respectiva­
mente. Assim, a solução numérica 1U pode ser decomposta em suas componentes de baixa e alta 
frequências 

de tal forma que 

e 

Neste contexto, o Sistema 6.1 se transforma em dois sub-sistemas 

• Sistema das ondas longas: 

• Sistema das ondas curtas 

No Apêndice E encontram-se mais detalhes desta discretização temporal. 

As mesmas idéias apresentadas nesta seção podem ser estendidas a vários níveis. Nes­
se caso, a divisão do espectro é feita em várias bandas, como esquematizado para 3 níveis na 
Figura6.3. 

j 

vj-2 

o 

Figura 6.3: Divisão do espectro de freqüência em Vi= vi-3 + wJ-3 + wi-2 + wi-1 . 
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6.5 Método de Petrov-Galerkin Não Linear 

De forma análoga ao método de Galerkin não linear para espaços de Fourier e de elemen­
tos finitos, define-se o método de Petrov-Galerkin não linear por meio das seguintes modificações 
nos Sistemas 6.3 e 6.4: 

• Desprezam-se as interações entre duas componentes de alta freqüência no termo não linear 
do Sistema 6.3 ( i.e., interações de termos com sub-índices a). Assim, 

Logo, pode-se definir 

• Desprezam-se todas as interações em que uma das componentes seja de freqüência alta no 
termo não linear do Sistema 6.4. Assim, 

Logo, pode-se definir 

(6.5) 

• Elimina-se o termo da derivada temporal no sub-sistema de ondas curtas, tomando-o um 
sistema diagnóstico. 

Em resumo, o sistema de água rasa com a aproximação de Petrov-Galerkin não linear é 
expresso pelos sistemas, 

• Sistema das ondas longas 

âlUb 
ât + Pb [ -A (lUa + lUb) +C( lUa + lUb) ] = Sb· (6.6) 
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• Sistema das ondas curtas 

(6.7) 

O termo no segundo membro da igualdade do sistema de ondas curtas, depende apenas 
da componente de onda longa Sa = Sa(IU0), conforme Equação 6.5. Portanto, a componente de 
ondas curtas lUa pode ser expressa como uma função da componente de ondas longas IU0 

em que ]]J) = P a [-A + iC]. Esta é a característica não linear do método, no sentido de que as 
componentes da solução {IUb, lUa} encontram-se na variedade não linear, definida pelo gráfico do 
operador ]]J)-1 [Sa - D] sobre V0 • 

* Discretização Temporal (em Três Etapas) 

Para discretização temporal, são adotados esquemas de diferenças finitas apropriados nos 
Sistemas 6. 7 e 6.6. Com intuito de desacoplar as equações são introduzidas algumas simplificação 
como descrito a seguir. 

• Sistema das ondas curtas - Os termos referentes às baixas freqüências são avaliados no 
tempo n e os termos referentes às altas freqüências no tempo n + 1. 

• Sistema das ondas longas- Nos termos lineares, o mesmo esquema implícito do caso de 
Petrov-Galerkin é utilizado. Já no termo não linear, a componente de baixa freqüência é 
avalidada no tempo n e a componente de alta freqüência no tempo n+ 1. Observe que a 
componente de alta freqüência do tempo n + 1 é obtida do sistema das ondas curtas. 

Mais explicitamente, o esquema de diferenças finitas utilizado está apresentado no quadro a seguir, 
em que o termo linear L se refere aos termos A e C, e o termo não linear NL se refere ao termo Jm. 

Termos 8U Linear (L) Não-Linear (NL) iJt 

Discretização 

(ondas longas) 
un+l_un-1 

~ [L(~+l + u,;+l) + L(~-1 + u,;-1 )] NL(lLJb' + U,:+l) f! fz 
2LI.t 

Discretização 
(ondas curtas) L(lLJb' + u,;+1) NL(lLJb') 



CAPÍTULO 6. MÉTODO DE PETROV-GALERKIN NÃO LINEAR 104 

Posto isso, têm-se que os sistemas discretos podem ser expressos da seguinte forma: 

1. Sistema das ondas longas 

Ub+1 + t::.t Pó [-A (Ub+1 + u,:+1) +c (u;:+1 + u,:+1) l = s~-1 + 2 s~.n+\ 

em que 

sn-1= liJ.'-1- t::.t p [-A(llY.'-1 +~-1) -l-C(u.'-1 +~-1)) 
b b b b a' b a' 

2. Sistema das ondas curtas (sistema diagnóstico) 

em que 

§~ = -Pa [lBa (Uh)- F,]. 

Observe que U,:+l é uma função de u;,'. 

A seguir são apresentados as etapas necessárias para se resolver esses sistemas por meio 
desse método. 

* Algoritmo de Evolução Temporal 

1. Dados de Entrada: (U,:-1
, Ub-1

) e (U,:, Uh)· 

2. Calcular u,:+1, resolvendo o sistema diagnóstico, que é linear. 

3. Calcular u;,'+I, resolvendo o sistema de ondas longas. 

4. Retoma-se ao passo 2. 

* Comentários sobre a Implementação 

No trabalho de Sotil (1999) a implementação numérica do método de Galerkin não line­
ar, utilizando bases de Fourier, mostra-se competitiva comparada com a do método de Galerkin 
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tradicional. Esse ganho computacional foi obtido utilizando um "congelamento"da solução do 
sistema de ondas curtas por um certo número de passos. 

Em princípio, essa idéia também poderia ser implementada no contexto de Petrov­
Galerkin não linear biortogonal, descrito neste capítulo. Mas, antes disso, muitos detalhes da 
implementação numérica, tanto dos ternos lineares, quanto dos não lineares, em multinível preci­
sam ser melhor avaliados. 

No contexto de wavelets, a idéia principal é poder tirar proveito de representações com­
pactas de funções, para desenhar esquemas adaptáveis espacialmente. Nesse sentido, o desafio 
é tentar combinar as vantagens de uma representação esparsa espacialmente com um esquema 
adaptável no tempo, como o descrito neste capítulo. Isso se torna ainda mais atrativo quando as 
discretizações espaciais puderem ser alterados de forma automática, de acordo com a evolução 
do comportamento da solução. No próximo capítulo dar-se-á atenção especial aos apectos da 
adaptatividade espacial, que é um dos pré-requisitos necessários ao sucesso do método de Petrov­
Galerkin não linear no contexto de wavelets. 
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Capítulo 7 

Método Híbrido: Wavelets +Diferenças Finitas 

Em Hidrodinâmica são comums as situações em que o escoamento apresenta estruturas 
com variações bruscas. Para uma representação adequada dessas estruturas são necessárias grades 
muito refinadas. Em muitos casos, essas estruturas possuem uma localização espacial reduzida, 
em comparação com o domínio do escoamento. Por essa razão, há um interesse por métodos 
numéricos adaptativas que usem grades mais refinadas apenas nessas regiões, e menos refinadas 
nas regiões em que o escoamento seja mais suave. Além disso, com a variação temporal da posição 
dessas estruturas, é importante que seja possível redefinir as grades, dinâmica e automaticamente, 
durante as simulações númericas. 

O método adotado neste trabalho foi sugerido por Holmstrõm (1997). Por um lado, está 
um esquema tradicional de diferenças finitas em malha uniforme. Por outro lado está a discre­
tização com adaptação de funções por valores pontuais em malha irregular. A análise wavelet 
contribui na construção de tais malhas e na construção de um esquema de interpolação adaptativa 
para fazer a conecção entre os ambientes uniforme e não uniforme, utilizando as técnicas de aná­
lise wavelet interpolatória descritas no Capítulo 3. Para o refinamento local da malha utilizam-se 
os coeficientes wavelet significativos como indicadores das regiões de pouca suavidade da função 
representada. 

Nesse tipo de técnica, a estrutura da malha adaptativa resultante é totalmente dependente 
da função analizada, podendo apresentar uma composição bem heterogênea: esparsa em regiões 
de suavidade e densa nas regiões de pouca suavidade. Esse fato aumenta a complexidade da es­
trutura de dados, principalmente em dimensões superiores. Por isso, para o caso bidimensional, 
são preferidas malhas que sejam localmente regulares, em blocos, como as tratadas neste trabalho. 
Isso facilita as operações de acesso, amazenamento e dos cálculos, com o custo de se ter um maior 
número de pontos nas malhas. 

107 
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7.1 Caso Unidimensional 

7.1.1 Discretização e Operação de Funções em Malhas Adaptáveis 

As desejadas discretizações com adaptação têm como objetivo a representação de fun­
ções por valores pontuais em uma malhaM, de maneira precisa e mais econômica possível. Na­
turalmente, M deverá ter uma maior densidade de pontos nas vizinhanças das singularidades, 
enquanto que, nas regiões de suavidade, a malha pode ser mais esparsa. Esse é justamente o 
padrão característico da posição dos coeficientes wavelets significativos em uma análise de multi­
resolução. Portanto, eles são bons candidatos a indicadores na construção de tais malhas. 

* AsMalhas 

As malhas adaptativa adotadas possuem as seguintes características: 

• Os pontos da malhaM pertencem a uma malha regular X 3 , em que .:1 é o nível mais 
refinado, escolhido de tal forma a resolver adequadamente as possíveis irregularidades da 
função. 

• M deve conter Xio, em que j 0 é o nível menos refinado, escolhido de tal forma a garantir 
uma precisão mínima desejada nas regiões de suavidade. 

Portanto a malhaM é do tipo 

im 
M =Xio u U Ai, 

j=jo 

em que Ai c Xi+l \ Xi e jo S: im < .:1. 

Seja JM o conjunto de valores de uma dada função f numa malha M desse tipo. As 
seguintes operações sobre a representação (M, JM) são de interesse. 

* Tnmcamento: Redução de Malhas 

Dada a representação (M, JM) e um parâmetro de truncamento E > O, define-se uma 
nova representação eliminando de M aqueles pontos ~t~ 1 E Ai que estiverem associados a 



CAPÍTULO 7. MÉTODO HÍBRIDO: WAVELETS +DIFERENÇAS FINITAS 109 

coeficientes wavelet I~ I < E. A malha resultante é denotada de M,. Isso define o operador de 
truncamento r €, 

Na Figura 7.1 é apresentado o gráfico da função 

f(x) = 5sen 2 (~x) cos 2 (~x) + 2ex:p-12500 (x-tl' 
2 2 

e a posição dos pontos de grade em malhas adaptativas M,, para E = w-2
, w-4 e w-6, com 

respectivamente 36, 84 e 265 pontos referentes a uma malha regular com 2049 pontos. 

a)f(x) b) Mw-2, com 36 pontos 
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c) M 10-•, com 84 pontos d) M 10-s, com 265 pontos 
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Figura 7.1: ilustração de malhas adaptativas. (a) Representação de f(x); (b) posição dos pontos 
de grade em malhas adaptativas M, associados aos coeficientes wavelets significativos, para E = 
10-2

, 10-4 e 10-6
• Sendo M = 4, :T = 11 e jo = 3. 
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Na Figura 7.2 são apresentados o número de pontos (coeficientes wavelets significativos) 
necessários na representação da função f numa malhaM,, para E = w-10, • • • , 1. A construção 
dessas representações tem como base uma malha regular x:r, para.7 = 10 e 11. Observa-se nessa 
figura que para valores de E > w-4 basta iniciar-se a construção da malha M, a partir da malha 
regular X 10 . Assintóticamente, quando E -+ O, as curvas representadas nessa figura possuem uma 
inclinação de ~ -1/4. Esse resultado concorda com as estimativas de Donoho (1992) e com e os 
resultados numéricos de Holmstrõm (1997). 

1000 

rt(M,) 

100 

.7= 10 -t­

.7 = 11 --)(--

10~~--~--~~--~--~--~~--~~ 

10-10 10-9 10-s 10-7 10-6 10-s 10-4 10-s 10-2 10-1 10o 

E 

Figura 7.2: Número de coeficientes significativos ltfil >E em malhas x:r, para .7 = 10 e 11. 

* Extensão: Refinamento de Malhas 

Dada a representação (M, JM), pode ser de interesse ter uma representação (M, JM) 
em uma malha estendida .M. Seja 

im 
AM= UAi, 

j=jo 

de tal forma que M = Xio U AM. Tipicamente, para a construção da malha estendida M = 
xio u AM, escolhe-se o conjunto AM formado pelos pontos de AM acrescidos de uma vizinhança. 
Isto é, para cada ponto de A M incluem-se também alguns vizinhos, tanto no mesmo nível de escala, 
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quanto em alguns níveis superiores. Na prática, os valores de fM. nos pontos novos nem sempre 
estão disponíveis. Neste caso, aplica-se iterativamente um esquema de refinamento interpolatório, 
das escalas inferiores para as superiores. Dessa forma fica definido o operador de extensão 

em que J representa a interpolação de f em M a partir dos valores de f em M. 

A Figura 7.3 ilustra a operação de extensão de malhas. A malhaM é formada pelos 
pontos da malha mais grossa marcados com o símbolo O e um ponto J1 = ;z{~~~ E Xio+l \ Xio, 
identificado pelo símbolo O . Na extensão, são incluídos os dois vizinhos de J1 mais próximos 

al _;o+l ..Jo+l d · al · ed' · ..Jo+2 _ _io+2 na mesma esc a, "'2k-l e :~,- 2 k+3 e o1s na esc a 1ID 1tamente supenor x-2(2k+l)-l e x-2(2k+l)+l' 

Nesses pontos novos, marcados com 0, deve ser efetuado o refinamento interpolatório. 

j +2 
o 

j + 1 
o 

J o -&-; _;__~-a--;_-~-L~-~-+-~-a+-~----6-
, 

Figura 7.3: Ilustração de uma vizinhança. Os pontos da malha mais gossa são marcados com o 
símbolo O , o ponto de AM é marcado com O e os seus vizinhos com o símbolo O. 

Espera-se que o número de pontos de M seja da mesma ordem do número de pontos de 
sua malha extendida .M, i.e., 

#(M) = O(#M). 

Por exemplo, isso ocorre se M tiver uma estrutura de cone, como descrita por (Plantevin, 1995), 
tendo em vista que a maioria dos pontos que compõem a vizinhança de cada ponto em uma malha 
M em forma de cone, já está presente em M. Isto é ilustrado na Figura 7.4. 
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10 
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Figura 7.4: ilustração de uma malha extensão de malhas. Os pontos da malha mais gossa são 
marcados com o símbolo O , os pontos de AM são marcados com <> e os seus vizinhos com o 
símbolo O. 

* Operações Algébricas 

As operações de soma e multiplicação entre funções representadas em malhas adaptativas 
são simples quando as malhas envolvidas são idênticas. Nesse caso, a operação em questão é 
efetuada ponto a ponto. Caso contrário, primeiro é necessário acrescentar nas representações novos 
valores pontuais, de tal forma que todas as representações possuam malhas idênticas. Esse valores 
também são obtidos por refinamento interpolante. Ou seja, dadas as representações (M, IM) e 
(M', gM'), as funções z = f+ g ou z = f* g são representadas por (M, zM) em queM = 
M u M', z = J + g, ou z = i* g, em que i e g são as interpolações de f e g em M a partir de 
JMegM'). 

* Diferenciação 

Outra operação de importãncia é a diferenciação de funções representadas em malhas 
adaptativas. A proposta é usar diferenças finitas com espaçamento uniforme. Para cada ponto da 
malha M escolhe-se o espaçamento igual à escala local, dada pela menor distãncia entre o pon­
to e seus vizinhos. Como eventualmente os estênceis necessários podem não estar presentes na 
representação, eles são obtidos por refinamento interpolatório. Precisamente, seja L um operador 
diferencial e Lh é sua discretização por diferenças finitas em uma malha uniforme com espaça-
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mento h. O operador de diferenças finitas adaptativa L. 

é definido em cada ponto J.l E M pela seguinte expressão 

(7.1) 

em que hp. = min lx - J.li e j é o resultado do esquema de refinamento aplicado a JM 
xEM,x;.!p. 

até a escala hp. . Isso é ilustrado na Figura 7.5, para diferenças centradas de ordem 2. 

Figura 7.5: Ilustração de um estêncil de diferenciação centrada de ordem 2, em malhas adaptativas. 
Os pontos da malha são marcados com o símbolo O e o ponto aonde é aplicada a diferenciação 
é marcado com • . O ponto denotado por O também pertence ao estêncil de diferenciação, mas 
não pertence a malha adaptativas. 

Para os operadores L(l) f(x) = df jdx e L(2) f(x) = J2 f jdx2 , aplicados em funções 
periódicas, são utilizados nesse trabalho os operadores de diferenças finitas centradas, definidos 
no Capítulo 4. Quando houver condições de fronteira não periódicas, para aqueles pontos nas 
regiões de fronteira são utilizados operadores de diferenças finitas de mesma ordem com estênceis 
descentralizados. Precisamente, 

L(l),h f(x) = ~L r~)(k) f(x + kh), 
k 

L(2),h f(x) = ~2 L r~)(k) f(x + kh), 
k 
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x=O 

• D D D D "' 
-25/12 4 -3 4/3 -1/4 

D • D D D .. 
-l/4 -5/6 3/2 -l/2 1/2 

x=h 

Figura 7.6: ilustração de um estêncil de diferenciação não centrada de ordem 4, para afrontei­
ra esquerda. Os pontos da malha são marcados com o símbolo O e pertencem ao estêncil de 
diferenciação associado ao ponto é marcado com o símbolo • . 

em que os coeficientes r~l e r~l encontram-se nas Tabela 7 .I e Tabela 7 .2, para a região interior 
e de fronteira esquerda do intervalo [0, 1]. Para a fronteira direita, basta reverter a posição dos coe­
ficientes apresentados nessas tabelas. Na Figura 7.6 são apresentados os estêncil de diferenciação 
não centrada de ordem 4 para a fronteira esquerda. 

Tabela 7.1: Coeficientes r~, para os pontos interiores e para a fronteira esquerda. 

M k -2 -1 o 1 2 3 4 
2 x=O -3/2 -1/2 

h<x<1 -112 o 112 
4 x=O -25/12 4 -3 4/3 -1/4 

x=h -1/4 -516 3/2 -1/2 1112 
2h <X< 1- h 1/12 -2/3 o 2/3 -1/12 

Tabela 7.2: Coeficientes r~l, para os pontos interiores e para a fronteira esquerda. 

M k -2 -1 o 1 2 3 4 5 
2 x=O 2 -5 4 -1 

hs;x<l 1 -2 1 
4 x=O 15/4 -77/6 107/6 -13 61112 -5/6 

x=h 516 5/4 -113 7/6 1112 
2h<x<l-h -1112 4/3 -5/2 4/3 -1112 
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7.1.2 Problemas de Evolução Temporal 

A representação de funções em malhas adaptativas é utilizada na solução numérica de 
EDPs de evolução 

{ 
';;f= LU, t >O, x E [0, 1] 

U(x, O)= Uo(x), 

U = U(x, t) 

com condições de contorno periódicas ou não periódicas. Supõe-se que no tempo 
tn = n D. t seja conhecida a representação (Mn, un), em que un são os valores da solução 
numérica numa malha adaptável Mn. No passo seguinte de tempo, a representação ( Mn+ 1, un+ 1) 

é obtida adotando-se os próximos procedimentos. 

1. Extensão: (Mn,un) ~ (Mn+,un+), 

O processo de extensão está associado à idéia de se obter uma malha Mn+ cujos pontos 
possam representar bem a solução no próximo passo de tempo. Ou seja, espera-se que Mn+ 
contenha Mn+l. Como explicado anteriormente, a extensão da malba é obtida pelo acrésci­
mo de pontos vizinhos na mesma escala e em alguns níveis de escala superiores para prever 
possíveis deslocamentos das estruturas ou surgimento de estruturas nas escalas mais finas. 
O tamanho dessa vizinhança pode variar com o fenômeno físico modelado pela EDP. 

1) u 1 
2. Evolução Temporal: ( Mn+, un+) -!!r ( Mn+, un+ ) , 

A partir dos valores un+ da solução numérica nos pontos da malha Mn+ no tempo tn, faz-se 
a evolução temporal usando métodos explícitos, em especial o método de Runge-Kutta, com 
passo de tempo D.t variável, dependente da menor escala espacial local presente na malba 
Mn+. o resultado deste procedimento é denotado por un+ 1 , que corresponde ao valor da 
solução numérica nos pontos da malha Mn+ no tempo tn+l· A notação 'Da envolve a apli­
cação dos operadores de diferenças finitas adaptativas, como descrito anteriormente, e do 
método de Runge-Kutta adotado para a evolução temporal. 

u r. 
3. Truncamento: (Mn+l, un+l) -4 (Mn+l, un+l) 

Não necessariamente a malha Mn+ é a mais adequada para representar a solução numérica 
em tn+ 1. Então, aplica-se o operador de truncamento para adequar a malha Mn+, de forma 
a se obter uma possível representação mais econômica Mn+l. 
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Em resumo, a evolução temporal numérica de uma EDP, cuja solução é representada em 
malhas adaptativas, pode ser esquematizada como 

7.1.3 Ilustração Numérica: Equação de Burger 

Os resultados numéricos apresentados a seguir são para a Equação de Burger 

ôU(x, t) U( ) ôU(x, t) _ EPU(x, t) 
ât + x, t âx - J.t âx2 ' 

(7.2) 

para t 2: O, x E [O, 1] e coeficiente de viscosidade J.t = 10-2 j1r. As condições de fronteira e inicial 
adotadas são 

U(O, t) = u(1, t) = O, 

U(x, O) = sen(21rx). 

Essa equação representa um modelo de advecção-difusão não linear. Com a condição inicial es­
colhida, a solução desenvolve uma região de variação brusca em torno de x = 1/2, para tempos 
t ~ 3/'llr, como ilustrado na Figura 7.7. 

.w 
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"' 

05 

o 
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X 

t= o 
t=0.5/1t 

"' 

0.8 

Figura 7.7: Evolução temporal do problema de Burger 

Para este exemplo são utilizados os procedimentos de discretização espacial em malbas 
adaptativas Mn, descritos na seção anterior, com interpolação polinomial de grau 3 (M = 4). Para 
a evolução temporal foi utilizado o método de Runge-Kutta de ordem 4. 
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Na Figura 7.8 são apresentadas as quantidades de pontos ~(Mn) presentes nas malhas 
adaptativas durante a evolução do modelo até o tempo t = 3/27r, para os diferentes valores de 
E= w-s, 8 = 5, · · · , 10. Observa-se nessa figura que a medida que E aumenta ~(Mn) diminui. 

t000~---

800 

600 

8=10~ 

Figura 7.8: Número de pontos ~(Mn) utilizados na evolução temporal da Equação de Burger em 
malhas M,, para E = w-s' sendo 8 = 5, ... , 10. 

As malhas Mn para tn = 3/21r estão ilustrada no plano posição x escala da Figura 7.9, 
para diferentes valores de E = w-s, s = 6, · · · , 9. Pode-se verificar nessa figura que uma estrutura 
tipo cone, desenvolvida em tomo de x = 1/2, fica mais nítida à medida que E é reduzido. 

a) E= 10-6 b) E= w-7 

'" 7~ 

-:r~. . 
o • 
, 
·~.---.~.---~--~%~~-~.--~ 

c) E= 10-8 d) E= w-9 

--=====---:f 1 
' 1 

~r -- 1 - ·~······························~ 
~i-· ~ " ~ .,.i 
:~ . . 1 
t~ ~.a o.~ o..<~ o.t ! 

Figura 7.9: Posição dos coeficientes wavelet significativos para a solução da Equação de Burger 
em t = 3/21r, em uma malhaM,. 
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Para avaliar o desempenho do método, usa-se como referência a solução numérica Vio, 
obtida sem nenhum tipo de adaptação em uma malba uniforme Xio bem mais refinada do que 
aquelas que ocorrem nos testes (usa-se j 0 = 13). Seja U a extensão, atéa malba xe, da solução 
numérica do método adaptável, em que f é o nível mais fino presente na malba adaptável utilizada. 
É calculada a diferença Vio -Unos pontos de xt. Para efeito de comparação, calcula-se também 
as diferenças Vio- Vi nos pontos de X i, paraj ::; 10. Na Figura 7.10 estão apresentadas as normas 
f2 (MSE) dessas diferenças em relação ao número de pontos utilizados em cada caso. Observa-se 
nessa figura que, para um certo erro estipulado, o número de pontos utilizados no método adaptável 
é menor do que no método usual em malba uniforme. Além disso, observa-se que a redução de 
E não necessáriamente implica em uma redução do erro. Isto ocorre porque o erro do esquema de 
diferenças finitas domina o processo para valores de truncamento E muito pequenos. 

Malha adaptativa -+-

Malha uniforme --

C5 1000 

§ 
0.. 

,.g 

Z
ó 

100 

Erro 

Figura 7.10: Avaliação do erro na solução de Burger em t = 3/21f. 

7.2 Caso Bidimensional 

Os coeficientes wavelet do caso bidimensional também podem ser interpretados como 
erros de interpolação. Portanto, em princípio, a metodologia do caso unidimensional se aplica 
também ao caso bidimensional. No entanto, a topologia das malhas irregulares bidimensionais 
podem aumentar a complexidade de armazenamento, de busca e de cálculos. Por isso, são ge­
ralmente preferidas aquelas malbas que sejam localmente regulares, em blocos, como as tratadas 
neste trabalbo. 
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Conceitualmente, para a construção e operação com essas malhas em blocos, é utilizada 
uma estrutura de árvores quaternárias. Então, para facilitar o formalismo, urna nomenclatura e 
algumas propriedades de árvores quaternárias são introduzidas. A seguir é apresentada a definição 
de uma árvore constituida de blocos localmente regulares. 

7.2.1 As Malhas 

No caso bidirnensional são utilizadas malhas definidas por partições de um retângulo 
[O, L] x [O, D]. No nível menos refinado, é assumido que X 0 é a malha com Nx x Ny pontos 
obtida pela partição regular do retângulo, com espaçamento hx = f;, na direção de x e hy = fJ. 
na direção de y. Isto é 

X 0 = {'y = (khx,fhy),O:::; k < Nx, O:::; f.< Ny}. 

Por refinamento diádico, têm-se as malhas regulares 

em que N~ - 2iNx, Nt = 2iNY•. e h~ . 2-ihx e h?.= 2-ihy. Desta maneira, tem-se uma 
sequência de malhas encaixadas X 1 C X 1+1, em que X 1+1 é obtida incluindo pontos médio em 
Xi. 

* Estrutura de Árvores 

De modo geral, também são considerados blocos de malhas regulares 13{. C Xi, com 
Nx x Ny pontos, do tipo 

O ponto Jl do extremo inferior esquerdo de 13{. é chamado de ponto diretor, e j de nível de escala 
do bloco. Por refinamento diádico e partição em quadrantes, o bloco 13{. dá origem a quatro novos 
blocos disjuntos no nível j + 1 

. j - { "+1 "+1 :i+l :i+l} Bf. -+ S(B~') - 811'00, 811'0, , BJJ.,o , Bl'u . 

Se Jl é um ponto com cordenadas (x, y), então os pontos diretores dos novos blocos são dados por 
Jloo=Jl, Jlo,l=Jl+(O, !f hD, Jlw=Jl+(It- h~,O),efln = 11+ (It- h~, !f h?). Na terminologia 
de árvores quaternárias, os elementos do conjunto S(B{.) são chamados de filhos do nó 13{., que 
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por sua vez é dito a mãe dos nós de S(Bf.), que são irmãos entre si. Uma geração de blocos está 
ilustrada na Figura 7.11. 

Figura 7.11: ilustração de uma geração de blocos numa estrutura de uma árvore e na malha asso­
ciada. 

Considerando a raiz Bfo,o) = X 0 , após :r gerações tem-se uma árvore quaternária com­
pleta de :r+ 1 níveis. Em cada nível O :::; j :::; :r existem 22i blocos (nós), cujos pontos diretores 
integram um conjunto que denominamos Ii. O diagrama de uma árvore quaternária completa de 
três níveis é apresentado na Figura 7.12. 

c=::Jc=::Jc=::Jc=::Jc=::Jc=::Jc=::Jc=::Jc=::Jc=::Jc=::Jc=::Jc=::Jc=::Jc=::Jc=::J 

Figura 7.12: ilustração de árvore quaternária completa com 3 níveis. 

Numa árvore completa de :r+ 1 níveis, as folhas são os blocos Bi[ do último nível, cuja 
união completam a malha regular mais fina. Isto é 

Podem-se ter também árvores quaternárias incompletas, em que é possível ter nós em 
níveis intermediários 1 :::; j < :r que não tenham filhos. Isso leva ao conceito mais geral de folhas 
de uma árvore: 

folhas são os nós que não possuem filhos. 
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Na Figura 7.13(a) está o diagrama de uma árvore incompleta com quatro níveis :f= 4. Nesta ár­
vore de blocos de malhas, as folbas ocorrem quando em algum bloco de um nível j é interrompido 
o processo de refinamento. A união das folbas 

M = U.r(A), 

fornece uma malhaM c x.J que é regular por blocos, mas com espaçamentos variáveis, como 
ilustrado na Figura 7.13(b). De fato, se Ai c Ii é o conjunto dos pontos diretores dos blocos folba 
do nível j, então 

sendo esta uma união disjunta. 

a)Árvore 

CJCJCJ ~ 

CJCJCJ ~ 

CJCJCJCJ 

.J 

M=U u Bt, 
j=l p.EAi 

Figura 7.13: ilustração de uma árvore quaternária não completa com 4 níveis e sua respectiva 
malha regular por blocos. 

* Construção de Malhas Adaptáveis Regulares por Blocos 

Como no caso unimensional, a idéia é permitir a representação de funções suaves, com 
irregularidades localizadas, de uma forma mais econômica em malhas localmente regulares por 
blocos. Os critérios de como construir tais malhas são apresentados a seguir. Segue-se a proposta 
de M. Hoslmstrom (1997). 

Um ingrediente fundamental na criação de uma malha adaptável regular por blocos é 
um indicador para teste de refinamento z,(B) de um determinado bloco, que é caracterizado por 



CAPÍTULO 7. MÉWDO HÍBRIDO: WAVELETS +DIFERENÇAS FINITAS 122 

um esquema de multiresolução interpolante e por um parâmetro e de truncamento dos coeficientes 
wavelet, escolhidos a priori. 

Dado um bloco Bf,, seja 8{, o completarnento de Bf, pela inclusão de uma coluna adicio­
nal de pontos à direita e uma linha adicional acima. Isto é, 

Consideram-se as malhas retangulares 'R} = 8{, e o seu refinamento diádico Ri+1 

Ri+1 = {"' = "+ (khi+1 f.hi+1
) O < k < 2N O <f.< 2N } 

I r X ' y ' - - X' - - Y ' 

de tal forma que 

Aplicando um nível da DWT interpolante sobre os valores de uma função nos pontos de Ri+1, 

obtém-se os coeficientes wavelet di~ i associados aos pontos 

'Yk~,j - J1. + (2kh~+l, (2l + l)h;+l), 

'Y~;,j - J1. + ((2k + l)hJi+\ 2f.h~+ 1 ), 

'Yi~l,j - J1. + ((2k + l)h~+l, (2l + l)h~+l), 

pertencentes a Ri+1 \Ri. Utiliza-se a notação 'D(&~;) para indicar o conjunto de todos os coe­

ficientes wavelet associados a pontos de&~;. Se todos os coeficientes wavelet at)i E 'D(Bi~!) 
tiverem módulo menor do que o valor de truncamento e, então define-se z.(&;:,!) = O. Caso 
contrário, define-se z. ( B!;!" 1) = 1. 

~·· 
Inicia-se a construção da malha M = M. a partir do bloco inicial B = X 0 e faz-se 

z.(B) = 1. A seguir, calcula-se o indicador z. de seus filhos. Se o indicador for nulo em todos os 
quatro casos, então o bloco B é considerado folha e integra-se à malhaM. Caso contrário, apenas 
são consiredados folha, e integrados à malha, aqueles blocos filhos com indicador nulo. Nos 
demais blocos, com indicador igual a um, repete-se o processo de teste até alcançar um nível em 
que todos os blocos são considerados folha. Na prática, no entanto, pode ser necessário antecipar 
a interrupção deste processo de construção devido a limitações físicas da máquina, em cujo caso, 
estabelece-se um número máximo de blocos presentes na malha. Esse procedimento é resumido 
nos Algoritmos 7.1 e 7.2. 
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Algoritmo 7.1 Construção de Malhas: Canstr(B, F, E). 
"187 E S(B) do 
if~,(B 7 ) =O, V(B7 ) E S(B) then 

F= FU(B) 
return 

else 
if z,(B7 ) = O, then 

F= :F U (B"~). 
else 

Apply: C anstr ( 87 , F, E). 
endif 

endif 
enddo 

Algoritmo 7.2 Indicador de Refinamento: z,(B) 
m = Leve! (B)-1. 
if iJ.alml <E V d(a)m E V(B) then 

k,l - k,l 
returnO (Não há coeficientes wavelet significativos) 

else 
return 1 

endif 
(Há coeficientes wavelet significativos) 

123 
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\ilustrações Numéricas: I 

Na Figura 7.14 são apresentadas as curvas de nível e uma representação 3D da função 
tipo pulso 

f (x, y) = 3 exp -250o.o ( (x-0.3J'+(y-o.3)'J +sen(21rx) + sen(27ry) 

em que se percebe a localização da singularidade em tomo do ponto (0.3, 0.3). 

6 

2 

Figura 7.14: Representação da função tipo pulso utilizada. 

As malhas M, adaptativas para essa f(x, y), com M = 4 estão representadas na Figu­
ra 7.15. Os blocos utilizados possuem Nx = Ny = 32. Observa-se nesta figura o posicionamento 
dos blocos mais refinados na vizinhança da singularidade a medida que E diminui. 
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a)M10-3, 28 blocos b) M 10-•, 64 blocos c) M 10-s, 100 blocos 

I 

• . 

• 

. 

Figura 7.15: Representação de função tipo pulso em malbas M, para M = 4. 

A Tabela 7.3 apresenta a economia de pontos alcançada em cada representação adaptável, 
comparada com a representação em uma malba uniforme xe correspondente ao nível mais refinado 
atingido. Observa-se que o número de blocos aumenta à medida que E diminui. No entanto, a 
proporção U(M,)/U(Xe), entre o número de pontos utilizados nas malhas adaptativas e o total de 
pontos da malba regular do nível mais refinado diminui drásticamente com a redução de E. 

Tabela 7.3: Armazenagem em malhas M, (função pulso). 

E Número de Blocos U(M,) U(xe) rt(M,)fij(Xe) 
105 100 102400 2097152 0.05 
w-4 64 65536 262144 0.25 
w-3 28 28672 65536 0.43 

Nas Figuras 7.16 e 7.17, e na Tabela 7.4 resultados semelhantes são apresentados para a 
função frente oblíqua 

f(x, y) = 1 - tanh(25x + 5(y- 1)). (7.3) 

Observa-se o posicionamento dos blocos mais refinados em torno da região de variação mais brusca 
da função. Comparando estes resultados com os do exemplo anterior, é observado que ocorre um 
melhor desempenho de armazenagem para estruturas pontualmente localizadas, como no caso do 
pulso. Observa-se também que o nível máximo C da função pulso é maior que o alcançado na 
representação da frente oblíqua. 
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Figura 7.16: Frente-oblíqua (vista lateral). 

a)JVI 10-3, com 10 blocos b) M 1o-•, com 19 blocos c) M 10-s, com 44 blocos 
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Figura 7.17: Representação de uma função tipo frente oblíqua em malhas M, para M = 4. 
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Tabela 7.4: Armazenagem em malhas M, (frente oblíqna). 

E Número de Blocos ~(M,) U(X3 ) n(M,)/U(X') 
w-o 44 45056 262144 0.17 
w-4 19 19456 65536 0.30 
w-a 10 10240 16384 0.60 
w-2 4 4096 4096 1.00 

7.2.2 Extensão e Redução de Malhas 

Para a adaptação dinâmica e automática de malhas nas aplicações de interesse neste 
trabalho, operações de extensão e redução são necessárias. Como as malhas estão associadas a 
árvores quaternárias, é utilizada a nomenclatura de árvores para definir essas operações. 

Se A e Ã são duas árvores tais que A c Ã, então diz-se que Ã é uma extensão de A, ou 
que A é uma redução de Ã. Em particular, há interesse nas expansões e reduções de árvores como 
descritas a seguir. 

E -
Extensão: A -+ A 

Adota-se a extensão 

Ã=A U S(F(A)) 

em que para obter a árvore ex tendida Ã, agrega-se à estrutura hierárquica de A uma nova geração 
de nós associados a cada folha existente em A. 

Na Figura 7.18 está a ilustração de uma malha M regular por blocos juntamente com sua 
respectiva malha regular por blocos estendida M. A extensão apresentada é de apenas um nível. 

Dada urna representação ( M, JM), os valores funcionais rM na malha estendida M po­

dem não estar disponíveis. Neste caso, JM é obtido por um esquema de refinamento interpolante. 
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a)MalhaM b)MalhaM 

li-H 
~ 
' ! 11:n 

I I 

Figura 7.18: ilustração de (a) uma malha regular por blocos e (b) sua respectiva malha estendida. 

Redução: Ã ~ A 

Como na construção de malhas adaptativas por blocos, o operador de redução T. é carac­
terizado pelo indicador ~.(B). Todas as folbas de Ã cujos irmãos também são folbas, são testadas. 
Quando uma folba e todos os seus irmãos tiverem indicadores nulos, esses nós são eliminados da 
estrutura hierárquica, e, por conseguinte, a mãe deles passa a ser um nó folba. Neste caso, corno a 
estrutura de folbas é alterada, o processo é repetido. O procedimento de redução está descrito no 
Algoritmo F.1 do Apêndice F.l. 

* Operações Algébricas 

Analogamente ao caso unidimensional, as operações de soma e multiplicação entre fun­
ções representadas por valores pontuais em malhas adaptativas são simples quando as malhas en­
volvidas são idênticas. Nesse caso, a operação em questão é efetuada ponto a ponto nos blocos. 
Caso contrário, primeiro é necessário acrescentar novos blocos nas representações, de tal forma 
que todas as representações possuam malhas idênticas. Caso os valores funcionais nos novos 
blocos não forem disponíveis, eles são obtidos por refinamento interpolante. Ou seja, dadas as 
representações (M,JM) e (M',gM'), as funções z =f+ g ou z =f* g são representadas por 
(M, zM) em queM= M UM', z =i+ g, ou z =i+ g, em que i e g são as interpolações de 
f e g em Ma partir de fM e gM'). 

* Diferenciação 

Outra operação de importãncia é a diferenciação de funções representadas em malhas 
adaptativas regulares por blocos. A proposta é usar diferenças finitas com espaçamento uniforme 
em cada bloco individualmente. Em cada direção, as derivadas parciais são aproximadas por dife­
renças finitas cujos coeficientes são os mesmos do caso unidimensional. O espaçamento é h~ na 
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direção x e h~ na direção y para os blocos do nível j. Por outro lado, é importante manter uma co­
municação entre as estruturas representadas na malha. Para garantir a transferência de informação 
entre blocos vizinhos, nos cálculos das diferenças finitas centradas nos pontos de fronteira, cujos 
estênceis não estão presentes no bloco, usam-se informações obtidas dos blocos vizinhos. No caso 
específico de interpolação cúbica (M = 4), são necessárias duas linhas e duas colunas extras de 
dados em cada bloco. Somente no caso em que os pontos da fronteira do bloco coincidirem com 
a fronteira física da malha é que utilizam-se diferenças finitas não centradas adaptadas à frontei­
ra. Em todos os casos apresentados a seguir são utilizadas na discretização espacial o método 
diferenças finitas de ordem 4, cujos estênceis são apresentados nas Tabelas 7.1 e 7 .2. 

Como visto anteriormente, para efetuar as diversas operações em cada bloco, faz-se ne­
cessário agregar informações extras tomadas de blocos vizinhos. Para preservar a independência 
na implementação dessas operações em cada bloco, na prática, trabalha-se com uma estrutura de 
dados ampliada contendo todas as informações extras necessárias. Para tal fim, os seguintes as­
pectos são cruciais: (a) a relação de vizinhança entre blocos; e (b) a troca de informação entre 
blocos vizinhos. Detalhes sobre estes dois assuntos estão no Apêndices F.2 e F.3. Um grande 
interesse prático na manutenção da independência dos blocos é permitir a utilização de métodos 
de paralelização. 

7 .2.3 Problemas de Evolução Temporal 

A representação de funções em malhas adaptativas é utilizada na solução numérica de 
EDPs de evolução 

{

a;{ =LU, t>O, (x,y) E [0,1] x [0,1] 

U(x, y, O)= U0 (x, y), 

U = U(x,y, t) 

com condições de contorno periódicas e/ou Neumann e/ou Dirichlet. Supõe-se que no tempo 
tn = n ~ t seja conhecida a representação (Mn,un), em que un são os valores da solução 
numérica numa malha adaptável Mn. No passo seguinte de tempo, a representação (Mn+l, un+1

) 

é obtida adotando-se os próximos procedimentos. 

l. Extensão: (Mn,un) i.t (Mn+,un+), 

O processo de extensão está associado à idéia de se obter uma malha estendida Mn+ cujos 
pontos possam representar melhor a solução no próximo passo de tempo. Ou seja, espera-se 
que Mn+ contenha Mn+l. Corno explicado anteriormente, a extensão da malha é obtida 
pelo acréscimo de um ou mais níveis na árvore associada à malha Mn. Isto auxilia na pre­
venção de possíveis deslocamentos das estruturas ou surgimento de estruturas nas escalas 
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mais finas. O número de níveis acrescentados pode variar com o fenômeno físico modelado 
pela EDP. Nas aplicações deste trabalho apenas um nível de refinamento é usado, como des­
crito anteriormente. 

2. Evolução Temporal: (Mn+,un+) v.) (Mn+,i{n+l). 

A partir dos valores un+ da solução numérica no tempo tn na malha estendida Mn+, faz-se 
a evolução temporal usado métodos explícitos, em especial o método de Runge-Kutta na 
discretização temporal e o esquema de diferenças finitas adaptável por blocos nas derivadas 
espaciais. O resultado deste procedimento é denotado por i(n+ 1, que correponde à solução 
numérica no tempo tn+l na malha Mn+. 

3. Truncamento: (Mn+1,ifn+1) ~ (Mn+t,un+1). 

Não necessariamente a malha Mn+ é a mais adequada para representar a solução numérica 
em tn+l· Então, aplica-se o operador de truncamento para adequar a malha Mn+, de forma 
a se obter uma possível representação mais econômica Mn+l. 

Em resumo, a evolução temporal numérica de uma EDP, cuja solução é representada em 
malhas adaptativas, pode ser esquematizada como 

conforme ilustrado no diagrama de fluxo de dados da Figura 7.19. Esse método é implementado 
no programa WDF em OOP ;c++ nesta pesquisa. 
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Figura 7.19: Diagrama de fluxo de dados para resolução de uma EDP em uma malha regular por 
blocos. 
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7.2.4 Ilustração Numérica: Equação da Advecção Linear 

Os resultados numéricos apresentados a seguir são para a Equação da Advecção 

8U(x,y,t) ( 8U(x,y,t) 8U(x,y,t)) = 
0 ât + ôx + ôy ' (7.4) 

para t 2': O e (x, y) E [O, 1] x [O, 1]. As condições de fronteira e inicial adotadas são 

U(O, y, t) = U(1, y, t), O ::; y ::; 1 
U(x, O, t) = U(x, 1, t), O ::; x < 1 
U(x, y, O)= exp-300((x-O.s)

2
+(y-o.s)

2
) + 0.2 sin(27rx) + sin(27ry). 

A condição inicial está apresentada na Figura 7.20. Na evolução temporal desse modelo, essa 
estrutura é deslocada ao longo da diagonal do domínio [0, 1] x [O, 1]. 

1 .o 

o.e 

o.s 

o.A-
r-1 

o.2 

o.o 

-Q.-b 

Figura 7.20: Condição inicial do modelo de advecção linear. 
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As representações em malhas adaptáveis M 10-> para a condição inicial estão apresenta­
das na Figura 7.21. Os coeficientes wavelets estão associados a interpolações lineares e cúbicas ( 
M = 2 e 4). São considerados blocos Nx x Ny, com Nx = Ny = 32. Como esperado, observa-se 
que a malha associada a M = 2 possui um número maior de blocos (mais do dobro de blocos do 
que com M = 4). Para M = 4, considera-se também Nx = Ny = 16. Observa-se que, variando 
o tamanho dos blocos, o número de blocos resultantes é duas vezes maior com Nx = Ny = 16. No 
entanto o número total de pontos é a metade. Este paradigma número de blocos versus número 
de pontos requer uma avaliação do ponto de vista de custo computacional. Em termos de armaze­
namento, a representação com Nx = Ny = 16 é mais vantajosa. Por outro lado, as operações de 
extensão e diferenciação (busca de vizinhos) são mais econômicas no outro caso Nx = Ny = 32, 
que possui número menor de blocos. Portanto, nas simulações a seguir, os parâmetros adotados 
lvf = 4 e blocos com Nx = Ny = 32. 

a) b) c) 

! i i ! I I I 

I I I I I I I ' 
I 

i 
I I i ' I I I 

i I I ' I 

' 
i i i 

I ' 
I ' I 

i i i i 

' 

I I I I 
I I i i 

I 

i I I I ' I I I i i I I I 

Figura 7.21: Representação da condição inicial em malhas estendidas M 10-,: a) M =2, com 160 
blocos 32 x 32; b) M =4, com 64 blocos 32 x 32; e c) M =4, com 112 blocos 16 x 16. 

Nos experimentos numéricos, à medida que a estrutura inicial é deslocada, ocorre um 
pequeno alargamento do spike. Na Figura 7.22 está exemplificado esse fenômeno numérico para 
M = 4, blocos de 32 x 32 pontos e um parâmetro de CFL igual 0.05. Na Figura 7.23 está apresen­
tada a variação de pontos na malha adaptável estendida durante a evolução temporal. Observa-se 
que á medida que o spike desloca-se, afastando-se do centro, ao longo da diagonal, há uma redu­
ção de 56% do número de pontos (i.e., há uma redução de até 36 blocos). 
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g) M 10-3, t = 0.7 h) U(x, y, t), t=0.7 
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Figura 7.22: Representação de U(x, y, t) em em malhas adaptativas M., para E= w-3, 

M=4eNx=Ny=32. 
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80 

Tempo 

Figura 7.23: Número de blocos utilizados na malha adaptável em cada passo da evolução temporal 
apresentada na Figura 7.22 

7.2.5 Ilustração Numérica: Equação da Advecção-difusão 

Os resultados numéricos apresentados a seguir são para a evolução de uma frente oblíqua 
representada no modelo advecção-difusão 

8U(x, y, t) âU(x, y, t) âU(x, y, t) _ fPU(x, y, t) _ â2U(x, y, t) _f( ) 
ât + âx + ây âx2 ây2 - x, y, t ' (7.5) 

para t 2: O e (x, y) E [O, 1] x [O, 1]. As condições de fronteira, a solução inicial e a forçante 
f(x, y, t) adotadas são de tal forma que 

U(x, y, t) = 1- tanh( z(x, y, t)), 

em que z(x, y, t) = a(x - t) + fJ(y- 1) para a, fJ E R+. Nesse caso a forçante f(x, y, t) é 
representada pela seguinte expressão 

f(x, y, t) =- ,B sech2 (z(x, y, t)) - 2(o? + f32 )sech2 ( z(x, y, t)) tanh(z(x, y, t)). 
A condição inicial para a = 25 e (3 = 5 representa uma frente oblíqua em relação ao domínio, com 
inclinação bem acentuada na vertical, como pode ser observado na Figura 7.16, página 126. Na 
evolução temporal, esta frente propaga-se da esquerda para a direita, atingindo a fronteira direita 
(x = 1) em t=0.75 (Figura 7.24). 
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Figura 7.24: Evolução temporal da frente oblíqua. 
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As malhas M 10-3 adaptáveis à condição inicial, obtidas com blocos 32 x 32 e ordem de 
interpolação lvf = 2 e 4, estão apresentadas na Figura 7.25 a) e b). Observa-se que paraM = 2 a 
malha associada possui mais do que duas vezes o número de blocos do que para lvf = 4. Fixando 
M = 4, e variando o tamanho dos blocos, observa-se na Figura 7.25 b) e c) que com Nx = Ny = 
16, não somente aumenta-se o número de blocos, como também o número de pontos da malha. 
Comportamento semelhante acontece com E = 10-4

• Ou seja, para valores de E muito pequenos, o 
efeito de diminuir o número de blocos não produz, necessariamente, o efeito de reduzir o total de 
número de pontos. 

a) b) c) 

... ·-·-

Figura 7.25: Representação da condição inicial em malhas M 10-3: a) M = 2, com 22 blocos 
32 x 32; b) M =4, com 10 blocos 32 x 32 e c) M =4, com 88 blocos 16 x 16. 

Nos cálculos apresentados a seguir são utilizadas representações da malha adaptável 
M 10-2 em que M = 4, com Nx = Ny = 16, com um parametro de CFL de 0.001. Como no 
caso da equação da advecção, há uma variação de blocos na malha adaptável durante a evolu­
ção temporal. Isso ocorre devido ao deslocamento da frente. Na Figura 7.26 está apresentada a 
variação de blocos na malha estendida Mn+. Observa-se nessa figura que para O :::; t ;S 0.3 a 
malha Mn+ possui 40 blocos, aumentando para 52 blocos entre 0.3 < t ;S 0.4, e para 64 blocos 
t ~ 0.4, apartir desse tempo a malha retoma a 52 blocos entre 0.4 < t ;S 0.5 e a 40 blocos entre 
0.5 < t :::; 0.75. Na Figura 7.27 estão apresentados a disposição desses blocos nessas malhas 
estendidas. 

__ !'! • "====o

0 I - ~ f------: _______;'_,_i i 

o~~o~.~~02~~o~ .• ~o~ .. ~o~.s~7o.7a~o~.7~ 
,.,,.....po 

Figura 7.26: Número de blocos utilizados na malha adaptável em cada passo da evolução temporal 
apresentada na Equação 7.5. 
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Figura 7.27: Malhas estendidas Mn+, para a evolução temporal da frente oblíqua com blocos 
16 x 16 pontos e M = 4: a) O :::; t ;S 0.3, com 40 blocos; b) 0.3 < t ;S 0.4, com 52 blocos; 
c) t ~ 0.4, com 64 blocos; d) 0.4 < t ;S 0.5, com 52 blocos; e e) 0.5 < t :::; 0.75, com 40 blocos. 

7.2.6 Ilustração Numérica: Equação de Burger 

Os resultados apresentados a seguir são para a evolução da Equação de Burger 

âU(x, y, t) U âU(x, y, t) U âU(x, y, t) _ â2U(x, y, t) _ â2U(x, y, t) _ 
0 

(
7

.
6
) 

ât + âx + ây flx âx2 /1y ây2 - ' 

para t 2: O, (x, y) E [0, 1 J x [O, 1 J e f.Lx = /1y = 10-2 
• As condições de fronteira são periódicas e a 

condição inicial é expressa por 

U(x, y, O) = sen(27rx) sen(27ry). 

Este exemplo ilustra a formação de regiões de choque a partir de uma condição inicial suave. As 
regiões em que a solução U é negativa irão deslocar-se em direção oposta as regiões em que a 
solução U é positiva. Isso irá causar regiões de choque. 

Na Figura 7.28 está apresentado a variação de blocos na malha adaptável estendida du­
rante essa evolução temporal, sendo E= 10-5, Nx = Ny = 32 blocos e um parâmetro tipo CFL 
com o valor de 0.05. Observa-se que há um aumento de blocos devido ao inicio da formação do 
choque. A partir desse tempo o número máximo de blocos é atingido e a solução é evoluida nessa 
malha irregular por blocos. Na Figura 7.29 estão apresentadas ilustrações da evolução da solução 
e de sua malha estendida. Inicialmente a função é suave e a malha estendida possui apenas 16 blo­
cos, como ilustrado na Figura 7.29(a) e (b). Próximo a t = 0.04 a solução passa a necessitar mais 
níveis de refinamento, como mostra a Figura 7.29(c) e (d). E em tomo de t ~ 0.9 a malha localiza 
a região em que ocorrerá o choque e se refina nessas regiões, como ilustrado nas Figuras 7 .29( e) e 
(f). 
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Figura 7.28: Número de blocos utilizados na malha adaptável em cada passo da evolução temporal. 
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Figura 7.29: Representação de U(x, y, t) em em malbas adaptativas Me, para E = 10-5
, M = 4, e 

Nx =Ny = 32. 
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Capítulo 8 

Conclusão 

O trabalho desta tese foi desenvolvido com o objetivo de formular um método numérico, 
com adaptabilidade espacial, adequado para a simulação computacional de problemas de equações 
diferenciais parciais evolutivas, em especial, as de interesse em Meteorologia e áreas afins. Os 
resultados apresentados nesta pesquisa ressaltam as propriedades de detecção de estruturas singu­
lares e compressão de dados, que são características das representações de funções e operadores 
em termos de bases wavelet. Nesse sentido, foram avaliados diversos aspectos de aproximações 
no contexto de splines biortogonais, tanto do ponto de vista teórico (erro de truncamento, efeito da 
discretização na velocidade de grupo) quanto computacional (representação esparsa de funções e 
de operadores diferenciais em multinível). 

Entre as várias estratégias analisadas, verificou-se que o método híbrido wavelet +di­
ferenças finitas com estrutura de blocos é o mais adequado para alcançar os objetivos almejados. 
As razões dessa escolha estão associadas à facilidade de alterar, automaticamente, os níveis de 
refinamento durante a evolução temporal, caso isso seja necessário para uma melhor representação 
da solução; à versatilidade da formulação, que permite incorporar outros métodos de diferenças 
finitas; à facilidade de lidar com condições de fronteiras e termos não lineares; às características 
paralelas do método, em que as estuturas de blocos são unidades independentes; e à estrutura de 
dados ser mais simples no sentido de busca/armazenamento para as operações numéricas. Um dos 
resultados relevantes deste trabalho é o desenvolvimento do programa WDF em OOP ;c++ que 
executa esse método. Em princípio, dada uma precisão desejada, é possível fazer simulações com 
o refinamento requerido pela solução numérica. 

Nos casos estudados, adotou-se uma discretização temporal explícita de mesma ordem 
da discretização espacial. Apesar de ser mais simples de implementação numérica, verificou-se 
que esse tipo de esquema limita o total aproveitamento do potencial do método adaptativo wavelet 
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+ diferenças finitas. De fato, por questões de estabilidade, o passo de tempo deve ser escolhido 
de acordo com a menor escala presente na solução numérica Portanto, se o problema analisado 
requer um refinamento intenso da malha em pequenas regiões de variações bruscas, o espaçamento 
temporal também deverá ser muito pequeno, aumentando o tempo computacional como um todo. 
Com isso, essa pesquisa também permitiu avaliar a importância do desenvolvimento de esque­
mas de discretização temporal mais adequados a aproximações em multinível (como o Método de 
Petrov-Galerin não linear, apresentado no Capítulo 6) que possam ser combinadas com estratégias 
de adaptabilidade espacial, que será um dos assuntos tratados na continuação deste trabalho. 

Perspectivas para Estudos Decorrentes desta Tese 

• Aspectos teóricos: 

- Avaliar a possibilidade de se acoplar métodos implícitos, incondicionalmente estáveis 
no tempo, ao método híbrido wavelet-diferenças finitas proposto. 

- Avaliar a adaptação temporal do tipo Galerkin não-linear com esquemas adaptativos no 
espaço. 

- Analisar a discretização biortogonal de ordem superior na velocidade de grupo em 
malhas justapostas (Arakawa, 1997), como a grade C de Arakawa, para os modelos de 
advecção, gravidade e água rasa estudados. 

• Aspectos Computacionais: 

- Otimizar o tempo/armazenagem de dados dos programas gerados nesta tese por meio 
avaliações de performace de tempo, de chamadas recursivas das funções e de memória 
utilizada. 

- Implementar outros esquemas de diferenças finitas espaciais no método híbrido wavelet­
diferenças finitas. 

- Implementar outras propostas de discretização temporal que se mostrarem mais ade­
quadas. 
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Apêndice A 

Convenções e Definições 

Neste capítulo são apresentados algumas convenções e definições utilizadas neste traba-
lho. 

A.l Análise de Fourier 

Definição A.l.l (Convolução) A convolução de duas junções f, g em lR" é dada por 

(f* g)(x) := r f(y)g(x- y)dy. }[/.n 
(A.l) 

Definição A.1.2 (Transformada de Fourier) A transformada de Fourier e sua inversa, em uma 
dimensão, são expressas por 

i(ç) 

f(x) 

- -- e-•~xf(x)dx, 1 1"" . 
../2i[ -oo 

- _1_1oo eix~j(Ç)dÇ, 
.,f2i[ -oc 

(A.2) 

(A3) 

A relação entre uma série e sua série construída a partir da Transformada de Fourier é 
conhecida como fórmula do somatório de Poisson e é descrita no teorema a seguir. 
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Teorema A.l.l (Fórmula do Somatório de Poisson) Seja f E coo uma função rapidamente de­
crescente em R. Então, 

~ -inaf( b) = 2_ ~ f,(21rm +a) ix(2<>;+<>l 

~oo e X+ n lbl mf::.oo b e , 
(A.4) 

em que a, b, x E IR, b =F O. 

A.2 Base de Riesz 

Definição A.2.1 (Base de Riesz) O conjunto de funções {tft(x- k); k E Z} é uma base de Riesz 
para V0 se e somente se ele gera V0

, e para todo (ck)kez E (2 têm-se que 

A L lckl2 ::;11 L cktft(x- k) 112 ::; B L hl2
, 

k k k 

em que O < A, B < oo. 

A.3 Condição de Strang-Fix 

A ordem de precisão de esquemas de aproximação é usualmente definida pela capacida­
de que esses esquemas possuem de reproduzir polinômios. No caso específico de aproximações 
em termos das transladadas de uma função básica numa malha regular, isto é caracterizado pela 
condição de Strang-Fix (Strang e Fix, 1973). 

Definição A.3.1 (Condição de Strang-Fix) Seja p um inteiro não negativo. Uma função f satis­
faz a condição de Strang-Fix de ordem p se ](O) =F O e ](Ç) tem zeros de ordem p + 1 em todos os 
pontos Ç = 21rk, O =F k E Z . 

A.4 Funções Splines 

Algumas das propriedades básicas das funções B-splines, Bt ( x) de interesse neste tra­
balho são apresentadas nesta seção. Maiores detalhes sobre essas funções podem ser encontrados 
em Hãmmerlin e Hoffman (1991); Chui (1992) e He (1996). 
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As funções B-splines Bt ( x) de ordem .e, em que x E R, são construídas a partir da 
seguinte convolução: 

Bt(x) = (Bo * Bt-d(x), .€ ~ 1, 

em que B0 (x) é a função característica no intervalo [O, 1], i.e., 

Bo(x) = { 1 para x E [O, .1), 
O caso contrário. 

Para calcular as funções B-splines de ordem superior, utiliza-se a seguinte fórmula: 

1 l+l ( .e 1 ) 
Bt(x) =.e!~ (-l)k ~ (max(O,s(x)))l. 

O primeiro termo entre parênteses da equação anterior representa uma binomial 

( p) p! 
q - (q-p)!q!' 

e s(x) é expresso da forma a seguir 

s(x) = { 
x+!.-k 

2 ' 
se .e for par, 

se .e for ímpar. 

O suporte das Be(x) é 

suppBt= { 
[_l+l l+l] se .e for ímpar 

2 ' 2 ' 

Essas funções são sempre positivas no interior desse suporte e elas são simétricas em 
torno do ponto zero se .e for ímpar e do ponto 1/2 se .e for par. 

Pode-se verificar na Figura A.1 (b) que a função Bf é a conhecida função chapéu, i. e., 

-1 ::Ó X< 0, 
0 ::Ó X < 1, 
caso contrário. 
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Outros exemplos de funções Bt(x), para e= O,··· , 5, também são apresentados nessa figura. Ne­
la, também é possível verificar as propriedades descritas anteriormente, como suporte, positividade 
e simetria. 

A transformada de Fourier das funções Bt(x) também possui uma fórmula explícita, que 
é expressa por, 

1 

o. 8 

0.6 

o. 4 

0.2 

1 

0.8 

o. 6 

0.4 

0.2 

(a) Bo(x) 

-3 -2 -1 o 1 2 3 

(c) B2(x) 

' 

-3 -2 -1 o 1 2 3 

(e) B4(x) 

(
Sel1Çj2)l 

02 , 

-i{/2 ( sene12) t 
e {/2 ' 

0.8 

o. 6 

0.4 

0.2 

1 

0.8 

0.6 

o. 4 

o .2 

1 

0.8 

0.6 

o. 4 

' -v.L 

se e é par, 

se e é ímpar. 

-3 -2 -1 o 1 2 3 

(d) Ba(x) 

-3 -2 -1 o 1 2 3 

(f) Bs(x) 

-3 -2 -1 o 1 2 3 
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Figura A.1: Funções B-splines Bt( X) de ordem e= o, 1' ... ' 5. 

A.S Erro de Interpolação de Lagrange 

O erro de interpolação de Lagrange ((Prenter, 1975, pages:42-44)) é estimado a seguir: 

Teorema A.S.l (Erro de interpolação de Lagrange) Seja p( x) o polinômio de I...agrange de grau 
n que interpola f em a = Xo < x1 < · · · < Xn = b. Então: 

• Se f E Cn+l[a, b], o erro de interpolação de I...agrange pode ser estimado por 

para 

max lf(77)- P(11)1 :::; max lf(n+ll(Ç)I hn+l, 
~E[a,b] {E[a,b] 4(n + 1) 

h= max(xi+1 - x;), 
O::Sz<n 

e f(n) denota a n-ésima derivada de f. 

(A.5) 

• Se f E Ck[a, b], O :::; k :::; n, o erro de interpolação de I...agrange pode ser estimado por 

max lf(17)- P(17)1 :::; [1 + ( 2.h)n] gk(f, n), 
~E[a,b] h 

em que 

{ 

6w(f b-a) 
' 2n ' 

gk(f,n) = 3b-;;• maxçe[a,bJif(ll(Ç)I, 
k (k-l)k-l k (k) 

6 (k l)! n• k(b- a) maxçE[a,bJif (Ç)I, 

em que w(f, h) é o módulo da continuidade definido a seguir. 

k=O 
k=1 
k>1 e n>k-1?:1 

(A.6) 

Definição A.S.l (Módulo da Continuidade) Seja f uma junção definida em algum intervalo I 
e seja h> O um número real. O módulo de continuidade w(f,h) de f com respeito a h nesse 
intervalo é definido por 

w(f,h) = sup{lf(x +h)- f(x)l: x,x +h E I, lhl:::; h}. 
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ApêndiceB 

Ilustrações de Funções Biortogonais 

Neste capítulo são apresentadas algumas ilustrações de funções escalas e wavelets bior­
togonais de interesse neste trabalho. Essas ilustrações podem ser obtidas aplicando-se o algoritmo 
de construção desas funções biortogonais descrito em Daubechies (1992). 

(b) 'lj;i.5(x) 

2 l 
I 2 

I o o 

1-

u 
1 1 

-1 -1 

-2 -2 

-2 . o 1 - 2 -2 o 1 2 

(c) c/>1,5(x) 
' 

2 t 

1\. 1' 

o / 
~ ~ 

-1 

i 

o 

(\ 

""' "V" v 
2 

1 

-1 

-2 j -2 

-2 -1 o 1 2 -2 o 1 2 

Figura B.l: Funções escalas e wavelets biortogonais splines da família (1, 5). 

157 



APÊNDICE B. ILUSTRAÇÕES DE FUNÇÕES BIORTOGONAIS 

3 

2 

1 

o 
-1 

-2 

3 
-3 

3 
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1 

o 
-1 

-2 

-3 
-3 

/ ~ 

-2 -1 o 1 2 3 

(c) tP2,4(x) 

I \ 
'Y v 

-2 -1 o 1 2 3 

Figura B.2: Funções escalas e wavelets biortogonais splines da frum1ia (2, 4). 
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As funções básicas para o caso bidimensional da família (1, 5) estão apresentadas nas 
Figuras B.3 e B.4. 
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(a) <I>*(x, y) (b) "f*(1l(x,y) 

X y X 

(c) y•(2l(x, y) ( d) l* (3) (X, y) 

y X y X 

Figura B.3: Funções escala e wavelets bidimensionais- farm1ia (1,5). 
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(a) <P(x,y) 

X 

(c) yC2l(x, y) 

--.-----

_, 
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y X 
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I 
(}_5i 
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oj '''''i{;[;c!:)''i'\ 

~·~ 
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_, 
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(d) Y(3l(x, y) 

y 

_, 

X 

_, _, 
X 

Figura B.4: Funções escala e wavelets bidimensionais duais- família (1,5). 
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Apêndice C 

Demonstrações 

C.l Introdução 

Neste capítulo são apresentadas as demonstrações dos teoremas enunciados no 
Capítulo4. 

O seguinte lema é utlizado freqüêntemente no decorrer desse apêndice. 

Lema C.l.l Seja { </1, <P*} uma famflia de funções splines biortogonais, <P 

!/>* = 1/>N,N·· Então, 

Demonstração: Utilizando a relação de biortogonalidade obtém-se que: 

1 - _E~(w+21rk)~•(w+21rk) 
k 

- ~(w)~•(w)+ _E~(w+21rk)~•(w+27rk). 
ki'O 

Esse somatório define urna função C'>" que se anula, juntamente com todas as derivadas 
de ordem menor ou igual a N + N* - 1 em w = O. Seja 

161 
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Para n ::; N + N* - 1 tem-se que 

dngk (O)=~ ( n ) ~(m)(27rk)~•(n-m)(2rrk) =O. 
dzn L..t m 

m=O 
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Isto é uma consequência da condição de Strang-Fix de 4>, e 4>*. Param ::; N- 1, ~(m) (2rrk) = O. 
Param;::: N, temos n- m::; N*- 1, e logo ~·(n-m)(2rrk) =O. Consequentemente, 

~(w)~*(w) = 1 + O(w)N+N*. 

o 

C.2 Teorema 2.4.1 

Demonstração do Teorema 2.4.1 Pela propriedade dos momentos nulos para as 'lj;* tem-se que 

(g, 7f;Zi) = O para todo polinômio g de grau::; s- 1 ::; p, i.e., g E Ps-l· Portanto, os coeficientes 
wavelet podem ser expressos como, 

Logo, 

ld{l =lU, *~j) I 
=lU- g, *Zj) I 

=I f(f(x)- g(x)) 'lj;~i(x) dx I 

< f l(f(x)- g(x)ll7f;;i(x)l dx 

::; max .lf(x)- g(x)l 
x E supp,P:J f 

I ~fi I ::; inf 
gEPs-1 

max .lf(x)- g(x)l 
x Esupp'f/JZJ 

f 17f;;i(x)l dx. 

supp,P:i 

(C.!) 

A estimativa do erro da melhor aproximação de f em P5_ 1 é apresentada no Teorema de Whitney 
(DeVore e Lorentz, 1993, pp. 183). Neste caso, tem-se que: 

inf max .lf(x)- g(x)l::; C12-js 11 f(s) lloo, 
gEPs-1 xEsupp'lj;: 1 
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em que C1 é uma constante independente do nível j e da função f. Por outro lado, como 
'1/J~j(x) = 2if2'1j;*(2i X- k), tem-seque: 

f I'I/JZ1(x)l dx - 2112 f I'I/J*(21x- k)l dx 

su.pp tP; i sv.pp tPZj 

- Ti/2 f 1'1/J*(y)i dy 
supptjJ"' 

- C2T1I2
• (C.2) 

Portanto, 

ld~ I ::::: c z-t(•+l/2) li fC•l lloo, (C.3) 

em que C é uma constante independente da função f e do nível j. 

o 

C.3 Teorema 4.4.1 

Demonstração do Teorema 4.4.1: Escrevendo f(z) através da fórmula do somatório de Poisson 
e utilizando algumas propriedades da transformada de Fourier, obtêm-se que: 

k 

- 2>-íkz f t(J*(x)q/(x + k)dx 
k 

- f t(J*(x) 1::>-íkzt/J'(x + k)dx 
k 

- f t(J*(x) L eix(z+ 2 1rk)~'(z + 21rk)dx 
k 

- i~)z+21rk)~(z+21rk) f tf>*(x)eix(z+27rkldx 
k 

- i'l:)z + 21rk)~z + Ztrk't4>*(z + Z1rk). 
k 

(C.4) 
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Pelas propriedades de simetria pode-se representar 

if>(x) = v(x- u), if>*(x) = v*(x- u), 

em que u = O para N e N* pares, e a< = 1/2 para N e N* ímpares, onde v e v* são simétricas e 
centradas no zero. Com isto tem-se que: 

(C.S) 

sendo i) e v* funções reais. 

Portanto da Equação C.4 segue que: 

f'(z) =i 2)z + 21rk)v(z + 27rk)v*(z + 21rk). (C.6) 
k 

Seja 

g(z; k) = v(z + 21rk)v*(z + 27rk) 

e 

f(z; k) = g(z; k) (z + 27rk) + g(z; -k) (z- 27rk). 

Então o somatório da Equação C.6 pode ser expresso por: 

f(z) = izv(z)v*(z) +i L f(z; k). 
k?:l 

Conseqüêntemente, 

1- ~f(z) = [1 - v(z)v*(z)]- ~""" f(z; k). z zLJ 
k?:l 

Como na demonstração do Lema C.1.1 tem-se que 

d"' 
-d g(O;k) =O, paran :S N +N* -1. zn 

Logo, 

d"' 
-d f(O;k) =O, paraO :S n :S N +N* -1. zn 
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Além disso, como f( -z; k) = - f(z; k), tem-se que 

á" 
dznf(O; k) = Opara n par. 
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Isto é válido em particular para n = N + N*. Consequentemente a série L,k> tf ( z; k), 
que define uma função C 00

, se anula em z = O, juntamente com todas as derivadas de ordem menor 
ou igual a N + N*. Portanto, combinando este resultado com o Lema C.l.l, tem-se que 

1- .:r(z) = O(z)N+N·. 
z 

o 

C.4 Teorema 4.4.2 

Demonstração do Teorema 4.4.2: Essa demostração é análoga à do Teorema 4.4.1. Considerando 
v e v* dados na Equação C.5, tem-se que: 

I E(w, z) 1=1 v*(w + z)- _:v*(w)v*(z)f(w, z) [. 
z 

(C.7) 

O objetivo desta demonstração é estimar o segundo membro da equação anterior. Escrevendo 
f(w, z) utilizando a fórmula do somatório de Poisson, obtêm-se a seguinte expressão: 

f(w, z) =-i I: v(w + 27rm)v(z + 27rn)v*(z + w + 27r(m + n))(z + 27rn). 
m,n 

O somatório acima pode ser separado da seguinte forma: 

em que, 

(I) -

(ll) -

(III) -

(IV) -

(I) (li) (lll) (IV) ,........._._.. ,........,._, ,........,._, ~ 
f(w,z) = L [ ]+L[ ]+L[ ]+ L [ ], 

m=-n m=O 
n#O 

-iv*(z + w) [vcz)v(w)z +L v(z- 21rm)v(w + 21rm)(z- 21rm)] , 
m;'O 

-w(w) L v(z + 21rn)v*(z + w + 21rn)(z + 21rm), 
n;'O 

-w(z)z L v(w + 21!'m)v*(z + w + 21rm). 
m#O 

-i L v(z + 21rn)v( w + 21rm)v'(z + w + 21r(n + m))(z + 21rn). 
m,n#Q 
m#-n 
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Nos próximos parágrafos são analizados cada um desses termos separadamente. 

Termo (I): Seja 

f(w, z; k) = g(w, z; k)(z- 21rk) + g(w, z; -k)(z + 27rk), 

em que g(w, z; k) = v(w + 21rk) v(z- 21rk). Então, 

-i v* (w)v* (z)(I) = -v*(w + z) [v*(w)v(w)v*(z)v(z) + v*(w)v*( w) L f(w, z; k)] . 
z z k 

Por um lado, como consequência do Lema C.l.l, tem-se que: 

v*(w)v(w)v*(z)v(z) = 1 + O(wN+N·) + O(zN+N'). 

Pode-se provar que 

Assim, tem-se que para n :::; 2N - 1 

-=-:-â"~~g(O O· k) = v(ll (27rk) v<n-t) (21rk) = O 
8w18zn-l ' ' ' 
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(C.8) 

(C.9) 

(C. lO) 

pois pela condição de Strang-Fix de v, v<1l (27rk) = O para l :::; N - 1. Por outro lado, como para 
l 2:: N tem-se que n- l :::; N- 1, assim segue que v<n-l)(27rk) = O. Logo, é possível concluir 
que 

an 
8wlazn J(O, O; k) =O O:::; n:::; 2N- 1. 

Além disto, como f( -w, -z; k) =-f(w, z; k), tem-se que para todo n par 

â" 
8w18zn-lf(O,O;k) =O. 

Em particular, para n = 2N, isto implica na relação expressa pela Equação C.9, se for 
observado que 

Ef2N+1 

Bw2N+l /(0, O; k) =O. 
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Combinando as Equações C.8 e C.9, e levando em consideração que 2N :2': N + N*, 
obtém-se 

-t v*(w)v*(z)(I) = -v*(w + z) + O(z)N+W + O(w)N+N*. 
z 

Termo (II): Considerando 

g(w, z; k) = v(z + 27rk) v*(z + w + 27rk) 

e f(w, z; k) definido como no caso anterior, obtém-se que: 

(II) = -iV(w) ~f(w, z; k). 
k2:1 

Novamente, pelas condições de Strang-Fix de v e v*, para n ::; N + N*- 1, tem-se 
que 

Isto, em combinação com a anti-simetriade f(w, z; k), implica que: 

an 
ôwlôzn 1f(O,O;k)=O O::;n::;N+N*. 

Além disto, também tem-se que 

ôN+N"+lf 
ôwN+N*+l (O,O;k) = 0. 

Desta forma é válida a seguinte relação: 

-t v*(w )v*(z)(II) = -v*( w)v*(z)v(w) ~f( w, z; k) 
z 

k 

N+N" 
~ O(wmzN+N"-m). 
m::=O 

Termo (lll): Seja 

f(w,z;k) = v(w+27rk) v*(z+w+27rk), 

(C.ll) 
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tal que 

(III) = -iv(z)z L,:J(w,z; k). 
k#O 

Novamente, pelas condições de Strang-Fix de v e v*, para n :::; N + N* - 1, tem-se 
que: 

Portanto, 

à" f 
ôwl{)zn l (0, O; k) =O. 

-i v*(w)v*(z)(III) -
z 

-v*(w)v*(z)v(z) L f(w,z; k) 
k;"O 

N+N• L O(wmzN+N'-m). 

m=O 

Termo (IV): Seja a(w, z; f, k) = g(w, z;f, k)f(w, z;f, k), em que 

de maneira que: 

g(w,z;f,k) - v(w+21rk)v(z+21rf), 

f(w,z;f,k) - v*(z+w+21r(f+k)) (z+21rf), 

(IV)= -i L a(w,z;f,k). 
l,k#=(J 

t#-k 

Pelas condições de Strang-Fix de v e v* tem-se que: 

Õ" 
ôwl{)zn-l g(O,O;f,k) - O, O:::; n:::; 2N -1, 

Õ" 
ôwlâzn-l f( O, O; f, k) - O, O:::; n:::; N* -1. 

Logo, 

à" a 
ôwl[)zn-l (0, O; f, k) =O, O:::; n:::; 2N + N*- 1, 

(C.12) 
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o que implica em: 

-% v*(w)v*(z)(IV) -
z 

-1 "' z-v*(w)v*(z) L- a(w,z;l,k) 

2N+N* 

t,k;éO 

#-k 

Í: O(wmz2N+N*-m). 
m=l 
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O termo (IV) é de ordem superior aos termos (I), Cm e (Ill). Portanto, para finalizar esta 
demonstração basta substituir as contribuições apenas dos termos (I), (ll) e (Im, expressas nas 
Equações C.4, C.ll e C.l2, na Equação 4.28. 

o 

C.S Teorema 4.4.3 

Demonstração do Teorema 4.4.3: Considerando v e v* como em (C.5) tem-se que 

I &(w,z) 1=1 _ 1 
[v•(w + z)~,(w + z)- ~v*(w)v*(z)~a(w) ,ê,(z)] 1-

tjl,(w+z) z 

Seja 

g(w) = v*(w)~a(w) 

e 

](z) = v*(z)~,(z) 

tal que 

1 [ i - ] I &(w,z) 1=1 _ g(w + z)- -g(w)f(z) 1-
.Pa(w+z) z 

(C.13) 

A estimativa do segundo membro da Equação C.l3 é avaliada nos próximos paragráfos. Aplicando 
a fórmula do somatório de Poisson em ~" ( w) tem-se que: 

,J;,(w) = Í:~(w+27rk)eía(w+ 2 "k) = í:v(w+27rk). 
k k 
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Com isto obtém-se que: 

g(w) = v*(w)v(w) + v*(w) :Eg(w; k), 
k;:>:l 

em que g(w; k) = v(w + 27rk) + v(w- 27rk). Pela condição de Strang-Fix de v segue que 

d" 
dwng(O; k) =O, O:::; n:::; N- 1. 

Como g( -w; k) = g(w; k) tem-se que para N ímpar 

dN 
dzN g(O; k) =O. 

Portanto, 

paraNpar, 

para N ímpar. 

De forma análoga, é válida a seguinte estimativa: 

para Npar, 

para N ímpar. 

Aplicando a fórmula do somatório de Poisson em fia ( z) , 

fia(z) =i L(z + 21fk)(/J(z + 21fk)eia(z+21rk) =i L(z + 21fk)v(z + 27rk). 
k k 

Desta forma, segue que 

](z) = v*(z)v(z)z + v*(z) :E f(z; k), 
k>O 

em que f(z; k) = v(z + 27rk)(z + 21fk) + v(z- 27rk)(z- 27rk). 

Pela condição de Strang-Fix_dev segue que 

d" 
-/(0; k) =O O:::; n:::; N -1. 
dzn 
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(C.l4) 

(C.l5) 
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Além disso, como f(-z; k) =- f(z; k), temos que para todo N par 

dN 
dzNf(O;k)=O. 

Conseqüêntemente, 

-i- { -1+0(zN) 
.-f(z) = 

z -1 + O(zN-1) 

paraN par, 

para N ímpar. 
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(C.16) 

Portanto, substituindo as Equações C.14, C.15 na Equação C.13 é concluída a demons­
tração deste teorema. 

o 

A seguir são derivadas as expressões que facilitam o cálculo das funções ~ 1 ;2(() e 

$1; 2 ((). Essas funções são necessárias para se estimar E(w, z), dado na Equação C.13, quando 
N é ímpar. 

Lema C.5.1 Sejam ~a e Sa definidas nas Equações 4.18 e 4.33. Então 

em que 

~ 1 ; 2 (z) - 4 [H+(z/2) q,+(z/2) + H+(z/2 + 1r) cp+(z/2 + 1r)], 

S1;2(z) = i 8 [H+(z/2) f3+(z/2) + H+(z/2 + 1r) f3+(z/2 + 1r)], 

H+(C,) - 'L>k cos(k- 1/2)(, 
k2:1 

cp+(Ç) - "E cp(k) cos(k- 1/2)(, 
k2:1 

f3+(C,) - "E c/J'(k)sen(k- 1/2)(. 
k2:1 

Demonstração: Da relação de escala de 4> tem-se que: 

k n 

- 2 "E {2: h:!nif>(2k + 1- 2n) +"E h2n+lif>(2k- 2n)} e-ikw 

k n n 

- 2 ( H 0 (w)~ 1 (w) + H 1 (w)~ 0 ), (C.l7) 
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em que 

Logo, 

n 

n 

Por outro lado, 

H l( ) ~ 1,_ -inw w = ~~~n+le , 
n 

n 

J(w) - Lcfo(k)e-íkw 
k 

- L c,b(2k)e-í2kw +L c,b(2k + l)e-í(2k+I)w 

k k 

- ;fi0 (2w)+e-íw1}(2w). 

{ 

;fi(w) + ~(w + 1r) = 2 ~ 0 (2w), 
(C.18) 

;fi(w)- ;fi(w + 1r) = 2 e-íw~ 1 (2w). 

Analogamente, tem-se que H( w) satisfaz a seguinte equação: 

{ 

H(w) + H(w + 1r) = 2H0(2w), 
(C.19) 

H(w)- H(w + 1r) = 2e-íw H 1(2w). 

Substituindo (C.l8) e (C.l9) em (C.17) tem-se que 

eíw/2 { [ ] 
~I/2(w) = -

2
- [H(wj2)+H(w/2+7r)] ~o(w/2)-~ 0 (w/2+7r) + 

[H(w/2)- H(w/2 + 1r)] [~o(w/2) + ;fio(w/2 + 1r)]}. (C.20) 

Sendo N ímpar a função c,b(x) é centrada em 1/2, c,b(k) = c,b(l- k). Logo, 

;fi(w) - Lcfo(k)e-íkw 
k 

_ e-iw/2 L c,b(k)[e-íw(k-I/2) + e-iw(k-I/2)] 

k?I 

- 2e-iw/2Lcfo(k)cos(k-l/2)w 
k?I 

- 2e-iw/2c,b+(w). 
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Assim, 

H também satisfaz uma relação dada na Equação (C.21) e assim, 

[~(w) + ~(w + rr)][H(w)- H(w + rr)] = 4e-iw [H+(w)<l>+(w) + iH+(w)<t>+(w + rr)­

iH+(w + rr)</>+(w) + H+(w + pi)</>+(w + rr)], 

[~(w)- ~(w + rr)][H(w) + H(w + rr)] = 4e-iw [H+(w)</>+(w)- iH+(w)tf>+(w + rr)+ 

iH+(w + rr)</>+(w) + H+(w + rr).p+(w + rr)]. 

Portanto, substituindo as relações acima na Equação C.20, tem-se que 

De forma análoga, 

em que 

j3+(z) = "2: <f>'(k)sen(k- l/2)z. 
k2:1 

173 

(C.21) 

o 
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ApêndiceD 

~ 

Teoria de Agua Rasa 

Neste capítulo faz-se um resumo da teoria de água rasa apresentada em Pedlosky (1987). 

D.l Modelo 

O modelo de água rasa é obtido de simplificações nas Equações do Movimento de New­
ton e na Equação da Continuidade. Essas equações do movimento expressam que a massa por 
unidade de volume vezes aceleração é igual a soma das seguintes forças: força devido ao gradiente 
de pressão, forças conservativas que atuam no corpo em questão (tais como a força da gravidade) 
e da força de atrito. Na sua forma vetorial, essas equações são expressas por: 

[
áii - -] ' p dt+20xV =-Vp+pVt/>+F(u), (D.l) 

em que p é a densidade absoluta, Q é a velocidade do sistema de rotação, 2Q X V é a aceleração 
de Coriolis, V é o vetor velocidade, pé a pressão, V~ é o gradiente da função potencial das forças 
conservativas, e F representa a força de atrito no fluido. Para o ar e a água, em geral, considera-se 

(D.2) 

em que p, é a viscosidade molecular, V 2V é o laplaciano do vetor velocidade e V (V· V) representa 
o gradiente do divergente do vetor velocidade. Na ausência de fontes ou sumidouros, a condição 
de conservação de massa é expressa pela Equação da Continuidade, 

dp -
dt + pV · V = O, (D.3) 
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APÊNDICE D. IEORIA DE ÁGUA RASA 

em que notação dI dt representa a derivada total ou derivada substantiva, i. e., 

d 8 ~ 
-=-+V·V' 
dt 8t 
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(D.4) 

Em particular, é de interesse um modelo de água rasa bidimensional em coordenadas 
cartesianas em que são consideradas movimentos ondulatórios de um fluido homogêneo, incom­
pressível, limitado numa fronteira inferior e com uma superfície livre na parte superior (condição 
de fronteira cinemática), e com a escala de profundidade D muito menor que a escala horizontal .C. 
Essa última consideração é uma das principais condições que caracterizam a teoria de água rasa. 

Na teoria de agua rasa é também assumido que a pressão é determinada pela aproximação 
hidrostática, i.e., 

em que g é a componente vertical da aceleração da gravidade, considerada constante, e e= DI .C ~ 
1. 

As condições de homogeneidade e incompressibilidade implicam que p é constante e, 
conseqüêntemente, o gradiente de pressão horizontal é independente da altura, 

(D.5) 

em que ry(x, y, t) é a altura do fluído. Então, pelas equações do movimento, é consistente que as 
velocidades horizontais sejam independentes de z, se inicialmente elas também o forem. Portanto, 
os termos convectivos da Equação do Movimento são omitidos no modelo em questão. 

Simplificando o modelo de água rasa para o oceano ou a atmosfera, V'~ é simplesmente a 
componente vertical da aceleração da gravidade - gk. Projetando o eixo de rotação no eixo vertical 
z, tem-se que Õ = jk, em que f = 2f2sen(a) é conhecido como parâmetro de Coriolis, e a é a 
latitude da Terra. 

Por outro lado, como pé constante, a Equação da Continuidade pode ser reescrita como: 

~8u8v8w 
V'·V=-+-+-=0 

8x 8y 8z ' 
(D.6) 
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em que ( u, v, w) são as componentes do vetor velocidade nas direções ( x, y, z), conhecidas como 
componente zonal, componente meridional e vertical do vetor velocidade. Integrando essa equação 
em relação a z de z = O até um z = 17 tem-se que: 

1) ( ~~ + ~~) + Wiz=" = O, 

pois na fronteira inferior wlz=<> = O. Como w representa a taxa de variação da superfície livre, e 
pela condição cinemática na superfície z = 1)(x, y, t), tem-se que w~z~ = d1)/dt. Logo, 

1) (ôu + 8v) = _ d17. (D.?) 
ox 8y dt 

Aplicando a Equação D.6 na Equação D.2 tem-se que 
2-F = f-L'\1 V. (D.8) 

Considerando f-L = O têm-se um dos modelos de água rasa de interesse composto dos 
seguinte sistema de três equações e três incognitas ( u, v, 1)): 

ou ou ôu 81) 
-+u-+v- -fv+g- =0 
8t 8x oy ax 
8v OV 8v 81) 
8t + u ox +v oy + fu + g 8y =O (D.9) 

01) 01) 01) ( ou 8v ) 
8t + u 8x + v 8y + 1) ox + 8y = o. 

Os parâmetros adimensionais .C = 1, V = 0.73333, gravidade g = 6.0 x 10-5 , e do 
parâmetro de Coriolis f = fo + {3y, tal que fo = 60 e {3 = 54. 

No Capítulo 6 o modelo de água rasa com forçante e dissipativo utilizado é o sistema 
proposto por Lorenz (1986).Ele consiste do seguinte sistema admensional (u, v, 17): 

ou ou ou _01) 2 - + u-+v- -v+ g-- v'\1 u = O 
8t 8x 8y 8x 
ov 8v 8v _01) 2 
- +u-+v- +u+ g-- v'\1 v= O (D.lO) 
8t 8x 8y 8y 

O'f/ + u 817 +v 01J + (rJ + go) (ou+ 8v) _ ii'\1 21] =F 
8t 8x 8y ox oy 

em que u = u(x, y, t), v = v(x, y, t) e 1) = rJ(x, y, t) são os mesmos definidos anteriormente; 
F = F(x, y) representa uma forçante; v, li são constantes de adrnensionalização correspondentes 
ao número de Reynolds; e g0 é uma constante de admensionalização correspondente a aceleração 
gravitacional. 
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Apêndice E 

Método de Petrov-Galerkin Não Linear 

O modelo de água rasa descrito na Equação D.lO pode ser discretizado temporalmente 
por um método semi-implícito de três etapas. Nas Equações D.lO os termos dissipativos e os 
termos relativos as ondas de gravidade são discretizados implícitamente com uma média temporal 
num intervalo de dois passos no tempo. Em outras palavras, toma-se a média dos termos lineares 
nos tempos tn+1 = (n + 1) Llt e t,_1 = (n- 1) Llt. Os termos não lineares, referentes a ondas 
de Rossby, são discretizados explicitamente no tempo tn = nllt. A forçante F é considerada 
independente do tempo. Em resumo utiliza-se a seguinte discretização: 

Termos Linear (L) Não-Linear (NL) Forçante F 

Discretização Un+I-Un-1 
2Ll.t (NL)n 

Aplicando essa discretização têm-se que: 

A f1 a'TJn+1 2 .-(1) N.(1) 
Un+1 - ut Vn+1 + t ~- V'íl Un+1 = '-'n-1 + n ' 

A A a'f/n+1 '<"72 .-(2) N.(2) 
Vn+l + utUn+l + i..l.t -a:;;-- V v Vn+1 = '-'n-1 + n , 

( 
aun+l avn+1) 2 - (3) N.(3) 

'T/n+l + gollt ---a;;-+ ----a:;;- -!i 'V 'T/n+l - cn-1 + n ' 

179 

F 

(E.l) 
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em que os termos lineares .C~t~ 1 , no tempo tn-1 , para f. = 1, 2 e 3 são 

(1) _ A ( 8TJn-l 2 ) 
.Cn-1 - Un-1 + '-'t Vn-1 - --riX + v\7 Un-1 , 

(2) _ ( 8TJn-l , 2 ) 
.Cn-1 - Vn-1 - ~t Un-1 - --a:;;- T v\7 Vn-1 , (E.2) 

.c(3) A [ (8Un-1 8vn-1) 2 ] 
n-1 = Tin-1 + ut Yo --riX + --a:;;- - K.\7 Tin-1 , 

e os termos não lineares e a forçante Ml), no tempo tn, para f.= 1, 2 e 3 são 

N_(1) = _ 2 ~t ( 8Un + 8vn) 
n Un8x 8x' 

(E.3) 

' E.l Discretização Biortogonal em um Unico Nível 

A seguir são recordadas algumas definições vistas nos capítulos anteriores, considerando 
uma malha com espaçamento h = 2-i. 

• Discretização 

U~(x,y) = L,uk,t,nif>(h- 1x- k)if>(h-1 y- f.). 
k,l 

(E.4) 
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• Discretização das derivadas 

(E.5) 

para s = 1 e 2. Recordando, f(l) é o símbolo da primeira derivada e f(2) é o símbolo 
referente a segunda derivada. 

• A transformada discreta de Fourier de U::,q,n é expressa por 

uh(" tJ) =""'uh i(k{+tb). 
n ~' L....t k,q,n (E.6) 

k,i 

Então, 

'h eu:: (Ç, iJ) =h""' uh r(lJ (p- k) ei(p{+qb) 
8Ç L,; k,q,n 

p,q,k 

(E.7) 

s q,k 

= h t(ç) u:(ç, iJ). 

Modelo de água rasa: 

A discretização espacial em um nível, utilizando o método biortogonal descrito nos ca­
pítulos anteriores, para o Sistema E.l é expresso por 

uh - atvh + at [(v(l),h'lh) -v (v(2),huh) -v (v(2),h uh) ] = (I) 
p,q,n+l p,q,n+! h2 x x y h2 

p,q,n+l p,q,n+l p,q,n+l 

vh + atuh + at [(v(l),h'lh) -v (v(2),hvh) -v (v(2),hvh) J = (JJ) 
p,q,n+l p,q,n+l h2 y :c y h2 

p,q,n+l p,q,n+l p,q,n+l 

em que os termos (I), (II) e (III) representam a somadas discretizações dos termos linear C~_:_ 2 /l 

e não lineares .Ná1
'
2

'
3
), respectivamente. Esses termos estão descritos nas Equações E.2 E.3. Então, 
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as discretizações desses termos lineares são 

C~~r ~ h + Llt vh - At [(n<tJ,h ~h) -v (n<2J,h uh) -v (n<2J,h uh) l 
h2 """Up,q,n-1 p,q,n-1 h2 • '' 1 • 1 Y 1 ' p,q,n- p,q,n- p,q,n-

C~~r "'vh - Lltuh - At [(n<t),h'T/h) -v (D(2),hvh) -v (n<2J,hvh) ] ' 
h2 p,q,n-l p,q,n-l h2 Y p,q,n-1 :t p,q,n-1 y p,q,n-1 

C~
3

;r "''1/~,q,n-I _ Ll; {uo [( D~r),h uh) + ( D~I),h vh) ]-,. [( D~2),h 'f/h) + ( D~2),h 'f/h) J} 
h h p,q,n-1 p,q,n-1 p,q,n-1 p,q,n-1 

enquanto as dos termos não lineares são 

N,(l) 
_n_ ~ -2 Llt [A h (uh uh) + A h (vh uh)] 

em que 

e 

h2 x ' y ' p,q,n ' 

[A~(U\ Vh)]p,q,n = h L ).(O) (t, s') >Yl (k', r') lÁp-k',q-l' Vp-r',q-s'' 
s' ,r' ,k1 ,f' 

>,(O) (k, e) =f <f;(z + k )q,(z +e) c/>*(z) dz 

>.<1l(k,e) =f c/>(z + k) Bc/>(z +e) <f;*(z) dz 
8z 

Esse sistema discreto pode ser reescrito no espaço de Fourier como 

u~+I (Ç, 19) - Atv~+I (Ç, 19) + ~t t<'l(ç) 1)~+ 1 (Ç, 19) - v~t [t<2l (Ç} + t<2J (19)] u~+I (Ç, 19) = ~ 
~ 

íi~+I (Ç, 19) + Atu~+I (Ç, 19) + ~t f<'l (19) 1)~+1 (Ç, 19) - v~t [t<2l (Ç} + f<2l(19)] v~+t (Ç, 19) = (~;) 

-
1j~+ 1 (Ç,19} + Yo:t [r<'l(Ç)íi~+I(Ç,19} +f('l(19)iJ~+ 1 (Ç,19}]- \~t [r<2l(Ç) +f<2)(19J] ifn+I(Ç,19) =(I::>. 
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em que os termos (I), (Íi) e (Íii) representam a soma das discretizações dos termos linear .C~ 1 _:_ 2 í 3 ) 
e não lineares N~ 1

'
2

'
3
), no dorninio da freqüência: 

'(1) 

.cj;;-1 "'"~-1 (Ç, 1?) + D.tv~-1 (Ç, 1?) - ~t f(1
) (Ç} íl~-1 (Ç, 1?) + v~t [f(2

) (Ç) + fC2l(1J) l "~-1 (Ç, 1?) 

'(3) 
.Cj;;1 "'íl~- 1 (Ç, 1?) - Yo:t [f(ll (Ç) ú~- 1 (Ç, 1?) + f(1) (1?) ii~- 1 (Ç, 1?)] + t<~t [f(2) (Ç) + fC2)(1?)] íj~_ 1 (Ç, 1?). 

enquanto as dos termos não lineares são 

• (1) 

~ ~ -2 flt [Ã~(uh, uh)+ ~(v h, uh) L (Ç, .a), 

em que 

e 

como 

[Ã~(Uh, Vh) L (Ç, .a)= j(Ol(.a) j(l)(Ç) U~(Ç, .a) V~(Ç, .a), 

[~(Uh, Vh)L (Ç, .a)= j(O)(Ç) j('l(.a) zlt:(Ç, O) V~(Ç, 0), 

s,r 

s,r 

A solução desse sistema num tempo n+ 1 no dorninio da freqüência pode ser expressa 
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em que 

A_= 

1 _ v:,t [f'(2)(Ç) + f(2)('!9)] 

f:..t 

Yo ~· f'(!J(Ç) 

1 +"h';' [f'(2)(Ç) + f'(2)('!9)] 

-t:..t 

-go t:;.' f'Cl) (Ç) 

-t:..t 

1- "h1' [f'(2)(Ç) + f'(2)('!9)] 

Yo ~·f'( I) ( '19) 

t:..t 

1 + "h1' [f'(2)(Ç) + f'(2)('!9)] 

-go ~· f'(ll('!9) 

~· f'(l) (Ç) 

~· f'(!) ( '19) 
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1 - ~h~· [ f'(2) ( Ç) + f'(2) ( '19)] 

-~· f'(l)(Ç) 

_ ~t f'Cl) ( '19) 

1 + \1' [f'(2)(Ç) + f'(2)('!9)] 

o 
o 

U~ ( Ç, 'f9)Ã(O) ( Ç)Ã(l) ( '19) 
i)~ ( Ç, '!9)Ã(O) ( '!9)Ã(ll ( Ç) 
ij~( Ç' '!9)Ã(O) ( Ç)Ã (1) ( '19) íl~(Ç, '!9)Ã(O) ( '!9)Ã(l) (Ç) + V!;(Ç, '!9)Ã(O) (Ç)Ã(l) ( '19) 

Ou, ainda, explicitamente pela expressão apresentada a seguir. 

[ 

íl~+l(Ç,'!9) l 
v~dÇ, '19) = (A+)-1 A_ 

ij~+l ( ç, '19) 
em que 

-1- 1 
(~) - det(~) 

-g0 [*f'(') (19) r + ro(k, v; Ç, 19) r .(Ç, 19) - AT +(k; Ç, 19) ("'~l' f(') (19) - ~tf'(ll(Ç)r +(v; Ç, 19) 

D.t- r .(Ç, 19) - atr +(1<; ç, 19) -ao [ *f'(')(Ç) r+ ro(k, v; Ç, 19) (l>~)' j'(l) (Ç) - ~·r +(v; Ç, 19) 

Bo [<"'~l'f'('l(19) + (~')j'(ll(Ç)r+(v;Ç,19)] 9o [<"'il'f'(l)(Ç)- ('i')f'(ll(19)] (D.t)2 + [I'+(v;Ç,19)]2 

sendo, 

det(A+) =(f:..t)2- ii(~2t)a [f'(2l(Ç) + f'C2)('!9)] 
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e 

r +(z; Ç, 19) = z ~; ( f'(2)(Ç) + f'(2) (19)) ' 

r*(Ç,19) = go (~~2 f'(lJ(Ç) f'(lJ(19), 

ro(zt,z2;Ç.{I) = (r+(zt;Ç,19) -1) (r+(z:z;Ç,'t?) -1). 

185 
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Apêndice F 

Malhas Adaptativas M 

Neste capítulo são apresentados alguns algoritmos, convenções e resultados auxiliares 
referentes ao Capítulo 7. 

A seguinte notação é adotada: 

[3i = M(f3i+1 ) ..,.... Bi é mãe de Bi+1 

I' - I' -

[3i+1 = §(Bi) ..,.... f3i+ 1 é filho Bi 
- I' - I' 

[3i+l = JB(f3i+1 ) ..,.... [3i+l é irmão de f3i+1 
j.tpq #Apt q' lkpq /kp' q' 

' F.l Algoritmo de Redução de Arvore 

No Algoritmo F.l são utilizados os seguintes conjuntos temporários: a) :F1 formado pelos 
nós folhas que possuem irmãos que não são folhas conjuntamente com as novas folhas introduzidas 
na estrutura, i. e., aqueles nós cujos filhos foram eliminados; e b) P composto de todos os nós que 
não são folhas. 

Esse algoritmo não é ótimo, pois alguns blocos podem estar sendo testados desnecessa­
riamente. Por exemplo, se um bloco mantido na estrutura os seus tios não precisariam ser testados, 
o que não ocorre no algoritmo apresentado. Por outro lado, como é esperado que nas aplicações 
o processo de redução não envolva muitos níveis, essa deficiência não compromete o desempenho 
desse algoritrno. 
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Algoritmo F.l Redução Ã -t A 
flag -1 
F(A) = 0 
.rl = .r(Ã) 
while flag = 1 do 

flag =O 
.r= .rl 
.rl = 0 
for ali B E :F do 

if (B( B) n P) f. 0 then 
:F1 = F1 U (B(B) n :F) 
:F = :F\ (B(B) n :F) 

else if ~.(B') = O, 'VB' E B(B) then 
flag = 1 
:F1 = F1 U M(B) 
:F= :F\B(B) 

else 
:F( A)= :F( A) UJB(B) 
:F= :F\ JB(B) 

endif 
endfor 

end while 
:F(A) =:F( A) U :F1 

F.2 Relações de Vizinhança em Malhas M 

188 

Para definir as relações de vizinhança a primeiro é necessário definir dois conceitos. O 
primeiro deles é o conceito de fronteiras de um bloco Bt. Definem-se as fronteiras de Bt como as 
coleções de pontos laterais L1 , L2, L3 , L4, tais que: 

Fronteira Superior L 1 = {J.I. + (k h~, Ny hD, para k =O,··· , Nx}, 

Fronteira Esquerda L2 = {J.i.+ (Nxh~,tht), para f= 0,· ·· ,Ny}, 

Fronteira Inferior L3 = {J.i. + (k ~' 0), para k =O,··· , Nx}, 

Fronteira Direita L4 = {J.i.+ (O,lh{), paral = 0,· ·· ,Ny}· 
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Na Figura F.l(a) está esquematizado essa coleções de pontos de fronteiras em relação 
à posição que ocupa na malha. Um bloco é chamado de interior, lateral ou de canto quando, 
respectivamente, todas as suas fronteiras não coincidirem com as fronteiras da malha, apenas uma 
de suas fronteiras coincidir com as fronteiras da malha, ou duas de suas fronteiras coincidirem com 
as fronteiras da malha. Na Figura F.l(b) está ilustrada essa classificação: os blocos identificados 
com a letra A são blocos interiores, os blocos identificados por B são blocos laterais e os blocos 
identificados por C são blocos de canto. 

a)Fronteiras de um bloco b )Disposição dos blocos 

~ c B 
c 

B A 

B A c B A B c B 

Figura F.l: Ilustração das fronteiras de um bloco: (a)L1 - fronteira superior, L2 - fronteira à es­
querda, L3 - fronteira inferior, L4 - fronteira à direita; e (b )A - blocos interiores, B - blocos laterais 
e C - blocos de canto. 

O outro conceito é o de vizinhança de um bloco. Dois blocos Bí e Bt são ditos vizinhos 
quando compartilham elementos de suas fronteiras. Existe quatro tipos de vizinhança entre blocos: 
vizinhança à esquerda, vizinhança à direita, vizinhança acima ou vizinhança abaixo. Na Figura F.2 
está esquematizada a vizinhança do bloco F. Nessa figura os blocos D são os vizinhos superiores, 
os blocos G são os vizinhos à direita, os blocos H são os vizinhos inferiores e os blocos E são os 
vizinhos à esquerda. Blocos interiores possuem pelo menos quatro vizinhos, enquanto os laterais 
possuem pelo menos três vizinhos e os blocos canto possuem pelo menos dois vizinhos. 

Em malhas Mos blocos menos refinados (aqueles mais próximos a raiz da árvore) po­
dem compartilhar suas fronteiras com vários blocos de níveis superiores ao seu. Isso não acontece 
com os blocos do nível mais refinado. Existe um único bloco vizinho em cada um dos seus lados 
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a)Blocos de mesmo nível 

Figura F.2: ilustração dos vizinhos do bloco F. Os blocos D são os vizinhos superiores, os blocos 
G são os vizinhos à direita, os blocos H são os vizinhos inferiores e os blocos E são os vizinhos à 
esquerda. 

interiores à malha. Portanto é mais conveniente realizar o processo de busca no sentido decrescente 
dos níveis (ou seja, algoritmos do tipo "bottom-top"nas folhas da árvore associada). Isso garante 
que a cada busca todos os vizinhos dos blocos do nível em questão ficam completamente definidos. 

O Algoritmo F.2 classifica a vizinhança entre blocos de mesmo nível, i. e., j = j'. En­
quanto que o Algoritmo F.3 classifica a vizinhança entre blocos com níveis distintos, tal que j > j'. 
Nesses algoritmos a identificação dos blocos vizinhos é realizada por critérios geométricos de lo­
calização das fronteiras laterais que compartilham. 
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Algoritmo F.2 Identificação da Vizinhança do Bloco Bf. C M (mesmo nível) 

Require: J.t i= 1l, j = j' and Bt c M. 
(x, y) := J.t. (x', y') := tt'· 
dx +- x- x', dy +- y- y'. 

N j Ni I Nj' I Nj' rx +- X' ry +- y· rx +- x'' ry f- y'• 
if (JdxJ =r~) and (dx <O) and (dy?:: O) then 

if ( (x' +r~) = x) and (JdyJ = ry') then 
returnO (Os blocos não são vizinhos.) 

else if y = y' then 
return 4 (Bt é vizinho à esquerda de Bf,.) 

end if 
end if 
if (JdxJ = rx) and (JdyJ?:: ry) then 

if (dy?:: O) and (JdyJ = ry) then 
return O (Os blocos não são vizinhos.) 

endif 
if( (x+rx):::; x') and (JdyJ = ry) then 

return O (Os blocos não são vizinhos.) 
endif 
if (x = x') then 

return 1 (Bt é vizinho superior de Bf,.) 
endif 

endif 
if (JdyJ =r~) and (dy <O) then 

if ( (x' +r~) =O) and (JdyJ = r~) then 
returnO (Os blocos não são vizinhos.) 

endif 
if ( (x + rx):::; x') and (ldyJ = ry) then 

return O (Os blocos não são vizinhos.) 
endif 
if ( x == x') then 

retum 3 ( B~, é vizinho inferior de Bf..) 
endif 

endif 
if (Jdxl =r~) and (dx >O) and (dy?:: O) then 

if ( (x + rx) = x') and (JdyJ = ry') then 
retum O (Os blocos não são vizinhos.) 

else if (y = y') then 
retum 2 (B~ é vizinho à direita de Bf..) 

end if 
endif 
returnO (Os blocos não são vizinhos.) 
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Algoritmo F.3 Identificação da Vizinhança do Bloco Bf, C M (níveis distintos). 

Require: J.L =f 1/, j > j' and B~, c M. 
(x,y) := J.L. 
( x' , y') := tt' . 
dx +- x- x', dy +- y-y'. 
rx +- N~, ry +- N{ 

i' ' Nj' r~+- N~,, ry +- y'· 
if ( x = (x' +r~)) and (y'::::; y) and ( y < (y' +r~)) then 

return 4 
end if 

. . 
(B~, é vizinho à esquerda de Bf,.) 

if ( x' = (x + rx)) and (y'::::; y) and ( y < (y' +r~)) then 

return 2 
endif 

. . 
(B~ é vizinho à direita de Bf,.) 

if ( x < (x' +r~)) and (x'::::; x) and ( y = (y' +r~)) then 

return 3 
endif 

. . 
(B~, é vizinho inferior de Bf,.) 

if(x < (x' +r~)) and (x'::::; x) and (y' = (y+ry)) then 
return 1 CBt é vizinho superior de B1,.) 

endif 
returnO (Os blocos não são vizinhos.) 

F.3 Comunicação entre Blocos 

192 

Como visto no Capítulo 7, quando há interesse em diferenciar funções representadas em 
malhas M, regulares por blocos, pelo método de diferenças finitas centradas de ordem 4, faz-se 
necessário acrescentar a cada i3t mais duas linhas ou duas colunas de dados extras nas laterais. 
Esse armazenamento extra de elementos está ilustrado na Figura F.3 pelas linhas pontilhadas. Se 
a lateral for entre blocos vizinhos de mesmo nível, os dados extras são simplesmente copiados 
do bloco vizinho em questão. Por outro lado, quando os blocos vizinhos estiverem em níveis 
diferentes, os valores requeridos na diferenciação do bloco mais refinado não estão presentes no 
bloco vizinho. Neste caso, faz-se a interpolação diádica nos pontos ausentes, utilizando os valores 
do bloco vizinho que forem necessários. Para o preenchimento dos dados extras do bloco menos 
refinado, copiam-se os correspondentes valores do bloco vizinho mais refinado. llustra-se tal 
procedimento na Figura F.4. 
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Figura F.3: Ilustração do annazenamento extra de dados em um bloco. As linhas pontilhadas 
representam as duas linhas e colunas extras nas laterais do bloco ~. As linhas tracejadas indicam 
a linha e coluna extra para completar Bf, e obter~· 

A 

'-----

B 

-- ' 

-------------
(Á •.••.•••.•.••.• 

: '··' : .. ' , .. 
\B •••• ••• •••••••• ' ...... . 

--------

Figura F.4: Ilustração da comunicação entre blocos vizinhos de escalas diferentes. Os símbo­
los preenchidos representam os pontos que já pertecem aos blocos. O círculo está associado aos 
elementos do bloco mais refinado B e o quadrado aos do bloco menos refinado A. Os círculos tra­
cejados indicam os pontos extras do bloco B em que há necessidade de interpolação. Os círculos 
azuis representam os pontos do bloco B que também são pontos extras do bloco A. 

F.4 Condições de Fronteira e Malhas M 

No caso da Malha M ser considerada de fronteira periódica, para preenchimento dos 
blocos laterais ou de canto, deve-se primeiro buscar os blocos "vizinhos" das laterais da malha, 
identificando e preenchendo as áreas extras de annazenamento como usual no método. Um exem­
plo dessa identificação está apresentado na Figura F.5. Após essa identificação e o preenchimento 
finalizados, a diferenciação é realizada utilizando o método de diferenças finitas centradas nos 
pontos interiores ao bloco. 
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T 

Figura F.S: ilustração da localização entre blocos vizinhos em condições de fronteiras periódicas. 
O bloco S possui como vizinho lateral esquerdo o bloco T. 

Para utilizar as condições de fronteira de Dirichlet em discretizações em malhas adap­
tativas, primeiro é necessário identificar os blocos com fronteiras laterais e de canto. Feito isso, 
substitui-se a condição de Dirichlet em questão, nos pontos de fronteiras desses blocos. Neste 
caso as diferenciações são efetuadas com estêncil de fronteira, quando necessário, nesses blocos 
laterais. Um procedimento similar de localização pode ser adotado para o caso de fronteiras de 
Neurnman, e a seguir aplica-se essa condição de fronteira. Como no caso anterior, o estêncil de 
fronteira é adotado, quando necessário, nesses blocos laterais. 

F.S Descrição Resumida do Programa WD F 

O programa WDF executa a evolução temporal das EDP apresentadas nos exemplos 
numéricos bidimensionais apresentados no Capítulo 7. Esse programa é escrito na linguagem 
c++, sob o paradigma de orientação a objetos, e os executáveis são gerados pelo compilador g++, 
versão 2.95, da GNU Software Foundation, para ambientes GNU/LINUX. 

As cinco classes fundamentais que compõem esse programa são: TBlock, TMesh, Tin­

terp, TModel e TDFinite. A seguir são apresentadas brevemente cada uma dessas classes, seus 
dados e suas funções membro principais. 

(a) A Classe TBlock é responsável pelo armazenamento das informações dos pontos diretores (fX, 
fY), dimensão do bloco de malha (fkN, f!N), código genealógico do bloco (fCodex, fCodey), 
nível de refinamento do bloco (fLevel), valor de truncamento (fepsilon) e as informações da 
função no bloco de malha (ffOO). Nessa classe encontram-se os métodos de tratamento e 
identificação de blocos. Os principais métodos são: 
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lsdSignificative - identifica se um bloco precisa ou não ser refinado, e se precisar, em qual 
dos seus quatro quadrantes isso deve ser realizado; 

UpdateCodeUp, UpdatecodeDown - altera o código genealógico do bloco; 

WberelsX, WberelsY, WhichLevel -identifica o bloco a partir do código genealógico; 

IsBoundaryBlock -define se o bloco é de fronteira ou não, e caso ele seja, codifica as suas 
fronteiras; 

Splash - gera quatro filhos de um bloco; 

ConcateBack -une quatro blocos irmãos e gera a maLIJ.a bloco mãe; 

StoreNeighborPoints, FillBrother, FillCousin -processa o armazenamento dos pontos ex-
tras adicionados ao bloco de malha; 

IsNeighborBlock - indica a relação de vizinhança do bloco 

PrintBlock - imprime os dados e informações do Block para um arquivo de dados. 

(b) A classe TMesh é uma herança da classe TBlock. Ela é responsável pelo armazenamento 
das informações da malha adaptável: nível mais refinado (fLeve!Max), número máximo de 
blocos na malha adaptativa (fNMaxBlock), o armazenamento dos vetores de TBlock. Nessa 
classe encontram-se os métodos de gerenciamento da informações na malha adaptativa e os 
processos de extensão e redução. Os principais métodos são: 

MeshO - constrói a representação de uma função em uma malha adaptável a partir de um 
bloco raiz; 

StoreBlocks - gerencia o armazenamento dos blocos de malha; 

SplitBlock, SplitAndStore, RefineBlocks, SplitiC - executam e gerenciam a extensão da 
malha adaptável; 

Neighbor, IsNeighborBlock, AddNeighborPoints, NeighborFill - executam e gerenciam 
a localização de vizinhanças entre os blocos de malha na malha adaptativa; 

AddBlock, PutLeveiLeaves, CutBlock - incluem e excluem blocos na malha adaptativa; 

ViewMeshBlocks - imprime os dados da malha adaptativa para uma futura evolução tem­
poral; 

PrintOctave, PrintMatlab, PrintDataExplorer - formata os dados e redige os scripts para 
facilitar e automatizar a visualização da malha adaptativa; 

(c) A classe Tlnterp é responsável pelo armazenamento dos dados do filtro interpolatório (fp) e 
pela ordem da aproximação (fM) do esquema de interpolação. Nessa classe encontram-se os 
métodos de interpolação. Os principais métodos são: 

StartFilters -preenche os filtros de interpolação desejados; 
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FillOddPoints - interpola vetores de dados de acordo com a escala local dos pontos ausen­
tes; 

(d) A classe TDFinite é responsável pelos filtros dos operadores diferenciais espaciais de primei­
ra e segunda ordem (fGammal, fGamma2) do método de diferenças finitas e sua ordem de 
aproximação (fM); e também pela discretização temporal utilizando o método de Runge Kutta 
de ordem 4. Nessa classe encontram-se os métodos: 

StartFiltersl,StartFilters2 - preenchem os coeficientes dos filtros de interpolação deseja­
dos; 

CenterDifference WithBoundary, CenterDiferencePeriodicBoundary, CenterDiference -
calculam as convolução dos dados com os filtros de diferenças finitas. 

(e) A classe TModel é responsável pelos dados referentes à evolução temporal de cada EDP 
(finux, finuy, fc, fdt) e pelos modelos das EDP utilizadas. Nessa classe encontram-se os 
métodos: 

AdvectionModel, ObFrontModel, BurgerModel -definem o modelo estabelecido e as con­
dições de iniciais e de contorno; 

Run, Advection2D, ObFront2D, Burgers2D - executam e gerenciam a evolução temporal 
do modelo escolhido; 

p 
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