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Resumo

Motivado pelos modelos de fendmenos em Meteorologia e dreas afing, o trabalho desta
tese foi desenvolvido com o objetivo de formular um método numérico, com adaptabilidade es-
pacial, adequado para a simulacio computacional de problemas de equagdes diferenciais parciais
evolutivas. Os resultados apresentados nesta pesquisa ressaltam as propriedades de deteccio de
estruturas singulares e compressdo de dados, que séo caracteristicas das representagdes de fungdes
¢ operadores em termos de bases wavelet. Nesse sentido, numa primeira etapa foram avaliados di-
versos aspectos de aproximaces no contexto de wavelets splines biortogonais. Do ponto de vista
teérico, foram estudados o erro de truncamento € o efeito da discretizacdo na velocidade de fase e
de grupo. Do ponto de vista computacional, foram avaliadas as representagdes esparsas de funcdes
¢ de operadores diferenciais em multinivel. Entre as vérias estratégias analisadas, adotou-se um
método hibrido wavelet + diferencas finitas em malhas adaptativas, com estrutura de blocos. Nesse
método os coeficientes wavelets desempenham o papel de indicadores das regiGes de refinamento.
E a discretizag@o dos operadores € feita por diferencas finitas usuais com espacamento varidvel, de
acordo com a escala de cada bloco da malha. Entre as razdes dessa escolha, vale destacar a sua
versatilidade, permitindo alterar, automaticamente, os niveis de refinamento durante a evolucio
temporal; a facilidade de lidar com condigdes de fronteiras e termos n#io lineares; € a estrutura de
dados simplificada. Este trabalho resultou no desenvolvimento do programa WDF em QOP/CtY
que executa esse método. Em principio, dada uma precisdo desejada, € possivel fazer simulacdes
com ¢ refinamento requerido pela solugio numérica. S&o apresentadas simulagdes 2D para a Equa-
¢do de Adveccio de um pulso, de Advecgio-difusio de uma estrutura tipo frente—obliqua e para o
modelo ndo-linear de Burger.



Abstract

Motivated by the phenomena models in Meteorology and similar areas, the work of this
thesis was developed with the objective to formulate a numerical method, with space
adaptability, suitable for the computational time evolution partial differencial equation simulation.
The results presented in this research enhance the properties of detection of singular structures
and data compression, characteristic of the representations of functions and operators in terms of
wavelet basis. In this direction, in a first stage several aspects of approaches in the context of
biorthogonal spline wavelets has been evaluated. From a theoretical point of view, the truncation
error and the discretization effect on group and phase velocities has been studied. From the com-
putational point of view, sparse representations has been evaluated for functions and diffrential
operators in multilevel. Among several strategies analyzed, the hybrid method wavelet + finite
differences is adopted, in adaptative meshes, with biock structure. In this method the wavelet coef-
ficients play the role of pointers of the refinement regions, and the operators discretization is done
by usual finite difference schemes with a variable spacing, in accordance to the scale of each block
of the mesh. Among the main reasons for this choice, were its versatility, allowing to modify,
automatically, the refinement levels during the time evolution; the easiness to deal with boundary
conditions and non-linear terms; and a simplified data stracture. This work resulted in the devel-
opment of the program WDF in OOP /C™ + that executes this method. In principle, given a desired
accuracy, it is possible to make simulations with the refinement required by the numerical solution.
2D simulations of the Equation of Advection of a pulse, Advection—diffusion of a structure type
oblique front and for the non-linear Burger’s model are presented.
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Capitulo 1

Introducao

Existe uma grande variedade de métodos para a resolugio de equagbes diferenciais. Em
geral, as equacdes diferenciais de maior interesse sdo nio-lineares e ndo possuem solugSes analiti-
cas conhecidas. Com o progresso dos recursos computacionais, matematicos, fisicos, engenheiros,
entre outros cientistas, tm se dedicado a desenvolver, quase que independentemente, técnicas
numéricas de resolucdo dessas equactes. Mais recentemente, ocorreram grandes €xitos em uma
variedade de técnicas adaptativas, classificadas como sendo de multirresolucdo ou de multinfvel,
que sdo préprias para © tratamento de estruturas localizadas no espago. O desenvolvimento des-
sas técnicas contitui uma drea de pesquisa extremamente ativa, com excelentes perspectivas de
contribui¢des praticas.

A andlise wavelet possui um papel de destaque nesse contexto numérico. Este tipo de
andlise foi introduzido formalmente na década de 80, com os principais resultados compilados
em Meyer (1990) e Daubechies (1992). Esta nova teoria possui uma forma versitil e elegante
de abordar, simplificar e integrar conceitos. Isso resultou na sva rdpida adogio em diversas dreas
interdisciplinares, com as mais variadas aplicacOes (ver pagina web htip://www. wavelet.org).

Em especial, na dltima década, a comunidade de andlise numérica para equagdes dife-
renciais tem dado bastante énfase 4 aplicacfio da ferramenta matemética conhecida como andlise
multirresolug@o biortogonal, que € desenvolvida no contexto da teoria de wavelets (vérias refe-
réncias podem ser encontradas em Cohen (1999)). O propésito deste trabalho € contribuir de for-
ma tedrica e computacional na avaliagio de discretizacSes biortogonais em equacGes diferenciais
parciais evolutivas, em especial aquelas relacionadas a problemas de interesse em meteorologia,
oceanografia e dreas afins. Particularmente, € dado destague & aplicacfo dessa técnica ao sistema
de dguas rasas, que € considerado o protdtipo para testes de novas técnicas numéricas em modelos
de previsdo de terpo (Morton, 1998; Grammeltvedt, 1969; Steppeler, 1990; Yavneh ¢ Williams,
1995; Jakob-Chien et al., 1995; Cai e Navon, 1995).



CAPITULO 1. INTRODUCAO 2

Ha dois aspectos importantes em uma andlise de roultirresolugio: um do ponto de vista
discreto e outro do ponto de vista funcional. Do ponto de vista discreto, uma andlise de multirre-
solugdo corresponde a transformagdes entre dois tipos de dados: um em um nivel mais refinado e
o outro em multinivel. A seguir encontra-se um esquema dessa transformacio

. DWT
F+1 =
IDWT

C C’JMR?

em que chip = {c®,d%,--.  d’} sho os dados em multirresolugio. Os dados ¢/ = (c}) contém
informagGes locais de uma dada fungio f, em que o indice j refere—se ao nivel de escala ¢ o
indice k estd associado & localizagfo espacial. Por esta razdo ¢, sdo conhecidos como coeficientes
de escala. Os coeficientes c’ déo informagdes sobre f em torno de pontos a:’ de uma malha
diddica regular X7, Os dados d’ sdo os chamados coeficientes wavelet e traduzem a diferenca de
informagdo entre os niveis j e j + 1 em torno daqueles pontos =, pertencentes & matha mais
refinada X7+, mas que nfo estiio em X7. Neste sentido, DWT transforma os coeficientes de escala
¢*1, do nivel mais refinado, nos coeficientes de escala ¢, do nivel menos refinado, e nos detalhes

d®, dos niveis intermedidrios jo < £ < j. O sucesso de tal transformacio deve—se essencialmente
as propriedades:

Nzo hd um aumento do total de informagdes armazenadas, i.e., fic’ ™' = fe? + fd7.

e A transformada € inversivel, i.e., as informag®es nas escalas mais finas podem ser recupera-
das do conjunto de dados em multinivel.

Tanto a decomposi¢io DWT gquanto a reconstru¢io IDWT siio efetuadas por algoritmos efici-
entes, i.e., esses algoritmos necessitam de fc7 1! operagSes de ponto flutuante.

Os algoritmos de decomposig@o e reconstrugdo sdo estdveis, i.e., pequenas variaghes nos
dados transformados causam apenas pequenas altera¢des nos dados reconstruidos.

Os coeficientes wavelets sdo pequenos em regides de suavidade da fungéo.

J4, do ponto de vista funcional, consideram-se espagos de fungdes encaixados
Vi cvitt

e espagos complementares W7, de tal forma que se verificam decomposicdes em multinfvel por
somas diretas, do tipo:

Vj"“l;VjD,_i__Wjo_i_,,._‘_Wj_
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Existem bases {¢]} de V7 e {4} de W7 tais que as transformagdes DWT e IDWT correspondem a
mudancas de base

{617 o {ePru {wPyu-u{¥}

isto é,

2 d i (@) = Z (@) + }:Zd‘ (a).

k I=jo k

As funcBes ¢ (z) sio chamadas de fungSes de escalonamento e as 9} (z) sio denominadas de
wavelets.

Como seré detalhado no decorrer deste trabalho, andlises de multirresolucio podem ser
definidas no contexto de wavelets biortogonais. Em particular, dar-se-4 atengfo as wavelets orto-
gonais de Daubechies ¢ 4 familia das splines biortogonais, que t8m como caso especial as andlises
de multiresolucdo interpolantes (Daubechies (1992); Chui (1992); Donoho (1992)). Em todos os
casos, os dados discretos cJ e dj, sdo determinados pela acio apropriada de funcionais definidos
em termos de bases duais ¢*J( ) ().

Por representarem os detalhes entre niveis de resolucdo, os coeficientes wavelet podem
ser utilizados como indicadores locais de regularidade das funcdes analisadas. Esses coeficientes
sdo pequenos em regides onde f € suave e maiores em regides com singularidade. Por esta razio,
expansdes em wavelets possuem a vantagem de poderem ser mais econdmicas para uma classe
bem ampla de funcBes. Por exemplo, uma func@o suave por partes possui a maioria dos seus
coeficientes wavelet despreziveis, de tal forma que eles até podem ser desconsiderados, mantendo
uma boa aproximagcéio da fun¢io original apds a reconstrucfo. Esse € o principio bésico na maioria
das aplicacdes de wavelets e, em particular, deste trabalho.

Proposta desta Tese:

Este trabalho, por meio da avaliag@o tedrica e computacional das discretizaghes biorto-
gonais, contribui na drea de aplicagbes dos conceitos e técnicas de andlise de multirresolugiio a
anglise numérica de equacOes diferenciais parciais. Neste sentido, para operadores diferenciais
L, sdo considerados vérios tipos de discretizacOes espaciais: esquemas do tipo Petrov-Galerkin,
esquemas mistos e discretizagdes adaptativas, comentados a seguir.

Esquemas do tipo Petrov-Galerkin — Esse tipo de discretizac@o pode ser efetuada por discreti-
zagdes ou em um unico nivel L’ ou em multinfvel L%, ,. Nes esquemas do tipo Petrov-Galerkin
de um s6 nivel, a idéia € usar as fun¢Ses bésicas ¢%(x) como fungdes trial € suas duais ¢*i(z)
como funcdes teste. Neste caso, L7 reduz-se a um operador de diferencas finitas atuando sobre 0
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coeficientes escala ¢/, J4, em discretizagbes em multinfvel as bases {¢1°} U {¢°} U --- U %~}
desempenharn o papel de fungSes frial e suas respectivas duais atuam como fungGes teste. Neste
caso a matriz L9, opera sobre a representagfio dos dados em multinivel ¢ 5. As duas formulagdes
mostraram-se titeis nos estudos tedricos apresentados.

Esquemas mistos — Neste caso, mantém-se as funcdes frial, mas utiliza-se como funcdes teste
com outro tipo de funcional. No caso de operadores nfo lineares, sdo de especial interesse os
funcionais definidos por combinagtes de distribuicSes do tipo delta de Dirac.

DiscretizacGes adaptativas — Este caso aplica—se a representagdes de multinivel em que intervém
apenas um numero reduzido de fungdes bdsicas, escolhidas de acordo com a solugfo do problema.
Neste trabaltho, si&o especificamente utilizadas as andlises de multirresolu¢do para valores pontu-
ais. Neste contexto, a adaptatividade estd associada a discretizagdes de funcGes em malhas com
um nimero reduzido de pontos. Pode~se alterar o niimero e a posi¢do desses pontos para urm me-
Thor ajuste das soluctes numéricas representadas. Para operadores diferenciais, usam-se diferencas
finitas com espagamento regular adaptado a escala local de cada ponto. Os conceitos de multirre-
solugdo, tanto do ponto de vista discreto como funcional, s3o usados na construgfo de tais malhas
e na interpolacdo de possiveis esténceis ausentes nas malhas (esténceis necessarios, por exemplo,
para a diferenciacio).

Organizacio dos Capitulos:

No Capitulo 2 sio introduzidos os conceitos ¢ propriedades de interesse sobre as ané-
lises de multirresoluglo biortogonais, tanto do ponto de vista funcional quanto do ponto de vista
discreto. A DWT e sua inversa IDWT sdio descritas em termos de bancos de filtros. Em particular,
algoritmos no dominic de Fourier sdo desenvolvidos para a implementacfo de tais esquemas para
dados peri6édicos bidimensionais.

No Capitulo 3 sdo apresentados dois exemplos importantes de wavelets biortogonais
que sdo de particular interesse neste estudo: as wavelets ortogonais de Daubechies e as wave-
lets biortogonais splines. S&o destacadas também as propriedades das andlises de multirresolucio
interpolantes.

No Capitulo 4 € introduzido um formalismo, baseado nos conceitos de operadores de
restri¢dio e prolongamento, visando uma formulacio unificada de diferentes esquemas de discreti-
zagdo de operadores diferencias no contexto de andlise de multirresoluco biortogonal. Utilizando
tal formalismo, a ordem do erro de truncamento de tais esquemas € analisada. A andlise do erro de
truncamento fica mais simples na formulagdo em um tinico nivel I7. Na formulagiio em multinivel
L4, alguns operadores podem ser representados por matrizes esparsas. No final desde capftulo,
s80 apresentados exemplos numéricos para uma avaliacio do grau de compacidade das matrizes
L da discretizacio de operadores diferenciais utilizando wavelets biortogonais.
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No Capitulo 5 € avaliado o efeito das discretizagGes biortogonais de ordem superior nas
velocidades de fase e de grupo quando aplicadas a modelos bidimensionais de advecgdo, de ondas
de gravidade e de dgua rasa. A velocidade de fase ¢ a velocidade de grupo s@o entidades fisicas de
grande importincia no entendimento da propagacdo e dispersdo dos modelos ondulatérios. O efeito
de discretizagOes sobre essas quantidades fisicas é importante para a verificacio da adequacio
das versdes numéricas dos modelos. Por exemplo, a equacio de adveccdo, apesar de nfo ser
dispersiva, possui uma grande variedade de versbes numéricas que sdo dispersivas (Trefethen,
1982). Neste capitulo, aplica—se a metodologia desenvolvida no capitulo anterior, estendida para
o caso bidimensional, combinada com os métodos de avaliagio propostos por Grotjahn e O’Brien
(1976); Kress e Oliger (1972); Swartz ¢ Wendroft (1974); Torbiorn e Sundstrom (1973), estendidos
ao caso de diferencgas finitas provenientes de discretizagdes biortogonais de ordem superior.

No Capitulo 6 € discutida uma técnica para discretizagio temporal, conhecida como mé-
todo de Galerkin ndo-linear, para o sistema n#o linear de dgua rasa. Esse método foi introduzido
por Roger Temam e seus colaboradores no final da década de 80 (Temam, 1989, 1990). Tipica-
mente, esse tipo de formulacio aplica—se na simulagio numérica do comportamento das solugdes
de equagdes de evolucdo dissipativas, para tempos suficientemente grandes. Nesse regime, os mo-
dos altos possuem pequena quantidade de energia, de tal forma que suas interacdes podem ser
desprezadas nos termos ndo lineares. Além disso, como a variagio temporal desses modos al-
tos ¢ mais lenta do que a dos modos baixos, na prética eles podem ser considerados em regime
quasi-estaciondrio. Portanto, a idéia fundamental € poder separar a solucfio em vérios niveis de
resolugdo, com contribuicdes de diferentes ordens de magnitude e velocidades de evolugio. Neste
sentido, uma andlise de multirresolugdo biortogonal é um contexto natural para a aplicagio dessa
metodologia.

No Capitulo 7 € formalizado ¢ implementado o método hibrido sugerido por Holmstrém
(1997). Por um lado estd um esquema tradicional de diferencas finitas em malha uniforme; por ou-
tro lado estd a discretizagdo com adaptacio de fungdes por valores pontuais em malha irregular, A
andlise wavelet interpolante contribui na construgfo de tais malhas ¢ na defini¢do de um esquema
de interpolacio adaptativa para fazer a conexdo entre os ambientes uniforme e nfo uniforme, utili-
zando as técnicas de andlise descritas no Capitulo 3. Para o refinamento local da malha, utilizam-se
os coeficientes wavelet significativos como indicadores das regides de pouca suavidade da fungéo
representada. Nesse tipo de técnica, a estrutura da malha adaptativa resultante € dependente da
funcio analisada, podendo apresentar uma composicio bem heterogénea: esparsa em regides de
suavidade e densa nas regides de pouca suavidade. Esse fato aumenta a complexidade da estrutura
de dados, principalmente em dimensdes superiores. Por isto, para o caso bidimensional, sdo pre-
feridas malhas que sejam localmente regulares, em blocos, como as tratadas neste trabatho. Isso

facilita as operagdes de acesso ¢ de amazenamento ¢ os cdlculos, com o custo de se ter um maior
nimero de pontos nas malthas.

No Capitulo 8 t€m-se as conclusdes e as perpectivas futuras deste estudo.
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Para auxiliar na leitura ¢ na compreenséo desse trabalho, desenvolveram-se alguns tépi-
cos em forma complementar, apresentados nos apéndices. No Apéndice A, apresentam-se algumas
convengdes e defini¢cdes utilizadas no texto. No Apéndice B, inclufrars—se algumas ilustragdes de
fun¢Bes bdsicas biortogonais unidimensionais ¢ bidirnensionais. No Apéndice C, encontram-se as
demonstragdes dos teoremas enunciados nos Capitulos 2 e 4. No Apéndice D, encontra—se uma
breve introducdo a teoria de dgua rasa. No Apéndice E apresentam—se detalhes da discretizagio
do método de Petrov—Galerkin ndo-linear no contexto biortogonal. No Apéndice F, s&o descritos
alguns algoritmos, conceitos ¢ definighes auxiliares na implementac@o de mathas adaptativas por
blocos.

Principais Contribuicdes Originais desta Tese:

e (Capitulo 2) A proposta do algoritmo, elaborado no dominio de Fourier, para a DWT biorto-
gonal de dados bidimensionais periédicos. Esse algoritmo pode ser de utilidade no caso de
filtros longos ou infinitos. Este resultado foi publicado em Domingues et al. (1995). Fez—se
também uma aplicagdo 4 compressdo de imagens meteoroldgicas publicado em Domingues
(1998b) e a localizac@o de estruturas convectivas nessas imagens, publicado em Domingues

- e Mendes Jr. {1998).

o (Capitulo 4) A avaliacdo da ordem do erro de truncamento nas discretizagSes dos operadores
de difusio e adveccdo (linear € ndo-linear) usando formulaces de Petrov—Galerkin e mista.
Esses resultados integram o artigo Castilho et al. (1997) e foram apresentados no Mini—
Simpdsio sobre Wavelets do XIX CNMAC.

e (Capitulo 5) O estudo dos erros, em discretizacdes biortogonais de ordem superior, nas velo-
cidades de fase e de grupo dos modelos bidimensionais de adveccgo, de ondas de gravidade
¢ de dgua rasa. Esses resultados integram o artigo Domingues (1997) ¢ foram parcialmente
publicados em Domingues e Gomes (1997) e Domingues (1998a).

e (Capitulo 6) A formulag¢do do método de Petrov—Galerkin ndo-linear no contexto biortogo-
nal na discretizacOes do sistema de dgua rasa ndo-linear.

o (Capitulo 7) O detalhamento da formulacio do método em malhas adaptativas (caso pon-
tual 1D e por blocos 2D). A formulagdo ¢ desenvolvimento dos algoritmos bidimensionais
baseando-se nas estruturas de drvores quaterndrias. Também, a implementagiio computaci-
onal, em que todas as simulacdes sio realizadas no paradigma de programagéo orientada a
objeto em linguagem C*+. Ainda, as validaghes numéricas para a equagio de Burger 1D e
para as equacOes 2D de advecgfio, de adveccio-difusio (frente obliqua) e de Burger.

Como um todo, essa tese contribui na discussio e avaliagio de discretizagbes utilizando
técnicas de andlise multirresolucdo, no contexto de wavelets biortogonais, aplicadas a resolugio de
equacdes diferenciais parciais evolutivas.



Capitulo 2

Wavelets Biortogonais

2.1 Introducio

Neste capitulo € apresentada a defini¢do das wavelet biortogonais e as propriedades de
interesse ao estudo de resolucdo numérica de equagdes diferenciais parciais - EDP’s. Nas proximas
secBes sdo introduzidos os conceitos de andlise de multirresolugdio (Amr) do L2 (K) e de andlise
de multirresolugdo biortogonal (Amrb) do L?(R). Na Secfio 2.5 essa definicio é estendida & Amrb
bidimensional, descrevendo o caso periédico bidimensional e seus algoritmos de célculo. Na Se-

¢do 2.4 sdo apresentadas algumas propriedades de localizac@io das bases wavelet e a condigdo de
Strang-Fix.

2.2 Andlise Multirresolucio do L*(R)

Uma andlise multirresolugéio do L2 (R) {V7, ¢}, designada Amr {V7, ¢}, € uma sequén-
cia de sub—espagos lineares V¥ de 12 (R) e uma fungfo associada ¢, conhecida como fungiio escala,
satisfazendo as seguintes condi¢des:

.-.cV2cV1icVlcVvicVic:. -,
mieﬁvj = {0}>
L2 (R) = UjGZVj:

2, flz) eV & f(2z) € VIt
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3. flz) eV® & flz—k)eVO.VkeZ;

4. ¢(z — k);cz> forma uma base de Riesz' de V°.
Como consequéncia das propriedades descritas acima, tém-se os seguintes resultados:

e Existe uma sequéncia i € ¢ tal que

$(z) =2 h(k)p(2z ~ k) (Relagdo de Escala). 2.1
keZ

em que h(k) sdo os coeficientes do filtro escala.
¢ Para cada inteiro 7, a familia
bl(z) = PPz — k), kekZ, (2.2)

forma uma base de Riesz de V7.

No dominio da freqiiéncia, a relagfo de escala é expressa como

$(&) = H(E/2)6(£/2), (2.3)

em que H(§) = Y,z h(k)e ™t ¢ o filtro de escala associado a ¢. Tipicamente os filtros H séo do
tipo passa-baixa, i.e., H(0) = 1 ¢ H(x) = 0 (conforme Figura 2.1). Para um maior detalhamento
das principais propriedades de uma Amr veja em Daubechies (1992).

A grande contribui¢io da teoria wavelet € a caracterizacgio de espagos complementares
entre dois espagos encaixados V7 C VJ*1, através de somas diretas

Vit = 9 +Wj.

Neste sentido, os espagos W7 contém a diferenca de informagéo entre o nivel de resolugio j e 0
nivel mais refinado 7+ 1, ou seja, 0s detalbes entre um nivel ¢ ¢ seguinte. Essa representagio em
sorna direta néio é tnica. Na préxima secio um método para a construgio dos W7 ¢é descrito no
contexto de Amr biortogonal.

YWer defini¢@io de base de Riesz na pagina 152,
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Figura 2.1: Exemplo de um filtro H tipico.

2.3 Amr Biortogonal

Uma Amr biortogonal, designada Amrb, consiste de pares {V7, ¢} e {V*7, ¢*} de Amr
relacionadas por

L*(R) = VO + V04,
de tal forma que as fungdes de escala associadas ¢ e ¢* satisfazem a relac@o de biortogonalidade
(@~ 0,6 =)= [ oz~ k) &'(s - €) do = b 2.4

e por isso sfo chamadas fungdes de escala conjugadas ou duais. Analogamente, para um 7 fixo, as
familias {¢7} e {¢;’} também sdo biortogonais, i.e.

(6l 8)%) =2 f 6277 — k) "2z — €) do = Gy, @5)

No dominio da freqii€ncia, a relacio de biortogonalidade € expressa por

> dlw+ 2mk)dr(w + 2mk) = 1, (2.6)
k

em que a barra superior indica o complexo conjugado. Essa expressdo € uma conseqiiéncia da
férmula do somatério de Poisson?. Por outro lado, em termos dos filtros de escala H(£) e H*(£),
ela também pode ser expressa por

HEH(E)+HE+m)H(E+7)=1. (2.7)

ZVer f6rmula do somat6rio de Poisson, Teorema A.1.1, na pdgina 152.
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2.3.1 Funcdes Wavelets

Sejam W7 = Vil V*i" e W*2 = V*+1 qVi*, Sio validas as seguintes somas

diretas:
VIt = VI LW
VIR = YW,
Definindo as funcdes ¥ € ©* como
Y(z) = 2 g(k)é(2z - k), 2.8)
keZ
Y*(z) = 2) g'(k)¢"(2x — k), Q9
keZ

em que g(k) = (=1)*71h*(—=k + 1) e g* (k) = (~1)**'h(—k + 1), prova—se que as familias

Y (z) = 2/%p(27z — k), (2.10)
¥y (z) = 2972¢* (Y ~ k), (2.11)

sdo bases de Riesz de W7 e W*J. A escotha de g ¢ ¢* apresentada acima é a mais usual.
Os filtros G(£) = 3 ez 9(k)e ™8 ¢ G*(€) = Yz 97(k)e™¢ sdo do tipo passa-banda, i.e.,
G(0) = G*(0) = 0 e G(w) = G*(m) = 1 (conforme Figura 2.2). No dominio da freqiiéncia as
relagdes de escala 2.8 e 2.9 sdo expressas por

U = GE/2)9(E/2), 2.12)
PE) = GE/E ). 2.13)

l;\ /

-3 =2 -1 0 i 2 3

Figura 2.2: Exemplo de um filtro G tipico.
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As fungdes % séo chamadas de fungbes wavelet, enquanto as fungdes w;j sdo conheci-
das como fungdes wavelet conjugadas ou duais. Essas familias de fungdes satisfazem as condigbes
de biortogonalidade

(¢, 7)) = 0,
(67,97 = 0,
W90 = Gmles. | (2.14)

As conhecidas familias wavelet ortogonais de Daubechies sdo casos particulares das fa-
milias biortogonais em que ¢ = ¢* ¢y = . Um outro exemplo sdo as wavelet biortogonais
splines em que as fungBes wavelet 1* sdo fungdes splines ®. Essas wavelets sdo de particular
interesse neste estudo e sdo descritas com mais detalbes no Capitulo 3.

2.3.2 Esquemas de Aproximacio

Uma Amrb ¢ uma ferramenta muito ttil para o estudo de fungBes do L?(R). Fungdes
f € L2 (R) podem ser aproximadas pelas suas projegdes em V7

Pif(z) = Z(f, AL

As projegdes em W7,
E(f ; wijz (z),

contém a diferenca de informacio entre os niveis j ¢ 7+1, i.e.,

@ fz) = [P+ — P f(2).
Assim,

P f(z) =[P + &) f(z), (2.15)
que corresponde & decomposi¢io,

Vit = v+ W,
3Ver propriedades dessas funghes splines no Apéndice A 4, paginas 152-155.
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Em multinivel para jp < j, t€ém-se:
P f(z) =[PP+ Q% +--- + Qf (z), (2.16)
que estd associado & decomposi¢do

Vit = Vo L Wi 4.+ WY

Definindo
=&  d={n0 217
a Equac®o 2.15 pode ser escrita como
DG @) = D ddia) + ) divi(e). (2.18)
k k k

Em multinivel passa—se a ter a seguinte formula

an+z¢z Zc’“eﬁi + Z > dpyp(a), 2.19)
que corresponde a mudanca de base

{61} & {ePYu{wl} - U ¥}

Para efetuar essas operagdes, tém—se as transformada wavelet discreta DWT =DWT ; ’ i+ e
sua inversa IDWT =IDWT /™ | ie.,

{CJ-H} {CJe dJo .es }

IDWT

Na préxima segfo descreve-se como calcular essas transformacdes.

2.3.3 Algoritmos de Mallat

No processo de decomposigéio da DWT , os coeficientes ¢} e d}, sdo obtidos dos coefici-

entes ¢, '+1 através de algumas manipulagdes das Equacgdes 2.17 e das rclagoes de escala de ¢* e ¢*
de tal forma que

=v2) h'(m - 2k)d (2.20)
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d=v2Y_ g'(m—2k)d;". (2.21)

Esse algoritmo é esquematizado pela estrutura de bancos de filtros apresentada na Figu-
ra 2.3. Nessa figura, o quadrado indica convolucio com um filtro. O nome do filtro estd indicado
no interior do quadrado. O simbolo 2 | indica um downsampling ou decimagfo, i.e., sdo elimina-
dos os elementos de indice impar. O simbolo 2 1 indica um upsampling, i.e., sdo acrescentados
componentes com valor zero entres as componentes do vetor original. Assim, dado um vetor
d+t = (1), obtém-se um novo vetor ¢/ pela aplicagéio de uma convolugio entre ¢+ ¢ o fil-
tro h* seguida de decimacdo. A diferenca de informagdio entre ¢/ e ¢/*1, ou seja, os detalhes de
alta frequéncia, ficam contidos no vetor d? obtido pela convolugdo entre ¢+ ¢ o filtro ¢g* seguida
de uma decimagdo. Os d’ correspondem aos coeficientes das expansoes nas bases wavelet. Esse
processo pode ser repetado outras vezes para se obter os coeficientes &, &l %, di 7%, - - -

~ (w21~ ¢ —~ar=[a]-

o — @ il
) (2) ®)
Notagdo:
2| ~ downsampling 24 — upsampling

Figura 2.3: Arquitetura piramidal para a transformada wavelet biortogonal unidimensional:
(a)decomposicdo em um nivel e (b) um nivel de reconstrugdo.

O processo de recuperagdo do sinal, a partir de sua Amrb, € semeihante a0 descrito ante-
riormente. Neste caso, o cdlculo dos coeficientes c’ *1 em termos de ¢, d ? & dado por manipulaces
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entre as BEquages 2.18,2.1,2.2,2.8 ¢ 2.10

dit=+v2 {Z h(k — 2k, + > g(k— 2k’)dj,} : (2.22)
K &

Esse algoritmo também pode ser representado pela estrutura de bancos de filtros da Figura 2.3.
Primeiro aplica-se um upsampling nos vetores ¢/ e d’, seguido da convolugdo com o filtro k€ g,
respectivamente. A seguir, somam-—se os resultados obtidos e encontra-se o vetor ¢ +

Esses algoritos de decomposigo e reconstrugdo sio conhecidos como algoritmos de
Mallat (1991). Ao final do processo de decomposicio, o armazenamento dos coeficientes wavelet
e escala € feito no mesmo vetor de dados inicial e, dessa forma, nfio hd necessidade de drea fisica
extra de armazenamento. Na Figura 2.4 € apresentado um esquema desse armazenamento. Inicial-
mente, o vetor de dados de entrada ¢/ +1 ocupa todo o vetor de armazemanento, representado pelo

retingulo continuo. Apds trés niveis de decomposigio esse vetor armazemazena os coeficientes
escala /2 e wavelet &7, d/—%, &F—2.

eI+l

i~ |gi-2| i di

Figura 2.4: Esquema final de armazenarmento dos coeficientes escala e wavelet apds trés niveis de
decornposigio.

O conceito de andlise de multirresoluc@io em duas dimensdes € apresentado na Segdo 2.5.
Maiores detalhes sobre esse tipo de construgio podem ser encontrados em Mallat (1991).
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2.4 Propriedades

*« Dupla Localiza¢io

De modo geral, as wavelets possuem duas caracteristicas fundamentais:

o Localizacfio fisica: Tipicamente, a fungio escala ¢(z) concentra-se em um intervalo finito,
com comprimento Az. Desta forma, 3 medida que j aumenta, ¢(27z — k) fica localizada
em intervalos de comprimento cada vez menores, de escala Afz = O(277). Os indices &
indicam a translagfio k277 efetuada. Assim, em cada nfvel de escala j, todas as fungdes es-
cala possuem a mesma forma, sé mudando a posi¢o em que estdo localizadas, que diferem
por um multiplo inteiro da escala. Este comportamento ¢ similar para as wavelets. Na Figu-
ra 2.5(a) e (b) estdo os grdficos de uma funcdo escala e a wavelet associada. Como € visto
no Capitulo 3, este € um dos exemplos da familia de wavelets ortogonais de Daubechies.
Observa-se que, neste caso, o suporte de ¢(z) € o intervalo [0, 3] e ¢(z) se anula fora de

(~1,2].
(a)¢(z) (b)p(z)
1.4 7 2 v
12} i 1
.| / : " /!
— [+X- 0 . N 1 ‘x‘
CRHVEE | AR
0.z ',/ ,\\\ I ° \M\‘\J \\ j/\/\\nﬂ
02t ./ : Nl S
0.4 - = X . 4.5 . % P
a Q.8 1 1.5 2 25 3 s 0.5 o 0.5 1 8 2
x z

Figura 2.5: Gréficos de uma funcfo escala ¢ wavelet de Daubechies.

Localizacio em freqgiiéncia: Como visto anteriormente, as funcgdes escala sdo construidas
em termos de um filtro passa— baixa H(£). Em conseqiiéncia dessa construgfio, a transfor-
mada de Fourler ¢{£) estd localizada simetricamente em uma regifio centrada em torno de
£ = 0. Desta forma, em operagdes de convolugio, (&) pode ser interpretada como um filtro
passa-baixa, que privilegia as baixas freqliéncias. Fazendo uma mudanca de escala, resulta
que $(277¢) também é um filtro passa-baixa, centrado em torno de £ = 0, com largura de
banda proporcional a 27. O caso das wavelets & diferente. Tipicamente, (¢ ) também € uma
fungio simétrica, mas gue se anula em £ = 0. Para £ > 0, concentra-se em uma regido {2 de
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comprimento A£. Desta forma, em operagdes de convolugo, 4(£) pode ser interpretada co-
mo um filtro passa-banda, que privilegia as freqii€ncias |£| € 2. Fazendo uma mudanca de
escala, resulta que 1¥(277¢) também é um filtro passa—banda, com localizagdo em uma regifio
¥, com largura de banda AJE, proporcional a 27. Na Figura 2.6(a) e (b) estio os gréficos
das transformadas de Fourier [¢(£)| e |¢(€)] correspondentes ao exemplo de Daubechies.

7 7
@lo(8)] O[(8)]
! ‘ A " 0.9
0.9 o
0.8 il E :

ot P ] o7
08 P |
“os | : Sos
3 ] ~—
TS ou P 04t
0.3 F P o b
0.2 fog 0.zt
ok; o . o1} ~ N )

Figura 2.6: Gréficos do espectro da fun¢lio escala e wavelet de Daubechies, referentes a Figura 2.5.

Tendo em vista as propriedades de dupla localizagdo das wavelets, tanto no domifnio
temporal quanto no dominio das freqiiéncias, percebe-se que os coeficientes wavelet d sdo uma
medida do contetdo frequéncial de f associado as freqiiéncias £ € (¥ que ocorrem no suporte de

q,b-; (t). Neste sentido, a transformada wavelet € do tipo local em tempo-frequéncia, com resolugdes
temporal ¢ freqilencial inversamente proporcionais

Alz x AJE = constante,

como ilustrado na Figura 2.7,

e

X

Figura2.7: Plano z x £
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% Ordem de Aproximacio: Reproducio de Polinomios

Em uma Amrb as funcgdes escala ¢ e suas duais ¢* devem satisfazer a condicio de Strang—
Fix (CSF) . Seja p a ordem da CSF satisfeita por ¢, i.e., todo polinémio de grau menor ou igual a
p pode ser representado exatamente por ¢(x) e suas transladadas ¢(z — k). Pode—se verificar que
p+1 é exatamente a multiplicidade do zero do filtro H{£) em £ = #. Essa propriedade garante a
ordem de aproximacéo

If = P7 fllee = 0277740,

0O mesmo ¢é vilido para as duais ¢*. Se p* € a ordem da CSF das ¢*, a multiplicidade do zero em
H* () emé=nmép*+ 1

+x Momentos Nulos: Cancelamento de Polindémios

Por outro lado, como G(£§) = e % H*(¢ + 7), a multiplicidade do zero do filtro G(£),
em £ = 0, é igual a p* + 1. Analogamente, como G*(£) = e #* H(£ + 7), a multiplicidade do zero
do filtro G*(§), em £ = 0, é igual a p + 1. Pode—se verificar que o nimero de momentos nulos de
uma funcio wavelet € igual a multiplicidade do zero do filtro G{£) em £ = 0. Portanto,

f dy(z)dz =0, £=0,...,p% (2.23)
que estd relacionado com
R .
_Eé(?")' l§=0: 0, = 0,---, p" (2.24)

Analogamente, para as wavelet duais ¢*, t€m-se que:

fxfw*(z) dr =0, £=0,...,p, (2.25)
que estd relacionado com
dy* (£)
gt le=o=0,  £=0,,p. (2.26)

+Ver Definigao A.3.1, da pagina 152 (Strang ¢ Fix, 1993).
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* Caracterizacio local de regularidade

Em andlise wavelet, hd duas formas de representar fungdes nos espagos da Amr. A pri-
meira, utiliza expansdes em termos de fungSes escala, e a outra expansdes em termos de wavelets.
Como ¢ verificado no teorema a seguir, uma importante caracterfstica dos coeficientes wavelet
df; = (f, 13’ € que a sua ordem de grandeza estd associada & suavidade da fungéio f, no suporte
de 9,7, e ao nlimerc de momentos nulos da funcdo ¢*. Portanto, os coeficientes wavelet podem
ser usados como indicadores locais de regularidade das fungdes analisadas, pois tipicamente séo
pequenos em regides de suavidade e maiores em regides com singularidade. Por essa razfo, ex-
pansdes em wavelets possuem a vantagem de poderem ser mais econdmicas para uma classe bem
ampla de fungOes. Por exernplo, se a fungdo for suave por partes, como ilustrado na Figura 2.8.
Como pode ser visto na representagéo no plano posigdo x escala (z X j) , a maioria dos seus coefi-
cientes wavelet s3o depreziveis e podem ser desconsiderados. Esse € o principio bdsico na maioria
das aplicactes de wavelets. Em particular, esse principio serd utilizado intensivamente neste tra-
balho e é uma consequéncia do seguinte teorema, cuja demonstragio encontra—se no Apéndice C.

Teorema 2.4.1 Seja p a ordem da CSF de ¢. Se [ for uma funcdo com derivada f) continua no
suporte *5, 0 < 8 < p+1, entdo o coeficiente waveler &, = (f, 1) satisfaz a estimativa

d] < © 2R | ) @27)

em que C ¢ uma constante que depende de v* e da norma || 9 ||, no suporte de 5,

(a)Fungio (b)Posigao dos |dl| > 1072

15

f(x)

g +

“ 8 »
7| -

i / N\ R
\ 51

Y 4 R

D 3

25t

Figura 2.8: Exemplo da localizaciio dos coeficientes wavelets significativos. {a) uma fun¢fo ndo
perfodica com uma descontinuidade e uma variacdo abrupta: (b) posigio de seus coeficientes wa-
velets significativos || > 1072 no plano z x j.
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+ Suavidade x Momentos Nulos

Pode—se verificar que o grau de svavidade de uma funcfo escala estd diretamente rela-
cionado com a ordem da sua CSF, ou seja, a suavidade de ¢, e consequentementie de 1), aumenta
com p. Logo, quanto mais suave for a 1), maior serd o nimero de momentos nulos de ™.

Neste paradigma momentos nulos/suavidade das fungdes wavelet, a interpretacdo das
seguintes formas de representacdo pode ser diferente:

fo= D huh, 2.28)
.k

= D (fuh. (2.29)
ik

Supondo que ¥~ possui mais momentos nulos que ¥, entdo, ¢ € muito mais suave que ¥*. Logo,
a primeira forma € muito mais indicada do que a segunda, do ponto de vista de compressdo de
dados, quando € utilizado na reconstrucfio apenas os coeficientes di maiores que um certo valor de
corte escolhido.

Para exemplificar iss0, a seguir sdo apresentados os resultados da compressao de uma
imagem do canal infra-vermetho termal do satélite Meteosat( Figura 2.9). Consideram-—se essas
duas formas de representac@o no caso bidimensional, que € descrito em detalhes na préxima se¢io.
Neste exemplo s@o utilizadas wavelets biortogonais (¥*,4), com p* = O e p = 4, i.e., 5 momen-
tos nulos para ©* € 1 para v. Utilizam-se as representacBes associadas a (¢*,v) e (¢, ¢*) das
Equagdes 2.28 e 2.29, com apenas os coeficientes wavelets significativos de médulo menor que
100. Para (1/*, ) apenas 8% dos coeficientes wavelet foram significativos, com um erro quadrado
médio (mse). de 4,5 na reconstrugdo, Figura 2.10 (a). No outro caso, 11% dos coeficientes wavelet
foram significativos e 0 mse=4,8, Figura 2.10 (b).

Figura 2.9: Imagem Meteosat original.
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{a)8% dos coeficientes (b)11% dos coeficientes

Figura 2.10: Imagem Meteosat reconstruida com 8% e 11% dos coeficientes wavelets.

2.5 Amrb Bidimensional
O método mais comum para se obter andlise de multirresolucdo em duas dimensdes € o
produto tensorial
Vi=Vvix Vi

Tém—se que

Vi = span {&] ,(z,v) = ¢}(z)d}(v), k.1 € Z}

W c oyt
Os espagos vetoriais
W= VI X W2+ W7 x V2 + W7 x WY,
gerados por trés familias de wavelet,

TiP(z,y) = @),

TiP(e,y) = i) ), (2.30)

Tia,y) = ¥i(@lv),
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s8o tais que,

Vit = VI Wi

De forma similar, definem-se os espagos duais

V¥ = V* »x V*7

gerados por
1z, v) = 6,7 ()41 (v),
[
WH =V x W+ W x VI W x W,

gerados por

V@) = @),

119,y = ¥ @) (), 2.31)

TP ,y) = @),
tais que,

VI =Y e W,
Também sio vilidas as seguintes rela¢des de biortogonalidade:
<®i,l:¢2{y> = Opupy,
<‘I’i,i : T;;?;I(’a} = 0,

(2.32)
(@, 0%) = o,

(“fif?},TZ?}“” = §; 0k k01 00p-
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O par {V, <I>fc te{Vi & } forma uma andlise multirresolucdo biortogonal do L2 (R?).
Assim, uma aproximacdo de uma fungao [ € L?*(R?) é dada pela sua projegdo biortogonal sobre
Vi ie.,

Pif(z,y) =3 > (8% (z,v).
PR
A diferenca de informagdo entre V9 and V7*! é expressa por

(P =P f(z,y) = QD f(z,9) + PO f(z,9) + QT f(z,y),

em que

Q)= T3 (17H0) ey

paraa = 1,2 and 3.
Na proxima se¢iio € descrito como calcular a DWT e IDWT bidimensionais.
2.5.1 Algoritmos de Mallat

Usando as relages de escala e de biortogonalidade, obtém-—se as férmulas de decompo-
si¢do bidimensionais, que s@o expressas da seguinte forma,

d, = 2> k(K —2k) Zh* — 20, (2.33)
v

g = 2 KK - 2k) Z g - 20y, (2.34)
=

P = 23 g (kK - 2k) Z B (' - 2D, (2.35)
=

g9 = 23 g' (k' - 2k) E g (' = 2nd . (2.36)
v

No processo de reconstrugio, o cdlculo dos coeficientes c,’;’ em termos de c} d (ll),
d{;{f} e df;’{f} ¢ dado pela expressdo a seguir

¥
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dqit = 2 {Z h(k —2K) > h(l — 20)d,
k! i
+3 gk — 2k} > h(l—20)dY
k! I
+3 bk —2k) 3 g1 - 2YdD)
k! 14

+ Zg(k — 2K') }:g(l - 25')d7,(§,)} . (2.37)
& r

Essas férmulas definem os algoritmos de Maliat bidimensionais. Eles possuem uma estrutura de
bancos de filtros similar ao caso unidimensional. Porém, neste caso, os dados de entrada formam
uma matriz e as convolugdes, downsampling e upsampling sio efetuadas nas linhas e colunas dessa
matriz. O downsampling de linhas consiste em retirar as linhas de indice impar. O upsampling de
linhas € o processo de se introduzir linhas com elementos zero entre as linhas da matriz de entrada.
Isto € feito de forma que essas novas linhas ocupem os indices impares da matriz resultante. Um
procedimento andlogo ¢ efetuado nos downsampling e upsampling de colunas.

A arquitetura piramidal para este caso pode ser visualizada nas Figuras 2.11 (decom-
posicdo) e 2.12 (reconstrugdo). As operagdes realizadas nas colunas estio representadas por um
tragado descontinuo € a s realizadas nas linhas por um continuo.

Dada uma matriz ¢! = (¢}%}), que possui 29+! x 2/+1 elementos, obtém-se uma matriz
¢/ .que possui 2 x 27 elementos, através das seguintes etapas de processamento:

1. Cilculo da convolugio entre o filtro A* e cada linha da matriz de entrada, seguido de uma
decimagio de colunas.

2. Cilculo da convolugdo do filtro h* com cada coluna dessa nova matriz e a seguir faz—se uma
decimagdo de linhas.

Os coeficientes ¢/ V) sdo obtidos de forma similar, A primeira etapa é idéntica. Entre-
tanto, na segunda etapa a convolugio é feita com o filtro g*. Os coeficientes ¢/ >® também séo
obtidos através de duas etapas. A primeira etapa é idéntica para ambos. Nesta etapa, calcula~se
a convolucdo entre a matriz &/t e o filtro ¢g* seguido de uma decimag#o de colunas. A segunda
etapa para se obter d7 ?) & idéntica 2 segunda etapa para se obter ¢/, descrita acima, enquanto que
a segunda etapa para se obter ¢’ ®) ¢ idéntica 4 segunda etapa para se obter &), As matrizes
d7 (123} também possuem 27 x 27 elementos cada.
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O processo inverso para se obter a matriz ¢/*! a partir das matrizes ¢/ e & (%3 € apre-
sentado na Figura 2.12. Neste caso faz—se um upsampling nas matrizes ¢/ ¢ d/ (4®%; a seguir
aplicam—se convolugdes entre o filtro A e as linhas das matrizes ¢/ e d’® e convolugdes entre o
filtro ¢ e as linhas das matrizes &/ @ ¢ d&(®); somam-se as matrizes parciais referentes a ¢/ e d7();
somam-—se as matrizes parciais referentes a d? () e /(). Nesta primeira etapa geram—se 2 matrizes
intermedidrias 27 x 2/t elementos. Faz—se um upsampling de linhas nessas matrizes e somam-se
essas novas matriz es para se obter ¢/+1.

R* |24}~

C,H-} o

B2~ ®

Notacdo:

2J, -~ downsampling de colunas |2} downsampling de linhas

Figura 2.11: Arquitetura piramidal para a transformada wavelet biortogonal bidimensional (um
nivel de decomposicdo).

A implementacéo desses algoritmos pode ser simplicada de vérias maneiras quando os
filtros sdo de suporte compacto. Na sec¢@o a seguir, € apresentada uma maneira de se implemen-
tar essas transformadas no dominio da freqti€ncia, que € apropriada quando os filtros sdo muito
longos ou infinitos. Um exemplo de fungdes wavelet que ndo possuem suporte compacto, € con-
seqiientemente estdo associadas a filtros de resposta de impulso infinitos (IIR), sdo as wavelet de
Battle-Lemarié¢ (Chui, 1992; Daubechies, 1992; He, 1996). Essas wavelet sdo obtidas por um
processo de ortonormalizacio das fungdes B-splines. Analogamente ao caso unidimensional, os
coeficientes wavelet e escala sdo armazenados no final da decomposi¢do na matriz de dados inicial.
Na Figura 2.13 € apresentado um esquema desse arrnazenamento. Inicialmente, a matriz de entra-
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d —i2t—|h

: 1-‘27——— h i~
7 (1) , ;
d MzTM q

GB"‘" c:]'{"l
47 (2 e
— 2t — k|~
, et G e
e ; =19
— 21— g
Notacdo:
2T~ upsampling de colunas 21+ upsampling de linhas

Figura 2.12: Arquitetura piramidal para a transformada inversa wavelet biortogonal bidimensional
(um nivel de reconstrucio).

da contendo os ¢! ocupa toda a matriz de armazenamento, representada pelo quadrado continuo.
Ap6s um nivel de decomposicio os coeficientes wavelet dV7, d@7, g7 ¢ os coeficientes escala
¢/ o armazenados numa matriz de tamanho igual ao inicial.

o {gi )
i+l —

i@ gie

Figura 2.13: Esquema final de armazenamento para o caso 2D apés um nivel de decomposigio.
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{ Caso Periodico I

A finalidade aqui € construir algoritmos eficientes para a implementacdo dos bancos de
filtros apresentados nas Figuras 2.11 e 2.12, no espago das freqiiéncias, através do uso de rotinas
de FFT (transformada rdpida de Fourier). Para isso, nesta se¢do, os dados de entrada s3o periédicos,
1.e.,

f+1 i+1
CITc+2J+1 Ap2E T c;c,f

Algumas notagdes sdo introduzidas neste pardgrafo. A transformada discreta de Fourier
(DFT ), de uma sequéncia 27—periddica bidimensional o’ (m, n), é expressa por

¥t Wl

& (k1) = 5 Z Y dmnwdel, Lk=1,--,%, (2.38)
m=0 n=0
em que
w{}v = em%&aj
sendotr = /1.

As expressdes a seguir denotam as DFTs de comprimento 27-! das sequéncias formadas
por entradas pares e/ou fmpares de &’ (m,n):

i1y 911
oo b)) = sy O O o2k, mpudtuly, (239
m=0 =0
1 2-loggi-tg
ll.‘ 1
ok = s D D @k 2+ Dul (2.40)
m=0 n=0
2i-1.1 2i=1_3

ok l) = 22{3 P Z 3 o2k + 1, 2n)witwf (2.41)
=)

, 1 2 1—1 i . . .

Sk = e 2o D ol2k+1,2n+ Dulult 2.42)

m==0 =0

Definindo

M(&;k,1) = Gk &oy(BD) | (2.43)

{1,9}("«': l) A(l,l)(k:l)
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é vilida a seguinte relacio,

. 11 & (k, 1) & (k + 2971, 1) 1 o
J. = i . . A , . e k.
M(a ;k,l) [{Uf __wi‘l } [d‘?(k,l“}“?—l) &J(k+23-1’l+23-1) 1 —wi .

Aplicando a DFT , com a notac@io apresentada nas Equacgdes 2.38-2.42, a Equacgfio 2.33
pode ser expressa como

Fk1) = 2{HOE) [BOE)dlsa k1) + B OE) G (k1)
+ B0 [H*(D)(ﬁi) (A’{:é)(k’l) + B (g 6{Z§)(k= g)] },
emque & = ~¥F e g = —~ %5 Os simbolos H* ¢ H*® denotam filtros construidos a partir

da transformada de Fourier dos coeficientes pares ¢ impares, respectivamente, do filtro escala h*,
ie.,

HOK) = Y h(2m)esm, (2.44)
W) = Y mEm+1)em™ (2.45)

Na forma matricial, ¢ € expresso por

) . _ , «(0) (¢
G,y =2[ BO@E) BO(E) | M@, 1) { g*m% ] . (2.46)

De forma similar sdo vilidas as seguintes férmulas,

FO%,1) = 2] B*OE) B ]M(W;k,z)[@i‘iﬁ(ﬁé) ; (2.47)
. G*HE)

FOU1) = 2] 6O e ]M(af“;k,z){g:gg%y @:48)
- k

dO%k,n = 2 [ G*{O)(ﬁg) G*{l)(ff;) ] M@ k1) { g::;g%; :I , (2.49)
- k

em que os filtros G*@, G*(®) denotam os filtros pares e {mpares associados a g*.



CAPITULOC 2. WAVELETS BIORTOGONAIS 28

Combinando as Equagdes 2.46-2.49, obtém-—se a seguinte expressio:
ﬁj(k, ) ('{j(l)(k,t) H*{D}(ﬁj) H*(l}(fg) M(éf'i‘l-k ) H*(ﬂ)(&?) G*{G}(EJ)
(kD & (3)(k,g) Fedll) (53) oD (ga) 1y D (EJ) G*(l}(gj)
(2.50)

Essa equac@o permite calcular um nivel de decomposigio.

Em multinivel o procedimento de decomposicio pode ser resurnido pelo seguinte algo-
ritmo:

1. Procedimento inicial;

e Cilculo da matriz &t* a partir da matriz ¢**. Custo: 2D-FFT (2711)

e Cilculo dos filtros H*(© (£7), H*(V (£4), HO) (£7), HO) (&9}, G*O)(¢4), G*M (&7), GO (&),
G (&7). Custo: oito 1D-FFT (27).

2. Procedimento de decomposi¢@o em multinivel, para m=j, 7—1, -+ , jo'

e Cilculo da matriz de coeficientes escalas &™ e a dos coeficientes wavelet d™ (123 pela
férmula apresentada na Equagfo 2.50. Custo: O(22™+4) operagdes.

3. Procedimento de finalizagdo:

o Cilculo da IFFT das matrizes 6«50,3’“41’2{*), para m = j, j—1,---,jo niveis . Custo:
~ 3. 2D-FFT (2™) + 2D-FFT ( 2°) .

Note que ndo € necessdrio calcular a IFFT dos coeficientes escala nas etapas intermedid-
rias da decomposi¢do. Esta ¢ uma das grandes vantagens desse algoritmo. O cdlculo dos filtros
O, B*O(E), HOE), HO(E), G"O(E), *O(el), GO(E), GN(E]) ¢ efetuado
apenas no nivel inicial. Em niveis interrnedidrios, para se obter esses filtros em pontos E,’; aplica—se
simplesmente uma decimag#o.

Analogamente ao caso da decomposic¢iio, € possivel expressar o processo de reconstrucio
na forma matricial como

&k, 1) F k42971 ]) 1 W 1 1
[cf(kz+23 1y &k 20 11+2:~1)] {1 w]-{-i NIk, 1) Wit _w},;ﬂ], (2.51)

em que

N | BOE) 6OE) | [ dky O] | BOE) HOE)
®B0=1 gog) ewg) | | #O cif<3>(k,z)] GO W)
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e os filtros G, G, HO, HW g50 os filtros pares e impares associados a g e h, respectivamente.

Esse procedimento de reconstrug@o, em multinivel, pode ser resumido nas seguintes eta-
pas:

1. Procedimento inicial:

e Célculo das matrizes &° e d™ (123 a partir das matrizes ¢ e g™ (%%, Custo: Custo:
~ 337 i, 2D-FFT (2™) + 2D-FFT ( 2°) .

e Cilculo dos filtros H*©@ g+ gO go @ o0 g0 GO Custo: oito 1D-
FFT (27).

2. Procedimento de reconstrugio em multinivel, para m=jq, - -+ , 71

¢ Célculo da matriz de coeficientes escalas &™+1, Custo: O(2%+4) operagdes.

3. Procedimento de finalizacdo:

e Célculo da IFFT das matrizes &7*!, pela férmula expressa na Equacfio 2.51. Custo:
2D-FFT (27+1), '

O custo computacional total desse algoritmo de decomposicdo € da ordem de duas 2D
FET ( 2741) + Y7, 2942 operagBes para uma matriz 2941 x 29+1. Os custos da reconstrugdo
sdo dessa mesma ordem de grandeza. No algoritmo tradicional de cdiculo da DwT /IDWT no do-
minio da freqiiéncia como o apresentado por Perrier ¢ Basdevant (1989), as etapas iniciais ¢ finais
sdo equivalentes a proposta aqui. Por outro lado, nas etapas intermedidrias, as decimagdes dos
coeficientes ¢™ sio efetuadas no espago fisico. Assim, a cada nivel de decomposicao/reconstrucio
¢ necessario uma 2D-IFFT (2™) e uma 2D-FFT (2™) adicionais ao algoritmo proposto nesta secio.
Portanto, o algoritmo descrito nesta se¢@o € mais eficientes do que os algoritmos usuais no domi-
nio da freqiiéncia pela reducdo de FFT /IFFT nas etapas intermedidrias de processamento. Em geral,
atgoritmos no dominio da fregii€ncia sdo mais indicados quando os filtros sfio longos e necessérios
quando os filtros sdo infinitos.
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Capitulo 3

Casos Particulares de Wavelets Biortogonais

3.1 Introducio

Neste capitulo s#o apresentadas dois tipos importantes de wavelets biortogonais que sdo
de particular interesse neste estudo. Precisamente, sdo descritas as propriedades das wavelets
biortogonais splines e wavelets ortogonais de Daubechies. Além disso, sio destacadas as andlises

de multirresolugdo interpolantes, que desermpenham um papel fundamental na teoria de andlise de
multirresolucdo biortogonal.

Como visto no capitulo anterior, uma Amrb estd associada a um par de filtros biortogo-
nais H e H* de tal forma que

P(g) = H(£) H*(¢), G.1
satisfaca a relacéo
PE)+P(l+n)=1. (3.2)

Filtros P satizfazendo a relagfo 3.1 sfo conhecidos como filtros interpolantes, pois estdo associa-
dos a esquemas de refinamento interpolantes.

Diante deste fato, a construcgo de filtros biortogonais requer dois passos:

# Escolha de um filtro interpolante, como na Equagio 3.2.

e Fatorizacfio do filtro interpolante, como na Equagfo 3.1.

31
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3.2 Filtros Interpolantes de Lagrange

Na teoria de wavelets os filtros interpolantes Fys desempenham um papel de grande
importdncia. Para cada inteiro par M = 2K, o filtro Py € definido por

K-1
Py (8) = (cosg)M Z ( K-1l+m ) (sin&/2)*™, K> 1. (3.3)

m
m=0
O filtro Fys possui as seguintes propriedades:

e E um filtro interpolante.
o E simétrico em torno de £ = 0, i.e., Py(¢) = Pur(—£).

o Puy(€) > 0, para—7m < £ <€ Pys(€) = 0 se e somente se & = . Além disso, para
£=0,ef==+x,

d* Py
deF

(€)=0, 1<k M-1.

e Os coeficientes do filtro pys(£) sdo simétricos emtornode £ = 0 e sGonulospara €] > M e
para todo inteiro par £ # 0.

Filtros que satisfazem as propriedades acima sfo conhecidos na teria de banco de filtros
como linear-phase halfband maxflat filters (Strang e Nguyen, 1996; Daubechies, 1992). Nesse
caso particular o filtro Py {£) estd associado com o algoritmo de refinamento interpolantes, por
interpolagdo polinomial de Lagrange centrada de grau M —1. Os coeficientes de indices fmpares
de Py possuem a seguinte formula (Sweldens e Schréder, 1995, pag. 37),
1M~ K - 0.5)

i=0

pu(2k +1) = (-1 (k+ 05K+ k(K —k-1)!

(34

A Figura 3.1 apresenta os graficos de Py (&) para M =2, 4, 6, 8.

Os exemplos de filtros biortogonais i e H* apresentados a seguir so todos obtidos por
fatorizagGes do filtro Py,.
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(a) P, ) Py
. :
3 el ; Dl
-3 ~3 =2 ~1 @b i 2 3 i -3 -2 -1 0 1 2 3
(©) Pg (d) P
;
/\ : /\

i

-3
-2

-3
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 ¢ 1 2 3

[PV SC IR < DU - I T
<>

Figura 3.1: Filtro Py para M =2,4,6, 8.

3.3 Wavelets Splines Biortogonais

As wavelets splines biortogonais sdo construidas em Cohen et al. (1993). Para cada
1 < N* < M, seja N, de mesma paridade de N*, tal que M = N + N*. Seja H* = Hy~- o filtro
definido por

H'(6) = e/ (cos 5)",
eseja H = Hpy n- o filtro definido por

K-1
H(g) — ewik%(cgs g)N Z ( K -—73.2'5" m

m=0

) Gne/am,

em que k=0, se N* for pare k=1, se N* for impar.

H* ¢ o filtro associado a fungfo B-spline ¢* = By, de ordem N* —1, cujas propriedades
de interesse est3o descritas no Apéndice A.4. Neste caso, a Amr {¢*, V*7} estd associada aos
espacos das fungdes de classe C¥"~2 ¢ polinomial por partes de grau N* — 1 na malha diddica
X1 ie.,

V*J Freed {f & CN*_Q(R); f l(rii!:ni.g) - ?)N*—l}:
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Xi={2l =279k k,je Z}. (3.5)

Por outro lado, o filiro Hy x« define uma funcéo escala ¢ = ¢y v de tal forma que
{¢,V7} e {¢*,V*7} definem uma Amrb. Da mesma forma que ¢*, ¢ é simétrica em torno de
z = 0 se N for par, e simétrica em tomo de z = 1/2 se N for fmpar. O suporte da funcio escala ¢
é[-N,N+1].

A ordem dos zeros dos filtros H e H* em 7 sio N e N*, respectivamente. Entdo, a
condi¢do de Strang—Fix - CSF para a funcio escala ¢ = ¢y y- é daordemde N — 1 e aCSFde sua
dual é da ordem de N* — 1. Logo, a wavelet 1 tem N* — 1 momentos nulos, enquanto sua dual 3*
possui N — 1 momentos nulos,

Os coeficientes dos filtros A* e h, sdo nimeros racionais cujos denominadores sdo po-
téncias de 2. Esta propriedade reduz erros na implementagio numérica de algoritmos que utilizam
esses valores. Além disso, sfo simétricos em torno de k = 1/2, se N for impar, ou em tomo de
k = 0 se N for par. Na Tabela 3.1 so apresentados os coeficientes h(k) e h*(k) associados a
(N,N*) = (1,3), (1,5), (2,4), (2,6). Os valores nfo incluidos na tabela sdo obtidos por simetria.

Tabela 3.1: Coeficientes h(k) e h*(k), para k > (.

N=1] Nx=3 N+=5 N=2 | N°=4 N =6
kK 256 h(k) | 256 h* (k) 256 he (k) | 256 h(k) | 128 A" (k) 1024 A* (k)
6 3

5 10

4 3 3 34

3 3 6 78

2 16 22 -16 -123

1 -16 22 64 38 324

01 128 128 128 128 90 700

Na Figura 3.2 estdo os gréficos de H* para (N, N*) = (1,5) e (2,4). As fung¢des escala
e wavelet biortogonais dessas farnilias e suas respectivas duais, s@o apresentadas nas Figuras B.1 ¢
B.2.
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(a) Hi5 () H,
3 3
2 2
-1 -1
-2 -
-3 -3
-3 =2 -1 & 1 2 3 -3 -2 -1 0 i 2 3

Figura 3.2: Filtro (H*) para: (a)(N, N*) = (1,5) e (b)(N, N*) = (2,4).

3.4 Wavelets Ortogonais de Daubechies

QOutra maneira de fatorizar o filtro Py € considerando H = H* dando origem aos filtros
ortogonais de Daubechies H = Hg(£), M =2K, de tal forma que

Py(§) = [Hx ().

Os coeficientes h(k) desse filtro s3o nulos para k < 0 e para k > M. A Tabela 3.2
contém esses coeficientes para K = 2,3 ¢ 4.

As respectivas fungdes escala ¢ = ¢x possuem suporte [0, M —1] e definern urna familia
ortogonal em que ¢* = ¢ ¢ ¢¥* = ¢. Essas fun¢les escala ndo apresentam qualquer tipo de
simetria. Isto pode ser verificado nos exemplos das fungdes escalas de Daubechies, para K = 3
¢ 4, apresentados nas Figuras 3.3(a) e (¢). No item (b) e (d) dessas figuras sfio apresentadas as
suas respectivas fungdes wavelets. As fungdes escala e wavelet de Daubechies para K = 2 estio
apresentadas na Figura 2.5(a) e (b), pdgina 15. Maiores detalhes sobre a construg#o e propriedades
dessas func¢des podemn ser encontrados em Daubechies (1992, cap. 6).

Como a ordem dos zeros dos filtros Hx em 7 é K, entdo, a CSF para a fungfio escala ¢ €
da ordem de K — 1 e awavelet ¢ tem K — 1 momentos nulos.
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Tabela 3.2; Coeficientes escala h(k) ortogonais de Daubechies.

K=2 K=3 K=4
K A0) h{E) 0]
0 0.341506350946110 | 0.235233603892082 0.162901714025649
1 0.591506350946109 | 0.570558457915722 0.505472857545914
2 0.158493649053890 | 0.325182500263116 0.446100069123380
3 -0.0915063509461096 | -0.0954672077841637 | -0.0197875131178224
4 -0.0604161041551981 | -0.132253583684520
5 0.0249073356548795 | 0.0218081502370886
6 0.0232518005354909
7 -0.00749349466518071
(2) ¢3(z) (b) ¥3(z)
14 2 -
1/ A
— 28 —_ { |
g CHENS I
< A P
i SN
a2 {\\ //\F— 1 f

.4
¢

8
— 0E

R

2R .

Figura 3.3: Fungdes ortogonais escala e wavelet de Daubechies para K = 3, 4.
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3.5 Amr Interpolante

O proprio filtro interpolante Py(€) pode ser utilizado como filtro de escala, pois
H*(&) = 1. Se p(k) = pum(k) sdo seus coeficientes, define-se uma fungio escala ¢ = ¢ou
tal que

M-1

$@)= Y plk) 2z~ k). (36)

k=—M+1
Esta ¢ é uma func#o interpolante, i.e,
qb(k) = 50,13, ke Z,

é simétrica em torno de z = 0 e possui suporte no intervalo [—M + 1, M — 1]. ¢ € continua ¢
sua regularidade aumenta a medida que M cresce. Essas caracteristicas podem ser observadas na
Figura 3.4. A CSFde ¢ é de ordem M —1.

@ M=2 . (b)y M =4

DM ][" \\\/ ) I \\j; !!‘ / B SR

Figura 3.4: Funcdo escala interpolante ¢ para M = 2, .- 8.



CAPITULO 3. CASOS PARTICULARES DE WAVELETS BIORTOGONAIS 38

Essas funcGes interpolantes surgiram na literatura no trabaltho de Deslauriers e Dubuc
(1987, 1989) como fungdes fundamentais de um esquema de refinamento interpolante, descrito a

seguir.
Trabalha—se com grades diddicas encaixadas
Xi={rl=k27keZ},

tais que _X—"' C X7*1, Observa—se que 0s pontos :c{c € X7 passam a ter indices pares em X7+1,
o = x;f, enquanto que os pontos de indices fmpares de X7*! correspondem a pontos novos
ziit € X\ X7 (ver Figura 3.5).

Figura 3.5: Exemplo de malhas diddicas encaixadas.

Seja {f1} os valores amostrados na malha X7, Definem—se os valores f7+! em X7+ tais
que

B =1 3.7)

fin = Bia@,) Vkez, (3.8)
em que EP’g}i“il (z) € o polindmio interpolador de grau M —1 escolhido de forma que
Phiss (@) = floe —-M/2< £< M/2. (3.9

Na Figura 3.6 estd aprensentado um esquema desse processo.
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(a) Interpolagdo linear (b)Interpolagdo ciibica

3
i i
1

L { E

Figura 3.6: Esquema do processo de interpolagdo. As linhas verticats indicam os valores de
Fi+Y e as linhas verticais tracejadas indicam os valores de f3;',. As setas indicam quais valores

2+1°
7 — i+l - ; 5+1
fi = f3; contribuem para o cdiculo de fyr ;.

i ¥ 3
i ' i
i i 1
i
1 ! i i
' \ .
i ¥ )
1 ! 1
1 ! i i 1
\ 1 : | \ 1
1 ! | I |
1 i ( 3 ]

Esta interpolacdo pode ser expressa em termos dos coeficientes do filtro interpolante pela
férmula

ittt =" p(k-20) f]. (3.10)
£

A funcgio ¢(z) é obtida aplicando-se recursivamente este esquema de refinamento a partir da
sequéncia inicial f§ = o .

A Amr {V7,¢} & conhecida como andlise de multirresolugdio interpolante (Donoho,
1992) ¢ as projegdes

Wf(z)=>_fi #i), (3.11)

sdo operadores de interpolagdo que reproduzem polindmios de grau £ < M (CSF =M ~1), ie.

> (@fl(@) =2, £=0,1,--- , M-1 (3.12)

B

Com a escolha da funglo wavelet
P(z) = ¢(2z ~ 1), (3.13)
¢ vilida a soma direta

Vit = vi 4 Wi,
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O que diferencia as fungdes wavelets interpolantes das wavelets em geral, como as biortogo-
nais analisadas anteriormente, é que elas nfo possuem nenhum momento nulo. Observe que

[ ¥(z) dx # 0.

Na representagdo em dois niveis
o) =) Adlz) Zd Wi (), (3.14)
k

os coeficientes wavelets d?, referidos como coeficientes wavelets interpolantes, podem ser inter-
pretados como erros de interpolagio. De fato, considerando z = (2s + 1} 27U+Y na expressio

S dlx) = Y dy(@z—k)
k k

> d (@t - 2 - 1), (3.15)
k

It

e levando em conta a propriedade interpolante da ¢, segue que
=D d $(2(s—k)).
&
Substituindo esse mesmo valor de z nos outros dois termos da Equacdo 3.14 obtém-—se
I f20(2s+1) = > A é2s+1—k)
k

— F+1
- f25+li

Wi @2s+1)) = Y ff 27 (2s+1) - k).
k

A relaciio de escala dada na Equagdo 3.6 implica que ¢(£/2) = p(£). Portanto,
Z_fk 272+ 1)~ k) = ka (25 + 1 — 2k)

H
B

que € o resultado do esquema de refinamento interpolante nas malhas diddicas, introduzido na
Equagio 3.10. Sendo assim, determina~se os coeficientes wavelets,

di:-— '27:;11 fé?;—ll (3.16)
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Portanto, sendo os _fg;,ll uma aproximacio de fgs "’; por interpolagdio, os df representam o erro
dessa aproximacio.

Portanto, a DWT no caso interpolante
{71} = {f. &}

é feita em trés etapas. Na primeira, faz—se a decimagdo f§ = f3'. Na segunda, calcula—se fi}
a partir das EquacOes 3.9 ¢ 3.10. Utilizando-se a condicdo de simeiria do filtro p, tem—se que

Bty =Y p@s+ 1) [fl_.+ flrenl (3.17)

528

1 1 .
Este valor ¢ uma aproximagio de fg,;l Por tltimo, calcula—se a diferenga entre o valor exato € 0
valor aproximado, que € o erro de mterpclagéo

= fun — o (3.18)
Este processo corresponde ao algorftmo de decomposic@o, J4 o processo reverso IDWT
{7, &} = {7}

¢ dado por:

5= A (3.19)

B = d+ 7 (3.20)
Em resumo, utilizam-se as seguintes férmulas de decomposi¢do (reconstrugio), para calcular a
transformada wavelet (inversa):

o Formulas de decomposiciio

fi: = if:l:
(321)
. M/2-1
di’c fé?::i - z p(20+1) U}Z—e + f£+£+1]-
£20 '
¢ Formulas de reconstrucio
=1
(3.22)
Mf2-1

. .
fon =4 + Z 20+ 1) [+ floem)
€0
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Em multinivel passa-se a ter a seguinte férmula
J
k m=0 k
que corresponde a mudanca de base

{617} & {Pu (el u ¥}

Para efetnar essas operacles, tém-se a transformada wavelet discreta interpolante e sua inversa,
ie.,

R DwrT . , .
{fJ-H} G {fm:d}ﬁ:”' :dJ}
rowr

* Caracterizacio Local de Regularidade

Como em toda Amr, na Amr interpolante pode-se ter dois tipos de representagdes. Por
um lado, pode-se usar uma discretizagdo por valores pontuais em uma matha uniforme e expan-
sdes em funcdes escala interpolantes, ou podem ser utilizadas expansfes em termos de wavelets
interpolantes em que 0s coeficientes wavelet s3o interpretados como erro de interpolagio, como na

Equagdo 3.23. O principio fundamental de compressdo de dados também se aplica para wavelets
interpolantes. Por exemplo, considerando M =2,

di = . g:jz (fk + fk—i-i)

Da teoria de interpolacfio linear de Lagrange (Hoffman, 1992, pag. 241 e 257) sfo obtidas as
estimativas a seguir .

_ Se f(z) for duas vezes continuamente diferencidvel, entdo existe algum
£,0) < € < ., tal que:

. f(2) €) . ; L .
& = o (T — T (@1 ~ Thao); (3.24)
em que f@ ¢ a derivada segunda de f. Como

(@it ~ )| = (et — ad)| = 2797,
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tem—se que,
max [fP(g)]. (3.25)

Se f(z) for continuamente diferencidvel, tem—se que:
il < 276 w(F0;279), (3.26)

sendo f( a derivada primeira de f e w é ¢ médulo da continuidade, apresentado na Defini-
¢do A.5.1. Se f{z) for continua tem-se que:

|| < w(f;279). 327

No caso geral, para uma interpolagio de ordem M1, os coeficientes wavelet podem ser avaliados
da forma a seguir.

Proposiciio 3.5.1 Se f for M vezes continuamenie diferencidvel no intervalo [z,_,. .., 7l ) em
que m= M /2, pode-se estimar o coeficiente wavelet di, como:

| < B(M)2™™  max  |f*(g)], (3.28)

w}c-—m-%! stxi_'_m

sendo ‘™) a derivada m—ésima de f e 8(M) € uma constante que depende apenas de M.

Para se ter uma idéia da grandeza da constante (M), a Tabela 3.3 mostra esses valores
para o caso de esténceis de interpolagdo centrado_ (8;) e de interpolagdo ndo centrada, quando
apenas um ponto do esténcil esteja a esquerda de x%:ix (B2). De um modo geral 5; < 8 < f.

Tabela 3.3: Valores de 5; ede 5.

M B B2
2 16,125 10,125
4 40,023 | 0,039
6 i 0,005 0,021
8 10,0010013
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Proposiciio 3.5.2 Se f for s vezes continuamente diferencidvel, 0 < s < M, no intervalo [x{;mm +I’:’EJ’; +m],
em que m=M /2, pode—se estimar o coeficiente wavelet d{c como:
a)Se2<s< M:

) < B(M,s)279  max  |f(g)], (329)

%1 585% L
sendo ) a derivada s—ésimade f e B(M, s) = (1 +2M-1)6* %{%‘_‘_

b)Ses=1:
|| <BM, )27  max  [f()], (3.30)

T ms1 SESTE 1
sendo O a derivada de f e B(M,1) = 3(1 + 2M-1),
c)Ses=0:
|| < B(M,0)w(f;2797Y), (3.31)
sendo w ¢ o médulo da continuidade de f e B(M,0) = 6(1 + 2M~1),

* Transformada Wavelet Interpolante no Intervalo

A adaptacdo de anélises wavelet para o intervalo ja foi apresentada em diversos artigos.
Em Cohen et al. (1993), discute-se essa adaptacio para as bases biortogonais. J4 em Sweldens e
Schroder (1995) e Donoho (1994) discute-se essa adaptacdo para o caso interpolante. Para este
caso, a adaptacdo ao intervalo € mais simples do que no caso anterior.

Neste caso, as malhas diddicas X7 s#io da seguinte forma,
X ={z) =k270<k< ¥} (3.32)

Assim, em cada nivel t8m-se N7 = 27 + 1 pontos. E assumido que na malha menos refinada X7,

N7 > M pois sdo necessdrios no minimo M pontos de interpolagdo (M — 1 representa o grau do
polinémio interpolador).

Para M = 2 o esquema de refinamento funciona semn nenhuma meodificacdo ao caso

descrito na se¢do anterior. Em um ponto novo xg',:il 0 esquema de refinamento aproxima fj;ii
por

Fi+l fg +fg+],
f2k+}. - ‘“T"
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Isto €, na interpolagdo € utilizado o esténcil definido pelos pontos {z], zJ 11} que estdo em X7
Assim para calcular fi*" (ou I , )} s80 necessdrios os pontos {z3, 21} (ou {z; _,2}; } ).
Portanto, todos os valores de fg,f jl podem ser calculados por interpolagdo centrada.

No caso geral, para M > 2, € necessdrio a adaptac@io dos esténceis, para o célculo de
fgf jl, nas regides de fronteira. Neste caso, a expressdo regifo de fronteira refere-se aos M/2—-1
pontos impares mais préximos dos limites & esquerda e & direita da matha X7+, Por exemplo, para
M = 4 e em um ponto novo :cf% 11> & aproximagdo fg,j jl, por interpolac@o centrada de grau 3, re-
quer os valores associados com o esténcil {:r:?a Ty Th 1, Thya}- LOgO, para calcular o valor f7*!
seriam necessdrios os pontos {z’ ,, z}, zJ, 73 }. Entretanto, como o ponto z’_, nfo pertence 2 gradc
X7 altera-se o esténcil de interpolagdio para {x}, ], 7}, 2} }. Esse caso refere-se a fronteira esquer-
da. J4 na fronteira direita scriam necessérios os pontos {7}, ,, 73, |, 7%, x; 41}- Contudo, como

o ponto ., também ndo pertence a grade X7, altera—se o esténeil para {:::J 3 2 1 2l 27}

Em resumo, na regido interior, o algoritmo de refinamento € o mesmo descrito na segéo
antenor, que se baseia na escolha de um esténcil de interpolacio simétrico para os pontos novos
o 11~ J4 nas regides de fronteira o esténcil € fixado como 0s M pontos mais préximos dos limites
esquerdo ¢ direito da matha. Dessa forma, na regido de fronteira esquerda o esténcil de mterpolagao
é sempre {z}, -+ - , o3, . }, enquanto na fronteira dirita tém-—se 0s pontos {Z5;_ppy *° » Thi } cOmo
esténcil. Porta.nto 0 polindmio interpolador € o mesmo para todos os pontos novos das regioes de
fronteira, variando apenas os pontos aonde esse polindmio é calculado. Tsto €, para pontos x5, L1s
que pertencem a regido de fronteira, € utilizada a seguinte expressdo,

fith= Zp (€, k)fi, (3.33)

emque p{f, k) = Ly (x;}c'il), sendo Ly o polindmio de Lagrange,
_ i@t — =)
Hé#(l‘% - 17‘3 ) ’

A variagdo do indice 7 no produtério € de zero a M —1, quando o ponto a ser interpolado estd na
fronteira esquerda, e de 27 — M 41 até 27, quando o ponto estd na fronteira direita.

(z%k+l (3.34)

Na Tabela 3.4 encontram-se os valores de p(Z, k) para M = 4, 6, 8. Os valores descritos
nessa tabela estdo calculados para a fronteira esquerda, no caso da direita basta inverter a ordem
dos coeficientes, isto € k = O passaa ser k = 27, k = 1 torna—se k = 2/ — 1 ¢ assim por diante. O
filtro p(k), para os pontos interiores as fronteiras, estd calculado para M = 2, 4, 6, 8 na Tabela 3.5.
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Tabela 34: Valores dos coeficientes p(¢,k), para fronteira esquerda.
Os coeficientes de M = 4, 6 e 8 estdio multiplicados por 2%, 2% e 212,
Mik £
0 1 2 3 4 5 6 7
4 o5 15 15 5
6 |01 63, —a15| 730 | -730| 3l5| —63
1) -21| 105 —210 210 | —105 21
8§ [0 438 | —3003 | 9009 | —15015 | 15015 | —0009 | 3003 | —429
1] -99 —693|—2079 | 3465 —3465 | 2079 | —693 | 99
21| 45| —315| 945 | —1575| 1575| —945| 315| —45

Tabela 3.5: Valores dos coeficientes p(k) para os pontos interiores. Os coeficientes
de M = 4, 6 e 8 estdo multiplicados por 2¢, 28 ¢ 212,

M k3| k2| k1 k k+1 | k+2 | k+3 | k+4
2 172 | 172

4 -1 9 9 -1

6 150 | -25 3 3 =25 1150
8 [ -5 149 |-24511225 | 1225|245 49 | -5

x Amr Interpolante Bidimensional

) Numa Amr interpolante bidimensional trabalha-se com valores pontuais
fl, = f(z},y;) em grades diddicas

Xo={(zl,y) eR: 2l =k277 oy =127kl Z}. (3.35)

Essas grades também sfo encaixantes, X7 C AU+, de tal forma que os pontos
(#],y3) € X7 passam a ser os pontos (7,43, ") da grade mais fina X7+!. Na Figura 3.7 estd
ilustrada a posi¢do dos pontos de uma malha diddica X7+, destacando as posigdes corresponden-

tes aos pontos da malha X7 e as posi¢cdes correspondentes aos pontos novos, ie., 0s pontos de
XTI X9,
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¢ C & O & O @& 0O e
¢ ¢ o © ¢ o o O ©
* O & O e O & O©C
c ¢ ¢ © ¢ 0o ©o O ©
¢« C & O & O & O e
¢ ¢ ¢ ¢ O O O O ©
¢ O & O @ O 8 O
¢ o 0 0 0 O 0 ¢ 0
*® O ® C ® O @8 C e

Figura 3.7: Representaciio da posicio dos pontos de uma malha diddica X7+, O simbolo e cor-
respondem a posi¢do dos pontos da malha & 7, enquanto o simbolo o correspondem a posi¢do dos
pontos de A7\ &Y.

A construgdo de uma andlise multirresolugdo interpolante bidimensional {1/, ®7} tam-
bém € feita pelo produto tensorial

Vi=V7x VI, (3.36)
Estes espagos V7 sdo gerados por fungdes escala @i 2= ®(27 2z — k,29y — £), em que
®(z,y) = ¢(z) o(y)- (3.37)
Vale a soma direta
V=V W
em que o espago complementar € dado por W7 = (V7 x W7) + (W7 x VI) + (W7 x W7). As
bases \Ifgjﬁj sd0 obtidas em termos das wavelets basicas
¥W(z,y) = @(2z,2y~1),
¥9(z,9) = @(20-1,2y),

Tr,y) = B2 -1,20-1). (3.38)
Dada uma fung¢iio f(z, y), sua interpolante em V¥ pode ser representada como
Pif(zy) =) fl,® (2. (3.39)
kit

A diferenca de informagio entre um nivel e o nivel seguinte & expressa por

[P — P f(z,y) = ZZd(‘*“ T (z,y), (3.40)
a=1 kf
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em que 0S dé"j I s@0 0s coeficientes wavelet interpolante. Na Figura 3.8 € apresentado um esquema
ilustrativo da posic¢io dos coefientes wavelets bidimensionais.

L] Q L] o]

© o'} o ¢y o o
23,3

® ik o4y e o

Figura 3.8: Esquema ilustrativo da posicdo dos coefientes wavelets bldlmensionajs. O simbolo o
correspondem as posigOes assocladas aos coeficientes wavelet. Os ds,q sdo dados pelas diferen-

cas entre os valores de f nos pontos de XI+1\ X7 ¢ aqueles obtidos por interpolaco a partir dos
valores de f em &7,

Analogamente ao caso unidimensional, os coeficientes de escala fI ¢ € 0s coeficientes
wavelets d{ @7 podem ser obtidos a partir de f"’”‘f”1 por expressdes do tipo

fg,z = fé’;ée
i3] i
d< 7= f§:2e+1 fgijfif+17
(3.41)
2
d(“ = fj;cﬁizz f2k+12£:
34
dgc,ig = fg:%e-u f§:§£+17
em que
s = D fi, p(20+1~2g)
q
Fotiae = D, p(2k+1-2s) (3.42)

Fodaen = ngg (2k + 1~ 2s) p(20+1 — 2g).

Observe que fg}f ie ,; € obtido pela aplicacdo do esquema interpolante unidimensional na direcio
y (referente ao indice g de fg,q). Analogamente, fg,j"jm € obtido pela aplicacio do esquema
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interpolante unidimensional na direcdio x (referente ao indice s de fig). Por outro lado, 3, 4 41
¢ obtido apds a aplicagio do esquema interpolante na dire¢io z (indices s) e a seguir na diregio y

(indices g} de f7.

Em resumo:

1. Os coeficientes wavelets d&‘;‘:} 7 também podem ser interpretados como erros entre os valores
da fung@o f nos pontos de X7+ \ X7 e aqueles obtidos por interpolagiio a partir dos valores
de f em X7,

2. O cilculo desses coeficientes pode ser feito utilizando os esquemas de refinamento interpo-
lante unidimensionais.

3. No caso de malhas finitas num retingulo, o cdlculo dos coeficientes é feito utilizando os
esquemas de refinamento adaptados ao intervalo.
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Capitulo 4

Discretizaciao de Operadores

4.1 Introducio

Neste capitulo € introduzida a discretizac@o de operadores diferenciais utilizando andlises
de multirresolucfio biortogonais. Para isto, € util um formalismo baseado em esquemas de aproxi-
magdo composto por operadores de restri¢@io ¢ prolongamento. Esse formalismo permite analisar
diferentes tipos de esquemas sob ¢ mesmo ponto de vista. Esta metodologia fol inspirada no tra-
balho de Cullen e Morton (1980), em que um caso particular de discretizagio, utilizando umna base
linear por partes, € estudado. S3o avaliados neste estudo dois tipos de esquemas: Petrov—Galerkin
¢ misto (Petrov—Galerkin + colocacfio), ¢ tém-se por objetivo analisar o erro de truncamento de
tais esquemas de discretizagdio. O esquema misto € de particular interesse no caso de operadores
ndo lineares, em que 0s argumentos de colocagdio sdo usados nas etapas ndo lineares. Especial
atengéio é dada aos operadores de advecgdo linear L(u) = u,, € nfo linear L(u,v) = uv, e ao
operador de difusdo L(u) = ..

Como visto no Capitulo 2, esquemas de aproximacdo no contexto de andlise multirreso-
lugdo podem ser formulados de duas maneiras: em um tnico nivel usando as fungdes escala, ou
em vdrios niveis usando as bases hierdrquicas de wavelets. As duas formula¢des sfo tteis. Por
exemplo, na andlise do erro de truncamento na discretizagdo de operadores, fica mais simples usar
os esquemas em um sO nivel. Por outro lado, certos tipos de operadores possuem representacio
mais compacta (esparsa) se for utilizado uma discretrizacdo em multinivel.

51
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4.2 Operadores de Restricio e Prolongamento

Nesta secdo sdo consideradas discretizagBes de operadores diferenciais L da forma L{u)
e L{u,v), com u e v em espagos funcionais apropriados. Em particular sdo considerados os se-
guintes casos:
L(u) =ug, L{u) =g, L{u,v)=uu,.

Tipicamente, nos procedimentos de aproximacdo dos elementos de V' sdo considerados espacos
discretos 87, caracterizados pelo espagcamento 2~/ de uma matha. S3o definidos os operadores

™ :V -8, operador de restricdo,

IV:8 -V, operador de prolongamento.

A partir do esquema de aproximagfo {7,117}, as seguintes discretizagdes sdo definidas:
L{uw) ~ Lu) = rI[LIF o),
L{u,v) ~ LP(uw,v9) = 7¢I [L(IF, )]

Um esquema € dito conservativo se 7711 ¢ a identidade em &7. Isto significa que IF 17 & sempre
um operador de projecao,

(erj)z = [Prd.

Todos os esquemas considerados nesta tese sdo conservativos.

4.3 Discretizacdes em um Unico Nivel

E de interesse neste trabalho os operadores de restrigio e prolongamento definidos em
termos de duas fungoes bdsicas ¢ e ¢*, i.e.,

(Fu)y = ¥ [ w(z) 67/(z)dz, @1

(IFw)(z) = ) uldi(z), (4.2)
k
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em que @27 (z) =¢* (27 — 8) e ¢l{z) =(27z — 5). As discretizagdes correspondentes a L {v/) e
Li(u?,v7) podem ser interpretadas como um esquema do tipo Petrov-Galerkin, em que ¢77(z) séo
fungBes teste e ¢ () sdo fungdes frial.

Para que o esquema {r7, II7} seja conservativo é necessdrio que se verifique a relago de
biortogonalidade expressa na Equagdo 2.5, i.e.,

f¢($ - k) 4’5*(2? - f)d:E = 5;9,3.

Em tal caso verifica-se que P? = 1779 & a projecao biortogonal sobre V7.

Nos exemplos 4 seguir somente os splines biortogonais ¢ = ¢y« € ¢° = @y sd0
considerados. No entanto os resultados apresentados podem ser estendidos ac caso ortogonal de
Daubechies e a casos mais gerais.

4.3.1 Advecciio Linear: L(u) = u,

O operador discreto L7 aplicado em u/ possui a seguinte expressio:

(L), = ['rj ZU‘;;LQS(Qj T -~ k)}
k s
= 27y (s - k), (4.3)
k
em que
(1) 1 N
(k) =Tyn-(k) = | & (:r:)E;:»(sc + k)dz. 4.4
Em Cunha e Gomes (1995) é mostrado que, na verdade, F%’)N. = T'Y(k) e depende

apenas da soma M = N* + N, ie.,

d
L) = T (k) = 22 ()
dz
em que ¢g r € a fungdo escala interpolante associada ao filtro Pps(£), descrito no Cépitulo 3.
Por simetria das bases, pode ser mostrado que os valores dos coeficientes de I'™™)(£) sfo anti-
simétricaos, i.e.,

rVg) = —-rW(—g).
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Esses valores podem ser obtidos de uma equacfo de auto-valor construida a partir das relacbes de
escala de ¢ e ¢*, 1.¢.,

P8 =2 " pa(m ~ 26) T(m), (4.5)

em que pr (k) sdo os coeficientes do filtro interpolante Pas(£). A normalizagdo do auto—vetor 'V
¢ dada por

> er®(g = -1.
£

Na Tabela 4.1 sio apresentados os coeficientes ndo nulos I'V(k), para k > 0O e
M=2,4,6¢8.

Tabela 4.1: Valores ndo nulos dos coeficientes de ['*)(k), para £ > 0.

M| (1) r@0(2) (3) 1D (4) I (5) it (6)
2 12

4 273 112

6 | -272/365 | 53365 | -16/1005 | -1/2920

8 || -1747/2203 | 1483/7724 | -390/11882 | 73/32823 | 128/743295 | -1/1189272

O esquema expresso na Equagdo 4.3 também pode ser interpretado como um esquema
do tipo diferencas finitas. Na literatura, o esquema de diferencas finitas centradas de ordem M
mais usual usa os coeficientes I'¥ definidos por

M/2

I‘df(g) -~ Z (E“z(“l)m(ﬂ)z (4.6)

Zmi(+m)

Maiores detalhes sobre esse assunto poderm ser encontrados em (Kreiss ¢ Oliger, 1972). Os valores
nio nulos de I'¥ (¢), para £ > 0, sdo apresentados na Tabela 4.2, para M = 2, 4, 6 ¢ 8. Comparan-
do as Tabelas 4.1 e 4.2, verifica—se que I'") e I'¥ s3o idénticos para M = 2 ¢ 4. Nos demais casos
eles sio diferentes. Para M > 2, o nimero de coeficientes ndo nulos de 'V € 2(M — 2), e de I'¥
¢é M. Portanto, o niimero de coeficientes ndio nulos de [V é sempre maior ou igual ao nimero de
coeficientes ndo nulos de I'Y.



CAPITULO 4. DISCRETIZACAO DE OPERADORES 55

Tabela 4.2: Valores niio nulos dos coeficientes I'¥ (k), para k£ > 0.

T [ T7(2) [TY(3) [T7(4)
172
213 | 12

32 -3/5 1/10
8/5 -4/5 8/35 | -1/35

oo BN

4.3.2 Difusio: L(u) = uy;

O operador discreto L7 aplicado em u’ possui a seguinte expressio:

(D), = 7L (Z wl §(Pz — k))
k

= 293 Wi (s - k), @.7)
k

8

em que
'@y =12 (k) = [ ¢ TP v+ k)d 48
(k) = N,N*()“‘ ¢5($)az”"§(x+ )dz. (4.8)
Novamente, I‘f,ifw,. depende somente de M = N + N¥,

d?
rOE) = I (k) = “2 ).

Este esquema também pode ser pensado corno um esquema do tipo diferencas finitas. Os valores
numéricos dos coeficientes I'® (k) estdo apresentados na Tabela 4.3 para M = 6, 8. I'@ satisfaz o
problema de auto—valor,

P2 = 4> pu(m—20 TO(m), (4.9)

a possui a relagdio de simetria
I =1®(-9),

e a equagfo de normalizacéo

> 2T =2
£
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Tabela 4.3: Valores nZio nulos dos coeficientes de 2 (£), para k > 0

M| T¢HO) (1) r'®(2) r'?(3) I2(4) &Gy | (e)
6 | -295/56 | 356/105 | -92/105 4/35 3/560
8 | -1004/241 | 2399/908 | -917/1314 | 194/1285 | -235/22227 | -31/19014 | 7/439653

4.3.3 Adveccfio Ndo Linear: L(u,v) = v v,

Nos proximos paragrafos sdo apresentadas dois tipos de discretiza¢Oes, uma relacionada
ao esquema de Petrov—Galerkin e outra a um esquema misto Petrov-Galerin + colocagio.

* Esquema Petrov—Galerkin

Analogamente aos casos anteriores, a discretizagio do tipo Petrov—Galerkin do operador
ndo linear L(u, v) = u v, pode ser expressa como:

7 [L (Z ul $(2z — m), Z v (Pz ~ n)):‘
ZZuﬁnng(s —m,s —n),

(L7, v7)]s

&

em que

T(m, n) = Ty~ (m,n) = f " (y) by + m)gg-(y +n)dy. 4.10)

Diferentemente dos casos lineares, agora I’ depende separadamente das escolhas de N e N*. Pode-
se verificar que sdo validas as seguintes relacGes:

¢ Equaciio de auto-valor:

[(p,q) =8 % a(2p—n,2¢—m)[(n,m), (4.11)

em que a(n, m) depende dos filtros duais da seguinte forma

a(n,m) = Z iy Pin Pty
k
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e Relacdo de anti-simetria:
I'(p,q) = -T'(-p,—9)- (4.12)

s RelacBes de normalizacdo:

il
I
e

(4.13)

> qT(p.q)
> pT(pq)

i
o

(4.14)
P

Para (N*, N) = (0, M), tem-se que I'(p, g} é dado por

)
0.0) = donelp) 22t (g) = { 3@ 220

Portanto,

D, o), =ul > viTW (s~ k),
k

que se reduz a um esquema do tipo colocagio. Nos demais casos, os valores de I'(p, ¢) sdo obtidos
resolvendo—se o problema de auto-valor expresso na Equacdo 4.11.

Nos casos estudados a seguir, o problema de auto—valor, dado pela Equacéio 4.11, possue
auto-espacos de dimensdo 2. No entanto, € possivel determinar de forma tinica o auto—vetor que
satisfaz as condigdes de normalizacdo, expressas nas Equacdes 4.13 e 4.14. Para a resolugio
nimerica desse problema, a rotina de célculo de auto-valor do programa Matlab € utilizada . Os
valores ndo nulos de I'(p,¢), p > 0, associados a (N*,N) = (1,3) € (N*,N) = (1,5) sdo
apresentados nas Tabelas 4.4 e 4.3.3. No primeiro caso, tem-se que ['(p,q) # 0 apenas para
—2 < p,q < 2. No segundo caso, ['(p, g) # 0 apenas para —4 < p,q < 4.
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Tabela 4.4: Valores n3o nulos dos coeficientes I'(p, ¢) para (N*, N) = (1, 3)

P q
-2 -1 0 1 2
AL | 28

0 180 45

1] L 13| oz 1| L
a0 270 30 6 27

Al i ) 1 J_1 )5 | _1
4320 240 80 432 288

B q
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
20 314 395 611
89267 29267 3003 837
__1e 40 369 __ 768 466 _ 2281 265 46 __8
150967 13383 | 11429 751 718 12630 5374 5879 39933
1 1 20 245 181 40 _ a7 76 3
151618 37150 44793 9993 3288 1387 20428 | 54335 73456
8 1 _ 17 3 _ 4 30 18 1
312103 | 35806 F0471 T30 31771 5131 170071 353964
1 1 1 2 1
678343 128801 | 74371 195701 | 265548

* Esquema Misto (Petrov—Galerkin + Colocacéio)

O operador de adveccdo ndo linear envolve basicamente uma etapa linear (derivacio)
e ouira nfo linear (multiplicacdo). Como os esquemas de colocacio sdo bem mais simples na
discretizagdo da etapa ndo linear do que aqueles do tipo Petrov-Galerkin, define-se a seguir uma
formulagdo mista que combina um esquema do tipo colocagdo, na etapa néo linear, com outro
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do tipo Petrov-Galerkin, na etapa linear. SZo necessdrios dois novos operadores. O operador de
restricéo

(rlu)s = u((s + a) 279), (4.15)

corresponde  colocagio nos pontos da forma (s + ) 2/, para algum 0 < o < 1. Para o operador
de prolongamento introduz-se

(W) (=) = Y _ o 82z~ k), (4.16)
k

em que § € V' ¢ uma fungio interpolante nos pontos k + o, isto &, 8(k + ) = dyp. A fungho @
deve satisfazer as seguintes condicses:

6(¢) = g; ((CC))’ @.17)
em que
$a(¢) = ij ok + a)e™™, (4.18)
e
$a(Q) #0 V¢ € [~7,7]. (4.19)

Desta maneira r{ (THrlu), = u((s + @)277), o que significa que IT¥ é um operador de
interpolagdo e que o esquema {r!, I/} é conservativo.

A discretizacdo mista proposta € a seguinte:

D, v9), = {I] [l L(IV, TP)]} (4.20)
em que 77 e IV so os operadores definidos nas Equagdes 4.1 e 4.2. A Figura 4.1 representa
esquematicamente este processo.
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o prolongamento o

colocacio P [(THw ) (L TF )]

o prolongamento liyd
interpolagdo
I r] () (LTF )]
restri¢do
. ‘ .
L (u?,v7)

Figura 4.1: Esquema para operador L” na formulagfo mista.

E conhecido que os splines ¢y satisfazem a condicfio de interpolagio dada na Equa-
¢d04.19, com « == 0 no caso IV par, e @ = 1/2, no caso NV {mpar (Schoenberg, 1969). Portanto, é
razodvel esperar que 0 mesmo comportamento seja vdlido para as funges duais ¢y, v-. Exemplos
de fungdes Go(¢) € b1/2(¢) sdo apresentadas a seguir. Na Figura 4.2 estdo graficados ¢o(¢) para
N* =2e N = 4 e 6. Pode-se observar que ¢o(¢) > 0 para { € [—,7]. Isto permite a definigio
de um operador de interpolagdio nos pontos discretos k277,

(@(N*, N} = (2,4) () (N*,N) = (2,6)
6f 6f
5 5
4 4
3 3\___/
2 2
1 1
ot a
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2z 3

Figura 4.2: Fungdo 50.
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Para (N*, N) = (1, 3) a Figura 4.3(a) mostra que
iGo(m)| = |go(—7)| =0,

o que impede a defini¢fio de um operador de interpolagio nos pontos k2-3. No entanto, a Figu-
ra 4.3(b) mostra que ¢ /»(¢) > 0 para —# < { £ 7, o que permite a defini¢do de um operador
de interpolaciio. O mesmo comportamento acontece para N* = 1l e N = 5 e 7, como mosira a
Figura 4.3.

(a) QRSO: (N‘:N) = (1’3) (b) 4‘51,/2: (N*’N) = (1!3)

3
z
1
0/—'———"\
1
2

o= Wk n oy

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 4.3: Fungdes éﬁo e 551;3.

4.3.4 Sintese das Discretizacoes

Uma sintese das discretizagdes na base nodal obtida nesta sec¢do estd apresentada na
Tabela 4.6, da pagina 63.
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(@) do, (N*,N) = (1,5) ) $1/2, (N*,N) = (1,5)
2 &
2 5
e —
_ 2\__/
-2 1
-3l 0
-3 -2 -1 a I 2 3 -3 -2 1 I I z 3
() ‘50: (N*:N) = (177) (d) 9751/2: (N*,N) - (}-:7)
3 6
2 5
1 4
i ~
g 3
-1 2\____/
2 1
-3 0

Figura 4.4: FuncGes do ¢ c}l /2



Tabela 4.6: Descretizagiio em bases nodais (N + N* = M) .

Operador Discretiza¢do
Esquema Petrov-—-Galerkin | Simbolo
Advecgiio linear (L), =23, ulT (s — k) k) = F%?N*(k) = [ ¢*(z)%(z + k)dw
Difusfo (Liud)y = 2% 3, ull'® (s — k) C®(k) =Py (k) = [ ¢*(@)E8(z + k)dw

Advecgdo Nilo Linear || [L/(w/,v?)], =3, 3. wlviT(s~m,s~n) [(m,n) =Ty (m,n) = f¢*(y)¢(y+m)§$(y+n)dy

Colocagio (N*, N)=(0, M) Simbolo
Advecgio linear mesma do esquema de Petrov—Galerkin T (k) = T4 (k) = 2ot (k)
Difusdo mesma do esquema de Petrov—Galerkin A (k) = I‘g’} (k) = %#(k)
1
Advecgio Ndo Linear L, 09y =ud 3, vl T (s — k) I'(p,q) = don(p) i‘%ﬂf-(q) = rhe), p=0

0, p # 0.

Esquema Misto

Advecgdio Ndo Linear | L7 (w/,v9), = rd {TH [r{ L(IVw, TT0)] 3
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4.4 Erro de Truncamento

E de interesse estudar o comportamento assintdtico dos erros de truncamento

TE = pLy-— L', (4.21)

TE = rL(u,v) - L {u, ). (4.22)

O erro de truncamento pode ser interpretado como a diferenca entre as operagdes de aplicar o
operador L seguido de restri¢éo e de tomar a restrigdo seguida de 7. No diagrama da Figura 4.5 §
apresentado esse Processo para o caso linear.

v S7
u _rju
. Liriy
Lu 1 Lu

Figura 4.5: Representagiio esquemdtica do erro de truncamento.

A andlise a seguir se restringe ao estudo do efeito do erro de truncamento sobre os modos
de Fourier.

4.4.1 Adveccio Linear
Considerando u{z) = ¢ %% tem-se que
ul = f e~ %Tg* (Vg — kYdz = e %G (¢27Y).
Substituindo esse resultado na Equacio 4.3 obtém-se

(D), = 2ige(C2¥)emic® 37 K hp) )
k

= P2 e KT (¢2-4). (4.23)
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em que
F(e) = 3 T (ke
k
Calculando (r7 Lu), tem-se
H(Llu), = 2 f —iCe%%¢* (2 — 5)dz
= —iCe g ((27). (4.24)
Substituindo as Equagdes 4.23 e 4.24 na Equacio 4.21, tem—se que:
(TE), = —ie™™* £(z), (4.25)
em que
£ =4 (1- 76,
ez=Ch.

A Equacio 4.25 mostra que usando diferentes bases ¢* e ¢, mas mantendo fixo
M = N + N*, o inico fator que diferencia os esquemas de discretizacéo & ¢*(z) E conheci-
do que no caso de colocagdo (N* = 0) ¢*(z) = 1 e nos demais casos (N* > 0) ¢*(z) ~ 1 para
z ~ 0, e ¢*(z) ~ 0para z ~ 2r. No entanto, como ¢*(z) é sempre limitada, 2 ordem do erro
de truncamento para 2 ~ 0 é determinada em todos os casos em que N 4+ N* = M pelo termo

comum
(1 ~ %ﬁﬁ) .

Na Figura 4.6 ¢ apresentado o grifico de —iI'(2). Pode-~se observar que —il'(z) ~ z paraz ~ 0 &
medida que M aumenta. Além disso, vale o seguinte comportamento

1~ (@) = 06,

conforme o enunciado do préximo teorema, que € demonstrado no Apéndice C.

Teorema 4.4.1 Seja ['(z) o simbolo referente a discretizacdo do operador L{u) = u, pelo esque-
ma de Petrov-Galerkin, em termos dos splines biortogonais ¢* = ¢n, e ¢ = ¢nn=-. Entdo,

£(z) = §(2) (1 - zf‘(z)) = O,
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Simbolo T'
2 1 1 i
L5 AT Y p— .
1 o R M=

ol =
L5
3
B
3

Figura 4.6: Grifico de —il'(z).

Exemplos Numéricos I

Aplicando a relagfo de anti—simetria obtém-se que
(z) = —2i » _sen(kz)T(k).
E>1
Entdo, calculando essa expansio utilizando o programa Mathematica, apresentadas nas tabelas a
seguir, confirma-se a estimativa do Teorema 4.4.1.

Tabela 4.7: Valores de £(z).

M E(z)

4 §1§z4 + O(z%)
6 g%zﬁ + O(28)

8 | g%+ 0(z"9)
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{Cullen ¢ Morton, 1980) obtém

para o método de Galerkin usando fungGes lineares por partes. Comparando-se a constante 1/180
com 1/30 obtida usando-se o esquema de Petrov-Galerkin de ordem 4, observa-se que a primeira
é seis vezes menor que a segunda. O simbolo £{z) dos esquemas usuais de diferencas finitas
centradas estfio apresentados na Tabela 4.8. As constantes assintéticas também sfo ligeiramente
menores que as obtidas para o esquema biortogonal de mesma ordem.

Tabela 4.8: Valores de £(z) para diferencas finitas.

M E(z)

2 2+ 03EY

4.4.2 Adveccao Nio Linear

Nos proximos paragrafos sdo apresentadas o erro de truncamento para as discretizagGes
relacionadas ao esquema de Petrov—Galerkin e ao esquema misto Petrov-Galerkin + colocaggo.

* Esquema Petrov-Galerkin

Tomando u(z) = €% ¢ v(z) = =% tem-se

wl, = (1), = e Mg (n27),

v) = (rju)n = e47ng((27).

n
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Portanto,

L, v9), = 20 e~ 3@+2) 3% (1) @* (2) [ (w, 2), (4.26)

emquew =127, z2=(2"7¢

T(w,2) = Z Z e~ ™= D(m n).
m n
Calculando r# [L(u, v)], tem-se que:
¥ [L(u,v)], = —iCe @+ dx(y + 2). (4.27)
Substituindo as EquagOes 4.27 ¢ 4.26 na Equagio 4.22 obtém~se que:

(TE), = —i{e#+) £(u, 2), (4.28)

em que

£w,2) = [ (w+2) - @)

Teorema 4.4.2 S¢ja ¢ = ¢y n-. ¢* = ¢n com N > N*. Entdo, £(z,w) apresentado na Equa-
¢do 4.28 satisfaz o seguinte comportamento assintdtico:

E(w,z) = i@(uﬁzﬂd‘j).

3=0

Na férmula acima aparece explicitamente apenas a dependéncia em M. No entanto, as constantes
no limite assintdtico dependem da escolha de NV e N*. Isto € comprovado a seguir.

Exemplos Numéricos I

Para o caso interpolante (N*, N) = (0, M) tem—se que ['(w, 2) = [(z) e §*(¢) = 1.
Assim o erro de truncamento € €xXpresso por

(TE)s _ mige——is(w-{-z)g(z)“
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Portanto, neste caso valem as mesmas estimativas do caso linear (conforme Tabela 4.7).

Para N* =1,

') = e”i‘/gﬁf%%ﬂ- (4.29)

Considerando a propriedade de anti-simetria, expressa na Equacdo 4.12, tem-se que

Tw,z) = -2i z Z sen{wm + zn)['(m, n) + Z Z sen{wm — zn)'(m, —n)-+

m>in>1 mzlnzl
Z sen{zn)T'(0, n) + Z sen{wm)'(m,0)] . (4.30)
n>1 m21
Com isto obtém-se os seguintes resultados:

A ordem de aproximagcdo de £(z, w) no caso (N, N*) = (1, 3), é obtida usando as Equa-
coes 4.29 e 4.30 ¢ os valores de I'(p, g}, dados na Tabela 4.4, ¢ possue a seguinte expressdo:

1 1 1 1
£ et B S22 T a3
{(z,w) 357 Tt Yt gt T g

Analogamente, para (N*, N) = (1, 5), e utilizando a Tabela 4.3.3, tem-se que

4 5 5
4 6 5 a2 5
5117 TEnt Y oret Y T sg16°Y

Portanto, esses dois exemplos confirmam a estimativa do Teorema 4.4.2.

E(z,w) ~

O resultado obtido por Cullen ¢ Morton (1980), pelo método de Galerkin, utilizando
funcdes lincares por partes €

1 1 T 1
5 ~ — 4 — 2 3.
(2,) ~ 7557 + 5570 + 7357 ¥~ 3607

Comparando esse resultado com o obtido pelo esquema de Petrov-Galerkin, de mesma ordem,
observa—se novamente que estas constantes sao menores.
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* Esquema Misto (Petrov—Galerkin + Colocaco)

Seja u(z) = e ¢ v{z) = € %%, entdo a Equagio 4.20 pode ser calculada seguindo os
passos apresentados no esquema da Figura 4.1. Com isto tem~se que:

We)(z) = > o2z~ k)
k
= ¢(w))_ e *vg(dz - k).
k

Logo, aplicando o operador 77 obtém—se que:

(M) = §(w)) e ™l +a—k)
k

= Fw)e ™Y emg(p+a)
b4

= $r(w)e Mg, (w). @31)
De forma andloga,
[H L)), = 296 (2)e ™ Ba(2), (4.32)
em que
Ba(z) =) _ e * Lok + ). (4.33)
k
Como

ri (I, TV?) = r] ()] L (T07)

ao se multiplicar a Equagdo 4.31 pela Equacfio 4.32 e aplicar o operador de prolongamento Hf
obtém-se que

I [r] L(IWPu;, IP)] (z) = 296 (w)$*(2)alw) Balz) Y _ e 4 *9(2z - 1).
l
Finalmente, aplicando o operador de restrigio 77, encontra~se a seguinte expressio:
D@, o) = P @w) X e [oy+s- 06w
1

= P8 W) (2)da(w) Falz) D e Hy(s — 1)
I

= P0G (w)g*(2)ga(w) Balz) F(w + 2),
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em que

10 = [0+ ae W,

Hlw) =Y e * (k).
k

Analisando F{w) obtém-se que

De fato,
iw) = e o+ ne ey
k
= f ¢*(y) D _ e *h(y + k)dy
k
= / &*(y) Z: eV Gy 1 2k)dy
k

= Zé(w + 27k) f ¢ (1) eV ZE W) gy
%

= 3 O+ 20k)3 w4 2,
k

Utilizando a Equacio 4.17, a periodicidade de ¢, (w), ¢ a condigdo de biortogonalidade,
tém—se que:

¥ =1 B(w rk)é* (w k) = !
7(w)—d~)a(w);¢( + 21k)¢* (w + 27k) o

Portanto,

D308, 1), = 23 () (p)e o $el)_Dold)
Po(w + 2)



L _ Com 1sto o erro de u’uncamenm é dacio por

(TE) = ._”z(;e-—.zs(w—i»-z;g(w Z) : (434) |

8 (w z) M [qé*('w + z)q‘;u(w + z) - wqb*(w)tﬁ*(z}gba(w) 5a(z)]
S s _ ¢a(w -I—Z) : _ :
o ":.-’f‘eorema 4.4.3 Seja ¢» ¢>N N* qS ¢N com N * > 1 Suponha que seja verdadezm a condzgao 3 e
o :_fde mterpolagao - . i _ AR
%(0#0 vce[--m ]

o :':_ "'em que a= (}para Nparea-- 1/2parN zmpar E'ntao L o

5 -'7."_"'{3) para N par

(b) para N lmpar

S(w z) ):G(wk N-k)
: km() o
8 (w z) @( -1 + Zo(wkzﬂ’w-—k)
: S k"“ﬁ L

O Numencamente, o camportamento assmtotxcc de S (w, z) dade na Equagao C 13 paza_
“'."N’f'*ZeN 4edadopor S : '
ERE 6ol , 184, 92 184
g 3 2 2 e oA .
L (w ’z) " 3150° +310 %1@5 +315m” r ST
: ‘0 qué canﬁrma a estamauva (a) do Teorerna 4 4, 3 Para (N* ) (1 o) obtemwse a segumte :
o _ﬁ_aproxmag:ao para E('w, z) S T AT R _

S(w Z) N 'f“s*azé :

o _que conﬁrma a estzmatlva (b) do Teorema 4 43 Nos calculos foram utﬂlzadas as expressoes de '
i _.*éyg(z) c dc 51[2(2) d0 Lema C 5 1 : : : -
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4.5 Discretizacio em Multinivel

Considerando os operadores ¥ e Il de restri¢io e prolongamento, descritos nas Equa-
ches 4.1 e 4.2, L7 () é expresso por

D)=+ [LIFW]. (4.35)

Como visto na Sec#o 4.3, essa discretizacio corresponde a um esquema tipo Petrov—Galerkin utili-
zando a base {¢,” }, como fungdes teste, e {¢7.}, como fungdes trial. Nesta segdo estende-se essas
defini¢Ges para o caso multinivel. Para isto definem—se os operadores de restricéo e prolongamento
em multirresolugdo:

-t
7390y = 400 = pwT) riy = 29/? d;O : (4.36)
oo
[HL,J; uJJe x) Zcmquo (z) + Z Z drp™(z (4.37)
E m=jo

O esquema de aproximagdo {rids, Ti40} também é conservativo, i.c., 0 operador T30 T100 ¢ um
operador de projecdo. Analogamente, define—se a seguinte discretizacdo:
r T80 (5,030 — pdid F g ddo
L{u) m Lo (ul0) = 0 [ LT, wlle ], (4.38)

que corresponde a um esquema tipo Petrov—Galerkin utilizando a base {q&k”}u{zb}; 0} ...l {qsz }
como fungdes teste, ¢ a base {¢°} U {4} --- U {41}, como funcdes trial.

Um fato a ser observado é que para operadores diferenciais, a discretizagdo L7 em um $6
nivel, é representada por uma matriz de banda, com 2{M — 2) bandas. J4 em multirresolucio, a
estrutura de I ¢ de uma matriz de banda por blocos. No entanto, enquanto (L7)~! é em geral
uma matriz cheia, (L7 _}~' preserva a mesma estrutura de banda por blocos, de L7 (Daubechies,
1992, cap. 9).

l Exemplos Numéricos '

Seja L(u) = u — pu.,, em que p # 0. Considerando o esquema de multirresolucio dado
poT ¢ = i) € ¢* = ¢y, as matrizes (L ) e (L )~' sdo apresentadas na Figura 4.7. O nivel
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mais alto é j = 10 e 0 mais baixo € de jp = 5. Para o cdlculo (L7 ), primeiro calcula-se L7, e
ento usa—-se seguinte relacdo

H,;,,R[LH-LR ugfg] =DWTJ, (Ljuj).

Nessa figura a ordem de grandeza dos elementos € expressa em niveis de cinza, quanto mais claro

maior o valor numérico do elemento, i.e., a escala de cinza representa o valor do expoente s para
idl| = 10°
4 .

A percentagem dos elementos das matrizes L7 e (L7 )~ menores que 10°, para
s = —15,...,0, é apresentada na Figura 4.8. As diferentes curvas correspondema j = &,---, 13.
Observa—se nessa figura que as matrizes tomam-se mais esparsas a medida que j aumenta. Na Fi-
gura 4.9 ¢ representado N (s), que € o niimero total de elementos acima de 10°, em fungdo de s.
As diferentes curvas estdo associados aos splines biortogonais: (N, N*) = (0,6), (1,5), (5,1),
(2,4), (4,2), (3,3), (6,0), e também ao esquema ortogonal de Daubechies com K = 3. Em todos

os caso, M € mantido fixo eigual a 6, 7 = 11 e j; = 5. Observa—se que ndo ocorrem mudancas
significativas em N '(s) para esses esquemas.

(®) (L,,)!

W A O A0 T A A A A ww W e W 4 M &m A an S0 00

Figura 4.7: Representagfo matricial dos operador L3, € (L3,5)~1, para (N*, N) = (1,5), j = 10
¢ jo = 5. Os valores mais claros correspondern aos elementos maiores que 10-°,
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Figura 4.8: Percentagem dos elementos das matrizes L7 e (L7, )~! abaixo de 10°
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Figura 4.9: Nimero dos clementos das matrizes L7 _ e (L7 )~! abaixo de 10, para a familia
M=6j=11lej =35.



Capitulo 5

Modelo de Agua Rasa

5.1 Introducio

Na atmosfera e no oceano ocorrem diversos tipos de movimentos. E possivel quanti-
ficd-los de uma forma estatistica, de tal forma que a escala horizontal dos movimentos £ seja bem
maior que a escala vertical D. Por exemplo, se D = 10km, que € ordem de grandeza da altura da
troposfera em latitudes médias, e £ > 100km, os movimentos desse modelo atmosférico sio con-
siderados de escala sinética ou planetdria e estdo em equilibrio quasi-hidrostitico. As equagdes de
dgua rasa modelam esses tipos de movimentos. O modelo de dgua rasa que € discutido na préxima
secdo € capaz de descrever importantes aspectos dos movimentos atmosféricos e ocefnicos que
nio dependam de muiltiplas estratificacdes. Por outro lado, conceitualmente, quando hd necessida-

de de estratificagdo, modelos mais complexos podem ser compostos por camadas de modelos de
dgua rasa (Pedlosky, 1987; Daley, 1981).

5.2 Modelo

O modelo de 4gua rasa € obtido das EquacOes do Movimento de Newton para um ob-
servador em um sisterna de coordenadas com rotacdio uniforme, e da Equagdo da Continuidade,
considerando as seguintes simplificacGes:

o L>>» D

e fluido homogéneo e incompressivel, i.e., densidade absoluta constante;

77
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o fluido limitado em uma fronteira inferior, e possui uma superficie livre na parte superior
(condicdo de fronteira cinemdtica);

e aproximagdo hidrostdtica.

Em coordenadas cartesianas bidimensionais o modelo de dgua rasa de interesse é com-
posto do seguinte sistema de trés equagdes e trés incognitas (u, v, 7):

Ju Ju du _On
'é‘g“f"ﬂg—“}—v—a—y*—f v+ g 31‘ = {
B v Ov _on
E+u5$—+vg—+fu+95§_0 (5.1)
np dn  dn Ou v\ _
5 e TV, T (55+5—)_0’

em que u = u(z,y,t) e v = v(z,y,t) sdo as componentes do vetor velocidade nas diregSes
dos eixos = e y, conhecidas como componente zonal e meridional, e = n{x,y,?) € a altura do
fluido. A varidvel ¢ representa o tempo, f = f{y) denota o parmetro de Coriolis, ¢ § representa a
aceleracdo da gravidade, considerada uma constante. As duas primeiras equagdes representam as
Equagdes do Movimento de Newton ¢ a terceira a Equagdo da Continuidade.

5.3 Movimentos Oscilatorios no Plano f

Para estudar os movimentos oscilatério do ponto de vista analitico, € de interesse o mode-
lo de dgua rasa linear com coeficientes constantes. Para obtenciio desse modelo linear, é utilizado o
método das pertubagoes, descrito em Holton (1992), considerando que o estado bdsico € indepen-
dente da posi¢do e do tempo, no modelo de dgua rasa ndo dissipativo expresso pelo Sistema 5.1,
Para simplificar o sistema linear resultante, aplica—se uma anélise de escala para latitudes médias

e utiliza—se a aproximag#o geostréfica. Com isso obtém-—se o sistema linear descrito por Grotjahn
e O’Brien (1976):

Oy’
Lu' - for' + 35 =0 (5.2)
Ly+fu+§f- 0 (5.3)
dy

Lo +® (a“ Z-) (5.4)
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em que

a d 0
L—§+U5;+V—é§, (3.5)

@ = §n, é a fungdo geopotencial, f = fy ¢ uma constante, (U, V, ®) representam os estados
bésicos de (u, v, ) e (¢, v', ¢’} denotam as pertubages de (u, v, ). Para simplificar a notagdo, a
partir de agora as pertubagdes sdo denominadas simplesmente de (u, v, ).

As solucdes ondulatérias de interesse desse sistema sdo do tipo
H{Ex+dy—wt
eite+dy—w )}

em que (£,7) sdo as componentes do vetor niimero de onda ¢ w ¢ freqiiéncia de fase expressa
por

w = w(€,9).

A raz@o entre essa freqii€ncia e as componentes do vetor nimero de onda compoém a
velocidade de fase, que € velocidade de propagagéo da onda,

2 fww
= (22). (56)

QOutra quantidade de intresse € a velocidade de grupo, que por defini¢do € expressa por

Ow Bw)

V!-} = (%zﬁv;y) - (EEJ "51"9” (5.7)
Essa velocidade fornece informactes para estimar a velocidade de propagacio de energia das ondas

¢ avaliar a intensifica¢do e o enfraquecimento dos fendmenos fisicos modelados.

O objetivo dos proximos pardgrafos € estudar freqiiéncia de fase ¢ a velocidade de grupo
do sistema de 4gua rasa descritos nas Equagdes 5.2, 5.3 e 5.4. Para evidenciar melhor os tipos de
movimentos associados a esse sistema, consideram—se as seguintes simplificagGes:

e Modelo de advecgio:

Ly =0. (5.8

Se o geopotencial tem a forma

o= ei{{:r:-i—'l?y—wt} , (5'9)
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entdo a freqiiéncia de fase é expressa por

w=Ut+V¥, (5.10)

e as velocidades de fase e de grupo sdo

Vi =V, =U,V). (5.11)
o Modelo de ondas de gravidade:

Ou Oy
"g}- = "g;, (5.12)
o - %
5 By (5.13)
dy ou v
LY. 3 e R 14
5 d (6:1: + 5y (5.14)

Pode—se reduzir o sistema composto pelas Equagbes 5.12, 5.13 e 5.14 a uma tnica equa-
¢lio em . Primeiramente deve-se aplicar & na Equagio 5.12, £ na Equagio 5.13 ¢ £ na

Equacdo 5.14. E assumido que u, v € @ sfo suficientemente suaves, de forma que os opera-
dores diferenciais possam comutar. Apds as substituicOes necessdrias chega-se ao seguinte
resultado:

[g—; — @Vﬂ} ¢=0, (5.15)

emque V? = 5@255 + aﬁ';'g ¢ o operador Laplaciano. Substituindo ¢, dada pela Equacdo 5.9, na

Equacdo 5.15 obtém-—se
—w? + 08 +9%) = 0,
i.e., duas fregiiéncias de fase
we = £/ P(E2 + 3?), (5.16)

conhecidas como freqiiéncias de fase inerciais. As suas velocidades de grupo s@o expressas
por:

(5.17)

. V¢ Vo
Yo = (:h\/[fwﬁ?]’i\/w WJ) '
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Para valores tipicos de & ~ 10.000m?/s? ¢ U =~ V =~ 10m/s tem-se que para cada
nimero de onda

[wl & |wﬁl.

Portanto, as ondas do modelo de advecdo oscilam mais lentamente que as ondas do modelo ge
ondas de gravidade. Além disso, as ondas do modelo advectivo ndo s@o dispersivas, pois Vy = V.

e Modelo de dguarasa:

No teorema a seguir sdo apresentadas as freqii€ncias de fase e as velocidades de grupo do sis-
tema de dgua rasa, expresso nas EquagSes 5.2-5.4. Essas freqiiéncias sdo uma composicio das
freqiiéncias de fase dos modelos de adveccdo e de ondas de gravidade discutidos.

Teorema 5.3.1 O sistema de dgua rasa linear, dado pelas Equacdes 5.2-5.4, possui trés freqiién-
cias de fase:

w = UE+V8, (5.18)
wp = (UE+VO)%/f2+ (6 +07). (5.19)

Por consegiiinte, as velocidades de grupo associadas a essas frequéncias de fase sdo dadas por

V, = (U,V), (5.20)

sl

Vo,x

(5.21)

£® 9P
U+ Vi .
( VIE+ ®(€2 4+ 92 Vig+ee+ 192))

Demonstracdo: S0 adotados os seguintes procedimentos para se reduzir esse sistema de equacdes
a apenas uma equagdo na varidvel ¢:

(i) Da Equacio 5.2 tem~se

_ 1. . 9
v=+ (Lu-r 6$)’ (5.22)

de forma que

+ +

v _ 1 [0(Iu) O Oy
ay”fo[ 5y T 9y\as } 62
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(1) Substituindo a Equacéo 5.22 na Equacéo 5.3 obtem-—se
dg

2 g2 _
(L*+ filu= L 3 fgay
de forma que
Ou [ 8% %)
2 %% _
Rl =~ Lam T ogggy |-
i &y
(L2 ).....,........_—m...... ay;o +f0

(iif) Aplicando o operador [L? + f2] na Equagfio 5.4 tem-se que:

L + ==L + G + 30)

82

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

Substituindo [L? + f3]3% e 22, dados nas Equagdes 5.25 e 5.23, respectivamente, obtém—se que:

UL+ e = -2+ Qe+ 22+ 002

Usando a expressdo de [L? + fZ] %“yj dada pela Equagio 5.26,

Oz? + f“ax )

&y Fo @ , 0%
12 - 2 L0 0%
U +file = 3 v = 3y voLgt - 2L Bx By

32
—@fﬁax + oLt (P»%—(I)fg

+

Portanto,

L{[L*+ (3] - ¥V o =

Assumindo ¢ = e#€2+9¥~9t) na Bguacio 5.30 obtém-se que

[~w + UE+ V9] [—0? + 2(U€ + VO)w — (UE+ VI + [+ B¢ +87)] =0

Sao u€s as solugdes nio triviais da eguacdo anterior:

o w=UE+V.

(5.28)

(5.29)

(5.30)
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o v = (UE+VO) £/ F+BE + ).

A velocidade de grupo associada & frequéncia de fase w €
Vo= U,V),

enquanto as velocidades de grupo associadas as freqiiéncias w. sdo dadas por

Vos= (U §2 Vv 0% ) . (531)

+
VRreE ) R eE )

&

Observe que a fregii€ncia w, dada na Equacdo 5.18, € igual & freqli€ncia de fase do caso
puramente advectivo. Nas fregiiéncias inerciais w4, dadas na Equagfo 5.19, o primeiro termo €
igual 2 freqiiéncia w, enquanto que o secgundo assemelha—se is freqii€ncias do modelo de ondas de
gravidade. Isto é vdlido se f& < ®(£% + %), e.g., nas latitudes médias em que fo =~ 1074571

Pelos resultados do Teorema 5.3.1, esse modelo de dgua rasa determina dois tipos de
movimentos. Tipicamente para a atmosfera, 0 movimento associado a freqii€ncia w € lento, com
uma escala de tempo da ordem de 28 horas e uma velocidade de propagacédo da ordem de 10 m/s. Jd4
os movimentos associados s freqii€ncias inerciais w. s&0 mais rapidos, com uma escala temporal
da ordem de 3 horas, com velocidade de propagaco consideravelmente maior que 10 m/s, para
latitudes médias.

Em geral, 0s movimentos encontrados na atmosfera € no oceano ocorrem devido a pro-
cessos fisicos dispersivos, i.e., a velocidade de propagacfo de ondas individuais € dependente de
seu comprimento de onda. Em tais sistemas ondulatérios, a energia é propagada a uma veloci-
dade que normalmente € diferente da velocidade de fase, que pode ser estimada pela velocidade
de grupo. Tem-se, entdo, duas situacdes de interesse: se a velocidade de propagagdo da energia
for maior que a velocidade de fase, novas ondas sdo geradas na frente do trem de ondas inicial;
caso contrdrio, um alongamento do trem de ondas pode se desenvolver. Como € de interesse tanto
em meteorologia quanto em oceanografia estudar nfio apenas a propagacio de ondas, mas tam-

bém a intensificacio e o enfraquecimento desses sistemas, € de grande interesse ¢ estudo dessas
velocidades.

Na prética, os processos advectivos s#o mais significativos na tropostera de latitudes mé-
dias do que os movimentos inerciais. Em escalas planetdrias e sindticas, 0s movimentos associados
as ondas de gravidades sZo usualmente considerados como ruidos (Daley, 1981). Os fluxos asso-
ciados a esses movimentos tendem a estar em balanco quasi—geostréfico, i.e., ocorrem situagGes
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de quasi—equilibrio entre as forgas de Coriolis e as forcas devido ao gradiente de pressdo. A manu-
tencdo desse balango € conhecida como ajustamento geostroéfico. Este ajuste natural do sistema
troposférico equivale a uma dispers@o da energia associada aos modos ripidos, de tal forma que
ndo haja actimulos locais. E esperado que numa modelagem desses fendmenos essas caracteristicas
sejam preservadas.

No modelo de dgua rasa estudado os movimentos mais rdpidos, aqueles devidos as
freqiiéncias inerciais, ocorrem processos dispersivos, pois a velocidade de fase depende do niimero
de onda. Nesse sentido ndo hd um comprometimento do processo de ajustamento geostrifico.

Por outro lado, a versdo discreta desse modelo apresenta processos ndo dispersivos, ob-
servados quando a velocidade de grupo € nula. Nesses casos, ndo se verifica o processo de ajusta-
mento geostréfico e surgem viérias oscilagdes indesejadas que prejudicam a solugdo.

Nos modelos discretos € de extrema importincia uma boa aproximagio das caracteris-
ticas fisicas dos fend6menos modelados. Por exemplo, € de importincia minimizar 0s erros nas
velocidades de fase e de grupo ¢ também identificar os mimeros de onda para os quais as veloci-
dades de grupo discretas sejam iguais a zero. Na préxima secio versdes discretizadas do modelo
linear de dgua rasa sdo avaliadas sob esse paradigma.

54 Movimentos Oscilatorios em Modelos Discretos

O objetivo desta seclo € avaliar o efeito na freqiiéncia de fase e na velocidade de grupo
da discretizacdo do modelo de dgua rasa ndo dissipativo no plano f. A metodologia apresentada
é inspirada nos trabalhos Grotjahn e O’Brien (1976); Kress e Oliger (1972); Swartz ¢ Wendroff
(1974); e Torbjdrn e Sundstrom (1973) em que sdo tratados alguns esquemas de diferengas finitas
cldssicos. No presente estudo, os operadores de diferencas finitas utilizados nas discretizacdes
espaciais estdo associados a aproximag3es por splines biortogonais {¢x-, & x-}. No Capitulo 4
¢ verificado que para operadores diferenciais lineares os esquemas biortogonais s3o equivalentes
a esquemas de colocagdo com M = N* 4+ N. Portanto, como nos modelos considerados so-
mente aparecem derivadas lineares, os estudos a seguir se restringem a discretizacdes por valores
pontuais.

Sao introduzidos dois tipos de modelos de discretizagfio: semi—discreto e discreto. No
primeiro apenas as varidveis espaciais s@o discretizadas, e.g.,

" = "(p,q)(t) = p(hp, hy,1)
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sdo valores pontuais de :p(z:,_ y,t) nos pontos (hp, hg) de uma malha regular com espagarnento h
(em multirresoluciio h = 277). No segundo caso, a varidvel tempo também ¢é discretizada, e.g.,

@At = phdt(y ) (n) = p(hp, hg, nAL).

Conseqgiientemente, para equacdes do tipo Ly = ( tém-—se as seguintes discretizagdes:

o Lhyph =0, (semi-discreta)

o [hAt AT = (discreta)
Inicialmente sdo analisadas as discretizagbes dos modelos de adveccio e de ondas de gravidade.

o Modelo de advecgio:

Como visto no Capitulo 4, operadores diferenciais de primeira ordem do tipo 8/0z ¢ 8/0y
podem ser discretizados por

% (oh,ah, 1) ~ (DE "), , () = + 3 ¢k, ) (O0(p — ),
5o Lo (5.32)
By Pt~ (D", () =7 Z; " (0, ()T (g — 0.

Os coeficientes
r(k) = T (k) = 22 )

sdo os coeficientes da discretizagio da derivada, discutida no Capitulo 4, em que M —1
representa a ordem do esquema de interpolagdo. Portanto, para
3@ dy Op

+ UL+ VS

o= +Vg: V5

tem—se que

de" (p,
(el = 2D +U (D2e*) @4V (D)) 0

_ de" (M) L+ - Zga’*(k DOTV (@ — k) + — Ew"(p,f)(t)l““)(q 0.
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A versdo semi~discreta de Ly = 0 € dada por
(L") pa(t) =0,
que resulta num sistema de equagGes diferenciais ordindrias. Para solugdes do tipo
#(p,q,t) = eI, (533)
a fregiiéncia de fase possw a seguinte férmula:

wh = F}[Uf(h{f) + Vf‘(zw)]} , (5.34)

em que I'(z) = 3, T'(k) e~ ¢ uma fungio puramente imagindria. Consegiientemente,
tem~se que a velocidade de grupo associada a essa fregiiéncia € expressa por

V= (sz (h&), —zV (hﬁ)) (5.35)
O erro relativo na freqiiéncia de fase, para U = V, € dado pela da seguinte expansido
w —wh iT(h€) + il (10)
== ] - .
" h(E+ 9) (5:36)

Como discutido no Capftulo 4
iD(2) = z + par 2M T+ O(2MF9),
Entfo, segue—se que
R

- %}- = e ((REM + (W9)M) +T.0.8.,

em que constantes assintGticas ), sdo 1/6,1/30, 4/511, e 122/63711, para
M=24,6e8.

O erro relativo da componente zonal da velocidade de grupo V;;‘ [V, € expresso por

dl
= ViV =1 iy ()

em que as constantes assintéticas ays sdo 1/2,1/6,4/73 e 122/7079 para
M = 2,4,6 ¢ 8. O comportamento assintético dos erros na freqgiiéncia de fase e na ve-
locidade de grupo com £ tendendo a zero possui a mesma ordem M. Contudo as constantes
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assintéticas da velocidade de grupo sdo M + 1 vezes maiores do que as da freqiiéncia de
fase.

Na Figura 5.1 é plotada a derivada do sfmbolo —iT'(2). Nessa figura pode—se verificar que os
valores em que as curvas se anulam sdo deslocados para a direita a medida que M aumenta.

Esses valores estdo associados a velocidades de grupo nulas e sdo de interesse nimerico
como jd discatido.

Derivada do Simbolo T

ISR SE 3 o
3

Figura 5.1: Derivada de |T'(z)|.

A versio discreta do tempo de Ly = 0, considerando um esquema explicito , é expressa por

Lh’AtQph’At . O,
em que
1
(Lh’At‘}ﬁh’At)p,q,n = m [@h’At(pr q,n + 1) - {Ph’At(p: q,n— 1)]
U h, At {1) |4 h,At (1)
k £
(8.37)

Suponha ™2 na forma

"Rt (p, g, n) = elhEpton-wndl] (5.38)
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em que 0 sobre-indice e denota ¢ caso explicito. Entflo, a freqiiéncia de fase discreta w® €
expressa por

, 1 iAt

w® = — arcsen | —

A —[UT(he) + VE ()] - (5.39)

A expressdo do argumento do arco—seno, entre colchetes anterior, deve ter mddulo menor ou
igual a 1. Por exemple, no caso unidimensional, ¢ sendo U = V, isto requer que o critério

de estabilidade
Amax |[T(z)] <1, (5.40)
seja obedecido, em que
UAL
Az el
h

¢ o parametro CFL (Courant-Friederich-Lax). Como pode ser verificado na Figura 4.6, p.

66, que os valores miximos de [I'| aumentam com M, mas nos casos estudados estdo entre
lel

Os erros relativos |1 — w®/w] estdo plotados, para as familias M = 2, ---, 8, na Figura5.2
para o caso particularde U = V e A = 0.17. Nesses graficos observa—se uma reducio do erro
entre as familias 2 ¢ 8, e.g., de 0, 10 para valores menores que 0, 01, para (h€, ) $ /4.

Figura 5.2: Erro na freqiiéncia de fase w®.
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A velocidade de grupo discreta € dada pela seguinte férmula

7e = L : (wdféf),wdfégﬁ)) . Ga
At»\/ 1— [4HGUT (h) + iV (k)]

Observe que o termo dentro da raiz € positivo se for obedecido o critério de estabilidade,
dado na Equagdo 5.40, com desigualdade estrita.

O erro relativo na componente zonal da velocidade de grupo, para as famflias M = 2,--- | 8,
estd plotada na Figura 5.3, para o caso U = V e A = 0.17. Nesses grificos observa-se uma
reducfo do erro entre as familias 2 e 8.

3.C

2=0.17
2.5

2.0
o
=
v 15

1.0

Figura 5.3: Erro na componente zonal da velocidade de grupo V7.

e Modelo de ondas de gravidade:

A freqiiéncia de fase e a velocidade de grupo semi-discreta e discreta para o modelo de ondas
de gravidade sdo apresentadas nos proximos paragrafos.

O modelo semi—discreto das ondas de gravidade pode ser expresso pelo seguinte sistema

dul .

—_— el - .42
pr Di¢”, (5.42)
du™ W B

- = —Dioh, (543)
dg* h b b, R

o = —&(Dru + Dyv ). (5.44)
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Como esses operadores discretos sdo expressos como convolugdes, eles comutam. Entdo,
seguindo passos similares aos descritos para o caso continuo, obtém-—se uma tinica expressio
em ",

[j; + @D + D"z]] =0, (5.45)

Para solugdes do tipo ¢*(p, g, t) = ellh(Er+00~w*1 aq freqgiidneias de fase sdo expressas por

= Y2 [Tk P+ | E0h0) P (5.46)
Por consegiiinte, a velocidade de grupo associada a frequéncia de fase w? sio dadas por
+v o - h. dr'(h
Vo = —— Ve _ (r(hg) drcgf £ F(ns) d;) ) . (54T
VI Tke) 2+ | (ko) 2

O erro relativo das freqiiéncias de fase w® é expresso por
+ P p

|ty =1 \/! () 2 + | T(h9) |2

h? (€2 +097)
= par (RE)M + (B} + T.0.S.

em que as constantes assintoticas pas $80 as mesmas do caso de adveccdo. O erro relativo
na componente zonal da velocidade de grupo € expresso por

dr(hs) I'(h€) \/ h2 (€2 + 92)
| T(he)2 |+ | T(ho)2 |

V;h:c/ V:c]a: -
Entio,

1= V2o Voo = Bar (hREM + ppe (WM + T.0.S.

em que as constantes assintoticas fiar 530 5/6, 1/6, 36/511 € 122/63711,para M = 2, 4, 6
e 8. O erro relativo da componente meridional € obtido de forma andloga & apresentada ante-
riormente. A seguir sdo obtidas as freqliéncias de fase e as velocidades de grupo, utilizando
um esquema implicito para esse modelo de ondas de gravidade.

Para discretizacdes

1
(D Npgn = 57z [ ¥ (B +1) " ¥(kygn - 1)), (549)
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WK, g n + 1) + ™2k, g, nml)]

- 1
(D h At)?ﬂ) E Z 2 F(p - k)’
(5.49)
_ 1 (" (p, &,n + 1) + "™ (p,4in— 1
(D;;{ph"At)p:an - E E ) 9 ( )] (q - e)!
7 &

o modelo discreto das ondas de gravidade discreto pode ser expresso pelo seguinte sistema

Dé&t uh,AS’ — mz’)g,&t (ph,&t’
Dé&t Uh,At — WDS}At (?Oh,At, (550)
Dixt {ph,At = — & f)g,m ulAt E;,myh,m)_

Aplicando uma andlise similar 3s anteriores, este sistema reduz—se a uma unica equagio em
h,At
L2

(DtAt)z + ((D?,At)? + (D;},At) 2) {ph,At = (),

Para solugdes da forma ¢? = e/hEHe)-~w*At ohiem_se

et
— gretan

WAL i)
A2

—) = (0 + T(ho)?) .

Entdo, as freqiiéncias de fase w* sio expressas por

9 \ /o -
wh = X arctan (i%\/i I(h&) |2 + | T(hd) ]2), (5.51)

em que A = v®AL/h. A velocidade de grupo associada  w?, é dada por

EGIEETRE -

; P (he) ) g 1 D)

Vi At (1+4 [ T |2+ | Tho) 1)) ( HO =g T g )
(5.52)

A Figura 5.4 apresenta os gréficos do erro |1 — w}, /w.|. A Figura 5.5 apresenta os grificos
doerro |1 = V5 _/V |
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hg

Figura 5.5: Erro na componente zonal da velocidade de grupo V;.

= Modelo de dgua rasa:

No teorema a seguir sdo apresentadas as freqiiéncias de fase e as velocidades de grupo
do sistema de dgua rasa, expresso nas Equagdes 5.2-5.4. Essas freqiiéncias sdo uma composicio
das freqiiéncias de fase dos modelos de adveccio e de ondas de gravidade discutidos.
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O sistema de dgua rasa linear, dado pelas Equagtes 5.2-5.4, possui trés freqiiéncias de
fase: Uma discretizac@o do tipo semi—{mplicita do sistema de dgua rasa descrito nas Equacdes 5.2,
5.3 e 5.4 pode ser expressa como:

LA AL fg,uh,At - I_Dz’m {Ph:&’ (5.53)
Lh,At ,vh,At — —fguh’At — ﬁ:;sAt Qoh’A?’, (5.54)
At oAt — ~( ljg,m ulAt f)gam vh,At), (5.55)

em que o operador discreto L** ¢ definido na Equagdo 5.37 e os operadores (D24%), (Dh4t)
sio definidos na Equacdo 5.49.

Teorema 5.4.1 O sistema semi-implicito de dgua rasa descrito anteriormente possul as seguinies
fregiiéncias de fase:

1
w® = A7 arcsenA,
- 2 1
wy = A7 arcsen Gy,

em que

A= %[Uf(hﬁ) + VI(h9)), R= \/ (At2f2 + AB) (1 + AB) + ABA?,
G._TAZR
B =| T(he) |2 + | T(h9) 1, *T 1+AB’

A velocidade de grupo correspondente a w® € expressa por

1 = (z‘U dI‘;?f) iV dfcgi;ﬁ)) ; {(5.56)
At\/ 1— [%—*[iUf‘(h&) + z’Vf’(hz?)}]
e as velocidades de grupo associadas as frequéncias ws s@o dadas por

Vi — 1 1 (5Gi BGi)’ 557

-oe—
Vy =

it At 1-GZ \ 06 89
em que
66, -NGEER = ey L) _AxR
o€ 1+ AB 9  (1+ABY
0Gy  —iaZ9) 4 or of (k) AR

% 1 2ABL(ho)

o) 1+ AB % (1+ABY
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sendo,

8R A OT(h¢)
0 ~ 2R &

{2D(he) 2AB+ APRFE+ A% +1] + QUAB},

8R _ A OL(r9)
o8 2R O¢

{2T(h0) [2AB+ AP + A2+ 1] +2V AB}.

Demonstragdo: Novamente, como esses operadores discretos do Sistema de EquacGes 5.53 sdo ex-
pressos como convolugdes, eles comutam. Entdio, pode—se fazer passos similares a0 caso continuo
para se obter uma expressdo em phAe,

At [{(Lh,At)z + f(ﬂ - @[(DQ,A‘:)B 4 (D;rﬁt)z]] cph’At == {}, (5.58)

Expressdes do tipo ¢™2¥(p, g, n) = e*hépthda—nua) o546 auto-fungdes dos problemas

LRARAE _ o oAt (5.59)
e

(L2497 + 72] - @[(DBAY? 1 (DAY ot = gt (5.60)
corn auto-valores

o = At {—isin (wAt) + y-?if‘(hf) + Y—i?—éf“(hﬁ)} ,
c
(02)” = Af? [(%ﬁf‘(hf) + Y;?Ef‘(hﬁ))z — 2 (E;?-t-f(hf) + K}?-Ef(hﬂ)) sen(wAt) — sen(wAt)z]
+ b2 (cos(wAt))? [f‘z(hg) + 2 (iw)] .
Logo, para satisfazer a Equacio 5.58 ou o1 = 0 ou e = 0. Isso implica que:
w® = Z‘.\% arcsen {%{Uf‘(hﬁ) + Vf‘(hﬁ)]] ,

e

; 1
wy = —— arcsen Gq,

At
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em que
FIT(he) | +% [ Tho) [} £ B

*T (LA | T2(hg) | +A | T2(hD) )

B = (A8 2+ A | F(h8) | +A | T2(h) ) (1 + A | T2hg) | +A | F2(h0) |)

= A TR |+ F2(h) | | F09) |+ | D) )

Analogamente a0s casos anteriores as velocidades de grupo podem ser obtidas direta-
O

mente dessas fregiiéncias, derivando—as em relacio a £ e 4.

Observe que a frequéncia de fase w, estd associada 2 solugdo da discretizacdo explicita

do modelo de advec¢fo linear.
A Figura 5.6 apresenta os graficos do erro |1 — w® /w, | para M = 2, -+~ , 8. Observa-se

nessas figuras que nio ocorreu redugiio significativa para valores maiores que M=4. A Figura 5.7

apresenta os graficos do erro relativo |1 — V;""m [V |paraM =2,--- 8.

Figura 5.6: Erro na freqiiéncia de fase w¥ do modelo discreto de dgua rasa.
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A=0L17, A

Figura 5.7: Erro na velocidade de grupo V:r:f+

=20

do modelo discreto de 4gua rasa.

96



Capitulo 6

Método de Petrov—Galerkin Nao Linear

6.1 Introducio

O método de Galerkin néo linear € considerado um algoritmo numérico para a constru-
¢d0 das chamadas variedades inerciais aproximadas. Este conceito foi introduzido com o objetivo
de viabilizar computacionalmente simulagdes de turbuléncia (Temam, 1989, 1990, 1992). Tipica-
mente, esse tipo de formulacéo aplica-se na simulagio numérica do comportamento das solugdes
de equacdes de evolugdo dissipativas, para tempos suficientemente grandes. Nesse regime, os mo-
dos altos possuem pequena quantidade de energia, de tal forma que suas interagdes podem ser
desprezadas nos termos ndo lineares. Além disso, como a variagdo temporal desses modos al-
tos é mais lenta do que a dos modos baixos, na prdtica, eles podem ser considerados em regime
quasi—estactondrio. Portanto, a idéia fundamental € poder separar a solugio I em componentes de
diferentes ordens de magnitude e velocidades de evolugdo

U =Uy+U,,

em que os sub—{ndices a, b indicam os modos associados as altas e baixas fregiiéncias, tais que

U,
ot

A componente U,, apesar de ser pequena, ndo pode ser simplesmente desprezada, pois sua con-
tribuicdo pode afetar significativamente 0 comportamento da solug@o apds um longo periodo de
integragfic. A formula¢do do método estd baseada na forma diferenciada com que essas duas com-
ponentes sio tratadas (Temam, 1992; Dubois et al., 1998; Chehab, 1995; Temam, 1990; Chen e

lwl<lml 1% )< 1%y,
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Temam, 1991a,b.c). A idéia bésica desse tratamento é que a componente U4, seja representada em
funcdo de U, , de tal forma que

U:Ub’f-f(uz,) eEM,

em que o simbolo M representa a variedade. Urna simples ilustrag@o desses conceitos ¢ indicada
na Figura 6.1.

Uy

U,

Figura 6.1: Diagrama esquematico da variedade M.

0O método de Galerkin nfo linear foi desenvolvido tradicionalmente no contexto de mé-
todos espectrais, entretanto, também pode ser formulado no contextos de elementos finitos, dife-
rencas finitas e de wavelets.

Uma técnica muito similar ao método de Galerkin nfo linear € introduzida no final da
década de 70, simultaneamente, por Machenhauer e por Baer e Tribbia, no contexto de incializa-
¢d0 ndo linear por modos normais em modelos meteorolégicos (Leith, 1980). Nesse contexto, a
condicdo || U, || < |} Us || ndo é assumida. O que é considerado ¢ a chamada condi¢do de balango
ndo linear || Ze || ~ 0, que conduz a estados U = Uy, + f(U4y) pertencentes a variedades cha-
madas variedades lentas ou de estado ndo linearmente balanceados. Em Daley (1981) encontra—se
um tutorial sobre as técnica de inicializac8o em modos normais € uma ampla bibliografia sobre o
assunto. Uma aplicac@o dessa técnica no modelo de dgua rasa para latitudes tropicais, no caso em
que o termo ndo linear € substituido por uma forgante no campo de massa, € discutida em Silva Di-
as et al. (1983). A separacdo dos modos de alta e baixa freqii€ncia das ondas do modelo de dgua
rasa € imediata no caso do modelo de dgua rasa para latitides médias, em que separam—se as ondas
de Rossby (modo baixo) das ondas de gravidade (modo alto). No caso equatorial, essa separagiio
precisa ser feita com mais cuidado, pois, por exemplo, as ondas de Kelvin néo se enquadram nesse
tipo de separacdo (Daley, 1981).

Uma vantagem do método de Galerkin ndo linear € permitir 2 integracfio temporal de
ondas curtas com grandes passos de tempo. Do ponto de vista prético, isto implica um significativo
ganho de tempo computacional, e uma maior estabilidade. Essas vantagens foram detectadas em
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Sotil (1999), em que o método de Galerkin nfio linear espectral € utilizado na discretizac@o do
modelo de d4gua rasa.

Neste capitulo o objetivo € formular ¢ método de Galerkin néo linear para as discretiza-
¢Oes de Petrov-Galerkin, no contexto de andlise multirresolucéo biortogonal, para as equagdes de
dgua rasa seguindo as idéias de Sotil (1999).

6.2 Modelo de Agua Rasa

Neste capitulo € considerado o modelo de dgua rasa ndo linear admensionalizado, des-
crito no Apéndice D,

%~ AU) +BU) + C(U) =F (6.1)

em que

(0. - (5eh). - (T2

com condi¢des de fronteira periddicas.

6.3 Discretizacfio Biortogonal em um Unico Nivel

Sejam V = W’ espagos de fungdes periddicas de uma andlise de multirresolucio biorto-
gonal bidimensional, como descrito na Secdo 2.5, pagina 20, ¢ P = P7? as proje¢des biortogonais
sobre estes espagos. Na discretizagio do Sistema 6.1 pelo esquema de Petrov—Galerkin associado
a esta AMRB-2D, no nivel j, considera—se uma solugfio aproximada U € V tal que

& 4P | -A[U) +BU) +C(V) | = PF, 62)
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+ Discretizacio Temporal (em Trés Etapas)

Um esquema semi~implicito, com trés etapas temporais, para o sistema 6.2 pode ser
obtido da seguinte maneira:

e 0s termos lineares A e C sio tratados implicitamente, fazendo—se uma média num intervalo
de dois passos no tempo, de f,—1 atyy

e 0 termo ndo linear B € tratado explicitamente no tempo .

Conhecendo-se a solu¢dio no tempo £,,..; € t,,, determina—se a solugdo no tempo ¢, ;1 pela resolugio
do sistema

H}nw{-l . o ol 1
—ox;— TP [FAUTT + U + QU + TV)] = P (BUT) - F].

No Apéndice E estd desenvolvida em detalhes esta forma de discretizagio temporal.

6.4 Discretizacao Biortogonal em 2 Niveis

Como descrito no Capitulo 2, os espagos V7 admitem decomposi¢des em somas diretas
de sub—espacos em vérios niveis de escala. No caso especifico de dois niveis, tem-se gue

V=Ve+ Vo

em que V, = V! representa as fungGes de V com ondas longas (frequéncias baixas) e ¥V, = W71
contém as fun¢des de V com ondas curtas (frequéncias altas). Essa separagdo em componentes
de alta e baixa freqiiéncia ¢ discutida na Sec@o 2.4, pdgina 15. Nessa secio, é visto que as fungdes
de V7 podem ser decompostas em duas componentes, uma de baixa fregiiéncia em V71 e outra de

alta freqiiéncia em W91, Na Figura 6.2 é esquematizado o espectro de V7 ¢ sua respectiva divisdo
em Ve Wiml,

. i1 ]/vj—l
0 S

Figura 6.2: Divisdo do espectro de freqiiéncia em relagio ao espago VW = Vi—1 + Wi—1,
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De maneira andloga, a projegdo P = PJ pode ser decomposta como P = P, + P,
em que P, = P?te P, = Q! sio as projegdes biortogonais sobre V1 e Wi~1, respectiva-
mente. Assim, a solug¢io numérica U pode ser decomposta em suas componentes de baixa ¢ alta
frequéncias

Vv, + V.
U=0,+0; = R
¢ b (nb+??a)
de tal forma que
’PanmO ¥ U, = 0.

Neste contexto, 0 Sistema 6.1 se transforma em dois sub—sistemas

« Sistema das ondas longas:

%%_ +P, [ AU, +T) ++C(U, +Uy) | = -P, B(U, + U;) - H (6.3)

o Sistema das ondas curtas

al,
ot

+ P, [ -A (T, + Ejb) +4+C(U, +Uy) ] = —P, [B(Ua + U{,) - F] (6.4)

No Apéndice E encontram-se mais detathes desta discretizacfio temporal.

As mesmas idéias apresentadas nesta secdo podem ser estendidas a vérios niveis. Nes-
se caso, a divisdo do especiro € feita em védrias bandas, como esquematizado para 3 niveis na

Figura 6.3.

V i
y!
] ? i-2
Vi-3 i3 ij-z VVH
0 &

Figura 6.3: Divisfio do espectro de freqiiéncia em V7 = V=3 4+ WI—3 4 wi-2 4 wi—1,
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6.5 Meétodo de Petrov-Galerkin Néo Linear

De forma analoga ao método de Galerkin néo linear para espacos de Fourier e de elemen-
tos finitos, define-se o método de Petrov—Galerkin néo linear por meio das seguintes modificagbes
nos Sistemas 6.3 e 6.4:

e Desprezam-se as interagdes entre duas componentes de alta freqii€ncia no termo ndo linear
do Sistema 6.3 ( i.e., interacdes de termos com sub-indices a). Assim,

[ (BeR) v (AR
Cr D= v () ()]

(o+ %) - V¥ + - V7,

~ — f = Bb(Uf))UG)
V- [(m—i—m)%} +V- (m V;)

Logo, pode—se definir

Sp = —Pp B, (Up, Us) — F].

e Desprezam-se todas as interagdes em que uma das componentes seja de freqiiéncia alta no
termo ndo linear do Sistema 6.4. Assim,

B(U, +U,) » %oV o\ g (Uy)
o b v.- (ﬂb%) = g {Up ).
Logo, pode-se definir
S; = ~P, [Ba (Ub) . ]F] . (6.5)

e Elimina-se o termo da derivada temporal no sub-sistema de ondas curtas, tornando-o um
sistema diagndstico.

Em resumo, o sisterna de dgua rasa com a aproximaco de Petrov—Galerkin ndo linear é
expresso pelos sistemas,

« Sistema das ondas longas

o0,

a7 + Py [ —-A (Efa + Bb) + C(ﬁa + @5) ] = Sy. (6.6)
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e Sistema das ondas curtas
Po [ =AU, + V) +C(U, + W) | =S, (6.7)

O termo no segundo membro da igualdade do sisterna de ondas curtas, depende apenas
da componente de onda longa S, = §,(U;). conforme Equacdo 6.5. Portanto, a coraponente de
ondas curtas U, pode ser expressa como uma funcio da componente de ondas longas Uy

U, =D (S, — D] (1),

em que D = P,[—A+ C]. Esta ¢ a caracteristica ndo linear do método, no sentido de que as
componentes da solugio {U,, U, } encontram-se na variedade ndo linear, definida pelo grifico do
operador D! IS, — I sobre V.

* Discretizacéio Temporal (em Trés Etapas)

Para discretizagio temporal, sdo adotados esquemas de diferencas finitas apropriados nos

Sistemas 6.7 ¢ 6.6. Com intuito de desacoplar as equages sdo introduzidas algumas simplificagio
como descrito a seguir.

» Sistema das ondas curtas — Os termos referentes as baixas freqiiéncias sdo avaliados no
tempo n € 0s termos referentes as altas freqiiéncias no tempo n + 1.

« Sistema das ondas longas — Nos termos lineares, 0 mesmo esquema implicito do caso de
Petrov—Galerkin € utilizado. J4 no termo nio linear, a componente de baixa fregiiéncia €
avalidada no tempo n € a componente de alta fregiiéncia no tempo n+1. Observe que a
componente de alta freqii€ncia do tempo n + 1 € obtida do sisterna das ondas curtas.

Mais explicitamente, o esquema de diferencas finitas utilizado estd apresentado no quadro a seguir,
em que o termo linear L se refere aos termos A e C, e o termo ndo linear NL se refere ao termo B.

Termos

%2

Linear (L) Nao-Linear (NL)

Discretizacio
n+1 e 1

(ondas longas) L—{LTMJ'——~ UG + ) + L+ U )] NL(TR + U

Discretizagdo
(ondas curtas) L(Tp + U2+ NL(UZ)
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Posto isso, tém-se que os sistemas discretos podem ser expressos da seguinte forma:

1. Sistema das ondas longas

Ug+l + Af »Pb [*-A (IU?-H + U;ﬂ-l) + C (U;Hl + '@n-i—l)] - S?_l +9 Sg,n+l’

a

em que

S l=U" - At P [A(URT + U ) + C( + U Y)

Sy = —20t P, [By (U7 + U3*) — 5.

2. Sistema das ondas curtas (sisterna diagnéstico)
P [-A(G + TTT) +C(Uy + 71| =S5,
em que
S;=—P.[B. (U3) - F,].
Observe que UM € uma fungdo de Up.
A seguir sio apresentados as etapas necessirias para se resolver esses sistemas por meio
desse método.

* Algoritmo de Evolucao Temporal

1. Dados de Entrada: (Un~1,Up~") e (U2, Up).
2. Calcular U, resolvendo o sistema diagndstico, que € linear.
3. Calcular UP*!, resolvendo o sistema de ondas longas.

4. Retorna-se ao passo 2.

% Comentdrios sobre a Implementacio

No trabatho de Sotil (1999) a implementagio numérica do método de Galerkin néo lIine-
ar, utiizando bases de Fourier, mostra—se competitiva comparada com a do método de Galerkin
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tradicional. Esse ganho computacional foi obtido utilizando um "congelamento”da solugio do
sisterma de ondas curtas por um certo mimero de passos.

Em principio, essa idéia também poderia ser implementada no contexto de Petrov—
Galerkin n3o linear biortogonal, descrito neste capitulo. Mas, antes disso, muitos detalhes da
implementacio numérica, tanto dos ternos lineares, quanto dos ndo lineares, em multinivel preci-
sam ser melhor avaliados.

No contexto de wavelets, a idéia principal € poder tirar proveito de representagSes com-
pactas de fungdes, para desenhar esquemas adaptdveis espacialmente. Nesse sentido, o desafio
¢ tentar combinar as vantagens de uma representagdo esparsa espacialmente com um esquema
adaptdvel no tempo, como o descrito neste capitulo. Isso se torna ainda mais atrativo quando as
discretizacGes espaciais puderem ser alterados de forma automdtica, de acordo com a evolugio
do comportamento da solugdo. No préximo capitulo dar-se~4 atengéio especial aos apectos da
adaptatividade espacial, que € um dos pré~requisitos necessdrios ao sucesso do método de Petrov—
Galerkin ndo linear no contexto de wavelets.
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Capitulo 7

Método Hibrido: wavelets + Diferencas Finitas

Em Hidrodinimica sfo cormums as situagdes em que © escoamento apresenta estruturas
com variacGes bruscas. Para uma representacio adequada dessas estruturas sdo necessérias grades
muito refinadas. Em muitos casos, essas estruturas possuem uina localizagio espacial reduzida,
em comparacio com o dominio do escoamento. Por essa razdo, hd um interesse por métodos
numéricos adaptativas que usem grades mais refinadas apenas nessas regides, ¢ menos refinadas
nas regides erm que 0 escoamento seja mais suave. Além disso, com a variacio temporal da posigio

dessas estruturas, € importante que seja possivel redefinir as grades, dindmica e automaticamente,
durante as simula¢des nimericas.

O método adotado neste trabalho foi sugerido por Holmstrém (1997). Por um lado, estd
um esquema tradicional de diferencas finitas em malha uniforme. Por outro lado estd a discre-
tizacdo com adaptacdo de fungOes por valores pontuais em malha irregular. A andlise wavelet
contribui na construcio de tais malhas e na constru¢@io de um esquema de interpolacio adaptativa
para fazer a conec¢lio entre os ambientes uniforme ¢ ndo uniforme, utilizando as técnicas de ané-
lise wavelet interpolatéria descritas no Capitulo 3. Para o refinamento local da malha utilizam-se
os coeficientes wavelet significativos como indicadores das regides de pouca suavidade da fungiio
representada.

Nesse tipo de técnica, a estrutura da malha adaptativa resultante é totalmente dependente
da funcido analizada, podendo apresentar uma composicio bem heterogénea: esparsa em regides
de suavidade ¢ densa nas regides de pouca suavidade. Esse fato aumenta a complexidade da es-
trutura de dados, principalmente em dimenses superiores. Por isso, para o caso bidimensional,
sdo preferidas malhas que sejarn locaimente regulares, em blocos, como as tratadas neste trabalho.
Isso facilita as operagSes de acesso, amazenamento e dos cdlculos, com o custo de se ter um maior
nimero de pontos nas malhas.

107
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7.1 Caso Unidimensional

7.1.1 Discretizaciio e Operacio de Funcdes em Malhas Adaptaveis

As desejadas discretizagGes com adaptacdo t€m como objetivo a representagéo de fun-
¢Oes por valores pontuais em uma malha M, de maneira precisa e mais econdmica possivel. Na-
turalmente, M deverd ter uma maior densidade de pontos nas vizinhancas das singularidades,
enquanto que, nas regides de suavidade, a malha pode ser mais esparsa. Esse € justamente o
padrfo caracteristico da posigdo dos coeficientes wavelets significativos em uma andlise de multi—
resolucdio. Portanto, eles sdo bons candidatos a indicadores na construg#o de tais malhas.

* As Malhas

As malbas adaptativa adotadas possuen as seguintes caracteristicas:

e Os pontos da malha M pertencem a uma malha regular X7, em que J € o nivel mais

refinado, escolhido de tal forma a resolver adequadamente as possiveis irregularidades da
funcdo.

s M deve conter X7, em que j, € 0 nivel menos refinado, escolhido de tal forma a garantir
uma precisdo minima desejada nas regifes de suavidade.

Portanto a matha M ¢ do tipo
o jm -
M=x" u | N,
J=jo
emque AV C X9\ Xl ejo < jm < J.

Seja fM o conjunto de valores de uma dada fungiio f numa malha M desse tipo. As
seguintes operagdes sobre a representagio (M, fM) sdo de interesse.

* Truncamento: Reducéio de Malhas

Dada a representacdo (M, f*) e um parimetro de truncamento ¢ > 0, define-se uma
nova representagdo eliminando de M aqueles pontos =}, € A que estiverem associados a
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coeficientes wavelet |dl| < e. A malha resultante ¢ denotada de M,. Isso define o operador de
truncamento 7'e,

(M’ fM) E) (Me: fME) .
Na Figura 7.1 € apresentado o grafico da fungdo
flz) = 588?‘12(%3:) coﬁ(%x) + 2exp~1250%0 (-1

e a posigio dos pontos de grade em malhas adaptativas M., para € = 107%,10™* e 107%, com
respectivamente 36, 84 e 265 pontos referentes a uma rmatha regular com 2049 pontos.

a)f(z) b) Myg-2, com 36 pontos
4 — T : . 12
11
25}
10}
2} [ gt
< ’I 8t -
£ 15} | -
= flﬁ Tt e
1+ ' 6| -
5 h
05 ‘/
s - .
9 L k3 L A 3 1 i 1
a3 0.2 G4 0.6 08 1 0 0.2 0.4 0s 08 1
X X
¢) Myp-4, com 84 pontos d) Mg-¢, com 265 pontos
12 . » 12
11+ 1 i1 F -
w0} | 10} -
8 - a —
8 — 8 —
7 e T e
[ Jom. § berae JECIUITO s
5 PO Bloscrssvvmessrosssinvacatssnsnnss
dbs = 2 e r e e e e F I T T
3 3
0 0.2 04 0.6 08 1 [y 0.2 0.4 123 08 1
X X

Figura 7.1: llustracio de malhas adaptativas. (a) Representagio de f{z); (b) posi¢io dos pontos
de grade em malhas adaptativas M, associados aos coeficientes wavelets significativos, para € =
1072,107%e107% Sendo M =4, T = 1le jo = 3.
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Na Figura 7.2 sdo apresentados o nimero de pontos (coeficientes wavelets significativos)
necessdrios na representagio da fun¢do f numa malha M., para e = 10719, ... 1. A construgiio
dessas representacdes tem como base uma matha regular X7, para J = 10 e 11. Observa—se nessa
figura que para valores de € > 10™* basta iniciar-se a construgio da matha M, a partir da matha
regular X%, Assintéticamente, quando e — 0, as curvas representadas nessa figura possuem uma
inclinagiio de & —1/4. Esse resultado concorda com as estimativas de Donoho (1992) e com e os
resultados numéricos de Holmstrom (1997).

sanaul L i i.bisd

i III‘EIL b

10 1 1 i i { } 1 L 1
1071¢ 10-% 108 107 10% 10°% 10~* 10°° 1072 10! 10°
(3

Figura 7.2: Ndmero de coeficientes significativos [d%| > ¢ em malhas X, para J = 10 e 11.

x Extensiio: Refinamento de Malhas

Dada a representagio (M, M), pode ser de interesse ter uma representagdo (M, f‘”‘;‘)
em uma malha estendida M. Seja

U N,
J=do

de tal forma que M = X7 U AM, Tipicamente, para a constru¢io da malha estendida M =
X790 AM, escolhe-se o conjunto A formado pelos pontos de A™ acrescidos de uma vizinhanga.
Isto é, para cada ponto de A™ incluem—se também alguns vizinhos, tanto no mesmo nivel de escala,
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quanto em alguns niveis superiores. Na prética, os valores de f nos pontos novos nem sempre
estdo disponiveis. Neste caso, aplica—se iterativamente um esquema de refinamento interpolatério,
das escalas inferiores para as superiores. Dessa forma fica definido o operador de extensio

(M, ) S (41, 74),
em que f representa a interpolagio de f em M a partir dos valores de f em M.

A Figura 7.3 ilustra a operacdo de extensdo de malhas. A malha M é formada pelos

pontos da malha mais grossa marcados com o simbolo £J e um ponto i = zjat; € XJ+1\ X,

identificado pelo simbolo < . Na extensdo, s#o incluidos os dois vizinhos de g mais préximos

jo+1 i : . . jot2 jo+2
na mesma escala, Z3 ; € Ty -5 € dois na escala imeditamente superior g‘zjk t1y-1 © x;‘gk 1)1

Nesses pontos novos, marcados com (O, deve ser efetuado o refinamento interpolatdrio.

P R ; ; )
. o : i : :
J -+ 2 B R et g U
0 Lo ! :
- L 1 :
: t + i i
' £ |
- : H . i i ¢ :
+1 [ - S ; : g
30 TN i : ¢
I H H i
1 : i i 1
f ¢ H 1
: i ¢ H I
. o ! ¢ ' ;—1
Jo —=— ; : ; f &
i P H i H .
: 1 5 ! i : 1 i
. ) i i I !
i . j 1 '
i—ﬁ» X
[ Ly o UO@ = R i £ o X

Figura 7.3: Ilustragdo de uma vizinhanca. Os pontos da matha mais gossa sdo marcados com o
simbolo 00, o ponto de AM & marcado com < e 0s seus vizinhos com o simbolo (.

Espera—se que o nimero de pontos de M seja da mesma ordem do mimero de pontos de
sua malha extendida M, ie.,

#(M) = O(#M).

Por exemplo, isso ocorre se M tiver uma estrutura de cone, como descrita por (Plantevin, 1995),
tendo em vista que a maioria dos pontos que compdem a vizinhanga de cada ponto em uma malha
M em forma de cone, ja estd presente em M. Isto é ilustrado na Figura 7.4.
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Figura 7.4: Ilustragdo de uma malha extensdo de malhas. Os pontos da malha mais gossa sfio
marcados com o simbolo O , os pontos de A™ sfio marcados com < € os seus vizinhos com o
simbolo (O.

* Operacoes Algébricas

As operactes de soma e multiplicacio entre funcdes representadas em malhas adaptativas
sdo simples quando as malhas envolvidas sdo idénticas. Nesse caso, a operagio em questdo €
efetuada ponto a ponto. Caso contrdrio, primeiro € necessdrio acrescentar nas representages novos
valores pontuais, de tal forma que todas as representacdes possuam mathas idénticas. Esse valores
também sdo obtidos por refinamento interpolante. Ou seja, dadas as representagdes (M, f) e
(M, g™M'), as fungdes z = f + g ou z = f * g sdo representadas por (M, M) em que M =
MUM, 2= f+§,ouz=7Ffx§ emque fe §sdo as interpolagdes de f ¢ g em M a partir de

Megt).

* Diferenciacio

Outra operacdo de importéncia € a diferenciacfio de funcGes representadas em malhas
adaptativas. A proposta € usar diferencas finitas com espacamento uniforme. Para cada ponto da
matha M escolhe—-se 0 espacamento igual a escala local, dada pela menor distincia entre o pon-
to e seus vizinhos. Como eventualmente os esténceis necessdrios podem ndo estar presentes na
representacgdo, eles sdo obtidos por refinamento interpolatério. Precisamente, seja L um operador
diferencial e L* ¢ sua discretizagfio por diferengas finitas em uma malha uniforme com espaca-
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mento h. O operador de diferencas finitas adaptativa L,

(M, 1) E5 (M, (LafYM).

¢ definido em cada ponto ¢ € M pela seguinte expressio

(LaF™) () = (2™ F) (), (7.1

em que h,, == zefai,;]w |z — p} ¢ f é o resultado do esquema de refinamento aplicado a f™

até a escala hy, . Isso € ilustrado na Figura 7.5, para diferencgas centradas de ordem 2.

h,

B
1N . [
I N Lt

B,

Figura 7.5: Itustragdo de um esténeil de diferenciacio centrada de ordem 2, em mathas adaptativas.
Os pontos da matha sfo marcados com o simbolo O e o ponto aonde € aplicada a diferenciagio

¢ marcado com M . O ponto denotado por () também pertence ao esténcil de diferenciacio, mas
nio pertence a matha adaptativas.

Para os operadores LU f(z) = df /dz e LD f(z) = d*f/dz?, aplicados em fungBes
periGdicas, sdo utilizados nesse trabalho os operadores de diferencas finitas centradas, definidos
no Capitulo 4. Quando houver condi¢des de fronteira ndo periédicas, para aqueles pontos nas
regides de fronteira s#o utilizados operadores de diferengas finitas de mesma ordem com esténceis
descentralizados. Precisamente,

LAk f(g Z TP (k) f(z + kh),

L@k (s Z T2(k) f(z + kh),
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Figura 7.6: Tlustracdo de um esténcil de diferenciagio néo centrada de ordem 4, para a frontei-
ra esquerda. Os pontos da malha sdo marcados com o sfmbolo [ e pertencem ao esténcil de
diferenciacgio associado ao ponto é marcado com o simbolo M.

em que os coeficientes I‘fi}) e I“f;) encontram—se nas Tabela 7.1 e Tabela 7.2, para a regi@o interior
e de fronteira esquerda do intervalo [0, 1]. Para a fronteira direita, basta reverter a posi¢do dos coe-
ficientes apresentados nessas tabelas. Na Figura 7.6 sdo apresentados os esténcil de diferencia¢io
nio centrada de ordem 4 para a fronteira esquerda.

Tabela 7.1: Coeficientes Fg;.} » para os pontos interiores ¢ para a fronteira esquerda.

M k -2 -1 0 1 2 3 4
2 =0 =312 -112
h<z <l -172 0 172
4 z=0 -25/12 4 30 4/31-1/4
z=h -1/4 -5/6 0 320 -172 4 1412
2h<z<l~h | /12 |-2/3 0] 273 -1/12

Tabela 7.2: Coeficientes I‘f;) » para os pontos interiores e para a fronteira esquerda.

M k 210 -1 0 1 2 3 4 5
2 z = 2 -5 4 -1
h<z<l 1 -2 1
4 z=0 15/4 1 -77/6 | 107/6 | -13 | 61/12 | -5/6
z=h 5f6 | 541 -1/3 716 1 1/12
hLo<l—hy-11214/37 52| 4/3) -1/12
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7.1.2 Problemas de Evolucao Temporal

A representagio de fungdes em malhas adaptativas € utilizada na solug@io numérica de
EDPs de evolucdo

W=LU, t>0,z€(0,1] U=U(z,1)
L{(m,(}) zuo($)7

com condi¢des de contorno periddicas ou ndo periddicas.  Suple—se que no tempo
tn = n A tseja conhecida a representagiio (M™ U™}, em que U™ sdo os valores da solugio
numérica numa malha adaptivel M™. No passo seguinte de tempo, a representagiio (M™ Y™1)
¢ obtida adotando-—se 0s préximos procedimentos.

1, Extensdio: (M™, U) S (M U,

O processo de extensdio estd associado 2 idéia de se obter uma malha M™ cujos pontos
possam representar bem a solugo no préximo passo de tempo. Ou seja, espera-se que M™™
contenha M™ . Como explicado anteriormente, a extensdo da malha é obtida pelo acrésci-
mo de pontos vizinhos na mesma escala e em alguns niveis de escala superiores para prever
possiveis deslocamentos das estruturas ou surgimento de estruturas nas escalas mais finas.
O tamanho dessa vizinhanga pode variar com o fendmeno fisico modelado pela EDP.

2. Evolugiio Temporal: (Mn+ 147+) 22 (apqn+ gim+ly,

A partir dos valores U™ da solu¢o numérica nos pontos da malha M™ no tempo &, faz-se

a evolugdo temporal usando métodos explicitos, em especial o método de Runge—Kutta, com

passo de tempo At varidvel, dependente da menor escala espacial local presente na malha

M. O resultado deste procedimento é denotado por ™, que corresponde ao valor da

solugdo numérica nos pontos da malha M™ no tempo £,.1. A notagio D, envolve a apli-
cacfio dos operadores de diferencas finitas adaptativas, como descrito anteriormente, ¢ do

método de Runge-Kutta adotado para a evolugdo temporal.

3. Truncamento: (Mn+! 1nt1) T (Aqrerl gyn+l)

Nio necessariamente a malha M™ ¢ a mais adequada para representar a solugio numérica
em t,+1. Entdo, aplica~se o operador de truncamento para adequar a malha M™%, de forma
a se obter uma possivel representacdio mais econdmica M+,
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Em resumo, a evolugdo temporal numérica de uma EDP, cuja soluciio € representada em
malhas adaptativas, pode ser esquematizada como

(MPU) 5 (MPFU) 2o (MPF, M) T (P Y,

7.1.3 Hustracdo Numérica: Equaciio de Burger

Os resultados numéricos apresentados a seguir sdo para a Equagéo de Burger

oU{z,t) OU(z, t) Uz, 1)

—_— 2 = 7.2
Ot +U(z,1) Oz B2 (7:2)

parat > 0, z € [0, 1] e coeficiente de viscosidade = 1072 /7. As condi¢Bes de fronteira e inicial

adotadas sado

Ut =u(l,t) =0,
U(z,0) = sen(2rz).

Essa equacdo representa um modelo de adveccio-difusdo nfo linear. Com a condigfio inicial es-

colhida, a solugfio desenvolve uma regifio de variagio brusca em torno de z = 1/2, para tempos
t = 3/2r, como ilustrado na Figura 7.7.

L

0.5

u(x,t)

-0.5

Figura 7.7: Evolugio temporal do probiema de Burger

Para este exemplo sfio utilizados os procedimentos de discretizagiio espacial em malhas
adaptativas M™, descritos na se¢dio anterior, com interpolacio polinomial de grau 3 (M = 4). Para
a evolugdo temporal foi utilizado o método de Runge-Kutta de ordem 4.
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Na Figura 7.8 sfo apresentadas as quantidades de pontos {M™) presentes nas malhas
adaptativas durante a evoluc@io do modelo até o tempo £ = 3/2n, para os diferentes valores de
e =10"%8 =35, ,10. Observa-se nessa figura que a medida que ¢ aumenta $(M") diminui.

Figura 7.8: Ndmero de pontos ${M™) utilizados na evolugdo temporal da Equagio de Burger em
malhas M, para e = 107, sendo 5 = 5,-- - , 10.

As malhas M™ para ¢, = 3/2r estdo ilustrada no plano posi¢do x escala da Figura 7.9,
para diferentes valores de € = 1077, s = 6, - -+ , 9. Pode-se verificar nessa figura que uma estrutura
tipo cone, desenvolvida em torno de z = 1/2, fica mais nitida & medida que € é reduzido.

a)e=10"° b)e=10""
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Figura 7.9: Posi¢o dos coeficientes wavelet significativos para a solugio da Equacdo de Burger
emt = 3/2r, em uma malha M,.
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Para avaliar o desempenho do método, usa-se como referdneia a solugfio numérica V%,
obtida sem nenhum tipo de adaptacfio em uma malha uniforme X7° bem mais refinada do que
aquelas que ocorrem nos testes (usa-se jo = 13). Seja U a extensdo, atéa malha X, da solugio
numérica do método adaptdvel, em que £ € 0 nivel mais fino presente na malha adaptdvel utilizada.
E calculada a diferenca V% — I{ nos pontos de X?. Para efeito de comparagfo, calcula-se também
as diferencas V70 — V7 nos pontos de X7, para j < 10. Na Figura 7.10 estdio apresentadas as normas
£2 (MSE) dessas diferencas em relag@io ao nimero de pontos utilizados em cada caso. Observa-se
nessa figura que, para um certo erro estipulado, o niimero de pontos utilizados no método adaptavel
é menor do que no método usual em matha uniforme. Além disso, observa-se que a redugio de
¢ nfio necessdriamente implica em uma redugio do erro. Isto ocorre porque o erro do esquema de
diferengas finitas domina o processo para valores de truncamento € muito pequenos.

10000 r T el ey

- Malha adaptativa —9— 3
Matha uniforme

& 1000 | 5

&= n

o

o

]

=

&

100 F 4
G.001 0.01 0.1 H

Erro

Figura 7.10: Avaliagdo do erro na solugo de Burgerem £ = 3/27.

7.2 Caso Bidimensional

Os coeficientes wavelet do caso bidimensional também podem ser interpretados como
erros de interpolacio. Portanto, em principio, a metodologia do caso unidimensional se aplica
também ao caso bidimensional. No entanto, a topologia das malhas irregulares bidimensionais
podem aumentar a complexidade de armazenamento, de busca e de célculos. Por isso, sdo ge-
ralmente preferidas aquelas malhas que sejam localmente regulares, em blocos, como as tratadas
neste trabalho.
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Conceitualmente, para a construgdo e operacio com essas malhas em blocos, € utilizada
uma estrutura de drvores quaterndrias. Entdo, para facilitar o formalismo, uma nomenclatura e
algumas propriedades de drvores quaterndrias so introduzidas. A seguir € apresentada a defini¢éo
de uma drvore constituida de blocos localmente regulares.

7.2.1 As Malhas

No caso bidimensional sdo utilizadas malhas definidas por particbes de um retdngulo
[0,L] x [0, D]. No nivel menos refinado, é assumido que X é a malha com N, x N, pontos
obtida pela particdo regular do retdngulo, com espagamento h, = WI: nadireciode v e hy = -ﬁ%
na dire¢io de y. Isto é

X = {y = (khy,fh,),0 < k < N,,0 < £ <N,}.
Por refinamento diddico, tém-se as malhas regulares
Xi={y= (khg,fhg,),o <k<N,0<{< Ng} ,
em que N] = 2N, N] = PNy, e hj = 277h, ¢ h} = 277h,. Desta maneira, tem-se uma

sequéncia de malhas encaixadas A7 C X7, em que A7+ € obtida incluindo pontos médio em
X9,

+ Estrutura de Arvores

De modo geral, também s#o considerados blocos de malhas regulares Bjﬂ C X7, com
N; x N, pontos, do tipo

Bl = {y=p+ (kh],fh]),0 < k < N;,0 < £ < N, }.

O ponto p do extremo inferior esquerdo de Bﬂ ¢ chamado de ponto diretor, e j de nivel de escala
do bloco. Por refinamento diddico ¢ parti¢io em quadrantes, o bloco I3, dd origem a quatro novos
blocos disjuntos no nivel j + 1

B, — S(B]) = {Bly)  BiIL, Bl BT
Se € um ponto com cordenadas {z,y), entdo os pontos diretores dos novos blocos sdo dados por
poo =1, piog =p+(0, Bt hf), po=p+(5 hi,0), e pyy = p+ (% 1, 3¢ R). Na terminologia
de drvores quaterndrias, os elementos do conjunto &(B}) sdo chamados de fithos do né B, que
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por sua vez é dito a mae dos nds de S(BY), que sdo irmdos entre si. Uma geragdo de blocos estd
ilustrada na Figura 7.11.

. B] ;.;01 Bfm
Bj Bf* - , K
ol B, #00 B‘Lzo

B |I8.,| 8,8

HO1L Hie H11

Figura 7.11: lustracio de uma geragdo de blocos numa estrutura de uma 4rvore e na matha asso-
ciada.

Considerando a raiz Bl g, = & ¢ ap6s J geragdes tem—se wma drvore guaterndria com-
pleta de J + 1 niveis. Em cada nivel 0 < j < 7 existem 2% blocos (nds), cujos pontos diretores

integram um conjunto que denominamos Z7. O diagrama de uma drvore quaterndria completa de
trés niveis é apresentado na Figura 7.12.

s

Ny 1 L i 3! 3] 11 il

Figura 7.12: Hustragﬁo de arvore quaterndria completa com 3 niveis.

Numa drvore completa de 7 + 1 niveis, as folhas sao os blocos By do dltimo nivel, cuja
unifio completam a malha regular mais fina. Isto é

= |J 8/

pezs

Podem-se ter também 4rvores quaterndrias incompletas, em que é possivel ter nés em

niveis intermedidrios I < j < J que no tenham fithos. Isso leva ao conceito mais geral de folhas
de uma drvore:

folhas sfio os nés que nfio possuem fithos.
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Na Figura 7.13(a) estd o diagrama de uma drvore incompleta com quatro niveis J = 4. Nesta &r-
vore de blocos de malhas, as folhas ocorrem quando em algum bloco de um nivel j € interrompido
o processo de refinamento. A unifio das folhas

M= JF),

fornece uma malha M ¢ X7 que é regular por blocos, mas com espagamentos varidveis, como

ilustrado na Figura 7.13(b). De fato, se A C Z7 é o conjunto dos pontos diretores dos blocos folha
do nivel 7, entdo

J
m=0Us

7=l peAd

sendo esta uma unifo disjunta.

a)Arvore b)Malha Regular por Blocos

%
2T A
[ %

N N N

Figura 7.13: Ilustragdo de uma drvore quaterndria ndo completa com 4 niveis e sua respectiva
malha regular por blocos.

* Construgio de Malhas Adaptédveis Regulares por Blocos

Como no caso unimensional, a idéia € permitir a representagéo de fungdes suaves, com
irregularidades localizadas, de uma forma mais econdmica em malhas localmente regulares por
blocos. Os critérios de como construir tais malthas sfo apresentados a seguir. Segue—se a proposta
de M. Hoslmstrom (1997).

Um ingrediente fundamental na criacio de uma malha adaptdvel regular por blocos é
um indicador para teste de refinamento (B} de um determinado blaco, que é caracterizado por
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um esquema de multiresolugio interpolante ¢ por um parimetro ¢ de truncamento dos coeficientes
wavelet, escolhidos a priori.

Dado um bloco B, seja B o completamento de B, pela inclusdo de uma coluna adicio-
nal de pontos & direita ¢ uma linha adicional acima. Isto €,

Bl = {v=p+ (khi,fh]),0 <k < N;,0 < £ < N}
Consideram-se as malhas retangulares R? = BJ e o seu refinamento diddico R7+!

R = {y = p+ (KR, hIH1),0 < k < 2N,,0 < £ < 2N},

de tal forma que
= =B,

Aplicando um nivel da DWT interpolante sobre os valores de uma fungo nos pontos de R+,
obtém-se os coeficientes wavelet dg?’ associados aos pontos

WY = pe (kBT 20+ DA,
WY = e (@ DRI 2005,
WP = (@ DR, 20+ DAY,

pertencentes a R7*! \ R, Utiliza-se a notagio D(B]'!) para indicar o conjunto de todos os coe-

ficientes wavelet associados a pontos de B!, Se todos os coeficientes wavelet df,:?j € D(B!)
tiverem médulo menor do que o valor de truncamento €, entdo define-se 1(B}'!) = 0. Caso
contririo, define-se %E(Bf;'::) = 1.

Inicia-se a construgdo da matha M = M, a partir do bloco inicial B = A0 e faz-se
1(B) = 1. A seguir, calcula-se o indicador 3. de seus filhos. Se o indicador for nulo em todos os
quatro casos, entdio o bloco B € considerado folha e integra-se & malha M. Caso contrdrio, apenas
sdo consiredados folha, ¢ integrados & malha, aqueles blocos filhos com indicador nulo. Nos
demais blocos, com indicador igual a um, repete-se o processo de teste até alcancar um nivel em
que todos os blocos sdo considerados folha. Na priética, no entanto, pode ser necessdrio antecipar
a interrupgdo deste processo de construcio devido a limitagGes fisicas da maquina, em cujo caso,

estabelece-se um nimero maximo de blocos presentes na malha. Esse procedimento € resurmido
nos Algoritmos 7.1 € 7.2.
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Algoritmo 7.1 Construgio de Malhas: Constr(B, F,€).

VB, € S(B) do
if 1.(B,) = 0, V(B,) € S(B) then

F=F{J}B)
refurn
else
if 1.(B,) = 0, then
F=F U(By)
else
Apply: Constr (B»,,f' ; e).
end if
end if
end do

Algoritmo 7.2 Indicador de Refinamento: 1.(B)

m = Level (B)-1.
if [d%™ < eVdy™eD(B) then

return 0 (Ndo hd coeficientes wavelet significativos)
else

refurn 1 (Hd coeficientes wavelet significativos)
end if
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!Ilustrag(‘ies Numéricas: I

Na Figura 7.14 sdo apresentadas as curvas de nivel e uma representacio 3D da funcio
tipo pulso

Flz,y) = 3 exp 200 (@0 =03 | o (977) + sen(2ry)

em que se percebe a localizagio da singularidade em torno do ponto (0.3, 0.3).

Figura 7.14: Representagio da fun¢io tipo pulso utilizada.

As malhas M, adaptativas para essa f(z,y), com M = 4 estdo representadas na Figu-
ra 7.15. Os blocos utilizados possuem N, = N, = 32. Observa-se nesta figura o posicionamento
dos blocos mais refinados na vizinhanga da singularidade a medida que e diminui.
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a)M -3, 28 blocos b) Mg-4, 64 blocos c) Mg-3, 100 blocos

!
!

Figura 7.15: Representaciio de funcio tipo pulso em malhas M, para M = 4.

A Tabela 7.3 apresenta a economia de pontos alcangada em cada representagdo adaptdvel,
comparada com a representagio em uma matha uniforme A’ ¢ correspondente ao nivel mais refinado
atingido. Observa-se que o nimero de blocos aumenta 4 medida que ¢ diminui. No entanto, a
proporcio 1{M.)/3(X¥), entre o nimero de pontos utilizados nas malhas adaptativas e o total de
pontos da malha regular do nivel mais refinado diminui drdsticamente com a redugio de ¢.

Tabela 7.3: Armazenagem em malhas M, (funcfio pulso) .

¢ | Namero de Blocos | $({M,) HXE) T HMY /(XY
1073 100 102400 | 2097152 0.05
104 64 65536 1 262144 0.25
103 28 28672 65536 0.43

Nas Figuras 7.16 ¢ 7.17, e na Tabela 7.4 resultados semelhantes sfo apresentados para a
fungio frente obliqua

flz,y) =1 — tanh(25z + 5(y — 1)). (7.3)

Observa-se o posicionamento dos blocos mais refinados em torno da regifio de variagio mais brusca
da fun¢@io. Comparando estes resultados com os do exemplo anterior, € observado que ocorre um
melhor desempenho de armazenagem para estruturas pontualmente localizadas, como no caso do

pulso. Observa-se também que o nfvel méximo ¢ da funcdo pulso € maior que o alcangado na
representacdo da freate obliqua.
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a)Mg-3, com 10 blocos

¥

Figura 7.17: Representagio de uma fung¢do tipo frente obliqua em malhas M, para M = 4.
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Figura 7.16: Frente-obliqua (vista lateral).

b) Mg+, com 19 blocos

¢} Mig-s, com 44 blocos

2.0
1.8
1.6
.4
1.2
1.0
0.8
0.6
0.4

0.2

0.0

T
e

n’l!!l’l%{|t‘i!3|§f!|E||i[l|?|§l(§iil§l

126



CAPITULO 7. METODO HIBRIDO: WAVELETS + DIFERENCAS FINITAS 127

Tabela 7.4: Armazenagem em malhas M, (frente obligua).

e || Ndmero de Blocos | 1{M.) | 1(X7) [ #(M)/(xY
10-° 44 45056 | 262144 0.17
10-4 19 19456 | 65536 0.30
10-3 10 10240 | 16384 0.60
10-2 4 4096 4096 1.00

7.2.2 Extensdo ¢ Reducio de Malhas

Para a adaptacio dinfmiica e automdtica de malhas nas aplicagdes de interesse neste
trabalho, operagGes de extensdo e reducio sfo necessdrias. Como as malthas estio associadas a
drvores quaterndrias, € utilizada a nomenclatura de drvores para definir essas operagdes.

Se A e A so duas drvores tais que A C A, entio diz—se que A é uma extensio de A, ou

que .4 é uma redugiio de [A. Em particular, h4 interesse nas expansdes e reducdes de drvores como
descritas a seguir.

- £z
Extensio: A — A
Adota-se a extensdo

A=A] S(F)

em que para obter a drvore extendida A, agrega-se a estrutura hierdrquica de .A uma nova geracio
de nés associados a cada folha existente em A.

Na Figura 7.18 estd a ilustragfio de uma malha M regular por blocos juntamente com sua
respectiva malha regular por blocos estendida M. A extenséio apresentada é de apenas um nivel,

Dada uma representacfio (M, f*), os valores funcionais F™ na malha estendida M po-
dem nio estar disponiveis. Neste caso, f* & obtido por um esquema de refinamento interpolante.
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Figura 7.18: Tlustracdo de (a) uma malha regular por blocos e (b) sua respectiva malha estendida.

Reduciio: A Ioa

Como na construgio de mathas adaptativas por blocos, o operador de redugéo 7, € carac-
terizado pelo indicador 2.(B). Todas as folhas de A cujos irmdos também sio folhas, sdo testadas.
Quando uma folha e todos os seus irméos tiverem indicadores nulos, esses nds séo eliminados da
estrutura hierdrquica, e, por conseguinte, a mée deles passa a ser um nd folha. Neste caso, como a

estrutura de folhas € alterada, o processo ¢ repetido. O procedimento de reducfo estd descrito no
Algoritmo F.1 do Apéndice E1.

* Operacoes Algébricas

Analogamente ao caso unidimensional, as operacSes de soma e multiplicacdo entre fun-
¢Oes representadas por valores pontuais em malhas adaptativas séo simples quando as malhas en-
volvidas sdo idénticas. Nesse caso, a operagio em questdo é efetuada ponto a ponto nos blocos.
Caso contrdrio, primeiro € necessério acrescentar novos blocos nas representagdes, de tal forma
que todas as representacdes possuam malhas idénticas. Caso os valores funcionais nos novos
blocos ndo forem disponiveis, eles sdo obtidos por refinamento interpolante. QOu seja, dadas as
representagocs (M, fM) e (M, g™), as fungdes z = f+gouz= f+gsio representadas por
(M, z"”) emque.M MUM, 3= f+§0uz=f+7, emque f e sio as interpolacdes de
fegem M apartirde fMe g™).

* Diferenciaciio

QOutra operagdo de importdncia € a diferenciagio de func¢des representadas em malhas
adaptativas regulares por blocos. A proposta € usar diferengas finitas com espagamento uniforme
em cada bloco individualmente. Em cada direcfo, as derivadas parciais sdo aproximadas por dife-
rengas finitas cujos coeficientes s&o os mesmos do caso unidimensional. O espagamento é A7 na
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direcio T € hg na direcfo y para os blocos do nivel j. Por outro lado, € importante manter uma co-
municacfo entre as estruturas representadas na malha. Para garantir a transferéncia de informacéo
entre blocos vizinhos, nos cdlculos das diferencas finitas centradas nos pontos de fronteira, cujos
esténceis nido estdo presentes no bloco, usam-se inforrnagdes obtidas dos blocos vizinhos. No caso
especifico de interpolagio ciibica (M = 4), sdo necessdrias duas linhas e duas colunas extras de
dados em cada bloco. Somente no caso em que os pontos da fronteira do bloco coincidirem com
a fronteira fisica da malha € que utilizam-se diferencas finitas ndo centradas adaptadas a frontei-
ra. Em todos os casos apresentados a seguir s#o utilizadas na discretizagdo espacial o método
diferencas finitas de ordem 4, cujos esténceis sdo apresentados nas Tabelas 7.1 ¢ 7.2.

Como visto anteriormente, para efetuar as diversas operages em cada bloco, faz-se ne-
cessdrio agregar informacdes extras tomadas de blocos vizinhos. Para preservar a independéncia
na implementac&o dessas operagdes em cada bloco, na prética, trabalha-se com uma estrutura de
dados ampliada contendo todas as informac@es extras necessdrias. Para tal fim, os seguintes as-
pectos sdo cruciais: (a) a relagdo de vizinhanca entre blocos; e (b) a troca de informacdo entre
blocos vizinhos. Detalhes sobre estes dois assuntos estdo no Apéndices F2 e F.3. Um grande
interesse pratico na manutencdo da independéncia dos blocos € permitir a utilizagfio de métodos
de paralelizacio.

7.2.3 Problemas de Evolucdo Temporal

A representac@o de funcOes em malhas adaptativas € utilizada na solu¢io numérica de
EDPs de evolugio

U LU, t>0,(z,y)el0,1x[0,1] U=Ulz,y,t)

Ulz,y,0) = Uz, y),

com condi¢des de contorno periddicas e/ou Neumann efou Dirichlet. Supde-se que no tempo
t, = n A1 seja conhecida a representagio (M",U™), em que U™ slo os valores da solugio
numérica numa malha adaptdvel M™. No passo seguinte de tempo, a representagiio (M™+1 27 +1)
¢ obtida adotando—se os proximos procedimentos.

1. Extensfio: (M", U 55 (Mn+ yn+),

O processo de extensiio estd associado & idéia de se obter uma rmalha estendida M™ cujos
pontos possam representar melhor a solugo no préximo passo de tempo. Ou seja, espera-se
que M™ contenha M™*!. Como explicado anteriormente, a extensio da matha € obtida
pelo acréscimo de um ou mais niveis na drvore associada a malha M™. Isto auxilia na pre-
vengdo de possiveis deslocamentos das estruturas ou surgimento de estruturas nas escalas
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mais finas. O niimero de niveis acrescentados pode variar com o fendmeno fisico modelado
pela EDP. Nas aplicagdes deste trabalho apenas um nivel de refinamento € usado, como des-
crito anteriormente.

2. Evolucdio Temporal: (M"+ 1v+) 25 (M gn+1),

A partir dos valores 4™ da solugio numérica no tempo £, na malha estendida M™*, faz-se
a evolucao temporal usado métodos explicitos, em especial 0 método de Runge-Kutta na
discretizacdo temporal € o esquema de diferencas finitas adaptdvel por blocos nas derivadas
espaciais. O resultado deste procedimento é denotado por Z{*+1, que correponde a solugio
numérica no tempo #,.; na malha M™+.

3. Truncamento: (M™+1,1fm+1) Iy (Mt gym+1),

Nio necessariamente a maltha M™* € a mais adequada para representar a solugdo numérica
em 1. Entdo, aplica-se o operador de truncamento para adequar a malha M"*, de forma
a se obter uma possivel representagio mais econdmica A"+,

Em resumo, a evolugdo temporal numérica de uma EDP, cuja solugio é representada em
malhas adaptativas, pode ser esquematizada como

(Mn,un) Jf-; (Mn+’an+) }ﬁ‘) (Mnﬁ»:an{-l) _fg,} (Mn-l-i’an-{»l)’

conforme ilustrado no diagrama de fluxo de dados da Figura 7.19. Esse método é implementado
no programa WDF em OOP/C™* nesta pesquisa.
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Figura 7.19: Diagrama de fluxo de dados para resolucio de uma EDP em uma malba regular por
blocos.
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7.2.4 Ilustracdo Numérica: Equacfio da Adveccio Linear

Os resultados numéricos apresentados a seguir sdo para a Equacio da Advecgio

8“(:6, y? t) w(m? y? t) w(zﬂ y’ t)
8 T\ e T ey )70
parat > Oe(z,y) € [0,1] x [0, 1]. As condi¢des de fronteira e inicial adotadas s3o
UO,y,t) =U(l,y,t), 0<y=<1
U(z,0,t) =U(z,1,t), 0<z<1
Uz, y,0) = exp300==08+u-057) o 0 9 sin(27z) + sin(2ny).

A condicfo inicial estd apresentada na Figura 7.20. Na evolugdo temporal desse modelo, essa
estrutura é deslocada ao longo da diagonal do dominio [0, 1] x [0, 1].

(74)

1.0 ¢

Figura 7.20: Condigdo inicial do modelo de advecgdo linear.
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As representacdes em malhas adaptdveis M g-3 para a condigdo inicial estfo apresenta-
das na Figura 7.21. Os coeficientes wavelets estdo associados a interpolaces lineares e cubicas (
M =2 e 4). SHo considerados blocos Ny x Ny, com N; = N, = 32. Como esperado, observa-se
que a malha associada a M =2 possui um ndmero maior de blocos (mais do dobro de blocos do
que com M = 4). Para M = 4, considera-se também N, = N, = 16. Observa-se que, variando
o tamanho dos blocos, o nimero de blocos resultantes é duas vezes maior com N, = N, =16. No
entanto o nimero total de pontos é a metade. Este paradigma atimero de blocos versus nimero
de pontos requer uma avalia¢do do ponto de vista de custo computacional. Em termos de armaze-
namento, a representagfio com Ny = Ny = 16 & mais vantajosa. Por outro lado, as operagGes de
extensdo e diferenciacfo (busca de vizinhos) sfo mais econdmicas no outro caso N, = N, = 32,
que possui mimero menor de blocos. Portanto, nas simulages a seguir, os parimetros adotados
M = 4 e blocos com N = N, = 32.

a) b) )

Figura 7.21: Representacfio da condig#o inicial em malhas estendidas M g-3: 8) M =2, com 160
blocos 32 x 32; b) M =4, com 64 blocos 32 x 32;ec) M =4, com 112 blocos 16 x 186.

Nos experimentos numéricos, a medida que a estrutura inicial é deslocada, ocorre um
pequeno alargamento do spike. Na Figura 7.22 estd exemplificado esse fendmeno numérico para-
M = 4, blocos de 32 x 32 pontos e um pardmetro de CFL igual 0.05. Na Figura 7.23 estd apresen-
tada a variacdo de pontos na malha adaptdvel estendida durante a evolugio temporal. Observa—se
que & medida que o spike desloca—se, afastando—se do centro, ao longo da diagonal, hd uma redu-
¢do de 56% do nimero de pontos (i.e., hd uma redugio de até 36 blocos).
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g) Myg-3, £ = 0.7

) M-, £=0.9

D Mm~3, t=110

Figura 7.22: Representagdo de U(z, v, £) em em malhas adaptativas M., para € = 1073,

M=4eN,=Ny=32.
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100

# Blocos

Figura 7.23: Nimero de blocos utilizados na malha adaptdvel em cada passo da evolugfio temporal

apresentada na Figura 7.22

7.2.5 Ilustracao Numérica: Equacio da Adveccgao—-difusao

Os resultados numéricos apresentados a seguir sdo para a evolucio de uma frente obliqua
representada no modelo advecgio—difusdo

Uz, y,t) Uz y,t) | OU(z,yt) FUlzyt) Ulzy.t)
R s = Tt < fat), 09

parat > O e {z,y) € [0,1] x [0,1]. As condi¢des de fronteira, a solugdo inicial e a forcante

flz,y,t) adotadas sdo de tal forma que
Ulz,y,t) =1~ tanh(z(:z;,y,t)),

em que z(z,y,t) = oz — t) + By — 1) para o, 8 € R™. Nesse caso a forgante f(z,y,%) é
representada pela seguinte expressdo
flz,y,t) = — B sech® (z(w, Y, t)) - 2o + B%)sech? (z(.’z, Y, t)) tanh (z(:ﬂ, Y, t)) .

A condicgfo inicial para o = 25 e § = 5 representa uma frente obliqua em relagdo ao dominio, com
inclinacdo bem acentuada na vertical, como pode ser observado na Figura 7.16, pdgina 126. Na
evolugio temporal, esta frente propaga-se da esquerda para a direita, atingindo a fronteira direita

(z = 1) em £=0.75 (Figura 7.24).
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Figura 7.24: Evolugio temporal da frente obliqua.
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As malhas M3-s adaptdveis a condi¢lo inicial, obtidas com bloces 32 x 32 e ordem de
interpolagdo M = 2 e 4, estio apresentadas na Figura 7.25 a) e b). Observa-se que para M =2 &
malha associada possui mais do que duas vezes o nimero de blocos do que para M = 4. Fixando
M =4, e variando o tamanho dos blocos, observa-se na Figura 7.25 b) e ¢) que com Ny = N, =
16, n3o somente aumenta-se o ndmero de blocos, como também o nimero de pontos da malha.
Comportamento semelhante acontece com e = 10™*. Ou seja, para valores de € muito pequenos, o
efeito de diminuir o nimero de blocos ndo produz, necessariamente, o efeito de reduzir o total de
nimero de pontos.

a) b) c)

Figura 7.25: Representacdo da condig#o inicial em malhas Mg-3: a) M = 2, com 22 blocos
32 x 32;b) M =4, com 10 blocos 32 x 32 ¢ ¢} M =4, com 88 blocos 16 x 16.

Nos cdlculos apresentados a seguir sdo utilizadas representacdes da malha adaptdvel
Myg-2 em que M = 4, com N, = N, = 16, com um parametro de CFL de 0.001. Como no
caso da equagio da advecclio, hd uma variago de blocos na malha adaptdvel durante a evolu-
¢do temporal. Isso ocorre devido ao deslocamento da frente. Na Figura 7.26 estd apresentada a
variagdo de blocos na malha estendida M™. Observa—se nessa figura que para 0 < ¢ < 0.3 a
malha M"™* possui 40 blocos, aumentando para 52 blocos entre 0.3 < ¢ < 0.4, e para 64 blocos
t =2 0.4, apartir desse tempo a malha retorna a 52 blocos entre 0.4 < ¢ < 0.5 e a 40 blocos entre
0.5 < t < 0.75. Na Figura 7.27 estfo apresentados a disposi¢do desses blocos nessas malhas
estendidas.

$hioces

H
B I e i_.ww

o .1 02 ©03 o4 05 O6 o7
Tereripes

Figura 7.26: Numero de blocos utilizados na malha adaptdvel em cada passo da evolucdo temporal
apresentada na Equagfio 7.5.
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a) b) <) | d) e)

Figura 7.27: Malhas estendidas M™, para a evolugdo temporal da frente obliqua com blocos
16 x 16 pontos e M = 4: a)0 < t < 0.3, com 40 blocos; b)0.3 < ¢t < 0.4, com 52 blocos;
¢)t =~ 0.4, com 64 blocos; d)0.4 < ¢t £ 0.5, com 52 blocos; e €) 0.5 < ¢ < 0.75, com 40 blocos.

7.2.6 Ilustracao Numérica: Equacio de Burger

Os resultados apresentados a seguir sfo para a evolugiio da Equagio de Burger

MU(z,y,t)  , U,y t) , Uzyt) Uyt  FPUlzyt)
o U e YTy T e Mg 0 U9

parat > 0, (z,y) € [0,1] x [0,1] e pr = u, = 1072, As condigdes de fronteira sdo periédicas ¢ a
condigdo inicial é expressa por

U(z,y,0) = sen(2rz) sen{2xy).

Este exemplo ilustra a formacfo de regides de choque a partir de uma condicéo inicial suave. As
regides em que a soluc@o U ¢ negativa irdo deslocar—se em dire¢do oposta as regides em que a
solucdo U é positiva. Isso ird causar regites de choque.

Na Figura 7.28 estd apresentado a variagio de blocos na matha adaptavel estendida du-
rante essa evolugio temporal, sendo € = 10-°, N, = N, = 32 blocos ¢ um parimetro tipo CFL
com o valor de 0.05. Observa—se que hd um aumento de blocos devido ao inicio da formagdo do
choque. A partir desse tempo o nimero maximo de blocos € atingido e a solugdo € evoluida nessa
malha irregular por blocos. Na Figura 7.29 estio apresentadas ilustracdes da evolugdo da solucio
e de sua malha estendida. Inicialmente a fungfio € suave e a matha estendida possui apenas 16 blo-
cos, como ilustrado na Figura 7.29(a) e (b). Proximo a ¢t = 0.04 a solucdo passa a necessitar mais
niveis de refinamento, como mostra a Figura 7.29(c) e (d). E em torno de ¢ = 0.9 a matha localiza
aregido em que ocorrerd o choque e se refina nessas regides, como ilustrado nas Figuras 7.29(e) e

(6.
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Figura 7.28: Niimero de blocos utilizados na malha adaptdvel em cada passo da evolugio temporal.
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Figura 7.29: Representagio de (z, y,t) em em malhas adaptativas M., parae = 1075, M =4, ¢
Ny, = Ny =32
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Capitulo 8

Conclusao

O trabalho desta tese foi desenvolvido com o objetivo de formular um método numeérico,
com adaptabilidade espacial, adequado para a simulacio computacional de problemas de equactes
diferenciais parciais evolutivas, em especial, as de interesse em Meteorologia ¢ 4dreas afins. Os
resultados apresentados nesta pesquisa ressaltam as propriedades de detec¢do de estruturas singu-
lares e compressio de dados, que sdo caracteristicas das representagdes de fungdes e operadores
em termos de bases wavelet. Nesse sentido, foram avaliados diversos aspectos de aproximacdes
no contexto de splines biortogonais, tanto do ponto de vista tedrico (erro de truncamento, efeito da

discretizacdo na velocidade de grupo) quanto computacional (representacfio esparsa de fungdes e
de operadores diferenciais em multinivel).

Entre as vérias estratégias analisadas, verificou—-se que o método hibrido wavelet + di-
ferencas finitas com estrutura de blocos € o mais adequado para alcancar 0s objetivos almejados.
As razdes dessa escolha estfo associadas & facilidade de alterar, automaticamente, 0s niveis de
refinamento durante a evolucdo temporal, caso isso seja necessdrio para uma melhor representagio
da solucdo; a versatilidade da formulaciio, que permite incorporar outros métodos de diferencas
finitas; & facilidade de lidar com condigGes de fronteiras e termos n#o lineares; as caracteristicas
paralelas do método, em que as estuturas de blocos sdo unidades independentes; € 2 estrutura de
dados ser mais simples no sentido de busca/armazenamento para as operagdes numéricas. Um dos
resultados relevantes deste trabalho é o desenvolvimento do programa WDF em OOP/C™™ que
executa esse método. Em principio, dada uma precisio desejada, € possivel fazer simulacdes com
o refinamento requerido pela solugio numérica.

Nos casos estudados, adotou—se uma discretizacdo temporal explicita de mesma ordem
da discretizagio espacial. Apesar de ser mais simples de implementacdo numérica, verificou-se
que esse tipo de esquema limita o total aproveitamento do potencial do método adaptativo wavelet
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+ diferencas finitas. De fato, por questdes de estabilidade, o passo de tempo deve ser escolhido
de acordo com a menor escala presente na solucdo numérica. Portanto, se o problema analisado
requer um refinamento intenso da matha em pequenas regides de variagfes bruscas, o espagamento
temporal também deverd ser muito pequeno, aumentando o tempo computacional como um todo.
Com isso, essa pesquisa também permitiu avaliar a importincia do desenvolvimento de esque-
mas de discretizacio temporal mais adequados a aproximacdes em multinivel (como o Método de
Petrov—Galerin ndo linear, apresentado no Capitulo 6) que possam ser combinadas com estratégias
de adaptabilidade espacial, que serd um dos assuntos tratados na continuagio deste trabalho.

Perspectivas para Estudos Decorrentes desta Tese

e Aspectos telricos:

— Avaliar a possibilidade de se acoplar métodos implicitos, incondicionalmente estaveis
no tempo, ao método hibrido wavelet-diferencas finitas proposto.

- Avaliar a adaptacio temporal do tipo Galerkin ndo-linear com esquemas adaptativos no
espago.

— Analisar a discretizagiio biortogonal de ordem superior na velocidade de grupo em

malhas justapostas (Arakawa, 1997), como a grade C de Arakawa, para os modelos de
adveccdo, gravidade e dgua rasa estudados.

e Aspectos Computacionais:

— Otimizar o tempo/armazenagem de dados dos programas gerados nesta tese por meio

avaliactes de performace de tempo, de chamadas recursivas das funcOes e de memdria
utilizada.

— Implementar outros esquemas de diferencas finitas espaciais no método hibrido wavelet-
diferencas finitas.

- Implementar outras propostas de discretizacic temporal que se mostrarem rmais ade-
guadas.
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Apéndice A
Convencoes e Definicoes

Neste capftulo sdo apresentados algumas convencdes e defini¢gdes utilizadas neste traba-
lho.

A.1 Analise de Fourier

Definicsio A.1.1 (Convoluc¢iio) A convolugdo de duas fungdes f, g em R* ¢ dada por

(F+9@ = [ fo)aa- i (AD

Definicdo A.1.2 (Transformada de Fourier) A rransformada de Fourier e sua inversa, em uma
dimensdo, s@o expressas por

F — 1 = €T
R SN R

A relacd@o entre uma série e sua série construfda a partir da Transformada de Fourier €
conhecida como férmula do somatdrio de Poisson e € descrita no teorema a seguir.
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Teorema A.1.1 (Férmula do Somatério de Poisson) Seja f € C° uma fungdo rapidamente de-
crescente em R. Entdo,

Z: e sz($+nb) Ibl z fgﬁ%mweiziﬁ%‘mm’ (Ad)

== O m=—00

emque a,b,z € R b# 0.

A.2 Base de Riesz

Definiciio A.2.1 (Base de Riesz) O conjunto de fungdes {¢(z — k); k € Z} é uma base de Riesz
para V? se e somente se ele gera V°, e para todo (¢t )z € £ tém—se que

AN el <) D adz-k) IP<BY lal,
k k& k

emque 0 < A, B < .

A.3 Condicdo de Strang-Fix

A ordem de precis#io de esquemas de aproximacdo € usualmente definida pela capacida-
de que esses esquemas possuem de reproduzir polindmios. No caso especifico de aproximagdes
em termos das transladadas de uma fun¢fo bdsica numa malha regular, isto & caracterizado pela
condi¢io de Strang-Fix (Strang e Fix, 1973) .

Definicfio A.3.1 (Condicéo de Strang-Fix) Seja p um inteiro ndo negativo. Uma fungdo [ satis-

faz a condic@o de Strang-Fix de ordem p se f(0) # 0 ¢ f(C) tem zeros de ordem p + 1 em todos os
pontos C =27k, 0 #k € Z.

A.4 Funcoes Splines

Algumas das propriedades bdsicas das fungGes B—splines, B,(z) de interesse neste tra-
balho sdo apresentadas nesta secfio. Mailores detalhes sobre essas funcdes podem ser encontrados
em Himmerlin e Hoffman (1991); Chui (1992) e He (1996).
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As fungles B-splines By(z) de ordem £, em que z € R, sdo construidas a partir da
seguinte convolugio:
By(z) = (By * Byy)(z), €21,
em que By () € a fungio caracteristica no intervalo [0, 1], i.e.,

_ |1 paraz€l0,1),
Bo) = { 0 caso contrério.

Para calcular as fun¢fes B-splines de ordem superior, utiliza—se a seguinte férmula:

£-+1
Bie) =5 3o (-0F ((111) maxto,s(a),

k=0

O primeiro termo entre parénteses da equacgfio anterior representa uma binomial

(2)=

e s(z) € expresso da forma a seguir
—k, sefforpar,

F I

T+

s{(z) =
T+ %}w — k, se £ for impar.

O suporte das By(z) é
—£,£+1], sefforpar

supp By =
[—4*, &1, se £ for fmpar

Essas fungOes sdo sempre positivas no interior desse suporte e elas sdo simétricas em
torno do ponto zero se £ for impar ¢ do ponto 1/2 se £ for par.

Pode—se verificar na Figura A.1(b) que a fungdo BF € a conhecida funcfio chapéu, i.e.,

z4+1 1<z,

Bifz)=4 z—-1 0<z<1,
0 caso contrario.
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Outros exemplos de funges By(z), para £ = 0, - - , 5, também sdo apresentados nessa figura. Ne-
1a, também € possivel verificar as propriedades descritas anteriormente, como suporte, positividade
¢ simetria.

A transformada de Fourier das fun¢des Be(x) também possui uma férmula explicita, que
€ expressa por,

‘
By(&) = (g%%/—g) e setep
/2 (%3) , se £ ¢ {mpar.
(a) By(z) (b) By(z)
1 1
0.8 0.8
0.6 0.5
0.4 0.4
0.2 0.2
3 -2 -1 0 1 2 3 3 -2 -1 0 1 2 3
(c) Ba(z) (d) Bs(z)
1 1
0.8 0.3
0.6 0.5
0.4 0.4
5.2 0.2
32 -1 0 1 2 3 3 -2 -1 0 1 2 3
(e) Ba(z) (f) Bs(z)
1 1
0.8 0.5
0. 0.6

6.4 0.4
0.2 6.2

-3 -2 =1 0 1

3%}
1
i
Lad
|
o
I
Pt
Lol
Py
Lt
(953
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Figura A.1: Fun¢Ges B-splines By(z) de ordem £=0,1,---,5.

A.5 Erro de Interpolacio de Lagrange

O erro de interpolagio de Lagrange ((Prenter, 1975, pages:42-44)) € estimado a seguir :

Teorema A.5.1 (Erro de interpolacfio de Lagrange) Seja p(z) o polindmio de Lagrange de grau
n que interpola f ema = 29 < 7; < +-+ < z, = b. Entdo:

o Se f € C™*a,b), 0 erro de interpolagio de Lagrange pode ser estimado por

S0, na
max |f(m) —p(m)] < Tnax mh ; (A5)

para
h = max (z;y; — z;
0<ic ( i+ Z))

e ' denota a n-ésima derivada de §.

o Se f € C¥a,b], 0 < k < n, 0 erro de interpolacio de Lagrange pode ser estimado por

Tf&ﬁ”(ﬂ)“?(ﬁﬂ < [1+ (%) } a(f,n), (A.6)
em gue
6w (f, 52, k=0
g(fym) = { 3t maxeey [FU(E)], k=1
6 (=1 k(b — ) maxeeiey [FP(E)], k>1 en>k—-121

em que w(f, h) € 0 mddulo da continuidade definido a seguir.

Definicfio A.S.1 (Moédulo da Continuidade) Seja f uma funcéo definida em algum intervalo 1

e seja h > 0 um niimero real. O médulo de continuidade w(f,h) de f com respeito a h nesse
intervalo € definido por

w(f,h) = sup{|f(z + h) — f(z)|: 2,z + h € I,|h] < h}.
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Apéndice B

Nustracoes de Funcoes Biortogonais

Neste capitulo sdo apresentadas algumas ilustragSes de fungdes escalas e wavelets bior-
togonais de interesse neste trabalho. Essas ilustragbes podem ser obtidas aplicando-se o algoritmo
de construciio desas fungdes biortogonais descrito em Daubechies (1992).

(a) ¢* = Bi(z)

-2 -1 ¥ 1

(©) ¢15(z)

o]

(b) ¢;,5 (z)

-

U

-2 -1 g 1 2

(d) ¥15(z)

AT

vV

|
Let]

|
2
o
ot
8]

Figura B.1: Fungdes escalas e wavelets biortogonais splines da familia (1, 5).
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B G

Y

(a) ¢ = By(x)

-3 -2 -1 4 1 2 3
(C) p2.4(x)
— v
-3 -2 -1 ¢ 1 2 3

(b)¢§,4(3)

3

2

1

0 __/\ /\

. \/

-2

-3

-3 -2 -1 0 i 2 3
(d) Ya.4(z)

3

2

AN

y = vV

-1

-2

*3 n

-3 -2 -1 0 1 2z 3

Figura B.2: Fungdes escalas e wavelets biortogonais splines da familia (2, 4).

As fungbes bdsicas para o caso bidimensional da familia (1,5) estfo apresentadas nas
Figuras B.3¢ B.A4.
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(a) ©*(z,y) (o) T (z,y)

© Tz, y) (@ T*©(z,y)

Figura B.3: Fungdes escala e wavelets bidimensionais - familia (1.5).
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(2) ®(z,y) ®) T (z,y)

Figura B.4: Fungdes escala ¢ wavelets bidimensionais duais — familia (1,5).



Apéndice C

Demonstracoes

C.1 Introducio

Neste capitulo sfo apresentadas as demonstragbes dos teoremas enunciados no
Capitulo 4.

O seguinte lema € utlizado fregii€niemente no decorrer desse apéndice.

Lema C.1.1 Seja {¢,¢*} wma familia de funcdes splines biortogonais, ¢ = o,
o* = ¢N,N*- Entdo,

d(w)d(w) = 1 + O(w)V+V",

Demonstracio: Utilizando a relac@o de biortogonalidade obtém-—se que:
1 = Z d(w + 2xk)d*(w + 27k)
k

= é(w)m -+ E d(w + 2rk)o* (w + 27k).

E#0

Esse somatério define uma funco C*° que se anula, juntamente com todas as derivadas
de ordem menor ouiguala N + N* — lemw = 0. Seja

ge(w) = dlw + 27k) ¢* (w + 2xk).
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Paran < N 4+ N* — 1 tem-se que

n

d” R S —
0= ( m ) $™ (2mk)grn—m) (2k) = 0.

m=0

Isto ¢ uma consequéncia da condigdo de Strang-Fix de ¢, ¢ ¢*. Param < N — 1, ™ (2rk) = 0.
Param > N, temos n — m < N* — 1, e logo ¢*(*~™(27rk) = 0. Consequentemente,

d(w)g*(w) = 1 + Ow)¥ ",

C.2 Teorema?24.1

Demonstracio do Teorema 2.4.1 Pela propriedade dos momentos nulos para as ¢¥* tem-se que

(g, Y37} = 0 para todo polindmio g de grau < s — 1 < p,ie., g € P,_,. Portanto, os coeficientes
wavelet podem ser expressos como,

L] = [(f, %) |

= (F -0 ¥ |

~| U@ - o) w(e)ds

< [ W@ =@l @lds €
suppfqﬁ:;’-

< max |f@)-g@)| [ W@l
z € suppp)’

supp Tb;j

Logo,

G< jmf mex (/@) -g@)| [ W@l

71 Iesupp‘if’kJ )
suppyy’

A estimativa do erro da melhor aproximacio de f em P,_; € apresentada no Teorema de Whitney
(DeVore e Lorentz, 1993, pp. 183). Neste caso, tem—se que:

inf max |f(z)— g{z)] < C1277¢ || fe llocs
g€Ps—1 T € suppy’
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em que C) ¢ uma constante independente do nivel j e da funcio f. Por outro lado, como
i (z) = 20" (27 7 — k), tem-se que:

f Walde = 27 [ Ws-plds

supp ¥}’ supp ¥y’
= 9P [ " () dy
supp P*
= 292, (C.2)
Portanto,
| < 27+ | ) (C.3)

em que ' € uma constante independente da fungio f ¢ do nivel j.

C.3 Teoremad4.4d.l

Demonstragiio do Teorema 4.4.1: Escrevendo I'(2) através da férmula do somatério de Poisson
e utilizando algumas propriedades da transformada de Fourier, obtém—se que:

T(z) = ) (k)i

= Yo [#@)se b
k

f $*(z) Y e ¢/ (z + k)dz
k

f ¢*(z) }: =R Y (5 4 k) dz
k

1l

= iZ(z + 21k} (2 + 2rrk) [ & (x)e IR gy
k

= 03 (2 +2mR)${z + 2rkYG*(z -+ 2rk). (C.4)
k
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Pelas propriedades de simetria pode-se representar
#(z) =v(z — a, ¢*{z) = v (z — @),

em que o = 0 para N e N* pares, ¢ @ = 1/2 para N e N* impares, onde v e v* s#o simétricas e
centradas no zero. Com isto tem-se que:

~

$(¢) = e7*20(), ¢*(Q) = e7°5*((), (C.5)
sendo O e v* fungdes reais.

Portanto da Equacdo C4 segue que:
T(z) =1y (z+2mk)0(z + 2rk)0" (2 + 2nk). (C.6)
k
Seja

g(z; k) = 0(z + 27k)0™ (2 + 27k)

flz k) = g(zk) (z+ 2mk) + g(2; —k) {z — 27k).

Entdo o somatério da Equagdo C.6 pode ser expresso por:

[(2) = iz0(2)0*(2) + iZf(z; k).

E>1

Conseqgliéntemente,

1= TG =1 - 0()0"()] - = 5 F(h).

k>1

Como na demonstra¢do do Lema C.1.1 tem-se que

*
ﬂdzng((};k) =0, paran < N4+ N*~1,
Logo,

gd“;t:f(ﬂ;k)mo, para0 <n <N+ N* -1
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Além disso, como f(—z; k) = —f(z; k), tem—se que

d"
E;;:f(@, k) = Opara n par.

Isto € vdlido em particular para n = N + N*. Consequentemente a série ;.. f(2; k),
que define uma fungio C*°, se anula em z = 0, juntamente com todas as derivadas de ordem menor
ouiguala N+ N*. Ponanto combinando este resultado com o Lema C.1.1, tem-se que

1 —z—%m O(z)N'i'N*,

C.4 Teoremad.4.2

Demonstraciio do Teorema 4.4.2: Essa demostracgio é andloga a do Teorema 4.4.1. Considerando
v e v* dados na Equacdo C.5, tem-se que:

| E{w, 2) |=| 0% (w + 2) — —-1}*( Yo*{(2)F(w, 2) | . (C.7

O objetivo desta demonstraciio ¢ estimar 0 segundo membro da equacdo anterior. Escrevendo
['{w, z) utilizando a {érmula do somatdrio de Poisson, obtém—se a seguinte expressio:

Mw,z) = —*iz O{w + 2rm)0(z + 27n) 0 (z + w + 2r(m + n))(z + 2mn).

m,n

O somatério acima pode ser separado da seguinte forma:

4y y (1) (IV)

- s, p— S et e
Dlw,z)= Y [ 1+ 1 1+ 01+ > [},

m=—-—n m=0 m#EO MFEGnED

n#0 n=0 MFE—T
em que,
O = —i0"(z+w) |5(z)0(w)z + Z 0(z — 2rm)o{w + 2em )z — 27m) | ,
m#D
Im = —w) Z O(z + 2mn)5* (2 -:w + 27n)(z + 2rm),
n£d
() = —id(2)z #Z O{w + 21rm) *(z + w + 2wm).
m#0
(V) = —i Z v?z + 2en)0(w + 27m)0* (2 +w + 2n(n + m)){z + 27n).

mnFED
m¥n
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Nos préximos pardgrafos sdo analizados cada um desses termos separadamente.
Termo (I): Seja

Flw, z; k) = g(w, z; k) (z — 2nk) + g(w, z; —k)(z + 2rk),
em que g{w, z; k) = O(w + 27k) 0(z — 2rk). Entio,

1}’0 (w)5" (2)I) = —8* (w + 2) | 0" (w)D(w)o* (2)0(2) + E—(E"-)f—i‘-”l 3 fw,z k)] :
k

Por um lado, como consequéncia do Lema C.1.1, tem-se que:

P (w)o(w)o*(2)0(z) = 1 + OWV ") + OY). (C.8)
Pode—se provar que
1 2N
- Z flw,z k) = Z: Qw22 ™). (C.9)
k>1 ==l

Assim, tem-se que paran < 2N -1

o
5oia9(0:0: k) = 2O (2rk) 0-0(2rk) = 0, (C.10)

pois pela condigio de Strang-Fix de v, 9 (2rk) = 0 para! < N — 1. Por outro lado, como para
I > N tem-se que n — [ < N — 1, assim segue que "~ (27k) = 0. Logo, € possivel concluir
que

-éw;U%Wf(O,O;k)mﬂ 0<n<aN -1,

Além disto, como f(—w, —z; k) = — f(w, z; k), tem—se que para todo n par

o"
Wf(o,{);k) ={.

Em particular, para n == 2N, isto implica na relagio expressa pela Equacfio C.9, se for
observado que

G2N+1
Wf(or 0;k) =0.
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Combinando as EquagSes C.8 ¢ C.9, e levando em consideragiio que 2N > N + N*,
obtém—se

L )" (1) = 0" (w+2) + O + O

Termo (II): Considerando
g(w, z; k) = O(z + 2nk) 0% (2 + w + 2nk)

e f(w, z; k) definido como no caso anierior, obtém-se que:

(1) = —it(w) Y f(w, z k).

k>1

Novamente, pelas condi¢Bes de Strang-Fix dev e v*, paran < N + N* -1, tem-se

que
o L) _1 ) .
Bwlazﬂ“lg(o’c; k) . Z ( ‘Tl-m ) v(m}(%;k)'u (nwm)(?}rk) = 0.
m=0

Isto, em combinacio com a anti-simetria de f(w, z; k), implica que:
an

soiad (0k)=0 0<n<N+N

Além disto, também tem—se que

3N+N" +1f

Desta forma € vdlida a seguinte relacio:
“.i -~ % “ % ~ ¥ ~ % -~
—0 (W)o*()(II) = —0*(w)o*(2)0(w) Z flw,z k)
k
N4N*
= Y O@r NN, (C.11)
)
Termo (II): Seja

flw, z; k) = 0(w + 2xk) 07 (2 + w + 27k),



APENDICE C. DEMONSTRACOES 168

tal que
(1IN = -—z"z‘;(z)sz(w,z; k).
k#£D
Novamente, pelas condi¢Oes de Strang-Fix dev e v*,paran < N + N* — 1, tem-se
que:
o f
W(O, 0; k) = (.

Portanto,

oA = 0w} (@)6() Y Flu 2k

k#0
N+N* -
= Y O(@mNHTmy, (C.12)
me=0

Termo (IV): Seja a{w, z; £, k) = g(w, z; £, k) f(w, z; £, k), em que

glw, z; 6,k = 0w+ 27k) 0(z + 2nd),
flw,z;4,k) = *(z+w+2x{f+k)) (z+ 2n0),

de maneira que:

(IV) = ~i Z a{w, z; £, k).

£,k#ED
Bk

Pelas condi¢des de Strang-Fix de v e v* tem—se que:

o

w1 7
an‘ 3
W}’(U:O;f,k) =0, 0<n<N* -1

(0,0;¢,k) 0, 0<n<2N -1,

Logo,

o
50,06k =0, 0<nLIN+N' -1,



APENDICE C. DEMONSTRACOES 169

o que implica em:
-7 -~ ~K _ -1 Ak -~ .
— (w)o*(z)(IV) = pat’ (w)d*(z) E a{w, z; £, k)

£,kuE0
Ak

2N+4+N*
— Z O(wmz2N+N*-~m)_

m=1

O termo (IV) € de ordem superior aos termos (I), (II) e (1II). Portanto, para finalizar esta
demonstracdo basta substituir as contribuicdes apenas dos termos (I), (II) e (IIT), expressas nas
Equagdes C.4, C.11 e C.12, na Equacio 4.28.

O
C.5 Teoremad.4.3
Demonstraciio do Teorema 4.4.3: Considerando v e v* como em (C.5) tem—se que
| E(w, 2) =] m [v“*(w +2)Palw + 2) — gﬁ*(w)ﬁ*(z)éa(w) Ba(z)} .
Seja
§(w) = 0*(w)@a(w)
e
f(z) = @*(z)qga(z)
tal que
£(0,2) =] s |3l +2) = S30)703)] 1. €13)
da(w + 2) z

A estimativa do segundo membro da Equagio C.13 € avaliada nos préximos paragrafos. Aplicando
a férmula do somatério de Poisson em ¢, (w) tem-se que:

balw) =3 $lw + 2mk)e@ ) = 3" o (w + 21k).
k

k
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Com isto obtém-se que:

3(w) = " (w)b(w) + 9*(w) Y _ 9(w; k),

E>1

em que g{w; k) = O(w + 2rk) + O(w — 27k). Pela condi¢io de Strang-Fix de v segue que

dr
dwng((};k)zﬂ, 0<n<N~1L

Como g{—w; k) = g(w; k) tem~se que para N {mpar

dN
TN g(0; k) = 0.

Portanto,

{ 1+ O(wh)  para N par,

glw) = , (C.14)
1+ O(wN*) para N fmpar.
De forma andloga, € vélida a seguinte estimativa:
1+ Yoo Ow™z""™)  para N par,
Glw+z2)= (C.15)
1+ 2V O(w™z¥+1-m)  para N impar.

Aplicando a férmula do somatério de Poisson em G,{z) ,
Bolz) = zZ(z + 21k)B(z + mk)EHIE) = zZ(z + 27k)0(z + 2nk).
P k
Desta forma, segue que

f) =" (2)p(2)2 +0"() Y F(2: k),

>0
em que f(z; k) = 0(z + 27k)(z + 2nk) + O(z — 2rk) (2 — 27k).

Pela condi¢do de Strang-Fix de v segue que

da"
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Além disso, como f(—z; k) = —f(z; k), temos que para todo N par

dN
'a"z'—f*v,*f({), k) = {).
Consegiiéntemente,
i ~14+0(z")  para N par,
--;f(?-) = (C.16)
~1+@(z¥-1) para N impar.

Portanto, substituindo as Equagtes C.14, C.15 na Equacfo C.13 € concluida a demons-
tracdo deste teorema.

O

A seguir sdo derivadas as expressbes que facilitam o cdlculo das funcdes @, PUSR-
B s2(€). Essas fun¢Bes sdo necessdrias para se estimar £(w, z), dado na Equagdo C.13, quando

N ¢ impar.

Lema C3.1 Sejam ¢, e B, definidas nas Equacdes 4.18 e 4.33. Entdo
$r2(z) = 4[H™(2/2) 67(2/2) + H*(2/2+ 1) ¢*(2/2+ )],
Bip(z) = i8[H'(2/2) B7(2/2) + H* (2/2+m) B (2/2+ )],

em que

HY(() = > hecos(k—1/2)¢,

50 = 3 (k) cost—1/2)C,
k>1
BHO = Y &' (kysen(k — 1/2)C.

Demonstra¢do: Da relaco de escala de ¢ tem-se que:

b1p{w) = 2 Z 2 had(2k + 1 — n)e~ @
Eoon

= 2; {Z hond(2k + 1 — 2n) + Z hon16(2k — 2n)} e~ kw

= 2 (B°w)$'(w) + H'w)¢") | (C.17)
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em que

HG(,w) e Z hzﬂewinw7 H (’U;‘) — Z h'2n-§-1e“énw;
¢ (w) = z B(2n)e" "™ ¢ (w) = Z #(2n + 1)e ™,

Por outro lado,

dw) = ) _ ke
k
. Z ¢(2k)8—i2kw + Z 45(2]9 + 1)e—z’(2k+1}w
k k
= ¢'(2w) + e ¢ (2u).
Logo,

{ S(w) + gw+7) = 2 ¢°(2w),
(C.18)

H(w) = lw+r) = 2 e ¢ (2w).

Analogamente, tem—se que H(w) satisfaz a seguinte equacio:

H(w)+ H(w+7) = 2H(2w),
(C.19)
Hw)~ Hw+7) = 2e™H'(2w).

Substituindo (C.18) ¢ (C.19) em (C.17) tem-se que
ez’w/2

hpw) = S {{Hw/2) + H(w/2+m)] [fo(w/2) ~ dolw/2+ )] +
[H (w/2) — H(w/2+m)] [$o(w/2) + do(w/2 +7)] } . (C.20)

Sendo N impar a funcio ¢(z) € centrada em 1/2, ¢(k) = ¢(1 — k). Logo,
$w) = Y p(k)e
k

— e—éw/?Zé(k)[e—iw{k~1/2} + e——t’w(k-—l/2}]
E>1

= 2¢72 " 4(k) cos(k — 1/2)w
£>1
— 26_iw/2¢+('H})-
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Assim,

P(w) & dlw + 7) = 2e~/2[¢+ (w) T i¢™ (w + 7). (C21)
H também satisfaz uma relagio dada na Equac@o (C.21) e assim,

P(w) + plw + 7 [Hw) ~ Hw+7)] = e~ [HM(w)¢™ (w) + iHT (w)o" (w + 7)-
iHH(w + m)¢H(w) + HY (w + pi)¢ T (w + 7)],

[@(w) — ¢(w + M[Hw) + Hw+x)] = 47 [HH(w)g™ (w) — iH (w)¢H(w + 7)+
iHY (w + m)¢t (w) + H (w + m)¢™ (w + 7)] .

Portanto, substituindo as rela¢des acima na Equacgio C.20, tem—se que

$1/2(2) =4 [H(2/2)¢7(2/2) + HY (z/2 + m)dF (2/2 + m)] .

De forma andloga,

Buja(z) =81 [HY(2/2)87(2/2) + H (/2 + 7B (z/2 + 7],

em que

BH(z) =Y _ ¢ (k)sen(k —1/2)z.

E>1
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Apéndice D
Teoria de Agua Rasa

Neste capftulo faz—se um resumo da teoria de dgua rasa apresentada em Pedlosky (1987).

D.1 Modelo

O modelo de dgua rasa € obtido de simplificacdes nas Equagdes do Movimento de New-
ton e na Equagio da Continuidade. Essas equagbes do movimento expressam que a massa por
unidade de volume vezes aceleraciio € igual a soma das seguintes forcas: forga devido ao gradiente
de pressdo, forgas conservativas que atuam no Corpo em questdo ( tais como a forca da gravidade)
e da forca de atrito. Na sua forma vetorial, essas equacdes sdo expressas por:

Vv . .
P [—J;‘%*ZQXV} = —Vp + pVe + F(u), .1
em que p é a_‘densidade absoluta, € é a velocidade d? sistema de rotagéo, 2 xVéa aceleracdo
de Coriolis, V€ o vetor velocidade, p € a presséio, V¢ € o gradiente da funco potencial das forgas
conservativas, e F representa a forca de atrito no fluido. Para o ar € a 4gua, em geral, considera—se

F = uv?V + ng V), D2

em que ¢ € a viscosidade molecular, V2V éo laplaciano do vetor velocidade e V{(V - V) representa
o gradiente do divergente do vetor velocidade. Na auséncia de fontes ou sumidouros, a condicio
de conservagio de massa € expressa pela Equacdo da Continuidade,

dp -

"EE”FPV-V:G, (D3)

175
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em que notacio d /dt representa a derivada total ou derivada substantiva, i.e.,

d 9 -
=5tV V (D4)

Em particular, € de interesse um modelo de dgua rasa bidimensional em coordenadas
cartesianas em que sdo consideradas movimentos ondulatérios de um fluido homogéneo, incom-
pressivel, limitado numa fronteira inferior e com uma superficie livre na parte superior (condigdo
de fronteira cinemdtica), ¢ com a escala de profundidade D muito menor que a escala horizontal £.
Essa iltima considera¢do € uma das principais condi¢Oes que caracterizam a teoria de dgua rasa.

Na teoria de agua rasa € também assumido que a pressdo € determinada pela aproximagfo
hidrostatica, i.e.,

em que g é a componente vertical da aceleragio da gravidade, considerada constante, c e=D/L <
1.

As condi¢des de homogeneidade e incompressibilidade implicam que p € constante e,
conseqiiéntemente, 0 gradiente de pressao horizontal € independente da altura,

o = —pg 4~ o
o1 oz’
oo _ S on (D.5)
Oy gay

em que 5(z,y,t) € a alra do fluido. Entdo, pelas equagdes do movimento, € consistente que as
velocidades horizontais sejam independentes de z, se inicialmente elas também o forem. Portanto,
os termos convectivos da Equagio do Movimento sZo omitidos no modelo em questio.

Simplificando o0 modelo de dgua rasa para 0 oceano ou a atmosfera, VJS é simplesmente a
componente vertlcal da aceleragdo da gravidade — gk Projetando o eixo de rotacdo no eixo vertical

z, term—se que Q= fkemquef= 2{2sen{a) é conhecido como pardmetro de Coriolis,e € a
latitude da Terra.

Por outro lado, como p € constante, a Equacdo da Continuidade pode ser reescrita como:

~ Ou Ov Ow
V'V~§§+5§+‘5§”0’ (D.6)
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em que (u, v, w) sio as componentes do vetor velocidade nas diregBes (z, y, ), conhecidas como
componente zopal, componenie meridional e vertical do vetor velocidade. Integrando essa equagio
em relaciio a z de z = 0 at€ um z = 7 tem—se que:

Ou Y =0
" 0z Oy Wlamn = 5

pois na fronteira inferior w,_, = 0. Como w representa a taxa de variagio da superficie livre, e
pela condigo cinemdtica na superficie z = n(z, y, t), tem—se que w,_, = dn/dt. Logo,

Ou Ov _dn
(8:5 * ay) =@ ®D
Aplicando a Equacfio D.6 na Equacio D.2 tem—se que
F = pV?V. (D.8)

Considerando p = 0 tém-se um dos modelos de dgua rasa de interesse composto dos
seguinte sisterna de trés equacdes e trés incognitas (u, v, n):
du Ju Ou on
+Uuz-t+uv— — fu+ =0
5 e Ty VT g

Qﬁf_+u§£+5+f+ D.9
5 ez TVay TIUTIG, (D.9)

oy on o (0u
+a+a+( )

Os pardmetros adimensionais £ = 1, D = 0.73333, gravidade § = 6.0 x 1075, e do
pardmetro de Coriolis f = f; + By, tal que f; = 60e¢ 8 = 54.

No Capitulo 6 o modelo de dgua rasa com forcante e dissipativo utilizado € o sistema
proposto por Lorenz (1986).Ele consiste do seguinte sisterna admensional (u, v,7):

Ou du  Ou _On 2, _
8t+u8 +vay v+g—~az—uVu-0
ov ov ouv _On 2,
E%‘Ug“‘i‘“?)é’&ﬁ‘u%‘g"@—ﬂvvmﬂ (D.10)
a"q a‘]? a 3?1, 5’0 2
5 T U5, +vay+(n+ 9o) ( x+3y)“ﬁv n=F

em que v = ul(z,y,t), v = v{z,y,t) e n = nlz,y,t) sdo os mesmos definidos anteriormente;
F = F(z,y) representa uma forcante; v, k sdio constantes de admensionalizagéo correspondentes
a0 mimero de Reynolds; € gy € uma constante de admensionalizacio correspondente a aceleragio
gravitacional.
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Apéndice E
Método de Petrov—Galerkin Nao Linear

O modelo de dgua rasa descrito na Equacdo D.10 pode ser discretizado temporalmente
por um método semi~implicito de trés etapas. Nas EquacBes D.10 os termos dissipativos e 0s
termos relativos as ondas de gravidade sdo discretizados implicitamente com uma média temporal
num intervalo de dois passos no tempo. Em outras palavras, toma-se a média dos termos lineares
nos tempos tp41 = (n+ 1) At e ty.; = (n — 1) At. Os termos ndo lineares, referentes a ondas
de Rossby, sdo discretizados explicitamente no tempo t, = nAt. A forcante F é considerada
independente do tempo. Em resumo utiliza-se a seguinte discretizacao:

Termos o Linear (L)  Nao-Linear (NL) Forcante F
Discretizagio “etifo=i Lo} ., 41, ) (NL). F

Aplicando essa discretizagio t€m-—se que:

O
Up+1 — At Upt1 + At 7;;—1 - vaun.;.l = ﬁ;lil +Nﬂ(,i),
Vs + Aty + At TPEL g2, @ g
n+i Up41 ay —d Ungl = ko 'y + n o’ (El)
ou 41 ov 41 3
Tha+1 + GolAl ( ar;: + é; - f‘iv277n+1 = ﬁ'r('a—)l + N, 153)3

179
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e que os termos lineares ﬁ,{ﬂl, no tempo t,_j,paraf = 1,2 ¢ 3 sdo

O —
LY =y + At (vnml - g’; L+ szun,,l) )

51(331 = Up_1 — AT (unml - 8?;”?;1 + L’Vz?fn—i) s E.2)

Otip_ Ovg—
['S'El = Ty + AL [9’@ ( zg; L+ By 1) - ﬂV?Wn«-i] ,

e 0s termos ndo lineares ¢ a forcante N9 no tempo i, para £ = 1,2 ¢ 3 séio

Nél} = 92 At (un% -+ %) ,

Oz oz

du. Ov

2 . _ i n
N = 2At(una$ + 8y)’

(E.3)

E.1 Discretizaciio Biortogonal em um Unico Nivel

A seguir s30 recordadas algumas defini¢es vistas nos capitulos anteriores, considerando
urna malha com espacamento s = 277,

o Discretizac8o

UMz, y) =Y U, b(h 7'z — k)(h™ "y — ). E4)
ki
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e Discretizagio das derivadas

U, s ,
bl ~ (D}: )uh)mm = hzuﬁqu‘( )(P — k),
&

(E.5)
3824"‘ 8 g
y* ~ (ng }Mh)p,q,n = h;u;}:,&nr( g~ 9,

para s = 1 e 2. Recordando, I'M é o simbolo da primeira derivada e T'® ¢ o sfmbolo
referente a segunda derivada.

o A transformada discreta de Fourier de Ll;’;q,,,, € expressa por

Ui(E,8) = 3 Uk, e, E6)
k.t
Entdo,
h 9 .
aun (f ) hzu ,qn T (p— k) gHpE+ad)
Pk
- hz 0 (s) i Z ut h e ikE+aD) (E.7)
T(&) Ur (£, 9).
Modelo de agua rasa:

A discretizacio espacial em um nivel, utilizando o método biortogonal descrito nos ca-
pitulos anteriores, para o Sistema E.1 € expresso por

At
h (1),h n) - (25, b _ (2).h n)
- A _—
Upgntl T ”p,q,n»—m * h? [(Dz K p.gnt+l v (Dz “ )P,Qm-i-l v (Dy “ 7.9 ﬂ'*'l]
v et +ALUR L (9{1} "7;") - (D&)”‘ 'u") -y (D@)”‘ v")
p.gim s %] pantl z p.gmdl y pgntl

ng"?f“"‘l + % {go [(Dil)‘h uh)zv,q,n-f-l * (Dél)’hvh)p,qm-!—i} o [(Dth nh)psqsﬂ-i-l - (Dé‘a)’h ﬂh)P’qu}}

em que os termos (1), ({1} e ({1]) representam a soma das discretizacdes dos termos linear ﬁffff“’)

e nio lineares V{2, respectivamente. Esses termos estdo descritos nas Equagtes E.2 E.3. Entio,

i
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as discretiza¢Ges desses termos lineares sdo

ﬁ:: " Upgmer + AT Ut 7 {(Dm hnh)p g1 (D‘?),h un) pan—1 (Df)’huh)p gm— } ’

55;2}1 h h At Dk b — D -
ki el TP — Atu - 3 (2ha .k 25,k b
h2 Upgn—1 EUpg.n-1 R2 ( y N )paq,n_l v ( s Y )?,q,nm1 v (Dy v )Pquml] '

c;{fl ﬂg’,q,nﬂ - %;‘ {Qﬂ {(DQ)*" Uh)p,q,n—l -+ (Dél)'h v")p,q,n_l} - [(Déz)’h ﬂh)p,q,nmi + (Dy(z)’h ﬂh)p,q RMJ}

enquanto as dos termos nio lineares sdo

Nr(zl)N zAtAh Rk Ah ho B
Rz [ (U u") + Ay (vhu )]p,q,n’
Nrig) Ry h A he b b
o N =20t [A7(u®,0") + Ag(r*, M) L
fgs} TAbki, b B ke h R R
T =2 AL [AR 1) + AR, ) + AR(R ) + AL ) P
em que
[AZ (uh’ vh)] pam h Z 2@ (E’a 3’) A (kla T’) uﬂ‘-k’:q#«" v?—?"aq—S’v
S',T',k’,f’
[A‘h (uh vh) =h Z )\(0) T ) AW (E’ s Up_ gt Vor' gt
R o
€

Ok, £) = / Bz + k) b(z +£) 6"(2) da

AD(k, £) = / oz + k) 229 (z“”) (=) dz

Esse sistema discreto poede ser reescrito no espaco de Pouner como

S)

Waa (69) = Doy, (6:9) + ST 41 (6,9) - ot [P () + FO@)] a1 (6,9) =

B 6,9) + At (6,0) + L TO@) 1, (69) - 2 [(0 () 4 TO0)] s (69) = L)

an(69) + 2R [FO) i, (6,9) + TOW) s (6,6)] — Z58 [F0() + O] a6, = LD,
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em que 0S termos (IA), (}?) e m representam a soma das discretizagdes dos termos linear £55°
e nio lineares N>, no dominio da freqiiéncia:

£, At
21 1 (6,9) + Atk (6,0) - SLTO(@) Ay (6,0) + U5 [T + FO )] 4l (6.9)

A(2) . -
Eact Rl i(69) - Acil(69) - S EO@) AL (6.8) + 5 [FO(9 + TO@)] oy (6,9)

£(3)

-1

=i (69) - B2 [FOQ a1 (60) + TOW) o6 9)] + 550 [fR9 + T2 B9

enquanto as dos termos ndo lineares sio

(1}
AI/; ~—2A8 Ah(u‘;L uh)—i—Ay(v u ] (¢,9),

(2) - - -
"~ 2 At At %) + R, o) (6 9),

{3 .
T~ =200 (R ) + R, o) + Kyt ) + Ky, o) + Y] (69),
em que
A2t VM) (6,9) = A0() X0 () ke, o) V(e 9),
[Ab@n, V) (e, 8) = XO(e) A0 (9) Lk, B) Vi (e, 9),
<

A0() = Z A0 (g r)etle+r)

3,7

A (C) — Z A (5, T)ei(a-i—r)C

s,
A solu¢io desse sistema num tempo 7+ 1 no dominio da freqiiéncia pode ser expressa

Un11 (€, 9) n—1(£:7) Un (£, )
A+ ﬁn—i—l(é—: 19) - A— n (ga "—9) 'i}:: (‘E: 79) + F
ﬁg-é-l (&: 29) 11: (5 19) ﬁr’:(é.: 19)

como
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em que
1 5 [f0(9 + FO(9)]
Ay = At
o %f D) 3 )

[ 14288 [fO() + TO(9)]
- At
Go %f I (£)

I

ak (g, NAD WAL (g)
B= { i (¢,9)AC ()AL (W)
i (€, 9) A (AW (¢)

—At
1- 24t [F@(g) + T (9)]
So % rw ()

At
1+ 23t [FO(g) + DO (9)]
Go %‘t r (%)

(&, 9)AD (AN (9)
(6, D)AO(B)AN(E)

TAEDAVORD() ah(e, HADDAD(E) + (e, AV AV (9)

Ou, ainda, explicitamente pela expressdo apresentada a seguir.

1+ 53t [F@(g) + ()] |

184

SEL0Gg
At e (,,_9)
[ﬂwa+r®wﬂJ

nAt

~H IO
—4HT0()

0
0

An«i—l (f: 19) ﬁ?z—-}. (‘fr "'9) ﬁn (‘51 19)
M(E 9) | = (A AL | i (69) | +(A)TB | 65(E9) | +(A)7TF,
ﬁn-&-l (6 ‘ﬁ) ﬁi-—»l (5} ?9) ﬁg (5: 19)
em que
a1
(AE-) - det(A+)
~ o [%f*ww)]z +Ta(k, v;€,9) T.(&,9) - AT (k:€,8) BT () — SIPOET, (;£,9) |

At — T (€, 8) — At (k3 €,0)

| 90 [BLT09) + BREOET, (156, 9)]
sendo,

~g0 [#TO@)] + ok, 56,9)

g0 [SETO() - BATN ()]

det(A.) = At)2 (At) [;(2} (&) + M@ (19)}

+ ( vAL
o h h2

GO (g) ~ AL, (1€, 9)

(AL + L £,8)]

[Fore + o) -1 [ (F00)" + (fom)’] -

5+ ) -j:—j [E2(6) + T9(9)] - (s + ») %?3 [f () + FO ),
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L.(z:,9) = 250 (FO(€) +TO()),
L6 ) = g0 S0 0 () E(a),
FD(zli 22 f 9) (r+(zb§; 19) - 1) (F+(2fz 53 ) "- 1) .
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Apéndice F

Malhas Adaptativas M

Neste capitulo sdo apresentados alguns algoritmos, convencoes e resultados auxiliares
referentes ao Capiiulo 7.

A seguinte notagio € adotada:

B =M(Bi!) — B é mae de Bt}
Bl =S(B]) — B} éfilho B

Bit! = B(Bi*L) — Bif! 6 irmio de B,

F.1 Algoritmo de Reducio de Arvore

No Algoritmo F.1 sio utilizados os seguintes conjuntos temporéarios: a) J; formado pelos
nés folhas que possuem irmdos que ndo séo folhas conjuntarnente com as novas folhas introduzidas

na estrutura, i.e., aqueles nés cujos fithos foram eliminados; € b) Fo composto de todos 0s nds que
ndo sio folhas.

Esse algoritmo ndo € étimo, pois alguns blocos podem estar sendo testados desnecessa-
riamente. Por exemplo, se um bloco mantido na estrutura os seus tios ndo precisariam ser testados,
o0 que ndo ocorre no algoritmo apresentado. Por outro lado, como € esperado que nas aplicagdes

o processo de reducio ndo envolva muitos niveis, essa deficiéncia ndo compromete o desempenho
desse algoritmo.

187
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Algoritmo F.1 Reduciio 4 — A
flag=1
FlA=0
Fi=F(A)
while flag = 1 do
flag=20
F=F
f; = @
forall B € ¥ do
if (B(B) N F°) # 0 then
Fi=F BB)NF)
F=F\ (B(BYNF)
else if 2.(B') = 0, VB’ € B(B) then
flag =1
Fi=F UM(B)
F=F\B(B)
else
F(A) = F(A UBB)
F=F\B(B)
end if
end for
end while
FA=FA) UFA

F.2 Relacoes de Vizinhanca em Malhas M

Para definir as relagbes de vizinhanca a primeiro € necessdrio definir dois conceitos. O
primeiro deles € o conceito de fronteiras de um bloco Bj. Definem-se as fronteiras de B], como as
colegdes de pontos laterais Ly, Ly, Lz, Ly, tais que:

Fronteira Superior Ly = {u+ (kh}, Ny ki), parak =0,--+, N,},
Frontcira Esquerda L, = {u+ (N, hi,£h}), paral=0,--- ,N,},
{u+ (kh.,0), parak = 0,---, N, },
{p+(0,£R]), paral =0,--- ,Ny}.

Fronteira Inferior Ly

Fronteira Direita Ly
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Na Figura F.1(a) estd esquematizado essa cole¢des de pontos de fronteiras em relagio
a posicdo que ocupa na malha. Um bloco € chamado de interior, lateral ou de canto quando,
respectivamente, todas as suas fronteiras nfio coincidirem com as fronteiras da malha, apenas uma
de suas fronteiras coincidir com as fronteiras da malha, ou duas de suas fronteiras coincidirem com
as fronteiras da malha. Na Figura E1(b) estd ilustrada essa classificacio: os blocos identificados
com a letra A s#o blocos interiores, 0s blocos identificados por B sdo blocos laterais e os blocos
identificados por C sdo blocos de canto.

a)Fronteiras de um bloco b)Disposicio dos blocos

b c | g
B

B
BlA
3 CB

A
A
B

L

Figura F.1: Tlustracdo das fronteiras de um bloco: (a)L; - fronteira superior, L, - fronteira  es-

querda, Lj - fronteira inferior, Ly - fronteira a direita; e (b)A - blocos interiores, B - blocos laterais
e C - blocos de canto.

O outro conceito € o de vizinhanga de um bloco. Dois blocos Bf; e Bf:, sdo ditos vizinhos
quando compartitham elementos de suas fronteiras. Existe quatro tipos de vizinhanca entre blocos:
vizinhanca a esquerda, vizinhanga & direita, vizinhanga acima ou vizinhanga abaixo. Na Figura E2
estd esquematizada a vizinhanca do bloco F'. Nessa figura os blocos D so os vizinhos superiores,
0s blocos G sdo os vizinhos a direita, os blocos H sdo os vizinhos inferiores e os blocos E sio os
vizinhos & esquerda. Blocos interiores possuem pelo menos quatro vizinhos, enquanto os laterais
possuem pelo menos rés vizinhos ¢ 0s blocos canto possuem pelo menos dois vizinhos.

Em malhas M os blocos menos refinados (aqueles mais préximos a raiz da drvore) po-
dem compartilhar suas fronteiras com virios blocos de niveis superiores ao seu. Isso ndo acontece
com os blocos do nivel mais refinado. Existe um tnico bloco vizinho em cada um dos seus lados
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a)Blocos de mesmo nivel b)Blocos de niveis distintos

Figura F2: Iustracdo dos vizinhos do bloco F. Os blocos D s&o os vizinhos superiores, os blocos
@G sdo os vizinhos a direita, os blocos H s3o os vizinhos inferiores e 0s blocos F sfo os vizinhos &
esquerda.

interiores & malha. Portanto € mais conveniente realizar o processo de busca no sentido decrescente
dos niveis (ou seja, algoritmos do tipo "bottom-top"nas folhas da drvore associada). Isso garante
que a cada busca todos os vizinhos dos blocos do nivel em questdo ficam completamente definidos.

O Algoritmo E.2 classifica a vizinhanca entre blocos de mesmo nivel, i.e., j = j'. En-
quanto que o Algoritmo E.3 classifica a vizinhanca entre blocos com nfveis distintos, tal que § > j'.
Nesses algoritmos a identificac@o dos blocos vizinhos € realizada por critérios geométricos de lo-
calizagdo das fronteiras laterais que compartitham.
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Algoritmo F.2 Identificacio da Vizinhanca do Bloco ij C M (mesmo nivel)

Require: p# p/,j =7 andBf; M.
(z,9) = p (@) = 4.
dz ¢ z~2, dy<y—y. .
e <= Ni, 71y Nj.1, 4 NL, 1y NJ.
if (|dz| = 77) and (dz < 0) and (dy > 0) then
if (&' +15) = z) and ({dy| = ry’) then
retum O (Os blocos ndo sdo vizinhos.)
elseif y =y then
return 4 (B, ¢ vizinho a esquerda de B].)
end if
end if
if (|dz| = r,) and (|dy| > r,) then
if (dy > 0) and {|dy| = r,) then
return O (Os blocos ndo sdo vizinhos.)
end if
if ((z+75) < 2')and (|dy| = ry) then
return O (Os blocos ndo sé@o vizinhos.)
end if
if (z = 2’) then
return 1 (Bf;: € vizinho superior de B;.)
end if
end if
if (Idy| = ) and (dy < 0) then
if ((z' +r}) = 0) and (|dy| = r}) then

return (Os blocos ndio sdo vizinhoes.)
end if
if ({(z+75) < 2')and (|dy| = ry) then
return 0 (Os blocos ndo sé@o vizinhos.)
end if
if (z == z') then
rewm3 (B, é vizinho inferior de Bi,.)
end if
end if

if (|dz| = r.) and (dz > 0) and (dy > 0) then
if ((z+r;) =2’ ) and (|dy| = ry’) then

return O (Os blocos ndio sdo vizinhos.)
else if (y = ') then
reum?2 (Bl é vizinko a direita de BJ.)
end if
end if

return 0 (Os blocos ndo séo vizinhos.)
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Algoritmo F.3 Identificacio da Vizinhanga do Bloco B C M (niveis distintos).

Require: 4 # ', j > j' and Bf, C M.

(z,y) = p.

(:E',y’)?-“-;,&’.

de+z—2', dy+y—y'.

Tz + NI, 7'_,,<—-Ng.

rl « NJ, )« NI

if (z=(z'+7;))and(y <y)and (y < (y +r;)) then

return 4 (Bf;: € vizinho & esquerda de B,

end if

if (¢ = (z+7z))and (y < y)and (y < (¥'+r})) then
rem?2 (B évizinho & direita de Bi.)

end if

if (z<(z'+ry))and(z’ <z)and(y=(y +7,)) then
return 3 (BY, ¢ vizinho inferior de Bj.)

end if

if (z < (z'+7z))and (' <z)and (' = (y+7y)) then
return 1 (Bj’; ¢ vizinho superior de 185,.)

end if

return () (Os blocos ndo sdo vizinhos.)

F.3 Comunicacio entre Blocos

Como visto no Capitulo 7, quando hd interesse em diferenciar fungSes representadas em
malhas M, regulares por blocos, pelo método de diferencas finitas centradas de ordem 4, faz—se
necessdrio acrescentar a cada Bft mais duas linhas ou duas colunas de dados extras nas laterais.
Esse armazenamento e€xtra de elementos est4 ilustrado na Figura F.3 pelas linhas pontilhadas. Se
a lateral for entre blocos vizinhos de mesmo nivel, os dados extras s@io simplesmente copiados
do bloco vizinho em questdo. Por outro lado, quando os blocos vizinhos estiverem em niveis
diferentes, os valores requeridos na diferenciaciio do bloco mais refinado nio estio presentes no
bloco vizinho. Neste caso, faz-se a interpolagdo diddica nos pontos ausentes, utilizando os valores
do bloco vizinho que forem necessdrios. Para o preenchimento dos dados extras do bloco menos

refinado, copiam—se 0s correspondentes valores do bloco vizinho mais refinado. Hustra-se tal
procedimento na Figura F4.
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Figura F.3: Hustracdo do armazenamento extra de dados em um bloco. As linhas pontilhadas
representam as duas linhas e colunas extras nas laterais do bloco B’ . As linhas tracejadas indicam
a linha e coluna extra para completar B, e obter B,

A T A mememm

A . .- . e 3

. X RICE EREE 1

L ‘B eecesvee
= 3332283
B 290002

Figura F4: Tlustragio da comunicaciio entre blocos vizinhos de escalas diferentes. Os sfmbo-
los preenchidos representam os pontos que jd pertecem aos blocos. O circulo estd associado aos
elementos do bloco mais refinado B e o quadrado aos do bloco menos refinado A. Os circulos tra-
cejados indicam o8 pontos extras do bloco B em que hd necessidade de interpolagio. Os circulos
azuis representam 0s pontos do bloco B que também séo pontos extras do bloco A.

F.4 Condicoes de Fronteira e Malhas M

No caso da Malha M ser considerada de fronteira periddica, para preenchimento dos
blocos laterais ou de canto, deve-se primeire buscar os blocos “vizinhos"das laterais da matha,
identificando e preenchendo as dreas extras de armazenamento como usual no método. Um exem-
plo dessa identificacdio estd apresentado na Figura F.5. Apods essa identificacio e o preenchimento
finalizados, a diferenciac@o ¢ realizada utilizando o método de diferengas finitas centradas nos
pontos interiores ao bloco.
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<o

Figura E.5: Ilustracdo da localizacdo entre blocos vizinhos em condigdes de fronteiras periddicas.
O bloco S possul como vizinho lateral esquerdo o bloco T.

Para utilizar as condi¢des de fronteira de Dirichlet em discretizacGes em malhas adap-
tativas, primeiro € necessdrio identificar os blocos com fronteiras laterais e de canto. Feito isso,
substitui—se a condi¢do de Dirichlet em questdio, nos pontos de fronteiras desses blocos. Neste
caso as diferenciacBes sio efetuadas com esténcil de fronteira, quando necessério, nesses blocos
laterais. Um procedimento similar de localizacdo pode ser adotado para o caso de fronteiras de
Neumman, ¢ a seguir aplica—se essa condicio de fronteira. Como no caso anterior, ¢ esténcil de
fronteira € adotado, quando necessdrio, nesses blocos laterais.

F.5 Descricio Resumida do Programa WDF

O programa WDF executa a evolugdo temporal das EDP apresentadas nos exemplos
numéricos bidimensionais apresentados no Capitulo 7. Esse programa é escrito na linguagem
C**, sob o paradigma de orientagiio a objetos, e os executdveis sdo gerados pelo compilador g++,
versdo 2.95, da GNU Software Foundation, para ambientes GNU/LINUX.

As cinco classes fundamentais que compdem esse programa séo. TBlock, TMesh, Tin-
terp, TModel e TDFinite. A seguir sfo apresentadas breverente cada uma dessas classes, seus
dados e suas funcdes membro principais.

(a) A Classe TBlock € responsével pelo armazenamento das informacgdes dos pontos diretores (fX,
£Y), dimensdo do bloco de malha (fkN, fIN), cédigo genealégico do bloco (fCodex, fCodey),
nivel de refinamento do bloco (fLevel), valor de truncamento (fepsilon) e as informacdes da

funcdo no bloco de malha (ff00). Nessa classe encontram-se os métodos de tratamento €
identificacfo de blocos. Os principais métodos sdo:
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IsdSignificative — identifica se um bloco precisa ou nfo ser refinado, ¢ se precisar, em qual
dos seus quatro quadrantes isso deve ser realizado;

UpdateCodeUp, UpdatecodeDown — altera o cédigo genealégico do bloco;
WherelsX, WherelsY, WhichlLevel — identifica o bloco a partir do cddigo genealégico;

IsBoundaryBlock — define se o bloco € de fronteira ou no, € caso ele seja, codifica as suas
fronteiras;

Splash — gera quatro filhos de um bloce;
ConcateBack — une quatro blocos irm#os e gera a malha bloco mie;

StoreNeighborPoints, FillBrother, FillCousin — processa o armazenamento dos pontos ex-
tras adicionados ao bloco de matha;

IsNeighborBlock — indica a relacfio de vizinhanca do bloco
PrintBlock — imprime os dados e informagtes do Block para um arquivo de dados.

(b) A classe TMesh ¢ uma heranca da classe TBlock. Ela é responsdvel pelo armazenamento
das informacOes da malha adaptavel: nivel mais refinado (fLevelMax), nimero mdximo de
blocos na malha adaptativa (fNMaxBlock), o armazenamento dos vetores de TBlock. Nessa

classe encontram—se os métodos de gerenciamento da informagdes na malha adaptativa € os
processos de extensdo e reducdo. Os principais métodos sdo:

Mesh0 -— constréi a representacdo de uma fungfo em uma matha adaptével a partir de um
bloco raiz;
StoreBlocks — gerencia o armazenamento dos blocos de matha;

SplitBlock, SplitAndStore, RefineBlocks, SplitlC — executam ¢ gerenciam a extenséo da
malha adaptdvel;

Neighbor, IsNeighborBlock, AddNeighborPoints, NeighborFill — executam e gerenciam
a localizacfo de vizinhancas entre os blocos de malha na matha adaptativa;

AddBlock, PutLevell.eaves, CutBlock — incluem ¢ excluem blocos na malha adaptativa;

ViewMeshBlocks — imprime os dados da matha adaptativa para uma futura evolugfio tem-
poral;

PrintOctave, PrintMatlab, PrintDataExplorer — formata os dados e redige os scripts para
facilitar e automatizar a visualizagdo da malha adaptativa;

(¢) A classe TInterp € responsédvel pelo armazenamento dos dados do filtro interpolatério (fp) e

pela ordem da aproximagdo (fM) do esquema de interpolagdo. Nessa classe encontram-—se 0s
métodos de interpolagio. Os principais métodos sdo:

StartFilters — preenche os filtros de interpolacio desejados;
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FillOddPoints — interpola vetores de dados de acordo com a escala local dos pontos ausen-
tes;

(d) A classe TDFinite € responsével pelos filtros dos operadores diferenciais espaciais de primei-
ra e segunda ordem (fGammal, {Gamma?) do método de diferencas finitas € sua ordem de
aproximagcdo (fM); e também pela discretizac@o temporal utilizando o método de Runge Kutta
de ordem 4. Nessa classe encontram-se os métodos:

StartFilters1,StartFilters2 — preenchem os coeficientes dos filtros de interpolaciio deseja-
dos;

CenterDifferenceWithBoundary, CenterDiferencePeriodicBoundary, CenterDiference —
calculam as convolug@o dos dados com os filtros de diferencas finitas.

(e) A classe TModel € responsdvel pelos dados referentes & evolucio temporal de cada EDP

(fmux, fmuy, fc, fdt) e pelos modelos das EDP utilizadas. Nessa classe encontram-se os
métodos:

AdvectionModel, ObFrontModel, BurgerModel — definem o modelo estabelecido e as con-
dicdes de iniciais e de contorno;

Run, Advection2D, ObFront2D, Burgers2D --- executam e gerenciam a evolugio temporal
do modelo escothido;

UNICAMP
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