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Resumo

O nosso trabalho estd dividido em duas partes. Na parte I, estudamos existéncia, mul-
tiplicidade e nao existéncia de solu¢des positivas para uma classe de operadores elipticos
envolvendo nao linearidades criticas. Trabalhamos com estes problemas na forma radial,
o que nos permitiu ter uma melhor visdo dos fendémenos que ocorrem.

Nesta classe de operadores estdao incluidos os operadores Laplaciano, p-Laplaciano
e k-Hesslana entre outros, e as néo linearidades estdo divididas em criticas e criticas
cOncavo-convexa. No segundo caso, mostramos a existéncia de pelo menos duas solugdes
e, alguns novos resultados de nfo existéncia também foram obtidos. Na parte I, demos
uma solucdo variacional para uma conjectura de Brézis-Nirenberg, Algumas extensoes
dessa conjectura também foram obtidas. Uma outra questdo abordada, foi o cdlculo da
constante 6tima para uma desigualdade de Sobolev com resto.



Abstract

Our work is divided in two parts. In the part I, we will study existence, multiplicity
and nonexistence of positive solutions for a class of elliptic operators invelving critical
nonlinearities. We will work with this problems in the radial form, that us permit have
a better vision of the phenomenon that occur.

In that class of the operators are included the operators Laplacian, p-Laplacian and
k-Hessian among others, and the nonlinearity are divided in critical and critical concave-
convex. In the second case, we showed the existence of the at least two solutions and we
obtained too some new results of the nonexistence of the positive solutions. In part II,
we gave one variational solution for one conjecture of the Brézis-Nirenberg. We obtained
some extensions of this conjecture. Another question aboard, was the calculus of the
optimal constant for one Sobolev inequality with remainder terms.
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Notacoes

Nesta tese faremos uso das seguintes notacoes:
Em um espago de Banach X denotaremos por:
—+ ou —, denotam convergéncia forte.
— denota convergéncia fraca.
Xr € o espaco das funcdes absolutamente continuas tais que:

R
Xg = {u{u [0,R] — R e / re /[P dr < +oo}
0

X}, denota o espa¢o dos funcionais lineares e continuos sobre Xg
(O(a) denota ordem grande de «
o{a} denota ordem pequena de a

~, ou & denotam, ou querem dizer que possuem 0 mesmo comportamento
(Hip) . )
> quer dizer que estamos usando a hipdtese para concluir.

P denota uma classe de caminhos

Neste trabalho, quando nao houver confusiao, omitiremos o simbolo da diferencial dr das
R

R
integrais, isto é, / f(r) muitas vezes denotars / flr)dr
0 0
u.(r) = max {u(r),0}

FEOR

£{0,R}

Dizemos que um funcional de classe C! ® : X — IR satisfaz a condicio de compaci-
dade de Palais — Smale no nivel ¢{denotamos (PS).) se para cada sequéncia (z,) C X
tal que

Dz, —rec e (D(z,),y) — 0 YveX,

possui uma subsequéncia {(z,;} que converge fortemente em X.
B.(0) ={z € X| |z — Ollx < r}, denotard a bola de centre O e raio r.
Para cada u € X, @, denotard o funcional associado a u.
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Prélogo

Neste trabalho estudaremos os seguintes problemas:

~(rou(f’) = 9 + f(r,u), em (0,R),
u(r) > 0 para r € (0,R), (1}
w'(0) =0 =u(R),

onde 0 < R < +oc, ¢lv) = (v+ (B +2)/(a—8-1), f(0,u) =0 = f(r,0) e flr.u)
é uma perturbacio de ordem inferior a 4%")~! no infinito; isto é, limy., 4 % = 0.
Por exemplo, f{r,u) = Ar®ul®u, A € R.

Para Q C IRV (N > 3) um dominio limitado,

WAU _— u{]\:"—;—-Q)',f(JN"WE) + uq’ em Q’
u> 0 em 0, (2)
u= 0 sobre 911,

1DullL) = Swllullze + Ag(QlullLog) (3)

onde 1 < ¢ < 355, 2" = %5 e Sy 6 a constante Stima da imersdo H!(Q) «— L*"(Q).
Solucdes do problema (1) correspondem a pontos criticos do funcional ¥ € CH{X, R),
dado por

R R E
@(u) — __1__/ e ;u ‘3~.~2 dr — wlw/ T’fju.EQ('}’) dr — / F(r,u) dr, (4)
B+2/ Q(") 0

onde F(r,u) = [ f(r,t)dt.
Como veremos na Proposicdo 2.1, o expoente g(~y) é o expoente limite para &s imersbes

Xpg =+ LE com p < q(7). Desde que a imersao ndo é compacta para p = ¢(7y), o funcional
¥ nao samsfa.z a condigdo (PS). Assim, existem muitas dificuldades quando tentamos

encontrar pontos criticos do tuncional W.
= . . , T, U
Ainda com relagdo ao problema (1), adicionando a hipdtese limsup ;glf(uT)I
u——+{ LT

para algum X > 0 el < k < 8+ 2. Por exemplo, f(r,u) = Ar®[uj""*u. Neste caso (0
problema (1) é conhecido como Concavo-Convexo), obteremos resuitados de existéncia,
multiplicidade e limitacdo em alguns casos.

A classe de problemas (1), incluem os operadores

< A,

(i} Laplaciano: a =N —1, §=0,
(41} p-Laplaciano(l <p < Nj:a=N -1, 5=p—2,

(#i1) k-Hessiana(l <t < N/2): a =N -k, 8=k~ 1.



ix

Estes operadores tém atraido a atengdo de uma grande quantidade de matematicos nas
iltimas décadas, seja simplesmente pelas dificuldades matematicas que eles propiciam,
ou pelas importantes aplicacdes. Por exemplo, o caso 1) aparece no estudo de particulas
cataliticas, problemas em Geometria(problema de Yamabe), etc. No caso ), existem
vérias aplicacoes em fluidos ndo Newtonianos. Veja [21] para mais aplicagdes.

O operador k — Hessiana ¢ definido como sendo

Si(D*u) = > " det Ay (D%u), (5)

onde »  det Ay (D?u), representa o somatério dos determinantes principais de ordem % da
matriz { D*u){Hessiana); ou, simplesmete

Sk()‘): Z G(Aizr“'v}‘ik): (6)

iy oy

onde o{A;, ... Ai,) é a k — ésima funcdo simétrica elementar sobre IRY, agindo sobre
(Ays - Aip) © (A1, .oy An) 08 autovalores da matriz (D%u).

Com relacdo a £ — Hessiana, podemos considerar o seguinte problema:

Dada uma colecdo disjunta T' = (I',...,[,) de curvas suaves em IR?, existe uma
superficie de curvatura Gaussiana constante K > 0 com bordo I' 7 Mais geralmente,
podemos considerar I’ € RV*!, com cada I'; sendo uma subavariedade fechada de con-
dimensdo 2, e procuramos uma hipersuperficie M de curvatura Gauss-Kronecker K > 0,
constante. No caso do Problema (1), consideraremos

I'=55740)

como sendo a fronteira da bola Bg(0) C IRY. Veja [16] e [33] para os detalhes.
Quando N = 3, a existéncia, ndo existéncia e multiplicidade de solugbes positivas

para o problema (2) foi conjecturado por Brézis-Nirenberg em [14], como
{a) Se g = 3, existe um A, > 0 tal que

(i) para A > A, existe uma unica soluciio de (2),
(7i) para A < A, nao existe solucdo de (2).

(b) Se 1< g < 3, existe um A, > 0 tal que
(i) para A > A, existem duas solugdes de (2},

(i1) para A = A, existe uma dnice solucao de (2),

(#4i) para A < A, néo existe solugdo de (2).

Aqui, apresentaremos uma solucdo variacional para esta conjectura, e também esten-
deremos alguns destes resultados para N > 4.



A desigualdade (3}, é conhecida como “Desigualdade de Sobolev com reste”. Foi
estudada por Brézis-Nirenberg {14] e Brézis-Lieb [12]. Relacionado a esta desigualdade,
responderemos a seguinte pergunta feita em [12}; qual o valor 6timo da constante A (§2) 7

Em todos estes problemas a maior dificuldade matematica estd relacionada com a nao
compacidade das imersdes correspondentes Xp «» L7 ¢ HY(Q) = L¥ . Contornar esta
dificuldade muitas vezes nao é uma tarefa facil.

No inicio de cada parte, daremos uma apresentacio melhor de cada problema, co-
mentando o que ja foi feito, e qual é a nossa contribuicao.



Parte 1

Problemas Elipticos com Nao
Linearidades Criticas e do Tipo
Concavo-Convexa



Capitulo 1

Introducao

Seja €2 um dominio limitado no RY com N > 3. Considere o problema

—Au=u""1+ f(z,u) em {2, (1.1
u>0em ), u=0 sobre 00, 1)

onde 2* —~ 1 = (N +2)/(N — 2}, f(z,0) = 0 e f(z,u) é uma perturbacio de ordem
inferior a poténcia u* ~!, no infinito, no sentido de que lim, _ o f(z,u)/u*> "' =0, por
exemplo f(z,u) = Au, onde A é um nidmero real e, 2* é conhecido na literatura como
sendo o expoente critico de Sobolev. Isso decorre do fato de que as imersio continua
HH(Q) € LP(Q), para p < 2* e {2 limitadc, nao ser compacta para p = 2*. Foi provado
por Brezis e Nirenberg [14] que se N > 4 o problema (1.1) possui solucio e quando
N = 3, o problema é delicado e seus resultados podem ser divididos em trés casos:

1) se f(z,u) = Au, entdo existe um ndmero X\* > 0 tal que o problema (1.1} possui
solugdo para todo A € (A%, A,(€2)), onde A (Q2) é denota o primeiro autovalor do operador
(=A, H3(€2)). Se Q for estrelado com relacio a algum ponto entdo A* > 0. Existem
dominios para os quais existe solucdo mesmo para A* = O(veja [5], [54] e [55]). Se
Q0 = Bg(0), B > 0, uma bola de centro na origem e raio R no IR, entio Brezis e
Nirenberg [14] provaram que A* = A(Q2)/4.

2) Eles provaram também que, se lim, ., . f(z,u}/u® = ~+oo(por exemplo: f(zx,u) =
pul, > 0e 3 < g < 5) entdo o problema (1.1} possui solucao.

3) Se f(z,u) = a(z)u+ pgl{z,u), com g{z,u) > 0 mas ndo identicamente nula, que existe
um namero real g, > 0 tal que o problema {1.1) possui solugao para todo y > y,, desde
que g(x,u) = o{u) quando u — 0.

Esses resultados tem sido parcialmente estendidos para o operador p—Laplaciano,
com 1 < p < N, mas quando f(z,u) é um polindmio. Nesse caso, o problema (1.1)
torna-se

{ —Aju=u""t + flz,u) em Q, (1.2)
u>0em Q. u=0 sobre 082, -

3



4 CAPITULO 1. INTRODUCAOQ

onde p* = pN/(N — p) é o correspondente expoente critico nas imersdes continuas de
Sobolev W, P(Q) © LI(). para g < p*. Para resultados de existéncia e nio existéncia
veja [27], [34], [24], [25] no caso de dominios Q gerais. No caso Q = Br{0), R > 0,
veja Knaap e Peletier [39] e [38].

Resultados para uma classe de operadores p—Laplaciano com pese foram obtidos por
Egnell [23].

Nosso objetivo aqui é estudar a existéncia de sclug¢bes radias e positivas para uma
classe de problemas, que engloba entre outros, os problemas {1.1) e (1.2). O interesse é
na seguinte classe:

{ =[Py = s+ ), re (0, 1) (1.3)

u(r) > 0,vre (0, R), u(R) =0 =u'(0)

onde 0 < R <oo.e f:{0,R) x[0,+o0) — IR é uma funcio de Carathéodory; isto é,
f é mensurdvel em r e continuaem u, v > o> S+ 1>0eq(y) = (v+ (8 +2)/(a —
8 — 1) sdo nlmeros reais. Além disso, vamos supor que f(r, «) seja uma perturbacio
de ordem inferior a %)~ no infinito, no sentido de que lmy, o f{r, u)/uf"1 = 0.
Por exemplo, f{r,u) = Ar™ 2% {g(y) > 8+ 1), onde A é um nimero real. O expoente
g{~) serd chamado o expoente critico para as imersdes que apresentaremos na Seco
2. Considerando f(r,u) ser um polindmio e procurando solucdes radias para o problema
(1.2), é o mesmo como e [23]. Nessa mesma direcao Clément, De Figueiredo e Mitidieri
[18] estudaram (1.3} e obtiveram resultados de existéncia e ndo existéncia para esse
problema quando f(r,u} = Ar'u”*?, o <1 < v e A um ntmero real. Considerando que f
seja um polinémio, ou seja, da forma f(r,u) = Ar'u?, 541 < § < g(v), em [22] também
foram obtidos resultados de existéncia e nao existéncia.

Sejam N > 1 um niimero natural e B(0) = {z € IR" | ||| < R}. Entéo os seguintes
operadores quando considerados agindo sobre fungées definidas em Bx (0}, estao incluidos
na classe de operadores que vamos estudar:

(1) Laplaciano: a = N -1, =10,
(i) p-Laplaciano(l < p< N} a=N~1 8=p—2,
(791} k-Hessiana(1 <k < N/2): a=N -k, =k - 1.
Quando N > 3, 0s respectivos expoentes criticos sio:
IN/(N—-2)ev=N~—1;, pN/(N—-plev=N-1;, Nk+1)/(N—-2k)ey=N—-1.

Para esse dltimo, veja [69].
Em todo este trabalho, estamos interessados somente quando

o—43—1>0.

Esta restricao é conhecida como o caso Sobolev. Por exemplo, ac estudarmos solucdes
radiais do problema {1.3) significa que estamos pedindo que a dimensdo do espago seja



N > 3. Note gue a restri¢ao acima é mais geral do que pedir N > 3. Aqui, embora obtere-
mos resultados relacionados com essa restri¢do, estamos interessados em solucdes radiais
para problemas que incluem os operadores Laplaciano, p—Laplaciano e k—Hessiana. O
caso o —  — 1 = 0 é conhecido como o caso Pokhozaev-Trundiger e corresponde ao caso
(N = 2). Como referéncias veja [45], [49], [50], [56], [68].

Um outro tipo de problemas que abordaremos aqui esta relacionado com hipdteses de
concavidade e convexidade sobre a funco f. Mais precisamente, com o problema

~Au = Ju* "2+ Au|f 2y em £, (1.4)

u=20 sobre 02, )
onde Q@ € RY é um dominio limitado, A um nimero real e 1 < & < 2. Curiosamente,
esse problema foi primeiramente estudado para o operador p—Laplaciano, ou seja

._.Ap'u, — iuip*ﬂzu -+ ‘/X!’U;IKWQU em Q, (}. _.,)
u=70 sobre 012, 2

por Garcia e Peral em [28]. Eles provaram que no caso 1 < & < p < N existe A,(2) tal
que, para 0 < A < A,(©), existe uma sequéncia ilimitada de solugdes do problema (1.5},
sendo que pelo menos uma delas é positiva.

Em seguida Ambrosetti, Brezis e Cerami [3] estudaram o problema (1.4) e mostraram
que existe uma sequéncia ilimitada de solugdes sendo que pelo menos duas sao positivas,
desde que (0 < A < A, para algum A, > 0.

Depois, Garcia e Peral em |29, estudaram novamente o problema (1.5) e provaram
que existe A, tal que para 0 < A < A,, 0 problema (1.5) possui uma segunda solucio
positiva desde que 2N/ (N +2) <p<3el<u<poup>3ep>r>p —2/(p—1).
Observe que esse resultado nao cobre algums casos, por exermplo, se tomarmos p = 3 e
N = 4, ndo temos uma resposta. Eles também estudaram esse mesmo tipo de problema
para o operador Biharménico em [7..

Estamos interessados também em estudar esse tipo de problema, para a classe

{ — (P = ™+ f (), em (0, R)

u(r) >0,Vre (O, R), U(R) =0 = ui(o). (16)

Um exemplo que ilustra bem a sitnacio é fi(r,u) = 7w coma < o < v e
1<k<f4+2
Algumas das hipdteses que iremos fazer em todo esse trabalho sao as seguintes:

(H1) > —-lea~F-1>0,
(HZ) "'f%l>05~1;
(H3) v+ 1>a-8-1,1+12>a~-8-1,

(H4) | =z a,
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(H5)1<f£<,5’~{-2,x<q(a)z(G+1}é5i2) e a<ao<n,
&_'_‘ P

(H6) ¢ > o — 1.

A parte I do frabalho esta organizada do seguinte modo: no Capitulo 2 relembraremos
algums resultados de imersdo para o caso Sobolev, bem como algums Teoremas de regu-
laridade e a desigualdade de Harnack que necessitamos para os operadores (r®|u’|#+2u'}",
Relembraremos também a nogao de solucao fraca e solucdo integral para esses operadores

e que cada solugdo é classica se valer (H2) e (H6). Como consequéncia dos Teoremas de
imersao, definiremos o expoente critico associado, por

(7+1)(5+2)'

W=

No Capitulo 3 e secdo 3.2, obteremos os mesmos resultados obtidos por Brezis e

Nirenberg [14], mas para os problemas (1.3}, desde que a funcéo f: [0,R]x R — R
satisfaca:

(f:) f é mensuravel em r, continua em w e f(r,u) ¢ positiva em algum subintervalo
IC R, istoé, fir,u)>0Vueletodore (0,R],

(f2) Para cada ntmero real M > 0,

sup {[f(r,u)l} < o0
& (0, R}
O0<u< A

{(f3) f(r,0) =0, e que
[(r.u)

ugnoo 709(¥)~1 =0.
Suponha que f{r, u} pode ser escrita como
F(r,w) = ra(r)upfu = glr, u) (1)
com
a(r) € L>(0, R), (1.8)
g(r,u) = o(r'u®*1), u —s 0% uniformemente em r , (1.9)
g(r,u) = o(r u?™=1) 4 —3 +oc uniformemente em 7 . (1.10)

Além disso, admitiremos que o operador (L — a}(u) = ({~r®u'["v) — a{r)|ul’u), possui
o primeiro autovalor positivo, isto é,

R R
| e < ratyiely 2 6 [ oo Vo€ Xa 8> 0 (11)
9 a



ou equivalentemente,

E R
/ (re161772 = r'a(r)|g*%) > ¢ / rol¢') T ¥ € Xg 6> 0. (1.12)
Y a

Para o funcional

W) = — /R Wi — —— [ g [ p
u) = | dr — —— 7 ul? dr — (r,u) dr,
Fraf, T ol [ e

onde F(r,u) = / f(r, t)dt, demonstraremos:
0

Teorema 3.2 Suponha (1.7)-(1.10) e (1.11) ou (1.12), (H1) — (H4), e além disso,
que existe algum vy € Xg ,vg = 0 sobre (0, R) vy £ 0, tal que

1 1 vl
\Il [ — FHT2ma
stgg {tug) < (3 5 q(w))S@ (1.13)

i

Entdo, o problema [1.3) possui solucdo.

U passo crucial para demonstrarmos esse Teorema, € a verificaco de (1.13), para isso,

) 2 (o , -
designaremos por m = %m_l—a, n = ﬁ—?—}%—ﬂ e (#+2)s= %, entdo demonstraremos o
Teorema:

Teorema 3.8 Suponha que f{r,u) satisfaz (f1}—(f3), (1.7)-(1.12), que vale (H1)—{H4),
e além disso, que exista alguma funcdo f(u) tal que

flryu) > rif(u) >0 qtp., rewC(0,R), Yu>0

(w € um aberto) e o primitiva F{u) = / f{t) dt satisfaz
0

-1

£ SITE—Ti
lim 6£+1ms(5+2} f Fé(;l_ﬂ)l/m]té dt = 00,
i

e—+0 + f

Entdo a condicdo (1.13) vale.

Os casos em que os expoentes satisfazem a inequacgido

n
[——(84+2)+1<0,

m

obteremos resultados completos, no sentido de que existe solu¢do para ¢ problema (1.3),
qualquer que seja f satisfazendo as hipdteses acima. Issa inequagao corresponde as
dimensbes N > 4.
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A excecdo fica por conta do caso

[— S (B+2)+1>0.
ke

Esta desigualdade, corresponde a de dimensido N = 3, para o operador Laplaciano. Os
resultados nesse caso séo:
com as hipdéteses

flrou) 20, gtp., rewC (OLR), Vuz0 (1.14)

lim frv)

1 e O u5+3

= +o¢ , uniformemente , r € w (1.15)
e

Coroldrio 3.15 Suponha que (f1) — (f3), (1.7)-(1.12), (1.14), {1.15) e (H1} — {H4)
valemn. Além disso, que

{B+1)—(a—B-1)(8+2) <0,

(B+2)F+D)-{a-F~-1)(y+6+2—0a)<0

Entdo o problema [1.3) possui solucdo.
Adicionando as hipéteses:

lim inf fir.u)

Z o, unl ' wW. 1.16
p I e = Ho uniformemente para r € (1.16)

onde 3+1<r<3+3

flrou) = a{r)rt|u|®™' + g(r,u), com g(r,u) >0 Yu > 0,
o S——

lim sup

u—-s( ﬂ-3+1

obtemos
Corolério 3.16 Suponha que (f1)—(f3), (1.14} e (1.16) ou (1.17} ¢ (H1)—(H4) valem.
Entdo, existe po, > 0, tal gue para todo p > p, o problema (1.5) possur solugdo.

Como exemplo de fungdes, temos: f(lz],w) = a{lz))u + g{lzl,u), com g{lz|,u} = 0 e
g{|z|, u) comporta-se como (pu) no infinito. Nesse caso provaremos que existe p, > 0,
tal que para todo p > p, 0 problema (1.4) possui solugéo.

Alguns resultados de ndo existéncia poderdo ser obtidos para essa classe de operadores.
Veja Observagao 3.17.

Usaremos também uma versio do Teorema do Passo da Montanha sem a condigao
(PS), 0 qual enunciamos no Capitulo 3.



No Capitulo 4 demonstraremos que o problema (1.6} possui uma sequéncia ilimitada
de solu¢des, sendo que pelo menos uma delas € positiva. Usaremos a teoria de género
para esse propdsito. Esse resultado estd contido no Teorema 4.8

Nas Secoes 4.1 e 4.2, usando uma combinacao dos resultados de Brezis - Nirenberg
114}, o Teorema do Passo da Montanha e algumas estimativas, obteremos uma segunda
solucao positiva para o problema (1.6).

Ainda na Secéio 4.2, estendemos os resultados de Garcia-Peral em [29] para o operador
p-Laplaciano, na forma radial, como no problema (1.6). O nosso resultado engloba o
resultado obtido em [29]. De fato, mostraremos que dados p e N com (p < N), existe
um intervalo da forma {a,b) C (1,p) com g € (a,b), podendo ser ¢ = 1 e b = p(veja
pag.46). Esse resultado, estd contido na Observacio 4.12. Ele s6 foi possivel devido
a uma estimativa que consta no Apéndice A(veja Observacdo A.1). Na Subsecdo 4.2.1
obtivemos alguns novos resultados de nao existéncia de solucbes para essa classe de
operadores. Por exemplo, o Corolério:

Coroléario 4.13 Suponha que sejamn vdlidas as hipdteses (3.4) e (3.7), ou (3.8), (H1) —
(H5) e f(r,u) salisfaz (f1),(f2),(f3), (4.39) e {{.42). Entdo, se

oH+1——(8+2)>0,
T

eriste p* > 0 tal que para cada 0 < p < p*, as solugdes do problema (4.1) verificam

< 1. .
Jmax {u(r)} <1 (1.18)

Assegura a nao existéncia de solugdes no caso critico. Par ser um pouco mais preciso, este
Coroldrio nos diz que, se existir solugdo u do problema (1.6}, entdo maxrep,riu(r)} < 1.
Veja Observacao 4.4
Na Secao 4.4, estudamos algumas questdes relacionadas com o valor méaximo que
podemos tomar para a constante A,, como mencionamos acima nos problema (1.4) e
(1.5). Definimos
R(t) = Cy 772 — ACyt" — Ctd,

e

J\Esup{/\>0

1 1 Y e e
suph(t) >0, e 0> inf ®(u) > - (—— ~ -——-) S<“f-*1>/(“f*5—a+2>}
<R ucXp ;

Provamos o seguinte resultado:

Teorema 4.15
(1} Temos que 0 < A < oo, ou seja, € finita.
(i1) Eziste uma solugdo fraca para A = A.

Nos Apéndices A e B, provamos algumas estimativas e desigualdades que usamos
neste trabalho.

Neste trabalho haverd poucas restrigdes nos expoentes para uma grande classe de
operadores que podem ser colocado na forma aqui estudada.



Capitulo 2

Imersoes, Regularidade e Algumas
Definicoes

Comecaremos construindo os espacos que iremos trabalhar. Para 0 < R < o0, a > 0
e 8> —1, seja Xp o conjunto das funcdes absolutamente continuas u : (0, R] — IR tais
que u(R) =0e

R
/ ro|u! (r) P2 dr < oo,
0

Agora, vamos definir uma norma sobre o espaco Xp de modo que ele serd um espago de
Banach. Designaremos por:

R
ol = [ e
G

Seja ¢ > 1evy > 0. Seja R tal que 0 < R < oco. Denotaremos por Lf = LI(0,R) o
espaco de Banach das funcbes Lebesgue mensurdveis u : {0, B] — IR tais que

R
g, = /G T dr < 0o,
Associado com cada espaco Xy e cada peso v definiremos 0 expoente critico

(v+1{5+2)
a—F~-1 "

g(v) = (2.1)

segundo a hipdtese que o — 5 ~ 1 > 0. Estas hipdteses estdo em conformidade com o
seguinte resultado que aparece em Kufner-Opic [40].

Proposicio 2.1 Seja u: (0, R — IR wma funcéde absolutamente continua. Se u(R) =
0e

(i} para 1 < 842 < g < oc temos:

11
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N q g(8+1)
(1) a> 5+ >a3+2 Y -1, ou
(2)@§5+11’>m17
(1} para 1 < g < B+ 2 < o0 temos:
: 1
(1) a>p+1, v>a ¢ _ b+ )~E,ou

84+2  f+2
(2) CKS5+177>_1:

(lfTWMﬂFmDUQsc([frﬂwwnﬁﬁmjuwﬁf

Observacao 2.2 Os resultados acima mostram gue a imersdo Xp C LI € continua se
g < gly) ea—f~1>0. Usando um argumento do tipo Arzeld-Ascoli, temos que as
imersoes sdo compacias se g < g~.

entdo

Definiremos por
S =8(8,7, R) = inf{[lullx}’ : v € Xg [lu] o = 1},

a constante 6tima das imersoes acima mencionadas. Essa constante possul algumas pro-
priedades as quais ja sé@o bem conhecidas, para isso, veja [18]. Por exemplo, a igualdade
acima é verificada pelas funcoes

Ge(r) = éeS (" + )V | s = ﬁ&i—m (2.2)

onde

Lo f 7
e Y EOAHE2— FTH2-a
m=-gF—x » ¥ g

{ & = [(2ZETL)BH (5 4 1))(e=B-D/ (B4 BHr2-a)

Uma funcdo u € Xp é uma solucdo fraca de (1.3}, se e somente se

R R
/ o Pl dr = / {r" ™"y & f(r uv}dr Yo € Xp.
0 0

Uma funcdo v € Xp € uma solucioc integral de (1.3) se

—r¥u/ ()P’ ( /{s w1 ) + f(s,uls))} ds para 7€ [0, R).

Para assegurar a desigualdade estrita em (1.3), isto é, u > 0, usaremos os seguintes Lemas
que foram provados em [18] para a seguinte equacio mais geral:

{ =(ro ()P (r) = P f(r,u)  em (0,R), (2.4)
w(0) = u({R) = 0, '
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onde f : [0,+00) x IR — IR é continua e
|F(r,u)| < elul*! + ¢ para qualquer u€ R, 0<r <R, (2.5)
com ¢ satisfazendo a condicao

prasqgsqe =00 26

ec>0.

Lema 2.3 Suponha que as condi¢des (2.5) e (2.6} sejam vdlidas. Uma fungdo u € Xg €
uma solucdo fraca de (2.4), se e somente se ela € uma solugdo integral.

Seja £(t) = [tV U-1¢ ¢ € IR. Essa funcdo é a inversa da funcdo ¢ — |t/°t. Entéo,
pela definicdo de solucdo integral obtemos

=u'(r) = £(g(r))
onde -
g(r) = -7:;/0 {s°F (s, u(s)) ds.

Obviamente, § ¢ continua e diferencidvel em (0, R].

Lema 2.4 Se 8§ > o — 1, entdo a funcdo § € diferencidvel em r = 0. Além disso, se

8>a-1entdo §g(0) =0, e se @ = a—1 entdo §(0) = F(0,u(0))/a. Consequentemente,
se @ > a— 1 entdo u' € continua em [0,R] e u'(0) = 0.

Esses Lemas nos garantem regularidade da solugio fraca em geral até CH#[0, R]. O
seguinte Lema nos da um pouco mais, desde que a derivada tenha sinal definido.

Lema 2.5 Seja u uma solugdo fraca do problema (2.4). Suponhamos que a funcdo
w'(r) < 0fou > 0}, para cadar € [0, R]. FEntdo u € C*(0, R} C“*[0, R].

Prova: Pela definicao de solucdo fraca, temos
R R
/ el Py dr m/ P f(r,uypdr Yy € C(0, R).
0 0

Pondo w = r®u'[®u/, temos pela definiciio de derivada fraca que
w' =7r%f(r,u) q.t.p em (0,R].

Desde que u € CH*[0, R] o resultado segue.
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Observe que esses Lemas néo asseguram a positividade da solugio u dos problemas
(1.3), ou {1.6). Para isso, usaremos uma desigualdade do tipo Harnack, provada pri-
meiramente por Serrin em [63] e, posteriormente Trundiger em [68] generalizou esse
resultado. Assim, obteremos que u > 0 sobre [0, R. Comentaremos um pouco mais a
versdo apresentada por Trundiger. Seja u uma solucio fraca de

(a(r,u, v)Y +b(r,u,v/) =10, (2.7)

isto €, se u verifica
R
/ {alr, v, W' )" + b{r,u, v v} dr = 0, Yv € Xp, (2.8)
0

onde os operadores g e b satisfazem o seguinte:
Para todo M < oo e para todo (r,u,w) € (0, R) x {~M, M) x IR as condi¢bes

la{r,u, w)| < aojwl*™ + ai(r ) |7+ {as(r))eh,
w-afr,u, w) > |Jwl® — laz( Jul® ( 4(r))%,
b(r,u, w)| < bo|w]®+ bi(r, Iwi + (ba(r)Jelul™t + (bs(r))",

valem, onde ¢ > 1, a,, b, sdo constantes, g;{r}, b;(r) sdo funcdes nic-negativa e men-
suraveis. Defina para p > 0, o intervalo

1(p) = (0, ].
Entdo, Trundinger em [68] provou o seguinte:

Lema 2.6 Seja u(r) uma solugdo fraca de (2.7) em um intervalo I = I1(3p) C (0, R)
com 0 < u< M. Entdo

max u(r) < C minulr),
(p) (e}

onde C = C(c, aq. bo, M., p).



Capitulo 3

Problemas Criticos

Este capitulo serd dedicado a provar a existéncia de soluces para o problema

—(ro|u Py = v 4 F(r ), r€{0,R) (3.1)
u(r) > 0¥ r € (0, R), u(R) = 0 = u'{0) '
onde 0 < R<oo,ef:(0,R)x[0,+oc) — R
Solugdes do problema (3.1) correspondem a pontos criticos do funcional
ro f:?-=—2 Y2 . F(y 2

onde F(r,u) = [, f(r,t}dt ,para r € (0,R). Isto serd feito do seguinte modo:

Iremos verificar que funcional associado ao problema (3.1) satisfaz a geometria do
Teorema do Passo da Montanha sem a condigio {PS), e admitindo uma certa estimativa
sobre o funcional, mostraremos também que existe solucao.

Na secao seguinte iremos verificar em que situagses vale esta estimativa.

Comecemos entao supondo que a funcéo f:[0. R] x IR — IR satisfaca:

(f1) f ¢ mensurdvel em r, continua em wu, e f(r,u} é positiva em algum subintervalo
I'c R, istoé, f(r,u) >0, Vu € I etodo r € [0, R},

{f2) Para cada mimero real M > 0,

sup {1f(r,u)l} < oo
r&{0.R}
O<u<AS

(fs) f{r,0) =0, eque
flru)

lim — =
Fp—— uq{ -1

15
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3.1 Uma ferramenta geral

Suponha que f{r, u) pode ser escrita como

Fir ) = rlalr)ufu + g{r,u) (3.3)
com
a{r) € L*™(0, R}, {(3.4)
g(r,u) = o{r'u?*1), y — 0t uniformemente em r | {3.5)
g(r,u) = o(rud~1), u — Loo uniformemente em r . (3.6)

Além disso, admitiremos que o operador (L ~ a)(u) = (~r*|u'|*u')" ~ a(r}julPu, possui o
primeiro autovalor positivo, isto €,

R R
f (r*1¢' 4% — rla(r)[6)7*?) dr 2 6 / 6" 2 dr Vo € Xp .0 > 0. (3.7)
] ]

ou equivalentemente,

R R
/ (r®1¢' 1P+ — rla(r) 6P dr > 9'/ g PP dr Yo € X 8 > 0. (3.8)
g 0

A conhecida condicdo (PS),, diz que:
Seja ® € CY(Xg, IR) um funcional e, {un} C Xg uma sequéncia tal que

Q) —ce R e, P(u,) — 0.

Entao existe uma subsequéncia {un;} C {un}, que converge fortemente em Xp. Veremos
que a hipétese (3.8) nos d4 a geometria do passo da montanha, alids, como em [11], ou
(14], usaremos a seguinte versao do Teorema do Passo da Montanha, mas sem a condicéo

(PS)e.

Teorema 3.1 Seja @ um funcional C* sobre wm espaco de Banach E . Suponha que
existe uma vizinhanca U de 0 em E e uma constante p tal que ®{u) > p pare cada u no
bordo de U,

$(0) < p e P(v) < p para algum v & U.
Pondo

= inf max ®(w) >
T HRnEe 2y

onde P denota o classe de caminhos continuos ligande 0. a v.
Entio existe uma sequéncia (ux) em E tal que

& (u) — c e ®'(up) — 0 em E.
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Para a prova, veja [11], ou, proceda por argumento de contradicio e, neste caso a prova
segue-se igual a do Teorema do Passo da Montanha de Rabinowitz [60].
Definiremos
flr,u) = 0,parar € (0,R), u <0,

e sua primitiva

Fir,u) = /Ouf(r, t)dt .parar € (0, R).

O principal resultado é:

Teorema 3.2 Suponha (5.3)-(3.6) ¢ (8.7) ou (3.8), (H1) — (H4), e além disso, que
existe algum vy € Xg ,vg 2 0 sobre (0, R) vy # 0, tal que

1 1 -1
sup ¥ (tvg) < (e — ——)SFFTE |
20 (to) (_;5’+2 q('y)) (3.9)

Entdo, o problema (8.1) possui solucéo.

Usando (f1}~(f3), (3.3) e (3.6}, podemos fixar uma constante u > 0, suficientemente
grande de modo que

flru) < prtlulPu+ 7 uf-2y qtp.r € (0,R) eVu € Xp, u> 0. (3.10)
Vamos definir

7Y rh
() = Flrus) - 5w,

(3.11)

R B+2 r! B+2
{u) = w7 ——pu -
)= [ (Gl + gl
u € Xg. Claramente, & € CH{ X IR).

Para demonstrarmos o Teorema 3.2, necessitamos primeiramente, verificarmos as
hipéteses do Teorema 3.1. Isto serd feito em duas afirmacdes.

Afirmacao 3.3 Eziste uma vizinhance U de 0 em Xg e uma constante p > 0, tal que
O(u) > p, para cada u no bordo de U.

Prova: Por (3.5), temos que para cada ¢ > 0, existe um & > 0 tal que
glr,u) <er'u?™ qip.re(0,R), eVY0<u<s
assim, por (3.6) obtemos
glru) < er'u®™ 4 Crrut™=t qtp. re (0,R), eVu>0

e alguma constante C(dependendo somente de ¢}, Portanto, temos

¢ : i , Cr
a('.'")u’s“’“2 + T G R
B+2 g(y)

i)

T
Fir.u) <
(r.u) < 8+2
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q.t.p., ¥ € (0, R), Yu > 0. Entdo, encontramos para toda u € Xp

i

B(u) = /{—ﬁmgu%ur_lm[w i ()9 = F(r,u) = —
g, B+2 g+2" ) ) T TS
rr

R o !
T . . T
> e 12 82 D - e
— /O\R{B_i_Qius + ’Bj_zlu‘(u ) q(’“ﬁ)(u‘) (Tiu’a)}7

i

_Zf__ f=.3+2___f§_m ay) _ ‘
> [ (G = () = Firua),

! i |
= /{5+2 17+ - a_?:",__z(?")(u )7rE — 3—_‘_—2@—-)%2—

#(U+)5+2}=

q(v)

Usando (3.8) e o fato de que] 3_._9 542{/ relul |77 4 / r ! (9T

concluimos que(e pequeno)

{
/ (OG5 = el = (O + ) 1))
ra B2 v 7y
> / {9f8+2 “8‘1“2_.;: €C(R)[u’i'3mr2— (Cr (jr )'u[l?(ﬁ)}
q\y
> Collulif2 -~ Cl ;wigél,zcouun‘“ Cillul§y,  Yu € Xp

Dai, existem p > 0 e U uma bola suficientemente pequena em X g satisfazendo a condicio
da Afirmacac 3.3.

Para esse mesmo raio p > 0, temos:
Afirmacao 3.4 ®(0) < p e ®(v) < p, para algum v 2 U.
Prova: Por (f3), para qualquer u € Xg, u > 0, u Z 0, temos

Fir,us) = o(rTuy ) = ro(u. ") Ju — +oc . uniformemente em r € (0, R);
isto é,

)_fR{ O . f|.3+2+ T‘Z [ 1'5’“;“2 ral ( )q{'y} ’y( )q(—y} ! ( )5+2}
W= T e e e e T e gt

(quando 4 — +0oc) entéo,
lim ®{tu) = —oc.

Loy b0

Assim, existe v satisfazendo ®(v) < p, tal que v & U.

——(Cr7 + r*)(ugqm}.
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Lema 3.5 Sob as hipdteses do Teorema 5.2, toda sequéncia (ug) C Xp tal gue
1 1 .

s SOV =824} &/ (4.} —3 0 em (Xg)* ¢ limitada.

T3 ) on (Xz)

Prova: Sob as hipdtese do Teorema 3.2, temos que existe um vy € Xg, vp = 0 vy Z 0,

tal que

D(uy) — ¢ < |

1 1 y1
sup W{tyg) < (—— — —)§FP+Ea |
t;:%) (tv0) (6+2 q(“/))

Observe que, se fixarmos v = t4vg, ¢ > 0 suficientmente grande, de modo que v € U e
®(v) < 0. Segue-se de (3.9) e (3.11) que

1 1 141

sup ®(tv) < (o = —oe ) SFE2FE

up (tv) (5 3 ("/)) (3.12)
Defina
c=nf max®(w) > p  em Xg (3.13)
onde P denota a classe dos caminhos continuos ligando 0 a v, e portanto temos
1 i . 2
< —_—— Sb‘+7~2+a i .

52 Q(”f)) (314)

Aplicando o Tecrema do Passo da Montanha que nos referimos no inicio, obtemos uma
sequéncia (ug) em Xg, tal que ®(ug) — c e ®'(ug) — 0 em (X} isto §,

E3+2

R a | -
/0 {5+2lu;“lBT2+ .;.9“’“ 1)
7y ; _

q’f("’)f) (uk=+)4(?} - F(T: uk’_;,) — H(Uk,+)5+2} —ct 0(1)

5+2

(—r*uplPul) + prtluePue — r7 (ue )07 = flrues) — prt(ue )Pt =G (3.16)

com ( — 0 em {Xg)*(dual de Xg).
Concluiremos que
Hulix, <C . (3.17)

De fato, multiplicando (3.16) por u;, obtemos

R ) .
/ {ro i P72 o 772 = ()9 = e Juna — ot (es)" ) = (o)
0

{3.18)
Tomando (3.15)- (3 5 -(3.18), temos

(72 — ))/ (g, )7 - f {F(r, up, = )“3—‘5 (r e+ Jug, 4 }

= c+0(1) — g5 (G, w)
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o,

R R
(- ) [ P s [

(T‘ U ;H) Uk,+}+

k) = 3+2 (3.19)
+e+o(1) + 53l Gl e e
De (3.4) e de {f1}) — {f3), obtemos
[fir,w) < reudi=t . Crt qtp. r€ (0,R),Vu > 0. (3.20)
Assim, . i
F(r,u)l < q—’{ﬁeuqm +Crtu ,qtp. 7€ (0,R),vu > 0. (3.21)

De (3.19)-(3.21), deduzimos que

(_B_E-_2 N 3{%?)/0 k) q‘f}} <

"‘f‘

el
772 (g, )"}

/ {5..—_0 o) + Criug .} + ¢+ o(1) + Cllugllx,

entdo para € > Opequeno e s '+ (8+2) T =1lea= {5+ 1)/{5+2).

B R
|t < € [ s dr+ 0+ Clus,
0 0
cif or

(R , 3.22
“)1"5(/ PR 4 O+ Cllug xn 3.22)

0 0
< CH+ Cllugllxa-

<

Combinando (3.15}, (3.21) e (3.22), temos

/ Sl - / {—-Mguk;) *2+m(uk,+)q<ﬂ+quk,.;>}+c+o(1>
< C+ Cllugllx, < C + Cle) + eunl 32

Entéo, para € > 0 pequeno
luelix, <C+Cle) . (3.23)

Lema 3.6 A sequéncia obtida no Lema 8.5 converge para uma solucdo u > 0 do problema

(3.1).

Prova: Extraindo uma subsequéncia a qual denotaremos por ug{do Lema anterior), de
modo que
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up — u em Xg,

Up — U em Lf*z((}, Ry,

77 (g, )4 — -1 e (Xg)",

(v

(vi

)
)

(i#1) up—ru q.t.p. sobre (0, R),
)
) Fryuse) = () em (Xp),
) o = B e X

Veja [22], para demonstragles de (7} — (iv). Para o caso (vi), veja [9]. Assim, demons-
traremos apenas (v). Vamos admitir pelo momento que vale (z). Passando o limite em
(3.16), obtemos

(ol + gl = T O~ fr ) - )P =0 (329
em (Xg)*, donde u € solugéo fraca. De (3.10), temos
—(r P + prtiulPu > 0
Desde que f(r,0) =0, entdo f(r,us)ju_ = 0. Assim,
P (w)u_ =0 = —(r*u’_%u" ) + priju_ Pt =0

Portanto,
u > 0 sobre {0, R).

Verificagdo de (v): Considere o funcional ¢p{v / fir,ug s )v, onde v € Xg. De
(3.20), temos que

/ Flriug v <f (er*uingl} + Crh)|v]

R R
f T“’u‘?(%)@(”) 1}/@@)(/ T'TEUIQ{“Y)}““'(T}%C(R)/O Ti!,UJrz(f))l/q(l}
0
< (eC + C)flvflxg

Assim, ¢ ¢ um funcional limitado. Entio,

Horllixnyr = sup [de{v)l.

Bvlx =1

- LNICAMP
iﬂ%gw’ %?{% mﬂ%ﬁ%@ g8 ﬁgﬂ
‘ @%@i oy R AMTE
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Assim, tomando ¢(v / fr,us)v e pondo

; R
Bu(v) = dulv) — Blv) = / (Flryuns) — F(rus))e,

temos )
llokll(xp) < €C{R) — 0 quando ¢ — 0.

De fato, pois

R R
[/D {f{rues) = frug)}ol < /0 £ (7 up+) = fru)llol. (3.25)

Desde que ug — u q.t.p. sobre (0, R), temos ug 4 — 4 q.t.p. sobre (0, R}. Assim,
dado € > 0 4 kg € IV, tal que para cada & > ky, |f(r,uk+) — f(r,u}} < € uniformemente
para r € (0, R). Tomando v = r"w para w € Xp em (3.25), teremos

R B R
) = v e el e[

q(“.—'))if’qw)

Lema 3.7 A solugido obtida no Lema 5.6 é estritamente positiva, isto ¢, u > 0 sobre

(0, R).

Prova: Primeiramente verificaremos que v ¢é néo trivial. Suponhamos por absurdo que
u ¢ identicamente nula. Concluiremos que

/ Flryug 2w+ — 0, quando %k — +oo, {3.26)
0

R
/ F{roug+) —+ 0 quando & —+ +oc, (3.27)
0

De fato, de (3.20) e (3.21) deduzimos que

R
f P, s o] < € / )+ C [ s (3.28)
0

€ 2 : &
[ Femars 5 [t e [ (3.20)
0 ' a(v) Jo ' 0

Desde que wuy é limitada em Lf,{“‘i}(ﬁ, R)ewup — Oem Lf”((}; Ria <l <y—5i{l+7 =),
obtemos (3.26) e (3.27). Extraindo outra subsequéncia, podemos supor de (3.15) que

g
/ reul)?™? — 55 quando k — 400, (3.30)
0
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para alguma constante sy > 0. Passandoe o limite em {3.18), obtemos

R
¢ — lim r (e )17 =0 (3.31)

k0 0

Voltando a (3.15) temos
S0 8o

— =cC.
Se 5o = 0, j4 obtemos uma contradicdo com (3.13). Em outras palavras, temos

R R R
/ ol [fE > S(/ Tvtuk[q(v))(ﬁﬁ)/qm > 5(/ TQJuk_LIQ(’F))(.B"‘rQ);’Q(’?)_
0 0

8

Usando (3.30)-(3.32), encontramos

sy > Ssif B (3.33)
De (3.33) deduzimos que

1 G2
sq " > 8 (5 > 0),
ou,
So 2 S7has
isto é, ) )
Y+ {y+E o2
CE(E‘E‘M)S{ ) )

O que é uma contradi¢do com (3.14). Assim, u # 0. Pelos Lemas 2.3-2.6 mencionados
inicialmente, segue-se que u > 0.
»

3.2 Verificagao da Hipé6tese Crucial do Teorema (3.2)
Nesta secdo, daremos uma ferramenta que nos ajudara a verificar (3.9), a qual estd
contida no seguinte Teorema.

Teorema 3.8 Suponhamos que f(r,u) satisfaz (f1) — (f3)}, (3.8)-(5.8), que vale (H1) —
(H4), e além disso, que exista alguma funcio f({u) tal que

firu)yzr'flu)y>0qtp rewC(0,R), Vu>0 (3.34)

(w € um aberto) e a primitive F(u) = f f(t) dt satisfaz
0

-1

lim 1 s8+2) f€ F e 1/mgl = +0C. 3.35
lim ¢ i [(1+fn) |¢ dt o0 (3.35)

Entio o condigdo (8.9) vale.
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Dividiremos a prova desse Teorema em uma série de Lemas.
Lema 3.9 LEziste uma familia de fungées (v.)eso C Xg, tais que

sup ®(tv.) = P(teve).
£>0

Além disso, a familia (t,)eo C Ry € limitada.

Prova: Seja ¢ € C*([0, R)) tal que

_ }7 em [0 R{}),
o(r) = { 0, em [2Ry, R).

0<o¢(r) <1,0<r < R. Defina
ue(r) = d(r)ie(r) (3.36)

onde U () = &/(e™ + r")Y™(veja (2.3) para a expressio de ¢) e

velr) = ue(r) (3.37)

‘ut’; ” Li{("’)
Concluiremos o Lema para essa familia v, e para ¢ > 0 pequeno. Por estimativas que
constam no Apéndice (A), temos que

R 1
/ rel 182 dr = SvEREE 4 0(e5572)) (3.38)
0

P O(Ei—:_ﬁ——m‘r?) } se 1< 8,
f rlo P8 dr = { 0(e¥P*2|Ine)), se n=0, (3.39)
0 0SB+ | se > 0.

onde np=1— 2{8+2)+ 1. Observe que por (H2), I+ 5 —a+2 > 0, além disso, se p =0

R
temos que (3 +2} > 1. Pondo X, = / r¥|v! %+ dr temos
o

R
(8+2) ()
(I)(t’be) = %3_@—}(5 - %Ef:;“)“" - /; F(T; t’UE) dr . (340)
Pela hipdtese (3.34), temos
B+2) < )
P(tv) < %;Q—-Xe - f"(gjj . (3.41)
assim, i 11;1}00@(%6) = —oo. Portanto, sug@(tvg) é atingido em algum ¢, > O(se ¢, =
oy e t>

0 == sup ®(tv.) = 0 ndo existe nada a provar). Agora, para provar a segunda parte do
20

Lema, basta observar que a derivada da funcio t —— ®(tv,) se anula em t = £, isto &,
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R
SRS G (S}l f rflr tev v = 0
0
Novamente, pela hipdtese (3.34)
(8 X — 7 >,

ou,
t < Xei/(q(v)”(ﬁw)}

Lema 3.10 A fomdlia (t.)cso do Lema 3.9 satisfaz
qiv}
t, — Se-155E
quando ¢ — 0.
Prova: De fato, por (3.42) temos

f T, telbe

o =82
KXe = 17 t’jl)
£

v =0
Assim, é suficiente verificar que

/fTSt;; vedr — 0 (e — 0)

Usando (3.3)-(3.6) e (f2), vimos que para todo § > 0, existe C > 0 tal que
f{ru)] < oruft L ot qtp. re (0,R) Yu >0

Portanto, temos

 Leve) R R \
“775"»«»1_ dri < 5;;(1(7; (5+1)/ T.’Y‘Ueg‘?(’)’} %O‘/ Tzfveg(g.;gj
0 0

0 €

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

Pelas estimativas (3.38) e (3.39)(veja apéndice A}, temos o resultado; isto €, (3.46) e

portanto {3.45}.
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Lema 3.11 Suponha (5.35). Seja 0 < A < +o0. Entio

&

Lo o €
lim ¢ 53+ f rF(A ( Vdr = +00 (3.47)
Q

e—0 £7 4o Tn)l/’m

Prova: Fazendo a mudanca de variavel ¢ = =, observamos que

Ry s Ry s—njm
—s(f+2) lF A ¢ = wLs(ﬁ-}-?)/ " € I
€ /o r F( ww—_mm_(en+Tn)1/m)dr € i F(AW'2+(E)R)1/m)T dr
= oot [ Ry (Y dar < e fﬁ““im(———-gsm_” iy di
0 (1+(5)" € 0 L4 Em)
(3.48)

Note que Ae™™ = (eAYEm—nhysm=n_ Tomando ¢ = €A™ vemos que (3.48) é
equivalente a

, R gsm-—n
lim 51“2“1*“5@”3/ F( )it dt,
0

€+l 1+
isto é, (3.48) é ¢ mesmo que {3.35). Assim, prosseguiremos como acima.

RBoe™ ! el Rge—?
Se Ry > 1. de (3.48) temos / e / —l—f . Assim, (3.48} é equivalente a
0 =1

0
(3.35). Portanto, (3.47) segue.
Porém, se Ky < 1, pondo

_ JA+1-s(B+2) ‘ €T
Z.=¢ F{A{—mee )

Roe—? (1 -+ tﬂ)
temos:
Reet<t<el s Riem<t"<e = (Ree )" +1<1+t" <1 +e™,
donde
1 < 1 < 1
T+em "1+t (Reel)n+1
Assim,
E-—-l
’Zel <_: 61-&-1—5(3+2)/ F(O(Es))tz dt = c€2£+2ms{6+2}F(O(€3)) )
Rge™1
Note que
o o - (a-p-1 B o , (a—f-1)
2[“5‘2"”8(3?2)—’—‘(l‘f‘l)‘f‘(l"?‘l)“"m‘”“ > I+ +(a—F-1)— A1

=+ +(a=8~-1)75>0
Portanto, | Z,| é limitada quando € — 0.

Rpe™* et el
Como (Ry < 1), f :/ wf , & (3.48) é equivalente a (3.35).
4] 4] Rge™1
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Com o seguinte Lema, concluiremos a prova do Teorema 3.8.

Lema 3.12 Para a familia (ve)ene C Xg do Lema 3.9, temos que

1 1
Y;: @(tv,) = {tev, e
ilzi.g (tve) = &( L)<(,8+2 q(7})

) 5E7+1)/ {(B+y+2—o)

t(ﬂ&«ﬁ) b

N 0y
Prova: Comecemos observando que a funcéo t — ( X, — B2 é crescente sobre

. f+2 (v}
o intervalo [0, X! /labr—(8 +2D’ Isso é uma consequéncia de (3.43). Portanto, temos por
(3.44) que
JBED el £
Y. = %‘XE - % - F(T; teve)
0
R
< 3i2X(3*2 )/ glri—{ i-r?;)XE q(lw)Xq M/ (a{vi—(8+2}) / F(r,teve) (3.49)
0
R
~(8+2
(5 — )X i) _[D Plr tw,) .

Usando (3.38), obtemos

1 rg(y)={8+2) gt}

Y, < (:6’"}@“5 — q_gﬂ){sﬁzﬁ ==l J}q(v)—{ﬁ+2)+
+0(e*F2) — / F(r,tw) (3.50)
0

e 4.2 T

R
= (G- ST 4 00e@) - [ Firnsa)
g

Agora, pela escolha das funcdes u,, v, e das estimativas sobre elas para € > 0 pequeno,

resulta & ( R R
Hi t o1
/ F(r teve) dr >p) / r'F(to,) d :f TlF(”re—ue“)
0 0 0 el g
= . d
/0 rF en+rn)1/m O(e—%) + 0(e )] "
_ / " i tedlr) 0€) 4, (3.51)
0 (en + r")ifm C + 0{es+1)°
Ry
> / t0(€’) idr
= o, w+mﬂwwc+euwwf
G S
B / A (en + r”)lfm] ar
onde

Salni/laln)—{8+2))

. < A < +oo. (3.52)
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Isso é uma consequéncia do Lema 3.10. De (3.50)

Hy s
1 1y gOrl/(S+yr2-a s(B+2)y _ L c 5
Y. < (55 - 755 )4 0(e3+2) ji PP ) (659
Pelo Lema 3.11 e (3.53), resulta que
V. < (E%__W)S(wﬂ)/’(ﬁ+q—:~‘2ma} (3.54)

para € > 0 pequeno. De fato, de (3.47) existem constantes 5 > 0 e M = M{e) > 0, tais
que
Fo ! € (3+2)
: 17 S8+ _—
/(; r F(“%"(mw) dT 2 Jlftfﬁ N O < € < €g - (3.3-3)

Podemos escolher M(eg) de modo que 0(efF72) — M2 < (.

3.3 Verificacao da Hipétese Crucial do Teorema (3.8)

No Lema 3.10, utilizamos as estimativas (3.39). Observe que elas foram fundamentais
na prova do Lema 3.11. De fato, a constante A do Lema 3.11 é a mesma que aparece
no Lema 3.12, a qual depende das estimativas (3.39). Entdo, devemos verificar em que
condicdes existe a constante A do Lema 3.11, ou, o que ¢ o mesmo, verificar quando vale
(3.35) para essas estimativas. Assim, vamos considerar separadamente os casos de (3.39).

Ocasol—Z2(8+2)+1<0 (n<0)

Para os operadores Laplaciano, p-Laplaciano e k-Hessiana respectivamente, esse caso
corresponde a dizer que a dimensdo do espaco e maior do que 3, isto é, N > 5; N > p*;
kE>1eN > 3. Seja

flrou) >0, gtp. r€wC(0,R), Vu>0, (3.56)

flrw)>prt, qtp. rew, Vuel, (3.57)

onde w € algum subconjunto aberto e [ C (0, +o0) é algum intervalo aberto e y > 0 uma
constante.
Por exemplo, a fungio f{r,u) = r'f{u) = r'Ajulfu, 0 < A < A, ou f(r,u) = 7' f(u) tal

que f(0)=0,0< f(0) <A e lim -—J@-m{),

s 3071

Coroldrio 3.13 Suponha (f1) — (f3), (3.3)-13.8), (3.56), (3.57), (H1) — (H4)}. Entao
o problema (3.1) possui solugdo.



3.3. VERIFICACAO DA HIPOTESE CRUCIAL DO TEOREMA (3.8) 29

Prova: Aplicando (3.56) e (3.57), vemos que

flrow) > prixs{uy = r'flu) , qtp r€w, Yuz0
Assim, temos que
Fluy>0>0, Vvu > B
para algumas constantes © > 0e B > (.
Verificagdo de (3.35). Temos

Esm—n SI--TL

—— )™ > 9 V2, desde que > B™
T+ =

|

em particular, £* < es;;n —-1< Esg;n =1 < (6-5;%)1/“. Assim,

-1

64!"‘?"1-5(,3"5*2) / F[(
H

sTR~N
€

B R -
T tﬂ)”m}t‘ dt > O —38+2) f # dt
0

m
_ C€l+1_s(5+2}+(s%~ -1+ 1)‘

Como estamos supondo
- 2(8+2)+1<0,
m
temos
[+1-s(B+2)+1s2 4T -1 ~1=
=s({Z - (B+2)+2) <0

Portanto, o lado direito acima tende para +o¢ quando € — 0.

O caso !~ Z2(f+2}+1=0(n=0).

Para os operadores Laplaciano e p-Laplaciano respectivamente, esse caso corresponde
a dizer que a dimensdo do espaco é igual a 4, isto é, N =4 e N = p°. A k-Hessiana, nao
pode ser incluida nesse caso.

Suponhamos além disso, que

flr,u) 20, qtp. re€wC(0,R), Yu>0. (3.58)
juntamente com uma das seguintes condigoes:
flrou) > prte®®*Y | qip. rewc(0,R), Yue(0,A4], (3.59)
ou,
flrw) = prla® Y 0 qip., rewCOR), Yu €A +o), (3.60)

onde 4 > 0 e A > (0 sdo constantes.
Por exemplo, f{r.u) = r'f(u) = r'Alulfu, 0 < X < Ay, satisfazem as hipéteses acima.
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Coroldrio 3.14 Suponha que (f1)—(f3), (3.3)-(3.8), (3.58), (3.59) ou (3.60) e (H1)—
(H4) valem. Enido o problema (3.1) possui solucdo.

Prova: Temos
flrw) > wrtu® Oy (u) = v f(u) qtp. rew, Yu> 0,

onde x; € a funcdo caracteristica de 7, com 1 C [0, A], ou I C [A, +oc). Assim, obtemos

Flu) = ('5?2)“(5%2)?([(“) , para 0 <u< A4, (3.61)

ou,

F(u) = gty (ul? ~ APy (u) , para u> A . (3.62)

Verificagio de (3.35)
No caso (3.61), temos para ¢ > 0 pequeno que

e(sm—n)
<A = > (ATmebmon) _ e
14t ’
assim,
; (522 et ST .y el i-s(8+2) e~t S (6+2)/ml
b1-s(8+2) Fl{———=)"/mt"di > ——Wm_/ —— )T
€
/(; E(E + ?f”) ! = # (3 —;— 2) ‘4wm/n€{smvn}/n(1 -+ t”)
oy < #t
— Cel-'—l—s(,é’—f—ﬁ)f{smmn}{ﬁ'#z}/m/ —_— ft
A—m/ng(sm—}nJ/n (1 -+ tn)f\ﬁ-rz)/im
e—
> (et 1=s{8+2}+(sm—n){8+2}/m) 9~(8+2)/m £ dt

fé'm/’"‘dsm*n)/ﬂ W
i In{1 -+ tl~1~l)ie‘:‘

fA—m/fngsm—n}/n

= Ol 1=s(B+2)+(sm—n)(842)m) o(~(6+2)/m)
(1 - sm)

ey
. }In(1/€} — +00 .

Usamos que (1 + ¢7)B+2/m < 9B+2/m (] 4 ¢{F+2)/mY o 5 hipétese 7 = 0; isto §,
|- E(8+2)= -1, donde

[+1-s(B+2)+(sm—n)(f+2)/m=1+1-n(B+2)/m~s(8+2)+s(8+2)=0,

e também que

T — 51T S
0< =] - — <
T kg3

(SRR

Portanto, o lado direito acima é de ordem O{|lnel) — -+oc, quando € — 0.
No caso (3.62), se tomarmos 1 > (3 + 2}1/¥+2 4 entio

(8+2) _ : L (B+1)
u , .
- A(ﬁ?g) > 0= (B+2) _ A(«S“Qf e Ml {54“21_
8+2 = u 2 (54 Z)u
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Assim, tomando B = (%)1/(5”)}1, se

1+t" < B'e™ ™ =t < (BTlem e o i > B.
1+147
Observe que sm/n ~ 1= —(f+ 1}/(8+ 2). Dali,
gli-s(8+2) i Fg(ﬂ)ifmtz dt > Celi-sB3+2) e (gs_mi)(ﬁﬁ)/mtl dt
14t - 1+

> O30+ 2 (342 smen)/m (1 B-1/me=B+1/(3+2) _ In(B))
2 |lne] — +oo

quando € — 0.

O caso l— Z{(5+2)+1>0(n>0).

Esse, corresponde ao caso quando N=3 para os operadore Laplaciano, N < p? para
o p-Laplaciano e, £ > 1 e todo NV > 0 para a k-Hessiana. Note que agora podemos
incluir ¢ caso £ = 1. Suponhamos que

flr,u) >0, qgtp. rew C(O,R), Yu20 (3.63)

lim 10

: 75 = +0oo , uniformemente 7 € w . (3.64)
Yoo YF T

Por exemplo, f{u) = u? + Auv’!, 8+ 3 < ¢ < g(~), satisfaz as hipdteses acima.

Corolério 3.15 Suponha gque (f1) — (f3), (3.3)-(3.8), (3.63), (5.64) e (H1) — (H4)
valem. Além disso, que

{B+1)—{a-8-1}(8+2)<0, {3.65)
B+2)B+~(o~8-1(v+8+2—-a)<0. (3.66)
Entdo o problema (3.1) possui solugdo.
: _ o fw) |
Prova: Defina f{u) = igf f{r,u), de modo que iml s +o0. Portanto, temos

que Yy > 0 existe um A > 0 tal que F(u) > pu’**, Vu > A. Entdo, para ¢ > 0 pequeno
temos
1 _é_ tTL g —A—mesm—-n :> tn S ‘4"“"m65m‘*"ﬂ

o,
ST—T

e >A4A™ (B=ATT").

1+ =~
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Temos:

-1

w2y [ e 1y 8 BT lsmon){g+a)fm
Jal-s{ B+ °f 1/m I+1~s{5+2)

t IEn Fi{ . > 2T .
€ /0 5(1 ‘ i’”‘) it dt > pe /(; (1 tn)(ﬁ-1—4),fmt dt

Desde que

k=1+1-33+2)+sm—-—n){f+4)/m= [+1-3s(F+ 2)
+$(B+2)+2s —n(B+4)/m= I+ 1—n(F+4)/m+2s,

de (3.65), 1 < U2 (8 +2) = 2(8+2) e n(sm/n—1)=-n(B+1)/(8+2) <0,
donde n n n
k §1+m~»(ﬁ~i««2)_g(ﬁ+2)~2mﬂg+zs,

por (3.66), temos que £ < 0. Dai,

i (T 2 P 2 gl <toe
5“1““’0 ) (1 + tn)(,5+4}/m - o (1 + tn)(5+4)/m = o0,

Em qualquer caso, temos

-1 -1

€ {sm—n} £ #
i=s(f+2) (Y™ g > i inf e dt) = +o0
hemlnge /e F[(1+tn> | dt_ulérm% e ( . TLmyEam ) = +o0.

O tl . ) ) .
Sek=10e /0 A5 )i dt < +oo, entdo desde que p > 0 é arbitrario, o resultado

segue-se. Assim, temos verificado (3.35). Portanto o problema (3.1) possui solugéo.

T
Analisaremos agora um segundo tipo de resultado ainda no caso [ — —(5+2)+1 > 0.
Hit
Suponhamos que

flr,uy >0, qtp. rewc(0,R), Yu>0, (3.67)

para todo p > 0, existe a, : [0, R] — [0, R] continua e crescente como funcédc de y; isto
6, se f11 < g == 0, (r) < a,,(r), uniformemente para r € w C (0, R}, tal que

T
lim inf A
Y iy e O 'LLB -1

onde f+1<7<3+3.

) > ay{r) , uniformemente para r € w. {3.68)

flryu) = a(r)rful’*' 4 g{r,u), com g(r,u) > 0Vu >0,
glr,u) (3.69)
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Analisemos o seguinte exemplo: f(r,u) = a(r)r'v’u + wtulfu, f+1 <7 < §+3, se
a(r) = 0, e 7 > §+ 1, estamos nas hipStese (3.3)-(3.6) e assim, f satisfaz as hipSteses
acima com a,{(r} = u, com 0 < g < +co. Porém, se 7 = 8+ 1 e a(r) = 0, ndo estamos
nas hipétese (3.5)-(3.6), mas estaremos sempre supondo que a(r) satisfaz as hipSteses
(3.4), (3.7) ou (3.8). Em qualquer caso, temos:

Coroldrio 3.16 Suponha que (f1)—{(f3). (3.67),(5.68), ou (5.63) e (H1)— (H4) valem.
Entao, existe p, > 0, tal que pare todo u > p, o problema (3.1) possui solugdo.

Prova: Defina f{u) = inf f(r, v), de modo que liminf —+ f(u) > a, = inf a,(r). Portanto,
r&uw T T 5 +1) = TR réw H ’

existe A > 0 tal que Flu) > g%u 542 vy > A

tdt

- I's -
sm—n a‘ut_é—%-l—s({i‘—k?} /3 Hnelsm=nifn (sm—n)(8+2)/m
A

[+1—3{3-+2) < Fi 1/m§tl dt >
‘ fA (1 + " . - B8+2 (1 4 tn)iB+2)/m
B1/msm-n}/n 1

= w‘:}ﬁm6£+1_%(5‘§"2)
5+7 ) (T )57

=1fm{sm-n)/n

a n B
A

# dt.

=
T 5+2
Gy A= E(8+2) {tl+1“n{5+2)/m | B=1/mglsm=n)/n }
p iA ’

= C(const.)ﬁ e

i
i

onde C é uma constante positiva. Como

Y=l+1- %(,@+2)+(3m—n)(i+1~n(5-§-2)/m)/n:
= S(2(l+1) ~ (8+2)) >0,
e como estamos supondo {{ + 1) > n(Z + 2)/m, resulta que T > 0. Assim, a integral

acima pode n&o divergir. Mas se recordarmos de (3.53), veremos que necessitamos apenas
mostrar que a seguinte diferenca para € > 0 pequeno, é menor do que zero, isto é

—~1

[ 6577’1——?1
O(estf+y / Fl(——=)"™¢ dt
4 1+t»
a B-ifm{sm—n)in 1
< $(84+2) B l+1- R (842) i
O(e ) — ~——-—/3+2£ i (1+tn)(5+z)/mt dt < 0.

A Gltima integral do lado direito, como vimos pelos calculos acima, é de ordem O{e54+2)),
portanto, fazer ¢ — 0, pode ndo resultar (< 0). Assim, escolhendo u suficientemente
grande, teremos que o lado direito acima serd negativo(< 0). Em outras palavras, temos
obtido (3.53); em verdade é o que estamos buscando{veja Lema 3.11). Portando existe
tio > 0 tal que o problema (3.1} possui solucio para todo p > .

»
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Observacao 3.17 Se estivermos na situagdo da hipdtese (3.69), note que p > 0 deverd
ser pequeno. Isso € necessdrio, pare compensar (3.5) e assim, podermos obter 0s mesmos
resultados. Usando o identidade de PokhoZaev, para essa classe de operadores{veja [18]),

podemos encontrar um i > 0, tal que para cade 0 < p < i o problema (8.1) ndo possui
solucao.



Capitulo 4

Problemas Concavo-Convexo

Neste capitulo estudaremos um outro tipo de problema, do qual fizemos alguns co-
mentarios na introducao. O nosso objetivo é demonstrar a existéncia de uma sequéncia
ilimitada de solucoes que mudam de sinal, para o problema

{ (el P = e+ £ w), em (0, R) )

u(r) >0 u(R) =0 =/(0),

além disso, que existem também pelo menos duas solugdes positivas. Vamos supor que a
funcdo f: [0, R] X IR — IR possa ser decomposta como

flr,u) =rla(r)|uffu + g(r,u) , g(r,«) fmpar na varidvel u, (4.2)
onde a fun¢io a € L™(0, R) verifica (3.4) e (3.7), ou (3.8) e a funcio f satisfaz
(f1) f é mensurdvel em 7, continua em wu;
(f2) Para cada ndimero real M > 0,

sup |f(r,u)| < +o0,
€(0.R)
0<u<Af

(f3) f{r,0) =0, e que
lim fr,u) -

w——roc pd7i-1

R

Além disso, temos as seguintes hipGtese sobre a funcéo F(r.u) = / fir t)dt:
0

(F1) Flrru+wv) 2 Flr,u)+ F(r.v),Vu,ve Xg uz0,v2>0,

(F2) Fir,pu) > Cpr7lul®, ¥V u € X, q.t.p. sobre (0,R), 0 <p<leC >0

35
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Mais ainda,

: g{r, u) (veja Observagio (4.2} abaixo) A >0

AL e . ’
lzummi%p T ult 2y AS A, { uniformemente em r € (0, R), (4.3)
g(r,u) = o{r"|ul¥""2y) | uw — 400, uniformemente em r € (0, R). (4.4)

Estas hip6teses sao facilmente verificadas por exemplo para
flr,u) = a(r)r®julfu + Arf|ul" %y com 1<r<B+2.

Faremos também, a seguinte hipdtese adicional sobre os expoentes(veja Proposi¢io
2.1):

(0 =1)(3+2)
o 31 “=o=T

(H5) 1<k <f+2, k<qlo)=

Como exemplos desses problemas, temos:

{ ~Apu = uP F +a(zjuf + Au? em €,

u>0em, u=0 sobre 05, (4.5)

com 0 < g<p—1eQ C RY um dominio esfericamente simétrico. Com {H5), temos a
seguinte 1mersao:

R P
(/ r"lu(?“)g’idr)l/n < C(/ Taiufgﬁ-é& dT)lf(,@ﬁ-Q):
0 ]

veja prop.(1.0) em [18].

O seguinte Lema nos diz como encontrar uma soiuc¢io positiva para o problema 4.1
usando a mesma técnica das Secdes anteriores. Porém, ele ndo funciona para obtermos
uma segunda solugdo positiva.

Lema 4.1 Suponha que sejom vdlidas as hipéteses (f1),(f2),(f3), (3.4) e (5.7) ou (3.8),
(F1),(F2), (H1) = (H5), (4.2)-(4-4) e, que

1 R . 1 R R
) = 8+ 2/0 i q(v) /0 7 _/0 Firw

Sejo {ux} C Xgr uma sequéncia tal que

‘I](uk) - L
Wiug) —— 0em Xg™

Entdo. se
! L) grei(B+1+2-a)

d+2  q(¥)

!

c<{

o problema (4.1) possui uma solucdo u € Xg.
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Prova: Como na demonstracao do Teorema 3.2.

Agora faremos algumas observagées sobre o funcional associado a equacio (4.1)

77
— == [u|*" — F(r,u)} dr,

q(7)
para podermos utilizar a teoria de género. Nesta primeira parte, mostraremos a existéncia
de uma sequéncia ilimitada de solu¢des para o problema (4.1}, e que esta possui pelo
menos uma solugao positiva. A existéncia dessa primeira solugao positiva, serd garantida,
pelo principio variacional de Ekeland [26]. Sob as hipéteses do Lema 4.1, temos

|F(r,w)] < rla(mu” T + w4+ Ce)rTud ! para u > 0,
,',,.l ¢ Y
P < F-2 " (
Flr )l £ galr) FATut+ Cle) yut™ parau 2 0
Dali,
r g 7

v 2 [ (5 - g l"m—/\%lu%“(c(é)
> CUlulE - Al - Gl

Defina
h(?f) = le’@+2 — )\ng& - C’th('ﬂ (46}

Entao
U(u) > Allulix,)- (4.7)

Observagao 4.2 FEssa estimativa serd crucial na busca da sequnda solugdo positiva.
Vamos escolher A > 0 de modo gue h possua um mazimo positive para todo 00 < A < A.

Tome £ : IR, — [0, 1], nfo-crescente e C°°, tal que

|1 se,t <R,
§t) = { 0 se, t> R;. (4.8)

onde 0 < R,{A) < R;(X) sdo constantes. Na verdade, vamos escolher R, e R; como sendo
raizes positivas de h{t}, de modo que R, seja a rafz malis préxima de zero, e R; a raiz
mais longe de zero. Defina

o{u) = E(J|ullxz)- (4.9)
Consideraremos o funcional modificado

1 Ral’ﬁ%Q_z F 1497 ol ) R-T
o) = 5o [ - o [oe - [CRea, o)
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sendo que,
Bl _} Flru) . ose fluflx, < R,
Folr,u) = F(r,p{u)u) = { 0 ,se ||ulix, > R1 (4.11)
Além disso, a funcdo F, satisfaz a seguinte estimativa:
B0 < 5paln ol 0Dl = (o Tl 112)
plru)l < 55 ] —lu y u u). (4.
Como em (4.7), @(u) > A{l|ul|x,}, onde
h(t) = C1t72 — A\Cot™ — CatiVE(t). (4.13)

Note que h = h, se t < R, e h(t) = CtP*2 — )\Cgt" se t > Ry. Agora, se necessario,

escolheremos A > 0 de modo que A(t) > —(55 — 5 )5’(7*1)/(“’*5 - , isto é,

B(u) > ~(ghg — ;) SO0 yu € X, (4.14)
Agsim, temos
Lema 4.3 (1) ® € CY{B(0,R,) ¢ Xg, R),

(2) Se @(uj <0, entdo ||u| x, < R,, e ¥(v) = ®(v), para todo v em wma vizinkanga
de u,

(3) @ verifica a condicGo de Palais-Smale para ¢ € (—(337 — 5&—;)5’{7’“)/(“‘5'0*23, 03.

Prova:

(1) Basta observar que ®(u) = ¥(u) e a prova segue-se como em [28].

(2) Veja que A(t) < 0 somente se ¢ < R,

(3) Seja {uj} C Xg uma sequéncia tal que ®(u;) — ¢ e ®'{u;) — 0. Pela escolha de
¢ e usando o item (2), temos que {u;} é uma sequéncia limitada. Dal, temos para uma
subsequéncia que u; — u € Xg,

/ORf("’"a ujju; — /ng(?, uju e jCRF(T, uj) > /ORF(rE u). (4.15)

pois f(r,u) é de ordem inferior a u?7/~1, {u;} < L9 é limitada e u; — u q.t.p sobre
(0, R). Isso se segue como em (3.25). Entdo

Plu.) = e r16+2 r’
A G

(=l P = s 0Py = Flrug) = G (417)

e {; — O em (Xp)*. Passando o limite como em (3.24), obtemos

S~ Pru)}) = c+o(1) (4.16)
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(= Pu’) — 7" — f(ru) =0,

em (Xg)*. Isto é;

R
/ (PP — [t Z P(r w)u} = 0 (4.18)
0
Agora, defina v; = u; — u. Assim temos
R R R
f Taiu;_;&éﬂw/ Taiui]ﬁ+2_é_/ TQ!”}I'S+2+O(}~) (419)
0 0 0
© R R R
/ LS :/ 77 ju 1) _;_/ ;|9 + o(1). (4.20)
0 0 0
Combinando (4.16) e {(4.17), com (4.19) e {4.20), obtemos:
Ry rY
P +/ WiPHE — e, |7} = 1), 4.21
)+ [ g™ = sl ) = e+ o), 4.21)

R R
| = = ) + [ = ) o w22
G ¢

De (4.18) temos
R R
/ ra]v}{ﬁ"*"z — / rﬂfg,uqu("r) +o{1).
0 0

Entio, podemos supor que(para uma subsequéncia)

R R

/ riftt — k>0 e f PRI
0 0

Pela desigualdade de Sobolev, k > Sk(B+2/9) Aggim, temos k = 0, ou k > SOr+D/(7+8-a+2),

o que juntamente com (4.21), (4.22) e (4.14) prova o resultado. De fato, se k > 0 entdo
¢ > 0, pois nesse caso, de (4.21)

1 1 1 - 1 1 ‘ :
(e e ) SO Eet2) < () < o — (e — GO+ (1 +6-a=+2)
N Rey e )
Entio ¢ > 0. Mas isso ¢ impossivel, uma vez que ¢ € (—(z%5 — E(%y—)-)S(”f“)/(“f*ﬁ‘“”), 0).

Observagao 4.4 Note que a hipdiese de que ¢ < 0, foi usada somente no final da de-

monstracdo do item (3) acima, assim, no caso de 0 < ¢ < {+= )Gl (v rb-at2)

1
. . ] B+2  gly)
pelo gue foi feito acima, teremos para o funcional ¥ que

Ulu)=c ou, W(u)<ec—/{ LSO+ (ytB-at2)

1
A+32 g{v)
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No sequndo caso, vemos que a sequéncia {u;} ndo possui subsequéncia convergindo forte-
mente; mas isso ndo tem problema pois nesse caso, W(u) < 0. Desde que ¥ € homogéneo,
u # 0 € uma solucdo fraca.

Seja E um espago de Banach e £ a classe de subconjuntos de E — {0}, fechados e
simétricos com respeito a origem de E. Para A € £, definiremos o género I'(A) por

T(A) =min{k € IV : 3p € C(A; RF - {0}), ¢lz) = —p(~1)}.

Se o minimo ndo existe, entdo definiremos I'(A4) = +oc. As principais propriedades de
género sao:
Proposicao 4.5 Sejam A, B € £. Entdo

(1) Se existir f € C(A4, B), {mpar, entdo I'(A) < T(B).

(2) Se AC B, entio I'(4) < T'(B).

(8] Se ezistir um homeomorfismo entre A e B, entdo I'(A) = T'(B).

(4) se SNt € a esfera no R™, entdo D(SY-1) = N.

(5) T{AUB) <T(A)+T(B).

(6) Se T(B) < +o0, entio I'(A— B) > T'(4) - T'(B).

(7) Se A for compacto entdo I'(A) < +4oc, e existe ¢ > 0 tal que I'(A) = T(N;(A4))
onde Ns(A) ={zx € E: d{z, A) < é}.

(8) Se X, € um subespaco de E com codimensao k, e T'(A) > k, entdo A{ )X, # 0.
Prova: Veja [60] para detalhes.
Lema 4.6 Dadon € IN, existe 6 = 6(n) > 0, tal que
T({ue Xp:®(u) < —6}) >
se valer (F2) e (H5).

Prova: Fixe n € IV, seja E, um subespaco n-dimensional de Xg. Tome w € £, com
norma lwilx, = 1. Para 0 < p < min{R,, 1}, temos

R R
Bpw) = Vlow) = 550" =~ [l - [ P ).
,3***9 ) 0 o

Desde que todas as normas sio equivalentes em F,, e em vista de (4.2), se definirmos

R
t, = inf {/ P we By lullxg = 1} > 0,
0
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R
by = inf{/ Flr,uy: u € E,, lullx, = 1} > 0,
0
temos de (F2) e (H5) que

Gn
2(7)
e assim, podemos escolher 9, e p < R,, de modo que ®(pu) < —dseu € By, e |lullx, = 1.

Seja S, = {u € Xr : |ullx, =p}. S,NE, C{ueXr : ®(u) < —6}. Pela proposicio
4.5,

1
P{pw) < mpﬁﬂ - p" = Chnp®,

P(fue Xp i ®(u) < =6} 2T (S,[Ea) =n.

Lema 4.7 Seja >, = {C C Xg— {0}, C fechado, C = ~C,T(C) > k}. Seja

ce = inf sup ®{u),
CEEkuEg ()

K.={ue Xg: ®(u) =0, ®(u)=c}. Entdo, sec=c, = ... = cpyr, 1K) > 1+ 1.
(e <0)

Prova: Considere o conjunto
" ={ue Xg : ®lu) < —¢}.

Pelo Lema 4.3, para todo k € IV, existe e{k) > 0 tal que ['(®¢) > k. Desde que ¢
é continuo e par, ®7° € >°,. Entdo, ¢z < —e < 0, para todo k. Por outro lado, ® é
limitado inferiormente; assim, ¢y > —oo para todo k. Suponha que ¢ = ¢ = ... = ¢y
Como ¢ < 0, ® verifica a condicdo de Palais-Smale em K., decorre disso que K, é um
conjunto compacto. Se I'(K.) < r, devera existir um subconjunto U, fechado e simétrico
com K, C U, tal que I'(TU} < r. Pelo lema da deformacao(veja [60] ou [71]), temos um
homeomorfismo {fmpar
qﬁ ¢ B — X B
tal que ¢(®°™0 — U) C ®°7¢, para algum & > 0(4 deverd ser escolhido 0 < § < —¢}. Por
definicao,
¢ = Cpor = Inf supd(u}.

Cﬁz.ﬂ:+r weC

Entdo existe A € 3, .. tal que sup @(u) < ¢+ 8 isto é, 4 C & e

wd

P(A - U) C p(PH —T) C ®°°. (4.23)
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Mas (A =D)2T(A4) -T(U) >k e D(6(A=T) > (A-T) > k. Entio,

pA-U)ed,.

O que ¢ uma contradicio com (4.23) e o fato de que

Pp(A~U)e> . implicar sup Pu)>c=c

uwE(A~T)
|
Com esse resultado, provamos o
Teorema 4.8 O problema (4.1) possui uma sequéncia ilimitada de solugées.
As solugoes que obtemos, devermn mudar de sinal exceto com ¢,. De fato,
co = inf ®{u) {4.24)

usXg

e em vista do Lema 4.3, ® satisfaz a condigio (PS),,. Assim, para alguma u, € Xg
temos ¢, = ®{up). Entdo ¢, = P(jugl). Isto é, |up| é uma solucio ndo negativa. Pela
desigualdade de Harnack(veja [63], ou [68]) ela é estritamente positiva sobre (0, R).

4.1 Uma Segunda Solucao Positiva via Passo da Mon-
tanha
Vamos agora, buscar uma segunda solucio positiva para (4.1). Seja
co = Plu,) <0 {4.25)

como em (4.24). Considere o funcional

1 B al, F18-+2 1 f Y q{7} i i
q)-r(u) = 849 o r iu o C](’}’) T‘(u-!“) Y o F(’.", u+)
Moo= 0

Novamente, pelos resultados vistos anteriormente @ .. satisfaz a condic¢do de Palais-Smale,
ou, o problema (4.1) possul solu¢dc ndo nula(veja Observagao 4.4) para todo

1 1 . .
C< ¢+ (B_-:—Q— — q(ﬁ/))s(’?"iml}/{’rwﬁ-%wa)'
A estimativa

e o fato que ®.{(au) —+ —oo, quando @ — +o¢ juntamente com o Lema do Passo
da montanha sem a condigio (PS)(Veja Teorema 3.1) e com uma classe de caminhos P
modificada como abaixo, acarretam a seguinte consequéncia:

Dado v € Xg com [ullx, > Ry e ®.(v) < ¢, existe uma sequéncia {uz} < Xp. tal que
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i) O (ug) — 0,

i) @, {ug) — c=inf sup & (g(t)),
95 tel01]
onde P = {g € C([0,1], Xg) : g(0) = u,, g(1) = v}. E nesse caso, obtemos uma segunda

solucdo positiva para (4.1). Observe que a classe P resolve, pois pela estimativa (4.26),
temos que para todo g € P,

sup P, (g(t)) > sup hljg(t)lx,) = max A(t) >0, (4.27)
t£0,1] te10,1] t&[0,R: ]
isto &,
c= inf sup $.{g(t)) > 0, 4.28
3 -(9(t)) (4.28)

desde que v € Xp seja tal que
@+(U) <0 e HU”KR > R},

onde R; foi escolhido em (4.8). Portanto, para obter um ponto critico, devemos encontrar
v € Xg tal que

€< Gy (e — ) Sl r=B20)

B+2 qlv)
Vamos mostrar nas Secdes 4.2 e 4.3 que
1 1

D (o +ave) < @4(uo) 4 _ o AGOEL/(rtBr2—a) '
i’iio) +(uo + ave) +(u )T(JB%-Q q(’y)) (4.29)

De fato, o supremo acima serd atingido com a. > 0. Isso decorre de (4.24), (4.27) e
(4.28).

Observacao 4.9 Desde guec > 0, o funcional ® ., pode ndo satisfazer a condi¢do (PS),,
como foi visto na Observagdo 4.4. Por outro lado, se a fungdo [ satisfar pare F(r,u} =

R
/ flr,u) dr a estimativa
0

F(ru) < ( . ! )uq<"’}+

3 _?_ (b, (4.30)

para algum 1 < b < 3+ 2; a condicdo (PS),. serd vertficada. Para se convencer disso,
suporha que u seja ponto critico para P, entdo usando essa estimativa, oblemos

5+2 qfy)

P (u) = 0.

O que € suficiente para obtermos (PS),, para ¢ > 0 no caso (4.29). Para ser mais
explicito, no caso do operador Laplaciano/N > 3), tome f(r,u) = Ar¥Hul*"%u com

l>k—-1>

para algum (2 > b > 1).
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De outro modo, ou seja, se f ndo satisfizer (4.30), o que poderia lancer dividas se
de fate obtemos uma segunde solucdo. Mesmo nestas condigdes adversas obteremos um
ponto critico ndo trivial de ®_. De fato, pelo Teorema do Passo da Montanha sem a

condi¢io (PS)., obtemos uma sequéncia (wy) C Xg, tal que Wy = ty =+ Un, (tn) C Xg €
@ (w,) —c,
' (1,) —0 em Xi (431)

Note que por 4.27, (wy,) € limitada. Prosseguindo como nos Lemas 3.6 e 5.7, obtemos
uma solugdo 0 < w € Xg. Agora, pelo Lema 4.5 item (3), resulta

ou,
1 ‘ .
P {w)<c—c,+ — ) SO (E ey 4.33
Se ocorre @ (w) = @ (u,), entdo teremos
1 1 .
_ {(v+ 1/ (B+y+2-a)
¢ > (5 5 q(?’))S : (4.34)

O que € uma contradi¢do.

O seguinte Teorema nos fornecerd uma ferramenta que sera crucial para verificarmos
(4.29).
Teorema 4.10 Suponhamos que valha (5.4) € (3.7) ou (3.8) e f(r,u) satisfaz (f1),(f2), (f3),
(4.2)-(4.4), (F1),(F2) e também {H1)}—(H3), além disso, que erista alguma funcio f{u)
tal que
frouyzroflu)>20qtp. rew C(0,R), Vu >0
{w € um aberto) e a primitiva F(u) satisfaz

1
lim ¢ 717 83+2) F-rfe————)l/méi’f dt = +oc0. (4.35)
¢-30 o NIRRT :

(F(u) :/ flt)dt). Entdo para algum v, € Xg, v, > 0 sobre (0, R), v, 2 0, temos
0

1 1 A1
®_ (tuy) < — e ) §FEETE
Szlzl%}) -(tvo) (,3 + 2 q(v))

Prova : E analoga a demonstracio do Teorema 3.8, levando-se em conta a hipotese
(H5). De fato, a tnica diferenca na demonstracgio, fica por conta das poténcias e da
estimativa (3.39). Entdo fazendo os devidos ajustes nessas poténcias(veja (4.36)), a
demonstracdo segue-se do mesmo modo. Portanto iremos omiti-ld. Na proxima Secao,
discutiremos a hipétese crucial desse Teorema, ou seja, {4.35).

|
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4.2 Algumas Verificacoes

Vamos admitir pelo momento que vale (4.29}.

Agora, vamos analisar o Teorema 4.10 com as respectivas mudancas de expoentes;
isto é, devemos levar em conta a funcgéo v, como em (3.39), mas com a poténcia (1 <
Kk < f+2). Assim, temos:

B O{e7™ ) . se 7 <0,
/‘ﬂwﬁmw: 0(e|Inef) , se 7=0, (4.36)
0 0(e**), se 7>0,

. 1 - .
ondefj=0c+1— —k. Essas estimativas seguem-se do mesmo modo como em (3.39).

Verificacdo de (4.35) para o caso (o +1 — %Iﬁ < 0)
Procedendo como no Corolario 3.13, obtém-se:

(o—%—l)ws(ﬁ-é—Z)»%(s%ml)(U«é—l)ms(ﬁ

(o+1)—(8+2)).
Tt
Para verificarmos as hipéteses do Teorema (4.10), deveremos mostrar que o nimero acima
é negativo. Mas, como mic+1)/n—r <0er < S+ 2, entdom(c+1)—{+2) <
mioc + 1) — x < 0. Assim, desde que os expoentes satisfacam essa condigdo o problema
{4.1) possui solugado. Para se ter uma idéia do que representa essa restricdo, vamos
analisa-ldnocasoo=a=N—-1,8=p~2el <k < F+2

n N-—p

1) — —k=N-— < {0,
(g +1) e p_lii :
ou,
op—1
N(— . . .
() <% (<p) (437)

Note que essa tltima restrigao nos diz que p* < N. Assim, no caso p = 2(Laplaciano),
so obteremos solucao se N > 5. Os outros casos cobrirdo essas restricées como veremos.

Verificagdo de (4.35) no caso (o +1— %Kﬁ =0)

Isso é 0 mesmo que o + 1 = —k, e assim a demonstragao seria simplesmente analisar
m
o sinal dos expoentes
n
g+1—8{(F+2)+ sk~ —~K. (4.38)
m

Pelas hipdtese sobre s, n ¢ m temos s(5 + 2) = Sy Portanto, de {4.38} e (H5), segue-se
que " m
a+§~—5(6+2)~%~s&—;};m =s(k-{F+2)) <.

Portanto, concluimos que a soma em (4.38) é negativa. Essa soma é a poténcia de € que

aparecerd quando formos analisar o caso ¢+1— —x = 0. Como a integral correspondente
m
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serd de ordem O{]Ine¢|}, obteremos ¢ mesmo resultado.

Verificacdo de (4.353) no caso (o +1 — P 0)
m

Este é o correspondente caso em dimensdo N = 3 e 4, para o operador Laplaciano.
Vamos supor que

Flru) > proust, { Vu € |R,, +oc) uniformemente em p > 0, (4.39)

wC{OR), 1<k <f+2,

Coroldario 4.11 Suponha que sejam vdlidas as hipdteses (3.4) e (8.7), ou (3.8), (H1) —
(H3) e f(ru) satisfaz (f1), (f2), (f3) e (4{.39). Entao vale (4.35).

Prova: Seja 0 < R,, entdo
Flru) = pxg(w)ru™,

onde x;{r) é a funcdo caracteristica do intervalo I < [R,,+oc¢). Usando as mesmas
idéias como no Cor. 3.13, e o fato de que (1 + " < 2¢") se {t > 1), e nesse caso,
(1/(1 ") > 1/(2t")), temos que

) et esm=n €7 glomenjr/m
eml—s{ﬁﬁ)/ Fl(—)Y™1t0 dt > peoti-s(8=2) / ot dt
0 1+ T E o (L)
— et Les(B4+2)+{sme-n)r/m S —

1 o el (44:8)

> o4 1—s{F+2)+{sm—n)r/m / t dt W{W/ t(}‘-—%;{ dt

= Cue AFwnrT 1
i o o B P P ! tg 1
= Cpuer =136+ {em=n)x/m {g (o= grt)) o f S A -1 } .
0 (1 -+ tn)h‘,/m D
Agora, note que:

o+1=s(B+2)+(sm~n)r/m—{(o—2x+1)=s(k—(8+2)) <0. (4.41)

Pela hipétese (¢ + 1) ~ Zx > 0, conclufmos que o ltimo membro de {(4.40) € positivo.
Isso, juntamente com (4.41} prova o resultado. ]

Observagao 4.12 Pare compreendermos um pouco 0 que significa o hipdtese sobre o
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sinal de (o + 1) — Ik, fazendo o = =N — 1 e 8 = p— 2, temos a sequinte situacdo:

PP<Nel<r<p,

7
+ 1 - — op—1
Lo mﬁ<0m> ou.f’\-“(pr ) < Kk < p,
F N i
" —— <p<p’<N,
2o + 1 — —k =0 = AMrlo oy
m [ 1<!"€m_‘w]\:(,r )<pjg
> 2"]?; p
n fV>p>Nile§<fi<p?
3)0+1-;}}-h’;>02:> o p_z
oul<uw< N
Note que
(2 ye N = 2N < (N +1)?
N+1 ) i i ’
wsto €, se
2N p—1
T — == N = A,
P=N (N_p} s,

pelo sequndo caso, ndo existe solucdo.

4.2.1 Uma Limitacao a Priori para as Solu¢oes Positivas

Nesta secado, obteremos um limite para as solugdes positivas obtidas pelo Coroldrio
4.11.

. ~ . - 10
Os resultados aqui, estdo relacionados com a hipétese (o +1 — —x > 0).
m

Suponhamos que

+1
priuttt Y u > 1e r € [R,, R,
flru) < { C(R,), se u<1l (4.42)

com C{R,} e ;1 constantes positivas. Por exemplo, a funcdo f{r, u) = pr®ul*"2u, satisfaz
(4.42).

Coroldrio 4.13 Suponha gue sejam vdlidas as hipdteses (3.4) e (3.7), ou (3.8), (H1) —
(H5) e f{r,u) satisfaz (F1), (72), (f3), (4.99) ¢ (4.42). Entdo, sc

g+1— 2 (8+2) >0,
m
existe u* > 0 tal que para cada 0 < p < p*, as solugdes do problema ({.1) verificam

gggé{u(r)} <L (4.43)
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Prova: Observemos primeiramente, que por (H5), s —1 < 8+ 1. Pela hipGtese {4.42),
femos que

- w2 Y u>1le re[R, R)
F(ru) <roF(u) =4 #5220 »7 = ot .
(ru) <7 F(u) { C{R,), se u<1. (4.44)
Procedendo como em (3.51), mas com as estimativas (4.36) teremos:
R R
f Flrtp)dr < / v E(tv,) dr + C(Ry)
0 o (4.45)

Rem? sM—h
= o+l I}' —"““““6 1/m t7 dt .
pert [ BT e di 4 C(R)

Agora, multiplicando ambos 0s membros por e 3¥2); resulta que

T . gSmen elem—ni/n
60+1—s(6—;~2)[ F[( )l/m]ta dt < ,uecr»’rimn{ﬁ-w)/m tam%(,ﬁ'w:m?} dt.
0

1+
+ C(R,)
_ #Céa+1mn(ﬁ+2}/m+(0+lm%(5“&*2))($mmn)/n + C’(Ro).

Portanto, supondo que o expoente da tltima desigualdade acima seja positivo; isto é,
i T Tl m

+ 1= =(B+2)+(c+1~—(F+2))(sm— ={c+1-— 2))s— >0,

o ~(6+2)+(o —(8+2))(sm—n)/n= (o —(8+2))s— >0,

0 que juntamente com (4.35) da o resultado. u

Observacao 4.14 Portanto, para y suficientemente grande o problema ({.1) terd solucao,
e novamente haverd duas solugdes positivas somente para algum intervalo (u*, A) C

(u, A).

4.3 Verificacao de Algumas Desigualdades

As desigualdade que usaremos agui bem como algumas estimativas, constam nos
apéndices A e B. Estas estimativas sao necessarias para podermos aplicar o Teorema do
Passo da Montanha. Em verdade, necessitamos delas para comprovar (4.29).
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R R
f g + el = / r® {Jul, |2 + lavl]* + 2au, }"3 e
g 0

R R R
< / relul [P a-ﬁﬂf Pl P (B 4 2)&/ r®lul Pl o+
o 0 0
R

/ realul |PTER R ,se kyelf+1,2]
0
2<B+2<3;
R
o] [ et s ) se 5 <64
R
f - a[u' 1842— kz[,L 1kz se ko€ (15_&_2)’
0
\ 1< B8+2<2.
De (3.38} temos que
i R 1/(8+2) L5e2)
/ réfug Py v < Clu,) (/ ra]vggm) = Clu,) (§+O(es@+2)) /77
0 0

e também que

(8+23/(8+1)

R R
/ refu PR LR < O u,) ([ |, {k1(5+2)/('@+1))
0 ¢
= Oluy) (S + Ofest+2)) FH2/E=D

para k1 = 3+ 1.
R N
/ (|l lon + Mo Pt < Clug)(S + O(estB2)) 2B+,
0

para 3 < 8+ 2.

R
| e < Ot
G -
= Cu)(S + O3B+ k/B+2)

para ks € (1,842}, 1 < 8+ 2 < 2. Finalmente,

R R R .

- 3 \ o ()

/ 7 (uy + ave )t 2/ rIud 4 aq\"’/ ruft.
0 0 0
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Agora, usando essas desigualdades juntamente com a hipétese {F1) e (3.50, pag.27},
temos que

() + D (aev) + Clug) (S + OesB+2)) 7
Clug) (S + O(esB+2))(B+2)/(8+1)
Cluo) (S + O(8B+2)))ka/(5+2)
(

i— (U’O a’e‘vﬁ) S
; ¢ ,1'3 é" 2 q( ’:’) } ELE

P
P

s{B+2) N {B+2)/(8+1)
Clu)(S +O0(e+2)) + {&”jﬁﬁjf e af54D,

+

Note que por {4.24), a. > 0. Pelo Teorema 4.10 concluimos para ¢ suficientemente
pequeno que

s(8+2)))(B+2)/(8+1) R
s o | SLASTEELIION Y

O que prova (4.29)

4.4 Algumas Propriedades da Constante A

Nesta secio, trataremos algumas questoes delicadas que envolvem a constante A(veja
Observagio 4.2}.

Foi provado em [58] que o problema (4.1} nio possui solucdo para A < 0{veja também
18], {34] e [53]). Definimos em (4.6) a funcdo

h(t) = CitP72 — ACt" — Ct?™)

e pedimos que A fosse tal que A(¢) possuise um maximo positivo para cada 0 < A < A,
Em (4.10) definimos o funcional

00) = g [ o L oo - [CRw, ws)
=522 ; 2 a4 Js Tl o(u i L, ‘

e pedimos que

1 1 ‘
00> — (g L) somstseen,
8+2 qlv)
Veja (4.8)-(4.14) para recordar essas defini¢des. Agora, defina a constante
| i 1
A = j i R 1)/ (v +B—a+d)
A__,sup{)\>0E uphit) >0, e 0>u1€z}&§ﬁ®(u)> (5{%2 qh‘,))s }

(4.47)
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para u € Xg.
Note que para cada A > 0, estamos definindo um funcional ®.
Provaremos o seguinte resultado:

Teorema 4.15 (i) Temnos que 0 < A < oo, ou seja, € finita.
(17) Existe uma solugdo fraca para A = A.

Observagao 4.16 Resultados de regularizacdo no caso de {ii), em geral é uma questio
bastante delicada. No caso do Laplaciano, foi provado que para dimensées N < 10 as
solugdes sdo cldssicas e, para N > 10 pertencem a W*P(Q) (Y WEP(Q) (veja [48]).

Observacao 4.17 Para o seguinte modelo de funcdo:
Flr,uw) = Ar%lu|"?u, (4.48)

onde k e o estdo em acorde com (H3), foi estudado para o operador Laplaciano por
Ambrosetti-Brezis-Cerami [3] e para o p-Laplaciano por Garcia-Peral [28] e [29]. No
caso do p-Laplaciano, eles encontraram as sequintes restrigoes sobre os erpoentes e a
constante A:

Para algum 0 < A, pequeno, o problema (4.1) possui duas solugdes positivas desde que
D<A<A,e

9
<p<3 e l<g<p, ou >3 e p>g>pt— ——.
5 <P g <p, P23 ep>q>p -

Eles ndo provaram se a constante A, era dtima, e tampouco, se era atingida.

Prova do Teorema:
{z) Pelos resultados das SecOes anteriores, sabemos que 0 < A. Assim, resta provar que
é finita.

A prova desse fato, serd por contradicdo e, denotaremos @ por ®,.

Suponha que A seja ilimitada. Entéo, existe uma sequéncia {uy, fnepw C Xg, onde
uy, € a solucdo associada a A, isto é,

(@ (un),wa) =0 e Dy (ua,) <O (4.49)

Além disso, que A, — +oc quando n — +oo. Agora, observe que pelo fato de
sup k(t) > 0(ou @y, (us,) < 0), temos que a sequéncia {u,, frnepv € limitada em Xz, Isso
t€lRy

segue-se de (4.11)-(4.13). Dali, existe uma constante R, > 0, tal que

R, Z Jlun, I

o [40) + An / Folr ua, Jua,. (4.50)

Entao, como estamos supondo que A, — +oc, pela hipdtese que sup i{t) > 0 e, lem-
telR
brando que

Rllusllxe) = Culiw 1557 = AnCallus, %, — Callus, 157, (4.51)
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temos que
lurli%p — 0, (4.52)

ou,

sup h(t) <0 para A suficientemente grande. (4.53)
teR

Mas (4.53) néo pode ocorrer. Portanto, pelos resultados de convergéncia de Brezis-Lieb
[12], veja também [42], obtemos que uy, — 0 em Xp. Pela defini¢do de A, e lembrando
que neste caso o funcional @, satisfaz a condicdo {PS),, concluimos

0> inf @,\n(u) == CI))M(U,)W) > @Anﬂ(mﬂﬂ) = inf <I>,\n+p(u)7 (454)

ucXp ueXg
para cada p. Portanto, fixando n, € IV, para cada n > n, teremos de (4.54) que

0> ‘ID,\% (u,\nc) = @)\n (’U,,\n) — 0 quando n — +o0. (455)

O que ¢é uma contradicio.
Segue-se que a constante A é finita.
(72) Seja (A )nenv C IR, uma sequéncia satisfazendo:

An €At <A e M, — AL (4.56)

Pelo Lema 4.3, usando o Principio Variacional de Ekeland [26], para cada A,, podemos
encontrar pontos criticos u, € Xg, tais que

®An (u‘)\n) = w]'en)g& (E/\n (’U’?)7 q))\'n (u}\n) < D € <@;n (’U’)‘n)’ u)\n> = O (4'5?)

Observe que
(PAn (UJ) = @Anﬂ»l (’UJ) = C@/\n (ut\n) =z (I)/\n+1 (un+1} Vn e IN. (458)

Como estamos supondo que @, (uy,) < 0 para cada n € IV, concluimos novamente pelo
Lema 4.3, que a sequéncia (u)_)nepv € limitada, isto é,

Eiu,)\n”XR g R} YV nn€ N
Dai, podemos extrair uma subsequéncia a qual vamos denotar por (ux, Jnep, tal que

Uy, —u em Xp,
uy, —ru em L]0, R]),
uy, (r) — u(r) qt.p. sobre (0, R),
An — AL

Entao,
(D) (ur,),v) — (@ {u),v) Vv € X (4.59)
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Isto é, u € solucdo fraca de (4.1) para A = A. Vamos mostrar agora, que
u Z 0.
Fixe n, € IN. Entéo, de (4.56)-{4.58), temos
0> @), (tn,) > Pa,(ur,) 2> Pa(un,). (4.60)
Usando (4.57), obtemos que

b 8 [ (g et s, — Fulr)). (461
g+2 gy Anllg(y) mf B2 AnjUrp e\ThUx, ) (=

P (UAn) = (

Como (k5 ~ E"(}%"")“) >0, e uy, — u em LI concluimos que &, é semicontinuo inferior-

mente. De (4.60) e (4.61), obtemos:

0> liminf @, (uy,) > liminf ®(uy,) > alu). (4.62)

i
e O T (0

Com isso, provamos que u 7 0.
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Capitulo 5

Introducao

Seja  um dominio limitado no RY com N > 3. Estamos interessados em resultados
de ndo existéncia, existéncia e multiplicidade de solu¢des para o problema

Ay = uNE 40l em O comlﬁfISKr%*v
u > 0 em 2, (5.1)
u o= 0 sobre €2,

e A € IR. No celebrado artigo de H. Brézis e L. Nirenberg [14], eles provaram que para
N > 4, o problema (5.1) possui solugdo paracada A >0e1 < g < “zw""“,\i’fé" e, 0 < A< A ()
quando ¢ = 1, onde A; = A,(Q) denota o primeiro autovalor do operador (—A, H}(Q)).
No caso N = 3 el < g < 3, eles provaram a existéncia de solugdo somente para
A > A" > 0 grande e, quando ¢ = 1 provaram a existéncia de solugio para A € (2, A1), e
nao existéncia caso contrario.

Diante das dificuldades que apareceram em dimensio 3, muitas questGes foram pon-
tuadas por Brézis-Nirenberg{veja pag. 471 em [14]). Comecemos, observande que neste
caso, o problema (5.1) torna-se :

—Au = P+ ! em O coml<g<3,
u > 0 em 2, (5.2)
v = 0 sobre Of).

Para dominios {) estritamente estrelados, além dos resultados mencionados acima, pro-
varam que existe um A, = A,(¢,2), tal que para A < A, o problema (5.2) nao possui
solucdo. Nestes resultados, nao foi esclarecido se A, = A" mesmo quando {2 for estrelado.
Quando g = 1 ¢  for uma bola, isto é, Q = Bp(0), eles mostraram que A" = A, = ghz7°.
Ainda no caso de {2 ser uma bola e em dimensao 3, computacionalmente foi sugerido gue:

(a) Se g = 3, existe um A, > 0 tal que

(7} para A > A, existe uma unica solucao de (5.2),

(i1) para A < A, ndo existe solugio de (5.2).

o
~1
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(b} Se 1 < ¢ < 3, existe um A, > 0 tal que

(1) para A > A, existem duas solugdes de (5.2},
(i1) para A = X, existe uma dnica solugdo de {(5.2),

{ii1) para A < A, nao existe solugdo de (5.2).

Em [4] esta conjectura foi demonstrada usando o shooting method. A motivagio para estu-
darmos novamente este problema, primeiramente foi o fato de encontrarmos uma soluciao
variacional e segundo, termos obtido algumas caracteristicas do funcional associado e
das solucdes do problema, as quais ainda nao haviam sido observadas e estac contidas
nos Teoremas abaixo. Para a prova destes Teoremas usaremos uma combinacao de uma
variante do Principio Variacional de Ekeland, devido a Ghoussoub [31], juntamente com
os resultados de Compacidade Global de Struwe [63].
Um outro topico que estudaremos, serd a desigualdade:

1Dullfzi0) 2 Sy flull 7 q + A (Dullfae), Yu € Hy(Q), (5.3)

para cada 1 < ¢ < N/(N ~ 2}, onde A; > 0 ¢ uma constante dependendo somente de g,
0 c RY(N > 3) um domfnio limitado, e Sy ¢ a constante étima de Sobolev na imersio
critica. Os fatos mais relevantes sobre A, sao:

Agl) Ag é Gtima, no sentido de que para qualquer constante Rq > A, a desigualdade (5.3)
nao é valida.

Ag2) A4 ndo € conhecida em geral, isto €, ndo é conhecida sua expressdo em termos de g
e £

A3} Nao é conhecido se existe u € HL(S2) realizando a igualdade em (5.3); isto é, nao
sabemos se A, € atingida.

No caso N = 3, a prova de (5.3} foi dada em [14], além disso, foi observado que, quando
Q=DBr(ljeqg=2 A= 5%;(0)’ Veja [13] para a prova do caso geral e generalizagdes.
O item A,2) na verdade é uma pergunta de Brézis-Lieb feita em [13].

Seja N > 3. Defina os funcionais

_1 12__i/a§2*m A Lo lgl -
=5 [ 10w = 5 [l = = [ (54)
oalw) = | DullZaey — Shullio gy = MlulZh g (5.5)
e as variedades
N={ueH, u),u) =0}, {5.6)

.
ot
=

—

M=qued w(u)rfluéwdxz@ ’
194



onde © > (0 é um numero pequeno independente de A. A escolha de O, serd feita nos
Lemas 6.1 e 6.4

Esta parte do trabalho estd organizada da seguinte forma:

No Capitulo 6 faremos um estudo do funcional ®, em relacao ao nivel critico %S%T".

No Capitulo 6 fizemos algumas estimativas e comentarios sobre resultados de nao
existéncia para o problema (5.2).

No Capitulo 8 calcularemos o valor da constante A, quando Q = Bg(0). Precisamente,
provaremos que:
Teorema 7.1 Seja Q@ C RY(N > 3) um dominio limitado. Entdo a constante A,(Q?) da
desiqualdade (5.5) possui o sequinte limite inferior:

C.m? 'V
“‘—q“‘“"““"“m“* , para 1 <g< v
észNfR V=

Aq(82) 2 Ag(Br(0)) =

=
cos“{—=mr}dr
onde Cy = S{ 2R 575

1
g
cos (2 7r) dr

€, UNR = medzda da 0(Br(0)).
Este Teorema responde em parte a pergunta A,2), no caso de Q@ = Bg{0).
No Capitulo 9 provaremos o seguinie resultado:
Teorema 9.1 Seja @ C RY(N > 3) um dominio limitado. Seja ®, : HL(Q) — R

o funcional definido em (5.4), para 1 < ¢ < 7

. para algum R > 0 tal gue volume(Q) = volume({Bg(0))

5 Entdo existe \* > 0, dependendo

somente de 0, tal que para todo A > A%, temos que $y € limitado superiormente sobre
M.
Ainda neste Capitulo calcularemos a constante A* do Teorema 9.1, quando Q2 = Br(0).
No Capitulo 10 obteremos os seguintes resultados:
Teorema 10.5 Seja Q C RY (N > 4) um dominio limitado. Paral < g < 55 eziste um
A > 0, tal gue o problema (5.1) possui pelo menos duas solugdes para todo O <A <AL
Se denotarmos por uy e vy estas solucées, teremos que

1 .
Py(un) < _vgf‘«ﬂ < &y (1a)-

Observe que o Teorema 10.5 vale para qualquer tipo de dominio limitado. Em
dominios contriteis, resultados de multipiicidade para este tipo de problema ndo sdo
conhecidos. Por outro lado, quando o dominio € n&o for contritil, O. Rey em [61] pro-
vou para dimensdes IV > 5, que existe um A > 0 tal que para cada 0 < A < A o problema
(5.2) possui uma Categoria de solugbes; isto é, a quantidade de solugdes estd relacionada
com a quantidade minima de partes contrateis que o dominio possa ser decomposto. Por
exemplo, se o dominio for um anel entdo podemos decompd-lo em duas partes. No caso
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N = 4, o mesmo resultado foi obtido por M. Lazzo em [41]. Com ¢ Teorema 10.10, com-
pletaremos o resultado de multiplicidade de solugdes para o problema (5.2) em dominios
Q ¢ RY(N > 3) contrateis ou nio. Note porém, que o nosso resultado difere dos
resultados obtidos em [61] e [41].
Brézis-Nirenberg [14] mostraram a existéncia de uma solugdo do problema (5.1}, desde
que
1 N/2 e
sup &, (tv,) < =8 (5.8)
£>0 N
para algum v, € H} (), v, # 0 e v, > 0. Entretanto, em dimensio 3 no caso 1 < ¢ < 3,
este resultado ficou incompleto, no sentido de que ndo ficou claro quando valia (5.8).
Mostraremos que existe um A, > 0, tal que para A, < A < A;(f2) existe v, nestas
condicoes quando Q = Bg(0).
Para N > 4, (5.8) é sempre valida.
Teorema 10.10 Seja Q C IR um dominio limitado. Para 1 < q < 3

1) existe A™ > 0, tal que pare cada N\* < A, o problema (5.'2) possui pelo menos uma
solucdo u € HY(Q), com ®y(u) > 5%,

i1) existe X = XN*(X*), tal que o problema (5.2) possui pelo menos duas solugies para
cada A™ < A

No caso de {2 ser uma bola, podemos dar uma descricdo melbor de A* e A™.
Teoream 10.11 Seju ) = Br{0) C IR® a bola de centro na origem e raio R. Entdo o
seguinte vale:

(a) Seg=3,
(z) para A > % eriste pelo menos uma solucdo de (5.2),
(b) Sel< g <3, existe 0 < A, = Aulg, R} < {‘%% tal que

(i) para A > A, existem pelo menos duas solugdes de (5.2},

(it) para A = X, existe pelo menos uma solugcdo de (5.2),

Resultados de unicidade de solucdo para o problema (5.2) quando g = 1, foram obtidos
por W-M. Ni [51] para V = 3. Para N > 3 veja Z. Liqun [44] e P. N. Srikanth [64]. Para
um resumo completo e generalizacdes sobre questdes de unicidade no caso ¢ = 1, veja
Adimurthi-Yadava {1].



Capitulo 6

Comportamento com Relacao ao
Nivel Critico

Considere a familia U, : @ — R", dada por
ny o(x)
Uelz) = ————7=,
{e+ |x?)7=
onde ¢ € CF(2), é tal que 0 < @(z) < 1e ¢(z) = 1 em uma vizinhanga da origem. Foi
provado por Brézis e Nirenberg em [14] que, para

Ue(x)
Ud L) == ==

=10

temos _—
ﬂﬁwm = L '
Lema 6.1 Para o funcdo v, definida acima, N >3 el <g < N* 7 57 temmos a seguinte
estimativa sobre a bola de centro zero e raic R: )
" B ol 1MN -
182l = 597972 - {O(V 0/ + O,

para cada 3 > 0.

Prova: Ainda pelas estimativas feitas por Brézis e Nirenberg em [14], temos que
Uiz = O™ =37%) + O(e).

Assim, fazendo a mudanca de varidveis para coordenadas polares resulta

, E lgla+l ) R Hlatl 1
) %lungi% :w/ = 1\, N2 A——l dT:QJf (t l ) ’V—l dr.lr
o {e+ryy7ler 0’ o (e+r2)5F Tain)
AN -1

R
w] - dr
0 (e+r2) T

61
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Observe que a primeira das duas tGltimas integrais acima e limitada, devido a escolha da
funcio ¢, isto é,

e+ 1) )

R Ligkl i _
,g,/ ((@5 - 21) rN o dr = O(1). (6.3)
0

Assim, dividiremos a segunda integral em duas para facilitar os célculos. Usando as
hipéteses sobre 0 expoente ¢ e o fato de que € < € + r? < 2¢, temos

€ £
Iy = / (e + Tg)“("\?"Z}(QH}/QT(N"U dr < e~ (V=2)lg=1)/2, N =1 g, (6.4)
- A
" = Clg’\gm(ﬂ"—2)(q%~1)/2_

Para calcular a segunda integral, escolba uma constante C{R) de modo que r? > C(R)r—
¢, parar € (e, R). Dai, e + 1> > C(R)r. Segue-se que:

R R
Iy = f (E+T2)—(1\’~2)(q+1),’2?,3w1 dr __<_ é(R) r.f\"»*l-(hf’-—ﬁ)(q-é—’i)/‘z dr
€

_ é(R)(éN-(NMQ)(q—é—l)/E — V= (N=D)g+1)/2),

(6.5)
Agora, juntando (6.3)-(6.5), obtemos que
i . N . A
: = O (N D1/ L (NN 1)/
U3 ( )+ ol )
Portanto, multiplicando 3'/? por u, obtemos o desejado. .

Observacgao 6.2 Com a estimativa obtida no Lema 6.1, podemos facilmente obter uma
estimativa da funcdo 5Y*u, para wm dominio Q, qualquer, limitado. De fato, desde que
0 € limitado, deve existir R > 0, tal que  C Br{0). Portanto,

f Iﬁl/.?uefqﬁ-l dr = f lengqu,—l dr m/ fﬁl/gﬂejq—ﬂ dr.
o Br(0) Br(ONQ

A ditima integral do lado direito acima, € de ordem O —2a+1/4),

Observacao 6.3 O lema seguinte possui uma diference fundamental com o anterior. A
estimativa que encontraremos, nao vele para ¢ = 1 e g = K%E Por este motivo, ndo
consegquiremos mostrar o existéncia de uma segunda solugdo para o probleme (5.2) nestes
casos. Em vista dos resultados de unicidade [{4], [64] e [51], podemos dizer que esta

estimativa € otima para g = 1.
Lema 6.4 Seja g, - [0, +o0) — IR dada por

0.t} = ®,[(8Y%u)t], (6.6)
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>
! i

com1<g<m

Entao, para € > 0 suficientemente pequeno existe t. g = tg > 0 tal
que

1w
glt5) > 5. (6.7
Prova: Desenvolvendo (6.6), obtermnos:

gelt) = (35«%0( {(N- 2)/2)) 55—"- 1420

g
- Aﬂ‘“”f?{o( (N=2){g=1)/1) 4 O(elN=(aDIN=2)/4} )}y, (6:8)

Como gc(t} — —oc, quando ¢t —> +o0, é razodvel pensar que {3 > 0 deve ser pe-
quenc. Por outro lado, (3%/2u,) deve ser ”grande®em norma. Assim, avaliando (6.8)

e

em t = {7', tentaremos resolver a desigualdade (O = O
O(E{N~(q+1>{f\”w2)/4})})

(85 + O(eN=-D/2)) 152 _ 15-N/N=2) _ ). 0, {(W-2a+1)/4) 4 O(IN—la=1(N-2/4))
< < ;%S‘]V/z‘
(6.9)
ou, multiplicando ambos os membros da desigualdade acima por %V =2) ¢ subtraindo,
teremos

%SA’/%SN/(N_@ - %52/(1\{“2) Lo /\ OB{(E(I\ —2) g+ 1)/4) + O(E{A {g+1}(N 2)/4;)}
O(B\ (V- ~2/2) < 0.
(6.10)
Agora, considere o polindmio f : {0, +oc) — IR dado por

N/
HEIE .S.__EgN/{Nwz) _ _*3:52/(1\-'—2) .

1
N 2

Resolvendo f'(3) = 0, encontramos

8=0, ou 8 =8 W-2/2

As raizes reais de f, se existirem podem ser obtidas, como 7S~ ~%/2 para algum v € IR.
Defina . . .
i) = FlmS~N-2y/2y = L N/v-2) _ 1 ayN-z L
{(v) = flv )= 57 57 5
Agora ¢ fcil ver que pelo menos uma raiz de h é v = 1. {No caso N = 3, obtemos que as
rajzes sio: v = 1(raiz dupla) e v = —1/2). Voltando a {6.10), e fazendo 8 = S~ (¥-2/2,
hasta verificar que

A= Op{ (V=A@ (AN DIN-20/41 L (N -2/2) < g, (6.11)
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para ¢ > 0 suficientemente pequeno. Mas isso € imediato, uma vez que estamos supondo

1 < N isto é
<4 (N —-2) o
(N—-2) (N-2)g+1 (N-1)
< : .
3 , <3 (6.12)
e para a segunda poténcia de ¢ com coeficiente positivo, temos
N+1) . IN=-2 1 N+ 2
( - ) on -t i(”)<( -2 (6.13)

O que prova o resultado. n



Capitulo 7

Sobre Resultados de Nao
Existéncia(N=3)

Neste Capitulo restringiremos o nosso estudo a dimensio 3(N = 3} e, @ = B;{0)
Comecaremos com o seguinte Lema:

funcional @y :

Lema 7.1 Seja ue como no Lema 6.1. Entdo temos as seguinfes estimativas para o
i) para g =1, temos

@A(Sl/éuf) =

R ; 3
3 %(%__A>Sﬂtﬂigﬁz(

1) para 1 < ¢ < 3, temos

_ g33/2 N (Cquﬁz by
3 H

- SN2 5
8 q+1)5w6126
+ Oe) - O™ 53 '

(I)/\ (Sl'mue)

ii1) pare ¢ = 3, temos

3/2 2

Lyrs - 26%}“ ! 4
Tt —/\)32”01;{42‘ 1 (w i Cf)(?“)d’f‘)m‘—
+ Ole) — O

, para ¢(r) = cos(3nr) e w =volume da esfera.
ST dr
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Prova: Pelas estimativas de Brézis-Nirenberg em [14] temos:

1
1Dl =5+ [l e (o [ joar) + 0

iéueHZ' =1 .
[Ueller = ULl 7% + O(e'4) = e73(0(1) + Ofe2)).

(7.4)

Para o nosso objetivo necessitaremos de uma estimativa mais fina do que a obtida no
Lema 6.1. Assim, mostraremos que

UL 72 (e3) se g = 1,
YT 1“((}‘#1) 1 {g4317 1 o
Well 7 < l]Uléle* T TI) sel < g <3, (7.5)
U2 575 (e) se g = 3,

Para demonstrarmos (7.5), basta observar de (7.4), que

e (o + 0(5%)) < (0w + 0(6%))“'1 < (o + O(G%))i (7.6)

ou, desenvolvendo obtemos:

O™ ) + O(e5™ ) + O(e=F) < = F (0(1) + O(e} < (77
<O ) + 0(e3™T) + O(F) + O(F ) + 02 )
Agora, note que
1 L o =3 > T L -
O T o 05 ) T 5 (omotehy)T (7.8)
> i = L T T+ ‘
- O{e'izg_l}%O(e%_i”f—l)%O(ei-g%:)—kO(e%“%ﬂ)%vO{eg””?é).
De (7.4} e observando que dadas constantes positivas A, B e C, tais que
A+B+C=2B+C = ! < !
ST A+B+C -~ B+C’
ap6s homogenizar as constantes, obtemos (7.5), isto €, note que
O vy = DU vy = S e oy = Oy = S (U412
HESHIRS B L2LRN) HY T p2s (mm)y 72 (lR" Tige- {RYY )
(7.9

Prosseguiremos agora, estimando a funcéo u, na norma de L9771, Assim, temos:

R i {q+:3' 1 i 1 _ - 9 ‘
e [0 ez (e ar s [ g
| t 0 (6+r2)@5‘ 0 0 (e~r~r2) p

(7.10)




De (6.4) e {6.5), temos

Lr2 o (e 4 r2)5 ! 2 (g+1)
: pq-}-} —_— — 3_._‘1'_‘__._} -
| T e =o| [ ) = () an

Agora, usando a estimativa (7.5) concluimos que

4

1

wilzet (v [ #0yar) + 00

0

se qg=1,

nr7 -2 o dird gl _ 1 1-q+1 gri_ i P ety
/ uf*l(x)d:c=4 ULl 287 (e : 2) w i ¢TTH ) dr %O(e T4 4)
/ B1{0) se 1l < g <3,

1
izt st (v [ o' ir) +0 (%)
0
L se g = 3.

(7.12)
De (7.4) e (7.12), avaliando ®,{S**u,) obtemos 1), i7) e i), tomando ¢(r) = cos{377) e
fazendo

: 1¢'(r)P dr = ay 3% (r) dr = TCont [ o d 7.13
; = ¢ (r)dr = 1 @ (r) dr, (7.13)
0 6 0

Observagio 7.2 De (7.1)-(7.8) resulta que tomando

2
Ay = %(qw)c o

temos que:

g3/2
seg=1eA <A, = §y (S 4u,) > T,

S§/2
sel<qg<3el<h, = 0,(SVu)>

53/2
seg=23¢e X <A, = 0, (5 4y, > 5
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Por outro lado,

3/2
seg=1¢el> A, = ) (SY ) < —,
53/2

sel<g<3ed>), =0,(5V%,) < ,
5372

SBQ'—‘—-‘S €A>)\o7 :?@,\(51/4’&5) < """'3—

Brézs-Nirenberg {14] provaram a existéncia de pelo menos wma solucdo para o problema
(5.2), desde que exista uma fungdo v, € HX (1), v, > 0, v, Z0 e

3/2
@,‘\ ('Uo) < 5—3"

(O nosso objetivo sera mostrar a existéneia de uma solugdo u, com

3/2

Portanto, uma segunda solugdo de (5.2).

Em [14] foi provado um resultado de ndo existéncia de solucdo para o problema (5.2)
mas somente para g = 1 e A < A,. Posteriormente, foi provado em [{], que eziste um
Ao > 0 tal que para cada A < X, €1 < g < 3 o problema (5.2) ndo possui solugdo e,

quando g = 3 temos A < A,. Os Nossos resultados sugerem que A\, = ?‘“2(?‘1)09,“.




Capitulo 8

Constante Otima

Este Capitulo serd devotado ao cdlculo da constante étima A; da designaldade

D2 > Sylfular + A(2) 2, (8.1)

para cada u € Hi () el < g < N‘r\ig(SN é a constante otima de Sobolev relativa a

dimensao). Faremos também uma estimativa para a constante A* do Teorema 9.1.
Provaremos o seguinte resultado:

Teorema 8.1 Seja 2 ¢ RY(N > 3) um dominio limitado. Entdo a constante 2,(§)) da
desigualdade (8.1) possui o seguinte limite inferior:

quz N

A(Q) = A (Br{0)) = pare 1< q< N

2—g 7

2 ki
4}% LJ.;}‘;’\;‘:R

& 1
/0 cosg(é-}%ﬁr) dr

R 1
(j£ cosq(ﬁmﬂ) d?‘)
e, wy g = medida da 0{Br(0)).

onde Cy = 577+ para algum R > 0 tal que volume(Q2) = volume(Bg{(0))

i
Prova: Seja R > 0 tal que o volume(Bgr(0}) = volume{{2}. Seja u* denotando o
rearranjamento decrescente de u. E conhecido em Poya-Szegd [57], ou [72], que, se
u e HHQ), entdo u* € H(Bg(0)) e vale

DU 72 p a0y < %[DUHZLQ(Q) e [ullreiBrioy = [1¥lizeey, paral < p < co. (8.2)
A desigualdade (8.1) para u* e Bg(0) é

[Du |72 > Swlfulfa + A(Br(0))]ju]|Ze- (8-3)
De (8.2) e (8.3), concluimos que

Ag(€2) 2 Ag(Br(0)). (8.4)

69
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Daqui por diante, nosso objetivo serd calcular o valor da constante A, (Bg(0)). Para isso,
teremos como objetivo mostrar que para A 2> A,{Br(0)) a desigualdade (8.1) nao é valida.
Para facilitar os nossos cdlculos, a menos de uma mudanca de varidveis, consideraremos
R = 1. Como nas secdes anteriores, usaremos a familia de funcdes U, para estimar A,.
Comecemos observando que

100 = [ (L 2 22U BT g

€+ r2)N-2 (€ 4 r2)N-1 (€ -+ 72)N
(8.5)

Para estimar {8.5) no caso N = 3 procede-se itengrando por partes o termo inter-
medidrio(veja {14]); no entanto, para N > 4 este caminho parece nio funcionar muito
bem. Assim, omitiremos ¢ caso N = 3. Para N > 4 em uma vizinhanca da origem,
temos que ¢'(r) < Cr. Isso juntamente com o fato que ¢(0) = 1, resulta

1 _ PN+ F2p N1
_f 0 N = 200)0) s o c/ + drmC[ dr
0

(G-LT'E) 6+?"2N1 €+T2A1
(e~+~r
=“) (wr?)“ =0 [
=0 7)) (
8.6)
Portanto,
1 [y 2 1 7 242
, W) (N —2)%¢%(r) ni o2
IDUJB = ¢ “M (jo (e vz’ ars . (exrhy dr (=)
se N > 4
(8.7}
Usando o fato que ¢(0) = 1 e ¢'{0) = 0, obtemos
A ' 2 (P = (e 412V 2)
T g d
/O (€+T2)]\ T dr !@ )W dr*/@ l¢'(r)] (e-&—r?)f\’ —3 T 55

_ | 2 O(e3) + O(e™"F") se N >4
W/o ;¢TJdT+{ Ofe) se N =3,

f W =2y o) 2 Q(T}r\*l dr =(N—-2)? /1 WTN% dr + (N — 2)? /1 (6%(r) — E)T.NH dr
0 Jo 0

(E + T‘Q)‘n’ € -+ T.E).f\ (6 - T?)]\;

vz , [T
— (N2 e — 5
€7 ( )fo CENEE dt + O(e "7

(8.9)
' + o tf\f"-i—l
Observando que ||DUL|12 = (N — 2}21;:1\,;1/ L di. combinando (8.7)-(8.9), ob-
0
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temos

N—2

npmﬁze—TWM/ & (F) 2 dr + O(e52) + 0(e})
|DUf2 =< se N >4, (8.10)

1
1DV +s | 8P dr + O(é), se N =
a

Veja [14] para a estimativa V = 3. Prosseguindo, temos

TS ¥ TS 1 Nl
iprouzt @ Nel g (6" = 1) N . r
Uella —JJN,ifU ”“*"““'—‘“"““*(E_{_rg)‘_\,—?" dmeN,lfo WT dr -+ w1 i mdr

=L+
(8.11)
Novamente pelo fato que ¢(0} = 1 e ¢'(0) = 0, obtemos
5| <C’f s dr = O ), (8.12)
wyg (€7 N Wi /“?“00 -
I = = e dt = <2 ———dt + O(1). (8.13)
= F ), arer R, e
Entdo temos: e s
WUellfor = Ol 7 )+ 0(c =)+ 0O(1)

= O F) +0(e7) (8.14)
)

= % (0(1)+O(¢).

Tomando f(t) = (1 + ‘15)337‘2 e fazendo sua expansfio préximo da origem, em particular,
para t == ¢ temos

Fle) = F(0) + f'(O)e + ple), (8.15)
onde p(e) < e. Usando esta expressdo teremos
Uiz = ¥ oW +oe)] (5.16)

tN——I

onde O(1) = [[h ]} = (vwn/ azo" dt) . Pelas estimativas (8.10) e (8.16),
o A
obtemos para a funcao u,. que

. 1
1DV + €y [ 16/ dr+0(e) se N 24,
|Du: = ) -
1DV + et [ 16 dr+0(e) se N =3
G
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Agora, procedendo de modo andlogo como acima, pela estimativa (8.16), obtemos que
2
q

E — “UEIE?‘;(I - b;' -2 O Ne(N-2g i t i g d
[ uEiELq - FL;— E!Q - “ G”LZ* (6 : ) + Wl JG)(T)I r
{4 2% 0

= |Uillpme T (O(e%*“‘r“”) +uh 1 (/1 ¢(r )iqdﬁ") ) (8.18)
= O(eh T ) + MUy R vl (/ |6(r |er)

Por fim, note que tomando ¢(r) = cos(57), temos

: o o [ewra L :
[ gora =5 ([ sorar) U/ :(()5 - ([ o)
|

(8.19)
Pelas estimativas {8.17)- (8 19}, avaliando (8.3) com a fun¢io w., teremos para A sufi-
cientemente préximo de Q‘?—
4“’1\ 1

S (ot m) >eFad (] 1l@(?)lqdr)io(e’%*%ﬁ)—mﬁ)‘ (8.0

Supondo que w%*— ndo seja o valor maximo para A em (8.1), ou seja, em (8.20}. Entao,
4“"J\’,1
agora para A > —‘2—”;——, mas suficientemente préximo, obtemos

1
4w 1

‘;é:mro

L C,7? L % 1 2.1 1 4 N N2
€ _1 (/ Fqé(r)lqdr) > €20, (/ ias(r)gwr) L 0(e7™77 )~ 0(e), (8.21)
- 0 i)

ou,
Cyr® RS A VR K_N-2 .
YR Ay | et fg lo(r)j%dr ) > O{es™ 7277 ) = Ole). (8.22)

Donde para ¢ > 0 suficientemente pequeno obtemos uma contradicdo. Portanto, vemos
que o valor maximo para A na desigualdade {8.22) é

L1

C,r?

Ag = . (8.23)
4w]‘{{,!1

]

O proximo Lema sera crucial na obtengdo de uma segunda solucao para o problema

(5.1).



Lema 8.2 Sejo Q@ um dominio limitado do RV (N > 3). Entdo existe uma constante
A* > 0 tal gque para A > A* a familia u, satisfaz

j\?
N —-2

o) <0 pare 1< g < (8.24)

Quando = Br(0}, temos que A* = %f(qw%«ﬂ 1)Cy41, onde Cyey € a mesma como no Lema
7.1.

Prova: Observe, que para A > X" devemos ter para a familia u., que @ (u.) > 0; isto é,

1Ducllz = Slluclfa + Mucl i (8-25)

La+l»

Como iremos trabalhar sobre a variedade de Nehari A, vamos mostrar que a menos de
um pardmetro limitado, podemos supor que a familia 4, € M. Para esse fim, defina a
funcao ¢ : [0, +o0) — R por

g(t) = (P} (fue), (tue)), (8.26)
onde U, é a mesma como nas secoes anteriores. Note que

g =0 e ) lim g¢(t) = —oc, (8.27)

e o G
e g(t) > 0 numa vizinhanga de 0. Portanto, existe ¢, > 0 tal que g(¢.) = 0. Observe que
a familia ¢, € limitada. De fato, de (8.26) e estimativas sobre a familia u,, temos

N=2

te < (Sy + O 7)1, (8.28)

Além disso, a familia u, satisfaz
@A(uf) < q’)\(teue)a (829)

entdo, a menos de um parametro, podemos supor que a familia U, pertence a variedade
de Nehari N'. Note que, de (8.28) esse pardmetro é limitado. As estimativas para um
dominio {2 geral, sdo:

lEDugé,ig = S%Klgﬂé""“z" < S+K1€{Am*w2)($§i_% 3

. N R 8.30
Hufl %‘;’i} = KQE(A—-Q)\( 41fW%} + O(E), ( )

onde K, ¢ K, s&o constantes. A tltima estimativa, pode ser deduzida do mesmo modo
como foi feito no caso N = 3 na demonstragido do Lema 7.1. Dal, teremos

{g

-3 1 0(e)), (8.31)

S+ Kye®W-205 -0 > g 4 MKt =2

ou ainda, |
(K1 — MK)eM 205 3) > O(e). (8.32)
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Como gueriamos.
Para estimar-mos A* no caso de {2 = Bg(0), é suficiente recordar as estimativas (7.12),
(8.17) e avaliar o funcional ¢, com a fungéo (S}\;/Alu-e)(onde Sn é a constante otima de

Sobolev em relagao a dimensdo); isto €,
i

f - éﬁgc;
Ay u) = TR Sy g | ¢ dr+0(9
0
1
V=2 “m%)é%[; —2 5% A g+l g (N-2)(zti Ly
€ &2 PEReY; Wh @ d O 42
Wil Sy gm0 dr (61 ) (8.33)
< (N-2( 2 Ly s -2 3 7"20@“ A b1
> € ¢ ”b1§§L2*Sj\r 5 — 1 W1 @ dr
1 1 q—+_ 0
‘?"O(E) — O(g(hm?}(%"——g))

sz opss w2 .
Dai é facil ver que para A > _\ﬂ,%)_%m temos que @A(Sjg(éue) < 0 para ¢ > 0 suficiente-
N

mente pequeno.



Capitulo 9
Limitagao de o)

Este Capitulo serd devotado a prova de um limite para o parametro A. Como con-
clusio imediata do Teorema que iremos provar, obtemos que o conjunto M é limitado.
Provaremos ¢ seguinte resultado.

Teorema 9.1 Seja Q@ € RY(N > 3) um dominio limitado. Seja @ : H{Q)) — R

!

o funcional definide em (5.4), para 1 < g < N5 Entdo existe A* > 0, dependendo
somente de Q, tal que para todo A > X* $, € limitado sobre M.

Prova: O argumento serd por contradigao. Primeiro, dos Lemas 6.4 e 8.2, concluimos
que M Z §; isto é, existem funcOes u € N tais que ,(u) < 0. Suponha que o funcional
@, definido em (5.4) é ilimitado superiormente sobre AM. Portanto, deve existir uma

1.6
-l g

sequéncia {Upjney C M, com u, —F 400, tal que ®,(u,) — +oc. Observemos que
llunls. — +o0 ¥ ne V. (9.1)
De fato, suponha que nio. Entdo devem existir constantes C; > 0 e Cy > (0, tais que
luals < €1 Nl < G ¥n€ IV, (9.2)

Como (P {un}, un} = 0, isto é,

[9 | Dug}? — /Q [ual* = A [l a7 = 0, (9.3)

De {9.2) e (9.3) conclufmos que (u,} é limitada. Contradigio!
Novamente, por (9.3) e a hipdtese sobre o funcional p,, temos:

02 galun) = llunllfar — SlunllZs-. (9.4)

Note que para n € IV suficientemente grande, o lado direito em (9.4) é positivo. Con-
tradicao! A conclusio da prova, segue-se. u

=]
a3
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Observacao 9.2 No caso de dominios estrelados € bem conhecido que existe um A > 0,
tal que para A < A", o problema (5.1) ndo possui solugdo. E nesse caso, de fato eriste
um pardmetro de limitacdo. Em dominios gerais, pode ndo eristir tal pardmetro, pois
nesse caso recorremos somente ao Lema 8.2. F ndo sabemos se existe uma desigualdade
do tipo wx(u) > 0, para toda u € H}().



Capitulo 10

Uma Segunda Solucao Positiva

Neste Capitulo, mostraremos a existéncia de uma segunda solucdo para o problema
(5.2) na classe

. 10 ‘ U/i(u) = (@'AAT(U)H> =0, @A,+(U) <0
MEQ )’ e, Un(u) = —S"jf—)fg(u*)m <-©<0 (10.1)

para algum © pequeno, e

0r0) = [ (HDuP - 2w - 5. (10.2)
one () = 1Dl — ST — M2, (10.3)

onde u* = max{u, 0}.

Observagao 10.1 A constante @ acima, pode ser escolhide independentemente de A.
De fato, pelos Lemas 6.1, 8.2 e estimativa (6.11) vemos gue existe u € M. Além disso,
pelo Capitulo anterior temos que M € limitade.

Usaremos nesse Capitulo, uma versao da condi¢do (PS), introduzida por Ghoussoub em
1311

Definicao 10.2 Diremos que o funcional @ verifice ¢ condicdo de Palais-Smale no nivel
¢ e prézmime ao conjunto F C X (abreviadamente, (PS)r.), se qualquer sequéncia (zn)n
em X (esp. Banach) verificando lim ®,(z,) =c, lm {|®\(z,)lx- =0c¢

Tt OO 1o - O

lim dist(z,, F} =0, possui uma subsequéncia convergente.

R0

Iremos verificar uma série de condigdes sobre os funcionais ¢, ¢, + e ¥, definidos acima.
Essas condicoes estdo contidas no resultado abstrato que serd provado adiante.

i
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Teorema 10.3 Seja &, wn funcional coercivo e limitado inferiormente no conjunto M.
Suponha que (¢ (u}, u) + (&) 4 (u),u) + (Wglu), u) # 0 para qualquer v € M e que para
qualquer sequéncia (Up)new C M que seja minimizante para @ sobre M, temos que
(6 (e mers, (7o () Ineay @ () newy sio limitadas om H-H(Q) e

}Jﬂf}i (1 (un), un) + (&) (), un) + (€5 (un), un)| > 0.

Entdo, pora quelquer sequéncia minimizante {tn)new pare ®y sobre M, eziste uma
sequéncia (Un)nemw € M tal que:

(i) ®alun) < Palvn),

(i1) nmli}@oo lun — vnllgie) =0,

(i) lim || @3 (un)m-1(0) = 0.
Em particular, se © verifica (PS)a. onde ¢ = inf $,(M), entdo
Ke={uec H,(Q) | ®r(v) =c e Pi{u) =0} #0.
Para provar esse Teorema, necessitamos do Lema seguinte.

Lema 10.4 Seja @, € CYH,R) definido em um espaco de Hibert H e seja F um
subconjunto de H wverificando a sequinte propriedade:

P) Para cada u € F com @) (u) # 0, eziste, para € > 0 suficientemente pequeno,
uma funcdo s, @ Be(0) — IR diferencidvel no sentido de Fréchet tal que, pondo

=g "(pf() ar e, temo
““”‘“(1@<n01}a°555’t :

(0) =1 o maﬁtaﬁw%)ep

Se @, ¢ limitado inferiormente sobre F. entdo pare cada sequéncia minimizante
(Vp)nery C F para @, existe (uplnew C F tal que

Dy (un) < Oalvyn) , hm Jlun —wa]f =0 e

7 e

193 (un )] < 1(1+ [lnli] £, (0)]) + [te, (O} H{®5 () ). (10.4)

Para a prova desse Lema, veja [[31], pag. 6.
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Prova do Teorema 10.3: A prova consiste em verificar as hipéteses do Lema 10.4
para a variedade M = F. Entdo, fixe u € M e defina
G :RxH}(Q) - R®
(5, w) — G{s,w) = (U1 (slu —w)), eas{s(u—w)), o(s(u—w))).

(10.5)
Observe que

G(1,0) = (0, pas(u) vau) ) e GL(1,0) #0.

Aplicando o Teorema da funcdo Implicita no ponto (1,0), obtemos para ¢ > 0 suficiente-
mente pequeno, que existe uma fungio diferencidvel

sut Be(0) C Hy () — R,
tal que
(i) 5u(0) = 1, su(w)(u = w) € M, para w € Be(0),
(W1 (u), w) + {2 (), w) + (¥h{u), w)
(i{w), u) + {4, (u), u) + (Wh(u),w) |

Para a verificagio de (i), basta observar que pelo Teorema da Fun¢do Implicita G(s,(w), w) =
(0, was(u), ¥olu} } para w € B.(0). Para verificar (i1}, note que a diferencial de G no
ponto (s,(v}),v), com v € B.(0) é

(0,0,0) = (G'(s(v),v), (w,w,w)) = (a,(v,w), by(v,w), d,(v,w)) € ]R3,

(ii) <3;(0) 'LU) =

onde
ay(v,w) = {dy(su(v)(v — v)), w){s,(v), w) — (P (su(v){u —v)),w)
6u(bw) = (&93\-}~(3u(v)(u - 'b) ,’LU)(S;(U),’LU} - ( f)\ ( (L)(u - U))“")
du(v,w) = (@(su(v)(u = ), wh(s,(v), w) — (W) (54(v) (u — v)), w)

para cada w € B.(0). Desde que (G'(s(v),v), (w,w)) = 0 para cada v. w € B.(0), em

particular para v = 0. Assim, a e b torname-se:

ay(0,w) = (¥ {u), u)(s,(0), w) — (¥ (u), w)
bu(eu’) - (“7‘9’)\,-&(“):“) (’S;(O 7w> - (WA-,-F(U)*. ZU>
dul010) = (h), ) (5 (0), w) — (¥ (), ),

podemos entdo, somar as coordenadas e um calculo simples obtemos (#7). Assim, temos
verificado as hipéteses do Lema 10.4. Entéo, para concluirmos a demonstragéao, aplicando
a conclusdo do Lema 10.4, falta apenas verificar que a sequéncia (£,(0)},epv € limitada.
Mas isso € uma consequéncia de M ser limitada. De fato, desde que a sequéncia (Un)nen
¢ limitada, pela defini¢do de £,{¢), temos que

P (un)
_ @ (un) || -10
{u )!?Hw‘-(m (4 (un), Un) + <‘:”A-~(u'ﬁ) tUn) 4 (W5 (Un), Un)

(@i {un) + 25, (un) + ()

60 = (5L, 0 7
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Pelas nossas hipGteses scbre os funcionais ®5, 11, ¢a 4, s e a variedade M, concluimos
de (10.4) que || D) (un)llzr-100) —> 0 N

Brézis e Nirenberg em [14] mostraram a existéncia de um numero X > 0, tal que
para cada A > A > 0 existe uma solugdo u; para o problema (5.2), com energia
@\ (un) < =57, Pelas nossas estimativas, podemos tomar A = \,, desde que Q = Bg(0).
Obteremos uma solugao vy para A > A* > A, > 0, com energia ®,(vs) > £5%2. Por-
tanto, uma segunda solu¢do. Mais precisamente, temos:

Teorema 10.5 Seja Q C RN (N > 4) um dominic limitado. Para

1
I v

eziste um A* > 0, tal que o problema (5.2} possui pelo menos duas solugdes para todo
0 < A* < A Com as mesmas hipdteses, quando N = 3, para cada A > X* existe uma
solugio u do problema (5.2), com ®5(u) > 1552,

Prova: A existéncia do A* é assegurada pelo Teorema 9.1, o qual foi demonstrado no
Capitulo 9. Note porém, que o A* obtido pelo Teorema 9.1 pode néo ser 6timo. Por outro
lado, se @ = B,(0), o Lema 8.2 nos diz que nesse caso serd 6tima. Para a existéncia de
uma solucdo, veja a Observacdo 7.2 e comentdrios acima. Agora, note que pelo Lema 6.4,
existen funcées w € HX{Q), tais que ®, . (w) > £S5/, Para provar o Teorema 10.5,
necessitamos apenas verificar as hipétese do Teorema 10.3. Porém, em algumas situacdes
nao poderemos concluir gue o subconjunto K, # 0, mas concluiremos que o funcional
@, possui um ponto critico u, com energia @, . (u) > LS*/2. Portanto, uma solugao
diferente da obtida pelo Passo da Montanha.

Desde que M é limitada, para obtermos a segunda solucdo poderfamos maximizar o
funcional @, . sobre a variedade M, mas, por comodidade iremos minimizar o funcional
(—~®, ) sobre M.

Daqui por diante, dividiremos a prova em Afirmacoes.

Afirmacao 10.6 —®, . € limitado sobre M.

A limitacao segue-se do Teorema 9.1. Mas, daremos outra prova aqui. Suponha que
—®, . seja ilimitado superiormente sobre M. Entéo, deve existir uma sequéncia (u,) C
M, tal que

—®, . (up) — +oc e || Duglli: — +oc quando n — +o0.
Mas nesse caso, temos
112

(f’}/\,~§-(un) = %iun,ﬂé[ﬁ* - S“’U’nu“f““i?' >0,

para n suficientemente grande. O que é uma contradicao.
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Afirmacao 10.7 (v (u), u) + (@) . {u), u) + (¥ (u), u) < 0 para todo u € M.

De fato, temos
(¥ (u), w) = 2| Dufl; = 2°|[ulid — Mg+ 1)[Julli].

Como ¢ (u) = 0, obtemos

4

(Wiw)u) = - llullz + 1 - gAllullfz; <0 (10.6)
Lembrando que ¢ > 1, temos
(254 (u),u) = a1 (w) + [ Dulls — Sllul- — gAllullgl; <0 (10.7)
Para u € M, temos
(Whlu)w) = (1 - Ml < -6 < 0. (10.8)

Agora, juntando (10.6)-(10.8) provamos a aﬁrma.gao.
Afirmacgao 10.8 Se (un)nenw € uma sequéncia minimizante parg ~®, . em M, entdo

lin inf ({04 (1n), un) + {2 (1), ) + (0 (2se), )| > 0.

Foi observado inicialmente que existem fun¢des w € H}(Q) tais que @, 5 (w) > 52,
Entdo, para algum © > 0 existem funcgdes w tais que ¢o{w) < —O, isto é, M # 0.
Em particular, existem w € M tais que —®, . (w) < -—~SM ¢ < 0. Agora, desde que
M é limitada, podemos supor que (Uy)nemw € uniformememe limitada. Além disso, deve
satisfazer também, para alguma subsequéncia e u € H, (),

Hi Lo+l
Up — U € Up —F U

Dal, temos
Wolun) — ¥2(u} £ -0 < 0.

Agora, usando que (P {un), un) =0, (10.6)-(10.8), teremos
. ! (7 4 A -+ e
(1 (), )+ (P (), ) ) <~ [ 22 (1= 23 < ~20 < 0

Afirmacao 10.9 Sejo (un)new uma sequéncia minimizante para —®, .+ sobre a varie-
dade M. Entdo, existe u € M ponto critico para —®, ., tal que u, — u. Além disso,
—‘I’A,+(U) < ”"“?I?SN/Q'

Defina
wg¢= inf {~®,  (w)}.

wEM
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Jé sabemos que —c é finito. Em vista das Afirmacoes anteriores, podemos usar o Teorema
10.3, para concluirmos que (Up Jnepw C M € tal que

=@y (un) — —c,
—®, (u,) — 0 em H'(Q).

p e - . 0} .
Como {n)nery € limitada, existe v € H(€2), tal que u, — u. Assim,

<(_®A,+};(un)r U) = / ((uz)zmzugﬁ + )‘(uz)QM1u;;U - Dun ’ Dt)
2

0= {((=®s)(u),v)= /Q (™) u o + AMu)'w™v — Du- Dv).

Desde que esta dltima igualdade vale para toda v € H{(), temos que u € M, e
—&, . {u) > ~c. Note que olu} < -0 < 0, isto é, u, # 0. Agora, pelo principio
do méximo de Hopf concluimos que u > 0 sobre . Entdo a sequéncia {(un)nemw é posi-
tiva, isto é, u, > 0 sobre .

Por um resultado de Struwe [65](veja também Willem[[71], pag.129]), temos

m

Oy () — By fu) + Y O(U) =c (10.9)

=1
com U; > 0 sobre RY, pontos criticos do funcional ®. associado a equacio
—AU; = U7 7 no RY. Dai, é imediato que

B} 1
@oo(bj‘) = ESA/Q'

Suponhamos que ¢ = k+S5"/? para algum inteiro 1 < k£ < m(a desigualdade é estrita
devido ao Lema 6.4). Por (10.9) e @, (U;) = +5"/%, mais o fato de que u > 0, concluimos
que

1
By ofu) = komg\j;S]\'@ .k, > 1 inteiro.

Agora, suponha que ¢ € (£5V/2 19N/} parg algum inteiro k£ > 1. Temos pelo Lema
de Brézis-Lieb [13] que

Dy (un) = Oxlu) + @y (un —u) +o(1), (10.10)
1 (D ’

Dy (un) = B (u) + P, _(un —u) + ¢n sobre H7HQ,
onde ¢,{v) — 0 para cada v € H}(Q). Como @, _(u) = 0, temos

@ (up) =¥ (u, —u) + 0, sobre HHQ).
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Resulta, novamente de (10.9) e das observacdes acima que

m-+1—k

ko n
@ b n — b '—SA’ '!2
at(Un — u) -0 ST

GN/2
= (10.11)
QY (un —u) — 0,

onde & < m. Note que & > 0, pois &, .{u) > 0. Basta observar que sobre M, temos

— 1 2 q— 1 pogel

(1))\,4.(?1,) = EHu !2* - Am%;ﬂf]{éwi > (. (1012)
Se ocorrer a igualdade, isto é, k = m. Por um resultado de Brézis-Nirenberg [14], sabemos
que @, . verifica a condigo {PS).(cldssica), para cada ¢ € (0, £57/%). Assim, de (10.11)
deve existir w € H{Q), tal que

3

Ug — U — W,

Como u, — u — 0, concluimos que w = 0, e nesse caso, u, — u em H1(Q), ou seja,
u e M com @, (u) = ce ® (u) =0. Porém, se k < m temos que () > %52
Portanto, temos provado que

1
Oy o (u) > R;SMQ e @) (u)=0.

Isso conclul a prova do Teorema 10.5.

Teorema 10.10 Seja Q C IR? um dominio limitado. Para 1 < q <3

i) eriste A* > 0, tal que para cade A < A, o problema {5.2) possui pelo menos uma
solucio w € HHQ), com ®y(u) > 157,

i) eziste A = A™(A*), tal que o problema (5.2) possui pelo menos duas solucoes para
cada A™ < Al

Prova:

i) Segue-se do Teorema 10.5.

i1) Brézis-Nirenberg provaram gue existe um A > 0, tal que para cada A > X, existe uma
solucdo u do problema (5.2), com

B, (u) < %33/2_

Tomando )
A" = max{\", A},

o resultado segue-se como no item ¢).
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Teorema 10.11 Seja 2 = Bg{(0) C I?? a bola de centro na origem e raio R. Entdo o
sequinte vale:

(a) Se ¢ =3, existe um X, > 0 tal gue
(i) para A > A, existe pelo menos uma solucdo de {5.2),
(b) Se 1< qg< 3, existe 0 < X, = Ao(q) tal que

(1) para A > X, existem pelo menos duas solugées de (5.2),

(72) para A = A, eziste pelo menos uma solu¢do de (5.2),

Prova:
a) Se ¢ = 3, pelo Lema 7.1 o resultado segue.

Observacao 10.12 Neste caso, nao poderemos assegurar o existéncia de pelo menos
duas soluc¢ées, devido a estimativa (6.7) e a desigualdade

[Dullgy = Shull7a + AgllullZe
pare u € HI(Q), ndo valerem para g = 3.

b) Se 1 < ¢ < 3, 0o mesmo como no item ), mas agora vale a estimativa (6.7). Em
virtude do Teorema 10.5 e Lema 8.2,

i) teremos pelo menos duas solucdes se 0 < A, < A.

ii) Para A, = A, existe pelo menos uma solugio.



Apéndice A

Vamos provar as estimativas (3.38) e (3.39), com v, definida em (3.37). Os valores de
m, n e s foram definidos em (2.2} e (2.3). Como em {3.36), estimando a fungéo u,
teremaos:

R
I, = / re |92 dp = @ GO/ BTrE2-0) 1 g(1) (4.1)
0

ondea=a—(8+2){m+n)/m+1;
R
I, = f P ue 4 dr = SO/ BFH2-a) (1) {A.2)
0

onde b = v — ”;EQ’(’Y) 4 1

R 0(e") +0(1) . n <0
I, 2f a2 dr = & Ofine)) +0{1), =0 (43)
0 0(1) , n>0
onden=1—2(8+2)+1. e
I _ Rraiv,|ﬁ+2 dr = SUr+L/(G+y+2-0) 4 0(63(5%2)) (4 4)
(1) B+2/Gl0 ¢ B ’ o
De fato,
R Rg
I = [ Tafuilﬁ*’? dr = !6315+2Ta+(n—1)(3+2)(6n + Tn)m(m+1)(£+2)/m dr
0 ' 0 m
2R
-é—/ relul (r)|P 2 dr
Rg

De (2.2) e (2.3) temos que

;5ﬁ,;5+2 /Oc Ta+(n—1)(ﬁ+2)(€n + T”fi)—(mﬂ)(ﬁfz)/m dr = ¢ 51/ (By+2-a)
- m Jo
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obtemos,
2R
I = 2SO+ 1)/(B+v+2-a) ~:-—/ r&ul P42 dr
oc Ro
___’é_n_i,é’wlwz T&+(nm1}(;’3+2}(en 4 rn)»(m%—l)(ﬁ%—?}/m dr
m-

Ry
= @SN/ (B+rt2-a) o O(1)
onde a =« — (8 + 2)(m +n)/m -+ 1. Observe que as integrais
2Ry o0
/ r“lu’e[’%? dr . / 7,.0:+(n-1}{;3-1~2} (5” + ?,,n)—-(m—%l)(ﬂ“é*?}/m dr
Ra ' IR ‘

sao finitas. De fato, a primeira delas, se trata de uma integracido sobre um intervalo
limitado; a segunda € um pouco mais delicada. Vejamos:

o (s ]
/ pas(n=1)(B+2) (gn | gy =t LB/ g / e/ (841} g
Rg Ro

Para obter o expoente na tdltima integral. note que

a+(nm})(5+2)%%(mﬁml)(ﬁméﬂ)x a—;—i—(m—i—n)(ﬁ%—?)xa—-ﬁ—f(ﬁ—i—@
NV _
= (X(5+1",‘3“2)mw Q(ﬁ“%#l)‘( 1

pois a — d — 1 > 0. Donde resulta que a integral é limitada.

Observagao A.1l Essa limitagcdo que comentamos acima, so € vilida no caso radial, e
ela € fundamental nos resultados aqui obtidos. Por esse motivo, Garcia e Peral em [29]
nao obliveram um resultado completo para o p-Laplaciano.

Agora, como

oo o0 F
B / (" + )= I G = |5§q(~r}/ (Dyrer=somimy o (Dymy-aGlim gy
0 ' 0. € €
ey [ ermatmimet () g ) gy g2
0
onde b= v — g(v)n/m + 1. Assim, temos que
(jz)(ﬁ-i—?)/Q(?) = M8+ /qly) qUB+2Y/ gy (v +11/ (By+2-a) Ole). {A.5)

Ry
ITI — 162342‘/ TI(En - Tn)m(5~;i~2)/m dr + O(l)
0

se <0, temos [ + 1 < 2(8+ 2) e nesse caso,

~iB42 = (E)l€l~n(5+2)fm [—n{8+2)/m~+11 21842 = { ny—{8+2)/m
L= ¢ TRy dr + O(1) = ™™ il (1 +t") T
o T+ (DM m 0

%—O(l) — El“n{ﬁ—g)/m+1§6iﬁ+2/ tlw(,@—fzjffm At = O(Eﬂ) -+ O(l)
0
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sen =0,

,rn{[i‘ +2y/m—~1

8+2 fo r’ a2 [T
. YR : — 1al8+
L= ¢ /O e A+ 0 =1d /G e 4+ O0)

|&]P+2 ————n(é’i"gz)m In(e® +r%)|8 + O(1)
~1B+ 8 n ™ n 2184 g+
= |&P 2_(%%(111(5 + R}) —In(e™)) +0O(1) = [c[3=2(5f2_23n) In el + O(1).

se n > 0, temos

A+2 fo !

Ro/e
— C€i~n(5+2}/m—§-1 o/ 2 df+O(1)
. (I FyEem

Ro/e
< CenBi)/mtl / gl 0/m e L 0(1) = C
- 0 (1)= l~n(6-§-2)/m+1+

Rl n{A+2)/m+1

o(1).

Estimando a funcio v, dada em (3.37), obtemos

1

W = lamblB+2)/a(v)) U842}/ e+ D/ (B+7+2-0)) L O (¢ —U(E+2)/a0)) = S+ Oe s(5+2))
Iy)v gl

onde s fol definido em {2.2). De (A.53) e das estimativas sobre I, temos:

1

W@ = O | se n <0 (quando N > 5),
Iy s(8+2) )
(Tg)(_ﬁm =0l lnel}, se =0 (quando N =4),
I ) ?
W = O0(e®*?)}y | se n>0 (quando N = 3).

Assim, obtemos as estimativas (3.38) e (3.39).



Apéndice B

No Capitulo 4.3, usamos as seguintes desigualdades numéricas:
(B1} Se 2 < 8+ 2 < 3, entdo dado &y € [F+ 1, 2], existe uma constante C tal que
(1412 +2tcos )22 <1 44577 L (5 + 2)tcosf + CtF
para ¢ > 0, uniformemente em 6.
(B2) Se 3 < 8+ 2, entdo existe uma constante C tal que
(1+12 4 2tcos ) P32 < 1 4 4742 L (5 + D)tcosf + O + tE+1)
para t > 0, uniformemente em €.
(B3) Sel< fS+2<2ek;€(1,5+2), existe uma constante C tal que
(141> +2tcos®)PD/2 <1497 L (B 4 2)tcos§ + Ct™

para t > 0, uniformemente em 6.
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