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RESUMO 

Os objetos fundamentais deste trabalho são as hiper
superfícies de G-cohomogeneidade 1 do espaço euclidia
no, isto é, as imersões isométricas 

onde M é uma variedade riemanniana sobre a qual a
ge um subgrupo G C Iso(M) com órbitas principais de 
codimensão 1 em M. 

Estes objetos são estudados com dois objetivos mai
ores: o primeiro, dentro do capítulo 3, é determinar a 
topologia de M, a partir do conhecimento do sinal da 
curvatura das órbitas principais do grupo G; o segundo 
consiste em determinar a forma geométrica sob a qual M 
pode ser posta no IR.n+l, supondo que as órbitas principais 
de G são subvariedades umbílicas de M, o que compõe o 
capítulo 4. 
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Seja 1v1n uma variedade riemanniana n-dimensional, conexa e de: classe c=. lv! 
é dita Iwmogenea quando, para pontos p e q, arbitrariamente escolhidos em M, existe 
uma isometria g de M tal que g(p) = q. Equivalentemente, M é homogênea se seu 
grnpo de isometrias, Iso( M), atua transitivamente sobre M. 

Um problema bastante relevante em Geometria Diferencial é aquele que consiste 
em se obter informações topólogicas ou geométricas, sobre uma variedade riemannia
na, sob a hipótese de que esta admita uma imersão isométrica, com codimensão baixa, 
em algum espaço de curvatura constante. 

Nessa direção, no que tange às variedades riemannianas homogêneas, destaca
mos um teorema, descoberto por S. Kobayashi (veja [Koba]), o qual descreve com
pletamente as hipersuperfícies compactas e homogêneas do espaço euclidiano IR.n+l. 

(A notação Mn?. 2 é introduzida no capítulo 2 e significa que n, a dimensão de M, é 
maior do que ou igual a 2.) 

KOBAYASHI 
TEOREMA 

Seja f : Mn?. 2 -----+ JR.n+l uma imersão isométrica de uma variedade 
compacta e homogênea. Então, f ( M) coincide com uma esfera. 

PosteriormentE' ao teorema de Kobayashi, foram obtidos outros resultados que 
o generalizaram. O primeiro deles, sem a hipótese da compacidade de M, é devido a 
T. Nagano e T. Takahashi, ([NaTa]) e seu conteúdo é o seguinte. 

N AGANO- TAKAHASHI 
TEOREMA 

Seja f : Mn?. 3 -----+ JR.n+l uma imersão isométrica de urna 
variedade homogênea. Se existe p E M, onde o posto da 
segunda forma fundamental da imersão é maior que 2, 

entã.o .tv1 é isométrica ao produto de uma esfera com um espaço euclidiano. 

Ainda dentro desse contexto, P. Ryan, em [Ryan], atacou o problema das hiper
superfícies homogêneas sob um aspecto mais geral: além de não supor M compacta, 
o espaço ambiente para a imersão podia ser um forma espacial simplesmente conexa, 
isto é, o espaço euclidiano, a esfera euclidiana ou o espaço hiperbólico. Nesse trabalho, 
P. Ryan obtém descrições locais das hipersuperfícies homogêneas da esfera e do espaço 
hiperbólico. além de re-obter o teorema de Nagano e Takahashi. 

No estudo das ações induzidas por subgrupos do grupo de isometrias de urna 
variedade riernanniana A1, uma generalização natural do conceito de homogeneidade 
é o de G-cohomogeneidade k, onde G C Iso(M): M é dita de G-cohornogeneidade k se 
a codimensão de uma órbita principal da ação de G sobre M é k. Convém observar 
que, relativamente a este novo conceito, a homogeneidade de uma variedade M se 
traduz como G-cohomogeneidade O. 

Assim, as variedades riemannianas de G-cohomogeneidade 1 são os objetos 
mais próximos das variedades homogêneas e, portanto, todos aqueles problemas já 
atacados, quando do caso homogêneo, voltam a despertar interesse nesse sentido de 
generalização. 
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Estudos sobre as variedades de G-cohomogeneidade 1 têm sido feitos, já há 
algum tempo. Um dos mais importantes, dentro do aspecto topológico, foi feito por 
P. Mostert. em [Most] (1956), onde ele descreve algumas relações entre as órbitas 
principais e a variedade M. Ainda nesse artigo, Mostert descreve as variedades de 
G-cohomogeneidade 1, em dimensões dois e três. Dentro do capítulo 2, na seção 2.3, 
fazemos uma breve exposição de alguns desses resultados. 

Mais recentemente, mais precisamente a partir de 1989, A. V. Alekseevsk e 
D. V. Alekseevsk produziram vários artigos tratando das variedades de G-cohomo
geneidade 1, dentre os quais destacamos [AlAl] e [Alek], onde tais variedades são 
classificadas a partir de propriedades das geodésicas normais. 

Voltemos ao tema das hipersuperfícies, agora com a atenção voltada para as hi
persuperfícies G-cohomogeneidade 1, isto é, as imersões isométricas f : Mn ~ JR.n+I, 
onde lvf é uma variedade de G-cohomogeneidade 1 e G é um subgrupo compacto e 
conexo de Iso(M). O primeiro estudo destes objetos, que tomamos conhecimento, foi 
feito por F. Podestà e A. Spiro, que obtiveram um teorema, análogo ao de Kobayashi, 
para as hipersuperfícies de G-cohomogeneidade 1, o qual pode ser enunciado na forma 
abaixo e se encontra na referência bibliográfica [PoSp]. 

PODEST À-SPIRO 
TEOREMA 

Seja f: M 112 4 ~ JR.n+l uma hipersuperfície compacta e de 
G-cohomogeneidade 1. Se as órbitas principais de G são sub
variedades umbílicas de M, então f é de rotação. 

A expressão "f é de rotação" significa que f(M) é de rotação, no sentido usual, 
e, além disto, que as órbitas principais de G são enviadas por f nos paralelos de 
f ( Af). (O capítulo 4 estabelece com mais precisão este conceito.) 

Nessa mesma ordem de idéias, e sob a mesma restrição na dimensão da varie
dade A1, A. C. Asperti, F. Mercuri e M. H. Noronha estudaram as hipersuperfícies 
de G-cohomogeneidade 1, supondo as órbitas principais com curvatura constante 
([AMNo]). O resultado principal, presente nesse trabalho, é o que explicitamos a 
seguir, o qual, via teorema de Podestà e Spiro, implica que f é de rotação. 

ASPERTI-MERCURI-N ORONHA 
TEOREMA 

Seja f : M 112 4 ~ JR.n+l uma hipersuperfície 
compacta e de G-cohomogeneidade 1. Se as 
órbitas principais de G têm curvatura seccio

nal constante, então elas são subvariedades umbílicas de M. 

Há dois objetivos principais neste trabalho: o primeiro, que compõe todo o 
terceiro capítulo, é estudar os efeitos decorrentes de algumas propriedades geométricas 
das órbitas principais sobre a topologia de uma variedade de G-cohomogeneidadc 1 
que imerge, em codimensão 1, no espaço euclidiano; o segundo objetivo consiste em 
estender os dois teoremas acima para o caso em que a variedade M é completa, 
compondo assim o capítulo 4. 
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Com relação ao conteúdo do capítulo 3, ele é dividido em quatro seções: a 
primeira. a seção 3.1, contém os resultados básicos, inerentes ao capítulo, mas que 
foram aí postos devido à sua aplicabilidade em outras situações; a seção 3.4, a seção 
dos exemplos. é voltada especificamente para a exposição dos exemplos (ou contra
exemplos) que completam e fortalecem os resultados centrais obtidos no capítulo; as 
outras duas seções, a seção 3.2 e a seção 3.3, são a parte principal do capítulo e contêm 
os teoremas centrais. A decomposição do capítulo 4, também feita em quatro seções, 
obedece estes mesmos critérios. 

Na seção 3.2, são consideradas hipersuperfícies f : Mn2 3 -------* ~n+l de G-coho
mogeneidade 1, onde as órbitas principais de G têm curvatura seccional positiva. 
O teorema principal desta seção, exibido abaixo com a numeração que lá aparece, 
indica como devem ser as órbitas principais e contribui para a descrição dos grupos 
de homologia da variedade riemanniana Mn, para n 2: 4. 

3. 2.1 Seja f : Jvr?. 4 -------* ~n+l uma hipersuperfície compacta e de G-colw
TEOREMA mogeneidade 1. Se as órbitas principais de G têm curvatura seccional 

positiva, então elas são difeomorfas a sn-l, eM tem o mesmo tipo de 
homotopia que um CW -complexo sem células de dimensão k, para 2 :::; k :::; n- 2. 

A partir deste teorema, calculamos os grupos de homologia de Me determina
mos sua topologia, como mostram os resultados que seguem. 

3.2.3 
COROLÁRIO 

Seja f : Mn2 4 -------* ~n+l uma hipersuperfície compacta, simplesmen
te conexa e de G-cohomogeneidade 1. Se as órbitas principais de G 
têm curvatura seccional positiva, então M é homeomorfa a sn. 

Para o caso tridimensional, temos o seguinte teorema, o qual não carece de uma 
imersão de M no ~ 4 . 

3.2.4 
TEOREMA 

Seja M 3 uma variedade riemanniana compacta, de G-cohomogenei
dade 1 e tal que H1 ( M, Z2 ) = O. Se as órbitas principais de G têm 
curvatura seccional positiva, então elas são isométricas a esferas eucli

diarws, c lvf é homeomorfa a 5 3 . 

O caso em que M não é simplesmente conexa está contido no teorema logo a 
segmr. 

3.2.5 
TEOREMA 

Seja f : Mn2 3 -------* ~n+l uma hipersuperfície compacta e de G-coho
mogeneidade 1. Se as órbitas principais de G têm curvatura seccional 
positiva e M não é simplesmente conexa, então M é homeomorfa a 

Vejamos, agora, os resultados que se destacam dentro da seção 3.3. Nesta seção, 
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fazemos um estudo das hipersuperfícies de G-cohomogeneidade 1 com a propriedade 
adicional de que as órbitas principais tenham curvatura seccional maior do que ou 
igual a zero. Sob esta hipótese, obtemos uma descrição razoável para essas órbitas, 
como mostram os resultados abaixo, onde T f denota o número tipo de f. 

3.3.1 
PROPOSIÇÃO 

Seja f : Mn?.4 ~ IR_n+l uma hipersuperfície de G-cohomogeneida
de 1. Suponhamos que as órbitas principais de G tenham curvatura 
seccional não-negativa e que, em algum p EM, T f(p) 2:: 3. Então, 

essas órbitas satisfazem uma das seguintes alternativas: 

(a) sÃo difeomorfas a sn-l: 

(b) SÃO difeomorfas a Sk X sn-k-I, com 2 ::; k ::; n - 3; 

(c) recobrem SI X sn- 2 e são recobertas por IR. X sn- 2 . 

Em particular, se L: é uma órbita principal de G, então ou 7ri (I:) =O ou 7ri (I:) = Z. 

3.3.3 
PROPOSIÇÃO 

Seja f: M 3 ~ IR.4 uma hipersuperfície de G-cohomogeneidade 1. 
Suponhamos que, em algum p E M, T f(p) = 3. Então, as órbitas 
principais de G devem ser isométricas: 

(a) ou a esferas euclidianas bidimensionais; 

(b) ou ao toro plano SI x SI. 

Agora, apresentamos os teoremas que dizem respeito à topologia de M. 

3.3.4 
TEOREMA 

(a) 5 3
; 

(b) si x S2 ; 

Seja f : !v13 ~ IR.4 uma hipersuperfície orientável, compacta e de G
cohomogeneidade 1. Então, M é homeomorfa a algum dos espaços 
abaixo: 

(c) si x si x S\ 
(d) um espaço lenticular L (cf. [Rolf]), isto é, uma adjunção de espaços TI Uq, T2, 

onde TI e T2 são duas cópias do toro sólido si X D2 e cP é um difeomorfismo do 
bordo, SI x SI, deste toro. 

Mais ainda: nos casos (c) e ( d) o grupo G é isomorfo ao grupo SI x SI. 

3.3.5 Seja f: Mn ~ IR_n+l uma hipersuperfície compacta e de G-cohomo
TEOREMA geneidade 1. Se as órbitas principais de G têm curvatura seccional 

não-negativa, então .M tem no máximo 8 grupos de homologia que 
não sáo trivhüs. 
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Neste ponto, retomamos o teorema de Podestà eSpiro. Grande parte do traba
lho desenvolvido dentro do capítulo 4 visa estabelecer este teorema para o caso onde a 
variedade M é suposta completa, no lugar de compacta. A figura da página 64 mostra 
que sob esta forma, o teorema de Podestá eSpiro não é mais verdadeiro. De fato, tal 
figura exibe uma h i persu perfície completa, não-compacta e de S O ( n )-cohomogenei
dade 1, satisfazendo a condição de umbilicidade exigida no teorema, mas que não é 
de rotação. Vale notar, entretanto, que isto só acontece em virtude da ilimitação da 
parte plana (região de curvatura nula) de M. A partir desta observação, foi possível 
obter a forma final do teorema que generaliza o teorema de Podestà e Spiro, quando 
l'v1 é completa. 

4. 2. 4 Seja f : Mn?. 3 ----'* JR.n+l uma hipersuperfície completa, rígida no infini
TEOREMA to e de G-cohomogeneidade 1. Suponhamos que as órbitas principais 

de G sejam subvariedades umbílicas de M. Então, f é de rotação. 
Além disto, seM é compacta, então M é homeomorfa ou a sn ou a S 1 X sn-l. 

Deve ser observado aqui que este teorema funciona, também, quando a varie
dade M tem dimensão 3, caso não estudado ainda, mesmo paraM compacta. 

Quanto ao conceito rígida no infinito, ele é dado no capítulo 4 e significa, 
essencíalmente, que as componentes conexas da parte plana de M são limitadas. 

Sobre o teorema de Asperti, Mercuri e Noronha, também já citado aqui, ele 
também vale a esse nível de generalização e seu enunciado fica sob a forma abaixo. 

4. 3. 6 Seja f : A1n?.3 ----'* JR.n+l uma hipersuperfície completa, rígida no in/i
TEOREMA nito e de G-cohomogeneidade 1. Se as órbitas principais de G têm 

curvatura seccional constante e positiva, então elas são subvariedades 
umbílicas de M, e f é de rotação. 

Como observações finais sobre o capítulo 4, vale dizer que obtemos uma infor
mação razoável sobre a variedade M, apenas supondo sua completitude (sem rigidez 
no infinito), no enunciado do teorema 4.2.4 acima. A conclusão, para este caso, é que 
M deve ser conformemente plana. 

Agora, algnmas palavras sobre o capítulo 2 e suas seções, que têm por obje
tivo estabelecer a notação usada neste trabalho, bem como apresentar os resultados 
bá'-licos. colhidos de alguns textos e artigos, com a intenção de facilitar o desenvol
vimento e a leitura deste trabalho. Na seção 2.1, são postos a terminologia e os 
resultados, já conhecidos, ligados às imersões isométricas. Na seção 2.2, aqueles re
sultados. vincnlados à estrutura de produto torcido, um produto entre variedades 
riemannianas, que generaliza o produto riemanniano usual, são apresentados. Já a 
terceira e última, a seção 2.3, é dedicada às noções de ações de grupos de Lie e às 
variedades de G-cohomogeneidade k. 
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2 

TERMINOLOGIA 

E FATOS FUNDAMENTAIS 



O objetivo maior deste capítulo é estabelecer a nomeclatura básica que será 
utilizada em todo este trabalho e, ao mesmo tempo, fazer uma breve apresentação de 
alguns elementos fundamentais da Geometria das Subvariedades de espaços de cur
vatura constante, como também daqueles inerentes à estrutura de produtos torcidos. 
Alguns resultados ligados às variedades riemannianas de G-cohomogeneidade 1, G 
subgrupo compacto de Iso(M), também serão observados. 

2.1 
IMERSÕES ISOMÉTRICAS 

Seja Mn uma variedade riemanniana de dimensão n, munida da métrica ( , ) 
e com conexão de Levi-Civita dada por \7. 

A terminologia que consiste em usar um índice superior para indicar a dimensão 
da variedade !d será estendida no sentido de que tal índice conterá, também, uma 
possível restrição à dimensão de Jvl. Por exemplo, A1n24 indicará que a dimensão de 
Jvl é maior do que ou igual a 4. 

Adotaremos a seguinte definição para o tensor curvatura R de M: 

RxyZ = -\7x\7yZ + \7y\7xZ + 'V[x,Y]Z, X, Y, Z E X(M), 

onde X ( Jvl) denota o espaço dos campos de vetores da variedade M e [X, Y] é o 
colchete dos campos X e Y. 

Seja f : A1n ~ Nn+k uma imersão isométrica de uma variedade riemanniana 
de dimensão n em outra de dimensão n + k, isto é, 

(Estamos usando o mesmo símbolo para representar as métricas de M e N.) A 
nomeclatura quP estabelece que o inteiro k é a codimensão da imersão f será man
tida. No caso em que a codimensão k = 1, a imersão isométrica f será chamada de 
hipersuperfície. 

Ainda com relação à imersão f, levaremos em conta a terminologia que consi
dera como se fosse de f aqueles atributos topológicos e (ou) geométricos da variedade 
AI. (Por exemplo, a sentença "f : A1n2 4 ~ ~n+l é uma hipersuperfície completa 
de cmvatma seccional positiva" estará indicando uma imersão isométrica em codi
mensão 1 de uma variedade M completa, de dimensão superior a 3 e com curvatura 
seccional positiva, no espaço euclidiano ~n+l.) Vale notar que o uso desta terminolo
gia simplifica bastante os enunciados dos teoremas que usam tais objetos. 

Listaremos, agora, alguns conceitos que fazem parte do ambiente das imersões 
isométricas. Em todos eles, levaremos em consideração a imersão isométrica 

f: Mn ~ Nn+k, 
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lvf e N munida~ de suas respectivas conexões riemannianas \7 e V e seus tensores de 
curvatura R e R. 

DEFINIÇÃO Um campo de vetores ao longo de f é uma aplicação diferenciável (c=) 
TJ : M ------+ T N, T N o fi brado tangente de N, que torna o diagrama 

TN 

/J~ 
lvf f N 

comutativo: 1r o TJ =f. Se, em adição, TJ(p) é perpendicular a dfp(TpM), para todo 
p E Af, diremos que TJ é um campo normal ao longo de f. Utilizaremos o símbolo 
:f.r(M) para representar o conjunto dos campos de vetores ao longo de f. O conjunto 

dos campos normais ao longo de f será denotado por :f~(M). 

2.1.1 Sejam X E :f(M) e U E :f(N). A partir destes dois campos, cons
EXEMPLO truímos dois campos ao longo de f, os quais desempenham papel rele

vante no contexto dos campos ao longo de f, a saber, f*(X) e f*(U), 
definidos assim: f*(X)(p) = dfp(X(p)) e j*(U)(p) = U(f(p)), p EM. 

-
Fixemos, por um momento. atenção em N e em sua conexão riemanniana \7. 

Sejam U e V dois campos em :f(N). Como sabemos, o vetor VuV(p) fica completa
mente determinado pelo conhecimento de V ao longo de uma curva passando por p e 
tendo o vetor Jl(p) como tangente. Esta propriedade das conexões permi_!e estender 
a atuação de \7 a campos ao longo de f. Manteremos o mesmo símbolo \7 para esta 
extensão que, além das propriedades usuais de uma conexão, atuando em campos de 
N, agora também goza das propriedades que listamos abaixo, onde X, Y E :f(Af), 
TJ,é, E :f.r(A1) e h: N -----+IR. é uma função diferenciável (classe c=). 

~ ~ 

(i) \7(hof).f.(X)+f.(Y)TJ = (h 0 j)\7.f.(X)TJ + 'Vt.(Y)TJ; 

(ii) V.r.(x)(TJ + Ç) = V.r.(x)TJ + V.r.(x)Ç; 

(iii) V.r.(x)(h o f)TJ = X(h o f)V.r.(x)TJ +(h o f)V.r.(x)TJ; 

(iv) X (TJ, Ç) = (V.r.(x)TJ, Ç) + (TJ, V.r.(x)O· 

(Os detalhes para esta construção podem ser encontrados em [Ryan].) 

Uma primeira conseqüência da extensão de \7 é a construção do tensor bilinear 
simétrico 

a : :f(M) x :f(M) ------+:f~ (M), 

conhecido como a segunda forma fundamental de f, e que é definido da seguinte 
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forma: 

Através deste tensor, construímos os operadores de Weingarten associados a campos 
normais ao longo de f. 

Seja ~ um campo normal ao longo da imersão isométrica f. Fixado p E M, 
usamos a simetria do tensor o: e definimos o operador de Weingarten (ou operador 
de forma) de f em p segundo ~ (ou na direção ~), como sendo a aplicação linear 
auto-adjunta, 

Aç(p) : TPM ____,. TpM, 

dada implicitamente pela relação 

(Aç(p)(X), Y) = (o:(X, Y), ~(p)). 

Isto feito globalmente em lv1 produz o que chamamos de campo de operadores de 
Weingarten da imersão f segundo o campo~' o qual indicamos por Aç. (É conveniente 
observar o caráter tensorial de 

A: X(M) x xt(M) 
(X,Ç) 

X(M) 

A(X, ~) = Aç(X).) 

Ainda usando campos normais ao longo de f, obtemos a conexão normal de f, 
denotada por 'V _i, que é definida do seguinte modo: 

onde ort é a projeção ortogonal sobre df(T M)j_. Temos que 'V _i goza das seguintes 

propriedades, onde X, Y E X(M) e~' 17 E X~(M) e h: M---> IR. é de classe C 00
: 

(i) vt'(+Y~ = h\7}~ + vÇ~; 
(ii) 'V_lç +r;= 'Vl_ç + \7_1_11. 

X'-. X'-. X't' 

(iii) 'V"*hÇ = X(h)E, + h\7}~; 
(iv) X(Ç,rJ) = ('V}Ç,TJ) + (~, 'V}TJ). 

A partir de 'Vj_ é definido o tensor curvatura normal associado à imersão f que 
será indicado por Rj_: 

As seguintes tabelas exibem equações e fórmulas notáveis ligadas às imersões 
isométricas f : Mn ~ Nn+k (c), nos casos em que N (c) é um espaço de curvatura 
seccional constante c. Na realidade, só nas que dizem respeito a Ricci e Codazzi, é 
que interfere o fato de N(c) ter curvatura constante. 
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A forma sob a qual as equações aparecem em cada tabela é aquela que já se 
tornou bastante usada por aqueles que trabalham com imersões isométricas, P que 
contém a identificação do campo X E X(M) com o campo f*(X). 

EQUAÇÕES FUNDAMENTAIS DAS IMERSÕES IsOMÉTRICAS 

EM ESPAÇOS DE CURVATURA CONSTANTE 

I 

FÓRMULA I 
Vx Y = Y'x Y +o( X, Y) X, y E X(M) DE 

GAUSS 

FÓRMULA 
Vx~ = \7}~- AdX) 

X, y E X(M) 
DE (AdX), Y) = (n(X, Y), ~) 

~E :t~(M) WEINGARTEN 

EQUAÇÃO (RxyZ, W) = (RxyZ, W) + (n(X,Z),o(Y, W))-
X, Y, Z, w E X(M) DE 

GAUSS (o(X, W), o(Y, Z)) 

EQUAÇÃO ('Vxo) (Y, Z) = (\i'yo) (X, Z) 
X, Y, z E X(M) DE 

CODAZZI ( (\i'xa)(Y,Z)='V}a(Y,Z)~a(\i'x Y,Z)~a(Y,\i'x Z)) 

EQUAÇÃO (R}(y~, TJ) = ([A17 , A~](X), Y) X, y E X(M) 
DE 

Cr7 E X~(M) RICCI ( [.4,1 ,Aç]=A,1oAç ~AçoA, 1 ) 

EQUAÇÕES FUNDAMENTAIS DAS HIPERSUPERFÍCIES 

DOS ESPAÇOS DE CURVATURA CONSTANTE 

FÓRMULA 
VxY=Y'xY+o(X,Y) X,Y E X(M) DE 

GAUSS 

FÓRMULA 
Vx~ = -AdX) 

X, Y E .'t(M) 
DE o(X, Y) = (AdX), Y)~ 

~E :t~(M), 11~11 = 1 WEINGARTEN 

EQUAÇÃO RxyZ = RxyZ + (AdX) 1\ A~(Y))(Z) X, Y, z E X(M) 
DE 

~E :t~(M), 11~11 = 1 GAUSS ( (Aç (X)/\.4ç (Y) )(Z)=(Aç (X) ,Z) Y ~ (Aç (Y).Z)X) 

EQUAÇÃO (Y'x A~) (Y) = (\i'y Ad (X) X, Y E .'t(M) 
I DE 

~EX~(M), 11~11=1 CODAZZI ( ('Vx Aç )(Y )='Vx Aç (Y)~Aç(\i'x Y)) 

EQUAÇ.~O 

DE A,1 o A~ = A~ o A17 ~.T/ E :t~(M) 
RICCI 
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Fecharemos esta seção com alguns conceitos derivados da segunda forma fun
damental e dos operadores de forma de uma imersão isométrica f : Mn ~ Nn+k, 

que têm pres0nça quase constante neste trabalho. Os teoremas principais, inerentes a 
esses conceitos, nos casos em que N coincide com o JRn+k ou com a esfera euclidiana 
unitária sn+k' serão apresentados. 

DEFINIÇÃO Sejam f : Mn ~ Nn+k uma imersão isométrica com segunda forma 
fundamental a e p E M. A imersão f é dita umbílica em p se existe 

H E Tp(M)_L. (Tp(M)_L = dfp(TpM)_L c Tt(p)N) tal que: 

a(X, Y) = (X, Y)H, X, Y E TpM. 

Se o vetor H = O, diremos que f é totalmente geodésica em p. Agora, se f for 
umbílica em todo ponto de fvf, será dito que f é uma imersão umbílica. De modo 
similar, diremos que f é totalmente geodésica, quando assim o for em todo p E fvf. 

Com relação ao conceito de umbilicidade, dispomos dos seguintes teoremas que 
classificam completamente as imersões umbílicas no espaço euclidiano JRn+k e na esfera 
sn+k c JRn+k+l (veja [Dajc] ou [Rodr]). 

2.1.2 
TEOREMA 

Seja f : Mn?.2 ~ JRn+k uma imersão isométrica completa e conexa 
(isto é, M é completa e conexa, conforme concordamos há pouco). Se 
f é uma imersão umbílica, então ou f(M) é um n-plano ou coincide 

com uma esfera euclidiana em algum (n + 1)-plano do JRn+k. 

2.1.3 
TEOREMA 

Seja f: Mn?. 2 ~ sn+k c JRn+k+l uma imersão isométrica completa e 
conexa. Se f é uma imersão umbílica, então M é compacta, e f ( l'vf) 
coincide com uma esfera euclidiana em algum (n+ 1)-plano do JRn+k+l. 

OBSERVAÇÃO Vale observar que nos dois teoremas acima, com o auxílio de re
sultados envolvendo espaços de recobrimento, podemos concluir que 

f : Af ~ f(Af) é uma isometria. 

DEFINIÇÃO Sejam f: Mn?. 2 ~ Nn+l uma hipersuperfície, p um ponto de l\1 e é,p 
um vetor unitário de Tp(M)j_. Seja A~ 0 : TpM ~ TpM o operador de 

Weingarten de f em p. O número tipo de f em p, que será indicado por Tf(p), é 
definido como sendo o posto do operador A~ 0 ou, de modo equivalente, o número de 
autovalores diferentes de zero de A~ 0 . 

O teorema que segue é devido a Beez e Killing e foi, posteriormente, gene
ralizado por Allendoerfer para imersões em espaços de curvatura constante e com 
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codimensão arbitrária, caso no qual é levado em consideração uma definição mais 
abrangente do número tipo de uma imersão (veja [Dajc], teorema 6.7, página 89). 

2.1.4 
TEOREMA 

Seja f : Mn?. 3 ---> JRn+l uma hipersuperfície tal que o seu número tipo 
T f(p) :2: 3, para todo p E M. Então, a imersão f é rígida. 

O conceito de rigidez de uma imersão, usado neste teorema, é estabelecido do 
seguinte modo. 

DEFINIÇÃO Uma imersão isométrica f : Mn ---> Nn+k é dita rígida se, para cada 
imersão isométrica J: Mn ---> Nn+k dada arbitrariamente, existir uma 

isometria g : N ---> N que torna o diagrama 

comutativo, isto é, g o f = f. 

2.2 
PRODUTOS TORCIDOS 

Esta seção, baseada na referência [Onei], tem por objetivo definir a noção de 
produto torcido, um produto que generaliza o produto riemanniano de variedades, 
e, também, apresentar os principais resultados inerentes à conexão riemanniana e ao 
tensor curvatura desse tipo de produto. Esses resultados são muito úteis dentro da 
seção 4.1. 

Sejam B e F duas variedades riemannianas com métricas ( , ) s e ( , ) p, 

respectivamente. Seja M = B x F o produto usual das variedades diferenciáveis B 
e F. Temos, definidas em M, duas aplicações que são bastante naturais, a saber, as 
proJeçoes 

n:BxF 

(.T, y) 

B 

n(.T, y) =:r 

O":BxF 

(.T, y) 

F 

f------7 O"(.T, y) = y. 

Dado p = (a, b) E A1, usaremos TpB e TpF para indicar os subespaços de TpM que 
são isomorfos a TaB e TbF, isto é, 
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DEFINIÇÃO Seja c}J : B -------> (0, +oo) uma função real de classe c=. A partir das 
métricas de B e de F, introduzimos em M = B x F a métrica ( , ) 

que, para cada p = (a, b) EM, funciona assim: 

A variedade M, munida desta métrica. é o que denominamos de produto torcido 
( "warped product", segundo [Onei]) das variedades B por F, segundo c/J. Este produto 
é denotado por B x <P F. As variedades B e F são conhecidas, respectivamente, por 
base e fibra do produto. A função cjJ é chamada de coeficiente de torção do produto. 

Decorre desta definição que a decomposição TpM = TpB EB TPF é uma decom
posição ortogonal. Mais ainda: as cópias de B (também chamadas de folhas de M), 
B x {b}, b E F, são isométricas à B; as cópias de F (fibras de M), {a} x F, a E B, 
são homotéticas à variedade F. 

Outros termos, também muito utilizados neste contexto, são os vetores horizon
tais e os vetores verticais de M, em um ponto p = (a, b). Os primeiros são definidos 
como sendo os vetores de TpB, enquanto que os vetores verticais são aqueles de Yr,F. 

No que tange aos campos de vetores, os campos de vetores de B e de F dão 
origem a campos de vetores especiais em M, os quais construiremos agora. 

DEFINIÇÃO Sejam X E X(B) eU E X(F). O levantamento horizontal de X a M é 
o campo I)X E X(M) dado por: I)X(p) = (X(a.), 0), onde p = (a, b). O 

levantamento vertical de U a M é o campo 0U: 0U(p) = (0, U(b)), onde p = (a, b). 
Os símbolos S:,(B) e S:,(F) serão usados para indicar os espaços dos levantamentos 
horizontais e dos levantamentos verticais, respectivamente. 

A seguir enunciaremos alguns resultados que dizem respeito às estruturas to
pológica e geométrica dos produtos torcidos. Suas demonstrações podem ser en
contradas. com detalhes. em [Onei]. Outras informações sobre produtos torcidos, 
notadamente aquelas ligadas ao tensor de Ricci de tais produtos, podem ser colhidas 
em [Bess]. 

O primeiro fato que citaremos está ligado à completitude de M = B Xcp F que, 
como veremos, é inteiramente determinada por aquelas de B e F. 

2.2.1 
PROPOSIÇÃO 

Seja M = B x<P F um produto torcido com base B e fibra F. 
Então, M é uma variedade riemanniana completa se, e somente se, 
são completas as variedades B e F. 

A próxima proposição indica como se relaciona a conexão riemanniana de um 
produto torcido com as conexões riemannianas de sua base e de sua fibra. 
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2.2.2 
PROPOSIÇÃO 

Se \7 B e \7 F são as conexões riemannianas das variedades rieman
nianas B e F, então a conexão riemanniana \7 do produto torcido 
M = B x 0 F tem as propriedades abaixo: 

(a) 'Vhx IJy = ~('V~Y); 

(b) 'V~xuu = 'Vuu~X = (X(cp)I<P)uU; 

(c) 'VuuUV = 1'('VtV)- ((uU, V)I</J)~(grad<f;) = 11('VtV)- <f;(U, V)F(grad</;,0); 

onde X, Y E :í(B), U, V E X(F) e grad cjJ E X(B) é o gradiente de <f;. 

2.2.3 
COROLÁRIO 

Seja A1 = B x 0 F um produto torcido com base B e fibra F. Então, 
temos as seguintes informações sobre o comportamento das folhas e 
das fibras olhadas como subvariedades de M: 

(a) as folhas de M, B x {b}, b E F, são subvariedades totalmente geodésicas de M; 

(b) as fibras de A1, {a} x F, a E B, são subvariedades umbílicas de M com segundas 
formas fundamentais a 0 dadas por: 

a( ) (U, V) ( ( ) ) a U, V = - <f;( a) grad <P a , O . 

O teorema abaixo descreve a relação entre os tensores curvatura das variedades 
A! = B x 0 F. B e F. 

2.2.4 
TEOREMA 

Se RB e RF são os tensores curvatura das variedades riemannianas B 
e F, então o tensor curvatura R do produto torcido M = B x 0 F tem 
as seguintes propriedades: 

(a) RuuuvW = 11 (R~vW)- ((grad<f;,grad</J)I<P2)(l1U 1\ V)(W); 

(b) R~x 11 u o/ = - (Hess <P(X, Y)) I <P ) 11U; 

(c) R~x~/U = Ruu11v~X =O; 

( d) R~xuu V = ( (11U, V) I <P) 'V~x 11(grad <P); 

(e) R()x()y ()Z = ()(R~yZ); 

onde X, Y, Z E :í(B) eU, V, W E :í(F). No item (a), (11U 1\ UV)CW) é o vetor 

e, no item (b), Hess <P é o tensor bilinear simétrico, conhecido por hessiano métrico 
de cp. dado por 

Hess <j;(X, Y) = X(Y( <f;)) - ('V~Y) (<f;). 
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2.3 
AÇÕES DE COHOMOGENEIDADE UM 

O conteúdo desta seção é baseado, principalmente, nas referências [Alek], [Brea], 
[KoNo], [Most], [PaTe] e [Stee]. 

Em [Alek] e [Most] os autores, D. V. Alekseevsky e P. Mostert, se preocupam, 
especificamente, com ações de cohomogeneidade 1. [KoNo] é o texto clássico de Geo
metria Riemanniana, de Kobayashi e Nomizu, e contém os resultados fundamentais 
sobre o grupo de isometrias de uma variedade riemanniana. As demais tratam os as
pectos gerais das ações de grupos topológicos, notadamente o livro de Glen E. Bredon, 
[Brea], que constitui um verdadeiro compêndio sobre o assunto. 

Antes de voltarmos nossa atenção para as ações de grupos, faremos uma breve 
apresentação de alguns fatos envolvendo grupos de Lie e seus quocientes. 

Seja C um grupo de Lie e H um subgrupo fechado de C. Então. H é também 
um grupo de Lie e há uma única estrutura de variedade em C I H o conjunto das 
classes latnais à esquerda de H em C - que torna a projeção canônica 7f : C -------+ C I H, 
n(g) = gH, uma submersão. É conveniente citar que quando H é um subgrupo normal 
de C, então C I H adquire estrutura de grupo de Lie. 

Mais geralmente, e ainda nessa direção, temos o resultado abaixo, o qual pode 
ser encontrado em [Stee]. 

2. 3 .1 Se H e K são subgrupos fechados do grupo de Li e C, com H C K, 
TEOREMA então a aplicação 7f : C I H -------+ C I K, definida por n(gH) = gK, é uma 

fibração localmente trivial com fibra típica Kl H. Em particular, se 
K I H é finito, 7f : C I H -------+ C I K é uma aplicação de recobrimento. 

A partir deste ponto, voltaremos toda nossa atenção para ações de grupos de 
Lie. Consideraremos apenas ações sobre variedades diferenciáveis. 

Sejam C um grupo de Lie e lvf uma variedade diferenciável. Lembramos que 
uma açã.o (à esquerda) de C na variedade M é uma aplicação c=, denotada por *, 
tendo a forma 

*: Cx M M 

(g, p) *(g,p) = g * p, 

e que goza das seguintes propriedades: 

(i) (gh) * p = g *(h* p), onde g, h E C e p EM; 

(ii) e* p = p, onde p E Me e é o elemento identidade de C. 

A ação * é dita transitiva se dados p e q em M, existir g E C tal que g * p = q. 
Quando* é transitiva, dizemos que C age (atua) transitivamente sobre M. 
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Com o objetivo de definir alguns objetos que, naturalmente, fazem parte do 
estudo das ações de grupos, fixaremos um grupo de Lie C e uma variedade M, sobre 
a qual C atua através da ação *· 

DEFINIÇÃO Dado p E M, o subconjunto 

C (p) = { q E lvf; q = g * p, g E C} 

é chamado órbita de C por p (ou órbita de p). por p. O subgrupo de C dado por 

CP= {g E C; g * p = p} 

é o subgrupo de isotropia de C em p. Quando os subgrupos de isotropia de C são 
todos triviais, diz-se que a ação * é livre. 

DEFINIÇÃO O conjunto cujos elementos são as órbitas de C será denotado por M/C 
e o chamaremos de espaço das órbitas de C. Assim, 

M/C = {C(p); p EM}. 

Indicaremos por 1r a projeção natural de M sobreM/C: 1r(p) = C(p). Considerare
mos em M/ C a topologia coind uzida por 1r. 

DEFINIÇÃO Dado um subconjunto N C M, indicaremos por C(N) a umao das 
órbitas de C passando por N, isto é, 

C(N) = { q E M; q = g * p, Vg E C e Vp E N}. 

N é dito C-invariante (segundo a ação *), ou invariante sob C, se C ( N) C N. Uma 
aplicação definida entre subconjuntos C-invariantes N 1 e N 2 , f : N 1 ------+ N 2 , é dita 
C-equivariante se j(g * x) = g * j(.T), para todos g E C e TE N 1 . 

Seja Mn uma variedade riemanniana de dimensão n munida da métrica ( , ) 
e com grupo de isometrias Iso(M). Vale lembrar que uma isometria de M é um 
difeomorfismo g de M tal que 

(X, Y) = (dg(X), dg(Y)), \IX, Y E X(M). 

Cm dos resultados mais importantes que tratam deste grupo está contido no teorema 
abaixo, cuja prova pode ser encontrada em [KoNo], página 239. 

2. 3. 2 Seja 1v1n uma variedade riemanniana. Então, o grupo Iso( M), munido 
TEOREMA da topologia compacto-aberta, é um grupo de Lie. Além disto, se !v1 

é uma variedade compacta, Iso( M) é um grupo de Li e compacto. 
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A partir deste teorema, todos os resultados que se conhece sobre as ações de 
grnpos de Lie sobre uma variedade diferenciável podem ser aplicados ao caso parti
cular no qual se considera a ação natural de subgrupos G, fechados em Iso(M), sobre 
a variedade M: 

*: Gx M 

(g,p) 

M 

*(g,p) = g * p = g(p). 

Uma característica bastante peculiar deste tipo ele ação é que ela já nasce como uma 
Rção efetiva, isto é, se g * p = p, para todo p E M, então g coincide com o elemento 
identidade ele G. 

Toda a apresentação que faremos, a partir daqui, levará em consideração apenas 
as ações ele subgrupos compactos e conexos G, G C Iso(M), agindo em M sob a forma 
acima. Todos os fatos, mesmo aqueles sabidamente de maior alcance, serão citados 
adaptados a esta situação. Sob estas condições, temos mais um teorema envolvendo 
quocientes de grnpos ele Lie, este bem mais conhecido. 

2.3.3 
TEOREMA 

Se o grupo de Li e G R tua transitivamente sobre a variedade M, então 
R aplicaçã.o 

M 

J(gGp) = g * P 

é um difeomorfismo, onde p E M é um ponto qualquer fixado e Gp é o subgrupo de 
isotropia de G em p. 

Como simples conseqüência deste teorema, temos que, para cada p E M, a 
órbita G(p) é difeomorfa ao quociente G/GP, visto que a restrição ele uma ação a uma 
órbita é sempre transitiva. 

Outro fato que merece destaque, diante da compacidade e da conexidade de G, 
é que as órbitas G(p), p E A1, são subvariedades (mergulhadas) compactas e conexas 
de AI. 

DEFINIÇÃO Seja p EM. Uma fatia ("slice") em pé uma subvariedade conexaS de 
M tal que G(S) é um subconjunto aberto de Me existe uma retração 

G-equivariante, r : G(S) ---+ G(p), com r- 1(p) =S. (O termo retração, usado aqui, 
significa que r fixa todos os pontos de G (p).) O aberto G ( S) é usualmente chamado 
de tubo C-invariante em torno de G(p). 

O teorema subseqüente estabelece, em particular, a existência de fatias em 
uma variedade riemanniana. No seu conteúdo, exp indicará a aplicação exponencial 
da variedade riemanniana M. 
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2.3.4 
TEOREMA 

Sejam M uma variedade riemanniana e G um subgrupo compacto e 
conexo de Iso( M). Então, dado p E M, existe E > O tal que 

é uma fatia, e o tubo r = G(Sf(p)) tem a estrutura de um fibrado de discos sobre 
a órbita G(p). Na realidade, r= exp(vf(G(p))), onde vf(G(p)) é o subfibrado do 
fi brado normal ele G (p) dado por 

Vc(G(p)) ={(:r:, V) E Tlvf: .1: E G(p) e V E Tr(G(p))j_ com IIVII <E}. 

Fixemos atenção em uma órbita I:P = G(p) da ação de G sobre a variedade M. 
Seja Gp o subgrupo de isotropia de G no ponto p. Se q = g(p) é outro ponto de I:P, 
não é difícil verificar que os subgrupos Gq e Gp são subgrupos conjugados de G. Mais 
precisamente, temos que Gp = g- 1Gqg. 

E possível, também, obter algumas informações sobre os subgrupos de isotropia 
de pontos que estão relativamente próximos em M. Com efeito, a proposição a seguir 
faz isto. 

2.3.5 
PROPOSIÇÃO 

Sejam M uma variedade riemanniana e G um subgrupo compac
to e conexo de Iso(JVf). Fixado p E M, seja S uma fatia em p. 
Então, dado q = g(s) E G(S), temos que Gq = gGsg- 1 C gGpg- 1• 

Em particular, se q E S, então Gq C CP. 

A proposição anterior mostra que a tendência da dimensão dos subgrupos de 
isotropia (que são grupos de Lie) é diminuir numa proximidade de p, a saber, no tubo 
determinado por uma fatia em p. Equivalentemente, nesse tubo, a dimensão das 
órbitas tende a crescer quando nos afastamos da órbita G(p). Isto motiva a definição 
central da teoria de Ações de Grupos: as órbitas principais. 

DEFINIÇÃO Sejam M uma variedade riemanniana e G um subgrupo compacto e 
conexo de Iso(M). Seja I:P = G(p) a órbita de G contendo p. l:p é dita 

uma órbita principal se o subgrupo de isotropia CP é conjugado a um subgrupo de 
qualquer outro subgrupo de isotropia de G. 

Em particular, as órbitas principais são órbitas de dimensão máxima. Um fato 
que também merece ser observado, e que decorre desta definição combinada com 
proposição 2.3.5, é que em uma fatia, em um ponto de uma órbita principal, os 
subgrupos de isotropia permanecem constante. 

Aquelas órbitas que têm dimensão máxima, mas que não são principais, serão 
chamadas órbitas excepcionais. As demais, aquelas com dimensão inferior à dimensão 
das órbitas principais, são conhecidas por órbitas singulares. 
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DEFINIÇÃO Sejam M uma variedade riemanniana e G um subgrupo compacto e 
conexo de Iso(M). Um ponto p E M é dito regular se a órbita G(p) é 

uma órbita principal. O subconjunto de M constituído pelos pontos regulares -ou 
a união das órbitas principais de G~ será chamado a parte regular de M, o qual 
indicaremos por Mreg· 

Temos, agora, um teorema que mostra que a grande maioria das órbitas do 
grupo G são principais. 

2.3.6 SeM é uma variedade riemanniana e G é um subgrupo compacto e 
TEOREMA conexo de Iso(M), então Mreg é um aberto conexo e denso de M. 

Um outro fato que põe em relevo as órbitas principais é dado pela proposição 
logo a seguir. 

2.3.7 
PROPOSIÇÃO 

Então, 

Sejam M uma variedade riemanniana e G um subgrupo compacto 
e conexo de Iso(M). Sejam ~P = G(p) uma órbita principal de 
G e r= G(S) o tubo, determinado pela fatiaS, em torno de ~p· 

<f:>: ~P X S r 
(g(p), s) f--~ <I>(g(p), s) = g(s) 

é um difeomorfismo. Em particular, seM é orientável, ~P também é orientável. 

2.3.8 
COROLÁRIO 

2.3.9 
COROLÁRIO 

Sejam i'v1 uma variedade riemanniana e G um subgrupo compacto 
e conexo de Iso(M). Se G tem apenas órbitas principais, então a 
projeção 1r : M --------+ M I G define uma fibração localmente trivial. 

Se M é uma variedade riemanniana e G é um subgrupo compacto c 
conexo de Iso(M), então as órbitas principais de G são difeomorfas 
entre si. 

Como vimos, em comentário anterior, os subgrupos de isotropia ao longo de 
uma órbita G(p) são todos conjugados ao subgrupo H= Gp. A classe composta pelos 
subgrupos de isotropia de G que são conjugados a H, indicada por (H) ( cf. [PaTe]), é 
chamada de tipo de isotropia de G(p). Quando G(p) é uma órbita principal, este tipo 
de isotropia é o que chamados de isotropia principal. Convém notar, e isto decorre da 
definição de órbita principal, que as órbitas principais têm o mesmo tipo de isotropia. 

Seja G(q) uma órbita qualquer de G com tipo de isotropia (K). Logo, G(q) 
~ difeomorfa a G I K, conforme o comentário que vem imediatamente após o teore
ma 2.3.3. Seja r um tubo em torno de G(q). Como Mreg é denso em M deve existir, 
em r, alguma órbita principal, digamos G(p), com isotropia principal (H). Podemos 
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supor que H C K, o que nos coloca diante do teorema 2.3.1 e produz o seguinte 
teorema. 

2. 3.1 O Sejam M uma variedade riemanniana e G um subgrupo compacto e 
TEOREMA conexo de Iso(M). Se E= G/K e :EP = G/H são órbitas de G, e 

:EP é principal, então 1r: :EP------> E, definida por 1r(gH) = gK, é uma 
fibração localmente trivial com fibra típica difeomorfa ao quociente K/ H. Em parti
cular, se E é excepcional, :EP é um recobrimento (finito) de E. 

DEFINIÇÃO Seja :EP uma órbita principal de uma ação de um subgrupo G compacto 
e conexo de Iso( M). A ação é dita de cohomogeneidade k se a codi

mensão de :EP, olhada como subvariedade de M, é k. Neste caso, diz-se, também, 
que M é uma variedade de G-cohomogeneidade k. (Notemos que as variedades ho
mogêneas são exatamente aquelas de cohomogeneidade 0.) 

Neste instante, o nosso interesse ficará inteiramente voltado para variedades de 
G-cohomogf'neidade 1. Neste contexto, os teoremas abaixo, devidos a Mostert (veja 
[Most]), são os mais importantes, sob o ponto de vista topológico. 

2. 3 .11 Se M é uma variedade de G-cohomogeneidade 1, então M/ G é home-
TEOREMA amorfo a algum dos espaços listados abaixo: 

(a) o círculo S 1
; 

(b) o intervalo aberto (0, 1); 

(c) o intervalo [0, 1); 

(d) o intervalo fechado [0, 1]. 

Mais ainda, nos itens (a) e (b) só há órbitas principais (M = A1reg)· No item (c), 
existe apenas uma órbita que não é principal (excepcional ou singular): 1r~ 1 (0). No 
item restante, há duas órbitas que não são principais, a saber: 1r~ 1 (ü) e 7r~ 1 (1). 

2 .3.12 SejaM uma variedade de G-cohomogeneidade 1. SeM= Mreg, então 
TEOREMA Nl é homeomorfa ao produto :EP x M/G, onde :EP é uma órbita prin

cipal fixada. 

Neste ponto, faremos alguns comentários sobre a descrição topológica da vari
edade lv1 no caso em que M/G = [0, 1). Seja G(q) = 1r~ 1 (0) a órbita não-principal 
de G. Neste caso, temos, também, que Mreg = 1r~ 1 (0, 1) é uma variedade que se 
inclui no caso (b) do teorema 2.3.11. Mais geralmente, isto ocorre com o subconjunto 
aberto e conexo de Mreg dado por M;eg = 1r~ 1 (E, 1), O< E< 1. Portanto, conforme o 
teorema 2.3.12 indica, A1:eg rv :Ep X (E, 1), :Ep = 7r~ 1 (E). 
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Seja r= vf(G(q)) o fibrado de discos sobre G(q), construído na proposição 2.3.4, 
tal que o bordo do seu fecho coincide com a órbita principal ~p· Portanto, é de se 
esperar que M seja obtida colando-se r ao produto (cilindro) ~P x (E, 1), ao longo 
de ar = ~p e ~p X {E}. Estas idéias são formalizadas pelo seguinte teorema, que 
enunciaremos apenas paraM compacta. 

2. 3 .13 Seja M uma variedade compacta e de G-cohomogeneidade 1. Seja ~P 
TEOREMA uma órbita principal de G. Vale o seguinte: 

(a) se lvf = l'vfreg• então M é homeomorfa a ~p X 5 1
; 

(b) se Af =I- Afreg· então M é homeomorfa a r 1 U<t> r 2 , onde r 1 e r 2 são fibrados 
de discos sobre as duas órbitas não-principais de G, cjJ é um difeomorfismo (G
cquiva.riante) de ~P e r 1 Uq, r 2 significa a adjunção através de c/J (veja [Breb]) dos 
fechos de rl e r2. 

Uma característica relevante das ações de cohomogeneidade 1 é a estrutura dos 
quocientes K I H de suas isotropias. O fato notável é que esses quocientes são sempre 
difeomorfos a esferas. Isto dá uma nova roupagem ao teorema 2.3.10 e estabelece nm 
outro teorema, o qual usaremos intensamente no capítulo 3. 

2. 3. 14 Seja M uma variedade de G-cohomogeneidade 1. Se E = G I K e 
TEOREMA ~P = GIH são órbitas de G, e ~Pé principal, então KIH é difeomor

fo a uma esfera sm e 1r: ~P----> E, definida por 1r(gH) = gK, é uma 
fibração localmente trivial com fibra típica difeomorfa a esta esfera. Em particular, 
se E é excepcional, ~P é um recobrimento duplo de E. 

O próximo resultado, também devido a P. Mostert, indica uma diferença básica 
entre uma órbita principal e uma órbita excepcional, caso esta última exista, numa 
variedade orientável e de G-cohomogeneidade 1. 

2.3.15 
TEOREMA 

Seja M uma variedade riemanniana orientável e de G-cohomogeneida
de 1 . Então, toda órbita excepcional de G é não-orientável. 

O fechamento desta seção será feito trabalhando com o conceito, ubíquo neste 
trabalho, que é o de geodésica normal em uma variedade de G-cohomogeneidade 1. 

DEFINIÇÃO Seja M uma variedade de G-cohomogeneidade 1. Uma geodésica, pa
rametrizada pelo comprimento de arco, À: (a, b) ----> M, é chamada 

geodésica normal se X(t) é perpendicular à órbita G(>.(t)), em >.(t), a< t < b. 

Um modo de construir geodésicas normais é obtido assim: Sejam p E Mreg 
e V E Tp(G(p))j_ um vetor unitário. Então a geodésica >.(t) = exptV, ltl < E, E 

suficientemente pequeno, é uma geodésica normal. Mais do que isto: podemos tomar 
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E de tal sorte que o traço de À, À( -E, E), determina uma fatia em p. Já no caso em 
que a variPdade lv1 é suposta completa, a geodésica normal, assim construída, está 
definida em IR, toca toda órbita de G e, portanto, M = G(À(IR)) (veja [PaTe]). 

Com o teorema abaixo, que contém várias informações envolvendo uma dada 
geodésica normal, finalizamos o capítulo. 

2. 3 .16 Sejam M uma variedade de G-cohomogeneidade 1 e À : ( -b, b) --T M 
TEOREMA uma geodésica normal. As seguintes propriedades são verificadas: 

(a) dado g E G, À9 = g o À é uma geodésica normal; 

(b) se p = À(O) E Mreg, então existe E, O < E ::; b, tal que À( -E, E) é uma fatia em p; 

(c) se S =À( -E, E) é uma fatia no ponto regular p = À(O), então: 

(i) os subgrupos de isotropia G>.(t) são constante, isto é, G>.(t) =CP, sempre que 
-E< f< E; 

(ii) a aplicação <I>: (-E, E) X G(p) --T r, definida por <I>(t, g(p)) = g(À(t)), é um 
difeomorfismo (proposição 2.3. 7): 

( iii) está. bem definido o campo 77 E X (r) dado por 

TJ(Y) = dg>.(t)(X(t)), y = g(À(t)), -E< t <E, 

e, além disto, 77 é unitário e sua restrição a cada órbita (principal) contida 
em r é perpendicular a esta órbita; 

( d) se M é completa, então a extensão de À a IR é uma geodésica normal cuja imagem 
toca toda órbita de G e, portanto, M = G (À (IR)). 
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3 

SOBRE A TOPOLOGIA 

DAS HIPERSUPERFÍCIES 

DE COHOMOGENEIDADE UM 



Seja f : Mn ----+ IRn+l uma hipersuperfície compacta e de G-cohomogeneida
de 1. O nosso pincipal objetivo neste capítulo é obter informações sobre a topologia 
da variedade A!. a partir do conhecimento do sinal da curvatura das órbitas principais 
determinadas por G. 

3.1 
MATERIAL BÁSICO 

Reservamos esta seção para a apresentação de vários resultados básicos, com o 
objetivo de tornar mais concisas as demonstrações dos teoremas principais constantes 
neste capítulo. O primeiro deles é um lema de Álgebra Linear que diz respeito a 
índice de formas bilineares simétricas. 

3.1.1 
LEMA 

Sejam V llm espaço vetaria} real de dimensão 11 e B : V x V ----+ IR uma 
forma bilinear simétrica. Sejam W um subespaço k-dimensional de V e 
B : Vl/ X vV ----+ IR a restrição de B a w X w. Então, 

~ ~ 

indB ~ indB ~ indB + n- k, 

~ ~ 

onde ind B e ind B são os índices de B e B, respectivamente. 

DEMONSTRAÇÃO: Começamos lembrando que ind B é definido como sendo 

ind B = max{ dim U; U C V subespaço e B(u, u) <O, u E U- {0}}. 

Isto posto, obtemos a primeira desigualdade. Para obtermos a segunda, consideremos 
U c V, um subespaço de V, onde ind B é atingido. Assim, o subespaço de W, 
U' = vV nU, é tal que 

B(u', u') = B(u.', u.') <O, Yu' EU'- {0}. 

Donde dim U' ~ ind B. Mas 

n = dim V 2: dim(W + U) = dim W + dim U - dim U' 

= k + indB- dimU' 2: 

2: k + ind B - ind B. 

Portanto, ind B ~ ind B + n- k. 
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A proposição 3.1.2 abaixo faz uso do fibrado normal unitário, v 1(M), de uma 
imersão isométrica f : Mn ----"""* JR.n+k, k 2': 1. Tal fi brado é definido por 

São fatos. bastante conhecidos, que a aplicação normal de Gauss genemlizada 

0 diferenciáveL 

sn+k-1 

c/J(p, 11) = 11 

onde Av : Tpl'vf ----"""* TpM é o operador de Weingarten de f em p, hv : M----"""* JR, 
hv(x) =(!(.r), v), é a função altura de M na direção v c Hcssp hv: TpM x TpM----"""* lR 
(hv**' em [Milb]) é o hessiano, em p, de hv. Portanto, se v é um valor regular de cjJ e 
(p, v) E c/J- 1 ('u), temos que pé um ponto crítico não-degenerado de hv, e o índice dP 
hv em p coincide com o número de autovalores negativos do operador de Weingarten 
Av em p. 

Os detalhes sobre as construções de v 1(M), cjJ e hv podem ser encontrados, por 
exemplo, em [Rodr] e [ChLa]. 

3.1.2 
PROPOSIÇÃO 

Seja f : lvfn ----"""* JR.n+k uma imersão isométrica de uma varied11de 
compacta e de G-cohomogeneid11de 1. Seja cjJ a aplicação normal 
de Gauss generalizada. Então, cjJ é sobrejetiv11 e existe um valor 

regular Ç0 E sn+k- 1 tal que os pontos críticos (não-degenerados) da função altura ht:.o 
pertencem a Mrcg· 

DEMONSTRAÇÃO: Dado é, E sn+k- 1, seja p E M um ponto onde a função 
altura na direção de é, atinge seu mínimo, o qual existe em virtude da compacidade 
dE' .M. Assim, (p, é,) E v 1(M) e c/J(p, é,) =é,, o que estabelece a sobrejetividade de cjJ. 

Sabemos que o número de órbitas não-principais de G é no máximo 2. Além dis
to, essas órbitas têm no máximo dimensão n- 1 (caso excepcional). Logo, denotando 
por U a união dessas órbitas, temos que 

U = { (p, v) E v1 (!v!); p E U} 

é um subconjunto compacto e de medida nula de v1 
( M) e, portanto, cfJ( U) é um 

compacto de medida nula em sn+k- 1. o que permite-nos escolher, usando o teorema de 
Sard (veja [Hirs]), f.o E cfJ(v1 (./'v1)) = sn+k- 1, um valor regular de c/J, tal que f.o tJ. cjJ(U). 
Resulta daí que a função altura na direção de Ç0 tem seus pontos críticos (pelo menos 
dois) distribuídos ao longo de Mreg· 
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3.1.3 
PROPOSIÇÃO 

Seja f : Mn ----+ IFEn+l uma hipersuperfície de G-cohomogencida
de 1. Seja p E Mreg tal que T f(p), o número tipo de f em p, seja 
maior do que ou igual a 3. Então, existe um tubo r, contendo a 

órbita principal I:P = G(p), de tal sorte que a restrição de f a r é rígida. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja À : lFE ----+ M uma geodésica normal tal que À(O) = p. 

Como T f(p) 2: 3. temos que existe um aberto U C M, contendo p, onde T f 2: 3. 
Agora, tomamos E > O de tal modo que S =À( -E, c) C U seja uma fatia, de acordo 
com o teorema 2.3.16. Assim, r = G(S) é um tubo (aberto) conexo, invariante 
sob a ação de G e, como T f é constante ao longo de cada órbita principal de r 
(proposição 3.2 de [AMNo], ou teorema 5.1 de [Ryan]), ainda vale Tf 2: 3, ao longo 
de r. A rigidez deste tubo é conseqüência do teorema 2.1.4. 

Soh as mesmas hipóteses da proposição anterior, temos o corolário 3.1.4, ret:ml
tado de alto grau de relevância dentro deste trabalho. 

3. 1. 4 Existe um homomorfismo c=, T : G ----+ Iso(JFEn+ 1), caracterizado 

COROLÁRIO por 
f o g(.r) = T9 o f(.r), :r: E r, 

onde r é o tubo construído na proposição 3.1.3 e T9 = T(g), g E G. Em particular, 
ê = T( G) é um subgrupo compacto e conexo de Iso(JFEn+l ). 

DEMONSTRAÇÃO: Seja g E G. Como o tubo r é invariante soh à ação de G, 
decorre que g : r ----+ r está hem definida. Logo, f o g : r ----+ JFEn+I é, também, uma 
imersão isométrica de r. A rigidez de r, já ohtida na proposição 3.1.3, garante que 
existe uma única g E Iso(JFEn+l) tal que f o g(.r) = g o f(.r), .r E r. Agora, é só pôr 
T(g) = g e está construído o homomorfismo procurado. 

Podemos. agora, destacar um resultado que contém uma razoáv0l descrição das 
órbitas principais do grupo G agindo em M. 

3 .1. 5 Seja f : Mn ----+ JFEn+l uma hipersuperfície de G-cohomogeneidade 1. 
TEOREMA Suponhamos que, para algum p E Mreg, T f(p) 2: 3. Então, a órbita 

principal Lp = G(p) tem as seguintes propriedades. 

(a) f(L-p) é uma subvariedade (mergulhada) de alguma esfera euclidiana n-dimensio
nal, sn(p0 , 1/JC), centrada em p0 e de raio 1/JC. Na realidade, f(L-p) é uma 
órbita principal da ação de algum subgrupo de isometrias desta esfera; 

(h) as órbitas principais de G são orientáveis e os autovalores do campo de opera
dores de Weingarten da imersão f : L,P ----+ sn(p0 , 1/ JC) são constantes. (Em 
particular, f(L-p) é uma subvariedade isoparamétrica de Sn(Po, 1/JC).) 
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DEMONSTRAÇÃO: Sejam T: G----+ Iso(~n+l) o homomorfismo construído no 
corolário anterior e G = T(G) C Iso(~"+ 1 ). Temos que G é um subgrupo compacto 
de Iso(~"+ 1 ). Usando um teorema devido a Cartan (veja [Kobb], teorema 5.10), 
obtemos um ponto fixo para G, isto é, existe p0 E ~n+l tal que g(p0 ) = p0 , para todo 
g E G. Este fato, quando combinado com a equação f o g = g o f, g E G e g E G, 
implica que f(L,p) está contido na esfera centrada em p0 e de raio llf(p)- Poli· Com 
efeito. dado g E G. temos que 

llf(g(p))- Poli= ll.9(f(p))- Poli= ll.9(f(p))- .9(Po)ll = llf(p)- Poli-

Definindo c de tal modo que 1/JC = llf(p)- Poli, decorre que a imersão 
f : L,P ----+ sn (po, 1/ JC) está bem definida. Mais ainda: a equação f o g = g o f 
implica que f(L,p) = G(f(p)). Logo, f(L,p) coincide com a órbita, por f(p), da ação 
de G em S"(p0 , 1/ JC) e, daí, resulta que f(L,p) é uma subvariedade (mergulhada) de 
dimensão n- 1 de S"(p0 , 1/JC). Recorrendo ao fato que estabelece que as hipersu
perfícies (mergulhadas) de uma esfera sempre são orientáveis, obtemos que f(L,p) é 
orientável. Na verdade, temos um pouco mais: f(L,p) é uma órbita principal de G, 
visto que uma excepcional, caso existisse, seria não-orientável (teorema 2.3.15). (Este 
mesmo argumento implica que uma ação de cohomogeneidade 1, em uma esfera, não 
possui órbitas excepcionais.) Assim, a restrição de f a L,P é uma isometria local entre 
esta variedade e a variedade orientável f(L,p)· Donde obtemos a orientabilidade de 
L,P e das demais órbitas principais, visto que estas são difeomorfas entre si. 

Seja r; um campo normal unitário (definido globalmente) ao longo da imersão 
f: L,P----+ S"(p0 , 1/ JC). Associado a este campo, está o campo de operadores (auto
adjuntos) de Weingarten: 

A 17 (x) : T.r(L,p) ----+ Tr(L,p), .r E L,P, 

com seus respectivos autovalores )11 (.r) ::; )'2(.r) ::; ... ::; Àn-l (.r). É um resultado co
nhecido que estes autovalores são contínuos (veja, por exemplo, [Ryan]). Na realidade, 
eles são constantes, como veremos a seguir. 

Dados x e y em L,P, escolhamos g E G e g E G tais que g(.r) = y e f o g = g o f. 
Logo, g(f(.r)) = f(y) E S"(p0 , 1/JC). Como g é uma isometria de S"(po, 1/JC), 
temos que dg(r;) =±r;. Isto implica que 

(1) 

Donde, fixado i E {1, 2, ... n-1}, vem que ÀT,(.r) = ÀJ(y), para algum número inteiro 
j E {1,2, ... n-1}. 

Verificaremos, agora, que a função À 1 é constante. (O mesmo argumento se 
aplica aos demais autovalores de A 17 .) Para isto, fixemos .r E L,P. Temos que uma das 
seguintes alternativas deve ocorrer: 

(i) Ài(."r) = Ài(y), para todo y E L,p; 
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(ii) >.i(.r-) =/= >-i(Yo), para algum Yo E I:P. 

No primeiro caso, obtemos facilmente que a função ).1 é constante. Estudemos o 
segundo. Temos que 

JC = {k E {1, 2, ... , n- 1}; Àk(Yo) =/= >-i(x)} =/= 0 

e que existe )o E {1, 2, ... , n- 1} tal que ÀJ
0

(Yo) = >-i(.r-). A existência de j 0 resulta 
da equação (1), tomada com y = y0 . Como ).1 é contínuo, deve existir um aberto 
U C I:P, contendo .1:, tal que 

>-i(z) =/= Àk(Yo), sempre que z E U e k E /C. 

Mas >-i(z) = Àf(Yo), para algum i E {1, 2, ... , n- 1} - JC. Logo, >-i(z) = >-i(x ), para 
todo z E U. Isto significa que >-i é constante em U. Levando em conta a conexidade 
de I:P e a continuidade de ).1 , segue-se que ).1 é constante em I:P. 

Como conseqüência da proposição 3.1.2 e do teorema 3.1.5, temos um corolário 
que contém uma primeira obstrução às hipersuperfícies compactas e de G-cohomogc
m~idade 1 do espaço euclidiano JR.n+ 1

, n 2: 3. 

3.1.6 
COROLÁRIO 

Seja f : Mn"2 3 ------* JR.n+ 1 uma hipersuperfície compacta e de C-co
homogeneidade 1. Então, existe p E Mreg tal que T f(p) = n, c as 
órbitas principais de G são orientáveis. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja Ç0 um valor regular da aplicação normal de Gauss ge
neralizada cP: v1(M) ------* sn tal que <P- 1 (Ço) c Mreg X {Ço}, o qual existe em virtude 
da proposição 3.1.2. Logo, se (p, Ç0 ) E q;- 1 (Ç0 ), temos que A~; 0 : TpM ------* TPA1 é 
invertível, conforme observamos um pouco antes da proposição 3.1.2. Portanto, os 
autovalores de A~; 0 são todos não-nulos e, em particular, segue-se que T f(p) = n 2: 3. 
O item (b) do teorema 3.1.5 completa o corolário. 

O próximo corolário decorre de uma atenciosa observação da demonstração do 
teorema anterior, no instante em que concluímos que os autovalores do campo de 
operadores de Weingarten A1J são constantes. 

3.1. 7 
COROLÁRIO 

Sejam M uma variedade e I: uma órbita de codimensão 1. Seja TJ um 
campo normal (a I:) unitário, definido em algum aberto conexo de 
I:. Então, os autovalores dos operadores de Weingarten associados 

a TJ são constantes nesse aberto. 
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3.2 
/ 

ÜRBITAS COM CURVATURA POSITIVA 

O propósito desta seção é o estudo das hipersuperfícies de G-cohomogeneida
de L f : Mn"2 3 ------> IRn+l, tais que as órbitas principais de G, com a métrica induzida 
de 111, possuem curvatura seccional positiva. O seu teorema principal é o seguinte. 

3. 2 .1 Seja f : !vfn?. 4 ------> IRn+ 1 uma hipersuperfície compacta e de C-cabo
TEOREMA mogeneidade 1. Se as órbitas principais de G têm curvatura seccional 

positiva, então elas são difeomorfas a sn-l, eM tem o mesmo tipo de 
homotopia que um CW -complexo sem células de dimensão k, para 2 ::; k ::; n- 2. 

DEMONSTRAÇÃO: A idéia central é construir uma função altura hç
0 

: M ------>IR 
de Morse de tal sorte que seu índice, em cada um de seus pontos críticos, tenha valor 
no conjunto {0, 1, n- 1, n}. A partir daí, usando um teorema básico da Teoria de 
Morse (veja [Milb], teorema 3.5), concluímos o teorema. 

Começamos recorrendo à proposição 3.1.2 e escolhendo um vetor Ç0 E sn tal 
que a função altura 

hç0 : M 

.r 

IR 

hç0 (.r) = (Ço, f(.r)) 

é de Morse e, além disto, sens pontos críticos estão distribuídos sobre Mreg· Seja 
p E !vf um desses pontos críticos. Assim, a órbita principal I:P é orientável e a 
imagem desta órbita, via f, é uma subvariedade isoparamétrica de alguma esfera. 
que podemos supor, sem perda de generalidade, ser sn, a esfera euclidiana unitária 
centrada na origem do IRn+1

. 

Seja rJ um campo normal unitário ao longo da imersão f : I:P _____. sn. Sabemos, 
do teorema 3.1.5, que os autovalores )q, )..2 , ... , Àn_ 1 do campo de operadores de 
Weingarten ATJ são constantes ao longo de I:P. 

Afirmamos que ).. 1 = ).. 2 = · · · = Àn_ 1 . Com efeito, se isto não fosse verdadeiro, 
teríamos, para algum par de índices, digamos 1 e k, que ).. 1 -=/= Àk e, portanto, po
deríamos fazer uso da equação de Cartan para hipersuperfícies isoparamétricas de sn 
(veja [Feru]): 

n-1 

I: 
j 

)..J J"c)q 

1 + ).1).j =o 
Àj - )..1 ' 

ou, usando a equação de Gauss para a imersão f : I:P _____. sn, 
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onde K 1j denota a curvatura seccional de I;P com relação ao plano gerado por auto
vetores (unitários) de A 17 associados a )11 e Àj. Mas esta última equação é impossível, 
visto que seus denominadores são positivos e , por hipótese, I:p tem curvatura secci
onal positiva. Logo, À1 = À2 = · · · = Àn-1 = À, como afirmamos. Assim, a imersão 
f : I:r -------+ sn é umbílica. Portanto, sua segunda forma em p, o:P, é dada por 

e. como a imersão se dá em uma esfera, f(I:p) deve coincidir com alguma esfera 
de dimensão n - 1, centro q e raio r (teorema 2 .1. 3): sn- 1 ( q, r) c sn. Agora, via 
argumentos usuais da teoria dos Espaços de Recobrimento, vem que I;P é isométrica 
a sn-l ( q, r). Como as órbitas principais são difeomorfas entre si, segue-se que as 
referidas órbitas são difeomorfas a sn-l(q, r), e está pronta a primeira afirmação do 
teorema, a qual vale também quando n = 3. 

O restante da demonstração será dedicado ao cálculo do índice de hç_0 em p. 

Seja N o campo normal unitário de sn apontando para fora. Como são umbí
licas a imersão f : I:p -------+ sn e a inclusão sn c JR;n+ 1

' temos que a segunda forma de 
f : I:P -------+ JR;n+ 1 em p é dada por 

àp(X, Y) = (X, Y)v(p), X, Y E Tp(I:p), 

onde 11(p) = ÀTJ(p) - N(p). Logo, se Ã~o : Tp(I:p) -------+ Tp(I:p) é o operador de Wein
garten de f : I:P -------+ JR;n+ 1 na direção Ço, então 

(Ã~ 0 (X), Y) = (ô:(X, Y),Ço) = (v(p),Ç0)(X, Y), X, Y E Tp(I:P). 

Donde Ã~ 0 (X) = (v(p), Ç0)X, X E Tp(I:p) e, portanto, o índice da forma bilinear B, 
dada por 

B(X, Y) = (Ã~ 0 (X), Y) = (v(p),Ço)(X, Y), X, Y E Tp(I:P), 

é O ou n- 1. 

Não é difícil verificar que vale a seguinte relação: 

onde Aç_
0 

é o operador de Weingarten de f : M -------+ JR;n+ 1
, segundo a direção Ço. Isto 

diz que a restrição da forma bilinear B, definida por B (X, Y) = ( A~ 0 (X), Y), ao 
subespaço Tp(I:p) x Tp(I:p), coincide com B, cujo índice só pode ser O ou n - 1. 
Agora, uma aplicação direta do lema 3.1.1 dá que ind B E {0, 1, n- 1, n}. Mas 

B(X, Y) = (A~ 0 (X), Y) = HessP h~ 0 (X, Y). 

Logo, o índice de h~ 0 em pé O, 1, n- 1 ou n. 
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3.2.2 
COROLÁRIO 

são tais que 

Seja f : M 77?.4 ------* ]Rn+l uma hipersuperfície compacta e de G-coho
mogeneidade 1. Se as órbitas principais de G têm curvatura secci
onal positiva. então os grupos de homologia (sobre o anel Z) de M 

Hk(M) =O, se 2 ::::; k ::::; n- 2. 

Além disto, H1 (M) é um módulo livre sobre Z e 1r1 (M) é um grupo livre com um 
número finito de geradores. 

DEMONSTRAÇÃO: O teorema 3.2.1 estabelece que A1 tem o mesmo tipo de 
homotopia quC' um CvV-complexo K sem células de dimensão k, 2 < k: < n - 2. 
Logo, o complexo cadeia associado a K é 

onde Cj(K) denota o módulo livre sobre Z gerado pelas células de dimensão j do 
CW-complexo K. (Convém notar que na seqüência de módulos acima foi usada a 
hipótese n 2 4.) Logo, 

Keréh 
Hk(M) = Hk(K) = a =O, se 2::::; k::::; n- 2. 

Im k+l 

e H1(M) = Ker81 , onde Ker8k indica o núcleo do operador ak e Im8k+I, a imagem 
de ak+l· Logo, H1 (M) é isomorfo a um submódulo de C1 (M), o qual é um módulo 
livrC' (com um número finito de geradores) sobre Z. Portanto, H1 ( M) é livre corno 
módulo sobre Z. 

No que diz respeito ao grupo fundamental de M, como K não possui células 
de dimensão 2 (aqui também usamos que n 2 4), 1r1 (K) coincide com o grupo funda
mental do esqueleto l-dimensional de K (veja [Breb], teorema 11.7 do capítulo VII). 
Mas esse esqueleto tem o mesmo tipo de homotopia que um buquê de círculos. Logo, 
1!'1 ( Af) é livre. 

Os próximos resultados mostram que a hipótese de positividade na curvatura 
das órbitas principais de G, juntamente com uma imersão de M no JRn+l, impõe 
severa restrição à topologia da variedade M. 

3.2.3 
COROLÁRIO 

Seja f : M 77 ?.4 ------* ]Rn+l uma hipersuperfície compacta, simplesmen
te conexa e de G-cohomogeneidade 1. Se as órbitas principais de G 
têm curvatura seccional positiva, entã.o lvf é homeomorfa a S". 

DEMONSTRAÇÃO: A hipótese de conexidade simples fornece, via teorema de 
Hurewicz, que H1 (lvf) = O, além de garantir que M é orientável. Donde, usando 
a dualidade de Poincaré, concluímos que H77 _ 1 (M) = O. Levando em conta que 
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Hk(JH) = O, 2 ::; k ::; n- 2, ficamos diante do seguinte quadro: M é simplesmemte 
conexa e possui a homologia inteira de sn. Portanto, M tem o mesmo tipo de 
homotopia que sn. Agora, usamos o teorema de Smale ( [Smal] ou [Mila]), para 
n ;::: 5. e o teorema de Freedman ([Free]), para n = 4. Esses teoremas garantem que 
lvf é homeomorfa a sn. 

Apesar de não dispormos de um teorema como o de Smale (ou mesmo aquele 
de Freedman) para o caso n = 3, o corolário anterior ainda vale para esta dimensão. 
De fato, o teorema abaixo preenche tal lacuna e não precisa de uma imersão paraM. 

3.2.4 
TEOREMA 

Seja M 3 uma variedade riemanniana compacta, de G-cohomogenei
dade 1 e tal que H1 (M, Z 2 ) =O. Se as órbitas principais de G têm 
curvatura seccional positiva, então elas são isométricas a esferas eucli

dianas, e M é homeomorfa a S3 . 

DEMONSTRAÇÃO: Como H1 (l'v1, Z2 ) = O, temos que M e suas hipersuperfí
cies (mergulhadas) são orientáveis. Em particular, as órbitas principais de G são 
orientáveis. Mais ainda, como essas órbitas são 2-dimensionais e homogêneas, têm 
cnrvatnra constante. Mas, por hipótese, tal curvatura é positiva. Logo, as órbitas 
principais devem ser isométricas a esferas euclidianas. 

Como estamos diante de uma ação de cohomogeneidade 1, eM é compacta, vale 
que o espaço de órbitas MIG coincide ou com o intervalo [O, 1] ou com o círculoS\ 
conforme diz o teorema 2.3.11. Na realidade, MIG =[O, 1]. De fato, se MIG = S 1 • 

teríamos uma fibração localmente trivial1r: M-----+ S 1 com fibra difeomorfa a S 2 . A 
seqüência exata em homotopia desta fibração dá que 

o que. por sua vez, implica 1r1 (M) = Z. Assim, H1 (M) = Z. Isto, junto ao teorema 
dos coeficientes universais, implica que H1 (M, Z2) = H1 (M) ®z Z2 = Z2, fato que 
contradiz nossa hipótese. Portanto, devemos ter MIG = [0, 1], isto é, a ação tem 
duas órbitas não-principais. 

Ainda de H1 (M, Z2 ) =O, vem que a ação de G não admite órbitas excepcionais, 
visto que uma tal órbita deve ser não-orientável. Logo, as duas órbitas não-principais 
devem ser singulares. Portanto, cada uma delas ou coincide com um ponto ou é 
difeomorfa ao círculo S 1 . Na verdade, esta última alternativa é impossível. Com 
efeito, suponhamos que G I K = S 1 seja uma órbita singular, e seja G I H = S 2 uma 
órbita principal. Em se tratando de uma ação de cohomogeneidade 1, temos que a 
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projeção natural 

1r:GIH 
gH 

GIK 
1-------+ 1r(gH) = gK 

define uma fibração localmente trivial com fibra típica difeomorfa a K I H = 5 1 , fato 
que podemos obter do teorema 2.3.14. Portanto, temos a seguinte seqüência exata: 

o que constitui uma contradição aos fatos que 5 2 é simplesmente conexa e 1r1 (51 ) = Z. 
Assim, as órbitas singulares de G são pontos. 

O item (b) do torema 2.3.13 nos diz queM~ f 1 U,pf2 , onde f 1 e f 2 são fibrados 
de discos sobre as órbitas não-principais de G, e cp é um difeomorfismo entre as órbitas 
principais que são bordos de f 1 e f 2 . Como, no nosso caso, as órbitas principais são 
difeomorfas à esfera 5 2

, e as órbitas não-principais (singulares) são pontos fixos de 
G, vem que f 1 e f 2 são cópias do disco tridimensional compacto D 3 . Portanto, 

onde cjJ é um difeomorfismo de 5 2
. Isto significa que M é uma esfera torcida. Assim 

sendo, A1 deve ser homeomorfa a 5 3
. (Este último fato é relativamente simples e 

pode ser encontrado em [Mila].) 

Na mesma ordem de idéias dos dois teoremas anteriores, passaremos a descrever 
o caso em que !vf não é simplesmente conexa. 

3.2.5 
TEOREMA 

Seja f : Jvf71?. 3 -------+ JR.n+ 1 uma hipersuperfície compacta e de G-coho
mogeneidade 1. Se as órbitas principais de G têm curvatura seccional 
positiva e M não é simplesmente conexa, então M é homeomorfa a 

DEMONSTRAÇÃO: Seja p E Mreg· Logo, a órbita principal l:P = G(p) é dife
ornorfa à esfera sn- 1

. Portanto, se H denota o subgrupo de isotropia de G em p, 
temos que G I H= sn- 1 . 

Primeiro, suponhamos que M = Mreg· Neste caso, MIG = 5 1 e, portanto, M 
é difeornorfa a 5 1 X sn-I, de acordo com o item (a) do teorema 2.3.13, o que prova 
o teorema, para o caso em que G tem apenas órbitas principais. Na realidade, corno 
veremos, esta é a única possibilidade. 

Seja q um ponto não-regular de M e K o subgrupo de isotropia de G em q. 
Do teorema 2.3.14. obtemos que 1r: sn-l -------+ G(q) é uma urna fibração localmente 
trivial com fibra típica sm, rn 2 O. Se G(q) é singular (m > 0), a seqüência exata 
em homotopia desta fibração implica que esta órbita é simplesmente conexa. Quando 
G(q) é excepcionaL obtemos 1r1 (G(q)) = Z2. 

34 



Sejam E1 e E2 at> órbitat> não-principait> de G. Not>t>O objetivo, agora, é verificar 
que nenhuma det>tat> órbitat> pode t>er excepcional. lt>to será feito em duat> etapas: 
uma tratará dos casos onde n 2:: 4 e a outra do caso tridiment>ional. 

Suponhamos que n 2:: 4. Como M ~ r 1 Uq,r 2 , onde r 1 e r 2 são, respectivamente, 
fibrados de discos sobre E1 e E2 e tjJ : 8"~ 1 ---+ sn~l é um difeomorfit>mo da órbita 
principal sn~l, temos, via teorema de Seifert-Van Kampen, que 1r1 (M) é isomorfo ao 
produto livre de 1r1 (r I) por 1r1 (r 2 ), it>to é, 1r1 ( M) = 1r1 (r r) * 1r1 (r 2 ). Agora, como r 1 

tem o mesmo tipo de homotopia que E1 , e r 2 tem o mesmo tipo de homotopia que 
E2 , vem que 1r1 (M) = 1r1 (EI) * 1r1 (E2 ). Como n ;:::: 4, esta equação, combinada com 
o corolário 3.2.2, implica que nenhuma das órbitas, E1 ou E2 , pode ser excepcional. 
De fato: do corolário obtemos que o grupo 1r1 (M) é livre; da equação, se E1 fosse 
excepcional, obteríamos que 1r1(M) = Z 2 * 1r1 (E2 ), onde 1r1 (E2 ) é ou o grupo trivial 
(se E2 é singular) ou Z2 (t>e E2 é excepcional). Uma contradição. 

No que segue, lidaremot> com o caso tridimensional. Vale notar que Ot> argu
mentos usados para n ;:::: 4 não se aplicam aqui porque não dispomos, a priori, da 
informação de 1r1 ( M) ser livre. 

Suponhamos, por absurdo, que E1 seja excepcional. Por ser bidimensional e 
homogênea, E1 tem curvatura constante. Corno E1 é recoberta por S 2

, vem do teorema 
de Hadarnard, que essa constante deve ser positiva, a qual, sem perda de generalidade, 
admitiremos ser 1. Logo, E1 deve ser isométrica ou a S 2 ou ao plano projetivo JRJ!D2

. 

A primeira alternativa é impossível porque a órbita principal S2 é um recobrimento 
duplo de E1 . Logo, E1 deve ser isométrica a JRJ!D2

. 

Seja 7t o vetor curvatura média de E1 olhada como subvariedade de M. A 
homogeneidade (com respeito a isometrias de M) de E1 garante que ll7tll é constante. 
Na realidade, E1 é mínima, isto é, 7t = O. Com efeito, sejam p E Mreg e À urna 
geodésica normal começando em p. Seja q = >.(to) um ponto onde À fura E1 . Corno 
E1 é urna órbita excepcional de G, deve existir g E G- H, H subgrupo de isotropia 
de G em p, tal que 

g(q) = q e dqg(>.'(to)) =->.'(to). 

Isto decorre do fato que K /H = {H, g H}, para alguma isometria g E G. 
dqg(7t(q)) = -7-l(q). Mas dqg(Jt(q)) = 7t(q). Portanto, devemos ter 7t(q)) 
corno 7t tem comprimento constante, obtemos a minimalidade de E1 em M. 

Logo, 
O e. 

Nestf' instante, cobrimos E1 com um número finito de abertos conexos Uk, 
k E K c N, com a seguinte propriedade: em Uk está definido, relativamente a in
clusão Uk c M, um campo normal unitário TJ(k). Uma aplicação direta do resultado 
obtido no corolário 3.1.7 mostra que os dois autovalores dos operadores de Weingar
ten associados ao campo TJ(k) são constantes em Uk· Além disto, a soma deles é nula, 
posto que E1 é mínima em M. 

Fixemos atenção em um dos abertos Uk, digamos U1 . Se um dos autovalores dos 
operadores de Weingarten associado a TJ(l) fosse não-nulo, o outro também seria. Logo, 
esses autovaloret> seriam não-nulos, de mesmo valor absoluto e de sinais contrários; 
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em particular, diferentes. Assim, teríamos, definidos em U1 , dois campos de linhas 
(ortogonais) diferenciáveis, a saber, os auto-espaços associados a esses autovalores. 
Notando que, na interseção de dois abertos da cobertura Uk, os campos normais 
r/kl. no pior dos casos, diferem por um sinal, concluímos que é possível definir dois 
campos de linhas ao longo de toda E1 = JRJP2

. Em particular, temos um campo de 
linhas contínuo em IRJP2

, o qual podemos levantar a S 2 , fato absurdo (veja [Stee]). 
Esse absurdo permite-nos concluir que os autovalores de A

71
(k) devem ser ambos nulos, 

para todo k: E JC. Isto significa que E1 é totalmente geodésica em M. 

Consideremos, agora, E1 imersa, através de f, no IR4
. Seja 77 um campo normal 

unitário, com relação à inclusão de E1 em M, definido em algum subconjunto aberto 
e conexo de E1 . Definamos iJ = df ( 77). Temos que i] é um campo normal unitário 
ao longo de f : E1 -----> IR4

. Como A 77 = O, A17 também o é. Logo, a segunda forma 
fundamental de E1 , relativa ao IR4

, indicada por {3, é dada por: 

{J(X, Y) = (A~;(X), Y)Ç, 

onde X, Y E X(E1 ) e Ç é um campo normal unitário ao longo de f: M-----> IR4
. Segue

se que o primeiro espaço normal da imersão f : E1 -----> IR4
, denotado por N1 , tem, em 

cada ponto, dimensão no máximo 1. Como E1 = JRJP2 tem curvatura constante 1, 
vem da equação de Gauss que dim N 1 = 1, ao longo de toda E1 . Agora, usando do 
teorema A de [DaRo], obtemos que a codimensão da imersão f : E1 -----> JR4 pode ser 
reduzida a 1, isto é, existe um hiperplano que contém f(El). Portanto, f(El) deve ser 
uma esfera bidimensional desse hiperplano, contradizendo E1 = JRJP2

. 

Diante do exposto, em qualquer caso, concluímos que G não pode ter órbitas 
excepcionais. Assim, só resta a E1 e E2 serem singulares e, portanto, simplesmente 
conexas (se n = 3, pontos fixos de G). Logo, M é homeomorfa à adjunção (feita 
ao longo de sn-I) de dois fibrados de discos sobre E1 e E2 . Agora, usando outra 
vez o teorema de Seifert-Van Kampen, segue-se que M é simplesmente conexa, fato 
contrário à nossa hipótese. Portanto, M = Mreg e M ~ S1 X sn-l. 

3.3 
/ 

ÜRBITAS DE CURVATURA NÃO-NEGATIVA 

Na mesma ordem das idéias usadas na seção anterior, estudaremos agora as 
hipersuperfícies f : M -----> JR;,n+l de G-cohomogeneidade 1, G C Iso(M), um subgrupo 
compacto, conexo e com órbitas principais curvadas não-negativamente. 

Como primeiro resultado nessa direção, apresentamos a seguir uma proposição 
que descreve, a menos de difeomorfismos, as órbitas principais de G. 
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3.3.1 
PROPOSIÇÃO 

Seja f : lvf"24 -----+ IR;_n+ 1 uma hipersuperfície de G-cohomogeneida
de 1. Suponhamos que as órbitas principais de G tenham curvatura 
seccional mio-negativa e que, em algum p EM, T f(p) 2: 3. Então, 

essas órbitas satisfazem uma das seguintes alternativas: 

(a) são difeomorfas a sn-1 ; 

(b) são difeomorfas a Sk X sn-k-1 ' com 2 ::; k ::; n- 3; 

(c) recobrem S 1 X sn- 2 e são recobertas por IR;. X sn- 2 . 

Em particular, se I: é uma órbita principal de G, então ou n 1 (I:) =O ou n 1 (I:) = Z. 

DEMONSTRAÇÃO: Podemos supor, sem perda de generalidade, que p E Mreg, 

visto que Mreg é denso em M e o número tipo de f tende a crescer perto de p. 

Assim, L;P = G(p) é uma órbita principal de G que imerge, via f, de tal modo que 
f(I:p) coincide com uma subvariedade isoparamétrica de alguma esfera euclidiana n

dimensional, que admitiremos ser a esfera euclidiana unitária sn (vide teorema 3.1.5, 
item (b)). Denotemos por )11 ::; À2 ::; ... ::; Àn_ 1 os autovalores (constantes) desta 
. -1mersao. 

Afirmação: Dentre estes autovalores, no máximo dois deles são distintos. De 
fato, suponhamos que assim não seja. Logo, pelos menos três deles, digamos À1, À2 e 
À3 , são distintos. Agora, usando na equação de Cartan, 

a hipótese de que a curvatura seccional de L;P é maior do que ou igual a zero e que 
ÀJ - À1 > O, obtemos que 

Em particular, 

1 + À1À2 = O e 1 + À1À3 =O, 

o que implica À 1 =f. O e À2 = À 3 = -1/ À 1 , conclusão que contradiz À2 =f. À 3 . Portanto, 
conforme afirmamos, temos no máximo dois autovalores distintos, os quais serão 
denotados por À e fL, À ::; fL. 

Se À = fl, então a imersão de I:P em sn é umbílica e, portanto, f(I:p) é uma 
hiperesfera de sn, donde concluímos o item (a). 

Suponhamos, agora, que À < fL. Neste caso, outra vez da equação de Cartan, 
obtemos que 1 + Àfi = O. Donde À =f. O e 11 =f. O, o que implica que o número tipo 
da imersão f : I:p -----+ sn é n - 1 2: 3. Os itens (b) e (c), agora, resultam de uma 
aplicação cuidadosa de um teorema devido a Ryan (teorema 5.7 de [Ryan]). 

Vejamos a afirmação sobre o grupo fundamental da órbita principal I:. Obser
vando os itens (a), (b) e (c), notamos que a única possibilidade para que n 1(I:) não 
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seja trivial reside no item (c), onde temos que~ é recoberta por IR x sn-2 e recobre 
S1 

X sn- 2
. Logo, se 'iTI (~) -=1- O, devemos ter que este grupo é isomorfo a um subgrupo 

não-nulo de 'iTI (S1 
X sn-2

) = Z. Portanto, 'iTI (~) é, também, isomorfo a Z. 

3. 3. 2 Seja f : M 77 2 4 -------+ IRn+l uma hipersuperfície compacta e de G-coho
COROLÁRIO mogeneidade 1. Suponhamos que as órbitas principais de G tenham 

curvatura seccional não-negativa. Então, essas órbitas satisfazem 
uma das seguintes alternativas: 

(a) SÃO difeomorfas a sn-l; 

(b) sÃo difeomorfas a Sk X sn-k-l, com 2 S k S n- 3; 

(c) recobrem S 1 X sn-2 e são recobertas por IR X sn-2 . 

Em particular, se~ é uma órbita principal de G, então ou 1r1 (~) = O ou 1r1 (~) = Z. 

DEMONSTRAÇÃO: O corolário 3.1.6 produz um ponto p E Mreg tal que o 
número tipo T f(p) = n 2 4. Agora, é só aplicar a proposição anterior. 

Apesar da proposição 3.3.1 ter sido enunciada para n 2 4, ela continua verda
deira para n = 3, só que, neste caso, o resultado é um pouco mais forte e não usa 
nenhuma informação sobre a curvatura das órbitas principais. A proposição 3.3.3 
abaixo contém, de modo preciso, esse resultado. 

3.3.3 
PROPOSIÇÃO 

Seja f : M 3 -------+ IR4 uma hipersuperfície de G-cohomogeneidade 1. 
Suponhamos que, em algum p E M, T f(p) = 3. Então, a.s órbitas 
principais de G devem ser isométricas: 

(a) ou a esferas euclidianas bidimensionais; 

(b) ou ao toro plano S1 x S1
. 

DEMONSTRAÇÃO: Como na proposição 3.3.1, podemos supor p E Mreg· Já 
sabemos que as órbitas principais de G são orientáveis e que a órbita principal ~P 
imerge, por f, em uma esfera tridimensional, digamos S 3 (teorema 3.1.5). Além disto, 
como são homogêneas e bidimensionais, elas devem ter curvatura constante. 

O teorema de Hilbert (teorema 41, página 137, de [Spiv]) para superfícies de S 3 

impede que tal constante seja negativa. Se essa constante é positiva, temos que ~P é 
isométrica a uma esfera. (O caso ~P isométrica a um plano projetivo é descartado em 
virtude da orientabilidade de ~p·) A informação que obtivemos sobre ~P se estende às 
demais órbitas principais do seguinte modo: sabemos que elas são difeomorfas a ~p
Portanto, difeomorfas a S 2

. Na realidade, cada uma dessas órbitas deve ter curvatura 
constante positiva, pois, se essa constante fosse menor do que ou igual a zero, o seu 
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recobrimento universal seria, pelo teorema de Hadamard, JR. 2 . Mas isto é um absurdo, 
v1sto quf' as órbitas principais são difeomorfas a S 2 . Logo, as órbitas principais de G 
devem sf'r isométricas a esferas euclidianas, quando I:P tem curvatura positiva. 

O caso em que a curvatura de I:P é nula produz I:P = S1 x S1 , segundo o 
corolário 5.6, capítulo IV, de [KoNo]. A conclusão de que o mesmo ocorre com as 
outras órbitas principais é obtida via teorema de Gauss-Bonnet. Com efeito, seja I: 
uma órbita principal qualquer de G, a qual deve ter curvatura constante, digamos c, e, 
ao mesmo tempo, deve ser difeomorfa ao toro S 1 x S 1 . Em particular, a característica 
de Euler de I: é nula. O teorema de Gauss-Bonnet, agora, dá 

l c dO'= 21rx(I:) =O, 
./L-

onde dO' é o elemento de área de I: e x(I:) denota a característica de Euler de I:. 
Assim sendo, c = o e, portanto, I: = S 1 X S 1. 

Para o caso tridimensional, o teorema que segue descreve as hipersuperfícies 
compactas, orientáveis e de G-cohomogeneidade 1. 

3.3.4 
TEOREMA 

(a) S3 : 

(h) S1 x S2
; 

Seja f : M 3 
---7 JR.4 uma hipersuperfície orientável, compacta e de G

cohomogeneidade 1. Então, M é homeomorfa a algum dos espaços 
abaixo: 

(c) S 1 
X S 1 

X S\ 

(d) um espaço lenticular L (cf. [Rolf]), isto é, uma adjunção de espaços T1 Uq, T2 , 

onde T1 e T2 são duas cópias do toro sólido S1 x D 2 e rjJ é um difeomorfismo do 
bordo, S 1 

X S 1
, deste toro. 

MElis aindA: nos casos (c) e (d) o grupo G é isomorfo ao grupo S 1 x S 1
. 

DEMONSTRAÇÃO: Do corolário 3.1.6, obtemos p E Mreg tal que T f(p) = 3. 
Usando a proposição anterior, concluímos que as órbitas principais são isométricas ou 
a esferas ou ao toro plano. Quando essas órbitas são esferas, os espaços dos itens (a) 
e (h) provêm dos teoremas 3.2.4 e 3.2.5. Os itens (c) e (d) estão associados ao caso 
em que as órbitas principais são toros planos, e passaremos a estudá-los agora. 

Suponhamos que I:P = S 1 x S 1 e seja H o subgrupo de isotropia de G em p. 

Como I;P é principal e G age efetivamente em M, vem que a ação de G em I:P é também 
efetiva. Por um resultado da teoria de Ações de Grupos, que pode ser encontrado em 
[Brea], temos que G deve coincidir com algum toro, visto que G atua efetivamente no 
toro I:P. Agora, a comutatividade de G, juntamente com a transitividade de sua ação 
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sobre l:p, implica que H é trivial e, portanto, l:P = G I H = G. Logo, G = S 1 x S 1 . 

Portanto, não existem órbitas excepcionais. Com efeito, suponhamos que G possua 
alguma órbita excepcional E com subgrupo de isotropia K c G. Assim, E = G 1 K. 
Como K é subgrupo de G, e G é um grupo comutativo, temos que K é um subgrupo 
normal de G. Assim, E = G I H é um grupo de Lie. Logo, orientável. Isto é uma 
contradição ao fato que as órbitas excepcionais não são orientáveis, conforme diz o 
teorema 2.3.15. 

Restam. agora, duas possibilidades: (i) o grupo G tem apenas órbitas principais; 
(ii) existem duas órbitas singulares, as quais podem ser pontos fixos ou o circulo S 1 . 

No que diz respeito à possibilidade (i), utilizamos diretamente um teorema de 
Mostert, o teorema 2.3.13, no seu item (a), e concluímos que M é homeomorfa ao 
toro S1 

X S 1 
X S1

, posto que MIG = S1 e l:p = S1 
X SI, o que produz (c). 

Passemos à possibilidade (ii). Primeiro observamos que não pode existir ponto 
fixo para G. Este fato decorre do teorema 2.3.14, o qual estabelece que a fibração 
(natural) definida por uma órbita principal sobre uma não-principal tem fibra dife
omorfa a uma esfera, sempre que a ação for de cohomogeneidade 1. Em particular, 
as órbitas principais de uma tal ação devem ser esferas, à presença de um ponto fixo. 
Assim sendo, as duas órbitas singulares de G devem ser difeomorfas a S 1 . Portanto, 
Af ~ GUq, r2. onde rl e r2 são fibrados de discos bidimensionais (abertos) sobre S1

. 

Logo, G e r 2 são homeomorfos ao toro sólido S 1 x D 2 , onde D 2 é o disco compacto 
hidimensional. Agora, colocando T1 = f 1 e T2 = f 2 , obtemos (d). 

Voltemos ao caso geral onde as órbitas principais têm curvatura seccional não
negativa. O próximo teorema descreve o comportamento dos grupos de homologia da 
variedade M. Notamos aqui que para n :::; 7 não há o que provar. 

3. 3. 5 Seja f : Mn ---+ JRn+l uma hipersuperfície compacta e de G-cohomo
TEOREMA geneidade 1. Se as órbitas principais de G têm curvatura seccional 

não-negativa, então M tem no máximo 8 grupos de homologia que 
não são triviais. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja Ço E sn um valor regular da aplicação de Gauss gEmera
lizada tal que os pontos críticos da função altura hr:,0 estejam distribuídos sobre Mreg· 
Seja p E Jlvfreg um destes pontos críticos. O nosso objetivo é calcular o índice de hr:,0 

em p e, posteriormente, fazer uso da teoria de Morse, como no teorema 3.2.1. 

Seja l:P = G(p) a órbita principal contendo p. Então, como sabemos, a restrição 
f : l:P ---+ sn está bem definida e, além disto, os operadores de Weingarten de f têm 
no máximo dois autovalores distintos, os quais denotaremos por Àp :::; fl,p (veja a 
demonstração da proposição 3.3.1). Devemos observar que estes autovalores podem 
depender da escolha do ponto crítico p ou, de modo equivalente, de L:P, posto que 
eles são constantes aí. 
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O fato decisivo para a obtenção da informação sobre os grupos de homologia de 
lvf, e qne deve ser ressaltado aqui, é que as multiplicidades de Àp e de P,p independem 
de p (de I:P). De fato, a classificação obtida na proposição 3.3.1 é realizada através 
do estudo das duas distribuições (globais e paralelas) em I:P: 

T>.Jr) = {X E Tr(I:p); A 71(x)(X) = ÀpX} 

T11Jr) ={X E Tr(I:p); Ary(x)(X) = fl·pX}, 

onde :r E I:P e T7 f> nm campo normal unitário ao longo da imersão de I:P na esfera 
sn (veja [Ryan]). O item (a) da proposição 3.3.1 provém do caso umbílico, >..P = flp· 

O item (b) decorre do caso 2 :::; dim T>.p :::; n - 3, e o item (c) está associado ao caso 
dim T>.p = 1. Fica claro, portanto, que as multiplicidades de Àp e /lp independem do 
ponto p, visto que as órbitas principais são difeomorfas entre si. 

Seja Ã~ 0 o operador de Weingarten de f : I:P ---+ IR.n+l em p, na direção Ç0. Um 
cálculo direto, envolvendo este operador e aquele da imersão de I;p em sn' que tem 
autovalores Àp e P,p, mostra que 

Àp o o o 

Aço= 
o 
o 

o 

onde Àp = aÀp+b e /lp = Gftp+b, para alguns a, b E IR.. Portanto, pondo k0 = dim T>.p, 
temos qne o índice da forma bilinear B dada por 

é O, ko, n- 1 - k0 ou n- 1. Mas 

onde A~ 0 é o operador de Weingarten de M no IR_n+l. Agora, usando o resultado do 
lema 3.1.1, obtemos que as possibilidades para o índice de h~ 0 em p são: 

O, 1, k0 , k0 + 1, n - 1 - k0 , n - k0 , n - 1 e n. 

Escrevendo n = 7 + k, estas possibilidades ficam 

O, 1, k0 , k0 + 1, 6 + k - k0 , 7 + k - k0 , 6 + k e 7 + k. 
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Portanto, são triviais os grupos de homologias (sobre qualquer domínio de ideais 
principais) Hi(M), sempre que 

i E { 2, 3, ... , ko - 1 } U { ko + 2, ko + 3, ... , 5 + k - ko} U { 8 + k - k0 , 9 + k - k:0 , ... , 5 + k:}. 

Uma contagem direta destes índices dá: 

(i) entre 2 e k:0 - 1: k:0 - 2 índices; 

(ii) entre k:0 + 2 e 5 + k- k:0 : 4 + k- 2k:0 índices; 

(iii) entre 8 + k- k0 e 5 + k:: -2 + k0 índices. 

Portanto, temos um total de 

( ko - 2) + ( 4 + k - 2k:o) + (-2 + k0 ) = k 

grupos de homologia triviais. As demais possibilidades para k:0 , k0 = 1 ou k0 = 2, 
produzem mais do que k grupos de homologia triviais. Segue-se que o número de 
índices i E {2, 3, ... , n- 2} para os quais Hi(M) =O é pelo menos k. Lembrando que 
n = 7 + k, vem que o número de grupos de homologia de A1 que não são triviais é no 
máximo 8 (valE' lembrar que H0 (M) i= 0). 

3.4 
EXEMPLOS 

Reservamos esta seção para a apresentação de três exemplos que servirão como 
complemento para alguns teoremas constantes neste capítulo. O primeiro faz uso, 
para o caso particular do produto de esferas, da noção de produto bi-torcido, bastante 
útil na construção de hipersuperfícies de G-cohomogeneidade 1 do espaço euclidiano. 
O segundo deles serve de apoio ao teorema 3.3.5, indicando a impossibilidade de se 
melhorar a cota 8 para o número de grupos de homologia da variedade M que não são 
triviais. O terceiro, um pouco mais elaborado, completa o teorema 3.3.4, exibindo 
hipersuperfícies de G-cohomogeneidade 1 do IR.4 , como aquelas do item (d) do referido 
resultado. 

3.4.1 Sejam cp, 1/J: S1
-----+ IR definidas por cp(.r, y) = x + 2 e 1/J(.r, y) = y + 2. 

EXEMPLO Temos que cp > O e 1/J > O. Dados m, n E N, o produto bi-torcido, 
segundo as aplicações cp e 1/J, de S 1 pelas esferas sm e sn, é construído 

introduzindo no produto de variedades M = S 1 X sm X sn a métrica tal que, 
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onde p = (X, Y, Z) E M, V = (v1 , v2 , v3 ) E TpM e as métricas do segundo membro 
são as de S 1

, sm e sn. A variedade M munida desta métrica é denotada por 

Sejam g E Iso(Sm) e h E Iso(Sn). Não é difícil verificar que a aplicação 

1 X g X h : S1 Xrp sm Xv, sn S 1 X<f> sm X v, sn 

(X, Y, Z) 1 X g X h(X, Y, Z) =(X, g(Y), h(Z)) 

é uma isometria do produto bi-torcido !v!= S 1 X <f> sm X v, sn. 

Assim, o subconjunto 

G = {1 X g X h; (g, h) E Iso(Sm) X Iso(Sn)} 

é um subgrupo compacto de isometrias de M. Mais ainda, a ação de G em M tem 
apenas órbitas principais, as quais são isométricas a produtos de esferas. Mais preci
samente, se p = (X, Y, Z) E M, então a órbita principal G(p) é isométrica ao produto 
riemanniano sm(cp(X)) X sn('!j;(X)). Portanto, o produto bi-torcido S 1 Xcf> sm Xv, sn 
é uma variedade de G-cohomogeneidade 1, e G tem órbitas principais com curva
tura não-negativa. Na realidade, como veremos no próximo exemplo, este produto 
mergulha isometricamente no espaço JR2+m+n. 

3.4.2 Dados rn, n E N, seja l'v1(m,n) = S 1 Xcf> sm X v, sn o produto bi-torcido 
EXEMPLO do exemplo anterior. Seja f : M(m,n) -------+ JR2+m+n definida por 

onde y = (Yl' Y2, ... 'Ym+d E sm e z = (zl, z2, ... 'Zn+l) E sn. Um cálculo direto 
mostra que f é um mergulho isométrico de M(m,n) no JR2+m+n. Logo, f é uma hiper
superfície compacta e de G-cohomogeneidade 1, G como no exemplo anterior. 

Usando a fórmula de Künneth ([Gree]), obtemos que 

Hi(M(m,n)) = Z, sempre que i E {0, 1, m, n, 1 + rn, 1 + n, rn + n, 1 + rn + n}, 

e que os demais grupos de homologia de M(m,n) são triviais, se escolhemos rn e n de 
tal modo que 1 < rn < n- 1. 

Ainda com respeito à família M(m,n), convém observar que manipulando os 
valores de rn e n, obtemos grupos de homologia que não são triviais, em qualquer 
posição (entre 1 e rn + n) preestabelecida. Portanto, no teorema 3.3.5, não é possível 
indicar com precisão qual o número de Betti não-nulo. 
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3.4.3 Seja À: [a, b] --+ IR4 uma curva parametrizada pelo comprimfmto de 
EXEMPLO arco e com imagem contida no plano .T 1.T3 . Seja G = S0(2) x S0(2) 

Identificado, de modo canônico, com o subgrupo de SO( 4) dado por 

G = {g E S0(4); g = ( ~ I ~ ), A, B E S0(2)}. 

A partir de G e À construímos o espaço 

M;.. = {Y E IR.4 ; Y = g(À(t)), g E G e tE [a., b]}, 

ou, alternativamente, 

onde À1 e ,\3 são as primeira e terceira funções coordenadas de À. Decorre desta 
definição que M>. é um C-espaço. Além disto, se >.([a, b]) não é um intervalo em 
nenhum dos eixos do plano .T1.T3 , a ação de G sobre M>. é de cohomogeneidade 1 e 
tem órbitas principais isométricas a toros planos. 

A partir daqui, estudaremos M>. para alguns casos particulares de À. 

( 1) Seja À definida por 

>.(t) = (2 + cos t, O, 2 + sen t, 0), tE [0, 21r]. 

Neste caso, A1;.. é difeomorfa ao produto S 1 X S 1 X S 1. Na realidade, M;.. é 
isométrica ao produto bi-torcido S 1 Xcf> S 1 X.,;, S 1, onde cp e 1/J estão definidas no 
exemplo 3.4.1. A isometria é esta: 

F : S 1 xc/J S 1 x.,;, S 1 

(z1,z2,z3) 

( 2) Tomemos a curva 

M;.. 

I-----? F(z1, z2, z3) = (cp(zi)z2, ?jJ(z1)z3). 

>.(t) = (cost,O,sent,O), tE [-7r/2,7r/2]. 

Temos, para esta À, que 

Logo, pondo Y = (y1, y2, y3, y4), obtemos queM>.= p-1(0), onde Pé o polinômio 

P(yl, Y2, Y3, Y4) = Yi + Y~ + Y~ + Y~- 1. 

Isto é, l'v1;.. = S 3 . Temos, também, que as órbitas principais de G são toros e as 
duas não-principais são os círculos G(>.( -K/2)) = G(À(K/2)) e G(>.(O)). Portan
to, temos um caso bastante simples, onde ocorre o item ( d) do teorema 3.3.4: 
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uma variedade tridimensional e de G-cohomogeneidade 1, G tendo suas órbitas 
principais isométricas a toros e suas duas órbitas singulares iguais a S1 . 

(3) Seja >.. definida do seguinte modo: 

>..(t) = (cost,0,2+sent,O), tE [-7r/2,7r/2]. 

Aqui M>. admite a seguinte descrição implícita: M>. = p- 1 (0), onde 

Procedimentos usuais usando o grad P mostram que M>. é uma variedade dife
renciável. Mais ainda: a descrição (paramétrica) de M>. 

a qual pode ser reescrita como 

M>. = {Y E lR.4 ; Y = ((cost)zne1 + (cost)z12e2 + (sent)v + 2v}, 

onde tE [-7r/2,7r/2], z1 = (zn,ZI2) E S 1
, z2 E S 1, v= (O,O,z2), e e1 e e2 são os 

dois primeiros elementos da base canônica do JR.4 , indica que, para cada z2 fixado, 
temos em M>. a esfera bidimensional, de raio 1 e centro 2v, do espaço gerado pela 
base ortonormal e1, e2 e v. Esse modo de olhar M>. sugere a seguinte aplicação 
entre as variedades S1 X S2 e MÀ = p-1(0): 

M>. 

i-----) F(X) = (.1:3, .1:4, .1:1(2 + .r5), .r2(2 + .r5)), 

onde X= (:r 1,T2,.r3 ,.r4 ,:r:5 ). Não é difícil verificar que F é, de fato, um difeo
morfismo. (Convém notar que M >. não pode ser isométrica a S 1 x S2. De fato, 
se isto ocorresse. S 1 X S2 teria um ponto de curvatura positiva.) Assim, MÀ é 
difeomorfa a S 1 x S2 e sua inclusão no JR. 4 define uma hipersuperfície compac
ta de S 1 x S 1-cohomogeneidade 1, onde a ação tem toros planos como órbitas 
principais, e círculos como órbitas singulares. 

45 



4 

HIPERSUPERFÍCIES 

DE COHOMOGENEIDADE UM 
/ / 

ÜRBITAS UMBILICAS 

E HIPERSUPERFÍCIES 

DE ROTAÇÃO 



Este capítulo será dedicado ao estudo das hipersuperfícies f : Mn"2 3 --. IR.n+I 
completas, e de G-cohomogeneidade L G tendo suas órbitas principais umbílicas na 
variedade M. 

O estudo desses objetos, no caso compacto, foi introduzido por F. Podestà e 
A. Spiro, no artigo entitulado Cohomogeneity one Manifolds and Hypersurfaces of 
Euclidean Space ([PoSp]). Nesse artigo, eles conseguem descrever completamente a 
forma como a variedade M deve imergir no IR.n+l, para n 2: 4. Mais precisamente, 
eles provam o seguinte teorema, ao qual nos referiremos como teorema Po.SP. 

Po.SP 
TEOREMA 

Seja f : Mn"2 4 --. IR.n+l uma hipersuperfície compacta e de G-cohomo
gcneidade 1. Se as órbitas principais de G são subvariedades umbílicas 
de lvf, então f é de rotação. 

A expressão "f é de rotação", usada neste teorema, é estabelecida do seguinte 
modo. 

Dada uma reta l do espaço euclidiano IR.n+l, usaremos o símbolo S01 para 
designar o subgrupo (isomorfo a SO(n)) de Iso(IR.n+l) que deixa l fixa, isto é, 

SOz ={TE Iso(IR.n+1
); T(.r) =.r, V.r E l}. 

E conveniente observar que as órbitas de S01 atuando no IR.n+l são de dois 
tipos: ou são pontos, obtidos quando S01 atua em l; ou são esferas de dimensão n -1 
situadas em hiperplanos do IR.n+l. 

Agora, podemos estabelecer o significado de "f é de rotação", usada no enun
ciado do teorema Po.SP. 

DEFINIÇÃO Uma hipersuperfície de G-cohomogeneidade 1, f : M --> IR.n+l, é dita 
de rotação se existe uma reta l c IR.n+l tal que f(M) é invariante sob 

S01 e, além disto, as órbitas principais de G são transformadas por f nas esferas 
(n - 1 )-dimensionais geradas por S01 atuando em IR.n+l. 

Ainda nessa direção, recentemente, A. C. Asperti, F. Mercuri e M. H. Noronha 
estudaram as hipersuperfícies de G-cohomogeneidade 1, G tendo suas órbita.c.; prin
cipais com curvatura seccional constante, também no caso compacto e de dimensão 
maior que três ([AMNo]). O principal resultado, obtido nesse trabalho, é o teore
ma As.ME.NO, enunciado logo abaixo, o qual, via teorema Po.SP, implica que a 
hipersuperfície f é de rotação. 

As.ME.No 
TEOREMA 

Seja f : Mn"2 4 --. IR.n+l uma hipersuperfície compacta e de G-coho
mogeneidade 1. Se as órbitas principais de G têm curvatura constan
te, então elas são subvariedades umbílicas de M. 

O objetivo principal deste capítulo é estender estes dois teoremas para o caso 
em que a hipersuperfície f : M --> IR.n+l é completa, ao invés de compacta. 

47 



4.1 
MATERIAL BÁSICO 

Dentro do mesmo espírito do capítulo anterior, nesta seção serão apresentados 
alguns resultados que, além da importância em si mesmo de cada um deles, terão 
grande utilidade dentro das demonstrações dos teoremas obtidos nas seções seguintes. 

Inicialmente, temos um lema, de Geometria Analítica, que constitui uma peça 
simples, porém importante, na construção das hipersuperfícies de rotação. 

4.1.1 Seja G um subgrupo compacto e conexo de Iso(IRn+l ). Seja H um hiperplano 
LEMA contendo a esfera!!:- 1 dimensional sn-l(q, r) centrada em q e de raio r. 

Suponhamos que G atua, sem ponto fixo, sobre esta esfera. Então, valem 
os seguintes fatos: 

(a) q é o único ponto fixo de G em H; 

(b) H é invariante sob G; 

(c) FixG = {x E IRn+l; T(x) =.r, VT E Õ} coincide com a reta l que passa por q e 
é perpendicular a H; 

(d) c c sol. 

DEMONSTRAÇÃO: 

(a) Seja TE Õ. Logo, T(x) = A(x) + k, onde A E O(n + 1) e k é um vetor constan
te. Como sn-1 (q, r) é invariante sob Õ, temos que T(sn- 1(q, r)) = sn-1(q, r) e, 
portanto, T(q) = q. Assim, q E FixG. 

Suponhamos que H contenha outro ponto fixo d~ Õ, digamos y. Isto im
plicaria que a reta passando por q e y seria fixada por G. Em particular, o ponto 
onde essa reta tocaria sn-1 (q, r) seria, também, fixado por G, uma contradição 
à nossa hipótese sobre Õ. Logo, H n FixG = {q}. 

(b) ~ste item advém diretamente dos fatos que sn-l ( q' r) é invariante sob a ação de 
G e que q é mantido fixo por este grupo. 

(c) Seja v um vetor unitário perpendicular a H. Assim, 

l = {X E IR n+ 1 
; X = q + tv, t E IR} 

é a reta perpendicular a H e passando por q. Como H é invariante sob G, vem 
que l também o é. Isto implica que A, a parte ortogonal de T E G, é tal que 
A(v) = ±v. Logo, (A( v), v) = ±1, quando A percorre as partes ortogonais dos 
elementos de G. Como G é conexo e contém a identidade de Iso(IRn+l), devemos 
ter (A( v), v) = 1, o que implica A( v) =v, para toda TE Õ. Donde, l c Fix Õ. 
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Se existisse y E Fix G- l, então o ponto 

z = y- (y- q, v)v E 1i 

seria fixado por G e z 'É q, fato que contrariaria o resultado obtido no item (a). 
Logo, deve ser l = Fix G. 

( d) Decorre facilmente da definição de S Ot. 

4.1.2 
COROLÁRIO 

Seja G um subgrupo compacto e conexo de Iso(JR.n+I). Sejam 1ii 
e 1i2 dois hiperplanos do JR.n+I contendo as esferas sn-I(qi, ri) e 
sn-I(q2, r2), respectivamente. Se G age transitivamente sobre estas 

duas esferas, então 1ii e 1i2 são paralelos, e l = Fix G é uma reta que contém qi e q2 

e é perpendicular a estes hiperplanos. 

DEMONSTRAÇÃO: Temos que G age sem ponto fixo sobre as duas esferas 
sn-I(qi, ri) e sn-I(q2, r2)· o lema anterior garante que l = FixG é uma reta perpen
dicular aos hiperplanos 1ii e 1i2 , e os pontos qi e q2 pertencem a l. 

Diante deste corolário, e das idéias já utilizadas no capítulo anterior, obtemos 
uma proposição, a qual estabelece uma primeira relação entre as hipersuperfícies de 
G-cohomogeneidade 1 e aquelas de rotação. 

4.1.3 
PROPOSIÇÃO 

Seja f : Mn?.3 ~ JR.n+I uma hipersuperfície rígida e de G-coho
mogeneidade 1. Se as órbitas de G são todas principais e têm 
curvatura positiva, então f é de rotação. 

DEMONSTRAÇÃO: Seguindo os passos dados durante a demonstração do c~
rolário 3.1.4, obtemos que a rigidez de f garante a construção de um subgrupo G, 
G C Iso(JR.n+I), que é compacto, conexo e tem a seguinte propriedade: f o g = g o f, 
g E G e g = T(g) E G, onde T: G ~ Iso(JR.n+I) é um homomorfismo de grupos. Por
tanto, se~ é uma órbita de G, então f(~) é uma órbita de G. Mais ainda, f(~p) é uma 
subvariedade isoparamétrica e de curvatura positiva de alguma esfera n-dimensional, 
o que decorre dos argumentos usados na prova do teorema 3.1.5. Agora, usando a 
equação de Cartan (para subvariedades isoparamétricas da esfera), exatamente como 
fizemos no teorema 3.2.1, concluímos que f(~) é uma esfera de dimensão n-1 em um 
hiperplano do JR.n+I. Visto que ~ foi tomada arbitrariamente, resulta que as órbitas 
de G imergem, por f, como esferas em hiperplanos do JR.n+I. Como G age transitiva
mente sobre essas esferas (elas são órbitas de G), o corolário 4.1.2 estabelece que f é 
de rotação. 
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OBSERVAÇÃO De posse da proposição 4.1.3 , obtemos um modo alternativo para o 
cálculo do índice de hE.o no ponto crítico p no teorema 3.2.1. Com 

efeito, o tubo r :J ~P' lá construído, tem órbitas com curvatura positiva, fato que, 
via proposição 4.1.3, implica que r imerge como uma hipersuperfície de rotação do 
espaço IRn+l. Mas, como é sabido, o operador de Weingarten de uma hipersuperfície 
desse tipo tem um autovalor de (pelo menos) multiplicidade n- 1. Logo, o índice de 
hE.o em p deve ser O, 1, n- 1 ou n. (Vale notar, entretanto, que esse argumento não 
se aplica ao mesmo cálculo no teorema 3.3.5.) 

No estudo das variedades de G-cohomogeneidade 1, G tendo órbitas principais 
umbílicas, é bastante natural o aparecimento de produtos torcidos. O lema elaborado 
a seguir diz respeito ao número tipo de imersões isométricas desses produtos em 
espaços de curvatura constante. Ele generaliza um resultado obtido em [PoSp], para 
imersões de produtos torcidos do tipo I Xcf> pn-1(c) no espaço JRn+I, onde I C IR. 

4.1.4 Seja Mn = B 1 xc/>Fk(c) um produto torcido de uma variedade de dimensão l, 
LEMA B, por uma de dimensão k e curvatura constante c, F(c). Suponhamos 

que l < k. Seja f : M ----+ Nn+l(c) uma imersão isométrica de M numa 
variedade de curvatura constante c. Então, dado p = (a, b) E M, o número tipo de f 
em p, T f(p), é tal que ou T f(p) :::; l ou T f(p) ~ k. 

DEMONSTRAÇÃO: Sabemos que o espaço tangente a M em p, TpM, se de
compõe ortogonalmente como TpM = TpB EB TpF, onde TpB é isomorfo a TaB e TpF 
é isomorfo a TbF. 

Denotemos por R o tensor curvatura de M. As seguintes propriedades de R 
correspondem aos itens (a), (b) e (c) do teorema 2.2.4, a primeira adaptada ao fato 
de F ter curvatura constante. 

onde 

(1) RuvW = h(a)(U A V)(W), U, V, W E TpF; 

(
HessP </>(X, Y)) 

(2) RxuY =- </>(a) U, X, Y E TPB eU E TpF; 

(3) RuvX = RxyU =O, X, Y E TpB eU, V E TpF; 

1 2 
h(a) = ~( )(c-llgrad<f>(a)ll ), 

</> a 

(U A V)(W) = (U, W)V- (V, W)U, 

Hessp </>, o hessiano (métrico) de </> em p, é dado por 

( , ) é a métrica de M e c é a curvatura da fibra F. 
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Seja A o operador de Weingarten da imersão f. A partir daqui, decomporemos 
esta demonstração em três etapas: 

(i) o caso em que A(TpB) =O; 

(ii) o caso em que A(TpB) -=/:-O e A(TpB) C TpB; 

(iii) o caso em que A(TpB) ct. TpB. 

ETAPA (i): Como A(TpB) = O e A é auto-adjunta, vem que a aplicação 
A : TpF -----> TpF está bem definida e o posto de A coincide com o posto desta res
trição. 

Dados U, V e W vetores em TpF, a equação de Gauss para a imersão f dá que 

RuvW = c(U 1\ V)(W) + (A(U) 1\ A(V))(W), 

onde c é a curvatura de N. Esta equação, combinada com a propriedade (1) do tensor 
R, produz 

(A(U) 1\ A(V))(W) =(h( a)- c)(U 1\ V)(W). 

Agora, se U1 , U2 , ... , Uk são autovetores ortonormais de A com respectivos autova
lores .-\1 , .-\2 , ... , >.k, a equação anterior, tomada com U = W = Ui e V= Ui, i-=/:- j, 
implica que 

>.i>.iUi = (h(a)- c)Ui. 

Assim, se h( a) c, pelo menos k - 1 dos ,\i, 1 :::; i :::; k, são nulos e, portanto, 
posto A = T f (p) :S 1 :S l. Na outra situação, h( a) -=/:- c, devemos ter .-\1.-\2 ... ,\k -=/:- O, 
fato que significa posto A= T f(p) = k. 

ETAPA (ii): Como no caso anterior, A : TPF -----> TpF está bem definida. Ve
rificaremos, nesta situação, que esta restrição é um múltiplo da aplicação identidade 
de TPF. 

Seja X E TpB um autovetor unitário de A com autovalor (3 -=/:- O. Seja U E TpF. 
Então, da propriedade (2) e da equação de Gauss, vem que 

RxuX =- (HessP</J~~,~' X)) U = c(X 1\ U)(X) + (A(X) 1\ A(U))(X) 

=cU+ (3A(U) + (A(U), X)A(X) 

=cU+ (3A(U), 

visto que (A(U), X) = (U, A(X)) = (3(U, X) =O. Logo, 

A(U) = _ ~ (- Hessp <(J(X, X)) U 
(3 c+ <fJ(a) ' 

como afirmamos. Portanto, o posto da restrição de A a TpF ou é nulo ou é k. Logo, 
sem é o posto de A quando restrita a TpB , devemos ter ou 1:::; T f(p) = m :S l ou 
T f (p) = m + k 2: k + 1. 
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ETAPA (iii): Seja {XI, x2, ... 'Xz} uma base ortonormal de TpB. Temos que 
existe um inteiro m, 1 :S: m ::;: l, tal que se 1 ::;: j :S: l, então 

l 

A(Xj) = Vj +L aijxi, 
i= I 

onde Vj =/= O, Vj E TpF e aij E lR.. 

Sejam 5I o subespaço gerado pelos vetores Vj, 1 ::;: j ::;: m, e 5 2 o complemento 
ortogonal de 5I relativo a TpF. Como estamos supondo k > l e dim5I ::;: m ::;: l, 
temos que 5 2 =/= O. Agora, dado V E 5 2 e combinando a equação de Gauss com a 
propriedade (3), obtemos que 

= (A(V) 1\ A(VI))(XI) 

= (V, A(XI))A(VI)- (VI, A(XI))A(V) 

l l 

= (V, Ví +L aiiXi)A(Ví)- (VI, VI+ L aiiXi)A(V) 
i=I i=I 

Como VI =/= O, segue-se que A(V) = O, para todo V E 5 2 . Em particular, A(Vo) = O, 
onde V0 é um vetor não-nulo de 5 2 . Levando em consideração os pares de vetores V0 

e Xi, 1 ::;: i ::;: m, temos, outra vez usando a propriedade (2) e a equação de Gauss, 

Donde 

o que implica 

Por outro lado, 

R . X .=_ (Hesspc/>(Xi,Xi))T;: = c-Tr. 
X t? • V;t V;1 , 1 <_i <_ m. 

,v; ' c/>(a) 

Rx;V;Xi = c(Xi 1\ Vi)(Xi) + (A(Xi) 1\ A(Vi))(Xi) 

= cVi + (A(Xi) 1\ A(Vi))(Xi). 
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Logo, (A(Xi) A A(Vi))(Xi) =O e, daí, 

A(Xi) = II~ÍI 2 A(Vi), 1 :=:;i:=:; m. 

Retomando o fato que a restrição de A ao subespaço S2 é nula, notamos que o 
posto de A fica completamente determinado pelos vetores A(Xj), 1 :=:; j :=:; l, e A(Vi), 
1 :=:; i :=:; m. Assim sendo, e tendo em conta a última equação acima, vem que 

1 :=:; T f(p) = dim(ger{A(Xj), A(Vi), 1 :=:; j :=:; l, 1 :=:;i:=:; m}) 

= dim(ger{A(XI), ... , A(Xt), A(VI), ... , A(Vm)}) 

= dim(ger{A(~), ... , A(Vm), A(Xm+l), ... , A(Xz)}) :=:; l. 

(Aqui ger W denota o subespaço gerado pelo conjunto W.) 

OBSERVAÇÃO É conveniente notar que apenas na etapa (i), da demonstração ante
rior, foi usada a hipótese da fibra F ter curvatura seccional constante. 

Diante desta observação, temos alguns corolários do lema 4.1.4 e de sua demonstração. 

4.1.5 
COROLÁRIO 

Seja Mn = B 1 x q, Fk com base B e a fibra F sendo uma variedade 
riemanniana qualquer. Seja f : M ~ Nn+l (ê) uma hipersuperfície 
com operador de Weingarten A. Dado p =(a, b) EM, temos: 

(a) se rf(p) > l, então A(TpB) C TpB; 

(b) se rf(p) = l + 1, então A(TpB) =O; 

(c) se k > l + 1 e F tem curvatura constante, então T f (p) -=/:- l + 1. 

DEMONSTRAÇÃO: 

(a) Suponhamos que A(TpB) ct TpB· Então, usando os argumentos aplicados na 
etapa (iii) da prova do lema 4.1.4, concluímos que rf(p) :=:; l, o que contraria a 
hipótese rf(p) > l. Assim, devemos ter A(TpB) C TpB. 

(b) Se A(TpB) -=/:- O, então ou A(TpB) C TpB ou A(TpB) ct TpB. Se ocorre a inclusão 
A(TpB) C TpB, somos levados, via etapa (ii), à seguinte conclusão: ou T f(p) :=:; l 
ou T f(p) ~ k + 1 > l + 1. Já se ocorre A(TpB) ct TpB, obtemos T f(p) :=:; l. Logo, 
A(TpB) -=/:- O implica T f(p) -=/:- l + 1. Portanto, A(TpB) = O, como queríamos. 

(c) Decorre diretamente do enunciado do lema 4 .1.4. 

Os corolários 4.1.6 e 4.1.7, postos adiante, são, respectivamente, simples adap
tações do lema 4.1.4 e do corolário 4.1.5 ao caso em que M =I Xq, Fn-l, onde I é 
um intervalo de lR. 
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O corolário 4.1.7 merece destaque especial, notadamente no caso N = IRn+I, 
em virtude do seu intenso uso dentro das seções 4.2 e 4.3. 

4.1.6 
COROLÁRIO 

Seja Mn?. 3 =I x<P Fn-1 (c) um produto torcido de um intervalo por 
uma variedade de dimensão n -1 e curvatura constante c, F( c). Seja 
f: M------* Nn+ 1 (c) uma imersão isométrica de M numa variedade 

de curvatura constante c. Então, dado p = (t, b) E M, o número tipo de f em p, 
rf(p), étalqueourf(p):::; 1 ourf(p) ;:::n-1. 

4.1.7 
COROLÁRIO 

Seja Mn?.3 = I x<P Fn-l com base I C IR e a fibra F sendo uma 
variedade riemanniana qualquer. Seja f : M ------* Nn+l (c) uma hi
persuperfície com operador de Weingarten A. Seja p = ( t, b) E M e 

TJ E .:t(M) o levantamento horizontal do referencial canônico de I, ~t. Temos que: 

(a) se r f(p) ;::: 2, então A(TJ) = f1TJ, p, E IR; 

(b) se rf(p) = 2, então A(TJ) =O; 

(c) se n;::: 4 e F tem curvatura constante, então r f(p) -=f. 2. 

Existe uma relação muito estreita entre as variedade de G-cohomogeneidade 1, 
G com órbitas principais umbílicas, e a noção de produto torcido. A seguinte propo
sição estabelece essa relação descrevendo a parte regular de uma variedade com estas 
propriedades. Tal proposição aparece em [PoSp] e lá sua prova faz uso de um teorema 
devido a S. Hiepko que caracteriza produtos torcidos ([Hiep]). A demonstração que 
apresentaremos independe desse teorema. 

4.1.8 
PROPOSIÇÃO 

Seja Mn uma variedade de G-cohomogeneidade 1. Suponhamos 
que as órbitas principais de G sejam subvariedades umbílicas de M. 
Seja r o tubo invariante sob G, contendo ~P = G(p), construído 

na proposição 3.1.3, onde p E Mreg· Então, o tubo r é isométrico ao produto torcido 
(-E, E) X<fJ ~P' onde 

-jt k(u) du 

cp(t) =e 0 
, -E< t < E, 

k(t) é o autovalor do operador de Weingarten da aplicação de inclusão da órbita 
principal ~>.(t) = G(>,(t)) em M, que é constante ao longo de ~>.(t), e À é uma geodésica 
normal com >.(O) = p. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja TJ E .:t(r) o campo dado pelo teorema 2.3.16, isto é, 
dado y = g(>.(t)) E ~.>.(t) C r, 

TJ(Y) = dgÀ(t)(X(t)), -E< t <E. 

54 



Temos que rJ é um campo tangente unitário globalmente (bem) definido em r. Além 
disto, como G age por isometrias, rJ(y) é perpendicular a :EÀ(t) em y. Mais ainda, se 
A 11(y) : Ty(:EÀ(t)) ----> Ty(:EÀ(t)) é o operador de Weingarten da inclusão :EÀ(t) C M, a 
umbilicidade das órbitas principais, como subvariedades de M, se traduz por: 

A1J(Y) = k(t)Id, 

onde Id é a identidade de Ty(:Ew)) e k: (-E,E)----> IR é de classe C00
. Ainda do 

teorema 2.3.16, vem que a aplicação 

<l> : (-E, E) X cp :Ep 

(t, g(p)) 

r 
1----------* <I>( t, g(p)) = g( >.( t)) 

é um difeomorfismo. Verificaremos, adiante, que <I> é, de fato, uma isometria. 

Sejam .T = g(>.(O)) = g(p) E :Ep e v E Tx(:Ep) um vetor tangente unitário. O 
levantamento vertical de v, V= (0, v), ao ponto (t, x), é tal que IIVII 2 

= cp2 (t). 

Definamos X E X ( M) por 

X(q) = ~s (exp(sÇ)(q)) ls=o' q EM, 

onde exp é aplicação exponencial do grupo de Lie G e Ç E g (g a álgebra de Lie de 
G), um campo de Killing em r tal que X(x) =v. Como exp(sÇ) E G, vem que X(q) 
é um vetor tangente à órbita que passa por q. 

Temos que 
d<l>(t,x)(V) = (<I> O ,8)'(0), 

onde ,B(s) = (t,exp(sÇ)(x)), posto que ,8(0) = (t,.r) e ,8'(0) =V. Logo, 

d<I>(t,x)(V) = i_(exp(sÇ)(g(>.(t))) I = X(g(>.(t))). 
ds s=Ü 

Pondo 'l/J(t) = (X(y), X(y)), y = g(>.(t)), o cálculo anterior dá que 

e, além disto, 

k(t)1j;(t) = (k(t)X(y), X(y)) = (A 11(y)(X(y)), X(y)) 

= -('\lxrJ,X)(y) = (rJ, '\lxX)(y), 

onde, na última igualdade, foi usado o fato que (rJ, X)= O. Como X é um campo de 
Killing, vale '\lxX = -gradh, onde 

1 
h(x) = 2(x, X)(.r), x EM. 
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Logo, 

k(t)?jJ(t) = -(TJ, grad h) = -dhy(TJ(Y)) 

= -(h(g(À(t))))' = -~(X(g(À(t)), X(g(À(t)))' 

= - ~1/J' (t). 

Portanto, 1/J é a solução da equação diferencial 

1/J'(t) + 2k(t)1jJ(t) =o, 

com a condição inicial?jJ(O) = llvll 2 = 1. Donde 

-~[t k(u)du 
2 ?jJ(t) =e = 4> (t). 

Isto posto, temos que 

Por outro lado, se gt = ( gt, O) é o levantamento horizontal de gt, então 

que é unitário e ortogonal a d<I>(t,x)(V). Portanto, 

o que prova a proposição. 

Uma conseqüência útil desta proposição é que é possível transferir a todas ór
bitas principais, do grupo G com órbitas principais umbílicas em uma variedade de 
G-cohomogeneidade 1, aquelas propriedades geométricas, invariantes por homotetias, 
que alguma delas possua (o sinal da curvatura, por exemplo). O próximo corolário 
torna precisa esta observação. 

4.1.9 
COROLÁRIO 

SejaM uma variedade de G-cohomogeneidade 1. Se as órbitas prin
cipais de G são subvariedades umbílicas de M, então elas são ho
motéticas entre si. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja A C Mreg definido por 

A= {x E Mreg; L;x = G(x) é homotética a I;P = G(p)}, 
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onde p E Mreg está fixado. Temos que A =/:- 0, posto que p E A. Dado x E A, 

seja fx o tubo invariante sob G contendo :Ex, como na proposição anterior. Logo, 
rT = (-E, E) Xtj> :Ex e, portanto, as demais órbitas em rx são homotéticas a :Ex. Assim, 
rT c A, o que mostra que A é aberto em Mreg· Também, se (qn) é uma seqüência em 
A tal que Qn---+ q E Mreg, devemos ter q E A. De fato, como q E Mreg, existe um 
tubo rq = (-E, E) Xtj> G(q) em torno da órbita G(q) e, como Qn -----+ q, deve existir 
no E N de tal modo que Qn0 E fq. Mas Qno E A, isto é, G(qn0 ) é homotética a :EP. 

Logo, por ser homotética a G(qn0 ), G(q) é homotética a :EP. Assim, A é também 
fechado em Mreg· Como este último é um espaço conexo (pois M e :EP são conexos), 
vem que A= Mreg· 

Ainda com a atenção voltada para os produtos torcidos, encerraremos esta seção 
com um lema que diz respeito à planaridade conforme de alguns desses objetos. 

Convém lembrar que uma variedade riemanniana Mn é dita conformemente 
plana se, para cada p E M, existem uma vizinhança de p e um difeomorfismo conforme 
entre essa vizinhança e algum aberto do espaço euclidiano JR.n. Como referências para 
este conceito, citamos [Dajc] e [Merc]. 

4.1.10 
LEMA 

Seja Mn?:. 3 = I xt/> Fn-1 (c) um produto torcido com base I C lR. e fibra F 
com curvatura constante c. Então, M é conformemente plana. 

DEMONSTRAÇÃO: Suponhamos, inicialmente, que n 2': 4. Nosso objetivo é 
usar a equação de Kulkarni que caracteriza as variedades conformemente planas com 
dimensão superior a 3 (veja [Kulk]). Mais precisamente, Mn?:. 4 é conformemente plana 
se, e somente se, dado p E M, vale a equação de Kulkarni: 

para toda quádrupla de vetores ortonormais VI, v2, "\13, e V4 em TpM, onde K(Vi, Vj) 
é a curvatura seccional de M em p, segundo o plano gerado por Vi e Vj. 

Sejap = (t,.x) EM. Seja {E1,E2 , ... ,En} uma base ortonormal de TpM tal 
que E 1 = ( ~t, O) e os demais vetores desta base são tangentes à fibra { t} x F. 

Denotemos por R o tensor curvatura de M. A seguir listamos algumas propri
edades básicas de R que, na realidade, são aplicações dos quatro primeiros itens do 
teorema 2.2.4 a um produto torcido com base B =I C JR.. 

(1) RuvW = h1(t)(U 1\ V)(W), U, V, W E TpF; 

(2) RE1UE1 = -h2(t)U, u E TpF; 

(3) RuvX = RxyU =O, X, Y E Tpi eU, V E TpF; 

(4) RE1uV = h2(t)(U, V)E1 , U, V E TpF; 
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onde 

h1 (t) = }( ) (c -qP(t)), 
cp t 
cp"(t) 

h2(t) = cp(t) 

e c é a curvatura de F. 

Sejam V1 , V2 , V3 e V4 vetores ortonormais de TpM. Então, existem escalares 
vij, 1 :S i :S n e 1 :S j :S 4, tais que 

n 

Vj =L VijEi. 
i=l 

Se Kij = (RV;V:i V,:, Vj) a curvatura seccional de M segundo o plano gerado pelo par 
V,: e Vj, então 

n 

K12 = L vil vj2vkl vz2(RE;EjEk, Ez) 
i,j,k,l?_l 

n n 

L VnVj2VkiVz2(RE1EjEk. Ez) + L vilvj2vklvz2(RE;EjEk, Ez) 
j?_2;k,l?_l i?_2;j,k,l?_l 

n n 

L (vnvi2- vi1v12 )vkiVz2(RE1E;Ek,Ez) + L vilvj2vklvz2(RE;EiEk,Ez) 
i?_2;k,l?_ 1 i,j?_2;k,l?_ 1 

onde g e P2 são os primeiro e segundo somatórios presentes na penúltima igualdade 
acima, respectivamente. Levando em conta as propriedades (2) e ( 4) de R, acima 
expostas, obtemos que 

n 

P1 = L (vnvi2- vilv12)vnvz2(RE1E;El, Ez)+ 
i?_2;l?_l 

n 

L (vnvi2- vilv12)vklvz2(RE1 E;Ek, Ez) 
i,k?_2;l?_l 

n n 

=- L(vnvi2- vilv12)vnvi2h2(t) + L(vnvi2- vi1V12)vilv12h2(t) 
i?_2 i?_2 
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Com respeito à parcela P2 , temos, agora usando (1) e (3), que: 

n 

P2 = L vilvi2vklvz2(RE;E1 Ek, Ez) 
i,j,k,l?:.2 

~ h 1 ( t) C;t.~;'il v ;2vkl v, (E;, E,) (E;, E,) - i,jt.~ 
2
vil v ;2vk1 v12 (E;, E,) (E,, E,)) 

= h1(t) (tvJ1 tvJ2- (tvilvi2)

2

) = h1(t) ((1- vil)(1- vi2)- vi1vi2) 
i?_2 j?_2 i?:.2 

Logo, 

e, portanto, 

K12 = h1(t)- (h1(t) + h2(t))(vr1 + vr2) 

K34 = h1(t)- (h1(t) + h2(t))(vr3 + vi4) 

K14 = h1(t)- (h1(t) + h2(t))(vr1 + Vf4) 

K23 = h1(t)- (h1(t) + h2(t))(vr2 + vr3) 

K12 + K34 = K14 + K23, 
que é a equação de Kulkarni que buscávamos. Assim, M é conformemente plana, nos 
casos n ~ 4. 

Para caso tridimensional, faremos uma breve apresentação de um critério bas
tante útil de planaridade conforme. (os detalhes podem ser encontrados em [Dajc] ou 
em [Merc]). 

Seja Rico tensor de Ricci de M. Então, dados X, Y E X(M), 
n 

Ric(X, Y) = L(RxE;Y, Ei), 
i=l 

onde {E1 , E2 , ... , En} é um referencial ortonormal de M. Seja, agora, Q o tensor 
auto-adjunto associado a Ric, isto é, 

n 

Q(X) =L RE;XEi, X E X(M). 
i=l 

A partir de Q e da curvatura escalar S de M ( S (p) = 2 :L~<i Kii (p), onde Kii (p) são 
as curvaturas seccionais segundo o par Ei (p) e Ej (p)), construímos o tensor "( que se 
expressa por 

'Y(X) = n ~ 2 ( Q(X)- 2 (n~ 1)X ), X E X(M). 

59 



O critério ao qual fizemos referência é posto assim: M é conformemente plana 
se, e somente se, 

V'x'Y(Y)- 'Y(V'xY) = V'y'Y(X)- 'Y(V'yX), X, Y E X(M). 

Nosso objetivo, agora, é aplicar este critério ao produto torcido M 3 . Para isto, 
sejam { e2 , e3 } um referencial ortonormal de F e ~ o referencial canônico do intervalo 
I. Assim, { E1, E2, E3}, onde E1 = (~,O) e E2 = (0, e2) e E3 = (0, e3), define um 
referencial ortogonal para M. V m cálculo direto, usando o referencial ortonormal 
{ E 1 , E 2/ c/J, E3 / cfJ}, mostra que a curvatura escalar S de M é tal que 

s c/J" c - c/J'2 

4 cP 2c/J2 ' 

onde c é a curvatura de F. Também valem: 

i= 2,3. 

Estes resultados implicam que 

O critério que citamos acima, quando aplicado ao par X= E1 e Y = Ei, i = 2, 3, é 
equivalente à condição 

V'E1 'Y(Ei) = V'E;'Y(EI), 

visto que V'E1 Ei = V' E; E1 = ( c/J' / cfJ )Ei, se i = 2, 3, fato que pode ser colhido do item (b) 
da proposição 2.2.2. Mas 

para i= 2, 3. 
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Falta verificar que o par E 2 e E3 também satisfaz o critério que ora usamos, 
isto é, 

(1) 

Como as subvariedades {t} x F, tE I, são umbílicas em Me E 2 e E3 são ortogonais, 
vem que '\lE2 E3 é, em cada ponto (t, .1:) EM, tangente à subvariedade {t} x F. Logo, 
'\lE2 E3 é combinação linear de E2 e E3 . Donde, 

e, portanto, o lado esquerdo da equação (1) é nulo. Analogamente, o mesmo ocorre 
com o seu lado direito, eM é conformemente plana, também no caso n = 3. 

4.2 
CLASSIFICAÇÃO DOS CASOS DE 

DIMENSÃO n > 4 

Dentro do nosso objetivo de estudar as hipersuperfícies f : Mn ~ IRn+l com
pletas, de G-cohomogeneidade 1 e com a propriedade de que as órbitas principais de 
G são umbílicas em M, retomemos o teorema Po.SP, enunciado na introdução deste 
capítulo, o qual descreve a forma como M pode ser posta, isometricamente, dentro 
do espaço IRn+l, quando M é compacta e n :2: 4. 

A motivação para o teorema Po.SP surge quando já temos em mãos uma 
hipersuperfície f: Mn ~ IRn+l de G-cohomogeneidade 1 que é de rotação. Para 
fixar idéias, vamos supor que essa rotação está sendo feita em torno do eixo Xn+l do 
IRn+l, isto é, em torno da reta l = {(0, O, ... , t); tE IR}. Logo, SOz = SO(n) com as 
identificações usuais: 

S01 = {B E SO(n+ 1); B = ( A 1!), A E SO(n)}. 

~ 
Assim, f(M) pode ser descrita, localmente, como o produto torcido (-E, E) X>.l sn-l' 
onde 

À : (-E, E) 
t 1------------> À(t) = (ÀI(t), O, ... , O, Àn+I(t)) 

é uma parametrização pelo comprimento de arco da curva perfil de f(M), contida no 
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plano x 1xn+1. Esta porção de f(M) pode ser parametrizada por 

W : (-E, E) X>.1 sn-1 

(t,X) 

f(M) 

w(t, X) = (À1 (t)X, Àn+1 (t) ). 

Diante disto, segue-se que as cópias de sn-1 em (-E, E) X>.l sn-1 são enviadas por w 
nos paralelos de f(M), os quais, por sua vez, provêm (por definição), via f, das órbitas 
principais. Como as cópias de sn-1 em (-E, E) X>.l sn- 1 são subvariedades umbílicas 
deste produto -isto ocorre com toda fibra de um produto torcido (corolário 2.2.3, 
item (b))- e são homotéticas à esfera sn-I, vem que essas órbitas são subvarieda
des umbílicas de M e são isométricas a esferas. Portanto, uma condição necessária 
para que uma hipersuperfície de G-cohomogeneidade 1 seja de rotação é que as ór
bitas principais de G sejam subvariedades umbílicas de M e, além disto, que sejam 
isométricas a esferas euclidianas. 

Neste ponto, surge uma questão bastante natural: Uma hipersuperfície de G
cohomogeneidade 1, f : Mn ---+ JR:n+I, G com suas órbitas principais umbílicas em M 
e isométricas a esferas, é de rotação? 

No caso em que Mn é compacta e n 2: 4, a resposta é afirmativa e é dada 
pelo teorema Po.SP, o qual não supõe que as órbitas principais sejam isométricas a 
esferas. Na realidade, tal condição é conseqüência da compacidade de M junto com 
a umbilicidade das órbitas principais. 

Elucidado o caso compacto, passaremos a estudar a questão proposta, no caso 
em queM é completa e não-compacta. 

Começamos observando que nesta circunstância nem sempre f é de rotação 
(mesmo supondo que as órbitas principais são esféricas). De fato, vejamos um pri
meiro exemplo. 

4. 2 .1 Seja Mn?. 3 = JR:n olhado como uma variedade de G-cohomogeneidade 1 
EXEMPLO segundo o subgrupo G = SO(n). Neste exemplo, as órbitas principais 

são esferas (concêntricas) de dimensão n - 1. Logo, subvariedades 
umbílicas de M. A órbita não-principal é a origem do JR:n. 

Seja 
f:M 

X 

JR:n+ 1 

f(X) = (cost,sent,x2, ... ,xn), 

onde X = (t, x2, ... , Xn)· Temos que f é uma hipersuperfície que mapeiaM em um 
cilindro sobre S1

. (Convém observar que f é localmente substancial: a restrição de 
f a qualquer aberto de M é substancial.) Esta imersão não pode ser de rotação. 
Com efeito, suponhamos que f seja de rotação. Segue-se, então, que f(M) contém 
um aberto isométrico a (-E, E) X>.

1 
sn-I, onde À1 é a primeira função coordenada de 

alguma curva plana, À, parametrizada pelo comprimento de arco. A substancialidade 
local de f garante que (À~(t 0 ))2 < 1, para algum t 0 E (-E,E). 
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Fixemos atenção no ponto (to, :r) E (-E, E) XÀl sn-1 e tomemos u, v E Txsn- 1 

dois vetores ortogonais. Da propriedade (1) do operador de curvatura de um produto 
torcido, exibida na demonstração do lema 4.1.4, obtemos que a curvatura seccional, 
K(U, V), de (-E, E) XÀl sn- 1 no plano gerado pelos levantamentos verticais u = (0, u) 
e V = (O, v) é dada por 

K(U, V)= >.rtto) (1- (>.~(to)?)> O, 

fato absurdo, diante da planaridade de M = IR.n. Logo, f não pode ser de rotação, 
em torno de nenhum eixo, como dissemos. 

Diante do exemplo anterior, poderia se esperar a seguinte classificação para os 
objetos que ora estudamos: ou f é de rotação ou f(M) coincide com um cilindro 
sobre uma curva plana. Entretanto, em geral, esta afirmação ainda não é verdadeira, 
como mostra o próximo exemplo. 

4. 2. 2 Seja h : IR. ---+ IR. uma função real par e de classe c= tal que 
EXEMPLO 

{

h(.r,) =O, .7: E ( -oo, -1) U [1, +oo) 

h(x) > 0, X E (-1,1). 

SejaM C IR_n+1 o subconjunto gerado pela rotação da curva regular 

C= {X E IR_n+1; X= (t, O, ... , h(t)), tE IR.} 

em torno do eixo .Tn+1. Temos que M é uma variedade riemanniana e, além disto, 
a ação de G = SO(n) sobre M induz em M uma estrutura de G-cohomogeneida
de 1 com órbitas principais umbílicas em Me, claro, isométricas a esferas. A seguir, 
exibiremos um mergulho isométrico de M no IR_n+1. 

Seja f : M ---+ IR_n+1 definida por 

f(X) = n-1 
{ 

X, se Xn ::; 2 

r(Xn) + ~ Xiei, Se Xn > 2, 

onde X = (.7:1, .T2, ... , Xn, .'En+1), ei é o i-ésimo elemento da base canônica do IR_n+1 e 

1: [2, +oo) 
t 

ger{en,en+1} 

f-------+ r(t) = (0, o, ... ' ln(t), rn+1 (t)) 

é uma parametrização pelo comprimento de arco, de alguma curva simples com i
magem contida no plano XnXn+ 1, com as seguintes propriedades: /(2) = (0, ... , 2, 0), 
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rn+l > o em (2, +oo) e ,;;L (2) =o, p E N. Temos que f é uma hipersuperfície de 
SO(n)-cohomogeneidade 1, as órbitas principais são umbílicas em Me isométricas a 
esferas. Entretanto, f não é de rotação, tampouco f(M) coincide com um cilindro 
sobre uma curva plana, conforme ilustra a figura que segue. 

UMA H!PERSUPERFÍCIE DE SO(n)-COHOMOGENEIDADE 1. 

Cabe aqui um breve comentário com relação a este exemplo: a imersao Isomé
trica f : M -----+ IR.n+l só é possível porque a parte plana de M é conexa e ilimitada. 
É exatamente esta porção de M que admite uma deformação (isométrica) em um 
pedaço de cilindro sobre a curva plana r· Esta situação motivou a seguinte definição 
e permitiu a obtenção do que consideramos ser o principal teorema deste capítulo. 

DEFINIÇÃO Seja M uma variedade riemanniana com tensor de curvatura R. Seja 
P a parte plana de M, isto é, 

P = {p EM; RxyZ =O, X, Y, Z E TpM}. 

A variedade M é dita rígida no infinito se M =/= P e as componentes conexas do 
interior de P são relativamente compactas. 

OBSERVAÇÃO Conforme adotamos no capítulo 2 -relativamente a conceitos como 
compacidade, completitude, G-cohomogeneidade, etc.-, o conceito 

rígida no infinito será usado também para as hipersuperfícies do espaço euclidiano: 
uma hipersuperfície f : Mn -----+ JR.n+l é dita rígida no infinito se M o for. 

4.2.3 
EXEMPLO 

Toda hipersuperfície f : Mn -----+ IR.n+l compacta é rígida no infinito, 
pois deve existir em M um ponto de curvatura positiva. Não são rígi
das no infinito as variedades M dos exemplos 4.2.1 e 4.2.2. 

Agora podemos enunciar o teorema principal deste capítulo, cuja demonstração, 
nesta seção, tratará apenas dos casos n ~ 4. Para n = 3, reservamos a seção 4.3. 
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4. 2. 4 Seja f : Mn?. 3 ----+ IR_n+1 uma hipersuperfície completa, rígida no infini
TEOREMA to e de G-cohomogeneidade 1. Suponhamos que as órbitas principais 

de G sejam subvariedades umbílicas de M. Então, f é de rotação. 
Além disto, se M é compacta, então M é homeomorfa ou a sn ou a 3 1 X sn- 1 . 

Com o fito de simplificar a composição deste teorema, apresentaremos antes 
alguns resultados que culminarão em sua demonstração. 

4. 2. 5 Seja f : Mn?. 3 ----+ IR_n+ 1 uma hipersuperfície de G-cohomogeneidade 1. Se
LEMA ja (qn) uma seqüência em Mreg convergindo para q E Mreg· Se as órbitas 

principais ~qn = G(qn) imergem, via f, como esferas de dimensão n- 1 em 
hiperplanos do IR_n+l, então o mesmo ocorre com ~q = G(q). 

DEMONSTRAÇÃO: Seja Hn o hiperplano que contém a esfera f(~qJ, isto é, 

para algum Vn E sn. Podemos supor, sem perda de generalidade, que a seqüência Vn 
é convergente, digamos Vn ------+ Vo E sn. 

Fixemos p E ~q· Logo, p = g(q), g E G. Temos que f(g(qn))------+ f(p) e, 
também, f(g(qn)) E Hn· Logo, (f(g(qn))- f(qn), vn) =O, fato que, passado ao limite, 
produz (f(p)- f(q), v0 ) = O. Isto implica que f(~q) está contida no hiperplano Ho 
que contém f( q) e é perpendicular a v0 . Como ~q é compacta e homogênea, resulta 
do teorema de Kobayashi que f(~q) é uma esfera em H 0 . 

4. 2. 6 Seja f : Mn?. 4 ----+ IR_n+ 1 uma hipersuperfície rígida no infinito e de C-cabo
LEMA mogeneidade 1. Se as órbitas principais de G são umbílicas em Me alguma 

delas (e portanto todas, devido ao corolário 4.1.9) é isométrica a uma esfera, 
então o subconjunto 

R= {X E Mreg; :3 rx, ~X = G(x) c rx e f : rx ----+ IR_n+1 é de rotação}, 

é aberto e denso em Mreg· (rx denota um tubo invariante sob G.) Além disto, as 
órbitas principais de G imergem, por f, como esferas em hiperplanos. 

DEMONSTRAÇÃO: Notamos, de início, que f não pode ter número tipo 2. 
Com efeito, toda órbita principal ~P = G(p) admite um tubo invariante sob G do 
tipo r= (-E, c) X,p ~P' de acordo com a proposição 4.1.8. Como ~P tem curvatura 
constante, obtemos, via corolário 4.1.7, que T f(q) =I= 2, para todo q E r. Logo, 
T f(.r) =I= 2, para todo :r E Mreg· Isto implica que Mreg =PU Q, onde 

P = {p E Mreg; T f (p) ~ 1} 

Q = { q E Mreg; T f(q) 2:: 3}. 

65 



Uma aplicação direta da proposição 4.1.3 dá que a restrição de f ao tubo rª 
(suficientemente pequeno) em torno da órbita :Eq, q E Q, é de rotação. Logo, Q C R. 
Em particular, toda vizinhança de pontos de Q contém pontos de R. 

Analisaremos, agora, as vizinhanças de pontos de P. Para isto, seja p E P. Há 
duas alternativas possíveis: (i) todo tubo em torno da órbita :Ep contém pontos de 
Q; (ii) existe um tubo rP em torno de L:P tal que rP c P. 

Na primeira alternativa, temos exatamente o que buscamos: toda vizinhança 
de p contém pontos de R. 

Vejamos a segunda alternativa. É exatamente neste ponto que usamos a rigidez 
no infinito de f (de M). Seja rP um tubo C-invariante contendo L:P e contido em P. 
Como M é rígida no infinito, o tubo C-invariante, conexo e maximal, r;ax ,tal que 
L:P c rP c r;ax c P tem fecho compacto. Decorre dos lemas 3.11, 3.12, 3.13 e do 
corolário 3.14 de [PoSp] -que funcionam também no caso tridimensional- que r;nax 
imerge, através de f, como uma região anular em algum hiperplano do JR.n+l, com as 
órbitas principais de C, nele contidas, sendo enviadas em esferas concêntricas. Em 
particular, a restrição de f a rP é de rotação. Logo, também na alternativa (ii), toda 
vizinhança de p contém pontos de R. 

Falta verificar a última afirmação do lema: as órbitas principais imergem, por f, 
como esferas em hiperplanos. Já temos que isso ocorre com aquelas órbitas principais 
:Ex com .1: E Q, ou x E P com a condição adicional de que exista um tubo fx tal 
que P ::J rx ::J :Ex. Os demais casos são aqueles onde as órbitas principais :EP têm a 
seguinte propriedade: p E P e existe uma seqüência (qn) em Q tal que Qn---+ p. O 
lema anterior dá conta destes casos. 

A conclusão obtida no lema anterior, de que as órbitas principais de C imergem 
como esferas em hiperplanos, permite-nos olhar os vetores normais a esses hiperplanos 
e os centros dessas esferas como aplicações (bem) definidas em Mreg· O objetivo do 
lema 4.2.7 é formalizar essas aplicações. 

4. 2. 7 Seja f : Mn?.4 ----+ JR.n+l uma hipersuperfície rígida no infinito e de C-cabo
LEMA mogeneidade 1. Se as órbitas principais de C são subvariedades umbílicas 

de M e são isométricas a esferas, então as funções nor : Mreg ----+ JRIP'n e 
cen : Mreg ----+ JR.n+l, definidas por 

nor(x) = [vetor normal unitário do hiperplano que contém f(L:x)] 

cen(.x) =centro da esfera f(L:x), 

são de classe coo. 
DEMONSTRAÇÃO: Como diferenciabilidade é uma noção local, podemos supor 

que Mreg = (-E, E) Xq:, :E, onde :E é uma órbita principal fixada. 
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Sejam p = (to, xo) E Mreg e {E1, ... , En-1, ~} (~t é o levantamento horizontal 
de ~) um referencial ortonormal definido em uma vizinhança V de p e adaptado às 
fibras ~t = {t} x ~,isto é, dado (t, x) E V, os vetores E1(t, x), E2(t, x), ... , En_1(t, x) 
são tangentes à fibra ~t· Para cada (t, .r) E V, os vetores Ei(t, x) = df(t,x)(Ei), 
1 ::; i ::; n- 1, são tangentes à esfera f(~t) contida no hiperplano 1it. Desta forma, 
o produto vetorial (calculado em T(1tt)) 

- - -
En = E1 1\ ... 1\ En-1 

é normal à esfera f(~t) e tangente ao hiperplano 1it. Agora, tomando o produto 
vetorial (em ~n+ 1 ) dos vetores E1, E2 , ... , En, obtemos o vetor unitário, que só 
depende de t, 

N(t) = E1 1\ ... 1\ En, 

o qual é perpendicular ao hiperplano 1tt. Temos que N : Mreg ----+ ~n+ 1 é de classe 
C 00

. Portanto, nor é de classe C 00
, visto que ela coincide com 1r o N em V, onde 

1r : sn ----+ ~IPn é a projeção canônica. 

Quanto à aplicação cen, fixemos dois pontos em Mreg, digamos p1 = (0, x 0 ) e 
P2 = (0, Yo), de tal modo que f(P1) e f(P2) sejam pontos antípodas da esfera f(~o), 
~o= {O} x ~. Logo, f(t, xo) e f(t, Yo) são pontos antípodas da esfera f(~t) e 

1 
cen(t, x) = "2(f(t, xo) + f(t, Yo)) 

que, claramente, é C00
• 

4.2.8 
COROLÁRIO 

As funções nor e cen recém-construídas gozam das seguintes propri
edades: 

(a) nor é constante; 

(b) a imagem de cen é um segmento de reta. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja R como no lema 4.2.6. Do modo como foi definido 
R, vem que a função nor é localmente constante aí. Isto, junto aos fatos que nor 
é de classe C 00

, R é denso em Mreg e Mreg é um espaço conexo, implica que nor é 
constante. 

Seja n0 E sn tal que nor(p) = [no], para todo p E Mreg· Assim, os hiperplanos 
que contêm as esferas, imagens das órbitas principais, são paralelos entre si e perpen
diculares a n 0 . Isto significa que a restrição de cen a R tem imagem constituída de 
segmentos de reta todos eles paralelos ao vetor n 0 . Outra vez usando a densidade de 
R em Mreg, a conexidade deste último e a suavidade de cen, concluímos que cen(Mreg) 
é um segmento de reta paralelo a n 0 . 
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A partir destes resultados, colhemos um teorema, sobre o qual está firmemente 
apoiado o nosso teorema principal ( 4. 2.4). 

4.2.9 
TEOREMA 

Seja f : Mn?.4 ~ ~n+l uma hipersuperfície rígida no infinito e de G
cohomogeneidade 1. Se as órbitas principais de G são umbílicas em 
M e alguma delas é isométrica a uma esfera, então f é de rotação. 

DEMONSTRAÇÃO: O lema 4.2.6 garante que as órbitas principais imergem como 
esferas (n- !)-dimensionais em hiperplanos do ~n+l. O corolário 4.2.8 diz que esses 
hiperplanos são paralelos e que os centros das esferas são colineares. Logo, a restrição 
de f a Mreg é de rotação. 

Seja l o eixo de rotação de f(Mreg) e SOz o subgrupo de Iso(~n+l) que deixa l 
fixada. Verificaremos, logo a seguir, que f(M) é invariante sob SOz. (Convém notar 
que isto já ocorre com f(Mreg).) 

Seja q um ponto não-regular de M, isto é, a órbita ~q = G(q) não é principal. 
Seja K uma vizinhança tubular compacta e invariante sob G de ~q· Como Mreg é 
denso em M, temos que existe uma seqüência (qn) em Mreg n K tal que qn-------+ q. 
Assim, para cada n, f(G(qn)) é uma esfera, invariante sob SOz, contida no compacto 
f(K). Logo, seTE SOz, 

T(J(G(qn))) c f(G(qn)) c f(K) c f(M). 

Em particular, T(J(qn)) E f(K). Passando ao limite, T(J(p)) E f(K) C f(M) e, 
como T foi escolhida arbitrariamente, concluímos que f(M) é invariante sob S01, o 
que completa a prova. 

Estabeleceremos a seguir, algumas notações que serão usadas durante todo o 
restante deste capítulo. 

Dado p E Mreg, ~P denotará a órbita principal G(p) e r representará o tubo in
variante sob G (isométrico a (-E, E) X <f> ~P) contendo ~P' conforme a proposição 4.1.8. 
O campo rJ E X(r) é o campo unitário, perpendicular a cada órbita principal de G, 
~>.(t) = G(>.(t)), -E< t <E, contida no tubo r, exatamente como definimos na de
monstração da proposição 4.1.8. 

Usaremos, também como na proposição 4.1.8, k(t) para designar o autovalor 
do campo de operadores de Weingarten, A 71 , da inclusão ~>.(t) C M. Em particular, 
k(O) representará o autovalor dos campos A71 ao longo de ~p· 

Sejam Ç um campo normal unitário, definido numa vizinhança de p, ao longo 
de f: M ~ ~n+l e A~ o campo de operadores de Weingarten associado a Ç. 

Agora, temos dois campos unitários e ortonormais definidos ao longo da imersão 
isométrica f: ~P ~ ~n+l, a saber: ij = df(TJ) e [a restrição de Ç à órbita ~P' o 

68 



primeiro definido globalmente. Associados a estes campos temos, respectivamente, os 
campos de operadores de Weingarten Aí] e A€. 

Encerramos, esta pequena seção de notações, denotando por \7 e \7 as conexões 
riemannianas de M e ffi.n+l, respectivamente. 

Nos casos onde o número tipo da imersão f em pé maior que 1, há uma relação 
muito simples entre os operadores A7J e Aí], e entre os operadores A~ e A€, como 
mostra o seguinte lema. 

4.2.10 
LEMA 

Seja f : Mn?. 3 ------+ ffi.n+l uma hipersuperfície de G-cohomogeneidade 1, G 
com suas órbitas principais sendo umbílicas em M. Seja p E Mreg tal que 
T f(p) ~ 2. Temos que valem as seguintes propriedades: 

(a) Aí]= A7J ao longo de L:p; 

(b) ij é paralelo na conexão normal de f : L:p ------+ ffi.n+l: \7-jij = O, X E X(I:p); 

(c) A€ coincide com a restrição de At; a T(L:p); 

(d) se k(O) =O, então f(L:p) coincide com uma esfera em algum hiperplano do ffi.n+l; 

(e) se k(O) #O, então existe uma esfera sn(p0 , r), de centro p0 e raio r= 1/lk(O)I, 
tal que a restrição f: L:P------+ sn(p0 , r) está bem definida e tem A€ por operador 
de Weingarten. 

DEMONSTRAÇÃO: Dado X E X(I:p), a fórmula de Weingarten para a imersão 
f : L:p ------+ ffi.n+l, aplicada aos campos X e ij, se escreve como 

~xij = \7~ij- Aí] (X). 

Por outro lado, a fórmula de Gauss, relativa à imersão f : M ------+ ffi.n+l, dá que 

'Vxij = 'VxTJ + (A~(TJ), X)Ç. 

Como o número tipo de f é maior ou igual a 2 ao longo de toda L:P, obtemos com 
o auxílio do corolário 4.1.7, item (a), que TJ é autovetor de A~. Assim, da equação 

anterior, vem que ~xij = 'VxTJ· Mas 'VxTJ = -A7J(X), pela equação de Weingarten da 
inclusão L:p C M. Logo, 

\7~ij- Aí](X) = -AT)(X) = -k(O)X 

e, portanto, \7-jij =O e Aí]= A7J = k(O)Id, onde Id é a aplicação identidade de T(L:p), 
o que prova (a) e (b). 

De (Af(X), Y) = (A~(X), Y), X, Y E X(I:p), obtemos que A€ coincide com a 

parte tangente a l::p de A~. Outra vez usando o corolário 4.1.7, obtemos que T(L:p) é 
invariante sob A~. Logo, devemos ter que 
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e segue-se (c). 

Suponhamos, agora, que k(O) = O. Usando o item (a), obtemos que Aí]= O, o 
que, junto ao paralelismo de fí, implica que fí é um vetor constante no IR_n+l. Logo, 
f(L,p) está contido em um hiperplano 1t perpendicular a esse vetor. Agora, usando o 
teorema de Kobayashi, vem que f(L,p) é uma esfera contida em 1t. 

Para o item (e), definamos h: L,P __. IR_n+l por 

h(x) = f(x) + ktO) fí (x). 

Se X é um campo de vetores em L,P, então 

1 ~ 1 
dh(X) = df(X) + k(O) Vxfí = df(X)- k(O) df(Aí] (X)) 

1 
= df(X) - k(O) df(k(O)X) =O. 

Logo, h é constante. Pondo h(x) = p0 , x E L,P, obtemos que 

fato que dá duas informações: 

(i) f(L,p) c sn(Po, r), r= 1/lk(O)I; 

(ii) o vetor fí (x) é perpendicular a sn(po, r) em f(.T), X E L,p· 

Lembrando que fí e Ç são ortonormais, e levando em consideração a segunda 
informação obtida acima, concluímos que {é tangente a sn(po, r) e, portanto, {é um 
campo normal ao longo da imersão f: L,P __. sn(p0 , r). Da umbilicidade de sn(p0 , r) 
no JR.n+l, segue-se que A~ é o operador de Weingarten de f: L,P __. sn(p0 ,r). 

4.2.11 
LEMA 

Seja f : Mn'?. 4 __. IR_n+l uma hipersuperfície de G-cohomogeneidade 1. Se 
as órbitas principais de G são umbílicas em M e existe p E Mreg tal que 
T f(p) = 2, então: 

(a) o autovalor k(O) =I O; 

(b) existe uma esfera sn(p0 ,r), de centro p0 e raio r= 1/lk(O)I, tal que a restrição 
f: L,P __. sn(p0 , r) está bem definida, tem A~ por operador de Weingarten e tem 
número tipo constante e igual a 2. 

DEMONSTRAÇÃO: Se k(O) =O, então o item ( d) do lema 4.2.10 implica que as 
órbitas principais de G são isométricas a esferas euclidianas. Mas isto é impossível, 
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diante do que diz o item (c) do corolário 4.1.7, posto que T f(p) = 2 e n 2: 4. Assim 
sendo, devemos ter k(O) =!=O, resultando o item (a). 

Seja sn(po, r) como no item (e) do lema anterior. Como T f(p) = 2, concluímos, 
via corolário 4.1.7, que Aç-('ry) =O. Logo, o posto de Aç é atingido no espaço tangente 
da órbita L:P. Como já sabemos que Az- coincide com a restrição de Aç a esse espaço, 

segue-se que o número tipo de f: L:P --t Sn(p0, r) é constante e igual a 2. 

O lema 4.2.11 contém uma drástica obstrução à dimensão de uma hipersu
perfície f : Mn?.4 --t JR.n+l de G-cohomogeneidade 1 com as órbitas principais de G 

umbílicas em M, diante da existência de um número tipo 2 assumido em Mreg· Mais 
precisamente, temos o seguinte corolário. 

4.2.12 
COROLÁRIO 

Seja f : Mn?.4 
--t JR.n+l uma hipersuperfície de G-cohomogeneida

de 1. Se as órbitas principais de G são umbílicas em M e existe 
p E Mreg tal que T f(p) = 2, então n = 4. 

DEMONSTRAÇÃO: Iniciaremos esta demonstração enunciando um fato, o qual 
pode ser encontrado, juntamente com sua prova, como o lema 6.16, em [Dajc]. 

FATO Seja f : L:;m?.4 
--t s~+l uma imersão isométrica, onde s;;-+l é a esfera de 

dimensão m + 1 e curvatura seccional c. Seja U C L: um aberto onde o 
índice de nulidade relativa v é igual a m- 1 (ou m- 2). Então, nenhuma folha da 
correspondente distribuição de nulidade relativa pode ser completa. 

Voltemos à nossa demonstração. 

Temos, usando o lema 4.2.11, item (b), que L:P imerge, via f, com número tipo 2 
em alguma esfera de dimensão n, digamos sn. Portanto, a distribuição de nulidade 
relativa mínima de f : L:;' --t sm+l' m = n- 1, está globalmente definida e tem 
índice de nulidade relativa mínima Vmin = m - 2. Mas as folhas de uma distribuição 
de nulidade relativa mínima são sempre completas. Isto é uma contradição ao fato 
exposto acima, sem= n- 1 2: 4, ou seja, n 2: 5. Logo, devemos ter n = 4. 

Já com a atenção voltada para a demonstração do teorema (principal) 4.2.4, 
obtemos, como primeira aplicação do teorema 4.2.9, o corolário abaixo. 

4.2.13 
COROLÁRIO 

Seja f : Mn? 4 
--t JR.n+l uma hipersuperfície rígida no infinito e de 

G-cohomogeneidade 1. Se as órbitas principais de G são umbílicas 
em M e existe p E Mreg tal que T f (p) ~ 1, então f é de rotação. 

DEMONSTRAÇÃO: A idéia central é encontrar uma órbita principal isométrica 
a uma esfera e fazer uso do teorema 4.2.9. 

71 



Temos que T f ::; 1 ao longo de toda ~p· Assim, o tensor curvatura de M é 
trivial quando restrito a pontos de ~p· Em particular, as curvaturas seccionais de M, 
calculadas ao longo desta órbita, são nulas. Este fato, combinado com a umbilicidade 
de ~P em M, implica, via equação de Gauss para a inclusão ~PC M, que ~P tem 
curvatura seccional constante k2(0) ~ O. O teorema de Tompkins, ou o de Chern
Kuiper (veja [Dajc], [DoCa] ou [Rodr]), aplicado à imersão f : ~;-l -----+ .!Rn+l, indica 
que k2 (0) não pode ser nulo, visto que n ~ 4. Logo, k2 (0) > O e ~P tem curvatura 
constante positiva, propriedade que se transfere às demais órbitas principais, através 
do corolário 4.1.9. Segue-se, agora do corolário 4.1.7, item (c), que a imersão f não 
pode ter número tipo 2. 

Como M é rígida no infinito, temos, em particular, que ela não é plana. Logo, 
deve existir q E Mreg tal que T f(q) ~ 3. Portanto, a restrição de f a um pequeno 
tubo (onde T f~ 3) em torno de ~q é de rotação, segundo a proposição 4.1.3. Resulta 
daí que ~P é isométrica a uma esfera, como queríamos. 

O nosso objetivo, a partir daqui, é a demonstração do teorema 4.2.4, o qual, 
por razões didáticas, re-enunciaremos, agora adaptado à restrição n ~ 4. 

4. 2.14 Seja f : Mn?. 4 -----+ JRn+l uma hipersuperfície completa, rígida no infini
TEOREMA to e de G-cohomogeneidade 1. Suponhamos que as órbitas principais 

de G sejam subvariedades umbílicas de M. Então, f é de rotação. 
Além disto, seM é compacta, então M é homeomorfa ou a sn ou a S1 X sn-l. 

DEMONSTRAÇÃO: O resultado obtido no corolário 4.2.12 compõe uma dife
rença significativa entre o estudo dos casos com dimensão n ~ 5 e aqueles com 
dimensão n = 4. Devido a isso, decomporemos esta demonstração em dois casos: (i) 
n ~ 5; (ii) n = 4. Em qualquer caso, no que tange à conclusão de que f é de rotação, 
podemos sempre supor que T f~ 2 em toda Mreg, de acordo com o corolário 4.2.13. 

CASO (i): De n ~ 5, obtemos que Tf(x) ~ 3, para todo x E Mreg, visto que não 
pode haver número tipo 2 para f em Mreg, conforme estabelece o corolário 4.2.12. 
Logo, f : Mreg -----+ .!Rn+l é rígida. Esta rigidez, diante dos argumentos usados na 
demonstração do teorema 3.1.5, garante a existência de um ponto p0 E JRn+l com a 
seguinte propriedade: Dado p E Mreg, 

f(~p) C Sn(po, r(p)), r(p) = llf(p)- Poli, 

e f(~p) é uma subvariedade (isoparamétrica) desta esfera. Por simplicidade, mas sem 
perda de generalidade, podemos supor que p0 coincide com a origem do .!Rn+l. Assim, 
f(~p) c sn(llf(p) li). 

Seja N o campo radial unitário definido em .!Rn+l - {0}: N(X) = X/IIXII
Temos que a restrição de N a cada esfera Sn(llf(p)ll), p E Mreg, define o campo 
normal unitário apontando para fora desta esfera. Portanto, sua restrição a f(~p) 
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dá um campo normal unitário ao longo de f: ~P ~ IRn+l. Mais ainda: N é uma 
direção umbílica e paralela na conexão normal desta imersão. Posto isto, e lembrando 
que ij também é paralelo segundo \7_1_' não fica difícil verificar que a função real e, 
definida por 

O(x) = (ij, N)(x), .1: E r, 
é constante em ~p· Com relação a esta função, temos que uma das seguintes alterna
tivas deve ocorrer: 

(i.1) existe p E Mreg tal que 02 =/:-1 em ~p; 

(i.2) 02 = 1 em toda Mreg· 

A alternativa (i.1) significa que as direções umbílicas ij (veja o lema 4.2.10, 
item (a)) e N são linearmente independentes ao longo de ~p· Como a codimensão da 
imersão f : ~P ~ IRn+l é 2, obtemos que esta imersão é umbílica e, portanto, f(~p) 
deve coincidir com uma esfera em algum hiperplano do IRn+l. Em particular, ~P é 
isométrica a uma esfera. (Um modo alternativo de se obter este mesmo resultado, com 
as informações obtidas aqui, é notar que 02 =j:. 1 e k(O) =j:. O significa que f(~p) está 
contida em duas esferas distintas. Logo, se 02 =j:. 1 e k(O) =j:. O, f(~p) é uma esfera. 
Se k(O) =O, o resultado vem diretamente do item (d), lema 4.2.10.) Aplicando o 
teorema 4.2.9, obtemos que f é de rotação. 

Vejamos a que nos leva a alternativa (i.2). Para isto, seja À : IR ~ M uma 
geodésica normal de M (M é completa). Seja J 3 O um intervalo de IR ao longo do 
qual À atravessa toda Mreg· A alternativa (i.2), quando olhada nos pontos p = À(t), 
t E J, se traduz como: 

( 
I f3(t) 2 

(3 (t), ll/3(t)11) = 1' tE J, 

onde (3(t) = f(À(t)). Donde 

1 f3(t) 
(3 (t) = ± ll/3(t) li' t E J. 

Logo, (3(t) = h(t)V, onde V é um vetor constante em IRn+l e 

i
t 1 

± du 
h(t)=e ·o ll/3(u)ll 

Como /31(t) é um vetor unitário, temos que h(t) = aot + b0 , para alguns a0 , b0 E IR. 
Assim, 

(3(t) = (aot + bo)V, tE J, 

cujo traço é um segmento da reta l passando pela origem e paralela a V. Como 
f e À são aplicações de classe C 00 e regulares e Mreg é denso em M, temos que 
/3(IR) = f(À(IR)) coincide com l. Estendendo estes argumentos às cópias de À, g o À, 
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g E G, chegamos à conclusão de que M imerge, segundo f, como um cone (sobre 
uma subvariedade de uma esfera) com vértice (0, O, ... , 0). Isto é uma contradição 
à regularidade de f, a menos que esse cone se degenere em um hiperplano, o que 
também não pode ocorrer, pois M é rígida no infinito. Portanto, a alternativa (i.2) 
não pode ocorrer, e só resta à hipersuperfície f ser de rotação. 

CASO (ii): Como já notamos no início desta demonstração, podemos supor que 
T f 2: 2 em toda parte regular de M 4

. Mais ainda, também podemos supor que a 
imersão f : M 4 -----+ JR.5 goza da seguinte propriedade: 

(ii.1) se p E Mreg é tal que T f(p) 2: 3, então ()2 = 1. 

De fato, a simples presença de um ponto p E Mreg com T f(p) 2: 3 e 82 -=!= 1 garante 
que ~P é isométrica a uma esfera e f é de rotação, como mostram os argumentos 
usados no caso (i). Resta-nos, portanto, estudar as hipersuperfícies f : M 4 -----+ JR5 

que cumprem a condição (ii.1) e T f 2: 2 em Mreg· 

Exatamente como no caso (i), a propriedade (ii.1) nos leva a concluir que se r 
é um tubo em torno de ~p, onde T f 2: 3, então r é transformado por f no tronco de 
cone dado por 

T = {X E lR 5; X = f3 ( t) l t E (-E l E) l g E G} l 

onde f3 ( t) = f (g (>.. ( t))) é um segmento de reta. Assim, os segmentos de geodésicas 
normais que cruzam r são transformados em segmentos de reta cujas retas suportes 
são concorrentes no vértice do cone que contém T. Veremos adiante que este fato se 
repete, também, para tubos onde T f é constante e igual a 2. 

Seja p E Mreg tal que T f(q) = 2, Vq E r, onde r é o tubo isométrico a 
(-E, E) xc/> ~P, contendo ~p· Como já vimos utilizando, Aç(7J) =O em todo o tubo 
r (corolário 4.1. 7, item (b)). Esta informação e a equação de Gauss da imersão 
f : M -----+ JR5 implicam que 

R,x7J = (Aç-(17) 1\ Aç(X))(17) =O, VX E :f(r). 

Em particular, Rryx7] = O, X E :f(~>.(t))· De posse deste resultado, levando em 
consideração a expressão de r como produto torcido e usando a propriedade (2) do 
tensor de curvatura de um produto torcido, dada na prova do lema 4.1.4, obtemos 
que 

c/J"(t) = 0, -E< t <E, 

implicando que existem a 1, b1 E lR tais que 

Retornando, por um momento, à proposição 4.1.8, vemos que 

-lt k(u) du 

cjJ(t) = a1t + b1 =e 0 -E < t <E. 
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Donde al = -(alt + bl)k(t). Como Tj = 2 ao longo de r, obtemos, via lema 4.2.11, 
item (a), que k(t) =/:O, tE (-E, E). Logo, a1 =/:O e 

(~)
1

(t)=-1, -E<i<E, 

fato que usaremos oportunamente. 

A função vetorial 

h(x) = j(x) + -(1 ) fí(x), .TE r, 
k t 

é constante ao longo de cada órbita I:>.(t), conforme vimos no caso (i). Isto é, fixado 
tE (-E, E), h(>.(t)) = h(g(>.(t))), 'ílg E G. Logo, dado tE (-E, E), f(L:>.(t)) está contido 
na esfera de centro C ( t) dado por 

1 -
C(t) = h(>.(t)) = j(x) + k(t) rJ(x), .r E I:>.(t)· 

Fazendo x = >.(t), vem que 

C(t) = j3(t) + ktt) f3'(t), -E< t <E, 

onde j3(t) = j(>.(t) ). Mas 

j3"(t) = ~f3'(3' = \JN>.' + (Aç(>.'), >.')Ç =O, 

já que À é uma geodésica e Aç(>.') =O (corolário 4.1.7, item (b)). Logo, {3' é um vetor 
constante, digamos V>., e 

C'(t) = f3'(t) + (~)' (t)f3'(t) = j3'(t)- j3'(t) =O, 

visto que (1/k)'(t) = -1, do que vimos há pouco. Portanto, C(t) =C é constante e 

bl 
j3(t) = C- (t +-)V>., -E < t < E. 

ai 

Isto implica que os segmentos de geodésicas normais, que compõem r, são levados em 
segmentos de reta cujas retas suportes concorrem em C. Sendo assim, o subconjunto 
de M, definido por 

TC = {x E Mreg; L:x c rx e rx imerge como um tronco de cone}, 

é aberto e denso em Mreg· Além disto, os segmentos de geodésicas normais que o 
atravessam são levados por f em segmentos de reta com retas suportes concorrentes. 
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Portanto, a geodésica normal À : IR. -------> M, restrita ao subconjunto aberto e denso de 
IR., À-1(TC), tem sua imagem composta de pequenos segmentos de reta. Como À é 
de classe C 00 e regular, devemos ter que f o À é uma reta, o que se verifica, também, 
com as curvas fogo À, g E G. Como essas retas coincidem, em pequenos intervalos, 
com retas concorrentes, elas devem ser concorrentes. Neste momento, tudo se passa 
como no final do caso (i), e obtemos uma contradição: uma variedade completa e 
rígida no infinito imergindo como um cone do IR.5. Esta contradição implica que a 
condição (ii.1) não pode ocorrer e, portanto, f deve ser de rotação, também em (ii). 

Provado que f de rotação, obtemos, em particular, que as órbitas principais 
são isométricas a esferas. Logo, se M é compacta, a informação de que M deve ser 
homeomorfa ou a sn ou ao produto S1 X sn-l é obtida dos teoremas 3.2.3 e 3.2.5. 

BJ 

Portanto, fica respondida afirmativamente a questão que propusemos no início 
desta seção, desde que adicionemos à hipersuperfície f a condição de ser rígida no 
infinito. 

Ainda dentro desse contexto, é possível obter algumas informações sobre a 
variedade M, mesmo sem a hipótese de rígidez no infinito. O seguinte teorema, 
que decorre de uma atenta observação do que fizemos durante a demonstração do 
teorema 4.2.14, faz isso. 

4.2.15 
TEOREMA 

Seja f : Mn"24 -------> IR.n+l uma hipersuperfície completa e de G-cohomo
geneidade 1. Se as órbitas principais de G são subvariedades umbílicas 
de M, então M é conformemente plana. 

DEMONSTRAÇÃO: A idéia é mostrar que as órbitas principais têm curvatura 
constante (e positiva), fato que implicará a planaridade conforme de M. 

Primeiro, se existe p E Mreg tal que T f(p) :S 1, então I:P tem curvatura cons
tante e positiva (veja demonstração do corolário 4.2.13). 

Nos casos restantes, temos que T f 2': 2 em Mreg· Aqui, de acordo com o que 
fizemos na parte (ii) da demonstração do teorema 4.2.14, se não obtemos uma órbita 
principal isométrica a uma esfera, é porque f(M) é um cone do IR.n+l, cone esse que 
deve coincidir com um hiperplano. Logo, ou G tem uma órbita principal isométrica 
a uma esfera ou M é isométrica ao IR.n. De qualquer modo, se T f 2': 2 em Mreg, as 
órbitas principais são isométricas a esferas. 

Da proposição 4.1.8, obtemos que Mreg é localmente isométrica ao produto 
torcido I x c/J I:, onde I é um intervalo de IR. e I: é uma órbita principal. Como I: 
tem curvatura constante, o lema 4.1.10 pode ser aplicado para garantir que Mreg é 
conformemente plana. Agora, como Mreg é um subconjunto denso de M, segue-se que 
M é conformemente plana. 
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4.3 
Ü CASO TRIDIMENSIONAL 

Esta seção será dedicada, quase que inteiramente, à prova do teorema 4.2.4, 
para n = 3. 

Um ponto essencial, usado repetidas vezes, no estudo dos casos n ~ 4, é o 
item (c) do corolário 4.1.7: 

Se n ~ 4, então o número tipo de uma imersão 

f: (-E, E) X</> pn-l(c) ~ JRn+l 

sempre é diferente de 2. 

Portanto, devemos levar em consideração -e isso, de fato, pode ocorrer- a presença 
de números tipo 2 para hipersuperfícies f: M 3 ~ JR4 de G-cohomogeneidade 1, G 
tendo suas órbitas principais como subvariedades umbílicas de M. 

Como primeiro resultado nessa direção, apresentamos um lema, elemento básico 
para a compreensão do caso tridimensional. 

4. 3.1 Seja f : M 3 ~ IR4 uma hipersuperfície de G-cohomogeneidade 1, G com 
LEMA órbitas principais umbílicas em M. Se p E Mreg é tal que Tf(p) = 2 e a 

órbita L:p = G(p) é isométrica a uma esfera, então: 

(a) f(L:p) é uma esfera em algum hiperplano do IR4
; 

(b) o operador de Weingarten de f, ao longo de L:p, em uma base ortonormal contendo 
rJ, tem matriz dada por 

(
'},o o) 

Aç= O p, O, 
o o o 

onde p, é constante em L:P. 

DEMONSTRAÇÃO: De Tf(p) = 2, vem que Aç(rJ) =O. Logo, o posto de Aç é 
atingido no espaço tangente à órbita I:p. 

Se k(O), o autovalor de A11 , é nulo, obtemos, usando o item (d) do lema 4.2.10, 
que f(L:p) coincide com uma esfera em um hiperplano 1t perpendicular ao vetor 
(constante) i]. Portanto, {é tangente a 1t e normal à esfera f (L:p). Isto garante que 

Ç é uma direção umbílica de f: L:P ~ 1t. Como A~ coincide com a restrição de Aç 
ao espaço tangente a I:p, vem que a matriz de Aç tem a forma proposta no lema. 

Suponhamos que k(O) =1- O. Neste caso, fazemos uso do item (e) do lema 4.2.10 
para obter uma esfera tridimensional S 3 (p0 , r), r= 1/lk(O)I, tal que 
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está bem definida e tem A~ por operador de Weingarten. Mais ainda, A~ tem posto 2 

globalmente em L:p, visto que isto ocorre com A.; e, como já observamos, A.;(7J) = O. 
Assim, a matriz de A~ toma a forma 

A;; = ( !1,1 O ) 
... o /12 ' 

onde p,1 e p,2 são contínuos ao longo de L:P e p,1p,2 =j:. O. Levando em consideração que 
L:P é isométrica a uma esfera, e usando a equação de Gauss para a imersão de L:p 
em S 3 (p0 , r), obtemos que o produto p,1p,2 é constante, a qual é deve ser positiva. 
Com efeito, se p,1p,2 < O, resulta que 111 =/:- /1,2 ao longo de L:p. Este fato implica na 
existência de dois campos de linhas diferenciáveis em L:P, a saber: os auto-espaços 
associados aos autovalores 111 e /1'2· Mas isto é impossível, pois L:p é isométrica a uma 
esfera bidimensional. Portanto, p 1p,2 é uma constante positiva. Agora, recorrendo ao 
teorema 39, página 136, de [Spiv] colhemos que p,1 = p,2 e, como p,1p,2 é constante, 
P,1 = p,2 =fi é, também, constante. Logo, a imersão f: L:P----+ S3(p0, r) é umbílica. 
Resulta daí que f(L:p) é uma esfera em um hiperplano, e A.; é como no item (b). 

O corolário abaixo contribui com a informação que faltava para completar o 
quadro do caso tridimensional. 

4.3.2 
COROLÁRIO 

Seja f : M 3 ----+ IR.4 uma hipersuperfície de G-cohomogeneidade 1, 
G com órbitas principais umbílicas em M. Seja p E Mreg tal que L:P 
é isométrica a uma esfera. Se r C Mreg é um tubo conexo, invariante 

sob a ação de G, ao longo do qual se tem T f = 2, então a restrição de f a r é de 
rotação. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja Ç um campo normal ao longo de f :r----+ IR.4 . Apli
cando o lema 4.3.1 a cada uma das órbitas principais em r, concluímos que A.; tem 
a forma exibida no item (b) do referido lema, só que, agora, ao longo de r. Como, 
naquela matriz, p, =j:. O, podemos fazer uso de um teorema devido a M. P. do Carmo e 
M. Dajczer (veja [DoDa], teorema 4.2) para concluir o corolário. (Na realidade, neste 
caso particular, onde o terceiro autovalor de A.; sempre é nulo, obtemos ou um tronco 
de cone ou um tronco de cilindro.) 

O teorema 4.2.9, sobre o qual apoiamos o teorema principal, na seção anterior, 
agora pode ser estendido para n = 3. 

4.3.3 
TEOREMA 

Seja f : M 3 ----+ IR.4 uma hipersuperfície rígida no infinito e de C-co
homogeneidade 1. Se as órbitas principais de G são umbílicas em M 
e alguma delas é isométrica a uma esfera, então f é de rotação. 
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DEMONSTRAÇÃO: Definamos, como antes, R C Mreg por: 

R= {x E Mreg; 3rT, l:x = G(.r) c rx e f: rT -----t IRn+l é de rotação}, 

onde rT é um tubo invariante sob G. Procedendo como no lema 4.2.6, só que levando 
em conta a presença de número tipo 2, caso coberto pelos dois resultados anteriores, 
obtemos que R é um aberto denso de Mreg e, além disto, as órbitas principais imergem 
como esferas bidimensionais em hiperplanos do IR4

. Neste instante, tudo se passa 
exatamente como no teorema 4.2.9, e concluímos que f é de rotação. 

O teorema abaixo completa o teorema principal do capítulo. 

4. 3. 4 Seja f : M 3 
-----t IR4 uma hipersuperfície completa, rígida no infinito e 

TEOREMA de G-cohomogeneidade 1. Suponhamos que as órbitas principais de G 
sejam subvariedades umbílicas de M. Então, f é de rotação. Além 

disto, se M é compacta, então M é homeomorfa ou a S 3 ou a S 1 X S 2 . 

DEMONSTRAÇÃO: Suponhamos, inicialmente, que exista algum ponto p E Mreg 
onde Tf(p) = 3. (Convém notar que isto é automático quando M é compacta.) Seja r 
um tubo isométrico a (-E, E) X<f> L:p, contendo L:p, onde T f continua sendo 3. Podemos 
supor que se q E r, então f(L:q) c S3 (llf(q)ll), devido a rigidez de r. 

Retomando a notação usada na seção anterior, se em r a função ()2 = (ij, N) 2 

fosse constante e igual a 1, teríamos que f3 = f o À, restrita a (-E, E), coincidiria com 
um segmento de reta. Logo, neste intervalo, {3" = O. Mas 

Em particular, (A~(7J),7J) =O. Como 7J é autovetor de A~ (corolário 4.1.7, item (a)), 
esta última equação implica que A~ ( 7]) = O. Isto contradiz o fato que T f = 3. Assim, 
devemos ter () 2 =/:- 1 em alguma órbita principal L; contida em r. Esta órbita, é 
isométrica a uma esfera, resultado que, via teorema 4.3.3, implica que a imersão f é 
de rotação. 

Resta ver o que ocorre quando T f :::; 2 em toda parte regular de M. Lembrando 
queM não é plana, devemos ter T f(p) = 2 em algum p E Mreg· Na realidade, T f deve 
ser constante e igual a 2, ao longo de Mreg· Com efeito, como T f tende a crescer perto 
de p e estamos diante de um caso onde não há número tipo 3, existe um tubo r em 
torno de l:P onde T f vale 2. Seja À : IR -----t M uma geodésica normal com À(O) = p. 
Temos que 

r= {g(À(t)); 9 E c, -E< t <E} 

e, sobre este tubo, o operador de Weingarten é tal que A~(>.')= O (corolário 4.1.7 (b)). 
Portanto, À: (-E, E) -----t r é uma geodésica em uma folha (ela mesma é a folha) da 
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distribuição de nulidade relativa com índice de nulidade relativa 1 em r. Usando o le
ma de Chern-Lashof (veja [ChLa] ou [Dajc]), obtemos que T f(>.( -E))= T f(>.( E))= 2. 
Como Mreg é conexo, temos que T f é constante e igual a 2, ao longo de Mreg, conforme 
dissemos. 

Voltemos a nossa atenção para os autovalores k do campo de operadores de 
Weingarten (das inclusões das órbitas principais em M) A 17 • Se algum deles é nulo, 
o resultado do item (d), lema 4.2.10, garante que a respectiva órbita é isométrica a 
uma esfera e, outra vez usando o teorema 4.3.3, f é de rotação. 

Se, do contrário, k sempre é não-nulo, concluímos, através dos mesmos argu
mentos adotados no caso (ii), dentro da demonstração do teorema 4.2.14, que M 
imerge como um cone, o que, já sabemos, não pode ocorrer. 

Quanto à parte do teorema que diz respeito à topologia de M, ela decorre dos 
teoremas 3.2.4 e 3.2.5. 

O próximo teorema, que em particular estende o teorema 4.2.15 ao caso tridi
mensional, estabelece a planaridade conforme das variedades tridimensionais M de 
G-cohomogeneidade 1, G tendo suas órbitas principais umbílicas em M, e não carece 
de uma imersão de M no JR4

. 

4. 3. 5 Seja M uma variedade tridimensional e de G-cohomogeneidade 1 . Se 
TEOREMA as órbitas principais de G são subvariedades umbílicas de M, então M 

é conformemente plana. 

DEMONSTRAÇÃO: Como as órbitas principais de G são variedades homogêneas 
e têm dimensão 2, segue-se que elas devem ter curvatura seccional constante. Por
tanto, a forma de produto torcido, que descreve localmente Mreg, garante que Mreg é 
conformemente plana. Logo, M é conformemente plana. 

Estabeleceremos, agora, um resultado que estende o teorema As.ME.NO, que 
foi enunciado na introdução deste capítulo, para o caso rígido no infinito e n ~ 3. 

4.3.6 Seja f : Mn?. 3 ~ IRn+l uma hipersuperfície completa, rígida no infi
TEOREMA nito e de G-cohomogeneidade 1. Se as órbitas principais de G têm 

curvatura seccional constante e positiva, então elas são subvariedades 
umbílicas de M, e f é de rotação. 

DEMONSTRAÇÃO: Começamos observando que, quando n ~ 4, a restrição de 
positividade sobre a curvatura é uma condição necessária, de acordo com o teorema 
de Chern-Kuiper (veja [Dajc] ou [Rodr]). Portanto, só fazemos uso desta hipótese, 
para n = 3. 
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A umbilicidade das órbitas principais, nos casos n 2: 4, é exatamente o con
teúdo do teorema As.ME.No, o qual admitiremos. Abaixo, verificaremos que esta 
propriedade também se dá quando a variedade M tem dimensão 3 e, na realidade, 
independe de sua imersão no JR(4 . 

Seja ~ uma órbita principal de G. Então, ou ~ é isométrica a uma esfera, 
digamos S2 , ou a um plano projetivo, o qual podemos supor ser lR.lF'2 . 

Suponhamos que ~ = S2 . Sejam TJ um campo normal unitário ao longo da in
clusão ~ C M e A1J o seu respectivo campo de operadores de Weingarten. Decorre do 
corolário 3.1.7 que os autovalores de A1J são constantes ao longo de~. Se essas cons
tantes fossem distintas, construiríamos em~= S2 um campo de linhas diferenciável, 
o que sabemos ser impossível. Logo, os autovalores de A1J coincidem e, portanto, ~ 
é uma subvariedade umbílica de M. Quando ~ = lR.lF'2 , o problema é reduzido ao 
anterior, porque, se dispomos de um campo de linhas em lR.lF'2 , esse campo pode ser 
levantado à esfera S2 , visto que esta última é um recobrimento de lR.lF'2 . 

Encerraremos esta seção com dois corolários do teorema anterior, os quais nos 
foram sugeridos por F. Podestà. 

4.3.7 
COROLÁRIO 

Seja f : M 3 
----t lR.4 uma hipersuperfície compacta e de G-cohomo

geneidade 1. Se G não é abeliano, então f é de rotação. 

DEMONSTRAÇÃO: Combinando o corolário 3.1.6 com a proposição 3.3.3, colhe
mos que órbitas principais do grupo G são isométricas ou a esferas ou a toros planos. 
A isometria a toros planos não é permitida, porque G não é abeliano (e atua efetiva
mente sobre as órbitas principais). Logo, as órbitas principais devem ser isométricas 
a esferas, e o corolário resulta do teorema 4.3.6. 

4.3.8 
COROLÁRIO 

Seja f : M 3 
----t lR.4 uma hipersuperfície compacta. Seja G a com

ponente conexa do grupo Iso( M). Se o subgrupo G não é abeliano 
e sua ação em M não é trivial, então ou f(M) é uma esfera ou f é 

uma hipersuperfície de G-cohomogeneidade 1 de rotação. 

DEMONSTRAÇÃO: Como estamos supondo que a ação de G não é trivial, deve
mos ter que sua cohomogeneidade é O, 1 ou 2. Se ela é O, então M é homogênea, fato 
que, pelo teorema de Kobayashi, implica que f(M) é uma esfera tridimensional. O 
valor 2 não pode ocorrer, em virtude de G ser não-comutativo. De fato, cohomoge
neidade 2 dá que as órbitas principais são iguais a S1, o que, por sua vez, implica que 
G é comutativo. Portanto, se M não é homogênea, a ação é de cohomogeneidade 1 e 
f deve ser de rotação, de acordo com o corolário anterior. 
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4.4 
EXEMPLOS 

Nesta seção, construiremos outros exemplos de hipersuperfícies de G-cohomo
geneidade 1. O primeiro deles foi motivado pelo surgimento de alguns cones na 
demonstração do teorema 4.2.14. Já o terceiro mostra que a preocupação com a 
existência de número tipo 2, no caso n = 4, é procedente. 

4.4.1 
EXEMPLO 

Seja ~n-l, n 2.:: 3, uma variedade riemanniana compacta, homogênea e 
que admite uma imersão isométrica F : ~ ---> s;_-, onde s;_- é a esfera 
euclidiana de curvatura c. 

Seja Mn = (0, +oo) X<f> ~' onde cp(t) = y'ct, tE (0, +oo). De modo similar 
àquele do exemplo 3.4.1, temos que o conjunto G = {1 X g, g E lso(~)}, onde 
1 x g : M---> M é definida por 1 x g(t, X) = (t, g(X)), é um subgrupo compacto do 
grupo lso( M). Além disto, a ação de G em M é de co homogeneidade 1 e tem órbitas 
principais homotéticas a~. 

Definindo f : M ---> JR.n+l por f(t, X) = y'ctF(X) vemos, sem muita dificul
dade, que f é uma imersão isométrica. f(Mj é o que chamamos cone sobre F(~). 
Uma propriedade útil desta imersão é que se Ç é um campo normal unitário ao longo 
de F, então o campo Ç, definido por Ç(t, X) = ((X), é um campo normal unitário ao 
longo de f. Decorre daí que o número tipo de f em (t, X) coincide com o número 
tipo de F em X. 

4. 4. 2 Como caso particular da construção feita no exemplo anterior, se es
EXEMPLO colhemos ~ = SP X sq munida com a imersão F : ~ --t sp+q+l ( J2), 

F(X, Y) =(X, Y), então F tem número tipo constante e igual a p + q 
e isto também ocorre com a imersão de M = (0, +oo) x<P (SP x Sq) no JR_P+q+2, via 

J2 
f(t, X, Y) = T t(X, Y), 

onde cp(t) = J2 t/2. Assim sendo, f é uma hipersuperfície de G-cohomogeneidade 1 
e rígida no infinito (a parte plana de M é vazia), e as órbitas principais de G são 
umbílicas em M. Mais ainda, f não é de rotação, fato que mostra a importância de 
M ser completa no teorema 4.2.4. 

4. 4. 3 Seja V o espaço vetorial das matrizes simétricas reais de ordem 3 x 3 
EXEMPLO e de traço nulo, munido do produto interno definido por 

(A, B) = tr AtB = tr AB, 
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onde tr denota funcional traço e tB é a transposta de B. 

Seja F : S0(3) ----> S4 ( y/2) C V a imersão dada por 

( 

1 o o) 
F(X) = XA0tX, A0 = O -1 O . 

o o o 

Não é difícil verificar que as translações à esquerda em S0(3), munido com a métrica 
induzida por F, são isometrias. Assim, S0(3) munido da métrica induzida por F é 
uma variedade riemanniana compacta e homogênea que imerge, via F, na esfera de 
raio y/2 do espaço V. 

Um cálculo direto via definição de F mostra que 

onde I é a matriz identidade de S0(3). (Convém lembrar, que T1S0(3) coincide com 
o espaço das matrizes anti-simétricas.) Portanto, 

onde 

(o 1 o) (o o 
~)ew,~U 

o n w1 = -1 o o , w2 = o o o 
o o o -1 o -1 

Seja Ç0 E V a matriz diagonal dada por 

( ../6/6 o o ) Ço = O ..;6j6 o . 
o o -..;6/3 

Uma simples computação mostra que (Ç0 , Ço) = 1, (A0 , Ço) =O e (Ço, [Wi, A0]) =O, 
i= 1, 2, 3. Assim, Ç0 é um vetor normal da imersão F em I. Portanto, 

é um campo normal unitário ao longo de F tal que Ç(I) = Ç0 . Além disto, temos 
também que o operador de Weingarten A~ 0 se escreve, na base {W1 , W2 , W3 }, como 

(
o o o ) 

A~ 0 = O -..;6/2 O , 
o o V6/2 

o que, por sua vez, implica que T F (I) = 2. Agora, como S0(3) é homogêneo, vem 
que T F é constante e igual a 2. 
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Com relação à matriz de Aç0 , na base {W1 , W2 , W3}, indicada acima, verifica
remos que ela é correta, relativamente ao vetor W 3 , isto é: Aç0 (W3) = ( vÍ6/2)W3. Os 
outros dois casos são verificados de modo similar. Claramente, W 3 = ,8'(0), onde 

( 

1 o o ) 
,8( t) = O cos t sen t , 

O - sen t cos t 
tE IR. 

Trabalhando diretamente com as definições de F e Ç, obtemos que 

onde \7 e ~ são as conexões riemannianas da esfera S4 ( J2) e do espaço V, respecti
vamente. Como \7F.(w3 )Ç = -F*(Aç0 (W3 )) pela fórmula de Weingarten, decorre que 

Aç0 (W3) = ( vÍ6/2)W3· 

Do exemplo 4.4.1, vem que a imersão 

f : (0, +oo) x<P S0(3) V 

(s, X) f----~ f(s, X)= ~ XA0tX 

é uma hipersuperfície de cohomogeneidade 1, a qual não é completa, com número 
tipo constante e igual a 2. 

Para finalizar, o exemplo abaixo complementao teorema 4.3.6, no sentido que 
ele mostra que a hipótese das órbitas principais terem curvatura constante positiva é 
essencial para a conclusão de sua umbilicidade na variedade M, no caso n = 3. 

4.4.4 Seja M(l,l) = S 1 X<fJ S 1 
X'ljJ S 1 o produto bi-torcido imergindo no JR.4 

EXEMPLO por f, como no exemplo 3.4.2. Temos que f é uma hipersuperfície de 
G-cohomogeneidade 1, com as órbitas principais de G tendo curvatura 

constante (nula), mas que não são umbílicas em M. 
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