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RESUMO

Os objetos fundamentais deste trabalho sao as hiper-
superficies de G—cohomogeneidade 1 do espaco euclidia-
no, isto é, as imersoes isométricas

f M — Rn—%l’

onde M é uma variedade riemanniana sobre a qual a-
ge um subgrupo G C Iso(M) com 6rbitas principais de
codimensao 1 em M.

Estes objetos sao estudados com dois objetivos mai-
ores: o primeiro, dentro do capitulo 3, é determinar a
topologia de M, a partir do conhecimento do sinal da
curvatura das érbitas principais do grupo G; o segundo
consiste em determinar a forma geométrica sob a qual M
pode ser posta no R"*!, supondo que as érbitas principais
de G sao subvariedades umbilicas de M, o que compoe o
capitulo 4.




INTRODUCAO




Seja M™ uma variedade riemanniana n-dimensional, conexa e de classe O, M
é dita homogénea quando, para pontos p e g, arbitrariamente escolhidos em M, existe
uma isometria g de M tal que g(p) = q. Equivalentemente, M é homogénea se seu
grupo de isometrias, Iso( M), atua transitivamente sobre M.

Um problema bastante relevante em Geometria Diferencial é aquele que consiste
em se obter informacgoes topdlogicas ou geométricas, sobre uma variedade riemannia-
na, sob a hipétese de que esta admita uma imersao isométrica, com codimensao baixa,
em algum espacgo de curvatura constante.

Nessa dire¢ao, no que tange as variedades riemannianas homogéneas, destaca-
mos um teorema, descoberto por S. Kobayashi (veja [Kobal), o qual descreve com-
pletamente as hipersuperficies compactas e homogéneas do espaco euclidiano R™™,
(A notacao M™22 é introduzida no capitulo 2 e significa que n, a dimensao de M, é
maior do que ou igual a 2.)

KOBAYASHI Seja f: M"2? — R™ uma imersao isométrica de uma variedade
TEOREMA compacta e homogénea. Entao, f(M) coincide com uma esfera.

Posteriormente ao teorema de Kobayashi, foram obtidos outros resultados que
o generalizaram. O primeiro deles, sem a hipétese da compacidade de M, é devido a
T. Nagano e T. Takahashi, ([NaTa]) e seu conteido é o seguinte.

NAGANO-TAKAHASHI Seja f : M2 — R™"! uma imersao isométrica de uma
TEOREMA variedade homogénea. Se existe p € M, onde o posto da

segunda forma fundamental da imersao é maior que 2,
entao M é isométrica ao produto de uma esfera com um espaco euclidiano.

Ainda dentro desse contexto, P. Ryan, em [Ryan], atacou o problema das hiper-
superficies homogeéneas sob um aspecto mais geral: além de nao supor M compacta,
o espacgo ambiente para a imersao podia ser um forma espacial simplesmente conexa,
isto é, o espago euclidiano, a esfera euclidiana ou o espaco hiperbdlico. Nesse trabalho,
P. Ryan obtém descrigoes locais das hipersuperficies homogéneas da esfera e do espago
hiperbdlico. além de re-obter o teorema de Nagano e Takahashi.

No estudo das agoes induzidas por subgrupos do grupo de isometrias de uma
variedade riemanniana M, uma generalizagao natural do conceito de homogeneidade
é o de G-cohomogeneidade k, onde G C Iso(M): M é dita de G-cohomogeneidade k se
a codimensao de uma érbita principal da agdo de G sobre M é k. Convém observar
que, relativamente a este novo conceito, a homogeneidade de uma variedade M se
traduz como G-cohomogeneidade 0.

Assim, as variedades riemannianas de G-cohomogeneidade 1 sao os objetos
mais proximos das variedades homogéneas e, portanto, todos aqueles problemas ja
atacados, quando do caso homogéneo, voltam a despertar interesse nesse sentido de
generalizagao.



Estudos sobre as variedades de G-cohomogeneidade 1 tém sido feitos, ja ha
algum tempo. Um dos mais importantes, dentro do aspecto topolégico, foi feito por
P. Mostert. em [Most] (1956), onde ele descreve algumas relagdes entre as drbitas
principais e a variedade M. Ainda nesse artigo, Mostert descreve as variedades de
G-cohomogeneidade 1, em dimensoes dois e trés. Dentro do capitulo 2, na secio 2.3,
fazemos uma breve exposicao de alguns desses resultados.

Mais recentemente, mais precisamente a partir de 1989, A. V. Alekseevsk e
D. V. Alekseevsk produziram varios artigos tratando das variedades de G-cohomo-
geneidade 1. dentre os quals destacamos [AlAl] e [Alek], onde tais variedades séo
classificadas a partir de propriedades das geodésicas normais.

Voltemos ao tema das hipersuperficies, agora com a atencao voltada para as hi-
persuperficies G-cohomogeneidade 1, isto é, as imersdes isométricas f : M™ — R™M1
onde M é uma variedade de G-cohomogeneidade 1 e G é um subgrupo compacto e
conexo de Iso(M). O primeiro estudo destes objetos, que tomamos conhecimento, foi
feito por F. Podesta e A. Spiro, que obtiveram um teorema, analogo ao de Kobayashi,
para as hipersuperficies de G-cohomogeneidade 1, o qual pode ser enunciado na forma
abaixo e se encontra na referéncia bibliogréfica [PoSp].

PODESTA-SPIRO Seja f: M"2* — R™"! uma hipersuperficie compacta e de
TEOREMA G-cohomogeneidade 1. Se as orbitas principais de G sao sub-
variedades umbilicas de M, entao f é de rotacgao.

A expressao “f é de rotagao” significa que f(M) é de rotagao, no sentido usual,
e, além disto, que as drbitas principais de GG sao enviadas por f nos paralelos de
f(M). (O capitulo 4 estabelece com mais precisao este conceito.)

Nessa mesma ordem de idéias, e sob a mesma restricao na dimensao da varie-
dade M, A. C. Asperti, F. Mercuri e M. H. Noronha estudaram as hipersuperficies
de G-cohomogeneidade 1, supondo as 6rbitas principais com curvatura constante
([AMNo]). O resultado principal, presente nesse trabalho, é o que explicitamos a
seguir, o qual, via teorema de Podesta e Spiro, implica que f é de rotagao.

ASPERTI-MERCURI-NORONHA Seja f: M">* — R""! uma hipersuperficie
TEOREMA compacta e de G-cohomogeneidade 1. Se as

érbitas principais de G tém curvatura seccio-
nal constante, entdo elas sao subvariedades umbilicas de M.

H4 dois objetivos principais neste trabalho: o primeiro, que compoe todo o
terceiro capitulo, é estudar os efeitos decorrentes de algumas propriedades geométricas
das drbitas principais sobre a topologia de uma variedade de G-cohomogeneidade 1
que imerge, em codimensao 1, no espago euclidiano; o segundo objetivo consiste em
estender os dois teoremas acima para o caso em que a variedade M é completa,
compondo assim o capitulo 4.



Com relagao ao conteudo do capitulo 3, ele é dividido em quatro secoes: a
primeira, a secao 3.1, contém os resultados béasicos, inerentes ao capitulo, mas que
foram al postos devido a sua aplicabilidade em outras situagoes; a se¢ao 3.4, a secao
dos exemplos, é voltada especificamente para a exposicdo dos exemplos (ou contra-
exemplos) que completam e fortalecem os resultados centrais obtidos no capitulo; as
outras duas secoes, a se¢ao 3.2 e a se¢ao 3.3, sdo a parte principal do capitulo e contém
os teoremas centrais. A decomposigao do capitulo 4, também feita em quatro secoes,
obedece estes mesmos critérios.

Na secao 3.2, sdo consideradas hipersuperficies f : M"23 — R™*! de G-coho-
mogeneidade 1, onde as orbitas principais de G tém curvatura seccional positiva.
O teorema principal desta secéo, exibido abaixo com a numerac¢io que la aparece,
indica como devem ser as Orbitas principais e contribui para a descri¢ao dos grupos
de homologia da variedade riemanniana M™, para n > 4.

3.2.1 Seja f: M"2* — R™"! uma hipersuperficie compacta ¢ de G-coho-

TEOREMA mogeneidade 1. Se as drbitas principais de G tém curvatura seccional
positiva, entao elas sao difeomorfas a S"~!, e M tem o mesmo tipo de

homotopia que um C'W -complexo sem células de dimensao k, para 2 < k <n — 2.

A partir deste teorema, calculamos os grupos de homologia de M e determina-
mos sua topologia, como mostram os resultados que seguem.

3.2.3 Seja f : M™2* — R™™! uma hipersuperficie compacta, simplesmen-
COROLARIO te conexa e de G-cohomogeneidade 1. Se as érbitas principais de G
tém curvatura seccional positiva, entao M é homeomorfa a S™.

Para o caso tridimensional, temos o seguinte teorema, o qual nao carece de uma
: = 4
imersao de M no R*.

3.2.4 Seja M3 uma variedade riemanniana compacta, de G-cohomogenei-
TEOREMA dade 1 e tal que Hi(M,Z3y) = 0. Se as drbitas principais de G tém

curvatura seccional positiva, entdo elas sao isométricas a esferas eucli-
dianas, ¢ M é homeomorfa a S3.

O caso em que M nao é simplesmente conexa esta contido no teorema logo a

Seguir.

3.2.95 Seja f : M"2% — R™"! uma hipersuperficie compacta e de G-coho-
TEOREMA mogeneidade 1. Se as drbitas principais de G tém curvatura seccional
positiva e M nao é simplesmente conexa, entao M é homeomorfa a

St x §nl

Vejamos, agora, os resultados que se destacam dentro da secao 3.3. Nesta secao,
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fazemos um estudo das hipersuperficies de G-cohomogeneidade 1 com a propriedade
adicional de que as orbitas principais tenham curvatura seccional maior do que ou
igual a zero. Sob esta hipdtese, obtemos uma descri¢ao razodvel para essas Orbitas,
como mostram os resultados abaixo, onde 7f denota o nimero tipo de f.

3.3.1 Seja f : M">* — R™"! uma hipersuperficie de G-cohomogeneida-
PROPOSIQAO de 1. Suponhamos que as érbitas principais de G tenham curvatura

seccional nao-negativa e que, em algum p € M, 7f(p) > 3. Entao,
essas Orbitas satisfazem uma das seguintes alternativas:

(a) sao difeomorfas a S 1;
(b) sdo difeomorfas a S¥ x S"7 %=1 com 2 < k <n — 3;
(¢) recobrem S! x S™"~2 e sao recobertas por R x S" 2,

Em particular, se ¥ é uma drbita principal de G, entao ou m1(2) = 0 ou m1(2) = Z.

3.3.3 Seja f : M3 — R* uma hipersuperficie de G-cohomogeneidade 1.
PROPOSICAO Suponhamos que, em algum p € M, 7f(p) = 3. Entao, as drbitas
principais de G devem ser isométricas:

(a) ou a esferas euclidianas bidimensionais;
(b) ou ao toro plano S! x St

Agora, apresentamos os teoremas que dizem respeito a topologia de M.

3.3.4 Seja f : M3 — R* uma hipersuperficie orientdvel, compacta e de G-
TEOREMA cohomogeneidade 1. Entao, M é homeomorfa a algum dos espacos
abaixo:

(a) S

(h) S' x S%

(c) S' x St x St;
(

d) um espago lenticular L (cf. [Rolf]), isto é, uma adjuncao de espagos T\ Uy T3,
onde Ty e T, sao duas cépias do toro sélido S x D? e ¢ é um difeomorfismo do
bordo, S' x S, deste toro.

Mais ainda: nos casos (c) e (d) o grupo G é isomorfo ao grupo S x S*.

3.3.5 Seja f : M™ — R™ uma hipersuperficie compacta e de G-cohomo-
TEOREMA geneidade 1. Se as drbitas principais de G tém curvatura seccional

nao-negativa, entao M tem no mdximo 8 grupos de homologia que
nao sao triviais.



Neste ponto, retomamos o teorema de Podesta e Spiro. Grande parte do traba-
lho desenvolvido dentro do capitulo 4 visa estabelecer este teorema para o caso onde a
variedade M é suposta completa, no lugar de compacta. A figura da pégina 64 mostra
que sob esta forma, o teorema de Podestd e Spiro nao é mais verdadeiro. De fato, tal
figura exibe numa hipersuperficie completa, ndo-compacta e de SO(n)-cohomogenei-
dade 1, satisfazendo a condi¢ao de umbilicidade exigida no teorema, mas que nao é
de rotacao. Vale notar, entretanto, que isto s6 acontece em virtude da ilimitacao da
parte plana (regiao de curvatura nula) de M. A partir desta observacao, foi possivel
obter a forma final do teorema que generaliza o teorema de Podesta e Spiro, quando
M é completa.

4.2.4 Seja f : M"™2% — R™"! uma hipersuperficie completa, rigida no infini-

TEOREMA to e de G-cohomogeneidade 1. Suponhamos que as drbitas principais
de G sejam subvariedades umbilicas de M. Entao, f é de rotacao.

Além disto, se M é compacta, entao M é homeomorfa ou a S™ ou a S' x S"~ 1.

Deve ser observado aqui que este teorema funciona, também, quando a varie-
dade M tem dimensao 3, caso nao estudado ainda, mesmo para M compacta.

Quanto ao conceito rigida no infinito, ele é dado no capitulo 4 e significa,
essencialmente, que as componentes conexas da parte plana de M sao limitadas.

Sobre o teorema de Asperti, Mercuri e Noronha, também ja citado aqui, ele
também vale a esse nivel de generalizacao e seu enunciado fica sob a forma abaixo.

4.3.6 Seja f : M"Z% — R™! uma hipersuperficie completa, rigida no infi-
TEOREMA nito e de G-cohomogeneidade 1. Se as drbitas principais de G tém

curvatura seccional constante e positiva, entao elas sao subvariedades
umbilicas de M, e f é de rotacao.

Como observagoes finais sobre o capitulo 4, vale dizer que obtemos uma infor-
macao razoavel sobre a variedade M, apenas supondo sua completitude (sem rigidez
no infinito), no enunciado do teorema 4.2.4 acima. A conclusao, para este caso, ¢ que
M deve ser conformemente plana.

Agora, algumas palavras sobre o capitulo 2 e suas se¢oes, que tém por obje-
tivo estabelecer a notacao usada neste trabalho, bem como apresentar os resultados
bésicos, colhidos de alguns textos e artigos, com a intencao de facilitar o desenvol-
vimento ¢ a leitura deste trabalho. Na secao 2.1, sao postos a terminologia e os
resultados, j4 conhecidos, ligados as imersoes isométricas. Na secao 2.2, aqueles re-
sultados, vinculados & estrutura de produto torcido, um produto entre variedades
riemannianas, que generaliza o produto riemanniano usual, sao apresentados. J4 a
terceira e ultima, a secdo 2.3, é dedicada as nogoes de agoes de grupos de Lie e as
variedades de G-cohomogeneidade k.



TERMINOLOGIA
E FATOS FUNDAMENTAIS




O objetivo maior deste capitulo é estabelecer a nomeclatura bésica que sera
utilizada em todo este trabalho e, a0 mesmo tempo, fazer uma breve apresentacao de
alguns elementos fundamentais da Geometria das Subvariedades de espacos de cur-
vatura constante, como também daqueles inerentes a estrutura de produtos torcidos.
Alguns resultados ligados as variedades riemannianas de G-cohomogeneidade 1, G
subgrupo compacto de Iso(M), também serdo observados.

2.1
IMERSOES ISOMETRICAS

Seja M™ uma variedade riemanniana de dimensdo n, munida da métrica ( , )
e com conexao de Levi-Civita dada por V.

A terminologia que consiste em usar um indice superior para indicar a dimensao
da variedade M sera estendida no sentido de que tal indice contera, também, uma
possivel restricao & dimensao de M. Por exemplo, M"2?* indicara que a dimensao de
M ¢é maior do que ou igual a 4.

Adotaremos a seguinte defini¢ao para o tensor curvatura R de M:
RxvZ = —-VxVWZ+VWwVx7Z+ V[X’Y]Z, X, Y, Z € %(M),

onde X(M) denota o espago dos campos de vetores da variedade M e [X,Y] é o
colchete dos campos X e Y.

Seja f : M™ — N™* uma imersdo isométrica de nma variedade riemanniana
de dimensdao n em outra de dimensao n + k, isto é,

(X,Y) = (df,(X),df,(Y)), Vpe M e X.Y € T,M.

(Estamos usando o mesmo simbolo para representar as métricas de M e N.) A
nomeclatura que estabelece que o inteiro k é a codimensao da imersao f serd man-
tida. No caso em que a codimensao k = 1, a imersao isométrica f serd chamada de
hipersuperficie.

Ainda com relacao a imersao f, levaremos em conta a terminologia que consi-
dera como se fosse de f aqueles atributos topolégicos e (ou) geométricos da variedade
M. (Por exemplo, a sentenca “f : M"2* — R™"! ¢ uma hipersuperficie completa
de curvatura seccional positiva” estard indicando uma imersao isométrica em codi-
mensao 1 de uma variedade M completa, de dimensao superior a 3 e com curvatura
seccional positiva, no espaco euclidiano R"*1.) Vale notar que o uso desta terminolo-
gia simplifica bastante os enunciados dos teoremas que usam tais objetos.

Listaremos, agora, alguns conceitos que fazem parte do ambiente das imersoes
isométricas. Em todos eles, levaremos em consideragao a imersao isométrica

f: MY — NPk



M e N munidas de suas respectivas conexoes riemannianas V e V e seus tensores de
curvatura R e R.

DEFINIGAO  Um campo de vetores ao longo de f é uma aplicagao diferencidvel (C')
n: M — TN, TN o fibrado tangente de N, que torna o diagrama

TN
Ui ™

M /

N

comutativo: mon = f. Se, em adigdo, n(p) é perpendicular a df,(1,M), para todo
p € M, diremos que n é um campo normal ao longo de f. Utilizaremos o simbolo
X y(M) para representar o conjunto dos campos de vetores ao longo de f. O conjunto

dos campos normais ao longo de f serd denotado por %?(M ).

2.1.1 Sejam X € X(M) e U € X(N). A partir destes dois campos, cons-
EXEMPLO truimos dois campos ao longo de f, os quais desempenham papel rele-
vante no contexto dos campos ao longo de f, a saber, f,(X) e f*(U),

definidos assim: f.(X)(p) = df,(X(p)) e f*(U)(p) = U(f(p)), p € M.

Fixemos, por um momento, atencao em N e em sua conexao riemanniana V.
Sejam U e V dois campos em X(N). Como sabemos, o vetor @UV(p) fica completa-
mente determinado pelo conhecimento de V' ao longo de uma curva passando por p e
tendo o vetor U(p) como tangente. Esta propriedade das conexoes permite estender
a atuagao de V a campos ao longo de f. Manteremos o mesmo simbolo V para esta
extensao que, além das propriedades usuais de uma conexao, atuando em campos de
N, agora também goza das propriedades que listamos abaixo, onde X, Y € X (M),
n &€ Xs(M)eh:N— R éuma funcio diferencidvel (classe C*).

(i) Vihorys. x4 r.0m = (ho F)Vr.oom + Veonm;

(il) Ve +8) = Veeon + Vioé

iii) V. ox)(ho fin = X(ho f)Vsm+ (ho F)Vicxm;
) X(n,€) = (Vr.oom &) + (1. Vi)

Os detalhes para esta construcao podem ser encontrados em [Ryan].)

(iv
(

Uma primeira conseqiiéncia da extensao de V é a construcao do tensor bilinear
simétrico

a: X(M) x X(M) — X7 (M),

conhecido como a segunda forma fundamental de f, e que é definido da seguinte

9



forma: i
a(X7 Y) - vf*(X)f*(Y) - f*(VXY)

Através deste tensor, construimos os operadores de Weingarten associados a campos
normais ao longo de f.

Seja £ um campo normal ao longo da imersao isométrica f. Fixado p € M,
usamos a simetria do tensor a e definimos o operador de Weingarten (ou operador
de forma) de f em p segundo £ (ou na dire¢ao ), como sendo a aplicacdo linear
auto-adjunta,

Aepy 1 TyM — T, M,

dada implicitamente pela relacao

<Af(p)(X>’ Y> = <Oé(X, Y)’ €<p>>

Isto feito globalmente em A produz o que chamamos de campo de operadores de
Weingarten da imersao f segundo o campo £, o qual indicamos por A¢. (E conveniente
observar o carater tensorial de

A X (M) x X7 (M) ——— X(M)

Ainda usando campos normais ao longo de f, obtemos a conexao normal de f,
denotada por V+, que é definida do seguinte modo:

Vi = ort Vi, (&, X € X(M), €€ X7 (M).
onde ort é a projegao ortogonal sobre d f(TM)+. Temos que V< goza das seguintes
propriedades, onde X, Y € X(M) e & ne f?(M) e h: M — R é de classe C:
(i) Vit y& = hVEE + V&,
(ii) Vx&+n=Vi&+ Vin;
(iii) Vehé = X(h)E + hVE;
) X(&m) = (Vx&n) + (& Vin).

A partir de V+ é definido o tensor curvatura normal associado & imersao f que
serd indicado por R*:

(iv

Ryy€ = —VEViFE+ VEVRE+ Vi yil, XY € X(M), € € X7 (M).

As seguintes tabelas exibem equagoes e férmulas notéveis ligadas as imersoes
isométricas f : M™ —s N™**(c), nos casos em que N(c) é um espago de curvatura
seccional constante ¢. Na realidade, s6 nas que dizem respeito a Ricci e Codazzi, é
que interfere o fato de N{(c) ter curvatura constante.
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A forma sob a qual as equagOes aparecem em cada tabela é aquela que ja se
tornou bastante usada por aqueles que trabalham com imersoes isométricas, e que
contém a identificacao do campo X € X(M) com o campo f,.(X).

EQUAGOEs FUNDAMENTAIS DAS IMERSOES [SOMETRICAS
EM ESPAGOs DE CURVATURA CONSTANTE
FORMULA -
DE VxY = VxY + a(X,Y) X, Y ¢ X(M)
GAUss
FORMULA N N X,Y e X(M)
DE Vx§ = Vi€ — Ae(X) | (A(X),Y) = (a(X,Y), ) L
WEINGARTEN £c ff (M)
EQUACAO Rxy Z,W) = (Rxy Z,W) + ((X, Z), (Y, W)) —
U (Rxy 2, W) = Ry ZW) + (X 200V W) = | e
GAUSS (O‘(Xv W),(y(Y, Z)>
EQuagao Vxa) (Y, Z) = (Vya) (X, Z
A (Vxo) (¥, 2) = (Vyo) (X, 2) X2 X0
Copazzl ((Vxa)(Y,2)=Vx a(Y,Z)~a(VxY,Z)~a(Y,Vx Z))
EqQuagao <R)L(Y£’n> = <[A7IVA€](X)’Y> X, Y e %(M)
DE 1
RICCI ([Ay,Ag}=A,04¢— AcoA,,) &nc :f_f (M)
EQUACOES FUNDAMENTAIS DAS HIPERSUPERFICIES
p0os ESPAGOS DE CURVATURA (CONSTANTE
FOrMULA -
. VxY = VxY 4+ a(X,Y) X,Y e X(M)
GAUSS
FORMULA N X,y e X(M)

DE Vx€ = —Ae(X) | aX,Y) = (A(X), V)¢ L
WEINGARTEN £e %f (M), ||€]l =1
EQUAGAO RxyZ = RxyZ + (Ac(X) A Ac(Y))(Z) X,Y,Z e X(M)

DE i

GAUsS ((AeX)AAY)(Z)=(A(X).2)Y —(Ac(V).2)X) | €€ X[ (M), [|€] =1
EQUAGAO (Vx Ag) (Y) = (Vy Ag) (X) X, Y e X(M)

DE L
Copazzl ((Vx A)(Y)=Vx A(Y) = Ag(VxY)) ge XyM), lgf =1
EQUACAO 1

DE AUOAE:AEOAT) 5,176%f (M)

Riccr
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Fecharemos esta segao com alguns conceitos derivados da segunda forma fun-
damental e dos operadores de forma de uma imersdo isométrica f : M™ — N7tk
que tem presenca quase constante neste trabalho. Os teoremas principais, increntes a
esses conceitos, nos casos em que N coincide com o R™™* ou com a esfera euclidiana
unitaria S™** serdo apresentados.

DEFINIGAO  Sejam f : M™ — N™* uma imersiio isométrica com segunda forma
fundamental a e p € M. A imersdo f é dita umbilica em p se existe
H € T,(M)*. (T,(M)* = df,(T,M)" C Ty N) tal que:

a(X,Y) = (X,Y)H, XY € T,M.

Se o vetor H = 0, diremos que f é totalmente geodésica em p. Agora, se f for
umbilica em todo ponto de M, serd dito que f ¢ uma imersao umbilica. De modo
similar, diremos que f é totalmente geodésica, quando assim o for em todo p € M.

Com relagao ao conceito de umbilicidade, dispomos dos seguintes teoremas que
classificam completamente as imersoes umbilicas no espaco euclidiano R™** e na esfera
Stk ¢ R™MF (veja [Dajc] ou [Rodr]).

2.1.2 Seja f: M"? — R™™* uma imersdo isométrica completa e conexa
TEOREMA (isto é, M é completa e conexa, conforme concordamos hi pouco). Se

f é uma imersao umbilica, entao ou f(M) é um n-plano ou coincide
com uma esfera euclidiana em algum (n + 1)-plano do R™**.

2.1.3 Seja f : M"2%2 — Stk « R™F L uma imersao isométrica completa e
TEOREMA conexa. Se f é uma imersao umbilica, entdo M é compacta, e f(M)
coincide com uma esfera euclidiana em algum (n+1)-plano do R"**+1,

OBSERVACAO Vale observar que nos dois teoremas acima, com o auxilio de re-
sultados envolvendo espacos de recobrimento, podemos concluir que
f: M — f(M) é uma isometria.

DEFINIGAO  Sejam f : M™2? — N™'! uma hipersuperficie, p um ponto de M ¢ &,

um vetor unitdrio de T,(M)*. Seja Ag, : T,M — T,,M o operador de
Weingarten de f em p. O nidmero tipo de f em p, que serd indicado por 7f(p), é
definido como sendo o posto do operador A¢, ou, de modo equivalente, o nimero de
autovalores diferentes de zero de Ag,.

O teorema que segue é devido a Beez e Killing e foi, posteriormente, gene-
ralizado por Allendoerfer para imersoes em espagos de curvatura constante e com
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codimensao arbitraria, caso no qual é levado em consideracao uma definicao mais
abrangente do nimero tipo de uma imerséo (veja [Dajc|, teorema 6.7, pdgina 89).

2.1.4 Seja f : M=% — R™"! uma hipersuperficie tal que o seu niimero tipo
TEOREMA 1f(p) > 3, para todo p € M. Entdo, a imersao f é rigida.

O conceito de rigidez de uma imersao, usado neste teorema, é estabelecido do
seguinte modo.

DEFINIGAO Uma imersao isométrica f: M™ — N™** é dita rigida se, para cada
imersao isométrica f : M™ — N™** dada arbitrariamente, existir uma
1sometria g : N — N que torna o diagrama

N
/ g

comutativo, isto é, go f = f.

2.2
PropuTos TORCIDOS

Esta segao, baseada na referéncia [Onei], tem por objetivo definir a nogao de
produto torcido, um produto que generaliza o produto riemanniano de variedades,
e, também, apresentar os principais resultados inerentes a conexao riemanniana e ao
tensor curvatura desse tipo de produto. Esses resultados sao muito uteis dentro da
secao 4.1.

Sejam B e F duas variedades riemannianas com métricas { , g e (, )r,
respectivamente. Seja M = B x F o produto usual das variedades diferenciaveis B
e F'. Temos, definidas em M, duas aplicagbes que sao bastante naturais, a saber, as
projecgoes

mT:Bx¥F —— B e c.BxF — F

(2,y) —— m(a,y) =z (1,y) —— o(a,y) = y.

Dado p = (a,b) € M, usaremos T,B e T,F para indicar os subespacos de T,M que
sao isomorfos a T,B e T, F, isto é,

T,B={(X,0); X € T,B} e T,F={0,U); UeT,F}.

13



Estes subespacos sao somandos diretos de T,M: T,M =T,B & T,F.

DEFINIGAO Seja ¢ : B — (0,+00) uma funcao real de classe C*°. A partir das
métricas de B e de F', introduzimos em M = B x F a métrica ( , )
que, para cada p = (a,b) € M, funciona assim:

(U V) = (dmp(U),dmp(V)) g + ¢*(a)(do,(U), do,(V)), U,V € T,M.

A variedade M, munida desta métrica, é o que denominamos de produto torcido
(“warped product”, segundo [Onei]) das variedades B por F', segundo ¢. Este produto
é denotado por B x4 F. As variedades B e F' sao conhecidas, respectivamente, por
base e fibra do produto. A funcédo ¢ é chamada de coeficiente de tor¢ao do produto.

Decorre desta definicao que a decomposicao T,M = T,B @ T,,F' é uma decom-
posigao ortogonal. Mais ainda: as cépias de B (também chamadas de folhas de M),
B x {b}, b € F, sao isométricas a B; as copias de F' (fibras de M), {a} X F, a € B,
sao homotéticas a variedade F.

Outros termos, também muito utilizados neste contexto, sao os vetores horizon-
tais e os vetores verticais de M, em um ponto p = (a,b). Os primeiros sdo definidos
como sendo os vetores de T, B, enquanto que os vetores verticais sao aqueles de T, F'.

No que tange aos campos de vetores, os campos de vetores de B e de F' dao
origem a campos de vetores especiais em M, os quais construiremos agora.

DEFINIGAO Sejam X € X(B) e U € X(F). O levantamento horizontal de X a M é

o campo "X € X(M) dado por: "X (p) = (X(a),0), onde p = (a,b). O
levantamento vertical de U a M é o campo U: “U(p) = (0,U(b)), onde p = (a,b).
Os simbolos £(B) e L£(F) serao usados para indicar os espagos dos levantamentos
horizontais e dos levantamentos verticais, respectivamente.

A seguir enunciaremos alguns resultados que dizem respeito as estruturas to-
poldgica e geométrica dos produtos torcidos. Suas demonstragoes podem ser en-
contradas, com detalhes, em [Onei]. Outras informacoes sobre produtos torcidos,
notadamente aquelas ligadas ao tensor de Ricci de tais produtos, podem ser colhidas
em [Bess).

O primeiro fato que citaremos estd ligado a completitude de M = B x4 F' que,
como veremos, ¢é inteiramente determinada por aquelas de B e F'.

2.2.1 Seja M = B x4 F um produto torcido com base B e fibra F.
PROPOSIQAO Entao, M é uma variedade riemanniana completa se, e somente se,
sao completas as variedades B e F.

A préxima proposicao indica como se relaciona a conexao riemanniana de um
produto torcido com as conexbes riemannianas de sua base e de sua fibra.
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2.2.2 Se V¥ e VT sao as conexoes riemannianas das variedades rieman-
PROPOSIQAO nianas B e F', entao a conexao riemanniana V do produto torcido
M = B x4 F tem as propriedades abaixo:

(a) Vi,V =%(VRY);

(b) ViU = Vo, "X = (X(9)/9)U;

(¢) Vo'V = (ViV) = ((U,V)/9)Yerad ¢) = *(VV) — ¢(U, V) r(grad ¢, 0);
onde X, Y € X(B), U,V € X(F) egrad ¢ € X(B) ¢ o gradiente de ¢.

2.2.3 Seja M = B x, F' um produto torcido com base B e fibra F. Entao,
COROLARIO temos as seguintes informagoes sobre o comportamento das folhas e
das fibras olhadas como subvariedades de M :

(a) as folhas de M, B x {b}, b € F, sao subvariedades totalmente geodésicas de M ;

(b) as fibras de M, {a} x F, a € B, sao subvariedades umbilicas de M com segundas
formas fundamentais a® dadas por:

@ __ oW rad ¢(a
(U, 1) = =5 grad o(a),0).

O teorema abaixo descreve a relagao entre os tensores curvatura das variedades

M=BxsF BeF.

2.2.4 Se R® e R sao os tensores curvatura das variedades riemannianas B
TEOREMA e F, entao o tensor curvatura R do produto torcido M = B x4 F tem
as seguintes propriedades:

onde X,Y,Z € X(B) e U,V,W € X(F). No item (a), ("U A"V )(*"W) é o vetor
(U NVYW) = (U, WYV — "V, W)U,
e, no item (b), Hess ¢ é o tensor bilinear simétrico, conhecido por hessiano métrico
de ¢. dado por
Hess (X, Y) = X (Y () - (VEY)(9).
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2.3
ACOES DE COHOMOGENEIDADE UM

O conteudo desta segao é baseado, principalmente, nas referéncias [Alek], [Brea],

[KoNo], [Most], [PaTe] e [Stee].

Em [Alek] e [Most] os autores, D. V. Alekseevsky e P. Mostert, se preocupam,
especificamente, com agdes de cohomogeneidade 1. [KoNo] é o texto cldssico de Geo-
metria Riemanniana, de Kobayashi e Nomizu, e contém os resultados fundamentais
sobre o grupo de isometrias de uma variedade riemanniana. As demais tratam os as-
pectos gerais das agoes de grupos topologicos, notadamente o livro de Glen E. Bredon,
[Brea], que constitui um verdadeiro compéndio sobre o assunto.

Antes de voltarmos nossa atencao para as agoes de grupos, faremos uma breve
apresentacao de alguns fatos envolvendo grupos de Lie e seus quocientes.

Seja G um grupo de Lie e H um subgrupo fechado de G. Entao, H é tamhém
um grupo de Lie e hd uma iinica estrutura de variedade em G/H o conjunto das
classes laterais & esquerda de H em G- que torna a projec¢ao canénicanw : G — G/H,
m(g) = gH, uma submersao. E conveniente citar que quando H é um subgrupo normal
de G, entdo G/H adquire estrutura de grupo de Lie.

Mais geralmente, e ainda nessa direcao, temos o resultado abaixo, o qual pode
ser encontrado em [Stee].

2.3.1 Se H e K sao subgrupos fechados do grupo de Lie G, com H C K,
TEOREMA entao a aplicagion : G/H — G/K, definida por n(¢gH) = gK, é uma

fibrag¢do localmente trivial com fibra tipica K/H. Em particular, se
K/H é finito, 7 : G/H — G/K é uma aplicagao de recobrimento.

A partir deste ponto, voltaremos toda nossa atencao para acoes de grupos de
Lie. Consideraremos apenas acoes sobre variedades diferencidveis.

Sejam G um grupo de Lie e M uma variedade diferencidvel. Lembramos que
uma agao (a esquerda) de G na variedade M é uma aplicagao C'*°, denotada por x,

tendo a forma
x:Gx M —— M

(9,p) —— =(g,p) = g*p,
e que goza das seguintes propriedades:
(i) (gh)*p=g=(h+*p), onde g,h € Gepec M,
(i1) exp=p, onde p € M e e é o elemento identidade de G.
A acao * é dita transitiva se dados p e ¢ em M, existir g € G tal que gxp =gq.

Quando * é transitiva, dizemos que G age (atua) transitivamente sobre M.
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Com o objetivo de definir alguns objetos que, naturalmente, fazem parte do
estudo das agoes de grupos, fixaremos um grupo de Lie G e uma variedade M, sobre
a qual G atua através da acao .

DEFINICAO Dado p € M, o subconjunto

Glp)={g9eM: q=gx*p, g€ G}
é chamado drbita de G por p (ou drbita de p). por p. O subgrupo de G dado por
Gp={9€G; gxp=p}
é o subgrupo de isotropia de G em p. Quando os subgrupos de isotropia de G séo

todos triviais, diz-se que a agao  é livre.

DEFINIGAO O conjunto cujos elementos sao as érbitas de G sera denotado por M /G
e o chamaremos de espaco das drbitas de G. Assim,

MJG = {G(p); p e M}.

Indicaremos por 7 a projecao natural de M sobre M/G: n(p) = G(p). Considerare-
mos em M /G a topologia coinduzida por .

DEFINIGAO  Dado um subconjunto N C M, indicaremos por G(N) a unido das
orbitas de G passando por N, isto é,

G(IN)={qeM; q=gx*p, Vge GeVpe N}.

N é dito G-invariante (segundo a agdo *), ou invariante sob G, se G(N) C N. Uma
aplicacao definida entre subconjuntos G-invariantes N e Ny, f: Ny — N, é dita
G-equivariante se f(g *x) = g * f(x), para todos g € G e x € Nj.

Seja M™ uma variedade riemanniana de dimensdo n munida da métrica (, )
e com grupo de isometrias Iso(M). Vale lembrar que uma isometria de M é um
difeomorfismo g de M tal que

(X,Y) = (dg(X),dg(Y)), VX,Y € X(M).

Um dos resultados mais importantes que tratam deste grupo esta contido no teorema
abaixo, cuja prova pode ser encontrada em [KoNo|, pagina 239.

2.3.2 Seja M™ uma variedade riemanniana. Entao, o grupo Iso(M), munido
TEOREMA da topologia compacto-aberta, é um grupo de Lie. Além disto, se M
é uma variedade compacta, Iso(M) é um grupo de Lie compacto.
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A partir deste teorema, todos os resultados que se conhece sobre as acoes de
grupos de Lie sobre nma variedade diferenciavel podem ser aplicados ao caso parti-
cular no qual se considera a agao natural de subgrupos G, fechados em Iso(M), sobre
a variedade M:

x:GxM — M
(g.p) —— *(g,p) =g=*p=g(p).

Uma caracteristica bastante peculiar deste tipo de agao é que ela ja nasce como uma
agao efetiva, isto é, se g * p = p, para todo p € M, entdo g coincide com o elemento
identidade de G.

Toda a apresentagao que faremos, a partir daqui, levard em consideracao apenas
as acoes de subgrupos compactos e conexos G, G C Iso(M), agindo em M sob a forma
acima. Todos os fatos, mesmo aqueles sabidamente de maior alcance, serao citados
adaptados a esta situagao. Sob estas condicoes, temos mais um teorema envolvendo
quocientes de grupos de Lie, este bem mais conhecido.

2.3.3 Se o grupo de Lie G atua transitivamente sobre a variedade M, entao
TEOREMA a aplicacao

f:G/IG, —— M
9Gp '———>f(ng):g*p

¢ um difeomorfismo, onde p € M ¢é um ponto qualquer fixado e G, é o subgrupo de
isotropia de G em p.

Como simples conseqiiéncia deste teorema, temos que, para cada p € M, a
érbita G(p) é difeomorfa ao quociente G/G,, visto que a restri¢do de uma agao a uma
orbita é sempre transitiva.

Outro fato que merece destaque, diante da compacidade e da conexidade de G,
é que as drbitas G(p), p € M, sdo subvariedades (mergulhadas) compactas e conexas
de M.

DEFINIGAO Seja p € M. Uma fatia (“slice”) em p é uma subvariedade conexa S de

M tal que G(S) é um subconjunto aberto de M e existe uma retracao
G-equivariante, r : G(S) — G(p), com r~!(p) = 5. (O termo retragao, usado aqui,
significa que r fixa todos os pontos de G(p).) O aberto G(S) é usualmente chamado
de tubo G-invariante em torno de G(p).

O teorema subseqiiente estabelece, em particular, a existéncia de fatias em
uma variedade riemanniana. No seu conteudo, exp indicard a aplicacao exponencial
da variedade riemanniana M.
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2.34 Sejam M uma variedade riemanniana e G um subgrupo compacto e
TEOREMA conexo de Iso(M). Entdo, dado p € M, existe ¢ > 0 tal que

Se(p) ={q € M; g=exp,(X), X € T,(G(p))™"; || X]| < e}

¢ uma fatia, e o tubo I' = G(S.(p)) tem a estrutura de um fibrado de discos sobre
a drbita G(p). Na realidade, I' = exp(v.(G(p))), onde v.(G(p)) é o subfibrado do
fibrado normal de G(p) dado por

v(G(p) ={(x, V)€ TM; 2 € G(p) e V € T,(G(p))* com ||[V|| < ¢}.

Fixemos aten¢ao em uma drbita 2, = G(p) da agéo de G sobre a variedade M.
Seja G, o subgrupo de isotropia de G no ponto p. Se ¢ = g(p) é outro ponto de 3,,
nao ¢é dificil verificar que os subgrupos G, e G, sao subgrupos conjugados de G. Mais
precisamente, temos que G, = ¢7'Gyg.

E possivel, também, obter algumas informagoes sobre os subgrupos de isotropia
de pontos que estao relativamente proximos em M. Com efeito, a proposigao a seguir
faz isto.

2.3.5 Sejam M uma variedade riemanniana e G um subgrupo compac-
PROPOSICAO to e conexo de Iso(M). Fixado p € M, seja S uma fatia em p.
Entao, dado q = g(s) € G(S), temos que Gy = 9Gs9™' C gG,g97".
Em particular, se ¢ € S, entao G, C Gy,

A proposicao anterior mostra que a tendéncia da dimensao dos subgrupos de
isotropia (que s@o grupos de Lie) é diminuir numa proximidade de p, a saber, no tubho
determinado por uma fatia em p. Equivalentemente, nesse tubo, a dimensao das
érbitas tende a crescer quando nos afastamos da érbita G(p). Isto motiva a defini¢ao
central da teoria de Agoes de Grupos: as érbitas principais.

DEFINICAO Sejam M uma variedade riemanniana e G um subgrupo compacto e

conexo de Iso(M). Seja ¥, = G(p) a érbita de G contendo p. X, é dita
uma drbita principal se o subgrupo de isotropia G, é conjugado a um subgrupo de
qualquer outro subgrupo de isotropia de G.

Em particular, as érbitas principais sao érbitas de dimensao maxima. Um fato
que também merece ser observado, e que decorre desta definicaio combinada com
proposicao 2.3.5, é que em uma fatia, em um ponto de uma 6rbita principal, os
subgrupos de isotropia permanecem constante.

Aquelas érbitas que tém dimensao maxima, mas que nao sao principais, serao
chamadas drbitas excepcionais. As demais, aquelas com dimensao inferior a dimensao
das érbitas principais, sao conhecidas por drbitas singulares.
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DEFINIGAO Sejam M uma variedade riemanniana e G um subgrupo compacto e

conexo de Iso(M). Um ponto p € M ¢ dito regular se a dérbita G(p) é
uma orbita principal. O subconjunto de M constituido pelos pontos regulares —ou
a uniao das orbitas principais de G- serd chamado a parte regular de M, o qual
indicaremos por M,e,.

Temos, agora, um teorema que mostra que a grande maioria das 6rbitas do
grupo G sao principais.
2.3.6 Se M ¢ uma variedade riemanniana e G é um subgrupo compacto e

TEOREMA conexo de Iso(M), entdo M,ey € um aberto conexo e denso de M.

Um outro fato que poe em relevo as drbitas principais é dado pela proposicao
logo a seguir.

2.3.7 Sejam M uma variedade riemanniana e G um subgrupo compacto
PROPOSICAO e conexo de Iso(M). Sejam ¥, = G(p) uma drbita principal de
G e = G(S) o tubo, determinado pela fatia S, em torno de &,.

FEntao,
:3¥, xS —— T
(9(p), s) ——— @(g(p), s) = g(s)

¢ um difeomorfismo. Em particular, se M é orientdvel, ¥, também é orientdvel.

2.3.8 Sejam M uma variedade riemanniana e G um subgrupo compacto
COROLARIO e conexo de Iso(M). Se G tem apenas drbitas principais, entao a
projecao m: M —— M /G define uma fibragao localmente trivial.

2.3.9 Se M é uma variedade riemanniana e G é um subgrupo compacto e
COROLARIO conexo de Iso(M), entao as drbitas principais de G sdo difeomorfas
entre si.

Como vimos, em comentario anterior, os subgrupos de isotropia ao longo de
uma 6rbita G(p) sao todos conjugados ao subgrupo H = G,,. A classe composta pelos
subgrupos de isotropia de G que sao conjugados a H, indicada por (H) (cf. [PaTe]), é
chamada de tipo de isotropia de G(p). Quando G(p) é uma 6rbita principal, este tipo
de isotropia é o que chamados de isotropia principal. Convém notar, e isto decorre da
definicao de 6rbita principal, que as 6rbitas principais tém o mesmo tipo de isotropia.

Seja G(q) uma Odrbita qualquer de G com tipo de isotropia (K). Logo, G(q)
¢ difeomorfa a G/K, conforme o comentério que vem imediatamente apds o teore-
ma 2.3.3. Seja I' um tubo em torno de G(g). Como M, ¢ denso em M deve existir,
em T', alguma 6rbita principal, digamos G(p), com isotropia principal (H). Podemos
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supor que H C K, o que nos coloca diante do teorema 2.3.1 e produz o seguinte
teorema.

2.3.10 Sejam M uma variedade riemanniana e G um subgrupo compacto e
TEOREMA conexo de Iso(M). Se £ =G/K e ¥, =G/H sao drbitas de G, e

Y., € principal, entdo 7 : ¥, — &, definida por w(gH) = gK, é uma
fibragao localmente trivial com fibra tipica difeomorfa ao quociente K/H. Em parti-
cular, se £ é excepcional, ¥, é um recobrimento (finito) de £.

DEFINIGAO  Seja %, uma érbita principal de uma agéo de um subgrupo G compacto

e conexo de Iso(M). A agdo é dita de cohomogeneidade k se a codi-
mensao de ¥,, olhada como subvariedade de M, é k. Neste caso, diz-se, também,
que M é uma variedade de G-cohomogeneidade k. (Notemos que as variedades ho-
mogéneas sao exatamente aquelas de cohomogeneidade 0.)

Neste instante, o nosso interesse ficara inteiramente voltado para variedades de
G-cohomogeneidade 1. Neste contexto, os teoremas abaixo, devidos a Mostert (veja
[Most]), sao os mais importantes, sob o ponto de vista topoldgico.

2.3.11 Se M é uma variedade de G-cohomogeneidade 1, entdo M /G é home-
TEOREMA omorfo a algum dos espacos listados abaixo:

(a) o circulo S*;

(b) o intervalo aberto (0,1);
(c) o intervalo [0, 1);

(d) o intervalo fechado [0, 1].

Mais ainda, nos itens (a) e (b) sé hd orbitas principais (M = M,e,). No item (c),
existe apenas uma orbita que nao é principal (excepcional ou singular): = '(0). No
item restante, ha duas érbitas que nao sdo principais, a saber: 7~1(0) e 771(1).

2.3.12 Seja M uma variedade de G-cohomogeneidade 1. Se M = M,eq, entao
TEOREMA M é homeomorfa ao produto ¥, x M /G, onde %, é uma drbita prin-
cipal fixada.

Neste ponto, faremos alguns comentarios sobre a descri¢ao topologica da vari-
edade M no caso em que M/G = [0,1). Seja G(g) = n~(0) a drbita ndo-principal
de G. Neste caso, temos, também, que M., = 7 (0,1) é uma variedade que se
inclui no caso (b) do teorema 2.3.11. Mais geralmente, isto ocorre com o subconjunto

aberto e conexo de M,eg dado por M, = 7 '(¢,1), 0 < € < 1. Portanto, conforme o
teorema 2.3.12 indica, My, £ ¥, x (¢,1), X = 771 (e).
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SejaI' = v.(G(q)) o fibrado de discos sobre G(q), construido na proposicao 2.3.4,
tal que o bordo do seu fecho coincide com a érbita principal ¥,. Portanto, é de se
esperar que M seja obtida colando-se I" ao produto (cilindro) 3, x (e,1), ao longo
de OI' = ¥, e £, x {¢}. Estas idéias sdo formalizadas pelo seguinte teorema, que
enunciaremos apenas para M compacta.

2.3.13 Seja M uma variedade compacta e de G-cohomogeneidade 1. Seja 3,
TEOREMA uma érbita principal de G. Vale o seguinte:

(a) se M = M,eq. entdo M é homeomorfa a 3, x S1;

(b) se M # Me,. entdao M ¢é homeomorfa a 'y Ug Ty, onde T'y e Ty sdo fibrados
de discos sobre as duas orbitas nao-principais de G, ¢ é um difeomorfismo (G-
equivariante) de T, e 'y U, I'y significa a adjungdo através de ¢ (veja [Breb]) dos
fechos de I'y e I's.

Uma caracteristica relevante das agoes de cohomogeneidade 1 é a estrutura dos
quocientes K/H de suas isotropias. O fato notdvel é que esses quocientes sao sempre
difeomorfos a esferas. Isto d4 uma nova roupagem ao teorema 2.3.10 e estabelece um
outro teorema, o qual usaremos intensamente no capitulo 3.

2.3.14 Seja M uma variedade de G-cohomogeneidade 1. Se € =G/K e
TEOREMA Y, = G/H sao érbitas de G, e &, é principal, entdo K/H é difeomor-

fo a uma esfera S™ e w: ¥, — &, definida por n(gH) = gK, é uma
fibragao localmente trivial com fibra tipica difeomorfa a esta esfera. Em particular,
se & é excepcional, ¥, é um recobrimento duplo de £.

O préximo resultado, também devido a P. Mostert, indica uma diferenca hasica
entre uma Orbita principal e uma 6rbita excepcional, caso esta ltima exista, numa
variedade orientavel e de G-cohomogeneidade 1.

2.3.15 Seja M uma variedade riemanniana orientdvel e de G-cohomogeneida-
TEOREMA de 1. Entdo, toda drbita excepcional de G é nao-orientével.

O fechamento desta secao serd feito trabalhando com o conceito, ubiquo neste
trabalho, que é o de geodésica normal em uma variedade de G-cohomogeneidade 1.

DEFINICAO Seja M uma variedade de G-cohomogeneidade 1. Uma geodésica, pa-
rametrizada pelo comprimento de arco, \: (a,b) — M, é chamada
geodésica normal se X (t) é perpendicular a érbita G(A(1)), em A(f), a <t < b.

Um modo de construir geodésicas normais é obtido assim: Sejam p € Mg
e V € T,(G(p))* um vetor unitdrio. Entao a geodésica A(t) =exptV, |t| < €, €
suficientemente pequeno, é uma geodésica normal. Mais do que isto: podemos tomar
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¢ de tal sorte que o trago de A, A(—¢, €), determina uma fatia em p. J4 no caso em
que a variedade M é suposta completa, a geodésica normal, assim construida, estd
definida em R, toca toda 6rbita de G e, portanto, M = G(A(R)) (veja [PaTe]).

Com o teorema abaixo, que contém vérias informagoes envolvendo uma dada
geodésica normal, finalizamos o capitulo.

2.3.16 Sejam M uma variedade de G-cohomogeneidade 1 e X : (—6,6) — M
TEOREMA uma geodésica normal. As seguintes propriedades sao verificadas:

(a) dado g € G, Ay = g o A é uma geodésica normal;
(b) se p = A0) € M., entao existe €, 0 < € < §, tal que A\(—¢, €) é uma fatia em p;
(c) se S = A(—¢,€) é uma fatia no ponto regular p = X(0), entao:

(i) os subgrupos de isotropia Gy sao constante, isto é, G = G, sempre que
—e <t < €

(ii) a aplicacao @ : (—e¢,¢) x G(p) — T, definida por ®(t, g(p)) = g(A(t)), é um
difeomorfismo (proposicao 2.3.7):

(iii) estd bem definido o campo n € X(I') dado por

n(y) = dgxpy(N (1), ¥y = g(A(t)), —e<t<e

e, além disto, n é unitdrio e sua restricao a cada drbita (principal) contida
em I' é perpendicular a esta orbita;

(d) se M é completa, entao a extensdo de A a R é uma geodésica normal cuja imagem
toca toda orbita de G e, portanto, M = G(A(R)).
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SOBRE A TOPOLOGIA

DAS HIPERSUPERFICIES
DE COHOMOGENEIDADE UM




Seja f: M™ — R™! uma hipersuperficie compacta e de G-cohomogeneida-
de 1. O nosso pincipal objetivo neste capitulo é obter informacoes sobre a topologia
da variedade M. a partir do conhecimento do sinal da curvatura das érbitas principais
determinadas por G.

3.1
MATERIAL BASICO

Reservamos esta secao para a apresentacao de vérios resultados bésicos, com o
objetivo de tornar mais concisas as demonstragoes dos teoremas principais constantes
neste capitulo. O primeiro deles é um lema de Algebra Linear que diz respeito a
mmdice de formas bilineares simétricas.

3.1.1  Sejam V um espaco vetorial real de dimension e B:V x V — R uma
LEMA forma bilinear simétrica. Sejam W um subespago k-dimensional de V e
B W x W — R a restricao de B a W x W. Entao,

ind B<indB <ind B+n —k,
onde ind B e ind B sdo os indices de B e B, respectivamente.
DEMONSTRACAO: Comecgamos lembrando que ind B é definido como sendo
ind B = max{dim U; U C V subespago e B(u,u) <0, u € U — {0}}.

Isto posto, obtemos a primeira desigualdade. Para obtermos a segunda, consideremos
U C V, um subespaco de V', onde ind B é atingido. Assim, o subespago de W,
U'=WnU, é tal que

B, ') =B ) <0, Vu' € U - {0}.
Donde dim U’ < ind B. Mas

n=dimV >dim(W +U) =dimW +dim U — dim U’
=k +ind B —dimU’ >
> k + ind B — ind B.

Portanto, ind B < indB+n—k.
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A proposigao 3.1.2 abaixo faz uso do fibrado normal unitdrio, v1(M), de uma
imersdo isométrica f : M™ — R™* Lk > 1. Tal fibrado é definido por

V(M) = {(p,v) € M xR"™; |lv]|=1ecwv L dfp(T,M)}.
Sao fatos, bastante conhecidos, que a aplicagdo normal de Gauss generalizada

o : I/l(M) Sn+k—1

(p,v) —— o(p,v) =
¢ diferenciavel,
|det dgpv)| = | det Ay| e (A,(X),Y) = Hess, h,(X,Y), XY € T, M,

onde A, : T,M — T,M é o operador de Weingarten de f em p, h,: M — R,
hy() = (f(7),v), é a fungao altura de M na diregdo v ¢ Hess, by, « T,M x T,M — R
(Nuss, em [Milb]) é o hessiano, em p, de h,. Portanto, se v é um valor regular de ¢ e
(p,v) € p~(v), temos que p é um ponto critico nao-degenerado de h,, e o indice de
h, em p coincide com o nimero de autovalores negativos do operador de Weingarten
A, em p.

Os detalhes sobre as construgoes de v1(M), ¢ e h, podem ser encontrados, por
exemplo, em [Rodr] e [ChLa].

3.1.2 Seja f: M™ — R™* uma imersao isométrica de uma variedade
PROPOSIQAO compacta e de (G-cohomogeneidade 1. Seja ¢ a aplicacao normal
de Gauss generalizada. Entao, ¢ é sobrejetiva e existe um valor
regular & € S"™*~! tal que os pontos criticos (nao-degenerados) da fungao altura he,
pertencem a Meg.

DEMONSTRAGAO: Dado & € S"" =1 seja p € M um ponto onde a funcio
altura na diregao de £ atinge seu minimo, o qual existe em virtude da compacidade
de M. Assim, (p,&) € vH(M) e ¢(p, &) = £, o que estabelece a sobrejetividade de ¢.

Sabemos que o ntiimero de érbitas nao-principais de GG é no méaximo 2. Além dis-
to, essas Orbitas tém no maximo dimensao n — 1 (caso excepcional). Logo, denotando
por U a uniao dessas orbitas, temos que

U={(pv)ev (M), peU}

é um subconjunto compacto e de medida nula de v}(M) e, portanto, QS([]) é um
compacto de medida nula em S"**~1 o que permite-nos escolher, usando o teorema de
Sard (veja [Hirs]), & € ¢(v'(M)) = S**~1 um valor regular de ¢, tal que & ¢ ¢(U).
Resulta dai que a funcao altura na diregao de &y tem seus pontos criticos (pelo menos
dois) distribuidos ao longo de M.

&
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3.1.3 Seja f: M™ — R™"' uma hipersuperficie de G-cohomogeneida-
PROPOSICAO de 1. Seja p € My, tal que 7f(p), o nidmero tipo de f em p, seja

maior do que ou igual a 3. Entao, existe um tubo I', contendo a
orbita principal ¥, = G(p), de tal sorte que a restricao de f a I" é rigida.

DEMONSTRAGAO: Seja A : R — M uma geodésica normal tal que A(0) = p.
Como 7f(p) > 3, temos que existe um aberto U C M, contendo p, onde 7f > 3.
Agora, tomamos € > 0 de tal modo que S = A\(—¢,¢) C U seja uma fatia, de acordo
com o teorema 2.3.16. Assim, I' = G(S) é um tubo (aberto) conexo, invariante
sob a agao de G e, como Tf é constante ao longo de cada érbita principal de T’
(proposicao 3.2 de [AMNo], ou teorema 5.1 de [Ryan]), ainda vale 7f > 3, ao longo
de I'. A rigidez deste tubo é consequéncia do teorema 2.1.4.

g

Sob as mesmas hipdteses da proposicao anterior, temos o corolario 3.1.4, resul-
tado de alto grau de relevancia dentro deste trabalho.

3.1.4 Existe um homomorfismo C®, T : G — Iso(R™!), caracterizado
COROLARIO por

fogla)=T,0f(x), v €L,
onde I' é o tubo construido na proposi¢ao 3.1.3 e T, = T(g), g € G. Em particular,
G = T(G) é um subgrupo compacto e conexo de Iso(R"*1),

DEMONSTRACAO: Seja g € G. Como o tubo I' é invariante sob & acéo de G,
decorre que g : I' — T estd bem definida. Logo, fo g: T — R™! é também, uma
imersao isométrica de I'. A rigidez de T', j4 obtida na proposi¢ao 3.1.3, garante que
existe uma tinica § € Iso(R™"!) tal que fog(z) = go f(z), x € T'. Agora, é sé por
T(g) = g e estd construido o homomorfismo procurado.

=/

Podemos, agora, destacar um resultado que contém uma razoavel descricao das
orbitas principais do grupo G agindo em M.

3.1.5 Seja f: M"™ — R""! uma hipersuperficie de G-cohomogeneidade 1.
TEOREMA Suponhamos que, para algum p € M, T7f(p) > 3. Entao, a drbita
principal 33, = G(p) tem as seguintes propriedades.

(a) f(X,) é uma subvariedade (mergulhada) de alguma esfera euclidiana n-dimensio-
nal, S™(po,1//c), centrada em py e de raio 1/ /c. Na realidade, f(X,) é uma
drbita principal da acao de algum subgrupo de isometrias desta esfera;

(b) as drbitas principais de G sao orientaveis e os autovalores do campo de opera-
dores de Weingarten da imersao f : %, — S™(po,1/+/c) sdo constantes. (Em
particular, f(%,) é uma subvariedade isoparamétrica de S™(po,1/+/c).)
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DEMONSTRAGAO: Sejam T : G — Iso(R™!) o homomorfismo construido no
corolério anterior e G = T(G) C Iso(R™!). Temos que G é um subgrupo compacto
de Iso(R™™"). Usando um teorema devido a Cartan (veja [Kobb], teorema 5.10),
obtemos um ponto fixo para G, isto &, existe po € R™! tal que g(po) = po, para todo
g € G. Este fato, quando combinado com a equacido fog=gof, geGeje G,
implica que f(X,) estd contido na esfera centrada em pg e de raio ||f(p) — pol|. Com
efeito. dado g € G, temos que

1f(g(p)) — poll = 1g(f(P)) ~ poll = Ig(f(P)) — G(po)|l = lf(p) — poll-

Definindo ¢ de tal modo que 1/v/¢ = || f(p) — pol|, decorre que a imersao
38, — S™(po,1/+/c) estd bem definida. Mais ainda: a equagdo fog = go f
implica que f(¥,) = G(f(p)). Logo, f(X,) coincide com a érbita, por f(p), da acio
de G em S™(po, 1/4/¢) e, dai, resulta que f(X,) é uma subvariedade (mergulhada) de
dimensao n — 1 de S™(pg, 1/+1/¢). Recorrendo ao fato que estabelece que as hipersu-
perficies (mergulhadas) de uma esfera sempre sao orientdveis, obtemos que f(3,) é
orientével. Na verdade, temos um pouco mais: f(X,) é uma érbita principal de G,
visto que uma excepcional, caso existisse, seria ndo-orientavel (teorema 2.3.15). (Este
mesmo argumento implica que uma ac¢ao de cohomogeneidade 1, em uma esfera, nao
possui érbitas excepcionais.) Assim, a restri¢do de f a ¥, é uma isometria local entre
esta variedade e a variedade orientavel f(X,). Donde obtemos a orientabilidade de
¥, e das demais dérbitas principais, visto que estas sao difeomorfas entre si.

Seja 7 um campo normal unitario (definido globalmente) ao longo da imersao
f: 3, — S"(po,1/\/c). Associado a este campo, estd o campo de operadores (auto-
adjuntos) de Weingarten:

Ay - To(5p) — Ti(5)), 7€ X,

com sets respectivos autovalores A\j(x) < Ao(z) < ... < Ay (7). E um resultado co-
nhecido que estes antovalores sao continuos (veja, por exemplo, [Ryan]). Na realidade,
eles sao constantes, como veremos a seguir.

Dados = e y em X, escolhamos g€ Ge g € G tais que g(z) =y e fog=go f.
Logo, §(f(z)) = f(y) € S™(py,1/+/c). Como g é uma isometria de S™(po,1/1/c),
temos que dg(n) = #£n. Isto implica que

Al =dg; o A2 o dg,. (1)

n(y)

Donde, fixado i € {1,2,...n— 1}, vem que \(x) = /\g(y), para algum ntimero inteiro
7e{l,2,...n—1}.

Verificaremos, agora, que a funcdo A; é constante. (O mesmo argumento se
aplica aos demais autovalores de A,.) Para isto, fixemos z € ;. Temos que uma das
seguintes alternativas deve ocorrer:

(i) A3(x) = M(y), para todo y € Z,;

28



(1) A2(x) # X2(yo), para algum yo € 3y,

No primeiro caso, obtemos facilmente que a funcao A; é constante. Estudemos o
segundo. Temos que

K={ke{L2..on— 1} N(yo) # X2a)} #0

e que existe jo € {1,2,...,n — 1} tal que A2 (o) = M3(x). A existéncia de jj resulta
da equagao (1), tomada com y = yo. Como A; é continuo, deve existir um aberto
U C ¥, contendo z, tal que

M (2) # M(yo), sempre que z € U e k € K.

Mas A (z) = A2(yo), para algum i € {1,2,...,n — 1} — K. Logo, A\3(2) = A2(z), para
todo z € U. Isto significa que A\? é constante em U. Levando em conta a conexidade
de Y, e a continuidade de A, segue-se que \; é constante em 3.

w

Como consequiéncia da proposicao 3.1.2 e do teorema 3.1.5, temos um corolério
que contém uma primeira obstrucao as hipersuperficies compactas e de G-cohomoge-
neidade 1 do espaco euclidiano R™!, n > 3.

3.1.6 Seja f : M"2® — R™"' uma hipersuperficie compacta e de G-co-
COROLARIO homogeneidade 1. Entdo, existe p € My, tal que 7f(p) =n, e as
orbitas principais de G sao orientaveis.

DEMONSTRAGAO: Seja & um valor regular da aplicagao normal de Gauss ge-
neralizada ¢ : v (M) — S™ tal que ¢~ (&) C Mg x {&}, 0 qual existe em virtude
da proposigdo 3.1.2. Logo, se (p.&) € ¢ (&), temos que Ag - T,M — T,M é
invertivel, conforme observamos um pouco antes da proposicao 3.1.2. Portanto, os
autovalores de Ag, sao todos nao-nulos e, em particular, segue-se que 7f(p) =n > 3.
O item (b) do teorema 3.1.5 completa o corolario.

&

O préximo corolario decorre de uma atenciosa observagao da demonstragao do
teorema anterior, no instante em que concluimos que os autovalores do campo de
operadores de Weingarten A, sao constantes.

3.1.7 Sejam M uma variedade e ¥ uma drbita de codimensao 1. Sejan um
COROLARIO campo normal (a ¥) unitdrio, definido em algum aberto conexo de

Y. Entao, os autovalores dos operadores de Weingarten associados
a n sao constantes nesse aberto.
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3.2
ORBITAS cOM CURVATURA PoOSITIVA

O propdsito desta secdo é o estudo das hipersuperficies de G-cohomogeneida-
de 1. f: M"23 — R™"! tais que as érbitas principais de G, com a métrica induzida
de M, possuem curvatura seccional positiva. O seu teorema principal é o seguinte.

3.2.1 Seja f : M"2* — R"™! uma hipersuperficie compacta e de G-coho-

TEOREMA mogeneidade 1. Se as ¢érbitas principais de G tém curvatura seccional
positiva, entao elas sao difeomorfas a S™ 1, e M tem o mesmo tipo de

homotopia que um CW -complexo sem células de dimenséao k, para2 < k <n — 2.

DEMONSTRAGAO: A idéia central é construir uma funcéo altura he, : M — R
de Morse de tal sorte que seu indice, em cada um de seus pontos criticos, tenha valor
no conjunto {0,1,n — 1,n}. A partir dai, usando um teorema béasico da Teoria de
Morse (veja [Milb], teorema 3.5), concluimos o teorema.

Comegamos recorrendo a proposicao 3.1.2 e escolhendo um vetor & € S” tal
que a funcao altura

hfo M — R
r > hey(x) = (o, f (7))

é de Morse e, além disto, seus pontos criticos estao distribuidos sobre M. Seja
p € M um desses pontos criticos. Assim, a drbita principal X, é orientdvel e a
imagem desta orbita, via f, é uma subvariedade isoparamétrica de alguma esfera,
que podemos supor, sem perda de generalidade, ser 5", a esfera euclidiana unitaria
centrada na origem do R™!.

Seja  um campo normal unitario ao longo da imersédo f : £, — S™. Sabemos,
do teorema 3.1.5, que os autovalores A\;, Ag, ..., A\, 1 do campo de operadores de
Weingarten A, sao constantes ao longo de X,

Afirmamos que \; = Ay = --- = \,_1. Com efeito, se isto nao fosse verdadeiro,
terfamos, para algum par de indices, digamos 1 e k, que A\; # A, e, portanto, po-
deriamos fazer uso da equacao de Cartan para hipersuperficies isoparamétricas de S™
(veja [Feru]):

14

Z + A _07
)\ — M

by ;b\l

ou, usando a equagao de Gauss para a imersao f : 3, — S",

; )\j — A\
AjFEA



onde K; denota a curvatura seccional de ¥, com relagao ao plano gerado por auto-
vetores (unitdrios) de A, associados a A; e A;. Mas esta ultima equagao é impossivel,
visto que seus denominadores sao positivos e , por hipdtese, ¥, tem curvatura secci-
onal positiva. Logo, Ay = Ay = --- = \,_1 = A, como afirmamos. Assim, a imersao
f X, — 5" é umbilica. Portanto, sua segunda forma em p, o, é dada por

ap(X,Y) = MX. Y)n(p), X.Y € T,(5))

e, como a imersao se dd em uma esfera, f(X,) deve coincidir com alguma esfera
de dimensao n — 1, centro q e raio r (teorema 2.1.3): S"~!(q,r) C S™. Agora, via
argumentos usuais da teoria dos Espacos de Recobrimento, vem que X, é isométrica
a S"1(q,7). Como as érbitas principais sao difeomorfas entre si, segue-se que as
referidas érbitas sao difeomorfas a S"~!(gq,r), e estd pronta a primeira afirmacao do
teorema, a qual vale também quando n = 3.

O restante da demonstragao sera dedicado ao cdlculo do indice de he, em p.

Seja N o campo normal unitario de S™ apontando para fora. Como sao umbi-
licas a imersao f : ¥, — S™ e a inclusao S™ C R™!, temos que a segunda forma de
f:5 — R™*! em p é dada por

ap(X,Y) = (X, Y)u(p), X, Y € T,(%,),

onde v(p) = A(p) — N(p). Logo, se Ag, : T)(E,) — T,(X,) é o operador de Wein-
garten de f : ¥, — R"*! na diregio &, entdo

(A6 (X),Y) = (@(X,Y), &) = (v(p), )(X,Y), X,Y € T,(5,).

Donde Ag,(X) = (u(p), &)X, X € T,(%,) e, portanto, o indice da forma bilinear B,
dada por

B(X,Y) = (Ag(X),Y) = (v(p), £){X,Y), XY € T,(5,),

é0oun—1.

Nao é dificil verificar que vale a seguinte relacao:
<AEO(X)7 Y> = <AEO (X)’ Y>7 XY e TP(EP)a

onde Ag, é o operador de Weingarten de f: M — R"*! segundo a direcdo &,. Isto
diz que a restricao da forma bilinear B, definida por B(X,Y) = (A (X),Y), ao
subespago Tp,(2,) X T,(E,), coincide com B, cujo indice sé6 pode ser 0 ou n — 1.
Agora, uma aplicacao direta do lema 3.1.1 d& que ind B € {0,1,n — 1,n}. Mas

B(X,Y) = (Ag,(X),Y) = Hess, he, (X, Y).

Logo, o indice de hg; em p ¢ 0,1, n — 1 ou n.
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3.2.2 Seja f : M™>* — R™! uma hipersuperficie compacta e de G-coho-
COROLARIO mogeneidade 1. Se as ¢rbitas principais de G tém curvatura secci-
onal positiva, entao os grupos de homologia (sobre o anel Z) de M

sao tals que
Hy(M)=0, se2<k<n-—2

Além disto, H; (M) é um mddulo livre sobre Z e (M) é um grupo livre com um
numero finito de geradores.

DEMONSTRAGAO: O teorema 3.2.1 estabelece que M tem o mesmo tipo de
homotopia que um C'W-complexo K sem células de dimensao k, 2 < k < n — 2.
Logo, o complexo cadeia associado a K é

On+1 Iy On—1 02 o1
0 — Cpo(K) — C, 1(K) 0--- 0 Ci(K) — Co(K) — 0,

onde C;(K) denota o médulo livre sobre Z gerado pelas células de dimenséo 7 do
CW-complexo K. (Convém notar que na seqiiéncia de médulos acima foi usada a
hipétese n > 4.) Logo,

Hy(M) = Hy(K) = o

= =0 se2<k<n-—2
I Or s ,se2<k<n

e Hi (M) = Ker 01, onde Ker 0y indica o niicleo do operador dx e Im 041, a imagem
de Oryr1. Logo, Hi(M) é isomorfo a um submdédulo de C1(M), o qual é um médulo
livre (com um nimero finito de geradores) sobre Z. Portanto, H1(M) é livre como
modulo sobre Z.

No que diz respeito ao grupo fundamental de M, como K nao possui células
de dimensao 2 (aqui também usamos que n > 4), m (K) coincide com o grupo funda-
mental do esqueleto 1-dimensional de K (veja [Breb], teorema 11.7 do capitulo VII).
Mas esse esqueleto tem o mesmo tipo de homotopia que um buqueé de circulos. Logo,
m1(M) é livre.

W

Os proximos resultados mostram que a hipétese de positividade na curvatura
das ¢rbitas principais de G, juntamente com uma imersiao de M no R™"! impoe
severa restricdo a topologia da variedade M.

3.2.3 Seja f : M"2* — R™"! uma hipersuperficie compacta, simplesmen-
COROLARIO te conexa e de G-cohomogeneidade 1. Se as drbitas principais de G
tém curvatura seccional positiva, entao M é homeomorfa a S™.

DEMONSTRAGCAO: A hipétese de conexidade simples fornece, via teorema de
Hurewicz, que Hi(M) = 0, além de garantir que M é orientavel. Donde, usando
a dualidade de Poincaré, concluimos que H,, (M) = 0. Levando em conta que
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Hi(M) =0,2 < k <n -2, ficamos diante do seguinte quadro: M é simplesmemte
conexa e possul a homologia inteira de S™. Portanto, M tem o mesmo tipo de
homotopia que S”. Agora, usamos o teorema de Smale ([Smal] ou [Mila]), para
n > 5, e o teorema de Freedman ([Free]), para n = 4. Esses teoremas garantem que
M é homeomorfa a S™.

w/

Apesar de nao dispormos de um teorema como o de Smale (ou mesmo aquele
de Freedman) para o caso n = 3, o coroldrio anterior ainda vale para esta dimensao.
De fato, o teorema abaixo preenche tal lacuna e nao precisa de uma imersao para M.

3.2.4 Seja M?® uma variedade riemanniana compacta, de G-cohomogenei-
TEOREMA dade 1 e tal que Hy(M,Z,) = 0. Se as érbitas principais de G tém

curvatura seccional positiva, entao elas sao isométricas a esferas eucli-
dianas, e M é homeomorfa a S?.

DEMONSTRAGAO: Como H;(M,Z;) =0, temos gue M e suas hipersuperfi-
cies (mergulhadas) sdo orientdveis. Em particular, as drbitas principais de G sao
orientaveis. Mais ainda, como essas érbitas sdo 2-dimensionais e homogéneas, tém
curvatura constante. Mas, por hipétese, tal curvatura é positiva. Logo, as drbitas
principais devem ser isométricas a esferas euclidianas.

Como estamos diante de uma acdo de cohomogeneidade 1, e M é compacta, vale
que o espago de drbitas M/G coincide ou com o intervalo [0, 1] ou com o circulo S,
conforme diz o teorema 2.3.11. Na realidade, M/G = [0,1]. De fato, se M/G = S,
terfamos uma fibragao localmente trivial 7 : M — S? com fibra difeomorfa a S%. A
seqliéncia exata em homotopia desta fibragao da que

0 — m(S?) — (M) — m (ST — 0
ou, uma vez que m1(S?) =0 e m(S!) = Z,
O—’Wl(A{) ~—>Z—>O’

o que, por sua vez, implica (M) = Z. Assim, H{(M) = Z. Isto, junto ao teorema
dos coeficientes universais, implica que Hy (M, Zy) = H1(M) ®y Zy = Zo, fato que
contradiz nossa hipétese. Portanto, devemos ter M/G = [0, 1], isto é, a agdo tem
duas dérbitas nao-principais.

Ainda de H{ (M, Zsy) = 0, vem que a agdo de GG ndao admite drbitas excepcionais,
visto que uma tal érbita deve ser nao-orientavel. Logo, as duas 6rbitas nao-principais
devem ser singulares. Portanto, cada uma delas ou coincide com um ponto ou é
difeomorfa ao circulo S'. Na verdade, esta tiltima alternativa é impossivel. Com
efeito, suponhamos que G/K = S! seja uma 6rbita singular, e seja G/H = S? uma
6rbita principal. Em se tratando de uma ac¢ao de cohomogeneidade 1, temos que a
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projecao natural
7:G/H —— G/K
gH +——— (gH) = gk

define uma fibracao localmente trivial com fibra tipica difeomorfa a K/H = S', fato
que podemos obter do teorema 2.3.14. Portanto, temos a seguinte seqiiéncia exata:

0 — m(S") — 7 (S?) — 1 (SY) — 0,

o que constitui uma contradigéo aos fatos que S? é simplesmente conexa e 7;(S?) = Z.
Assim, as Orbitas singulares de G sao pontos.

O item (b) do torema 2.3.13 nos diz que M = I';Uy Ty, onde I'y e Ty sdo fibrados
de discos sobre as érbitas nao-principais de G, e ¢ é um difeomorfismo entre as érbitas
principais que sao bordos de I'; e I's. Como, no nosso caso, as érbitas principais sao
difeomorfas & esfera S?, e as drbitas nao-principais (singulares) sdo pontos fixos de
G, vem que I'| e T'y sdo cépias do disco tridimensional compacto D®. Portanto,

M = D*u, D?,

onde ¢ é um difeomorfismo de S2. Isto significa que M é uma esfera torcida. Assim
sendo, M deve ser homeomorfa a S3. (Este 1ltimo fato é relativamente simples e
pode ser encontrado em [Milal.)

g

Na mesma ordem de idéias dos dois teoremas anteriores, passaremos a descrever
o caso em que M nao é simplesmente conexa.

3.2.5 Seja f: M"2% — R™' uma hipersuperficie compacta e de G-coho-
TEOREMA mogeneidade 1. Se as drbitas principais de G tém curvatura seccional
positiva e M nao é simplesmente conexa, entao M é homeomorfa a

St x g1,

DEMONSTRAGAO: Seja p € M,e,. Logo, a érbita principal ¥, = G(p) é dife-
omorfa & esfera S™~!. Portanto, se H denota o subgrupo de isotropia de G em p,
temos que G/H = S"71,

Primeiro, suponhamos que M = M. Neste caso, M/G = S! e, portanto, M
é difeomorfa a S! x S"7!, de acordo com o item (a) do teorema 2.3.13, o que prova
o teorema, para o caso em que G tem apenas Orbitas principais. Na realidade, como
veremos, esta é a inica possibilidade.

Seja ¢ um ponto nao-regular de M e K o subgrupo de isotropia de G em gq.
Do teorema 2.3.14, obtemos que 7 : S" ! — G(g) é uma uma fibracao localmente
trivial com fibra tipica S™, m > 0. Se G(q) é singular (m > 0), a seqiiéncia exata
em homotopia desta fibragao implica que esta érbita é simplesmente conexa. Quando
G(q) é excepcional, obtemos 71(G(q)) = Zs.
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Sejam &£ e & as drbitas nao-principais de G. Nosso objetivo, agora, é verificar
que nenhuma destas orbitas pode ser excepcional. Isto sera feito em duas etapas:
uma tratara dos casos onde n > 4 e a outra do caso tridimensional.

Suponhamos que n > 4. Como M = T_1U¢F—2, onde I'y e I'y sao, respectivamente,
fibrados de discos sobre & e & e ¢ : S" ! — S™ 1 é um difeomorfismo da érbita
principal S"~1, temos, via teorema de Seifert-Van Kampen, que 7 (M) é isomorfo ao
produto livre de m1(I'y) por m1(I'g), isto é, m (M) = m(T'1) * m(T'3). Agora, como T,
tem o mesmo tipo de homotopia que &, e I'y tem o mesmo tipo de homotopia que
&y, vem que m (M) = m(&1) * m1(&). Como n > 4, esta equagdo, combinada com
o corolario 3.2.2, implica que nenhuma das érbitas, & ou &, pode ser excepcional.
De fato: do corolario obtemos que o grupo m (M) é livre; da equagdo, se &; fosse
excepcional, obterfamos que m (M) = Zy * m1(E;), onde 71(E) é ou o grupo trivial
(se & é singular) ou Zs (se & é excepcional). Uma contradigao.

No que segue, lidaremos com o caso tridimensional. Vale notar que os argu-
mentos usados para n > 4 nao se aplicam aqui porque nao dispomos, a priori, da
informacéo de (M) ser livre.

Suponhamos, por absurdo, que &; seja excepcional. Por ser bidimensional e
homogénea, & tem curvatura constante. Como &; é recoberta por S?, vem do teorema
de Hadamard, que essa constante deve ser positiva, a qual, sem perda de generalidade,
admitiremos ser 1. Logo, £ deve ser isométrica ou a S? ou ao plano projetivo RP?.
A primeira alternativa é impossivel porque a érbita principal S? é um recobrimento
duplo de &,. Logo, & deve ser isométrica a RP?.

Seja ‘H o vetor curvatura média de & olhada como subvariedade de M. A
homogeneidade (com respeito a isometrias de M) de & garante que ||H|| é constante.
Na realidade, &£ ¢é minima, isto é, H = 0. Com efeito, sejam p € M, € A uma
geodésica normal comecando em p. Seja ¢ = A(fp) um ponto onde A fura &. Como
&, é uma Orbita excepcional de GG, deve existir g € G — H, H subgrupo de isotropia
de G em p, tal que

9(q) = g e dag(N'(to)) = —X'(to).
Isto decorre do fato que K/H = {H,gH}, para alguma isometria ¢ € G. Logo,
d,g(H(q)) = —H(q). Mas dgg(H(q)) = H(g). Portanto, devemos ter H(q)) = 0 e,
como H tem comprimento constante, obtemos a minimalidade de & em M.

Neste instante, cobrimos & com um nimero finito de abertos conexos Uy,
k€ K CN, com a seguinte propriedade: em U, estd definido, relativamente a in-
clusdo Uy, C M, um campo normal unitdrio n*). Uma aplicacdo direta do resultado
obtido no corolédrio 3.1.7 mostra que os dois autovalores dos operadores de Weingar-
ten associados ao campo 1¥) sdo constantes em Uy. Além disto, a soma deles é nula,
posto que &£ é minima em M.

Fixemos atencao em um dos abertos Uy, digamos U;. Se um dos autovalores dos
operadores de Weingarten associado a n{!) fosse nao-nulo, o outro também seria. Logo,
esses autovalores seriam nao-nulos, de mesmo valor absoluto e de sinais contrarios;
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em particular, diferentes. Assim, teriamos, definidos em U;, dois campos de linhas
(ortogonais) diferencidveis, a saber, os auto-espacos associados a esses autovalores.
Notando que, na intersecao de dois abertos da cobertura Uy, os campos normais
n®), no pior dos casos, diferem por um sinal, concluimos que é possivel definir dois
campos de linhas ao longo de toda & = RP?. Em particular, temos um campo de
linhas continuo em RP?, o qual podemos levantar a S2, fato absurdo (veja [Stee]).
Esse absurdo permite-nos concluir que os autovalores de A, devem ser ambos nulos,
para todo k € K. Isto significa que &; é totalmente geodésica em M.

Consideremos, agora, &, imersa, através de f, no R*. Seja n um campo normal
unitario, com relacao a inclusao de & em M, definido em algum subconjunto aberto
e conexo de &. Definamos 77 = df(n). Temos que 7 é um campo normal unitério
a0 longo de f: & — RY. Como A, =0, A; também o é. Logo, a segunda forma
fundamental de &, relativa ao R*, indicada por 3, é dada por:

B(X,Y) = (A¢(X), Y)E,

onde X,Y € X(&)) e £ é um campo normal unitério ao longo de f : M — R*. Segue-
se que o primeiro espaco normal da imerséo f : & — R*, denotado por Ny, tem, em
cada ponto, dimensdo no méximo 1. Como & = RP? tem curvatura constante 1,
vem da equacao de Gauss que dim N; = 1, ao longo de toda &;. Agora, usando do
teorema A de [DaRo], obtemos que a codimensdo da imersao f : £ — R* pode ser
reduzida a 1, isto ¢, existe um hiperplano que contém f(&;). Portanto, f(&;) deve ser
uma esfera bidimensional desse hiperplano, contradizendo & = RP?.

Diante do exposto, em qualquer caso, concluimos que G nao pode ter orbitas
excepcionals. Assim, s6 resta a &1 e & serem singulares e, portanto, simplesmente
conexas (se n = 3, pontos fixos de G). Logo, M é homeomorfa & adjuncao (feita
ao longo de S™ 1) de dois fibrados de discos sobre & e &. Agora, usando outra
vez o teorema de Seifert-Van Kampen, segue-se que M ¢ simplesmente conexa, fato
contrario a nossa hipétese. Portanto, M = Mo, € M = ST x "1,

&

3.3
ORBITAS DE CURVATURA NAO-NEGATIVA

Na mesma ordem das idéias usadas na secao anterior, estudaremos agora as
hipersuperficies f : M — R™"! de G-cohomogeneidade 1, G C Iso(M), um subgrupo
compacto, conexo e com orbitas principais curvadas nao-negativamente.

Como primeiro resultado nessa dire¢ao, apresentamos a seguir uma proposigao
que descreve, a menos de difeomorfismos, as érbitas principais de G
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3.3.1 Seja f : M"2* — R"*! uma hipersuperficie de G-cohomogeneida-
PROPOSIQAO de 1. Suponhamos que as érbitas principais de G tenham curvatura

seccional nao-negativa e que, em algum p € M, 7 f(p) > 3. Entao,
essas Orbitas satisfazem uma das seguintes alternativas:

(a) sao difeomorfas a S™~1;
(b) sao difeomorfas a S* x S" %1 com 2 <k <n—3;
(¢) recobrem S! x S"7? e sao recobertas por R x S™2.

Em particular, se 3 é uma drbita principal de G, entdo ou (%) = 0 ou m(X2) = Z.

DEMONSTRAGAO: Podemos supor, sem perda de generalidade, que p € M,
visto que M, é denso em M e o numero tipo de f tende a crescer perto de p.
Assim, 3, = G(p) é uma Orbita principal de G que imerge, via f, de tal modo que
f(%,) coincide com uma subvariedade isoparamétrica de alguma esfera euclidiana n-
dimensional, que admitiremos ser a esfera euclidiana unitéria S™ (vide teorema 3.1.5,
item (b)). Denotemos por A; < Ay < ... < \,_; os autovalores (constantes) desta
Imersao.

Afirmacao: Dentre estes autovalores, no maximo dois deles sao distintos. De
fato, suponhamos que assim nao seja. Logo, pelos menos trés deles, digamos Aj, Ay e
A3z, sao distintos. Agora, usando na equagéo de Cartan,

”’Z*l 1+A1)\]—_O
2DV VI
Aj#A

a hipdtese de que a curvatura seccional de X, é maior do que ou igual a zero e que
Aj — A1 > 0, obtemos que

1+ XA =0, para j tal que A\; # Aq.

Em particular,

1+)\1)\2=091+)\1/\3=0,

o que implica A} # 0 e Ay = A3 = —1/Aq, conclusdo que contradiz Ay # A3. Portanto,
conforme afirmamos, temos no maximo dois autovalores distintos, os quais serao
denotados por A e p, A < ju.

Se A = ji, entdo a imersao de X, em S™ é umbilica e, portanto, f(X,) é uma
hiperesfera de S™, donde concluimos o item (a).

Suponhamos, agora, que A < /1. Neste caso, outra vez da equacao de Cartan,
obtemos que 1 + Ay = 0. Donde A # 0 e o # 0, o que implica que o nimero tipo
da imersdo f: ¥, — S" én —1 > 3. Os itens (b) e (c¢), agora, resultam de uma
aplicacao cuidadosa de um teorema devido a Ryan (teorema 5.7 de [Ryan]).

Vejamos a afirmagao sobre o grupo fundamental da érbita principal ¥. Obser-
vando os itens (a), (b) e (c), notamos que a tinica possibilidade para que 7;(2) néo
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seja trivial reside no item (c), onde temos que ¥ é recoberta por R x S™ 2 e recobre
S x 8"2. Logo, se m(X) # 0, devemos ter que este grupo é isomorfo a um subgrupo
nao-nulo de m;(S? x $"72) = Z. Portanto, 7,(X) é, também, isomorfo a Z.

g

3.3.2 Seja f : M™2* — R™! uma hipersuperficie compacta e de G-coho-
COROLARIO mogeneidade 1. Suponhamos que as drbitas principais de G tenham

curvatura seccional nao-negativa. KEntao, essas Orbitas satisfazem
uma das seguintes alternativas:

(a) sao difeomorfas a S"1;
(b) sao difeomorfas a S¥ x S" %=1 com 2 < k <n —3;
(¢) recobrem S' x S™"72 e sao recobertas por R x "2,

Em particular, sc ¥ é uma drbita principal de G, entao ou m1(2) = 0 ou m(2) = Z.

DEMONSTRAGAO: O coroldrio 3.1.6 produz um ponto p € M, tal que o
numero tipo 7f(p) = n > 4. Agora, é $6 aplicar a proposicao anterior.

Y

Apesar da proposicao 3.3.1 ter sido enunciada para n > 4, ela continua verda-
deira para n = 3, s6 que, neste caso, o resultado é um pouco mais forte e nao usa
nenhuma informagao sobre a curvatura das érbitas principais. A proposicao 3.3.3
abaixo contém, de modo preciso, esse resultado.

3.3.3 Seja f : M3 — R* uma hipersuperficie de G-cohomogeneidade 1.
PROPOSICAO Suponhamos que, em algum p € M, 7f(p) = 3. Entdo, as drbitas
principais de G devem ser isométricas:

(a) ou a esferas euclidianas bidimensionalis;

(b) ou ao toro plano S' x S!.

DEMONSTRAGAO: Como na proposicao 3.3.1, podemos supor p € M. Ja
sabemos que as Orbitas principais de G sao orientdveis e que a 6rbita principal X,
imerge, por f, em uma esfera tridimensional, digamos S* (teorema 3.1.5). Além disto,
como sao homogeéneas e bidimensionais, elas devem ter curvatura constante.

O teorema de Hilbert (teorema 41, pagina 137, de [Spiv]) para superficies de S*
impede que tal constante seja negativa. Se essa constante é positiva, temos que ¥, é
isométrica a uma esfera. (O caso %, isométrica a um plano projetivo é descartado em
virtude da orientabilidade de ¥,.) A informagao que obtivemos sobre ¥, se estende as
demais érbitas principais do seguinte modo: sabemos que elas sao difeomorfas a 3.
Portanto, difeomorfas a S2. Na realidade, cada uma dessas érbitas deve ter curvatura
constante positiva, pois, se essa constante fosse menor do que ou igual a zero, o seu
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recobrimento universal seria, pelo teorema de Hadamard, R, Mas isto é um absurdo,
visto que as orbitas principais sao difeomorfas a S?. Logo, as érbitas principais de G
devem ser isométricas a esferas euclidianas, quando ¥, tem curvatura positiva.

O caso em que a curvatura de ¥, ¢ nula produz ¥, = S! x S!, segundo o
corolario 5.6, capitulo IV, de [KoNo]. A conclusdo de que o mesmo ocorre com as
outras orbitas principais é obtida via teorema de Gauss-Bonnet. Com efeito, seja
uma orbita principal qualquer de G, a qual deve ter curvatura constante, digamos c, e,
ao mesmo tempo, deve ser difeomorfa ao toro S' x S!. Em particular, a caracteristica
de Euler de ¥ é nula. O teorema de Gauss-Bonnet, agora, d4

/ cdo =2mx(X) =0,
Jg

onde do é o elemento de drea de ¥ e x(X) denota a caracteristica de Euler de .
Assim sendo, ¢ = 0 e, portanto, ¥ = St x S

W/

Para o caso tridimensional, o teorema que segue descreve as hipersuperficies
compactas, orientaveis e de G-cohomogeneidade 1.

3.3.4 Seja f . M3 — R* uma hipersuperficie orientdvel, compacta e de G-

TEOREMA cohomogeneidade 1. Entao, M é homeomorfa a algum dos espacos
abaixo:

a) S°

b) S x §2;

)
d) um espago lenticular L (cf. [Rolf]), isto é, uma adjuncgio de espagos Ty Uy T,
onde Ty e Ty sao duas cépias do toro sélido S* x D? e ¢ é um difeomorfismo do
bordo, S' x S, deste toro.

Mais ainda: nos casos (c) e (d) o grupo G é isomorfo ao grupo S x S'.

DEMONSTRAGAO: Do corolédrio 3.1.6, obtemos p € M tal que 7f(p) = 3.
Usando a proposigao anterior, concluimos que as érbitas principais sao isométricas ou
a esferas ou ao toro plano. Quando essas érbitas sdo esferas, os espagos dos itens (a)
e (b) provém dos teoremas 3.2.4 e 3.2.5. Os itens (c) e (d) estdo associados ao caso
em que as érbitas principais sdo toros planos, e passaremos a estuda-los agora.

Suponhamos que X, = S' x S! e seja H o subgrupo de isotropia de G em p.
Como X, é principal e G age efetivamente em M, vem que a acao de G em ¥, é também
efetiva. Por um resultado da teoria de Agoes de Grupos, que pode ser encontrado em
[Brea], temos que G deve coincidir com algum toro, visto que G atua efetivamente no
toro ©,. Agora, a comutatividade de ¢, juntamente com a transitividade de sua agao
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sobre ¥, implica que H é trivial e, portanto, ¥, = G/H = G. Logo, G = S! x S,
Portanto, nao existem orbitas excepcionais. Com efeito, suponhamos que G possua
alguma orbita excepcional £ com subgrupo de isotropia K C G. Assim, £ = G/K.
Como K é subgrupo de GG, e G é um grupo comutativo, temos que K é um subgrupo
normal de G. Assim, & = G/H é um grupo de Lie. Logo, orientdvel. Isto é uma
contradi¢ao ao fato que as drbitas excepcionais nao sio orientdveis, conforme diz o
teorema 2.3.15.

Restam. agora, duas possibilidades: (i) o grupo G tem apenas érbitas principais;
(ii) existem duas érbitas singulares, as quais podem ser pontos fixos ou o circulo S!.

No que diz respeito & possibilidade (i), utilizamos diretamente um teorema de
Mostert, o teorema 2.3.13, no seu item (a), e concluimos que M é homeomorfa ao
toro ST x S x S', posto que M/G = S' e I, = S! x S, o que produz (c).

Passemos a possibilidade (ii). Primeiro observamos que ndo pode existir ponto
fixo para G. Este fato decorre do teorema 2.3.14, o qual estabelece que a fibracao
(natural) definida por uma drbita principal sobre uma nao-principal tem fibra dife-
omorfa a uma esfera, sempre que a agao for de cohomogeneidade 1. Em particular,
as Orbitas principais de uma tal agao devem ser esferas, a presenca de um ponto fixo.
Assim sendo, as duas drbitas singulares de G devem ser difeomorfas a S!. Portanto,
M= F_lud) T';, onde I'; e I'; sao fibrados de discos bidimensionais (abertos) sobre S?.
Logo, T'; e T'; sdo homeomorfos ao toro sélido S! x D?, onde D? é o disco compacto
bidimensional. Agora, colocando T} = I'; e Ty = I'y, obtemos (d).

Y

Voltemos ao caso geral onde as érbitas principais tém curvatura seccional nao-
negativa. O préximo teorema descreve o comportamento dos grupos de homologia da
variedade M. Notamos aqui que para n < 7 nao ha o que provar.

3.3.5 Seja f: M™ — R™! uma hipersuperficie compacta e de G-cohomo-
TEOREMA geneidade 1. Se as drbitas principais de G tém curvatura seccional

nao-negativa, entao M tem no maximo 8 grupos de homologia que
nao sao triviais.

DEMONSTRACAO: Seja & € S™ um valor regular da aplicacao de Gauss genera-
lizada tal que os pontos criticos da funcao altura he, estejam distribuidos sobre M,.,.
Seja p € M,e, um destes pontos criticos. O nosso objetivo é calcular o indice de hg,
em p e, posteriormente, fazer uso da teoria de Morse, como no teorema 3.2.1.

Seja ¥, = G(p) a érbita principal contendo p. Entao, como sabemos, a restricao
f 3, — S" estd bem definida e, além disto, os operadores de Weingarten de f tém
no maximo dois autovalores distintos, os quais denotaremos por A, < u, (veja a
demonstragao da proposigao 3.3.1). Devemos observar que estes autovalores podem
depender da escolha do ponto critico p ou, de modo equivalente, de ¥,, posto que
eles sao constantes ai.
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O fato decisivo para a obtengao da informagao sobre os grupos de homologia de
M. e que deve ser ressaltado aqui, é que as multiplicidades de A, e de /1, independem
de p (de £,). De fato, a classificagdo obtida na proposi¢ao 3.3.1 é realizada através
do estudo das duas distribuicoes (globais e paralelas) em 3,

T)\p(.’II) = {X € TT(Z]))7 An(m)(X) - /\PX}
T, (1) = {X € To(Xp); Apwy(X) = 11, X},

onde » € ¥, e n é um campo normal unitario ao longo da imersao de ¥, na esfera
S™ (veja [Ryan]). O item (a) da proposi¢ao 3.3.1 provém do caso umbilico, A, = y1,,.
O item (b) decorre do caso 2 < dimT), < n — 3, e o item (c) estd associado ao caso
dim T, = 1. Fica claro, portanto, que as multiplicidades de A, e j1, independem do
ponto p, visto que as érbitas principais sao difeomorfas entre si.

Seja 12150 o operador de Weingarten de f : 3, — R™! em p, na direcao &. Um
calculo direto, envolvendo este operador e aquele da imersao de ¥, em S”, que tem
autovalores A, e /1,, mostra que

A 0 0 0
~ 0 A, 0 0
A, = » ,
s 0 0 /i 0

0 ... 0 0 ... /i

onde X,, = aX,+be i, = aj,+b, para alguns a,b € R. Portanto, pondo kg = dim T} ,
temos que o indice da forma bilinear B dada por

B(X’ Y) = <A£0(X)’Y>v X, Y € TP<2p)a
¢0,kg,n—1—kgoun—1. Mas
<AEO(X)aY> = <A50<X)’Y>a XvY € Tp(zp)v

onde Ag, é o operador de Weingarten de M no R™!. Agora, usando o resultado do
lema 3.1.1, obtemos que as possibilidades para o indice de he, em p sao:

0, 1, kg, kg+1, n—1—kog, n—ko, n—1en.
Escrevendo n = 7 + k, estas possibilidades ficam
O, 1, ko, ko—f—]_, 6+k—k‘0, 7—|—]ﬁ7—'k70, 6+/<'€‘7+k

41



Portanto, sao triviais os grupos de homologias (sobre qualquer dominio de ideais
principais) H,;(M), sempre que

i€{2,3,.. . ko—1}U{ko+2, ko+3,....0+k—ko}U{8+k—ko,9+k—ko,...,5+k}.

Uma contagem direta destes indices da:

(i} entre 2 e kg — 1: kg — 2 indices;

(i) entre kg +2 e b+ k — kg: 4 + k — 2kg indices;
(ii1) entre 8+ k — ko e 5+ k: —2 + kg indices.

Portanto, temos um total de
(k0—2)+(4+k—2k0)+(—2+k0) =k

grupos de homologia triviais. As demais possibilidades para kg, kg = 1 ou kg = 2,
produzem mais do que k grupos de homologia triviais. Segue-se que o niimero de
indices i € {2,3,...,n—2} para os quais H;(M) = 0 é pelo menos k. Lembrando que
n =7+ k, vem que o mimero de grupos de homologia de M que nao sdo triviais é no
méaximo 8 (vale lembrar que Ho(M) # 0).

(=

3.4
EXEMPLOS

Reservamos esta se¢ao para a apresentacao de trés exemplos que servirao como
complemento para alguns teoremas constantes neste capitulo. O primeiro faz uso,
para o caso particular do produto de esferas, da nogao de produto bi-torcido, bastante
util na construgao de hipersuperficies de GG-cohomogeneidade 1 do espago euclidiano.
O segundo deles serve de apoio ao teorema 3.3.5, indicando a impossibilidade de se
melhorar a cota 8 para o niimero de grupos de homologia da variedade M que nao sao
triviais. O terceiro, um pouco mais elaborado, completa o teorema 3.3.4, exibindo
hipersuperficies de G-cohomogeneidade 1 do R*, como aquelas do item (d) do referido
resultado.

3.4.1 Sejam ¢, : S — R definidas por ¢(z,y) =z + 2 e Y(r,y) =y + 2.

EXEMPLO Temos que ¢ > 0 e ¢ > 0. Dados m,n € N, o produto bi-torcido,
segundo as aplicacdes ¢ e 10, de S! pelas esferas S™ e S™, é construido

introduzindo no produto de variedades M = S! x S™ x S™ a métrica tal que,

(V.V)p = (v1,v1)x + (X ) {va, vo)y + V*(X){v3, v3) 7,
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onde p = (XY, Z) € M,V = (v1,v9,v3) € T,M e as métricas do segundo membro
sao as de S, S™ e S™. A variedade M munida desta métrica é denotada por

St x5 8™ x4 ST

Sejam g € Iso(S™) e h € Iso(S™). Néo é dificil verificar que a aplicagao

Ixgxh:S" x4, S8™x, 5" St x g S™ x, S”
(X.Y.Z)  ——— Ixgxh(X,Y.2)=(X,g(Y).hZ))

é nma isometria do produto bi-torcido M = S! x4 8™ x,, S™.

Assim, o subconjunto
G ={1xgxh; (g,h) € Iso(S™") x Iso(S™)}

é um subgrupo compacto de isometrias de M. Mais ainda, a acdo de G em M tem
apenas Orbitas principais, as quais sdo isométricas a produtos de esferas. Mais preci-
samente, se p = (X,Y, Z) € M, entdo a érbita principal G(p) é isométrica ao produto
riemanniano S™(¢(X)) x S™(¥(X)). Portanto, o produto bi-torcido St x5 5™ x,, 5"
é uma variedade de G-cohomogeneidade 1, e G tem Orbitas principais com curva-
tura nao-negativa. Na realidade, como veremos no préximo exemplo, este produto
mergulha isometricamente no espaco R*T™™.

3.4.2 Dados m,n € N, seja M, ) = St Xp O™ Xy S™ o produto bi-torcido
EXEMPLO do exemplo anterior. Seja f : M, ) — R***" definida por

F(XY, Z) = (0(X)y1, ¢(X )y, - -, (X )yma1, 0(X) 21, (X ) 2, . (X ) 2n 1),

onde Y = (y1,Y2,. .-, Yms1) € S™ e Z = (21,29,...,241) € S™. Um calculo direto
mostra que f é um mergulho isométrico de My, ») no R**™+" Logo, f é uma hiper-
superficie compacta e de G-cohomogeneidade 1, G como no exemplo anterior.

Usando a férmula de Kiinneth ([Gree]), obtemos que
Hi(Mm.ny) = Z, sempre que ¢ € {0,1,m,n,1+m, 1 +n,m+n,1+m+n},

e que os demais grupos de homologia de M, ») sao triviais, se escolhemos m e n de
tal modo que 1 <m <n — 1.

Ainda com respeito a familia M, »), convém observar que manipulando os
valores de m e n, obtemos grupos de homologia que nao sao triviais, em qualquer
posi¢ao (entre 1 e m + n) preestabelecida. Portanto, no teorema 3.3.5, ndo é possivel
indicar com precisao qual o nimero de Betti nao-nulo.
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3.4.3 Seja A : [a,b] — R* uma curva parametrizada pelo comprimento de
EXEMPLO arco e com imagem contida no plano 7173, Seja G = SO(2) x SO(2)
identificado, de modo canoénico, com o subgrupo de SO(4) dado por

G ={geSO4); g= (%—%) A, B € S0(2)}.

A partir de G e A construimos o espaco
My={Y eRY, Y =g(\(1), geGetclab]}
ou, alternativamente,
My={Y e R% Y = (A(t)z1, As(t)22), t € [a,b] e 21,20 € ST},

onde A; e A3 sao as primeira e terceira funcoes coordenadas de A. Decorre desta
definicdo que M, é um G-espago. Além disto, se A([a,b]) ndo é um intervalo em
nenhum dos eixos do plano 7173, a acao de G sobre M) é de cohomogeneidade 1 e
tem oOrbitas principais isométricas a toros planos.

A partir daqui, estudaremos M), para alguns casos particulares de A.
(1) Seja A definida por
A(t) = (2 + cost, 0,2+ sent, 0), t € [0,27].

Neste caso, M, é difeomorfa ao produto S!' x S! x S'. Na realidade, M, é
isométrica ao produto bi-torcido S x4 St x,, ST, onde ¢ e 9 estdo definidas no
exemplo 3.4.1. A isometria é esta:

F:Sl ><¢S1 Xq/,Sl e MA

(z1,22,23) +——— F(z1,22,23) = (¢(21)22, ¥(21)23).

(2) Tomemos a curva
A(t) = (cost,0,sent,0), t € [-m/2,7/2].
Temos, para esta A, que
My ={Y € R*; Y = ((cost)zy, (sent)zy), 21,22 € S'}.
Logo, pondo Y = (y1, ¥2, ¥3, Y4 ), obtemos que My = P~1(0), onde P ¢ o polinémio
P(y1,y2, Y3, ya) = y7 + 45 +y3 +yi — L.
Isto é, My = S%. Temos, também, que as érbitas principais de G sao toros e as

duas nao-principais sao os circulos G(A(—7/2)) = G(A(7/2)) e G(A(0)). Portan-

to, temos um caso bastante simples, onde ocorre o item (d) do teorema 3.3.4:
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3)

uma variedade tridimensional e de G-cohomogeneidade 1, G tendo suas 6rbitas
principais isométricas a toros e suas duas érbitas singulares iguais a S'.

Seja A definida do seguninte modo:
A(t) = (cost, 0,2 +sent,0), t € [-7/2,7/2].
Aqui M, admite a seguinte descri¢ao implicita: My = P~1(0), onde
Py y2,ys,y4) = (U7 + 43 + 95 + 95 —5)° +16(y7 + 45 - 1).

Procedimentos usuais usando o grad P mostram que M) é uma variedade dife-
renciavel. Mais ainda: a descri¢gao (paramétrica) de M),

My ={Y € R, Y = ((cost)zy, (2 +sent)zy), 21,2y € S*},
a qual pode ser reescrita como
My, ={Y € R*: Y = ((cost)ziiey + (cost)ziges + (sent)v + 2v},

onde t € [—7/2,7/2], 21 = (211, 212) € S}, 23 € ST, v = (0,0, 29), e e e ey 530 08
dois primeiros elementos da base canénica do R*, indica que, para cada z, fixado,
temos em M) a esfera bidimensional, de raio 1 e centro 2v, do espago gerado pela
base ortonormal ey, es e v. Esse modo de olhar M), sugere a seguinte aplicacdo
entre as variedades S x S? e M, = P~1(0):

F Sl X 52 e M/\
X F(X) = (73,74, 71(2 + 75), 72(2 + 75)),

onde X = (r1, 19,23, 74,75). Nao é dificil verificar que F é, de fato, um difeo-
morfismo. (Convém notar que My nao pode ser isométrica a S! x S2. De fato,
se isto ocorresse, S x S? teria um ponto de curvatura positiva.) Assim, My é
difeomorfa a S x S? e sua inclusdo no R* define uma hipersuperficie compac-
ta de S! x Sl-cohomogeneidade 1, onde a acdo tem toros planos como érbitas
principais, e circulos como 6rbitas singulares.
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HIPERSUPERFICIES
DE COHOMOGENEIDADE UM

ORBITAS UMBILICAS
E HIPERSUPERFICIES
DE ROTACAO




Este capitulo sera dedicado ao estudo das hipersuperficies f : M"23 — R"*!
completas, e de G-cohomogeneidade 1, G tendo suas érbitas principais umbilicas na
variedade M.

O estudo desses objetos, no caso compacto, foi introduzido por F. Podesta e
A. Spiro, no artigo entitulado Cohomogeneity one Manifolds and Hypersurfaces of
Euclidean Space ([PoSp]). Nesse artigo, eles conseguem descrever completamente a
forma como a variedade M deve imergir no R™', para n > 4. Mais precisamente,
eles provam o seguinte teorema, ao qual nos referiremos como teorema P0.Sp.

Po.Sp Seja f : M"2* — R™! uma hipersuperficie compacta e de G-cohomo-
TEOREMA geneidade 1. Se as érbitas principais de G sao subvariedades umbilicas
de M, entao f é de rotacao.

A expressao “f € de rotagao”, usada neste teorema, é estabelecida do seguinte
modo.

Dada uma reta [ do espago euclidiano R™"!, usaremos o simbolo SO, para
designar o subgrupo (isomorfo a SO(n)) de Iso(R™™) que deixa [ fixa, isto é,

SO; = {T € Iso(R""); T(z) = 2, Yz € 1}.

E conveniente observar que as érbitas de SO; atuando no R™"! sio de dois
tipos: ou sao pontos, obtidos quando SO; atua em /; ou sao esferas de dimensao n —1
situadas em hiperplanos do R™.

Agora, podemos estabelecer o significado de “f é de rotacao”, usada no enun-
k) b
ciado do teorema PO.SP.

DEFINICAO  Uma hipersuperficie de G-cohomogeneidade 1, f : M — R"*! é dita

de rotagio se existe uma reta | C R™*! tal que f(M) é invariante sob
SOy e, além disto, as orbitas principais de G sdo transformadas por f nas esferas
(n — 1)-dimensionais geradas por SO; atuando em R"*!.

Ainda nessa direcao, recentemente, A. C. Asperti, F. Mercuri e M. H. Noronha
estudaram as hipersuperficies de G-cohomogeneidade 1, G tendo suas 6rbitas prin-
cipais com curvatura seccional constante, também no caso compacto e de dimensao
maior que trés ([AMNo]). O principal resultado, obtido nesse trabalho, é o teore-
ma AS.ME.NO, enunciado logo abaixo, o qual, via teorema P0.SP, implica que a
hipersuperficie f é de rotagao.

As.ME.NO Seja f: M"2% — R™"! uma hipersuperficie compacta e de G-coho-
TEOREMA  mogeneidade 1. Se as drbitas principais de G tém curvatura constan-
te, entao elas sao subvariedades umbilicas de M.

O objetivo principal deste capitulo é estender estes dois teoremas para o caso
em que a hipersuperficie f : M — R™"! é completa, ao invés de compacta.
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4.1
MATERIAL BASICO

Dentro do mesmo espirito do capitulo anterior, nesta secao serao apresentados
alguns resultados que, além da importancia em si mesmo de cada um deles, terao
grande utilidade dentro das demonstracgoes dos teoremas obtidos nas segoes seguintes.

Inicialmente, temos um lema, de Geometria Analitica, que constitui uma pega
simples, porém importante, na construcao das hipersuperficies de rotagao.

4.1.1 Seja G um subgrupo compacto e conexo de Iso(R™*!). Seja H um hiperplano
LEMA contendo a esfera n — 1 dimensional S !(q,r) centrada em q e de raio .

Suponhamos que G atua, sem ponto fixo, sobre esta esfera. Entdo, valem
os seguintes fatos:

(a) ¢ é o tinico ponto fixo de G em H;
(b) H é invariante sob G;

(¢) FixG = {x € R*™*!; T(x) = x, VT € G} coincide com a reta | que passa por q e
é perpendicular a 'H;

(d) G c S0,
DEMONSTRAGCAO:

(a) Seja T € G. Logo, T(z) = A(z) + k, onde A € O(n+ 1) e k é um vetor constan-
te. Como S !(g,r) é invariante sob G, temos que T(S""(¢,7)) = 5" (q,7) e,
portanto, T(q) = q. Assim, q € FixG.

Suponhamos que ‘H contenha outro ponto fixo de G, digamos y. Isto im-
plicaria que a reta passando por ¢ e y seria fixada por G. Em particular, o ponto

onde essa reta tocaria §"“1(q,r) seria, também, fixado por G, uma contradigao
a nossa hip6tese sobre G. Logo, H N FixG = {q}.

(b) Este item advém diretamente dos fatos que S™~'(q,r) é invariante sob a agao de
G e que ¢ é mantido fixo por este grupo.

(¢) Seja v um vetor unitério perpendicular a H. Assim,
l={reR"™; 2 =q+ty, t € R}

é a reta perpendicular a H e passando por q. Como H é invariante sob G, vem
que [ também o é. Isto implica que A, a parte ortogonal de T' € G, é tal que
A(v) = v. Logo, (A(v),v) = £1, quando A percorre as partes ortogonais dos
elementos de G. Como G é conexo e contém a identidade de Iso(R™*'), devemos
ter (A(v),v) = 1, o que implica A(v) = v, para toda T € G. Donde, [ C FixG.
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Se existisse y € Fix G — [, entdo o ponto
Z=y—<y_an>U€H

seria fixado por G e z # q, fato que contrariaria o resultado obtido no item (a).
Logo, deve ser | = Fix G.

(d) Decorre facilmente da defini¢ao de SO;.
8

4.1.2 Seja G um subgrupo compacto e conexo de Iso(R™"). Sejam H;
COROLARIO e Hj dois hiperplanos do R™' contendo as esferas S™'(q,r1) €
S™1(qy,79), respectivamente. Se G age transitivamente sobre estas
duas esferas, entdo H, e Hy sao paralelos, e | = Fix G é uma reta que contém ¢, e gs
e é perpendicular a estes hiperplanos.

DEMONSTRAGAO: Temos que G age sem ponto fixo sobre as duas esferas
5" Y(q1,7m1) e S"(gy,72). O lema anterior garante que | = Fix G é uma reta perpen-
dicular aos hiperplanos H; e Hs, e 0s pontos ¢; € ¢y pertencem a [.

&

Diante deste corolério, e das idéias ja utilizadas no capitulo anterior, obtemos
uma proposi¢ao, a qual estabelece uma primeira relagao entre as hipersuperficies de
GG-cohomogeneidade 1 e aquelas de rotagao.

4.1.3 Seja f : M™2% — R™"! uma hipersuperficie rigida e de G-coho-
PROPOSIQAO mogeneidade 1. Se as drbitas de G sao todas principals e tém
curvatura positiva, entao f é de rotacao.

DEMONSTRAGAO: Seguindo os passos dados durante a demonstracao do co-
rolario 3.1.4, obtemos que a rigidez de f garante a construcao de um subgrupo C:’,
G C Iso(R™!), que é compacto, conexo e tem a seguinte propriedade: fog=go f,
g€EGeg=T(g) € G,ondeT : G — Iso(R™1) é um homomorfismo de grupos. Por-
tanto, se ¥ é uma érbita de G, entdo f(¥) é uma érbita de G. Mais ainda, f(,) é uma
subvariedade isoparamétrica e de curvatura positiva de alguma esfera n-dimensional,
o que decorre dos argumentos usados na prova do teorema 3.1.5. Agora, usando a
equagao de Cartan (para subvariedades isoparamétricas da esfera), exatamente como
fizemos no teorema 3.2.1, concluimos que f(X) é uma esfera de dimensdo n—1 em um
hiperplano do R™!. Visto que ¥ foi tomada arbitrariamente, resulta que as 6rbitas
de G imergem, por f, como esferas em hiperplanos do R"*!. Como G age transitiva-
mente sobre essas esferas (elas sao 6rbitas de G), o coroldrio 4.1.2 estabelece que f é
de rotacao.

Y
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OBSERVACAO De posse da proposicao 4.1.3 , obtemos um modo alternativo para o

célculo do indice de hg;, no ponto critico p no teorema 3.2.1. Com
efeito, o tubo I D ¥, 14 construido, tem érbitas com curvatura positiva, fato que,
via proposic¢io 4.1.3, implica que I" imerge como uma hipersuperficie de rotacao do
espaco R™™!. Mas, como é sabido, o operador de Weingarten de uma hipersuperficie
desse tipo tem um autovalor de (pelo menos) multiplicidade n — 1. Logo, o indice de
he, em p deve ser 0, 1, n — 1 ou n. (Vale notar, entretanto, que esse argumento nao
se aplica ao mesmo célculo no teorema 3.3.5.)

No estudo das variedades de G-cohomogeneidade 1, G tendo érbitas principais
umbilicas, é bastante natural o aparecimento de produtos torcidos. O lema elaborado
a seguir diz respeito ao nimero tipo de imersoes isométricas desses produtos em
espagos de curvatura constante. Ele generaliza um resultado obtido em [PoSp|, para
imersdes de produtos torcidos do tipo I x4 F"~!(c) no espago R"*', onde I C R.

4.1.4 Seja M™ = B'x 4F*(c) um produto torcido de uma variedade de dimensao I,
LEMA B, por uma de dimensio k e curvatura constante ¢, F(c). Suponhamos

quel < k. Seja f: M — N"TY(¢) uma imersdo isométrica de M numa
variedade de curvatura constante ¢. Entao, dado p = (a,b) € M, o nidmero tipo de f
em p, 7f(p), € tal que ou 7f(p) <1 ouTf(p) > k.

DEMONSTRAGAO: Sabemos que o espago tangente a M em p, T,M, se de-
compoe ortogonalmente como T,M = T,B & T,F, onde T,B é isomorfo a T, B e T,F
¢ isomorfo a T, F'.

Denotemos por R o tensor curvatura de M. As seguintes propriedades de R
correspondem aos itens (a), (b) e (¢) do teorema 2.2.4, a primeira adaptada ao fato
de F' ter curvatura constante.

(1) RyvW = h(a)(UAV)W), U, V,W € T,F;
Hess, ¢(X,Y)
¢(a)

(3) RuyvX =RxyU=0, X,)Ye€T,BelUV €T,F,

(2) RXUY=—< )U, X,Y €T,BeU € T,F;

onde

h(a) = (e = llerad o)),

UAVIW) = ({U,W)V = (VU

Hess,, ¢, 0 hessiano (métrico) de ¢ em p, é dado por
Hess, ¢(X,Y) = XY ¢ — do,(VxY),

(, ) é amétricade M e c é a curvatura da fibra F.
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Seja A o operador de Weingarten da imersao f. A partir daqui, decomporemos

esta demonstragao em trés etapas:

(i) o caso em que A(T,B) =0;

(ii) o caso em que A(T,B) # 0 e A(T,B) C T,B;
(ili) o caso em que A(T,B) ¢ T,,B.

Etapa (i): Como A(T,B) = 0 e A é auto-adjunta, vem que a aplicacgo
AT, F — T,F estd bem definida e o posto de A coincide com o posto desta res-
trigao.

Dados U, V e W vetores em T,F, a equagdo de Gauss para a imersdo f da que

RyvyW = &(UAV)(W) + (AU) A A(V))(W),

onde ¢ é a curvatura de N. Esta equag@o, combinada com a propriedade (1) do tensor
R, produz

(A(U) AN AV))W) = (h(a) — e)(U AV)(W).
Agora, se Uy, Us, ..., U, sdo autovetores ortonormais de A com respectivos autova-
lores A1, A2, ..., Ak, a equagdo anterior, tomada com U =W =U; e V =U;, i # 7,
implica que

/\i)\jUj = (h(a) - E)UJ

Assim, se h(a) = ¢, pelo menos k — 1 dos \;, 1 < ¢ < k, sdo nulos e, portanto,
posto A = 7f(p) < 1 < [. Na outra situagdo, h(a) # ¢, devemos ter A\jAg... A\ # 0,
fato que significa posto A = 7f(p) = k.

ETAPA (ii): Como no caso anterior, A : T,F' — T,F estd bem definida. Ve-
rificaremos, nesta situacao, que esta restricao é um multiplo da aplicagao identidade
de T,F'.

Seja X € T,B um autovetor unitdrio de A com autovalor 8 # 0. Seja U € T, F.
Entdo, da propriedade (2) e da equagao de Gauss, vem que

Hess, ¢(X, X)
¢(a)

RXUX:—( )U:E(XAU)(X)+(A(X)/\A(U))(X)

= U + BAU) + (A(U), X)A(X)

=cU + BA(U),
visto que (A(U), X) = (U, A(X)) = B(U, X) = 0. Logo,
B _l . Hess, ¢(X, X)

40 = = (e B o

como afirmamos. Portanto, o posto da restricao de A a T,F ou é nulo ou é k. Logo,
se m é o posto de A quando restrita a T,B , devemos ter ou 1 < 7f(p) =m <! ou
Tflp)=m+k>k+1.
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ETAPA (iil): Seja {X1,X2,...,X;} uma base ortonormal de 7,B. Temos que
existe um inteiro m, 1 < m <[, tal que se 1 < j <[, entao

!
A(XG) = Vi + 3 ayXi,
i=1
onde V; # 0, V; € T,F e a;; € R.

Sejam S7 o subespagco gerado pelos vetores V;, 1 < 7 < m, e S3 o complemento
ortogonal de S; relativo a T,F'. Como estamos supondo k£ > I e dimS; < m <[,
temos que Sy # 0. Agora, dado V € S5 e combinando a equagao de Gauss com a
propriedade (3), obtemos que

0= Ryy, X1 = &V A V) (X1) + (A(V) A AVL))(X3)
= (A(V) A A(V1))(X1)
= (V, A(X1))A(V1) — (1, A(X1))A(V)

(VY S an XA - (Vi Vi + i a: X)) A(V)

i=1 i=1
= —|[VA[*A(V).
Como V; # 0, segue-se que A(V) = 0, para todo V € S;. Em particular, A(Vp) = 0,

onde Vy é um vetor ndo-nulo de S,. Levando em consideragdo os pares de vetores Vj
e X;, 1 <i < m, temos, outra vez usando a propriedade (2) e a equagdo de Gauss,

Hess, ¢(X;, X; _
Donde
Hess, ¢(X;, X;) s 1<i<m
#(a) EtEm
o que implica
H X17X’L ~ .
Ry, X: = —( esspj((a) )>w —V, 1<i<m.

Por outro lado,

Rx,v, Xs = e(Xi AN Vi)(Xi) + (A(X:) AN A(V))(Xs)
= ¢ Vi + (A(X:) A A(V))(Xa).
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Logo, (A(X;) A A(Vi))(X:) = 0 e, dali,

AXZ = w
X0 =i

Vi), 1<i<m.

Retomando o fato que a restricdo de A ao subespago Sy € nula, notamos que o
posto de A fica completamente determinado pelos vetores A(X;), 1 < j <1, e A(V}),
1 <17 <m. Assim sendo, e tendo em conta a ltima equagao acima, vem que

1 < 7f(p) = dim(ger{A(X;), A(V;), 1 <j <1, 1<i<m})
= dlm(ger{A(X1), cee aA(Xl)v A(W)? tee 7A(Vm)})
= dim(ger{A(V}), ..., A(Vin), A(Xms1), ..., A(X))}) < L.

(Aqui ger W denota o subespago gerado pelo conjunto W.)
&

OBSERVAGAO E conveniente notar que apenas na etapa (i), da demonstracao ante-
rior, foi usada a hipétese da fibra F' ter curvatura seccional constante.
Diante desta observagao, temos alguns corolarios do lema 4.1.4 e de sua demonstragao.

4.1.5 Seja M™ = B! x4 F* com base B e a fibra F sendo uma variedade
COROLARIO riemanniana qualquer. Seja f : M — N™1(¢) uma hipersuperficie
com operador de Weingarten A. Dado p = (a,b) € M, temos:

(a) seTf(p) > 1, entdo A(T,B) C T,B;
(b) se 7f(p) =1+1, entao A(T,B) = 0;

(c) sek >1+1 e F tem curvatura constante, entdo 7f(p) # [ + 1.

DEMONSTRACAO:

(a) Suponhamos que A(T,B) ¢ T,B. Entdo, usando os argumentos aplicados na
etapa (iii) da prova do lema 4.1.4, concluimos que 7f(p) </, o que contraria a
hipétese 7f(p) > 1. Assim, devemos ter A(T,B) C T,B.

(b) Se A(T,B) # 0, entao ou A(T,B) C T,B ou A(T,B) ¢ T,B. Se ocorre a inclusdo
A(T,B) c T,B, somos levados, via etapa (ii), & seguinte conclusio: ou 7f(p) <1

outf(p) >k+1>1+1. Jaseocorre A(T,B) ¢ T,B, obtemos 7 f(p) < l. Logo,
A(T,B) # 0 implica 7 f(p) # [ + 1. Portanto, A(T,B) = 0, como queriamos.

(c) Decorre diretamente do enunciado do lema 4.1.4.
g

Os corolarios 4.1.6 e 4.1.7, postos adiante, sao, respectivamente, simples adap-
tagoes do lema 4.1.4 e do coroldrio 4.1.5 ao caso em que M =1 x, F™" 1 onde I é
um intervalo de R.
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O corolério 4.1.7 merece destaque especial, notadamente no caso N = R,
em virtude do seu intenso uso dentro das segoes 4.2 e 4.3.

4.1.6 Seja M™% = I x4 F""!(c) um produto torcido de um intervalo por
COROLARIO uma variedade de dimensiao n—1 e curvatura constante c, F(c). Seja

f: M — N™1(¢) uma imersao isométrica de M numa variedade
de curvatura constante ¢. Entao, dado p = (t,b) € M, o numero tipo de f em p,

7f(p), é tal que ou tf(p) <loutf(p) >n—1.

4.1.7 Seja M=% = I x4 F™! com base I C R e a fibra F sendo uma
COROLARIO variedade riemanniana qualquer. Seja f : M — N™*'(¢) uma hi-
persuperficie com operador de Weingarten A. Sejap = (t,b) € M e

n € X(M) o levantamento horizontal do referencial canénico de I, %. Temos que:

(a) seTf(p) > 2, entdo A(n) = un, p € R;
(b) se Tf(p) =2, entdo A(n) = 0;

(c) sen >4 e F tem curvatura constante, entdo 7f(p) # 2.

Existe uma relacdo muito estreita entre as variedade de G-cohomogeneidade 1,
GG com Orbitas principais umbilicas, e a no¢ao de produto torcido. A seguinte propo-
sicao estabelece essa relagao descrevendo a parte regular de uma variedade com estas
propriedades. Tal proposi¢ao aparece em [PoSp]| e 14 sua prova faz uso de um teorema
devido a S. Hiepko que caracteriza produtos torcidos ([Hiep]). A demonstragido que
apresentaremos independe desse teorema.

4.1.8 Seja M™ uma variedade de G-cohomogeneidade 1. Suponhamos
PROPOSIC AO que as érbitas principais de G sejam subvariedades umbilicas de M.
Seja I' o tubo invariante sob G, contendo ¥, = G(p), construido
na proposigao 3.1.3, onde p € M. Entdo, o tubo I' € isométrico ao produto torcido
(—€,€) X 5y, onde

—/t k() du

p(t)=e ° , —€<t<e,

k(t) é o autovalor do operador de Weingarten da aplicagdo de inclusdao da drbita
principal ¥y = G(A(t)) em M, que é constante ao longo de ¥, e A é uma geodésica
normal com A(0) = p.

DEMONSTRAGAO: Seja 1 € X(I') o campo dado pelo teorema 2.3.16, isto é,
dado y = g(A(t)) € By C T,

n(y) = dgxpn(N(t)), —e<t<e
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Temos que n é um campo tangente unitério globalmente (bem) definido em I'. Além
disto, como G age por isometrias, 7(y) é perpendicular a Xy em y. Mais ainda, se
An) - Ty(Exe) — Ty(Exw)) é o operador de Weingarten da inclusdo Syy) C M, a
umbilicidade das érbitas principais, como subvariedades de M, se traduz por:

Ay = k(t)Id,
onde Id é a identidade de T, (Xx¢)) e k: (—€,€) — R é de classe C*°. Ainda do

teorema 2.3.16, vem que a aplicacao

®:(—€€e)xp2, —— T
(t9(p) —— @(t,9(p)) = g(A(}))
¢ um difeomorfismo. Verificaremos, adiante, que ® é, de fato, uma isometria.
Sejam = = g(A(0)) = g(p) € £, e v € T(X,) um vetor tangente unitério. O
levantamento vertical de v, V = (0,v), ao ponto (¢, ), é tal que ||[V|* = ¢*(t).
Definamos X € X(M) por

X(q) = L(exp(s)(@)|_, 1€ M,

S=

onde exp é aplicacdo exponencial do grupo de Lie G e £ € g (g a élgebra de Lie de
G), um campo de Killing em I tal que X (x) = v. Como exp(s{) € G, vem que X (q)
é um vetor tangente a orbita que passa por gq.

Temos que

d®t.0) (V) = (2 0 8)(0),
onde B(s) = (t,exp(s€)(zx)), posto que B(0) = (t,z) e 5/(0) = V. Logo,

= X(g(A(@)))-

s=0

AD(en(V) = S (exp(sE) (g(A (1)

Pondo ¢(t) = (X (y), X(y)), y = g(A(t)), o célculo anterior da que
P(t) = [0 (V)|
e, além disto,
k(t)p(t) = (k)X (y), X (1)) = (Anw) (X (¥)), X (9))
= —(Vxn, X)(y) = (n, Vx X)(v),

onde, na tltima igualdade, foi usado o fato que (n, X) = 0. Como X é um campo de
Killing, vale Vx X = — grad h, onde

h(z) = %(X, X)(z), = € M.
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Logo,
k(t)y(t) = —(n, grad h) = —dhy(n(y))

= —(h(g(A(1))))" = —3(X(g(A (1)), X (9(A(®)))’
= —2Y'(t).
Portanto, ¢ é a solugao da equagao diferencial
W () + 2k()Y () = 0,
com a condigio inicial 1(0) = ||v||* = 1. Donde

—2/tk(u)du
—e 0 = ¢?

¥(t) QF

Isto posto, temos que

[d2 0 (V)]" = IX(@OODIP = (1) = 6(t) = [V]]*

Por outro lado, se g; = (%, 0) é o levantamento horizontal de gz, entao

Bz (Z) = dga@y(N(8) = n(®(t,2))

que é unitério e ortogonal a d® (V). Portanto,

|49y (%, o) = 1+ 62(1) = (&, 0)

b

0 que prova a proposigao.
Y

Uma conseqiiéncia util desta proposigao é que é possivel transferir a todas ér-
bitas principais, do grupo G com érbitas principais umbilicas em uma variedade de
(G-cohomogeneidade 1, aquelas propriedades geométricas, invariantes por homotetias,
que alguma delas possua (o sinal da curvatura, por exemplo). O préximo corolario
torna precisa esta observagao.

4.1.9 Seja M uma variedade de G-cohomogeneidade 1. Se as érbitas prin-
COROLARIO cipais de G sao subvariedades umbilicas de M, entdo elas sdo ho-
motéticas entre si.

DEMONSTRAGAO: Seja A C M, definido por

A= {z € M,oy; ¥; = G(x) é homotética a £, = G(p)},
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onde p € M, estd fixado. Temos que A # @, posto que p € A. Dado = € A,
seja I, o tubo invariante sob G contendo ¥,, como na proposi¢ao anterior. Logo,
Iy = (—¢€,€) x4 L, e, portanto, as demais dérbitas em I, sdo homotéticas a ¥,. Assim,
I; C A, o que mostra que 4 é aberto em M,e,. Também, se (¢,) é uma seqiiéncia em
A tal que g, —— ¢ € M,eq, devemos ter ¢ € A. De fato, como ¢ € M, existe um
tubo Iy = (—¢,€) x4 G(g) em torno da érbita G(q) e, como ¢, —— ¢, deve existir
ng € N de tal modo que ¢,, € I;. Mas ¢,, € A, isto é, G(gn,) é homotética a T,.
Logo, por ser homotética a G(gn,), G(q) é homotética a £,. Assim, A é também
fechado em M,e,. Como este tltimo é um espago conexo (pois M e L, sdo conexos),
vem que A = M.

&

Ainda com a atengao voltada para os produtos torcidos, encerraremos esta se¢ao
com um lema que diz respeito & planaridade conforme de alguns desses objetos.

Convém lembrar que uma variedade riemanniana M™ é dita conformemente
plana se, para cadap € M, existem uma vizinhanga de p e um difeomorfismo conforme
entre essa vizinhanca e algum aberto do espaco euclidiano R". Como referéncias para
este conceito, citamos [Dajc| e [Merc].

4.1.10 Seja M™2® = I x4 F""!(c) um produto torcido com base I C R e fibra F
LEMA com curvatura constante c. Entdao, M é conformemente plana.

DEMONSTRACAO: Suponhamos, inicialmente, que n > 4. Nosso objetivo é
usar a equacio de Kulkarni que caracteriza as variedades conformemente planas com
dimensao superior a 3 (veja [Kulk]). Mais precisamente, M™2* é conformemente plana
se, e somente se, dado p € M, vale a equacgao de Kulkarni:

K(W1,Va) + K(V3,Va) = K(W1, Vi) + K(Va, V3),

para toda quddrupla de vetores ortonormais Vi, Vo, V3, e V4 em T,M, onde K (V;,V})
é a curvatura seccional de M em p, segundo o plano gerado por V; e V.

Seja p = (t,z) € M. Seja {E1, E,, ..., E,} uma base ortonormal de T,M tal

que F; = (%, 0) e os demais vetores desta base sdo tangentes a fibra {t} x F'.

Denotemos por R o tensor curvatura de M. A seguir listamos algumas propri-
edades bésicas de R que, na realidade, sao aplicagoes dos quatro primeiros itens do
teorema 2.2.4 a um produto torcido com base B = I C R.

(1) RyvW = h(t)(U AV)(W), U,V,W € T,F;

(2) RewE: = —ho()U, U € T, F;

(3) RyvX =RxyU=0, X,Y € T, e U,V € T,F;
(4) RpuV = ho(t)(U,V)Ey, U,V € T,F;
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onde

1 2
ha(t) = zsle = 0°(0).
ha(t) il

0)
e ¢ é a curvatura de F'.

Sejam Vi, Vi, V3 e Vy vetores ortonormais de T,M. Entao, existem escalares
v, 1 <i<nel < j <4, tais que

v, = Y u,B.
=1

Se Ki; = (Rv,v,V;, Vj) a curvatura seccional de M segundo o plano gerado pelo par
Vi e V;, entao

n
Kip = Y vavjvkve(ReE, Ex, E1)

i kL1
n n
= Y vivpvave(ReEEnEY+ Y, vivpvkve(REE, Er, E)
J22:k,1>1 i22;5,k,021
n n
= > (vnvia — vaviz JokUie(Re 5 EBe, B) + Y, vavjpukivie(Re,s, Bk, E1)
i>2kI>1 §j 22k 0>1
= Pl + P2a

onde P; e P, sdo os primeiro e segundo somatorios presentes na penultima igualdade
acima, respectivamente. Levando em conta as propriedades (2) e (4) de R, acima
expostas, obtemos que

n
Pr= Y (vniviz — vaviz)vnvie({Re g E1, E)+
i>90>1
n
> (vi1vi2 — virv12) Uk vz RE, 5, Bk, Ey)
i k>2l>1
n

n
= — ) (v11vi2 — Vi V12)v11Vizha(8) + Y (vi1vi2 — Vi V12)vi vi2ha(t)
i>2 i>2

= "h2(t)U%1(1 - Uf2) - hZ(t)U%W% - hﬂ(ﬂ“%l”ﬁ - h2(t)U%2(1 - 'U%I)
= “hf2(t)(“%1 + U%Q)'
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Com respeito & parcela P,, temos, agora usando (1) e (3), que:

n
> vavpvkve(REE, Ex, Ei)

1»]7kv122

,7,k,0>2 2,7,k,01>

= hi(t) ( Z vi1Vj2uk iR Es, Ex) (Ej, Er) — Z le“ﬂvklle(EJaEk)(EiaEl))

2
= hy(t) (Z 7)1?1 ZU?Q — (Z 1},;11)1-2) ) = hy(t) ((l — ?)%1)(1 — 1)%2) — 1)%11)f2>
i>2  j>2 i>2

Logo
Kig = ha(t) — (ha(t) + ha(t)) (v]) + vp)
Kaq = ha(t) — (ha(t) + ha(t))(v33 + viy)
Kig = ha(t) = (ha(t) + ha(t)) (0} +23y)
Koz = ha(t) — (hy(t) + ha(t)) (v3; + vi3)
e, portanto,

Ko+ K3y = K14 + Kos,

que ¢ a equagao de Kulkarni que buscdvamos. Assim, M é conformemente plana, nos
casos n > 4.

Para caso tridimensional, faremos uma breve apresentacao de um critério bas-

tante 1til de planaridade conforme. (os detalhes podem ser encontrados em [Dajc] ou
em [Merc]).

Seja Ric o tensor de Ricci de M. Entao, dados X,Y € X(M),

Ric(X,Y) = (RxgY, Ei),
i=1
onde {Ey, Ey,...,E,} é um referencial ortonormal de M. Seja, agora, ) o tensor

auto-adjunto associado a Ric, isto é,

QX) =3 Rpx B, X € X(M)

i=1
A partir de ) e da curvatura escalar S de M (S(p) = 237 ; K;;(p), onde Ky;(p) sdo
as curvaturas seccionais segundo o par E;(p) e E;(p)), conbtrulmos O tensor 7y que se
expressa por

Y(X) =

n—2 (Q(X> - mX>, X € X(M).



O critério ao qual fizemos referéncia é posto assim: M é conformemente plana
Se, e somente se,

VX")/(Y) — ’Y(ny) = VY’)/(X) — ’7(VyX), X, Y e %(M)

Nosso objetivo, agora, é aplicar este critério ao produto torcido M3. Para, isto,

sejam {ez, e3} um referencial ortonormal de F e & o referencial canénico do intervalo

I. Assim, {E1, F», E3}, onde Ey = (%,0) e E; =(0,e3) e E5 = (0,e3), define um
referencial ortogonal para M. Um céalculo direto, usando o referencial ortonormal
{FE1, E3/¢, E3/¢}, mostra que a curvatura escalar S de M é tal que

S e
4 ¢ 202
onde ¢ é a curvatura de F. Também valem:
QE) = —2%&,
¢// _ ¢/2 .
E)={—— E;, 1=2,3.

Estes resultados implicam que

" A2
(8= - (& + S5 )

c— ¢12
292
O critério que citamos acima, quando aplicado ao par X = F1eY =E;, i = 2,3, é

equivalente a condigao

Vi Y(Ei) = Ve, y(E1),
visto que Vg, F; = Vg, Ey = (¢//¢)E;, se it = 2, 3, fato que pode ser colhido do item (b)
da proposicao 2.2.2. Mas

c— @2
Ve Y(Ei) = 5 El—(bgi—Ei

1
2V
A / /2
:%(C ¢>E+1¢( $le—0")
¢
¢

¢2 2 ¢3
/ ¢// c — ¢/2
(5 )

= Vg, v(E1),

para i = 2, 3.
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Falta verificar que o par Fy e F3 também satisfaz o critério que ora usamos,
isto é,

Vi, V(E3) — ¥(VE, E3) = Vg, ¥(Es) — v(Vi, Es). (1)

Como as subvariedades {t} x F', t € I, sdo umbilicas em M e F, e Ej sdo ortogonais,
vem que Vg, F3 é, em cada ponto (¢, ) € M, tangente a subvariedade {t} x F. Logo,
Vg, E3 é combinacgao linear de 5 e F3. Donde,

YV, Es) = Vg, v(E3)

e, portanto, o lado esquerdo da equagdo (1) é nulo. Analogamente, o mesmo ocorre
com o seu lado direito, e M é conformemente plana, também no caso n = 3.

g

4.2
CLASSIFICACAO DOS CASOS DE
DIMENSAO >4

Dentro do nosso objetivo de estudar as hipersuperficies f : M® — R™! com-
pletas, de G-cohomogeneidade 1 e com a propriedade de que as orbitas principais de
G sao umbilicas em M, retomemos o teorema P0.SP, enunciado na introducédo deste
capitulo, o qual descreve a forma como M pode ser posta, isometricamente, dentro
do espaco R™!, quando M é compacta e n > 4.

A motivacao para o teorema PO.SP surge quando ji temos em maos uma
hipersuperficie f : M® — R™"! de G-cohomogeneidade 1 que é de rotacdo. Para
fixar idéias, vamos supor que essa rotagao esta sendo feita em torno do eixo z,,; do
R™! isto é, em torno da reta I = {(0,0,...,t); t € R}. Logo, SO, = SO(n) com as
identificagoes usuais:

SO, ={B € SO(n+1); B =

Assim, f(M) pode ser descrita, localmente, como o produto torcido (—¢,€) x, S™7},

onde
A (—e€) —— R™!

toe—— M) = (M (), 0, ., 0, Auga (1))

é uma parametrizagdo pelo comprimento de arco da curva perfil de f(M), contida no
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plano x1x,1. Esta porc¢ao de f(M) pode ser parametrizada por

v (—E, 6) XA sl —— f(M)
HX)  —— U X) = MBOX, Ang (D).

Diante disto, segue-se que as cépias de S~ ! em (—¢,€) Xy, S"! sdo enviadas por ¥
nos paralelos de f{M), os quais, por sua vez, provém (por defini¢ao), via f, das 6rbitas
principais. Como as cépias de S*71 em (—¢,€) X, S ! sdo subvariedades umbilicas
deste produto —isto ocorre com toda fibra de um produto torcido (corolario 2.2.3,
item (b))- e sao homotéticas & esfera S™~!, vem que essas érbitas sao subvarieda-
des umbilicas de M e sado isométricas a esferas. Portanto, uma condi¢ao necessaria
para que uma hipersuperficie de G-cohomogeneidade 1 seja de rotagao é que as 6r-
bitas principais de G sejam subvariedades umbilicas de M e, além disto, que sejam
isométricas a esferas euclidianas.

Neste ponto, surge uma questao bastante natural: Uma hipersuperficie de G-
cohomogeneidade 1, f : M™ — R™! G com suas 6rbitas principais umbilicas em M
e isométricas a esferas, é de rotacao?

No caso em que M™ é compacta e n > 4, a resposta é afirmativa e é dada
pelo teorema P0.SP, o qual ndo supoe que as orbitas principais sejam isométricas a
esferas. Na realidade, tal condigao é conseqiiéncia da compacidade de M junto com
a umbilicidade das érbitas principais.

Elucidado o caso compacto, passaremos a estudar a questao proposta, no caso
em que M é completa e nao-compacta.

Comegamos observando que nesta circunstancia nem sempre f é de rotagao
(mesmo supondo que as érbitas principais sao esféricas). De fato, vejamos um pri-
meiro exemplo.

4.2.1 Seja M"™23 = R" olhado como uma variedade de G-cohomogeneidade 1
EXEMPLO segundo o subgrupo G = SO(n). Neste exemplo, as érbitas principais

sdo esferas (concéntricas) de dimensdo n — 1. Logo, subvariedades
umbilicas de M. A érbita nao-principal é a origem do R™.

Seja
f:M —— R
X —— f(X) = (cost,sent,zy,...,Ty),
onde X = (t,x9,...,%,). Temos que f é uma hipersuperficie que mapeia M em um

cilindro sobre S'. (Convém observar que f é localmente substancial: a restricdo de
f a qualquer aberto de M é substancial.) Esta imersao nao pode ser de rotagao.
Com efeito, suponhamos que f seja de rotagdo. Segue-se, entdo, que f(M) contém
um aberto isométrico a (—¢,€) x5, S"7!, onde \; é a primeira fungao coordenada de
alguma curva plana, A\, parametrizada pelo comprimento de arco. A substancialidade
local de f garante que (\{(t))? < 1, para algum ty € (—¢,€).
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Fixemos atenc¢éo no ponto (tg, ) € (—¢,€) X, S*! e tomemos u,v € T,S™!
dois vetores ortogonais. Da propriedade (1) do operador de curvatura de um produto
torcido, exibida na demonstracido do lema 4.1.4, obtemos que a curvatura seccional,
K(U,V), de (—¢, €) x5, S"! no plano gerado pelos levantamentos verticais U = (0, u)
e V =(0,v) é dada por

1 7 2
KU, V) = 5= (1 - (X(%))) >0,
A(to)
fato absurdo, diante da planaridade de M = R"™. Logo, f nao pode ser de rotacao,
em torno de nenhum eixo, como dissemos.

Diante do exemplo anterior, poderia se esperar a seguinte classificacdo para os
objetos que ora estudamos: ou f é de rotagdo ou f(M) coincide com um cilindro
sobre uma curva plana. Entretanto, em geral, esta afirmacao ainda nao é verdadeira,
como mostra o préximo exemplo.

4.2.2 Seja h : R — R uma funcao real par e de classe C*™ tal que
EXEMPLO

h(z) =0, x € (—oo0, —1]U[1, +00)

h(z) >0, z € (—1,1).

Seja M C R™"! o subconjunto gerado pela rotacéo da curva regular
C={XeR"™; X =(4,0,...,h(t), t € R}

em torno do eixo z,.;. Temos que M é uma variedade riemanniana e, além disto,
a agdo de G = SO(n) sobre M induz em M uma estrutura de G-cohomogeneida-
de 1 com érbitas principais umbilicas em M e, claro, isométricas a esferas. A seguir,
exibiremos um mergulho isométrico de M no R™™*,

Seja f : M — R™"! definida por

X, sex, <2
£0X) =
V(o) + > Ties, se T, > 2,
i=1
onde X = (x1, %2, ..., Tn, Tni1), € é 0 i-ésimo elemento da base canonica do R*™ e
v:[2,400) —— ger{en,ent1}
t _ ’Y(t) = (0, 07 s ,f)/n(t)7 ’Yn+1(t))

é uma parametrizagido pelo comprimento de arco, de alguma curva simples com i-
magem contida no plano x,T,41, com as seguintes propriedades: v(2) = (0,...,2,0),

63



Ynt1 > 0 em (2, 400) e 77(1?21(2) =0, p € N. Temos que f é uma hipersuperficie de

SO(n)-cohomogeneidade 1, as érbitas principais sdo umbilicas em M e isométricas a
esferas. Entretanto, f néo é de rotagdo, tampouco f(M) coincide com um cilindro
sobre uma curva plana, conforme ilustra a figura que segue.

Tn+1

TS

({/
4/%!" fO‘

z1

UMA HIPERSUPERFICIE DE SO(n)-COHOMOGENEIDADE 1.

Cabe aqui um breve comentéario com relagio a este exemplo: a imersdo isomé-
trica f: M — R™™! s6 é possivel porque a parte plana de M é conexa e ilimitada.
E exatamente esta porgao de M que admite uma deformagao (isométrica) em um
pedaco de cilindro sobre a curva plana ~. Esta situagao motivou a seguinte definicao
e permitiu a obtengao do que consideramos ser o principal teorema deste capitulo.

DEFINIGAO Seja M uma variedade riemanniana com tensor de curvatura R. Seja
P a parte plana de M, isto é,

P={peM, RxyZ=0, X,Y,Z € T,M}.

A variedade M é dita rigida no infinito se M # P e as componentes conexas do
interior de P sao relativamente compactas.

OBSERVAGAO Conforme adotamos no capitulo 2 —relativamente a conceitos como

compacidade, completitude, G-cohomogeneidade, etc.—, o conceito
rigida no infinito serd usado também para as hipersuperficies do espago euclidiano:
uma hipersuperficie f : M™ — R™"! é dita rigida no infinito se M o for.

4.2.3 Toda hipersuperficie f : M™ — R™! compacta é rigida no infinito,
EXEMPLO pois deve existir em M um ponto de curvatura positiva. Nao s@o rigi-
das no infinito as variedades M dos exemplos 4.2.1 e 4.2.2.

Agora podemos enunciar o teorema principal deste capitulo, cuja demonstragao,
nesta secao, tratard apenas dos casos n > 4. Para n = 3, reservamos a segao 4.3.
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4.2.4 Seja f : M™2%® — R™"! uma hipersuperficie completa, rigida no infini-

TEOREMA to e de G-cohomogeneidade 1. Suponhamos que as drbitas principais
de G sejam subvariedades umbilicas de M. Entao, f é de rotacao.

Além disto, se M é compacta, entdao M é homeomorfa ou a S™ ou a S x S*7!,

Com o fito de simplificar a composi¢cao deste teorema, apresentaremos antes
alguns resultados que culminarao em sua demonstracao.

4.2.5 Seja f: M™% —s R™! uma hipersuperficie de G-cohomogeneidade 1. Se-
LEMA ja (g,) uma seqiiéncia em M., convergindo para ¢ € M. Se as drbitas

principais ¥, = G(q,) imergem, via f, como esferas de dimensaon — 1 em
hiperplanos do R™"!, entdo o mesmo ocorre com X, =G(q).

DEMONSTRAGAO: Seja H,, o hiperplano que contém a esfera f(X,,), isto é,
Hy, = {X € Rn+1; <X - f(qn)yvn> = 0}7

para algum v, € S™. Podemos supor, sem perda de generalidade, que a seqiiéncia v,
é convergente, digamos v, —— vy € S™.

Fixemos p € ¥;. Logo, p = ¢g(q), g € G. Temos que f(g(¢g.)) — f(p) e,
também, f(g(¢,)) € Hn. Logo, (f(9(gn))— f(qn),vn) = 0, fato que, passado ao limite,
produz (f(p) — f(g),vo) = 0. Isto implica que f(%,) estd contida no hiperplano H
que contém f(q) e é perpendicular a vy. Como £, é compacta e homogénea, resulta
do teorema de Kobayashi que f(3,) é uma esfera em Hp.

Y

4.2.6 Seja f: M"2* — R™"! uma hipersuperficie rigida no infinito e de G-coho-
LEMA mogeneidade 1. Se as drbitas principais de G sao umbilicas em M e alguma

delas (e portanto todas, devido ao coroldrio 4.1.9) é isométrica a uma esfera,
entao o subconjunto

R={2 € M; I, Z,=Gx)Cclef: I, — R™*! ¢ de rotagao},

é aberto e denso em M,e,. (I'; denota um tubo invariante sob G.) Além disto, as
drbitas principais de G imergem, por f, como esferas em hiperplanos.

DEMONSTRAGCAO: Notamos, de inicio, que f ndo pode ter nimero tipo 2.
Com efeito, toda érbita principal ¥, = G(p) admite um tubo invariante sob G do
tipo I' = (—¢,€) x4 Ly, de acordo com a proposigao 4.1.8. Como X, tem curvatura
constante, obtemos, via coroldrio 4.1.7, que 7f(q) # 2, para todo q € T'. Logo,
7f(x) # 2, para todo & € M. Isto implica que Mg = P U Q, onde

P={p€ M 7f(p) <1}
Q = {q € M:eg; 7f(q) =3}
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Uma aplicagao direta da proposicao 4.1.3 dé que a restrigdo de f ao tubo I}
(suficientemente pequeno) em torno da érbita 4, ¢ € Q, é de rotagdo. Logo, @ C R.
Em particular, toda vizinhanca de pontos de @ contém pontos de R.

Analisaremos, agora, as vizinhangas de pontos de P. Para isto, seja p € P. Héd
duas alternativas possiveis: (i) todo tubo em torno da érbita ¥, contém pontos de
Q; (ii) existe um tubo I} em torno de £, tal que I}, C P.

Na primeira alternativa, temos exatamente o que buscamos: toda vizinhanca
de p contém pontos de R.

Vejamos a segunda alternativa. E exatamente neste ponto que usamos a rigidez
no infinito de f (de M). Seja I}, um tubo G-invariante contendo %, e contido em P.
Como M é rigida no infinito, o tubo G-invariante, conexo e maximal, I"** ,tal que
¥, ¢ I, C I}"* C P tem fecho compacto. Decorre dos lemas 3.11, 3.12, 3.13 e do
corolario 3.14 de [PoSp| —que funcionam também no caso tridimensional- que e
imerge, através de f, como uma regido anular em algum hiperplano do R**!, com as
6rbitas principais de G, nele contidas, sendo enviadas em esferas concéntricas. Em
particular, a restricdo de f a I}, é de rotagdo. Logo, também na alternativa (ii), toda
vizinhanca de p contém pontos de R.

Falta verificar a ultima afirmacao do lema: as érbitas principais imergem, por f,
como esferas em hiperplanos. Ja temos que isso ocorre com aquelas 6rbitas principais
Yycomx € Q ouz € P com a condi¢do adicional de que exista um tubo I, tal
que P DI} D X;. Os demais casos sao aqueles onde as érbitas principais ¥, tém a
seguinte propriedade: p € P e existe uma seqiiéncia (g,) em Q tal que ¢, —— p. O
lema anterior d& conta destes casos.

@

A conclusao obtida no lema anterior, de que as érbitas principais de G imergem
como esferas em hiperplanos, permite-nos olhar os vetores normais a esses hiperplanos
e os centros dessas esferas como aplicacoes (bem) definidas em M,e,. O objetivo do
lema 4.2.7 é formalizar essas aplicagoes.

4.2.7 Seja f: M™"2* — R™! uma hipersuperficie rigida no infinito e de G-coho-
LEMA mogeneidade 1. Se as érbitas principais de G sao subvariedades umbilicas

de M e sao isométricas a esferas, entao as fungbes nor : M., — RP" e
cen : M,eg — R™', definidas por

nor(z) = [vetor normal unitédrio do hiperplano que contém f(%,)]
cen(r) = centro da esfera f(X,),
sao de classe C'*°.

DEMONSTRAGAO: Como diferenciabilidade é uma nogao local, podemos supor
que Mg = (—¢€,€) X4 X, onde X é uma 6rbita principal fixada.
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Sejam p = (tg, %) € Mreg € {E1,...,En_y, g;} (% é o levantamento horizontal
de %) um referencial ortonormal definido em uma vizinhanga V de p e adaptado as
fibras 3y = {t} x X, isto é, dado (t,z) € V, os vetores E1(t, ), Ea(t, ), ..., En_1(t, 1)
sao tangentes & fibra ¥;. Para cada (t,x) € V, os vetores Ej(t,z) = dfiez (Ei),
1 <4< n—1, sao tangentes a esfera f(3;) contida no hiperplano H;. Desta forma,
o produto vetorial (calculado em T(H;))

EInZEl/\.../\En_l

é normal & esfera f(X;) e tangente ao hiperplano H;. Agora, tomando o produto
vetorial (em R™!) dos vetores Ei, E,, ..., E,, obtemos o vetor unitario, que s6
depende de t,

N(@#t)=FEyA...NE,,

o qual é perpendicular ao hiperplano H;. Temos que N : M., — R™*1 ¢ de classe
C®. Portanto, nor é de classe C*, visto que ela coincide com 7 o N em V, onde
7w : 8" — RP" é a projegao canodnica.

Quanto a aplicacao cen, fixemos dois pontos em M., digamos p; = (0,10) e
p2 = (0,90), de tal modo que f(p1) e f(p2) sejam pontos antipodas da esfera f(Zg),
Yo = {0} x 3. Logo, f(t,x0) e f(,yo) sdo pontos antipodas da esfera f(%;) e

cen(t,r) = %(f(t,ﬂ?o) + f(t %))

que, claramente, é C*°,
&

4.2.8 As fungoes nor e cen recém-construidas gozam das seguintes propri-
COROLARIO  edades:

(a) nor é constante;

(b) a imagem de cen é um segmento de reta.

DEMONSTRAGAO: Seja R como no lema 4.2.6. Do modo como foi definido
R, vem que a func¢ao nor é localmente constante ai. Isto, junto aos fatos que nor
é de classe C°, R é denso em M, e M., é um espaco conexo, implica que nor é
constante.

Seja ng € S™ tal que nor(p) = [ng], para todo p € M,ee. Assim, os hiperplanos
que contém as esferas, imagens das drbitas principais, sao paralelos entre si e perpen-
diculares a ng. Isto significa que a restrigao de cen a R tem imagem constituida de
segmentos de reta todos eles paralelos ao vetor ng. Outra vez usando a densidade de
R em Mg, a conexidade deste ltimo e a suavidade de cen, concluimos que cen(M;eg)
é um segmento de reta paralelo a ng.

Y
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A partir destes resultados, colhemos um teorema, sobre o qual estd firmemente
apoiado o nosso teorema principal (4.2.4).

4.2.9 Seja f : M"2* — R™"! uma hipersuperficie rigida no infinito e de G-
TEOREMA cohomogeneidade 1. Se as drbitas principais de G sao umbilicas em
M e alguma delas é isométrica a uma esfera, entao f é de rotagao.

DEMONSTRAGAO: O lema 4.2.6 garante que as érbitas principais imergem como
esferas (n — 1)-dimensionais em hiperplanos do R™". O corolério 4.2.8 diz que esses
hiperplanos sao paralelos e que os centros das esferas sao colineares. Logo, a restri¢ao
de f a M., é de rotacao.

Seja | o eixo de rotagdo de f(Mre) e SO; o subgrupo de Iso(R™') que deixa
fixada. Verificaremos, logo a seguir, que f(M) é invariante sob SO;. (Convém notar
que isto ja ocorre com f(Meg).)

Seja ¢ um ponto nao-regular de M, isto é, a érbita ¥, = G(g) néo é principal.
Seja K uma vizinhanga tubular compacta e invariante sob G' de £;. Como M, é
denso em M, temos que existe uma seqiéncia (g,) em M, N K tal que ¢, — g¢.

Assim, para cada n, f(G(g,)) é uma esfera, invariante sob SOy, contida no compacto
f(K). Logo, se T € SO,

T(f(G(g))) C f(G(gn)) C f(K) C f(M).

Em particular, T(f(q,)) € f(K). Passando ao limite, T(f(p)) € f(K) C f(M) e,
como T foi escolhida arbitrariamente, concluimos que f(M) é invariante sob SOy, o
que completa a prova.

&

Estabeleceremos a seguir, algumas notagoes que serao usadas durante todo o
restante deste capitulo.

Dado p € Myeg, £, denotard a drbita principal G(p) e I representaré o tubo in-
variante sob G (isométrico a (—¢, €) x4 ¥,,) contendo X, conforme a proposi¢ao 4.1.8.
O campo n € X(I') é o campo unitdrio, perpendicular a cada 6rbita principal de G,
Exe) = G(A(t)), —e <t <, contida no tubo I', exatamente como definimos na de-
monstracao da proposicao 4.1.8.

Usaremos, também como na proposi¢ao 4.1.8, k(t) para designar o autovalor
do campo de operadores de Weingarten, A,, da inclusao X C M. Em particular,
k(0) representard o autovalor dos campos A, ao longo de 3.

Sejam & um campo normal unitario, definido numa vizinhanca de p, ao longo
de f: M — R™*! e A; o campo de operadores de Weingarten associado a .

Agora, temos dois campos unitarios e ortonormais definidos ao longo da imersao
isométrica f: X, — R" a saber: 7 = df(n) e £ a restri¢io de £ & 6rbita T, o
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primeiro definido globalmente. Associados a estes campos temos, respectivamente, os
campos de operadores de Weingarten A; e AE’

Encerramos, esta pequena se¢ao de notagoes, denotando por V e V as conexoes
riemannianas de M e R™"!, respectivamente.

Nos casos onde o numero tipo da imersao f em p é maior que 1, hd uma relacgao
muito simples entre os operadores A, e Ay, e entre os operadores A e Ag, como
mostra o seguinte lema.

4.2.10 Seja f: M™2% — R™! uma hipersuperficie de G-cohomogeneidade 1, G
LEMA com suas drbitas principais sendo umbilicas em M. Seja p € My, tal que
Tf(p) > 2. Temos que valem as seguintes propriedades:

a) A; = A, ao longo de Xy;
é paralelo na conexdo normal de f : &, — R"!: Vi =0, X € X(5,);

(

(b) 7

(c) Ag coincide com a restri¢ao de A a T(5,);

(d) se k(0) =0, entdo f(¥,) coincide com uma esfera em algum hiperplano do R"*;
(

e) se k(0) # 0, entdo existe uma esfera S™(py,r), de centro py e raio r = 1/|k(0)|,
tal que a restricao f : ¥, — S™(po,r) estd bem definida e tem Ag por operador
de Weingarten.

DEMONSTRAGAO: Dado X € X(X,), a férmula de Weingarten para a imersao
f:Y, — R™*!, aplicada aos campos X e 7], se escreve como
Vi = Vi — Az (X).
Por outro lado, a férmula de Gauss, relativa & imersdo f : M — R™™, d4 que
Vi = Vxn + (A¢(n), X)¢.

Como o nimero tipo de f é maior ou igual a 2 ao longo de toda ¥,, obtemos com
o auxilio do corolario 4.1.7, item (a), que n é autovetor de As. Assim, da equagdo

anterior, vem que Vx17 = Vx7n. Mas Vxn = —A,(X), pela equacao de Weingarten da
inclusao ¥, C M. Logo,

Vi — Az (X) = —Ay(X) = —k(0)X
e, portanto, Vy7} = 0 e A; = A, = k(0)Id, onde Id é a aplicagao identidade de T(%,),
o que prova (a) e (b).
De (47 (X),Y) = (A(X),Y), XY € X(%,), obtemos que Az coincide com a

parte tangente a ¥, de A;. Outra vez usando o coroldrio 4.1.7, obtemos que T(%,) é
invariante sob A;. Logo, devemos ter que

Az (X) = A¢(X), X € X(5,),
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e segue-se (c).
Suponhamos, agora, que k(0) = 0. Usando o item (a), obtemos que A; =0, o
que, junto ao paralelismo de 7j, implica que 7j é um vetor constante no R™™!. Logo,

f(%,) esté contido em um hiperplano H perpendicular a esse vetor. Agora, usando o
teorema de Kobayashi, vem que f(X,) é uma esfera contida em H.

Para o item (e), definamos h : &, — R™*! por

1 .
hz) = f(z) + ROK (z)
Se X é um campo de vetores em X, entao
Ah(X) = AF(X) + 1 Vi = AF(X) = 7 d(45,(X)
= df(X) = 57 L kO)X) =0

Logo, h é constante. Pondo h(z) = po, € X, obtemos que

f(@)—po=——=1(x), z €L,

fato que da duas informagoes:

(1) f(Zp) € S5™(po,7), r=1/]k(0)];
(i) o vetor 77 (z) é perpendicular a S™(pg,r) em f(x), x € ,.

Lembrando que 7 e f sao ortonormais, e levando em consideragao a segunda
informagao obtida acima, concluimos que { é tangente a S™(pg, r) e, portanto, § é um
campo normal ao longo da imersao f : £, — S™(po, ). Da umbilicidade de S™(py, )
no R™!, segue-se que A; é o operador de Weingarten de f : &, — S™(po, 7).

5

4.2.11 Seja f: M™2* — R™" uma hipersuperficie de G-cohomogeneidade 1. Se
LEMA as érbitas principais de G sdo umbilicas em M e existe p € M,e, tal que
7f(p) = 2, entdo:

(a) o autovalor k(0) # 0;

(b) existe uma esfera S™(po,r), de centro py e raio v = 1/|k(0)|, tal que a restrigao
f 3, — S™(po,r) estd bem definida, tem A€~ por operador de Weingarten e tem
niimero tipo constante e igual a 2.

DEMONSTRAGAO: Se k(0) = 0, entédo o item (d) do lema 4.2.10 implica que as
orbitas principais de GG sdo isométricas a esferas euclidianas. Mas isto é impossivel,
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diante do que diz o item (c) do corolario 4.1.7, posto que 7f(p) =2 e n > 4. Assim
sendo, devemos ter k(0) # 0, resultando o item (a).

Seja. S™(po, ) como no item (e) do lema anterior. Como 7f(p) = 2, concluimos,
via coroldrio 4.1.7, que A¢(n) = 0. Logo, o posto de A, é atingido no espago tangente
da érbita ¥,. Como ja sabemos que Ag coincide com a restricao de A¢ a esse espaco,
segue-se que o nimero tipo de f : £, — S™(pg,r) é constante e igual a 2.

&

O lema 4.2.11 contém uma drastica obstrucdo & dimensdo de uma hipersu-
perficie f : M"2* — R™*! de G-cohomogeneidade 1 com as érbitas principais de G
umbilicas em M, diante da existéncia de um nimero tipo 2 assumido em M. Mais
precisamente, temos o seguinte corolério.

4.2.12 Seja f: M™2* — R™"! uma hipersuperficie de G-cohomogeneida-
COROLARIO de 1. Se as drbitas principais de G sdo umbilicas em M e existe
P € M tal que 7f(p) = 2, entdo n = 4.

DEMONSTRACAO: Iniciaremos esta demonstracdo enunciando um fato, o qual
pode ser encontrado, juntamente com sua prova, como o lema 6.16, em [Dajc].

FATO Seja f:¥X™2* — S™*! uma imersao isométrica, onde ST*! é a esfera de

dimensao m + 1 e curvatura seccional ¢c. Seja U C ¥ um aberto onde o
indice de nulidade relativa v é igual a m — 1 (ou m — 2). Entdo, nenhuma folha da
correspondente distribuicao de nulidade relativa pode ser completa.

Voltemos a nossa demonstracgao.

Temos, usando o lema 4.2.11, item (b), que £, imerge, via f, com nimero tipo 2
em alguma esfera de dimensao n, digamos S™. Portanto, a distribuigao de nulidade
relativa minima de f: 37 — S™1 m =mn — 1, estd globalmente definida e tem
indice de nulidade relativa minima vy;, = m — 2. Mas as folhas de uma distribuigao
de nulidade relativa minima sao sempre completas. Isto é uma contradi¢ao ao fato
exposto acima, se m = n — 1 > 4, ou seja, n > 5. Logo, devemos ter n = 4.

&

Ja com a atengdo voltada para a demonstragdo do teorema (principal) 4.2.4
obtemos, como primeira aplicagao do teorema 4.2.9, o corolario abaixo.

4.2.13 Seja f : M™2* — R™! uma hipersuperficie rigida no infinito e de
COROLARIO (GG-cohomogeneidade 1. Se as drbitas principais de G sao umbilicas
em M e existe p € M, tal que 7f(p) < 1, entdo f é de rotacao.

DEMONSTRAGAO: A idéia central é encontrar uma drbita principal isométrica
a uma esfera e fazer uso do teorema 4.2.9.
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Temos que 7f < 1 ao longo de toda ¥£,. Assim, o tensor curvatura de M é
trivial quando restrito a pontos de £,. Em particular, as curvaturas seccionais de M,
calculadas ao longo desta Orbita, sao nulas. Este fato, combinado com a umbilicidade
de ¥, em M, implica, via equagao de Gauss para a inclusao ¥, C M, que ¥, tem
curvatura seccional constante k2(0) > 0. O teorema de Tompkins, ou o de Chern-
Kuiper (veja [Dajc], [DoCa] ou [Rodr]), aplicado & imersao f : Z;_l — R™"! indica
que k?(0) ndo pode ser nulo, visto que n > 4. Logo, £?(0) > 0 e &, tem curvatura
constante positiva, propriedade que se transfere as demais érbitas principais, através
do coroldrio 4.1.9. Segue-se, agora do coroldrio 4.1.7, item (c), que a imersao f nao
pode ter numero tipo 2.

Como M ¢ rigida no infinito, temos, em particular, que ela nao é plana. Logo,
deve existir ¢ € M, tal que 7f(g) > 3. Portanto, a restrigdo de f a um pequeno
tubo (onde 7f > 3) em torno de 3, é de rotagéo, segundo a proposigao 4.1.3. Resulta
dal que ¥, é isométrica a uma esfera, como queriamos.

&

O nosso objetivo, a partir daqui, é a demonstragdo do teorema 4.2.4, o qual,
por razoes didaticas, re-enunciaremos, agora adaptado a restricdo n > 4.

4.2.14 Seja f : M™2* — R™"! uma hipersuperficie completa, rigida no infini-

TEOREMA to e de G-cohomogeneidade 1. Suponhamos que as drbitas principais
de G sejam subvariedades umbilicas de M. Entao, f é de rotagao.

Além disto, se M é compacta, entao M é homeomorfa ou a S™ ou a S* x ™1,

DEMONSTRAGAO: O resultado obtido no corolario 4.2.12 compde uma dife-
renca significativa entre o estudo dos casos com dimensao n > 5 e aqueles com
dimensao n = 4. Devido a isso, decomporemos esta demonstragido em dois casos: (i)
n > 5; (ii) n = 4. Em qualquer caso, no que tange & conclusdo de que f é de rotagéo,
podemos sempre supor que 7f > 2 em toda M., de acordo com o corolario 4.2.13.

Caso (i): Den > 5, obtemos que 7f(x) > 3, para todo € M., visto que néo
pode haver nimero tipo 2 para f em M, conforme estabelece o coroldrio 4.2.12.
Logo, f: Mieg — R™*! ¢ rigida. Esta rigidez, diante dos argumentos usados na
demonstracéo do teorema 3.1.5, garante a existéncia de um ponto py € R™™! com. a
seguinte propriedade: Dado p € Mg,

f(Zp) € 5™(po,7(p)), 7(p) = I () = poll,

e f(E,) é uma subvariedade (isoparamétrica) desta esfera. Por simplicidade, mas sem
perda de generalidade, podemos supor que py coincide com a origem do R™*!. Assim,

f(Ep) < S™(lF @)D

Seja N o campo radial unitrio definido em R™! — {0}: N(X) = X/||X||.
Temos que a restricdo de N a cada esfera S™(||f(p)||), p € Mieg, define o campo
normal unitdrio apontando para fora desta esfera. Portanto, sua restricao a f(X,)
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d4 um campo normal unitério ao longo de f : ¥, — R**'. Mais ainda: N é uma
diregao umbilica e paralela na conexao normal desta imersao. Posto isto, e lembrando
que 7} também é paralelo segundo V<, nao fica dificil verificar que a funcdo real 8,
definida por

6(z) = (7, N)(z), z €T,

é constante em ¥,. Com relacao a esta funcao, temos que uma das seguintes alterna-
tivas deve ocorrer:

(i.1) existe p € Mo tal que 62 # 1 em %;
(1.2) 62 =1 em toda M.

A alternativa (i.1) significa que as dire¢oes umbilicas 77 (veja o lema 4.2.10,
item (a)) e N sdo linearmente independentes ao longo de ¥,. Como a codimensao da
imersao f : ¥, — R™*! é 2. obtemos que esta imersdo é umbilica e, portanto, f (Zp)
deve coincidir com uma esfera em algum hiperplano do R™"'. Em particular, X, é
isométrica a uma esfera. (Um modo alternativo de se obter este mesmo resultado, com
as informagoes obtidas aqui, é notar que 62 # 1 e k(0) # 0 significa que f(Z,) estd
contida em duas esferas distintas. Logo, se 6% # 1 e k(0) # 0, f(X,) é uma esfera.
Se k(0) = 0, o resultado vem diretamente do item (d), lema 4.2.10.) Aplicando o
teorema 4.2.9, obtemos que f é de rotacéo.

Vejamos a que nos leva a alternativa (i.2). Para isto, seja A : R — M uma
geodésica normal de M (M é completa). Seja J 3 0 um intervalo de R ao longo do
qual A atravessa toda Me,. A alternativa (i.2), quando olhada nos pontos p = A(%),
t € J, se traduz como:

B(t)

B'(), m) =1, 1€
onde S(t) = f(A(t)). Donde
v, B#)
5O =250 €7

Logo, A(t) = h(t)V, onde V é um vetor constante em R™' e

6]
_ ]

h(t)

Como '(t) é um vetor unitario, temos que h(t) = aot + by, para alguns ag, by € R.
Assim,
,B(t) = (aot + bo)V, teJ,

cujo trago é um segmento da reta [ passando pela origem e paralela a V. Como
f e X sao aplicacoes de classe C'° e regulares e M., é denso em M, temos que
B(R) = f(A(R)) coincide com /. Estendendo estes argumentos as cépias de A, g o ),
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g € G, chegamos a conclusdo de que M imerge, segundo f, como um cone (sobre
uma subvariedade de uma esfera) com vértice (0,0,...,0). Isto é uma contradicao
a regularidade de f, a menos que esse cone se degenere em um hiperplano, o que
também nédo pode ocorrer, pois M é rigida no infinito. Portanto, a alternativa (i.2)
nao pode ocorrer, e s6 resta a hipersuperficie f ser de rotagao.

CAso (ii): Como ja notamos no inicio desta demonstragio, podemos supor que
7f > 2 em toda parte regular de M*. Mais ainda, também podemos supor que a
imersao f : M* — R® goza da seguinte propriedade:

(ii.1) se p € M, é tal que 7f(p) > 3, entdo 6% = 1.

De fato, a simples presenca de um ponto p € M, com 7f(p) > 3 e 6% # 1 garante
que ¥, é isométrica a uma esfera e f é de rotagdo, como mostram os argumentos
usados no caso (i). Resta-nos, portanto, estudar as hipersuperficies f : M* — R®
que cumprem a condi¢do (ii.1) e 7f > 2 em Mg

Exatamente como no caso (i), a propriedade (ii.1) nos leva a concluir que se T’
é um tubo em torno de X, onde 7f > 3, entao I' é transformado por f no tronco de

cone dado por
T={X€eR% X =4(t), t € (~¢,¢), g € G},

onde G(t) = f(g(A(t))) é um segmento de reta. Assim, os segmentos de geodésicas
normais que cruzam I' sao transformados em segmentos de reta cujas retas suportes
sdo concorrentes no vértice do cone que contém 7. Veremos adiante que este fato se
repete, também, para tubos onde 7f é constante e igual a 2.

Seja p € M, tal que 7f(q) = 2, Vg € T', onde I' é o tubo isométrico a
(—€,€) X4 2, contendo L,. Como jé vimos utilizando, A¢(n) =0 em todo o tubo
I' (corolario 4.1.7, item (b}). FEsta informacdo e a equagdo de Gauss da imersao
f: M — R® implicam que

Ryxn = (Ag(n) A A¢(X))(n) = 0, vX € X(T).

Em particular, Ryxn = 0, X € X(Z)y)). De posse deste resultado, levando em
consideragdo a expressdo de I' como produto torcido e usando a propriedade (2) do
tensor de curvatura de um produto torcido, dada na prova do lema 4.1.4, obtemos
que

d'(t) =0, —e <t <e,

implicando que existem a;,b; € R tais que

o(t) =a1t+b, —e<t<e

Retornando, por um momento, a proposigao 4.1.8, vemos que

-t

- k(u)du
dpt)=ait+b=e ° , —e<t<e.
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Donde a; = —(ait + b1)k(t). Como 7f = 2 ao longo de I, obtemos, via lema 4.2.11,
item (a), que k(t) # 0, t € (—¢,€). Logo, a; #0 e

1/
(E)(t)=—1, —e<1t<E,

fato que usaremos oportunamente.

A funcéo vetorial
h(z) = f(z) + —=7(x), z €T,

é constante ao longo de cada érbita Xy, conforme vimos no caso (i). Isto é, fixado
t € (=€ €), h(A(t)) = h(g(A(t))), Vg € G. Logo, dadot € (—¢,¢), f(Xx()) estd contido
na esfera de centro C(t) dado por

O(t) = hA(1) = f(2) + = 7i(x), T € Sagy.

onde B(t) = f(A(f)). Mas
B"(t) = Vg ' = VaX + (Ag(V), N)€ = 0,

j4 que A é uma geodésica e A¢(X') = 0 (corolério 4.1.7, item (b)). Logo, 8’ é um vetor
constante, digamos V), e

=80+ (L) 080 =80)-8® =0

visto que (1/k)'(t) = —1, do que vimos hé pouco. Portanto, C(t) = C' é constante e

b
ﬁ(t):C’—(t—Fa—l)V,\, —e<t<e
1

Isto implica que os segmentos de geodésicas normais, que compoem I', sao levados em
segmentos de reta cujas retas suportes concorrem em C'. Sendo assim, o subconjunto

de M, definido por
TC={xe€ M:eg; X5 C T, e T'; imerge como um tronco de cone},

é aberto e denso em M,.,. Além disto, os segmentos de geodésicas normais que o
atravessam sao levados por f em segmentos de reta com retas suportes concorrentes.
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Portanto, a geodésica normal A : R — M, restrita ao subconjunto aberto e denso de
R, A™}(7C), tem sua imagem composta de pequenos segmentos de reta. Como \ é
de classe C*° e regular, devemos ter que f o A é uma reta, o que se verifica, também,
com as curvas fogo A, g € G. Como essas retas coincidem, em pequenos intervalos,
com retas concorrentes, elas devem ser concorrentes. Neste momento, tudo se passa
como no final do caso (i), e obtemos uma contradigdo: uma variedade completa e
rigida no infinito imergindo como um cone do R®. Esta contradicdo implica que a
condi¢do (ii.1) ndo pode ocorrer e, portanto, f deve ser de rotagdo, também em (ii).

Provado que f de rotacdo, obtemos, em particular, que as érbitas principais
sao isométricas a esferas. Logo, se M é compacta, a informagao de que M deve ser
homeomorfa ou a S™ ou ao produto S? x S™~! é obtida dos teoremas 3.2.3 e 3.2.5.

&

Portanto, fica respondida afirmativamente a questao que propusemos no inicio
desta se¢ao, desde que adicionemos a hipersuperficie f a condi¢ao de ser rigida no
infinito.

Ainda dentro desse contexto, é possivel obter algumas informagoes sobre a
variedade M, mesmo sem a hipdtese de rigidez no infinito. O seguinte teorema,
que decorre de uma atenta observagdo do que fizemos durante a demonstragdo do
teorema 4.2.14, faz isso.

4.2.15 Seja f : M™2* — R™*! uma hipersuperficie completa e de G-cohomo-
TEOREMA geneidade 1. Se as dérbitas principais de G sao subvariedades umbilicas
de M, entao M é conformemente plana.

DEMONSTRAGCAO: A idéia é mostrar que as drbitas principais tém curvatura
‘constante (e positiva), fato que implicard a planaridade conforme de M.

Primeiro, se existe p € M, tal que 7f(p) < 1, entdo %, tem curvatura cons-
tante e positiva (veja demonstragéo do corolario 4.2.13).

Nos casos restantes, temos que 7f > 2 em M,. Aqui, de acordo com o que
fizemos na parte (ii) da demonstracdo do teorema 4.2.14, se ndo obtemos uma 6rbita
principal isométrica a uma esfera, é porque f(M) é um cone do R™, cone esse que
deve coincidir com um hiperplano. Logo, ou G tem uma 6rbita principal isométrica
a uma esfera ou M ¢é isométrica ao R". De qualquer modo, se 7f > 2 em M, as
orbitas principais sao isométricas a esferas.

Da proposigao 4.1.8, obtemos que M é localmente isométrica ao produto
torcido I x4 2, onde I é um intervalo de R e ¥ é uma 6rbita principal. Como ¥
tem curvatura constante, o lema 4.1.10 pode ser aplicado para garantir que M., ¢
conformemente plana. Agora, como M., é um subconjunto denso de M, segue-se que
M é conformemente plana.

@
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4.3 |
O CASO TRIDIMENSIONAL

Esta secao sera dedicada, quase que inteiramente, & prova do teorema 4.2.4,
paran = 3.

Um ponto essencial, usado repetidas vezes, no estudo dos casos n > 4, é o
item (c) do corolario 4.1.7:
Se n > 4, entao o niimero tipo de uma imersao
fi(—¢€€) x4 F*1(c) — R™?
sempre € diferente de 2.
Portanto, devemos levar em consideragao —e isso, de fato, pode ocorrer— a presenca

de niimeros tipo 2 para hipersuperficies f : M3 — R* de G-cohomogeneidade 1, G
tendo suas Orbitas principais como subvariedades umbilicas de M.

Como primeiro resultado nessa diregao, apresentamos um lema, elemento bédsico
para a compreensao do caso tridimensional.

4.3.1 Seja f: M?® — R* uma hipersuperficie de G-cohomogeneidade 1, G com
LEMA Jrbitas principais umbilicas em M. Se p € M, é tal que T7f(p) =2 e a
érbita ¥, = G(p) é isométrica a uma esfera, entao:

(a) f(%,) é uma esfera em algum hiperplano do R*;

(b) o operador de Weingarten de f, ao longo de ¥,,, em uma base ortonormal contendo
n, tem matriz dada por

pw 0 0
Ac=| 0 p 0 |,
0 0O

onde p é constante em %,,.

DEMONSTRAGAO: De 7f(p) = 2, vem que A¢(n) = 0. Logo, o posto de A, é
atingido no espaco tangente a érbita L.

Se k(0), o autovalor de A,, é nulo, obtemos, usando o item (d) do lema 4.2.10,
que f(X,) coincide com uma esfera em um hiperplano H perpendicular ao vetor
(constante) 7. Portanto, £ é tangente a H e normal & esfera f (2,). Isto garante que
€ ¢ uma direcao umbilica de f : ¥, — H. Como A: coincide com a restrigao de A
ao espaco tangente a X,, vem que a matriz de A, tem a forma proposta no lema.

Suponhamos que k(0) # 0. Neste caso, fazemos uso do item (e) do lema 4.2.10
para obter uma esfera tridimensional S3(po, ), r = 1/|k(0)], tal que

f:3 — S%po,7)
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estd bem definida e tem Ag por operador de Weingarten. Mais ainda, Ag tem posto 2
globalmente em X, visto que isto ocorre com A e, como j& observamos, A¢(n) = 0.
Assim, a matriz de Ag toma a forma

_fm 0
A5_<0 uz)’

onde yi; e iy sdo continuos ao longo de £, e pypp # 0. Levando em consideragao que
Y, € isométrica a uma esfera, e usando a equagdo de Gauss para a imersao de ¥,
em S3(po,r), obtemos que o produto ujuy é constante, a qual é deve ser positiva.
Com efeito, se ujpg < 0, resulta que py # pe ao longo de 3,. Este fato implica na
existéncia de dois campos de linhas diferenciaveis em ¥,, a saber: os auto-espagos
associados aos autovalores ji; e pp. Mas isto é impossivel, pois ¥, é isométrica a uma
esfera bidimensional. Portanto, p;/9 é uma constante positiva. Agora, recorrendo ao
teorema 39, pagina 136, de [Spiv] colhemos que 1 = po e, como pype é constante,
p1 = pg = p1 é, também, constante. Logo, a imersdo f : &, — S3(pg, r) é umbilica.
Resulta dai que f(X,) é uma esfera em um hiperplano, e A¢ é como no item (b).

&

O corolério abaixo contribui com a informagdo que faltava para completar o
quadro do caso tridimensional.

4.3.2 Seja f : M® — R* uma hipersuperficie de G-cohomogeneidade 1,
COROLARIO G com drbitas principais umbilicas em M. Seja p € M,e tal que £,

é isométrica a uma esfera. Sel’ C M., é um tubo conexo, invariante
sob a acao de G, ao longo do qual se tem T7f = 2, entdo a restricao de f a ' é de
rotagao.

DEMONSTRACAO: Seja £ um campo normal ao longo de f: T — R*. Apli-
cando o lema 4.3.1 a cada uma das drbitas principais em I', concluimos que A; tem
a forma exibida no item (b) do referido lema, s6 que, agora, ao longo de I'. Como,
naquela matriz, p # 0, podemos fazer uso de um teorema devido a M. P. do Carmo e
M. Dajczer (veja [DoDal, teorema 4.2) para concluir o coroldrio. (Na realidade, neste
caso particular, onde o terceiro autovalor de A, sempre é nulo, obtemos ou um tronco
de cone ou um tronco de cilindro.)

&

O teorema 4.2.9, sobre o qual apoiamos o teorema principal, na se¢io anterior,
agora pode ser estendido para n = 3.

4.3.3 Seja f : M3 — R* uma hipersuperficie rigida no infinito e de G-co-
TEOREMA homogeneidade 1. Se as drbitas principais de G sdo umbilicas em M
e alguma delas é isométrica a uma esfera, entao f é de rotagao.
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DEMONSTRAGAO: Definamos, como antes, R C M, por:
R = {2 € Myy; 3y, o =G(z) C T, e f: T, — R é de rotagio},

onde I'; é um tubo invariante sob G. Procedendo como no lema 4.2.6, s6 que levando
em conta a presenc¢a de ntimero tipo 2, caso coberto pelos dois resultados anteriores,
obtemos que R é um aberto denso de M, e, além disto, as érbitas principais imergem
como esferas bidimensionais em hiperplanos do R*. Neste instante, tudo se passa
exatamente como no teorema 4.2.9, e concluimos que f é de rotagao.

Y

O teorema abaixo completa o teorema principal do capitulo.

4.34 Seja f : M® — R* uma hipersuperficie completa, rigida no infinito e
TEOREMA de G-cohomogeneidade 1. Suponhamos que as érbitas principais de G

sejam subvariedades umbilicas de M. Entao, f é de rotagao. Além
disto, se M é compacta, entao M é homeomorfa ou a S% ou a S' x S2.

DEMONSTRAGAO: Suponhamos, inicialmente, que exista algum ponto p € M,
onde 7 f(p) = 3. (Convém notar que isto é automético quando M é compacta.) Seja T’
um tubo isométrico a (—e¢, €) x4 3, contendo ,, onde 7 f continua sendo 3. Podemos
supor que se ¢ € I', entao f(3,) C S*(]|f(g)||), devido a rigidez de T..

Retomando a notagdo usada na segdao anterior, se em I' a fungao 6% = {77, N)?
fosse constante e igual a 1, terfamos que § = f o A, restrita a (—¢, €), coincidiria com
um segmento de reta. Logo, neste intervalo, 5/ = 0. Mas

" = Vg = Vyn + (Ae(n), n)é.

Em particular, (A¢(n),n) = 0. Como 7 é autovetor de A¢ (coroldrio 4.1.7, item (a)),
esta ultima equag@o implica que A¢(n) = 0. Isto contradiz o fato que 7f = 3. Assim,
devemos ter #? # 1 em alguma O6rbita principal & contida em I'. Esta 6rbita, é
isométrica a uma esfera, resultado que, via teorema 4.3.3, implica que a imersao f é
de rotagao.

Resta ver o que ocorre quando 7f < 2 em toda parte regular de M. Lembrando
que M nao é plana, devemos ter 7 f(p) = 2 em algum p € M,.,. Na realidade, 7f deve
ser constante e igual a 2, ao longo de M,,;. Com efeito, como 7 f tende a crescer perto
de p e estamos diante de um caso onde nao ha numero tipo 3, existe um tubo I" em
torno de ¥, onde 7f vale 2. Seja A : R — M uma geodésica normal com A(0) = p.
Temos que

I'={g(\#)); g€ G, —e<t<e}

e, sobre este tubo, o operador de Weingarten é tal que A¢(\') = 0 (coroldrio 4.1.7 (b)).
Portanto, A : (—¢,e) — I' é uma geodésica em uma folha (ela mesma é a folha) da
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distribuigao de nulidade relativa com indice de nulidade relativa 1 em I'. Usando o le-
ma de Chern-Lashof (veja [ChLa] ou [Dajc]), obtemos que 7 f(A(—€)) = 7 f(A(€)) = 2.
Como M,g é conexo, temos que 7 f é constante e igual a 2, ao longo de M,.g, conforme
dissemos.

Voltemos a nossa atengao para os autovalores k do campo de operadores de
Weingarten (das inclusbes das érbitas principais em M) A,. Se algum deles é nulo,
o resultado do item (d), lema 4.2.10, garante que a respectiva érbita é isométrica a
uma esfera e, outra vez usando o teorema 4.3.3, f é de rotagao.

Se, do contrario, k sempre é nao-nulo, concluimos, através dos mesmos argu-
mentos adotados no caso (ii), dentro da demonstra¢ao do teorema 4.2.14, que M
imerge como um cone, o que, ji sabemos, nao pode ocorrer.

Quanto a parte do teorema que diz respeito a topologia de M, ela decorre dos
teoremas 3.2.4 e 3.2.5.

a

O préximo teorema, que em particular estende o teorema 4.2.15 ao caso tridi-
mensional, estabelece a planaridade conforme das variedades tridimensionais M de
GG-cohomogeneidade 1, G tendo suas drbitas principais umbilicas em M, e nao carece
de uma imersdo de M no R*.

4.3.5 Seja M uma variedade tridimensional e de G-cohomogeneidade 1 . Se
TEOREMA as drbitas principais de G sdo subvariedades umbilicas de M, entao M
é conformemente plana.

DEMONSTRAGCAO: Como as érbitas principais de G sao variedades homogéneas
e tém dimensao 2, segue-se que elas devem ter curvatura seccional constante. Por-
tanto, a forma de produto torcido, que descreve localmente M., garante que M, é
conformemente plana. Logo, M é conformemente plana.

&

Estabeleceremos, agora, um resultado que estende o teorema As.ME.NO, que
foi enunciado na introducao deste capitulo, para o caso rigido no infinito e n > 3.

4.3.6 Seja f : M™2% — R™! uma hipersuperficie completa, rigida no infi-
TEOREMA nito e de G-cohomogeneidade 1. Se as drbitas principais de G tém

curvatura seccional constante e positiva, entao elas sao subvariedades
umbilicas de M, e f € de rotacao.

DEMONSTRAGAO: Comegamos observando que, quando n > 4, a restricio de
positividade sobre a curvatura é uma condigao necesséria, de acordo com o teorema
de Chern-Kuiper (veja [Dajc] ou [Rodr]). Portanto, s6 fazemos uso desta hipdtese,
para n = 3.
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A umbilicidade das érbitas principais, nos casos n > 4, é exatamente o con-
teudo do teorema AS.ME.NO, o qual admitiremos. Abaixo, verificaremos que esta
propriedade também se déa quando a variedade M tem dimensdo 3 e, na realidade,
independe de sua imersdo no R*.

Seja ¥ uma Orbita principal de G. Entao, ou ¥ é isométrica a uma esfera,
digamos S?, ou a um plano projetivo, o qual podemos supor ser RP?.

Suponhamos que ¥ = S2. Sejam 7 um campo normal unitério ao longo da in-
clusao £ C M e A, o seu respectivo campo de operadores de Weingarten. Decorre do
corolédrio 3.1.7 que os autovalores de A, sao constantes ao longo de . Se essas cons-
tantes fossem distintas, construirfamos em ¥ = S? um campo de linhas diferencidvel,
o que sabemos ser impossivel. Logo, os autovalores de A, coincidem e, portanto, ¥
é uma subvariedade umbilica de M. Quando ¥ = RP?, o problema é reduzido ao
anterior, porque, se dispomos de um campo de linhas em RP?, esse campo pode ser
levantado & esfera 52, visto que esta tltima é um recobrimento de RP?.

&

Encerraremos esta se¢ao com dois coroldrios do teorema anterior, os quais nos
foram sugeridos por F. Podesta.

4.3.7 Seja f : M® — R* uma hipersuperficie compacta e de G-cohomo-
COROLARIO geneidade 1. Se G nao é abeliano, entdo f é de rotacao.

DEMONSTRAGAO: Combinando o corolério 3.1.6 com a proposi¢ao 3.3.3, colhe-
mos que Orbitas principais do grupo G sao isométricas ou a esferas ou a toros planos.
A isometria a toros planos nao é permitida, porque G nao é abeliano (e atua efetiva-
mente sobre as drbitas principais). Logo, as drbitas principais devem ser isométricas
a esferas, e o corolério resulta do teorema 4.3.6.

@

4.3.8 Seja f : M® — R* uma hipersuperficie compacta. Seja G a com-
COROLARIO ponente conexa do grupo Iso(M). Se o subgrupo G nao é abeliano

e sua acao em M nao é trivial, entdo ou f(M) é uma esfera ou f é
uma hipersuperficie de G-cohomogeneidade 1 de rotagao.

DEMONSTRACAO: Como estamos supondo que a agao de G nao é trivial, deve-
mos ter que sua cohomogeneidade é 0, 1 ou 2. Se ela é 0, entao M é homogeénea, fato
que, pelo teorema de Kobayashi, implica que f(M) é uma esfera tridimensional. O
valor 2 nao pode ocorrer, em virtude de G ser ndo-comutativo. De fato, cohomoge-
neidade 2 d4 que as érbitas principais sdo iguais a S!, o que, por sua vez, implica que
G é comutativo. Portanto, se M nao é homogénea, a acao é de cohomogeneidade 1 e
f deve ser de rotagao, de acordo com o corolério anterior.

@
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4.4
EXEMPLOS

Nesta secao, construiremos outros exemplos de hipersuperficies de G-cohomo-
geneidade 1. O primeiro deles foi motivado pelo surgimento de alguns cones na
demonstracao do teorema 4.2.14. J4 o terceiro mostra que a preocupagao com a
existéncia de niimero tipo 2, no caso n = 4, é procedente.

4.4.1 Seja ¥"!, n > 3, uma variedade riemanniana compacta, homogénea e
EXEMPLO que admite uma imersao isométrica F : & — S” onde ST é a esfera
euclidiana de curvatura c.

Seja M"™ = (0,+00) x4 X, onde ¢(t) = /ct, t € (0,+00). De modo similar
aquele do exemplo 3.4.1, temos que o conjunto G = {1 x g, g € Iso(X)}, onde
1xg: M — M é definida por 1 x g(t, X) = (¢,9(X)), é um subgrupo compacto do
grupo Iso(M). Além disto, a agdo de G em M é de cohomogeneidade 1 e tem 6rbitas
principais homotéticas a X.

Definindo f : M — R™** por f(t,X) = \/ctF(X) vemos, sem muita dificul-
dade, que f é uma imersao isométrica. f(M) é o que chamamos cone sobre F(X).
Uma propriedade ttil desta imerséo é que se £ é um campo normal unitério ao longo
de F, entéo o campo £, definido por £(t, X) = £ (X)), é um campo normal unitério ao
longo de f. Decorre dai que o nimero tipo de f em (¢, X) coincide com o nimero
tipo de F' em X.

4.4.2 Como caso particular da construcao feita no exemplo anterior, se es-
EXEMPLO colhemos ¥ = SP x $¢ munida com a imersio F : & — SPT9+1(,/2),

F(X,Y)=(X,Y), entdo F tem mimero tipo constante e igual a p+ ¢
e isto também ocorre com a imersdo de M = (0, +00) x4 (SP x S9) no RP*2 via

2
[ X,Y) = %t(X, Y),
onde ¢(t) = v/2t/2. Assim sendo, f é uma hipersuperficie de G-cohomogeneidade 1
e rigida no infinito (a parte plana de M é vazia), e as érbitas principais de G sao
umbilicas em M. Mais ainda, f nao é de rotagao, fato que mostra a importancia de
M ser completa no teorema 4.2.4,

4.4.3 Seja V o espaco vetorial das matrizes simétricas reais de ordem 3 x 3
EXEMPLO e de traco nulo, munido do produto interno definido por

(A,B) = tr A'B = tr AB,
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onde tr denota funcional traco e ’B é a transposta de B.
Seja F: SO(3) — S%(+v/2) C V a imersdo dada por

1 0 0
F(X)=XA¢'X, Ag=| 0 -1 0 |.
0 0 0

Nao é dificil verificar que as translagoes a esquerda em SO(3), munido com a métrica
induzida por F, sdo isometrias. Assim, SO(3) munido da métrica induzida por F' é
uma variedade riemanniana compacta e homogénea que imerge, via F', na esfera de
raio v/2 do espaco V.

Um calculo direto via definicao de F' mostra que
dF(T1SO(3)) = {[W, Ag] = WAy — AW, W € T1SO(3)},

onde [ é a matriz identidade de SO(3). (Convém lembrar, que T7S0O(3) coincide com
o espago das matrizes anti-simétricas.) Portanto,

dF(T1SO(3)) = ger {[W;, Ao], 1 = 1,2,3},

0 10 0 01 0 0 0
W1 = -1 0 0 s W2= 0 0 0 eW3= 0 0 1]
0 00 -1 00 0 -1 0

Seja & € V a matriz diagonal dada por
V6/6 0 0
& = 0 6/6 0 .
0 0 —6/3

Uma simples computagao mostra que (£o,&) = 1, (Ao, &) =0 e (&, [W;, Ag]) =0,
vt =1,2,3. Assim, & é um vetor normal da imersdo F' em I. Portanto,

onde

§(X) = X&'X

é um campo normal unitdrio ao longo de F tal que £(I) = &. Além disto, temos
também que o operador de Weingarten Ag, se escreve, na base {Wy, Wy, W3}, como

0 0 0
Ag = ( 0 —vB/2 0 )
0 0 +6/2

o que, por sua vez, implica que 7F(I) = 2. Agora, como SO(3) é homogéneo, vem
que T7F é constante e igual a 2.
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Com relagdo & matriz de Ag,, na base {Wi, Wy, W3}, indicada acima, verifica-
remos que ela é correta, relativamente ao vetor W, isto é Ag, (W3) = (vV/6/2)Ws. Os
outros dois casos sdo verificados de modo similar. Claramente, W3 = §'(0), onde

1 0 0
B(t)=1] 0 cost sent | teR.
0 —sent cost

Trabalhando diretamente com as defini¢oes de F' e &, obtemos que

(Ve ) = (Ve.waé) (1) = (€0 8)(0) = —? F.(Ws),

onde V e V sdo as conexdes riemannianas da esfera S%(+/2) e do espaco V, respecti-
vamente. Como Vi, ()€ = —Fu(Ag, (W3)) pela férmula de Weingarten, decorre que

Agy(W3) = (VB/2)W;.
Do exemplo 4.4.1, vem que a imersao

£ (0,40) x4 S0@) —— V
(S’X) l——-—>f(S,X)=

V2

¢ uma hipersuperficie de cohomogeneidade 1, a qual nao é completa, com nimero
tipo constante e igual a 2.

XAg'X

Para finalizar, o exemplo abaixo complementa o teorema 4.3.6, no sentido que
ele mostra que a hipdtese das drbitas principais terem curvatura constante positiva é
essencial para a conclusao de sua umbilicidade na variedade M, no caso n = 3.

4.4.4 Seja M1y = S! x4 S! x,, S! o produto bi-torcido imergindo no R*
EXEMPLO por f, como no exemplo 3.4.2. Temos que f é uma hipersuperficie de

(G-cohomogeneidade 1, com as érbitas principais de G tendo curvatura
constante (nula), mas que néo sdo umbilicas em M.
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