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INTRODUCGAD

Muitas leis da Fisica podem se reduzir a afirmacgdo de
gque uma certa integral deve alcangar seu valor maximo ou minimo.
Fscas integrais, tipos particulares de funcionais, sao gquantida -
des variaveis, cujos valores ficam determinados mediante a esco-
Tha de uma ou mais fungoes,

0s problemas em gue se estuda 03 valores maximos e/ou

minimos de tais funcionais sao chamados problemas variacionais e

a parte da matematica que fornece os metodos para esse estudo, @

conhecida como calculo variacional {ou calculo das variacoes).

0 calculo variacional comecou a ser desenvolvido por
volta de 1696, como uma continuagao natural da teoria de maximos
e minimos, do calculo diferencial e integral, quande Johann Ber-

noulli propos o problema da brachistochrone (que sera resolvido

mais adiante).

No entanto, quem desenvolveu grande parte das tecni-
cas do calculo das variacoes, foi o matematico L. Euler que, conm
justica, e considerado o seu criador.

0 objetivo do presente trabalke e fornecer, de uma ma
neira sistematica, um estudo do calculo variacional classice, a-
plicando-o a problemas relevantes da Fisica. Seu conteudo esta dif
vidido em sete capitulos, sendo que no primeiro, temos algumas do
fini¢coes e nogdes elementares sobre funcionais. No segundo estuda
‘mos o funcional mais simples, para o qual deduzimos a equagao de

Fuler, aplicando~-a a problemas da 0tica geometrica e ao problema



da brachistochrone. No capitulo III estudamos aiguns funcionais g
is gerais, com apiicagoes a dinamica de particulas, problema da cor-
da vibrante, da membrana vibrante e problemas isoperimetricos, a-
bordando tambem, superficialmente, o problema de Sturm-Liouvilile.

No capitulo IV temos os probiemas variacionais com fron
teiras moveis para o funcional mais simples e para funcionais que
dependem de varias variaveis. Mo capitulo VYV estudamos problemas va
riacionais com extremantes angulosos (por exemplo, de refracao o
reflexao da luz), e tambem os problemas variacionais com obstacu-
los grossos, com algumas aplicacces praticas.

No sexto capitulo, aparecem algumas condigoes suficien
tes sobre extremos de funcionais e, finalmente no capitulo VII, te
mos uma visdo mais atual do calculo das variacoes envolvendo fun-
coes convexas e alguns topicos de analise funcional.

Tentamqs fazer um trabalho auto-suficiente, com demaons
tracoes de resultados simples e muitos exemplos, para que scia pos

sivel utiliza-lo num curso regular sobre o assunto.



[ - NOCUES DE ANALISE FUNCIONAL

DEFINICAO - Um FUNCIONAL e uma fungao com valores reais, cujo do
minio @ um espaco vetorial.

No nosso caso, vamos dar maior importancia aos funci
onais definidos em espagos de fungoes, que serac estabelecidos

de acordo com cada problema especifico.

SEFINIGCRO - Uma NORMA num espago vetorial ¥, & wuma aplicacac
| |:V*R satisfazendo as condigGes:

(a) [0 e |x|j=0 == x=0,

(b) faxl=lal|x] »

(e} Iyl +livl,

para quaisquer elementos x,yeV e aceR.

DEFINICAD - Qm ESPACO VETORIAL NORMADO e um espago vetorial —no

qual fixamos uma norma.

n

EXEMPLO 1 - 0 espaco Euclidiano R, & um espaco vetorial normado

cem 4 norma

2 27 i
HxH:Jx1+x2+...+xn, onde x=(X;,%,,...,x

EXEMPLO 2 - 0 espago C[a,b] das fungdes reais continuas, defini-

n)ERE

das no intervalo La,bjClR, 2 um espago vetorial normado com a
norma

cnde feC[a,bJ,

bl

[ £],= max |f(x)]
agx<h

EXEMPLO 3 - Seja C'[a,b] o subespaco de Cla,b] constituido pelas

funcces com derivada de primeira ordem continua. Naturalmente, o



w 2 -
espago Cl[a,@ e um subespacgo vetorial de ¢[a,b] com a normaj]”o

. 1
no entanto, podemos definir em C [a,@ a norma

”f“]= max | f{x)] + max | +o(x)]
' ag Xg agxgh

com a qual, C1[a,@ se torna um espago vetorial normado - denota
do por D][a,ﬂ .
Em um espag¢o vetorial normado V, podemos introduzir
a nocdo de distancia entre dois pontos quaisquer x e y, definin-
do:
d(x,y)=x-vii
Desta forma, faz sentido usar para um espaco vetori-

al normade, todos os conceitos topologicos dos espacos metricos.

GEFINICAO - Seja ¥ um espago vetorial normado - espago de fun-
coes - e I:DCV~R, um funcional. Dizemos que y & PONTO DE MINIMD

(MAXIMC) LOCAL de I se existe €>0 tal que I{y)<I(y) (I{y)zI{y))

hNTS

para todo yed satisfazendo ly=yll<e .

Em geral, a existencia de extremos para fungoes defi
nidas num dominio de Rn, e garantida pelo teorema de WEIERSTRASS
“Hum subconjunto compacto, uma funcao continuda possui pontos de
maximo e de minimo™,

Portanto, a existencia de extremos para funcionais,
estd relacionada com a conveniencia ou nac, de se vrestringir os
seus dominios a conjuntos compactos. Na verdade, cada problema
deve ser analisado separadamente, quando se investiga a exisien-
cia de solugoes.

Nem sempre, um problema variacional tem solugao, co-

mo podemos ver no seguinte

EXEMPLO 4 - Determinar a curva de menor comprimento ligando dois



- 3 -

pontes A e B, do plano, normal ao segmento AB em suas extremida

des. Notemcs cue qualquer curva
normal ao segmento nos Seus ex-
tremos, tem comprimento maior
que AB. Por outro lado, existem

curvas desse tipo arbitrariamen

te proximas de AB, e como este

nac e normal & si wesmo em A e

B, concluimos que o problema nao tem solugao . (fig 1).

A continuidade do funcional e outro fato importante
0o qual esta ligado intimamente a topologia que se define no seu
dominic - um espago de fungoes que chamamos ESPACO DAS CURVAS
ADMISSTYEIS.

DEFINICAD ~ Seja V um espaco de fungoes com & metrica
d(yysy0)=llyy-vol, .

Dizemos que © funcional J:V+R & CONTINUO em v,eV¥, se para cada

g»{, existe 6>0 tal que |J(y)—d(y0)i<a para todo yeV que satis-

faga Hy~yOHO<6.

0 fato da definigao acima depender da topologia do
espago V, pode trazer alguns problemas, como a descontinuidade
de funcionais simples como vemos no
EXEMPLO 5 - Consideremos o trianqulo equilaterc ABC, de lado L,

e vamos construir uma sequencia de fungoes (f )

0 peps COMO segue:

seja fq(x) a funcao cujo grafico e a poligonal ABC, de compri -

mento 2L (fig 2). Sejam A]’BI’ e Ci respectivamente 0s pontos

méedios dos segmentos AB, BC, e AC. Definimos a funcao f,(x), co

mo aquela que tem por grafico a poligonal AA,C,B,C , tambem de com



'
\
Hﬂ\ A ”~

1 i

z 2
A 82 EZ

©

primento igual a 2L (fig 3).
Consideremos agora oS
20 Lo oo & F

respectivamente pontos medios

pontos Az, 3 D2, 0

AC A,C

1 P I
£ BTC' Definimos a

dos segmentos AA

B]C], CC],

funcao f3(x) graficamente pela

AA282C2C1D2E2F2,

tem comprimento 2L{fig 4).

poligonal que

Asgim, podemos cons-

truir uma sequencia de funcdes
(f,) jey> &M que 0s graficos tem
todos comprimentos iguais a 2L,
converdgindo para a funcgdo iden-
ticamente nula f{x)z0, cujo gra
fico tem comprimento . Notando

que a canvergéncia e uniforme,

podemos concluir que o funcio-

nal "comprimento de arco" ndo

e continuo em f(x)=z0.

DEFINICAC - Dizemos que o funcional J:V-R & LINEAR se sdo satis

feitas as condigoes:

(a) J(ay)=ad(y)

(b)

Yaek,

J(x+y)=d{x)+d(y)

¥YyeV ,

¥ ,veV,

DEFINICAD - Para um dado yeV¥, consideremos a diferenga

(84},

(h)=d{y+h)-Jd(y)



com heV, @ suponhamos que (ﬂJ)y(h) possa ser escrito como soma
de dois funcionais, um linear, e outro, um infinit@simo com re
lacdo a h da forma ¢]h]] de modo que ¢ tende a zero se [h]| tende
a zero. Dizemos entdo que o funcional J & DIFERENCIAVEL em yeV,
e a parte linear da decomposicao e chamada DIFERENCIAL ou YARIA

CAD PRIMEIRA de J em y - denotada por (@J)y_ Temos entio:
(49}, (h)=(89) (h)+eb].

OBSERVAGAQ - Da iqualdade acima, concluimos gue J tem extremo
em v se J(y)~J(yO) nao muda de sinal se y esta numa pequena

vizinhanga de Yo

TEQREMA 1 -"Seja J:V=R um funcional diferenciavel. Uma condicao

necessaria para que J tenha um extremo em yogv, e que

(8J). (h)Y=0 ¥heV admissivel’
Yo

Dem: Suponhamos que Y4 seja ponto de minimo (para maximo, a de

monstracaoc @ analoga). Como J e diferenciavel, podemos escrever

H

(sd), (h)

v, (ﬂJ)y (h)-efihf onde [h{-0 =e>0

0
Entdo, para todo heV tal que f[h]| seja suficientemente  proximo

de zero, {&8J) e (Ad)y tem o mesmo sinal. Suponhamos que, pa-

Yo o
re algum heY, tenhamos (Sd)y (hY#0. Para qualquer ¢>0, temos
0
(63Y.  (-aRh)=-({8J)_ {ah)
Yo Yo

e, portanto podemos mudar o sinal de (6J)y , 0 mesmo acontecen-
0

do con (Ad)y , 0 que vai contrariar a obhservagao anterior, pois
0

Yq & ponto de minimo de J. Logo, devemos ter



(h)=0, VheV. C
0

(5J)y

0BSERVACAC - Podemos usar tambem o conceito de FRECHET para de
rivada de um funcional: Seja ¥ um espago vetorial normado e su-
ponhamos que yeV, & um ponto de minimo para o funcional T:V=R.
Entdo existe e>0 tal que I(y)gI(y) para todo yeV que satisfaca
iy-vli<e. Fazendo h=y-y, podemos escrever I(y+h)-I(y)z0, sempre
que |hf<e.

Consideremos a fungdo f(t)=I(y+th), com |[t]g]. Lo
go, f{t} atinge minimo quanto t=0, e supondo que essa fungdo @

duas vezes diferenciavel, devemos ter:
£1(0)=0 e £"(0)>0

como condig¢fes necessarias para que y seja ponto de minimo de f
Com estas observacoes, podemos escrever a primei-.

ra variagaoc de I no ponto y

(=S =TriTetm

(81)+ )
Y dt t=0 dt t=0

sempre que for definida para todo heV.

A segunda variacdao de I em y & definida por

2
2 d -
(s I)_(h}=——,I(y+thw
YU ax? t=0

OBSERVAGCAD - Considerando f(t)=I(y+th), com ye¥, theV, elh|sufi

ciente pequeno, temos, pela formula de Taylor:

Hyeh) = 1) =(81) () o851 (h)er () ]

onde 1im r(h)=0,
>0



Assim, podemos enunciar ¢ sequinte

{61)_(h)=0 e (§71)

y
para todo heV'.
Der: Do teorema anterior, segue qgue {§1I)

cao de ponto de minimo vem
I{y+h)-1(y)»0
o que, por Taylor, se escreve como

2

L(F+h)=1(F) =L (6% 1) S (hy+r () 0h 220 vhey

:-‘—I-.
2

0 gue implica em
?
(& I)y(h);o i

0 conceito de extremo de um funcional deve ser me-
Thor discutido. Quando se fala em maximo ou minimo relativos ,
tem-se em vista o maior ou menor valor do funcional sobre cur-
vas "proximas”. No entanto, essa idéia de proximidade entre as
curvas pode ser entendida de maneiras diferentes, dependendo
da normea definida nesse espago. Portanto, na definigdo de maxi
mo ou minimo, & necessaric indicar de que wmodo as curvas podem

ser consideradas "proximas".

DEFINICAO - Dizemos que yeD, & ponto de MINIMO (MAXIMO) FORTE
I{y))

w

LOCAL de I1:DCV-R, se existe £>0 tal que 1(¥)<I(y), (1(y)
para todo yeD satisfazendo [y-yll <c.

DEFINIGAO ~ Dizemos que yeD, & ponto de MINIMO (MAXIMD) FRACO



LGCAL de I:DCV+R, se existe e>0 tal que I{

e
—
Fas
.
(‘:
1]
ol
W
—_
—_——
[

para todo yeD satisfazendo Hy*§H1<E.

OBSERVACAD - Se um funcional tem maximo ou minimo forte no pon
to vy {x), entdo assume tambe&m nesse ponto o mMAximo ou minimo
fraco, pois uma curva "proxima'de yo(x), ne sentido da norma
[ ;. também o serda segundo a norma | | . A reciproca ndo & va
lida, como mostra o seguinte

EXEMPLO 6 - Consideremos o funcional
m
? dy.?
TSR A I E R KR
0

com as condigées y(0)=y(m)=0, onde yeC][D,w]f
A funcdo y{x)=0 da para J um minimo fraco. De fato
J{0}=0 e, se

\k”y—GH]:méx |y (x)=0]+

max |y'{(x)-0f<s<Tl,
Oexgm Ogxgm

<

temos |y'(x)|<1, o que implica em J{y}z0 numa vizinhanga V de
y{xyz0. Logo J{y)-J(0)20 ¥yeV, no entanto, y(x)=0 nao & minimo

forte de J, Para provar isto, tomemos a sequencia
1
N (X)‘ﬁ sen nx (nel)

Para esta sequéncia, temos:

i3 m 1l
J{y (x)):l senzx(l-ncosznx}dx=l senZnxdx- sen®2nxdxe
It n o n o L o
i .
77~ g0

para n suficientemente grande.



Por outro lado, para todo 820 2 se n 2 suficiente-

mente grande, temos

Hyn(x)~0”0=m5x‘ %sen nx|<a

XS
isto &, todos os termos da sequencia, menos um numero finito,
se encontram numa o6-vizinhanca de y{(x)z0 no sentido da norma
I ”0 . Nestas condicdes, temos J(y }—J(O)gQ e, portanto J nao

tem minimo forte em y(x)}=0.

Resumindo, a ideia fundamental para se estabelecer
o minzims (ou maximo) de um funcional J € conscnuir sobre o seu
dominio DCV uma topologia tal que
(i) D seja compacto (pede-se aue a tonolonia fenha
noucos abertos).
(ii) J seja continuo ({pede-se o contrario de (i)).
Observamos, no entanto, que a narte (i1} node ser
enfraquecida; como veremos mais adiante a panina 126 e seauin-

tes, definindo-sc funcionais semi—contTnuqs inferiormente, is-

to @, se f »f entac J(f)<lim inf J(f ), como no caso do funcig

nal “"comprimento de arco'.



IT - 0 PROBLEMA VARIACIONAL MATS SIMPLES

Antes de enunciarmos o problema variacional mais sim

ples, vamos demonstrar ¢ seguinte

LEMA (DY BQIS - REYMOND) - Se para toda funcao q{x) tivermos

b
f
/a
com feCla,b], geC][a,ﬂ e g{a}=q(b)=0, entag f{x)=0.

F{x)g(x)dx=0

Cem: Suponhamos, por absurdo, que para algum xog[ajb} tenhamos
)>0. Por continuidade de f, teremos entao f{x)>0 am um inter

valo [ﬁ],XZJC[a,b], contendo Xy Consideremos a fungao q(x) defi

nida por:
2 2
(x—x]) (x—xz) se xa[x],xz]
g(x)=
D se Xﬁ[XT’XZJ
Entao, ~
fb X2
J f(x)g(x)dx=J fix)g(x)dx>0
a K
o que contradiz a hipdtese, e portanto devemos ter f(x)=0. £l

COROLARID - Se para toda funcao g{x) tivermos
b
J fix)g' {x)dx=0
a

com fsC][a,b], geC1[a,b] e g(a)=g{b)=0 entde f(x)=K (canstante)

Dem: Usando integracao por partes, temos

b
0= £ (" (x)ax=F(x)g(x)
ad

2 portanto



e, pelo lema anterior

o gue implica em

f(x)=K (constante}

0 problema mais simples do calculo varjacional, con

siste na extremizacao do funcional

b
J(y):[ Fix,y,v')dx
- a

na classe C][a,b] com y{a}=A e y(b)=B, A e B numeros reais da-
dos e F continua com derivadas de primeira e sequnda ordens con
tinuas., As hipoteses sobre F garantem a existencia de (@J)y(h)
e (52J)y(h). No que segue, deduziremos formulas explicitas pa-
ra as variacoes de J,

| Suponhamos que y+h seja uma variacao admissivel de
y, isto &, heC'[a,b] e h{a)=h(b)=0. Entdo,

b .
(63),(M)=3(y+n)-3(y)=] [F(x.y4hay h'3=F(x,y,y")]dx=

- a

b
:Ja[Fy(x,y,y‘)h+

(x,¥,y'}h'+ termos em hz,h'z,...de

By
y

e partanto

b

(h):Ja[Fy(xay,y')h+FyJ(x>yay‘)h']dx

(6],

Se J tiver extremo em y, entao, devemos ter, para

todo h, {6J) _(h})=0, isto e,

Y



b
F 3 b [ h+F 1 s b I I d}{:
Ja[y(xsfy ) y (x,¥,Y HW} 0

[ntegrando por partes, vem

b b b
F d - F h'dx(d Foolx,y,y' Yhtdx=
[J y x}h . [a{J y ¢ J x+Ja y (x,y,y' ' Yhidx=0

OUu
br ¢ '
J L»F dx+F Jh‘dx=0
JL 1Y Y
pois, com as condigbes h(a)=h(b)=0, a primeira parcela de primei
ro mambro se anula.

Pelo corolario do lema anterior, concluimos que

—JFydx+Fy.:K (constante)

e, derivando esta igualdade em relacao a x obtemos

\ Ly _d
Fy(x,y,y_) Tilyr (xaysy =0

denominada EQUACAQ DE EULER, que representa uma condigao necessa
ria para que y seja extremante de J. A solucao desta eguagao di-
ferencial vai envolver duas constantes que serdo determinadas pe
las condicoes de contorno y(a}=A e y(b)}=B.

A equagao acima desenvolvida fica

Fo-F o =F v y=F . .y"=0
y y y

Xy Yy Yy

que Toi publicada pela primeira vez em 1744,
Uma questao fundamental e guanto a regularidade das

solugbes, 1 @, o gue se pode afirmar sobre a existéncia das deri



vadas de ordens superiores das solugoes? Alqgumas informacles se-

ran dadas pelo

TEOREMA 1 - {reqularidade da solucao) - Seja ygcw[a,b], uma solu

¢ao da equacgao de Euler, onde F(x,y,y'}) tem derivadas de sequnda

ordem continuas. Se F {x,y,y' }#0, entdo yaCz[a,b].

y'y'
Dem:
Lp s Him [P Goraxoy Godn) Ly (orsx))-F L (xysy ') =
— L — Y ] 3 Y i [ | s ¥ 5 =
dx ¥ ax+0 ax‘- Y Y
1 _
= Tim ~—|axF ., +ayF . +dy'F | .] (7. valor medio)
Ax=+0 Ax[ X yy yy
onde ry‘x’ ry‘y" e Fy‘y iﬁdicam 0s valores das derivadas calcu-
ladzs em pontos intermediarios. Entao,
g—F‘_,z 1im [F .v+ﬁi A A .]:
dx ¥ pxo0 LY Koax Y Y u VY

[l 3 &yl"—
=F , +y'F_ .+ Tim =% F | |
S YV pxe0 ax VY

- - d - - - s
e, coma por hipotese, =—F,,« existe e @ continua e F ., |#0, on-
b P dx Y y'y f ¢

cluimos que

existe e e continua. i

Dependendo da fung¢ao F(x,y,y') envolvida em cada orno
blema especifico, a equacdo de Euler pode tomar formas mais sim-

ples. Vamos analisar 05 seguintes casos:

1. F nac depende de y' - A equacao de Euler fica reduzida a




Fo(x,y)=0
y(x ¥)

e, nesse caso geralmente nao existe solucao para ¢ problema vari
acional, uma vez que a equagao acima nao envolve constantes arbi
trarias suficientes para que as condicoes de contorno sejam sa-

tisfeitas, como se pode ver no seguinte

EXEMPLO - Determinar a fungao yeCfa,b] que extremiza o funcional

J(y)=Jny2dx

[+3
com as condigoes y(a)=a e y{b)=R . A equacio de EFuler nesse caso

fica

2y=0
0 que implica em
y=0

Assim, o extremante y=0 & tal que y(a)=y(b)=0 e, por
tanto, o problema s0 tera solucao se a=R=0,
E importante notar que se nao fosse imposta a conti-

nuidade de y terJamos uma solucao, a saber,

0 se xc(a,b)

2. F depende linearmente de y' - Supondo que F se escreva COmO
. p ar _ |

F{x,y,y " )=G(x,y)+H{x,y)y!



a equagao de Euler toma a forma

Mo entante, a curva dada por esta equagao nao satisfaz, em geral
as condigoes de contorno, e consequentemente, o probiema pode
nac ter solucgdo na classe das func¢oes continuas. Se, por outro

lado,

36 aH . g

oy 89X

a expressao Gdx+Hdy e uma forma diferencial exata e, o funcional
X

:
Gdx+Hdy

X
J(Y):[ 1(G(x,y)+H(x,y)y')dx:J
%
0

*o
independe das curvas que ligam os pontos considerados, e portan-

to, seu valor e constante sobre todas as curvas admissiveis, 0

que torna o preoblema sem sentido.

EXE¥PLO - Vamos extremizar o funcional
[
J(y)=j (y%exly)dx
0
com as condigoes ng[O,]] , ¥(0}=0 e y(1)=a. A equacao de Euler
nos da

y=x=0

que satisfaz y(0)=0, mas se a#1, o nroblema nao tem solugao.

EXEMPLO - Analisemos o funcional

K

J(y)=[ Viyexy' ) dx
X
2



com as condigoes y(xo):yo e y(xI):y1. A equacao de Euler se re-

duz a

0 gue significa que o integrando e uma forma diferencial exata,
oU seja,
ydx+xdy=0{xy)
e, portanto,
J{y)=x ¥q-x, Y

"o

independendo peis, do caminho que 1iga os pontos. Assim, o pro-

blema acima nao tem sentido.

Lare]

f depende somente de y' - Nesse caso, a equacgao de Euler tem

a forma

[y

entao, devemos ter

]

e y"=0, vem por integracao

y(x) =k xak,

Se =0, esta equacac pode ter raizes reats v'=k., o que im-

Fo, .=
Yy 1
plica em

y(x)=k, x+c

togc o segundo caso esta analisado no primeiro, & 0s extremantes

para tais funcionais sao retas.
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EXEMPLO - O funcional "comprimento de arco"
X
J[y)z[ P Aayr? dx
*o

tem para extremantes as retas que satisfazem as condicles de con-

torno.

4. F ndo depende de y ~ Nesse caso, a equacao de Euler fica redu

zida a

e, por integracao, obtemos

F (x,y'):k] (constante)

yl
EXEMPLO - Consideremos o funcional
X +\.2
Jyye | TR g
XO X
para 0 qual, a equa¢ao de Euler sera
A _—_—
N a+y.2' 1
Fazendo a mudanca de variavel
y'=tg t,
temcs
X=— sen t
kT
1 ]
e, como dy=tg t dx = —tg t cos t dt = — sen 1t dt, vem

~

1 Ky



] R e
y me——C0S t + k, = - (/1-sen"t) + &
k. k 2
i 1
e, togo,
2_ 1 2. 7,
(Y'kg) :_2“_ k'[x }
k
1
ou,
2 2 1
X +[y-k2) —
K

0 que constitui uma familia de circunferéncias do plano, com cen-

tro no eixo-x. Pode-se determinar o centro e o raio pelas

coes de contorno.

5. F nao depende de x -

F _F i I"'F
y Y

que, multiplicada por y',

yy

y'y

condi-

Assim, a equacao de Euler tem a forma

I\yH:O

se torna

2 - d I | te

‘-F | ‘T -F [ Py Ee—(F-y'F t =0 <=>» F- F |:K C—

Py =Fy IR A i LR ALY y'F, (=)
EXEMPLO - (Superficie minima de revolucao) - Consideremos uma su
perficie S, obtida pela rotacdo

(X23Y2)

em torno do eixo-x, de uma curva

regular v, que liga 0s pontgs de
coordenadas (x,,y,) e {x,,y,) do
1777 2772
plano xy. fQueremos detaerminar a
curva v para a qual, a superfici

e S tem area minima{fig 1),
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Do calculo diferencial e inteqral, sabemos que a area
total da superficie S & dada por
(ko ST 7
A2 2y Ny dy
X
1
guando a curva vy e dada por uma equacao do tipo y=y(x).
Um extremante para o funcional A, deve satisfazer a e

quagao de Euter, que, no caso em que o integrando ndao depende de

v, Tica

1 2
F—y'Fy'x a <= y/l+y'" - ;%im=? = a (a constante}

cu

13

Sy ?

= 1

Fazendo a substituicao y'= senh t, obtemos y=a cosh t, e entio,

dx = dy _ a senh t dt = a dt & x = at + b

y! senht

Loco, obtemos as equacoes parametricas

x = at + b e ¥ = a cosh t

de uma familia de catenarias do plano xy. As constantes de inte

gragac a e b, podem ser determinadas pelas condicoes de contorno



APLICACOES FISICAS

1. 6 PROBLEMA DA BRACHISTOCHRONE

Em 1696, Johann Bernoulli propos o problema da bra-
chistochrone (do grego, brachistos=menor, chronos=tempo), que con
siste em se determinar a curva que une dois pontos A e B, nao si-
tuados na mesma reta vertical, atraves da qual, uma particula se
desloca de A ate B, somente sob a ac¢ao da gravidade, no mencr tem

po possivel(fig 2). Tal curva nao & o segmento de reta de extre-

maos A e B, mesmo sendo este 0
caminhe de menor comprimento 11
gando os dois ponfos, pois a a-
celeracao atraves deste segmen~

i to seria relativamente pequena.

\\B
<:> A solucgao deste pro-

blema foi dada por J Bernoulli,

I. Bernoulli, G. Leibniz, e I. Newton. A curva que da o tempo mjJ

nimo para ¢ movimento da parti-

A X cula e uma cicloide{fig 3},

Suponhamos que o pon
to A esta na origem do sistema

de coordenadas, e que ai a ener

gia potencial seja nula. Em um

ponto P(x,y), desprezando-se =2

resistencia do ar, temos a energia cinetica T, e a energia poten-

cial V dadas por



T:? m v e V= -mgy
Como ha conservacao de energia devemos ter
T+¥=0

pois, na origem esta soma vale zero. Dal vem entdo:

v=45 - /Ty
dt
oy
P2
dt = ds__ J+(y')" dx
gy V2qy
e, integrando,
X 2
1 S /4+ :
ty(x)) - L [T L) g
/29 o Yy

com y(0)=0 ¢ y(xq)ry].
Como a funcao F{x,y,y'), sob a integral nao depende

de y', & equagao de Euler sera do tipo
Fo- y'F\/l = ¢ (constante)

0 que, para 0 nosso problema fica:

A A1y

que, simplificada torna-se

- 3

y(1+y’2) = ¢y (onde ¢, = %2 )
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Vamos introduzir agora o parametro T, fazendo y'=cotarw

e, assim obtemos

y = u——El—?n = C]SQHZT = 1 (1~cds 27)

T+cotg T 2

_dy _ Zc,sent cost dr
dx = —& = 1 -

= 2¢ senzT dt = c1(1~cos 21 idr
' cotgt

1

T

e, integrando, vem

x = cT(TWEEﬂmEE}+c2 = S3(2v-sen 21)+c

2 ? z

e, entao as equacgoes parametricas da curva procurada sao

X-C, = £3(2 -sen 21) e y = “I(l-cos 21)
z Z

Substituindo o parametro 2T por s e, fazendo C,=0 pois
y(0)=0, obtemos as equag¢oes de uma familia de cicloides

E-1-(s—sen s ) e y = S3(1-cos s)
2 ¢

» =

A constante ¢, pode ser determinada impondo-se a con-

1
dicao y(xy)=y,, fixando-se entdao uma cicloide dessa familia.

2. UTICA GEQOMETRICA

0 problema da brachnistochrone foi resolvido vpor Jo-
hann Bernoulli, com a aplicacgao das leis da otica geometrica. Seu

metodo de solugaoc baseia-se no principio de Fermat: "0 tempo de-



corrido na passagem da luz entre dois pontos fixoes e um MINIMO com

respeito aos possiveis caminhos que ligam e€sses pontos'.
P .

{a) Lei da refragac da luz (Lei de Snell)

0 principio de Fermat implica em gue o caminho que a
fuz percorre entre dois pontos fixos, num meio oticamente homoge-
neo, e um segmento de reta Tigando esses pontos. Como a velocida-
de da luz & a mesma em dois pontos do mesmo meio, o tempo minimo
squivale ao comprimento minimo. Entdo, no.estudo da passagem da

fuz entre dois meios contiguos M1 e MZ’ consideraremos como possi

| veis caminhos, apenas as poligo
‘£51,y]) nais formadas por um par de seg
My - mentos de reta com o ponto de
" / conexao sobre a fronteira dos
Z
_ dois meios (fig 4).
(%225 ©
) i Apiicaremos o prin-
cipiv de Fermat na passagem da luz do ponio (x],y]), do meio MT

ap ponto (xz,yz], do meio MZ‘ Suponhamos que os dois meios sejam
separados pela reta y=y,> € que as velocidades da luz nos meins
M1 e MZ sejam respectivamente Uy e u,. Sendo (x,yo), g ponto | de
Intersecgao de um caminho qualquer do tipo considerado, com a reta

que separa os dois meios, vemos que o tempo decorrido na passagem

da luz, e dadc por

2 Z 2 Z
T:f{;;—x) Y-y, +.ﬂ£;“xgl_+(igjyg)_
U] |_12

Pelo principio de Fermat, o caminho real que a Tuz
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percorre da um minimo para o tempo T e, portanto, & caracterizado

pels vaior de x tal que
dx
ou,
dar %] - % B X=X o B
dx u]/ix1—x)2+(y1—yo)2 u2//(><mx2)2+(yo—y2)Z
0 que de acordo com a figura 5
ao lado , equivale a
MT (1.) sen §4 sen B,
U u
M2 ] 2
_ Esse resultado 8 co
(;\23_‘/2) -
| nhecido como LEI DE SNELL de

refracao da luz na interface de dois meios homogeneos.

Consideremos agora, um conjunto de n meios homogene-

¥ 5\@2
1/// ///

_Mn-1 /%;ﬂn—i

M, \iﬂ@n

©

Vamos considerar agora um unico meio M,

05 M],M2,...,Mn, de faces para
lelas e syponhamos que a Tuz
tem velocidade uj no meio Mj?
(3=1,2,...,n)(fig 6).
Neste caso a el
de Snell fica:
(z.) Sen By_sen §,_  _sen §
u, v u

nao homogéeneo



1

oticamente, no qual, a velocidade da Tuz e uma funcao continua de
y (u=u{y)). Assumimos ainda que o meio M & oticamente Jsotropico
isto @, a velocidade da luz em cada ponto independe da direcdo.

Para obtermos a lei aque da a confinuracdo de um raio
de luz oue liga os pontos A e B, do meio M, aproximamos M por uma
seGuéncia de meios homogeneos M]’ME""’Mn’ como na figura 6, A
velocidade da Tuz em Mj g escolhida como sendo u(y) em alqum pon-
to entre as linhas que Timitam esse meio.

0 caminho da Tuz atraves dessa sequencia de meios, se
ra uma poligonal que da uma aproximagao do caminho real do raio.

Fazendo n crescer, a largura de cada faixa se aproxi-
ma de zero e a relacdo {(2.) se aplica a cada estagio de processo.
No limite, quando a aproximagac & perfeita, essa relacdo descreve
em cada ponto, a direcao da tangente ao caminho real do raio lumi

noso em M., Entdo, podemos escrever

=

Vv
™

I

B -‘ BEER sen ¢

onde K e uma constante determi-
nada pelas propriedades fisicas

do meio e as funcoes @ e u de-

A : e pendem continuamente de y (fig 7).
X (:) .
Se y=y({x) & a equa-

cao de um caminho de Tuz em M, temos y'(x)=cotg § e entao

(4.} sen @ = — ! ~o

T+(y")

e, comparando (3.) com (4.} obtemos



Elevando ao quadrado e simplificando, vem

(6.) « = Ty [ udy

(b) 0 principio de Fermat e o calculo variacional

Podemos chegar aos resultados anteriores com 0 us0o o
calculo variacional. Supondo que y=y{x) seja a equacgao de um cami
nho Tuminoso num meio em que a velocidade da luz - u=u{y) - varia
continuamente, sabemos que a trajetOria real e aquela que minimi-

za o funcional

_ % [ 2
(7. T - J AR

pais,

)
N

51
._..i
1l
=
Y
j
.—.-.|
N
8
I
i
=
'l
==

pois a funcdo
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nap depende explicitamente de x. Logec, fazendo K=“C], vem

S
u/{;y'z

recaindo em (5.), e a solugao sera

OBSERVACAO - No caso particular em que u{y) = w29(y~yo), (7.} se

transforma na integral que resolve o problema da BRACHISTOCHRONE.

Para caracterizarmos melhovr os extremos do funcional

mais simples, vamos estudar

A SEGUNDA VARIACAD (szd)y(h} - Consideremos ainda o funcional

b
J(y)=J F(x,y,y')dx
d

onde F tenha derivadas parciais continuas ate terceira ordem. Se-

Ja haC][a,b] com h(a)=h(b)=0. Pela formula de Taylor, temos

F(X:y+h:yl+hl)'F(x:Y:Yl):

=hF +h'F .+l h2F +2hh'F .+h'2F coa T
y y 2 yYy Yy Yy

+ infinitesimos de ordem superior
Definimos entao

b

Z 1
(5°9) (h) =5

[th +2hh'F +h'2F l]dx ,
vy vy v'y



como a segunda variacao dz . em ¥ oo

morLsons ., 2 entao,
k } Iy ’ | :~2 I{ b JI =
(i‘aJ)y(J):((_;J)Vk\h)‘?’((} J) \‘;‘*F_hqli
onde ¢+~0 se |[h]-0.
TEOREMA 2 -~ Se o funcional
b
J(y)—‘ Fix,y,y')dx
o\
tem um minimo em Yo entao
{GZJ) (h}z0
Yo
Dem: Suponhamos que J tem diferencial

de sequnda ordem no espa-

¢o em qgue e definido. lLego, podemos escrever

2 7
(6J)  (h)=(8J), (h)+(8§73)  (h)y+elln}l”

e, come yo € ponto de minimo, vem

2 .
Suponhamos, por absurde, que (&§7J) (h)<0 para algum
0
h admissivel., Entdo, para g suficientemente pequeno, devemos tar
. !
(pd)  (h)<0, ou seja,
Yo

vy _+h)>d
J{ygrh)>d(y,),
o gque contraria a definicdo de minimo, ¢ portanto temos

) t4
*VO

Notemos que, ate aqui,vimos apenss condicoes necessa-



rias para a existencia de extremos do funcional mais simples. Uma

condigac suficiente e dada no sequinte

b
J(y)=j F(x,y,y' )dx
d

seia diferenciavel ate segunda ordem, (_6J)y =0 (¥ h admissivel),e
0

que exista uma constante positiva k tal que

(s%0), (MzKljh)°.

0

Nestas condicoes, J atinge minimo em Ygr

bem: Como
(B3 (h)=(63) (h)+(6°0). (h)+e ] hl®
Yy yo yO '
e
u pd 4 ¢
(AJ)y (hyzkhff+eihl® = (k+e)l[h]" 20,
0
YVEm
J(y th)-d(y )20
e, entao concluimos que Y, e ponto de minimo para J. L]

OBSERVACAG - Para maximo a demonstracao @ analoga, bastando mudar
05 sinais.
Continuemos analisando a seqgunda variacao de J, resol

vendo por partes, a inteqral

ydx = —-F -

b 2 b (b2
J hhTE h | | FE d .
a ¥y > YWYy a2 gy YY
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com 0 gue podemos transformar a expressaoc

b
2 [ { ? J
8 hy=s | F_ 4+2hh'F__,+h'“F_, id
(67d), (h)= j, h gt dx
em
(823 (h)=1 Jb[F hele(r - 4 )h?}ox
y 2 j,uyy yy dxyy'
e, fazendo
e - d
Pagf iy e U axFyy )
Vam
2 b2 2
{§7d) (h)={ (Ph'"+0h"Ydx
y ‘a

LEMA - Se (52J)y(h)30 para todo h admissivel, entao

- T, 53'30
R Fy y (X,¥,y")
Dem: Segundo a notagaoc acima, temos
b
} (Ph'2+0h2)dx?0

4

&, queremos mostrar gue P{x}>0, para todo x.
Suponhamos, por absurdo, que P(x0)<0, para algum Xg
Ent3o, no intervalo Iz[xo—ﬂ/n, x,tT/n] temos P(x)<-a, para n sufi

ciente grande e a>0., Seja h(x) definida por

2
sen n{x-x se xel

o

0 se x#1



Fntao
b o™ - .
J [Ph‘2+Qh21dx < J L—anzsen£(2n(x—xo})+Qsen4(n(x—xo))}dx <
a « T
0N
.'-l-l—
o -
o n L
< -aan sen2(2n(x~x0))dx £ 28 nEy |Q] = -anm+ 2%1
X +— !
on

onde K:méx|Q]. Fazendo n suficiente grande, temos

J:[Ph'2+0hzjdx<0

o que contraria a nossa hipotese. Logo, devemos ter P{x)>0,

Do lema acima e do teorema 2 decorre o

TEGREMA 4 - (Legendre) Se yozyo(x) e ponto de minimo para o funcio

entao, em qualguer ponto da curva Yo temos

Fo

gyt (XY ghy )20,

Y
OBSERVACAD - Vimos no teorema 1 que, se y=y{x) e solugao da equa-
cao de Euler

d
- ‘“‘-"F 1 = O
vy

onde F tem derivadas parciais continuas ate segunda ordem, entdao,

y=y{x) tem derivada continua em todos os pontos para o0s quais

Fy.yl{x,y,y') £ 0.



Como consequencia, o extremal y=y(x) s0 pode far pontos angulosos

auando F (x,y,y'}=0. Notemos também gue a equacdo de Euler para

y'y!
o funcional mais simples & uma equagaoc diferencial de segunda or-
dem e portanto, suas solugoes deveriam ter sequnda derivada. Isto

nao necessariamente acontece como mostra o sequinte

EXEMPLO - Consideremos o seguinte funcional:

I

com as condigbes y(-1}=0 e y{1)=1. Portanto J{y)z0 e, um minimo

=3
|

ra J sera alcancado em

0 se xe[-1,0]
Yo lx)=
x se xe[0,1]

Ainda oue yo(x) nac tenha derivada segunda, satisfaz.a equacdo de

Fuler, gue fica:

2 200
2y, (1-y2) "+ 35 (25 1=y ) ) =0

Logo, para yo(x), a equagac de Euler e uma identidade, mesmo nio e

xistindo yo(x). Neste caso, temos

que se anula em todos os pontos do intervalo E1,0} e 0 extremante
tem ponto anguloso em x=0,
0 exemplo seguinte mostra gque 2 possivel obter um ex-

tremante y]=y](x) para um funcional J tal gue, apesar de valer
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YZY]
para alguns pontos, yIEYT(X) nao tem pontos angulosos.

EXYEMPLQO - Consideremos o funcional

1
2 L2
J(y}=J Iy {(2x-y') dx

com as condigdes y(-1}=0 e y(1)=1. Tambem nesse caso temos J{y)z0,

e a fungdo

e um extremante para J, a equacao de Euler & satisfeita

] 2 d 2 [
2y (2x~y") +HI(2y (2x-y'}}=0
g, aleém disso,
Vi
F o, =2y
Y ey, ]

que se anula no intervalo [-1,0], mas y](x) nao possui pontos angu

losos,



ITT - FUNCIONAIS MAIS GERATS

(a) Vamos estudar agora funcionais do tipo
*
Jyq (x)y{x)ae iy (X))=J FUXGY Y os e ay aYysYps .y, )dx

com as condigoes de contorno dadas
Y1{x )=y g Yolxg)=yogs -y (X5 )=y

Y10 =ys Yalxg=yors e uy, (X )7y

Fa
1

Fixando~se (n-1) das fungoes yj(x), podemos ver o fun
cional J como dependente de apenas uma fungao yi(x). Para esta, fe

nos a equagao de Euler

g, 0 mesmo e-valido para as outras fungoes yj(x), 0 que nos forne

ce um sistema de equacoes de Euler

. d
P9 qF )y =0
Y1 odx
oS r =0
Yo dx Yo
d
Fo- S r oy =0
yn dx yn

que, vm geral, define uma familia de curvas integrais no espaco
(x,y],yz,...,yn), dependentes de 2n parametros. Tal familia & cha

mada familia de extremais de Jd.




EXEMPLO 1 ~ Suponhamos que o funcional J tenha a forma

9

J{y(x),z(x}) = { F(x,y,z,ylz.)dx
J
0

A B
Tz
/"j 0 /
Fne .
] . .
F AV N - A com as condigoes
i
I
n
I
|

X

|
I : _ -
| AN T Ee
! ! s .
| E/j ~~~~~~ E—;ii;;* y{xy)=yy 2{xy)=124
!’\0}5 ____________ v @
f/ — Neste casa, 0 sistema

F - - F | - O
Y dx( Y )

- d

F.- —{F_,) = 0
4y Z

que, resolvido, nos da uma curva de R3 como na figura 1.
EXEMPLO 2 - Vamas extremizar o funcional
J{y,z) = {?(y‘2+z'2+2yz)dx

}o

com as condicoes

y(0)=0, y("/2)=1, 2(0)=0 e z("/2)=-]

Do- sistema de equacoes de Fuler, que nesse caso fica



cujo polinomio caracteristico e

P(r)=r -1

de ralzes +1 e +1. Portanto, a solucao real dessa equagao sera

- X
y(x}:c]e x+c2e HCoSENX+C, 08X

Como z=y", vem
2(x})=c,e "+c,e’-c. senx-c cosx
1 2 3 4

e, usando as condig¢oes de contorno

y{0)=0 = Citlotey = 0

z{0)=0 = CytC,=Cy = 0

S lr/2)] uIe_WX2+C2@W/2+C3 .
2(n/2)==1 = cpe e e P =

tiramos C1:C2:C4:0 e ¢,=1. Logo, a solucao sera dada pelas curvas

y{x)=senx e z{x)=-senx

(b} Consideremos agora funcionais que dependem de deri

vadas de ordem superior, do tipo

J(‘y) = j F(X’Y3yl:yHS"‘:\y(n)}dx

a

- _~N+Z - o : .
onde FeC [a,b] em relacao a todas as variaveis, com as 2n condi

¢oes de contorno



y(6Yeyp, v )=y, oy eyt

Os extremantes para J sao tais aque {8J) (h)=0, ie:

rb
(53),(n) -

+F h'+F R+ F
Ja(Fyh ¥ i Y ' ! }"m}

onde h e uma curva admissivel tal que h{a)=h{b})=0, h'(a)=h'(b)=

. h(n“})(a}:h(n'T)(b)zo, Temos ainda

b b bd
(1) J F ,h'dx = F h| - [ =—F v hdx
a v S la ‘adx -
b b q b b d2
(1) J Fooh'dx = F ,h! -~ —F h + [ —,F ahdx
a v a dx ¥ a a dx° ¥
e, assim por diante,
b b b b
PPN ny _ mn-1) d n-2) n(Pd
(ni) - Fophdx = F oqiv -~ —F b4 (=1) ] S Fyhdx
ba ¥ J a x Y a a d{]ﬁU

Observando as condicoes sobre h, acima vem:

d Z n d”
F - —-—F Lt — F n- . --+{"-!) _nF m‘] = G
dx ¥ dx¢ Y dax"

conhecida como EQUACAD DE EULER-POISSON, As solugles desta equa-

cda sio os extremais do funcional dado em (b).
EXEMPLO 3 - Determinar os extremais do funcional

d{y) = Jiié{y”)2+pdex

satisfazendo as condigoes

y(-a)=y{a)=y'{~a)=y' (a)=0



Meste caso, a equacao de Euler-Poisson sera

?
o+ Sy (ky) = 0
dx
ou
4
y( ) _ _{(3
do cue obtemos
y{x} = - 2 x4+ 1 x3+ L2 x2+ CyX + Cy
24k ) 2
Usandc as condigoes de contorno, vem
0 z 2.7

para os quais o problema proposto consiste em se determinar uma
fungao zZ=z(x,y)} que assume sobre a curva T{fronteira de D}, os
valores dados por z(x,y)zzo(x,y] e que da um minimo para J. Para

isto, vamos supor que D e uma regiao simplesmente conexa,T & U-
I 3 A2
ma curva retificavel, FeC™, e zaC"[D].

Consideremos o0s conjuntos:

Em{z:z(x,y) com z,i;":-,EE continuas | z(x,y):zo(x,y} em [ | J(z) &

ax oy
animo}

Et:{z:z(x,y,t)  z(x,y,0)et e z(x,y,t) = zo{x,y) em F}
L



Para as funcdes de Et o funcional J se reduz a uma fun

cac de t, que assume minimo para t=0, isto e,

dJ - 0

dt 1t=0

o que equivale a {8J)_{h)=0 para tocda h admissivel. Portanto,

Z

2 3
(8J},(h}) = —-—H FO,y, 200 Y,0), 55 (x, v, 1), 25 (%, y, 1) dxdy =
7 ‘r‘I'D EEY ‘r}}f tZO

- [ [ﬁ 3z,8F 3 37y, 3F L(az}}dxdy - 0.

1 73
Dlaz 3t aixox at Szyay ot

R B
Fazendo a substituicao g:%_, vem

i
' : 5 3F oo
(1.) J[ {Eﬁg L 8F 3 af li}dxdy -0
'Diaz 02, % Az dy

e, pelo teorema de Greeﬂz), fazendo

’ v = ar T4 aF 5 ,
9z Az
X ¥
temos
] [
” F_(gﬁ ) 4 Sz8F )ded - J £(2F gy - 35 gy
DLax 3z 9y a3z r az JZ
Y b Y
Observando que




_r__(rﬁz),Fg__(g.ﬂ):g{g_a_F.;_a__a_E.l + [££+£B_?-J
_aa ax

2 4 8 7 ayl
X B?X ay a;y dx a& ay r%; a%;,y

nobtemos

I 3 )
Ba 9 X Saloy X BfA oy 9%
+ [ g[?idy - A }
- T aa 8@
Comao z(xgy,t)=zo(x,y) em T, temos
E(X:yat) = a’é = {
- ot
em " pois z nao depende de t emI . Concluimos entdao que
(3.) J 5{95 dy - oF dx} - 0.
] 8% B@

Substituindo-se (Z2.) e (3.} em (1.}, vem

” g[a_F_ 8 3F 3 E}dxdy I
D Laz 3 X aﬁ oy 3%{

o que e valido para toda £=£{(x,y) continua, com primeira deriva-
da continua, e tal que £{x,y)=0 se (x,y)el'. Portanto, pelo lena
de Du Bois-Reymond para funcoes de duas variaveis, deve ser satis

feita a equacao

9F 3 aF _ 3 oF

o9 8r e fr g

gz ax BZX ay BZy

connecida como equagao de EULER-OSTROGRADSKI (deduzida em 1834).



Oemonstramos assim, o seguinte

Q2

L1
3

parciais de primeira ordem continuas em cada variavel, & z=z(x,y)
2 z
- . . 3z 3z &z Z .
continua, assim como suas derivadas 3—,——,~—?,8 , satisfazendo a
aX dy Tx 9y

O(xsy) sobre I' {onde T=3D e uma curva fechada re

TEOREMA 1 - Seja F=F{x,y,z{x,y), ) contTnuas com derivadas

ﬂ_)‘

oo

condicao z{x,y}=z

tificavel). Se z=z(x,y) e ponto de minimo para

{ Fx,¥,2,8°,25 ) dxdy

J{z{x,y)) = LD

onde D & uma regiao simplesmente conexa limitada por T, entio, &

necessario que z=z(x,y) satisfaga a equaciao diferencial

af A §F 2 aF

- 5 - 2 =0

az ax 8& ay BQ
EXEMPLO - Extremizar o funcional
_ ([ 222, 8242
HeGoy)) = ] [5G ] axdy

com z satisfazendo a condicao z=f(x,y) em T. A equacao de Euler-

-0strogradski toma a forma

2. 2
3z . ﬂ_é 0 (Equacao de Lanpliace)
axT 3y

Em outras palavras, queremos encontrar uma funcao z,
satistfazendo

1- 4z=0

2- z=f({x,y) em r=2aD

3- 7z & continua em D



0 problema acima e conhecido comg PROBLEMA DE DIRICH-

LET - um dos problemas basicos da Fisica-Matematica.
EXEMPLO - Para o funcional

ety =[] [GR5GHE 2et iy axey

com z=z{x,y) satisfazendo certas condicoes de contorno em 3D e

f(x,y) dada, a equacgao de Euler-Ostroaradsky fica

32§+EE§ = f{x,y)
gxX” ay
ou, mais resumidamente,
Az = f(x,y)

conhecida comg equagao de Poisson,

APLICACUES FISICAS

1. DINAMICA DE PARTICULAS

0 que aparece neste topico 2 baseado apenas no conhec]
mento de conceitos elementares de dinamica de particulas, sem por-

tanto requerer profundos conhecimentos de fisica.
{a) Energia potencial - Energia cinetica - Coordenadas generaiizadas.

Consideremos um sistema de p particulas submetidas a

vinculos geometricos dados e sujeitas a forgas gue sao funges ape

nas das posicoes das particulas, por exemplo, vinculos qeometricos



que nao variam com o tempo podem consistir no confinamento de algu
mas particulas a dadas curvas ou superficies.
Vamos supor que a forg¢a que age sobre a j-esima parti-

cula, de coordenadas (xj,yj,zj), tem componentes cartesianas

3 gl
Fae Foo FY

funcaes das 3p coordenadas x],y],z],...,xp,yp,zo das particulas do

sistema.

F de nosso interesse considerar um tipo especial de sis
tema de forgas - sistema conservativo - para o gual existe uma Tun
Cao Vzv(xl,y],ZT,...,x , Y.,z ), da qual podemos derivar as 3p com-

prUpnop
ponentes das forgas

(1.) Ff{;} \ F; ai“}i 0 r‘;—"g
J J ?%J
para j=1,2,..,.p. A fungdo V & chamada ENERGIA POTENCIAL do siste-

ma, cuja existencia nao temos interesse em questionar aqui.

Para o nosso proposito, um problema de dinamica de par
ticulas envolve tres elementos:

(1) 0 numero e as respectivas massas das particulas.

{(ii) Os vinculos geometricos sobre as particulas.

{(iii) A fungao energia potencial V.

A ENERGIA CINETICA de uma particula @ definida por

1 dsye_ 1, .2,.2 .2
T = 5 M (H¥) = 5 M{X 4y 42 )
onde m € a massa da particula e %% e o modulso de seu vetor veloci-

gade.



Assim sendo, a energia cinetica de um sistema de p par

ticulas sera dada pela soma

' - - 2 2,2
(2.) T = 5 ‘LI mj(xj+yj+zj)

e, COEO as mMassas nunca sao negativas,concluimos que T>0 ¢ T=0 se
e s se 0 sistema estd em repouso.

0 efeito dos vinculos sobre um sistema de p particulas
e a reducdo do numero de coordenadas independentes para descrever
o movimento., Se os vinculos sao completamente especificados por Kk

equacoes independentes e consistentes do tipo

(3'} ¢1(X]=Y1=ZT,---,Xp,yp,zp)ZO

para i=1,2,...,k<3p, 0 numero de variaveis independentes e 3p-k e
as equacoes acima podem ser usadas, pelo menos em principio, para
eliminar as rgstantes k variaveis do problema. Contudo, e mais con
veniente a introducdo de um conjunto de 3p-k=N variaveis indepen-
dentes G1sQps -2 Qy atraves do qual sao descritas as posigdes de
todas as particulas. Dessa forma, as equacoes de vinculos $3o subs

tituidas por um sistema equivalente de 3p equagoes

(4') xj:xj(Q1n---:QN)s yj:yj(Q]a"-anj ijzj{qfs-'-ﬂqN)
J=1,....,p
As variaveis qw,qg,...,qN sao conhecidas como COORDENA

DAS GENERALTIZADAS, e as equagoes acima estabelecem conjuntamente

as posicoes das particulas e os vinculos geometricos impostos so-



bre elas.

A escolha do conjunto de coordenadas generalizadas pa-
ra um certo sistema ndao e feita de modo Unico, porem, o numero dec
tais coordenadas e perfeitamente determinado; e o menor numero de
variaveis que descrevam completamente a configuracao do sistema, u
ma vez conhecidos os vinculos geometricos. Por exemplo, uma parti-
cula confinada a uma superficie tem associadas a ela duas coordena
das generalizadas e uma conveniente escolha seria um par de coorde
nadas de superficie. Se uma particula e obrigada a se mover ao lon
go de uma curva, precisamos de uma Unica coordenada para a descri-
cao do seu movimento; por exempo o comprimento de arco.

| Para expressar a energia cinetica em termos das coorde
nadas generalizadas, derivamos cada uma das equagoes de {4.) em re

iagao ao tempo, obtendo

N N N
(5.) oo g gy s 2 g ez = 1 2
1=13qi iz?qu 1=1 3q.
1
3=, ;D

Substituinde os resultados acima em (2.}, obtemos a im
portante conclusao: A energia cinetica @ uma FORMA QUADRATICA nas
compenentes das velocidades generalizadas em que os coeficientes
sao fungoes de tais coordenadas.

No que segue, assumimos que a energia potencial V, as-
sociada a qualquer problema fisico, depende apenas das coordenadas

generalizadas, enquanto que a energia cinetica & expressa em ter-

mes das coordenadas e das velocidades generalizadas.



{b} O principio da minima acdo de MAMILTON - Equacoes de EULER - LAGRANGE.

L

No que segue, por simplicidade, denotaremcs por SR

conjunto de todas as coordenadas generalizadas 97399550y €, @na

N
logamente por di’ o conjunto das velocidades generalizadas.

A formulacao mais geral da lei do movimento dos siste-
mas mecanicos e dada pelo Principio da minima acae de Hamilton. Se

gundo esse principio, cada sistema mecanico caracteriza-se por uma

fungao determinada
L= L(agadet)

de tal forma que o movimento satisfaz a condicao:

"Suponhamos que nos instantes tT e t, o sistema ocupe
posicoes determinadas, caracterizadas por dois grupos de valores
das coordenadas qi(t1) e qi(tZ)' Entao, entre essas posigoes, o sis
tema move-se de tal modo que a integral

I = Jtz L dt
b
possua o menor valor possivel!

Esta integral representa a acao do sistema mecanico, o
o seu integrande denomina-se funcao de Lagrange - ou Lagrangeana -
do sistema dado. Observemos que tal funcao depende apenas das posi
coes ¢ velocidades das particulas, nao contendo derivadas de ordem
superior d1, ﬁi,...

Sendo conhecidas as coordenadas e velocidades generali
sadas, simultaneamente, determina-se completamente ¢ estado do $1s

tema, 0 que nos permite, em principio, predizer o seu futuro. Sob



o ponto de vista matematico, isto significa que, devinidas todas as
coordenadas q; € as velocidades qi em um certo instante, determi -
na-se tambem, de modo unico, o valor das aceleragoes ﬁi nesse ins
tante.

Yamos agora, obter por meio do principic de Hamilton,
as equagoes diferenciais que permitem determinar o minimo da inte
gral dada acima.

Por simplicidade, suponhamos que o sistema possua um
grau de liberdade - isto &; N=1.- no que vamos entdo considerar a
penas uma fungao q{t).

Supondo que q{t) & a fungao para a qual I tem o valor
minimo, concluimos que para qualquer funcao do tipo q(t)+s(q(t)),
prde ¢{q(t)) e uma variacao da funcao q(t), I tem valor maior.

Desde que para ‘t='t1 e t:t2 todas as funcgoes conmpara-
veis q{i)+6{q(t)) devem ter 05 mesmos valiores q(t]) 2 q(t2), con-
ciuinmos que é(q(tl)):é(q(tz))zo.

A variacao de I, ao substituirmos g por a+8q, sera da

ty
sT = | 2 L{q+sa,q+64.t) - L{a,a,t) dt

Jt1

2, se g(t) da minimo para I, devemos ter

ate a primeira ordem em &q. Usando a definigao da agao obtemos

t
I{q+éq) = [ ZL(q+6q,q+6q,t)dt =



{ .D
BIOERE [qﬂ+6q *J“L.]dt-
1 aq - dq
Chservando que 6d=%f(6q) e usando integracao por par-

tes, a variacao de [ fica:

81 = &g aL

34

t t .
Z . [ zgq{ﬂm(QL) - Eh}dt
t, Tty Lt eg 99

g, COMO Gq(t])zéq(t?)ro, ¢ primeiro termo do segundo membro da 1-

gualdede acima & nulo. Assim, pela arbitrariedade de dq{t), a con-

dig¢ao &1=0 equivale a

d ,3aL aL
Sty - e

dt 39 39

Se. ¢ sistema tiver N graus de liberdade, deverao vari-
ar independentemente no principio da minima acao as diversas fun-

noes qi(t), para i=1,2,...,N.

Desse modo, obteremos N equacoes do tipo:

) - 2o

dt aQi aqi

i=1,2,...,N

Fstas sao as equagoes de Fuler-Lagrange, que descreven

o movimento do sistema.

(¢} Alei da inercia e o principio da relatividade de Galileu
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Para a descri¢ao dos processos gue ocorrem na natureza, te
mos que escolher um sistema de referencia, pelo que entendemos um
sistema de coordenadas que serve para indicar a posigao das parti-
culas juntamente com um relogio para medir o tempo.

Em distintos sistemas de refereéncia, as leis da natureza,
e, dentre elas as do movimento, tém em geral formas diversas. As-
sim & que, se escolhemos um sistema de referencia qualquer, pode o
correr que ate as leis mais simples tomem em tais sistemas formas
bastante complexas. Naturalmente, surge a questao de se encontrar
um sistema de referencia no qual essas leis tomem Sua forma mais
simples. Para isso, vamos considerar os sistemas em relagao aos
quais o espago e homogeneo e isotropico, e o tempe uniforme. Estas
rondigoes significam que todas as posicoes de uma particula Tivre
ne espace sao equivalentes e, a isotropia do espago diz respeito a
a equivaléncia de todas as diregdes, isto &, nao existe nenhuma di
PeCan “privﬁ]égiada”. Un sistema de referencia nestas condicoes &
dite INERCIAL.

Vamos obter, nas argumentacoes seguintes, a conclusao de
e oum sistema de referencia inercial, qualquer movimento livre efe
tua-ss com velocidade constante. Esta afirmacao constitui o que se
denomina LEI DA INERCIA ou PRIMEIRA LET DE NEWTON.

Consideremos ent3o, uma particula movendo-se Tivremente,
ou seja, sem sofrer nenhuma acao exterior, em um sistema de refe-

rencia inercial. Como desejamos estudar seu movimento, vamos lan-

car mao da equagao de Euler-Lagrange:

d  aL al
i -0

dt 29 3q



onde as coordenadas, neste caso, sac as cartesianas usuais.

Devido a homogeneidade do espaco e do tempo, vem que a

fungiao de Lagrange L nao podera conter explicitamente o tempo t

. s - ~

nem o0 raio vetor v do ponte. Desse modo, L sera fungao apenas
. -+ . - . - —

velocidade v, Da isotropia do espaco resulita que L nao podera

pender da direcdo do vetor v. Assim,

2 2
onde v =|vi = V.V

. -+
Por ser L independente de r, obtemos

e, entao, a equagao de Euler-Lagrange toma a forma

Gu quo segue

—

~— = c(constante)

el g

2 L)

e
da

de-

. cL - - -+
Como L=L{v™), concluimos qgue l: e funcao somente de v,

By
g, assim vem que v & constante{(o simbolo v representa o modulo

velocidade v).

Passemos agora a outras consideracoes:

da

Imaginemos dois sistemas de referencia que se movem um

em relacdo ao outro, retilinea e uniformemente. Se um deles e iner

cial, o outro tambem o sera, uma vez gque, qualquer movimento livre



nesse sistema se realiza com velocidade constante. Desse modo, e-
xistem tantos sistemas de referéncﬁa inerciais quanto se queira e,
a condigao para 1550 e que se movam com velocidade relativa cons-
tante., |

Mostra-se, experimentalmente, que, nestes sistemas, nao
apenas as lteis do movimento livre sao iguais, mas tais sistentzs
sio equivalentes do ponto de vista mecanico. Esta afirmagao contem
a essencia do PRINCIPIO DA RELATIVIDADE DE GALILEU.

Vamos agora obter as transformagoes de Galileu e, atrs
ves dessas transformacoes, dar uma expressao exata do seu princi-
pio da relatividade.

Sejam K e K', dois sistemas de referéncia e ¥ & r', 0%

vetores posicao de um mesmo ponto P {fig 2).

i e
: v ,//”////// . F;
{ // S h o R
E / .!..-—L—-—w—-—"-"‘-’ ___________ 2 ’ —
KoL e - K

. -+
Suponhamos que K' se move com velocidade constante v,

em relacao a K. Segue entao que

no que subentende-se que a contagem do tempo e a mesma para ambos
o5 Sistemas, isto e, t=t' (hipotese de que o tempo e absoluto).

As relacoes

1]
—

-+ - >
r=r + vt e L.



sa¢o chamadas "Transformacoes de Galileu”

0 principio da Relatividade de Galileu pode ser expres
do seguinte modo: "As leis da mecanica devem ser tais que fiquen
invariantes frente a estas transformagoes".

Se derivarmos a primeira das relacoes acima em relacao.

ao tempo t, obtemos a Tei de composigao de velocidades nos dois

sistemas:
v v TR
= Y
K K
e, derivando mais uma vez, vem
-+ w3
a, = a
K K'

V- &+
ja gue v e constante.

Isto nos mostra que a aceleracao de uma particula e -
- . . . . PSS
dentica nos dois sistemas; assim, se em K vale a lei F=ma, o mesmo

acontece em K'.

(d} A lei fundamental da dinamica de uma particula

Supcnhamos gue uma part¥cg1a ~ em um campo gravitacio-
nal, por exemplo - se move livremente de um ponto a outro sem a a-
cao de forgas externas. Uma vez lancada para cima, a particula So-
be e desce, Vamos mostrar gue a trajetoria que tem a minima acao E
aguela que satisfaz a classica tei de Newton: E:mg.

Por simplicidade, faremos o raciocinio no caso em que
o movimento & unidimensional e, se passa num campo conservativo As

sim, as forgas atuantes derivam de um potencial,

Como sabemos, a equacao de Euler-Lagrange rege o movi-



mento da particula e, no nosso caso, a funcao de Lagrance @ dada
nov

. .2
L(q.4,t) = = 4° - V(qg,t)

da qual tiramos

aL . _ 3V

3q 3q
3L )
— = m q

94

d 3L .
—(~—) = m g
dt 2q

e, usado a equagdo de Euler-Lagrange vem

__...:mﬁ
34
Fazendo
2V
Flq) = - &2
aq
obtemos entao:
F{g) = m ¢

EXEMPLC - Consideremos um tubo horizontal que gira em torno de um
eixo vertical com velocidade angular constante. Dentro do tubo
ha uma pequena esfera de massa m. Descrever o movimento da esfera.

Solugav: Como o movimento se passa num plano horizontal, podemos



supor que a terceira coordenada da particula seja nula. Conforme a

figura 3, temos:
x{t} = r{t) cos qt e y(t) = r(t) sen ot
Derivando em relacao ao tempo vem

r{t)cosnt - r{tlnsennt

e
—
il

y(t) = #(t)sennt + r{t)qcosnt

Daf tiramos o modulo do vetor velocidade que, ao qua-

ftrado fica:

292 o w2y 1202

Mestas condigoes, a
energia cinética se escreve co-

ma

T = lm{ﬁ2+ FZQZ

2

)

s L CE) e, supondo que a energia potan-

L —J cial seja nula no plano em que

e da o movimento, temos a Tagrangeana

L = T-V = 1 mo(r+ rzﬂz)
Z
A equagao de Euler
sk d 8l _ 4
ar at ar

para esse sistema fica



e, portanto, a solugao sera da forma

r{t)

Il

Ae + Be

Suponhamos ainda que r(0}=0 e ¥#(0)=v_ e, assim, temos

as caonstantes

A=Ye e B - - Yo

25 20

Logo, 0 movimento da esfera sera descrito pelas equa-

r(t) = Yo (e - ™YY e y(t) = at
49)
onde r{t) pode ser escrita como

r(t) = Yo senn ot
y

2. PROBLEMAS ISOPERIMETRICOS

De uma maneira geral, sdao chamados problemas isoperime
trices os problemas do calculo das variagGes em que se propde a ex
tremizacaoc de uma dada integral enquanto outras tem valores dados.

Conta-se qgue a pﬁimeira pessoa 3 resoclver um nproblema
isoperimetrico foi a rainha Dido, de Cartago, no ano 850 a.C. Intu
itivamente ela resolveu o problema que consistia em determinar a

curva fechada de perimetro dado, que encerrasse a regiao de maior



area possivel., Esse pf0b1ema the foil apresentado da seguinte manei
ra: Ela deveria cercar a maior area de terva possivel, usando para
isso um couro de vaca. Resglveu a guestao cortando o couro em ©i-
ras muito finas e colocando-as emendadas, formando uma circunferéﬁ
cia,

0 problema isoperimetrico original pode ser formulado
como segue: Consideremos o conjunto P, de todas as curvas nplanas,
fechadas, sem auto-interseccao, e de perimetro fixado L. Dessas
curves, nos procuramos aquela cuja area da regiao interna seja ma-
xima.

Suponhamos gue as equagoes parametricas de uma curva
admissivel v, do conjunto P, sejam x{t} c y(t}, funcoes continua-
mente diferenciaveis em relacao a t.

A area da regiao interna limitada por y e dada por

2.9 dt@

() : T

enquanto que o comprimento de arco sera

(2.) J =

t —
[ 2 RZ yZ dt

‘1
que vale L para qualquer curva de P.

Queremos entao determinar as fungoes x{t) e y(t), para

as quais {(1.) atinja seu maior valor satisfazendo (2.). Para isso,

Doitel . _ T, ST L
('/).-". o s rs A Oreew oo Do B T A T T R L A R
. B R R



necessaria para minimo {(ou maximo) de F(x,y,...,z) com respeito Zs
variaveils X,y,...,Z satisfazendo
(3.9 Gi(x,y,...,z}zci {constantes dadas)

i=1,2,...,H

e que
* ® *
( 4 ) _.a...E._ = -—8 = P —--8 F - O !
dx ay az
A N
onde F = F + AiGi e A],AZ,...,AN sa0 constantes chamadas mu
i=1 T

tiplicadores de Lagrange que podem ser determinadas Jjuntamente com

05 extremantes A,v¥,....Z.
Vamos supor agora que nos interessa extremizar o funci
anal
b2
N I = J Fltox,y, . - a2 %, ¥, ...,2)dt
t
1
com respeito as funcgoes continuamente diferenciaveis x{t),y{t)...

z{t), tal que as N integrais

J, = *2 {x,v Z,%,5 2idt
k Jt gk p-] ] H > :Y) T
'|\
tenham valores prefixados {k=1.,...,N}.
Fazendo
. ) N
1=

obtemos



af _ d 3" ©,

) = 0
3z dt az

No nosso caso particular - problema isoperimetrico ori

ginal - devemos considerar a fungao

(xy - i)+ A

*
R
Z

obtendo o sistema de equacgoes

1
h 2 gt 2 X4y

Integrando em relagao a t vem:

onde <y e ¢, sap constantes. Das equacoes acima tiramos

@.ﬁ'..-‘";! crndidpdes udp r.-z::e.-:s_m’i:::z perg CrPEms, mas Aad espeurTin Sl Aniurend, 6 nGors noac
paL T lena particuigr gase resuitade s3 pede ser marimo pods ool oo Geriaoserd.



que, quadradas e somadas membro a membro fornecem:

2 NI LIS N

(X'Cz) t (Y“CI) = —2—'—2—“ =
(X7+y )

que representa no planc uma circunferencia com centro (CZ’C]) e ra
io A. Portanto, a curva fechada, de perimetro L, sem auto-intersec
~caoc gue limita uma regiao de area maxima & uma circunferéncia de
) L

raio A= —.
2

OBSERVACAC - Podemos generalizav o problema acima propondo o se-
guinte: Determinar a superficie fechada, sem auto-intersecgao, de
area dada A tal que o solido limitado por ela tenha volume maximo.
Por analogia com o problema anterior, vemos que a superficie procu

= - A
rada e uma esfera de raioc A= —.

Aaq

Um outro problema isoperimetrico vamos ver no secouinte

EXEMPLO - Determinar a curva de comprimento 2L, dado, ligando 05
pontos (-a,b) e (a,b) de tal forma que seu centro de gravidade te-

nha ordenada minima.

dada por a
J vds 3
cuL N J yA+y' e dx
[ ds 2L /-a

J-a



com o vinculo do problema dado por
(a
|d5=2|_
J-a

0 funcional que deve ser minimizado e

d =
oy = L | s ey ? s mwﬂdx

e, como o integrando nao envolve x, a equacao de Euler fica:

) Y
(y+l)11+y'2 C Ly c (CEE\

T+y' "
ou ainda,

YA

Ay

Separando as variaveis vem:

n

dy - dx

/(y-m}z-cz

e, por integracgao obtemos
arc cosh RAL I
c C

onde k e constante. Da expressao acima tiramos

y+A = C cosh %

c

pois @ curva e simetrica em relacao ao eixo~-y, e como o ponto

(a,b} deve pertencer a curva vem:



A= C cosh % -~ b

Para satisfazer a condicao isoperimetrica 2 necesc<ario

gue
2L = {h:ds = f_:/<+senh2[%}dx = J_:cosh[%]dx
e, logo
3 _
o senh[%]_a= Zc senh[gjz 21

o que nos da o valor de ¢. Para se obter o valor explicito de X,

fazemos:
A= cosh[%}- b = c/T+senh§I%T- b = c2~L2—b

e, finalmente vem

y = ¢ cosh[§]+ b - c2-L2

~

gue satisfaz as condicoes do problema.

3. 0 PROBLEMA DA CORDA VIBRANTE

Consideremos uma corda elastica, perfeitamente flexi-

vel, esticada sob tensao constan
te 7 ao ltongo do eixo-x, com se-
us pontos extremos fizxos em x=0

g #=L>»0. Esse estado inicial se-

g T <:> ra chamado configuragao de equi-
1ibrio (fig 4).




Apos um certo estimulo apropriado, a corda vibra 11-

vremente em um plano que contem o eixo-x, de tal modo que cada

particula da corda descreve um
segmento perpendicular a esse
eixo {fig 5). Yamos subor ainde

que a amplitude de vibragao de

/f”‘MTw-“.m““‘H““MM , (:) cada particula e pequena e nao

ha atrito com o ar.

Considerando que o deslocamento transversal de uma
partfcula fixada, a um tempo t, seja dado pela funcao w(x,t), a in

clinracac da corda nesse instante sera
~— = w_ (x,1
NERS

comc fungdo d& posicao x e do tempo t. A velocidade de tal parti-

cula no mesmo instante e dada por

[wie)

W
t

= wix,t)

[n2e)

e, como as extremidades da corda sao fixas, temos as condigdes de
contorno w{0,t) = w{L,t} = C.

Para obtermos a energia potencial V da corda, num ins
tante t qualquer, basta calcular o trabalho necessario para esti-
ca-la do comprimepto inicial L ao seu comprimento total no instan
te considerado. Como a forga para esticar a corda € igual 3 ten-

sao T, sua energia potencial sera

]
(1) v = T(J /1+w§ dx - L)
0



onde a integral da o comprimento da corda na sua confTigquracao
tarcida.

Assumindo-se que N e pegueno, podemos escrever

2 L
%{;wx = 1 4 7 ”x +

e, desprezando-se os térmos de potencias maiores, obtemos
L

(J Nl dx - L) -
0

. L
1 Z
T(L + EJOWXdX - L} =

=
1l

(2.)

1

1

L
T ¢
Vi Jowxdx.

Sendo of{x) uma funcao continua e positiva que d@

d1s

a

— L} .
distribuicao de massa ao Tongo da corday a massa contida num ele-

mento de comprimento dx sera o(x)dx, cuja energia cinetica e

dT = owzdx

1
2

Dai concluimos que a energia cinetica total & dada pe

la expressaoc

—

(3.) To= s owldx

Com {2.) e (3.} podemos construir a lLagrangeana

para

a vibracao da corda, e aplicar o principio de Hamilton que, nesse




caso afirma: "A funcdo que descreve 0 movimento real da corda, @

aguela que fornece a integral

L. t L
2(T-v) dt = [ 2[ (owz—-i_-wf)dxdt

{4.) I = (
J 1 -t1 0

t

am extremo com respeito ds possiveis funcoes que descrevem a con-

figuragao real em t=t, e t=t,, anutando-se em x=0 e x=L.

Para extremizar a integral acima, vamos usar a equa-

de tuter-Ostrogradsky, que fica

(5 of 3 of 5 af
P AW 3X 9w 3t oW
X
P . 1,22 -
para a funcao fx,t,w,w,w ) = 5 (0¥ - 1w ). Temos entao,
(6.) 82w .ot(x) 82w
7 2

que e a equacao diferencial parcial que descreve o movimento da
corda., No caso em que a massa da corda nao varia com o comprimen

to, a equacao diferencial tem a seguinte

Sojucao de D'Alembert - Yamos introduzir as novas variaveis inde

pendentes
v = xtct e Z = x~cti

2 L _
gnde c =1/¢g. Entao, VX:T e ZX:L e logo, pela regra da cadeia venm

= Vv oAW_Z_ = W tw
"y Myt x T2y v oz



it

Wou v o+ {w +w z
( v z% X ( v z&
Como szzle’ esta expressao se transforma em

W= W +2w + .
X X A vz zz

A outra derivada W sera obtida como segue

W = W V_+Ww_Z
Z

= O )
t vt v 2z

t

pO1s vysCoe zy=-C. Derivando mais uma vez vem:

- -1 {w - =
Wy c(wV wW_) Ve b oclw, WZ% z,
_ .2 2 ,
= (va v ¢ (WVZ zz] B
2
= oW, oW W)

Substituindg W & Wepoem {6.) acima, temos

e, integrando em relacgac a z resulta

%%-: h{v) (funcdo arbitraria de v).
Integrando novamente, agora em relacaoc a v vem

w o= (h{v)dv + p{z)

onde w(z) e uma fungao arbitraria de z.



Como a integral & uma funcdo ¢(v) de v, a solucdo toma

a torma
wo=o(v) + P(z)

o que, pelas mudangas de variaveis fica

(7.) wix,t) = ¢{x+ct) + yp{x-ct)

As fungdes ¢ e y sao determinadas pelas condigbes ini-
ciais. Supondo que a velocidade inicial seja nula e a deflexao ini

cial dada pela fungao w(x,0})=f(x), podemos derivar (7.) obtendo’

{(8.) oW

e, usando tais condigoes vem
wix,0) = ¢(x) + v{x) = f(x)
W (%,0) = co'{x) - cp'(x) =0

Da segunda equagao tiramos ¢’'=y' ou seja, ¢=y+k onde

k e uma constante. Usando a primeira equacac, obtemos 2¢+k=f, isto

e

e, assim, a solugao sera
| .
W(x,t) = ~§[f(x+ct) + F(x-ct)]

OBSERVACKO - 0 problema da extremizacao do funcional (4.) e um ca-



sg particular do PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE que pode ser apresen-
tado do sequinte modo:

Consideremos 0 caso em que queremos exiremizar o Se-
guinte funcional

x
(10.) [ - Jf 2 (v Cepie
A

1

ya 2 ?
ydx + a}[ﬁh(x])} + 62[[13()(2)]
com respeito as possiveis fungoes ¢(x) continuamente diferenciave-

is que satisfazem a condigao

X
(11.) [ Zopldx = 1
T
aonde as fungodes dadas t({x) e o{x) sao continuas e positivas, com

={x) continuamente diferenciavel em [x1,x2], Xy € X, pontos arbi-
trarios, u{x} uma funcdo continua dada e ay,28, numeros reais nao
negativos.

Num primeiro aspecto do problema ndo sdo impostas con-
dicoes sobre as func¢oes admissiveis nos pontos Xy @ X,. Num segun-
do aspecto exigimos que as fungoes se anulem em um ou ambos 0s
pontos Xy Xo-

Para facilitar o problema acima, vamos introduzir uma
funcao a=a{x), continuamente diferenciavel, arbitraria, satisfazen
do a(x])z-a1 e a(xz):az, com o que (10.) se torna

b
(12.) I - [ [eor? - ue® ¢ Stae®y]ax
1
Para usar o metodo dos multiplicadores de Lagrange, va

mos construir a fungao
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*

i
(13 ) £ et Copele %;(a@‘) - a0’

*
com as integrandos de (11.}) e (12.). Para f wvamos usar a equacgao

de Culer
(14.) — = - — =0

rasultando entao

jm

(15.) H§(1¢‘) + {(u+io)e = 0

que © a equacao diferencial a ser satisfeita por qualgquer solugao
do probiema dado por (10.) e {11.).

No caso em que 0s dois pontos extremos estdo livres,
temos uma condicao adicional

.af -
d

para x=x, € x=Xx,. Isto nos da

Td' + as = 0

am X, @ Usando as condig’ées.a(x”:—a1 e a(x2)=a9, vem

: Xy
(1) Tld)'(X]) - a'l@(x]) = 0
{(i1) T2$'(X2) - a2¢(x2) = 0

onde T]:T(X]) e TZZT(XZ).

No problema em que os dois pontos extremos sao fixos,



substituimos (16.) por

(17.)

e, se um ponto esta livre e o ocutro fixo, teremos uma condicdo de
(16.) e outra de {17.).

A equacdao (15.), sendo dadas as fungodes t,0 ey, & cha-
mada EQUAGCAO DIFERENCIAL DE STURM-LIOUYILLE. Esta equagao, Jjunta-

mente com as condigoes de contorno {16.) e {17.) constituem o cha-

mado SISTEMA DE STURM-LIOUVILLE.

4. 0 PROBLEMA DA MEMBRANA VIBRANTE

Para obtermos a equacao diferencial parcial que descre
ve 0 movimento de uma membrana vibrante elastica, vamos recorrer u
ma vez mais ao principio de Hamilton, aplicando-o agora a um siste
ma mecanico, ho qual a massa e distribuida continuamente.

Consideremos uma membrana elastica, de pequena espessu

B ra, esticada de mcdo gque a sua

rJ

fronteira seja uma curva fechada
C, do plano xy, sem auto-inter-

sec¢ao, e com curvatura continua.

0 dominio D, limita-

(:> do pela curva (, coincide com a

configuracao de equilibrio(fig é).



Vamos considerar que a vibracao da membrana e tal que

a trajetoria de cada um de seus
pontos constifui um segmento de
reta perpendicular ao plano xy e

que, alem das forgas que mantem

/// -2 o bordo da membrana fixo sobre a
=y . |
x//// h‘ﬁm~4&i;/ (:) curva C, as unicas forgas que 1n

v ,
L .

~ W
s

fluenciam o movimento sao as de

natureza elastica, que provem da deformagao da membrana em relagao
a sua posicao de equilibrio(fig 7).

Supenhamos que, num instante t, o deslocamento deo U
ponto dado (x,y) seja denotado por w{x,y,t). Entdao, a configuragao
da membrana como um todo, sera descrita pela funcgdo wi{x,y,t), que
pode assumir valores pqsitivos ou negatives, com w{x,y,t)=0 indi-
cande que o ponto considerado se acha instantaneamente no plana xy.
Lrm partﬁculag; para todo ponto de C, e qualquer instante t, temos
wi{x,y,t)=0.

Como a membrana nao tem fendas e o movimento se da con
tinuanente, podemos afirmar que as fungoes w{x,y,t), w{x,y,t),

wWolx,¥,t), W

« {(x,¥,t), w\x(x,y,t), W, (x,y,t) e w_  {x,y,t) sdo to-

Y X Yy
das continuas.

Xy

Vamos denotar por o{x,y), a funcao continua e positiva
que da a distribuicao de massa por unidade de area da membrana. A-
lem disso, se considerarmos que no movimento as amplitudes sao pe-

quenas, podemos afirmar que essa fungao ndo depende do deslacamen-



®©

to w{x,y,t)"
Como a velocidade de uma particula na posigao (x,y) e

num instante t & dada por w{x,y,t), sua energia cinetica sera

% U(x,y)[W(x,y,t)J2

e, Integrando sobre D, vem

(1) - jj vl dxdy

0

que & a energia cinetica total da membrana como funcdo do tempo.

A energia potencial elastica da membrana, numa dada po
si¢ado, e igual ao trabalho necessario para desloca-la da configura
cdo de equilibrio a posigdo considerada.

Como assumimos que a membrana e flexJvel a ponto de
ndo oferecer resisténcia a se curvar, concluimos que o trabalho de
deformacgao sera devido ao aumento da sua area relativamente 3@ drea
do dominio D.

Atraves de um arco gualguer da superficie da membrana
esticada, a porgao da membrana de um lado do arcoe exerce uma forga
de resistencia elastica sobre a porc¢do que esta do outro lado. Se

nig ha movimento lateral de qualquer ponto da membrana e suas pro-




priedades sao isotropicas (independem da direcao), podemos assumir
que a forca de resisténcia elastica por unidade de comprimento dc
arco e constante em relagac a posicao 2, seg considerarmos pequends
deformacgtes, ela € constante tambéem com relacao ao tempo. Essa forga
constante e positiva sera denotada por 1.

Uma analise fisica elementar mostra cue 0 trabalho ne-
cessario para aumentar a area da membrana de uma pequena quantida-

de ah e vaA. Na figura 8, suponhamos que a membrana esteja inicial

mente plana limitada pela curva

i

jas)

C. Depois da deformacao, e pl
ficada, c¢ia sera iimitada pela
curva C°

Tomemos um segmento

(E) &=8{s) normal a C, interceptanca
% |

CeC', onde s & o comprimente e

arco, medido a partir de um ponto fixado em C,
Se & e pequeno comparado com as dimensdes de U, a quan

tidade de trabalho necessaria para deformar a membrana e dada por:

onde L. & o comprimento total de €.
Numa dada configuracgao descrita por wix,y,t), a ared

total da membrana vale

JJ /I+w§+wi dxdy
D o
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e a energia potencial de deformacgao

- 2. 2
) Vo= T T4w_ +w  dxdy - dxdy
i D b ‘y D

gnde a segunda integral

—~—
™2

fornece a area do dowinio D.

Como a deformacao & pequena, podemos na expansao

S A
2.2 _ 2 2
/<+wx+w = 1+ (“x+wy

L Vo4
y 4

nyf —

desprezar os termos de poténcias maiores, obtendo entdo,

1T 2. 2
§frJJD(wx+wy)dxdy

———
(%]
-l
1l

Assim, podemos escrever a fungac lLagrangeana do siste-
na

raf —

L2 2 2 J
Ow =T(w 4w dxd
[JD[ (w2 w2y ] axdy

e, de acordg com o principio de Hamilton, a integral

to tort
20( ..
(4.) 1= | “Ldt = 4 J JJ [owz-r(w§+w2)]dxdydt
't] < 137D J

deve ser extremizada pela funcao w{x,y,t) que descreve o movimento
real da membrana. Os limites de integragao sao arbitrarios.

Para determinar a equacao diferencial a ser satisfeita

por w(x,y,t), usamos a equacaoc de Euler-lagrange;

[ate)

aw X Iy

aF 9 afF 6 of ) 3F
Y awy dw

X 5t

aljes

= 0

QJ]

para a funcgao



T =0
3 9F
% w. Tk
2. 0F
Y Bwy vy
3 aF
3t Tw T oW

a equacgao de fuler-lLagrange para a membrana vibrante fica

T(Wxx+wyy) = oW
au
T(aZW . _“2_»5) :O.gz_\;\_r
sz ay atZ

5. 0 PROBLEMA DE PLATEAU NAO PARAMETRICO

Consiste em encontrar uma funcao real z=f(x,y} defini-

da em DCR™, D aberto convexo e limitado, tal que
{i) 0 grafico de f tem medida minima

(11} Para uma dada funcao g:3D+R, temos f = 4
5D

com a continua.



Para resolver o problema acima, devemos minimizar

funcional "area®

R

Hz(xy)) = H'D\/H(-p'j‘-iﬂ(%;)z' dxdy

R

Z)( oy.

cnde Fix,y,z,2 ’Zy)_ V14(1£)2+(%5)2. Notando que
5F % ’x

g /ﬁ+§f+6fl J§+]grad Z[E

obtemns a €quacgao

div[ grad 2 __]- o
/ﬁ+|grad 7]

conhecida como EQUACAO DAS SUPERFICIES MINIMAS. Tal equacaoc

52

tos.

e

que o problema e satisfeito

media H=0 em todos os

0

afirma
nov
uma fungao z=f{x,y), cujo grafi-
co e uma superficie de curvaturea

pon-



IV -~ PROBLEMAS VARIACICNATS COM FRONTEIRAS MOVEIS

{a) Consideremos ainda o funcional mais simples

b

J(y) = [ Fix,y,y")dx

a
e procuremgs seus extremantes na classe D]{a,b], das fungoes reais
diferenciaveis, definidas em [a,b], com variacGes mais gerais que
as consideradas anteriormente. Para isso, vamos estudar a familia
de curvas y=¢{x,x) com xe[0,1] em que ¢{x,0):y(x)eD1[a,b] e x vari
ando no intervalo [a{Xx),b(Xx)}]. Estamos supondo tambem que as cur-
vas ¢(x,A} sdo definidas em [a-e,b+e]x[0,1], tendo derivadas cont?
nuas ate segunda ordem.

Adotando a notacao AA=(a(l},¢(a(A),k)) com A, =A para

Ae0 e Bo=(0(A),¢(b(A},2}}, com B,=B se x=0, vamos assumir que A. e

}l ;\ s :‘.
"""" 5, descrevem curvas vy, e vy, res-
pectivamente, de classe C] tal

que, para cada X} temos ¢{x,x) e
Y3 transversais em AX e ¢(x,h) e

yz_transversais em B,{fig 1}.

A

Sendo m e m
MR
coeficientes angulares das rezas

)

tangentes a ¥ e Yo respectivamente, temos

)

A) - a(0)

my = 1ip 242(2
3 (

hor (3

Mas &{a{x)},x) - #(a{0y,0} = (a{r) - a(0)} 4_(a,r) + xd,{a,r}, onde

i



a=a(r), para algum Xe[0,1], Temos entdo

Fazendo A~»0, vemos que

d
9 (a(n JJ
d A A=0
gxiste e
(2.) d rara )1 [0 (2,0)-m,]+ ¢, (2,0)
dx r=0- % '
Analogamente,
LENENS }i
dX %=0
priste e
(3.) o0 ]  [o,00,0) mg]
da a=oht £

d (a{r),>) _
—r T _— 6y&
dx =0
d af{xr) = sx

dr  |y=0 A

ao longo de Y] e, analogamente,

= 0



ao longo de v, .

fm (1.}, se fazemos, x>0, vem

{4.) 8y = Sxp ¥y (a) + dy(a)

(4" 6yg = dxg ¥'(b) + sy(b)

Estamos considerando o funcional J definido sobre os e
lementos da familia ¢(x,r), tomando ) como variavel, isto &:
I{x) = d{e{xsn))

e, queremos calcular I'(0) onde F=F(x,¢(x,x},¢x(x,x)). Temos entao

b(x)

f 9 9] o a LB g ey g
ja(}) dad x=0 dx 2=0 1x=b dx 3=0 |x=a
b{x)

r |
[ X
-| [_B_E 3 4 _a_Fa_‘P_x} dx + Sxp F{b,y(b),y' (b)) -
Jagybay ey a0

- 8%, Fla,y(a),y'(a)) QD b[éﬁ Gy {x) + af d_ ay(x)de +
] A :}’ » ¥ 3 ay -J-j_fl dx
@ il i R uur.‘, LEeA e p -
Wi d 3 g.ow iz, ti r
Jare}
|'3I’r,)' .
il i J”_.—‘s-.“ T = R
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t 8xg F{b,y(b),y' (b)) - &x, Fla,y(a),y'(a))

Integrando por partes a expressao

b 4 b (b d
J’F‘YI a_); (Sy(X)dX = Fy|th(X) - | Fy(x} d—X-FVIdX
a a i a _
e substituindo em 1'(0) acima vem
b d J
1'(Q) = [ [F - —F r}éy(x)dx + &x, F + Sy(x) Foo
a- - xJ i X=b 7 tx=b
I
- LSX!\ F - F lﬁy( :] =
!x:a Y X=2
i
= F, - — F l}ﬁy(x)dx + &x,F -~ 8x,F -
ab ¥ Y B x=b A X=a
+ SygnF - Sy.F FoSx,y {x)F -
8 y!x:b Aty X =3 A | ) Y lx=a
- 1 F .
Sxgy ' (x)F, -
¢, usando as iqualdades (4.) e (4.)', vem
by q b b
L) = Py mag Fyr|® dx + 6x (F-y'F . 5y oF
(v Ja[ y dx vy ] y{x)dx X (F-y'Fy:) a+ 8y.Fy .

que e chamada PRIMEIRA VARIAGAO GERAL DE J.

OBSERVACAD - No caso em que as extremidades sdo fixas., temos

:ﬁxE:SyAZGygzo e, entao cbtemos um resultade ja conhecido

2
2

(60),(0) = 17(0) = | [F - T Joy(x)ox
Sa .

Se Y1 o€ v sao dadas pelas equacghes

SxAz



entao, 5yA e SyB estarao

coes

nois,

6yﬂ

SyB

£i(a) = 1im
2+0

= Tim
A=0
Gyﬁ

6§ x

e, anatogamente,

na forma

Sy
g'(b) = 2

GXB

1
—+y
[a¥]

——
i
b

it

0
o
fa]

-

[(a(A),2)-9(a(0),0}]/x
[a(r)-a(0)]/2 '

equa-

Podemos entag escrever a primeira variacao geral de J



e, supondo que y=y(x) & ponto estacionario para J, devemos ter
I'{(0}=0. Como a equagao de Euler deve ser satisfeita e as quanti-
dades 8x, € 6xg sao independentes, cbtemos as seguintes condicoes
necessarias
7,09 00y (x))+F] 0
X =D

[Fy1(f'<x)_y‘(x>)+F] -0
chamadas EQUAGDES DE TRANSYERSALIDADE.

EXEMPLO - Determinar a distancia da parabola y:xz a reta y=x-5. 0

problema consiste em minimizar o
funcional "comprimento de arco”

I
)=l Sy T e

a

com a condigao de gue o0s pontos

. : extremos estejam sobre as curvas

dadas por f(x)rxz e g{x)=x-5. As

' \‘/‘)(“’yW(X)

equacoes de transversalidade, nesse caso, ficam
—— . .
(/{lylz + (2x-y') Y “7TJ = 0
. L ;1+y" X=a
\-l / - -—-—-—--2——-' \
Tey' S w (1 -y L 2} =0
3 ;q+y' 1x=b

Por outro lado, a equacao de Euler nos da extremantes

da forma y(x):k1x+k? e, como as condigcoes de transversalidade

yla)=f(a) e y{b)=¢(b)



devem ser satisfeitas, vem

2
k]a + k2 = a
(1.}
k]b + k2 = b-5
De (1.} segue:
J1+k$ + (2a—k1} km?f: 0
Hk1
{i13.)
kS e (1 wky) R = 0
Resolvendo o sistema formado pelas equagoes {1i.)
{1i1.), obtemos k1=—1, k2=3/4, a=1/2 e b=23/8% fornecendo entao

extremal y(x)=-x+3/4. Assim, a distancia sera dada por:

23 23
g "'""‘_| _
19,
¢ = [0 Ae-1 dx = vk B - '98/?
I 1
5 =
TEOREMA 1 - Se o funcional J(y) tem a forma

b .
Iy) = J Ax, )y 8 dx

d

onde A(x,y)}#0 nas extremidades, as condicoes de transversalidade

sag do tipo

y'(a) = - —h— e y'(b) = -
£ (a) 3’ (b)

istu €; as condicdes de transversalidade se reduzem a condigoes

de ¢rtogonalidade.



Dem: Consideremos a equacao para um dos extremos (para o

demenstracdo e analoga)

[F + {(fl-y")F .] =0
Y dx=a

L7
Para F=A(x,y)/1+y'~, temos:

l}(x,y} Ty 2w MY IYD o) 2

T+y° Jx=a
cu ainda,
[A(x,wmf‘y')} 0
- /%+y'2 X=a
Mas, A{x,y)#0 para x=a, 0 que 1implica em
¥=3a
DU Sela,
\ 1
y'i(a) = - ——
'(a)

EXEMPLD -~ Yoltando ao problema da brachistochrone, vamos

rar novamente o funcional

outro a

£
loeud

conside-

tal que y0=y{0)=0 e (b,y]) esta sobre uma reta vertical x=b. Nes-

te caso, na equacgao

r b 15
Sx (F=y'F_ ) + sy, F .| =0
preteerrsy oo e vy,
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temos 6x=0, 8y,=0 e portanto a equagac fica

D A = 0
{/F/1+;T?}x=b

y'(b) = 0.

Por outro ltado, os extremantes sdo cicloides dadas pe-

las squacbes paramétricas

X = Ei(2t~sen 2t) +k

5 2

y= £3(1-cos 2t)
2

Como y(0)=0 obtemos k,=0 e fazendo & mudanga de parame

tros 2t=7, vem

vt} S3(1-cos 1)
2

Usando a condi¢ao de transversalidade y'(b)=0,ven
k

7} sen T

= 2 L

|z
Y

-§{1~COST)

dy dt
I ‘l = —_— =
y' (b} du | %x=h - x|x:b

r::_‘o.
e

0 que implica em

%% sen 1 = 0

com Osv<20 e logo ©=0. Se t=I, temos bxh%n e kW:jr.
2 1 Al



Assim, um extremo para o funcional J sera tomado somer

te sobre & cicloide dada pelas e

. 5 quacoes:

x(1)= L(r-sen 1)

y(1)= L2(1-cos 1)
Iy (:) com Ogrg2l.

(b) Problemas com fronteiras moveis para funcionais do tipo

b
J(y,z) = ; F{x,y,z,y',z")}dx
a

Neste caso, temos interesse em determinar extremantes

de J com extremidades moveis, sobre duas superficies regulares Sy

e 52. Suponhamos que a curva procurada seja dada por

Tlx)=(x,y(x),z{x))

T ——— e consideremos a fTamilia de cur-

8 AL
AN vas definida nor
LA ;
N B(x,2)=(x,0 (%, 1) 8 (x,2))

com Acf{0,1] e tal que

G(x,0)= (%, h(%,0),9(x,0))=f(x).

S f

Suponhamos ainda gue, para cada *, G(x,2} tenha deriva

(=

as de segunda ordem continuas e adotemos a notacao

L
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Nestas condigdes, o funcional J, definido sobre cs cle

mentas G{x,A} passa a ser funcao apenas de ., isto e;

b))
[{i)=J[G{x,R)=J F(x,¢(x,k},w(x,k),@X{X,A),wx(x,k))dx
ali) ‘
para o qual vamos calcular I1'(0) usando a notagao introduzida 20

(a} acima.

b{x) . .
1oy = [%dxj " dgf-)l_)-} Pl - dalh)) -

Vagay e r=0 - % D=0 Ix=b 4 ix=0 lx=a
b(.—"\) - 1 I“

SN TR & N ST
l?{)\) Y o ¥ o o Al "1:0

+ 6xBF(b,y{b),z(b},y'(b),z‘(b)} -

- {SXAF(asy(a):Z(a}s‘yl(a):zl(a}}
fb[ , d |

= jaLFyéy(x)+Fy,H~ay(x)+Fzéz(x}+Fz.H;éz(a) dx +

Usando integracgao por partes, oblemos:



€,

1'(0)

substituindo

d p . o e
HQéy\x)dx Fy.@y(x) . Jamy(x;dxFy.dx
Qwéz(x)dx = F_,8z (%) b— {bﬁz(x\g—F d
dx z! 5 Ja‘ iax 794X
em 1'(0) vem
= (b[F - —-F 1}6 {(x)dx + [D[F - g—F Jﬁz(x dx +
j,Ly Xy VY SR P A A PO )dx
b D
+ F 8y {x) + F_, 8z (x) + GxqnF = Ox,F =
Y a z a B x=Dh A x=a
b d & d
ot - — 1 d { - |]q +
Ja[Fy dxFY ]dy(x) X+ Ja.FZ dxFZ Gz {x)dx
+ Fo 8y (x) - Foady(x) - F -bZ(X)I -
Y x=b Y X=a z ‘x=b
- B dz(x) + 8xnF - Exy T =
z x=2 5l x=b Alx=a
@ 'b[r -4 ]Gv d Jb[F -4 } x4
e Ja v TRy vixydx + LF2 oz Sz{x)dx
+ SypF | -~ Sxpy ' (xYF - Sy.F +
By %x=bh B Y Ix=b Ay X=a
+ Ox, ¥y (O F + dz,F_, - A%XnZ ' {X)F ll -
A I lx=a Bz x=b B 2 y=b
- 8z .,F_, + 8x,z {x)F_, + Sx F - 5x F‘
Az x=-a A T2 IV B w=b A




(7 gy Jovmen « e, ez -

8]

- 8% {F - y'F - z'F + Ex,(F - P, - z2'F_,
! A( ¥ y e J . B( ¥ N Z )l':b
8yaF |+ 8y Fo| - szl 4 szgF
Aty X=2 By x=Dh Az | x=2a Bz x=Dh
Podemos escrever entao
. oo | & d
11(0) = a Fo 5 Fyo|sy(aodx 4 Ja[FZﬁ CFolaz(x)dx 4
b b b
+ SXe(F-y'F ,~2'F_, + oAy.F b dz,F [‘
(F-y'Fy 21 . yeF, . §z,F N

que € a PRIMEIRA VARIACAQ GERAL DE J.

Considerando que a curva dada pelas equagOes y=y(x)

r
[

z=z(x) e extremante de J, as integrais acima se anuiam e entao, 0B

temos a condigao geral

b

1
L]

6x.(F~y'Fy.“2'Fz|)

+ Sy,Fy.

sl

OBSERYACAO - Se o0 ponto A={(a,y(a),z{a)) esta fixo e B varia

uma curva de equacgoes y=¢(x) e z=¢p{x), temos
GYB = ¢1(b)6XB

57

11

B wl(b}ﬁxB

@, entao a condigao

sohre
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(%) Sxg(F-y Fy 2 'F )

se transforma em

¢, pela arbitrariedade de 6XB vern

= 0
Xx=h

+{p'-z")F

|Falor -y )F ,.

_\f‘ 1

perficic de equagao z=f{x,y). Entao Gz=fxdx+fy5y e a condigao [ )

e reduz a

[F—y Fy,—z FZ.+foz.}X:b6xB + [Fy'+yz'fyw éyB = 0

“4uw=b

e, COmo Gxa e GyB sao independentes, obtemos

[F 'F Faf F ] 0

",}" |_Zl l+' [ =
s z Xz Jx=b

Fo.+F_f = 0

\iy] z _V:lx:b
{AFEMPLG - Achar a distancia do ponto B={1,1,1) 3 esfera unitaria de

ralio 1.

sotucdo: O problema consiste em minimizar o funcional

1 ey
J{y(x),z{(x)) = J /{;y'2+z'2 dx

a

k)

com a condicao do ponto A={a,y{(a),z{a)) estar sobre a esfera. Sabe-



mos, pelas equacgtes de Euler, gue os extremantes de J sao retas do

tipo

1)

[
n
-

e, como a reta em questao deve passar por B, temos

k]+k2 = ]

13

k3+k4 1

Pela observacao anterior, as condi¢oes de transversali-

dade tem a forma

R 2 . l
L /H+y‘2+z‘ /1—x -y 1+y'2—z'2 x=a
r I.“ 1

i ¥ 7 - I

Y
s | - ‘
L/]+y'£+z‘2 /]+y'z+z'2 /1—x2~y%lx=a

-/
Substituindo (i) em {(iii) e notando que Z(aj=v1—az—y(a)

pois A esta sobre a esfera, vem

z{a)—kBa = 0
(iv)

kiz{a)-kyy{a) =0
2 COmD

y(a) = k1a+k2
(v)



obtemos de (i1), {iv} e (v) os valores klzkgzl e ko=k,=0 e entao, o

extremante de J terda as equacoes

Como A esta sobre a esfera, devemos ter

a2+a2+a2:1
) . + 3
ou seja, as - o
. 1
Se a:ﬁg entao J(y,z) = [ /3 dx o= VT -]
: '3
3

H

1
Se a:-ig entao J(y,z) ( /3 dx /3 o+
3 T
3

nortanto podemos concluir que a distancia de B ate a esfera wvale

/3 - 1.



V - EXTREMATS ANGULOSOS - OBSTACULOS GROSSOS

(a) Extremais arngulosos. Até o momento, temos assumido

Ccom poucas excec¢cées, que os extremantes - solucdes da equagao de
. - = 1

Euier - sao funcoes de classe C . No entanto, em alguns problemas,

essa hipotese de regularidade deixa de ser natural.

Problemas de reflex@g Consideremos o problema de se encontrar o3

extremantes do funcional

b
Iy) - J Flx,y,y')dx
a

com as condicoes Yosylak yy=y(bl},

pontos fixos, e sabendo-se que

um ponto que parte de A={a,y(a))

{ atraves da curva y=y(x), refle-

te-se na curva ¢(x) antes de chegar em B={(b,y(b))(Fig. 1}.

Nestas condicdes, & natural esperar que o ponto de re-
flexao C={c,y{c)), sobre a curva ¢(x) seja um ponto "angulcso",is-
to e; as derivadas laterais yi(c) e y'{c) podem nao ser iguais. Su
pondo que y'(x) seja continua nos intervalos la,c}) e (c,b], torna-

s¢ conveniente representar o funcional J na forma

C I;b
J(y) = ( Fx,y,y')dx + |

Fix,y,y'ydx.
'a e

A condicao basica para extremo (8J) (h)=0 nos leva ao

¥
problema de encontrar extiremantes para as duas integrais, indepen-

dentemente, levando-se em conta que o ponto C={c,y(c)) e movel ao



Tonge da curva ¢(x). Assim, para calcular a variagao do funcional,
vamos considera-io somente sobre extremais que tem ponto angulosoc

O,

em C. Temos entao,

I'O““[bF“dF )6 Ydx o+ 8 Fr{g'~y')F -
( )w'ja( yooax ! yi{x)dx uxc[ (¢'-y") Yl}x:c‘

. 6xC{F+(¢‘~y')Fy.} f= (89}, (M)
Xx=C

Como y & extremante de J, temos

d ,
Fy =y Fy = @

e dal segue que a condigao (GJ)y(h):O e equivalente a
SR R UTEAE |
[ Y Ix=c” Yo ix=c”

chamada CONDIGCAQ DE REFLEXAD.

EEQBEMA 1 - Cbnsideremos o funcional

b ]
J(y) = J G(x,y)/1+y'2dx
a

com A={a,yl(a)) e B=(b,y(b)) fixoseC={c,y{c)) um ponto da curva da
da pela equacac y=¢(x) tal que G(c,y(c))#0. Entde os angulos de in
cideéncia e de reflexao sao iguais em C quando y e extremante de J.
Dem: Seja y=y{x) um extremante passando por A e B. A condicac de

reflexao em C nos leva a equagao:




X=C

G Y LC \/"]Mm“:—?_[.ip“;_-yl_xi} = G , ﬂ/]—mi_? (fbl_‘yl}
{c,yi ))[ +ty o4 {q:;—) (c,y(c)) +y +;T:;T?_XZC+

que, simplificada fica

l+(b|y| _ -|+d,ll‘y1
1+y'2 X=C ;1+y'2 x=¢

a=arc tg (¢'{(c))
By=arc tg (y (c})

Bp=arc tg (v (c)),

¥ temos

T+tgu tgG] _ I+tgo thz

3

=Sec U Sec
2 8y

O,

ou ainda

~cos(u—81) = COS(G-BZ)

0 ' 0
Como 6]—180 :anBZ, GZ:B]—a e cos(01v180 ):cos(a—Bz)

:—cos(m—B])=—cos(6]~u)=—c0582, vem 8,=6, pois ambos 530 agudos. [J

Problemas de refracao Suponhamos que na regiac considerada para

a investigacao do funcional, exista uma curva y=¢(x), de desconti-

nuidade para o integrando de J, de modo que o0s pontos de fronteira

B TR Sy U \ e s T a3 P A L R e TR T I
. e L T TR T B A e e e i T B e
SR : I 1
e e .

Twf et
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A=(a,y(a)) e B=(b,y(b)) estejam localizados em lTados opostos da

curva y=¢{x} (fig 3). Podemos representar J na forma:

o

C
Jy) = ( FoOsysytide + 0 Fo{x,y,y ' hdx

;
o Ve

onde F](x,y,y'):F(x,y,y') na parte AC da curva y=y(x) e na ocutra

parte BC temos F2(x,y,y'):F(x,y,y')‘ [ natural esperar um pento

t

anguloso em C. 0Os arcos AC e CB sao necessariamente extremais (e

3
JU A primeira variacac de J pode ser escrita como:

C b
(60),(n) = 8] £ 00wy ax + sl F, 00y y e -
N 3 | e Z
C d ‘ -
= Ja(F]y_ 5 Fly.)éy(x)dx + {F}+(¢ -y )F?ylﬁxzc“oxc+
b d -
JC(FZy" ax Foy )ty xidx - {F2+(¢1'y1)F2y' X:F+5X

Impondo adora, a con-
dicao

(8d), (h}) = 0,

Y
obtemos a chamada CONDICAO DE RE

FRACKO :

[F2+(¢'”Y‘)r2yl} :

X=C




TEOREMA 2 - Suponhamos que ¢ funcional dade seja da forma

)
0y - | Gix,y) ey 2ax
a

ql

com G{x,y) descontinua nos pontos da curva y=¢{x) gue deixa A e B
em lados opostos {fig 4). Entao, os angulos de incidencia e de re

fracac obedecem a "lei de refracao da luz".

Dem: VYamos escrever J na forma

C 7
J(y)z[ G1{x,y)/1+yt£dx +

I3

)
+ J Gg(x,y)/1+y'2dx,
C

com GI(X,y) regular em [a,c], e

Go(x,y) regular en (c,b].

A condigao de refra

cao, neste caso, fica

—!‘E'CPIYI B .1+(b1‘yl[
Gy (%,¥) = o= Gy ) .
1 1+y'2ax:c 2 /1+y‘2[x:cF

Fazendo a=arc tg{d¢'(c)), By=arc tg({y' {c}), e ainda

!

¢)), podemos escrever:

1

T+tan th] Gz(c,y(c))1+tgu t982

Gy(c,y(c))—=—m—
] T+tg B] ;1+t928?

que, simpiificada, fica

cos(a-Bqy) . Go(c

G
cos{a-B,)  Gylc,y(c))




No caso em gue as funcoes G1 e G2 sao dadas por

Gy{xsy)= L
vy
o {5,y )=
Vz(xa.y)

onde v, e v, sao as velocidades da luz nos meios separados por

2

gbtemos a expressao que da a lei de refracao da luz - ou lei de
SNELL:

sen{z-{a-8y))  vi{c,y(c))

sen{g-{o-By))  vyle,y(c)) &

OBSERVACAD - 0Os extremais com pontos angulosos Nao CcOrrem apenas

4
em problemas de reflexao ou refracgao?

OBSERVAGAC - CONDICAO DE ANGULOSIDADE - Nosso cbjetivo e encon-
trar condiggés gue devem ser satisfeitas pelas solugoes com bpon-

tos angulosos para serem extremantes do funcional

b
J{y) = J F{x,y,y')dx.
a

)

Supondo que y=y{x) tenha somente um ponto anguloso,
por exemplo C={c,y(c)), temos

c

b
J{y) = J( Fix,y,y'Ydx + J Fix,y,y')dx
d C

C) L TR TS e
(:) I B TR TIE LTS ERL S e L



e a primeira variacgao sera:

([_J&l)\(h)_[[wy'}? .] _8xX - F .} oy {r-y'r ,} Sx -
Y X0 A Yolx=c?
~-1F 8 + [bAF S 4 F Sy {x)dx
V'l et Ye Jab oy dxo Y / ‘

Temos entao as seguintes condigces:

(1)[FY— dx Fy']z 0 (pois y & extremante de J)

(ii)[?y,Jx:C“ :{Fyljx=c+ (pela regularidade de F)
{(171) dx. e dy_ sao independentes

As duas ultimas condigOes sao conhecidas como CONDI-
COES DE WETERSTRASS-ERDMANN que, juntamente com o fato (5J)y(h):0

impticam em

chamada CONDICKO DE ANGULOSIDADE. Tal condicao, mais a continuida
de de y(x) nos permite determinar o pontc anguloso C, quando exis

tir.

. e
EXEMPLC - Encontrar extremantes de classe L7 com pontos angulosos

para ¢ funcional

Solucao: Da caondigao (i1) acima obtemos



o que implica na diferenciabilidade de y(x) em toedc pontc C do in

o n

tervalo [0,b], e portanto, o problema nic admite solucgio
EXEMPLO - Encontrar extremantes de classe C° para o funcional

?
dy} = JO.\/'?(%y')ZdX-

Sotucao: Sendo y{x) um extremante de J, a equacao de Euler

deve ser satisfeita, 0 que nos fornece y(x) do tipo
y o= ka +k2.

Impondo a condigao de angulosidade, vem

i,
v Eaeyneayn ] [ o oean]
- X=cC Ix=c
e de
el
{rylllx:c [Fyl x=c
Vel
{y'('l-y‘)u—zm] [y‘(i—y')(i—zm] .
X=C xX=C

Uma solucao trivial e dada por yi{c)=y’'(c) (isto e; y
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e regular), e como 0s extremantes sao retas passando pelos pontos

(G,0) e (Z2,1), temos y](x):x/Z

(fig 5).

.P*wmwhwu—vi;;;;;;ﬁ Se y,(c)#y {c), pode
: mos ter

1 2 ou
O
1 1

Concluimos entao, que 0s extremantes de J, com pon-

tos angulosos sao fungoes cujos grafices sao poligonais unindo os
pontos A={0,0) e B={2,1), compcstas por segmentos de retas do ti-
po y=k, ou yxx+k2(com I<1 e k2 constantes reais).

Nos graficos abaixo, temos algumas das possibilidades

para y{x) com pontos angulosos.

~

| ® | O
X se  Dgxgld 0 se Ogxgl
‘{?(X) = YS(X) =
1 se Texgd x=1 se lg<xg?Z
com ponto angulcso em x=1. com ponto anguloso em x=1.

UNICA MP
BIRLIOTECA (THTRAL



E
| (x e 0<x<2/3
e | 273 se  2/3<x<]
I 1 i ' i 1 \ i N )
_m_i__me;//: Y ) Yalx) =
AT x-1/3 se 1<x<4/3
,.,f;-_lﬁhj._l_m‘,__i
//{ N 1 se 4/3¢x<2
1 i ' ; 2
%‘ % 1 % g. 2 (E) com pontos angulosos 2/3,1, e
Y a3,
; 0 se  0<x<2/3
o x-1/3 se 1/3¢x<2/3
o T )
R L e o 1/3 sa  2/3<x<]
2 ys(x) -
e A x-2/2 se 1<x<4/3
AR
T2 1 4 5 2 (:) 2/3 se  4/3<x<b/3
33 33
- se b5/3ix<?
com pontos angulosos 1/3, 2/3, 1, &4/3, e 5/3.

Assim por diante,

podemos construir

mantes do tipo acima. E importante observar que

2

Iyq) = J (1/72)5(1-172)%dx = 1/8
0
enquanto que, para todo i=2,3,4,5 temos
'J(y]-) = O

infinitos

extre-

pois em cada sub-intervalo de integracao, um dos fatores do inte-

grando e nulo. Como J(y)20 para todo y(x), concluimos que as fun-

coes Yos¥3s¥gs & Yo dadas acima, constituem "pontos" de minimo pa
ra J, porem, ainda nac podemocs conciuir que y](x) fornece o valor

maximo para J.



(b) Obstaculos grossos.
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Seja F

a classe das funcoes

continuas com derivadas centinuas, cujos graficos nac contém pon

;’.: \ ”//TB
| ~ |
o |
M ' |

R o(X,y)=

/: e ;
al i | :
IJ ! . I
a c ol b

ples ¢(x,y)=0, onde

tos interiores ¢ regiao plana R
limitada pels curva fechada, sim
veC (Fig 10},
Dizemos que a regi-

ao R constitui um obstacuiogros

Sg para as curvas admissiveis y

B=(Db,y(b)).

determinar os extremais deo funcional

uma regiao conexa.

to M da fronteira

co M'B invariante.

Sgndo

com as condicoes A

de J guanto

Tigando os pontos A=(a,y{a)) e
Vamos, por simplicidade, considerar o problema de se

J, definido em F, quando R @

Assim, vamos nos restringir a procurar um pon-

de R, transversal a curva y=y{x), deixando o ar

J um funcional do tfpo

Iy) = J “(xyay ) dx

d

={a,yla)) e B={b,y(b)), estudaremos a variagao

Podemos escrever

C
J(y) = J Fix,y,y')dx +

e vamos nos interessar pela primeira

a

J como

o
( Fix,y,y')idx
la

b
J Fix,y,y"')dx
C

integral

M=(c,y(c)) varia sobre a curva vy, de equagao ¢(x,y)=0
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com M={c,y{c)) e A={a,y{a)) fixo. Para 1sso, suponnamos que, nu-
ma vizinhanca de M, a curva v possa ser grafico de uma funcao ®{x)

Temos entao
C ™
(SJT)y(h) = J‘(F T dx Fy‘)SY(X)dX + F+(¢'-Y')Fy‘}x=c6xc

conforme pag 79. Como a equacao de Euler deve ser satisfeita, pode
mos afirmar que a integral se anula.
0 funcional
b
dJoly) = | F{x,y,y')dx

e
tem tambem em M um ponto de fronteira movel e, como a curva y=p(x)
ndo varia numa conveniente vizinhanca de M, a variagao do funcional

J guando M se desloca para a posicgao (c+6xc,y(c)+§yc), reduz-sa

23
a mudanca dos limites de integracao:

- b b
ﬁJz : J F{x,y,y')dx - J Fx,y,y')dx =

c+6xC C
c+6xC
= - J F{x,y,y')dx =
C
c+é‘xC
= —J FOXL@(x), 0" (x))dx

C

peis y=0{x) em [p,c+5xc]. Usando o tecrema dec valor medio e a con-

tinuidade de F, vem:

AJZ = [HF(XS(b(X),(bI(x))Jx:(_[SXC 4 B‘SXC

onde BE-0 se éxc+0. Portanto,



3

(53),(n) [F(x,y,yl>+<¢'—y)Fy.]xzcﬁxc - [Fooeen] o -

=C

#

[F(x’yvyl)'F(thn(bl)"(q)l_y.)Fy'1 §x%
Yx=c

pois y(c)=¢({c).

A condicao necessaria para extremo nos da entao,
(*) F(x,y,y')~F(x,y,¢‘)—(y‘~¢')Fy.} = 0
. X=C
e, pelo teorema do valor medic aplicado a variavel y', venm

F(x,y,y")=-Fx,ys9') = (¢'-y"IF (x,y,p)

¥
para aigum pely'(c).e'(c)). Dai, podemos escrever (*) na forma:
(y' -0} [F

y LXLY, "Fllx: » ©) = 0
FELEE LD RLavl nyL:C

Aplicando novamente o teorema do valor medic, vem

=0
X=¢

(y'=¢ ) {p-y " IF . {x,y.0)

Yoy

onde qely*{c),p(c)l. Esta Ultima iguaidade e chameda CONDIGAO UNI
LATERAL DE OBSTACULO.

Como p & um valor intermadiaric, entre y'(c) e ¢'(c),
teremos p(c)=y'{c) se e somente se y'{(c)=¢ (c). Dai concluimos que

se Fvgy!(x,y,q)#ﬂ, entdo a condicao unilateral de obstaculo fica:



isto &; no ponto M, o extremante AM e a fronteira de R tem a mesma

tangente.
EXEMPLG - A figura abaixo e o mapa de uma regiao ITitoranea onde
estac situadas duas cidades A e
- e
."/ .
) B que devem ser ligadas por uma
Ak EB
! ' rodovia, Queremos saber qual a
3 km \\ ' 3 km |maneira mais econcmica de faze-
; ~lo{fig 11).
| / . - .
ﬁamwquhm%mmW@{/ é{:) Solucao: 0O problema consiste em
2 km 2 km , '
. determinar a rodovia de menor

comprimento, ja que a largura e fixada. Esceclhendo um referencial
conveniente, podemos, depois de obtidos os dados do problema, formu
la-1o em linguagem matematica como segue:

Encontrar os extremantes do funcional:

2 ,
J(y) = Jz‘/H—y‘de

com as condigoes y{-2)=y{(2) = 3

2 . C
e y<x {supondo, por simplicida
de que a margem do mar se apro-
xime da parabola y:xz, numa vi-

zinhanga conveniente da origem

i
b fig 12).
2@( g )

Ja sabemos que os
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extremantes do funcional acima sao retas do tipo
y = k]x + k2

com kI e kZ constantes. A curva procurada y{(x) consiste de tres

partes: 0s segmentos AM e MB e o arco de parabola MM'. Do fato:

|
Foryo = F 0,
y'y (1+y.2)3/2

obtemos a condigao unilateral de obstaculo
y'{c) = 2c.

Vamos determinar a equacao da reta r que passa peios

pontos M e B(para a outra, o raciocinio e o mesmo}. Temos:

reoy(x) = 2cx + k?

e, como M estd sobre a parabola e sobre a reta, vem

y(c):2c2+k2 e yl{c)=c

do que obtemos

lLembrando gue B esta sobre a reta r, vale a equacao;:

3 = 4c + kz

que, juntamente com a equacao antericr fornece

)

c =1 ou ¢ =3
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Se c=3, 0 ponto M esta acima de B, nao interessando ao

problema fisico em questao. Se c=1, temos a equacgac procurada
y(x) = 2x-1

parz o segmento MB. De modo analogo, encontiramos

y{x) = -2x-1

para o segmento AM'. Logo, o extremante de J sera definido pelas g

quacoes:

-2x-1 se -2¢x<-]

2
yix} =< x se -lgx<l
2% se  l<xg?



V1 - CONDICOES SUFICIENTES PARA EXTREMO DE UM FUNCTIONAL

1. Legendre tentou, sem sucesso, provar que uma condicao necessari

a para que o funcional

)
Iy) = J Flx,y,y ' )dx

tivesse um minimo local em y, era que

fosse satisfeita ao longo de y. 0 raciocinio feito foi o seguinte:

A segunda variacao de J7 e dada por

- b
520y (ny= 4 J (hlF +2hh'Fyy1+h‘2F | 1)d§;7 (phegn?ydx

Y e )y Yy yy 5
gue se transforma em
b 3
,(SEJ)y(h) = J (Ph‘2+2whh'+(Q+w')hz)dgj}

a

onde w=w(x) & uma fungac suficientemente diferenciavel definida em
la,b].

Supondo que P(x)»0, temos

P S 2whh H(Qrw ' VhE = (/P n /G h)C

seye somente se,

i c
s GegiwtES Py S B
T NTR WY dw WY

(=3
ny

w

i

b b

& . 2
(w!h“ezwhh?jde = J[ ?—(f_r(whzﬁa.r = wh = 0.
a a [

€ |
2 Wosande que |
.) 1 Pl
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VP htvQrw™ h o= whh

ot

P(Q+u' ) -w’ = 0

conhecida como EQUACAQC DE RICCATI, e que implica em
2
(8703, (h)>0

Embora seja sempre possivel resolver essa equagao lo-
calmente, na&c ha nenhuma garantia de que possamos resolve-la glo-

balmente em {a,b], como mostra o seguinte
CXEMPLO - Na equacgao de Riccati, se fizermos P=1 e (Q=-1, temos:

w'—(1+w2) = 0

que admite a solugao

No entanto, se b-a>m, ndo ha solugao w(x) definida em todo o inter

vaio [a,b]. Na verdade, a condicdo

em cada ponto da curva y(x), nac e uma condigao suficiente para mi
nime de J pelo fato de ser uma condicac local.
Suponhamos, entretanto, que P>0 2 admitamos que w(x se

ja solugao da equacgdo de Riccati em [a,b]. Entdo, & segunda varia-

cao de J pode ser escrita como



Jb W oy 2 CD

P{h'+ 5h) dx

que assume apenas valores nao negativos e se, para algum h, tiver-

Mos (62J)y(h)=0, entao, como P>0, vem

@ como h{a)=0, pelo teorema da unicidade de solucgoes de equacgoes

diferenciais, vem

Loga, temos

((SZJ)y(h)zo < hz0,

0o gue afirma éue J e DEFINIDO POSITIVO, e entao existe uma constan

te k>0 tal que

Z z
(6°9), (h)2KlIn]

O0BSERVACAQ - A equacao de Riccati pode ser reduzida a uma equacin

diferencial linear de segunda ordem fazendo
u |
W= P {com u#0 em [a,b])

e dal obtamos

o 2
(\-Dé:.ﬂew vhacrvar que Ep- = Qo



P(Q+w')—w2 = - dg(Pu’)+Qu = 0

chamada EQUACAQ DE JACOBI.

OBSERVACAC - Para obtermos uma solucao global da equagao de Ricca-
ti, a partir de uma sclugac u=u(x) da equagdo de Jacobi, devemos

ter u#0 em {a,b], o que nem sempre acontece.

7. Campos de extremantes -

DEFINICAOD - Seja © um subconjunto aberto e simplesmente conexo de
7
R, Um CAMPO DE EXTREMANTES para o funcional

b
Iy = j F(x,y,y ' }dx
a

(onde F tem derivadas parciais de segunda ordem continuas), e uma

famiiia de curvas y=¢(x,a} satisfazendo:

(a) Cada y=¢(x,u) & um extremante de J, isto e, satisfaz a equacic
de Euler para J.

(b) Se Pefi, existe uma Unica curva da familia que passa por P.

(c) Se p(x,y)(definida em Q) & o coeficiente angular da reta tan-

gente a curva y no ponto P=(x,y)eQ, entao, p{x,y) tem derivadas par

ciais de primeira ordem contTinuas em {x,y).

OBSERVACKED - 0 campo de extremantes e denotado por {Q,p{x,y)) e a
fungao p(x,y) & chamada FUNCAO DO CAMPO (ou FUNCAO INCLINACAC 0o

CAMPO)

£

LEMA DE HILBERT - "Seja (&,p(x.,y)) um campo de extremantes para o




funcional

e v uma curva fechada, retificavel e inteiramente contida em . En

tao,

[Y{[F(x,y,p(x,Y))—pr=(x,y,p)]dx + Fy;(x,y,p)dy} = 0"

F

Dem ; Basta verificar gque & forma diferencial da integral de 14-

nha e exata; isto e

i _ B
W[F(X:y!p)—prl(x:yap)]" a—x' Fyl(x:yap)
De fato,
9 rr. - n(E ) -
gy LT pFy I FyrFppymp(Fy o Py Py iy Fy =
=F -y'F ComY YR
y Y Tyry TV Ty Py

pois y'(x)Y=p{x,y) em {. Logo,

2 [F- T+ (- - = F - & .
ay[F prLJ+[ Fyiy pxFy.p] Foax Py = 0

pois y e extremante de J, e dai,

d e - L]
SLF-pFy ] = Pyt Fyny = g Ty Loy bovhy.

"y : I .
Voren cne Fom e 20 " T L
(B Forar que £m o &ylny,pla,y4l) y e ey TRy T R
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3. Condicao de WETERSTRASS
Seja y=y(x) uma curva extremante do funcional

Jy) = J Fix.y,y')dx
a

igando os pontos A e B do plano e passando por C e D(pontos quais

quer de y). Vamos considerar as curvas y=y{x), variacoes de y(x)

gue passam pelos pontos A, D, C ,
e B, tal que em [a,d] e [c,b],
y{x) coincide com y(x), em [d,ckj‘
e uma parte de uma curva o{x,r) e A D

em [c¢,,c] 8 um segmento de uma re ! |
A - -

ta r dada por
r(x)-y(c):mr(x—c) (fig 1) )

No intervalo [d,c] temos

_ c{a) ; ¢ i
Jiy) = F (%, 4 , ) ,' - , dx = 1
(5) = [ Fetn e b ¢ [ Flxe e = 10)

Suponhamos que, para cada i, a curva ¢{x,x} seja do ti
Do

G(x,A)=y () +er(x-d)

ende c»0 se mr>y‘(c) ou e<0 se mr<y'(c).

Fazendo
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temos

e, entao,

c
N . d de(A) i
it (O)—[ < (x,r,m _ jydx - _7T1 Fix,r,m_ ) =
JC(O)HA A ) P
=-dx _[F{x,r,m )]
" x=c
Portanto, temos
o= sx PGy Ly )| wrooyo |-
- TX=C X=C

(memy GO)| Py Gy (60w (0))

¥=CJ

DEFINICAC - A FUNCAC EXCESSO de WETERSTRASS & definida por

EOGysy ) =F Gy E)-F Oy, y )= {E-y IF oG ysy ') (com EeR)

Com essa notacao, a variacao efetuada acima fica:

1'(0) = ~dxc E(x,y,y',mr)[xﬁﬁ

@O porxto 8 @ fire ¢ CR varie nobre a reta r tal que O, *C gquandy A=0.

(‘OE’?-E‘: formula de Letbntas.
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TEOREMA 1 - "Se y=y{x) da minimo para o funcional

b
J(y) = J Fix,y,y'rdx,
a

entac, temos

para todo £eR o Yecela,b]?

Dem: Suponhamos que existam £eR e cela,b! tal que

E(x,y,y‘,i)i <0.
TX=C

©

Fazendo gzmrg yem

2, portante,”
yle(hyj+er{c{h)-d} = y{c)+m (c{X)-¢c)

o gue Implica em

) e(c{A)-d) ’
e da’t,
dr } (c(k)~d)[mr—y'(c(k))1—[y(c)+mr(c(l)~c)—y(c(k))l‘
deti )20 e(c(n)-d)?2

@Considcmmda! qua m,= wlel= yleld)ited o) a; , dfx, M=yfalrediz-d) e r(z:)-uf'c)wrrl'x"o.’
c-c (i)
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_mpmy'(e)
(c-d)

Mas, pcr outro iado,

MM = 6)((:

di A=0

e entao,

T _mua-y'(c).
5. e{c-d)

Como & e mr—y‘(c) tem sempre sinais opostos, vem
dx <0.
o
Portanto,

1'(0) = =6x_ E{x,y,y'sE)| <0
e

g, para A suficientemente pegueno,

Jy} = T <I(0) = J(y),

o que contradiz o fato de y ser "ponto de minimo" para J. Logo, de

vemas ter

E(x,y,y'sa)l 20
PX=C

para todo £ecR e quaiquer cela,b]. b
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TEOREMA 2 {Condigao suficiente de WEIERSTRASS)- "Seja [, dada por
yoryo(x), uma curva com extremidades A e B no campo de extremantes
(R,p{x.,y)). Entac, se E{x,y,p(x,y)-&)20 para todo ZeR e {x,y) em

com y "proximo" de vy g um minimo do funcional

b
d{y) = J Fix,y,v')dx!

Dem: Seja T'', uma curva de extre
midades A e B, tal que v=['Ul'" es-
teja nas condigoes do lema de Hil

bert, isto e; para todo y admissi

vel, vale:

[ .
| ALFCOyp0Gy))-pFy Goyap(xoy ) ) JdeeF Gy, pldyl= 0 (Fig 2)
. 3

A integral acima pode ser desmembrada em duas integrais

ac longo de I'' e T'. Temos entao,

| [P0y ) =pF . ydxeFdy]

Jr

i

1
_—
—

-
—

=

B

=
—
[

>

e

Y = [ F(Xaysp}dX+Jpl{[F(x’y’p)—pF

ey TdxsF L (xy,p)dy) = 0
I p )

Y

L

Por outro lado, se

¥ o= J Fix,y,y ydx - J Fix,y,y')dx,
-7 T

como Y=0, podemos escrever:

(E)L&Uauiu-ad g gantd gue dyc=pdx sobre o extremante L.
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.

X = N+Y = {[F(x,ygya)-F(x,y,p)+prj(x,y,p)]dx—Fv.(x,y,p)dy} -
b A

- E(X’y’p(xay):yl)dx » O,
T

-~

DaT concluimos que

J F(x,y,y')dx 2 J F(x,y,y')dx
-T¢ r

ou seja; a curva I', de equagdo y -y (x) minimiza o funcional J. [

OBSERVACAO - (Resumo da condigac suficiente de Weierstrass) Consi

deremos a fungiao de Weierstrass

E{x,y,p,¥"') = F(x,y,y’)-F(x,y,p)-(y'-p)Fp(x,ygp)

onde p=p{x,y) e a inclinacao, no ponto (x,y), do campo de extireman

tes do problema variacional para

com as condigoes y(xo):yo e y(x]):yw. Para que a curva F:yoryo(x)

seja "ponto® de extremo fraco para J, sao condig¢oes suficientes:

(1.} A curva T:y =y (x) e extremante de J, isto e; satisfaz a e-
quagao de Euler juntamente com as condicoes de fronteira.

(2.) 0 extremante Yo pode ser incluido em um campo de extremantes

(2,p{x,y)), com yi(x)=p(x,y ).

(3.) A funcao E(x,y,p,y') conserva seu sinal em todos o0s ponto:
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(x,v) suficientemente proximos de [', para valores de y' proxiwos
de plxsy -

Nestas condicoes, o funcional J tera MAXIMO FRACO em
y=y (x) se E<O; e MINIMO FRACO se EzO.

Para extremo forte, as condigoes suficientes sao (1.}
e {7.), acima, e ainda
(3.7 E(x,y,p,y') conserva seu sinal em todos os pontos {(x,y) pro-
ximeps de Y,» bara guaisquer valores de y'(x). Assim, teremos MﬂXl

MO FORTE ce E<0 e MINIMO FORTE se EzO0.

EXEMPLD - Analisar os extremos do funcional

(! 1,2
J(y) =] (x+2y+sy! T)dx
I

com as condigoes y{0)=y{1)=0.

Solugao: (1.) A equacgao de Euler para J nos da

que fornece extremantes do tipo

2
yix) = x7+kyxtk,,

0 extremante que satisfaz as condicoes de fronteira e

definido em [0,1].
(2.} 0 extremante Yy pode ser incluido no campo de ox-

tremantes
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2
¥ o= XTHCx
com g funcao do campo

p{x,y) = yo(x) = 2x-1.

(3.) A funcgao de Weiterstirass, nesse caso, fica

1..2 1.2 \
EOXyapay ') = xd2yssy ' Tox=2y-gp -y p)p -
A B
= — - )-{—-._.. =
ZY yoF ZP
1 2
= Sy~ 0
sy -p) 7
para cualquer valor de y'. Portanto, o funcicnal J tem minimo for-
te en yo(x)=x2—x, e vale
o
J(yo) BEE

EXEMPLO - Analisar os extremos do funcional

com as condigoes y{0)=0 e y(1)=2.

Solucdo: (1.) A equacaoc de Euler para J fica
yy" = 0
e dai obtemos os extremantes do tipo
14 —
y{x) = k]x+k2

que, com as condicoes de fronteira nos fornece



2X.

<
(=]
=
p—
1t

A inclinacao do campo e dada pela funcao
plx,y) = 2.

(2.) Podemos incluir Y, no campo (central) de extreman-

tes

con centro na origem.

(3.) A fungao de Weierstrass sera

- | |3 ] 3 1 2
E(x,y,p,¥') = y'"4y'=p -p-(y'-p){(3p"+1) =

p) ey ieap).

{y

Como (y'«p)2>0, seque que
- E>0 <<= y'+2p>0
isto g
y'ir-7Zp = -4,
Assim, se os valores de y' estiverem proximes de 2, te

remos E>0 e portanto, y0=2x satisfaz as condicoes de minimo fraco

para J. Se y'<-4 temos E<0 e entao yo(x):Ex nao e extremo forte pa

(i)

ra Jd.

6‘0).-‘:11": citremo Fforte afige-se que F congerve o sinal para guaisjuer valeres de y!',



VIT - INTERPRETACAO GEOMETRICA - CONVEXIDADE

Nesta parte, estudaremos a relacao entre as condicoes

suficientes para gque uma curva y=y(x) de minimo para o funcional

)
Hy) = | Flayay o
d

e a convexidade da funcao F{x,y,y') na variavel y'.

DEFINIGCEO -~ Uma fungao f{x) & CONVEXA em %, se feCla,b] e, para

quaisquer kq,k, positivos satis
fazendo as condicgoss kytk,=1 e
kyxqtkox,=x_, com x],xze[a,b] e

Kag <X <X, ;
1<% <% vale

-aj<f(x0)sk1f(x1)+k2f(x2).

Geometricamente, T

g convexa em Xy S& O grafico de
f(x)., entre X1 & %o, esta abaixo de qualquer corda que passa pe-
os pontos A=(xy,f(xy)) e C=(x,.f(x,}) (fig 1), com x],x?e[a,b]
De fato,

kypxytkpxooxy  xqlkg=T)rkox, o mkoxgtkoxy  ky

Ko™ Xy xgﬂk]x]—kzx2 x2(1—k2)~k]x] k]xz—k1x] k]

e, por outro lado, sendo D={x,y), temos, por semelhanca de trian

gulos:

ez
I
—
>
R
=

2
f(xz)—y k1
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0 que implica em
y = k]f(x}) + kT ix,)

e, portanto,

Kyflxg) + KT 2 Tix ).
(a) Condicao de YOUNG - Vamos agora agrupar as condigoes de EULER
e de WETERSTRASS em uma uUnica - chamada condigao de Young - onde

fica mais evidente a relacgao com convexidade.
Consideremos o funcional
b
Jly) = { F{x,y,y")dx
a
com FeCt e yeC][a,b], tal que y(a)=y0 e y(b)=y,. Se y=y(x) minini

za J, entac, devem ser satisfeitas:
(1) A equacac de Euler
(E) Fo- S F , =0

que @ eguivalente a

X
Fyr Goysy') - J Fo(tay(t).y' (£))dt = ¢ (ct8y

com xeia,b].

(ii) A condigao de Weierstrass
(W) E{x,y,y',8) 2 U (¥£eR e xela,b])

gue equivale a
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Fx,y,y't&) - F{x,y,y'} - &F {x,y,y'} 2 0

M

Substituindo Fy. de (E) em (W), obtemos

X

(v)F(my(ﬂ,ybw+arF(my(xmy%xm—aﬁ+
D

F Lty (thy (t))at] 0.
para qualquer £eR, xe[a,b], e ¢ constante, conhecida como CONDICHED
DE YOUNG.

Temos entao, que as condicoes (E) e (W) implicamem (V)

g, como mostra o tecrema abaixo, vale tambem a reciproca.

TEOREMA 1 - "Se a condigao de Young, para minimo do funcional

b
J{y) = J Fix,y,y' Ydx
a

fFor satisfeita, entao, valem tambem a equacao de Euler e a condi-
cao de Welerstrass!
Gem: Temcs

F I(Xay:yl) = {F(x,y,y'+€) - F(X>Y7y’)}

N

) —

que, substituido em (Y), fica

X
(F) Fy,(x,y,y‘) = ¢ + J Fy(t,y(t),y'(t))dt (Vxela,b])
o
e, ainda,
(M) F(x,y,y'+E) = Flx,y,y') = &F {x,y,y' )20 VEeR. »

Y
OBSERVACAO - A condicdo de Young corresponde a uma relag¢ao de con-

vexidade.
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DEFINIGAO - Uma fungao L{x), linear, tal que L{x)<f{x} ¥x, satisfa

zendo L{x )=f(x ), e chamada SUPORTE LINEAR DE f EM .

TEGREMA 2 - (Minkowsky) Uma fungdo real f(x), continua em x_, e

convexa nesse ponto se e somente se admite um suporte linear em X

Dem: {=) Consideremos o ponto fixo Pz(xo,f(xo)) e os pontos va-

riaveis Q={x,f{x)) e Q'={x"',f{x"}) com x<xo<x’(fﬁg 2}y. Se x&xg en

tao, Q+P, e o ceoeficiente angu-
lar da reta definida pelos pon-
tos P e Q tende crescentemente a
um numero real m, pois f e conve

+ -
xa. Se x'-x_ , entao, Q'-P eo cog

k X X <:> ficiente angular da reta Q'P de-

cresce tendendo a um numero neR.

Supondo que m>n, noderiamos escolher Xy 8 X, DroxXimos

de x COMm X4 <X <X ar
€ %o 1% % PATE 05 qua
P is, teriamos uma situagaoc como
P Affﬁfwr“\\\xf na figura 3, ac lado, o que irie

. N
1 . .

: contrariar a convexidade de . Lo
§
I
t
;
%2

go, devemos ter mg<n, e entao, po

<:> demos escolher reR com mgr<n, e

o suporte procurado L{x}, para f

no ponto Xqo pode ser a reta y—f(xo):r(x~xo).

(==} Suponhamos agora, que f{x) e continua e admite um su-

porte linear L{x) em X0 istec e, existe uma reta r passando pelo
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ponto Pz(xo,f(xo)}, tal que o grafico de f esteja acima de r. Con-

sideremos agora 0S pontos P1=(x],f(x1)) e P2=(x2,f(x2)), onde X e

e o ponto medio do segmen-

um namero real qualquer e X2=2XO-X]

to XTYEJ. Nestas condicoes, P] e P2 estao acima de r e o ponto me-

(xg

dio do segmento PEPZ esta acima de P. Logo f 2 convexa em X, - i

O0BSERVAGAOD - Voltando a desigualdade de Young, podemos escrever:

X

(Y) f(a)*F(x,y,yWE)zF(x,ysy')+£[C+J Fy(tay(t),y'(t))dt}

a
que so sera satisfeita guande a fungao f(&) tiver o suporte linear

A

L(£) = F{x,y,y') + Elc + | F (t,y(t),y (t))dt
y

a J
oy ainda, diremos que {Y) e satisfeita se e 56 se f{&) & convexaecm
£=0. Assim, devemos ter, nas generalizacoes dos metodos do czlcu-
To das variacgoes, uma certa necessidade de generalizar o conceito
de convexidade.
De fato, a existencia de minime para o funcional
b
M) = | Fxayay)dx

a
depende da convexidade da funcao F{x,y.,y') na variavel y'. Por ou-
tro lado, pelo teorema de Weierstrass, a existencia de minimo para
J seri garantida se a classe das curvas admissiveis for compacta ou

tiver suficientes partes compactas, e o funcional for continuo.

(b} Semi~continuidade e o teorema de BAIRE-WEITERSTRASS - Continui

dade de funcionais & mais do que se pode esperar, a nac ser gue se
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restrinja consideravelmente a classe das funcoes admissiveis, o que

nem sempre e conveniente. Assim, tem sentido a seguinte

DEFINICAGQ - Sedja J(y) um funcional definido na classe A de curvas

v=y{(x), com xela,b]. Dizemos que J e SEMI-CONTINUC INFERIORMENTE

O,

enm yOEA se, para cada e>0, existe &>0 tal que se yeh Vﬁ(yo)’ en-

tao
J(y) > dy,)-e.
Em outras palavras,
J(yo) < Tim inf J(yn)
N+
onde {y_} e uma sequéncia de curvas de A que converge uniforme-

n‘nelN

mente para Yoo

TEOREMA 3 - (Baire-Weierstrass) - "Toda fungao f semi-continua in-

feriormente, definida em um espaco metrico compacto S, admite um

minimo em SV

Dem: Seja (xn)neN uma sequencia em S tal que

®

pim f(x ) = inf [f(x):xesS} = L

n--m
. - . *
e consideremos uma subsequencia (xn ) de (xn) tai que Xp X e5. En
5 J
fao,
@ A vivirhunga de rade § ¢ cantro em v, & definida pov
"",:'{E:'L;ni = {J;V!JA-'UE]“JUQF\SL onda Hyff=aup”yl’a:) lcam xe [«z,b]}

@) Maloseguineia & denominade SEQUENCIA MININIZANTE.



Tim f{x, ) = inf{f{x):xeS} = L.
J+0o J

Por cutro lado,

f{x*) < Tim inf f(xn )= Tim fix, yo= L
J=00 J J00 J

¢, portanto,

X
e, come x*eS, vem
fix*) = L

isto e,

F(x*) = min {f(x):xeS} L
{c) Teoremas de existencia.

3

DEFINIGAD - Seja H um espaco de Hilbhert™sobre R e consideremos um

subconjunto XCH. Se x eH, definimos a distancia de Xy o2 X por

d(x,,X) = infid{x ,x)rxeX} = inf{|x-x_[l:xeX}.

TEOREMA 4 - Sedja H um espaco de Hilbert e XCH, X fechado e convexo.

tntao, para cada v efl existe um unico X eX tal que

Dem: eja {x ],y uma sequencia em X tal que

Lz) tr eusape de Nilber: & um espapo vetorial normado o complets, cujs norma provém de um produte

ERTIes N
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Tim || x
n-0

N
(a9
—

e

n"xoH = d

Sendo conhecido que num espage de Hilbert H, vale

1l

a-of) 2+ Jlasbf 2 = 2(a P+l b )

para quaisquer a,beH, fazemos A=X "k, @ b:xm~xo e obtemos

2 2 : ‘
me“me +”xn+xm_2xo” = 2(”xn"XDH +me—x0” )
ou seja,
9 ’ 2 W4 X 2
=2l = 20w el = | -2[—”—4\ ) A

Da convexidade de X, sahemos que

X+
—f—a & X
2
&, portanto,
X +X
Hiﬂ—wm - X dl=d.
2 0

Logo, obtemos

2

| 2 2 12
Ogflx = x 17 <2 (I =x 7 dlx - 17 -2d7)

m

e, fazendo n,m»00, vem

Hxn—x +0,

isto @, («x

‘n)nsN e de Cauchy e converge para algum anX, pois X G

fechado. Alem disso, temos
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% — o 1 - | e
Fomxoh = Tim fox ) = d

e entao xo da o minimo. Para provar a unicidade, suponhamos que x'

e um elemento de X satisfazendo a condigac de distancia minima, is

to e,

Rl =l = x 1=

o

Entao, (YO, X'y Xgs XU, Xys X

..) @ uma sequencia minimizante, por

,,,,,

tanto, de Cauchy. Dail resulta que Eorx‘. =

TEOREMA 5 - Seja V um espagoc vetorial com duas normas | |ed {* tais
que || [[* provem de um produto escalar e existe uma constante k>0,
tal que fx|<k]x|* para todo xeV. Se C e um subconjunto convexo de

©
¥, entao, para todo x_eV existe um unico x eC™ tal que

©

H?O—xoﬁ* = Anf{fx-x [ xeC}s
Dem: Seja H o espacgo de Hilbert obtido pele completamento de V em
retagdo a norma | |*. Sendo T* a aderencia de C em H, temos C* fe-

chado, convexo e (*CH. Pelo teorema anterior, segue que, dado XoeYs

existe um unico Yoef* tal que

d(?o,x ) o= H?O—XOH* = 1nf{”xoﬁxﬂ*:ng*} =
=d(x_ ,C*) = inf{HxO—xH*:XEC} = d{x,C).

Mas, a condigao

@ T § g completamenta de € em aefagde z noama [l

o~ * * - . *
5 onde Y Ta-x,0 wtim Bx -x )l e [x ) ¢ de Cauchy na neama {| ||
L2 i i 0* P et n neN



x> x
implica em
cx C T
e, portanto,
Yoef.

®

DEFINICAD - Uma funcdo f:[a,b]+R & ABSOLUTAMENTE CONTTHUAY se, da-
do ¢>0, existe &>0 tal que se {(ai’Bi)}ieI e uma familia finita de
sub-intervalos disjuntos de [a,b] com

€i1(81“a1)<6’

entao.,

D }f(Bj)wf(uj)!<€.
iel

DEFINICAQ - Uma fungao f:{a,b]+R e de VARIACAD LIMITAD&i%e
n
v(f):s;p{ii1\f(xﬁ)—f(xi_T)\:a:xo<x1<...<xn=b}<+m
para qualquer partig¢ac P do intervalo [a,bl.

fonsideremos agora, o funcicnal

+28 (x)yv ' 40 (%) y Y dx,

@ Netagde: fehC.
(;_) Notagdo: FeBV.
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onde A, B e C_sao fungoes definidas em [a,b] tais que A & limita-
da, Bel,[a,b] e Cely[a,b], com a classe de fungoes admissiveis
H][a,b]— das fungoes absolutamente continuas definidas em [a,b] com

derivada em ina,b].

OBSERYACKO - H}[a,b] 2 0 completamento de C][a,b] segundo a norma

definida por
[F] *=max{]f{x)]:xela,b]}+[f"] Ly
Ou por sua eguivalente

HfHH] - HfHL2+HfIHL2

TEOREMA 6 - Seja J, o funcional definide em (*) acima. Entac, se

(i) A(x)zm>0 (m constante)

28>0 (& constante)
pxiste uma constante k>0 tal que, para qualquer ng][a,b], temos

J(y)zk{I!yllEZ+ly'lif?}-

Dem: Consideremos a expressao

2B{x}yy'.

Para todo >0, temos

2B(x)yy' = gﬁ&illg'y' 5 _?'B(x)y%

-

£ ! €

gy’

. b
@ chp[a,b] 48 & 47 se “ ]Hx][pu’x]”p«w.

14
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e, por outro lado,

?
5 B(Z)y_ ey | <B (;)y ¢ elyrl
Logo,
82 X ) 2,2
2B(x)yy'z- yo-ety!
[

b 2
:J {(A(X)‘EZ)Y'2+(C(X)— Emiil)yz}dx.
a €

Fixando-se ezpr5x1mo de m tal que €a<m,temos por (1)
: 2
A(x)-e"2k>0

e, por {ii),

.

e da’t,

T Y

e

b

2 2 2 i

Iy) 2 kJ (y' vy )dx = k{HyHL?+Hy
a <

?
I
-2

COROLARIQ - Nas condigoes do teorema anterior, existe k*»0 tal que

2
J(y)zk*HyHH]

para todo yeH].
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Dem: De fato,

. 2 k
IR S A PA RS L A TR
2 2 "2 =2
_ k 2
= 3 llyHH]_
an- i prs K : i
e, hortanto, basta tomar k*= 7 e seque o resuttado. “

OBSERVAGRO - As condigoes (i) e (11) implicam em J{y)30 e entao,

{J(y)}”r2 & uma norma em H', proveniente do produto escalar
b
{y,z) = f {A(x)y'z" + B(x)(yz'+y'2) +C{x)yzldx
a
Esta norma sera indicada por || ¥ ¢, os resultados a

cima mostram que existe k>C para o qual
kvl > 1yl
H
. ) ]
para todo yeH.

IEOREMﬁ 7 - Consideremos o funcional

b o
J{y) = f (A0 y' + 2B{x)yy" + C{x)yz}dx
a
e seja Y a classe das funcoes yeHx[a,b] tais que y(a)=~A e y(b)=E.
Se A{x) & limitada, B(x)et2[a,b], C(x)ch[a,b] e san satisfeitas
as condigbes (1) e (i1), do teorema anterior, entao, existe um u-

nico yac¥ tal que



Dem: [Basta aplicar ¢ teorema &, Tazendo V:Hl, W= ;e ainda,
H

e 1 ] 2 - ~ =

I = {3{y)} 2, Wotando que Y © convexn e pondo =Y, temos (=

I

h

. ‘ _ ;
C*=C, pois 1l & campleto na norma | | | ¢ vortanto na norma 1.
H
No teorema 5 fazemos a hipatese

= Tim e ~-x ||*

noo
N+

0 Y e e de Cauchy na norma || [|*. Tomando ¥, =0, a demonstre

cao se reduz a mostrar que

iy 270 ()

1 - .
Mas, yn+0 em H e eqguivalente a yn+0 em L, e yé+ﬂ em

J{y,)~0. I3
BEFTHICRO - Dizemos que yEH1’]+a[a,h] se yehC em [a,b] e sua deri

vada y‘eL]+d{a,b], onde o € um numero real nositivo.

08SERVACAG - Estas fungoes sao caracterizadas pela existencia de

uma constante k tal que, para uma familia qualquer disjunta, de

[k~

sub-intervalos (u ,B.) de la,b], tem-se

|y (e yla )],
1 (Bi-a.)u

N

0 conjunto H]’]+“[a,b] ¢ o completamento de Cw[a,ﬂ se

aundo a norma

”yH;1,i+a = mﬁx{ly(x)[:xe[a,h]}+ﬁy1HL

1o
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o, Sua equivaiente.

Iyl = [yl Lyt
i Pyl L o L T4

-

- 1, 14w :
& uma sequencia en #° [a,b] tal que Y

TOREMA 8 - Se (¥ ).

converge uniformemente para vy e Hynu < M (M constante), en-

H] ,]+ﬂt

tio, yeh!+ 1%

Dem: O fato
v <
HjnLH],1+u =

impiica em

ML < M
| n L]‘

¢ entao, para todo neN temos

1+c :
g la By e 70 ke
(B}-"Oﬂ_ﬂﬂ

Fazendo n+= e notando que a converaencia e uniforme,

temes

T+o
o LB )myla) 7Y L1
(B_i“lj',_i)(m

g portanto ycH]’]+m,

1,1+

g tal

O REMA

- Seja (yn)neN uma sequencia de funcoes em H

aue existe uma constante M, para a qual [y M para todo n

1,140 <
T
em &, Entdao, € possivel extrair de (yn)ncH wma subscquencia  uni -

. . 1,1+a
formemente convergente para um elemento de H 7 .
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Dem:  Se yn+§ uniformemente, onde (y ) __, e a subsequéncia em ques

- - — 1,1+ - .
taoc, Ja sabemos que yeH ; pela proposicao anterior. Falta pro-
var a sua existencia. Como

HyHH1,]+u = max Ly (x) Joxela,b]d o+ Iy

wlynH}1],1+ct < M,

segue que as fungoes v, 580 equi11mitada§§) e sendo x1,x?e[a,bjs

V2
* XZ i - Tﬁ“
Z s +0 - 0 .
53’11{”)"/”(3(2)1 = J yr'](t)dt < |:f l-yn(L)E OﬂdtJ *U\X1 Xzi o ¢
X ! o
2y T+a | T+o T
s {f [yp ()] +Qd?} +&1X]~x2| Ta o
X
1
TE_
_i_.
= Hy%“L |X}-X2{ t <
. T+
e
< M !x1—x2l|+u

—~ ~ . 10 —~
do cue concluimos que as fungoes yn 5a0 equ1contTnuag>e entao, pe
1o teorema de Ascoliy existe uma subsequencia uniformemente con-

vergente.
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TEQOPEMA 10 - Consideremos o funcional

b
J(y) = ( f{x)y ' {x)dx

J
A E e 1,1+0 A _ - N
definido em H , com f(x)aL1+l[a,ﬁ]. Se (¥, )oy & uma  sequén-
M o 1 ) T+o G./ - _i)i 3 -
cta em H tal que Hyn”H1,1+a < Me Yy, 7¥. entao, J(yn)*d(y).
Pem: Pela linearidade de J, basta provar que

(y,%0) = (I(y,)7I(0}),

o oontao (ynﬁo) implica em J(yn)*o-

Suponhamos agora que fel 1 - Fntac podemos aproxima-
14—
-~ L
ta, na norma de L 1> POr uma sequencia <€i)i*”’ tal que cada fi
Looze
o
12 ] o

tenha suporte~ compacts e derivada continua er (a,b). Temos entao

f.{a)=f.(b)=0 para cada ieN e

i i
rb b {h
1 - £ vyt b = - . \l'i -, !
J(}n) Jat(x)jn(Xde fa(f f})/nfx + af1yndx

onde a integral

b
- i —-
f fiyndx = 0
a

nara todo i, pela observacgao inicial. Entao,

b
EA I if (f-fi)yQGX! el
a

17} ¢ seporte de f & a aderineia do conjunto {xela,b]: fix) 40,



< “ f—f}. HL

14—
&1

que converge para zero se i+, o que demonstra o teorema.

Consideremos agora, o funcional

h
J(y) = f flx,y,y " )dx,

onde f tem derivada continua em relagac a v'.

DEFINICAO - Dizemos que J @ INFERICRMENTE LIPMITADD se existe vep®

tal que f{x,y,y')z-N, quaisquer que sejam xcla,bl, y e y'. Assim,
o oconjunto -

{J(y):y & admissivell
& inferiormente limitado e

Jy) 2 =Nib-a)
nara todo y admissivel.

DETIHICRO - Dizemos que J e CONVEXD se E{x,y,y %320 para quaisauer

xeiash], vy, y',& ou, em outras palavras, se f(x,y,v') & convexe

1,1+

em relacao a y'. MNo gue segue, vamos considevar H como clas-

seoadmissivel para J.

TECRUNA 11 - Seja J, um funcional inferiormente 1imitado e convexo

[ntac J & semi-continuo inferiormente, com relacao a converaencia

. oo 1,V +a
uniforme, em qualquer parte Timitada de H .

Jem: Consideremos 0 conjunto

P {yFH?,?+G:H i

5 = 1 <k {k constante)}
¥!1 o 1™
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no qual usaremos a metrica da converaéncia uniforme
dlyqsyy) = max Ly (x)=y,(x}]xefa,b])e

Seja (y.)

H = =) py Y . . _f‘ X g
n) e uma sequencia em 5, tal que ynkfgg, com

J(yn)<+m, para todo neM, MNestas condicoes, nodemos ter J(y)<+e ou

Suponhamos que J(y)<+e® ¢ mostremos que, para todo >0

existe A tal gue

para todo n>\. Consideremos agora, o conjunto
EP\ = {xe[a,b]:‘y‘(x)frsp}

para 0 qual vale

i

¢, portanto,

&

THo

FAN

w(Ep) £ k (b-a)
que pode tornar-se arbitrariamente penuena, para o que, basta fa-

™

rer osuficientemente arande. Temos entac,

@ U(ER}zmc‘dida de Lebesgue do confunfo Ep.



[f(x,yn,y,‘]%f(x,yuy ) dx =

=J L Ox,y sy ) - Flxey v ) T+ IE‘"(x,y YIS FOy Ly ) T dy 2
£ n » on n
s [_a,h_]—EP

W

(BN fﬁ(x,yn y IV -fix,y,y )l dx 2

3 S n -
[a,bj-ER

-2 4+ f[f(x,yn,yr;)—f(x,y,yiﬂdX-

[a:b]—ER

W

Vamos calcular esta ultima intearal como secaue:

{ [f(x:yn SEOEME N INE Vldx =

[a,ﬁ]-EP

= DfFOoy )= f0Gy Ly )T dx +
[a,b]"FR

+ f(x"yn’y')“f(xjji\/'ﬂrTx
La,b]-F,

ande a saqunda intearal do seounco memhro tende a zero pois, a se

quencia (y converdge uniformemente para y. Para a arimeira

n}neN

integral, temos

J[f(xayn,y,;)—f(x,yn,y‘)’J dx 2 ( FrCnay oy ) () -y ) dx
[a,h]—ER fa,{l—FP

pois £E20, pela convexidade de f. Has,

r . ! oyt -
fkfy.(x,fn,y Jy -y ') dx
[a,b] -Ep,

‘ Py Oy - Oy y ey T de s D oy y ) ey ) d

[2,b]-Ep . [a.p]-F,
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ﬁ)
onde a segunda integral do segundo membro tende a zero: Para a

primeira integral, temos

lf[,_fy.(xyyn,y')-f .(x,y,y')](yg-y')dx‘ <

i Y
Lasb] By
| 3 e <&
Sosup (P OxLy sy ) -f o GyLy ) Ty l-y i ide o
agxgh Y N J Ja h
o

S5uUp {Ifyl(xsyn:yl)"fvl(xsysyl)I}Hy;]":."'|HL (b_a) o <
a<x<h - 1+a

G

o

< 2k(b-a) " L sup {1 Gy sy ) f L Gy y D

gsxsgh J Y

e este ultimo fator tende a zero pela convercencia uniforme da se

quencia (y ) Para n suficientemente gvande, obteamos entao,

n'nel’
Jy -dly) > -e,

isto €, J € semi-continug inferiormente.
No caso em que J{y)=+=, devemos mostrar que J(yn)+ o5

quando n*e, @ para i1ss¢, observemos em primeiro lugar que

{f(x,y,y‘)dx + e
[a,b]-EP

s@ P,

be fatc,

b
) :f f{x,y,y")dx =J FOx,y .y ) dx + 1( Fx,y,y")dx
! [a’b]'Ep ER
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e, comp J{y)=+® eIJ(EP)+O se Rr+=», a afirmagao se verifica. rovr

outro Tado, o mesmo raciccinic feito anteriormente mostra que

f
rin Tim Jf(x Yoy ) dx 2 Jf(x,y,y')dx

R - Bgnﬁvn - -

la,b]-E, La,b]—uﬂ

e, Ccomo
b
! v - 1 B
Jaf(xsynayn)df\ B f{-(xayn:yn)dx NU(ER):
N or
[a,oj [R

temos

b r
min lim f f(x,yn,yé)dx > min Tlim f(x,yn,yé)dx - Nu{EP).

[a,b] ~tn

n=+= a =0
Portanto, vale
) {' )
min lim ( f(x,yn,yﬁ)dx > Jf(x,y,y')dx - NM(ER)-

nme ta [a,b] -Eq

Do fato

ﬁf(x,y,y')dx+“

[a,b]-E,
gquando Rr+w . pbtemos
)
min 1im { Flx,y,y')dx = 4=
n~)'m o’ d
ou, em outras salavras,
) 'rb ) {b
min 1im | F(x,yn,yﬁ)dx = | T{x,y,y')dx,
nreo 4 g a

isio €, 4 & semi-continuo inferiormente.

Estamos soara em condigoes de enunciar o sequinte
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TEOREMA 12 - Consideremos o funcicnal

b
J(y) = f fFix,y,y' ) dx
a

com ¥ convexa na terceira variavel, e tal que
t
f(x,y,y') 2

para quaisquer xela,bl,y,y" e NeR. Mestas condicoes, J admite mi

: 1,140 - = .
nimo em qualquer classe YCH ° fechada em relacao a topoloaila
da convergencia uniforme.
fom:  Observemos em principio que se

inf {J{y):ye¥Y} = +e,

o winimo @ atingido em qualquer yeY.
Vamos entao, considerar
o= inf (J(y):ve¥Y} < 4e

e, seja YO definido por

YO = LyeY:iJ(y)<i+l}.

que, por integragao fornece

b y ! b,
Hy‘”i+m < J LLCSVEVAD N Hf de o
a a

T+ea



¢ entao, pelo tearema anterior, J @ semi-continuo inferiormente.

Como

y
O

L
:
-+
—
s
f
et
e

Logo, temos

Il v Lk (k

i'LHa

g compacto, o minimo existe.

constante)

[
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