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Resumo

Neste trabalho consideramos um problema de Riemann 2 x 2 estritamente hiperbé-
lico cujas curvas de Hugoniot por determinados estados & esquerda (14, v;) apre-
sentam assintotas verticais. Este fato permite a existéncia de regices do plano
de fase constituidas de estados & direita (u,, v,) que ndo podem ser conectados a
(1, v;) por ondas cldssicas. Para estes pares de estados consideramos §-choques
(solugdes distribucionais envolvendo deltas de Dirac) come solugbes do problema
de Riemann. Desta forma obtemos uma tnica solucgéo global na classe das ondas
compostas e 8-choques satisfazendo uma condi¢ao de entropia. Recuperamos esta
solucio, inclusive o §-choque, como limite fraco de solugées auto-similares (leques
de mscosidade) de problemas regularizados associados ao problema de Riemann.
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1. INTRODUCAO

Neste trabalho consideramos o problema de Riemann 2 % 2:

Ut + f(u).'l‘ = 05 (ﬁf, t) € R % R—}-,

ve+fug(w)], =0,
) (1.1)
B (u ,fu) V&< 0,
(u(m}[})”u(ﬁ',(})) - { (U:,Ui) ;T > 01

onde as fungbes f = f(u) e g = g(u) sho suaves e satisfazem:
F(w), gu) >0; uelR (1.2)

fllu)<glw); ueR (1.3)

Escrevendo o sistema acima na forma quasilinear:
U+ AU, =0, U = (u,0) € R,

onde:

wy_ [ 100
A“)—[ww)amy

observamos que os autovalores (velocidades caracteristicas) de A sio as seguintes
fungdes apenas da variavel dependente u @ Ay = f'{u) e Ay = g(u). Portanto, de
(1.3) segue que o sistema em (1.1) é estritamente hiperbélico (autovalores reais e
distintos) com A; < Ay, Também verificamos que:

! 0
Ryfu,v) = ( ww)) emz[J,
7o)~ o(a)

sao autovetores a direita relativos aos autovalores )\, e Ay, respectivamente. Além
disso,
VMBi =f">0, Vis.Ry = 0.

Isto é, a familia caracteristica 1 € genuinamente nao linear e a familia caracteristica
2 é linearmente degenerada.



Veremos no Capitulo 3 gue o locus de Hugoniot por determinados estados a
esquerda {(u;,1;) possui assintotas verticais. Nesse caso, existem regiGes (faixas)
separadas por essas assintotas, que denominamos é-regioes, as quais nao contém
nenhuma por¢ao das curvas de choque ou de rarefacao da familia 1 passando por
{ug,vy). Elas contém somente ramos super-compressivos do locus de Hugoniot.
Portanto, um estado & direita (up, vr) em uma §-regido ndo pode ser conectado
a (u, ;) por uma onda simples da familia 1. Por outro lado, como o locus de
Hugoniot e a curva integral da familia 2 passando por (qualquer estado & esquerda)
(ug,v) coincidem com a reta u = uy, se torna impossivel que um estado a direita
(up, ) €m uma 8-regido seja conectado a (ug, v;) por uma onda simples da familia
2 ou por uma onda composta envolvendo um estado intermediario. Se (u,, v,.)
estiver sobre um ramo super-compressivo do locus de Hugoniot de (u, v;), entdo
os dois estados poderao ser conectados por um choque super-compressivo. Assim,
para os estados a direita (u,, v,) nas §-regides (exceto os sobre um ramo super-
compressivo do locus de Hugoniot de (u;, v;)) o problema de Riemann (1.1) nao
pode ser resolvido da maneira. classica.

Em [12] Korchinski resotven o problema de Riemann (1.1) com f = %2 eg =3,
de maneira 1inica, utilizando uma onda ndo convencional que ele justificou por um
tratamento numérico. Em {21] foi considerado o caso em que f = u e g = u.
Esse caso, exceto pela mudanca de escala ¢ — 2t, é o mesmo estudado em [12].
Porém, a abordagem dada em [21] é bem diferente. Nesse ultimo, um tratamento
assintético foi empregado. Especificamente, D. Tan, T. Zhang e Y. Zheng em [21],
estudaram as seguintes regularizagdes de (1.1):

( uy + (ug):r = Elgx,
s () eR "
] vty =0, (o) € Fo (1.4)
, ;< ), -
e 0o 0)) ={ 1250
) (u2)
[ up T (ut)y = €lugy, )
v+ (vu), =0, i (5,0 € Rx Ry, (15)
(u;,’f)g) ;@< O} l

1 (u{z,0),v(z,0)) = { (tp,vp) 5 1 > 0.

Eles verificaram gue as solugoes de ambos os sistemas acima convergem fracamente
para uma distribuicio envolvendo uma delta de Dirac, que denominaram é-onda
de chogue, ou simplesmente, §-chogue e que denotaram por S;. Esta distribuigao
coincide com a solucao utilizada por Korchinski. A partir deste resultado eles
definiram rigorosamente os §-choques para o problema de Riemann (1.1) com
f = flu) e g = g(u) satisfazendo (1.2) e também deram um sentido ao produto
de distribuicoes vg(u), quando (u,v) é um §-choque, de modo a permitir que os
§-choques sejam solucdes fracas de (1.1).
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Qutro exemplo de um problema de Riemann 2 x 2 estritamente hiperbdlico que
nao pode ser resoivido globalmente do modo cléssico foi estudado em [9, 10, 11].
Também nesse exemplo, a impossibilidade de se conectar estados se deve & topolo-
gla do locus de Hugoniot. Pois, os ramos dessa curva que satisfazem as desigual-
dades de Lax, juntamente com o ramo super-compressivo, formam uma compo-
nente conexa que é compacta. Em [9, 10] Keyfitz e Kranzer utilizaram como
solucao, uma onda exética, que eles denominaram choque singular. Com essa
onda eles conseguiram a. existéncia global e a unicidade para o problema de
Riemann. Eles conjecturaram que o choque singular é obtido por uma determi-
nada regularizacao do problema de Riemann e apresentaram evidéncias numéricas,
além de uma analise envolvendo expansdes assintdticas das solugdes do problema
regularizado, que reforcaram a conjectura. Entretanto, Keyfitz e Kranzer nao
puderam validar esse tratamento assintético devido a dificuldade de verificacao da
existéncia de solugdes do problema regularizado. Em [11] Keyfitz e Kranzer iden-
tificaram os choques singulares como objetos de um espago de medidas com peso
e mostraram que eles podem ser obtidos como limites de varios tipos diferentes de
aproximacoes. Porém, o sentido em que o choque singular pode ser considerado
solucao do problema de Riemann ainda é uma questao nao respondida.

Em [13] Schaeffer, Schecter e Shearer estudaram os choques singulares pre-
sentes em um problema de Riemann 2 X 2 com coincidéncia de autovalores sobre
uma teta, que é derivado do problema analisado em [9, 10, 11]. Eles utilizaram
o mesmo tipo de regularizacio de Keyfitz e Kranzer e, embora tenham provado
resultados mais rigorosos sobre a coeréncia das expansoes assintéticas, também
nao justificaram a conjectura de que os choques singulares sac limites de solugoes
dos problemas regularizados.

No contexto do problema de Riemann n X n:

Ui+ F({U)e=0; {z,t) e Rx R, ,
Ups ¢ <0, 1.6
Ulz,0) = Up(z) = { Ui ;‘i> 0 (1.6)

a regularizacao utilizada por Keyfitz e Kranzer em [9, 10] é da forma:

U+ F(U)y = etUpy 5 {2,t) e Rx Ry | € >0,

Uy <0, 1.7
U(e,0) = Uo(w) = { 11 ST (1.7)

A idéia da utilizacao deste tipo de regularizacao para problemas de Riemann
é motivada pelo fato de que (1.7) admite solugbes auto-similares, isto é, da forma

T . - . . .
U(=). Solugdes auto-similares sdo naturais em problemas de Riemann devido ao

fato de que (1.6) é invariante por dilatacio nas variaveis independentes ((z,t) —
(az,at) para a > 0).



Verificamos facilmente que hd uma equivaléncia natural (U (%) «— Ue(¢))
entre as solugdes suaves e auto-similares de (1.7) e as solucdes suaves do seguinte
problema de valor de fronteira, onde ./ = % :

U =FU)-¢U; ¢eR, (18)

U{—o0) =0y, Uloo) = U, '
Em vista desta equivaléncia, denominamos leques de viscosidade as solugdes destes
dois problemas.

Notamos também que (1.8) é uma regularizacio do problema de valor de fron-
teira

(1.9)

FU)—¢U=0;¢eR
U(—OG) =U, U(OO) =U,.

No Capitulo 2 (Prop. 2.3) mostramos que solugdes fracas (Def. 2.2) e auto-
similares do problema de Riemann {1.6) sdo obtidas & partir de solugdes fracas
(Def. 2.1) do problema de valor de fronteira (1.9). Portanto, podemos tentar
encontrar solucdes fracas do problema de Riemann (1.6) via leques de viscosidade,
isto é, da forma Eiiré:i Ue(¥) (limite fraco) onde as fungdes U, (¢) sdo solugdes suaves

de (1.8).

A nivel de equacio escalar, 0os leques de viscosidade foram utilizados em [8],
122] e, recentemente, em [15] Slemrod os comparou com as aproximacdes classicas
envolvendo o termo €u,, , para a equacio de Burgers u; + (%)w = {.

Uma teoria sobre a regularizacio do tipo (1.7) foi desenvolvida por Dafermos e
DiPerna em [2, 3, 5]. Em [2] Dafermos provou dois resultados fundamentais validos
para sistemas n X n que enunciames no Capitulo 2 (Teor. 2.1 e Teor. 2.2). O
primeiro é um teorema de existéncia de solugbes suaves para o problema de valor
de fronteira (1.8). A aplicabilidade deste teorema depende de uma estimativa
a priorl na norma do sup que deve ser satisfeita pelos leques de viscosidade e
que, apesar de poder depender de ¢, é em geral, dificil de ser obtida. Esta foi a
dificuldade encontrada por Keyfitz e Kranzer em [9, 10], para validar a andlise
assintdtica feita por eles. O segundo é um teorema que dé condigOes suficientes
para a obtencio de solugoes fracas limitadas e de variagéo total limitada de (1.1),
como limites fracos de leques de viscosidade. A demonstracao deste resultado é
baseada no Teorema de Helly e, portanto, sua aplicabilidade esta condicionada a
que os leques de viscosidade sejam uniformemente limitados e de variacao total
uniformemente limitada.

Dafermos ¢ DiPerna também apresentaram algumas técnicas para obtencao
de estimativas a priori que foram aplicadas a algumas classes de sistemas 2 x 2,

A partir da teoria iniciada por Dafermos e DiPerna, varios exemplos de pro-

blemas de Riemann foram estudados via leques de viscosidade. Como referéncias



podemos citar [16], [23] para sistemas 2 x 2 estritamente hiperbélicos, [14], [6, 7]
para um exemplo de um problema de Riemann que apresenta mudanca de fase e
[4, 24] para sistemas n % n.

Em [24], Tzavaras demonstrou um teorema de existéncia local para o problema
de Riemann (1.6) estritamente hiperbélico, a partir de estimativas uniformes da
variacdo total dos leques de viscosidade, para estados iniciais préximos. Além
disso, para a existéncia desses leques, Tzavaras provou que uma estimativa a
priori na norma LP é suficiente.

Em [18], D. Tan obteve o §-choque para o mesmo problema de Riemann estu-
dado em [21], como limite fraco de leques de viscosidade. Para demonstrar este
resultado, D, Tan nao utilizou o Teorema de existéncia de Dafermos [2]. Ele ob-
servou que a solucdo da primeira equacdo em (1.8) é uma solugdo particular da
segunda equacdo e utilizou a teoria clissica para equacoes diferenciais lineares de
segunda ordem para encontrar uma base de solugdes da segunda equagao. Este
fato é muito proprio deste exemplo.

Também em [18], o §-choque para o caso estritamente hiperbdlico em que
g = 2u+ 1 (mantendo f = u®) foi obtido através de regularizagdes dos tipos (1.4)
e (1.5).

Neste trabalho assumimos a condicao de hiperbolicidade estrita (1.3) e obte-
mos todas as solugdes de (1.1), inclusive os §-choques, como limites fracos, quando
¢ — 0%, dos leques de viscosidade (ue(%), UE(%)) , onde (u(£), ve(£)) é solucio de
(1.8) que, neste caso é o seguinte problema de valor de fronteira:

eii = f(u) — &
d . R,
e = a [vg(w)] — €0 ‘€ (1.10)

u(—00) = uz, v{—00) =y,
u(+00) = u, , v(+0) = v,.

No caso em que & solucido do problema de Riemann (1.1) envolve uma onda
de rarefacdo, a estimativa a priori que encontramos ¢ uniforme em ¢. Além disso,
a sequéncia dos leques de viscosidade ¢ uniformemente limitada e de variacao
total uniformemente limitada. Portanto, podemos aplicar os dois teoremas de
Dafermos (2] citados acima, para obtermos a existéncia dos leques de viscosidade
e a convergéncia fraca destes para a solugio do problema de Riemann (1.1) como
em [2, 3], [7], [16]. .

No caso em que a solucdo do problema de Riemann (1.1) é um $-choque ou
envolve uma onda de choque, provamos uma estimativa a priori para os leques

de viscosidade que depende de — e que é suficiente para obtermos a existéncia
€

desses leques, aplicando o Teorema de existéncia de Dafermos [2]. Com essas
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estimativas também mostramos a convergéncia fraca dos leques de viscosidade.
A demonstracio deste fato segue um roteiro que consideramos uma alternativa,
nos casos envolvendo ondas de choque, aos argumentos que utilizam o Teorema
de Helly. Principalmente no caso em que as estimativas a priori dos leques de
viscosidade nao sdo independentes de € [14, 6|. Este roteiro é baseado nos teoremas
2.5 e 2.6, ambos demonstrados no Capitulo 2. O Teorema 2.6 é uma generalizacéao
dos argumentos que encontramos em [21] e mostra que os leques de viscosidade (na
varidvel £) podem convergir fracamente para uma combinacdo linear envolvendo
deltas de Dirac e fungdes constantes por partes. O Teorema 2.5 [10] mostra uma
relacao, independente de ¢, entre os leques de viscosidade e essas fungoes.

Obtemos também a unicidade dos leques de viscosidade, um fato que nos
permite reduzir a demonstracao da convergéncia a poucos casos.

Este trabalho estd organizado como se segue.

No Capitulo 2 estabelecemos alguns resultados gerais validos para o problema
de Riemann n X n e que sdo utilizados nos capitulos posteriores. Entre esses
resultados destacamos, além dos teoremas 2.5 € 2.6 acima mencionados, o Teorema
2.7 que justifica formalmente a definicao da distribuigao produto vg(u) dada no
Capitulo 3, quando (u,%) é um §-choque.

No Capitulo 3, decrevemos a solucado do problema de Riemann (1.1) e defi-
nimos, conforme em [21], o §-choque S5 e a distribui¢do produto vg(u) quando
Ss = (u,v), de modo que S; seja solucao fraca de (1.1). Além disso, obtemos a
existéncia global para (1.1) na classe das ondas compostas e §-choques, e esta-
belecemos a condiciao de entropia sobre os §-choques de modo a obtermos também
a unicidade nesta classe.

No Capitulo 4 mostramos a existéncia e a unicidade dos leques de viscosidade
para o problema de Riemann escalar geral e a convergencia desses leques para
o problema de Riemann escalar com fluxo estritamente convexo. Apesar desses
resultados (exceto, possivelmente, o de unicidade) serem conhecidos, eles foram
incluidos neste texto para que este fique auto-contido, uma vez que a primeira
equacio em (1.1) é do tipo estudado nesse capitulo.

No Capitulo 5 provamos a existéncia e a unicidade dos leques de viscosidade
para um sistema um pouco mais geral do que (1.1}). A unicidade segue como
consequéncia de um lema provado no Capitulo 4. Para verificarmos a existéncia
demonstramos estimativas na norma do sup para os leques de viscosidade estu-
dando a estrutura das solucdes do sistema em (1.10) com relagio aos maximos
e minimos. Demonstramos também uma estimativa em L}, que ¢ uma hipétese
necessaria para aplicarmos, no Capitulo 6, o Teorema 2.6 do Capitulo 2.

Finalmente, no Capitulo 6 estudamos a convergéncia dos leques de viscosi-
dade (ue, v¢). Provamos que estes convergem fracamente para a solugio (u,v) do
problema de Riemann (1.1}, inclusive no caso de um §-choque. Além disso, verifi-



camos que veg(ue) converge fracamente para a distribui¢ao produto vg(u) definida
no Capitulo 3, quando {u,») = Ss.



2. LEQUES DE VISCOSIDADE

Neste capitulo vamos apresentar algumas propriedades dos leques de viscosidade
associados ao problema de Riemann (1.6), isto é, das solugdes do seguinte pro-
blema de valor de fronteira;

eV =F(U)—¢U; E€R (2.1)
U(—o00) =U;, Ul+oo) =0, '
onde "/ = 2 ¢> 0, F: R* — R” & uma funcio suave e os estados iniciais U e

U, sao vetores fixos de R™,
O primeiro resultado é um teorema de existéncia devido a Dafermos [2].

Teorema 2.1. Suponhamos que exista uma constante positiva M, independente
de p €1{0,1) ede L > 0, tal que:

max U] <M, 2.2

para toda solucdo U do problema de valor de fronteira a dois pardmetros,

U = pF(U)—€U ; £ € (~L,L),
U(=L) = uly, (2.3)
U(L) = pl,.

Entao (2.1) possui uma solugao suave U, satisfazendo:

[Uellow = sup  [|Ue(§)I < M.

—po< €400

A demonstragio do Teorema 2.1 pode ser encontrada em {2]. Ela é uma
aplica¢ao de um feorema de ponto fixo de Shauder. Enfatizamos que a aplicabi-
lidade deste teorema estd condicionada & estimativa (4.1) para todas as solucoes
de (2.3) e nao exige nada sobre a existéncia dessas solugbes.

A seguir vamos enunciar outro teorema, também devido a Dafermos [2], que
da condi¢des para que possamos obter solugoes fracas do problema de Riemann
(1.6) como limite fraco dos leques de viscosidade Ue(¥) associados a (1.6). Antes
recordamos a definicao de solugio fraca para (1.6) e definimos o conceito de solugao
fraca para o problema de valor inicial (1.9).
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Definigao 2.1. Uma fungao limitada e mensurdvel U = U (£) é uma solugao fraca

de (1.9) se U(—o0) = Uy, U(o0) = U, e
f_:{[F(U)-*EU]@“Uw}d&:o; ¢ € C(R). (2.4)

Definicao 2.2. Uma funcdo limitada e mensurdvel U = U(x,t} é uma solucdo
fraca de (1.6) se:

] f UV + Ut dmdt+/ (z,0s(z)dz = 0 ; ¥ € CL(RX[0, 50)).
(2.5)

Teorema 2.2. Para cada € > 0, seja Uc(¢) uma solucdo de (2.1). Suponhamos
que o conjunto {U.} sefja uniformemente limitado e de variacdo total uniforme-
mente limitada. Entao existe uma subsequéncia de fungées U,,, com €, — 0t , e
uma funcio U = U (¢) limitada e de variagdo total limitada, tal que U, converge
para U, pontualmente e fracamente. Além disso, U é uma solugdo fraca de (1.9}

e U(%) é uma solucéo fraca de (1.6).

A demonstragio do Teorema 2.2 também pode ser encontrada em [2]. Ela é
uma aplicagido do Teorema de Helly. A dltima afirmacio no enunciado deste teo-
rema decorre da seguinte proposicac que relaciona as solugées fracas do problema
de valor de fronteira (1.9) e as solucgdes fracas do problema de Riemann (1.6).

Proposigao 2.3. Seja U = U(£) uma fun¢édo limitada e mensurdvel que € solugéo
z
fraca de (1.9). Entéo U(}-) é uma solugao fraca de (1.6).

Demonstragao: Seja ¥ € CF° (R x [0,o0)). Como a fungdo ¢(£) = ¢ (i£, 1) é
um elemento de C°(R), para cada t > 0, temos

[ urwe) - v - v i o 26)
Para cada o > 0, seja
li= [ [ [0 Gwta, ) + PO ala,8) daa
Como $(¢) = tafté, 1) ¢

t%w(tf,t) = tleva(te, 1) +ve(té,1)]
= (&) + st 1),
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&
temos, depois da mudanca de varidvel £ = r

la = / / (E)twe(tE, 1) + tF (U(€))Wa(tE, t)] didt
= fa f_m U(¢) [t%w(t&t)—w(f)] dtd§+/awf_c:F(U(§))¢(§)d§dt
= [T rwen-wens@aa+ [ [Tyt o

De (2.6) temos,

I, — f /w d.§dt+/ f () tw (t§ 1)dtds
= /_m/a Ué)y tgtdtdf-i—/ [ £,1)dtde

- [oe [ [WE £) 1o, )] dtde
- [ o@wts o= - [ UEwas aads

Fazendo a mudanca de varidveis ¢ = «f, encontramos:

—~ [T uCw,a)

Por tltimo, fazendo o — 017 em ambos os lados da igualdade acima e lembrando
que U é uma fungéo limitada, U (—o0) = U e U(oo) = U, concluimos que:

[ / [ —)(z, t) +F(U( mes t)] drdt = — lim [oo (z,0)ds

a—Qt

= —f Uo(z)¥ (z,0)de,

isto é, U(%) é uma solugio fraca de (1.6). |

Observacao 2.1. A reciproca da proposi¢do acima apresenta uma dificuldade
em relagdo & verificagdo das condigdes de fronteira U(—o0) = U; e U(eo) = U,
Porém, afirmamos que ela é verdadeira se considerarmos a forma fraca (2.4) de
solugéo do sistema em (1.9). Em outras palavras: se U(§) for uma solucéo fraca

do problema de Riemann (1.6) entdo U = U(¢) satisfaz (2.4).

11



Para verificarmos a afirmacao contida na Observacdo 2.1 acima, tomemos
x
@, p € C°(R). Pazendo a mudanca de varidvel £ = S para cada t > 0, temos:

o0 . o x z oz . .
[ rw)-cvivds = [~ Lroc) - 50| e
—oo -0 t t
Multiplicando ambos os lados da igualdade acima por g e integrando, obtemos

fp(t) /oo [F(U)“EU]tpdﬁdt:Awp(t)/w [EF(U(E))_%U(%)] gb(%)dmdt.

(2.7)
Das identidades, \
2. (o)) = 79 (te),
o ((Drlt)) = £ e(F) - 5H(Ie)

e de (2.7) segue que:

[ e [ ) - v pasa

{ " [T (#Grp0) + 712 (o 100)

)0
@) / Yo ( )dmdt

—0

56'
tﬂ’}
U)o

Mas, como U(i;i) é solugdo fraca de (1.6) e ap(%)p(t) é um elemento de
C8° (Rx[0, 00)) , temos:

/ [ PO (0Ge) + UG (e(Eptt)) | dac
[ vt go(‘-’;—)pm) =0
Portanto,
[ ot [~ @) —svipdca = - [T 40 [T 0C)eCasar

Fazendo a mudanca de variavel x = £t, obtemos:

([ rae) [~ pw)-evpas - - [0/ [~ v

- (/000 t,o"(t)dt) /:; Updé
= ([T owar) [ vpue,

12
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isto é,

(.[omp(“dt) f_o; {[FU) - ¢U]¢ — Up}de = 0.

Escolhendo p € C§°(R) tal que (/ p(t)dt) # 0, concluimos que U(¢) satisfaz a
0

forma fraca (2.4).

A seguir vamos demonstrar [2, 24] duas estimativas para as derivadas dos
leques de viscosidade. A primeira determina o tipo de decaimento no infinito
dessas fungdes para cada € fixo e a segunda mostra como suas derivadas dependem
de ¢, para ¢ em intervalos limitados.

Lema 2.4. Sejam U solugdo suave de {2.1),

a =sup{[|dF (U : ¢ R},

f=sup{{IFUE)I : ¢ R}

Entao: )
2a || - €

Joce)] < Jo oo (22EL

) yEeR (2.8)
lo@] < S+ arieniw.: cer 29)

onde C' € uma constante positiva, independente de e.
2

Demonstragao: Multiplicando (2.1) pelo fator integrante exp (é—) obtemos
€

2 2
;E (U(g) exp (g_e)) = %F(U(E))exp (EQE) e R

Logo,
2

U () exp (5—) —00)+ 2 [ P e (3?—) iiteR  (210)

Ze € Jo 2¢

e (5) [ pmes (%)

Agora, usando a desigualdade de Gronwall na forma integral obtemos {2.8).

<|joo) + ol @

13



Vamos agora verificar (2.9). Isolando U/ em (2.10) e integrando no intervalo
[0, \/E] obtemos:

€

1 pv2% g€ 2.2\ .
+~E-£ A exp (?ir 255 )F(U(’f?))dﬂdﬁ-

 E 2
U(V2E) — U(0) = U(U)L * exp (—g )d{

Fazendo a mudanca de varidvies \/7 = ¢ nas integrais acima, encontramos
£

2

U(vV2€) — U(0) = AV2e0(0) + \/gf fﬁee@ (g_.e_ _ gz) F(U(7))dndo,
onde 0 < A = £l exp (—02) do < 1. Como,

[vv2e) -v@| _ vapoy,

AV2e Aye
temos:
lv©)] < \@% b i /Olf(a)dcr , (2.12)
onde:

2

o+/%e )
I(o) = ‘A €xp (% - 52) F(U(n))dn.

Desenvolvendo por partes a integral I{¢) obtemos:

2 ov/2e o\ 2
Io) = [exp (g—wz)F(U(n))] [ M e (3——02) F(U(n))dn

£ 0 € [+

= F(U(ov3)) - F(U(0)) exp(—0?) — fwfzzg oxp (12;_:‘ _ 02) F (U ())dn
Logo,
‘/01 I(o)do| < B (1 +]01 exp (—02) dcr) +ﬁ/01/:ﬂgexp (g B 02) dndo

= B (1 —I—Alexp (—0?) do) +ﬁfol |1 - exp (—0%)| do = 28,

14



e de (2.12) temos:

lo@] < VF”” 2 < 2 (Wl ).

Agora, integrando (2.1) e observando que:

/jn{}( n = —EU(€ +f (dn ; € € R,

temos:
90 =00+ [PUE) - FOO) -0+ [V s ec®

Portanto,

lre@] < wf )| + 5 20+ 21l 17
205+ 26+ LU
28+ 1+ €D U

IA Fa

IFAN

c
B AHED U] 5 € € R,

4
que é (2.9) com C = T
n

Observagao 2.2. Para cada intervalo fechado I = [a, b} existe uma constante K
dependendo somente de I, tal que:

lv@] < E e+l et
De fato, basta tomarmos Kj = C (1 + max {|b], |¢|}) em (2.9).

No préximo resultado utilizaremos {2.8) do lema acima para mostrar uma
interessante relagao [10], independente de € > 0, entre as solugées de (2.1) e as
descontinuidades W, do tipo,

W) = { gi gi v seR (2.13)

15



Teorema 2.5. Seja U solucao de (2.1). Entdo para cada s € R,

f [U(£) = Wo(£)]de = s U, — Uy) — [F(U,) = F(U)], (2.14)
onde W, ¢ a funcgao vetorial (2.13).

Demonstragao: Integrando (2.1) no intervalo [¢, 8], onde a < s < # obtemos:

[ 0@z~ 1@ (8)) ~ Fw(e))] = ~¢ (0(6) - U(e)

Desenvolvendo a integral acima, encontramos:

[ = [ - ovedrs [ o
= [ -0 +swE) - Ul

Assim,

SW(B) ~ U] ~ [FU() ~ F @] = [ (s~ 0 (e)de ~ < (0(6) - ()

Do Lema 2.4 temos Jim {/(8) = 0= kLm U(a) e portanto,

f—oo o —00

[ :° (s — &) U(e)de = s [Uy — U] — [F(Uy) — F(U1)].

Por outro lado,

JRGELGT

= [e-0 (0@ - W.)] e+ [ (s—{)(U({) W(g))}dg
(=W E) - W)+ s - (U F+[
— (5= B) (U(B) - U} — (s — @) (U(e) - ) +/ ©lde

Agora, novamente pelo Lema 2.4 temos, levantando as indeterminacgoes do tipo
+oo.0:

Jim (s = 8)(U(B) ~ Uy) = Jim *U(8) =0,

Sim (s —a)({Ula)-U) = alim o’U(a) = 0.

——00
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Logo,

+

[ we - wiende = [ (- 00t = s 10— 0] - FW) - Fi),

—0

que é (2.14). |

A seguir demonstramos dois resultados de convergéncia. O primeiro deles, o
Teorema 2.6, mostra que os leques de viscosidade U.(¢) podem convergir fraca-
mente para uma distribuigao D definida por:

J=k+1
D:=V 4+ > Cjbs, (2.15)

=1

onide V é uma fungao vetorial constante por partes da forma:

rUI;§<o—l:

Uy oy < € <0y,

ViE) =4 : (2.16)
Uk or < & < Oy,

Ur; Op1 <&,

)

01 < 0g < ..., < Ogyq S&0 numeros reais, Uy = Uy, Uy, ..., Uy, Uk = U, slo vetores
em R™ e, para cada j € {1,2, .., k4 1}, 6, é a distribui¢do delta de Dirac
centrada em o; ¢ C; é o vetor:

Cy = 05U — Usa] = [F(Uy) = F{U;-)]. (2.17)

Como consequéncia U, (2) converge fracamente para a distribuicio D definida por:

<D,1L'> = [Ooo /;ZV(:—E)T!)(&”,i)diﬁdt
j=k+1

+ 3y C'_,,-L ty (ot t)dt 5 ¢ € CF(R x Ry).
J=1

A demonstragio Teorema 2.6 ¢ baseada em argumentos encontrados em [21].

O segundo resultado, o Teorema 2.7, mostra que assumindo as hipéteses do
Teorema 2.6 e acrescentando mais uma hipdtese, obtemos a convergéncia fraca de
F(U(£)) para a distribui¢ao F(D) definida por:

F=k+1

FD):=FV)+ Y C;0;6,, (2.19)

J=1
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Nesse caso, F(U.(£)) converge fracamente para a distribuigdo F(D) definida por:

(F(D f / (z,t)dzdt

J=k+1 (220)
+ E C; a,/ tp(ost, t)dt 5 ¥ € CP(R x Ry),

Teorema 2.6. Para cadae > 0, s¢ja U, solugdo suave de (2.1). Suponhamos que:

i) U. convirja uniformemente para a fung¢ao V definida em (2.16), em cada
intervalo fechado que nio contenha os pontos 0; € {01,02, ..., 0541},

ii) A familia {U.},., seja uniformemente localmente limitada em L'(R), isto
é, que para cada Intervalo fechado I, exista uma constante positiva M {que
pode depender de I), tal que

[lvdeae < m 5 >0

Entao:
Ue(€) = D (2.21)
UL7) = D (2.22)

Demonstracio: Para provarmos {2.21) precisamos mostrar gue:

0 F=k+1

-+
i [ (Ue-V)gdt = 3 Ciploy); ¢ € OF(R). (2.23)
o j:l

e—0t S

Vamos inicialmente verificar (2.23) para uma fungao teste ¢ € CF°(R) tal que
suppd C |oj — a,0; + ], onde j € {1,2,..k+ 1} e a > 0 é tal que o; ¢
[0; —a,0; +a] se i# j. Nesse caso, (2.23) se reduz a:

dim [ W V) bde = Cy6003) (2.2

Seja entao ¢ como acima e suponhamos ainda que ¢ seja constante em algum
intervalo [o; — 8,0, + 8] C (0; — @, 0; + ). Multiplicando a equagéo em (2.1) por
¢ e integrando por partes em (—oc, 00), encontramos:

+-e0

Uepds = It — IS, (2.25)

18



onde:

1= [ TR - vl e

o0

+o0 +oo

IS =¢ Uepdf = —¢ Ucgde.

Estimando || 7§}] encontramos:

i< <o, | [ wodae+ [ e

uma vez que ¢ = 0 em [o; — 8,0; + B]. Portanto, da hipdtese 1) acima, segue que
lim 1§ = 0,
e—0T

Por outro lado, novamente da hipdtese 1) segue que:

o —f o+

lim I} = lim - [F(Ue) = €U $ + lim e (F(Ue) - EU] pdé
j‘ﬁ . it .
= f_a [F{Uj—1) — £Uj—1] pd€ + s [F(U;) — £U;] ¢de

— G PO = PO = Ui [ s 0y [ e

oy —k o+,

- o5 =F
= ¢(0;) [F(Uj) — F{U;)] ~ Uj lfﬁf’ﬁj-ﬁ - /a-_a qf’dé]
oiter ;o
-U; [wlgjiﬁ— L ¢»d§]
o 5 +ex

- fi
= 0(03)C5 + B8} U+ Ugma] + Usma [ " 10 [ g

Oj— o+

oF

g+ —+ 00
— $(0;)C; + Vde = o(0;)C; + /_ Vs

Logo, de (2.25) temos,

o o]
Hm (U — V) ¢dt = Ci{vy).
0+ J oo

Provamos (2.24) para toda funcao teste ¢, constante em uma vizinhanca de
o; e tal que o suporte nao contenha os pontos a; ; i 5 j.

Suponhamos agora que ¢ 120 seja constante em uma vizinhanca de o,;. Tomemos

uma sequéncia de fungdes ¢, € C§°({0;,—«, 7;+a)) que sejam constantes em uma
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vizinhanga de o; e tal que ¢, convirja uniformemente para ¢ em [¢; — @, 0; + ¢].

Fntéao,

+-00
(Ue = V) ¢d§ — Cy¢(05)

0o 75+
| [T we=vy 6= dnae| +| [ W= V) bade — Cy00,)
! o+ Jcrj-—l-a
<=l [ 0= VdE+ M_a (Ue= V) éndt — (o)
isto &, .
”/;00 (Ue - V) (;Sdf - Cj¢(gj) S Ae,n + Be,n: (226)
onde: it
Acn =116 =dull [ W= Ve, (227)

Be,n =

[ o= vy gate - 6y000))

o —x

Da hipdtese ii) temos:

oo
[ e v <1, (2.28)
.

§—G

para alguma constante positiva L, independente de ¢ > (. Assim, de (2.26)-(2.28)
segue que

[ U = V) ede — Cyo(o;)

o —00

< L|l¢ = énlle + Bem. (2.29)

Como as funcoes teste ¢, sdo constantes em uma vizinhanga de o; temos, da parte
j4 provada:

lim+ Ben = ||C5(@nle;) — olo;))|

e—)
= [|Cs]| Iénloz) — ¢(o;)]
< NCIN¢ — énllo

Logo, fazendo € — 0", em (2.29), obtemos

lim
e—0t+

[ W= vy sag - cipte)

o

S (L +NCIDN¢ — balloo -

20



Por altimo, fazendo n — 400, notando que o lado esquerdo da desigunaldade acima
néo depende de n € N, encontramos,

00

lim (Ue — V) ¢de = Cyd(;),

e—0t J oo

que ¢é (2.24).
Completamos a prova de {2.23), observando que para uma funcdo teste ar-
bitrdria ¢ € CF°(R), podemos tomar fungdes teste ¢y, ¢o, . .., dry1 tais que,

0i ¢ suppdssei £ ;4,5 € {1,2,.k + 1}

i=k+1

> =29 (2.30)
=1

Nesse caso,

+o0 t=k+1
i [ @ ves = g [T () 0)a
= 3 lim (Ue ~ V) ¢ade
= _Z: Cigs(os) -
i=1

Como ¢;(0;) = 0 se i # J temos:

J=k+1
Z @0 dlog); 1€ {1,2,...,k+1},
isto é,
Jim, » (Ue— V) @dt = ; Cigilai) = ; Cig{os)
que é (2.23).

Para completarmos a demonstracdo deste teorema, devemos verificar a con-
vergéncia fraca (2.22). Seja¢ € C§F(R x Ry ) esejam L, o e T constantes positivas
tais que supp ¢ C [—L, L] x [a,T]. temos:

f/m ¥, t)dodt = f /U (E)9 (2€, t)dtdr, (2.31)

L L
onde I = [——, -v] :

o O
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Como #(t.,t) € CF{R) para cada t > 0, segue de (2.23) que:

jekt1

lim [ U6, 0d¢ = [ VWL A+ Y Culoyt); e [T (232)

e—0t
Notamos que, da hipétese ii) temos:

¢ [oewe 00| < Tiol, f1oa©NdE =K 5 e fo T

onde K é uma constante positiva que nao depende de €. Portanto,

T f / U.()p (t€, t)dedt = hm ¢ / UL ydgar (233)

aE—)

Logo, de (2.31)-(2.33), temos

f f Ué W (z, t)dzdt
6—40"' )

/ /V ¥ (t¢, 1) dEdt

Tjk-f—l

f Z Cy(ta;, t)dt

= / / ;\:td:r:dt

j=k+1

+ Z Cy /mtqp(taj,

que é (2.22). |

Teorema 2.7. Para cada ¢ > 0, seja U, solugéo suave de (2.1). Suponhamos i) e
ii) do Teorema 2.6 ¢ ainda que:

iii) para cada § € R— {oy,09,...,0%11} & sequéncia {Ue('f)} seja limitada.

Entaéo:
F(U.(€)) ~ F(D) (2.34)

F(U{7)) = F(D), (2.35)

onde F(D) e F(D) sdo, respectivamente, as distribuicées definidas em (2.19) e
(2.20).
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Demonstragao: Vamos inicialmente provar a convergéncia fraca (2.34). Fixemos
i €{1,2,...  k+1} e tomemos v € C§(R) com suppy C I = [a,d], 0, € I e
o & I seiy.

Da equacio em (2.1) temos, para cada &£ € I

PIUAE) = FOAa)) + UE) ~ la) + [ ()i 239

= [F (Uela)) — 6U5(a) - aUe(a)} + SUE(:S) + £U (&) — /E Uc{n)dn.

a

Logo,
‘fmmmwma:£+ﬁ+ﬁ—¢ (2.37)
onde: .
12 = [FUda)) - Wila) - alie)] [ wle)a,
2= ¢ [ Od)oleis = < [ U)o (e,
b
12 = [Cev©e)de

b £
¢ = [ o [ vilnana
Da convergéncia pontual de U, e da hipétese iii) temos:
b
lim 12 = [F(V(2) -V (@) | p()dg (2.38)

Da convergéncia fraca de {U.} {Teor. 2.6) obtemos:

e—0T1 e—0t

i 1 =~ (1t o) | [ vi@s0ac - stb(ffj)} “0 (239)

B
lim 2 = [ V(©)p()de + Cios0(0). (2.40)

Vamos calcular 1i]:{[)1+ I%. Notamos que da hipdtese ii) segue que existe uma
£—

constante I > 0, independente de ¢ tal que:

&
<ol [ I0mlidn <Ly g e

“50(6) f Ue(n)dn
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Logo,

lim I¢ = f:so(ﬁ) Llim f Us(n)dn] dg.

e—0t — 0+

Devemos entao calcular:

3
lim [ Ucln)dn; qtp & € [a,b].

e—0t a

Fixemos £ € [a,b]. Se a < { < 0, entdo, da convergéncia uniforme de {U} no
intervalo [a,{] segue que:

£ 3
tim [ Uelnldn = [ Vindn; § € fa.oy)

e—=0F Jg a

Por outro lado, se £ > o, sejam o > 0ey € CF(R) tais que a+a < 0; < E—g,
supp¥ C (¢,&) ev(n) = 1sen € [a + o, & — a]. Entéo:

[t~ [trsrins [f0-vrom
- (fﬂ"‘”fia) U - V) (1 -w)dnJrf (Ue — V) vdy.

Da convergéncia uniforme de {U} no intervalo [a, a + ¢] (hipétese ii)) segue que:

£a+a (U, — V)dn” = 0.

Analogamente, da convergéncia uniforme de {U.} no intervalo [ — a, £], temos:

lim
e—0t

[T w-via-wan| sl lim |

lim
E—)0+

j;; (UE—V)(l—lb)d??H =0 (2.41)
Portanto, de (2.21) temos:

ot A
iy [ W= Vian = Jim [[Cc=V)san
400

—  lim (Ue—V)dn = Cipp(a;) = Cj ; € € (0, b]

€—>D+ —D0

Concluimos que:

§ 3 ,
Gim [CUdman= ["Vmdn +Cie) ;€ € la,0,) U (o8]

@
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onde,

O.f ; EE(O’j,b] I

Finalmente podemos calcular ]11%:1 1%, Temos:

Jim, 14 = [ [/Vdn]dﬁ—l—f@.godf / [/Vdn}d§+0 e
:E’ U Vdn}dw [/ Vdn]ngrC pdt

b
=Uss [ wle—alde+ go[( — @)Uy + Vdn]dé-FCj pdé
O'j El

éj(&) _ { 0 i E € [a! Jj)

=Uj_ 1/ o€ —alde + | wlloj —a)Uj1 +Usl€ - 0)]dE + C; bﬁ@d&
= —alUj_ ](pdgﬂc —a:,(U Uj-1)] L wd£+f V{¢plde
- —aV(a /{pdf FV () - ]Ujf,oduf Eplde.

Logo, de (2.37)-(2.40) obtemos:

b
im [ F(Ugpds

E_)TF(;(G)) —aV(a)]fbsoder/b Vitolde + Cjo50(0;)
1aV(a /n,od&—l—[F(V(b))—F(V(a)]/ pdt — fVEso

_ Py / dé + [F(V (b)) — F(V(a) )]f @d€ + Cy050(0;)
:f (V)pdt + Cio50(0;),

que é (2.34) para ¢ com suporte contido numa vizinhanga de ¢;. Para comple-
tarmos a demonstragao de (2.34), escrevemos uma, fungéo teste arbitraria ¢ como
m (2.30) e obtemos:

b i=k+1
i [ rasas = i ['r00 (3 o) o
f=k—+1 b
= Z) Jim [ F(Udide
i=k+1 i=k+1

= Z f ﬁbsdg“l‘ Z Ci0id; Uz)
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b i=k+1 i=k+1
= F (Zqﬁt)dg“t‘ chzdjoa)

i=1
=k+1

b
= /F ¢d£+ Cy058{(03),

,:1

que é (2.34) para uma fungao teste arbitraria ¢.
Vamos agora verificar (2.35). Seja ¢ € CP(RX R,) e sejam L, o e T cons-
tantes positivas tais que suppy C [—L, L] % [e, T]. Temos:

I rwaEne e ndad = f t [ Fde)w (et aca, (2.42)

L L
onde I = [——, —} .
o«
Suponhamos por enquanto que;

T
Jimy L i /1 FUL&)) (ct, t)dedt = fa Tiny ¢ / FU€) (e, t)dedt.  (2.43)

Entao, como ¢(t.,t) € CP(R) para cada t € [a, T, temos de (2.34):

J=k+1

lim [ PO (1,04 f F(V(E)) (&8, 6)de + Z Cio 0 (tost),

para cada t € e, T'.
Portanto, de (2.42) e {2.43) temos:

6l_i'r{r}if /oo (%, t)dadt = / /F P (¢t, t)dédt

T F=k+1

/ t z Cio b (to;, t)dt

f / . )¢(m t)dadt

F=k+1

+ Z ngj/o t‘l/}(t{ﬂ;,t)dt,
_'}"21
que é (2.35).

Devemos, para finalizar a demonstragao, verificar (2.43). Para isto basta
mostrarmos que

HfIF(Ue(E))TP(Et,t)dEH <K;teleT], (2.44)
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para alguma constante positiva K, independente de .

L
De (2.36) com ¢ = —— temos, para £ € I :
a

R(UAEY) = Ko +e0) + 6040 - [, Uulaan,

o

onde:

Ke= F(UL~2)) — U(~2) EUG(_E).

44

Logo:
LF(UE(E))w(tf,t)dg - Keﬂw(tﬁ,t)dg
+£[6UE(E)+£UE(£)_/_Z Ue(q)dn]ip(tg,:)dg

&

- K ﬂ Y6006 — et [ ULE)wl06, 1)
‘l‘/{ [fUE(E) -|-/_l UE(W)d??}lb(tﬁ,t)df.

Como (hipéteses i) e ii)):
Koo [FVE2) +2v(-2)],

temos que | K.|| < C, para alguma constante positiva C, independente de ¢ > 0.
Logo:

Kﬁﬂw(tﬁ,t)dgu < 203 Wl ;¢ € o T).

Por outro lado, da hipdtese ii) segue que existe constante positiva M, também
independente de ¢, tal que

NZGIEE

Assim, para cda t € [, T :

Yalt6, €] < €T Wbl [ IULEN 06 < T 10alon M

H/ g*”’e(ﬁ)w(ﬂfaff>ﬂ~’£|\ < gn«pnm [iioena < gnwumM

Hf/_ n)dy (i€, )d

< 2l [0 8 < 22 oo M
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Portanto, temos (2.44) com

L 3L
K =207 ¥l + M (T ll0alloo + 5 19,
o o
o que justifica (2.43). &
Mostraremos a seguir que a distribuicdo D é solucao de
FU)-EU =0 (2.45)
desde que consideremos a distribuicao F(D) em (2.19).

Teorema 2.8. Sejam D e F (D) dados respectivamente por (2.15) e (2.19). Entéo

E—F(D) .y 5D =0, (2.46)

Demonstragio: Fixemos o; € {o1,09,...,0641}. Seja ¢ € CFP{R) tal que
suppy C I =[a,b], 0; € [ e 0, & [a,b] se i # J.
Por definicdo temos:

<%F( )¢ ng"P> <D —E{&P]> (F(D),¢) ; ¢ € CFP(R).

Calculando separadamente os termos a direita da igualdade acima obtemos:

(pgetl) = [vigleaaeres iea|

oj b d .
= Uj—lfa pr [EpldE + Uy /aj & (el dE + Cy[o59(oj) + ¢(o;)]

= —o50(0;)}[U; — Ui + C; lo0(a;) + ¢(o;)]
= —p(o;) [F{U;) = F(Uj-1)] + Co56(a5)

b
—(F(D)9) = - [ FV)pds - Cyo56(0,)

b i
= —FWy) [ pde = P [ od - Croypioy)
= log) [F(U;) = F(U;-1)] = Cia9(05).
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Assim,
<D, ” [w]) —(FD), ) =0,

se ¢ for uma funcéo teste com suporte contido em uma vizinhanga de o;.
Se ¢ for uma fungéo arbitriria, entdo escrevemos novamente ¢ como em (2.30)

e obtemos:
o) e - (2 E )0

- 5 +< [£¢]> b (F(D), )

i=1

- ”HK £¢1> ((D),éi)]:o,

que é (2.46). [ |

A seguir vamos verificar que a distribuicdo D é solucio de
8 + 8, F(U) =0,
desde que definamos F (D) como em (2.20).

Corolério 2.9. Sejam D e F(f?) as distribui¢ées definidas respectivamente em
(2.18) e (2.20). Entéo: B B
8D + 8,F(D) = 0. (2.47)

Demonstracgao: Por definicéo, temos:
(D + 6, F (D), 9) = —(D,ye) — (F(D),92) 5 ¥ € CFPRx Ry).

Assim, se ¥ € C§°(R x Ry}, entdo:

F=k+1

(0D + 0,F (D f /m Dysdedt — 3 G / t¢{ot, t)dt

/ ] F(V( N dxdi — ngc*aj/ ty(o;t, t)dt
== [T G rv (S ))wz]dwdt

j=k+1

- Z C; /wtwt(%f:t) + o9 {o4t, t)] dt.
3=1 0
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Como

o0 0 d es}
A t[qpt(ajt,t)+ajwpx(ojt}t)]dt:£ tu—'gb(ajt,t)dt:—A P(ogt, t)dt,

dt
temos:
~ _ j=k+1
(8D +8,F(D),¢) = I + Z 0/ (0t,t)d (2.48)
onde,

1_[ / [ iz, t) + F(V (%))wﬁ(:c,t)} dzdt.

Fazendo a mudanga de varidvel © = £t obtemos (conforme demonstragio da Prop.

2.3):

I*f /m dgdt+/ / W (t€, t)dtde,

onde @(£) = ¢(¢t,t) para cada t > 0.
Da identidade {F(D),¢) = < 3 [&p]) do Teorema 2.8, temos:

o =kl o
[ rmiede+ Y Ciogetey) = [ Vies ol
" F=k+1
+ 2_:1 Clogplog) +elog)],
isto é:
oo 00 j=k+1
[ IPvEn —ev@leteie = [ viewts i+ 3 Crpon)
Logo:
oG pOO oo J=k+1
r=[f mV(&)«p(at,t)d&dH X owlest e
+ f / w(et, ¢)dede
F=&+1
= /_MV(g)A — [tap (€8, t) | dtdl + Zf Cy(ajt,t)dt
F=k+1
= Z f Cyp(ojt, t)dt
Portanto, de (2.48) obtemos (2.47). |
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3. SOLUCAO DO PROBLEMA DE RIEMANN

Neste capitulo vamos apresentar a solucao fraca do problema de Riemann

up + f(u)e = (},
U: + [vg(w)), =06, (@,t) e Rx Ry,

| (3.1)
(u(z,0),0(2,0)) = { ((ﬁj;ﬁj)) A
onde:
FeC?R) : f"u)>0;uek, (3.2)
geC'R) : g'(u)>0;uekR (3.3)
e
flu)y<glu);uelR (3.4)

Conforme mencionamos no Capitulo 1, o sistema em (3.1) é estritamente
hiperbolico com autovalores (velocidades caracteristicas) A1 = f'(u) < A2 = g(u).

Além disso,
1

RBi{u,v) = ( vy (u) ) e Ry = l ? ] , (3.5)
() — g(w)

sao autovetores & direita relativos as velocidades caracteristicas A; e Ag, respecti-
vamente,
Portanto, VA1 Ry = f"(u) # 0 e Vg Ry = 0, isto é, a familia caracteristica
1 € genuinamente ndo linear e a familia caracteristica 2 € linearmente degenerada.
A curve integral da familia i por {uy, v1), denotada por Z;(uy, v7), é a curva no
espaco de estados (plano-uv) que passa por (4, v;) € que, em cada ponto, tem o
vetor tangente igual a ;. Assim,

Ti(u,v) = {(”=""(u)) : %:?‘éﬂ%

U= ex ’ ‘_& Z U
{(u,v) . ) p(L; (f’(z)—g(z))d) ; ER}
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o,y = Ll B L
Ly, vp

fhj,";) Rlﬂl’vf)=z;t"l’vl)

;v
(‘"3‘:0) RIF';:U,)=II(1"I,0)

Ty, 0)

w4,
A R0 =3

Figura 3.1: As curvas Zy(uy, v), Zo(ug, v1), € Ri{ug, vr).

e To(up, vr) = {(u,v) : v € R}. Notamos que Zi{uy, v;) € simétrica em relacdo 2
reta v = { e que esta reta é a curva integral da familia 1, passando por (u;, 0).

A curva de rarefacdo da familia 1 por (uy, v1), denotada por R;(uz, v), é o ramo
da curva T;(uy, v;) ao longo do qual \; é estritamente crescente. No presente caso,
como o autovetor A, é constante ao longo da curva integral Zp(u;, v;), a curva de
rarefagao da familia 2 nao existe. A curva de rarefagio da familia 1 é dada por:

Ralug,vp) = {(w,v) € i{w, v) ; v > w} {3.6)

As curvas Iy (uz, 1), Ta(ug, 1), e Rq(ug, vi) estdo esbogadas na Figura 3.1,
O locus de Hugoniot por (u;,v;), denotado por H(u; v;) é o conjunto dos pontos
{u,v) do espago de estados satisfazendo ao seguinte sistema:

5 (u = w) = (w) — flu)
{ s (v —vp) = vg(u) — vig(w), (3.7)

para algum s € R Mostra-se [17], que H(uv;) é constituida de duas curvas
passando por {u;, v;), sendo que neste ponto, uma delas, denotada por Hq(uvi),
tangencia a curva integral da familia 1, e a outra, denotada por Hy(w; vi) tangencia
a curva integral da familia 2. Para cada ponto (u,v) de H;(u;v;), denotamos por
8; = 8;{u,v) o ntimero real s tal que a tripla (s, u,v) satisfaz {(3.7).

No caso do sistema em (3.1) temos:

Ho(ugvr) = {(ug,v) ; v € R)} = To(ug, vr)
sz = Ag(u) = g(w),
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fu) - 1 (w)

Sl(u) = ;U € R?
U = Uy
My (1) = {(u,v(un  v(o) = (M) weI(w),
s1() — g(u)
onde I(u;) é o conjunto onde v = wv{u) é definida. Se v; = 0, entdo I(u;) =

(—o0,00) e v=0. Se v; # 0 entao:
I{u)) ={ueR : s1(u) — g(u) #0}.

Notamos que H1{u;v;) é simétrica em relagdo & reta v = (} e que esta reta é o
locus de Hugoniot por (u;, 0).
Notamos também que:

Ho(ugvi} = Loy, vi),

isto é, a por¢ao do locus de Hugoniot por (u, v;) que tangencia a curva integral
da familia 2, na verdade coincide com ela. Este é um fato geral {17] que ocorre na
familia caracteristica i, quando esta familia € linearmente degenerada e o sistema
é estritamente hiperbdlico. Nessa situacdo s; é constante ao longo de Z;(uy, v;)
e esta curva passa a ser denominada curva de contato da familia ¢ por (u,v;) e
denotada por D;(uy, v;). Portanto, no caso do sistema (3.1), Do(uy, v;) também é
aretau =1 ; u € R (Fig. 3.1).

A curva de chogue da familia i, passando por (u, vi), denotada por S;(u;v),
é o ramo de H;(uyv;) ao longo do qual valem as condigoes de entropia (ou de-
stigualdades) de Lazx:

{ M) < sifu) < Aofw), i=1 {3.8)

Afu) < sglu) < Aglw), .
{zg(u) < safu), =2 (3.9)

Como 55 e Ay 530 constantes e iguais a g(u;) ao longo de Ha(uy v;), as desigualdades
(3.9) nao sao satisfeitas no caso ¢ = 2, isto &, a curva de choque da familia 2 nao
existe.

No caso i = 1, a condigdo de entropia (3.8) é

si{u) < f'{w)
{f’(u) < si{u) < glu), (3.10)

que, em vista da convexidade de f, é equivalente a u < u; e s1{u) < g(u). Assim,

Si(wvg) = {{v,v) € Hilwwr) + uw <, s1(u) < glu)}. (3.11)
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Se u < u;, temos:
si(u) = f1(7) < ¢(7) < g(w), (3.12)
para algum @ € (u,w). Como,

f'w) — f1w)

Jim = f'(w) < g(w),
! U — Uz

temos s; — ¢ < 0 em uma vizinhanca de ;.
Concluimos que para algum « > 0, (u; — a, w) C I(w). Seja u} tal que:

u =inf{u < w : {u,w) C I(w)}.

Entéo (uf,w;) C I{uw), e se (u,v) € 81(wyvi) com v € (uf, ), temos, de (3.12):

(Sl(U) — g(uz)) S0

s1(u) — g{u)

Se u} é finito temos s1(u]) — g{u;) = 0 e se, além disso, v; > 0 (respec. v; < 0)
entdo a componente v de S3{uyv;) tende a 400 (respec. —oo) quando u tende a
uy em {(uy,u).

Das consideragdes acima, concluimos que se u; é finito, entdo Hi(u;v;) tem
uma assintota sobre a reta u = u; e o ramo de Hi(uv) que estd contido na
faixa (u7,u;) X (—o00,+00) é uma parte de Si{uyv). Porém, o(s) ramos(s) de
Hi{u,vi) contido(s) a esquerda da reta u = uf pode(m) ou nao fazer parte de
S1(u,vr), dependendo do sinal da fungio s; — g. Por exemplo, se u}* é o primeiro
zero de sy — g A esquerda de u; e se 51 — ¢ < 0 em {(u}* u}) (Fig. 3.2), entéo
Hi(w,vy) é parte de 8;(uy ;) na faixa (u]*, u]) X (—o0, +0), pois nesse caso, as
desigualdades (3.10) séo satisfeitas. Por outro lado, se s, — g > 0 (Fig.3.3) em
(uf*, uf), a segunda condigao de (3.10) falha, e o ramo de H; (u; v;) néo faz parte de
S1(w,v1) na faixa (u*, uf) x (—oo, +oc). Estas situagdes podem ocorrer repetidas
vezes, dependendo do comportamento dos zeros da fungao s; — ¢ No caso do
sistema estudado em [18): f =w? g=2u+ 1, s =u+uyes, —g=1u —u—L
Nesse caso, u; = u; — 1 é o unico zero de 57 — g e S1(u,v;) € 0 ramo de Hy(uy,v;)
contido na faixa (u; — 1, u;) X (—o0, +00).

As figuras 3.2 e 3.3 podem ser um pouco diferentes com relagao a forma das
curvas. A intencao aqui é a de ilustrar o comportamento assintético da curva de
choque da familia 1. Entretanto, temos a seguinte observacio:

Observagao 3.1. Se v; > 0 (respec. v; < 0) a curva S;(u;v;) se situa acima
(respec. abaixo) da reta v = v; nas regiées em que s; < g.
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Hewy vy = s ,vp

”;:O ("i!
“0 sw-gm <o

L

Sy} -BEY) = 0 = sp) - g6

Figura 3.2: Hi(ugv) = S1(wvr) em (uf, ug) X (—00, o0} U (uf™, 1) x (—oo, +-00).

De fato, se (u,v) € 81(uv)) e w # wy, entdo v < w e da monotonicidade de g
temos [g(u) — g(ur)] < 0. A observagdo segue entdo de

[s1(u) — g(u)] (v — v} = v {g(u) — g(w)],
que obtemos somando e subtraindo v;g(u) 4 segunda igualdade em (3.7).
Definimos C1{u;, v;), 8 curva solugae da famslia 1 por:
Cy(ug, vr) = Splug o) U Ry (uy, vy).
A curva solucdo da familia 2, denotada por Coluy, v1) € a reta u = wuy, isto é,
Colug, vi) = {(ug,v) : veR}.

Fixado (u;, v) no espago de estados, definimos a seguinte regiao R (uy, v;) deste
plano:

Rupv) = {(u,v) 1 u <y, si(u) < glu), v € R} U ([, +00) x R)
Se (up, vs) € R(ug, v1) entdo existe Gnico vy, tal que
(wp, vp) € Crlug, vy) N Colty, vm), (3.13)

isto &, todo estado (u,,v,) na regido R(y, v;) estd na intersecio da curva Cy(uy, v;)
com a reta Ca(uy, vp,) para algum v,,, definindo o estado intermediario (u,, v,).
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i i HP‘; P = Slf”.f it
i ]
| 508 >0 | Wy, vy
i*i ] E v= a
og5i0) },10)
o DY s -gw) <o
| i
| | 608009 =0= 500)-g8)
M, vy = Sy,

Figura 3.3: M (u,vr) = S1(uvy) em (4], ug) X (—o0, +00) e Hylugvy) # Si{ugv)
em (u}*,u;) X {—o0,+o0).

Fiste estado intermediario, é determinado de maneira dnica. Se w, > w;, entdo,
denotando v, por v}, temos

U = U, = v exp ([j (%) dz) . (3.14)

Se u,. < u; e 81(u,) < g(u) entdo, denotando v, por v, temos

UV = U, = Uy (Sl(ur) —g(u;)) : (3.15)

s1{up) — g{uy)

Agora descrevemos a solucido (u(z,t), v(z,t)) de (3.1) para {u,, v,) € R{u, v).
1. Se u, > uy, entao:

((u;,’u;) c <A )(u;)t

_ ) T A(E)) 5 Mlw)t £ 3 < A(ut,

(u(z, 1), v(w, 1)) = i 05) 5 Aa(air bt < 3 < Aa(tn), (3.16)
(e, vp) 5 A2(ur)t < z,

onde v, é dado por (3.14) e ¥ é a fungéo dada por

F(£) = vyexp ([:‘(ﬂ (}_’%) dz) DA < €< A(u,).
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2. Be u, < up e s1(u,) < g(u,), entdo:

(ug, ) 5 ¢ < s1(ug)t,
(u(z,t),v(z,t)) = ¢ (unv5) ; s1({up)t < 2 < s2(up)t, (3.17)
{up, vp) 5 > So(up)t,

onde v, é dado por {3.15).

Observagao 3,2, Escrevendo as solugoes acima na forma auto-similar e em ter-

mos das fungées f e g obtemos:
1. Se u, > uy, entao (u(z,t),v(x,t)) = (ﬁ(%),ﬁ(%)) onde:

Ty 3 E S fi(ul)a
&)=< (M7 flw) <€ < fluy),
Uy 5 > f’(’u..,..),

Ue) g'(z) , "
p(e) = { WP (L (“———f,(z) _g(z)) dZ) i € < glur),

vpy &> Q(Ur);
flur) = F(w)

Upy — UL
(u(z, t), vz, b)) = (us(%),’ﬁ(%)), onde:

< g(uyr), entdo

2. Sewu,<up esi(up) =5=

u;;§<s,
us(g):{ up; £ > 3,

v g <8
5(5): Um 5<£<g(ur):
Ve £ > Q(u’r)r

e = (12282),

s — g(uy)

Nas figuras 3.4, 3.5 e 3.6 indicamos a solu¢do no espago de estados. Denotamos
81(u, vi) por S1, Ra(wy, v;) por Ry e Daluy, v) por Do.

37



2
“ \\Dz
, 2,
5 Dz:“*&_
R’
("3‘ 8}
2 R
R, B,
S ]

Figura 3.4: Solucio do problema de Riemann para u, > u;.

As funcbes (3.16) ¢ (3.17) sao denominadas ondas compostas. Quando os esta-
dos intermedidrios coincidem com o estado a direita ou com o estado a esquerda,
isto é, quando vi = v ou vE = v,, entdo as ondas compostas também sio de-
nominadas ondas simples. Especificamente, as ondas simples sao as seguintes:

o onda de rarefacao da familia 1, se v}, = v, em (3.16);
e onda de chogue da familia 1 se v, = v; em (3.17);

o descotinuidade de contato da familia 2, se v, = vyem (3.16) ouse v, = vy em
{3.17), pois de {3.14) segue que v, = v; se, e somente se, u; = u, e de (3.15)
segue que v, = v; se, € somente se, ¥; = u,. Além dissso, so(u,) = Ag(u,).

Por construgdo, a solucéo apresentada acima é tnica, na classe das ondas
compostas, Uma vez que os estados intermedidrios s&o unicamente determinados.

Observamos que Das regides em que v < w e g{u) < s1(u), as quais de-
nominamos #-regides, nao podemos resolver o problema de Riemann por ondas
compostas. De fato, as retas s;(u) = g(u), ndo encontram nenhuma das curvas
das familias 1 ou 2 por (u, v;). Além disso, se g(u,) < s1(u,), apesar de existir
{up, vm) € Hi(ugv) N Do(wy, v), ndo podemos superpor a descontinuidade

{ (ug, 1) c 2 < s{uglt,

(ur,om) 5 2> s1(un)t,
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Figura 3.5: Solucao do problema de Riemann em (u}* »]) U (u], %), quando s; <
g em (uf", uf).

PoB 5§4
I\ilx sj: |
| 1 : :
P i w\_%
N ; #r,7)
B wegepe |
L b L ) P .
o) I~ €50) t:r“ ] ty,8
E 5, ! i ,4/‘3‘—{;;‘,,1)
E | 36 26 <0
() - 8()< 0

Figura 3.6: Solu¢ao do problema de Riemann em (u]*,u;™) U (47, 14;), quando

81 < g em (u™, uf*). (Aqui u™ é um outro possivel zero de 51 — g 4 esquerda de
up™.)
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a descontinuidade de contato (lembrando que so = Xy = g(u,)):

(py ) 5 2 < glugt,
(ury vp) 5 & > g{u,)t,

uma vez que na regiao {(z,t) ; g(u,)t < < s1(u,)t} do plano-zt temos que definir
a solugio por v; e também por v, Entretanto, se (u,,v,) estd sobre o ramo do
locus de Hugoniot Hy (uvy), com w, < wy € 81(u,) > g(u,), entdo a descontinuidade

{ (w, o) 5 2 < silu,t, (3.18)

(u‘l":v‘r’) ; x> Sl(u‘l")tj

¢ uma solucio fraca do problema de Riemann, apesar de nao satisfazer as de-
sigualdades em (3.8). Este tipo de descontinuidade, denominada choque super-
compressivo, tem sido utilizada na solucdo de alguns problemas de Riemann,
Neste caso, os estados iniciais e a velocidade de choque satisfazem as desigual-
dades:

Aifur) < 51 < M) i = 1,2,

Concluimos, das considera¢ées acima, que ndo podemos resolver o problema de
Riemann (3.1) utilizando ondas classicas, para (u,, v,) em um §-regido, exceto se
{ur,v,) € H1(w,vy), caso em que podemos utilizar um choque super-compressivo.

Mostraremos no Capitulo 6 que as ondas compostas sdo limites fracos (no
sentido de distribuigdes) dos leques de viscosidade (ue(%),ve(%)) associados ao
problema de Riemann (3.1), isto é, das solugdes do seguinte problema:

ut+f( )ﬂ’-‘ —ftumz: (m,t)GRXR;_,

vg + [’L’g(u ]m = etvgy,

)
0oz, 0) ={ ()2

(up, vy} 5 2> 0.

(3.19)

Além disso, veremos também que se u, < u; € g{u,) < s51(uy), isto é, se {uy, v;)
est4 contido em uma &-regido, entdo as solugoes de (3.19) também convergem
fracamente para uma distribuicdo S5 = (us, vs) definida por:

{us, ) = foﬂo/m Ug T)Qﬁdmdt

- ¢e CPMRxR,),
(05, B) f / vs(%)gédwdt—kc A " (st Dt ’

(3.20)

onde:
Flur) = £u)

Up — Uy ’

5= (3.21)
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¢ = 8{vr — 0] — [pg(ur) — viguwy)] (3.22)

us(e)={jji ;gj; (3.23)
wo =% L5 (3.4

Observamos que a distribuicao u, é uma distribuicao regular, ou seja, é dada
por uma funcio em L(R x Ry), e a distribuigdo v5 é a soma de uma distribuicio
regular v, com uma distribui¢do singular que é a delta de Dirac com peso ct, com
suporte sobre a reta ¢ = st. Vamos denominar a distribuigdo S5 = (u,,vs), de
acordo com [22], por §—enda de chogque, ou simplesmente é- chogque. A velocidude
do §-choque é s, dada por (3.21).

Notamos que no caso em que (u,, v,) estd sobre um ramo de H;(u;,v) com
u, < u; € g(u,) < 51(u,), a constante ¢ em (3.22) é nula, isto é, o choque super-
compressivo (3.18) coincide com o §-choque.

O fato da distribuicio S5 também ser obtida (assim como as ondas compostas)
como limite fraco dos leques de viscosidade associados ac problema de Riemann
(3.1} deixa aberta a possibilidade desta distribuicao ser uma solugao fraca de (3.1).
Uma dificuldade nesse sentido € a definigéo da distribuigio produto vsg(u,). Para
uma fun¢aoe suave a = a(z,1), o produto vse é naturalmente definido por:

o 8) = [ " / :° vea(z, )6z, t)dadt + ¢ | ™ talst, typ(st, 1)t
= {vs,a¢) ; ¢ € CPR x Ry).

Veremos a seguir que vsg{us} pode ser definido como acima de modo que
S5 = (us, vs) seja uma solucio fraca de (3.1). Para isto devemos definir também
o valor de g(u,) sobre a reta de descontinuidade z = st, o que é equivalente a
definir a funcio u, = u,(£) em £ = s.

Proposicao 3.1. Seja S5 = (us, v5) um §-choque definido por (3.20)-(3.24). De-
finamos a funcéo us(%) sobre a reta x = st por:

us(—)=g7'(s); >0 (3.25)

e a distribui¢ao produto vsg(us) por:

<U459 (us) ) 4’5)

4o +o0 +00
= Am /1 . veg(us())pdzdt + ¢ [ +mtg(us(%t))¢(st,t)dt (3.26)
_ fo [ vag(uel5))gdudt + s [O té(st,t)dt ; ¢ € C(R x R,).
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Entdo S5 € uma solugdo fraca (no sentido das disiribui¢des) do sistema em

(3.1).

Demonstraciao: Escrevendo a distribui¢do S5 na forma vetorial:

(S5, ) f fw $tdxdt+0f to(st, )dt ; ¢ € CP(R x R,),

verificamos que S5 coincide com a distribuicio D definida em (2.18) (Cap. 2) com
kZO, 0123,02012(0,6)6

V = (ug vg).
Portanto, do Corolario 2.9 do Capitulo 2 segue que:
0:Ss + 0zF (S5) = 0, (3.27)

onde F(S5) ¢ a distribuicao definida por:

f f F(V b(z, t)dzdt
ts¢(st t) ;€ Ct(Rx Ry).

Como ' = (0,¢c), a primeira componente de F'(Ss) é a fungao f(us()) vista
como distribuicdo regular e a segunda componente é a distribuicao produto vsg(u}
definida em (3.26). Portanto, (3.27):

{ Byug + pf (u,) = 0,

Brvs + 65 (vsg(u)) =0 (3.28)

isto é, S5 = (us, vs) é solugéo do sistema em (3.1), no sentido das distribuicoes. W

Observacao 3.3. Na teoria desenvolvida por F. Bouchut e F. James [I] para
uma equacao de transporte com coeficiente descontinuo, da forma:

wy + a2z, t)we = 0, (3.29)

o coeficiente a{z,t) deve ser definido de maneira apropriada sobre o conjunto de
pontos de descontinuidade. Derivando formalmente (3.29) com respeito a varidvel
z e tomando v = wy, obtemos a seguinte equagao:

v + [z, t)v], = 0, (3.30)
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4. LEQUES DE VISCOSIDADE ESCALARES

Neste capitulo vamos considerar o problema de Riemann para uma lei de con-
servagao escalar,
ut—i_f(u)w:{]; ($1t) ERXR—H
J w2 <0, (4.1)
u(z,0) = Up; x> 0.

onde a funcio de fluxo f = f(u) é uma fungdo suave e satisfaz a condicao de
convexidade estrita,

fw)>0; uekR (4.2)

Vamos mostrar que as solugoes fracas de (4.1) sio obtidas como limite, quando
¢ — 0T, dos leques de viscosidade ue(f) onde, conforme o Capitulo 1, u, é solugio
suave do seguinte problema de valor de fronteira:

cii = flu) - €i; £€R
u(—o0) = uy, (4.3)
u(+00) = u,.

Sabemos, da teoria sobre sistemas de leis de conservagao [17], que as solugdes
fracas de (4.1)-(4.2) se dividem em dois casos: u; > Uy € 43 < Uy (Se up = up = up,
a solucao é u(x,t) = uo.) Se u; > u, a solugdo fraca de {4.1) é a onda de choque
us(%), onde:

u; £ <8,
us(€) = { w i E> s (4.4)
e
g = flur) — flu) (4.5)
u.»;«—“U,g

é a velocidade de choque. Se uy < u, a solugdo é a onda de rarefagao @(§) onde:

up; £ < f’(ui)y T
w(g) =4 (N7HE; flu) <€ < f'ur) €= (4.6)
Up; & 2 f’(u,.),

Organizamos esie capitulo como se segue.
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Na Sec¢ao 4.1 vamos verificar que, para cada ¢ > 0, existe um tnico leque de
viscosidade v, associado ao problema de Riemann escalar (4.1) sem assumir a
condi¢io de convexidade (4.2). Assumiremos f € C%(R) apenas.

Na Secao 4.2 vamos mostrar algumas estimativas sobre as derivadas dos leques
de viscosidade que nos ajudarao a verificar os resultados de convergéncia da Secao
4.3. Adiantamos que os resultados das se¢des 4.1 e 4.2 nao exigem a condicao de
convexidade {4.2) para a funcéo f.

Na Secio 4.3 vamos supor que [ satisfaz {4.2) e vamos verificar gue u, converge
fracamente para a solugdo do problema de Riemann (4.1).

Os resultados deste capitulo, exceto o de unicidade, sobre o qual nao encon-
tramos uma referéncia, sao fatos ja conhecidos que demonstramos somente para
que o texto fique auto-contido.

4.1. Existéncia e Unicidade

Nesta se¢io vamos estabelecer a existéncia e unicidade de solugbes para (4.3) com
a funcdo de fluxo bem geral, isto &, assumiremos apenas que f € C2(R).

Obteremos a existéncia de solugbes utilizando, para o caso escalar, o Teorema
2.1 do Capitulo 2. Para isto devemos verificar que existe uma constante positiva
M, independente de L > 0 e de p € [0, 1], tal que,

(e, lu()] < M (4.7)

para toda solu¢do suave u do seguinte problema de valor de fronteira a dois
parametros: _
et = pf(u) — €u; € € (-L, L),
u(~L) = pu, (4.8)
w(lL) = pu

No caso escalar podemos facilmente estabelecer a estimativa a priori (4.7). In-
clusive podemos tomar M também independente de € > 0 (o que serd fundamental
para demonstrarmos a convergéncia na préxima sec¢io). Este fato é consequéncia
da seguinte proposigio.
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Proposiciao 4.1. Seja u solugio suave de:

eii = fu) — &u (4.9)
em algum intervalo I C IR Entdo u é constante ou estritamente mondtona.

Demonstragdo: Observamos que (4.9) pode ser escrita da seguinte forma.:

= = (/) - €)= 0

Seja £y € I. Multiplicando a expressdo acima pelo fator integrante:

1

B(E) = exp (—— [t ) dﬂ) .0,

£

obtemnos %(u(g)E(‘f)) =0.

Portanto, %(£) = w(£y) E{€)™}, o que conclui a demonstragio. |

Vamos agora verificar a existéncia dos leques de viscosidade.

Proposicao 4.2. Para cada € > (), u;, v, € R, o problema de valor de fronteira
(4.3) possui uma selugao suave u.. Além disso,

llullee = sup |u(§)] < max {jul, |ur(}. {4.10)
£eR

Demonstragao: Seja u solugdo de (4.8) para L > 0 e p € [0, 1]. Da monotonici-
dade de u (Prop. 4.1) segue que:

(e, [u()] < max {Ju]

que é (4.7) com M = max {|u], ||}, constante positiva que independe de L e de
p. Aplicando o Teorema 2.1 do Capitulo 2, concluimos a existéncia de nma fungéo
suave u,, solucio de (4.3) satisfazendo (4.10), o que encerra a demonstragdo. M

Agora vamos verificar a unicidade de solugoes de (4.3). Notamos que se u; e
1y forem solugoes de (4.3) e se u = ug — uy, entdo:

L d
Flua(®) = £n(©) = [ /a0 + (0 = oui(e))as
= () [ Fusl©)6 + (1 - Opm(e))ds
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Assim, tomando h : R — R a funcao definida por:

ME) = [ 7€)+ (1= Bua(€)ad; € € R (4.11)

temos que u satisfaz:

. d L
€t = dg[hu] tu; £ € R,

u{—o0) = 0 = u(+o0).

(4.12)

Das consideracfes acima e do Lema 4.3, que demonstraremos a seguir, obtere-
mos a unicidade. Utilizaremos este Lema novamente no Capitulo 5 para verificar
a unicidade dos leques de viscosidade associados ao problema de Riemann tratado
la..

Lema 4.3. Sejam v = v{{) e ¢ = ¢{£) fungbes suaves e limitadas satisfazendo:
. d : '
EU:EE[U{,o+?,b(w)]—£v;Se(a,b)gR, (4.13)

onde ¥ = % (v) é uma funcdo suave. Suponhamos que v(a) = v(3) = 0, onde
e <a<f<beque:

lim [¢v(g)] = M, [Ev(&)] = 0. (4.14)

f—a~

Entdo v =0 em (a,b).

Demonstragiao: Para verificarmos o Lema, basta (em vista dos resultados cléssi-
cos de unicidade para o problema de valor inicial para equacdes diferenciais or-
dindrias) mostrarmos que v é nula no intervalo (o, 3). Suponhamos, por absurdo,
que v nzo é identicamente nula em (e, §). Sem perda de generalidade podemos ad-
mitir que o e 3 sao zeros consecutivos de v (incluindo os possiveis casos o = —oo
efou § = +o0). Se v(¢) > 0 para £ € (a, §), entéo:

o(a) 2 0> (f) e fﬁvdg > 0.

53

Mas, integrando (4.13) obtemos a contradigéo:

0> e[o(B) — v(a)] = [vp +9 @) — [2evde , ;
= [op + ¥ )~ vl + [ vdg = [“vde > 0

43
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A
Analogamente, se v(£) < 0 para £ € (e, 3), entéo v(a) < 0 < v(8), / vdf < 0 e

o

0< e[o(8) - v(a)] = [ v <0,

43

o que é uma contradigdo. Portanto, devemos ter v = 0 em (a, 8) e, consequente-
mente, em {a,b). n

Proposicao 4.4. Sejam uy e uy duas solugées suaves de (4.3). Entao uy = us.

Demonstragao: Seja u = ug —u;. Em vista de (4.12), vamos aplicar o Lema 4.3
com o = —o0, f§ =400, v =u, ¢ =h e =0, onde h é dado por (4.11).

Como u(—00) = u(+00) = 0 e as fungdes u e  sdo limitadas, para aplicarmos
o referido Lema, falta verificarmos (4.14) para u. Mas isto decorre do seguinte
fato:

E1ig1 EMu(e)=0;ie{1,2} , meN

Este fato é uma propriedade geral dos leques de viscosidade associados ao pro-
blema de Riemann para sistemas de leis de conservacdo, que demonstramos no
Capitulo 2 (Lema 2.4). Ele segue também de (4.22) e (4.21) abaixo. Portanto,
como os limites Eli’lilm £u(£) sdo indeterminagdes do tipo £00.0 temos:

lim gu(¢) = lim [-6%(6)] = Jm [-£%a(¢)] - lim [-£*n(6)] =0

f—too f—+c0 £—rFoo

ou seja, u também satisfaz (4.14). Agora, pelo Lema 4.3 segue que u = 0 em
(—o0, +00), encerrando a demonstragao. [ |

Na proxima secao provaremos algumas estimativas sobre as derivadas dos
leques de viscosidade associados ao problema de Riemann (4.1). FEssas estima-
tivas serdo utilizadas na Secao 4.3.

4.2. Estimativas

Nesta segio vamos supor que f € C?*(R) e que u; # u,. Vamos denotar por
I, up| 0 intervalo fechado de extremos u; e u,.

Lema 4.5. Seja u. solugdo de (4.3). Sejam a. e b, tais que:

flluc(€)) 2 aes § < ac (4.15)

f'(ue(€)) < be s € 2 be. (4.16)
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(Por exemplo ae = min {f'(u) ; u € Ifus, ur]} € be = max {f'(u) ; u € Iu, v, )}.)

Entao, )
i) < hidodlens (- E525) e < 1)

© a2
e (£)] < fselbe)| exp (—“@—23—)) 5 &2 b, (4.18)

Demonstragao: Se { > b, entao,

¢
el = il oxe (1 [*(5"to) = n) )
< [elbe)| exp (% : (be — ) d"?)
BN (e2_ 32
O e
ARy
= |1l€(b£)|exp (—('5—25"6“)_) )
o que prova (4.18).
De modo anélogo, provamos (4.17). |
Proposicao 4.6. Sejam:
a =min {f'(u); v € Iug, u,]} eb=max{f'(u); v & Iu,u}. (4.19)

Para cada € > 0, seja u. a unica solucdo de (4.3). Entio, para cada a > 0 ;
1. %, converge uniformemente para a fungdo nula em (—o0,a — o Ub+ @, 00);
2. u. converge uniformemente para u; em (—00,a — ¢ e para u, em [b+a, 00).
Demonstragao: Como u, é monétona, temos ||uel,, < M = max {|w, |u |} e
sup {|f (uc(€))l - € € R} < max {|f(u)]: [u] < M}.

Portanto, da Observacao 2.2 do Capitulo 2 (que é consequéncia do Lema 2.4 do
mesmo capitulo), segue que existe uma constante positiva K, que depende somente
de a e b, tal que:

w(e)l < = £ € la,d) (4.20)
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Da monotonicidade (Prop. 4.1) de u, temos que:
a<flué))<b; £eR

Fazendo a. = a e b = b no Lema 4.5, obtemos:

.2
e ()] < — il exxa( %) ; &€ <a, (4.21)

A Y
e (€)] < %exp( 4 2:) ) ;&> b, (4.22)

Portanto, se £ € {—o00,a — | U b + @, +oo) entdo,
K o
1 (8)] < = -]
()] < = exp ( 26)

2 . . .
Como lim —exp( 25) = 0, temos que u, — (), uniformemente em

e— (It
(—o0,a — @] U [b+ e, +oo), 0 que prova a Afirmacdo 1.
Provemos a Afirmacao 2. Se b+ a < £ < 7, entao:

ud®) —w)l = |[Tidr)ar

< -—f' ( T_b))d'r

ng) dz

e -5
2e
2
‘/:K/ : exp (~z2) dz.
I -
v
Fazendo 7 — oo obtemos:

e (£) — un| < \/gK /:wexp (—22) dz ; £ € [b+ a,+oco).

Ve

2 ftoe ) +oo
lim ‘/:/ exp (—zZ) dz = — lim p/ exXp (—zz) dz
e—0T ¥ ¢ \/% a p—too’ g

= g I1m P exp( ,02):[],

p—rOO

[

Como:
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temos que u, converge uniformemente para u, em [b + o, +00).
De modo andlogo, provamos que:

2 +o0
|ue(§) — wl < \/;K /7% eXp (—zQ) dz; § € (—o0,a — a,

0 que mostra a convergéncia uniforme de . para u; em (—00,a — ). a

Na. proxima secao vamos verificar a convergéncia fraca dos leques de viscosi-
dade.

4.3. Convergéncia

Nesta secfio vamos assumir que f satisfaz {4.2) e vamos mostrar que as solugdes
ue de (4.3) convergem para a onda de rarefagéo 4(§), onde @ é a fungao em (4.6),
se u; < Uup e para a onda de choque u,(¥}, onde u, é a fungio em (4.4), se u; > u,.
Notamos que se u; = 4, = ug entao essa convergéncia ¢ trivial, pois a solugdo de
(4.1) € u(w,t) = ug e a solugdo de (4.3) é uc(¢) = uo.

Vamos analisar separadamente os casos u; < %, € ¥ > Up.

4.3.1. O caso u; < u,

Nesse caso, mostraremos que os leques de viscosidade convergem uniformemente
e, portanto, também fracamente (no sentido das distribuicoes), para a onda de
rarefagio (%), onde % é a fungdo em (4.6). Para isto precisamos da seguinte
Proposicao.

Proposicao 4.7. Para cada ¢ > () seja u¢ a iinica solugdo de (4.3} com u; < u, e
[ satisfazendo (4.2). Entao,

0<aff)<e; (e

onde ¢ = max ————, constante positiva e independente de € > (.
welurue] f7{u)

Demonstracao: Da Proposicao 4.1 temos que u. € estritamente crescente, isto
é, u. > 0. Portanto, como i, se anula em oo e é continua, 4. assume um valor
méximo em algum £g € {(—o0, +00). Assim, #.(ég) =0 e

d>u

02 e

(&) = [f'(ue(fo)) — o] te(fo) + [ (uel0))ie(€0) — 1] tel&o)
= [f”(ue(fﬂ)){*ts(fﬁ) — 1] %e(é0),
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isto é: f”(ue(ﬁo))ﬂe(io) <1le:

. . 1 ‘
0<ue(€)§ue(§0)£m$C=EER

[
Agora, em vista da limitagdo uniforme das familias {tc},.q € {Ue}. o utilizare-
mos o Teorema de Arzeld-Ascoli para obtermos a convergéncia uniforme de u.

Antes, precisamos de um resultado de unicidade devido a Oleinik, [17, Cap. 15
par. B], o qual enunciamos a seguir.

Teorema 4.8. Sejam uy,us € L®(R x R, ), solu¢des fracas do problema de

Cauchy:
{ uet flu)a=0; {z,1) e Rx Ry,

u(z,0) = wo(z) ; s €R, £ =0, (4.23)

onde ug é uma fungdo limitada e mensurdvel e f satisfaz (4.2). Suponhamos que
exista uma constante positiva E, independente de (z,t) € R x R,, tal que:

ui(z + o, t) — ui(z, t)
o

Entdo u; = ug qtp {z,t) e Rx R,.

E
<~t—;a>0,t>0,meR,ie{1,2}. (4.24)

Observagao 4.1. De acordo com o Teorema 4.8 acima, se v = u{f) for uma
solugao fraca de:
0=f(u)—§i;EER,
u(—o0) =y, (4.25)
u(+o0) = u,,

com f satisfazendo (4.2), tal que:

u(€ + o) —u(f)

O

<E;a>0¢eR (4.26)

para alguma constante positiva E independente de o ¢ de £, entao u coincide,
em quase todo ponto £ € R, com a fungéo & dada em (4.6). De fato, nesse caso

fazendo u(z,t) := u(%) entio:

—u(g)

uwz +a,t)—ulzt) uF+
«

< E
< T
t -t

)
a
t
isto &, u{z,t) = u(%) é uma solugio fraca de (4.1) satisfazendo (4.24), 0 mesmo

x
acontecendo com a onda de rarefagio ﬂ(;)
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Finalmente estamos em condigbes de provar a convergéncia de He(g) para a

onda de rarefagao ﬂ(%)

Teorema 4.9. Para cada ¢ > 0, seja ue = u.(£) a unica solucdo de (4.3) com
u < uy e f satisfazendo (4.2). Entéo ue(§) (respec. ue(3)) converge uniforme-

mente em R (respec. em R x R, ) para G(£) (respec. ﬁ(if—)) onde u(£) é a fungéo
definida em (4.6).

Demonstragio: Da Proposicio 4.7 concluimos que {#} é uniformemente li-
mitada. Portanto, a {u.} é equicontinua. Como {u.} também é uniformemente
limitada (Prop. 4.1), podemos utilizar o Teorema de Arzels-Ascoli para garan-
tirmos a existéncia de uma subsequéncia {ue,} C {u.}, com €, — 0, tal que u,,
converge uniformemente em [a — 1,b + 1] para uma funcéo @, onde a = f'(u;) e
b = f'(u,). Mas, da Afirmagac 2 da Proposi¢do 4.6, também temos a convergéncia
uniforme de u, para u; em (—o0,a — 1] e para 4, em [b + 1, 00). Portanto, u.,
converge uniformemente em {—oo, +00) para uma fungéo continua .

Vamos verificar que 4 é solugéo fraca de (4.25).

Seja v € C°(R). Multiplicando {4.3) por ¢ e integrando por partes obtemos:

o [ Giads = [ e~ Fluc)l ot + [ oo

Da convergéncia uniforme segue que:

tim | [ v~ Flue )]l + [ -~ uenpdé| = [ e — f(@)] gdet [ aput

n—od —

e da limitacdo uniforme das derivadas ., segue que:

+oo oo
lim [en [ gt < el en [ lgld =0

Portanto,

+oo +00
[ g s+ [ awdg =0,
isto é, @ & uma solucdo fraca de (4.25).

Apora, em vista da Observacgao 4.1, para concluirmos a demonstracao, basta
verificarmos (4.26) para 4. Mas isto é imediato, pois, fazendo n — oo na ex-
pressao:

uﬁn(E + O:!) — U’ﬁn(g)
o
(onde 0 < a, < a) obtemos (4.26) para & com E = c.

:aen(g—l_an)'(‘c; (}!>0,£ER,
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Por altimo, notamos que os argumentos acima nao dependem da subsequéncia
convergente de {u.} no espago C'(R) munido da norma da convergéncia uniforme.
Isto é, toda subfamilia de {u.} possui uma subsequéncia uniformemente conver-
gente e, além disso, se ., é uma subsequéncia de {u.} que converge uniformemente
para uma fun¢éo u, entdo u € a fungio dada em (4.6). Assim, concluimos gue
a prépria sequéncia {u.} converge uniformemente {e também fracamente) para
(4.6). A convergéncia uniforme u(2) — (%) em R x R, segue imediatamente.
|

Agora vamos tratar o caso up > uy.

4.3.2. O caso u; > U,

Nesse caso, mostraremos que os leques de viscosidade u, convergem para a funcao
u, dada em (4.4), uniformemente em cada intervalo fechado que néo contém o
ponto s dado por (4.5) e fracamente em (—o0,+00). Como consequéncia, ue(T)
converge fracamente para a onda de choque us(%).

Notamos que, nesse caso, segue da Proposicao 4.1 que os leques de viscosidade
sao estritamente decrescentes, 0 mesmo acontecendo com f'{u.(£)) (pois f” > 0).
Portanto, para cada ¢ > 0}, existe um unico £, tal que:

f(ue(€e)) = &e (4.27)

Este fato é consequéncia do seguinte resultado simples que observamos a seguir,
e que utilizaremos novamente no Capitulo 6.

Observacao 4.2. Toda fungédo continua e decrescentep : R — R possui um wnico
ponto fixo,

Para verificarmos esta obsrvacio basta mostrarmos que a fungdo p(¢) — £ se
anula em algum ponto. Suponhamos que

pl§)-£>0;£€eR (4.28)

Entao p{0} > 0 e, como p é decrescente, p(p(0)) < p(0), o que contraria {4.28) em
£ = p(0). Analogamente verificamos que nao podemos ter p(£) — £ < 0 para todo
¢ € R Logo, existe £ tal que p(&) = £o, isto é, {o € um ponto fixo de pe é o
dnico, devido a monotonicidade de p.

Lema 4.10. Para cada € > 0 seja u. a inica solugdo de (4.3) com w; > u, e
f € C*R) satisfazendo (4.2). Entdo, existe constante positiva M, que depende
somente de uj e de u, tal que:
2
('f — fe)

lize(£)] < %exp (_T ) EeR (4.29)
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Demonstragao: Notamos da defini¢do de £ em (4.27) que:
a < £ <b, (4.30)

onde a e b séo dados por (4.19).

Em vista de (4.30) e de (4.20) temos [ie(&)| < ¥, onde M é uma cons-
tante positiva que ndo depende de ¢ > 0. De (4. 7') e {4.18) do Lema 4.5, com
ac = b, = £, obtemos (4.29). [ |

Teorema 4.11. Para cada ¢ > 0 sejam u, a unica solugéo de (4.3) com u; > u, e
f € C*(R) satisfazendo (4.2). Entdo, u. converge para u, em (4.4), uniformemente
nos intervalos fechados que ndo contém o ponto s e fracamente em (—00, +00).
Além disso, ue($) converge fracamente para a onda de choque u,(¥).

Demonstragao: De (4.30) segue que o conjunto {£} é limitado. Portanto,
existe subsequéncia £, , com ¢, — 0, que converge para para algum 3 € R
Vamos verificar que a subsequéncia u,, correspondente, converge uniformemente

para a fungio:
_jwmiEss,
BS(@_{ur;sz

em (—o00,3 — a] U [5 +a, +oo), para cada a > 0, e fracamente em (o0, 00).
Sejam n < £ < 5. Entao,

£
Ue — U¢ _— .E d
jue®) —uelm)l < [ i)l ar
M ¢ (T_€€)2
< _e“"/n exp(—T)d’r
= M@ffexp(—zz)dz
€ wor
< £ gE’%(::)cp(w;ﬂ)(;1!:/:;'r)<§<§,

Ve Sz

onde K = M /2. Portanto, fazendo 17 — —oo obtemos:

|Ue(5)~uti_mf%§jexp 2)dz;§<§.

Para a > 0 dado, seja ng € N tal que se n > ng, entéo &, € (53— 5,5+ ). Assim,
se £ < 5§ — «, temos:

f—&ni—%;ﬂ>ﬂ0
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K (A=
lue“(f)_uﬂﬁf/ ’ 2ne}{p (—zQ)dz; n > ng.
g 00

Como

lim 3 ] mf_“exp (—zg ) dz =0,
A—O0 \/a —oo
temos que u, converge uniformemente para u; em (—oo, 3 — .

Analogamente mostramos que u, converge uniformemente para u, em
[5+ a, +00).

Como as fungdes u, sao estritamente decrescentes, temos que, para cada in-
tervalo fechado I = [a, 8] C R, a familia {u.} é uniformemente limitada em L*(J)
por (8 — a)(u; — u,). Deste fato e da convergéncia uniforme acima, segue do Teo-
rema 2.6 do Capitulo 2 que %, converge fracamente para a distribuigdo % + @6,
onde;

= 5[ — ) — £ () — o)
e §; & a distribuicao delta de Dirac centrada em 5. Além disso, o Teorema 2.6
também temos que u.($) converge fracamente para uma distribuicdo que coincide
com a fungio ug(¥) se €= 0.
Vamos vertficar que ¢ = (). Integrando a equagio em (4.3) no intervalo

(§— 3,5+ ), onde § > 0, encontramos

- s 5+08
Ciglih = )i [ iade

_ B 348 58 p
[f(uén) Euen]g_,'@ + A—ﬁ e, 5

Fazendo n — oo temos de (4.29) e da convergéncia uniforme de u., em
(—00,5 — f] U [ + B, +-00) que:
a+8

lim Ue, dE = (54 B)uy — (5 — B)ug — [f (ur) — f ()]

=00 5_'8
= &+ Bluy +w).
Por outro lado, como {ue, } c.c ¢ uniformemente limitada temos:

5+ 3+
lim ue, d€ = / 5 Iim e, d€ = Bug + ur).
5— TE—+ 0

n—oo fe

Portanto, ¢ = 0, § = 5, us = u, em (4.4), u, (£) converge fracamente u,(f) e
ue, () converge fracamente u,(%).

Observamos que a sequéncia inteira {£.} converge para s. Pois {£.} é limitada
e provamos acima que todas as subsequéncias convergentes de {{.} possuem o
mesmo limite s. Logo, o mesmo roteiro de demonstragao pode ser aplicado para

verificarmos as convergéncias de u(¢) e uc(¥). |
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5. EXISTENCIA E UNICIDADE DOS LEQUES
DE VISCOSIDADE

Neste capitulo vamos mostrar a existéncia e a unicidade dos leques de viscosidade
associados ao problema de Riemann (3.1), isto é, das solugGes suaves e auto-
similares (uﬁ(f), ve(%)) de (3.19) onde, para cada € > 0, (ue(£), ve(£)) é a solugao
de:

€l = fd(u) —{u
€V = E [vg(u)] — €v (5.1)

u(—o0) = u;, v(—o0) = v,
u(+o0) = u, , v(+o0) = v,.

Os resultados deste capitulo sdo mais abrangentes do que precisamos, pois
vamos considerar o seguinte problema de valor de fronteira, do qual (5.1) é um
caso particular:

€l = fd(u) —&u

€t = = [vg(u, v) + A(v)] — £0 (5.2)
u("'oo) = Ur, U(_OO) =,

u(+o0) = uy, v(+oo) = vy

Assumiremos que f(u), h{v} e g(u,v) sdo fungdes suaves com
gulu,v) > 0 (u,v) € R2. (5.3)

Se u; > u, assumiremos também que para cada intervalo fechado 7 € R, o con-
junto:

gu(IsR) = {gu(u,'u) suel, ve R} (54)

é limitado.

Observamos que (5.1) é um caso particular de (5.2) com g = g(u), ¢’ > O e
h = 0. Nesse caso, (5.3) e (5.4) sdo automaticamente satisfeitas.

Para verificarmos a existéncia de solugbes para (5.2} utilizaremos um teo-
rema devido a Dafermos [2|, enunciado no Capitulo 2 (Teor. 2.1}, De acordo
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com esse teorema, o problema de valor de fronteira (5.2) possui alguma (nac ne-
cessariamente inica) solugdo suave (u.,?.), se existir uma constante positiva M,
independente de p € {0,1] e de L > 0, tal que:

max [|(u(€), v < M, (5.5)

para toda soluggo {(u(£), v(£)) do problema de valor de fronteira a dois pardmetros:
il = ;uf;i('u) ~ £
6 = b oglu, ) + )] — 9

(u{—L)r U(_L)) =K (’big, UI) )
(u(L),v(L)) = p(ur, vy

Nesse caso, a soluc@o existente satisfaz a mesma estimativa, isto é,

sup  [[(ue(8), ve(E)l] < M. (5.7)

—co<E<00

(5.6)

Observagio 5.1. No Capitulo 4 (Prop. 4.2 e Prop. 4.4) verificamos a existéncia
¢ unicidade de u, solugido da primeira equagao em (5.2), bem como a estimativa
a priori:
= ) ) 5.8
max Ju(Oll < max{jw], |ul} (5.8)
para toda solugao da primeira equagao em (5.6).

Observaciao 5.2. Se u; = 4, = ug entdo u € constante ¢ igual a ug (Prop. 4.1,
Cap.4). Logo, fazendo @(v) = vg(up, v) + h(v), temos que v € a solugdo de:

i = plv) - 5,
v(—oo) = v, (5.9)
v(+o0) = vy,

que também é um problema de valor inicial do tipo estudado no Capitulo 4.
Portanto, os mesmos resultados (Prop. 4.2 e Prop. 4.4) podem ser aplicados 4
(5.9) para assegurarmos a existéncia e a unicidade de v.

Das observagdes acima, concluimos que para obtermos a existéncia de solugoes
de (5.2) utilizando o teorema de Dafermos, basta verificarmos somente a estima-
tiva a priori

max v < M (5.10)

para a componente v(£) de qualquer solugao de (5.6) com w; # u,, onde M é uma
constante positiva independente de p e de L.
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No caso u; < 4, vamos verificar (5.10} com uma constante M que é também
independe de € > 0. Além disso, ndo necessitaremos da propriedade (5.4). Estes
resultados estao contidos no Teorema 5.3. Veremos também (Corolaric 5.4a) que
a familia {(ue, v.)} de solugdes de (5.2) dadas pelo Teorema 5.3 possui variacio
total uniformemente limitada. Esse resultado, combinado com a estimativa (5.10}
uniforme em ¢, é suficiente, em vista do Teorema 2.2 do Capitulo 2, para obtermos
uma solicdo fraca de (5.2) com € = 0, como limite de uma subsequéncia de

{(ue, ve)} (Coroldrio 5.4b-c).
No caso u; > u, precisaremos de (5.4) para garantirmos (5.10) com uma cons-

1
tante que depende de — (Teorema 5.6).
€
A seguir vamos verificar a unicidade dos leques de viscosidade no caso u; # u,.

Proposigio 5.1. Sejam (u1,v:1) e (12, va) solugdes suaves de (5.2). Entéo ug = uy
e vy = .

Demonstragio: Da Proposicéo 4.4 do Capitulo 4 segue que ug = u; = u. Assim,
sev =vp— v er =r({,8) é a funcdo definida por:

7(£,8) = va(£)8 + {1 — v1(€) ; (£,8) € (—o0,0) x [0,1],

entao, ro(€,0) = v(€); (£,0) € (—o0,00) x [0,1], e

o0(,) + AR = [ Zlrg(ur) +hr) a6
= v Ll [rgp(u,7) + glu, ) + A'(r)] d8 = vo,

onde: .

o€ = [ 1€, 0)5u(ul€),7(6,0) + o(u(6),7(6,6)
PR (& 040 € € (~o0,o0).

Logo, v, ¢ e % = h satisfazem (4.13) do Capitulo 4, com o = —oco e
8 = +oo. Além disso, v(—oc) = v(+oo) = 0 e as funcbes v e ¢ sdo limitadas
(pois ||7(¢, Ml < |lv2lleo + [l¥1]loe ) Portanto, para utilizarmos o Lema 4.3 do
Capitulo 4 devemos verificar que:

A nv(n) = 0.

Do Lema 2.4 do Capitulo 2 segue que:

m ™ i(n) =0; meN, i€ {1,2}.
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Portanto, como nliI:El nu(n) € uma indeterminacio do tipo £co.0, temos:
— )

Jim ) = i (%) o) = + | B () 5atn) = g (n°) a(n)| =0

Logo, aplicando o Lema 4.3 do Capitulo 4 obtemos v = 0 em (o0, +00), isto &,

Vg = . [ |

Para provarmos (5.10), vamos determinar a estrutura da componente v das
solugdes do sistema:

eii = pf (v) — €,
&b = u% fog(u, v) + h(v)] — £o, *E O (5.11)

com relacdo a maximos e minimos (Figuras 5.1-5.9).

Proposigao 5.2. Seja (u(¢),v{(€)) ; ¢ € (a,b) C R, solugdo suave de (5.11).
Afirmamos que:

1. Sev(a) = v(8) =0, onde (o, §) C (a,b) e u{a), w(f) finitos, entao,

U(&) =0;¢{¢€ ({I,b);

2. Se u{a) < u(b), entdo todo ponto critico £y de v, no intervalo (a, ), é ponto
de mdximo (respec. minimo) se, e somente se, v(&) < 0 (respec. v(&p) > 0).
Além disso,

lw(§)] < max {|v{a)|, w®)]} ; £ € (a,d); (5.12)

3. Se u{a) > u(b), entao todo ponto critice £y de v, no intervalo (a,b), é ponto
de méximo (respec. minimo) se, e somente se, v({y) > 0 (respec. v(&) < 0).

Demonstragao: A Afirmacao 1 é novamente uma aplicagao direta do Lema 4.3
do Capitulo 4, pois v, v = pgl(u,v), ¢ = ph, o e 8 satisfazem (4.13) do Capitulo
4, sendo que v e ¢ sdo limitadas e, ainda, se @ = —oo0 efou § = 400, entao

ﬂlirﬂlg nu(n) = 0, conforme Lema 2.4 do Capitule 2.
—+00
Vamos agora verificar as alirmacdes 2 e 3. Se £y for um ponto critico de v em

(a,b) entdo,
ei{80) = p{€o)gululbo), v(&o))i(So)- (5.13)
Segue de (5.3) e da Proposicao 4.1 do Capitulo 4 que se u{a) < u(b), entéo
gu(u{€o), v(£0))%(&0) > 0. Logo, de (5.13) temos que &y é ponto de minimo (respec.
méximo) local se, e somente se, v(£y) for positivo (respec. negative). Portanto, v
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v=g b .

-]
R
o

Figura 5.1: u(a) < u(b) ; v{a),v(b) > 0 : um ponto de minimo.

é mondtona ou possui, no maximo, um extremo local. Se v for mondtona, entao
temos facilmente (5.12). Se ¢, é ponto de minimo, entao:

0 < wit) <v(E); £€(ab) (5.14)

[v($)] = v(§) £ max v({) = max{v(a)},v(b)} ; £ € (a,b),

T _L<E<L

que é (5.12}. Se £, for ponto de mdximo, entio:

v(§) < v{6o) <0; ¢ € (a,b) (5.15)

()] = —v(€) < max {-v({)} = max{v(a),v(b)} ; ¢ € (a,b),

T —L=g<L
que também é (5.12). De (5.14) e de (5.15) segue que se v se anular em algum
ponto ¢ tal que & < ¢ < b entao v nao possui extremo local, isto é, v € monédtona.
Concluimos a prova da Afirmacéo 2.
Se u(a) > u(b) entdo & < 0 (Prop. 4.1, Cap. 4) e de (5.3) e (5.13) segue que
se &o for ponto critico de v em (e, b) entédo:

gu{u{éa), v(€0))u (o) < 0.

Portanto, {y é ponto de méximo (respec. minimo) se, e somente se, v(§) > 0
(respec. v{£g) < 0). [

Observacao 5.3. Na Afirmacdo 3 da Proposigdao acima, se v nao for monétona,
entdo v ndo pode assumir trés ou mais extremos locais, pois nesse caso, v se
anula pelo menos duas vezes, o que implica, conforme a Afirmacao 1, que v é
identicamente nula. Por outro lado, se v assumir dois extremos locais, £, e &3
entdo v{f;) < 0 < v{€2) ou v{¢;) > 0 > v(€;). Em qualquer caso, v se anula em
um ponto £ enire £ e £. Da Afirmacéo 1, segue que £ é o tnico zero de v.
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Figura 5.3: u(e) < u(d) ; v{a)v(d) < 0 : v mondtona.

pE----
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Figura 5.4: u(a) > u(b) ; v(a),v(d) 2 0 : um ponto de méximo.

W
L

v=@

~

Figura 5.5: u{a) > u(b) ; v(a),v(b) <0 : um ponto de minimo.
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SR N,

Figura 5.6: u(a) > u{b) ; v(b) < 0 < v{e) : um ponto de maximo e um ponto de
minimo.

Figura 5.7: uw(a) > u(b) ; v(a) < 0 < v(b) : um ponto de minimo e um ponto de
maximo.

[

v=gs
a

ix
—————d

Figura 5.8: u{a) > u(b) ; v(b) < 0 < v(a} : um ponto de méiximo.
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Observagao 5.4. Na demonstragido da Afirmacio 1 ndo fizemos uso das pro-
priedades (5.3) e (5.4) de g Portanto, a afirmacéo é verdadeira para g apenas
suave. Também, nas afirmacdes 2 e 3, nio necessitamos da propriedade (5.4) de
g. Logo, essas afirmagies séo verdadeiras para g suave satisfazendo (5.3). Como
veremos a seguir, o Teorema 5.3 ¢ o seu coroldrio decorrem da Afirmacéo 2 acima
e assim, nao exigem a propriedade (5.4) para a func¢édo suave g.

Figura 5.9: u(a) > u(b) ; v(a) < 0 < v(b) : um ponto de minimo.

Em vista de (5.12) e da Proposi¢ao 5.1 temos o seguinte teorema de existéncia
e unicidade para o caso u; < ur.

Teorema 5.3, Paracadac, vy, Uy, uy, 4, € R, come > 0 ey < u,, o problema de
valor de fronteira (5.2) com = f(u), h = h(v) e ¢ = g(u, v) suaves, g satisfazendo
(5.3), possui uma inica solugdo suave (u., v.) tal que:

Sup [I(ue(€), vel )l < M, (5.16)

G <00

onde,
M= ma‘x{Iull ) !'U"r“ ) |Ul| 3 |UTI}:

constante que é independente de € > 0.

Demonstragao: Suponhamos que (u,v) seja solucdo de (5.6). De (5.12) da
Proposigao 5.2 (com ¢ = —L, b = L, ua) = pu; < pu, = u(d), v{a) = py e
v(b) = pv,), temos:

sup  [v{€)] < max {|pwf, |pvy|} € max {|ul, v} £ M,
—L<g<k

que é (5.10) e que prova a existéncia e a estimativa {5,16). A unicidade ¢ a
Proposicao 5.1. [ |

O corolirio seguinte é uma importante consequéncia do Teorema 5.3, da Afirma-
¢ao 2 da Proposicao 5.2 no caso u; < u, € da Observacao 5.2 no caso up = Uy.
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Coroldrio 5.4. Seja {(ue, ve)} a familia de solucdes do problema de valor de
fronteira (5.2) com w1 < u,. Entdo:

a) {(uc,v.)} é uniformemente limitada e de variagéo total uniformemente li-
mitada;

b) existe uma fungao v limitada e de variagao total limitada e ainda uma sub-
sequéncia {(ue,,ve,)} C {(ue, ve)}, tais que (ue,,v,,) — (%,v), pontual-
mente e no sentido das distribuicdes, onde 4 € dada em (4.6) do Capitulo 4
(@(%) é a onda de rarefagio escalar);

¢) (&,v) é solugdo fraca de (5.2) com e = 0 e (ﬂ(f),fu(%)) é solugdo fraca do
problema de Riemann:

Uy + f(u)x = 0)
vy + [vg(u,v) + A

(U'(-T, 0),’0(%0)) — { (U:,U;) v < 0,

(et e Rx Ry
@), =0, (5.17)

(up, ) 5 2> 0.

Demonstragio: Verifiquemos inicialmente o item a). O caso w3 = u, é imediato,
pois nesse caso u, (=constante) e v, sdo mondtonas {Observagéo 5.2). No caso
u; < Uur, & limitagdo uniforme é (5.16) do Teorema 5.3. A familia {u.} é de
variagdo total uniformemente limitada porque VT(u.) = |u, — |, uma vez que
u, € mondtona para todo ¢ > 0. Para verificarmos que a familia {v.} é de variacéo
total uniformemente limitada, basta observarmos que se v, for mondtona, entao
VT(v) = |v, — v}, € que da Afirmagio 2 da Proposicao 5.2, se v assumir um
minimo (respec. méximo) local em &y, entao v é mondtona decrescente (respec.
crescente) em (—o0o, &y e mondtona crescente (respec. decrescente) em [£g, 00).
Logo, de (5.14) (respec. (5.15)) temos:

VI(ve) £ |velbo) — ve(—o0)l + fue(oo) — ve(£o)]
< ]'Uli + I'Url -

Portanto, em qualquer caso temos VT{(v.} < K, onde K é independente de
e > (.

Provemos agora os itens b) e ¢}. Do item a) e do Teorema 2.2 do Capitulo 2,
segue que existem funcgoes u e v, hmitadas e de variacao total limitadas, e uma
subsequéncia {(ue,, Ve, )} C {(ue, ve)} | tais que (ue,, ve,) — (4,v), pontualmente
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e fracamente. Além disso, u e v satisfazem ao item ¢) deste corolério. Porém, do
Teorema 4.9 do Capitulo 4, segue que u,, converge uniformemente para a funcao
continua @ dada em (4.6). Portanto, por unicidade de limites {pontuais, por exem-
plo} segue que u = . u

Para completarmos os resultados de existéncia de solucdes para (5.2), pre-
cisamos ainda verificar, no caso u; > uy, que a componente v de toda solucao de
(5.6) satisfaz (5.10). Este é o conteudo da préxima proposicio.

Proposigido 5.5. Sejam (u(£),v{€)) ; & € [a,b], solugdo suave de (5.11) com
u(a) > u{b),
¢ = max {{v(a}|, [v(b)[}

k= [u{a) — u(b)]sup {gu(u,v); v € [u(b),ula)], v € R}.
Entio,
8
ﬁLiv(n)ldﬂSC(HﬁfQ):GSMﬁSb (5.18)
mas Jo] < o (1+ -’f) axpk (5.19)
£€la,b| €

Demonstragao: Se v for mondtona em (g, b) entdo (5.18) e (5.19) sao triviamente
satisfeitas.

Suponhamos que v nao seja mondtona em (g, b). Vamos verificar a proposicao
inicialmente para o caso v(a),v(b) > 0. Nesse caso, se v(a) = v(b) = 0 entdo, da
Afirmacao 1 da Proposigio 5.2, temos que v é nula em (a, b) e nédo hé o que verifi-
carmos. Vamos assumir entdo que um dos dois valores, v(a) ou v(b) seja positivo
(Fig.5.10-5.11). Assim, da Afirmacéo 3 da Proposicio 5.2 e da Observacio 5.3
segue que v > 0 em (a, b), assume um méximo em algum &g € (e, b), é estritamente
crescente no intervalo {a, £ e € estritamente decrescente no intervalo [£, b).

Sejam a < @ < £ < b < b tais que (Fig.5.10-5.11):

0 < v{@) =v(b) =c < 2(n); n € (a@,bd). {5.20)
Observamos que:
i) Se v(a) > v(b) > 0, entdo & = a e b < b (Fig. 5.10);
ii) Se 0 < v{a) < v(b), entdo a < @ eb =" (Fig. 5.11);
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iii) Em ambos os casos acima,
8 b
[em-dins [pm-ddn;e<a<s<s  (21)

Para cada £ € [d, o), seja &' € (&g, b] tinico tal que (Fig.5.10-5.11):
0<v() =v(¢) <v@m);ne ) (5.22)

Integrando a segunda equagdo em (5.11) no intervalo [¢, ¢] obtemos:

. . == ! E’ .
cil¢) = ei(e) = plolmoluln), vlm) + ho@ZE — [ notr)an
Desenvolvendo por partes a integral no segundo membro acima, lembrando que
v(£) = v{¢') temos:
E.f

[ stayin =@ ¢ = &)~ [[ tn)an =~ [ oln) — v(e)]
4 4 £ 7 7

e

eb(€)—ei(€) = pu(€) [9(u(€), v(E)) O+ / ()] dn. (5.23)
Como
ev(¢') < 0 < ev{(), (5.24)
temos,

[ b - v@dn < pole)lgle) o(6)) - o(ule), o(6))
< 0(O9u(a(), v(E) [u(e) - ue)],
onde u(b) < u(¢’) < a(€) < u(€) < ula).

[ )~ wle)lan < k(o)

Portanto,

Agora, fazendo ¢ = &, temos £ = b e {porque v(&) = v{b) = ¢):
b
[ ot —cldn < ke (5.25)
B
De (5.21) e de (5.25) temos / [v(n) — cldn < ke. Assim,

1 8 ke k
E“_—QL |U(ﬂ)ldﬂ§0+m—c(l+ﬁ_a),
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que é (5.18).
Agora vamos verificar (5.19). De (5.23) e de (5.24) obtemos:

ile) = eo(e) — uol) o(ule), vE)) — 9 ule), o)) - [ [ota) ~ w©)
< (€ [o(u(€), v(E)) - g(ule)),vle)) / [o(n) = viE)] dn
< k() - [ bl - v(Oldns € € @,8)

Mas, de (5.22) segue que j: [v(n) — v(&)]dn > 0. Portanto,
k
v(€) — ;’U(f) <0; £ € [a )

k
Agora, multiplicando {5.28) por exp (—zf)obtemos

d k _
EE {ry(&)exp (—zg)] <0 P EE [G,EO):

isto é,
(e <vl@emp (£ (0= 9) s €< oo

Se £y — a < € entdo, de (5.27) com £ = @ e de (5.20) temos:

o(6o) < coxp (E (6o - a)) < cexph.

(5.26)

(5.27)

Caso contrério, se {p —a > ¢, seja £ € (a, &) tal que &g — £ = ¢. Entéo, novamente

de (5.27), agora com ¢ = ¢ temos:

u(€o) < v(é) exp (% ({g - f)) = 'u(é) exp k.

Mas, de (5.18) segue que:

1 o k k
50_5,\/5 U(n)dn_{c(l—kgo_é):c(l—kz)‘

(5.28)

Finalmente, lembrando que v é estritamente crescente no intervalo {é , £o) temos:

v(€) <

1 $o k
Eo—é-/é U(??)d??ﬁc(l—Fz)
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e de (5.28) obtemos:
k
v(to) < ¢ (1 + ;) exp k.

Portanto, em qualquer caso (§g — @ < ¢ ou & — @ > ¢), temos:

iy O] = el < (142 ) e
que é (5.19).

Concluimos a proposi¢ao para o caso em que v(a) e v{b) séo ambos nio nega-
tivos. Mas isto € suficiente para concluirmos também a proposigéo para o casoc em
que v(a) e v(b) sdo ambos ndo positivos (Fig. 5.12-5.13), pois por uma simples
verificagdo temos que se (u, v) for solugdo do sistema (5.11) € se w = —v, entdo
(4, w) também ¢ solucio de (5.11) com g = g(u, —w) e h = —h(—w).

Se v(a)v(b) < 0 e v nao for mondtona (Fig. 5.6-5.9), entdo existe um zero de
v em [a,b], que da Afirmacdo 1 da Proposicdo 5.2, é tinico. Isto é, existe tinico
a <€ <btalque v(f) =0 Sea < @ < § < ¢ < b entdo, aplicando (5.18) ao
intervalo [a, £] (caso j& provado acima) temos

1 3 kq k
ETELh@ﬂmswmnﬁ+ﬁ_0)5cﬁ+ﬁ_a)

onde,
ky = [u(a) — u(é)] sup {gu(u, v); u € [u(f), ula)], v € ]R} < k.

Analogamente, se a < £ < o < 8 < b entéo,

= [t < o (14525 ) < (14 55)

onde,
by = [u() — u(®)] sup {gu(u,v) ; u € [u®),u(@)], veR} < k.

Por iltimo, se a < o < £ < < b entdo, aplicando (5.18) aos intervalos [a, £] e
[€, 8] obtemos,

fj|v(ﬂ)|d?} = Lglv(n)|dn+f;lv(??)|dﬂ

[o(@)] (€= e+ k1) + (@)l (5 = £+ k)
c(f—a+k),

A TA
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V(E)=(E) ¢

] ¥ 8 F o3

Figura 5.10: u(a) > u(d) ; v(a) >v() >0 : a=a, b < b

______ V(E)=P(¥)

o p-----a—-

Figura 5.11: u(a) > u(d) ; v(d) > v(a) >0 : a < a, b=5

que é {5.18) para este caso. )
Ainda no caso v(e)v{b) < 0, temos {aplicando (5.19) aos intervalos [a, €] e

[€, 8] e observando que [g(u(a)) — g(u(@))] , [9(w(€)) — g(u(®))] < & ):

max [v(E)] = mw{gg[fé w(€)] max IU(E)I}

< max {]v(a)| (1 + %) expk , |v{b)] (1 + %) exp k}

k
< c(l-i—*) expk,
£

que € (5.19) para este caso.
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Figura 5.12: u{a) > u(b); v(e) < v(b) < 0.
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Figura 5.13: u(a) > u(b) ; v(b) < v(a) < 0.
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Agora estamos em condigGes de provar o teorema de existéncia ¢ unicidade
para o problema de valor de fronteira (5.2) com u; > u,.

Teorema 5.6. Para cada ¢, v, vy, 4, 4y € R, com € > 0 e w; > u,, 0 problema
de valor de fronteira (5.2) com f = f(u), ¢ = g(u,v) e h = h{v) suaves, g
satisfazendo (5.3) e (5.4), possui uma dnica solugdo suave (u.,v.) tal que 4. é
limitada uniformemente em ¢ e:

M
Hoello < — 5 e>0, (5.29)

onde M é independente de ¢,

Demonstragao: A unicidade é a Proposigdo 5.1. Para provarmos a existéncia
e a estimativa {5.29) devemos verificar (5.10) para uma constante —, com M
€
independente de p € [0,1] e de L > 0.
Seja (u(£), v(€)) solugdo de (5.6). Observamos inicialmente que
masx {Jo(~L)], [o(L)[} = mosx {|uui], [, ]} < 5
onde ¥ = max {|u], jvr|} , € que de (5.4):
[u(—L) — w(L)] sup {gu{u, v} ; v € [w{L),u(-L)], v e R} < C,

onde,

C = [u; — us| max {g,(2,v) ; |2| < @} (5.30)

e & = max {|uy|, |u,|} . Portanto, de (5.19) temos:

C M
()] < a(H;) w0 Eel-L,1)

onde M = % (1 + (') exp C, constante que independe de pp € [0,1], de L > 0 e de
€. |

O tltimo resultade deste capitulo é uma estimativa em L},, indepedente de ¢,
que ¢ consequéncia de {5.18) da Proposi¢io 5.5 e que sera muito 1til no Capitulo

6.

Proposicdo 5.7. Para cada ¢ > 0 seja (ue, v.) a tinica solu¢do do problema de
valor de fronteira (5.2} com u; > u, dada pelo Teorema 5.6. Entio v, é localmente
uniformemente limitada em L', isto &, para cada intervalo fechado [e, B, existe
uma constante positiva K, que pode depender de o e 3, mas é independente de
€, tal que:

(4
[ toetldn < .

72



‘Demonstragdo: Para cada L > 0 tal que [o, 8] C [-L, L] e ue(—L) > u(L),
temos (utilizando (5.18) da Proposicdo 5.5 com p=1,a = —L, b= L):

IA

max {|ve(—L)|, [ve(L)|} (F — a + ke(L))
max {|ve(—L)|, [ve(L}[} (8 — e+ C) = K(L),

[f lve(n)| dn

IA

onde:
ke(L) = [ue{—L) — ue(L)] sup {gu(u, v) ; u € [ue(L), u(-L)], v € R}

e C' é a constante dada em {5.30).

Como:
Jim K() = Jim max {loe(~ 5], loe )]} (8 = + ©)
= max {|ve(—oo}}, [ve(o0){} (6 - a + C)
= max{ju], v} (F—a+ ) =K < o0,
temos:

8
f le(n)|dn < K ; e> 0.

Finalizamos este capitulo com duas observacdes:

Observagao 5.5. Néo fizemos nenhuma hipdtese de hiperbolicidade estrita a
funcgédo de fluxo:

F(u,v) = (f(u),vg(u, v} + h{v)).

Portanto, os resultados deste capitulo nac exigem nenhuma relagio entre as
funcgées f, g e h.

Observagio 5.6. No Capitulo 6 vamos estudar a convergéncia das solucdes de
(5.2) para o caso em que g = g{u) e h = 0. Neste caso, a segunda equacio do
sistema em (5.2) ¢ linear em v, como pode ser facilmente verificado. Este fato,
aliado aos resultados de existéncia e unicidade para as solugdes do problema de
valor de fronteira (5.2) permitem decompor qualquer solugéo de (5.2) em uma
combina¢do linear de outras duas solucgées, cada uma das quails ndo negativas na
segunda componente. Mais especificamente, se (e, v¢) € solugao suave do sistema:

s fd(u) e {5 31)
i = 2(vglu)) = 9,
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COIri
be(—00) = ur, u(+00) = ur , ve(=00) = v, ve(-+00) = vy,

entdo (ue, ve) = (ue, v} + v2), onde (uc, v}) e (ue, v2) sdo as solugdes de (5.31) tais
que:
(e(—00), ve(—00)) = (u1,0) , (ue(+00), vg(+00)

(—OO H g )
(ue(—00), v(—00)) = (w, 1) , (we(+00), vi(+00)) =

Também, se v, < 0 entdo v} = —71, onde (uc, 3}) é a solucdo de (5.31) com:

(ue(—00), B¢ (—00)) = (w,0) , (uc(+00), T (+00)) = (ur, ~vy).

Analogamente, se v; < 0, entdo vZ = — 92, onde (ue, 92) é a solugéo de {5.31) com:

(ue(—00), 93(—00)) = (u, ~w) , (ue(+00), 83(+00)) = (ur,0).

Da Proposicio 5.2 segue que se v # 0 (respec. v, # 0) entdo uma das duas

fungdes v} ou ¥} (respec. v% ou 2

. c - ¢ ) é nao negativa.
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6. CONVERGENCIA DOS LLEQUES DE
VISCOSIDADE

Neste capitulo vamos estudar a convergéncia, quando ¢ — 07, dos leques de
viscosidade (u.,ve) associados ao problema de Riemann (3.1). Lembramos que
para cada € > 0, (ue, v¢} é a Uinica solucao do problema de valor de fronteira:

el = fd(u) — £,
€ = EE[fug(u)]—-sfé, (6.1)

onde f e g sdo funcdes suaves tais que:
F(w) > 0, g'w) > 0, f'(u) < glu) s we R (6.2)

Verificamos a existéncia e a unicidade dos leques de viscosidade {(u., ve), para cada
e > 0, nos capitulos 4 e 5.

Nosso objetivo neste capitulo é mostrar que (ue(%),ve(%)) converge fraca-
mente para a solugdo do problema de Riemann {3.1), apresentada no Capitulo 3,
incluindo o §-choque.

Na Secao 6.1 estudaremos o caso u; > u, e na Secao 6,2 o caso u; < Uy

6.1. O caso u; > u,

Dividiremos este caso em dois outros casos distintos dependendo de g(u,.) e de s,
onde:

g Jlur) = flu) (6.3)

Up — U

Se s < g(u,} mostraremos que (u.(£), v.(£)) converge fracamente para

(us(€),v(€)) onde:

Up; £ > 8,

1M®:{uﬁi<a (6.4)
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UI;£<3)

v(E) =% vm; s < €< gluy),
vp 5 € > g(uy)
8 [vm — uil = [vmg(ur) — vig(w)].

Ou seja, mostraremos que (ue(%), UE(%)) converge fracamente para (us(%)} v(f—)) ,
que é a solugdo do problema de Riemann (3.1) para o caso s < g{u,), formada
por uma onda de choque da familia 1 seguida de uma descontinuidade de contato
da familia 2.

As estimativas a priori que obtivemos no Capitulo 5 para os leques de viscosi-
dade sao dependentes de % Portanto, nado podemos utilizar argumentos baseados
no Teorems de Helly. Os argumentos que utilizamos para demonstrar a con-
vergéncia fraca sao apolados nos teoremas 2.5 e 2.6 do Capitulo 2.

Se g(ur) < s, utilizaremos o Teorema 2.6 do Capitulo 2 para obtermos as
convergéncias fracas (ue(€), ve(€)) — {us(€),v5(E) +cbs) e
(ué(%), fue(%)) — S5 = (us(¥),vs), onde 8, é a distribuigio delta de Dirac centrada
em § = s,

e = s[vr — vi] — [vrg(ur) — vig(u)], (6.5)
vp; & < 8,
U3(§) = { O €3> 8 (66)

e vg é a distribuicdo definida no Capitulo 3 por:
(s, ¥) = L f Us(ff—)'l,b(x, t)dzdt + C/G t(st, t)dt ; 9 € CPMRx R,). (6.7)

A distribuigio Ss é o §-choque, solugio do problema de Riemann (3.1) para o caso
glu,) € 5.

Mostraremos também que a sequéncia ve(¥)g(ue(¥)) converge fracamente para
o produto de distribuigdes vsg{u,) definido no Capltulo 3 por:

(wsg(us) o) = [ f Dg(ud( D) (e, t)dadt
s (6.8)
tes fo ol(st, 1)dt ; CE(R x R).
Como veremos, este fato é consequéncia do Teorema 2.7 da Capitulo 2,
No Capitulo 4 verificamos que u, é estritamente decrescente e:
lim %, = u,. (6.9)

et

A convergéncia em (6.9) é fraca em (—o0, +00) e uniforme em (—o0, s — ajU
[s + @, +00), pars cada o > 0.
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A seguir vamos verificar algumas estimativas que nos ajudarao a provar a
convergéncia de v.. Notamos g(ue(¢)) é estritamente decrescente (pois g é estrita-
mente crescente e u, é estritamente decrescente). Portanto, conforme Observagio
4.2 do Capitulo 4, existe um tnico 7, satisfazendo:

g(ue(ne)) =nes € > 0. (6.10)

Lembramos ainda (Cap. 4) que &, — s, onde &, ¢ unico tal que:

F'ue(6e)) =€ 5 €> 0. (6.11)

O Lema seguinte mostra que 5, converge para o miaximo entre os valores s e
9(un).

Lema 6.1. Sejam &, e 1. dados, respectivamente, por (6.11) e (6.10). Entéo,

fe<me; €>0 (6.12)

lim 5, = max{s, g{u,)}. (6.13)

e—=0tF

-

Demonstragao: Notamos que 5. € [g{u,), g(u)}, isto é, a sequéncia {&c},., ¢
limitada. Portanto, tomando uma subsequéncia se necessario, temos que 7 — %o,
para algum 79 € R.

Se £ > 1. entdo, como g(ue(€)) é estritamente decrescente, temos:

) = € 2 me = gluc(e)) = gluelle)),

o que é uma contradicdo com (6.2). Portanto, devemos ter (6.12) e:

s= lim £, < lim ., = np.
e—{Qt 56 T e—=0t e o

Se 5 < 79, seja & > 0, tal que s+« < 1o. Seja €6 > 0 tal que 7 € [s + @, +-00)
para todo € < €p. Sabemos (Teor, 4,11, Cap. 4), que % converge uniformemente
para u, no intervalo [s + «, 00). Portanto, temos lir55r ue(ne) = up €, fazendo € — 0

E—

na desigualdade & < 7. = g(ze(7e)), temos 5 < g = glu,).
Mostramos acima que:

s <o = o= g(ur). (6.14}
A implicacao (6.14) é suficiente para concluirmos que:
no = max{s, g(ur)}. (6.15)
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De fato, se s < g{u,) entao, como g{u¢) é estritamente decrescente temos:

s < g{u,) < g{uelne)) = ne; € > 0.

Fazendo ¢ — 0%, obtemos s < g(ur) < 59. De (6.14) segue que 79 = g(u,). Por
outro lado, se g(u,) < 5, entdo obrigatoriamente g = s, pois caso contririo, se
8 < g, entdo de (6.14) temos a seguinte contradicio:

5 <o = glur) < s

Concluimos (6.15) para qualquer limite 5y de subsequéncia de 7. Como {7}
é uma sequéncia limitada, obtemos {6.13) sem a necessidade de tomarmos sub-
sequeéncias. |

Observacgao 6.1. Denotaremos por s, o limite ]iré}‘_ ne em todo o restante deste
£—

capitulo. Assim, em vista do lema anterior temos:
Sp = 1i]i[)‘1+ ne = max{s, g{u,)}. (6.16)
£—

No Capitulo 5, além da existéncia e da unicidade de v, provamos também a
seguinte estimativa:

M

onde M é uma constante positiva que nao depende de ¢. A seguir vamos obter
algumas estimativas para as derivadas ¥.. Notamos que:

g(ue(£)) € [9(ur), glw)]. (6.18)

Proposicao 6.2. Existe uma constante positiva C', independente de ¢, tal que:
001 < 5 5 € € lolun), o)), € > 0 (619
Em particular, como 1e = g(uc(ne)) € [g(u,), g(w)], temos:
be(n] < G5 € >0 (6.20)

Demonstragao: De (6.17) e da limitagéo uniforme de {u¢} segue que existe uma
constante positiva K, independente de ¢ tal que:

sup {}} (f (ue(€)), ve () (ue (O : € € R} < 5

K
H(ue, Ue)“oo = S‘ilp{“(ue(f),’UE(E))H 8 € R} < ?
Portanto, (6.19) segue diretamente da Observagéo 2.1 do Capitulo 2. [ |
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Proposigaoc 6.3. Existe constante positiva C, independente de ¢, tal que ;

‘ C
[0e(€)] < 6_3Ee('£) L+]¢— el ; E€R, (6.21)
onde E. = E.(£) é a seguinte funcio.
i 2 1 2
Efg) = max {exp (~5- (€ - 1) jexp (-5 € - €)°) € € R},
€ 2¢
Demonstragio: Integrando a segunda equagio em (6.1) obtemos:

0e(§) = ac{f) +b:(6); £ € R (6.22)
onde:

ae(€) = ve(ne) exp (% [f g {1 (n)) —n]dn) ;EeR

06) = [(uriatudrenn (1 [“lotuda) ~nlan) s € <R

Vamos inicialmente verificar que:

1 gt 1
exp (; [] l9(ue(n)) — n) dn) < exp (“Z (¢ - ne)2) <Ef); £ e R (6.23)
De fato, se . < £, entao,

g{ue(n)) —n < glucne)) —n=ne—n; ne<n <¢

e ge n, > £, entao,

1 —g(ue®) <0 —glue(me)) =n—ne; £ <N < e

Assim,
1 st 1 5
e (1 [(tuton =niin) < exo ([t myon)
1
:exp(ézg ne);ne<5

]
2
=]

7~ ou(n))]dn

o (1 [ ot = nlan)

M| = | e

,k\,‘---?j;;'\-,

(1 — ne) dn)
(We_f)Q) ) e > £

|
| =

!
2
o

IA
g7
B
(=]
e N i N

]
o
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Portanto, obtemos (6.23).
Agora, de (6.23) e {6.20) segue que:

lae(§)] < %Ee(ﬁ) e R (6.24)

onde 7 é uma constante positiva, independente de ¢ > 0,
Por outro lado, do Lema 4.10 do Capitulo 4, temos:

M
lie(7)] < ~E—16‘xp (n% (r — 55)2) 7R

onde M; é uma constante positiva que nao depende de ¢, Assim, de {6.17) e

tomando K = ( sup |g"(u)|) , temos:
ur Suiy

peot < el oo (3 [ ot ~nlan) s
< M Fep (- k(= 0o (3 [ ot = sl
Co

; Ee R

£3

/ R,V

Tie

onde s = M, KM é uma constante positiva que independe de ¢ e:

0< F(¢,7) =exp [(% lﬁ [9{ue(n)) — n]dn) - é]-'g(’r — 56)2] ;e R

Logo, -
[pe(€)] € 5 1€ — nel max{Fel¢, ) 5 7 € T1g,ne]}, (6.25)

onde I[£, 5| é o intervalo fechado de extremos 7, € §.
Agora, fixado £, temos:

1

Tpfen) = R )= (olulr) 1) = (r = &)

= R (6 olulr)) T ER

d? d
e Fel§ 1) = (6o = g(ue())) T Fel, 7) — gluclr)) Fele, 7) s T €R
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Portanto, se 7o é um ponto critico de F(£, -} entao,
%
F
isto é, F'(£,) nao possui méximo local.

Concluimos que:

max{F(¢,7); 7 € I[£, 5]} = max{Fe(¢, 7}, Fel€, €)}.

Fu(6,7) = = ilunro) el ) > 0

Mas,

1
Fo68) = exp (—5- (€~ €)°) S EfO)i €€ R

e de (6.23),
Fe(§,ne) = exp [(% f lg{ue(n)) - n]dn) - %("?e - 55)2]
< o (2 [[lotutn) = nlan)
< exp(—5 (-0 S EAQ); £€R
Assim, de (6.25) temos:

C
bl < 5 le—ne Ee(6); € €R (6.26)
Agora, juntando (6.22), (6.24) e (6.26) obtemos:
[e(&)] < [ae(€)] + [be(£)]

C C
< 6_21E6(§) + 6_32 1€ — ne| Ee€)
C
< FBOA+E—nl) s £ eR,
que é (6.21), com C = max {Cy, Ca}. N

Corolario 6.4. Existe uma constante positiva C, independente de ¢, tal que:

@) < Ge (- G- ) 1+ -0l e, 620)
()] < SR €< €< (628
o)l < Ge (-5 € —n?) L+ € —nlimese (629)
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Demonstragio: Observamos, da definigio de E, e de (6.12) que:

B.(€) = { exp E—%;(fe—ﬁ) % ;£ <&, (6.30)

2
exp(—5E—7n)) i <L
Também,

1§ — '-'?el < |7?e - fel = ("‘?e — &) < Q(W) - ff(ur) = C s Ee £ €< me, (6-31)

|E_??EIS17.:‘6_5!5'_'_156_&[5é+|§6_£|§0(1+|§€_—5|) ,EeR(6.32)

para alguma constante C'. Portanto, da Proposicdo 6.3 anterior, de (6.30)-(6.32)
obtemos, {6.27)-(6.29). [

Corolario 6.5. Seja s, dado por (6.16). Afirmamos que:

1. 2¢(£) — 0, pontualmente em R— {s, s,} e uniformemente em {s — L, s — a]U
[sp + &, L + sy, para cada 0 < o < L;

2. se s < g(u,) = 8, entdo v({) — 0 pontualmente em (s, s,) e uniformemente
em [s + ¢, 5, — af, para cada a > 0 tal que 2a < 5, — 5.

Demonstraciao: Para o > 0 dado, seja g > 0 tal que:

£Ee(s—~%,s+%) ,nge(sr—%,s,—l—%) P €< €q.

Assim, para 0 < o < L, segue que:
a) se{ € [s-— L, 53— «], entdo:

§§E—£§L+%e L+ ¢E—8]<1+L+a;e<e

b | R

b) se ¢ € [syr + @, 8+ L], entdo:

MR

Si—ne§L+%e M+ (E—n)]<1+L+a;e<en
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Para 2a < s, — s, segue que:

¢} se{ € [s+ @, s, — ], entao:

(e

S(E_ge)r(??e‘“g) ; € < €.

Do Corolario 6.4 e dos {tens a) e b) acima temos:

) C{1+L+a) a?
< T P B
[De(€)] < 3 exp ( 85) ;€ < €,

se{ €[s—L,s—alUlsy +a, 8 + L], 0 que prova a Afirmagéo 1.
Do Corolario 6.4 e do ftem ¢) acima obtemos:

(04

2
50 < Gew (~5) <

se £ € [s + a, 8, — ], 0 que prova a Afirmacio 2. [ |

Corolario 6.6. Suponhamos que s < g(u,). Seja I um intervalo fechado contido
em (s, g(u,)). Entdo a sequéncia {v.}_,, € uniformemente limitada em I.

Demonstragao: Como s < g{u,), temos s < g(u,) = $,. Em vista da Observacao
5.6 do Capitulo 5 vamos admitir que v > 0. Seja I um intervalo fechado contide
em {(s,5,)ea>0talque I C I, ={s+ e, s —a] C (s s)

Suponhamos que a sequéncia {v.} ndo seja uniformemente limitada em I,.
Entao, como v > 0, existem subsequéncias ¢, — 0 e {{p} C I, tais que
e, (€n) — 00. Da Proposigao 5.7 do Capitulo 5 segue que existe uma constante
positiva K, (independente de € > 0), tal que:

L |ve(n)|dn = L ve(n)dn < K ; € > 0. (6.33)

Por outro lado, do Corolério 6.5 segue que ¢, converge uniformemente em I, para
a funcao nula. Assim,

[ ) = velenlln| < [ Joeal) = va60)
< {sup |oen(s>|] [ =gl

§€l,

S lSUP |Uen(6)[] (Sr - 3)25

=1
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ou seja,

iy | [ e (1) = v 60} | = 0.

n—ro0

Portanto,

lity [ v )y = lim [ foe.(n) = ve, ()] dn + fim, [ ve, (€n)dn

N—00 Icz =0
— 0+ lim ve,(6n) | dn = (sr — 5 — 20) Jim ve, (6n) = o0

o que é uma contradicdo com (6.33). [ ]

Corolario 6.7. Afirmamos que:

1. ve — v, uniformemente no intervalo (—oo, s — «], para cada o > 0;
2. v, — v, uniformemente no intervalo [s, + a, 00), para cada o > 0,

3. ses < 8, = g(u,) existe uma subsequéncia {ve,} C {ve} e um valor constante
vy, tais que v, converge uniformemente em cada intervalo fechado que nao
contém os pontos s e s, para a funcdo:

Ul;§<sr
B(E) =¢ vm; 8 <E < 5y,
Ur ) £ > 8

Demonstragao: Seja g > 0 tal que;

c(s-5st3) me(s-Gists)ies
€88t ) ne€lsr— g8t} e<c
Sen < £ < s— « segue de (6.27) que:
4
ive(g) - Ue(n)l < -[? ive(9)| dg < ¢ [Iel(Es??) + Iez(ga??)] ; € < £, (6.34)

onde,

e = % [ exp (-0 6~ 0) oo

e = % [ e~ Oyexp (—5- (€~ 0°)

e (' é uma constante independente de ¢, £ e 7.
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Fazendo a mudanca de varidvel o = na integral 1}(£, 1) obtemos:

V2
vEE (iR Vi [
i) =2 [ o () a0 5 L2 [ ooy ()
2e 24/2¢

ou seja,

Por outro lado,

2en) = "15/?? Egexp(--él;(fe—t?)z)dﬂ

T

Agora, fazendo 7 — —o00 em (6.34) temos, para £ € (—00, 5 — a,

2

O 2 1 o
[ve(§) — v < Egﬁ/ﬁgexp(—a)da—ke—gexp —e | €<

o que prova a Afirmacao 1, uma vez que:

) 1 00 o .1 a?
—— —5°}df =0 = lim — —— . 6.35
EEI{I)‘L €2v/e /ﬁz P ( 7 ) et ¢2 7P ( 8e ) (6.35)
Analogamente, se s, + & < £ < 5 segue de (6.29) que:
n ’
lve(n) — ve(€)] < /s [9e(0)] 40 < C [1Hg ) + 12(E )] e <0, (6:36)

onde,

e = Elgf:exp (—% (0 ‘ne)z) do,

Hen) = 5 [0 - ndexp (5 0 - ")

e ' é uma constante que independente de ¢, £ e 7.
Verificamos que:

11(¢,n) = ‘i—f_e/;f exp (—o%) do

[A
=
=}
o
=}
|
S
[ =]
o —
o,
T

85



1 md 1
IZ(e,n) = ) @S (—52(9—??.5)2)659

- U (gt n?) o (-0

: (l( ) < - )
6exp 2 £ — e )_Eexp e £ > s F o

A

Fazendo n — oo em (6.36), encontramos, para £ € {s, + o, o0} :
V2 [ o 2
va—ve(f)li—gff eXp(—Ug)d9+*—exp (—a— ;€ <€
e Joa € 8¢

e a Afirmacio 2 também segue de (6.35).

Se 3 < s, = g(u,), segue do Corolario 6.6 que {v.} é uniformemente limitada
em I, = [s + &, s, — a]. Portanto, fixando &, € I, existem subsequéncias ¢, — 0
e {v, } C {v.}, tais que v, (£0) — v, para algum valor vy,

Por outro lado, se s + o £ £ < £ s, — ¢, entdo de (6.28) segue que :

m (S'r' - 3)2
weln) = v}l < [ o0 do < oS /: E(8)d0

2 2

38— § o
SC'(—T-?’—-)"exp (——) ; € < €p,

€ 8¢

onde C é uma constante positiva , independente de ¢, £ e 5. Logo,

e (1) = vm| < |06, (1) — Ve, (§0)] + [Ve, (€0) — U]

2 2
§p— 8§ o
< C—-m—-———( 3 ) exp (——SE ) + |V, (€0) — Uml .

T

2

1 a ] .
Como v, (£g) — vm & é—sexp r — 0, concluimos que v., — v, uniforme-

mente em [s+ &, s, — @]. Assim, da Afirmacdo 1 e da Afirmacéo 2 segue a
Afirmacio 3. [ |

A seguir vamos demonstrar a convergéncia de v, para o caso g{u,) < s. Daqui
em diante §; e §;. sao as distribuicoes delta de Dirac centradas, respectivamente,
em s € Sy,
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Teorema 6.8. Se g(u,) < s, entdo v.(£) converge fracamente para a distribuigéo
vs + cby e vg(§) converge fracamente para a distribuicdo vs, onde v,, ¢ e vs séo

dados, respectivamente, por (6.6), (6.5) e (6.7).

Demonstragio: Como g(u,} < s, segue de (6.13) que s, = s. Portanto, do
Capitulo 4 (Teor. 4.11) e do Corolario 6.7 temos que (e, v¢) converge uniformente
para a funcdo (us, v,), em intervalos fechados que néo contém o ponto s = s,. Além
disso, da monotonicidade de u. e da Proposicdo 5.7 do Capitule 5, segue que:

[ e, vl og <, (637

para cada intervalo fechado I, onde M é uma constante positiva que pode depender
de I, mas néo depende de .

Logo, aplicando o Teorema 2.6 do Capitulo 2, com a fun¢io vetorial
V = (ug, v,), concluimos que v,(£) converge fracamente para v, + cf; e que ve($)
converge fracamente para vs. [ |

Agora vamos tratar a convergéncia fraca de v, para o caso s < g(u,). Utilizare-
mos novamente o Teorema 2.6 do Capitulo 2, junto com ¢ Corolario 6.7 acima
para obtermos o limite fraco da sequéncia v.(£) inicialmente da forma {£) + &6,
onde ¢ € uma funcdo constante por partes e ¢ é uma constante real. Em seguida
vamos mostrar que este limite fraco possui parte singular nula, ou seja, que & = 0.

Teorema 8.9. Se s < g(u,), existe uma subsequéncia {v, } C {v.} com
en — 0, e ainda uma constante v,,, tais que v, (£) converge fracamente para a
distribui¢do 9(£) + &8,, onde:

v £ <8,
BE) =4 Um; 5 << 8y, (6.38)
Uy E > 8
e =38 (’Um — ‘Uz) - ['Umsr - 'U;Q(TL;)] (639)

=V, (8 — 5,) — v {s — glw)).

Além disso, v converge uniformemente para 9 em cada intervalo fechado
L En
que nao contém os pontos 5 e 5,

Demonstragao: Do Coroldrio 6.7 temos que existe uma subsequéncia {ve, } C
{v.} com €, — 0, e uma constante v,,, tais que v (£) converge para ¥(£) em
(6.38), uniformemente em cada intervalo fechado que néo contém os pontos s e
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sy Além disso, da Proposicao 5.7 do Capitulo 5, segue que a sequéncia {{ue, ve, )}
também satisfaz (6.37). Portanto, aplicando o Teorema 2.6 do Capitulo 2, com a
funcao vetorial ¥V = V(¢) dada por:

(ur,vr) 3 € < s,
V(E) = (urvm); s < €< sy,
(u,.,fu,,) 3 €> Sp)

segue que v, converge fracamente para a distribuigéo 9 + ¢16, + ¢ad;,., onde:

€1 — 8 ('Um i 'UI,) - [Umsr - U;Q(UI)]

cg = 8y (Ur — Um) = [Upg{Us) — Ving(uy)].

Como g{u,) = s,, temos c3 = 0, 0 que prova o teorema. [ |

Observagao 6.2, E também consequéncia do Teorema 2.6 do Capitulo 2 que

Ve, (§) converge fracamente para uma distribuigdo que coincide com a fungéo #(%)

se ¢ = 0.

A seguir vamos mostrar que o teorema acima vale para a sequéncia inteira
{ve}, e que a constante ¢ dada em (6.39) é obrigatoriamente zero. Vamos dividir
a prova deste fato em dois casos, que serdc tratados nos teoremas seguintes. O
préximo teorema trata do caso em que o estado (u,, v,) estd sobre um dos ramos
da curva de choque da familia 1 (Cap. 3) passando por (u, vp).

Teorema 6.10. Suponhamos que s < g{u,) e que;
8 (v — vp) = vpg(u,) — vg(uy). {6.40)

Entéo v.(¢) converge fracamente para a fungao vs(¢) dada em (6.6) e v (%)
converge fracamente para a fungéao Us(-‘f).

Demonstragao: Se v; = 0 entao, de (6.40) temos v, = 0. Portanto, ve = 0 (Prop.
5.2, Cap.5) e a conclusao do teorema € trivial.
Da linearidade do sistema em (6.1) com relagio a segunda variavel dependente
v, é suficiente (trocando v; por —u;, se necessirio) provarmos o teorema para o
caso v; > (. Portanto, no decorrer desta demonstragao vamos assumir que v; > 0.
Nesse caso, v, > v > 0 (Obs. 3.1, Cap. 3). Logo, ve = 0 (Prop. 5.2, cap. 5).
Reescrevendo (6.40), lembrando que s, = g(u,), temos:

vr (s = s2) = v (s —g(w)) (6.41)
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Do Teorema 6.9 segue que existem subsequéncias €, — 0 e {ve,} C {ve} e
ainda uma constante %, (que, em principio, depende da subsequéncia {v., } mas
que, na verdade, mostraremos ser obrigatoriamente igual a v) tais que v, (£)
converge fracamente para a distribui¢do (£} + 65, onde ¥ é a fungdo:

'UI;§<3)
D) =1¢ Tm; 5 <E< 5y
Up s € > &p,

e ¢ = Um(s — 3.) — v(s — g(1y)). Em vista de (6.41):
¢ = (O~ v) (8 — 87} (6.42)

De (6.42) e da Observacdo 6.2 é suficiente verificarmos que & = 0 para con-
cluirmos a demonstracao do teorema. Para isto basta mostrarmos (passando ainda
a uma outra subsequéncia, se necessario) que {v,_ } é uniformemente limitada em
um intervalo fechado contendo s como ponto interior. De fato, se existir § > 0
tal que,

0<va(e)<Ki¢els—fs+p;nel, (6.43)

entédo, integrando a segunda equagao em (6.1) obtemos:

] s 543
en Va2 = [(8(0es) — ) v s 5+ [ Tveatn s meN

Fazendo n — 00 na expressdo acima, utilizando as convergéncias de 2., (Coroldrio
6.5) de v,, (Corolario 6.7) e ainda (6.42), encontramos:

s-+3
lim Ve, B = ¢+ B{Tm + vp). (6.44)

n—oo fo

Por outro lado, da limitagdo uniforme (6.43) segue que:

) s+ s+8 .
Jim - v, A = £—6 Jim v dyp = 4 (T + v1) -

Logo, de {6.44) temos ¢ = 0 € ¥, = 2y

Falta verificarmos que existe uma subsequéncia de {v, } que é uniformemente
limitada em um intervalo fechado contendo s como ponto interior. Se {v,, } pos-
suir ums subsequéncia de fun¢des estritamente crescentes, entdo nao ha o que
verificarmos, pois nesse caso v; < v, < v, para todon € N.

Suponhamos que as fungdes de {ve, } sejam todas (se necessario tomamos uma
subsequéncia) nao estritamente crescentes. Nesse caso, se v, € {v. }, segue da
Proposigao 5.2 do Capitulo 5, que v, possui um unico ponto critico 7. que € ponto
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Figura 6.1: v, néo estritametne mondtona com vy {s, — ) = v; (g(w) — 5} ; 0 <
'Ut < UT'

de maximo (Fig. 6.1). Seja o dnico tal que v.(a) = v, (Fig.6.1). Entdo a, < 7,
e

[ ) —vddnt [ )~ van > 0

Qe

Por outro lado, do Teorema 2.5 do Capitulo 2 temos,

Qi ]

- veln) ~uldn + [ [oeln) = vrldn = ac (v — vi) — (vr8, — vig(wr)).
Portanto, a¢ (vp — v1) > vpse — nig(ug) = s (v, — ), isto é, s < a.. Como ¢, < 7,
temos,

v < Ve(€) < velae) = v, ; £ € (—00, ). (6.45)

Se a., 7 s, entdo conseguimos verificar (a menos de uma subsequéncia) que
{e, } € uniformemente limitada em um intervalo fechado contendo s como ponto
interior. De fato, se a., # s, entdo (a menos de uma subsequéncia) existe uma
constante positiva L tal que s + L < e, para todon € N. Logo de {6.45) segue
que:

U < Ve, (£) < ve (o) =vp; £ €(—00,8+L]; neN

Portanto, para completarmos a prova de que ¢ = 0, devemos assumir que;

lm o, = s. (6.46)

00

Nesse caso vamos verificar diretamente um resultado bem mais forte do que
. , Ak 1 P
precisamos, que é a convergéncia forte em L (R) da sequéncia {ve,},y para a
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funcao 5. De fato, do Teorema 2.5 do Capitulo 2, temos:
+o6
[ et — vl dn =0
Portanto,
—+c0

8 ey +o0
Ve, — sl dn = f [Ven — i} dn +/ Ve, — ve| dn) ‘J'*/ Ve, — vr| dny
-0 g ey,

—o

8 Cee,y B
= f [ve, — v} dn + f [vp — Ve, | dn + [ve, — vl dn

-]
= f [Ufn - US] d"? + [vfn U‘g] d"? + / Ufn] d’*’?
] . acn
= [ e vddn = [ e —vildn + f
- o+2f’ r— v ]dn < 2 (v —w) (e, — 5)
e, em vista de (6.46) temos:
+00
lim |ve, — vs]dnp = 0
n—00 J_op

Concluimos que v, converge (fortemente) para v; em L!'(R} e portanto, também
converge fracamente para v, Por outro lado, como ja tinhamos a convergéncia
fraca de v, para ¥ + ¢, temos que ¢ = 0 e ¥ = v,. Vamos verificar esta tltima

+oe
afirmacio. Seja ¢ € C§(R) tal que suppy C (5,5}, w(s)=1le f w{n)dn = 0.

Temos, por um lado,
[s(n) — 0(m)] w(n)dn = f lvs(n) — 0(n)] w(n)dn

oo

-0

e, por outro lado,

[:o [vs(n) — 5(n)] @ (n)dn

= [ st = venml wnin + [ foes ) — )] ()

—_—0

Assim,
0o

[oea ) = vemlolmdn = [ [ve,(n) — 5] o)

— O —O0
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e, fazendo n — co, obtemos:
0 = EgO(S),
isto é, ¢ = 0, como gueriamos.
Provamos o teorema para uma subsequéncia de {v.}. Como os argumentos

utilizados nesta demonstracdo podem ser aplicados a qualquer subsequéncia de
{#e}esp, concluimos o teorema efetivamente para a sequéncia inteira {v.} . [

O préximo teorema trata do caso s < g(u,) com v; = 0 e v, # 0. Juntaremos
este caso com o tratado no tltimo teorema para abordarmos todas as possibili-
dades quando s < g{u,).

Teorema 6.11. Suponhamos que s < g{u,) e v; = 0 # v,. Entdo v.(€) converge
fracamente para v(£) e v{$) converge fracamente para v(%), onde:

v(€) = { ot g(u’")f (6.47)

Demonstragio: Da linearidade do sistema em (6.1), com relacdo a segunda
varidvel dependente v, é suficiente (trocando v, por —u,, se necessirio) provarmos
o teorema para o caso v, > Q.

Do Teorema 6.9 temos que existem subsequéncias €, — 0 e {v. .} C {v} e
ainda uma constante ¥,,, tais que v,, converge fracamente para a distribuigao
7 + &8, onde ¥ é a funcao:

0; & < s,
0(8) =< Uy 8 < €< sy,
vy 3 & > 5y,

é:ﬁm(S—Sr).

Para concluirmos as convergéncias fracas v, () — 0(£) e v, ($) — ¥(%) (esta
ultima segue da. Observacao 6.2), devemos mostrar que ¢ = 0. Para isto, seguindo
a demonstragio do Teorema 6.10, basta verificarmos que {v._} ¢ uniformemente
limitada em um intervalo fechado contendo s como ponto interior. Seja ve € {ve, }.
Se v, for estritamente crescente, entédo 0 < v, < v,. Caso contrario, existe (Prop.
5.2, Cap.2) 7. € R (Fig. 6.2) tal que v, é estritamente crescente em (—oo, 7¢),
atinge o valor miximo em 7, e é estritamente decrescente em (7., 00). Nesse caso
(Fig. 6.2) seja o tal que v.(a;) = v,

Claramente temos ¢, < 7, e:

400

0< [~ vm)dn+ [ oeln) = vr]dn, (6.48)

213
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Figura 6.2: v; = 0 < v,

Por outro lado, do Teorema 2.5 do Capitulo 2 temos, lembrando que v; =0 e
que g(ur) = &,

ke +00

'Ue(f’?)d?? + [Uc(n) - Ur] dﬂ = Qglp — 'U'rg(u'v*) - 'Ur(ae - Sr') ; &€ R.

—00 e

Portanto, s, < .. Como ¢, < 7. temos:

0 < v (£) < velsr) < velae) = vp 3 € < 5y

Concluimos que se v € {v, } , entdo 0 < v, < v, em (—o00, s,], isto é, a sequéncia
{ve, } é uniformemente limitada em (—o0, s}, 0 que é suficiente para garantirmos
que Uy = ¢ = (. De fato, repetindo o argumento }4 usado na demonstracao do
ultimo teorema, tomamos § > 0 suficientemente pequeno (tal que s + 8 < s,) €
integramos a segunda equagao em (6.1) no intervalo [s — 8, s + 8], para obtermos:

. s+3
in el = e (9(te) = 15+ [ s s me N

Fazendo n — oo, obtemos por um lado,

3+5 _
lim Ve, dn = — O ($p — 8) + By, (6.49)

n—=00 fo_.3

e, por outro lado, como {v.} € uniformemente limitada no intervalo {s — 3, s + 3],

obtemos !
S+3

- 8-}“5 . -~
Iim Ve, dn = ./;—,6 1111_1}()1@ Ve, AN = B,

n—eo fo g

93



Portanto,
ﬁm (S - S?’) - U}

isto é, 0, = 0, uma vez que s < §,.

Concluimos que 9, = ¢ = (. Logo, ¥ = v dada em (6.47), v, (£) converge fra-
camente para v(£) e ve, () converge fracamente para v(%). Também concluimos
que o mesmo fato ocorre com a sequéncia inteira {v.} . Pois o limite de qualquer
subsequéncia fracamente convergente de {v.} é sempre v. [ |

Agora, juntando os dois dltimos teoremas, podemos concluir a convergéncia
de v, no caso s < g(u,).
€

Tearema 6.12. Se s < g{u,), entdo v.(¢) converge fracamente para v(£) e

ve(£) converge fracamente para v(¥), onde:
vy E<s
v() = Um; s <€ < gluy), (6.50)
vy 5 € > gluy),
€ Um € unico tal que:
5 (Um - (Ul) - Umg(ur‘) - ‘U[Q(’Ul)- (651)

Demonstragao: Sejam v_ € v2 tais que {ue, v}) € (ue, v2) sdo as solucdes de (6.1)

com:

1

UE(—OO) = O: UF}(+OO) = U — Uy

v{—00) = vy, v2(400) = v,

Entao, por unicidade dos leques de viscosidade, segue que:
ve = v2 + vk, (6.52)

uma vez que (ue, v2 + v)) também é solugdo de (6.1). Agora, dos dois casos ji
estudados acima (Teor. 6.10 e Teor. 6.11), temos que v} corresponde ao segundo
e v2 corresponde ao primeiro. Logo v}(§) (respec. vl(%)) converge fracamente
para v1(£) (respec. vi{%)) e v2(¢) (respec. vZ(%)) converge fracamente para v4(¢)

¢
(respec. va(F)) onde:

’Ul(g) —_ { 0 ;&< 9(“1")7

Vp — U, ‘E>g(ur');

wo={2 e

Um &> 8



Portanto, de (6.52) segue que v, converge fracamente para vz+v,. Como vo+v; = v
dada por (6.50), concluimos a demonstragéo. [ |

A seguir vamos enunciar os resultados de convergéncia fraca provados acima,
num Unico resultado que ¢ o teorema principal desta secao.

Teorema 6.13. Para cada ¢ > 0, seja (ue(£), ve(€)) o unico leque de viscosidade
associado ao problema de Riemann (3.1), com w; > u,. Sejam 8, u; e vy dades,
respectivamente por (6.3}, (6.4) e (6.6). Afirmamos que:

1. se g(u,} < s, entdo os leques de viscosidade (ue(%), UE(%)) convergem [raca-
mente para Sg = (us (%) ,fv,g) :

z
t

camente para (us (%) ) (f)), onde v = v(¢) é a dada por (6.50) com v,
dado por (6.51).

2. se 5 < g{u,), entdo os leques de viscosidade (ue(%),vs( )) convergem fra-

Vamos terminar esta se¢ao recorrendo ao Teorema 2.7 do Capitulo 2 para ve-
rificarmos que vsg(u,) (Cap.3) é o limite fraco da sequéncia veg{u,). Consideramos
este fato como uma justificativa formal para a definicio da distribui¢ao produto
vsg(u,) feita em [22] e utilizada neste trabalho.

Proposigao 6.14. Se g(u,) < s, entao ve(€)g(uc(€)) converge fracamente para
vs(€) + cs8; e ve(¥)g(u (%)) converge fracamente para a distribui¢do produto
vsg(u,) dada em (6.8).

Demonstragao: Basta aplicarmos o Teorema 2.7 do Capitulo 2 com Ug = (e, ve)
e V = (ug, v;). Para isto devemos verificar as hipéteses 1), 1i) e 1ii) desse teorema.
A hipétese 1) é garantida pelo Teorema 4.11 do Capitulo 4 combinado com o
Corolério 6.7. De {6.37) temos it) e do Corolério 6.5 acima temos iii). [ |

6.2. O caso u; < u,

No Capitulo 5 (Corolario 5.4) mostramos que nesse caso existe uma subsequéncia
de leques de viscosidade que converge fracamente para uma func¢io limitada e de
variagdo total limitada v, tal que Eﬁ(%), fu(%’)) é solugao fraca do problema de
Riemann (3.1), onde u é a seguinte fungdo continua:

up; €< fllw),
a(€) = (IN7HE) ;s fllw) < €< fur), (6.53)
up; €2 ' (ur).
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A seguir vamos verificar que necessariamente ( a(%), v(;)) é a solucdo do problema
de Riemann apresentada no Capitulo 3.

Teorema 6.15. Suponhamos que v(£) seja uma funcdo limitada e mensurdvel tal
que (2(£),v(£)) é uma solugio fraca de

f;i(u) ~¢i=0
E [Ug(u)] - {’U = 0: (654)

w(—00) =y, u(+oo) = uy
’U(—OO) =11, ’U(—}—OO) — Up,

onde % € a fungédo dada em (6.53). Entao v(£) = 9(£) qtp £ € R, onde:

€ ¢'(2) dz
ﬁ( — L exp/? f ) g < g(u'r‘) (655)
Up 3 E > g ur)

Demonstragao: Da Observagao 2.1 do Capitulo 2, segue que (%(£), 2(£)) é uma
solugdo fraca do sistema em (6.54), isto é, satisfaz (2.4) do Capitulo 2, uma vez
(ﬂ(%),ﬁ(%)) é a solucdo fraca do problema de Riemann (3.1) apresentada no
Capitulo 3 (Obs. 3.2). Portanto, da linearidade em relacéo & varidvel dependente
v do sistema em (6.54) e da Defini¢io 2.1 do Capitulo 2, temos que w = v — @

satisfaz:

/+mw [hf — @]de = 0; ¢ € C(R), (6.56)

onde:
h§) =g(a(€)) —§5 € eR
Notamos que da continuidade de 4 segue que h € uma fungao continua e que

da condi¢éo de hiperbolicidade estrita g > f, segue que h se anula somente em
&9 = g{ur}. De fato, temos:

glu) — &> fllw)—£20; € (- OOf(uz)]
BE) = 9(a(€)) — f(@a(€)) > 0; £ € [f'(w), f'(ur)],

glur) — € > 0; £ € [f'(ur), g{ur)),

glu,) —€ < 0; £ € (gluy), 00).

Fixemos ¢ € C} ((—~o0, g{ur))). Seja ¢ a seguinte fungao:

o) = o)+ [ doyes ([ 75 )ars 6 Congtud ©37)
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Podemos verificar facilmente que ¢ satisfaz:
hp — ¢ =4, (6.58)

1
Mais ainda, como ¥ € Cg({—o00,g(u,))) e 5 € C ((—o0, g(u,)}) temos que
@ € 05 ((—o0, gluy))). A verificacao de que o suporte de ¢ é compacto segue da ex-
pressao de w em (6.57) e da equacao (6.58), pois se supp¥ C [a,b] C (~0, g(u.)},
entao; ( )
_J 05 ¢€(—00,a
#l8) = { ¢; € € (b, glur)

c= [;d)(’r)exp (ﬁb%) dr.

Portanto, ¢ = 0 em (b, g(ur)) e de (6.58) segue que ¢ = 0,
Logo, de (6.56) e de (6.58):

onde:

+ oo

wpdt = 0; ¥ € Cf ((—o0, g(ur))).

—00

Como ¢ é uma funcio arbitriria em Cj ((—o0, g(u,))), temos w = 0 gtp & €

(—00, g(ur)).
Analogamente, provamos que w = 0 qtp ¢ € (g{u,), 00). Portanto,

v(€) =€) atpé €R

Como consequéncia do Teorema 6.15 e do Corolario 5.4 do Capitulo 5, temos
imediatamente o seguinte resultado de convergéncia.

Teorema 6.16. Para cada ¢ > 0, seja (u.,v.) a dnica solugdo de (6.1) com

u < uy. Entdo (ue(§), ve(Z)) converge fracamente para (($),5(¥)) onde & ¢ ¥
sdo as fun¢des dadas por (6.53) e (6.55), respectivamente.
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7. CONCLUSOES

Verificamos, através do exemplo estudado neste trabalho, que é possivel obter
solucoes de problemas de Riemann para sistemas de leis de conservagao pelo
método dos limites de ieques de viscosidade, utilizando estimativas a priori de-
pendentes de €. Também mostramos que este método pode servir como condigao
de entropia, pois conseguimos obter todas as solugoes do problema de Riemann
{3.1), inclusive os §-choques super-compresivos ¢ os choques de Lax, como limites
de leques de viscosidade.

Viérias questdes podem surgir motivadas pelos nossos resultados. Por exemplo
a possibilidade da presenca de §-choques e da convergéncia dos leques de vis-
cosidade para estas solucoes, no caso de sistemas acoplados ou dos sistemas do
Capitulo 5. Esfes iltimos, apesar de ainda serem desacoplados, possuem a se-
gunda equa¢do ndo linear em v (diferentemente do sistema tratado nos capitulos
3 e 6). Passos importantes em relacdo a estes sistemas ja foram dados neste tra-
balho: existéncia, unicidade e estimativas a priori para os leques de viscosidade,
Além disso, estes resultados ndo exigem propriedades especiais para as fungées f
e h. Assim, estes sistemas podem ter alguma interpretacdo em termos de modelos
fisicos, por exemplo, se a primeira equacao for a equacdo de Buckley-Leverett.

Com relacdo a sistemas desacoplados, o exemplo mais proximo em que nao
temos a existéncia global de solucdes fracas, no sentido classico, é o estudado
por Keyfitz e Kranzer {9, 10, 11]. As técnicas utilizadas no nosso trabalho e os
resuitados assintdticos em [9, 10} que relacionam leques de viscosidadade e choques
singulares poderiam ser combinados, neste exemplo, na tentativa de obtermos
resultados definitivos sobre a conjectura de Keyfitz e Kranzer de que os choques
singulares sao obtidos como limites dos leques de viscosidade.

QOutra questao é a verificagdo de que os nossos resultados estdo de acordo com
a teoria de Bouchut e James [1|, quando consideramos a segunda equagao do
sistema em (3.1) como uma equacdo de transporte com coeficiente descontinuo,
na forma conservativa.
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