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Resumo 

Neste trabalho consideramos um problema de Riemann 2 x 2 estritamente hiperbó­
lico cujas curvas de Hugoniot por determinados estados à esquerda (u1, v1) apre­
sentam assíntotas verticais. Este fato permite a existência de regiões do plano 
de fase constituídas de estados à direita ( Un Vr) que não podem ser conectados a 
( u1, v1) por ondas clássicas. Para estes pares de estados consideramos 8-choques 
(soluções distribucionais envolvendo deltas de Dirac) como soluções do problema 
de Riemann. Desta forma obtemos uma única solução global na classe das ondas 
compostas e 6-choques satisfazendo uma condição de entropia. Recuperamos esta 
solução, inclusive o 6-choque, como limite fraco de soluções auto-similares (leques 
de viscosidade) de problemas regularizados associados ao problema de Riemann. 
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1. INTRODUÇÃO 

Neste trabalho consideramos o problema de Riemann 2 x 2 : 

{ 

u1 +f(u)x ~o, 

Vt + [vg(u)Jx ~ 0, (x, t) E IR X 1!4, 

(u(x, 0), v(x, O)) ~ { (u,, v,) ; x <O, 
(ur,vr) ; X> O, 

onde as funções f= f(u) e g = g(u) são suaves e satisfazem: 

f"(u), g'(u) >O; u E IR, 

f'(u) < g(u) ; u E IR. 

Escrevendo o sistema acima na forma quasilinear: 

U,+A(U)Ux~O, U ~ (u,v) EIR2
, 

onde: 

[
!'(u) O l 

A(u, v)~ vg'(u) g(u) , 

(L!) 

(1.2) 

(1.3) 

observamos que os autovalores (velocidades características) de A são as seguintes 
funções apenas da variável dependente u : )q = f'(u) e .\2 = g(u). Portanto, de 
(1.3) segue que o sistema em (Ll) é estritamente hiperbólico (autovalores reais e 
distintos) com À1 < >.2 . Também verificamos que: 

são autovetores à direita relativos aos autovalores >. 1 e .\2 , respectivamente. Além 
disso, 

lBto é, a família característica 1 é genuinamente não linear e a família característica 
2 é linearmente degenerada. 
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Veremos no Capítulo 3 que o locus de Hugoniot por determinados estados à 
esquerda (u1, vl) possui assíntotas verticais. Nesse caso, existem regiões (faixas) 
separadas por essas assíntotas, que denominamos 8-regiões, as quais não contêm 
nenhuma porção das curvas de choque ou de rarefação da família 1 passando por 
(u1, v1). Elas contêm somente ramos super-compressivos do locus de Hugoniot. 
Portanto, um estado à direita ( ur, Vr) em uma á-região não pode ser conectado 
a (ul, vz) por uma onda simples da família L Por outro lado, como o locus de 
Hugoniot e a curva integral da família 2 passando por (qualquer estado à esquerda) 
(u1, vi) coincidem com a reta u = u1, se torna impossível que um estado a direita 
( ur, V r) em uma 8-região seja conectado a ( u1, v1) por uma onda simples da família 
2 ou por uma onda composta envolvendo um estado intermediário. Se ( Un V r) 

estiver sobre um ramo super-compressívo do locus de Hugoniot de (ut, vt), então 
os dois estados poderão ser conectados por um choque super-compressivo. Assim, 
para os estados a direita (ur, Vr) nas 6-regiões (exceto os sobre um ramo super­
compressivo do locus de Hugoniot de (u1,vt)) o problema de Riemann (1.1) não 
pode ser resolvido da maneira clássica. 

Em [12] Korchinski resolveu o problema de Riemann (1.1) com f= ~e g = ~' 
de maneira única, utilizando uma onda não convencional que ele justificou por um 
tratamento numérico. Em [21] foi considerado o caso em que f = u 2 e g = u. 

Esse caso, exceto pela mudança de escala t ---+ 2t, é o mesmo estudado em [12]. 
Porém, a abordagem dada em [21] é bem diferente. Nesse último, um tratamento 
assintótico foi empregado. Especificamente, D. Tan, T. Zhang e Y. Zheng em [21], 
estudaram as seguintes regularizações de (1.1): 

e 

{ 

Ut + (u2
)x ~ Wxx' , (x t) E IR X 11> _ 

Vt+(vu)x =0, ' ' JJ...._,, 

(u(x, 0), v(x, O)) ~ { (uz, vz) ; x <O, 
(ur.vr) j x >O, 

{ 
Ut + (u2

)x ~ EiUxx' , (x t) E IR X 11> 
Vt + (vu)x =O, ' ' JJ.'Y- 1 

(u(x, 0), v(x, O)) ~ { (uz, v,) ; x <O, 
(ur,Vr) ; X> O. 

(14) 

(1.5) 

Eles verificaram que as soluções de ambos os sistemas acima convergem fracamente 
para uma distribuição envolvendo uma delta de Dirac, que denominaram fi-onda 
de choque, ou simplesmente, 8-choque e que denotaram por SfJ. Esta distribuição 
coincide com a solução utilizada por Korchinski. A partir deste resultado eles 
definiram rigorosamente os 6-choques para o problema de Riemann (1.1) com 
f = f(u) e g = g(u) satisfazendo (1.2) e também deram um sentido ao produto 
de distribuições vg(u), quando (u, v) é um 6-choque, de modo a permitir que os 
6-choques sejam soluções fracas de (1.1). 
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Outro exemplo de um problema de Riemann 2 x 2 estritamente hiperbólico que 
não pode ser resolvido globalmente do modo clássico foi estudado em [9, 10, 11]. 
Também nesse exemplo, a impossibilidade de se conectar estados se deve à topolo­
gia do locus de Hugoniot. Pois, os ramos dessa curva que satisfazem às desigual­
dades de Lax, juntamente com o ramo super-compressivo, formam uma compo­
nente conexa que é compacta. Em [9, 10] Keyfitz e Kranzer utilizaram como 
solução, uma onda exótica, que eles denominaram choque singular. Com essa 
onda eles conseguiram a existência global e a unicidade para o problema de 
Riemann. Eles conjecturaram que o choque singular é obtido por uma determi­
nada regularização do problema de Riemann e apresentaram evidências numéricas, 
além de uma análise envolvendo expansões assintóticas das soluções do problema 
regularizado, que reforçaram a conjectura. Entretanto, Keyfitz e Kranzer não 
puderam validar esse tratamento assintótico devido a dificuldade de verificação da 
existência de soluções do problema regularizado. Em [11] Keyfitz e Kranzer iden­
tificaram os choques singulares como objetos de um espaço de medidas com peso 
e mostraram que eles podem ser obtidos como limites de vários tipos diferentes de 
aproximações. Porém, o sentido em que o choque singular pode ser considerado 
solução do problema de Riemann ainda é uma questão não respondida. 

Em [13] Schaeffer, Schecter e Shearer estudaram os choques singulares pre­
sentes em um problema de Riemann 2 X 2 com coincidência de autovalores sobre 
uma reta, que é derivado do problema analisado em [9, 10, 11]. Eles utilizaram 
o mesmo tipo de regularização de Keyfitz e Kranzer e, embora tenham provado 
resultados mais rigorosos sobre a coerência das expansões assintóticas, também 
não justificaram a conjectura de que os choques singulares são limites de soluções 
dos problemas regularizados. 

No contexto do problema de Riemann n X n: 

{ 

U,+F(U)x~O; (x,t) ElRx!Rr, 

U(x,O) ~ Uo(x) ~ { U, ;. x <O, 
Ur, X> O, 

a regularização utilizada por Keyfitz e Kranzer em [9, 10] é da forma: 

{ 

U,+F(U)x~EtUxx; (x,t)ElRx!Rr, c>O, 

U(x,O) ~ Uo(x) ~ { U,; x <O, 
Ur j X> O. 

(1.6) 

(1. 7) 

A idéia da utilização deste tipo de regularização para problemas de Riemann 
é motivada pelo fato de que (1.7) admite soluções auto-similares, isto é, da forma 

U(.:_ ). Soluções auto-similares são naturais em problemas de Riemann devido ao 
t 

fato de que (1.6) é invariante por dilatação nas variáveis independentes ((x, t)--+ 
(ax, at) para a.> 0). 
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Verificamos facilmente que há uma equivalência natural (U~(~) +----------> U€(ç)) 
entre as soluções suaves e auto-similares de (L 7) e as soluções suaves do seguinte 
problema de valor de fronteira, onde'.'= ~ : 

{ 
cÜ ~ F(U)- F,Ü; f, E JR, 
U(-oo) ~ u,, U(oo) ~ U,. 

(1.8) 

Em vista desta equivalência, denominamos leques de viscosidade às soluções destes 
dois problemas. 

Notamos também que (1.8) é uma regularização do problema de valor de fron-
te ira 

{ 
F(U)- F,Ü ~o; f, E JR, 
U(-oo) ~ U1 , U(oo) ~ U,. 

(19) 

No Capítulo 2 (Prop. 2.3) mostramos que soluções fracas (Def. 2.2) e auto­
similares do problema de Riemann (1.6) são obtidas à partir de soluções fracas 
(Def. 2.1) do problema de valor de fronteira (1.9). Portanto, podemos tentar 
encontrar soluções fracas do problema de Riemann (1.6) via leques de viscosidade, 
isto é, da forma lim Uf(f) (limite fraco) onde as funções U~(Ç) são soluções suaves 

~-o+ 

de (1.8). 
A nível de equação escalar, os leques de viscosidade foram utilizados em [8], 

[22] e, recentemente, em [15] Slemrod os comparou com as aproximações clássicas 
envolvendo o termo EUxx) para a equação de Burgers Ut +c~;~ )x =O. 

Uma teoria sobre a regularização do tipo (1.7) foi desenvolvida por Dafermos e 
DiPerna em [2, 3, 5]. Em [2].Dafermos provou dois resultados fundamentais válidos 
para sistemas n x n que enunciamos no Capítulo 2 (Teor. 2.1 e Teor. 2.2). O 
primeiro é um teorema de existência de soluções suaves para o problema de valor 
de fronteira (1.8). A aplicabilidade deste teorema depende de uma estimativa 
a priori na norma do sup que deve ser satisfeita pelos leques de viscosidade e 
que, apesar de poder depender de E, é em geral, difícil de ser obtida. Esta foi a 
dificuldade encontrada por Keyfitz e Kranzer em [9, 10], para validar a análise 
assintótica feita por eles. O segundo é um teorema que dá condições suficientes 
para a obtenção de soluções fracas limitadas e de variação total limitada de (1.1), 
como limites fracos de leques de viscosidade. A demonstração deste resultado é 
baseada no Teorema de Helly e, portanto, sua aplicabilidade está condicionada a 
que os leques de viscosidade sejam uniformemente limitados e de variação total 
uniformemente limitada. 

Dafermos e DiPerna também apresentaram algumas técnicas para obtenção 
de estimativas a priori que foram aplicadas a algumas classes de sistemas 2 X 2. 

A partir da teoria iniciada por Dafermos e DiPerna, vários exemplos de pro­
blemas de Riemann foram estudados via leques de viscosidade. Como referências 
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podemos citar [16], [23] para sistemas 2 x 2 estritamente hiperbólicos, [14], [6, 7] 
para um exemplo de um problema de Riemann que apresenta mudança de fase e 
[4, 24] para sistemas n x n. 

Em [24], Tzavaras demonstrou um teorema de existência local para o problema 
de Riemann (1.6) estritamente hiperbólico, a partir de estimativas uniformes da 
variação total dos leques de viscosidade, para estados iniciais próximos. Além 
disso, para a existência desses leques, Tzavaras provou que uma estimativa a 
priori na norma LP é suficiente. 

Em [18], D. Tan obteve o 6-choque para o mesmo problema de Riemann estu­
dado em [21], como limite fraco de leques de viscosidade. Para demonstrar este 
resultado, D. Tan não utilizou o Teorema de existência de Dafermos [2]. Ele ob­
servou que a solução da primeira equação em (1.8) é uma solução particular da 
segunda equação e utilizou a teoria clássica para equações diferenciais lineares de 
segunda ordem para encontrar uma base de soluções da segunda equação. Este 
fato é muito próprio deste exemplo. 

Também em [18], o 6-choque para o caso estritamente hiperbólico em que 
g = 2u + 1 (mantendo f = u 2) foi obtido através de regularizações dos tipos (1.4) 
e (1.5). 

Neste trabalho assumimos a condição de hiperbolicidade estrita (1.3) e obte­
mos todas as soluções de {1.1), inclusive os 6-choques, como limites fracos, quando 

E-----to+, dOS lequeS de VÍSCOSÍdade (ue:(f),vE(n) 1 Onde (uE(Ç),vf(ç)) é SOlUÇãO de 

(1.8) que, neste caso é o seguinte problema de valor de fronteira: 

cü ~ j(u) -l;u 

EÜ ~! [vg(u)]-l;v ; I; E IR, 

u(-oo) ~ u,, v(-oo) ~ vz, 
u(+oo) ~ u", v(+oo) ~v". 

(1.10) 

No caso em que a solução do problema de Riemann (1.1) envolve uma onda 
de rarefação, a estimativa a priori que encontramos é uniforme em E. Além disso, 
a sequência dos leques de viscosidade é uniformemente limitada e de variação 
total uniformemente limitada. Portanto, podemos aplicar os dois teoremas de 
Dafermos [2] citados acima, para obtermos a existência dos leques de viscosidade 
e a convergência fraca destes para a solução do problema de Riemann (1.1) como 
em [2, 3], [7], [16]. 

No caso em que a solução do problema de Riemann (1.1) é um 6-choque ou 
envolve uma onda de choque, provamos uma estimativa a priori para os leques 

1 
de viscosidade que depende de - e que é suficiente para obtermos a existência 

E 
desses leques, aplicando o Teorema de existência de Dafermos [2]. Com essas 
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estimativas também mostramos a convergência fraca dos leques de viscosidade. 
A demonstração deste fato segue um roteiro que consideramos uma alternativa, 
nos casos envolvendo ondas de choque, aos argumentos que utilizam o Teorema 
de Helly. Principalmente no caso em que as estimativas a priori dos leques de 
viscosidade não são independentes de E [14, 6]. Este roteiro é baseado nos teoremas 
2.5 e 2.6, ambos demonstrados no Capítulo 2. O Teorema 2.6 é uma generalização 
dos argumentos que encontramos em [21] e mostra que os leques de viscosidade (na 
variável Ç) podem convergir fracamente para uma combinação linear envolvendo 
deltas de Dirac e funções constantes por partes. O Teorema 2.5 [10] mostra uma 
relação, independente de E, entre os leques de viscosidade e essas funções. 

Obtemos também a unicidade dos leques de viscosidade, um fato que nos 
permite reduzir a demonstração da convergência a poucos casos. 

Este trabalho está organizado como se segue. 
No Capítulo 2 estabelecemos alguns resultados gerais válidos para o problema 

de Riemann n x n e que são utilizados nos capítulos posteriores. Entre esses 
resultados destacamos, além dos teoremas 2.5 e 2.6 acima mencionados, o Teorema 
2.7 que justifica formahnente a definição da distribuição produto vg(u) dada no 
Capítulo 3, quando ( u, v) é um 6-choque. 

No Capítulo 3, decrevemos a solução do problema de Riemann (1.1) e defi­
nimos, conforme em [21], o 6-choque 58 e a distribuição produto vg(u) quando 
s8 = (u,v), de modo que s8 seja solução fraca de (1.1). Além disso, obtemos a 
existência global para (1.1) na classe das ondas compostas e 6-choques, e esta­
belecemos a condição de entropia sobre os 6-choques de modo a obtermos também 
a unicidade nesta classe. 

No Capítulo 4 mostramos a existência e a unicidade dos leques de viscosidade 
para o problema de Riemann escalar geral e a convergência desses leques para 
o problema de Riemann escalar com fluxo estritamente convexo. Apesar desses 
resultados (exceto, possivelmente, o de unicidade) serem conhecidos, eles foram 
incluídos neste texto para que este fique auto-contido, uma vez que a primeira 
equação em (1.1) é do tipo estudado nesse capítulo. 

No Capítulo 5 provamos a existência e a unicidade dos leques de viscosidade 
para um sistema um pouco mais geral do que (1.1). A unicidade segue como 
consequência de um lema provado no Capítulo 4. Para verificarmos a existência 
demonstramos estimativas na norma do sup para os leques de viscosidade estu­
dando a estrutura das soluções do sistema em (1.10) com relação aos máximos 
e mínimos. Demonstramos também uma estimativa em L toe que é uma hipótese 
necessária para aplicarmos, no Capítulo 6, o Teorema 2.6 do Capítulo 2. 

Finahnente\ no Capítulo 6 estudamos a convergência dos leques de viscosi­
dade ( uE, v E). Provamos que estes convergem fracamente para a solução ( u, v) do 
problema de Riemann (1.1), inclusive no caso de um 8-choque. Além disso, verifi-
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camos que veg(ue) converge fracamente para a distribuição produto vg(u) definida 
no Capítulo 3, quando (u, v)= S~. 
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2. LEQUES DE VISCOSIDADE 

Neste capítulo vamos apresentar algumas propriedades dos leques de viscosidade 
associados ao problema de Ríemann (1.6), isto é, das soluções do seguinte pro­
blema de valor de fronteira: 

{ 
,ü ~ F (U) - ÇU ; Ç E IR, 
U(-oo) ~ u,, U(+oo) ~ U, 

(2.1) 

onde'.'= ~ 1 E > O, F : JRn ~----+ n;tn é uma função suave e os estados iniciais U1 e 
Ur são vetores fixos de JR.n. 

O primeiro resultado é um teorema de existência devido a Dafermos [2]. 

Teorema 2.1. Suponhamos que exista uma constante positiva M, independente 

de JL E [0, 1] e de L > O, tal que: 

lil~Z IIU(OII s M , 

para toda solução U do problema de valor de fronteira a dois parâmetros, 

{ 

,ü ~ I'F(U)- ÇU; Ç E (-L, L), 
U(-L) ~ I'U1, 

U(L) ~I'Uc. 

Então (2.1} possuí uma solução suave Uf satisfazendo: 

[[U,[[
00 
~ sup [[U,(Ç)[[ S M. 

-oo<Ç<+oo 

(2.2) 

(2.3) 

A demonstração do Teorema 2.1 pode ser encontrada em [2]. Ela é uma 
aplicação de um teorema de ponto fixo de Shauder. Enfatizamos que a aplicabi­
lidade deste teorema está condicionada à estimativa (4.1) para todas as soluções 
de (2.3) e não exige nada sobre a existência dessas soluções. 

A seguir vamos enunciar outro teorema, também devido a Dafermos [2], que 
dá condições para que possamos obter soluções fracas do problema de Riemann 
(1.6) como limite fraco dos leques de viscosidade Ue('f) associados a (1.6). Antes 
recordamos a definição de solução fraca para (1.6) e definimos o conceito de solução 
fraca para o problema de valor inicial (1.9). 
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Definição 2.1. Uma função limitada e mensurável U = U(Ç) é uma solução fraca 
de (1.9) se U(-oo) = U1, U(oo) = U, e: 

;_: {[F(U)- ÇU]<f- U~?}df. =O; 'P E C0 (1R). (2.4) 

Definição 2.2. Uma função limitada e mensurável U = U(x, t) é uma solução 
fraca de (1.6) se: 

looo i: [F(U)1fx + U,P,] dxdt +i: ,P(x, O)Uo(x)dx =O; ,0 E C0 (1Rx [0, ao)). 

(2.5) 

Teorema 2.2. Para cada E > O, seja Ue:(Ç) uma solução de (2.1). Suponhamos 
que o conjunto {Ue:}00 seja uniformemente limitado e de variação total uniforme­
mente limitada. Então existe uma subsequência de funções Ue,., com En ---4 o+ , e 
uma função U = U(Ç) limitada e de variação total limitada, tal que Uen converge 
para U, pontualmente e fracamente. Além disso, U é uma solução fraca de (1.9) 

X 
eU(-) é uma solução fraca de (1.6). 

t 

A demonstração do Teorema 2.2 também pode ser encontrada em [2]. Ela é 
uma aplicação do Teorema de Helly. A última afirmação no enunciado deste teo­
rema decorre da seguinte proposição que relaciona as soluções fracas do problema 
de valor de fronteira (1.9) e as soluções fracas do problema de Riemann (1.6). 

Proposição 2.3. Seja U = U(Ç) uma função limitada e mensurável que é solução 
X 

fraca de (1.9). Então U( ~) é uma solução fraca de (1.6}. 
t 

Demonstração: Seja ,0 E C0 (IR X [0, ao)). Como a função cp(Ç) = ,0 (ti;, t) é 
um elemento de CQ(lR), para cada t > O, temos 

;_: {[F(U(E))- ÇU(Ç)] <f(Ç)- U(Ç)cp(Ç)} d(' =O. 

Para cada a: > O, seja 

[ 0 := fooj_oo [uC")1/J,(x,t) +F(U("-))1fx(x,t)] dxdt. la -oo t t 

Como <f(Ç) = t1fx(t(', t) e: 

d 
t~1/J(tf., t) 
dt 

t [1'.1/lx(tÇ, t) +1/it(tl', t)] 

E. <i>( O+ t!{J,(tf., t), 

10 

(2.6) 



X 
temos, depois da mudança de variável Ç = -, 

t 

lo ~ Loo ;_: [U(Ç)t,P,{tE, t) + tF(U(E))?fx(tE, t)] dEdt 

t ;_: U{Ç) [t :t ,P(tE, t)- E<f(Ç)l dtdÇ + t ;_: F(U(Ç))<f(Ç)dEdt 

Loo ;_: [F{U{Ç)}- EU{Ç)] <f(Ç)dEdt + ;_: Loo U(Ç)t ~ ,P(tE, t)dtdE. 

De {2.6) temos, 

1" t ;_: U(E)I"(E)dEdt + ;_: t U(Ç)t ~ ,P(tE, t)dtdE 

;_:tU (ç),P {tç, t )dtdf, + ;_: t U(ç)t :t ,P (ti;, t)dtdf, 

j oo U{E) 1oo [,P(tE, t) + t<l_,P(tf,, t)] dtdf, 
~oo o: dt 

;_: U(ç) [t,P{tf,, t)];:' df, ~- ;_: U{f,),P(oof,, a)oodf,. 

Fazendo a mudança de variáveis x = o:Ç, encontramos: 

j oo X 
10 ~- U(-),P(x,a)dx. 

-oo a 

Por último, fazendo a --+ o+ em ambos os lados da igualdade acima e lembrando 
que Ué uma função limitada, U(-oo) = Ul e U(oo) = Ur, concluímos que: 

foo joo [u('- ),p,(x, t) + F{U("_)),Px{x, t)] dxdt 
.lo ~oo t t joo X 

- lim U(-),P(x,a)dx 
a--...o+ -oo a 

- ;_: Uo(x),P(x,O)dx, 

isto é, U(~) é uma solução fraca de (1.6). • 
Observação 2.1. A recíproca da proposição acima apresenta uma diEculdade 

em relação à veriEcação das condições de fronteira U(-oo) = Ul e U(oo) = Ur· 
Porém, afirmamos que ela é verdadeira se considerarmos a forma fraca (2.4) de 
solução do sistema em (1.9). Em outras palavras: se U(I) for uma solução fraca 

do problema de Riemann (1.6} então U ~ U(ç) satisfaz (2.4). 
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Para verificarmos a afirmação contida na Observação 2.1 acima, tomemos 
X 

<p,p E C~(JR). Fazendo a mudança de variável Ç =-,para cada t >O, temos: 
t 

1oo 1oo [] X X X l X [F(U) -ÇU]0dÇ ~ -F(U(-))- -,U(-) 0(-)dx. 
-oo -oot t t t t 

Multiplicando ambos os lados da igualdade acima por p e integrando, obtemos 

J,oo 1oo J,oo 1oo [] X X X l X p(t) [F(U)- ÇU]0dÇdt ~ p(t) -F(U(-))- -,U(-) 0(-)dxdt. 
-oo O -oot t t t t 

(2.7) 
Das identidades, 

( 
X ) ] X 

Ox 'P(t)p(t) ~ t0(t)p(t), 

(
x),xxx a, <p(-)p(t) ~ p (t)<p(-)- -

2
0(-)p(t), 

t t t t 
e de (2. 7) segue que: 

Mas, como u(":) é solução fraca de (1.6) e 'P(":)p(t) é um elemento de 
t t 

Cif (lRx [0, oo)) , temos: 

Portanto, 

p(t) [F(U)-ÇU]0dÇdt~- p'(t) U(-)<p(-)dxdt. J,oo 100 J,oo 1oo X X 

-oo O -oott 

Fazendo a mudança de variável x = Çt, obtemos: 

(f p(t)dt) L: [F(U)- ÇU]0dF, -f tp'(t) L: U(Ç)<p(Ç)dF,dt 

~ -(f tp'(t)dt) L: U<pdF, 

(f p(t)dt) L: U<pdÇ, 
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isto é, 

(f p(t)dt) i: {[F(U)- ÇU] <i>- U10} dÇ ~O. 

Escolhendo p E C0 (IR) tal que (!ooo p(t)dt) i' O, concluímos que U(Ç) satisfaz à 

forma fraca (2.4). 
A seguir vamos demonstrar [2, 24} duas estimativas para as derivadas dos 

leques de viscosidade. A primeira determina o tipo de decaimento no infinito 
dessas funções para cada E fixo e a segunda mostra como suas derivadas dependem 
de E, para Ç em intervalos limitados. 

Lema 2.4. Sejam U solução suave de (2.1}, 

e 

Então: 

e 

a~ sup{]]dF(U(Ç))]] ç E IR}, 

fJ ~ sup{]]F(U(Ç))]] : Ç E IR}. 

llii(Ç)II <:: llii(OJII exp C" 1 ~,- e) ; ç E IR 

lllf(ç)ll <:: ~ [fJ + (1 + ]Ç]) IJUIJooJ ; Ç E IR, 

onde C é uma constante positiva, independente de E. 

(2.8) 

(2.9) 

Demonstração: Multiplicando (2.1) pelo fator integrante exp (;:)obtemos 

~ (u(Ç)exp (;:)) ~ ~F(U(ç))exp (;:) ; ç E R 

· (") · 1 r( (ry') U(Ç) exp 
2

, ~ U(O) +-;; Jo F(U(ry)) exp 
2

, dry; Ç E IR (2.10) 

e 

U(Ç)exp (;:) <:: llii(OJII < t U(ry)exp (;:)IH (2.11) 

Agora, usando a desigualdade de Gronwall na forma integral obtemos (2.8). 
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Vamos agora verificar (2.9). Isolando U em (2.10) e integrando no intervalo 

[O, ~]obtemos: 

U(v'2e)- U(O) {.;2. ( ") Ú(O) lo exp - 2, dÇ 

+- exp F(U(ry))drydÇ. 1;,.;2.;,' (ry'-<'). 
E O O 2E 

Fazendo a mudança de variávies ~ = u nas integrais acima, encontramos 
v2c 

/2 r' r.ff, (ry' ) U(v'2e)- U(O) ~ Av'2eú(O) + y-;; lo lo exp 
2
,- u 2 F(U(ry))drydu, 

onde O < A = la1 

exp ( -u 2
) du < 1. Como, 

llu(v'2E)- U(OJII < v'211UIIoo 
Av'2e - Ay'E ' 

temos: 

(2.12) 

onde: 
{".;2. ( ry' ) . I(u) ~lo exp 

2
,- u

2 F(U(ry))dry. 

Desenvolvendo por partes a integral I(a) obtemos: 

[ (
ry' ) ]".;2. {".;2. ry (ry' ) I(u) ~ exp 
2
,- u 2 F(U(ry)) 

0 

-lo -;;exp 
2
,- u 2 F(U(ry))dry 

F(U(uv'2e))- F(U(O)) exp(-u2
)- !,".;2.; exp G:- u') F(U(ry))dry. 

Logo, 

I li' I(u)dull < iJ ( 1+ J,' exp ( -u
2

) du) +il J,' J,".ff, ~ exp c: -u
2

) drydu 

iJ (1+ lo' exp ( -u2
) du) + {3 lo' [1- exp (-u 2

)] du ~ 2{3, 
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e de (2.12) temos: 

llu(ülll s; @IUIIoo + 2!l s; ~ (IIUII +il). 
v~ A AE AE 00 

Agora, integrando (2. 1) e observando que: 

r' · r' lo ryU(ry)dry ~ -ÇU(Ç) +lo U(ry)dry; Ç E IR, 

temos: 

U(Ç) ~ U(O) + ~ [F(U(Ç))- F(U(D))- ÇU(Ç) + t U(ry)dryl ; ç E IR 

Portanto, 

llu!OII < llu(olll + ~ 12fl + 21<111UIIool 

. 4 
que e (2.9) com C~ A. 

2 2 
< ~A (IIUIIoo + fl) +- (fJ + I<IIIUIIool 

E E 

< :E [2il + (1 +I< I) IIUIIool 
c 

< -[f)+ (1 + IÇI) IIUIIooJ ; Ç E IR, 
E 

• 
Observação 2.2. Para cada intervalo fechado I= [a, b] existe uma constante K1 
dependendo somente de I, tal que: 

De fato, basta tornarmos K1 ~C (1 + mi!JC {lbl, la I}) em (2.9). 

No próximo resultado utilizaremos (2.8) do lema acima para mostrar uma 
interessante relação [10], independente de E > O, entre as soluções de (2.1) e as 
descontinuidades W8 do tipo, 

W,(Ç) ~ { U, ; Ç < 8
' s E R 

Ur i Ç > s, 
(2.13) 
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Teorema 2.5. Seja U solução de (2.1}. Então para cada sE IR! 

1+= 
-= [U(ç)- W,(Ç)] dt; ~ s [U,- UI]- [F(U,)- F(U,)], (2.14) 

onde W 8 é a função vetorial (2.13}. 

Demonstração: Integrando (2.1) no intervalo [o:, ,6], onde o:< s < ,6 obtemos: 

t ÇU(ç)dt;- [F(U(fl))- F(U(a))] ~-E (ri(jl)- U(a)). 

Desenvolvendo a integral acima, encontramos: 

J: çu(t;)dt; - J: (t;- s) u(\)dt; + s J: U(ç)dt; 

J: (t;- s) U(Ç)dÇ + s [U(jl)- U(a)]. 

Assim, 

s [U(jl)- U(a)]- [F(U(fl))- F(U(a))] ~ J: (s- ç) U(Ç)dÇ- E (ri(jl)- U(a)). 

Do Lema 2.4 temos lim U(jl) ~O~ lim U(a) e portanto, 
{3--ooo a--+-oo 

1:= (s- Ç) U(ç)dt; ~ s [U,- U1]- [F(U,)- F(U,)]. 

Por outro lado, 

J: (s- ç) rJ(Ç)dÇ 

~ 1' [(s- O (ri(ç)- w,(O)] dt; + 1P [(s- O (ri(O- w,(O)] dt; 
a ' p 

~ [(s- ç) (U(ç)- w,(ç))]~ + [(s- ç) (U(Ç)- w,;ç))]~ + { [U(ç)- W,(t;)]dt; 

~ (s- jl) (U(jl)- U,)- (s- a) (U(a)- U,) + 1 [U(Ç)- W,(Ç)] di;. 

Agora, novamente pelo Lema 2.4 temos, levantando as indeterminações do tipo 
±oo.O: 

lim (s- fl) (U(fl)- U,) ~ lim ;32U(fl) ~O, 
(3--+oo /3--+oo 

lim (s- a) (U(a)- U1) ~ lim c.'U(a) ~O. 
a--+-oo a--+-oo 
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Logo, 

que é (2.14). • 
A seguir demonstramos dois resultados de convergência. O primeiro deles, o 

Teorema 2.6, mostra que os leques de viscosidade U~(Ç) podem convergir fraca­
mente para uma distribuição D definida por: 

j=k+l 

D :=v+ L C;6.,, 
j=l 

onde V é uma função vetorial constante por partes da forma: 

Ul;Ç<Ut, 
U1 ; u1 < ç < 0"2, 

uk; O"k < ç < ak+l, 

Ur; O"k+1 < Ç, 

(2.15) 

(2.16) 

(Tl < (}2 < .... < (Tk+1 são números reais, ul = Uo, UI, ... , uk, uk+l = Ur são vetores 
em IRn e, para cada j E {1, 2, ... , k + 1}, 8ui é a distribuição delta de Dirac 
centrada em O"j e Ci é o vetor: 

(2.17) 

Como consequência Uf(~) converge fracamente para a distribuição D definida por: 

la
oo loo x V(-)1/J(x, t)dxdt 

O -oo t 
j=k+l r+oo 

+ L c, lo 11/J(a;t, t)dt; 1/! E C<f'(IR x IR.r). 
J=l 

(2.18) 

A demonstração Teorema 2.6 é baseada em argumentos encontrados em [21]. 
O segundo resultado, o Teorema 2. 7, mostra que assumindo as hipóteses do 

Teorema 2.6 e acrescentando mais uma hipótese, obtemos a convergência fraca de 
F(U,(Ç)) para a distribuição F(D) definida por: 

j=k+l 

F(D) := F(V) + L C;a;6u, (2.19) 
j=l 
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Nesse caso, F(Ue:('f)) converge fracamente para a distribuição F(.D) definida por: 

(F(i5), 1/J) ~ f 1: F(V(T ))1/J(x, t)dxdt 

/~' Ciui lo+oo t1jJ(ujt, t)dt; 1/J E CQ"(JR x JR,_). 
(2.20) 

Teorema 2.6. Para cada E > O, seja Ue solução suave de (2,1), Suponhamos que: 

e 

i} U10 convirja uniformemente para a função V definida em (2,16), em cada 
intervalo fechado que não contenha os pontos (J'j E {(J'l, o-2, ... , (J'k+l}; 

ii) A famllia {U,JE>O seja uniformemente localmente limitada em L1(1R), isto 
é, que para cada intervalo fechado I, exista uma constante positiva M (que 
pode depender de I}, tal que 

Então: 

Lnu,(m aç :s: M ; , > o. 

u,(ç) ~ D 

X -
U,(-)~D. 

t 

(2.21) 

(2.22) 

Demonstração: Para provarmos (2.21) precisamos mostrar que: 

Vamos inicialmente verificar (2.23) para uma função teste r/> 
supprf> c [uJ- a, ui+ aL onde j E {1,2, ... ,k + 1} e a> 
[(J'J- a,uj +·o:] se i f= j. Nesse caso, (2.23) se reduz a: 

(2.23) 

E C0 (JR) tal que 
O é tal que Ui ~ 

(2.24) 

Seja então r/> como acima e suponhamos ainda que r/> seja constante em algum 
intervalo [o-i- [3, (J'j + !3] c ( Uj - o:, Uj +o:). Multiplicando a equação em (2.1) por 
if; e integrando por partes em (-oo, oo), encontramos: 

(2.25) 
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onde: 

e 

j +oo . . r+oo .. 
f~ =E -oo UErj;dÇ = -E .J_OCJ UErj;dÇ. 

Estimando 111211 encontramos: 

uma vez que~= O em [a-J- (3, aj +f)]. Portanto, da hipótese i) acima, segue que 

lim 12 =O. 
E--+Ü+ 

Por outro lado, novamente da hipótese i) segue que: 

lim li 
~-o+ 

Logo, de (2.25) temos, 

j
+oo 

lim (U,- V) ~dÇ ~C;~( (f;) 
E->0+ -(X) 

Provamos (2.24) para toda função teste 4>, constante em uma vizinhança de 
r.Jj e tal que o suporte não contenha os pontos r.Ji; i i- j. 

Suponhamos agora que rj; não seja constante em uma vizinhança de r.Jj. Tomemos 
uma sequêncía de funções r:Pn E C8"'( ( (Tj- a, r.Jj +a)) que sejam constantes em uma 
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vizinhança de a.1 e tal que rPn convirja uniformemente para rf; em [ui- a, CTj +a]. 
Então, 

IIL:oo (U,- V) ~dE,- C;~(a;) I 
:S r~ (U,- V)(~- ~n) dE, + f~:" (U,- Vlfndf.- C;~( a;) 

' ' 
:S 11~- Moo r:" IIU,- VIl dE,+ 1~~:

0 

(U,- V) ~ndf.- C;<f(a;) 

isto é, 

(2.26) 

onde: 

(2.27) 

Da hipótese ii) temos: 

(2.28) 

para alguma constante positiva L, independente de t >O. Assim, de (2.26)-(2.28) 
segue que 

Como as funções teste r/Jn são constantes em uma vizinhança de ai temos, da parte 
já provada: 

lim B,n - li C; (<fn(a;)- <f(a;))ll 
<õ--+0+ ' 

IIC;III~n(<T;)- </>(<T;)I 
< IIC;IIII<P- <l>nlloo. 

Logo, fazendo E----)- o+, em (2.29), obtemos 

20 



Por último 1 fazendo n ---+ +oo, notando que o lado esquerdo da desigualdade acima 
não depende de n E .N1 encontramos 1 

j +oo 
lim (U, ~V) ~dÇ ~C;~( a;), 

E--->0+ -oo 

que é (2.24). 
Completamos a prova de (2.23), observando que para uma função teste ar­

bitrária cf; E C~ (IR)~ podemos tomar funções teste cf;11 cP2, ... , cPk+I tais que, 

a; {c supp ~; se i cp j ; i, j E {1, 2, ... , k + 1} 

e 
i=k+l 

L~,~~. 
i=l 

Nesse caso 1 

j
+oo 

lim (U, ~ V) ~dÇ 
E--+0+ -oo 

,~'!'+ I:oo (U, ~V) ('~l ~i) dÇ 

i~l ,~'!'+ I:oo (U, ~V) ~;dÇ 
i=k+l 

L C;f;(a;). 
i=l 

Como c/Ji(aj) =O se i f- j temo:::;: 

isto é, 

j=k+l 

f;(a;) ~ L </>;(u;) ~ f(u;) ; i E {1, 2, .. , k + 1}, 
j=l 

i=k+l 

j
+oo i=k+l 

,~W+ -oo (U, ~V) <jJdÇ ~ ~ C;f;(u;) L C;</>(u;), 
i=l 

que é (2.23). 

(2.30) 

Para completarmos a demonstração deste teorema, devemos verificar a con­
vergência fraca (2.22). Seja '1/J E Cõ(R x Jltr) e sejam L, a e T constantes positivas 
taisquesupp'l/' C [-L, L] x [a,T]. temos: 

foojoo u,('')I/J(x,t)dxdt ~ 1Tt { U,(Ç)I/J(tÇ,t)dÇdt, 
Jo -= t a: .h (2.31) 

onde I=[-~'~]. 
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Como 1/J(t., t) E C0 (1R) para cada t >O, segue de (2.23) que: 

í=k+l 

,i!.'fJ+hU,(I;)I/J(tl;,t)dl; ~h V(I;),P(tl;,t)dl;+ ~ Ci7/J(toi,t); tE [a,T]. (2.32) 

Notamos que, da hipótese ii) temos: 

onde K é uma constante positiva que não depende de e:. Portanto, 

T T 
,i!.'f/+ 1 t h U,(I;),P(tÇ, t)dl;dt ~ 1 ,i!.'f/+ t J: U,(Ç),P(tf,, t)df,dt (2.33) 

Logo, de (2.31)-(2.33), temos 

lirn U,(- )<f (x, t)dxdt looo joo x 

e--->0+ O -oo t 
- 1Tt h V(f,),P(tÇ,t)dÇdt 

T j=k+l 

+ 1 t ~ Ci,P(toi, t)dt 

foojoo vc''),p(x,t)dxdt 
Jo -oo t 

j=k+l 

+ jÇ, cj f t,P(tuj,t)dt, 

que é (2.22). • 
Teorema 2.7. Para cada t >O, seja Ue solução suave de (2.1). Suponhamos i) e 
ii) do Teorema 2.6 e ainda que: 

iii) para cada Ç E IR- { u 1, a2, ... , ak+1} a sequência { Ú€(Ç)} seja limitada. 

Então: 
F(U,(I;)) ~ F(D) (2.34) 

e 
F(U,('r;)) ~ F(D), 

t 
(2.35) 

onde F(D) e F(D) são, respectivamente, as distribuições definidas em (2.19) e 
(2.20). 
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Demonstração: Vamos inicialmente provar a convergência fraca (2.34). Fixemos 
j E {1, 2, ... , k + 1} e tomemos <p E Ctf'(lR) com supp<p C I ~ [a, b], u; E I e 
a, ~ I se i f' j. 

Da equação em (2.1) temos, para cada Ç E I : 

F(U,(a)) + EÚ,(Ç)- EÚ,(a) + l ryÚ,(ry)dry (2.36) 

[P(U,(a))- dl,(a)- aU,(a)] + ,ú,(~) + ~U,(Ç) -l U,(ry)dry. 

Logo, 

(2.37) 

onde: 

I;~ [P(U,(a))- EÚ,(a)- aU,(a)Jl <p(Ç)dÇ, 

1b. 1' [:~E a U,(~)<p(~)d~ ~-E a U,(ç)<P(ç)d~, 

I: ~ l ~U,(ç)<p(ç)d~ 
e 

r; ~ l 'P(O [ u,(ry )dryd~. 

Da convergência pontual de U E e da hipótese iii) temos: 

}!,W+ I;~ [P(V(a))- aV(a)] l <p(ç)dç (2.38) 

Da convergência fraca de {UE} {Teor. 2.6) obtemos: 

lim I';~- (lim ') [1' V(~)<P(ç)d~- C;<P(a;)l ~O (2.39) 
E_,o+ ~-o+ a 

e 

(2.40) 

Vamos calcular lim I!. Notamos que da hipótese íi) segue que existe uma 
E ..... o+ 

constante L > O, independente de E tal que: 
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Logo, 

!im 1: ~ r' <p(Ç) [lim r' U,(ry)dryl d~. 
E->0+ la e->0+ la 

Devemos então calcular: 

}!.'Tf, l U,(ry)dry ; qtp Ç E [a, b}. 

Fixemos Ç E [a, b]. Se a< Ç < Oj então, da convergência uniforme de {Ue} no 
intervalo [a, Ç] segue que: 

Iim r'u,(ry)dry ~ r'v(ry)dry; ~E [a, a;). 
e-->0+ la la 

Por outro lado, se Ç > Uj sejam a > O e 'ljJ E CQ(IR) tais que a+a < ai < Ç -a, 
supp,P C (a, Ç) e ,P(ry) ~ 1 se ry E [a+ a.Ç- a]. Então: 

l (U,- V) dry l (U,- V) (1- ,P) dry + l (U,- V)o/dry 

(t+a +tu) (U,- V) (1 - ,P) dry + l (U,- V) ?fidry. 

Da convergência uniforme de {Ue} no intervalo [a, a+ a] (hipótese ii)) segue que: 

Analogamente, da convergência uniforme de {UE} no intervalo [Ç- a, Ç], temos: 

lim llt (U, - V) (1 - ?/!) dry ~ O. 
e->0+ Ç-a 

(2.41) 

Portanto, de (2.21) temos: 

lim r' [U, - V} dry 
e->0+ la 

Concluimos que: 

1' 1' -lim U,(ry)dry ~ V(ry)dry + C;(ç) ; ~E [a, a;) U (a;, b], 
e---.,.0+ a a 
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onde, 
; Ç E [a, a;) 
;I;E(u;,b] 

Finalmente podemos calcular lim 1;. Temos: 
" ..... o+ 

lim 1; ~ J.' '{J [J.( V d~l dÇ + J.' C;<pdl; ~ J.' '{J [J.( V d~l dl; + C; 1' <pdÇ 
E---+0+ a a a a a Uj 

~ f 'P [l V d~ l dÇ+ 1> [l V d+Ç+ C; J.>dÇ 

~ U;_1 [' '{J [Ç- a] dÇ + 1' '{J [(a;- a)U;-1 + l V dryl dÇ +C; 1' <pdÇ 

1• 1'' ' 1' b ~ U;-1 a' cp[\- a]dÇ + ., '{J [(a;- aJU;-1 + U;(Ç- a;)] dÇ +C; "i <pdÇ 

~ -aU;_1 1' <pdf, +[C;- a;(U;- U;_l)Jf.' <pdÇ + 1' V[Ç<p]d\ 
b 

3
b b 

~ -aV(a) 1 <pdl;- [F(V(b))- F(V(a))] L <pdl; + J. V[\<p]dÇ. 
' 

Logo, de (2.37)-(2.40) obtemos: 

lim J.' F(U,)<pdÇ 
E---+0+ a 

~ [F(V(a))- aV(a)]l <pdÇ + 1' V[f.<p]df. + C;u;<p(a;) 

+aV(a) l <pdl; + [F(V(b))- F(V(a))]1: <pdÇ -l V[Ç<p]df. 

~ F(V(a)) l <pdl; + [F(V(b))- F(V(a))]l <pdf; + C;a;<p(a;) 
b ' 

~ 1 F(V)<pd\ + C;a;<p(a;), 

que é (2.34) para <p com suporte contido numa vizinhança de Oj. Para comple­
tarmos a demonstração de (2.34), escrevemos uma função teste arbitrária o/ como 
em (2.30) e obtemos: 

lim 1' F(U,)1dÇ ~ 
E---+0+ a 

lim J.' F(U,) ('~
1

1,) dÇ 
E->O+ a i=l 

i=k+l b 

~ }~'/A 1 F(U,)~,dç 
i=k+ l b i=k+ 1 

E 1 F(V)1A + E c,a,1,(u,) 
i=l a i=1 
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1' F(V) ('~' .p,) dÇ + 
1

~
1 

C1u1ql(a1) 

b i=k+l 

- .L F(V)q\dÇ + ~ c,u,,P(a,), 

que é (2.34) para uma função teste arbitrária cj;. 
Vamos agora verificar (2.35). Seja 1/J E GQ(lR. X JE4) e sejam L, a e T cons­

tantes positivas tais que supp'l/J c [-L, L] x [a, T] Temos: 

r= 1= F(Uc('"_))</!(x, t)dxdt ~ 1T t r F(U,(Ç))I/J(Çt, t)dÇdt, (2.42) Jo-oo t ali 

ondeJ=[-~~~J· 
Suponhamos por enquanto que: 

lim 1T t r F(U,(ç)),P(Çt, t)dÇdt ~ 1T lim t r F(U,(Ç))I/J(Çt, t)dÇdt. (2.43) 
~-o+ a J 1 a: .,_,.o+ J r 

Então, como ,P(t., t) E C[i"(lR) para cada tE [a, T], temos de (2.34): 

j=k+l 

}i.'ff+!,F(U,(ç)),P(Çt,t)dÇ ~ 1F(V(Ç)),P(Çt,t)dÇ+ ~ C;u;,P(tu,,t), 

para cada t E [a, Tj. 
Portanto, de (2.42) e (2.43) temos: 

1=1= X !im F(U,(-))1/J(x, t)dxdt 
E--+0+ -00 t 

T 1 t 1F(V(Ç)),P(Çt,t)dÇdt 

T j=k+l 

+ 1 t ~ C;a;,P (tu1, t)dt 

r=1= F(v(J:))?/J(x, t)dxdt Jo -oo t 
j=k+l 00 

+ ~ C;a; lo t,P(tu1, t)dt, 

que é (2.35). 
Devemos, para finalizar a demonstração, verificar (2.43). Para isto basta 

mostrarmos que 

111 F(U,(ç)),P(Çt, t)dÇII :0: K ; tE [a, T], (2.44) 
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para alguma constante positiva K, independente de E 

L 
De (2.36) com a=-- temos, para Ç E I: 

a 

. 1' F(U,(Ç)) ~ K, + EU,(Ç) + ÇU,(Ç)- _k U,(~)d~, 

" 
onde: 

L . L L L 
K, ~ F(U,( --)) -EU,(--)+ -U,( --). 

a a a a 

1 F(U,(Ç)),P(tÇ, t)df, ~ K, 1 ,P(tf,, t)df, 

+ 1 [EÚ,(Ç) +ÇU,(Ç)- l~ U,(~)d~l 1/J(tf,, t)df. 

~ K, 1 ,P(tf,, t)df,- Et 1 U,(f,)<!Jx(tf,, t)df, 

+ 1 [r.u,(ç) + j_'~ u,(~)d~J ,p(tf., t)df. 

Como (hipóteses i) e ii)): 

K, ~ F(V(--)) +-V(--) , [ 
L L L l 
a a a 

temos que IIKell ~ C, para alguma constante positiva C, independente de E> O. 
Logo: 

IIK, 1 </J(tÇ, t)dÇII <; 2C~ 111/JIIoo ; tE [a, T]. 

Por outro lado, da hipótese ii) segue que existe constante positiva M, também 
independente de E, tal que 

Assim, para cda t E [a, T] : 

e 

Et 111 U,(Ç)</Jx(tÇ, t)df,ll '<: ET 11</Jxlloo 111U,(f,)ll df, <; T 11</Jxlloo M, 

111çu,(Ç),p(tf., t)d<ll <:: ~ II<PIIoo 1uu,(f.)ll df. <:: ~ II<PIIooM 

111 /_'~ U,(~)d~,P(tf,,t)df, I<; 2
: 11</JIIoo 111U,(Ç)II dÇ '<: 

2
: 11</JIIooM 
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Portanto, temos (2.44) com 

o que justifica (2.43). • 

Mostraremos a seguir que a distribuição D é solução de 

(2.45) 

desde que consideremos a distribuição F(D) em (2.19). 

Teorema 2.8. Sejam De F(D) dados respectivamente por (2.15) e (2.19). Então 

Demonstração: Fixemos Cfj E { 0'1, 0'2, ... , Uk+l}. Seja I.{J E Cõ(l~.) tal que 
supp ifJ C I = [a, b], a; E I e a, f/ [a, b] se i # j. 

Por definição temos: 

Calculando separadamente os termos a direita da igualdade acima obtemos: 

( D, :, [E. 'I']) = l V~ [E. 'I'] dÇ +C;~ [E. 'I' ta; 
r' d r' d 

= U;-1 la df, [Ç<p] df, + U; lo, dÇ [Ç<p] di;+ C; [u;cp(u;) + <p(u;)] 

-a;<p(a;) [U;- U;-d +C; [a;<P(u;) + <P(a;)] 

-lfJ(u;) [F(U;)- F(U;-,J] + C;u;cp(u;) 

e 

- (F(D), cp) - -l F(V)cpdf,- C;a;<P(a;) 

= -F(U;) l cpdÇ- F(U;_l) [' cpdÇ- C;u;cp(u;) 
' 

ifJ(o;) [F(U;)- F(U;_l)J- C;a;cp(a;). 

28 



Assim, 

( D, :, [Ç<p[)- (F(D), <P) ~O, 

se r..p for uma função teste com suporte contido em uma vizinhança de Uj. 

Se rp for uma função arbitrária, então escrevemos novamente 4J como em (2.30) 
e obtemos: 

(n,:Ç[Ç~[)-\F(D),~) ~ (n.:Ç [/~'~,])-(F(D),:Ç'~'~,) 

'~' (n, ~ [Ç~,[) _ i~t \F(D),~,) 

'~' [(n, :, [Ç~,])- (F(D),1,)] ~O, 

que é (2.46). • 

A seguir vamos verificar que a distribuição D é solução de 

desde que definamos F(D) como em (2.20). 

Corolário 2.9. Sejam iJ e F(D) as distribuições definidas respectivamente em 
(2 .. 18} e (2.20). Entiio: 

(2.47) 

Demonstração: Por definição, temos: 

Assim, se 1jJ E CQ(IR x ~),então: 

la
oo 1oo X i=k+l laoo 

=- V(-)1ji 1dxdt- L C; t1ji 1(u;t, t)dt 
-00 t j=l o 

la
oo 1+oo X j=k+l laoo 

- F(V(-))1/Jxdxdt- L C;u; t,Px(o;t, t)dt 
-00 t j=l o 

~ - [oo 100 

[v(". )1/Jt + F (V (:1:) )<Px] dxdt Jo -= t t 
j=k+l 00 

- E C; r t [,P,(u;t, t) + u;.Px(o;t, t)] dt. 
i=l lo 
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Como 

la
oo laoo d looo t [,P,(u;t, t) + u;.Px(u;t, t)] dt ~ t-,P(u;t, t)dt ~- ,P(u;t, t)dt, 

o dt o 
temos: 

onde, 

I~ foo1oo [v(":).p,(x,t) +F(v(":))'l'x(x,t)] dxdt. 
lo-oo t t 

Fazendo a mudarJça de variável x = Çt obtemos (conforme demonstração da Prop. 

2.3): 

I~ {oo 1
00 

[F(V(Ç))- ÇV(ç)] cp(Ç)dÇdt + 1
00 

{oo V(ç)t!:_,P(tÇ, t)dtdE,, 
lo -oo -oo lo dt 

onde <p(ç) ~ ,P(Çt, t) para cada t >O. 

Da identidade (F(D), cp) ~ (D, fe [E.'Pl) do Teorema 2.8, temos: 

isto é: 

Logo: 

L: F(V)cpdE, + i~l C;u;cp(u;) ~ L: V [Çcp + <p] dÇ 

j=lc+l 

+ 2: C; [u;cp(u;) + <p(u;)], 
j=1 

I looo i: V(ç),P(Çt, t)dE,dt + laooiy;l C;,P(u;t, t)dt 

+ 100 roo v (E,)t dd ,P(E,t, t)dtdE, 
-oo lo t 

1oo V(Ç) foo !:_ [t,P(E,t, t)] dtdÇ + ;t1 
foo C;I/J(u;t, t)dt 

-oo lo dt J=l lo 

_ ;t1 

foo C;,P(u;t, t)dt. 
J=l lo 

Portanto, de (2.48) obtemos (2.47). 
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3. SOLUÇÃO DO PROBLEMA DE RIEMANN 

Neste capítulo vamos apresentar a solução fraca do problema de Riemann 

Vt + [vg(u)Jx ~O, (x, t) E IR x Jl4, 
{ 

Ut + f(u)x ~O, 

(u(x, 0), v(x, O)) ~ { (u,, Vt) ;. x <O, 
(ur,Vr) , X> O, 

onde: 
f E C2(1R) f"(u) >O; u E IR, 

g E C1 (1R) g'(u) >O; u E IR, 

e 
f'(u) < g(u) ; u E R 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

Conforme mencionamos no Capítulo 1, o sistema em (3.1) é estritamente 
hiperbólico com autovalores (velocidades características) À1 = f'(u) < À2 = g(u). 
Além disso, 

R1 (u, v)~ [ ( v)(u) ) l e R 2 ~ [ n 
f'(u)- g(u) 

(3.5) 

são autovetores à direita relativos às velocidades características >. 1 e >.2 , respecti­

varn.ente. 
Portanto, \7 >11 • R1 = f" ( u) -1- O e \7 ).2 • R2 - O, isto é, a famtLia característica 

1 é genuinamente não linear e a famt'lia característica 2 é linearmente degenerada. 
A curva integral da famz1ia i por (ut, vl), denotada por Ii(ut, vl), é a curva no 

espaço de estados (plano-uv) que passa por (u1, vl) e que, em cada ponto, tem o 

vetor tangente igual a Ri. Assim, 
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e I2(uz, vz) = {(u1, v) : v E lR}. Notamos que II(uz, vi) é simétrica em relação à 
reta v= O e que esta reta é a curva integral da família 1, passando por (u1, O) 

A curva de rarefação dafamz1ia i por (ui, vz), denotada por Ri(u1, v1), é o ramo 
da curva Ii(u1, v1) ao longo do qual Ài é estritamente crescente. No presente caso, 
como o autovetor À2 é constante ao longo da curva integral I 2 (u1, v1), a curva de 
rarefação da família 2 não existe. A curva de rarefação da famílía 1 é dada por: 

(3.6) 

As curvas I 1(u1, vl), I2(uz, v1), e 'R1(u1, vz) estão esboçadas na Figura 3.1. 
O locus de Hugoniot por (u1, vi), denotado por Jt(Ut,Vt) é o conjunto dos pontos 

(u,v) do espaço de estados satisfazendo ao seguinte sistema: 

{ 
s (u- u,) ~ f(u)- f(u,) 
s (v- v1) ~ vg(u)- v1g(u1), 

(3.7) 

para algum s E IR. Mostra-se [17], que Jt(uz,vz) é constituida de duas curvas 
passando por (u1, vl), sendo que neste ponto, uma delas, denotada por 1t1(ui,Vt), 
tangencia a curva integral da família 1, e a outra, denotada por 1t2 (u1,v1) tangencia 
a curva integral da família 2. Para cada ponto (u,v) de 'H.i(uz,vl), denotamos por 
si= si(u,v) o número real s tal que a tripla (s,u,v) satisfaz (3.7). 

No caso do sü:;tema em (3.1) temos: 

1t2 (u1,v1) ~{(u 1 ,v); v ElR)} ~I,(u,,v 1 ) 

s2 = À2(u,) ~ g(u,), 
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( ) 
_ f(u)- f(u,) . E ID 

B1 U - ) U m.., 
u- ul 

{ (
s1(u)- g(u,)) 

7-í1(u1,v1) ~ (u,v(u)); v(u) ~ v1 s,(u) _ g(u) 

onde I(u1) é o conjunto onde v = v(u) é definida. Se Vt = O, então I(ut) 
(-oo,oo) e v:::::::: O. Se vl f- O então: 

I(u,) ~ {u E lR : s1 (u)- g(u) f' O). 

Notamos que 1i1(ut,vd é simétrica em relação à reta v= O e que esta reta é o 

locus de Hugoniot por (ut, 0). 
Notamos também que: 

isto é, a porção do locus de Hugoniot por (ut, vz) que tangencia a curva integral 
da família 2, na verdade coincide com ela. Este é um fato geral [17] que ocorre na 
família característica i, quando esta família é linearmente degenerada e o sistema 

é estritamente hiperbólico. Nessa situação Si é constante ao longo de Ii(ul, Vt) 
e esta curva passa a ser denominada curva de contato da famzlia i por (u1, vl) e 
denotada por Di(ul, vt). Portanto, no caso do sistema (3.1), 'D2(u1, vl) também é 

a reta u = u1; u E lR. (Fig. 3.1). 
A curva de choque da famüia i 1 passando por (ul, vl), denotada por Si(u1,vi), 

é o ramo de 1ti(u1,vl) ao longo do qual valem as condições de entropia (ou de­
sigualdades) de Lax: 

{ .\,(u) < 
s, ( u) < .l,(u,), 

i= 1, (3.8) 
Sj ( U) < .l,(u), 

{ .\,(u,) < s2(u) < .l,(u,), 
i= 2 . (3.9) 

.\,(u) < s2(u), 

Como s2 e >.2 são constantes e iguais a g(ul) ao longo de 1t2(ul,vl), as desigualdades 
(3.9) não são satisfeitas no caso i = 2, isto é, a curva de choque da família 2 não 
existe. 

No caso i = 1, a condição de entropia (3.8) é: 

{ 
s1(u) < f'(u,) 

f'(u) < s1(u) < g(u), 
(3.10) 

que, em vista da convexidade de f, é equivalente a u < u1 e s1(u) < g(u). Assim, 

(3.11) 
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Seu < u1, temos: 
s1(u) ~ f'(u) < g(u) < g(u,), (3.12) 

para algum U E ( u, ul). Como, 

temos s1 - g < O em uma vizinhança de Ut. 

Concluímos que para algum a> O, (u1 - a, UI) C I(ul). Seja u; tal que: 

Então (u;,ul) C I(uz), e se (u,v) E 81(ut,vt) com u E (u/,u1), temos, de (3.12): 

(
s1(u)- g(u,)) >O. 
s1(u)- g(u) 

Seu; é finito temos s1(ui)- g(ui) =O e se, além disso, v1 >O (respec. v1 <O) 
então a componente v de 8 1(u1,vt) tende a +oo (respec. -oo) quando u tende a 

ui em (ui,ul). 
Das considerações acima, concluímos que seu; é finito, então 1-l1(u1,v1) tem 

uma assíntota sobre a reta u = u; e o ramo de 1-f1(ut,vd que está contido na 
faixa (ui, u1) x ( -oo, +oo) é uma parte de 8 1 (u1,vt). Porém, o(s) ramos(s) de 
1-l1(u1,vt) contido(s) a esquerda da reta u = u; pode(m) ou não fazer parte de 
SI( u1, vl), dependendo do sinal da função s1 - g. Por exemplo, se u;* é o primeiro 
zero de s 1 - g à esquerda deu; e se s1 - g <O em (uj*,ui) (Fig. 3.2), então 
1-ll(ul,Vt) é parte de S1(ul,Vl) na faixa (u!*,ui) X (-oo, +oo), pois nesse caso, as 
desigualdades (3.10) são satisfeitas. Por outro lado, se s 1 - g > O (Fig.3.3) em 
(ul*, ui), a segunda condição de (3.10) falha, e o ramo de 1-l1(u1,v1) não faz parte de 
81 (ut,vz) na faixa (ui*, ui) x (-ao, +oo ). Estas situações podem ocorrer repetidas 
vezes, dependendo do comportamento dos zeros da função s1 - g. No caso do 
sistema estudado em [18]: f= u2 , g = 2u + 1, s1 = u + Ut e s 1 - g = ul- u- l, 

Nesse caso, u; = Ut- 1 é o único zero de s1- g e SI(ut,Vz) é o ramo de 1-f1(uz,v1) 
contido na faixa (ul- 1, ut) x ( -oo, +oo). 

As figuras 3.2 e 3.3 podem ser um pouco diferentes com relação à forma das 
curvas. A intenção aqui é a de ilustrar o comportamento assintótico da curva de 
choque da família 1. Entretanto, temos a seguinte observação: 

Observação 3.1. Se v1 > O (respec. VJ < O) a curva S 1 (u1,vl) se situa acima 
(respec. abaixo) da reta v= VJ nas regiões em que s 1 < g. 
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=+~--------~~~---------- v=O 
f"j::o; fl'j,:o; 

i sf,u)·g(u}<O i ~(rl)-g(u)<O 

' ' ' ' ' ' ' ' 

De fato, se (u, v) E S1(ul,vl) eu f=. UI, então u < ul e da monatonicidade de g 
temos [g(u)- g(ul)] <O. A observação segue então de 

[s 1(u)- g(u)] (v- v1) ~ v1 [g(u)- g(u1)], 

que obtemos somando e subtraindo v1g(u) à segunda igualdade em (3.7). 

Definimos C1(u1, v1), a curva solução dafamzlia 1 por: 

A curva solução da famz1ia 2, denotada por C2(u1, vl) é a reta u = U/, isto é, 

Fixado (u1, v1) no espaço de estados, definimos a seguinte região R(u1, v1) deste 
plano: 

R(u 1 ,v 1 )~{(u,v): u:Su1 , s1(u)<g(u),vEIR}u([u,,+oo)xlR) 

Se (u'l', v'l') E R(u1, vz) então existe único Vm tal que 

(3.13) 

isto é, todo estado ( ur, Vr) na região R( u1, v1) está na interseção da curva C1 ( u1, v1) 

com a reta C2(un vm) para algum Vm 1 definindo o estado intermediário (un Vm)-
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~----~--~-----------v=O 
flli~·o) flli ,'O) sf.•i-g(•) <o 

Figura 3.3: 1í,(u,,v,) ~ s,(u,,vt) em (u;,u,) X (-oo, +oo) e 1í,(u,,v,) f' s,(u,,v,) 
em (u;*,ui) x (-oo,+oo). 

Este estado intermediário, é determinado de maneira única. Se Ur ;::: u1, então, 
denotando Vm por v;t;, temos 

+ (1"" ( g'(z) ) ) Vm=Vm=Vtexp ul f'(z)-g(z) dz . (3.14) 

Se Ur:::; ul e s1(ur) < g(u) então, denotando Vm por v~ temos 

(3.15) 

Agora descrevemos a solução ( u(x, t), v(x, t)) de (3. 1) para ( u"' v,) E R( u,, v,). 

1. Se Ur 2:': ul, então: 

(u(x, t), v(x, t)) ~ ~ 
(u1, v1) ; x <:: ,\1(u1)t, 

(U')-1q),v(f)) ; .\1(u,)t <:: x <:: .\1(u,)t, 
(ur, v;t;) ; ÀI(ur)t <X< À2(ur)t, 
(ur, Vr) ; À2(ur)t <X, 

onde v;t;_ é dado por (3.14) e V é a função dada por 

(lu(() ( g'(z) ) ) 
v(.;)~ v,exp u; f'(z)- g(z) dz 
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(u(x, t), v(x, t)) ~ { 

onde v; é dado por (3.15). 

(uz, vl) ; x < s1(ur)t, 
(u,, v;;;) ; s1(u,)t < x < s2 (u,)t, 
(un vr) ; x > Sz(ur)t, 

(3.17) 

Observação 3.2. Escrevendo as soluções acima na forma auto-similar e em ter­
mos das funções f e g obtemos: 

1. Se Ur :2: ul, então { u(x, t ), v(x, t)) = ( u( 'f), v(~)) onde: 

e 

{ (1ü(<J ( g'(z) ) ) 
v(Ç) ~ v, exp ., f'(z) _ g(z) dz ; Ç < g(u,), 

Vr; Ç > g(ur); 

f'(u,)- f'(u 1) _ 
2. Se Ur < uz e sl(ur) = s = < g(ur), entao 

Ur- Ul 

(u(x,t),v(x,t)) ~ (u,(~),vm), onde• 

e 

(
s-g(u1)) 

Vm ~ Vl ( ) · 
S- g Ur 

Nas figuras 3.4, 3.5 e 3.6 indicamos a solução no espaço de estados. Denotamos 
S1 (u1, v1) por 51 , R.1 (u,, v,) por R1 e Dz(u,, vl) por Dz. 
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Figura 3.4: Solução do problema de Riemann para u.,. 2: uz. 

As funções (3.16) e (3.17) são denominadas ondas compostas. Quando os esta­
dos intermediários coincidem com o estado a direita ou com o estado a esquerda, 
isto é, quando v~ = v1 ou v~ = v.,., então as ondas compostas também são de­
nominadas ondas simples. Especificamente, as ondas simples são as seguintes: 

• onda de rarefação dafamüia 1, se v;;;.= v.,. em (3.16); 

• onda de choque da jamz1ia 1 se v;;;. = VI em (3.17); 

• descotinuidade de contato da jam'Üia 2, se v;;;. = v 1 em (3.16) ou se v;; = v1 em 
{3.17), pois de {3.14) segue que v;t;_ = vz se, e somente se, uz = u.,. e de (3.15) 
segue que v;;;,= v1 se, e somente se, Uz = u.,.. Além dissso, s2 (u.,.) = >. 2(u.,.). 

Por construção, a solução apresentada acima é única, na classe das ondas 
compostas, uma vez que os estados intermediários são unicamente determinados. 

Observamos que nas regiões em que u < uz e g(u) :::; s 1(u), as quais de­
nominamos &-regiões, não podemos resolver o problema de Riemann por ondas 
compostas. De fato, as retas s1(u) = g(u), não encontram nenhuma das curvas 
das famílias 1 ou 2 por (u1, v1). Além disso, se g(u.,.) < s1(u.,.), apesar de existir 
(u.,., vm) E 1í1(u1,v1) n 'D2(u1, Vt), não podemos superpor a descontinuidade 

x < s1 (u.,.)t, 
x > s1 (u.,.)t, 
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"' s, "' 

S. "' 
"' 

{Ml,vl) 

D, 
p! ,o) 

tuj, ti) "'í,,•J"' 
: "' fU,, .. J) 
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Figura 3.5: Solução do problema de Riemann em (uj*, ui) U (ui, ut), quando s 1 < 
( .. ') 9 em u1 ) Ut . 

' ' ' 
' ' : sf.•J -g(•) <o 

Figura 3.6: Solução do problema de Riemann em (ui"'*,ui*) U (uj,ul), quando 
s1 < g em (ui**, u;*). (Aqui ui** é um outro possível zero de s1 ~ g à esquerda de 
uj*.) 
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à descontinuidade de contato (lembrando que s2 = >.. 2 = g(ur)): 

x < g(u,)t, 
x > g(u,)t, 

uma vez que na região { (x, t) ; g( ur )t < x < s1 ( Ur )t} do plano-xt temos que definir 
a solução por Vt e também por V r· Entretanto, se ( Ur, Vr) está sobre o ramo do 
locus de Hugoniot 'H1 ( Ut,Vl), com Ur < Ut e s1 ( Ur) > g( Ur ), então a descontinuidade 

x < sl(ur)t, 
x > sl(ur)t, 

(3.18) 

é uma solução fraca do problema de Riemann, apesar de não satisfazer as de­
sigualdades em (3.8). Este tipo de descontinuidade, denominada choque super­
compressivo, tem sido utilizada na solução de alguns problemas de Riemann. 
Neste caso, os estados iniciais e a velocidade de choque satisfazem às desigual­
dades: 

Concluímos, das considerações acima, que não podemos resolver o problema de 
Riemann (3.1) utilizando ondas clássicas, para (ur, vr) em um ó-região, exceto se 
(ur, vr) E 'H1(ut,v1), caso em que podemos utilizar um choque super-compressivo. 

Mostraremos no Capítulo 6 que as ondas compostas são limites fracos (no 

sentido de distribuições) dos leques de viscosidade ( ue:(~), ve:('f)) associados ao 

problema de Riemann (3.1), isto é, das soluções do seguinte problema: 

Vt + [vg(u)Jx = EtV;r;x, 

{ 

u,+f(u)x 
(x, t) E JR X Jl4, 

(u1, v,) 
(u(x, 0), v(x, O)) ~ { ( ) 

Ur, Vr 
X< 0, 

i X> 0. 

(3.19) 

Além disso, veremos também que se Ur < Ut e g(ur) S sl(ur), isto é, se (ur, vt) 
está contido em uma 8-regíão, então as soluções de (3.19) também convergem 
fracamente para uma distribuição Sn = (us, vn) definida por: 

(u, <P) 

(vs, <P) 

onde: 

lo
+oo j+oo X 

:~ u,(- )<fdxdt 
-oo t 

la
+oo j+oo X la+oo 

:~ v,(- )<Pdxdt +c tf(st, t)dt 
-00 t o 
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c= s [v"- v,]- [v"g(u")- v1g(u,)], (3.22) 

u,(ç) = { u, ; ç < s, 
(3.23) 

u" ; ç > s, 

{ "' ; ç < s, 
(3.24) v,(Ç) = 

; Ç >S. "" 
Observamos que a distribuição u., é uma distribuição regular, ou seja, é dada 

por uma função em L00 (IR x lR-t-), e a distribuição v5 é a soma de uma distribuição 
regular Vs com uma distribuição singular que é a delta de Dirac com peso ct, com 
suporte sobre a reta x = st. Vamos denominar a distribuição 55 = (u 8 , v5), de 
acordo com [22], por O-onda de choque, ou simplesmente 8-choque. A velocidade 
do 6-choque és, dada por (3.21). 

Notamos que no caso em que (ur, vr) está sobre um ramo de 1-ll(ul,Vl) com 
ur < u1 e g(ur) < s1(ur), a constante c em (3.22) é nula, isto é, o choque super­
compressivo (3.18) coincide com o 8-choque. 

O fato da distribuição 85 também ser obtida (assim como as ondas compostas) 
como limite fraco dos leques de viscosidade associados ao problema de Riemann 

(3.1) deixa aberta a possibilidade desta distribuição ser uma solução fraca de (3. 1), 
Uma dificuldade nesse sentido é a definição da distribuição produto v6g(u8 ). Para 
uma função suave a= a(x, t), o produto vga é naturalmente definido por: 

l +=l+oo la+oo v,a(x, t)q,(x, t)dxdt +c ta(st, t)<P(st, t)dt 
O -oo O 

(v,, a</>) ; f E C0 (1R x J4). 

Veremos a seguir que v,sg(us) pode ser definido como acima de modo que 
8 8 = (u 8 , v8 ) seja uma solução fraca de (3.1). Para isto devemos definir também 
o valor de g(us) sobre a reta de descontinuidade x = st, o que é equivalente a 
definir a função U 8 = U 8 (Ç) em Ç = s. 

Proposição 3.1. Seja Ss = (u8 , vs) um ó-choque definido por (3.20)-(3.24). De­
finamos a função u 8 (~) sobre a reta x = st por: 

(st _1 ( ) 
Us -) = g 8 i t > O 

t 
(3.25) 

e a distribuição produto vsg(u8 ) por: 

(v,g(u,), </>) 

la
+oo l+oo X la+oo st 

:= v,g(u,(-))<j>dxdt+c tg(u,(-))<P(st,t)dt 
-00 t o t 

la
+oo l+oo X la+oo 

= v,g(u,(-))<Pdxdt+cs t</>(st,t)dt;,PEC0 (1RxJ4). 
0-oo t O 

(3.26) 
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Então Sé é uma solução fraca (no sentido das distribuições) do sistema em 
(3.1). 

Demonstração: Escrevendo a distribuição Sé na forma vetorial: 

la
oo 1oo X looo (3;,4>) ~ V(-),P(x, t)dxdt +C t,P(st, t)dt; ,P E C0 (JR x IR;_), 

-oo f O 

verificamos que Só coincide com a distribuição iJ definida em (2.18) (Cap. 2) com 
k ~ O, a 1 ~ s, C~ C1 ~ (0, c) e 

Portanto, do Corolário 2.9 do Capítulo 2 segue que: 

(3.27) 

onde F(Sé) é a distribuição definida por: 

(F(Ss), </J) ~ {oo 1oo F(v(:))<P(x, t)dxdt 
lo -oo t 

+C laoo ts</>(st, t)dt ; </> E C0 (JR x IR;_). 

Como C= (0, c), a primeira componente de F(Sé) é a função f(u 8 (~)) vista 
como distribuição regular e a segunda componente é a distribuição produto Vég(u) 
definida em (3.26). Portanto, (3.27): 

{ 
a,u, + B,f(u,) ~O, 
a,v, +a, (v,g(u)) ~o, 

(3.28) 

isto é, Sé= (u 51 Vé) é solução do sistema em (3.1), llO sentido das distribuições .• 

Observação 3.3. Na teoria desenvolvida por F. Boucbut e F. James {1} para 
uma equação de transporte com coeficiente descontínuo, da forma: 

Wt + a(x, t)wx = O, (3.29) 

o coeficiente a(x, t) deve ser definido de maneira apropriada sobre o conjunto de 
pontos de descontinuidade. Derivando formalmente (3.29) com respeito a variável 
x e tomando v = Wx, obtemos a seguinte equação: 

v,+ [a(x, t)v], ~O, (3.30) 
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4. LEQUES DE VISCOSIDADE ESCALARES 

Neste capítulo vamos considerar o problema de Riemann para uma lei de con-
servação escalar, 

{ 

Ut + f(u)x ~ 0; (x, t) E JR X Jth 

u(x, O) ~ { Uz ; x < O, 
Ur; X> Ü. 

(4.1) 

onde a função de fluxo f 
convexidade estrita, 

f ( u) é uma função suave e satisfaz a condição de 

f" ( u) > 0 ; u E lR. (4.2) 

Vamos mostrar que as soluções fracas de (4.1) são obtidas como limite, quando 

E-+ o+, dos leques de viscosidade u.,(n onde, conforme o Capítulo 1, u., é solução 
suave do seguinte problema de valor de fronteira: 

{ 

cü~}(u)-Çu; ÇElR, 
u( -oo) ~ u,, 
u( +oo) ~ u,. 

(4.3) 

Sabemos, da teoria sobre sistemas de leis de conservação [17], que as soluções 
fracas de (4. 1)-(4.2) se dividem em dois casos: Ul > Ur e Ul < Ur· (SeUl = Ur = uo, 

a solução é u(x, t) = uo.) Se Ut > Ur a solução fraca de (4.1) é a onda de choque 

Us('i), onde: 

e 

u,(Ç) ~ { u1 ; E. < s, 
ur;Ç>s, 

( 4.4) 

( 4.5) 

é a velocidade de choque. Se UJ < Ur a solução é a onda de rarefação ucn onde: 

Organizamos este capítulo como se segue. 
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Na Seção 4.1 vamos verificar que, para cada E> O, existe um único leque de 
viscosidade uE associado ao problema de Riemann escalar (4.1) sem assumir a 
condição de convexidade (4.2). Assumiremos f E C 2 (1R) apenas. 

Na Seção 4.2 vamos mostrar algumas estimativas sobre as derivadas dos leques 
de viscosidade que nos ajudarão a verificar os resultados de convergência da Seção 
4.3. Adiantamos que os resultados das seções 4.1 e 4.2 não exigem a condição de 
convexidade (4.2) para a função f. 

Na Seção 4.3 vamos supor que f satisfaz (4.2) e vamos verificar que uE converge 
fracamente para a solução do problema de Riemann (4.1). 

Os resultados deste capítulo, exceto o de unicidade, sobre o qual não encon­
tramos uma referência, são fatos já conhecidos que demonstramos somente para 
que o texto fique auto-contido. 

4.1. Existência e Unicidade 

Nesta seção vamos estabelecer a existência e unicidade de soluções para (4.3) com 
a função de fluxo bem geral, isto é, assumiremos apenas que f E C 2{lR). 

Obteremos a existência de soluções utilizando, para o caso escalar, o Teorema 
2.1 do Capítulo 2. Para isto devemos verificar que existe uma constante positiva 
M, independente de L > O e de fJ E [0, 1], tal que, 

max llu(Ç)II :S M 
eE[-L,L] 

(4.7) 

para toda solução suave u do seguinte problema de valor de fronteira a dois 
parâmetros: 

{ 

EÜ ~ f'f(u) - Çu ; Ç E (-L, L), 
u(-L) ~ f'Ul, 
u(L) ~ f'U,. 

(4.8) 

No caso escalar podemos facilmente estabelecer a estimativa a priori (4.7). In­
clusive podemos tomar M também independente de E> O (o que será fundamental 
para demonstrarmos a convergência na próxima seção). Este fato é consequência 
da seguinte proposição. 
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Proposição 4.1. Seja u solução suave de: 

cü ~ /(u)- Çu (4.9) 

em algum intervalo I Ç JR. Então u é constante ou estritamente monótona. 

Demonstração: Observamos que (4.9) pode ser escrita da b"eguinte forma: 

ü- ~ (f'(u)- ç)u ~O. 
' 

Seja Ç0 E J. Multiplicando a expressão acima pelo fator integrante: 

E(Ç) ~ exp (-~h: (f'(u(ry))- ry) dry) >O, 

d . 
obtemos dÇ (u(Ç)E(Ç)) ~O. 

Portanto, U(Ç) = U(Ç 0 )E(Ç)~
1 , o que conclui a demonstração. • 

Vamos agora verificar a existência dos leques de viscosidade. 

Proposição 4.2. Para cada E > O, u1, u.,. E JR, o problema de valor de fronteira 
(4.3) possui uma solução suave Ue_. Além disso, 

llull= ~ sup iu(ç)l <:: max{lu,l, lu,. I} 
<cR 

(4.10) 

Demonstração: Seja u solução de (4.8) para L> O e f.l E [0, 1]. Da monotonici­
dade de u (Prop. 4.1) segue que: 

max lu(Ç) I S: max {lu, I, lurl}, 
ÇE[~L,L] 

que é (4.7) com M = max {]uz], ]u.,.]}, constante positiva que independe de L e de 
f.l· Aplicando o Teorema 2.1 do Capítulo 2, concluímos a existência de uma função 
suave uE, solução de (4.3) satisfazendo (4.10), o que encerra a demonstração. • 

Agora vamos verificar a unicidade de soluções de (4.3). Notamos que se u 1 e 
u2 forem soluções de (4.3) e seu= u2- u1 , então: 

lo
l d 
-J(u2 (Ç)B + (1- B)u1 (Ç))dB 

o de 

u(ç) ],' J'(u2 (ç)B + (1- B)u1(ç))dB 
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Assim, tomando h : R---+ R a função definida por: 

temos que u satisfaz: 

{ 
Eü ~ :, [hu] - Çu ; ç E IR, 

u(-oo) ~O~ u(+oo). 

( 4.11) 

(4.12) 

Das considerações acima e do Lema 4.3, que demonstraremos a seguir, obtere­
mos a unicidade. Utilizaremos este Lema novamente no Capítulo 5 para verificar 
a unicidade dos leques de viscosidade associados ao problema de Riemann tratado 
lá .. 

Lema 4.3. Sejam v = v(Ç) e i.p = !.f(Ç) funções suaves e limitadas satisfazendo: 

d 
cv ~ dÇ [v;H ,P(v)]- Çv; Ç E (a, b) Ç IR, (4.13) 

onde 'tjJ = 't/J(v) é uma função suave. Suponhamos que v( a) = v(J3) =O, onde 
a s; a < J3 s; b e que: 

1im [(v(()]~ lim [(v(()]~ O. e-cc ç ..... [3+ 
(4.14) 

Então v- O em (a,b). 

Demonstração: Para verificarmos o Lema, basta (em vista dos resultados clássi­
cos de unicidade para o problema de valor inicial para equações diferenciais or­
dinárias) mostrarmos que v é nula no intervalo (a, (3). Suponhamos, por absurdo, 
que v não é identicamente nula em (a, (3). Sem perda de generalidade podemos ad­
mitir que a e (3 são zeros consecutivos de v (incluindo os possíveis casos a = -oo 
e/ou (3 ~ +oo). Se v(Ç) >O para Ç E (a, (3), então> 

v(a) ~O~ iJ(fJ) e J: vdÇ >O. 

Mas, integrando (4.13) obtemos a contradição: 

O~, [v(fJ)- v( a)] ~[v, +w(v)]~- Jt ÇvdÇ 

~ [v'l' H(v)J!- [Çv]~ + J: vdÇ ~;: vdÇ >O. 
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Analogamente, se v(Ç) <O para Ç E (a, (3), então v(a) :S O :S v((3), 1: vdÇ <O e: 

o :SE [v(f3)- v(a)[ ~ t vdÇ <O, 

o que é uma contradição. 
mente, em (a, b). 

Portanto, devemos ter v~ O em (a:, /3) e, consequente­

• 
Proposição 4.4. Sejam u1 e u 2 duas soluções suaves de (4.3). Então u1 = u 2 . 

Demonstração: Seja u = u2 - u1 . Em vista de (4.12), vamos aplicar o Lema 4.3 
com a:= -oo, (3 = +oo, v= u, 1p =h e V;= O, onde h é dado por (4.11). 

Como u( -oo) = u( +oo) =O e as funções u e h são limitadas, para aplicarmos 
o referido Lema, falta verificarmos (4.14) para u. Mas isto decorre do seguinte 
fato: 

lim çmu,(Ç) ~O; i E {1,2}, mE N. 
Ç--+±00 

Este fato é uma propriedade geral dos leques de viscosidade associados ao pro­
blema de Riemann para sistemas de leis de conservação, que demonstramos no 
Capítulo 2 (Lema 2.4). Ele segue também de (4.22) e (4.21) abaixo. Portanto, 
como os limites lim Çu(Ç) são indeterminações do tipo ±oo.O temos: 

{-->±00 

lim Çu(Ç) ~ lim [-ç'ú(ç)] ~ lim [-t;'ú2(Ç)j- lim [-t;'ú1 (ç)] ~O, 
{-->±oo {-->±00 e--doo {-->±00 

ou seja, u também satisfaz (4.14). Agora, pelo Lema 4.3 segue que u =:O em 
( -oo, +oo), encerrando a demonstração. • 

Na próxima seção provaremos algumas estimativas sobre as derivadas dos 
leques de viscosidade associados ao problema de Riemann ( 4.1). Essas estima­
tivas serão utilizadas na Seção 4.3. 

4,2. Estimativas 

Nesta seção vamos supor que f E C 2 (IR) e que u1 f= Ur. Vamos denotar por 
I[ul, ur] o intervalo fechado de extremos Ul e Ur. 

Lema 4.5. Seja Ut: solução de (4.3). Sejam at: e bf tais que: 

(4.15) 

e 
(4.16) 
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(Por exemplo a, ~ min {f'(u) ; u E I[u1, u,]} e b, ~ max {!'(u) ; u E I[u1, u,]}.) 
Então, 

]u,(e)] <:: ]u,(a,)] exp (- (Ç ~,a,)') ; ç <;:a, ( 4.17) 

e 

(4.18) 

Demonstração: Se Ç :::::_ bf. então, 

o que prova (4.18). 
De modo análogo, provamos ( 4. 17). • 

Proposição 4.6. Sejam: 

a~min{!'(u); uEI[u,,u,]} eb~max{!'(u); uEI[u1,u,]}. (4.19) 

Para cada E> O, seja uE a única solução de (4.3). Então, para cada a:> O: 

1. úE converge uniformemente para a função nula em (-oo,a- a:] U[b+a, oo); 

2. uE converge uniformemente para ul em ( -oo, a- a] e para Ur em [b +a, oo ). 

Demonstração: Como u€ é monótona, temos llueii,Xl .s; M = max{lull, lurl} e: 

sup{]f(u,(Ç))]: Ç E JR} <;: max{]f(u)]: ]u] <;: M}. 

Portanto, da Observação 2.2 do Capítulo 2 (que é consequência do Lema 2.4 do 
mesmo capítulo), segue que existe uma constante positiva K, que depende somente 
de a e b, tal que: 

. K 
]u(Ç)] <;: - ; Ç E [a, b]. 

' 
(4.20) 
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Da monotonicidade (Prop. 4.1) de u" temos que: 

Fazendo aE =a e b" = b no Lema 4.5, obtemos: 

;Ç::;a, (4.21) 

e 

(4.22) 

Portanto, se Ç E ( -oo, a- a] U [b +a, +oo) então, 

[ú,(Ç)I <; - exp -- . K ( "') 
E 2E 

Como lim 1 exp (- "2') = O, temos que ú" ---+ O, uniformemente em 
E--+0+ E ~ 

(-oo, a- a] U [b+ a,+oo), o que prova a Afirmação 1. 
Provemos a Afirmação 2. Se b +a ::; Ç < 1/, então: 

.ffcK r~ ( ') d 
E J í5:::.2l exp - z z 

,j'i; 

1 ~ ( ') < K ....!!.... exp -z dz. 
,j'i; 

Fazendo 11 ---+ oo obtemos: 

Como: 

2 l+oo - lim p exp(-z')dz 
a: p_,.+= p 

~ lim /exp (-/)=O, 
a: p--++oo 
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temos que Ue converge uniformemente para Ur em [b +a, +oo). 
De modo análogo, provamos que: 

{2 l+oo 2 [u,(~)-ud<:y~K "exp(-z)dz;ÇE(-co,a-a], 
fi; 

o que mostra a convergência uniforme de ut: para ul em (-oo, a- a]. • 
Na próxima seção vamos verificar a convergência fraca dos leques de viscosi­

dade. 

4.3. Convergência 

Nesta seção vamos assumir que f satisfaz (4.2) e vamos mostrar que as soluções 
Ue de (4.3) convergem para a onda de rarefação ü(-I), onde ü é a função em (4.6), 
se ul < Ur e para a onda de choque us(-i), onde U8 é a função em (4.4), se uz > Ur. 

Notamos que se u1 = Ur = u0 então essa convergência é trivial, pois a solução de 
(4.1) é u(x, t) = u0 e a solução de (4.3) é u,(Ç) = u0 . 

Vamos analisar separadamente os casos uz < Ur e Ul > Ur· 

4.3.1. O caso Uz < Ur 

Nesse caso, mostraremos que os leques de viscosidade convergem uniformemente 
e, portanto, também fracamente (no sentido das distribuições), para a onda de 
rarefação u(~), onde U é a função em (4.6). Para isto precisamos da seguinte 
propos1çao. 

Proposição 4.7. Para cada E> O seja Ue a única solução de (4.3) com ul < Ur e 
f satisfazendo (4.2). Então, 

O< ú,(Ç) <: c ; Ç E R, 

l 
onde c = max -(-), constante positiva e independente de E > O. 

uE[U!,'tL,.] jll U 

Demonstração: Da Proposição 4.1 temos que Ue é estritamente crescente, isto 
é, Út: > O. Portanto, como U€ se anula em ±oo e é contínua, Ut: assume um valor 
máximo em algum Ço E (-oo, +oo). Assim, ü€(Ço) =O e 

o:;, ~ [f'(u,(Ço))- ~o]ü,(~o) + [f"(u,(Ço))ú,(~o) -l]ú,(~o) 

~ [f"(u,(~o))ú,(~o) -1] ú,(~o), 
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isto é, f"(u,(Ço))u,(Ço) < 1 e: 

• 
Agora, em vista da limitação uniforme das familias { ú~} "'>O e { u.,} .,>0 utilizare-

mos o Teorema de Arzelá-Áscoli para obtermos a convergência uniforme de u~ 
Antes, precisamos de um resultado de unicidade devido a Oleinik, [17, Cap. 15 
par. BJ, o qual enunciamos a seguir. 

Teorema 4.8. Sejam u1, u2 E L00 (lR X ll.tt), soluções fracas do problema de 
Cauchy: 

{ 
u,+f(u)x~O; (x,t) ElRxJR,_, 
u(x, O) ~ u0(x) ; x E lR, t ~ O, 

(4.23) 

onde uo é uma função limitada e mensurável e f satisfaz (4.2). Suponhamos que 

exista uma constante positiva E, independente de (x, t) E IR X lilt-, tal que: 

u1(x +a, t)- u;(x, t) E . 
-'-"----'---'---'--"--'-' < - ; ">o, t >O, X E R, ! E {1, 2}. 

a t 

Então u 1 = u2 qtp (x, t) E lR X~· 

Observação 4.1. De acordo com o Teorema 4.8 acima, se u 
solução fraca de: 

{ 

o~j(u)-Çu; ÇElR, 
u(-oo) ~ u;, 

u(+oo) ~ u., 

com f satisfazendo (4.2), tal que: 

u(Ç +a)- u(Ç) 
-'"-'-"-----'-= < E i o: > O, Ç E IR, 

(4.24) 

u(Ç) for uma 

(4.25) 

(4.26) 

para alguma constante positiva E independente de a: e de Ç, então u coincide, 
em quase todo ponto Ç E IR, com a função U dada em (4.6). De fato, nesse caso 

X -
fazendo u(x,t) := u(-) entao: 

t 

~u-"( xc_c+_"C'''-t!_) _-_u...:(C:x!_, t'-') ~ u ( ~ + ~ ) - u ( ~ ) < E 
a t9. - t ' 

t 

X 
isto é, u(x, t) = u(-) é uma solução fraca de (4.1) satisfazendo (4.24}, o mesmo 

t X 
acontecendo com a onda de rarefação u(- ). 

t 
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Finalmente estamos em condições de provar a convergência de u~(_:) para a 
t 

onda de rarefação il( :'). 
t 

Teorema 4.9. Para cada é> O, seja u~ = uE(Ç) a única solução de (4.3) com 
Ut < Ur e f satisfazendo (4.2). Então uE(Ç) (respec. u~(~)) converge uniforme­

x 
mente em IR (respec. em IR x ~) para U(Ç) (respec. U( ~ )) onde u(Ç) é a função 

t 
deflnida em (4.6). 

Demonstração: Da Proposição 4. 7 concluímos que { ú~} é uniformemente li­
mitada. Portanto, a { uf} é equicontínua. Como { u,.:} também é uniformemente 
limitada (Prop. 4.1), podemos utilizar o Teorema de Arzelá-Áscoli para garan­
tirmos a existência de uma subsequência { ufn} C { u~}, com En -----+ O, tal que Uen 

converge uniformemente em [a~ 1, b + 1] para uma função U, onde a = f'(ut) e 
b = f 1(ur)· Mas, da Afirmação 2 da Proposição 4.6, também temos a convergência 
uniforme de uEn para Ut em (-oo,a -1] e para Ur em [b + 1,oo). Portanto, u 10" 

converge uniformemente em ( -oo, +oo) para uma função contínua U. 
Vamos verificar que Ué solução fraca de (4.25). 
Seja <.p E Cõ(R). Multiplicando (4.3) por <.p e integrando por partes obtemos: 

Da convergência uniforme segue que: 

[l+oo r+oo l l+oo roo 
J~'11 -oo [Çu,,- f(u,,)[ <PdÇ + l-oo u,,'{JdÇ ~ -oo [Çu- f(u)] <PdÇ+ l-oo U'{JdÇ 

e da limitação uniforme das derivadas U..:,. segue que: 

lim IEn r+oo <Pu,.dÇI <;c lim En roo I<PI dÇ ~O. 
n--+oo } _

00 
n->oo } _

00 

Portanto, 

[:: [çu- f(u)J <PdÇ + l:oo u<Pdç ~o, 

isto é, ü é uma solução fraca de (4.25). 
Agora, em vista da Observação 4.1, para concluirmos a demonstração, basta 

verificarmos ( 4.26) para U. Mas isto é imediato, pois, fazendo n ___,. oo na ex-
pressao: 

u,(Ç+a)-u,(Ç) ( ) '"' 
" " = Ú10,. Ç + O:n < c i a > O, Ç E .11'\.1 

" 
(onde O< an <a) obtemos (4.26) para ü com E= c. 
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Por último, notamos que os argumentos acima não dependem da subsequência 
convergente de { u"} no espaço C (IR) munido da norma da convergência uniforme. 
Isto é, toda subfamilia de { u"} possui uma subsequência uniformemente conver­
gente e, além disso, se u"n é uma subsequência de { u"} que converge uniformemente 
para uma função u, então u é a função dada em ( 4.6). Assim, concluímos que 
a própria sequência {u"} converge uniformemente (e também fracamente) para 
(4.6). A convergência uniforme u"(T) ~ U(~) em IR x ~segue imediatamente . 

• 
Agora vamos tratar o caso u1 > Ur, 

4.3.2. O caso Uz > Ur 

Nesse caso, mostraremos que os leques de viscosidade Ue convergem para a função 
u 5 dada em (4.4), uniformemente em cada intervalo fechado que não contém o 
pontos dado por (4.5) e fracamente em (-oo, +oo). Como consequência, u"(T) 
converge fracamente para a onda de choque u 5 (-~). 

Notamos que, nesse caso, segue da Proposição 4.1 que os leques de viscosidade 

são estritamente decrescentes, o mesmo acontecendo com f'(u"(Ç)) (pois f"> 0). 
Portanto, para cada E > O, existe um único ÇE tal que: 

f'(u,(Ç,)) ~ ç, (4.27) 

Este fato é consequência do seguinte resultado simples que observamos a seguir, 
e que utilizaremos novamente no Capítulo 6. 

Observação 4.2. Toda função continua e decrescente p : IR~ IR possui um único 
ponto fixo. 

Para verificarmos esta obsrvação basta mostrarmos que a função p(e) - Ç se 
anula em algum ponto. Suponhamos que 

p(Ç) -!: > O ; Ç E R (4.28) 

Então p(O) >O e, como pé decrescente, p(p(O)) <; p(O), o que contraria (4.28) em 
Ç = p(O). Analogamente verificamos que não podemos ter p(Ç) - Ç < O para todo 
Ç E IR. Logo, existe Ço tal que p(Ço) = Ço, isto é, Ço é um ponto fixo de p e é o 
único, devido a monotonicidade de p. 

Lema 4.10. Para cada E > O seja u" a única solução de (4.3) com ul > Ur e 
f E C 2 (IR) satisfazendo (4.2). Então, existe constante positiva M 1 que depende 
somente de UI e de Ur tal que: 

lú,(Ç)I <; ~ exp (- (Ç ~cç,)' ) Ç E lR (4.29) 
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Demonstração: Notamos da definição de Çe: em (4.27) que: 

(4.30) 

onde a e b são dados por (4.19). 
Em vista de (4.30) e de (4.20) temos lú,(Ç,)I :5: ";, onde M é uma cons­

tante positiva que não depende de E> O. De (4.17) e (4.18) do Lema 4.5, com 
a~= b~ =e~ obtemos (4.29). • 

Teorema 4.11. Para cada E> O sejam Ue a única solução de (4.3) com ul > Ur e 
f E G 2 (IR.) satisfazendo (4.2). Então, u~ converge para U8 em (4.4), uniformemente 
nos intervalos fechados que não contém o pontos e fracamente em (-oo, +oo). 
Além disso, ue(~) converge fracamente para a onda de choque u 8 (~). 

Demonstração: De (4.30) segue que o conjunto {Ç~} é limitado. Portanto, 
existe subsequência Ç~, , com En - 0, que converge para para algum 8 E IR.. 
Vamos verificar que a subsequência Ue,. correspondente, converge uniformemente 
para a função: 

em ( -oo, S- a] U [s +a, +oo), para cada a > O, e fracamente em ( -oo, oo ). 
Sejam ry < Ç < S. Então, 

onde K = M v'2. Portanto, fazendo ry - -oo obtemos: 

Para a> O dado, seja no E N tal que se n >no, então Çen E (ã- ~~ S +~).Assim, 

se Ç < S- a, temos: 
a 

Ç- Çen :::; -2 ; n > no 
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e 

[u,JÇ)- u,[ <: ~ 1-,:f,;;; exp ( -z2 ) dz; n > n0 . 
y En -oo 

Como 

. K 1-,-:f,;;; ( 2 ) hm I? exp -z dz~O, 
n--+oo V En -oo 

temos que u", converge uniformemente para u1 em ( -oo, 8 - a:]. 
Analogamente mostramos que uE, converge uniformemente para ur em 

[s +a, +oo) 
Como as funções u~ são estritamente decrescentes, temos que, para cada in­

tervalo fechado I ~ [a, fJ] c IR, a família { u,} é uniformemente limitada em L1(I) 
por ([3 - a)( u1 - Ur). Deste fato e da convergência uniforme acima, segue do Teo­
rema 2.6 do Capítulo 2 que utn converge fracamente para a distribuição ü + c88 , 

onde: 
c~ s [u,- u,]- [f(u,)- f(u,)] 

e 88 é a distribuição delta de Dirac centrada em S. Além disso, o Teorema 2.6 
também temos que u"(f) converge fracamente para uma distribuição que coincide 
com a função u 8 (~) se C= O. 

Vamos verificar que C= O. Integrando a equação em (4.3) no intervalo 
(s ~ [3, S + /3), onde f3 >O, encontramos 

. IHP HP 1HP 
f U€n B-/3 = f(u€Jis-!3 ~ _ ÇU€ndÇ 

•-P 

8+(3 /,8+!3 [f(u,.)- Çu,.],_p + _ u,.dç. 
•-P 

Fazendo n--+ oo temos de (4.29) e da convergência uniforme de Uen em 
( -oo, s- !3] U [s + (J, +oo) queo 

'§+(3 
lim f u,.dÇ ~ (s + fl)u,- (s- fl)u,- [f(u,)- f(u,)] 

n-->oo Js-(3 

~ c+ fl(u, + u,). 

Por outro lado, como { Ue,J EnEN é uniformemente limitada temos: 

S+!3 B+f3 
lim f u,.dÇ ~ f lim u,.df, ~ iJ(u1 + u,) . 

........ = Js-{J Js-/3 n.-oo 

Portanto, C = O, S = s, u 8 = u 8 em (4.4), ueJÇ) converge fracamente u 8 (ç) e 
ueJf) converge fracamente u8 (f). 

Observamos que a sequência inteira {Çt} converge paras. Pois {Çt} é limitada 
e provamos acima que todas as subsequências convergentes de { Çt} possuem o 
mesmo limite s. Logo, o mesmo roteiro de demonstração pode ser aplicado para 
verificarmos as convergências de ue(ç) e ue(~'). • 
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5. EXISTÊNCIA E UNICIDADE DOS LEQUES 

DE VISCOSIDADE 

Neste capítulo vamos mostrar a existência e a unicidade dos leques de viscosidade 
associados ao problema de Riemann (3.1), isto é, das soluções suaves e auto­

similares (uf(f), v~( "I)) de (3.19) onde, para cada E> O, (ut:(Ç), vE(Ç)) é a solução 
de: 

,ü ~ j(u) -l;u 
d 

Ev ~ di; [vg(u)]- Çv 

u(-oo) = ul, v(-oo) = v1, 

u(+oo) ~ u,, v(+oo) ~v,. 

(5.1) 

Os resultados deste capítulo são mais abrangentes do que precisamos, pois 
vamos considerar o seguinte problema de valor de fronteira, do qual (5.1) é um 
caso particular: 

EÜ ~ j{u)- l;ú 
d 

Ev ~ di; [vg(u, v)+ h( v)]- i; v 
u(-oo) ~ u1 , v(-oo) ~ v1, 

u(+oo) ~ u,, v(+oo) ~v, 

Assumiremos que f(u), h( v) e g(u, v) são funções suaves com 

g.(u, v) > O ; (u, v) E IR2. 

(5.2) 

(5.3) 

Se u1 > Ur assumiremos também que para cada intervalo fechado I C R, o con­
junto: 

g,(l,!R) ~ {g,(u,v); u E I, v E IR} (5.4) 

é limitado. 
Observamos que (5.1) é um caso particular de (5.2) com g = g(u), g' > O e 

h:= O. Nesse caso, (5.3) e (5.4) são automaticamente satisfeitas. 
Para verificarmos a existência de soluções para (5.2) utilizaremos um teo­

rema devido a Dafermos [2], enunciado no Capítulo 2 (Teor. 2.1). De acordo 
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com esse teorema, o problema de valor de fronteira (5.2) possui alguma (não ne­
cessariamente única) solução suave (u.,,v.,), se existir uma constante positiva M, 
independente de f.L E [0, 1] e de L > O, tal que: 

max li(u(Ç), v(Ç))II <: M, 
l<lôL 

(5.5) 

para toda solução (u(Ç), v(Ç)) do problema de valor de fronteira a dois parâmetros: 

EÜ ~ f.LÍ(u) ~ Çu 
d 

tv ~ f.L di; [vg(u,v) +h( v)]~ Çv 
(u(~L),v(~L)) ~f.L(u 1 ,v 1 ), 

(u(L),v(L)) ~ f.L(Ur:v,). 

Nesse caso, a solução existente satisfaz a mesma estimativa, isto é, 

sup li(u,(Ç), v,(Ç))II <: M 
-oo<Ç<oo 

(5.6) 

(5.7) 

Observação 5.1. No Capitulo 4 (Prop. 4.2 e Prop. 4.4) verificamos a existência 

e unicidade deu, solução da primeira equação em (5.2), bem como a estimativa 
a prwn: 

max [[u(Ç)il <: max{[u,[, [u,[}, 
[Ç[SL 

para toda solução da primeira equação em (5.6). 

Observação 5.2. Se ul = Ur = uo então u é constante e igual a uo (Prop. 
Ca.p.4). Logo, fazendo 'P(v) = vg(uo, v)+ h( v), temos que v é a solução de: 

{ 

€V ~ cp(v) ~ Çv, 
v(-oo) = vl, 
v(+oo) ~ Vr: 

(5.8) 

4.1, 

(5.9) 

que também é um problema de valor inicial do tipo estudado no Capítulo 4. 
Portanto, os mesmos resultados (Prop. 4.2 e Prop. 4.4) podem ser aplicados à 
(5.9) para assegurarmos a existência e a unicidade de v. 

Das observações acima, concluímos que para obtermos a existência de soluções 
de (5.2) utilizando o teorema de Dafermos, basta verificarmos somente a estima­
tiva a priori 

max llv(Ç)II <: M 
I€[_<5L 

(5.10) 

para a componente v(ç) de qualquer solução de (5.6) com UJ :f: ur, onde M é uma 
constante positiva independente de J-L e de L. 

58 



No caso uz < Ur vamos verificar (5.10) com uma constante M que é também 
in depende de E > O. Além disso, não necessitaremos da propriedade (5.4). Estes 
resultados estão contidos no Teorema 5.3. Veremos também (Corolário 5.4a) que 
a família { (u.,_, v.,_)} de soluções de (5.2) dadas pelo Teorema 5.3 possui variação 
total uniformemente limitada. Esse resultado, combinado com a estimativa (5.10) 
uniforme em E, é suficiente, em vista do Teorema 2.2 do Capítulo 2, para obtermos 
uma solução fraca de (5.2) com E = O, como limite de uma subsequência de 
{(u"v,)} (Corolário 5.4b-c). 

No caso u1 > Ur precisaremos de (5.4) para garantirmos (5.10) com uma cons-
1 

tante que depende de - (Teorema 5.6). 
E 

A seguir vamos verificar a unicidade dos leques de viscosidade no caso ul f:- Ur. 

Proposição 5.1. Sejam (u1 , v1) e (u2, v2) soluções suaves de (5.2). Então u2 = u1 
ev2=v1. 

Demonstração: Da Proposição 4.4 do Capítulo 4 segue que u 2 = u 1 = u. Assim, 
se v= v2 - v1 e r= r(Ç, a) é a função definida por: 

r(Ç,e) =v2(Ç)B+(1-B)v1(Ç); (Ç,B) E (-oo,oo) x [0,1], 

então, r0(Ç,e) = v(Ç); (Ç,e) E (-oo,oo) x [0,1], e: 

onde: 

[vg(u, v)+ h(v)J~:~: r' d lo dB [rg(u,r) +h(r)]dB 

v l[rg,(u,r)+g(u,r)+h'(r)]dB=v<p, 

<p(Ç) = lo' [r(Ç, B)g,(u(Ç),r(Ç, B)) + g(u(Ç), r(Ç, B)) 

+ h'(r(Ç, B))J dB; Ç E (-oo, oo). 

Logo, v, r.p e '1/J =h satisfazem (4.13) do Capítulo 4, com o= -oo e 
f] = +oo. Além disso, v( -oo) = v( +oo) = O e as funções v e r.p são limitadas 

(poi' [[r(Ç, -)lloo OÕ llv2lloo + llvdloo ). Portanto, para utilizarmoe o Lema 4.3 do 
Capítulo 4 devemos verificar que: 

lim ~v(~)= O. 
71--d::oo 

Do Lema 2.4 do Capítulo 2 segue que: 

lim ~mil,(~)= O; mE N, i E {1, 2}. 
7)--+±oo 
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Portanto, como lim 1JV(1J) é uma indeterminação do tipo ±oo.O, temos: 
7]-->±00 

Jim ryv(ry) ~ lim ('fry') v(ry) ~ ± [ lim (ry') v,(ry)- lim (ry') v,(ry)l ~o. 
7]-+±oo 7]-t±oo 7]->±oo 7]-+±oo 

Logo, aplicando o Lema 4.3 do Capítulo 4 obtemos v = O em ( -oo, +oo ), isto é, 

~~~ . 
Para provarmos (5.10), vamos determinar a estrutura da componente v das 

soluções do sistema: 

{ 

EÜ ~ !'f(u)- Çú, 

EV ~I'~ [vg(u, v)+ h( v)]- Çv, I' E [O, 1], (5.11) 

com relação a máximos e mínimos (Figuras 5.1-5.9). 

Proposição 5.2. Seja (u(Ç),v(Ç)) ; Ç E (a,b) C IR, solução suave de (5.11}. 
Afirmamos que: 

1. Se v(a) ~ v(iJ) ~O, onde (a, iJ) C:: (a, b) e u(a), u(iJ) flnitos, então, 

v(Ç) ~O; Ç E (a, b); 

2. Se u(a) < u(b), então todo ponto crítico Ç0 de v, no intervalo (a, b), é ponto 
de máximo (respec. mínimo) se, e somente se, v(Ço) <O (respec. v(Ço) > 0). 
Além disso, 

]v( OI :S max {]v(a)], ]v(b)]} ; Ç E (a, b); (5.12) 

3. Se u(a) > u(b), então todo ponto crítico Ço de v, no intervalo (a, b), é ponto 
de máximo {respec. mínimo) se, e somente se, v(Ç0) >O (respec. v(Ç0) < 0). 

Demonstração: A Afirmação 1 é novamente uma aplicação direta do Lema 4.3 
do Capítulo 4, pois v, <p = J.t9( u, v), '1jJ = J.th, a: e /3 satisfazem ( 4.13) do Capítulo 
4, sendo que v e <p são limitadas e, ainda, se a: = -oo e/ou /3 = +oo, então 

lim 1JV(1J) = O, conforme Lema 2.4 do Capítulo 2. 
'1)-+±00 

Vamos agora verificar as afirmações 2 e 3. Se Ç0 for um ponto crítico de v em 
(a, b) então, 

Ev(Ço) ~ J1.v(Ço)9u(u(Ço), v(Ço))ú(Ço). (5.13) 

Segue de (5.3) e da Proposição 4.1 do Capítulo 4 que se u(a) < u(b), então 
9u(u(Ç0 ), v(Ço))ú(Ç0) >O. Logo, de (5.13) temos que Ç0 é ponto de mínimo (respec. 
máximo) local se, e somente se, v(Ç0 ) for positivo (respec. negativo). Portanto, v 
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Figura 5.1: u(a) < u(b) ; v( a), v(b);::: O :um ponto de mínimo. 

é monótona ou possui, no máximo, um extremo local. Se v for monótona, então 
temos facilmente (5.12). Se Ç0 é ponto de mínimo, então: 

e 

O< v(Ço) <:: v(ç) ; Ç E (a, b) 

lv(Ç)I ~ v(Ç) < max v(Ç) ~ max{v(a),v(b)) Ç E (a,b), 
~ -L$.e$.L 

que é (5.12). Se Ç0 for ponto de máximo, então: 

v(ç) <:: v(Ço) <O; Ç E (a, b) 

e 
lv(Ç)I ~ -v(Ç) <:: max {-v(Ç)} ~ max{v(a),v(b)) ; Ç E (a,b), 

-L5{5L 

(5.14) 

(5.15) 

que também é (5.12). De (5.14) e de (5.15) segue que se v se anular em algum 
ponto c tal que a :S c :S b então v não possui extremo local, isto é, v é monótona. 
Concluímos a prova da Afirmação 2. 

Se u(a) > u(b) então u < O (Prop. 4.1, Cap. 4) e de (5.3) e (5.13) 'egue que 
se Ço for ponto crítico de v em (a, b) então: 

g,(u(Ço), v(Ço))u(Ço) <O. 

Portanto, {o é ponto de máximo (respec. mínimo) se, e somente se, v(Ç0) > O 
(re,pec. v(Ço) < 0). • 

Observação 5.3. Na Afirmação 3 da Proposição acima, se v não for monótona, 
então v não pode assumir três ou mais extremos locais, pois nesse caso, v se 
anula pelo menos duas vezes, o que implica, conforme a Afirmação 1, que v é 
identicamente nula. Por outro lado, se v assumir dois extremos locais, Ç1 e {2 
então v(ÇI)_ < O < v(Ç2) ou v(ÇI) > O > v(6). Em qu!tlquer caso, v se anula em 
um ponto Ç entre Ç1 e 6. Da Afirmação 1, segue que Ç é o único zero de v. 
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l'=of!-"------=~1----~' 
' ' ' ' ' ' I 
' ' ' 

Figura 5.2: u(a) < u(b) ; v(a), v(b) <;O :um ponto de máximo. 

Figura 5.3: u(a) < u(b) ; v(a)v(b) <O v monótona. 

' 
l'=oL'-------L-------

"-a l'
0 

li 

Figura 5.4: u(a) > u(b) ; v( a), v(b) 2 O :um ponto de máximo. 

" ~ i V= O•;:_---+-----~ 
' ' 

~ 

Figura 5.5: u(a) > u(b); v(a), v(b) <;O :um ponto de mínimo. 

62 



Figura 5.6: u(a) > u(b) ; v(b) <O< v(a) :um ponto de máximo e um ponto de 
mínimo. 

v=tJ~,·-:~""'!,1-'//~'-,/ __ -'e,-_j• 

Figura 5.7: u(a) > u(b) ; v(a) <O< v(b) :um ponto de rrúnimo e um ponto de 
máximo. 

~~o~: ________ ~~--_J~! ____ _!• 
a e, 

Figura 5.8: u(a) > u(b) ; v(b) <O< v(a) :um ponto de máximo. 
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Observação 5.4. Na demonstração da Afirmação 1 não fizemos uso das pro­
priedades (5.3) e (5.4) de g Portanto, a afirmação é verdadeira para g apenas 
suave. Também, nas afirmações 2 e 3, não necessitamos da propriedade (5.4} de 
g. Logo, essas afirmações são verdadeiras para g suave satisfazendo (5.3}. Como 
veremos a seguir, o Teorema 5.3 e o seu corolário decorrem da Afirmação 2 acima 
e assim, não exigem a propriedade (5.4} para a função suave g. 

a ~, 
v=o•'-, ------7-----,.t,----;, 

Figura 5.9: u(a) > u(b) ; v(a) <O< v(b) :um ponto de minimo. 

Em vista de (5.12) e da Proposição 5.1 temos o seguinte teorema de existência 
e unicidade para o caso Ul < Ur· 

Teorema 5.3. Para cada E, V[, Vr1 U[, Ur E IR., com E > O e Ut < Ur, o problema de 
valor de fronteira (5.2) com f = f ( u) 1 h = h( v) e g = g( u, v) suaves, g satisfazendo 
(5.3), possui uma única solução suave (ue: 1 ve:) tal que: 

sup ll(u,(Ç), v,(ç))ll "Ô M, 
-oo<(<+oo 

onde, 
M ~ max{lu1l, Iuci, lv1l, lv,l}, 

constante que é independente de E > O. 

(5.16) 

Demonstração: Suponhamos que (u, v) seja solução de (5.6). De (5.12) da 
Proposição 5.2 (com a = -L, b = L, u(a) = f.tUt < ftUr = u(b), v(a) = J.LVl e 
v(b) = ~tVr), temos: 

sup lv(ç)l <; max{ll'vd, ll'vcl} <; max{lv<l, lv,l} <; M, 
-L<!;<L 

que é (5.10) e que prova a existência e a estimativa (5.16). A 
Proposição 5. L 

unicidade é a 

• 
O corolário seguinte é uma importante consequência do Teorema 5.3, da Afirma­

ção 2 da Proposição 5.2 no caso uz < Ur e da Observação 5.2 no caso Ul = Ur· 
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Corolário 5.4. Seja {(u 10 , V 10 )} a famllia de soluções do problema de valor de 
fronteira (5.2) com Ul :s; Ur. Então: 

a) { ( ut:, vt:)} é uniformemente limitada e de variação total uniformemente li­
mitada; 

b) existe uma função v limitada e de variação total limitada e ainda uma sub­
sequência {(u 10n,vt:,.)} C {(u 10 ,vt:)}, tais que (u 10,.,vt:J ___,. (u,v), pontual­
mente e no sentido das distribuições, onde Ué dada em (4.6) do Capitulo 4 
(U(~) é a onda de rarefação escalar); 

c) (u,v) é solução fraca de (5.2) com E= O e 
problema de Riemann: 

(u(~),v(-f)) é solução fraca do 

v,+ [vg(u,v) +h(v)]x ~O, 

{ 

Ut+f(u)x~O, 

{ 
(u,,v,) 

(u(x, O), v(x, O))~ ( ) 
Ur, V r 

(x, t) E JR X 114; 

X< 0, 
X> O. 

(5.17) 

Demonstração: Verifiquemos inicialmente o ítem a). O caso u 1 = Ur é imediato, 
pois nesse caso ut: (=constante) e vt: são monótonas (Observação 5.2). No caso 
ul < un a limitação uniforme é (5.16) do Teorema 5.3. A família {ut:} é de 
variação total uniformemente limitada porque VT(u10 ) = ]ur- u1], uma vez que 
u 10 é monótona para todo t. > O. Para verificarmos que a família { vt:} é de variação 
total uniformemente límítada, basta observarmos que se vf for monótona, então 
VT( vt:) = ]vr - vl] , e que da Afirmação 2 da Proposição 5.2 1 se vt: assumir um 
mínimo (respec. máximo) local em oE'o, então vt: é monótona decrescente (respec. 
crescente) em (-oo,Ç0] e monótona crescente (respec. decrescente) em [Ç0 ,oo). 
Logo, de (5.14) (respec. (5.15)) temos: 

VT(v,) < [v,(Ço)- v,(-oo)[ + [v,(oo)- v,(Ço)l 

< [vt[ + [v,[. 

Portanto, em qualquer caso temos VT(v10 ) :::; K, onde K é independente de 

E> 0. 
Provemos agora os ítens b) e c). Do ítem a) e do Teorema 2.2 do Capítulo 2, 

segue que existem funções u e v, limitadas e de variação total limitadas, e uma 
subsequência {(ut:n,vt:n)} C {(ut:,vt:)}, tais que (ut:n 1 V10n) ___,. (u,v), pontualmente 
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e fracamente. Além disso, u e v satisfazem ao ítem c) deste corolário. Porém, do 
Teorema 4.9 do Capítulo 4, segue que u~, converge uniformemente para a função 
contínua ii. dada em ( 4.6). Portanto, por unicidade de limites (pontuais, por exem­
plo) segue que u = ii.. • 

Para completarmos os resultados de existência de soluções para (5.2), pre­
cisamos ainda verificar, no caso u1 > ur, que a componente v de toda solução de 
(5.6) satisfaz (5.10). Este é o conteúdo da próxima proposição. 

Proposição 5.5. Sejam (u(Ç), v(Ç)) ; Ç E [a, b], solução suave de (5.11} com 
u(a) > u(b), 

c~ max {[v(a)[, [v(b) [} 

e 
k ~ [u(a) - u(b )] sup {gu( u, v) ; u E [u(b ), u( a)] , v E IR} . 

Então, 

-1- r~ [v(~)l d~ <::c (1 + _k_) ; a<::"'< /3 <:: b 
(3 - a la (3 - a 

(5.18) 

e 

max [v[<:: c (1+ lc) expk. 
{E[a,li] f 

(5.19) 

Demonstração: Se v for monótona em (a, b) então (5.18) e (5.19) são triviamente 
satisfeitas. 

Suponhamos que v não seja monótona em (a, b). Vamos verificar a proposição 
inicialmente para o caso v( a), v(b) ~O. Nesse caso, se v(a) = v(b) =O então, da 
Afirmação 1 da Proposição 5.2, temos que v é nula em (a, b) e não há o que verifi­
carmos. Vamos assumir então que um dos dois valores, v(a) ou v(b) seja positivo 
(Fig.5.10-5.11). Assim, da Afirmação 3 da Proposição 5.2 e da Observação 5.3 
segue que v> O em (a, b), assume um máximo em algum Ço E (a, b), é estritamente 
crescente no intervalo (a, Ço] e é estritamente decrescente no intervalo [Ç0 , b). 

Sejam a:::; li< Ç0 < b:::; b tais que (Fig.S.l0-5.11): 

O< v(a) ~ v(b) ~c< v(~);~ E (a,b). 

Observamos que; 

i) Se v(a) ~ v(b) ~O, então a= a e b <:: b (Fig. 5.10); 

ii) Se O<:: v( a)<:: v(b), então a<:: a e b ~ b (Fig. 5.11); 
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iii) Em ambos os casos acíma1 

J: [v(~)- c] dry S: l [v(ry)- c] dry; aS: a< f3 S: b. (5.21) 

Para cada Ç E [ã,Ço), seja Ç' E (Ç0,b] único tal que (Fig.5.10-5.11): 

O< v(Ç) ~ v(ç') < v(ry) ; ry E (Ç, ç') (5.22) 

Integrando a segunda equação em (5.11) no intervalo [Ç 1 Ç'] obtemos: 

' (' 
Ev(ç')- Ev(Ç) ~ !L [v(ry)g(u(ry), v(ry)) + h(v(ry))J~i -h ryv(ry)dry. 

Desenvolvendo por partes a integral no segundo membro acima, lembrando que 
v(Ç) ~ v(Ç') temos: 

Ç' Ç' Ç' k ~v(~)d~ ~ v(Ç) (ç'- Ç)- k v(ry)dry ~- k [v(~)- v(Ç)] dry 

e 

(' 

Ev(i;')-Ev(t;) ~ pv(Ç) [g(u((), v(ç))- g(u(Ç), v(Ç))]+ h [v(~)- v(Ç)] d~ (5.23) 

Como 

Ev(ç') $ 0 $ Ev(Ç), 

temos, 

(' h [v(ry)- v(Ç)] d~ S: pv(Ç) [g(u(Ç), v(ç))- g(u(ç'), v(Ç))] 

S: v(Ç)g,(u(Ç), v(Ç)) [u(Ç)- u(l;')], 

onde u(b) < u(Ç') < u(Ç) < u(Ç) <v( a). Portanto, 

(' h [v(~)- v(Ç)[ d~ S: kv(Ç). 

Agora 1 fazendo Ç = li 1 temos Ç' = b e (porque v(ã) = v(b) =c): 

l [v(ry) -c[ d~ $ kc 

De (5.21) e de (5.25) temos J: [v(ry) - c] dry S: kc. Assim, 

-- [v(~)[d~S:c+--~c 1+-- , I 1~ kc ( k ) 
f]-a a f]-a f]-a 
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que é (5.18). 
Agora vamos verificar (5.19). De (5.23) e de (5.24) obtemos: 

, , r'' fv(Ç) fv(ç) -!tv(ç)[g(u(ç),v(Ç))- g(u(ç),v(Ç))]- J, ]v(~)- v(ç)]d~ 

(' 

< ~v(ç) [g(u(ç), v(Ç))- g(u((), v(ç))]- h [v(~)- v(ç)] d~ 

(' 

< kv(Ç)- h [v(~)- v(Ç)] d~; Ç E (a, Ç0). 

(' 

Mas, de (5.22) segue que h [v(~)- v(Ç)] d~ > O. Portanto, 

. k -
v(Ç) - -v(Ç) < O ; Ç E [a, Ço). 

f 
(5.26) 

Agora, multiplicando (5.26) por exp ( -~Ç )obtemos 

d~ [v(Ç) exp (-H] <O; Ç E [ií, Ç0 ), 

isto é, 

v(Ço) < v(Ç) exp (~ (Ço- Ç)) ; Ç E [a,Ço). (5.27) 

Se Ç0 - a ~ E então, de (5.27) com Ç =a e de {5.20) temos: 

v(Ço) < c exp ( ~ (Ço- a)) «: c exp k. 

Caso contrário, se Ç0 - a > E1 seja f E (a, Ç0) tal que Ç0 - { = E. Então, novamente 

de (5.27), agora com Ç ~ {temos: 

v(Ço) < v({) exp (~(<o-{)) ~v({) exp k. (5.28) 

Mas, de (5.18) segue que: 

~ 1 -. f'' v(ry)dry.,:: c (1 +.....!:.....,)~c (1+ -"'). 
Ç0 - Ç lt ç0 - ç f 

Finalmente, lembrando que v é estritamente crescente no intervalo [i, Ço) temos: 

• 1 1'' ( k) v(Ç) < ~- •. v(~)d~:; c 1 +-
{o- Ç < f 
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e de (5.28) obtemos: 

v(Ço) <: + + ~) exp k 

Portanto, em qualquer caso (Ç0 - a::; E ouÇo- a> E), temos: 

max ]v(Ç)] ~ ]v(Ç0 )] <:c (1 + "-) expk. 
{E[a,b] € 

que é (5.19). 
Concluímos a proposição para o caso em que v(a) e v(b) são ambos não nega­

tivos. Mas isto é suficiente para concluirmos também a proposição para o caso em 
que v(a) e v(b) são ambos não positivos (Fig. 5.12-5.13), pois por uma simples 
verificação temos que se (u, v) for solução do sistema (5.11) e se w = -v, então 
(u,w) também é solução de (5.11) com g ~ g(u, -w) e h~ -h(-w). 

Se v(a)v(b) <O e v não for monótona (Fig. 5.6-5.9), então existe um zero de 
v em [a, b], que da Afirmação 1 da Proposição 5.2, é único. Isto é, existe único 
a <: ( <: b tal que v([) ~ O. Se a <: a < (3 <: [ <: b então, aplicando (5.18) oo 
intervalo [a,[] (caso já provado acima) temos 

-(3 
1 1p ]v(ry)] dry <: ]v(a)] (1+ ~) <:c (1 + _k_), 
-o: a [3-a {3-a 

onde, 

k1 ~ [u(a)- u({)j sup {9u(u, v); u E [u([), u(a)], v E IR}<: k. 

Analogamente, se a ~ [ ~ a < f] ~ b então, 

-1-lp ]v(~)]d~ <: ]v(b)] (1 +~)<:c (1 + _k_), 
/3-a " (3-a (3-a 

onde, 

k2 ~ [u(()- u(b)] sup {gu(u, v) ; u E [u(b), u(()], v E R}<: k. 

Por último, se a ~ a < [ < f] ~ b então, aplicando (5.18) aos intervalos [a,{] e 
[(, /3] obtemos, 

;: ]v(~)] d~ [lv(~)] d~ + J/ ]v(~)] dry 

< ]v(a)] ([-a+ k1) + ]v(b)] (!3- ( +k2) 

< c(fJ-a+k), 
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' ' ' V{~)=V(~') --------+---
' ' ' c :JI( li)= v (i) --- ---- }- -- -----+ ----;--

' I I I I 
I I I L I 
I I 1 t I 

Figura 5.10: u(a) > u(b) ; v(a) 2' v(b) 2' O 

___ _,___ V(f):1'(f') 

' ' V=B 

' 

a =a, b ::; b. 

' ' ' ---+---1---~----- Cc;;t'(ii):V(i) 
~ I : : I 

' ' ' ' ' ' I 0 I 1 

V=6 L' --+---:----!:----b---! 
a- iil:~l:'i=i 

Figura 5.11: u(a) > u(b) ; v(b) 2' v(a) 2' O a :S a, b ~ b. 

que é (5.18) para este caso. 
Ainda no caso v(a)v(b) :::; O, temos (aplicando (5.19) aos intervalos [a,l] e 

[[,/i] e observando que [g(u(a))- g(u([))j , [g(u(())- g(u(b))j :5: k ): 

max [v(ç)[ max {max [v(ç)[ , m~x [v(ç)[} 
ÇE[a,bj ÇE[a,t) ÇE[Ç,b] 

< max{[v(a)[(l+~)expk, [v(b)[(l+~)expk} 

< ++~)expk, 

que é (5.19) para este caso. • 
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ao~·c_~e __ e~·--;-e'-;'c_"' 
li=Bí- I 

• 

' : ! -----y---t---;--- c= lt'(ii)l=lt'O: Jl 
• • • • • 
---}---' 'V(f)::t'(~"J 

' • 

Figura 5.12: u(a) > u(b) v(a) :S v(b) :S O. 

-• ---+"-+'----'11----';-'--.:,b=i l'=IIIÍ ' I I 

: I : 

• • 
• • I t 1 I I 

I I I 1 I _ 

--t-----;------"j---- c= i"(ii)I=IV(j)l 
• • • 
• • • ------;------ vfli)=t"a) 

Figura 5.13: u(a) > u(b) v(b) :S v(a) :S O. 
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Agora estamos em condições de provar o teorema de existência e unicidade 
para o problema de valor de fronteira (5.2) com u1 > Ur· 

Teorema 5.6. Para cada E, Vl, Vn U[, Ur E IR., com E > O e UI > Ur, o problema 
de valor de fronteira (5.2) com f = f(u), g = g(u, v) e h = h( v) suaves, g 
satisfazendo (5.3) e (5.4), possui uma única solução suave (u€, v~) tal que u~ é 
limitada uniformemente em E e: 

M 
]]v, lloo :S - E > O, 

E 
(5.29) 

onde M é independente de E. 

Demonstração: A unicidade é a Proposição 5.1. Para provarmos a existência 
M 

e a estimativa (5.29) devemos verificar (5.10) para uma constante -, com M 
E 

independente de f-L E [O, 1] e de L > O. 
Seja (u(Ç), v(ç)) solução de (5.6). Observamos inicialmente que 

max {]v( -L)], ]v(L )]} ~ max {l~v,j, ]~vc]} :S v, 

onde v~ max{]v,j, ]vc]}, e que de (5.4): 

[u( -L)- u(L)] sup {Yu(u, v) ; u E [u(L), u(-L)[, v E IR} :S C, 

onde, 
c~[u,-uc]max{gu(z,v); ]z]:Su} 

eu~ max{]u,], ]uc]}. Portanto, de (5.19) temos: 

]v(Ç)] :s;v(l+ C)expC:<; M; Ç E [-L, L], 
E E . 

(5.30) 

onde M = V (1 +C) exp C, constante que independe de p, E [0, 1], de L > O e de 
E. • 

O último resultado deste capítulo é uma estimativa em L toe indepedente de E, 

que é consequência de (5.18) da Proposição 5.5 e que será muito útil no Capítulo 

6. 

Proposição 5.7. Para cada E> O seja (u 10 ,Ve) a única solução do problema de 
valor de fronteira (5.2) com Ul > Ur dada pelo Teorema 5.6. Então V 10 é localmente 
uniformemente limitada em L1, isto é, para cada intervalo fechado [a, ;5], existe 
uma constante positiva K, que pode depender de a e ;5, mas é independente de 
t:, tal que: 
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Demonstração: Para cada L> O tal que [cx,iJ] C [-L, L] e u,(-L) > u,(L), 
temos (utilizando (5.18) da Proposição 5.5 com 1-l = 1, a= -L, b =L): 

J:]v,(ry)]dry < max{]v,(-L)],]v,(L)]}(iJ-a+k,(L)) 

< max{]v,(-L)], ]v,(L)]} (iJ- a+ C):~ K,(L), 

onde: 

k,(L) ~ [u,( -L) - u,(L )] sup {g,(u, v) ; u E [u,(L ), u,( -L)] , v E IR} 

e C é a constante dada em (5.30). 
Como: 

lim K,(L) 
L~oo 

temos: 

lim max {]v,(- L)], ]v,( L)]} (iJ-" +C) 
L~oo 

max{]v,(-oo)], ]v,(oo)]} (iJ- a+ C) 

max{]v,], ]vr]) (iJ-" +C):~ K < oo, 

Finalizamos este capítulo com duas observações: 

• 

Observação 5.5. Não fizemos nenhuma hipótese de hiperbolicidade estrita à 
função de fluxo: 

F(u, v)~ (f(u), vg(u, v)+ h( v)). 

Portanto, os resultados deste capítulo não exigem nenhuma relação entre as 
funções f, g e h. 

Observação 5.6. No Capitulo 6 vamos estudar a convergência das soluções de 
(5.2) para o caso em que g = g(u) e h = O. Neste caso, a segunda equação do 
sistema em (5.2) é linear em v, como pode ser facilmente verificado. Este fato, 
aliado aos resultados de existência e unicidade para as soluções do problema de 
valor de fronteira (5.2) permitem decompor qualquer solução de (5.2) em uma 

combinação linear de outras duas soluções, cada uma das quais não negativas na 
segunda componente. Mais especificamente, se (ut, vt) é solução suave do sistema: 

{ 

cü~j(u)-Çú, 

cii ~ :e (vg(u))- Çii, 
(5.31) 
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com, 

u 10 (-oo) = u1, u 10 (+oo) = Ur 1 v 10 (-oo) = v1, v~(+oo) = Vr 1 

então (u 10 , V10 ) = (u 10 , vi+ v;}, onde (u 10 , vi) e (u 10 , v:) são as soluções de (5.31) tais 

que: 

(u,(-oo),vi(-oo)) ~ (uz,O) 
(u,(-oo),v;(-oo)) ~ (u1,v1) 

(u,(+oo),vi(+oo)) ~ (u"vc), 
(u,(+oo),vi(+oo)) ~ (uc,O). 

Também, se Vr <O então vi= -Vi, onde (u 10 ,Vi) é a solução de (5.31) com: 

(u,( -oo ), vi(-oo )) ~ (u,, O) , (u,( +oo ), vi( +oo )) ~ (uc, -vc). 

Analogamente, se v1 <O, então v;= -v;, onde (u 10 , V;) é a solução de (5.31) com: 

(u,(-oo),v;(-oo)) ~ (u1,-v1), (u,(+oo),v;(+oo)) ~ (uc,O). 

Da Proposição 5.2 segue que se v1 f- O (respec. Vr f- O) então uma das duas 
funções vi ou v; (respec. v: ou v: ) é não negativa. 
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6. CONVERGÊNCIA DOS LEQUES DE 

VISCOSIDADE 

Neste capítulo vamos estudar a convergência, quando E .....-. o+, dos leques de 
viscosidade (u.,, ve) associados ao problema de Riemann (3.1). Lembramos que 
para cada E > O, ( u.,, v e) é a única solução do problema de valor de fronteira: 

cü ~ f(u)- E,ú, 
d 

'"~dE, [vg(u)]- E, v, 
u(-oo) ~ u1 , u(+oo) ~ u,, 
v(-oo) ~ Vt, v(+oo) ~v,. 

onde f e g são funções suaves taís que: 

J"(u) >O, g'(u) >O, f'(u) < g(u) ; u E lR. 

(6.1) 

(6.2) 

Verificamos a existência e a unicidade dos leques de viscosidade ( u.,, v.,), para cada 
E > O, nos capítulos 4 e 5. 

Nosso objetivo neste capítulo é mostrar que ( ue(f), ve(f)) converge fraca~ 
mente para a solução do problema de Riemann (3.1), apresentada no Capítulo 3, 
incluindo o 8-choque. 

Na Seção 6.1 estudaremos o caso Uf > Ur e na Seção 6,2 o caso Uf < Ur. 

6.1. O caso u1 > u, 

Dividiremos este caso em dois outros casos distintos dependendo de g(ur) e de s, 
onde: 

s ~ '-f (,_u'-', )_-_cf:.c(~u,.,) 

Se s < g(ur) mostraremos que (u~(ç), v~(Ç)) converge fracamente para 
(u,(ç),v(Ç)) onde: 

u,(Ç) ~ { u, ; Ç < s, 
Ur ; Ç > S, 
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e 

{ 

v, ; ( < s, 
v(()~ Vm; s < ( < g(u,), 

v,;(>g(u,) 

s [vm- vl] ~ [vmg(u,)- v,g(u,)]. 

Ou seja, mostraremos que ( uE(-Í), ve({)) converge fracamente para ( u8 ('f), v O)), 
que é a solução do problema de Riemann (3.1) para o casos< g(11.r), formada 
por uma onda de choque da família 1 seguida de uma descontinuidade de contato 
da família 2. 

As estimativas a priori que obtivemos no Capítulo 5 para os leques de viscosi­
dade são dependentes de ~. Portanto, não podemos utilizar argumentos baseados 
no Teorema de Helly. Os argumentos que utilizamos para demonstrar a con­
vergência fraca são apoiados nos teoremas 2.5 e 2.6 do Capítulo 2. 

Se g(u,.) ::; s, utilizaremos o Teorema 2.6 do Capítulo 2 para obtermos as 
convergências fracas (u,((), v,(())~ (u,(Ç), v,(Ç) + c8,) e 

( uE( f), v E({)) ____,_ S5 = ( us( ~), v5), onde 88 é a distribuição delta de Dirac centrada 
em Ç = s, 

c~ s [v,- v1]- [v,g(u,)- v1g(u,)], 

v,(Ç) ~ { v1 ; Ç < s, 
Vr j Ç > S 

e v8 é a distribuição definida no Capítulo 3 por: 

!o
oo 1oo x !ooo (vs, ,P) ~ v,(-),P(x, t)dxdt +c t,P(st, t)dt; !/J E CQ'(IR x R,). 

-oo t O 

(6.5) 

(6.6) 

(6. 7) 

A distribuição 5 8 é o 8-choque, solução do problema de Riemann (3.1) para o caso 
g(u,) ~ s. 

Mostraremos também que a sequência v~(7)g(u~('n) converge fracamente para 
o produto de distribuições Vãg(us) definido no Capítulo 3 por: 

(v,g(u,), cp) la
+oo 1+oo X X 

~ v,(- )g( u,(-) )cp(x, t )dxdt 
-00 t t r+oo 

+cs lo tcp(st, t)dt; CQ'(IR x R,). 
(6.8) 

Como veremos, este fato é consequência do Teorema 2.7 da Capítulo 2. 
No Capítulo 4 verificamos que uf é estritamente decrescente e: 

(6.9) 

A convergência em (6.9) é fraca em (-oo, +oo) e uniforme em (-oo, s- a]U 
[s +a, +oo), para cada a> O. 
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A seguir vamos verificar algumas estimativas que nos ajudarão a provar a 
convergência de vf. Notamos g(ue(Ç)) é estritamente decrescente (pois g é estrita­
mente crescente e Ue é estritamente decrescente). Portanto, conforme Observação 
4.2 do Capítulo 4, existe um único 1/e satisfazendo: 

g(u,(~,)) ~ ~'; E> O. (6.10) 

Lembramos ainda (Cap. 4) que Çe- s, onde {e é único tal que: 

f'(u,(Ç,)) ~ Ç, ; E> 0. (6.11) 

O Lema seguinte mostra que 'T/e converge para o máximo entre os valores s e 

g(u"). 

Lema 6.1. Sejam Çe e 'T/e dados, respectivamente, por (6.11) e (6.10). Então, 

(6.12) 

e 

(6.13) 

Demonstração: Notamos que 1/e E [g(ur),g(ul)], isto é, a sequência {Çe}E>O é 
limitada. Portanto, tomando uma subsequência se necessário, temos que 'T/e - 'T}o, 
para algum 'T}o E IR. 

Se Ç€;:::: 'T/E então, como g(uE(Ç)) é estritamente decrescente, temos: 

f'(u,(Ç,)) ~ Ç, ::> ry, ~ g(u,(~,)) ::> g(u,(Ç,)), 

o que é uma contradição com (6.2). Portanto, devemos ter (6.12) e: 

s = lim ÇE :::; lim 1/e = 1/0· 
E--->0+ e ..... o+ 

Se s < 'T/o, seja a: > O, tal que s +a: < 'T/O· Seja Eo > O tal que 'T/€ E [s +a:, +oo) 
para todo E < Eo. Sabemos (Teor. 4.11, Cap. 4), que ut: converge uniformemente 
para Ur no intervalo [s +a:, oo ). Portanto, temos lim uE('TI€) = Ur e, fazendo E ----r O 

t: ..... o+ 
na desigualdade Çt: < 'T/e = g(uE(?JE)), temos s < 'T}o = g(ur)· 

Mostramos acima que: 

A implicação (6.14) é suficiente para concluirmos que: 

~o~ max{s,g(u")). 
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De fato, se s < g(ur) então, como g(uf) é estritamente decrescente temos: 

s < g(u,) < g(u,(~,)) ~ ~.; E> O. 

Fazendo E- o+, obtemos s < g(ur)::; 7JO· De (6.14) segue que 7JO = g(ur)· Por 
outro lado, se g(ur) ::; s, então obrigatoriamente 7]o = s, pois caso contrário, se 
s < 7]o, então de (6.14) temos a seguinte contradição: 

s < ryo ~ g(u,) .0:: s. 

Concluímos (6.15) para qualquer limite T/0 de subsequência de 'r/e· Como {rJe} 
é uma sequência limitada, obtemos (6.13) sem a necessidade de tomarmos sub­
sequências. • 

Observação 6.1. Denotaremos por Sr o limite lim 7Je em todo o restante deste 
e--+0+ 

capítulo. Assim, em vista do lema anterior temos: 

(6.16) 

No Capítulo 5, além da existência e da unicidade de vf provamos também a 
seguinte estimativa: 

M llv,]\ 00 'Õ- ; E> O, (6.17) 
E 

onde M é uma constante positiva que não depende de E. A seguir vamos obter 
algumas estimativas para as derivadas V~. Notamos que: 

g(u,(Ç)) E [g(u,), g(ut)]. (6.18) 

Proposição 6.2. Existe uma constante positiva C, independente de E, tal que: 

. c 
]v,(Ç)\ .0:: 2; Ç E [g(u,), g(u,)] , E> O. 

E 
( 6.19) 

Em particular, como ry, ~ g(u,(ry,)) E [g(u,), g(u,)], temos: 

]v,(ry,)\ S ~ ; E> 0. 
E 

(6.20) 

Demonstração: De (6.17) e da limitação uniforme de { ue} segue que existe uma 
constante positiva K, independente de E tal que: 

e 
K 

\\(u., v,)\\ 00 ~ sup{\\(u,(Ç), v,(Ç))II: Ç E IR} .0:: -
E 

Portanto, (6.19) segue diretamente da Observação 2.1 do Capítulo 2. 
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Proposição 6.3. Existe constante positiva C, independente de E, tal que : 

. c 
]v,(Ç)] <:; -,E,(Ç) [1 + JÇ- ry,]] ; Ç E IR, 

E 
(6.21) 

onde Ef = Ef(E,) é a seguinte função: 

Demonstração: Integrando a segunda equação em (6.1) obtemos: 

v,(ç) ~ a,(ç) + b,(Ç); Ç E lR (6 22) 

onde: 

a,(Ç) ~ v,(ry,)exp G 1: [g(u,(ry)) -ry]dry) ; ç E IR 

e 

b,(ç) ~ ~ 1( v,(T)g(u,(T)) exp (~ r( [g(u,(ry )) - ry] dry) dT ; ç E IR 
E Ti< E lr 

Vamos inicialmente verificar que: 

De fato, se TJf < E,, então, 

g(u,(ry))- ry <:; g(u,(ry,))- ry ~ ry,- ry; ry, <:; ry <:; Ç 

e se TJf > E,, então, 

ry- g(u,(ry)) <:; ry- g(u,(ry,)) ~ ry- ry,; Ç <:; ry <:; ry,. 

Assim, 

exp G 1: [g(u,(ry))- ry] dry) < exp ( H>ry,- ry) dry) 

- exp ( _21' (Ç- ry,)') ; ry, < Ç 

e 

exp G f [g(u,(ry))- ry] dry) ~ exp (~f [ry- g(u,(ry))] dry) 

< exp G f (ry- ry,) dry) 

exp (- ;, (ry,- <l') ;r/f>E,. 
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Portanto, obtemos (6.23). 
Agora, de (6.23) e (6.20) segue que: 

(6.24) 

onde C1 é uma constante positiva, independente de E > Ü. 

Por outro lado, do Lema 4.10 do Capítulo 4, temos: 

[u,(r)[ :S -exp --(r- Ç,) ; r E lll'., Mr ( 1 ') 
' 2c 

onde M 1 é uma constante positiva que não depende de E. Assim, de (6.17) e 

tomando K = ( sup lg'(u)i) 1 temos: 
u,.:<:;u:<:;u1 

onde c2 = MlKM é uma constante positiva que independe de E e: 

Logo, 
c, 

[b,(Ç)[ :S -,[E-~,[ max{F,(Ç, r) ; TE I[Ç, ~,]}, 
' 

onde J[Ç, 1JE] é o intervalo fechado de extremos 1]€_ e Ç. 

e 

Agora, fixado Ç, temos: 

d 
drF,(Ç,r) 

d2 d 
c-2F,(Ç, r)~ (Ç,- g(u,(r))) -F,(Ç, r)- g(u,(r))F,(Ç, r) ; TE IR 

dT dT 
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Portanto, se To é um ponto crítico de F(Ç, ·)então, 

d' 1 

d 2
F,(i,, T) ~ --g(u,(To))F,(i,, To)> Ü, 

T E 

isto é, F(Ç, ·) não possui máximo locaL 
Concluímos que: 

max{F,(I,, T) ; TE J[l,, ry,]} ~ max{F,(I,, ry,), F,( I,, 1,)}. 

Mas, 

F,(i,Ç) ~ exp (-;,(I, -1,,)2
) SE,( I,) ; I, E lR, 

e de (6.23), 

F,(Ç, ry,) exp [ (L( [g(u,(ry)) - ry[ dry) - ;, (ry, -1,,) 2
] 

< exp (H: [g(u,(ry))- ry[dry) 

< exp (- ;, (I,- ry,) 2
) S E,(ç) ; I, E lR. 

Assim, de (6.25) temos: 

c, 
lb,(l,)l S -,li.- ry,l E,(Ç) ; I, E lR. 

€ 

Agora, juntando (6.22), (6.24) e (6.26) obtemos: 

lv.(ç)l < la.(l.)l + lb,(l.)l 
c1 c2 

< 0 E,(I,) +-,li.- ry,l E,( i,) 
€ € 

c 
< -,E,(i,) (1 +li.- ry,l) ; I, E lR, 

€ 

que é (6.21), com C ~ max { C1, C,}. 

(6.26) 

• 
Corolário 6.4. Existe uma constante positiva C, independente de E, tal que: 

c ( 1 ') l1í,(i,) I S , 3 exp -
2

, (I,,- 1,) [1 +(I,, -I,)] ; I, S 1,, 

lv,(i.ll s ~E,(I.): 1,, s 1. s ry,, 
€ 

c ( 1 ') lv,(l,)l S ,, exp -
2
, (I,- ry,) [1 +(I,- ry,)] ; ry, SI,. 
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Demonstração: Observamos, da definição de E"- e de (6.12) que: 

(6.30) 

Também, 

e 

[Ç- ry,[ :ô [ry,- Ç,[ + [Ç,- Ç[ :ô C+ [Ç,- Ç[ :ô C (1 + [Ç,- Çi) ; Ç E IR, (6.32) 

para alguma constante C. Portanto, da Proposição 6.3 anterior, de (6.30)-(6.32) 
obtemos, (6.27)-(6.29). • 

Corolário 6.5. Seja Sr dado por (6.16). Afirmamos que: 

1. Vf(Ç) _,. O, pontualmente em JR- { s, Sr} e uniformemente em [s- L, s- a]U 
[sr +o, L+ sr], para cada O< o< L; 

2. se s < g(ur) = Sr então '1\(Ç) _,.O pontualmente em (s, Sr) e uniformemente 
em [s +o, Sr- aJ, para cada a > O tal que 2o: < Sr- s. 

Demonstração: Para a > O dado, seja Eo > O tal que: 

Assim, para O < a < L, segue que: 

a) se Ç E [s- L, s- a], então: 

C< C< 
2 :Ô Ç,- Ç :Õ L+ 2 e [1 + (Ç,- Ç)] :ô 1 +L +a ; € < , 0 ; 

b) seÇ E [sr+o:,sr+L], então: 

C< C< 2 :Õ Ç- ry, :Õ L+ 2 e [1 + (Ç- ry,)] :ô 1 +L+ a ; , < c0. 
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Para 2a: < Sr- s, segue que: 

c) seÇ E [s+a:,sr-a:], então: 

a 
2 :'Ô (Ç - Ç,), (~,- Ç) ; E < Eo. 

Do Corolário 6.4 e dos itens a) e b) acima temos: 

v Ç < exp --I. ()I C(l+L+a) ( "') 
"'- E3 SE 

; E< Eo, 

se Ç E [s- L, s- a:] U [sr +a, Sr +L], o que prova a Afirmação 1. 
Do Corolário 6.4 e do ítem c) acima obtemos: 

c ( "') lv,(Ç) I :S é exp -
8

, ; ' < E o, 

se Ç E [s +o:, sr- a], o que prova a Afirmação 2. • 
Corolário 6.6. Suponhamos que s < g(ur)· Seja I um intervalo fechado contido 
em (s, g( ur) ). Então a sequência {v"'} E>O é uniformemente limitada em I. 

Demonstração: Como s < g(ur), temos s < g(ur) =Sr. Em vista da Observação 
5.6 do Capítulo 5 vamos admitir que v"' ;?: O. Seja I um intervalo fechado contido 
em (s, sr) e a> O tal que I C lu= [s +a, Sr- o:] C (s, sr) 

Suponhamos que a sequência {v f} não seja uniformemente limitada em lar· 
Então, como v"' 2: O, existem subsequências En- O e H"n} C 10 tais que 
vE,..(Çn)--+ oo. Da Proposição 5.7 do Capítulo 5 segue que existe uma constante 
positiva K, (independente de E > O), tal que: 

(6.33) 

Por outro lado, do Corolário 6.5 segue que iJf converge uniformemente em lu para 
a função nula. Assim, 

;; lv,Jry)- v,,(Ç.)I dry 
o 

< [sup lv,JÇ) 1] ;; lry- Çnl d~ 
eEI"" Ia 

[sup lv,JÇ)I] (se- s)2
, 

eEr"' 
< 
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ou seja, 

lim I f [v,,(ry) -v,,((n)]dryl ~O. 
n->00 }Ia 

Portanto, 

lim f v,,(ry)dry 
n--+oo lia 

lim f [v, (ry) -v, ((n)] dry + lim f v, ((n)dry 
n-HXl lia n n---+oo }Ia n 

O+ lim v,J(n) f dry ~ (s,- s- 2a) lim v,, ((n) ~ oo 
n--+oo lia n--+co 

o que é uma contradição com (6.33). • 
Corolário 6.7. Afirmamos que: 

1. v,---+ vl, uniformemente no intervalo (-oo, s- a:], para cada a:> O; 

2. vE---+ Vr, uniformemente no intervalo [sr +a:, oo), para cada a> O; 

3. se s < Sr = g( Ur) existe uma subsequência { Ven} C {V e} e um valor constante 
Vm tais que Ven converge uniformemente em cada intervalo fechado que não 
contém os pontos s e Sr para a função: 

v(ç) ~ { 
Vl j Ç < S, 

Vm j S < Ç < Sr, 

Vr ; Ç > Sr. 

Demonstração: Seja to > O tal que: 

ÇeE (s- ~,s+%), 1],E (sr- i,sr+ ~); t< to. 

Se 17 < Ç :::; s- a, segue de (6.27) que: 

onde, 

1 1 1' ( 1 ') I,((, ry) ~ 3 exp --((,-O) dO, 
E 7J 2t 

I:((, ry) ~ ~ f'((,- B)exp (-~ ((,- B)') dB 
E )7) 2t 

e C é uma constante independente de t, Ç e 7]. 
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Fazendo a mudança de variável u = Ç;j:i() na integral Ii(f., 17) obtemos: 
2E 

1 .f2E r".ii! ( ') v'2 r".ii! ( ') IE(Ç,ry)=~J~- exp-u du~E 2 .;EJ-::"' exp-u du, 
~ 2)2: 

ou seJa, 

IO:(ç, -oo)::; E:;, D exp ( -<T2) d<T 
2$ 

Por outro lado, 

_1_ Le _<!_ exp (- _1_ ( Ç, - B) ') dB 
E2 '11 d(} 2E 

E~ [exp (- ;, (Ç,- El')- exp (-;E (Ç,- ry)')] 

< E~ exp h1
E ((,-o') :Ô E~ exp (- ~:) ; ( :Ô S- a. 

Agora, fazendo ry ___, -oo em (6.34) temos, para Ç E (-oo, s- a], 

.,j21oo ( ') 1 (a') ]v,(Ç) - v1] :S 
2 10 exp -<T d<T + 2 exp --

E V E 2;$ E 8€ 
; E< EQ, 

o que prova a Afirmação 1, uma vez que: 

1 joo 1 ( a' ) lim 
2 

r; exp (-<T 2
) d() = O = lim 2 exp --

8 
. 

€--->0-t- E V E ::--%- €--->0-t- E E 
2-y2• 

Analogamente, se Sr +o < Ç < rt segue de (6.29) que: 

onde, 

I}(ç, ry) ~E~ { exp (-
2

1
E (B- ry,)') dB, 

I?(E,ry) ~ E13 { (B- ry,)exp (-;E (B- ry,)') dB 

e C é uma constante que independente de E, Ç e rt· 
Verificamos que: 

1 .f2E ['7?! ( ') v'2 !'7,! ( ') I, (Ç, ry) ~-;o}<- exp -<T dB::; EVE " exp -<T dB 
~ 2$ 

85 

(6.35) 



e 

Fazendo 1] ---t oo em (6.36), encontramos, para Ç E [sr +a, oo) ; 

v'2c joo ) C ( a2 
) jv,- v,(Ç)I <: - 3 " exp ( -u2 dO+~ exp --

E '2)2.' E 8E 
j E< EQ 

e a Afirmação 2 também segue de (6.35). 
Se s < Sr = g(ur), segue do Corolário 6.6 que {vto} é uniformemente limitada 

em 101 = [s +a, sr- a]. Portanto, fixando €o E Ia, existem subsequências En---+ O 
e { Ve:n} C {v e} 1 tais que V e., (Ço) ___,. Vm para algum valor Vm. 

Por outro lado, se s +a: S Ç < 1]::; Sr- a, então de (6.28) segue que: 

!," (se- s)
2 r jv,(rJ)- v,(ç)l <: jv,(O)I dO<: C 3 E,(O)dO 

( E ( 

(s,- s)
2 

( a
2

) 
:::; C ES exp - SE j E < EQ, 

onde C é uma constante positiva , independente de E, Ç e 1]. Logo, 

Como v,.(Ç0 ) ~ v= e ,~ exp (- ~:) ~ O, concluimos que v,. ~ "=uniforme­

mente em [s +a, Sr- a]. Assim, da Afirmação 1 e da Afirmação 2 segue a 
Afirmação 3. • 

A seguir vamos demonstrar a convergência deVe para o caso g(ur)::.; s. Daqui 
em diante Ó8 e Ósr são as distribuições delta de Dirac centradas, respectivamente, 
em se Sr. 
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Teorema 6.8. Se g(ur)::; s, então vf(Ç) converge fracamente para a distribuição 
V 8 + c88 e vf(f) converge fracamente para a distribuição Vl}, onde V 8 , c e Vfj são 
dados, respectivamente, por (6.6), (6.5) e (6. 7). 

Demonstração: Como g(ur) ::; s, segue de (6.13) que sr = s Portanto, do 
Capítulo 4 (Teor. 4.11) e do Corolário 6.7 temos que (uf, vf) converge uniformente 
para a função (u 8 , v 8 ), em intervalos fechados que não contém o pontos= Sr. Além 
disso, da monotonicidade de uf e da Proposição 5.7 do Capítulo 5, segue que: 

h ll(u,(ç), v,(Ç))II dÇ :0: M, (6.37) 

para cada intervalo fechado I, onde M é uma constante positiva que pode depender 
de I, mas não depende de t. 

Logo, aplicando o Teorema 2.6 do Capítulo 2, com a função vetorial 
V= (u 8 , v 8 ), concluímos que vf(Ç) converge fracamente para v8 + c88 e que v€(f) 
converge fracamente para v,s. • 

Agora vamos tratar a convergência fraca de vf para o casos< g(ur)· Utilizare­
mos novamente o Teorema 2.6 do Capítulo 2, junto com o Corolário 6.7 acima 
para obtermos o limite fraco da sequência v€(0 iniciahnente da forma i.i(Ç) + C88 

onde V é uma função constante por partes e C é uma constante real. Em seguida 
vamos mostrar que este limite fraco possui parte singular nula, ou seja, que ê = O. 

Teorema 6.9. Se s < g(ur), existe uma subsequência {vfn} C {v,J com 
En - O, e ainda uma constante Vm, tais que Ven (Ç) converge fracamente para a 
distribuição ií(ç) + ê88 , onde: 

v(Ç) ~ { 
vl ; Ç < s, 

Vm i S < Ç < Sr, 

Vr;Ç>sn 

c ~ s (vm- v,) -lvms,- v,g(ul)] 
~ Vm (s- s,)- v 1 (s- g(u1)). 

(6.38) 

(6.39) 

Além disso, vfJÇ) converge uniformemente para ií(Ç) em cada intervalo fechado 
que não contém os pontos s e Sr. 

Demonstração: Do Corolário 6.7 temos que existe uma subsequência {v€n} C 
{v€} com fn --+ O, e uma constante Vm, tais que vfn(Ç) converge para ií(Ç) em 
(6.38), uniformemente em cada intervalo fechado que não contém os pontos s e 
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s,.. Além disso, da Proposição 5.7 do Capítulo 5, segue que a sequência {(u~n,v~n)} 
também satisfaz (6.37). Portanto, aplicando o Teorema 2.6 do Capítulo 2, com a 
função vetorial V= V(~) dada por: 

segue que v~n converge fracamente para a distribuição ií + c1ó8 + c288 ,.., onde: 

e 

Como g(u,.) = s,., temos c2 =O, o que prova o teorema. • 
Observação 6.2. É também consequência do Teorema 2.6 do Capítulo 2 que 
v~n ('f) converge fracamente para uma distribuição que coincíde com a função V(~) 
se C= O. 

A seguir vamos mostrar que o teorema acima vale para a sequência inteira 
{v~} 1 e que a constante C dada em (6.39) é obrigatoriamente zero. Vamos dividir 
a prova deste fato em dois casos, que serão tratados nos teoremas seguintes. O 
próximo teorema trata do caso em que o estado (ur, vr) está sobre um dos ramos 
da curva de choque da família 1 (Cap. 3) passando por (ul, vt). 

Teorema 6.10. Suponhamos que s < g(ur) e que; 

Então v~(Ç) converge fracamente para a função V 8 (Ç) dada em (6.6) e v€( f) 
converge fracamente para a função V 8 (-i'). 

Demonstração: Se Vl = O então, de (6.40) temos v,. =O. Portanto, v~= O (Prop. 
5.2, Cap.5) e a conclusão do teorema é trivial. 

Da linearidade do sistema em (6.1) com relação a segunda variável dependente 
v, é suficiente (trocando Vl por -Vt, se necessário) provarmos o teorema para o 
caso vl > O. Portanto, no decorrer desta demonstração vamos assumir que v1 > O. 
Nesse caso, Vr > vz >O (Obs. 3.1, Cap. 3). Logo, vf ~O (Prop. 5.2, cap. 5). 

Reescrevendo (6.40), lembrando que Sr = g(u,.), temos: 

(6.41) 
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Do Teorema 6.9 segue que existem subsequências En - O e {v.;:,,.} C {v.;:} c 
aínda uma constante Vm, (que, em princípio, depende da subsequêncía {v.;:,} mas 
que, na verdade, mostraremos ser obrigatoriamente igual a vr) tais que v10JÇ) 
converge fracamente para a distribuição V(Ç) + ê68 , onde V é a função: 

{ 
v, ; ç < s, 

V(ç) = Vm; s < Ç < Sr, 

Vr ; Ç > Sn 

e i~ vm(s- se)- v1(s- g(u1)). Em vista de (6.41): 

(6.42) 

De (6.42) e da Observação 6.2 é suficiente verificarmos que ê = O para con~ 
cluirmos a demonstração do teorema. Para isto basta mostrarmos (passando ainda 
a uma outra subsequência, se necessário) que {v10.,} é uniformemente limitada em 
um intervalo fechado contendo s como ponto interior. De fato, se existir f3 > O 
tal que, 

O<:: v," (ç) < K ; Ç E [s- ;3, s + fJ] ; n E N, 

então, integrando a segunda equação em (6.1) obtemos: 

(6.43) 

Fazendo n .......,. oo na expressão acima, utilizando as convergências de V~n (Corolário 
6.5) de v~ .. (Corolário 6.7) e ainda (6.42), encontramos: 

(6.44) 

Por outro lado, da limitação uniforme (6.43) segue que: 

Logo, de (6.44) temos ê =O e 'Üm = Vr. 

Falta verificarmos que existe uma subsequência de {v"'n} que é uniformemente 
limitada em um intervalo fechado contendo s como ponto interior. Se { v~n} pos~ 

suir uma subsequência de funções estritamente crescentes, então não há o que 
verificarmos, pois nesse caso V& ::::; Ve., ::::; Vr para todo n E N. 

Suponhamos que as funções de { v~n} sejam todas (se necessário tomamos uma 
subsequência) não estritamente crescentes. Nesse caso, se V.;: E { Ve.,}, segue da 
Proposição 5.2 do Capítulo 5, que v, possui um único ponto crítico T"' que é ponto 
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' ' .. "' "1---------------------: 

------r---------------------
' ' ' ' 
' I 
' ' ' ' ' 

'=v,. 

v=B---------------"----~·-----------------
aG ~ 

Figura 6.1: v~ não estritametne monótona com v,. (s,.- s) = v1 (g(ul) - s) ; O < 
Vj <v,., 

de máximo (Fig. 6.1). Seja o::f único tal que Ve(aE) =v,. (Fig.6.1). Então a"'::; T"' 

e 1: [v.(ry)- v,] dry +f"' [v,(ry)- v,Jdry >O. 

Por outro lado, do Teorema 2.5 do Capítulo 2 temos, 

Portanto, a€ (v,.- vt) > v,.s,.- v1g(ul) = s (v,.- vl), isto é, s <a~:. Como O::e :$Te, 
temos, 

(6.45) 

Se o::En f+ s, então conseguimos verificar (a menos de uma subsequência) que 
{ Ven} é uniformemente limitada em um intervalo fechado contendo s como ponto 
interior. De fato, se aen f+ s, então (a menos de uma subsequência) existe uma 
constante positiva L tal que s +L < O::en para todo n E N. Logo de (6.45) segue 
que: 

Portanto, para completarmos a prova de que C = O, devemos assumir que: 

lim O:e = s. 
n->-oo n 

(6.46) 

Nesse caso vamos verificar diretamente um resultado bem mais forte do que 
precisamos, que é a convergência forte em L1 (1R) da sequência {v~,JnEN para a 
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função V 8 • De fato, do Teorema 2.5 do Capítulo 2, temos: 

Portanto, 

1+= 
-= [v,n(ry)-v,]dry =0. 

loo [v,n -V,[ d~ + ['" [v,n - Vcl d~ + 1~noo [v,n - Vcl d~ 

loo [v,. -v,] d~ +f" [vc- v,J d~ + 1:~= [v,. - Vc] dry 

loo [v,n -v,] dry + 1~.= [v,n -v,[ dry + [" [vc- v,.] dry 

i:= [v,. -v,] dry- ['" [v,, -v,] dry + 1"'" [vc- v,"] d~ 

O+ 2 ['" [vc- v,.] dry <:: 2 (vc- v,) (a,.- s) 

e, em vista de (6.46) temos: 

1+= 
lim [v, -v,[ dry = O. 

n--+oo -00 n 

Concluímos que Ven converge (fortemente) para v 8 em L1 (IR) e portanto, também 
converge fracamente para v8 • Por outro lado, como já tínhamos a convergência 
fraca de v(n para V+ C68 , temos que C = O e V = V 8 . Vamos verificar esta última 

afirmação. Seja <p E CJ(ffii.) tal que supp<p C (s, se), <p(s) = 1 e i: <p(ry)dry =O. 

Temos, por um lado, 

i:= [v,(ry)- v(ry)] <p(ry)dry 

e, por outro lado, 

1
+oo 

-oo [v,(~)- ii(~)] <p(~)d~ 

1+= 1+= = -oo [v,(~)- v,.(~)]<p(~)d~ + -oo [v,.(~)- ii(~)] <p(ry)d~. 

Assim, 
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e, fazendo n ------+ oo, obtemos: 
O~ c10(s ), 

isto é, C = O, como queríamos. 
Provamos o teorema para uma subsequência de { v,o} . Como os argumentos 

utilizados nesta demonstração podem ser aplicados a qualquer subsequência de 
{vE}!>O, concluímos o teorema efetivamente para a sequência inteira {vE}. • 

O próximo teorema trata do casos< g(ur) com Vt =O e Vr f. O. Juntaremos 
este caso com o tratado no último teorema para abordarmos todas as possibili­
dades quando s < g(ur). 

Teorema 6.11. Suponhamos que s < g(ur) e Vl =O f. Vr. Então v€(Ç) converge 
fracamente para v(Ç) e vE(-'f) converge fracamente para v(~), onde: 

Ç < g(u,), 
Ç > g(u,). (6.47) 

Demonstração: Da linearidade do sistema em (6.1), com relação a segunda 
variável dependente v, é suficiente (trocando Vr por -vr, se necessário) provarmos 
o teorema para o caso Vr > O. 

Do Teorema 6.9 temos que existem subsequências En------+ O e {vEn} c {vf} e 
ainda uma constante Vm, tais que vEn converge fracamente para a distribuição 
V+ C8s, onde V é a função: 

e 

v(Ç) ~ { 
o; ç < s, 

Vm; s < Ç < Sr1 

Vr· ; Ç > Sr 1 

C=iím(s-sr). 

Para concluirmos as convergências fracas vEn(Ç) ----' V(Ç) e vEnCI}----' ií('f) (esta 
última segue da Observação 6.2), devemos mostrar que C= O. Para isto, seguindo 
a demonstração do Teorema 6.10, basta verificarmos que {ve,J é uniformemente 
limitada em um intervalo fechado contendo s como ponto interior. Seja v E E {v E,.}. 
Se vf for estritamente crescente, então O s; vE < Vr. Caso contrário, existe (Prop. 
5.2, Cap.2) Tf E IR {Fig. 6.2) tal que v~ é estritamente crescente em ( -oo, T,:), 
atinge o valor máximo em T~ e é estritamente decrescente em (TE, oo). Nesse caso 
(Fig. 6.2) seja aE tal que vE(aE) = Vr 

Claramente temos aE ~ TE e: 

(6.48) 
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' ------!---------------------- .. ,. "'IJ 
' ' ' 

Figura 6.2: Vt =O < Vr 

Por outro lado, do Teorema 2.5 do Capítulo 2 temos, lembrando que v1 =O e 
que g(ur) = Sr, 

Concluímos que se v., E { Ve,J 1 então O < V e < V r em ( -oo, sr], isto é, a sequência 
{vE,J é uniformemente limitada em (-oo, sr], o que é suficiente para garantirmos 
que Vm = C = O. De fato, repetindo o argumento já usado na demonstração do 
último teorema, tomamos f3 > O suficientemente pequeno (tal que s + f3 < sr) e 
integramos a segunda equação em (6.1) no intervalo [s- (3, s + jj], para obtermos: 

Fazendo n-+ oo, obtemos por um lado, 

(6.49) 

e, por outro lado, como {v"} é uniformemente limitada no intervalo [s- (3, s + ,6], 
obtemos: 
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Portanto, 

isto é, Vm = O, uma vez que s < Sr. 

Concluimos que Vm = C= O. Logo, V =v dada em (6.47), v~J~) converge fra­

camente para v(Ç) e v~ ... (~) converge fracamente para v(~). Também concluimos 
que o mesmo fato ocorre com a sequência inteira {v f} . Pois o limite de qualquer 
subsequência fracamente convergente de {v f} é sempre v. • 

Agora, juntando os dois últimos teoremas, podemos concluir a convergência 
de v~ no casos< g(ur). 

Teorema 6.12. Se s < g(ur), então v~(Ç) converge fracamente para v(Ç) e 
vf(~) converge fracamente para v(f), onde: 

e Vm é único tal que: 

(6.50) 

(6.51) 

Demonstração: Sejam vi e v; tais que (uf, vi) e (u~, v;) são as soluções de (6.1) 
com: 

e 

v;(-oo) = vl, v;(+oo) = Vm, 

Então, por unicidade dos leques de viscosidade, segue que: 

(6.52) 

uma vez que (u~,v; +vi) também é solução de (6.1). Agora, dos dois casos já 
estudados acima (Teor. 6.10 e Teor. 6.11), temos que vJ corresponde ao segundo 
e v; corresponde ao primeiro. Logo vJ(ç) (respec. vi( f)) converge fracamente 
para v1(~) (respec. vl(f)) e v;(~) (respec. v;(~)) converge fracamente para v2(Ç) 
(respec. v2(~)) onde: 

v,(Ç) ~ { 
o Ç < g(uc), 
Vr- Vm Ç > g(uc), 

e 

v,(ç) = { 
v, ç < s, 
Vm Ç > S. 
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Portanto, de (6.52) segue que V e converge fracamente para vz+v1 . Como vz+v1 =v 
dada por (6.50), concluimos a demonstração. • 

A seguir vamos enunciar os resultados de convergência fraca provados acima, 
num único resultado que é o teorema principal desta seção. 

Teorema 6.13. Para cada E> O, seja (u.,(Ç), ve(Ç)) o único leque de viscosidade 
associado ao problema de Riemann (3.1), com ul > u ... Sejam s, U 8 e v8 dados, 
respectivamente por (6.3), (6.4) e (6.6). Afirmamos que: 

1. se g(u .. ) :S': s, então os leques de viscosidade (u.,('f),ve('f)) convergem fraca­

mente para Ss = (us (7) ,vs); 

2. se s < g(u .. ), então os leques de viscosidade (uJT),v€(7)) convergem fra­

camente para (us (7) ,v (7)) 1 onde v= v(Ç) é a dada por (6.50} com Vm 
dado por (6.51). 

Vamos terminar esta seção recorrendo ao Teorema 2.7 do Capítulo 2 para ve­
rificarmos que v8g(uB) (Cap.3) é o limite fraco da sequência v~g(u~). Consideramos 
este fato como uma justificativa formal para a definição da distribuição produto 
v8g(uB) feíta em [22] e utilizada neste trabalho. 

Proposição 6.14. Se g(u .. ) S,; s, então v€(Ç)g(u€(Ç)) converge fracamente para 
V 8 (ç) + cs88 e ve(f)g(ue(7)) converge fracamente para a distribuição produto 
v,g(u,) dada em (6.8). 

Demonstração: Basta aplicarmos o Teorema 2.7 do Capítulo 2 com uf. = (ue, Ve) 
e V= (u 81 v8 ). Para isto devemos verificar as hipóteses i), ii) e iii) desse teorema. 
A hipótese i) é garantida pelo Teorema 4.11 do Capítulo 4 combinado com o 

Corolário 6.7. De (6.37) temos ii) e do Corolário 6.5 acima temos iii). • 

6.2. O caso u1 < u .. 

No Capítulo 5 (Corolário 5.4) mostramos que nesse caso existe uma subsequência 
de leques de viscosidade que conver?e fracamente para uma função limitada e de 
variação total limitada v, tal que Vl(~),v('f)) é solução fraca do problema de 

Riemann (3.1), onde Ué a seguinte função contínua: 

(6.53) 
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A seguir vamos verificar que necessariamente ( U(~), v(~)) é a solução do problema 
de Riemann apresentada no Capitulo 3. 

Teorema 6.15. Suponhamos que v(Ç) seja uma função limitada e mensurável tal 
que (u(Ç), v(Ç)) é uma solução fraca de 

j(u)-t,u~o, 
d 

dE, [vg(u)]- t,v ~O, 
u(-oo) ~ u1 , u(+oo) ~ u,, 
v(-oo) =V[ 1 v(+oo) = Vn 

onde ü é a função dada em (6.53). Então v(Ç) ~ v(Ç) qtp Ç E R, onde• 

{ 
[

-({) g'(z)dz 
v(Ç) ~ v,exp u, f'(z)- g(z) ; Ç < g(u,), 

v,; I;> g(u,). 

(6.54) 

(6.55) 

Demonstração: Da Observação 2.1 do Capítulo 2, segue que (u(~) 1 ii(Ç)) é uma 
solução fraca do sistema em (6.54), isto é, satisfaz (2.4) do Capítulo 2, uma vez 

(u(~),v(~)) é a solução fraca do problema de Riemann (3.1) apresentada no 

Capítulo 3 (Obs. 3.2). Portanto, da linearidade em relação à variável dependente 
v do sistema em (6.54) e da Definição 2.1 do Capítulo 2, temos que w = v- V 

satisfaz: 

(6.56) 

onde: 
h(ç) ~ g(u(Ç)) -I; ; I; E R 

Notamos que da continuidade deU segue que h é uma função contínua e que 
da condição de hiperbolicidade estrita g > f', segue que h se anula somente em 
Ço = g(ur). De fato, temos: 

{ 

g(u,)- I;> f'(u1)- I;~ O; Ç E (-oo, f'(u,)], 
h(t:) ~ g(u(l;))- f'(u(t:)) > ~; Ç E [f'(u1), f'(u,)], 

g(u,)- I;> O, Ç E[/ (u,), g(u,)), 
g(u,)- I;< O; I; E (g(u,), oo). 

Fixemos 'ljJ E CJ (( -oo, g(ur))). Seja <p a seguinte função: 

{{. (1{d~) 
~?(i;)~ -1/1(1;) + l-oo 1/!(T)exp , h(ry) dT; Ç E (-oo,g(u,)). (6.57) 
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Podemos verificar facilmente que <p satisfaz: 

(6.58) 

1 
Mais ainda, como !/J E CÕ((-oo,g(u"))) e h E C((-oo,g(u"))) temos que 

<p E GJ (( -oo, g(ur))). A verificação de que o suporte de <pé compacto segue da ex­
pressão de <p em (6.57) e da equação (6.58), pois se supp ,P C [a, b] c ( -oo, g( u")), 
então: 

() {
O;ÇE(-oo,a) 

<p Ç ~ c; Ç E (b,g(u")) 

onde: 

c~ J.'~(T)exp(l h~~))dT 
Portanto, <f= O em (b, g(u")) e de (6.58) segue que c~ O. 

Logo, de (6.56) e de (6.58): 

1
+oo 

-oo w,Pdt; ~O; !/J E CÕ ((-oo,g(u"))). 

Como 1/J é uma função arbitrária em CJ((-oo,g(ur))), temos w =O qtp Ç E 
(-oo,g(u")). 

Analogamente, provamos que w = O qtp Ç E (g( Ur) 1 oo). Portanto, 

v(ç) ~ v(t;) qtp ç E IR 

• 
Como consequência do Teorema 6.15 e do Corolário 5.4 do Capítulo 5, temos 

imediatamente o seguinte resultado de convergência. 

Teorema 6.16. Para cada E > O, seja (u.,, v.,) a única solução de (6.1) com 

Ul ~ Ur. Então (u.,(f), vE(T)) converge fracamente para (U("Í), ii(f)) onde U e V 

são as funções dadas por (6.53} e (6.55), respectivamente. 
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7. CONCLUSÕES 

Verificamos, através do exemplo estudado neste trabalho, que é possível obter 
soluções de problemas de Riemann para sistemas de leis de conservação pelo 
método dos limites de leques de viscosidade, utilizando estimativas a priori de­
pendentes de E. Também mostramos que este método pode servir como condição 
de entropia, pois conseguimos obter todas as soluções do problema de Riemann 
(3.1), inclusive os 6-choques super-compresivos e os choques de Lax, como limites 
de leques de viscosidade. 

V árias questões podem surgir motivadas pelos nossos resultados. Por exemplo 
a possibilidade da presença de O-choques e da convergência dos leques de vis­
cosidade para estas soluções, no caso de sistemas acoplados ou dos sistemas do 
Capítulo 5. Estes últimos, apesar de ainda serem desacoplados, possuem a se­
gunda equação não linear em v (diferentemente do sistema tratado nos capítulos 
3 e 6). Passos importantes em relação a estes sistemas já foram dados neste tra­
balho: existência, unicidade e estimativas a priori para os leques de viscosidade. 
Além disso, estes resultados não exigem propriedades especiais para as funções f 
e h. Assim, estes sistemas podem ter alguma interpretação em termos de modelos 
físicos, por exemplo, se a primeira equação for a equação de Buckley-Leverett. 

Com relação a sistemas desacoplados, o exemplo mais próximo em que não 
temos a existência global de soluções fracas, no sentido clássico, é o estudado 
por Keyfitz e Kranzer [9, 10, 11]. As técnicas utilizadas no nosso trabalho e os 
resultados assintóticos em [9, 10] que relacionam leques de viscosidadade e choques 
singulares poderiam ser combinados, neste exemplo, na tentativa de obtermos 
resultados definitivos sobre a conjectura de Keyfitz e Kranzer de que os choques 
singulares são obtidos como limites dos leques de viscosidade. 

Outra questão é a verificação de que os nossos resultados estão de acordo com 
a teoria de Bouchut e James [!L quando consideramos a segunda equação do 

sistema em (3.1) como uma equação de transporte com coeficiente descontínuo, 
na forma conservativa. 
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