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Resumo

Neste trabalho sao estudadas varias das identidades do tipo Rogers-Ramanujan dadas por
Slater. Em 1985, Andrews, introduziu um método geral para se estender para duas variaveis
identidades desse tipo de modo a se obter, como casos especiais, certas importantes funcoes
de Ramanujan. Santos, em 1991, forneceu conjecturas para varias das familias de polinomios
que surgem nestas extensoes tendo provado algumas delas. Sills, em sua tese de doutorado,
em 2002, implementou procedimentos que permitem a demonstragao das conjecturas dadas
por Santos. No presente trabalho, de forma diferente daquela dada por Andrews, sao in-
troduzidos parametros nas somas que aparecem nestas identidades, de modo a se obter, em
cada caso, funcoes geradoras que fornecem interpretagoes combinatérias para particoes onde
“nimeros”sao vistos como “vetores”e que fornecem, para especiais valores dos parametros,

interpretacoes novas para muitas das identidades de Slater.

Palavras-chave: Combinatéria, Particoes e Identidades de Rogers-Ramanujan.
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Abstract

In this work many of the identities of the Rogers-Ramanujan type given by Slater are con-
sidered.

In 1985, Andrews, introduced a general method in other to extend to two variables iden-
tities of this type in order to get, as special cases, some important functions of Ramanujan.
Santos, in 1991, gave conjectures for many of the family of polynomials that appears in
those extensions providing the proofs for some of them. Sills, in his Ph.D. thesis in 2002
,has implemented procedures allowing the proofs of the conjectures given by Santos. In the
present work, in a form different from the one given by Andrews, parameters are introduced
in the sums of the identities in such a way to get, in each case, generating functions giving
combinatorial interpretations for partitions where "numbers” are represented as ”vectors” and
that can give, as special cases, combinatorial interpretations for many of the identities given
by Slater.

Keywords: Combinatorics, Partitions, Identities of Rogers-Ramanujan type.
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Introducao

Em 1894, L. J. Rogers da Universidade de Leeds descobriu um par de identidades que
relaciona uma série e um produto infinito que se tornaram conhecidas, mais tarde, como as
identidade de Rogers-Ramanujan.

Durante a primeira metade do século XX, alguns matematicos, incluindo Rogers, F. H.
Jackson e W. N. Bailey descobriram vérias identidades de Rogers-Ramanujan.

No inicio da década de 50 L. J. Slater estendeu resultados classicos sobre séries do tipo
Rogers-Ramanujan fornecendo uma lista de 130 identidades deste tipo. O tema central
desta tese é o estudo de varias destas identidades com o objetivo de abordar seus aspectos
combinatérios. Em 1985, Andrews introduziu um método geral para estender séries deste
tipo para funcoes de duas variaveis de modo a obter, como casos particulares, importantes
funcoes dadas por Ramanujan. Este método de Andrews, permite inclusive, fornecer provas
alternativas para as identidades de Slater.

No capitulo 1 fornecemos notagoes e resultados bésicos utilizados na tese. No capitulo 2 o
método introduzido por Andrews e resultados dados por Santos sao descritos incluindo uma
demonstracao alternativa para a segunda identidade de Rogers-Ramanujan. No capitulo 3
demonstramos varios teoremas obtidos pela introducao de parametros na soma de identi-
dades de Slater diferentemente do que foi feito no método de Andrews. Para cada um deles
fornecemos um corolario que nos da uma interpretagao combinatoria para a identidade cor-
respondente de Slater. No capitulo 4 listamos apenas os enunciados e respectivos corolarios
correspondentes a vérias outras identidades de Slater cujas demonstragoes sao semelhantes
as dadas no capitulo 3. No capitulo 5 apresentamos uma interpretacao alternativa para

partigoes irrestritas e comentarios sobre trabalhos futuros.
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CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo faremos uma revisao de teoria dos nimeros, partigoes, sobreparticoes e fungoes
geradoras, necessarios para o entendimento do nosso trabalho.
Introduzimos, também, notagoes e defini¢oes, além de varios resultados importantes que

serao utilizados e para os quais fornecemos referéncias.

1.1 Notacoes e resultados basicos

No que segue ¢ é um nimero complexo, tal que | ¢ |[< 1. Sejam a € C;k € Z% ,n € Z,.

Nesta condi¢oes definimos

(), = {1’ o
T L a1 - ag) - (1—agt™ D), 0> 0

(@:¢" )00 = lim (a;¢"), e
(a)n = (a;q), mno casoem que k= 1.

Também se define para A € R

(a5 ¢")x = %. (1.1)

1



Secao 1.1 e Notagoes e resultados basicos

Desta ultima definicao destacamos a seguinte conseqiiéncia, que vale para todon = 1,2, ...
1
(¢":¢%)-n

Os g-anédlogos dos nimeros binomiais ou polinomios de Gauss sao definidos por:

= 0.

(4" ¢")n
n , 0<m<n
[ ] =9 (@5 )m(d" ¢")n-m
moy 0, demais casos
e para k = 1 escrevemos
n L, 0<m<n
m 0, demais casos

Fixadas as notacoes, listamos abaixo propriedades fundamentais dos polinomios de Gauss,

cujas demonstragoes podem ser encontradas em Andrews [1], p. 35

n__ n
0_ | n

131[:1]:#%:(:&) (1.6)

No que segue apresentaremos um importante conceito. Dadas duas seqiiéncias «,, e 3,

de niimeros complexos, diz-se que (a,, 3,) é um par de Bailey se

n
aT

i Z (q)n—r<GQ)n+T (1.7)

r=0

para todo n > 0, onde a € C.



Cap. 1 e Preliminares

Observagao 1.1. Fizado a e dada a seqiéncia o, 0s B, dados por (1.7) ficam completa-
mente determinados. A inversa também € vdlida conforme Andrews [4], p.278, onde encon-

tramos

3

(n—4)(n—j—1)
2

(aq)nij1(=1)""q
(@)n—;

a, = (1 - an”)

Jj=0

B;- (1.8)

Acompanhando esta definigdo apresentamos um resultado devido a Bailey (1949) que

tem permitido a obtencao de novas identidades do tipo Rogers-Ramanujan.

Lema 1.2. (Lema de Bailey) Se o, e 3, sdo seqiiéncias que formam um par de Bailey,

entao o), e (3, dadas por

.= (01)5(p2)(aq/ prp2)n—i(aq/pips)?

0= 2w/ p)ala/pn( @y -
o _ (p)e(p2)r(ag/prp2)”
= Tag/p) (aalmy (1.10)

também formam um par de Bailey, isto €,

/

=2 (q)n—r(th)w

r=0

(p1 e pe sdo nimeros complexos para os quais as expressoes (1.9) e (1.10) ficam bem
definidas.)

Para completar as informagoes dadas pelo Lema (1.2), acrescentamos que a seqiiéncia
que se obtém por iteradas aplicacoes deste resultado, pode também ser estendida para a

esquerda sempre que os valores de p; e ps assim permitirem
T (04;2)767272)) - (O‘gil%ﬂv(;l)) - (O‘mﬁn) - (O‘;wﬁ;z) —

pois de (1.10) temos
o0  (aa/p1):(aq/p)(prpa/aq)”
" (p1)r(p2)s '

e conforme Andrews [5] temos que

2n—j

1 _ N\~ (aa/p1)i(ag/ps)i(prp2/aq)n—i(prp2/aq)
KR (002l

3. (1.11)



Secao 1.1 e Notagoes e resultados basicos 4

Completamos nossos dados sobre os pares de Bailey com mais duas relagoes envolvendo a,

e [(,, que possibilitam a obtencao de novas identidades:

[e.9] [e.9]

o 1 o
ajqfﬁ- = — aq o 1.12
ZO J (aq)oo ZO J ( )
J J
e
- G+ aq/p - G+1)
—j U 1 : ¢
Y (D (p)dlp’a B = Z ~1(p) Ml g (1.13)
J=0 J= aq/p1

cujas demonstragoes podem ser vistas em Santos [10].
Abaixo apresentamos um importante teorema que permite passarmos de somatorios para
produtérios.

Produto Triplo de Jacobi: Para ntiimeros complexos z # 0, | ¢ |< 1 vale que

Zz — H q2n+2)<1 + Zq2n+l)(1 + Z_1q2n+l) (114)
n=0

Apresentamos a seguir trés tteis identidades e um resultado devido a Abel.

(1.15)

n+j—1]£

@%ﬁ‘}Z@JV%qu)lél, (1.16)

as quais podem ser encontradas em Andrews [1], p. 36,

2n + k
n+/¢

1
- k(lcT (1.17)

i (@)

n—oo

que pode ser obtida diretamente, pela definicao do polinomio de Gauss.

Lema 1.3. (Abel) Se hm a, = L, entao lim (1 —t) Zant” =

t—»l_

Demonstragao: (Andrews [1], p. 190)



Cap. 1 e Preliminares

1.2 Particoes

A teoria das partigoes é um assunto que, por um lado, encaixa-se naturalmente no assunto
de g-séries, e por outro lado, seus métodos sao altamente combinatérios. Esta teoria consiste

em representar inteiros positivos como soma de inteiros positivos.

Definicao 1.2.1. Uma particdo de um inteiro positivo n é uma representacdo de n como
soma de inteiros positivos, chamados somandos ou partes da particao. A ordem das partes

nao € levada em consideracao.
Exemplo 1.2.1. As particoes de 4 sao: 4, 3+ 1, 242, 2+1+1, 1+1+1+1.

A ordem é considerada irrelevante, no sentido de que 2+ 1+ 1 éigual a 1+ 1+ 2 ou
1+241. Assim, existem cinco particoes de 4, e optamos por escrever as particoes na ordem
nao-crescente das partes.

Estabelecemos que 0 tem uma particao, a particao vazia, e que a particao vazia nao tem
partes.

A funcdo p(n) denotard o nimero de parti¢oes de n, assim p(4) =5 e p(0) = 1.

Euler foi o primeiro matematico a descobrir importantes propriedades de p(n). Em
1748 ele apresentou essas propriedades no seu livro Introductio in Analysin Infinitorum. A
simplicidade com que se apresenta a definicao de p(n) pode nos levar a acreditar que o seu
calculo seja facil, mas podemos nos surpreender. Abaixo apresentamos uma surpreendente
férmula encontrada por G. H. Hardy e S. Ramanujam em 1917 para calcular p(n), como

n — oo,

() 1 2n
n)~ ——exp | m/—|.
b 4n+/3 P 3

Como outros exemplos interessantes de fungoes partigoes temos p,, (n), niimero de partigdes
de n em partes < m e pg(n), o nimero de particoes de n em partes distintas, assim temos
que pg(4) = 2.

Colocando-se restrigoes sobre as partes das particoes de n obtém-se resultados interes-
santissimos com belas interpretacoes combinatérias.

Seja O o conjunto dos nimeros impares.
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Teorema 1.2.1. [Euler]| O nimero de partigoes de n em partes impares € igual ao nimero

de particoes de n em partes distintas, ou seja,

po(n) = pa(n).

Demonstracao: Temos que:

> _— 1
D e e o

1-¢*)(1—q")- -
1= -¢)(1—-¢3)---

R S 1-q)
_Hl—qn_n (1-q")
= JJa+¢") =) pu"

d

Exemplo 1.2.2. Sejan =4, temos que po(4) = 2 sdo elas: 3+ 1, 1+1+14+1 epy(4) =2
sao elas: 4, 3+ 1.

Apresentaremos abaixo um teorema de Euler conhecido por “O Teorema dos Numeros
Pentagonais de Euler”. Este teorema ficou assim conhecido pelo fato dos nimeros 1, 5, 12, 22,
-+ ,7(37 = 1)/2 serem os numeros de pontos do j-ésimo pentdgono. O Teorema de Euler,

também conhecido por Férmula de Euler é o seguinte:

Teorema 1.2.2. [1] p. 10 (Férmula de Euler)

[Ta-a =1+ ("5 +475) (1.18)
n 7j=1

=1

Observacgao 1.4. Legendre observou que (1.18) € equivalente a segquinte igualdade,

. . (—1)" se n=j(3j£1)/2
¢‘(n) —q (n) = .
0 caso contrdario
onde ¢¢(n) € o mimero de partigoes de n em um nimero par de partes distintas e ¢°(n) o

numero de particoes de n em um niumero impar de partes distintas.
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1.3 Sobreparticoes

Nesta secao definiremos sobreparticoes de um nimero inteiro n apresentando alguns exem-
plos.

Uma sobreparticao de um inteiro n é uma seqiiéncia nao crescente de niimeros naturais,
cuja soma € n e a primeira ocorréncia de uma parte pode ser marcada. Assim, ela corresponde

a particao de n em partes tomadas do conjunto

onde as partes marcadas sao distintas.

Exemplo 1.3.1. Seja n = 4, abaizo listamos as 14 sobreparticoes de n.

4 3+1 2+1+1

4 2+2 24+1+1
3+1 242 I+14+1+1
3+1 2+1+1 T+1+1+41
3+1 24+1+1

Exemplo 1.3.2. Considere o inteiro n = 5, temos as 24 sobreparticoes de n listadas a sequir

na tabela:

5 3+2 24+1+1+1

5 342 24+2+1

4+1 3+14+1 24+2+1

441 3+1+1 2+1+1+1
441 3+1+1 24+1+1+1
4+1 3+1+1 2+1+1+1
3+2 24+2+1 1+14+1+1+1
3+2 24+2+1 I+1+1+1+1

1.3.1 A Funcao Geradora para Sobreparticoes

A funcao geradora para sobreparticoes é dada por:

EzﬁWM”Z&S) =115 Zn=1+2q+&f+8f+1@%+ﬂf+uu
n=0 & n=1~
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As identidades de Rogers-Ramanujan em suas formas analiticas sao dadas por:

o0 qn2 B 00 1
25% (;9)n __JZE A— )1 — g ) (1.19)
00 qn2+n B 00 1
o~ L a=mmn—g 0.0

A seguir, temos interpretagoes combinatorias para as identidades de Rogers-Ramanujan,
e em seguida as interpretacoes correspondentes a estas em termos de sobreparticoes.

Para a identidade (1.19) temos;

“ O numero de partigoes de n em partes distintas da forma y; + yo + - -+ + ys, onde
Yi — Yiy1 > 2 € igual ao nimero de partigoes de n em partes = +1(mod 5).”

Para a identidade (1.20) temos;

“ O numero de particoes de n em partes distintas da forma z; + 29 + --- + z,, onde

7

zi — Zis1 > 2 e zg > 1 é igual ao ntimero de partigdes de n em partes = £2(mod 5)

Interpretacoes correspondentes em termos de sobreparticoes:

“ O numero de sobreparticoes de n em partes distintas da forma y; + yo + - - - + ys, onde
Yr —Yrr1 > 2 quando Y1 nao é marcada, é igual ao niimero de sobreparti¢coes de n em partes

impares.”

Exemplo 1.3.3. Consideremos neste exemplo n = 4:

Sobreparticoes de n = 4 em partes Sobreparticoes de n = 4
distintas, onde Yy — ypy1 > 2 em partes impares

quando y;+1 nao € marcada

4 3+1
4 3+1
1 3+1
3+1 3+1
1 I1+1+1+1+1
3+1 1+1+1+1+1

“ O nimero de sobreparticoes de n em partes distintas da forma z; + zo + - - - + 2z, tal que
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1 pode somente ocorrer como parte marcada e onde 2; — 2341 > 2 se 2341 nao é marcada, é

igual ao nimero de sobreparti¢oes de n onde todas as partes nao marcadas sao = 2(mod 4).”

Exemplo 1.3.4. Consideremos novamente n = 4:

Sobreparticoes de n = 4 em partes Sobreparticoes de n = 4 onde
distintas, tais que 1 aparece somente todas as partes nao marcadas
como parte marcada e onde sao = 2(mod 4)

2y — 2441 > 2 Se Zipq nao € marcada

4 4

4 3+1
3+1 242
3+1 242




CAPITULO 2

Método de Andrews

Neste capitulo faremos uma descricao de uma idéia introduzida por Andrews em 1985, a
qual pode ser também usada para provar muitas identidades do tipo Rogers-Ramanujan.

Consideramos uma identidade do tipo Rogers-Ramanujan que se quer provar,

m(q) = ¢(q), (2.1)

onde ¢(q) é uma série e w(q) é um produto infinito.

Consideramos a funcao de duas varidveis f(q,t) com as seguintes propriedades:

1. f(q,t) = i P,(q)t", onde P,(q) sdo polinomios;
n=0
2. lim F,(q) = 7(q);
3. f(q,t) satisfaz uma equacao nao-homogénea da forma:
f(a.t) = Rula,t) + Ra(a,) f(q. td"),

onde R; e Ry sao fungdes racionais de ¢, e k é um inteiro nao negativo.

Na pratica, f(q,t) nao é, em geral, dificil de se produzir. Um parametro ¢ é inserido em
(2.1) de tal maneira que essencialmente se obtém o (n + 1)-ésimo termo a partir do n-ésimo

termo trocando t por tq.

10



Cap. 2 ¢ Método de Andrews

Vejamos isso para a identidade que segue:

2 oo
q" 1
1+ = . 2.2
Z 1=q)(1=¢*)---(1-q") g(l—q5”+1)(1—q5"+4) (22)
Consideramos a fungao de duas varidveis associada a identidade (2.2).
o t2nqn2
_; (I=t)(1 —tg)--- (1L —tq")
O fator (1 — t) no denominador é para garantir (2), vamos verificar as trés condigoes.
Podemos escrever
fat) = 1=+ i oy
q, =
n=1 t) q)n+1
1 o0 t2n+2 n24+2n+1
SRy
1=t = (1 =1 @i
1 t2q
= — t
T P/t
ou
(1=t)f(g,t) = 1+ t*¢f (g, tq). (2.3)
Assim (3) ¢ satisfeita. Agora notamos, por (1.15) que
oo 00 B n4+m 7
f(q,t) — thqnztm
m=0 m
— 3 2.4
g . 2.4
= Z t
=0  0<2n §N L
Assim, temos (1), e por (2.4) temos
SHORA R
0<2n<N
Agora, pelo Lema de Abel 1.3, temos (2), a saber
. . = ¢
lim P,(q) = lim(1—1¢)f Z
e = = (@) (2.5)

1
(45 0°) o0 (0 @°) s
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Em muitos casos os polinémios P,(q) sao interessantes fungdes geradoras para partigoes.
Agora, como exemplo, vamos descrever uma prova alternativa para a segunda identidade de

Rogers-Ramanujan,

0 %0 0 n(nt1)
[I0- - 0-¢ = [la-a > E 2:6)

que é a de nimero 14 na lista de Slater [16] (esta demonstragao foi dada por Santos em [10]).
Agora f(q,t) é:

00 2
t2n n<+n

a
=0 (t; @ns1

o t2n qn2 +n

1
— PR _|_ - -
-t Z (tS Q)nJrl

n=1

flg,t) =

0 t2n n2+n

B 1 1 q
a 1—1t+1—1tqZ (tq; @)n (2.7)

n=1

B 1 N 752q2 o (tq)2nqn2+n
11—t 1-1q 0 (tq; @nta

1 t22
1—-t 1—-1q

trocando n por n + 1 na quarta igualdade.

f(q,tq)

De (2.7) temos entao a equacao funcional,

(1=1t)f(g,t) = 1+ ¢ f(t, tq). (2.8)

Para obter uma relagao de recorréncia desta equagao funcional, fazemos a seguinte substi-

tuicao:
fla.t)=>_ Put",
n=0
temos,
o o
(L—1)Y Put"=1+1¢"Y Put'q", (2.9)
n=0 n=0

o que implica

i Pt" — io: Pttt =1+ i Pttt
n=0 n=0

n=0
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ou, equivalentemente,

> Pt =) Poat" =1+ P, ot"q",
n=0 n=1 n=2
assim, desta ultima equacao segue
P():l; P1:]_, Pn: n_1+qn n—2. (210)

Em [10] Santos conjecturou e provou:

2n
P2n71 _ q40_] +67 q40_] —345+7
J_Zoo n—1—10j ]_ZOO n—4+10j
i 4042—145+1 2n 402 426j 14 2n
g% j+ _ Z g +26;+ _
P— n—2410j P— n—3—10j
0 o | 2n+1 > ) . on+1
P, = Z q40]2+6] |+ Z q40]2—34]+7 »
P n — 10 P— n—4+10j
_ Z q40j2—14j+1 2n+1 _ Z q40j2+26j+4 2n+1
= n—1+10j | 2= n—3—10j
E assim temos que,
lim Py, = ( § Z {q40j2+6j X q40j2734j+7 _ q40j2714j+1 _ q40j2+26j+4}
[e%S) j=—o0

1 n Bn2+3n n  Bn2+3n
= 0= e+ > (F)rg e

n=0 (mod 4) n=2 (mod 4)

(2.11)

= ﬁ Z (—1)"g™ 7"
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Segue de (1.14),

1 > 5n“+43n 1 > n n n
— > (-1)"q = — [0 -0 —-¢"H1—¢"
(@)oo ;2= (@)oo -
Portanto,
1 [e¢] (o)
li P "= 1 o 5n 1 5n 4
e @) H " )1 }_[1 1— q5n+2 1— g t3)
Como
=3 T
lim (1 —1%)f(t,q) =
tﬂl_( 0 (Q)n

Dessa forma segue do Lema de Abel (1.3),

iq

n=0 n

n24n




CAPITULO 3

Representando Inteiros como “Soma

de Vetores”

Neste capitulo apresentamos resultados obtidos através da introducao de parametros em
identidades do tipo Rogers-Ramanujan. No capitulo 2 apresentamos um método introduzido
por Andrews em [6], método este que consiste na introducdo de uma variavel ¢ em certas
séries, obtendo assim uma funcao de duas varidaveis onde os coeficientes de ¢ na expansao
destas séries sao polindmios na variavel ¢ e que fornecem, em alguns casos, novas interpre-
tagoes combinatérias para as identidades de Slater. Santos, em [10], apresentou, para 74
das identidades de Slater, conjecturas de férmulas explicitas para estes polinomios tendo
provado algumas. Em varios casos temos que para certos valores do parametro ¢, obte-
mos seqiiéncias especiais de nimeros, como por exemplo a seqiiéncia de Fibonacci, [13] e
[14]. Sills, fazendo uso de softwares matematicos, desenvolveu um programa que auxilia a
manipulagao destes polinomios, facilitando as provas das conjecturas dadas por Santos e
encontrando outros resultados. Deste modo, iniciaremos este capitulo descrevendo o nosso
método e, em seguida, apresentaremos varios resultados obtidos pela aplicagao do mesmo.
Para apresentar o método, consideraremos a série da identidade de nimero (29) de Slater
[16], apresentada abaixo,

f: 0" (=4, ¢*)n

— (¢ q)am

15
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Inicialmente inserimos os parametros j e k na série, obtendo

(=5 )
— (0% ¢°%)n (@73 ¢%%)n

n=

Agora, analisando o termo geral desta série, a fim de obtermos a relacao de recorréncia.
(1 +q2kn—2k+j)qk(2n—l)

hn(q) = e
(1 — g2*n)(1 — g2kn—2k+7)

h(n —1,q).

Desenvolvendo a equagao acima, obtemos

h(n,q) = ¢*"h(n,q)+ ¢ 2 h(n,q) — ¢*" 2+ h(n,q)
+ q2knfkh(n . 1’ q) + q4kn73k+jh(n . 1, q) .

Fazendo F(z,q) Zh )2", temos
F(z0) = Y h(n.a)(z “’“Zhnq 2™ ”‘“Zhnq "
n=0

o0

+ 2" h(n—1,q)(2¢")"" 1+zq’“ﬂzhn—1 q)(zg" )"
n=0 n=0

F(z,q) = F(2¢*,q) + ¢ *F(2¢**,q) — ¢ F(2¢*, q)
+ 2¢"F(2¢°%,q) + 2" F(2¢*, q)

Obtemos, assim, uma equacao funcional que deve ser minuciosamente estudada a fim de
que tenhamos condigoes de criar um conjunto que tenha como funcao geradora para seus
elementos a equagao modificada apds a introdugao dos parametros. Por exemplo, quando
analisamos a parcela F'(2¢?*, q), interpretamos como sendo o subconjunto das particoes das
quais se pode retirar 2k de todas as partes, a parcela ¢/~ 2*F(2¢?*,q) interpretamos como
sendo o subconjunto das particoes das quais se pode subtrair 7 da menor parte e 2k de
todas as demais partes, e as parcelas z¢"F(2¢**,q) e ¢**/F(2q*, q) nos fornecem outros
dois subconjuntos nos quais um tem as particoes que tém k como parte e o outro particoes

que tem k + j como parte. Observemos que estes quatro subconjuntos sao disjuntos, e que

J.
a uniao deles nos da o conjunto de particoes que tém Z ¢ ( v )%
= (¢**; ¢ )n(d; ¢*F)n

geradora. Listamos, entao, algumas possiveis particoes a fim de tirarmos informacoes sobre

como funcao

o comportamento de partes consecutivas destas parti¢coes. Uma vez descoberto isto, temos

kn? j. 2k
- - - " (=47 )n
condicoes de descrever como sao as particoes geradas por E . .
AP )@ 6% )n
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Como as partes destas partigoes sao combinagcoes lineares de k e j, podemos vé-las como

“vetores”em dimensao dois. Logo o numero particionado n pode passar a ser visto como

14

soma de “vetores bidimensionais”.

3.1 Vetores bidimensionais como “partes” de uma

particao

Nesta secao apresentaremos oito resultados acompanhados de suas demostragoes e respec-
tivos corolarios, obtidos fazendo uso do nosso método, referentes as equacoes 8, 9, 27, 28, 29
e 38 em Slater [16] e por (5.4) e (5.5) em Sills [17], listadas abaixo nesta ordem. As duas
ultimas equacoes sao de interesse por nao estarem listadas entre as 130 identidades de Slater
e pela equagao (5.5) ter sido dada pela primeira vez por Sills [17].

n(n+1)

i —q; q ng 2 ﬁ ¢ (1 =g ?)(1 = ¢"™)(1+q") (3.1)

¢ Q)n (1—q)

n=1

i q n(2n+1) ﬁ 1+q4n—l)<1+q4n—3)<1_q4n> (3.2)

(¢ 9)2n+1 (1—¢*)

n= n=1

() 2n(n+1) 6n—1 6n—b B
ZO(Z%Q)HQ 1 q") U o )8‘_"3%) Il ) (3.3)

(3.4)

oo qgn(n+1)( 2 ﬁ 1+q6n 1)(1+q6n—5)(1_qﬁn)<1+q2n)
= (6:¢*)nn(q"¢") (1=¢*)

n=1

Z _ ﬁ (1+¢" A +¢" (1 = ¢ +¢> ) (3.5)

(1—4¢*)

2n

=0 n=1
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io: 2n(n+1) 0 (1 + q8n—1)(1 + q8n—7)(1 _ an)
o q q o1 ol (1 — q2n)

s FEE S (L .

—~ (G Q) (1—4q")

0 2 0 16n 8)(1 — ¢16n—8)(1 — 416n 1+ 2n—1
Z H ) =g ) (A - g™ (A +¢")

(@5 @)2n( (1—¢*) (38)

n=0 n=1

Os teoremas relacionados as identidades (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), (3.5), (3.6), (3.7) e (3.8),
para valores especiais dos parametros j e k, nos dao interpretacoes combinatorias para as
mesmas.

Definimos, para inteiros positivos k e j, o seguinte conjunto:
Apj={ck+dj|c,d>0}

Teorema 3.1.1. Seja f(n) o numero de particoes de n em partes pertencentes a Ay ; da
forma Ay +Xo+ -+ Xs, &k =k +dij, cs =1 ou 2. Se N\ e N1 sao partes consecutivas
temos, ¢; = ¢y +disq + 1, com i =1,2.

Entao,
kn(n+1)< k. k)n

't —¢¥;q
Y gt =) TR (3.9)

n=0 n=0

Demonstracao: Seja f(m,n) o nimero de partigdes enumeradas por f(n) com a restri¢ao

de terem exatamente m partes. Entao a seguinte relacao de recorréncia é verificada por

f(m,n).
fim,n) = fmn—km+k—j5)+ f(m—1,n—km)+ f(m—1,n—2km). (3.10)

Para provar (3.10) dividiremos as parti¢oes enumeradas por f(m,n) em trés classes disjuntas:
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1. Aquelas em que d, # 0,
2. Aquelas em que k é parte,
3. Aquelas em que 2k é parte.

e Nas parti¢oes da classe (1) subtraimos j da menor parte e k das demais partes, ficando

com partigoes de n — km + k — j enumeradas por f(m,n — km + k — j).

e Nas particoes da classe (2), removemos a parte k, e subtraimos k de todas as partes
restantes, ficando com particoes de n — km em m — 1 partes que sao enumeradas por
f(m—1,n—km).

e Finalmente da classe (3), removemos a parte 2k, e subtraimos 2k de todas as partes
restantes, ficando com particoes de n — 2km em exatamente m — 1 partes enumeradas

por f(m —1,n — 2km).

Agora definimos:

F(z.9) =) Y fm,n)z"q"

n=0 m=0

e usando a equagcao (3.10), temos:

F(z,q) = ZZf(m,n—km+k—j)zmq"+22f(m—1,n—k’m)zmq”

n=0 m=0 n=0 m=0

+ i i f(m —1,n—2km)z"q"

n=0 m=0

= YD flmn— btk ) (")

n=0 m=0

+ 2" Y fm =10 — km)(z¢")" g
n=0 m=0

+ Zq2k: Z Z f(m —1,n— 2km)(2q2k>m—lqn—2km
n=0 m=0

= ¢ "F(2¢",q) + 2¢°F (24", q) + 2¢* F(2¢**, q).
Assumindo que F(z,q) = Z h(n,q)z", temos:
n=0
D h(n,g)2" = @Y h(n,q)(2¢")" + 24" Y h(n,q)(2¢")" + 2 Y h(n, ) (247"
n=0 n=0 n=0 n=0

Comparando o coeficiente de z" temos;
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h(n,q) = ¢ *h(n,q) + ¢""h(n —1,q) + ¢*"h(n —1,q)

logo,

h(n,q) = Wh(n - 1,9). (3.11)

Observando que h(0,q) = 1, e fazendo n iteragdes em (3.11), temos que:

Lentn+1)/_ k. k
hin,q) = £
(47 ¢%)n
Dai temos,
o lenm+1)_ k. Kk
q (—=¢%¢")n
F(z,q) = . "
2 (475 4")n

e finalizamos a prova observando que:

kn(n-i—l)(_qk; 7

S fm)a =30 fmn)g" = F(lq) =S L Ty

d

Como um caso especial do Teorema (3.1.1) apresentamos uma interpretagao combinatéria
para (3.1). Se tomarmos k = j =1 em (3.9) temos o lado esquerdo de (3.1) o qual nos da o
Corolario (3.1.1).

Corolario 3.1.1. O numero de particoes de n nas quais as partes pares sao distintas € igual

ao numero f(n).

O exemplo abaixo, apresenta a tabela com as partigdes referente ao Coroldrio (3.1.1),
no qual a coluna esquerda tras as particoes de n das quais as partes pares sao distintas e a
coluna do lado direito as parti¢coes de n enumeradas por f(n) quando tomamos k = j = 1
em (3.9).
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Exemplo 3.1.1. A tabela abaizo mostra as 16 particoes de n = 8.

8 (k+17j)

7+1 (2k +67)

642 (5k) + (2k + )
6+1+1 (5k) + (k + 2j)
543 (4k + 2j) + (2k)
54241 (4k +27) + (k + J)
5+1+1+1 (4k + j) + (2k + j)
4+3+1 (4k + ) + (k + 27)
44+2+14+1 3k +375)+ (k+)
441+1+1+1 (3k +47) + (k)
3+3+2 (3k + 37) + (2k)
3+3+1+1 (2k +57) + (k)
3424+1+1+1 (4k) + (3k) + (k)
3+14+1+1+1+1 (4k) + (2k +j) + (k)
24+1+14+1+1+1+41 (4k +7) + (2k) + (k)
1+14+14+14+1+1+1+1| Bk+2j) + (2k) + (k)

Teorema 3.1.2. Seja f(n) o numero de parti¢oes de n em partes pertencentes a Ay ; da
forma A\ + Ao+ -+ Ag, Ag > 3k, Ay = ¢tk +dyj, onde cg > 3+ 2d, e se \y = ¢tk +dyj e
Air1 = ¢k + diy1g sao partes consecutivas temos ¢, > 4 + ¢y + 2d;. Entao

2kn +kn

>0 = 3 v 3.12)
n=0

n:0

Demonstragao: Seja f(m,n) o nimero de partigdes enumeradas por f(n) com a restrigao

de terem exatamente m partes. Entao a seguinte relagao de recorréncia é verificada por

flm,n).

flm,n) = f(m,n—2km)+ f(m,n—2km—j)— f(m,n—4km—j)+ f(m—1,n—4km+ k).
(3.13)
Para provar 3.13 dividiremos as parti¢goes enumeradas por f(m,n) em trés classes dis-

juntas:

1. Aquelas em que ¢, > 2d, + 3,
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2. Aquelas em que ¢, = 2ds + 3, dy # 0,

3. Aquelas em que 3k é parte.

e Nas partigoes da classe (1) subtraimos 2k de todas as partes, e ficamos com um nimero

de partigbes contadas por f(m,n — 2km).

e Nas partigoes da classe (2) subtraimos j da menor parte e 2k de todas as partes inclusive
da menor, ficando com partigoes enumeradas por f(m,n —2km — j). Observemos que
de f(m,n—2km—j) temos que subtrair as parti¢oes de n—2km — j nas quais é possivel
subtrair 2k de todas as partes, as quais sao contadas por f(m,n —4km — j). Assim as

particoes da classe (2) sdo contadas por f(m,n — 2km — j) — f(m,n — 4km — j).

e Finalmente da classe (3), removemos a parte 3k, e subtraimos 4k de todas as partes

restantes, ficando com um nimero de partigoes contadas por f(m — 1,n + k — 4km).

Agora definimos:
F(z,q) =Y f(mn)z"q"
n=0 m=0

e usando a equagao (3.13), temos:

F(z,q) = Z Z f(m,n —2km)z"q¢" + Z Z f(m,n —2km — j)z"¢"

n=0 m=0 n=0 m=0
- Z Z f(m,n —4km — j)2"q¢" + Z Z fm—1,n—4km+ k)z"q¢"
n0=00 m;() n=0 m=0
=SS o 2k
n:OOTg:OOO
+ @D Y f(mon—2km — j)(2q**)"g"
n=0 m=0
_ qj Z Z f(m, n — 4k‘m o j)(zq4k)mqn—4k‘m—j
n=0 m=0
+ z¢* Z Z f(m —1,n — 4km + k) (z¢**)m—1gn—thm+k
n=0 m=0
= F(2¢*,q) + @ F(2¢**,q) — ¢ F(2q", q) + 2¢** F (24", q).

Assumindo que F(z,q) = Z h(n,q)z", temos:
n=0
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> h(n,q)z" = Zh n, @) (™) + ¢’ > h(n,q)(z¢™)"
n=0

n=0
— Zh n,q)(2q")" + 2" Y h(n, q)(2")".

n=0

Comparando o coeficiente de z" temos;

h(n,q) = ¢*"h(n,q) + ¢**"h(n,q) — ¢*"Fh(n,q) + ¢*"*h(n —1,q)

1
080" gk
h(n,q) = v q2k”+j)h<n —1,q). (3.14)

Observando que h(0,q) = 1, e fazendo n iteragdes em (3.14), temos que:

q2kn2+kn
h(n,q) = (¢2%: ¢2%)n (g72%; g2%),,
Dai temos,
i 2kn +kn
ZTL
+2k. 2k ’
n:O n (@725 q%F),,
e finalizamos a prova observando que
0 > 0 an +kn
2 = > fmm)q" = F(L.0) = ) o o
n=0 n=0 m=0 n:O q i d )n

d
Como um caso especial do Teorema (3.1.2) apresentamos uma interpretagdo combinatéria
para a identidade apresentada em (3.2). Se tomarmos k = j = 1 em (3.12) multiplicada por

. temos o lado esquerdo de (3.2) o qual nos da o Corolario (3.1.2).
—4q
Corolario 3.1.2. O numero de particoes de N em partes impares distintas e partes pares

= 2(mod 4) € igual ao nimero Z f(n)

n=0
(312). Z ¢
Demonstracao: Considerando £ = 7 = 1 na equacao (3.12), temos ,
2 (0% @°)n(0% ¢*)n
multiplicando esta expressao por 1—, temos o que corresponde a identidade de Slater

. Desenvolvendo o lado

) n(2n+1) H 1+q4n 1)(1_|_q4n 3)(1_(]411)

de nuimero (9),
®) ; (¢; @)2n+1 (1—¢*)

direito desta identidade temos,

n=1
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H(1+q4” DA +¢" )1 —g™) ﬁ L+ A +¢" ) (1 —q™)
(1 _ q2n> 44 1 _ q4n)(1 _ q4n 2)
1 4n—1 1 4n—3
= H + ql )(4 +2)q ), o que nos fornece a fungao geradora para particoes onde as
_ q n

partes impares sao distintas e as partes pares = 2 (mod 4). Concluindo assim a demonstragao.
d

Teorema 3.1.3. Seja f(n) o nimero de particoes de n em partes pertencentes a Ay ; da
forma A\ + Mo+ -+ X, \s >4k, Ny = ¢tk 4+ dyj, onde cs > 4+ 2ds e se \y = ik +dij e

Ai11 = Crk + dyi1j sao partes consecutivas temos:

¢y = i(mod 4) se dy = l(mod 2)

e Se ¢y = {(mod 4) entdao
¢t =2+ i(mod 4) se dy =1+ {(mod 2)

¢t = i(mod 4) se dy =1+ {(mod 2)
¢ =2+i(mod 4) se dy = {(mod 2)
onde c; > 4+2dy+cpo1 +i+ L, parai =0,1el=0,1.

o Se i1 =2+ ¢(mod 4) entao {

Entao,
o > k) 2kn(n+1)
q
f(n . (3. 15)
nZ:O TLZ:(] q]+2k (q4k’ q4k)n

Demonstragao: Seja f(m,n) o nimero de partigdes enumeradas por f(n) com a restri¢ao

de terem exatamente m partes. Entao a seguinte relagao de recorréncia é verificada por

f(m,n).

f(m,n) = f(m,n—4km)+ f(m,n—2km — j) — f(m,n — 6km — j)

(3.16)
+ f(m—1,n—4km)+ f(m —1,n—6km + k).

Para provar 3.16 dividiremos as parti¢oes enumeradas por f(m,n) em quatro classes disjun-

tas:
1. Aquelas em que ¢, > 2d, + 5,
2. Aquela em que ¢y = 2ds 4+ 4 ou ¢y = 2ds + 5, ds # 0,
3. Aquelas em que 4k é parte,

4. Aquelas em que 5k é parte.
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e Nas partigoes da classe (1) subtraimos 4k de todas as partes, e ficamos com partigoes

de n — 4km em m partes enumeradas por f(m,n — 4km).

e Nas particoes da classe (2) subtraimos j da menor parte e 2k de todas as partes
inclusive da menor, ficando com partigoes de n —2km — j em m partes enumeradas por
f(m,n —2km — j). Observemos que das partigdes enumeradas por f(m,n — 2km — j)
temos que subtrair as particoes de n — 2km — j nas quais é possivel subtrair 4k de
todas as partes, e estas sdo contadas por f(m,n — 6km — j). Assim as parti¢des da

classe (2) sao contadas por f(m,n —2km — j) — f(m,n — 6km — j).

e Nas partigoes da classe (3), removemos a parte 4k, e subtraimos 4k de todas as partes

restantes, ficando com um nimero de partigoes enumeradas por f(m — 1,n — 4km).

e Finalmente da classe (4), removemos a parte 5k, e subtraimos 6k de todas as partes

restantes, ficando com um nimero de partigoes enumeradas por f(m—1,n—6km+k).

Agora definimos:

Fzq) =S f(m,n)z"q"

n=0 m=0

e usando a equagao (3.16), temos:

F(z,q) = Z Z flm,n —4km)z"q¢" + Z Z f(m,n —2km — j)z"q¢"

n=0 m=0 n=0 m=0
— Z Z flm,n —6km — 5)z"q¢" + Z Z flm—=1,n—4km)z"q"
’no:o() m;() n=0 m=0
+ Z Z f(m—1,n—6km + k)z"q"
nO:OO m;O
= DD flmn—dkm)(aq™)m g
n:OOrorLZOOO
+ @D Y f(mon = 2km — j)(zq**)" g
no:oo m;O
— ¢ > f(m.n—6km — j)(z¢")"q" 0
n=0 m=0
+ Zq4k Z Z f(m —1,n— 4km)(zq4k)m—1qn—4km
n=0 m=0
+ Zq5k Z Z f(m o 1’ n — 6km + k,)<zq6k:>m—lqn—6km+k
n=0 m=0

= F(zq",q) + ¢ F(2¢°*,q) — ¢ F(2¢%, q) + 2¢** F (2¢**, q) + 2¢°* F (2¢°%, ¢).
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Assumindo que F(z,q) Z h(n,q)z", temos:

> h(n,q)" = Zh(n,Q)(zq T Zhnq 2N — ¢ Zhnq 2q*
n=0 n=0

n=0

+ 2q% ) h(n,q)(2¢™)" + 267> h(n, q)(2¢%)"

Comparando o coeficiente de 2" temos;

h(n,q) = ¢*"h(n,q) + ¢*" " h(n,q) — ¢**"h(n, q) + ¢*"h(n —1,q) + ¢**"Fh(n —1,q)

logo,
q4kn(1 + q2knfk)
(1 _ q4kn)<1 _ q2kn+j)

Observando que h(0,q) = 1, e fazendo n iteragoes em (3.17), temos que:

h(n,q) = h(n —1,q). (3.17)

q2kn(n+1) (_qk7 q2k>n

h(n,q) = . .
(@™ " )n(@T2%; %)
Dai temos,
o0 q2kn n+1)( ¢ 2.,
=27 2",
n:[) q]+2k: q k)n
e finalizamos a prova observando que
° ©. = 0 2kn(n+1)
n_ /' ( 734"
> =303 flom' = Rl = 3
n=0 n=0 m=0 n:() 4 n

d

Como um caso especial do Teorema (3.1.3) apresentamos uma interpretagdo combinatéria

1
para (3.3). Se tomarmos k = j = 1 em (3.15) multiplicada por 1 temos o lado esquerdo

de (3.3) o qual nos da o Corolario (3.1.3).

Corolario 3.1.3. O numero de parti¢oes de N em partes impares distintas = +1(mod 6) e
N

partes pares Z 0(mod 6) € igual ao nimero Z f(n)

n=0
Teorema 3.1.4. Seja f(n) o numero de particoes de n em partes pertencentes a Ay ; da
forma Ay 4+ Ao+ -4+ A, A > 2k, com N\ = ¢;k + d;j, onde ¢ > 2+ 2d, e se Ay = ¢tk +dyj

e \iy1 = o1k 4 dyy1j sao partes consecutivas temos ¢y =1 e ¢; > 2+ ¢p1 + 2d,.



Cap. 3 e Representando Inteiros como “Soma de Vetores”

Entao
n(n+1)

i n > (_q2k;q2k)nqk (
; fma" =2 (% ¢2F) (@25 ¢2%),, (3.18)

= n=0

Demonstragao: Seja f(m,n) o nimero de partigoes enumeradas por f(n) com a restrigdo

de terem exatamente m partes. Entao a seguinte relacao de recorréncia é verificada por

f(m,n).

f(man) = f(m,n—2km)+f(m,n—2km—j)—f(m,n—4km—j)

(3.19)
+ f(m—1,n—2km)+ f(m—1,n—4km+ k).

Para provar 3.19 dividiremos as partigoes enumeradas por f(m,n) em quatro classes disjun-

tas:

1. Aquelas em que ¢, > 2d, + 2,
2. Aquela em que ¢; = 2d, + 2, d, # 0,
3. Aquelas em que 2k é parte,

4. Aquelas em que 4k é parte.

e Nas partigoes da classe (1) subtraimos 2k de todas as partes, e ficamos com partigoes

de n — 2km em m partes enumeradas por f(m,n — 2km).

e Nas particoes da classe (2) subtraimos j da menor parte e 2k de todas as partes
inclusive da menor, ficando com parti¢oes de n — 2km — j em m partes enumeradas por
f(m,n —2km — j). Observemos que das partigdes enumeradas por f(m,n — 2km — j)
temos que subtrair as particoes de n — 2km — j nas quais é possivel subtrair 2k de
todas as partes, e estas sdo contadas por f(m,n —4km — j). Assim as partigoes da

classe (2) sao contadas por f(m,n —2km — j) — f(m,n — 4km — j).

e Nas partigoes da classe (3), removemos a parte 2k, e subtraimos 2k de todas as partes

restantes, ficando com um nimero de partigoes enumeradas por f(m — 1,n — 2km).

e Finalmente da classe (4), removemos a parte 4k, e subtraimos 4k de todas as partes

restantes, ficando com um nimero de partigdes enumeradas por f(m — 1,n — 4km).
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Agora definimos:

e usando a equa

F(z,q) = Z Z f(m,n —2km)z"q" + Z Z f(m,n —2km — j)z"q"

e

n=0 m=0 n=0 m=0
- Z Z f(m,n —4km — j)2"q¢" + Z Z f(m—1,n— 2km)z"q"
no:oo m;ﬂ n=0 m=0
+ Z Z fim —1,n—4km)z"q"
n;O m(;o
=SS = 2k ey
n:OCQ)%:OOO
+ @ Y f(mon = 2km — j)(zq* )" g
n=0 m=0
— @Y ) flm,n—dkm — j)(zq*)mg
n=0 m=0
+ Z(]Qk Z Z f(m —1,n— ka) (ZqZk)mflqankm
n=0 m=0
+ Zq4k Z Z f(m —1,n— 4k‘m) (Zq4k)m—1qn—4km
n=0 m=0

= F(2¢**,9) + ¢'F(2¢*.q) — ¢ F (24", q) + 2¢°*F (2¢**, q) + 2¢** F (2¢**, q).

Assumindo que F(z,q) = Z h(n,q)z", temos:
n=0

> b = D ) (z) + ¢ > b, q)(z¢)" — ¢ Y h(n,q)(2¢")"+

n=0

+ 2 S B, ) ) + 26% S . g) (=)™

n=0 n=0
Comparando o coeficiente de 2™ temos;
h(n,q) = ¢**"h(n,q) + ¢**"*/h(n, q) — ¢"*"*7h(n, q) + ¢**"h(n — 1,q) + ¢"*"*h(n - 1,q)

logo,
q2kn(1 + q2knfk)
(1 _ q2kn)<1 _ q2kn+j)

Observando que h(0,q) = 1, e fazendo n iteragoes em (3.20), temos que:

h(n,q) = h(in—1,q). (3.20)

qkn(n+1)(_q2k; ).,
(2 %), (7T 2% g2F),,

h(n,q) =
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Dai temos,
i kn(n+1) —q k7 qZk) o
+2k. 2k )
— ( (@7 ¢ )n
e finalizamos a prova observando que
o0 0 x> 0 kn(n—H k. q2k>
> s = 35" fommi = Bl = > OO
n=0 n=0 m=0 n:0 n

d

Como um caso especial do Teorema (3.1.4) apresentamos uma interpretagdo combinatéria

para (3.4). Se tomarmos k = j = 1 em (3.18) multiplicada por 1 temos o lado esquerdo

de (3.4) o qual nos da o Corolario (3.1.4).

Corolario 3.1.4. O numero de particoes de N cujas partes impares distintas congruentes a
+1 mddulo 6 e as partes verdes sao pares distintas e as partes amarelas sao pares Z 0(mod 6)
¢ igual ao nimero Z f(n)

n=0
Teorema 3.1.5. Seja f(n) o nimero de particoes de n em partes pertencentes a Ay ; da
forma Ay +Xo+- -4+, Ny = ik +dyj, ondecs #0, e se \y = cik+dij e M1 = crork+dig1g

sa0 partes consecutivas temos:

o secy, =1 (mod 2) eci1 = 1 (mod2) , entdo ¢, > 2+ ¢y + 2dyq,
e sec; =0 (mod2) ecy = 1 (mod2), entdo ¢, > 3+ ¢y + 2diyq,
e sec; =1 (mod?2) ecii1 =0 (mod?2), entdo ¢, > 4+ cp1 + 2di11,
e sec; =0 (mod2) eci1 = 0(mod?2), entdo ¢, > 5+ cp1 + 2dy11,
Entao
o0 o0 k} 2
5 o =3 21

n=0 n:O
Demonstragao: Seja f(m,n) o nimero de particoes enumeradas por f(n) com a restrigdo

de terem exatamente m partes. Entao a seguinte relacao de recorréncia é verificada por
f(m,n).

f(m,n) = f(m,n—2km)+ f(m,n —2km+ 2k — j) — f(m,n — 4km + 2k — j)
+ flm—1,n—2km+Ek)+ f(m—1,n—4km + 2k).
(3.22)
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Para provar (3.22) dividiremos as parti¢oes enumeradas por f(m,n) em quatro classes dis-

juntas:
1. Aquelas em que ¢, > 1,
2. Aquela em que ¢ =1, dy # 0,
3. Aquelas em que k é parte,

4. Aquelas em que 2k é parte.

e Nas partigoes da classe (1) subtraimos 2k de todas as partes, e ficamos com partigdes

de n — 2km em m partes enumeradas por f(m,n — 2km).

e Nas partigoes da classe (2) subtraimos j da menor parte e 2k das demais partes, ficando
com parti¢oes de n—2km+2k — j em m partes enumeradas por f(m,n—2km—+2k—j).
Observemos que das parti¢oes enumeradas por f(m, n—2km-+2k—7) temos que subtrair
as particoes de n — 2km + 2k — j nas quais é possivel subtrair 2k de todas as partes,
e estas sao contadas por f(m,n —4km + 2k — j). Assim as parti¢oes da classe (2) sao

contadas por f(m,n —2km — j) — f(m,n — 4km + 2k — j).

e Nas partigoes da classe (3), removemos a parte k, e subtraimos 2k de todas as partes

restantes, ficando com um ntumero de parti¢oes enumeradas por f(m —1,n—2km—+k).

e Finalmente da classe (4), removemos a parte 2k, e subtraimos 4k de todas as partes

restantes, ficando com um nimero de parti¢oes enumeradas por f(m—1,n—4km+2k).

Agora definimos:

F(z,q)=) Y f(m.n)2"q"

n=0 m=0

e usando a equagao (3.22), temos:
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F(z,q) = ZZf(m,n —2km)z"q" + ZZf(m,n — 2km + 2k — j)2™¢"

n=0 m=0
o0 o0

- ZZf(m,n—4km+2k—j)zmq”+ZZf(m

n=0 m=0
0o 00

22 fm

n=0 m=0
0o 00

n=0 m=0

n=0 m=0

—1,n —4km + 2k)z"q"

= DD flmn—2km)(zq™)"q 2"

n=0 m=0
)

+ qj—2k: Z Z f(m, n — 2km + 2k — j)(zq2k)mqn—2km+2k—j

n=0
00

m=0
o0

. qj—2k Z Z f(m, n — dkm + 2k — j)(zq4k)mqn—4km+2k—j

n=0
oo

m=0

+ zquZf(m—l,

n=0 m=
00

+ zq%ZZf(m—l,

0

n=0 m=0

= F(2¢",q) + ¢ F(2¢°

+  2¢**F(2¢*

Assumindo que F(z,q)

,q)-

o0

=2 _hn

n=0
> h(n,q)" = Zhnq 2q*"
n=0

n — 2km + ]{Z) (Zq2k)mflqn72km+k

n — 4km + 2]6) (Zq4k)m71qnf4km+2k

,q) — ¢ F(2q", q) + 2¢" F(2¢%*, q)

)2", temos:

—1,n—2km+ k)z"q"

]%Zhnq 2q*" j%Zhnq 2™

+ zq’“zhn,q 2¢°%)" +Zq2’“zhn,q 2q*)".
n=0 n=0

Comparando o coeficiente de 2" temos;

h(nv Q) =

logo,
h(q

Observando que h(0,q) =

_17q>

q2kn—k<1 i q2k(n—1)+k‘)

q2knh(n7 q) + q2kn—2k+jh<n’ q) _ q4kn—2k+jh(n’ q) + q2km—kh<n _ 1’ Q)
4 q4kn—2kh(n

¢)(1 — q2lm—2k+j)h(n - La).

1, e fazendo n iteragoes em (3.23), temos que:

h(n,q) =

¢ (—q" ),
(7% 6% )n (475 ¢ )n

(3.23)
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Dai temos,

G q q) n
Ly A
n:O 75q°% )n

e finalizamos a prova observando que

DS =3 fomm” = F(1La) =3 g q ¢ qg,%.

n=0 m=0 n:(]

d

Como um caso especial do Teorema (3.1.5) apresentamos uma interpreta¢ao combinatoéria

para (3.5). Se tomarmos k = j = 1 em (3.21) temos o lado esquerdo de (3.5) o qual nos da
o Corolario (3.1.5).

Corolario 3.1.5. O numero de particoes de n cujas partes impares sao distintas, as partes
verdes sao pares distintas = £2 (mod 6) e as partes amarelas sao pares # 0(mod 6) € igual

ao numero f(n).

Teorema 3.1.6. Seja f(n) o nimero de particoes de n em partes pertencentes a Ay ; da
forma Ay + Xy + - -+ Ag, As > 4k, com A\ = ¢k + dij, onde ¢ =0 (mod 2) e ¢y > 4+ 2d;,
e se A\t € A\y1 Sao partes consecutivas temos, ¢y > 4+ cpq + 2d;. Entao

2kn(n+1)

Z f(n)q" Z NP (3.24)

n=0 n=0

Demonstragao: Seja f(m,n) o nimero de particoes enumeradas por f(n) com a restrigao

de terem exatamente m partes. Entao a seguinte relagao de recorréncia é verificada por

f(m,n).

f(m,n) = f(m,n—2km)+ f(m,n—2km —j)— f(m,n—4km — j) + f(m — 1,n — 4km).
(3.25)

Para provar (3.25) dividiremos as parti¢goes enumeradas por f(m,n) em trés classes disjuntas:
1. Aquelas em que ¢, > 4 + 2d,,
2. Aquelas em que ¢, =4 + 2d, e dy, # 0,
3. Aquelas em que 4k é parte.

e Nas parti¢oes da classe (1) subtraimos 2k de todas as partes, ficando com particoes de

n — 2km em m partes enumeradas por f(m,n — 2km).
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e Nas particoes da classe (2) subtraimos j da menor parte e 2k de todas as partes
inclusive da menor, ficando com partigbes em m partes enumeradas por f(m,n —
2km — j). Observemos que de f(m,n — 2km — j) temos que subtrair as parti¢oes
de n — 2km — j nas quais é possivel subtrair 2k de todas as partes, as quais sao
contadas por f(m,n — 4km — j). Assim as partigoes da classe (2) s@o contadas por

flm,n —2km — j) — f(m,n — 4km — j).

e Finalmente da classe (3), removemos a parte 4k, e subtraimos 4k de todas as partes
restantes, ficando com particoes de n — 4km em exatamente m — 1 partes enumeradas
por f(m —1,n —4km).

Agora definimos:

F(z,q) = > flmn)z"g"

n=0 m=0

e usando a equagao (3.25), temos:

F(z,q) = Z Z f(m,n —2km)z"q¢" + Z Z f(m,n —2km — j)z"q"

n=0 m=0 n=0 m=0

- Z Z f(m,n —4km — j)z"q" + Z Z f(m—1,n—4km)z"q"
n=0 m=0 n=0 m=0

= Y0 Fmn— Zem) (g
n=0 m=0

+ q] Z Z f(m) n — ka — j)(quk)mq’fL—ka—j

n=0 m=0

— @YY flm,n—4dkm — j)(zq**)mg
"%
+ Zq4kZZf(m_ 1’n_4km)(zq4k)mflqnf4km
n=0 m=0

= F(2¢**,q) + ¢ F(2¢°*,q) — ¢ F(2q*, q) + 2¢* F(2¢**, q).

Assumindo que F(z,q) = Z h(n,q)z", temos:
n=0

D h(ng)z" = Y h(n,)(z¢)" + ¢ Y hin,q)(z¢)"

n=0

= P> hln,g) (™) + 2¢% S hn, ) (2"
n=0 n=0

Comparando o coeficiente de z" temos;



Secao 3.1 e Vetores bidimensionais como “partes” de uma particao 34

h(g,n) = ¢*"h(n,q) + ¢*"h(n,q) — ¢**"h(n,q) + ¢*"h(n —1,q).
logo,
q4kn
_h
(1 __q2kn)<1 __q2kn+3> (TL

Observando que h(0,q) = 1, e fazendo n iteragdes em (3.26), temos que:

h(n,q) =

—1,q). (3.26)

g2 t1)
h(n,q) = , :
(@%%; ), (27, ).,
Dai temos,
i 2R t1)
F(z.q) = 2. 2k (o 2k+] 2
b . + . 2’€ b
= (% 4°%)n (@77 ¢7F)n

e finalizamos a prova observando que

> Fm)gt =" fm,n)g" = F(1,q)

n=0 m=0 n

> 2kn(n+1)

q
- (5 ) ),

d

Como um caso especial do Teorema (3.1.6) apresentamos uma interpretagao combinatéria

temos o lado esquerdo

para (3.6). Se tomarmos k = j = 1 em (3.24) multiplicada por .
de (3.6) o qual nos da o Coroldrio (3.1.6).

Corolario 3.1.6. O numero de parti¢oes de N em partes impares distintas = +1 (mod 8) e

partes pares Z 0 (mod 8) € igual ao nimero Z f(n).

n=0
Teorema 3.1.7. Seja f(n) o numero de particoes de n em partes pertencentes a Ay ; da
forma Ay 4+ Xo 4+ -+ A, N = ¢k 4+ dyj, onde cs = 1 (mod 2), e se \y = ¢k + dyj e
Air1 = Ci1k + dyi1j sao partes consecutivas temos ¢y > 2 + cipq + 2di1. Entao,

> fgr =Y A (3:27

(@ %) n (@75 ¢%F )

Demonstracao: Seja f(m,n) o nimero de partigdes enumeradas por f(n) com a restri¢ao

n=0

de terem exatamente m partes. Entao a seguinte relagao de recorréncia é verificada por
f(m,n).
f(m,n) = f(m,n—2km)+ f(m,n—2km+ 2k — j) — f(m,n — 4km + 2k — j)
+ fm—=1,n—=2km+Ek)+ f(m—1,n —4km + 3k — j).
(3.28)
Para provar (3.28) dividiremos as parti¢oes enumeradas por f(m,n) em quatro classes

disjuntas:
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1. Aquelas em que ¢, > 1,
2. Aquela em que ¢, =1, dg # 0,
3. Aquelas em que k é parte,

4. Aquelas em que k + j é parte.

e Nas partigoes da classe (1) subtraimos 2k de todas as partes, e ficamos com partigoes

de n — 2km em m partes contadas por f(m,n — 2km).

e Nas partigdes da classe (2) subtraimos j da menor parte e 2k das demais partes, ficando
com partigoes de n—2km+2k — j em m partes enumeradas por f(m,n—2km+2k—j).
Observemos que das parti¢oes enumeradas por f(m,n—2km+2k—7j) temos que subtrair
as particoes de n — 2km + 2k — j nas quais é possivel subtrair 2k de todas as partes,
e estas sao contadas por f(m,n —4km + 2k — j). Assim as parti¢oes da classe (2) sao

contadas por f(m,n —2km — j) — f(m,n — 4km + 2k — j).

e Nas partigdes da classe (3), removemos a parte k, e subtraimos 2k de todas as partes

restantes, ficando com um nimero de partigoes enumeradas por f(m—1,n—2km+k).

e Finalmente da classe (4), removemos a parte k+ 1, e subtraimos 4k de todas as partes

restantes, ficando com um nimero de partigoes enumeradas por f(m — 1,n — 4km +

3k — ).

Agora definimos:

oo o0

Flz.q) =) ) flmn)2"g"

n=0 m=0

e usando a equagao (3.28), temos:
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F(z,q) = Z Zf(m,n— 2km)z"q" + ZZf(m,n— 2km + 2k — 5)2"q"

n=0 m=0 n=0 m=0

— ZZf(m,n—4km+2k—j)zmq”+ZZf(m— L,n—2km+ k)z"q¢"
no:oo m;ﬂ n=0 m=0

+ ZZf(m— L,n—4km + 3k — j)z"q"
n=0 m=0

= DD flmn—2km)(zq™)"q "

n=0 m=0
o)

+ qj—Zk Z Z f(m, n — 2km + 2k — j)(ZqQk)mqn—ka—‘er—j

n=0 m=0
- i i Flm,n — 4km + 2k — j)(zq*F)mgn—2hm+2k=j
n=0 m=0
+ z¢" Z Z f(m —1,n — 2km + k) (zg** )t gn—2kmt+
n=0 m=0
+  2qt i Z f(m —1,n—4km + 3k + j)(zq%)mflqn,%mﬁkﬂ
- F(WQZ: ;)mJFOqJ HE(2¢%,q) — ¢ F(2¢", q) + 24" F (27, q)

+ 2¢"F(2¢*,q).

Assumindo que F(z,q) Zh n,q)z", temos:

n=0
ih(n,q)z” = Zhnq 2q?* ¢ 2kz:hnq 2 ¢ 2k2hnq 2q*)"+
n=0

+ zquhn,q 2q*F)" +zqk“2hn,q(zq )"

Comparando o coeficiente de 2" temos;

2nn(n, q) + ¢ * i h(n, q) — ¢"*" " h(n, q) + ¢*"Fh(n — 1,q)

4kn—3k:+jh(n ~1,q)

h(n.q) = ¢
+ q

logo,

q2knfk(1_’_q2k(nfl)+j)

h(m Q) = (1 _ q2k;n)(1 _ q2kn—2k+j)

h(n—1,q). (3.29)

Observando que h(0,q) = 1, e fazendo n iteragoes em (3.29), temos que:

(¢ )
(@5 6% )n (475 %)

h(n,q) =
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Dai temos,
kn? (_

f(n)g" = f(m,n)q" = F(1,9) = — .
; =0 m=0 ; (@%%; ¢%%) (@75 ¢*F)n

d

Como um caso especial do Teorema (3.1.7) apresentamos uma interpreta¢ao combinatdéria

para (3.7). Se tomarmos k = j = 1 em (3.27) temos o lado esquerdo de (3.7) o qual nos da
o Corolario (3.1.7).

Corolario 3.1.7. O numero de particoes de n nas quais as partes pares sao = +2, +4

(mod 12) e as partes impares = 3 (mod 6) sao distintas € igual a f(n).

Teorema 3.1.8. Seja f(n) o nimero de particoes de n em partes pertencentes a Ay ; da
forma Ay + Ao + -+ A, com N\ = ¢tk + dij, onde ¢cs = 1 (mod 2), e se \y = ¢k + dij e

Air1 = 1k + dii1J sao partes consecutivas temos:

¢ = 3(mod 4) se diyq = 0(mod 2)

e Se ¢ = 1(mod 4) entao
¢ = 1(mod 4) se diyq = 1(mod 2)

= 1(mod 4 dip1 = 0(mod 2
e Se ¢y = 3(mod 4) entdo “ (mod 4) se diy (mod 2)
¢ = 3(mod 4) se dipq = 1(mod 2)

onde ¢y > 2+ 2dyy1 + Cciiq.

¢, = 1(mod 4) se diy 1 = 0(mod 2)

e Se ¢y = 1(mod 4) entao
¢ = 3(mod 4) se di1 = 1(mod 2)

¢ = 3(mod 4) se dipq = 0(mod 2)
¢ = 1(mod 4) se diyq = 1(mod 2)
onde c¢; > 44 2d;1 1 + a1

¢ = 3(mod 4) se dy1 = 0(mod 2)

o Se ciy1 = 1(mod 4) entdo
¢ = 1(mod 4) se dipq = 1(mod 2)

¢ = 1(mod 4) se diyq = 0(mod 2)

e Se ¢y = 3(mod 4) entao
¢ = 3(mod 4) se diyq = 1(mod 2)

e Se ¢iy1 = 3(mod 4) entao {

onde ¢; > 6 4 2d;1 1 + a1
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Entao
2k. kn?2

= _ (—¢%;¢")ngq
nZ:O fd" =3 (@ ¢%) (@75 422 )n(=G2%; ¢%F)n (3.50)

n=0

Demonstragao: Seja f(m,n) o nimero de particoes enumeradas por f(n) com a restrigao

de terem exatamente m partes. Entao a seguinte relacao de recorréncia é verificada por

f(m,n).

f(m,n) = f(lm,n—4km)+ f(m,n —2km+ 2k — j) — f(m,n — 6km + 2k — j)
+ f(m—1,n—2km+k)+ f(m—1,n— 6km+ 3k).
(3.31)

Para provar (3.31) dividiremos as parti¢oes enumeradas por f(m,n) em quatro classes

disjuntas:

1. Aquelas em que ¢, > 1,
2. Aquela em que ¢ =1, dy # 0,
3. Aquelas em que k é parte,

4. Aquelas em que 3k é parte.

e Nas partigoes da classe (1) subtraimos 4k de todas as partes, e ficamos com partigoes

de n — 4km em m partes enumeradas por f(m,n — 4km).

e Nas partigoes da classe (2) subtraimos j da menor parte e 2k das demais partes, ficando
com parti¢oes de n—2km+2k — j em m partes enumeradas por f(m,n—2km—+2k—j).
Observemos que das parti¢oes enumeradas por f(m, n—2km+2k—j) temos que subtrair
as particoes de n — 2km + 2k — j nas quais é possivel subtrair 4k de todas as partes,
e estas sao contadas por f(m,n — 6km + 2k — 7). Assim as parti¢oes da classe (2) sao

contadas por f(m,n —2km — j) — f(m,n — 6km + 2k — j).

e Nas partigoes da classe (3), removemos a parte k, e subtraimos 2k de todas as partes

restantes, ficando com um nimero de partigoes enumeradas por f(m—1,n—2km+k).

e Finalmente da classe (4), removemos a parte 3k, e subtraimos 6k de todas as partes

restantes, ficando com um nimero de parti¢oes enumeradas por f(m—1,n—6km+3k).
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Agora definimos:

F(z.9) =) Y fm,n)z"q"

n=0 m=0

e usando a equagao (3.31), temos:

F(z,q) = iif(m,n—4km)zmq”+iif(m,n— 2km + 2k — 7)2"q"

e

0 m=0 n=0 m=0

- ZZf(m,n — 6km + 2k — j)z"q" + ZZf(m— 1I,n—2km+k)z"q"
no:oo m;O n=0 m=0
+ Z Z f(m —1,n— 6km + 3k)z"¢"
n=0 m=0
= D> flmn—4km)(=q")"q" "
n=0 m*c())O ~
+ qj—2k Z Z f(m, n—2km + 2k — j)(ZQQk)mqn—ka—l—Qk—j
n=0 m=0
. qj—2k Z Z f(m, n — 6km + 2k — j)(zq6k)mqn—6km+2k—j
n=0 m=0

+ z¢ Z Z fm —1,n — 2km + k) (2¢*)m 1 gn—2km+k

n=0 m=0

+ ZqSk: Z Z f(m —1,n—6km + 3k><zq6k)mflqn76km+3k

n=0 m=0
= F(zq",q) + ¢ *F(2¢**,q) — ¢~ F(2¢°, q) + 2" F(2¢**, q)
+ 2¢*"F(2¢%,q).

Assumindo que F(z,q) = Z h(n,q)z", temos:
n=0

D h(n.g)" = > h(n,q)(2q*)" + ¢ 7Y " h(n,q)(2¢™)" — ¢ h(n, q)(2¢")"+
n=0 n=0 n=0 n=0

+ 26" h(n,q)(=q™)" + 24> h(n, q)(2¢")".
n=0

n=0

Comparando o coeficiente de z" temos;

4knh(n7 q) + q2kn72k+jh(n’ q) _ qﬁkn72k+jh<n’ q) + q2knfkh(n _ 1’ q)
6kn—3kh<n _ 1’ Q)

h(n,q) = q
+ q

logo,

q2knfk(1+q4k(nfl)+2k)

(1 — g%n)(1 — g2kn—2k+))

h(n,q) = h(n —1,q). (3.32)
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Observando que h(0,q) = 1, e fazendo n iteragdes em (3.32), temos que:

qkn2 (_q%; q4k)n

M) = G P ) P P

Dai temos,
oo k‘TLZ

" (=q*"; " )n
F Z,q) = : Zn7
(2,9) RZ:O (02 2%)n (@75 2% )n (— 2 %)
e finalizamos a prova observando que

[eS) - oo o - 0 n( q2k;q4k)n
;%f(”)q _sz( ’ )q Z ¢ q2k)n(_q2k;q2k)n'

n=0 m=0 n:O

d

Como um caso especial do Teorema (3.1.8) apresentamos uma interpretagao combinatoria

1
para (3.8). Se tomarmos k = j = 1 em (3.30) multiplicada por . temos que o lado

esquerdo de (3.8) nos da o Corolério (3.1.8).
Para isto definimos o conjunto A como sendo o conjunto das partigoes em partes verdes
e/ou amarelas onde as amarelas sdo distintas e congruentes a 8 médulo 16 e as partes verdes

fmpares sao distintas e as pares verdes sdo = +2, +4, +6 (mod 16).

Corolario 3.1.8. O total de particoes de N com partes em A tendo um nimero par de partes

amarelas menos o total de particoes de N com um niumeros impar de partes amarelas € igual

o f(n)

3.2 Vetores tridimensionais como “partes” de uma

particao

Nesta segao apresentamos um resultado referente a identidade de Slater (10), como pode ser

visto em [16], apresentada a seguir.
—1- . 0 1 4n—1 1 4n—3 1— 4n 1 2n—1
Zq q2 H +¢" ) +g )(2 ") +¢") (3.33)
n=>0 (1 —q n)

Definimos para inteiros positivos j, k e k o seguinte conjunto:

Ay = {bk+ck+dj|b,c,d>0}.
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Teorema 3.2.1. Seja f(n) o nimero de particoes de n em partes pertencentes a Aj,E,k da
forma X\ 4+ Ao+ -+ X, N = bk +ck+dyj, by —cs #0, secs #0 entdo cs =1 ou ¢y =2

ebs =0 (mod 2), eds =0 (mod 2), e se \y e \iy1 SGo partes consecutivas temos:

Se by =1(mod2) e by=1(mod2)=b,>2+b1+ diq
~ Se b1 =1(mod2) e by=0 (mod2)= b >3+ b1+ dis
o Sec;—ciy1 = 0 entao
S@ bt+1 =0 (mod 2) (& bt =1 (mod 2) = bt Z 5+ bt+1 + dt+1
Se bt+1 =0 (mOd 2) e bt =0 (mOd 2) = bt Z 6+ bt+1 + dt+1

e Seci—ci1 =1 entdo{ Se b1 =1(mod2) = b=0(mod?2) eby >1+by1+diq

o Seci— 1 =2 entao

Se b1 =0 (mod 2) = 1( )eb >1+bipr +dia
Se b1 =1 (mod 2) = 0 (mod 2) eb; > 1+ b1 + diy
Se b1 =0 (mod2) ecryy =2 (mod4) = b =0 (mod2) eb > 2+ by +diyr
Se b1 =0 (mod 2) eci1 =0 (mod 4) = 0 (mod 2) e by >4+ b1 + diyq

Se bt+1 =0 (mod 2) e bt =1 (mod 2) = bt > 1+ bt+1 + dtJrl
o Sec,—cip1 =3 entio § Se b1 =0 (mod2) e by=0 (mod2)= b >2+b1+diyr
Se b1 =0 (mod2) e by =0 (mod2) = b, > b1+ diy

o Se Ct — Cty1 = 4 ou Ct — Cty1 = 5 entao { bt Z bt+1 + dt+1

Entao

Z (@5 ) g™

= (@ ¢*)n(0¥5 %)

(3.34)

Como as partes destas partigoes sao combinagcoes lineares de k, k e j, podemos vé-las como
“vetores”em dimensao trés, logo o niimero particionado n pode passar a ser visto como soma

de “vetores tridimensionais” .

Como um caso especial do Teorema (3.2.1) apresentamos uma interpretagdo combinatéria
para (3.33). Se tomarmos k = j = 1 em (3.34) temos que o lado esquerdo de (3.33) o qual
nos da o Corolario (3.2.1).

Coroléario 3.2.1. O numero de sobreparti¢oes de n em partes impares € igual a f(n).
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Demonstragao:
A tabela abaixo, apresenta na primeira coluna as 12 sobreparticoes em partes impares e

na segunda coluna as 12 partigoes de n = 6, geradas pela fungao (3.34)

Sobreparti¢oes em partes impares | Parti¢oes como descritas no Teorema (3.2.1)
o+1 (6k)

5+ 1 (4k+ 2k)

5+1 (2k+4j)

5+ 1 (2k+4j)

3+3 (2k+2k+2j)
3+3 (4k+2j)
3+1+1+1 (5k)+(k)

3+ 1+1+1 (5k)+(k)
3+1+1+1 (4k+k)+(k)
3+ 1+1+1 (3k+2j)+(k)
1+14+1+1+141 (2k+k+2j)+(k)
T+14+1+14+141 (k+4k)+(k)




CAPITULO 4

Outros Teoremas Relacionados as
Identidades de Slater

Neste capitulo apresentamos varios teoremas com seus respectivos corolarios, porém omi-

tiremos suas demonstragoes por serem semelhantes as dadas no capitulo trés.

4.1 Novas interpretacoes para algumas identidades de

Slater

As identidades de Slater [16], que motivaram os préximos resultados, sdo as de nimero 2, 6,
7,12, 14, 16, 39, 80, 81, 82, 83, 84, 86, 94, 96, 98, 99 e 117, segundo a referéncia [16].

00 %n(n—&—l) 00
> o - 1o+ (4.1)
2_% (qu():(lc;,q;nn _ Ul (1+¢> )((11+_qQ:) ) —q™) (4.2)
o n(n+1) et _ 4n—1 _  4n-3 _ 4n
D -

i 3 (21 ), _ ﬁ (1— g™ 2)(1 _(q14n_—2)n()1 —q¢")(1+4¢") (4.4)

43
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n(n+1) 0 _ 5n—1 _ . 5n—4 _ 5n
2—% %q;q)n B Ul ! )((11 —(i]") e 4
0 n(n+2) 0 _ 5n—1 _ hn—4 _ .hn 2n—1
3 5]4. p— 11 (1-g¢m 61(1 _)q(zln) ¢ +¢") (4.6)
i ¢ ﬁ (1 =g = g™ ")(1 = ¢*) )

“— (¢;q)2n (1—¢*)

n=1

X (=g g Ty (1= g™ ) (1 — ™) (1 — M) (1 — M8 (1 — g™ (1 + ")
; (G Qonr1 g (1—q)
(4.8)
X (aad™ T3 =g )= (= ) (- ¢ (L — ™) (L + )
nzzo (692 g (1—q)
(4.9)

X (=g g (1= g™ )1 — g™ ) (1 — "8 (1 — M 1) (1 — g™ (1 + ")
2 =11 (1—qm)

- (4.10)

i (qqf;; _ ﬁ (1" )1 - q8n-7><1(1—_ql;)-1°><1 [ (/0 BPRRY
nf% (Z;% _ :"1 (=g )1 - q8“—6><1(1—if;:;2><1 i L ) P
i % :ﬁ (- ") - q8n5><1(1—_ql§:)14><1 i L0 RO
I v J CSSt I el [t e RS [ CS 0 NP

— (¢ Dont1 (1—q")

n
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f: qn (n+2) ﬁ 10n 4)(1 _ qIOn—G)(l _ q20n—18)<1 _ q20n—2)(1 _ qIOn) (4 15)
(G q)me (1—q") '

i n ﬁ 10n 2)(1 _ q10n78)(1 _ q20n714)(1 _ q20n76)(1 _ q10n) (4 16)
n:O n=1 (1 - qn) '

0 qn n+ O lOn 1)(1 . q10n—9)(1 . q20n—8)(1 o q20n—12)<1 o q10n) L7
2 (¢:9) H (1—q) 417)
n=0 ‘1’ n=1

i _ IO_OI (1 _ q14n—3)(1 _ q14n—11)(1 _ q28n—20>(1 _ q28n—8)(1 _ q14n)(1 4 q2n—1>

n=0 n=1 (1 o q2n)

(4.18)

Teorema 4.1.1. Seja f(n) o nimero de particoes de n em partes pertencentes a Ay ; da
forma A\i+Xo+-- -+ A;, onde \y = ctk+d.j, comcs =1, e se Ay e A\y11 sdo partes consecutivas

temos, ¢; = 1+ ¢co1 + dyy. Entao

i i gakn(ntD)
f(n)g" =5 ———. (4.19)
n=0 n=0 (qj’ qk)n

Como um caso especial do Teorema (4.1.1) apresentamos uma interpretagdo combinatéria
para (4.1). Se tomarmos k = j = 1 em (4.19) temos o lado esquerdo de (4.1) o qual nos d&
o Corolario (4.1.1).

Coroldrio 4.1.1. O nuimero de parti¢oes de n em partes distintas € igual a f(n).

Na Tabela abaixo descrevemos, para alguns valores de n, os conjuntos das particoes

descritas pelo corolario.
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n Partigoes de n em partes distintas | Parti¢oes para j=k=1 em (4.19)
0 0 0
1 1 (k)
2 2 (k+j)
3 3 (k+2j)
2+1 (2k)+(k)
4 4 (k+3j)
3+1 (2k+j)+ (k)
) 5 (k+4j)
441 (2k+j)+(k)
342 (3k)+(k+j)
6 6 (k+5j)
5+1 (2k+3j)+(k)
442 (3k+j)+(k+j)
3+2+1 (3k)+(2k)+(k)
7 7 (k+6j)
6-+1 (2k+4j)+ (k)
542 (3k+2j)+(k+j)
4+3 (4k)+(k+2j)
4+2+1 (3k+j)+(2k)+(k)
8 8 (k+7j)
7+1 (2k+5j)+ (k)
6+2 (3k+3j)+(k+j)
5+3 (4k+j)+(k+2j)
5+2+1 (3k+2j)+(2k)+(k)
4+3+1 (4k)+(2k+j)+(k)

Teorema 4.1.2. Seja f(n) o nimero de particoes de n em partes pertencentes a Ak,E,j da
forma A\, + Ao + - + Ay, onde Ny = bk + c;k + dij, com by — ¢, # 0, onde se cs # 0 entdio

cs =1, e se \y e \py1 sao partes consecutivas temos,

e Se Ct — Cty1 = 0 entao bt Z 2+ bt+1 -+ dtJrl.
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o Seci —ciy1 =1 o0ucy —cipg =2 entao by > 1+ byyq + dpys-
e Se Ct — Cpyp1 = 3 entao bt > bt+1 + dt+1.

Entao

S N G
2“”” _Z(qj;q’“)n(qk;q’“)n' (420)

=i n=0

~—

Como um caso especial do Teorema (4.1.2) apresentamos uma interpretagdo combinatéria

~—

para (4.2). Se tomarmos k = j = 1 em (4.20
o Corolario (4.1.2).

temos o lado esquerdo de (4.2) o qual nos da

Coroléario 4.1.2. O ndmero de sobreparti¢ao de n em partes = +1 (mod 3) onde as partes

nao marcadas sio = +1 (mod 3) € igual a f(n).

Teorema 4.1.3. Seja f(n) o nimero de particoes de n em partes pertencentes a A; da
forma Ay + Ao + -+ As, As > 2k, onde Ny = ¢k + dij, com cs =2 e ds =0 (mod 2), e se
At € A\ir1 sa@o partes consecutivas temos, ¢; = 2 + c41 + diq. Entao
0 0 kn(n+1)
q
D fa =) (4.21)
— (%5 ¢%)n

=i n=0

Como um caso especial do Teorema (4.1.3) apresentamos uma interpretagdo combinatéria
para (4.3). Se tomarmos k = j = 1 em (4.21) temos o lado esquerdo de (4.3) o qual nos da
o Corolario (4.1.3).

Corolario 4.1.3. O ndmero de parti¢ao de n em partes pares = 2 (mod 4) € igual a f(n).

Teorema 4.1.4. Seja f(n) o nimero de particoes de n em partes pertencentes a Az da
forma M +Xo+ -+ X, Ny = bk +ck+dj, combs+co =1, e se \y e M1 Sdo partes

consecutivas temos:
e Sec; € par, entao by =byy 1 +dpy1 +1 ece =1 +14, comi=0,1.
o Sec; € impar, entao by = by +dp1 +1 ecp =cp1 + L4, coml=1,2.

Entao

(4.22)
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Como um caso especial do Teorema (4.1.4) apresentamos uma interpreta¢ao combinatoéria
para (4.4). Se tomarmos k = j = 1 em (4.22) temos o lado esquerdo de (4.4) o qual nos d&
o Corolario (4.1.4).

Corolario 4.1.4. O numero de parti¢oes de n em partes distintas verdes e/ou amarelas nas

quais as partes verdes sao impares € igual a f(n).

Teorema 4.1.5. Seja f(n) o nimero de particoes de n em partes pertencentes a Ay ; da
forma A\ + Ao+ -+ X, A = 2k, Ny = ¢tk + dyj, com cg = 2, e se Ay e A\y1 sao partes
consecutivas temos, ¢; = 2+ cy11 + dirq. Entao

> . > qkn(n+1)

> s =3 (4.23)

Como um caso especial do Teorema (4.1.5) apresentamos uma interpreta¢ao combinatdéria

para (4.5). Se tomarmos k = j = 1 em (4.23) temos o lado esquerdo de (4.5) o qual nos da
o Corolario (4.1.5).

Corolario 4.1.5. O numero de parti¢oes de n em partes = £2 (mod 5) € igual a f(n).

Teorema 4.1.6. Seja f(n) o numero de particoes de n em partes pertencentes a Ay ; da
forma Ay + Xg + -+ A5, A\s >3k, My =k +dyj, comcs =3 eds =0 (mod 4), e se M\ e

A1 8ao partes consecutivas temos, ¢; = 2+ ¢;y1 + diy1. Entao

> fn)g" =

Como um caso especial do Teorema (4.1.6) apresentamos uma interpretagao combinatéria

0 n(n+2)

g+

e 4.24
— (¢%; 4", 424

n

para (4.6). Se tomarmos k = j = 1 em (4.24) temos o lado esquerdo de (4.6) o qual nos
da o Corolario (3.1.3). Seja B o conjunto das parti¢bes com partes azuis, verdes e amarelas,

sendo as azuis pares, as verdes impares distintas e as amarelas distintas e = 0, £1 (mod 5).

Corolario 4.1.6. O total de particoes de n com partes em B tendo um nimero par de partes

amarelas menos o total daquelas com um nimero impar de partes amarelas € igual a f(n).

Teorema 4.1.7. Seja f(n) o niumero de particoes de n em partes pertencentes a Ay ; da
forma Ay + Xy + -+ A, As > 2k, onde Ny = ¢;k + dyj, com cs =0 (mod 2), e se Ny e M\yq
sao partes consecutivas temos, ¢ > 4 + cyo1 + 2d;. Entao

o 2kn?

S gt = ! . (4.25)

(@5 ¢*)n(@5 ¢%)n

n=0
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Como um caso especial do Teorema (4.1.7) apresentamos uma interpretagdo combinatéria
para (4.7). Se tomarmos k = j = 1 em (4.25) temos o lado esquerdo de (4.7) o qual nos da
o Corolario (4.1.7).

Corolario 4.1.7. O ndmero de particoes de n em partes impares distintas = £3 (mod 8) e
partes pares Z 0 (mod 8) € igual a f(n).

Teorema 4.1.8. Seja f(n) o nimero de particoes de n em partes pertencentes a Ay ; da
forma A\i+Xa+- -+ Xs, Ay = ctk+dij, comcs > 1+2dg, e se Ay e A1 SaGo partes consecutivas
temos, ¢, > 14 cpo1 + 2d;. Entao

0 > ¢ (< gk gh)
5o - 5 gttt s

Como um caso especial do Teorema (4.1.8) apresentamos uma interpretagdo combinatéria

para (4.8). Se tomarmos k = j = 1 em (4.26) multiplicada por 1
de (4.8) o qual nos da o Corolario (4.1.8).

temos o lado esquerdo

Corolario 4.1.8. O numero de particoes de N em que as partes verdes sao distintas e as
N

partes azuis sio = £1,+£4,4+6 (mod 14) € igual ao nimero Z f(n)

n=0
Teorema 4.1.9. Seja f(n) o nimero de particoes de n em partes pertencentes a Ay ; da
forma A\ + Ao+ -+ A, My = ik +dyj, onde cs £ 0, e se Ny € A1 $Go partes consecutivas
temos, ¢ > 1 4 cpy1 + 2dy 1. Entao

o %kn(n—i—l)

> 1000 =3 (421

n=0

Como um caso especial do Teorema (4.1.9) apresentamos uma interpretagdo combinatéria
para (4.9). Se tomarmos k = j = 1 em (4.27) temos o lado esquerdo de (4.9) o qual nos da
o Corolario (4.1.9).

Corolario 4.1.9. O numero de particoes de n em que as partes verdes sao distintas e as

partes azuis sio = £2,£3,+4 (mod 14) € igual ao nimero f(n).

Teorema 4.1.10. Seja f(n) o numero de particoes de n em partes pertencentes a Ay ; da
forma Ay + X+ -+ A, As > 2k, Ny = ik +dyg, comcs > 2+ 2dg, e se Ay e A\py1 sao partes

consecutivas temos, ¢; > 1+ ¢ + 2d;. Entao

00 kn(n+3)

if(n)q": U 1 T (4.28)

« (0% %) (2% %),

n=»
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Como um caso especial do Teorema (4.1.10) apresentamos uma interpretagdo combi-

temos o lado

natéria para (4.10). Se tomarmos k = j = 1 em (4.28) multiplicada por N

esquerdo de (4.10) o qual nos da o Corolério (4.1.10).

Corolario 4.1.10. O numero de particoes de N em que as partes verdes sao distintas e as
partes azuis sao pares = £2,4+6 (mod 14) e as partes amarelas sao impares = +5 (mod 14)

¢ igual ao nimero f(n).

Teorema 4.1.11. Seja f(n) o nimero de particoes de n em partes pertencentes a Ay; da
forma Ay + Ao + -+ Ag, Ag > 2k, onde N\, = ¢tk + dij, com cs =0 (mod 2) e cg > 2, e se

At € A\ir1 8o partes consecutivas temos, ¢ > 4+ ciiq + 2diy1. Entao

o0 n o0 q2kn
%ﬂn)q _Z(qg’“;q%) (

— s n(@734%%)n

2

(4.29)

Como um caso especial do Teorema (4.1.11) apresentamos uma interpretagao combi-
natoria para (4.11). Se tomarmos k = j = 1 em (4.29) temos o lado esquerdo de (4.11) o
qual nos da o Corolério (4.1.11).

Corolario 4.1.11. O nidmero de parti¢oes de n em partes impares distintas = +£3 (mod 8)

e partes pares = +2,6 (mod 8) € igual ao nimero f(n).

Teorema 4.1.12. Seja f(n) o nimero de particoes de n em partes pertencentes a Ay; da
forma Ay + Xy + -+ -+ Ag, As > 3k, onde A\, = ¢tk + dij, com ¢ =1 (mod 2) e ¢y > 3+ 2ds,

e se Ay € M1 S0 partes consecutivas temos, ¢ > 4 + ci1 + 2d;. Entao

2kn2+kn

Z f(n)g" = Z (42 ng) (72 %), (4.30)
n—=0 747 )n 547 )n

n=0

Como um caso especial do Teorema (4.1.12) apresentamos uma interpretagao combi-

temos o lado

natéria para (4.12). Se tomarmos k = j = 1 em (4.30) multiplicada por N

esquerdo de (4.12) o qual nos da o Corolério (4.1.12).

Corolario 4.1.12. O numero de particoes de N em partes impares distintas e partes pares
N

#0,44,8 (mod 16) € igual ao nimero Z f(n).
n=0
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Teorema 4.1.13. Seja f(n) o nimero de particoes de n em partes pertencentes a Ay ; da
forma Ay + XAy + - -+ As, As > 4k, onde A\, = ¢k + dyj, com c¢s =0 (mod 2) e c¢s > 4 + 2ds,

e se Ay € M\g11 sao partes consecutivas temos, ¢, > 4+ ¢ o1 + 2d;. Entao

o 0 q2kn(n+1)
f(n)qg" = 4 . 4.31
2T = D iy g, (431

Como um caso especial do Teorema (4.1.13) apresentamos uma interpretagdo combi-

temos o lado

1
natoéria para (4.13). Se tomarmos k = j = 1 em (4.31) multiplicada por 1

esquerdo de (4.13) o qual nos dé o Corolario (4.1.13).

Coroléario 4.1.13. O nimero de parti¢oes de n em partes impares distintas = +£1 (mod 8)
N

e partes pares = £2,4 (mod 8) € igual ao nimero Z f(n).

n=0
Teorema 4.1.14. Seja f(n) o numero de particoes de n em partes pertencentes a Ay ; da
forma Ay + Xy + -+ A, As > 2k, onde N\, = ¢k + dyj, com cs =0 (mod 2) e ¢y > 2+ 2ds,

€ se Ay € M\p11 sao partes consecutivas temos, ¢; > 2+ ¢;y1 + 2d;. Entao

e e qk(n2+n)
f(n)qg" = , . 4.32
; () ; (2*; 428, (g7 2F; g2F),, (4.32)

Como um caso especial do Teorema (4.1.14) apresentamos uma interpretacao combi-

o lado

natéria para (4.14). Se tomarmos k = j = 1 em (4.32) temos multiplicada por :

esquerdo de (4.14) o qual nos dé o Coroldrio (4.1.14).

Corolario 4.1.14. O ndmero de parti¢coes de N em partes impares = +1,5 (mod 10) e

partes pares = +2,+4 (mod 10) onde as partes = £2 (mod 10) sao distintas é igual ao
N

nimero Z f(n).
n=0

Teorema 4.1.15. Seja f(n) o nimero de particoes de n em partes pertencentes a Ay ; da
forma Ay + Xy + - 4+ A, As > 3k, onde Ay = ¢tk + dij, com cs =1 (mod 2) e cs > 3+ 2ds,

e se Ay € M\g11 8a0 partes consecutivas temos, ¢ > 2+ ¢;1 + 2d;. Entao

S e qk(n2+n)+kn
fn)g" = . . 4.33
nzzo Q nzzo (@%@ )n (7285 g2, (4.33)

Como um caso especial do Teorema (4.1.15) apresentamos uma interpretagdo combi-

temos o lado

1
natéria para (4.15). Se tomarmos k = j = 1 em (4.33) multiplicada por .
esquerdo de (4.15) o qual nos dé o Coroldrio (4.1.15).
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Corolario 4.1.15. O niamero de partigoes de N em partes impares = +£1,4+3.5 (mod 10)

onde as partes = £1 (mod 10) sao distintas e partes pares = £2 (mod 10) € igual ao nimero
N

> fn).

n=0

Teorema 4.1.16. Seja f(n) o niumero de particoes de n em partes pertencentes a Ay, da
forma Ay + Ao+ -+ Xs, M = ¢k 4+ dyj, comcs =1 (mod 2), e se \y e \y1 sao partes
consecutivas temos, ¢; > 2 + ¢iiq + 2dyy1. Entao

n2

0o . 00 qk
;; S =2 (%5 ¢*)n (@75 ¢*F)n (4.34)

= n=0

Como um caso especial do Teorema (4.1.16) apresentamos uma interpretagdo combi-
natéria para (4.16). Se tomarmos k = j = 1 em (4.34) temos o lado esquerdo de (4.16) o
qual nos dé o Coroldrio (4.1.16).

Corolario 4.1.16. O numero de particoes de n em partes impares = £1, 43, +4,5 (mod 10)

onde as partes = £3 (mod 10) sao distintas € igual ao nimero f(n).

Teorema 4.1.17. Seja f(n) o numero de particoes de n em partes pertencentes a Ay ; da
forma Ay + Ao+ -+ As, Ag > 2k, N\ = ¢tk +dyj, comcs > 2 ecs =0 (mod 2), e se \y e

At11 Sao partes consecutivas temos, ¢ > 2+ cpy1 + 2diq. Entao

kn(n+1)

- __ q
; fog =2 (%5 ¢*)n (@75 ¢*F)n (4.35)

n=0

Como um caso especial do Teorema (4.1.17) apresentamos uma interpretagdo combi-
natéria para (4.17). Se tomarmos k = j = 1 em (4.35) temos o lado esquerdo de (4.17) o
qual nos dé o Coroldrio (4.1.17).

Corolario 4.1.17. O ndmero de particoes de n em partes = £2,+3,+4,5 (mod 10) onde

as partes = £4 (mod 10) sdao distintas € igual ao nimero f(n).

Teorema 4.1.18. Seja f(n) o niumero de particoes de n em partes pertencentes a Ay ; da
forma Ay + Ao+ -+ Xg, Ay =k +dij, comcs=1,2 (mod 4) e ds =0 (mod 2), e se A e

A1 Sao partes consecutivas temos,
g, 1= 0 (mod 4)  entao ¢, =3+ (mod 4)
o Se
cty1 =2 (mod 4)  entio ¢ =1+ L (mod 4)
onde c; > 1+ ¢ +2di 1 +2+ 4L, com=0,1
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g 1= 1 (mod 4)  entio ¢, =3+ (mod 4)
e Se
cty1 =3 (mod 4)  entio ¢, =141 (mod 4)
onde ¢y > 1+ ¢y +2di1 +2+14, comt=0,1
Entao . . ,
kn k. 2k
¢ (=4 4°")n
Zf(n)q” - Z k. JAk) (29 2R) (4.36)
— — (¢";¢")n(q%; ¢")n

Como um caso especial do Teorema (4.1.18) apresentamos uma interpretagdo combi-

natéria para (4.18). Se tomarmos k = j = 1 em (4.36) temos o lado esquerdo de (4.18) o

qual nos dé o Corolario (4.1.18).

Corolario 4.1.18. O nudmero de partigées de n em partes impares distintas Z +3 (mod 14)

e partes pares #Z 0,£6, £8 (mod 28) € igual ao nimero f(n).



CAPITULO 5

Outra Interpretacao para Particoes

Irrestritas

Neste capitulo destacamos o fato de que o que foi feito para muitas das identidades de
Slater também pode ser aplicado para outras somas onde sao introduzidos mais do que
dois parametros. No que segue apresentamos um resultado de Santos e Mondek, dado em
[12], que fornece, dentre vérias especializagoes, uma interpretagao alternativa para partigdes
irrestritas. Posteriormente mostramos que o nosso método permite interpretacoes de na-
tureza distinta fornecendo, como um coroldrio, outra interpretagao para partigoes irrestritas.
Definindo
Mo = {11,21,29,31,32,33,41,42,45,44, ...}

e para j,k, 0 > 1, 20=0 (mod k) ei <2(¢{—1),
Ai,j,k,é = {(ak + Tj + 2€ — 17— 1)rj+gg_i_1 - Mg | a,r, Z 0}
Santos e Mondek provaram o seguinte:

Teorema 5.1. [12] Seja f(n) 0 nimero de parti¢coes de n em partes distintas pertencentes a
A; ke tais que quando o = (ap +1;+20 —i—1)pj000—i-1 € f = (bp+5;+20 —i—1)gj100-i—1
sao partes consecutivas, a > 3, ak > (b+ s)k + 2¢. Entao

2+ (l—i—1)n

- no N~ 4
nz;f(n)q _Z(qf;q’“)n(q’“;qk)n' &-1)

n=0

54
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No caso ¢ = k e 1 = 2k — j — 1 se obtem o seguinte corolario quando fazemos j = k =1,

Teorema 8 em [12].

“O numero de particoes de n, p(n), é igual ao numero de particoes de n com partes em
s ) b S

M, tais que se A, e B, sao partes consecutivas, A > B, entao A > B +r”.

Aplicando, na soma (5.1), o mesmo procedimento que nos levou a obtengao dos teoremas

anteriores obtemos, neste caso, o seguinte resultado:

Considerando o seguinte conjunto Ay ;, = {bk + c¢j + d¢}.

Teorema 5.2. Seja f(n) o numero de parti¢oes de n em partes pertencentes a Ay jo da forma
A+ Ao+ A, onde A\ = bk + ¢ + dil, com Ny = M 4 b + ke; com M =20 —i—1,

se Ay € A\py1 Sao partes consecutivas, temos byy1 > cipq1 + b1 e dy = dyy1 + 2. Entao

0 €n+€zl)n

> o

n=

(5.2)

In(@"5 % )n

Este Teorema nos fornece para o caso | = k e i = 2k — j — 1 a mesma equagao (4.1) de
[12] dada abaixo

o0 kn +(j—k)n 1

Z (@3 )@ )0 (@05

n=

Da qual, agora, se tem a seguinte leitura no caso j=k=1.

Teorema 5.3. O numero de particoes irrestritas de n € igual ao numero de particoes da
forma A\ + Ao+ -+ + g onde Ay = ngk +myj + 1, onders_; =1+ 20 e se Ay € A\py1 SG0

partes consecutivas entao Ny > N1 + Myyq.

A Tabela abaixo ilustra na primeira coluna as parti¢oes irrestritas de n = 6, na segunda
coluna, as parti¢des de n = 6 obtidas pelo trabalho de Santos e Mondek em [12] e na terceira

coluna as particoes de n = 6 dadas pelo nosso método.
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p(6) c(6) D(6)
6 61 6j
5+1 6o (k+5j)
442 63 (2k+4j)
44+1+1 64 (3k+3j)
3+3 6s (4k+2j)
3+2+1 66 (5k+j)
3+14+1+1 53 + 14 (2k+3j)+(j)
24242 50+ 1; (k+4j)+(j)
24+2+1+1 5+ 1 (55)+()
24+1+1+1+1 41+ 24 (k+3j)+(k+j)
I+14+14+14+1+1 | 44 + 2, (k+37)+(2j)

5.1 Conclusoes finais

Neste trabalho, ora encerrado, apresentamos um método para obtermos familias de fungoes
geradoras, que para certos valores particulares dos parametros nos fornecem interpretagoes
combinatérias para identidades de Slater [16], ou mesmo outras identidades que nao sao
apresentadas em [16]. Este método pode, em principio, ser aplicado a qualquer identidade
do tipo Rogers-Ramanujan, isto ¢, uma identidade que apresenta de um lado uma série e do

outro um produto infinito.

5.2 Perspectivas de trabalhos futuros

e Dentro destas familias de fungoes geradoras, para especializagbes dos parametros,
fornecer bijecoes entre o conjunto de particoes fornecido pelo nosso método e as inter-

pretacoes combinatorias ja conhecidas.
e Fazer ligacoes entre as particoes obtidas pelo nosso método e particoes planas.

e Aplicar este método a outras identidades importantes, a fim de obtermos outras inter-

pretagoes combinatorias para as mesmas.
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