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RESUMO

Neste trabalho trata-se o problema de discriminagdo entre duas
populagfes caracterizadas por algumas variiveis categdricas e outras
continuas. A presenga das varidveis categéricas faz com que, dentro de
cada populagdo, aparegam sub-populacdes que devermn ser consideradas na

analise,

Primeiramente estuda-se a estrutura particular do vetor de médias e
da matriz de varidncia-covaridncia de irés tipos de vetores aleatérios
mistos de interesse. Em seguida, descreve-se alguns métodos de
discriminag8o propostos na literatura, para tratar problemas com
misturags. Finalmente apresenta-se um exemplc que permite ilustrar os
métodos de interesse, comparé-los e mostrar algumas de suas limitagBes

em aplicag@es praticas.
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CAPITULO 1

INTRODUCAD

1.1 - MOTIVACAQ

Na anélise multivariada de dados agrupados, quando ha i.nf'orrnaqéio
externa scbre procedéncias de um numero de populagdes possivelmente
distintas, o problema de discriminagdo ¢ tratado airavés da Anélise
Discriminante. Este método permite resolver o seguinte problema de

classificacgso.

Dado um objeto (ou pessoa) que se sabe pertence a algum de g
grupos, exclusivos e exaustivos, LI ng em  que foi dividida uma
populacBo m, trata-se de alocar o objeto a um destes grupos baseado em

urn conjunto de caracteristicas medidas nele.

0 objetive fundamental da Andlise Discriminante é construir uma
regra de alocagdo que seja 6tima em algum sentido tal como minimizar o

mimero esperade de erros de classificagic ou o custo médio de



classificar mal futuras observagbes. Este método também pode ser usado
com a finalidade de caracterizar as diferencas entre cs grupos ou para
determinar um conjunto de variadveis que reflita da "melhor maneira"

possivel estas diferengas.

A literatura sobre Analise Discriminante ¢ extensa. Isto pode ser
visto, per exemplo, na bibliografia de Cacoullos (1973}, Lachenbruch
(1975), Huberty (1975}, Goldstein e Dillon (1978) e Lachenbruch e
Goldstein (1979). Este tema 4as vezes é tratado sob o titulo de
classificaciio embora este termo usualmente fique reservado para a
Anilise de Conglomerados, Na literatura sobre reconhecimento de
padries este tipo de problema ¢é conhecide como reconhecimento de
padr&es estatistico com aprendizagem supervisionado (statistical
pattern recognition with supervi'sed learning) (ver Dolby, 1970; Duda e

Hart,1973).

Existe grande variedade de situagdes que dic origem a problemas

de discriminacdo, por exemplo:

- Os alunos de certa esc_ola devem fazer, ao final do ano, um exame que
determina se passam ou ndo 3 série seguinte, isto os separa em dois
grupos exclusivos e exaustivos: aprovados e reprovados. Um dos
alunos perde o exame por razbes de satde e o professor deve decidir
se o aluno passa de série baseado em um conjunto de notas de provas

e trabalhos feitos pelo aluno ao longe do ano.

- 0 gerente de pessoal da empr'esa A deve contratar 50 novos
funcionarios. A partir de wuma &avaliagdo detalhada dos atuais
funcionérios da empresa, estes s8o divididos em trés grupos:
competentes, regulares e incompetentes., Trata~se de escolher um
conjunte de caracteristicas que identifiquem os funcionarios
competentes para facilitar a avaliagBio e contratagio de pessoal

novo.

No primeiro exemplo, as variaveis usadas para classificar o aluno



que ndo fez a prova sdo consideradas continuas (notas), no segundo
exemplo, as caracteristicas a serem observadas nos candidatos s3o do
tipo categérico. Na préatica ndoc é tdo frequente encontrar pfoblemas de
discriminagdo onde todas as varidveis envolvidas sfo do mesmo tipo, é
muito comum que os grupos estejam caraterizados por misturas de
diferentes tipos de variaveis, desde varidveis continuas até variaveis
categéricas ndo ordenadas. Por exemplo, em um estudo sobre o sole,
isto est& caraterizado por medidas continuas de laboratério como o pH
e atributos categéricos como cor e textura; na medicina algumas
doengas podem ser identificadas pela auséncia ou presenga de certos
sintomas (varidveis hinarias), além do aumento na temperatura ou

pressdo dos pacientes (variaveis continuas).

A maior diferenga entre as varidveis continuas e categéricas no
contexto de discriminaclo é que as Wltimas geram subpopulagbes nas
quais o modelo de discriminacdo pode ser diferente, por exemplo:
homens e mulheres poderiam ter distintos sintomas da mesma doenga, ou
a variedade A do milho preoduzir mais que a variedade B se n#o for
atacada por uma certa praga porém, pode produzir menos para algum

nivel de ataque.

Se as variaveis categéricas envolvidas no problema de
discriminag8c sdo ordenadas, Krzanowski (1980} sugere atribuir valores
numéricos a cada uma das categorias e depoig tratar todas as varidveis
como se fossem continuas. Isto leva a usar as técnicas desenvolvidas
para o caso continuo como a Fungio Linear Discriminante (FLD)
introduzida por Fisher em 1936. No caso de variaveis categéricas nio
or‘denadaé, muitas vezes os analistas procedem da mesma maneira sem
parar para pensar nas consequéncias que isto pode ter no desempenho da
técnica ou nog recultades obtidos a partir dela. Como alternativa
Cociiran e Hopkins (1961) propuseram categorizar as varidveis continuas
e depois usar técnicas para varidveis discretas (ver Goldstein e

Dillon, 1978). Krzanowski (1380) comenta que outra solugio possivel é



separar ©0s dois tipos de variadveis para efetuar duas andlises

separadas usando técanicas apropriadas para cada caso.

Nenhuma das solugBes anteriores é a mais adequada. Tratar uma
varidvel nominal como continua significa atribuir-lhe um nivel de
medida superior ao verdadeiro, isto é perigoso peois equivale a aceitar
a validade de nogSes de ordem e/ou razfo entre os valores numéricos
atribuidos as categorias. Por outro lado, converter uma varidvel
continua em cordinal ou nominal resulta em perda de informagio que

poderia ser dtil aos objetivos da pesquisa.

Os problemas acima descritos tém motivado a criag8o de novas
técnicas, ou a modificagdo de algumas jd existentes, para resclver de
maneira 6tima os problemas de discriminagiio em présencga de mistura de

variadveis,

1.2 - © PROBLEMA E COMO E TRATADO

A Analise Discriminante foi descrita na segdo anterior como um
método apropriado para classificar observagbes em g {g=2) grupos
porém, em muitas aplicagBes praticas g=2 ou seja, o problema se reduz
a alocar observac¢bes em dois grupos ou a descrever as dif‘er'en't;as entre
dois grupos. Por exemplo, pacientes normais ou n#o, alunos reprovados

ou aprovados, ossos de fémeas ou machos e notas verdadeiras ou falsas.

Fazende uma revisfo das publicages sobre Andlise Discriminante
encontra-se que a maior parte dos trabalhos tratam assuntos
relacionados ac caso de dois grupos, as extensSes para trés ou mais
grupos usualmente aparecem como generalizages de estudos feitos
anteriormente para aquele caso particular. Na literatura sobre
diseriminacio com mistura de variaveis o padrédo anterior se repete.

Este fato contribuiu na definigSio da abrangéncia deste trabalho e do



problema especifico que serd aqui estudado e que & descrito a seguir.

Tratar-se-a de discriminar entre dois grupos (ou populactes) n:1 e

T, baseado num vetor misto WwW'=(x',y') composto por q varidveis

categéricas xl, ... ,Xx arranjadas no vetor x e p variaveis continuas
q

Yyr oo yp arranjadas ne vetor y.

A construgio da regra de classificagfio depende, como em qualquer
problema de discriminagdo do método de discriminagZo escolhide porém
neste caso a escolha do métode depende principalmente da quantidade de
dados disponivel, ou seja, do tamanho das amostras de treinamento

(training samples).

Seguindo' a classificagio de Seber (1984), os métodos de
discriminacdo para tr‘étar‘ misturas propostos na literatura, podem ser
agrupados em quatro classes levendo em conta a informag8o disponivel
sobre os grupoes. Nestas classes ©0s grupos sfo: (1) completamente
conhecidos, (2] con.hecidos exceto por alguns parametros desconhecidos,
(3) parcialmente conhecidos e (4) completamente desconhecidos. Seber
{1984) afirma que. na pratica, a diferenca entre {1) & (2) estia no
nimero de observagSes que compfem @s amostras de cada grupo, j& que
para ameostras muito grgndes a variagio nas estimativas dos parametros

pode ser ignorada.

Como representante da classe (1} considere-se o método de
discriminacdo baseado no Modelo de Posico (traducdo que serd usada
neste trabalho pa-ra Location Mdde[) » proposto por Krzanowski
(1975,1980). A caracteristica principal deste método é que o autor
segue um enfoque estritamente paramétrico e como primeiro passo busca
um modelo adequado para a distribuigio do vetor misto w. O modelo
escoihido foi o modelo de posicdo sugerido por Olkin e Tate (1961) que
assume gue as varidveis categéricas representam = categorias

muitinimiais e que a distribuicdo condicional das variaveis continuas,



dadas as categéricas, ¢ normal multivariada com vetor de médias gque
depende da populacio e da categoria observada, e matriz de variéncia
covaridncia comum a todas as categorias e a mesma nas duas populagdes.
J& com o modelo adequado para o vetor misto w, o passo seguinte foi
construir uma regra de aloca(;'éio pelo principio da razdo de
verossimilhanga que resultocu em um conjunto de hiperplanos de

discriminagdo, um para cada categoria multinomial.

Para representar a classe (2) basta considerar o caso amostral do
método anterior onde os parametros 530 desconhecidos e devem ser

estimados.

Entre os métodos da classe (3), que supde populagBes parcialmente
cenhecidas, podem ser mencionadas a FLD de Fisher (adaptada para
misturas per Krzanowski, 1975) e as trés FungSes Lineares
Discriminantes Modificadas propostas por Vlachonikolis e Marriott
(1982) que incorporam, como varidveis independentes, novas variaveis
construidas a partir das varidveis observadas. Isto, com a intencfo de
representar na fungio de discriminagfo, as interagdes entre varidveis
categéricas e entre varidveis categfricas e continuas que tém carater
mais multiplicativa do que aditiva e que por tanto nfo sio devidamente
representadas por uma funcg8o linear das varidaveis originais. Estes
métodos sfo considerados nesta classe, embora n#o sejam derivados
fazende suposicBes sobre a distribuicdo das variiveis nas populagSes,
pois a construgio das fungdes de discriminagfo depende dos vetores de
médias e da matriz de varidncia covaridncia (suposta comum) das
varidveis nos grupos, portanto estes parametros devem ser conhecidos

ou estimados.

Ainda na classe (3), tem-se o método de Discriminacio Logistica
proposto primeiramente em Cornfield (1962) e depois em Cox (1966) e
Day e Kerridge (1967). A suposigdo bésica deste método é que o

logaritmo da raz8o das verossimilhangas ¢ linear nas variaveis, isto



leva a construgdo de uma regra de classificagio baseada nas
probabilidades a posteriori que com ajuda do Teorema de Bayes s#o
escritas, de maneira simples e f4cil de calcular, dependendo
unicamente de uma fungZc linear nas varidveis cujos coeficientes sfo
estimados usando procedimentos de maxima verossimilhanga. Um detalhe
interessante relacionado a Discriminagfc Logistica ¢ que alguns
pesquisadores como Press e Wilson (1978} e Knoke (1982) nfo a
consideram um método propriamente dito senfo uma maneira alternativa

de estimar os coeficientes das fungdes lineares de discriminagio.

Finalmente, na classe (4) tem-se os métodos que supoem populaqﬁés
totalmente desconhecidas. De um lado o enfoque baseado na estimagdo
Kernel com uma proposta especifica para dados mistos de Aitchinson e
Aitken (1976) e de outro lado a classificacio segundo o vizinhe mais
proximo baseada nos métodos propostos por Cover e Hart (1967) e

adaptade para misturas por Wojciechowski (1987).

1.3 -~ ALGUMAS EXTENSGES DO PROBLEMA

Na segio 1.2 foi definido o problema especifico de discriminagio
em presenca de mistura de variiveis que serd tratado neste trabalho.
Ainda, foram classificados € descritos brevemente alguns procedimentos
de clagsificagfo apropriados que serdo estudados com mais detalhe nos
capitulos seguintes. Nesta secdo sao apresentados alguns
desenvolvimentos e extensdes dos métodos, com a intengdo de completar
uma visdo geral sobre o tratamento que tem recebido a discriminagio

com mistura de variaveis na literatura.

A proposta que originou o maior numero de extensbes € a baseada
no modelo de posigdio. Além dos dois artigos basicos onde sio
apresentades o procedimento de classificagdo para mistura de varidveis

bindrias e continuas (Krzanowski, 1975) e a extensdo do método para



misturas de varidveis continuas e categéricas em geral (Krzanowski,
1980), o autor da proposta, Krzanowski, tem contribuide com varios
outros trabalhos relacionados ao método que serdo mencionados a

seguir, em ordem cronoidgica de publicacio.

Em 1976, Krzanowski sugere estudar a eficiéncia do modelo de
posicdo através da representagfio gréfica das distancias de Mahalanobis
entre os grupos, via principal coordinate analysis (ver Gower, 1966 e
Krzanowski, 1971). Este artigo mostra como a aplicagdc do modelo de
posicio a um conjunto de dados pode ser examinada de tal forma a
revelar a estrutura dos dados e talvez apontar a razdo pela qual
qualquer melhora de desempenho tenha sido observada em relag8o & FLD

de Fisher.

Em 1979, propde algumas transformagbes lineares adegquadas para
observacdes mis.tas que simplificam sua estrutura e facilitam as
andlises preliminares dos dados. Com relagdo & Analise Discriminante,
as transformagdes reduzem a dimens3o do problema produzinde novas
variaveis em menor ﬁﬂmero que as ocriginais, e com uma estrutura
adequada, que permite ¢ uso da FLD de Fisher em lugar de procedimentos
mais cotnplicados que seriam os indicados para as variaveis originais.
Por dltimo, sugere um teste de ajuste para a FLD baseada nas variaveis

transformadas.

No ano 1982, Krzanowski extende, para o caso de misturas de
varidveis, o enfoque baseado em testes de hip6teses para discriminar
duas populacfes multinormais de Anderson (1958) e Jhon {1960, 1963). O
autor deriva uma regra de alocagdo baseada no modelo de posicio usando
argumentos de testes de hipéteses e ainda discute brevemente, alguns

dos possiveis méritos do novo enfogue.

Krzanowski (1983a) propde um método backward de selegio de

variaveis categbricas que permite identificar um modelo de posigio



reduzido e adequado para aplicagfes em discriminagdc, quando ¢ ndmero
de varidveis categéricas ¢ muito grande, e todas elas nfo podem ser
usadas diretamente. No mesmo ano, Krzanowski (1983b) deriva uma medida
de disténcia entre populagdes caracterizadas por uma forma geral do
modelo de posigio e discute a ehstimat;éio dos parametros para essa
medida. Este artigo constituiu a base da extensio do métedo de
discriminacio baseado no modelo de posigio para classificar mais de
duas populagdes proposto em Krzanowski (1986). Nesse artigo mostra-se
que para o caso de dois grupos, a classificagdo por minima distancia &
equivalente & regra de classificagBo de méxima verossimilhanga baseada
no modelo de posigdo, isto possibilita a extenso para discriminagio
miltipla (no sentido do Krzanowski, 1986, ou seja, de mais de dois
grupos), Um detalhe importante & ser colocado € que se for necessério
considerar probabilidades prévias ou custos de classificagfio errada,
entdo os procedimentos mais complexos de comparagio de fungles de
discriminacio duas a duas devem ser usados. Como alternativa neste
contexto, ¢ autor sugere basear a classificacio multipla nas FLD
Modificadas propostas por Vlachonikelis e Marriott (1982), estimando

os coeficientes por regressdo logistica.

Qutro pesgquisador interessado nos temas relacionados &
discriminagio baseada no modelo de posicdo & I. Vlachonikolis. Para
comecar, pode ser considerado o trabalho publicado em 1982 feito com a
colaboracdo de F.H.C. Marriott no qual s8o comparadas algumas técnicas
de discriminagfo para mistura de varidveis (entre elas a baseada no
modelo de posicio). JA4 em 1985, Vlachonikolis apresenta uma extenséo
assintdtica da distribui¢iio da regra de alocagfo baseada no modelo de
posi¢io para o caso Qque ©S parametros sfo substituidos pelos
estimadores amostrais comuns., No seu trabalho seguinte Vlachonikolis
{1986) compara as estimativas da  probabilidade esperada de
classificagiio errada, quando 0 modelo de posigdo estimado ¢ usado,
obtidas a partir da aproximagdc baseada na expansfio assintética

derivada em 1985, com as estimativas obtidas por métodos Monte Carlo.



Os resultados apresentados para diversas combinagtes de tamanhos de
amostra, nimerc de variaveis bindrias e continuas, distAncias de
Mahalanobis e probabilidades multinomiais, suportam a conclusio de que

a aproximagio € boa inclusive para tamanhos de amostra moderados.

Leung (i989) também trabalhou na distribuicic assintética da
funcic de discriminagdo estimada baseada no modelo de posicio. Ele
considerou a fungdo padronizada, derivando a sua distribuigdo
assintdtica, sem precisar inverter a fungdo caracteristica
correspondente ou c¢onhecer os valores exatos das distancias de
Mahalanobis que eram necessarios para derivar a expansio de

Vlachonikolis (1985).

Para terminar com as contribuicdes de Vlachonikolis neste tema,
tem-se o artigo publicado em 1990 no qual o autor deriva uma regra de
classificagdo preditiva para misturas baseando este enfoque nas
distribuicdes de frequéncias usuais associadas ao modelo de posiclo e
distribuicbes a priori vagas para o©s parémetros desconhecidos.
Apresenta também, alguns resultados Monte Carlo para comparar o
desempenhe da nova regra preditiva com a regra estimada concluindo
que, scb as condigBes consideradas, o valor esperado das taxas de erro

se comporta em geral, de maneira andloga para os dois métodos.

Finalmente, tem-se o trabalho de Tu e Han {1982) no qual ¢
proposto um esquema de amostragem chamado Double Inverse Sampling que
garante que as matrizes de covariancia estimadas nfo s=jam singulares.
Este esquema € derivado para o caso particular do modelo de posigdo
onde s8c consideradas p variaveis continuas e uma bindria {a regra de

‘classgificacio para este modelo foi derivada por Chang e Afifi, 1974).
Cutra proposta que motivou algumas extensdes interessantes é a

Discriminacfo Logistica. Anderson (1982} menciona e comenta as

extensGes  aqui descritas  brevemente. Para  maiores  detalhes

10



recomenda-se consultar esse artigo e as referéncias nele.

i)

ii)

iii}

iv)

Os temas desenvolvidos nas extensdes s3o:

Selegdo de varidveis : Anderson (1982) sugere um métode stepwise
para escolher um conjunto de boas varidveis preditoras (dentre as
possiveis), apropriado para a Discriminagio Logistica. Neste
método o critério para selecionar modelos é comparar o valor
méaximo do logaritmo da funcio de verossimilhanca obtido com cada
modelo. Por outro lado, a varidvel candidata a ingressar no
modelo, em cada passo do método, & avaliada com uma estatistica

com distribuicdo assintética chi-guadrado.

Discriminagio Logistica Quadréitica : Anderson (1975) considerou o
caso em que o logaritmo da razfo das verossimilhangas ¢ uma
funcio quadrética do vetor de varidveis e sugeriu uma aproximagfo
da forma quadrética envolvida, para o caso em que o ndmero de
parametros cresce muito e nfo é possivel usar os procedimentos

de estimagio iterativos.

Reducdo do vicio na Discriminagdo Logistica : O fato dos
estirﬁadores de méxima verossimilhanga baseados em amostras
pequenas, serem viciados é bem conhecido. Cox e Hinkley (1974)
propuseram algumas técnicas de corregdo que permitem eliminar
parcialmente este  vicio, Anderson e  Richardson (1979)
consideraram uma aplicagdo desses métodos para encontrar
estimadores corrigidos dos  coeficientes da  fungHo de
discriminagdo  logistica, cujas propriedades foram avaliadas
usando simulagdo. A conclusfo foi que o melhor desempenho dos
estimadores propostos, em relagiio aos estimadores de maxima
verossimilhanga, ¢ mais notério quando as amostras de treinamento

ndc sfo muito pequenas.

Atualizago da fungfio de discriminagio (Discriminant updates).
Anderson {1979) sugere aproveitar a informagio sobre os

parametros logisticos contida em observagBes que ainda ndo foram

1



alocadas em nenhuma populagdo. Para isto ele construiu uma nova
funciio de verossimilhanga que considera as observagSes do grupo
1, grupc 2 e do grupo 3, o ualtimo das observagBes ndo
classificadas, cuja distribuico é uma mistura das distribuigdes
dos grupos 1 e 2 com proporgies 8 e (1-8) respectivamente. O
custo deste procedimento é a introdugdo de um parémetro adicional
a ser estimado. Anderson (1982) comenta que este tipo de extens&o
ndo existe para a FLD mas que Murray e Titterington (1978)

abordaram este problema usando métodos de discriminagfio kernel.

v}  Discriminagdio Logistica para mais de dois grupos : A extensdo do
método para discriminar trés ou mais grupeos é direta. Assume-se
que ¢ logaritmo da razdo das verossimilhangas € linear para
qualquer par de populagSes. Depois estima-se os parametros usando
métodos de méxima verossimilhanga e por Ultime as novas
observacdes sdo aiocadas na populagdo com malor probabilidade
posterior. Toda_s as extenses da Discriminagde Logistica
mencionadas antes podem ser adaptadas para Discriminagio
Logistica multipla, a tnica restricio estd dada pelo numero de
parametros que deve ser estimado e que deve ficar dentro dos

limites operacionais dos procedimentos de otimizacfo.

Antes de terminar esta seqfo ¢ importante comentar que ndo foram
encontradas extensfies particulares para as FLD Modificadas propostas
por Vlachonikolis e Marrictt (1982). Uma razdo possivel para istc é
que seu tratamento tedrico e computacional é totalmente andlogo ao da
FLD de Fisher portanto, as extensdes propestas para a ualtima sHo
validas para as médif‘icaq&es (isto inclui métodos de selecdo de
varidveis, métodos para calcular taxas de erro e também calculo dos
coeficientes das fungbes 'por‘ regressdo logistica). A maior vantagem
disto é que n3o é necessaric novo software, qualquer programa

computacional comum para Andlise Discriminante pode ser usado.
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1.4 - SOBRE O TRABALHO

Este trabalho tem trés objetivos fundamentais que s8o expostos a

seguir:

- Chamar a atengdo sobre a necessidade de um tratamento adequado para
0s problemas nos quais algumas varidveis envolvidas s3o continuas e
cutras categéricas, mostrando a estrutura particular das observactes

mistas e as inter-relagfes entre os dois tipos de variaveis.

— Apresentar e descrever alguns métodos desenvolvidos na literatura
para resolver problemas de discriminagfo na presenca de misturas de
varidveis continuas e categéricas e ainda, mostrar os programas

computacionais disponiveis para aplicar estes métodos.

- Apresentar alguns resultados comparativos scobre os métodos, que
facilitem a escolha de um método adequado para discriminar com
mistura de variaveis, levando em conta a informacfo dispdnivel sobre

as populacdes e os tamanhos das amostras de treinamento.

Baseado nestes objetivos, o trabalho foi organizado da seguinte'

maneira.

No capitulo 2 apresenta-se as definigbes e transformagdes
necessirias para o desenvolvimento posterior dos métedos de
discriminag8o. Ainda, deriva-se © vetor de médias e a matriz de
variancia-covariéncia, populacionais e amostrais, de trés tipos de
vetores aleatérios mistos de interesse. A andlise do primeiro e
segundo momentos mostra caracteristicas particulares das obseriraqﬁes
mistas e revela as componentes discretas da mistura como fontes de

variagdo, pois impSem uma sobre-estrutura de grupes nas populaces.

No capitulo 3 sfo descritos em detalhe os seguintes métodos de

discriminacio para misturas de varidveis continuas e categéricas :
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- Método baseado no modelo de posigdo
- FLD de Fisher adaptada para misturas

- Fungbes Lineares Discriminantes Modificadas.

Os métodog acima constituem oS principais focos de interesse deste
trabalho no entanto, n3o s8c os {nicos considerados aqui, tem-se
também a Discriminagdo Logistica descrita de maneira ampla e outros
dois métodos: a Discriminagio Kernel e a Discriminacio Segundo o

Vizinhe mais Préximoe que sio tratados brevemente,
No capitulo 4 apresenta-se uma aplicagiio pratica para ilustrar os
métodos de interesse. O conjunto de dados utilizado e algumas analises

iniciais sdc apresentados no Apéndice A.

Para terminar, no capitulo 5 sHo expostas algumas consideracdes

finais e as conclusdes do trabalho.
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CAPITULO 2

CARACTERIZACAO BASICA DE MISTURAS

Neste capitulo & feita uma caracterizagdo do vetor aleatério
'misto. no sentido de definigdes, formas equivalentes de trata-lo via
transformacgdes e derivagdoc do vetor de médias e matriz de
variancia-covarifncia, por estes motivos chamada caracterizagio

basica.

Os elementos tratados neste capitulo apareceram primeiramente
como necessarios para o desenvolvimento dos métodos de discriminacgéo

descritos no capitule 3.

A Iset;éo 2.1 estd dividida em duas sub-segdes. Na sub-secdo
2.1.1 sdo apresentadas as definig8es essenciais para desenvolvimentos
posteriores. Na sub-gecfo 2.1.2 sdo tratadas transformagfes de
varidveis  categoricas em  bindrias e/ou  multinomiais.  Estas
transformagGes sdo uma compilag8c daquelas encontradas nos distintos

métodos a serem tratados no capitulo 3. S3o de fato, maneiras
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alternativas de olhar o mesmo problema e seus objetivos principais

sdo,

i) Mostrar que nfo h& perda de generalidade quando se estuda mistura
de variaveis bindrias e continuas , pois o caso geral, de misturas
de varidveis categéricas e varidveis continuas, sempre pode ser

reduzido aquele,

ii) Representar cada arranjo do vetor de variaveis categéricas como
uma categoria multinomial. Isto permite estudar individualmente
cada um desses arranjos e as suas interagdes com as variaveis

continuas na mistura.

Na segdo 2.2 serdo calculadas as esperangas € as matrizes de
varidnecia~covaridncia populacionais e amostrais de trés vetores
mistos: w composto por q varidveis biniriag e p continuas, W* composto
por uma multinomial e p continuas e v composto por uma multinomial, p
continuas e os produtos cruzados dos elementos da multinomial com as
varidaveis continuas, O vetor v é de interesse pois sera usado como

base para construir uma FLLD modificada na sego 3.4.

A caracterizagdo e interpretagdc dos momentos amostrais
basicos, médias, variincias e covariancias & uma contribuicio deste
trabalho. As expressBes algébricas encontradas por adequada formulagio
da matriz de dados exibem os esperados estimadores de momentos das
correspondentes expressdes populacicnais. Estas por sua vez revelam
com muita clareza o efeito do tratamento conjunto das variaveis na

presenca da mistura.

Os resuitados destes procedimentos aigébricos mostram z estrutura
da observagic mista e as interrelagBes entre varidveis categoéricas e
continuas pelo simples exame do vetor de médias e matrizes de

varifncia—covariancia.
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Os momentes das varidveis continuas na presenga das categorias,
mostram estas Uultimas como fontes de variagdo atuando como
sobrestrutura de grupes scbre as populagSes ocu individuos. De fato, o
vetor de médias das continuas tem como componentes médias ponderadas
das médias "dentro" de categofias. As matrizes de variancia e
covaridncia das continuas exibem no célculo das varidncias e
covarifncias a contribuicio da variabilidade dentro das categorias e
entre categorias. Além disso, as covaridncias entre categéricas e
continuas refletem o efeito da categoria na média: covaridncia entre
categérica e continua se reduz a uma média ponderada, pelas
probabilidades de cada categoria, dos efeitos da categoria na média,
ot seja, desvio entre a média de cada continua dentro da categoria e

uma média geral.

Estes resultados sfo uteis na analise de misturas e sugerem uma
apresentacdo da matriz de varidncia e covariancia que permita
recuperar a participagic de cada fonte e/cu peso nos primeiro ou

segundo momentos sob andlise.

2.1 - DEFINICOES E TRANSFORMACOES

2.1.1 - Definigdes Basicas

Def‘iniqﬁo 2.1.1 Um vetor aleatério w = (wl, Woo e Wp )
+q

dito um vetor aleatério misto se q (q > 0) das variaveis
aleatérias que o comp@em sHo discretas e as outras p (p > 0),
sdo continuas. ' Isto €&, o vetor w pode ser escrito

omo w = {w' ,w ) onde:
c { (1)’ (2)]

W é um vetor discreto q - variado e

w(z) é um vetor continuo p - variado.
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Neste trabalho se assumird gque as componentes discretas do
vetor misto sdo categéricas, portanto, serfo consideradas unicamente
misturas de varidveis categéricas (ordinais e nominais) e variaveis

continuas.

Definicio 2.1.2 Uma variavel aleatéria x, ¢ dita variavel

aleatdria binaria se assume unicamente os valores zero e um.

Definigdo 2.1.3 Distribuigdo Multinomial (Johnson e Kotz, 1969
p- 281). Considere uma série de ensaios independentes nos quais
scmente um de k eventos mutuamente exclusivos e exaustivos
E1’ Ek deve ser observado e tais que a probabilidade de
k
ocorréncia do evente l-:J € pj para cada ensaic (com X p=l).

J=1]
Entdo a distribuicZo conjunta do vetor aleatério (nl, vers nkJ’

cujas componentes representam ©os nimeros de ocorréncia

dos eventos E1’ . Ek, respectivamente, em N ensaios
” .
(com jE_:l n, = N) estd definida por:

k
P(n, n, ..., n) = NI 1 (0O=n; % n =N
1 T2 k =1 nt b=

e é usualmente chamada distribuicdo multinomial com

parametros N, P+ P p, € denotada Multin(N, P e

SR
pk).

Propriedade 2.I.} A distribuicdo conjunta - de qualquer

subconjunte n o P das nj's também ¢ multinomial (com
a .
s
uma variavel (s+l) igual a N - jglna ). De fato:

J

18



5
) s -1 s N —Ji_!xna s r:naj
= ! — 1 1 — -
P{na seewy T ) = NU(N j§1na ).Jl;[lna.] (1 ]§1 P, ) 3 jglpa
1 5 j ] J J
Observe-se que a distribuigo binomial bIN, pl) cumpre a propriedade

anterior fazendo s = 1.

2.1.2 - Transformacio de Varidveis Categoéricas

A seguir serdo definidas algumas transformagfes para variaveis
categéricas que aparecem no estudo dos métodos de discriminagio para
misturas., Estas transformacdes s8o interessantes pois usam a
distribuicdo multinomial para estudar individualmente cada uma das
categorias geradas pelos distintos arranjos do vetor de variéveis

categéricas. Para comegar considere-se o caso de uma Unica varidvel.

Definicdc 2.1.4 Transformacio de uma variavel categérica em

vetor binario. Dada x uma variavel aleatéria com ¢ categorias,

entio x ¢ substituida por (¢ - 1} varidveis binarias X s
X ., tais que se a j-ésima categoria de x for observada
entéo,xJ=lexi=OVi:&ji,j=1,...,c—l.Quandoa

tltima categoria ¢ for observada, todas as varidveis bindrias

serdo iguais a zero,

Exemplo 2.1.1 Num estudo sobre a procedéncia dos alunos de
pds—graduacio da UNICAMP define-se a variavel aleatéria x = lugar de
nascimento, com trés categorias possiveis: Sdo Paulo, outro estado do
Brasil e fora do Brasil. Usando a transformag¢do anterior x €

substituida por duas variiveis bin&rias xl e x2 tais que:
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X x )
x (1. ”

Sd0 Paulo (1, 0)
outro estado (0, 1)
fora do Brasil (0, 0}

Depois da transformacfo, o vetor (xl, xz)’ representa o lugar

de nascimento dos alunos de pés—-graduacio da UNICAMP. =

Considere-se agora o caso de duas ou mais varidveis

categoéricas.

Definicdo 2.1.5 Transformagdo de variaveis categoricas em uma

multinomial. Dados xl, X

categbricas taig que a i-ésima varidvel x  tem k; categorias
1

vy X variaveis aleatérias
c

possiveis {i = I, ..., ¢) entdo, o vetor x = (xl, ...y X ) que
c
c
assume k = i1;[11(i valores distintos sera substituido por outro
vetor [21' cees zk)’ com distribuicio multinomial de maneira

tal que se a m-ésima categoria definida por k é observada,

z=1lez=0V j=zm; j m=1, 2, ..., k.
m J

Exemplo 2.1.2 Sejam as variéveis categéricas X = sexo com duas
categorias e X, = faixa etaria com trés categorias: [20, 35[, [35, 50[

e 50 ou malis anos.

Na notacio da definigdo 2.1.5 tem-se que k1 = 2 e kz = 3, logo,

k = (2)(3) = 6 portanto, a multinomial z = (21’ cees

26}’ é definida da seguinte maneira:
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(x,, le’ (z_, Z, , 26)’
(Maseg, {20,35][) - (1, 0, 0, O, 0, 0)
(Masc, {35,501[) (0, 1, 0, 0, 0, 0)
(Masc, 50 ou mais) (0, 6, 1, 0, 0, O)
(Fem, [20, 351[) (0, 0, 0, 1, 0, 0)
(Fem, [35, 501[) (0, 0, 0,0, 1, 0)
(Fem, 50 ou mais) (0, 0, 0, 0, 0, 1)

Neste exemplo, cada combinagdo possivel de sexo e faixa etaria

representada originalmente no vetor (xl, xz)’, estd representada
(depois da transformagdo), por algum valor do vetor 2z’ = (21,
26). Note-se que =z ~ Multin(l, Py «eos pﬁ) onde p, = P(x1= masc e

6
X, = [20,350); ..., P, = F'(xl= fem e X, = 50 cu mais) sdo tais que i§1p1
=1 =

A seguinte definicdo representa um caso particular da
transformaciio acima (definigdo 2.1.5), no qual todas as varidveis
categéricas sfo binarias. Sob esta hipbtese as categorias multinomiais

podem ser estabelecidas usando uma expressdo algébrica apropriada.

Definicdo 2.1.6 Transformagdo de um vetor bindric em

multinomial. Dadas q variaveis aleatérias binarias xl, very X,
q
entdo, estas s3o expressadas como uma multinomial z = [21, ceny
qu) de maneira que cada arranjo do vetor binario x' = (xl,
.., X )} determina uma categoria multinomial de forma ddnica
! q (1-1
dada por m = I +i21x12 assim, se (xl, ..., X1 for
= q
observado, entio, z = te zj= OV ji#mjm=1, ..., 24,

A transformacfo anterior foi usada por Krzanowski (1975) quando
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propés um método para discriminar -mistura de variaveis binarias e

continuas baseado no modelo de posigiio (ver cap.3 segdo 3.2).

Exemplo 2.1.3 Sejam X, X, € X, variaveis binirias, usando a

transformagio da definigo 2.1.6,"es1:as varidveis sfo substituidas por

uma multinomial de 2% =g categorias.

x {xl. X, X, ) m (z , s, Z)

¢, = (0, 0, 0) 1 (1, 0, 0, 0, 0, 0, O, 0)
c, = (1, 0, 0) 2 (0, 1, 0, 0, 0, 0, O, 0)
c, = (0, 1, 0) 3 (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0)
c, = (0,0, ) 5 (0, 0, 0, 0, 1, 0, O, O)
¢, = (1, 1, 0) 4 (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0)
c, = (1,0, 1) 6 (0, 0, 0, 0, D, 1, O, O)
c?={0, 1, 1) 7 (0, 0, 0, 0, D, 0, 1, O)
c, = (1, 1, 1) 8 (0, 0, 0, 0, D, 0, 0, 1)

i=1 1
neste caso =z = (zl, . 28] ~  Multin{1, Pio oo pa] onde

8
P = P[x=ci] € 1§1p1 =1 .

Em. 1960, Krzanowski extendeu o método de discriminacio proposto
em 1975 para discriminar com mistura de varidveis categéricas e
continuas em geral. Esta extensdo € simples usando o fate de que
qualquer variivel categérica pode ser transformada em um vetor bindrio

conforme foi visto na definigio 2.1.4,

O seguinte exemplo ilustrard a aplicag8c conjunta das

definicBes 2.1.4 e 2.1.6 para transformar um vetor de varjdveis



categéricas em vetor de bindrias e depois em multinomial. Esta
transformacio que poderia ser feita diretamente usando a definigdo
2.1.5, é ilustrada aqui pois é assim que é& usada em Krzanowski (1980)

(ver subsegdo 3.2.3).

Exemplo 2.1.4 Sejam as variaveis X = sexo e X, = faixa etéria

definidas no exemplo 2.1.2; X, tem 2 categorias, entdo X, é

substituida por uma  varidvel binaria l:a1 tal que se
x = feminino = b1 = 0 e se x = masculino = b1 = 1 x’2 tem 3
categorias, entfo, X, ¢ substituida por duas variaveis binarias bz’ ,bs
tais que:
se x, = [20, 35] = (bz, b3] = (1, 0)
X, = [35, 50 = (bz’ b3]_= (0, 1)
= = (0, 0)

50 ou mais = (b, b.)
2" T3

Portanto a informagio que originalmente se obtinha do vetor

categérico (xl, x2] agora estd representada .nos seis valores

diferentes que assume o vetor bindrio b =- (bl,' bz' b3] da seguinte
maneira:
(xl, xz} (bl, bz'.b;;]

(F, {20, 3510) (0, 1, 0}

(F, {35, 501[) (0, 0, 1)

(F, 50 ou mais) (0, 0, 0)

(M, [20, 351[) (1, 1, 0).

(M, [35, 5010) (1, 0, 1)

(M, 50 ou mais) (1, 0, Q)

Observe-se que os valores (I, 1, 1) e (0, 1, 1) do vetor

binario nio representam nenhuma combinagio possivel de sexo com faixa



etédria, portanto, assume-se que P[b = (1, I, 1)} = Plb = (0, 1, 1)] =0.

Agora, usando a definigdo 2.1.6 no vetor binario (bl, bz’ bg),

o . - . . 3
estas variadveis sdo substituidas por uma multinomial com 2° = 8

categorias de tal maneira que:

. *
(xl, xz} (b1’ bz, b3) m {21’ ce ey zs]
(F, 20, 35 {0, 1, 0} 3 (o, 0, 1, 0, 0, O, O, O)
(F, [35, 50I) (0, 0, 1) 5 (0, 0, 0,0, 1, 0, 0, 0)
(F, 50 ou mais}| (0, 0, 0) 1 (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
(M, [20, 350} (1, 1, 0) 4 (o, 0, 0,1, 0, 0, 0, 0O)
(M, [35, 501[) (1, 0, 1} 6 (0, 0, 0, 0, 0,1, 0, 0)
(M, 50 cu mais) (1, 0, 0) 2 (0, 1, 0, O, 0, 0, 0, O)
3
(*)m = 3z b2
i=1 1
0 vetor z = {21, ooy 28] ~ Multin(l, Pr oo ps) onde,

Plb=1(0, 1, 1)) =0e
Plb = (1, 1, 1)) = 0,

il
il

P, = HZ? =1
= P(z8 =1)

Pg
pois, como foi visto antes, essas combinagSes das varidveis bindariasg

ndoc representam nenhuma combinagio de sexo e faixa etaria. =

Para terminar esta seg8o sera definida uma transformagdo muito
similar & anterior (definigio 2.1.6), porém diferente pois o vetor
multinomial & formado por r = 2% - | vari4veis binarias sendo que uma
delas foi omitida para evitar a dependéncia linear entre as
componentes xl’s. Esta transformacgfo foi usada por Vlachonikolis e
Marriott (1982} para construir alpumas modificagSes da Fungfo Linear
Discriminante de Fisher que melhoram seu desempenho em presenca de

misturas de variaveis.
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Definicdo 2.1.7 q varidveis binarias xl, ers X sdo

q
substituidas por r = 2% - 1 varidveis Zy ey 2 tais que se
.U

d (1-1}
m= % x 2 e€f{l, 2, ..., v}, entdo, z =1 e z =0 V¥

i=1 } m 1
jFm; j=1, ..., r esem=0&ntéozj=0b’j=l, T
Observe-se que o vetor [21’ vees zr)' est4d formado por um

subconjunte das varidveis do vetor multinomial z da definicdo 2.1.6,

logo, pela propriedade 2.1.1 da distribuicdo multinomial, também &
T
muitinomial se a variavel z = 1 - ]glzj € considerada.

2.2 - DERIVAGCAO DO VETOR DE MEDIAS E MATRIZ DE
VARIANCIA-COVARITANCIA.

Nesta segdo ¢ derivado o vetor de médias e a matriz de
variancia-covaridncia pepulacional e amostral de vetores mistos de
trés tipos:

i) Mistura de variaveis bin4rias e continuas.

ii) Mistura de uma multinomial e variaveis continuas.

iii) Mistura de uma multinomial, varidveis continuas e as interacBes
entre elas representadas pelos produtos cruzades das componentes

multinomiais e ag varidveis continuas.

Na primeira parte serd estudado o casc populacional. A notacic
usada serd definida oportunamente e os resultados serdo comentados e
comparados entre os diferentes tipos de misturas. O caso amostral serad

tratado na segunda parte desta secio.
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2.2.1 - Caso Populacional

a) Mistura de variiveis binarias e continuas.

Para comecar serd considerado um vetor misto de varidveis
bindrias e continuas:

Seja w = (x', y') vetor aleatério misto onde:

X = [xi, .ees X )’ é um vetor aleatério bindrio
a

o
Il

{yl, oy ¥ ¥ é um vetor aleatério continuo.
P

As componentes de x s8o bindrias portanto este vetor assume 21
valores diferentes, (conforme visto na definig8c 2.1.5), que serdo
chamados Cz’ Cz’ ceny Czq, assim, cada cJ representa algum dos
possiveis arranjos do vetor binario.

Para facilitar o célculo dos mementos considere as seguintes

definigdes:

S(xil = { conjunto de indices dos valores de x nos quais X = 1}

¢ Q. - .
={jedl, ..., 2 }]c:j [xl, v X o Lox e xq]},

I+l

S(xl,xj] = {conjunto de indices dos valores de x nos quais xi=l e xj'-:l}

- Q). _ i
= {kefl,..., 2 }|ck_(x1, e X Lo X L ..., xq)},
i, j=1, ..., q;1i# ]
pj = Plx = cj} i=1 .. 2% probabilidade de que x assuma o valer
C;,'

k -
pj = E{yj’x=ck), esperanga condicional de yj dado que x assume o
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valor C > k=1, ..., 2% i=1L ..., p

o‘?;} = cov { ¥ yj|x=ck). covariancia condicional entre y e Y, dado

que X assume o valor C k=1 ..,2%1, j=1, ... p

Agora, a esperanga de w estd dada por:

Ew) =E | % Ex
y Ey
mas
Ex =E(x, ..., x) = (Ex, ..., Ex ) e
Ey = E { Y oo yp) = (Eyl, Eyp)
E(x.l)=0P[x1=0)+1P[xiﬂl}=P(Xisl}
,9
.P[ X = i) =j§1 P( X = 1|x = cj} P( x = cj)
mas
_ _ 1 se j e S(x)
P(x1—1|x—c]-{oc.c. 1
logo
Plx == I Plx=cl= = p
j e S(xl} Jj & S(xi)
~Elx) = = p i=1 ..., q (2.2.1)
j & S{xi) .

Em (2.2.1) tem-se que a esperanga de X ¢ o somatério das

probabilidades de que x assuma algum valor para o qual x = L.
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2 21
_ _ s )
Ely)= I E(yilx—cl) P{x—cj) J§1 BOP,

(2.2.2)

Note-se que a esperanca de Yy denotada por ﬁl, representa uma
média ponderada das esperancas condicionais de Y, dados os valores de
X, onde os pesos sH0 as probabilidades de assumir esses valores

respectivamente,

Portanto, de (2.2.1} e (2.2.2) tem-se que o vetor de médias do

vetor aleatério misto w & dado por:

E(W) = [ng(xl) Pj- ---’Jeg{xq) DJ, .”.1, paey ,J_p ]

A seguir sera calculada a matriz de variancia-covariancia de w:

Seja coviw) = 02 = [ voa ] , onde

AT T
¥ = I!.bU] = [cov( X, xj}] i, i=1 ..., q
A =[8]=lcovl x, y)l i=14 ., q;i=1 ..., P
1) 17
T = [arij] = [cov( ¥y yj)] b, j=L ... p

Primeiramente sera derivado o bloco ¥ correspondente Aas varigveis

binarias:
y.'rjj = E( xliJ - E[xi)E(xJ) se i j {2.2.3)

agora,
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q

2
E{xixj} = 1 P(x =1, xj=1} = ZPlx=l, xj=llx=ck]pk

mas
1 se k ¢ S(x, x)
P(xi=1, x =1|x=ck] = 1 ]
] 1o c.c
logo:
Exx)= Z p Lj=1 .., q i#]
: k€ S(xl.xj} (2.2.4)

substituindo (2.2.1) e (2.2.4) em (2.2.3) tem—se:

yo= z P, - = p 5 p
Vove SO ) k € S(xi) k k € S(xj) k (2.2.5)
P=#J5 4] i, » 9
Agora:
2 _ 2 12
W o= var (x) = E(x)) - [E(x)]° = P{x =1) - [P(x. = i)]
ii i i i ) i
logo de (2.2.1),
Y = z P 1 - Z D
. [ J € sx) . ] [ )€ stx) J ] (2.2.6)

Derivando o bloco correspondente as covarifncias entre binarias

e continuas {matriz A), tem-se:

61j = E( xiy]) - E(x}]E(Yj) i=1 ., =1 .,0p (2.2.7)

q
2
E{xly]} = Z E(xlyj|x = ck}pk
mas
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ujk) se k & S{X1]

O c.C.

E(yj|x =c)

E[xiyjlx = Ck} =

logo:

E(xlyj} = X u{k’pk i=1..,q; j=1 ..,p

KES (x))
(2.2.8)
de (2.2.8), (2.2.1) e {2.2.2) em (2.2.7) tem-se:
{x) ~
6”= z “p, - Z P, 1
k€S (x,) k€S (x,)
s = I p [u“" - ﬁj] =1, ..., q (2.2.9)
! kES{xl) ] Jj=1, s P

em (2.2.9) observa-se que a cov[xl, yj] = 611 é uma média ponderada
dos desvios entre as médias condicionais de yj dado x e a média de yJ.
Contribuem nestas médias unicamente os valores de x para o0s. quais
X = i e tem como ceeficientes de ponderacio as probabilidades de x

assumir esses valores,

Para que & matriz cov(w) esteja totalmente definida falta
conhecer as compenentes de I, ou seja, a matriz de variancia e

covariancia entre continuas na presenga de misturas, entfo:

CA E(ylij - E[yll E(y}) i+ L, j=1, ..., p

J

2‘-1
E(yiyj) = k§1 E[ylyj|x =c)p

mas

(x) N _ _ _
cov(yi,yjfx =c)= o = E[yly1|x = ck} E(yi|x c) E(y]|x c,)
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(ver a definigdo de variéncia condicional em James, 1981 p.176)

como,
_ _ ) (k} (2.2.10)
E(yij.rJ X = ck} = o‘lj + pj
portanto
2" (i) (k) (k)
E(ylyJ] = k§1 [ oyt R H } P, (2.2.10)
entdo
2" {k) (k) (k) - =
¥y = k§1[ Ty M ] e K
q q
_ N - W o = -
=1 Ty P k=1 Py BBy Py
2" (x) 3 S k) =
alij=k§161j pk+k§1[u1dul][u1_ uj]pk

(2.2.12)

em (2.2.12) a cov(yi,yj) = 'a'ij, est4d escrita em fungio de duas
parcelas que, identificados os valores que X assume como se fossem
categorias, podem ser interpretadas como covaridncia dentro (primeira

parcela) e a covariincia entre as categorias (segunda parcela).

1

Se em (2.2.12) assume-se que o*:l;} = clj Y k=1 .. 2, ie.,

que as covariincias condicionais de [yi, yj] sdo iguais para todos os

valores de x entdo,

2
_ G - k) —
LTI N [” pl1][”] J] Py (2.2.13)
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Note-se que var(yi) =7, é um caso particular de (2.2.12) assim,

_ 2 -+ . ; W = 2 (2.2.14)
T w3 Ta P k=1 T R
logo, se cr:l:} o, Vk=1 ., 2% entso,
2‘:1 2
y =0 + o n e i=1 2 . p (2.2.15)
i 11 k=1 i 1 k v ' _

Derivados portantoe o] vetor de médias e a matriz de
varidncia-covaridncia da mistura de bindrias com continuas, ou seja,
do vetor aqui denotado w, o préximo passo & estudar quais sdo as
mudangas nas express@es encontradas sob as transformacgtes de interesse

definidas na segio 2.1.2.

b) Mistura de multinomial e continuas.

Até agora trabalhou-se com w = (x',y'} porém, se a parte
binadria deste vetor é transformada usando a defini¢do 2.1.7 tem-se um

novo vetor misto:
w = ( z', y') onde z = (21, cens zr) er =27 -1 (2.2.16)

*
Antes de "comecar a calcular os momentos de w é necessario

definir a notagdo que serd usada:

Seja z, a variavel que completa o vetor muitinomial =z
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zZ =1- Xz = S (2.2.17)

logo,

p = P(zj = ) i=1 .., r r=2v-1 (2.2.18)

P(zo =1 =1- P(z0 =0)=1-P3 z, = 1,j=1,...,r)
r

=1-Zp = p, (2.2.19)

pj é a probabilidade de observar a j-ésima categoria multinomial

(] =0, 1, ...,r).

ujm] = E(:~fj|zm =1 m=0, ... r3j=1 ..,p (2.2.20)

¢ a esperanga condicional de y] dado que foi observada a m-ésima

categoria multinomial. Finalmente,

{m) _ = = .5 r =
o = cov[yl,yj|zm ) m=0, ...,r;i,j=1, ..., p (2.2.2])

representa a covariincia condicional de yl e yj dado que foi observada

a m~ésima categoria multinomial.

»
l.ogo, o vetor das médias populacicnais da mistura w definida

em (2.2.16) &, por definigdo:

E[w*) = (Ezl, Ezr, Eyl, Eyp]’,
onde
E(zm) =0 P(zm= 0} +1 P{zm= 1= P(zm= 1) = P_ m=1 .., r
(2.2.22)
€
r r _
E(yj) = I E(yl|zm= IJP[zm= 1} = o WP = K (2.2.23)
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Este resultado é equivalente ao obtido em {2.2.2). A diferenga entre
eles, & que em (2.2.23) se condiciona as categorias multinomiais
enquanto que em (2.2.2) se condiciona aos valores que pode assumir o
vetor x. Isto n3o faz diferen¢a pois, apds a transformacg8o, cada valor

de x estd representado por uma Unica categoria multinomial.

Portanto, de (2.2.22) e {2.2.23) 0 vetor de médias buscado fica
dado por:

= —_
Elw) = (pl, vees Dy My i, “p)

r 1

.
Para derivar a matriz de varidncia-covariéncia de w , denctada por

*
cov{w }, considere a particdio em blocos abaixo:

* *
cov(w*] = !‘.!“F = \p‘ A‘ (2.2.24)
(n)y T
onde:
Y=y 1= lecoviz, 2] i i
¥ = wu = [cov zi, Zj _ Li =1 .., r
2" = 15" 1= [covl ) i =1 =1
=5, 1= cav Z yj i=1 .., j=1 ..., p
* * ' .
r = [:arIJ ] = [cov(yi, y]}l LWi=1 .., p

. *
Entdo, para derivar os elementos de ¥ tem-se:

* ' . .
w” = E(ziz])— E(zi)E(zj} i, j=1, ..., r
mas
D
E{zlz) = 0 se 1
J P{zi= 1) se i=j
entao
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* " PPy e 1#J yi=1,.

= e, I
15| pll- p) se i=] (2.2.25)

W

Ld
Este resultade era esperado pois w” ¢ simplesmente a covariancia

entre duas compeonentes de um vetor multinomial.
L]
Os elementos de A sdo obtidos a seguir, desde que:

31) = E(ziyj) - E(zi]E[yJ),

e como,
r W
E[ziy]) = nZo E[ziyj|zm= l)P(zm= 1 = E(yj[zi= I}pi= BPy (2.2.26)
i=1, ...,r; j=1, ..., p
segue-se que
5‘ (l)p —p'-_l {{i) } 1=1) )F’J=l) )p

(2.2.27)

ou seja, a covariancia entre uma componente continua yj e uma
categoria multinomial se expressa como o efeito na média da componente
continua, representado por uma diferenca entre a média condicional de
yj na i-ésima categoria e a média de yj, ponderada pela probabilidade

de que a categoria i seja observada.

Observe-se que na expressdc (2.2.9), que representa a
covarifncia entre X e ¥, © resultado & parecido mas, nesse caso,

tem-~se um somatério de  diferencas ponderadas para todos o5

valores de x nos quais x = I
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"As varidncias e covari&ncias entre as componentes continuas do vetor

*
misto levando em conta a presenga da multinomial, ou seja, 7,

definidos comeo:

* H H —
LA E(ylyj) - Elyl)E(ij, i, j=1 .., 0p
mas,
E(y vy ) = ; Elyy |z=0p = ; (0™ + p ™™
i7) m=0 i"jJ' m m m=0 1] i §
logo:
r r
* _ {m) {m) (m} _ =
LAYE m§0°‘” P i M My P K

que pode ser escrito como,

- {m) -
uil[uj ujlpm

r
{m}
LSTha mEUUIJ P ¥ mgo{ul

ir.j =1, ... p

y s80

(2.2.28)

(2.2.29)

No casg particular em que se assume matrizes de covariancia

o*_(m) = @ Y

iguais em todas as categorias, (i.e. ) y
1

mn

tem-se:

r
_ (m} -~ (m) = v
Y=t mEU(“i pl}(uj ,u})pm Lj=1 .., p

onsT),

(2.2.30)

As expressBes (2.2.29) e (2.2.30) s3c totalmente equivalentes as

obtidas para ¥, em (2.2.12) e (2.2.13). Como Jj& fol comentado antes,
1

a diferenca estd em como sdo denotados as categorias geradas pelos

distintos valores que assume o vetor binario x, quando se condicionam

as esperangas. Novamente, ¢é fécil identificar as parcelas

destas

expressdes como revelando as componetes dentro e entre categorias.
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c) Mistura de varidveis continuas, multinomiais e interacdes entre

elas.

Considerando agora o vetor misto espandido pelas componentes de

produtos entre as vari&veis multinomiais e contfnuas, ou seja,

= vens . s aees s 2 s eeey ’ 2.
v {21’ z. ¥, Y 2,9, zryp) (2.2.31)
serido derivados o vetor de médias e a matriz de varidncia-covariincia
correspondentes. Este vetor ¢ de interesse pois Viachonikolis e

Marriott {1982), construiram uma FLD modificada baseada j& n#o nas

variaveis originais [xl, o X Ve yp) sendo no vetor v cujas

componentes sfo, o vetor multinomial transformade (21’ vees Z ),

©

todas as varidveis continuas Yo s ¥, € 08 predutos da forma yilz]
P

que representam as interagdes das varidveis continuas com as distintas

categorias multinomiais.

O vetor misto espandido, definido acima pode ser escrito como;

v=(w , (z®y)) (2.2.32)

onde w = (2', ¥') j& foi definido em (2.2.16) e (z ® y) representa o

produto Kronecker dos vetores z e ¥ (ver Mardia et al. 1979, p. 459).

0O vetor das médias e matriz de variinecia-covariancia

populacionais de v ficam dados por:

E(v) = [(Ew' ), (El z @ y))'’ (2.2.33)
Q € (2.2.34)
coviv) = T
e p
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os blocos sio,

Q" = covlw), j4 definida em (2.2.24) e

cov(z, Z ® y) e
* 11
e = [coviw, zo y)l = | ~————- = | ——==-
coviy, z @ y) £,
onde:

e = Ile) 1= Il[coviz, zy )] i,j=1 .., r
11 11°1,Jk i’ “Px k=1 oo p
€, = {{821]1.“[] = [cov{yi, zjyk)] 1,3? : i, . ;;

p=cov(iz ey = [,onll = [coV[zly], zkyl)] i,k

&
inu

-

o

Para calcular o vetor de médias e a matriz de variineia
covaridncia do vetor v ndc ¢é

necessario definir uma nova

notagdo, continuara sendo usada a notaglo definida para calcular os
) *

momentos de w .

- Em {2.2.33) tem-se que:
Ev = ([Ew‘)’, (Ezey))y ={Ez), (EyY, (Ez e y))
ou seja,

Ev = (Ezl, . Ezr, Eyl, ey Eyp, E21y1’ cres Ezr}'p] {2.2.35)

Observe-se que todas as componentes de Ev podem ser recuperadas dos
calculos feitos anteriormente, assim:

de (2.2.22) E(zl) =P i=1..,r
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r
_ {m) = .
de (2.2.23) E{yi} = mgg BoOP_ =M i=1 ..., p
de (2.2.26) Elz,y ) = ,uj”p[ i=1,.,r j=1 .. p

portanto, Ev estd totalmente definida.

Note~se ainda, que em (2.2.34), a parcela f:!i'G da cov(v) também
€ conhecida pois suas componentes foram definidas nas expressfes
(2.2.25) a (2.2.30). Trata-se agora de derivar os blocos da matriz da
varidncia covaridncia que envelvem a parte expandida, ou seja, £ e p.
As componentes de £ est@e dadas por:

(511)1,1'«: E[zizjyk] - E[zi]E(ZJYk)

mas

r 0 se i # j
E(Zizjyk) = ’“EOI.E(ZIZJYk]Zm = llpm = E(Yklz. = llpi = F::)P; ce i=j
{2.2.36)
entdo:
(3 o
- PP se { #
(811}' sk ] i, j=1 .., r (2.2.37)
pop-plsei=j k=1, ....p
Agora:
(221]1,};; = E[yxzjyk) - E[yi]E[zjykJ (2.2.38)

r
E(yizjyk) = Z E{yizjyk/zm = 1]pm = E[ylyk/zj = 1]1:»j

analogamente a (2.2.10) tem-se
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4 (3

: () .
P = =1 . 2.2.39
E(Y1Yk|2, D=lo " +u7u"p i, k=1,..., p; ( )
ji=1 ....r
Portanto
D () () = (1)
(821}1,‘11;_(0‘11: ML )_] oKy pj
ou ainda,
_op M =y D - )
{.«.‘21]1,]k = [Cl“ik + (ul ui)pk ]pJ ji)=k1 1, .r.‘, D; (2.2.40)

Para expressar as componentes da matriz p = cov(z

elemento e escreve-se ¢omo,

P = E(zlyjzkyl) - E(ziyj)E(zkyI}

Lj+kl

mas,

Flzyzy) =

i157%01 Y&

r
Z E{z
m=0 75’1

] z =1lp
m m
com,

0

E(zyzy |z =1 = 2 _
7 357 11 %m E(ziyjyl|zm = 1)

isto peois 2, e z

i ke
entio zl =0 ou zk 0.

Portanto (2.2.42) se reduz a,

0

r

E{z yzy)= )
mEOE(zly]yllzm

7 1517 1 B _
= lp_= E(};Jyljzi

40

= 1)pi ge |

@ ¥) escolhe-se um

(2.2.41)

(2.2.42)

se i # k
k

se i

representam categorias multinomiais, logo, se 1 # k

se 1 # k

k



e de (2.2.39) segue-se que,

0 iz
_ sel=k (2.2.43)
E[ziy]' zy,}= W W G
(e +p p'lp sei=k i, k=1, ..., r
n 1
logo, de (2.2.26) e (2.2.43) em (2.2.41),
( (i) (1} ,
- #
PP M H se i # k
P, .= 4 A,
13kl (1) (1) (1) 2 (i) (1) (2.2.44)
N ) e A
_ (1) _ (i) {1 .
—0‘“ P, * ( pil plpj M sei=k
L
a expressfo {2.2.44) valepara i, k =1, ..., re j, 1 =1, ..., p

Caracterizadas populacicnalmente as médias e matrizes de

. . . r ‘
variancia-covariancia populacionais dos vetores mistos w, w e v, o
passc seguinte € estudar os estimadores destes momentos, obtides a

partir de uma amostra aleatéria de tamanho n.

2.2.2 ~ Caso Amostral

Nesta subsecdo os estimadores usuais de momentos do vetor de
médias e da matriz de variancia-covariancia, que para o caso continuo
podem ser encontrados- por exemplo em- Mardia et al., 1975 p. 10, sdo
extendidos para o caso de observagBes sobre um vetor aleat6rio misto.
Os momentos amostrais sdo derivados para cada caso tratade na subsecfo
anterior, de forma vetorial ou matricial, como operagdes sobre a
matriz de dados para tornar futuro desenvolviments de programas mais
facil, facilitar interpretagoes geométricas e primerdialmente

explicitar a natureza das varifincias e covariancias sob mistura.
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a) Mistura de variiveis binarias e continuas.

Em primeiro lugar sera tratado o vetor misto

w = (xl, e X Y e yp]’, definido na subsegio 2.2.1 parte
q

(a).

Neste caso a matriz de dados que representa uma amostra
aleatéria de tamanho n de observagBes de w, ou simplemente as

observagSes escreve—se COmMo

- -
X X e X .
11 12 g y11 y1]:;
X X e X
_ z1 22 2q Yor yZp (2.2.45)
n x {p+g) . . . . .
4 X e X P
| ni n2 ng _an ynp

o estimador da média de w expresso em fungio da matriz de dados acima
é,

E(w) = w = -1 W1 (2.2.46)
n n
onde
o= (1,1, .., 1) (2.2.47)
n 1 xn
assim,
' x X x ¥ I 1 7
11 21 nl
X 1
X X '
— 1 Iq 2q ngq
W= 5T Y o o Y
1
] _Ylp sz an | ] |
_ 1 n n n n
w= ?( i§lxil’ e 1E=:1X1q ! _]§lyil P 1§1y1p} (2.2.48)
mas
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n

lglxn = mJ ; J=1 ..., g (2.2.49)

onde mj representa o nimero de observagdes da amostr‘aq de tamanho n,
nas quais x= I (j =1, ..., q). {Observe-se que JE_llrnj # n, pois

trata-se de q  Dbindrias n#8o caracterizando portanto categorias

n
mutuarnente exclusivas). Por outro lado, 1§1y1k = ﬁyk , isto &, n vezes

a média amostral da variavel v, (k =1, ..., ph

Ou seja, o vetor de médias da mistura independe para cada tipo

de varjavel da presenga do outro tipo, e fica dado por,

¥

S e § - - (2.2.50)
- n ] 1 AL RS ] n 1 }"1, LA ] .Vp

0 estimador da matriz de variancia-covariidncia de w & S que
w

expresse em fungdo da matriz de dados W fica,

(1)

Q=5 =lW’HW comH=I-lll’ (2.2.51)
w n n 0 nn
logo,
|'x11 e S xn1'| I-1/n -l/n -l x X e Y e V1o
: i/n 1-l/n ... -I/n{| x %X _...¥ _ ..¥
. 21 722 21 2p
X X ... X
1q 2q ng
s =4 y. ¥ y
w I 11 21 nt
i ylp yzp ynp_ -—l/n -1/n ...l—l/n“ ] LI S ym ynp_

que depois de multiplicar as matrizes pode ser escrito como,

(1} Sw representa o  estimador de méxima  verossimilhancga. 0  estlmader
nioc viciade da matriz de varldncla-covaridncia é dada por

1/(n-1}WHW,
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= N - 1'1'11 n l'l'lll'I'l-cl n B n _
—-— e —— -m ver B X -m
1§1xil n 1§1x11x1q n 1§1x11y11 7 i=1 llylp lyp
n s lqu n
. T x ~m y
1§1x1q n i=1 1qylp qyp
ns =
w n n
z y’ ny £y y -nyy
& 1Yy Y oi=17 117 1p 1”p
2 o2 =2
l_ R ny,
(2.2.52)
Para simplificar a exXpresso anterior recordemos que
X, = {1, 0}, por"tanto
n n .
2 . (2.2.53)
1§1x1j - 1§1XU =M s Lo 4
(ver 2.2.49). Agora
1 se Xy = le ¥ = ! (2.2.54)
X x =
i ik 0 c.c
entdo definindo,
mkj = numero de observagbes na amostra de tamanho n, nas quais xj =1
exk=1[j=&k; Bk=1 ..., a
de (2.2.54} tem-se que
n
=m ik k=1 ..., q (2.2.55)

ZxX X
=171y ik ik

Substituindo, (2.2.53) e (2.2.55) em (2.2.52); chega-se a seguinte
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expressio para a matriz

de dispersfo amostral de w, S ;

w
r “ ; ]
m m m m_ m Z X ~-m T x -m
1 1 - 1 cen 1gq - 1 q i=1 11y11 IYI 1 ilylp lyp
n n n . n n n
m m x ~m y
el oM 1107 1p "’ p
n
S =
w
s, s s
Y1 VY2 7o
s s
V,Y, Yy,
8
YPYP
onde
n LE Y
z -n
s =y = g~ Py ij=1 (2.2.56)
vy 71_] n »J s eees P 2.

I

& a covariancia amostral

enire as variaveis )J'1 e yj.

Note que a matriz de variincia e covaridncia na presenga de

mistura de variaveis ganha novo significade,

correspondentes as

neste caso o0s blocos

interrelacdes dentro de cada tipo de componente

permanecem inalterados, mas ha um novo bloco interligando e levando em

conta a presenca

mesmos individuos. As
passam entdo a
interrelagdes.

ganhar

técnicas multivariadas discretas ou

especificidade pela nova

simultanea dos dois tipos de varidveis sobre os

continuas

natureza das

A seguir serio calculados os estimadores da média e matriz de

dispersdo do vetor misto v = (2’ y',

45

(z & y)),

definido em



(2.2.31) e imediatamente depois, serdo obtides os estimadores
*

correspondentes para o vetor w = (2’, ¥')’. A razfo pela qual a ordem
*
do tratamento dos vetores w e v é invertida em relacio & seciio
*
anterior, ¢ aproveitar o fato de que w pode ser obtide truncando a

componente {zey) do vetor v (i.e.,, os elementos da f'orm*a ziyJ)
portanto, para cbter a matriz de dados correspondente a w basta
suprimir da matriz de dados de v as colunas que representam as
observacdes das variaveis ziy] i=1 .., r j=1 ..., p) Por
outro lade, o vetor de médias e a matriz de variincia-covaridncia de
W* s8o parcelas do vetor de médias e matriz de variancia-covariéncia
de v, conforme foi visto em (2.2.33) e {2.2.34), logo é& féacil obté-los

a partir dos estimadores para v.

b) Mistura de variaveis binarias, continuas e as interagBes entre

elas.

Seja a matriz de dados:

11 ylp

i (=z

: ( 1Y1]1 {zryp)1
1
I
I
I
i
I
!

(21y1)n (zryp)n

n x s

(2.2.57)
ondes=r+p+pr=2'-1+p+pI-1D=2%p+1) -1

Agora supondo que, das n observagfes que comp@em a matriz V,

n ({ = 0, 1, ..., r} pertencem & i-ésima categoria multinomial,
r

entdo, tem-se que: E n = n.
I=0

Note-se que ¢é possivel reordenar as linhas da matriz V e
colocd~lags de maneira tal que todas as observagBes de uma mesma
categoria fiquem juntas formando blocos. Assim, V pode ser escrita da

seguinte maneira;
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v = [vfl)'lv(Z)’l . |V(r)'lv(0)’]T (2.2.58)

onde V:]}xs)representa o bloco de todas as obsevagles da amostra
n

que pertencem a j-ésima categoria multinomial (j = 0, 1, ..., r)

O objetivo de reordenar as tinhas de V é aproveitar o fato de
que, dentro de cada bloco, as observagdes tém uma forma particular que
simplifica muito o calculo dos estimadores. Por exemplo, para um vetor

. , ]
2' T3 2 2 B BV FYa ZYp zayz} @ matriz

de dados reordenada seria como segue:

= (zlgzs z_, yl’Y

2 2 Z Z z Z A Z Z
1 2 3 'YJ. y2 lyl 1y2 Zyl 2y2 S'Yl 3}’2

(1) (1) _ (1) (1)

I'|'l 0 0 . 0O 4 4 0 -|
11 ‘12 "1l 12
n
1 4
1 0 0 (1) {1} (1} {1) 0 0 0
nl"n2"nl n 2 :
f O S . U
010 y? @, o . () (2 4 0
11 12 11 12
2 4 N N ' ' . . . .
0 1 0 {2) (2)0 0 y(z) y(z) 0 0
- nzl n22 n21 n22
Y = ) [ ————————e M
{3} (3} (3) (3)
001 y v 0 0 0 Y, Y,
0, 4 :
00 1 (3} (3}0 0 0 0 y(S) y_(31'
ni"n2 n 1 n 2
3 2
A Ry SIS S e
oo0oo0o vyy@9 o 0 0 0 0
11 12
n
[+ I
000 y»y? o o o 0o o
1" n2
(L o o ]

(2.2.59)
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k . . o . .
onde yij} representa a i-ésima observagdo da variavel ]{j na categoria

multinomial k (i = 1, ..., n o i=1L,2:;%k=01 2, 3.

A matriz de dados anterior pode ser escrita de uma maneira mais

simples se a seguinte notagioc é usada:

1n = (1, I, ..., 1Y vetor (nj x 1) que foi definido em (2.2.47),
}
0 : matriz nula de dimensdo (nJ X p) (2.2.60}
n x p
J
0 : vetor nulo [n.I x 1) (2.2.61)
n
J
(N {j)
1 "z 7 ylp
YW= | : (2.2.62)
SR EL] 8}
nl “n 2 n.p
R 3 foyxp

¥V matriz  de observagBes do vetor y na j-ésima categoria
multinomial.

Com esta notacdo, V em (2.2.59) é:

zZ
1 22 23 ¥ Zly Zzy 23y
1 o o ¢ YV iy 1 g ‘0 ]
n n noo, . . n x 2 , n x 2
e 1 _ 1 _ 1 . _ L C (. 1
o 1 o : v'?. Fy (2
» n2 nz n2 ) ' n x 2: : n?x 2
V = -~ - - ' = T T T :
0 0 1 Y@ Lo Y
__ns _na _ns : _ : _23}( H _f x H _
: ; : :
o o o ! Y% o0 o o
| 0 %o "ot T 4 T ro P ]
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Generalizando 0 resultado anterior para o} vetor

— ’
v (21’ e Zs Yoo e yp, 2 ZY,s e zryp] e usando a
notagdio acima definida, tem-se que a matriz de dados V, em (2.2.57),

pode ser escrita como segue:

z, z, z_ v z,y z,y zy
1
1 0 o Yi i o : :
T : : :
o 1 o :‘ 3{ Lo Y‘ZL : L0
"2 T P2 4 Py MR Py MEPL i M P
V- s L
0 0 1 Yy o ; ; p oy
n n n , nxXp, nxp, nxp, , nXp
__ ™ _ r __l" 1 __r |__ I 1 ___E 1 1 .
TS I : : :
0 0 o :Y° ‘o i o0 o
R "o i N P o™ P
(2.2.63)

O vetor de médias amostrais de v, como funglo da matriz de

dados V é dado por:

v v =Ygy
n n n n

. .
| 5 Y(m)[ 1° Y(l) 1? Y(Z]_l l 1’ Y(r)],
r'm=0n n1 n2 nr

< |
il
S|
=)
o

n

(2.2.64)

mas,
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{m} {m}

e ¥
r Y™ <, .., D R &
"m ey )
yn " Yn P
m m
=7 (-{m) —{m)J = —(m)®
moy Yy m (2.2.65)
onde ;[m} ¢ a média amostral do vetor ¥ na categoria m, baseada nas nm
observages nessa categoria {m = 0, 1, ..., r) logo a média amostral
do vetor y é.
y == En?m) (2.2.66)
n m=0 m e

De (2.2.64) a (2.2.66) segue a expressdo do vetor de médias de v como;

it &0 RARd 43 L —(r)’y’
_ n n } T, iny | n_y i iny'"
v = 1 r ¥y g1 I_2 [ P_T
n * 't a | ' n '"h ! '"™n
1 ' b I 11 S NN
1 xr 1 xp I xp 1 xp 1 xp

(2.2.67)

Para derivar a matriz de varidncia-covariancia amostral de v através

da matriz de dados como construida em (2.2.63), basta explicitar,

s =lvHv=-tva-Liprw (2,2.68)
n n n an

v
Primeiramente € necessario paticionar a matriz de projegéo

H=({ - i/l I; ) de maneira compativel com a forma de blocos de V
n

para que o produto das duas seja possivel, assim;
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{2.2.69)

xn) k=0,1, ...
k
1’ # H).
n n
k k

k

- 2}/n 1
51

} matriz (n
I -in .

k

2—

n n
k

c o o
\L|}\.|[.J \|¥a..|]}
=) Gl =T o =k a
— — ('] [ (o]
. I 1 I~ ~ e = c o a
— o] - o= o P o
| __“ 1 11 [ | 3 prdi—y e - —m b
B i “ B - T I
1. - 1 . o . - -
. . . . | 1 |
_ .. . ﬂ . = m -l e I [ =]
! ! .ln “ " “ ) “ .ln 1 Hn
o ol o= = [ [= v -
i Q | I 1
Sl .l TR Q ~ et ~j=1 b= e
' o1 b [ 1 - 1 [ I [
1 | — - ol e . IR W,
||||||| f-—— e e e - ol I i L
“ ! 0 L - I -~ c
1 %) — | v ] -
i i — ™ | =
1 1 o =3 | c | [ =]
||||||| _ll.-ll.l..l.l 1 -5 — [ ] = —
N T . o mn_ __n_ Bl ¥
o =N~ = = o - =il _ ]
< <t < & I~ < ® R " !
— . —] . =iy [ — £, e e -
| (I ] 11 | g t I
| —| ] o
| | ‘
1 -
i i = © S S K DO I
.. [ [ ™~ o [
o el o | = b = ==
~ NN ~| [ o - & o
- I | — o = o~ s s
I ok [ I 1 . — c - -
| — 1 - g P = » | | ok |
_ - SIS T — [ —— o — | gl | I = =
c| " ° (NI N O
=] ~ B (= | = = o B ettt et s b
N =N e e N 1~ N ug P . P
- [ —] {1 — —_ L — — —
| -l 11 11 l 3 o~ L o
- “ - m “ — 9 nl .I.n .I_n ln
)
. 1 1 1 =] ja o 1 ' 1 ' 1
- “ ! ! o I =|e1 I =gl ~|&
. ! “ “ N B ( (| It
~ =E =] cl =] c o 9
LIRS BRI N | RN o o,
H —] - — | | —~ — = It
R o 11 It I = o B
I : g © =
[+ =] 1)
x el
z g P
s a4 &

=(I-1/n1l1 1’

k

n
é idempotente. (H

Observe-se que H nfo ¢é matriz de projego pois ela ¢ simétrica mas
nio

onde H



usando as mairizes V em (2.2.63) e H em (2.2.69) e

Agora,

v
elementos tipicos

, tem-se que S , dada em

aproveitando a simetria da matriz de dispersio

(2.2.68),

Q5

escrita como segue, onde

ser

pode

dentro e entre os blocos, est3o expressos de (a) a (i)

b )
[ e - [
N N - N N
r
| - 1 | | 1
— 1 1 — 1 — 1 —— 1 i ——
&2 1 I l o] 1 K=} | 1 =
I | { | | i
|||||| el it T E ) P B el Bttt
| | 1 | | 1
. 1 | i . | | 1
. | | i . | | |
* | ] | i ' | | |
I | | | | [
|||||| e e Etttl Dl ittt
! ! ! ro- ! !
- 1 1 — 1 1 - 1 1
- t I - | I -~ I 1
— 1 1 - I I S I
- 1 | e | | —| |
-1 | - | — | c | |
3| | B T I [ Yo I t
« » | | - ( - | !
=1 | | | - t I
- c | | k 1 1 ~ I i
i | 1 = (= | e ) t
| [ | |
|||||| e e e P ol il Lttt
| ] | |
—_— 1 ] —_— 1 — 1
© 1 i Q | L] 1
1 | 1 |
...... R e bttt it bttt btataiiad bttt
1 1 [ |
| 1 =] | |
[ | | - | | |
= | | | | | !
=l | =] | | | I
(=] 1 [ ~ I 1 ( 1
' 1 | [ |
- 0
fane]
-t
c
-
-
[ =]
T ! I I I I
-
LI =]
—
It
-
N
=

(2.2.70)

E 3
B
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E E
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=
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=1y y" - L roy™
n n n m=0 n
r r e m
@=1rg y"
n n
r or
d (%) k) 1 L Lm) )
e)== | Y"H Y -2 Y™ 1Y
k=0 n m=0 n n
k m k
m¥k
r ]
n n m=0 n n
1 m 1
m=1
r r
(g) = Y(r}H Y(r) _1 s Y(rn)I T Y{r]
n n m=0 n n
r m r
m#!“'

Mh=->Y "1 1Y

Agora, em S h& alguns termos que podem ser escritos de maneira
v

mais simples:

-~ a‘\*
var(z) =9 = 1TH1 = *vrua-wn11n
k kk n n n n n n n n
¥ bk k k k k
2
n n
= Llpy by e XL K
NI o n 2 nn nn z
k k n k k k k n n
entao:
n ¢l
Ay _ k l_k - [2.271]
'ﬁkk = T[ n—] k=1 ..., r
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oy A’_
coviz , ) =G, .,d )= “rH YR+ X r Y™
4 k 1 n n 2 m=0 n
k k n m
m¥k
n . —(m)’
=lI’Y(k)-L1111Y kooZe YOmy,
L n Z n 2
k ™ "k "k Mk n m*k
n n?. r —(m)
_ kT K T kB ™
T n 2 T mERom
n n m¥k
n n i —(my
ko kY k £ n ym
= — - m=0 m
It 2
n
portanto:
= n {k] -
COV(ZR, y) = —(y ¥y k=1, .. r (2.2.72)
cnde )_r(k} e y foram definidos em (2.2.65) e (2.2.66).
~ _ ~ Y _ l , (k}
cov[zk,zky) = [[811)k,k1' . [s:“}k'kpl = 5 lnan Y
2
n
ko (k) k —T(k)’
" n 2
n
n n —y
= X [1'—“_] R (2.2.73)
n n
cov(zi,zky) = [[811);:,1:1’ (ell}k kp] = — I“kY
n _ ., i=k
- . ; k —(k) ik =1, r {2.2.74)
n
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~ A r » r N
covy=rT =% 3 [Y®'g y® oL 5y’ g y®
n k=0 n n m=0 n
k m k
m#k
™ [ s ¥ r L]
! s |y y) 1 vy’ oy 1 s v\™' op v
n k=0 n n n m=0 n n
k m k
L m¥*k
r [ r r »
— 1 > Y(k} Y(k) 1 5 Y(m}l 1° Y(k}
n k=0 n m=0 n n
| m k
T r . — .
_ 1 yE'y 1 5 [ L s 0 y(m}] a y{kl
n k=0 k=0 [ 1 m=0 m k
1 - oooTw| 1 - =
= = 1 _ = = ’Y —_ 1
o YY -y k§0 y (Y nyy')
portanto:
covAy =1 YHY =S5 (2.2.75)
n ¥ : _

a matriz de covariancia amostral de y & a usual obtida usando as n

ohsevaces.
~ k)t 1 r +
covly, 2 y) = 1 Y( ) H Y(k} _ 1 5 Y(m) 1 1
k n n 2 m=0 n n
k n m Kk
m¥k
r
1 ¥
_ 1 Y(k) (k) _ 1 ¥ Y(m)l 1 Y{k)
n Z m=0 n
m Kk
m¥k
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il
Ik T

n

() ()’

(2.2.77)

¥

el

Y(l-t}

Y(1-:)’I T

n n

I

z

1

cov(ziy, zky) = -

n
P =ks i, k=1, ...

k

n

*

a (2.2.77) em (2.2.70) a exXpressio da

(2.2.71)

Substituindo

matriz de variincia-covariancia de v fica dada por

=) =
-4 [ — |5
N N . N N —
. 00
¥ 1 ﬂt-u
I I . I 1 I .
(ST [ ot [ 1 - .
llllllllllll rlllllvl:. e e e e e | . e i |t e e |
“
= o e e
« k= [+1i] !
I
llllllllllllllllllllllllllllllllllllllll _tllllll
—_— |
1 1 [ 1 1
{ I fa i i [
i I I I f I
- I I t I I I |
c o~ | | | 1 1
- i . -} I I |
= I [ — I I i
1 | ! 3 1 | I t
i boe || j i '
1
P A R T — T
— ) ! _ | “ 1 1o
=) _n i N I i -
i ! -
| . |
—_ ,_ly 1
{ | I N R =
— { I ! I i
g e i | i I i 1 — -
. I I i I t I \ =R o |2
[ s [ 1
- tm — —
n 3 = 2
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(c)

Il

nr =(r) -}’
(d)=—[yr —y]

- a
I
(e) = >
n
n n

_ r _ . r =(r)’
(f) = = [1 — ] ¥

P [ N 'S LR R et S
(g) =S = ~YHY= - ZY anY v 2 Ty

(h) =rl1 [Y(l}’Y{l) _n§§(1)]

=

(i)

n

rl:. [ Wy o {r)’]

HN=Y H Y
n

-n ,
(k) = lzr —(i);(r)
n
n n
r
onde, em (g) H =I—1—ll’.
n N1 n n
k k k

¢) Misturas de multinomial e continuas.

Para terminar apresentam-se os estimadores da média e matriz
- -~ ‘ I
de dispersdo do vetor w = (z’, ¥’), obtidos truncando

convenientemente os estimadores v e S, para o veior
v
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v = (w",(z ® ¥)')', dados em (2.2.67) e (2.2.70) respectivamente.

Seja a matriz de dados:

11 Zie Y1 y]p
w o= |%a " % Y1 y2p (2.2.79)
|_zn1 ) znr ynl o ynp-

*
As observagbes de W podem ser reordenadas tal como foi feito
*
com a matriz V. Logo, W pode ser reescrita em forma de blocos de

maneira andloga a V em (2.2.63); assim:

Zl zz zr Y
B ] 1 1 1
n (1 io ! o 1y
1 n | rn I 1 n 1
- l 1 _ 1 1 1 _ }. ' ————
i i i !
1 | ) [ .
I o (2.2.80)
i i i i
l'lr On : On { } ln } Y{I‘]
__ T _ r i £ _ r ——
i i i i
n0 On | 0n i ! t.'Jn ! Y(o)
L [ 3 0 ] 0. |

*
Com esta matriz calcula-se a média e variincia amostral para w e

tem-se que, de (2,2.68),

n n n n n
‘_V* = L 2 ro L 1 - - '
o’ o’ e Tp ¥ = bormay » Yoo ooees yp

(2.2.81)

agora, de (2.2.78) segue
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- 1 | - 1
| = t - I
1 | 1
H 1 I 1 1
— i | ~ |
- “ | [
— [ 1
- “ “_V. _ I
S’ ] 4 S 1 -
1 I § 1 ! o
- | 1 9 H
c (= 1 g _n i —= o
1
........ “
] “ |
| 1 " [ -
1 I = (=2 |
4 ]
— —
IR aC
[ 1 1 — 1
=N I 1 s
~| =l 1 S M
= | |
i I i r_ “
“ = ] = =
|||||||||||| _lllllll - ———
|
1
I
]
1
]
|||||||||||| _lllllll - ———
1 o—
— | |
I ] | &
- | |
= _n I I 1
1 I I~
t | [
1 } | — I o~
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R f el Bl -
S| i1
L e
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1 1
1 1
| S—
1l
-
z

(2.2.82)
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CAP{TULO 3

METODOS DE DISCRIMINAGAO PARA MISTURAS

3.1 - INTRODUGAQ

Entre os métodos de discriminagio desenvolvidos especificamente
para tratar problemas com imisturas de variaveis, & possivel
identificar duas linhas definidas de evolugio que serfic os principais

focos de atencio deste trabalho.

A primeira linha de evolugdo estid baseada no modelo de posigio,
proposto por Olkin e Tate (1961) e extendido por Afifi e FElashoff
(1969). Este modelo fol usado por primeira vez em precblemas de
classificagio por Chang e Afifi (1974), eles sugeriram um método
adequado para discriminar com p varidveis continuas e uma binaria. Em
1975, Krzanowski propés uma extensio para o caso de p varidveis
continuas e q binarias (g = 1). J4 em 1980, o mesmo autor adaptou o

métedo para tratar misturas de variaveis continuas e categéricas em
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geral (ndo somente bindrias). Todo o desenvolvimento do método de
discriminagfo baseado ro modelo de posigdc é descrito em detalhe na

secdo 3.2.

Na segd3o 3.3 estuda-se a segunda linha de eveclugSo. Esta aparece
sobre a construgio de fungbes discriminantes lineares incorporando as
variaveis categéricas (ou modificagBes delas), no papel de varidveis
independentes. Primeiramente, apresenta—-se a adaptacdo da FLD de
Fisher para misturas de Krzanowski (1975), e depois as modificagSes

propostas por Viachonikolis e Marriott (1982).

Além dos métodos mencionados acima, existem outros apropriados
para discriminar com misturas. De um lado estd o procedimento de
discriminaciio baseado na regressio logistica proposto por Cornfield
(1962), Cox (1966) e Day e Kerridge (1967) para certas populagles nao
normais (entres as quais estdo as populagBes caracterizadas por
vetores mistos de varidveis continuas e binarias). De outro. lado,
estdo a discriminagdo Kernel e a discriminagdo segundo o vizinho 'mais
préximo e suas adaptages para tratar misturas. A discriminagéo
logistica e os outros métodos sfo tratados nas segbes 3.4 e 3.5

respectivamente.

3.2 - DISCRIMINAGCAO BASEADA NO MODELO DE POSICAO

Seguindo wum enfoque estritamente paramétrico, © primeire passo
antes de realizar qualquer andlise de misturas de variaveis, deveria
ser a formulagdo de um modelo apropriado que sirva de base a andlise.
A distribuigiio normal multivariada é geralmente usada nas analises com
dados continuos enquanto que =z distribuigio multinomial tem mostrado
ser a base natural das analises com dadeos categéricos. Isto leva a
pensar que uma combina¢8o destas distribuicSes poderia fornecer um

modelo apropriado para mistura de variaveis. Um medelo satisfatério,
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seria aquele que especificasse a distribuicio conjunta de todas as
varidveis de forma tal que, a associagio entre varidveis categéricas e
continuas e as caracteristicas marginais de cada tipo de variavel,

possam ser modeladas.

Intuitivamente, a primeira coisa a fazer para encontrar um medelo
adequade €& dividir as varidveis em dois conjuntos, pois a distribuigio
conjunta delas pode ser escrita como o produto da distribuigio
marginal de algumas varidveis pela distribuigdo condicional das
restantes dados os valores das primeiras. A divisio natural & em
varidveis continuas e categéricas. Olkin e Tate (1361) propuseram um
modelo no qual a distribui¢io marginal das variaveis categéricas esta
multiplicada pela distribuigBc condicional das varidveis continuas
dado algum valor das categéricas. Este modelo é conhecide na

literatura como Location Model que é traduzide como modelo de posicio.

3.2.1 - O Modelo de Posigdo

No moedelo de posigdo assume-se que as- variaveis categoricas estdo
arranjadas em forma de tabela de contingéneia, assim, cada padrio dos
valores destas varidveis determina de maneira Unica uma categoria ou
posigdo na tabela, Supde-se também que a distf*ibuiqéo congicional das
variaveis continuas é normal multivariada, cujos parametros. dependem
da posigdo na tabela, ou seja, das variaveis categbricés. 'Observe—se
que, se o vetor de varidveis categéricas ¢ bindrio, este pode ser

transformado em multinomial usando a defini-c;éio 2.5.1.

Por outro lado o vetor continuo y = [y-l, ..ey ¥ ) segue uma
distribuigdio normal multivariada com média p(m) na ecategoria m, e
matriz de dispersio X, comum em todas asgs categorias. Por altimo,
assume-se que a probabilidade de obter uma observagio da categoria m é

p .

™
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Originalmente o modelo de posigdo foi proposto para estudar a
correlacdo multivariada entre vetores mistos de variaveis multinomiais
e continuas em uma populagio (ver Olkin e Tate, 1961). Posteriormente
foi extendido por Afifi e Elashoff (1969} para testar a hipotese nula,
conhecida como ‘hipdtese de posigdo’ (location hypotesis), de que os
pardmetros correspondetes as d categorias mutinomiais, {pl, ceor P
um, vers u(d)), sdc iguais em duas populagSes. Seguindo essa
generalizagio para tratar o problema de classificagio de interesse,
Krzanowski (1975} assume que ¥ tem uma distribuicdo normal p-variada
com média u;m] na m-ésima categoria da populacgédo Tl.'i (i =1 2) e
matriz de covariancia ¥ comum em todas as categorias e nas duas

populagBes, isto é,

(y | z =12 =0]j#2m=1,..4d _ N(p;m),Z)
m ! P (3.2.1)

em nli=1, 2

Além disso, a probabilidade de obter uma observagio na categoria

m da populacio L é P, (i=12 m=1, .., d.

E interessante notar que apesar das matrizes de dispersio
condicional de y]x serem iguais em moem, as covariancias marginais
de y sdo diferentes, pois dependem das probabilidades multinomiais P
(ver (2.2.30)). Portanto, conclui-se que as matrizes de covariadncia de

. w também variam de uma populagio A& outra.

Uma vez que o modelo ja foi apresentado, a regra de discriminagio

6tima serd constituida, seguindo a teoria geral de classificagio (ver

Anderson, 1958 Cap. 6).

3.2.2 - Regra de Classifica¢do para Misturas de Variaves Binirias e

Continuas
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Nesta secdo serd tratado o vetor misto w = {xl, cery xq, oo oo
yp}’ de varidveis bindrias e continuas, definido na parte (a) da seglo
2.2.1. Como ja foi visto na segiio 3.2.1, no modelo de posicio
assume-se que as varidveis categéricas s3o multinomiais, € por esta
razio que antes de comegar a andlise, o vetor w deve ser transformado

em um vetor misto de varidveis multinomiais e continuas usando a

definigdo 2,1.6. Assim, de w = [xl, . xq, Yo wnes yp)’ passa-se a
w=4(z, ..., 2 , ¥, ..., ¥) com
1 q 1 P
2
z = [21’ ceey zzq) . Multin(l, P+ plzq) em m, i = 1, 2.

Para comegar, a regra de classificagBo serd construida para o

casoc de parametros conhecidos,

Seja fl[w) a fungdo de distribuigfo de probabilidades de w em "
(i =1, 2). E facil demonstrar que a regra 6tima no sentide Bayesiano

(supondo custos e probabilidades prévias iguais) &

fl(w]
Alocar wemnt se ———= 1
f(w) (3.2.2)
e em W, caso contrario.
Agora:
fl(W} = fi(x',)”]' = fl(z’.y’)’ = f1[2) fi(y [ z) =1 2

entdo, se condicicnada em x e supondo que a observagio w pertence a

m-ésima categoria, fl{w) pode ser escrita da seguinte maneira:
= = . ) - q
£ (w) = plmfl(y[zm D i=1,2,m=], .., 2", (3.2.3)

Usando (3.2.1) e (3.2.3) em (3.2.2) pode-se construir a seguinte
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regra de classificagdo para uma observacio mista w' = (x",y'):

1 {m)y; =1 o g, tm)
plme:-q:v[-—z—(y—;ul Y =y M )}

¥
Jns

Alocar w em -.url se

1 {m}., -1 _ o, tm)
P, exp{-—(y - p )V £y -p ")

e em ® caso contrario.

Aplicando logaritmo ao termo a esquerda tem-se:

p
1m _1 _ o imi, -1 o (m) 1 _ o kmhy,emte o (m)
~—-2(y K VI (y N ]+2(y B, YT (y B )

In

Zm

simplificando esta expressio, a regra de classificagdo pode ser

escrita como:

q {i-1}
Dado w’ = (X', ¥'}, sem =1 + l‘élxiz entio,
alocar w em 7 se (y- - (2'™% p™rs ™0™ 2 1n Pam
1 Y=o Wy H, MpH, )= D
1m
e em m_ caso contrario. (3.2.4)

Observe-se que a regra 6étima derivada do modelo de posigdo, gera
uma fungfo linear discriminante diferente para cada categoria
multinomial e gque os pontos de corte correspondentes, dependem
unicamente das componentes discretas do modelo. Note-se também, que as
fungdes de discriminagSio representam hiperplanos distintos cujos
coeficientes dependem dos vetores de médias associado a cada categoria

e da matriz de dispersfo.

Chang e Afifi (1974}, trataram o casoc de discriminagfo com uma
varidvel bin&ria e p continuas a partir de um modelo bisserial
pontual, Este modelo foi estudado em detalhe por Tate (1954) para o

caso em que X ¢ binomial e a distribuigdo condicional de y dado x ¢
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normal. O modelo proposto por Olkin e Tate (1961) surgiu como uma
extensdo multivariada do modelo bisserial pontual, na qual x = (xl,
.es xk) tem distribuigBo multinomial e a distribuigdo condicional de

¥y = (yl, ey yp} para x fixo é normal multivariada.

Chang e Afifi no mesmo artigo derivaram a solugfo Bayesiana para
esse problema assumindo médias e matrizes de varidncia e covariédncia

modeladas por:

-
Il
»
il
Qo
—
—
Ii
o
[\

pl + xAi

™M
Il

T+ xI x

I
o
—

assim, a regra obtida por eles depende de duas fungSes de
discriminacdo, uma para cada valer de X, que foi chamada pelos autores

de Fungsio Discriminante Dupla (Deuble Discriminant Function).

_ Continuando com o modelo de posigdo tem-se que, para calcular as
probabilidades de m& classificagio €&  necessirio  conhecer =

distribuicdo da fungdo linear, £(m) dada por:

1 {m) {m}
= +
> )

It

m=1, .. 2%
1 2

&(m) = (ui‘“l .u;‘“’)' = Hy- 2 (u

Note-se que para cada categoria m, £(m) é uma transformagso

linear de y e portanto, a sua distribuigio também & normal {ver Mardia

et al., 1979 p. 61). Na populagio m, 0s parametros sfo os seguintes:

E(£(m)) = [uim}_u;m)), E~1“;m) _%(uim]_u;m)),z—l[“im]+u;m)]

(“{m)_u(m}],z—l(“{m}_ (m)} = D;i

Var(£(m)) . ) ) )

onde D:’;l ¢ a distancia quadrada de Mahalanobis entre e W,

condicionada a que a observacdc pertenca 4 m-ésima categoria.
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Assim,

= Lo, m_ (m)y,o-t {m)_ {m}y, _ 1 -2
se WeTm E{€{m)) = 2(;11 p.z)z(1 pz)— D
e
_ Lo m_ o1 () (m)y _ 1
se wemn, E(g(m)} = z(“z P, }2[1 M, ) sz
entdo,
{ 1 2 )
se W e §lm) - —>-D_ N(0,1)
L D_ J
e
f 1 2 !
se W e m &lm) + 2 Pn N(0,1)
| D )
m
portanto, as probabilidades de classificagio errada sio
27
P(2|1) = = P, P[&(m) < In (pz.m /plm}]
m=1
q 1 2
2 In (pzm /plm] ——E-Dm
= z P, o
m=i - m D
m
e
29
P(1}2) = Z p,, PI&(m) = 1n (p, /P )]
m=1
q _ e
2 In {plm /pZm) > Dm
= z pZm ® B
m=1 Dm
onde,

P(i |J) representa a probabilidade de classificar uma observagdo em ™

dado que pertence a w (i # j, i, j=1, 2) e

padréa.

representa a fungdo de

]

distribuigdo acumulada
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Na préatica, geralmente ndo é possivel usar a regra populacional
pois os pardmetros quase nunca s30 conhecidos, a informagéo
disponivel, provém de duas amostras de treinamento de tamanhos n e
nz, de e 1:2 respectivamente, e & com elas que os pardmetros sio

1
estimados e depois construida a regra amostral.

Para simplificar o processo de estimacio, as frequéncias de
ocorréncia de cada padrio de x s8o escritas na forma de tabela de

contingénecia com 29 categorias assim, n_ é a frequéncia da categoria

{m)
]
representa o vetor de varidveis continuas associadas & j-ésima

m na populacgido T i =1 2, m =1, ..., 2%y. Agora, se ¥y

observagio da categoria m da populacgido T entdo, os estimadores de

. - (m} . .
méaxima verossimilhanga de pi € p.i sdo respectivamente,
m

A Mim (3.2.5)
plm“ n
i
nl
Am) _ =m) _ 1 ™ m
W=y =g L ) (3.2.6)
lm L=1

enquanto que o estimador nfo viciado de ¥ estd dado por,
(m)_ Slmly Gm)_ m)y, (3.2.7)

n+n -
1 2

Logo, a regra de classificacdo estimada é&;

Dado w* = {x’, ¥'), s.em =1+ 7Y X 2" entso,
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alocar w em 11:1 se

A
- . p
1 (y(m)+ y(m}” > In Zm (3.2.8)

1

:A'l -
1 ‘Yz )z (y 2

o>

Im

e em 1!2 caso contréario.

Qs estimadores anteriores (3.2.5) a (3.2.7) sfo Gteis somente
quando n e nz 580 grandes em relagio a 2%, se n#io for assim, € muito
provével que algum n_ seja pequeno ou zero e, em consequéncia, as
estimativas dos parimetros para estas categorias serdo pobres ou nio
serd possivel cobté-las. Este problema leva a pensar que para que a
regra (3.2.8) seja ttil, deve-se encontrar alguma outra forma de obter
bons estimadores para os parametros de todas as categorias
multinomiais. Krzanowski (1975) propés impor uma estrutura adicional a
distribuicfo das varidveis para que os parimetros p:m} sejam estimados
a partir de um modelo linear e as probabilidades de ocorréncia de cada
categoria em cada grupo, P,_» sejam estimadas usandd um modelo

log-linear. Em detalhe, a proposta € a seguinte:

- Estimag8o de p
Im

Considere-se primeiro as varidveis bin4rias separadamente. Usando
a informag8o contida nelas, o autor escreve as amostras na forma de
tabelas de contingéncia e depois usa modelos log-lineares para
analisd-las. Nestes modelos, o logaritmo da frequéncia observada na
m-ésima categoria de T, pode ser expressada como combinagio
iinear dos efeitos principais e as interagBes de toda ordem (ver
Goldstein e Dillon, 1978, p. 23). Krzanowski (1975) assume qﬁe n_ &
uma realizagfio de uma varidvel de média ndo nula nlm, que satisfaz uma
relagio da forma:

log n o= za (3.2.9)

o
Jim] j

onde as a j’s representam constantes conhecidas e os 'Gl’s sdo um
m
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conjunto de parametros desconhecidos que representam os efeitos
principais das variAveis bindrias e todas as possiveis interagdes
entre elas, A estimagdo pelo método de maxima verossimithanga destes
parametros, ndo é direta ¢ pode ser feita usando o procedimente de
ajuste proporcional iterativo - (iterative  proportional Fitting),
descrito por exemplo, em Deming e Stephan {1940) ou Fienberg (1970}
(ver também Haberman, (1972) para o algoritmo do método e a

programagio computacional).

Observe-se que se o modelo completo {3;2.9) fosse ajustado,
(i.e., se fossem consideradas todas as interagBes até ordem q) 2%
frequéncias observadas seriam recuperadas e isto nfo resolveria o
problema. Uma solugio imediata é procurar um modelo reduzido que

fornega estimativas ndo nulas de todas as frequéncias esperadas.

Krzanowski (1975) afirma que uma aproximagio adequada para muitos
dos problemas praticos ¢ a aproximagfo de segunda ordem, gque consiste
em reter no modelo somente os efeitos principais e as interagfes de

primeira ordem.

Se as tabelas de contingécia sdo muito esparsas (sparse) pode
acontecer que, embora seja usada a aproximagfo antericr, ainda restem
algumas categorias nas quais %im = 0. Uma solugdo pratica & omitir no
modelo ajustado os termos de interagfo e trabalhar s6 com os efeitos

principais.

Uma vwvez que as frequéncias esperadas sfo estimadas, os

estimadores dos parametros P estic dados por:
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- Estimacio de ,u:m’ ez

}

Considere~ge agora o©s parametros ,u:m e Z, relacionados as

varidveis continuas. Segundo Krzanowski (1979), uma estrutura bem
simples e também compativel com o modelo de posi¢gdo € o modele linear
aditivo cujos componentes representem efeitos principais e todas as
possiveis interacfes enire as varidveis binarias assim, a média de y

em (i =1, 2) pode ser escrita como:

q
= +
Bo=vo+ )::xmxj ) Bi’jkxjxk+ + 6!‘1"- X x

J=1 1 x>}

(3.2.10)
ou na forma matricial
Moo= B: v (3.2.11)
onde, v=(1,%X,...,X , XX ,..., XX ..x7)
¥ 1 q 1 2 12 Q
*’ )
€ '81 = [vl| anl o‘112! = Bllzl = 5112...q] q

px2

H o , . .
s30 obtidas inserindo os wvalores das

2 13 . . . {m
As médias condicionais M
varidveis bindrias, correspondentes a m-ésima categoria, no lado

direito da expressfo (3.2.10).

Novamente, neste caso, ¢ melhor ftrabalhar com um modele
aproximado tratando os termos de maior ordem como erro residual e
estimando o0s parametros que ficaram no modelo usando regresséo
multivariada (ver Mardia et al., 1979 Cap. 6}). Krzanowski (1975},
sugere que por razBes de consisténeia, a cordem do modelo linear
ajustade seja igual A ordem do modelo log-linear usado para estimar as

probabitlidades multinomiais. Assim, para um modelo linear de segunda

, B em (3.2.10), logo

ordem, basta considerar os parametros vi, o i

ij
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dados,

<
1§

L x ,x, ... X X e, X xX )
(L, 1772’ P X B B g q]

o]
Il

; [vll anl oc1z| o alql Buzl e Biq-lq ]pxt

onde Bl & uma matriz com pxt, t = 1 + qlgq + 1)/2, pardmetres a serem
estimados tem-se que, 0 modelo linear reduzido para estimar a média

condicional do vetor continuo ¥ em 1'[1 é:
¥y = B;v + e com & ~ Np[{], £} {3.2.12)
agora, como dado x, o valor do vetor v é conhecido, tem-se que:

ylx ~ Np [B;U, Z£) em T i=1, 2
Para o caso amostral, supondo ter ni -observacgfes da populagéo n
{i = 1, 2), o modelo de regressio multivariada para estimar os

parimetros estd dado por:

Y =XB +¢ (3.2.13)
i 1 1 i
onde,
}'“ 31rl.p
Y =
: ¥y ¥
nil nlp nx p
1 .
1 X{I} (x x )(1)
1 q-1 q
Xl =
1 x(ni} (x x )(nl}
1 q-1
nixt
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[ {p) ] - 1
v v 1))
t 1 . i
1
ocl(l} ocl{f’ “;1
B = = ———— e e
1
{1} ® | | a
'61 q-1 q lL,q-1 q ﬁ,i q-1 gq
- * ' 4 txp - '
g = [e
i [ ij]nlxp

Agora, seguindo Mardia et al. (1979, p. 158), os estimadores de
maxima verossimilhanca de B e Z, em T, quando n =p+te Xi é de

posto coluna completo t, séo:

(1 B

(X X)X Y
i i i i

i (3.2.14)

z ~1—Y’PY
1 n i1

il

(3.2.15)

onde, P = I - X.(X’X)7'X’.
i i 11 i

Se as condi¢gSes anteriores nd@o s8o satisfeitas ou se o modelo
ajustado para as variaveis bindrias for de primeira ordem, os produtos
xlxj € o0s parametros Bllk podem ser omitidos em Xi e Bi, com esta
aproximacio espera-se obter os estimadores necessarios. Outro detalhe
a ser observado é que o estimador (3.2.15) ndo pode ser wusado
diretamente pois uma das suposigbes do problema em estudo é que a
matriz de dispersdo & comum as. duas populacdes, logo, o estimador de
maxima veroésimilhanc}a de £ & uma média ponderada de £1 e flz (ver

Mardia et al. p.140), .

~

(1] Bl estsd bem definlde pois a condigao posto(xl) = t Implleca em que

-1
a Inversa (X;Xil existe.
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- i
5 = 1 2 2
n +n
1 2
ou equivalentemente:
(nl + nz) T = Y1 P1Y1 + Y2 PzYz (3.2.16}

Agora, o estimador da média condicional de y na m-ésima categoria

. ~Y
y(m) - B 't(Jm)

. (3.2.17)

(m)

onde v ¢ o valor do vetor v na m-ésima categoria multinomial (m =

1, 2, ..., 2%,

A partir dos estimadores apropriados, baseados num modelo
restrito, de todos os parAmetros necessédrios & possivel construir a

regra de classificagfo estimatida dada em (3.2.8).

3.2.3 - Extensio do Método para Misturas de Varidveis Categéricas e

Continuas

Em 1980, Krzanowski propés uma modificacdo muito simples do
procedimento anterior a qual permite classificar obser-véqﬁes de
populacBes caracterizadas por vetores mistos de varidveis continuas e
varidveis categéricas de qualquer tipo. Esta modificagio, que esta
baseada no fato de que qualquer varidvel categérica pode ser
representada por um conjunto de varidveis binarias, serg apresentada

nesta segio.

Seja o vetor misto w = (xl, o Xy Y e yp)’ formado por p
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varidveis continuas Yoo yp e C varidveis categéricas X, o X

<
tais que a i-ésima tem kl categorias (i = 1, ..., c). (E claro que as
variaveis bindrias podem ser consideradas como categéricas de duas

categorias).

As ¢ variaveis categéricas de w podem ser combinadas em uma unica
[

multinomial com k =1[I1k1 categorias, usando a definigdo 2.1.5. Logo, o
modelo de posigio associado a w ser& o mesmo que o anterior com a
distribuicdo condicional de y na categoria m de rri, Np(u:m), Z) e a

probabilidade de pertencer & m-ésima categoria de T igual a P, (i

, 2im=1, .., kL

Se o numero total de categorias geradas pelas variaveis
categéricas é grande, o numero de par&metros a ser estimados também
crescera muito, portanto neste caso também serd necessdrio modelar as
médias condicionais de y e as probabilidades multinomiais P, s com a
finalidade de obter as estimativas necessdrias para construir a regra

de classificagio.

Como no caso de ¢q varidveis bindrias, as probabilidades de
ocorréncia das categorias sfo modeladas com um modelo log-linear e sio
estimadas a partir de tabelas de contingéncia construidas considerando
as k categorias e usando o método iterative proporcional descrito em
Haberman (1972). Apesar deste métode fornecer as estimativas das

plm s, alguns problemas surgem, pois nfc & tdc simples definir
exatamente o significado de um modelo de primeira ou segunda ordem
quando algumas das varidveis categéricas tém mais de duas categorias.
Esta situagfo fica majs complicada quando se define diretamente um
modelo adequado para estimar p.:m) e I através de regressio

multivariada. O seguinte exemplo mostrari algumas das dificuldades.
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Exemplo 3.2.1: Sejam 3 varidveis categoricas,
x com 2 categorias que assumem valores: 0 e I;
X, com 3 categorias que assumem valores: 0, 1 e 2;

x3 com 3 categorias que assumem valores: 1, 2 e 3.

0 modelo de regressio linear de segunda ordem para estimar as médias
condicionais e a matriz de dispersio (sem considerar ainda as

populag@es) é:

{m)
=P + X +axX +gxX + XX + XX +
K 11 2 2 3 3 B12 B 3 B

+ &,
1 2 131

X X
23 2 3

A seguir serdo comparados trés categorias nas quais s6 muda o

valor observado na terceira variavel.

Seja
X m p,{m}
(1,2,1) 1 v +ao +20 + o +28 + B+ 2B
1 z 3 12 13 23
(1,2,2) 2 | v + txl + erz + 2053 + 2,812 + 2,813 + 4,‘323
(1,2,3} 3 v o+ (xl + 20:2 + 30{.3 + 2;‘312 + 3]313 + 6]323
entao:
{2} (1}
poo-H ~a3+813+2,823
(@ 2 _
H B *cc3+f313+2|‘323

logo, pode-se escrever:

2) (1)
po=pt o+ {a3+313+2,823)

B3
g = u +2(a3+313+2823}

portanto, o modelo usado assume que existe relagdo linear entre as
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categorias das varidveis e isto nfo faz nenhum sentide se as variaves
envolvidas s#8o nominais. Agora, se a variével X, fosse ordinal o
modelo do exemplo supBe equidisténcia entre categorias consecutivas e

isto nfo & necessariamente verdade. m

Os problemas de interpretagio dos modelos lineares e log-lineares
que aparecem quando s8c consideradas varidveis de mais de duas
.categorias podem ser evitados usando um artificio simples e muito
conhecide que permite passar da nova situag8o a anterior. Trata-se de
definir varidveis dummy para representar cada varidvel categorica por
um conjuto de variaveis binérias. Esta fransformagfc fol apresentada

na definigfo 2.1.4.

Depois de modificar as varidveis categéricas convenientemente o
problema original foi reduzido a outro de varidveis binarias e
continuas que pode ser resolvide usande ¢ procedimento descrito na
secdo anterior. Porém, basta refletir um pouco para notar que, neste
casgo, a aplicagfo mecéinica e direta daquele procedimento implica em um
'superdimensionamento’ do problema de estimagBo ou, dito de outra

forma, em um aumento irreal do nimero de parametros a serem estimados.

Considere primeiro, o modelo linear de segunda ordem para estimar
as .médias condicionais p;m). Este modelo inclui todos os efeitos
principais das varidveis bindrias e as interagbes de primeira ordem
repesentadas pelos produtos cruzados dessas varidveis duas a duas.
Porém, quando uma varidvel categérica é representada por um conjunto
de varigveis binarias, somente uma destas pode ser ndo nula, logo nio
faz sentido incluir no modelo de regressfo muiltivariada os termos de

interacfo entre as variiveis binirias que representam a mesma variavel

categirica.

A situacBo ¢ similar no caso do modelo log-linear usado para

estimar as P, 's. Nas tabelas de contingéncia n#o podem  ser
m
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consideradas as categorias para as quais duas ou mais varidveis
bin&rias que representam a mesma variavel categérica sdo ndo nulas,
pois na realidade essas categorias ndo existem, {como ilustracio
revisar o exemplo 2.1.4). Felizmente, estes detalhes nfo afetam o
algoritmo iterative scaling. Basta usar valores inicias nulos nas
celas que representam as categorias inexistentes pois © uso do modelo
log-linear garante que o elemento final nessas categorias também serd

zero (ver Haberman, 1972).

Uma vez que os termos apropriados sfo excluidoes do modelo linear
e que é dado como valor inicial zerc &s categorias apropriadas no
algoritmo iterative scaling, o problema ja estd resolvide pois o
procedimento de estimagfio e de classificagdo descritos antes podem ser

usados sem inconveniénecias.
3.3 - FUNCAO LINEAR DISCRIMINANTE PARA MISTURAS

3.3.1 - Funcdo Linear Discrirﬁinante de Fisher Adaptada para Misturas

Devido a falta de divulgagdo das técnicas para tratar problemas
de discriminagio com mistura de variaveis, este tipo de dados é
frequentemente analisado usando métodos que originalmente foram
desenvolvidos para varidveis continuas. Destes o mais conhecido e
difundido ¢ o método de di.scriminac;éio via Fungdo Linear Discriminante
(FLD} de Fisher, cuja adapta¢io para misturas foi {ormalizada por
Krzanowski (1975). O atrative da FLD de Fisher € a sua simplicidade
como técnica e a facilidade de calculé~la, uma avaliagio mais
abrangente da FLD de Fisher pode ser encontrada no trabalhe de
Krzanowski €1977), Tudo isso somado ao fato de ter sido derivada sem
fazer suposicdes distribucionais sugere o uso dela em problemas de

classificacio onde outras técnicas, provavelmente menos conhecidas,
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poderiam dar melhores resultados.

Para comecar o estudo da FLD de Fisher para o vetor misto w de
q varidveis binadrias e as p continuas, definido na sub-segio 2.2.1

parte {a), suponha que a regra de alocacfo derivada seja:

Alocar w’ = (x*, y') em w se ¢'wW + k = 0
! : (3.3.1)
e em 1[2, casp contrario.
onde ¢ = {¢, ..., ¢, ¢ , ..., ¢ ) é& o vetor de coeficientes da
1 q q+l ptq

FLD e k € a constante.

Para discriminar usando (3.3.1) é necessario conhecer as (p+q+l)

constantes k, Co eres ¢ ., para isgso, recorde-se que a classificacéo
ptq

de uma observagdo w com a FLD de Fisher é feita da seguinte maneira:

Alocar wemn se (v -v ) Q™ (W—ll(v +v))=z0
1 1 2 oz 2
(3.3.2)
e em n:z caso contrario.

2

Em (3.3.2) v, e v, representam as médias de w em noem,
respectivamente e ( representa a matriz de dispersdo que se supe

comurn as duas populagfes, assim:
Ew|n) =v, e Covlwin) =2 i=12

Igualandoe os termos correspondentes das ‘equagdes (3.3.1) e

{3.3.2), tem-se que:

s -1 - _ 1. , -l
c = [v1 sz Q e k= 2[v1 vz} Q [v1 + vz} (3.3.3)

portanto, para discriminar usando (3.3.1) é necessario conhecer os
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primeiros e os segundos momentos de w nas duas populacgfes. Todos esses
valores j4 foram calculados na parte (2} da sub-secdo 2.2.1, logo a
regra baseada na FLD de Fisher para mistura de variaveis esta
totalmente definida. Uma vez conhecida a regra de classificagdo, o
passo seguinte é avaliar seu desempenho, para isso define-se o

seguinte conjunto.

Seja IMm) o conjunto de varidveis bindrias que toma valor 1 no
m-ésimo arranjo possivel do vetor x = [xl. . xq]’ cm = 1, ..., 2%
Se £{w) representa a FLD de Fisher para o vetor misto w, tem-se que de
(3.1.1):

Elw) = c'w + k,

onde ¢ e k foram identificadas em (3.3.3), logo,

g(w) =
J

I ™Ma

P
cxX + Z ¢ y +k
llj =1

agora, dada uma observagio w = {xX’, y')’ tal que x assume o m-ésimo

valor possivel a , entfo denota-se i(wlx =a ) =§& , onde
m m [¢1]

jED(m)j j

Observe-se que as {uncgbes £ representam 2% hiperplanos
m

paralelos. Logo, supondo que a ditribuicio condicional de y° = {Y1’
s Yp} dado que x = a seja normal p-variada, Np [u;m), ), em T
{para i =1, 2 e m =1, .., 2%) entdo, a distribuicdo de Em também

serd normal pois esta é uma combinagio linear dos elementos de um

vetor normal multivariado (ver Mardia et al., 1979 p.41}.

Calculando agora , os parimetros da distribuiciio normal de Em na

pepulagdo L8 tem-~se que:
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: p
E(§ )= E [ b c + T ¢ y. o+ k]
m j € pim)  jay I
= pX c h+§ c ,u(m}+k (3.3.4)
] € D(m) . j=1 a1

Var(g ) = Var[ z c o+ c‘y + k]
™ j € Dim)

*
onde c =(c ,., c ), entdo
q+1 p+a

*? *

Var(gm) = c*’Cov[y} ¢ =¢"re . (3.3.5)

onde as componentes de T, 7, foram encontradas em (2.2.13) e

(2.2.15), logo escrevemos:

{m) »’ *
i;,'mN N[ ) cj+)=:Cq+jp.”+k, cl"c]

em 1rl, i=1, 2.
Finalmente, as probabilidades de classificar mal uma observacio
w cuja componente bindria x = a sio:
m

' m

k - e¢lm) -¢ )

Pm[2|l) = P( Em < 0w e nll =& ~ 3 (3.3.6)
(e T ¢
clm) + r."l ;m’— k
P [2)=PE =0|lwem)=2 (3.3.7)
(¢ T c )2
onde, cfm) = Y ¢, :m}= ( :T’,..., ,u:m]} e & vrepresenta a
P

J € Dim)
fung8o normal padrido acumulada.
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De (3.3.6) e (3.3.7) segue-se que:

21 23
P(2|1) = = P (2|Dp e P(|2)= = P (1|2)p (3.3.8)
- m Im - m 2rn

m=1 m=1

O valor dessas probabilidades permite avaliar a 'qualidade’ com
que seriam classificadas as observagfes de origem desconhecida usando

a FLD de Fisher com vetores mistos.

Até agora toda andlise foi feita para o caso de parametros
conhecidos, porém na prética é mais comum ter que construir a regra de
discriminagfio a partir de amostras de treinamento {training samples).
Nesse caso, uma soluglo possivel é substituir os parémetros da FLD
populacional pelos seus estimadores assim, a regra de decisfo estimada

seria:

-1 i -

Alocar wemn se (W -~ w. ) S (w-=(w +w) 20
1 1 2 W 2 1
e em ‘n:z caso contréario. (3.3.9)
onde,
_ 1 ni
W = — ¥} i=1 2
i n jet 1}
(3.3.10)
1 2 ni _
S = Yy Y (w -w)iw - w)
" n +n -2 1=1]= H ! t !
representam a média amostral das observacgdes em 'nr1 (i=1 2} e a

matriz de covaridncia amostral ponderada, respectivamente,

Note-se que para obter as probabilidades de classificagio erradas
dadas de (3.3.6) a (3.3.8), também ¢ necessérioc conhecer os parimetros

de w, portanto no caso destes serem desconhecidos o procedimento de
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avaliacBo da regra de classificagio deve ser estimativo, i.e.,
substituir og estimadores nas expressoes correspondentes.
Infelizmente, esta solugdo tende a ser otimista no s.enticlo de
subestimar as verdadeiras probabilidades de ma classificagdo, quando o

tamanho da amostra é pequeno {ver Mardia et al., 1979 p. 321).

Existem outos métodos para estimar as probabilidades de
classificacio errada entre eles, o método de Lachenbruch (Lachenbruch,
1967), também chamado leaving-one-out-method, que est& disponivel, por
exemplo no procedimento PROC DISCRIM do sistema de programas SAS. O
problema de estimar as taxas de classificac8o errada tem ocupado
muitos pesquisadores, algumas referéncias iniciais podem ser obtidas

em Toussaint (1974).

3.3.2 - Func¢fes Lineares Discriminantes Modificadas

‘Em 1982, Vlachonikolis e Marriott propuseram modificar a Fungio
Linear Discriminante para melhorar © seu desempenho em problemas de
classificacgdo onde as varidveis envolvidas sio bindrias e continuas. A
idéja deles foi construir funQSes lineares discriminantes baseadas em
alguns conjuntos de novas variaveis criadas a partir das variaveis
observadas. O objetive de introduzir as novas varidveis foi
representar adequadamente na fungio de discriminagfo, o efeito devido
as interagBes originadas pela presenga de varidveis binarias. Esse
interesse surge porque em trabalhos anteriores, os pesquisadores
observaram que o desempenho da FLD de Fisher ndo é bom quando
estruturas 'com acentuadas interagdes entre as varidveis binarias e/ou
entre as - variaveis bindrias e oS grupos, estio presentes nos dados

(ver Krzanowski, 1975, 1977).

Nesta seg8o serfSo descritas em detalhe as trés modificages

propostas pelos autores.

83



a) Primeira Modificagdo de FLD’

A primeira meodificagio ¢ a mais simples € consists censtruir uma
*
nova FLD baseada no vetor misto w = (z', ¥') definido na secio

2.2.1, parte (b). Nesse vetor as q varidveis bindrias observadas

originalmente (xl, - xq), 55*__;3 transformadas em uma muitinomial
A (21’ ceny zr], r = 27 - 1, usando a definigio 2.1.7. A parte
continua do vetor original y = (yl, _Vp}’ ¢ mantida sem
alteracdes.

Para simplificar a notacfo, de aqui em diante o vetor (z’, y')
¥
sera denotado por w e n&o por W .

A  primeira fungfio linear discriminante modificada peode ser

escrita da seguinte maneira:
Ew)=az+ ... +az +BY +..4+8By +8 (3.3.11)
11 r r 171 p P 0 :

ou vetorialmente:

E(w) = B, + W (3.3.12)
onde « = (rxl. e & {31, cees Bp) e w = (21, e Zs Y e
).
o
A regra de discriminagfio baseada na fungdo £{w) dada em (3.3.12}
é,

Alocar w em m se g(w) = 1'30 tow =0 (3.3.13)

e emm, caso contrario.

O nGmero de coeficientes que deve ser estimado na funcgfo (3.3.11)
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¢ (r+p+1 = (2* + p) em lugar dos (p + q + 1) que se teria se as
varidveis continuas e bindrias fossem usadas diretamente. E
interessante observar que se as médias e matrizes de varidncia-
covaréncia de w em nl € nz.. s8o utilizadas para estimar esses
coeficientes, o nOGmero de par@metros a ser estimado cresce

consideravelmente.

A funcio &(w) em (3.3.11) tem uma forma particular para cada
categoria definidas pelas variaveis binarias assim, na m-ésima

categoria tem-se:

(Ewl|z =10 =§ (W) =By + (B +a) (3.3.14)
m m 0 m
m=20, ..., r
onde B’ = (,61, cees ,Bp) e do = 0.
As fungBes &m(w}_ (m = 0, ..., r), representam hiperplanos

paralelos gque separam. 0S grupos, representados pelas variaveis
continuas, nas diferentes categorias. As ’'posigBes’ desses hiperplanos
dependem do termo constante (,BD + ecm}, isto é, da categoria que foi

observada.

Supondo que a distribuicdo condicicnal de y na m-ésima categoria

)

de ™ tem média p:m e matriz de dispersdo Z comum para i =}, 2 e m =

0, 1, ..., r entio os momentos condicionais da fungdec linear

discriminante Em(w} definida em (3.3.14) so:

E(g,_(w)) = rs'u:“” + (B, +a) (3.3.15)

Var (Em[w)] = RB'ZR (3.3.16)

na populagdo T (i=1, 2).
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Sob hipétese de multinormalidade para y[z = 1, € (w) também tem

m m
distribuico normal peis & uma transformagio linear de um vetor
aleatério normal. Agora, as probabilidades de classificar uma

observagio da j-ésima populaciio em L (i = j), estio dadas por

T
Pl = P U[ipy, 1#4 Li=12 (3.3.17)

m=0

onde,
P(l]2)=P[ £ (w)=z=0Olwemn]
m m 2
B'l—l(m) + (B +a) (3.2.18)
=9 2 0 m
e
P{2D=P[ & (w) =2 0|w en]
m m 1
- B’P(m} (8 +o ) (3.3.19)
= & i a m
(B’ZBJUZ
para m = 0, ..., r. Como antes, $ representa a distribuicio acumulada

de uma normal padrdo e pjm, a probabilidade de pertencer a m-ésima

categoria da populagio uj.

b) Segunda Modifica¢do da FLD

A segunda modificagio proposta por Viachonikolis e Marriott
(1982) foi construir uma fungdo linear de discriminagdo nas

componentes do vetor v, definido na parte (¢) da seco 2.2.1. O vetor

misto v tem como componentes as varidveis multinomiais 21’ veey 2
r
{obtidas da 1transformacio da bindrias xl, ..., X como na segdo
q
anterior), as p continuas Y - ¥ € 0S produtes da forma yjzk (j =
]
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1, ..., p; k = 1, .., r) que representam as interagdes entre as
varidveis continuas e cada uma das categorias multinomiais geradas

pelas variaveis binarias.

A funcdio linear discriminante baseada no vetor v pode ser escrita

como segue:

= + + + + + + +
y(v) @z ... +az Blyl prp LAEAS

+ ... F Zz +
7“) ryp BO

ou vetorialmente:

Piv) = a’v + ,‘30 (3.3.20)
cnde a = {oal, L '81’ eees Bp, T o :rrp) e
v = [21' ces 2o Vs oeens yp, Z Y b e zryp].

Para que a fungdo y{v) dada em (3.3.20) esteja totalmente

definida devem ser estimados r + p + rp + 1 = 2%p + 1) coeficientes.

Agora, dada uma observagdo v na m-ésima categoria tem-se que a

fungic y{v) é:
w}(Vlem: 1) = wm(V) = am+ 'Blyl T ¥ 'GPyP+ ?m1y1+ e ¥ ?mPYP"- l(30
entéo,

b =B+ dy 4B vy v, b+ B oy Oy o+ (B4 )

(3.3.21)

ou vetorialmente:
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Yy (V) =b'y+ (B +a) m=20,1..rT (3.3.22)
m m 4] m

onde,bm=f31+a‘ml.82+arm.....8p+arm);oc =0ey =0

2 p 0 0j

Neste caso, as fungBes v,{;m(v) dadas em (3.3.22) representam 2°
hiperpianos diferentes cuja ‘posigcdo’ e ’inclinagdo’ varia para cada
categoria. Comparando E;'m(wJ dada em (3.3.14) com yfrm[v) em
(3.3.22), observa-se que o efeito de considerar os produtos da forma
zjyk na funcdo discriminante € justamente o de modificar a
‘inclinagde’ dos hiperplanos que separam as duas populagBes nas
distintas categorias. Assim, tem-se que =a inclusfo dos termos z e
ziyj na fungdo ylv), em (3.3.20), assimila as interagdes entre
varidveis bindrias e as interagBes entres as varidveis bindrias e

continuas melhorando seu desempenho em relagic a FLD de Fisher

adaptada para misturas, estudada na secfo 3.3.1.

E interessante 'notar que esta modificagio é similar ao enfoque
baseado no modelo de posigdo {secdo 3.2}, no sentido que preduz uma
funggo linear discriminante diferente para cada categoria . Porém, a
modificacdo ¢é mais geral pois ndo € necessirio supor igualdade de

matrizes de variancia-covariincia dentro das categorias.

Vlachonikeolis e Marriott (1982} afirmam:
" o caso de igualdade de matrizes de covariancia pode
ser constrﬁido neste modelo, estimando todas as malrizes de
dispersio das zjy_’s, J =1, ... r, pela matriz de

covariancia de y dentro dos grupos."

entretanto, foi encontrade que a matriz de variéncia-covariancia do

vetor:

¥ se 2}=1
Zy= 0

"
o

se Z
J
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nio representa a dispersdo das varidveis continuas dentro da j-ésima
categoria sendo fungBo linear dela. Isto pode ser observado na
expressio (2.2.44) da segio 2.2.} que apresenta-se novamente a seguir,

considerando agora as populagdes. Em T tem-se:

(i
y)=op Pt p i -p

Cov {zj}rk’ Zj 1 kl “ij ik 11 1) 13

=1L .. klI=1 ..,p 1i=12 (3.3.23)
onde
1) = cov (y ylz=1 em T ou m
kl P L 1 2
€1 = = =
n, = E[yt|zj 1, nll, t=k 1 e
Py = P[zj= 1|nl]

Portanto, o Onico efeito de supor que as matrizes de dispersfo de

¥ dentro das categorias sfo iguais & que a covaridncia anterior pode
ser escrita como segue:
(§) (3]

yl}=o~p - K p. (1 -p )

Cov [ijk’ z k1 1} ik "1l 1j ij

J

j=1 ....,r; k1=1 ..,p 1i=12 (3.3.24)

No caso amostral, o estimador da matriz de dispersio de zjy em

T, (conforme foi visto em (2.2.70} da segio 2.2.2) é:

que pode ser escrito como:
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Dy - Y| oy (3.3.25)

onde:
Yip matriz de observagio de y que pertence a j-ésima categoria de
i3
1
—~{j} . i s
yoou média amostral de ¥y na categoria j de 1:1
n” : nimero de observagio na i-ésima categoria de L
§)]
S1 : estimador da matriz de dispersfio de y na categoria j de m

j=4 .., r =12

Portanto, uma proposta alternativa a dos autores para tratar o

case de igualdade de matrizes de covaridncia dentro das categorias
. (i}
. it 2 .
seria substituir em (3.3.253) o termo S1 pelo estimador usual da

matriz de covariancia dentro, W, dado por:
)

q

1 Z 2 '

W= —7% 1) nl Sl (3.3.26)
n i=1)=1 i

Assim, a covaridncia amostral de zjy em m, estaria dada por:

n D
s; R ¥ I R PR ¥ yiﬁyfi’ (3.3.27)
jy It] : n
i i
i=1, ,y e I=1, 2

Continuando com o problema de discriminagio tem-se que a regra de

classificagdo baseada na segunda funcdo linear modificada (v} é:

dado que z = 1,
m

alocar a observacio em n_se ¢ (v) =b’y+ (B+ a | 2 0
1 m m 0 m

eemm caso contrario, m=0, I, ..., T
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onde,
lbm[v} foi definida em (3.3.22) e

1 se zJ=0 ¥iji=1..,r
o = Osef-]zj=1 ji=1 ..., r

foi definido em (2.2.17) da segdo 2.2.1.

Agora, supondo que a distribuicfio condicicnal de ¥y na m-ésima
categoria de ® € normal com média pim} e matriz de varilncia- .
covarifncia £, tem-se que a fungfio ¢ (v} também & normal com

m

parametros:

Ely_(v)) = b';p:‘“’ + (B +a) (3.3.28)

Var(y (v)) = br’nZ(m)b : (3.3.29)

m

As probabilidades de classificar mal uma observagio da m-ésima

categoria, sob hipétese de normalidade sio:

, (m}
P (1|2)= d Pk j :B" :/:“‘} (3.3.30)
" (b’ ™b ) '
m m
™ v B +a)
Pln=e |- 20> 2 T (3.3.31)
™ (b’z' ™ b ) :

Finalmente, as probabilidades totais de m& classificagio sdo:

r
PG|j) = £ P [ Py, jri o ji=12

m={
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¢) Terceira Modificacdo da FLD

Os dois medelos modificados propostos anteriormente requerem da
estimacdo de um nUmero muito grande de parimetros a menosg que o nimero
de varidveis binarias seja pequeno. Uma maneira de enfrentar este
problema poderia ser utilizando aproximagfes similares 4s propostas em
Krzanowski (1975) para o modelo de posicdo, Porém, existe outra forma
mais compativel com este enfoque que também foi proposta em

Vlachonikolis e Marriott (1982).

A idéia dos autores foi representar as interacfes devidas &s
varidvels bindrias usando diretamente estas varidveis e nfo a
transformagio multinomial que era usada nas outras modificagtes. Neste
caso, a fungédo linear discriminante é construida considerando todos os
termos que representam efeitos principais e interagbes de primeira e
segunda ordem das variiveis X5 oo xq € Y e yp. E c¢laro que
também poderiam ser incluidas as interagBes de ordem maior, mas isto
nic contribuiria em nada a resolver ¢ problema de excessivos

parémetros,

A fungdo linear discriminante modificada para o modelo reduzido

é;
q P q-1 q q p
¢(w) =Eocixl+ZBjy+ z Z arijxlxj + I E ij t _]
i=1 i=1 =1 j= i=1 J=
q-1 q D _ {3.3.32)
) ):ajjkxlxjyk + B,
i=1 J=1+1 k=1
Em ¢(w), (3.3.32), devem ser estimados q + [ : ] +p+aqp+ p[ : ]
+ 1= (p + I} (q2/2 + q/2 + 1) coeficientes. Quando g cresce, este

numero é consideravelmente menor que © nuimero de coeficientes que
deviam ser estimados nas modifica¢8es vistas nas partes (a} e (b)

desta segdo. A tabela 3.3.1 mostra este fato claramente.
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Tabela 3.3.1: Comparagdo de namerce de coeficientes da FLD simpies e as
trés modificagBes estudadas nessa segéo (p fixo).

q FLD F'LDMl FLDM2 FLDM:3
1 p + 2 p + 2 2(p + 1) 2(p + 1)
2 p + 3 p + 4 4(p + 1} 4(p + 1)
3 p + 4 p + 8 8(p + 1) T7(p + 1)
5 p + 6 p + 32 32(p + 1) 16(p + 1)

10 p + 11 p + 1024 1024 (p + 1) 56(p + 1)

15 p + 16 p + 32768 32768 (p + 1) 121(p + 1)

Todas as modificagSes apresentadas tém a vantagem de representar
no modelo as interacBes devidas &s varidveis bindrias. Além dist.o,
permitem usar diretamente os métodos stepwise de selegdo de variaveis
implementados nos pacotes computacionais, a fim de obter informagio
sobre o poder de discriminagio de cada varidvel. Por exemplo, a
selegio de z e Z¥ pode ser interpretada come evidéncia de que o
efeito principal do padrio de X representade por z é significativo e
que a interagio de z com y, também o é. Interpretagtes similares se

aplicam aos modelos reduzidos,

3.4 - DISCRIMINAGAC LOGISTICA

0Os métodos de discriminagdo s#ie usados principalmente com dois
objetivos, primeire para resumir e descrever diferengas entre grupos e
segundo para alocar novas observagdes nestes grupes. O interesse
fundamental da discriminacfio logistica é o segundo, isto &, alccar um
individuo com vetor de cbservagles w em uma das duas populagdes m ou
.

A discriminagiio logistica pode ser descrita como um método
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parcialmente distribucional, pois sua suposicdo fundamental para
resolver problemas de classificagdo, é a linearidade do logaritmo da
razio das verosimilhangas. Algebricamente essa condi¢io pode ser

escrita como segue:

P(wlnll
n | ——| =+ pRw (3.4.1)
P(w]nz)
Onde wW = (Wl’ PR w]..]’, -B = (Bl) BZ! ey BrJ’ e P(Wlﬂi)! i= ]-’ 2’

representa a verossimihan¢a de w em T
Esta suposigdo & importante e 1til pois quando usada junto com o
teorema de Bayes permite escrever as probabilidades posterjores de

forma simples. Assim, pelo teorema de Bayes, tem-se

P(w[nll P(m )

P[nllw) =
P(Whr1 JP (m ) + P(wfn:z]P(n,’J

-1
Plw{n ) P(r )
_ L+ [ 2 2

P(w|w) P(w )

logo substituindo (3.4.1) na expressdo anterior:

1
P(Tl'l W] = '
! 1+ [k exp (e + Bw)] ™"

entdo,

k exp (o + B'w)
Pln | w) = : (3.4.2)
! 1 + k exp (a0 + B'w)
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P(nl]
onde k =

, representa o oddé de pertencer a populago T[l.
P(x)
2

Agora,
1

Plr_|w) =1 =Pl |w) = (3.4.3)
z ! 1+ kexp (o + B'w)

Logo, assumindo que «, B ¢ k jA tenham sido estimados, a regra
6tima, que consiste em alocar uma nova observagio A populagio com
maior probabilidade & posteriori, sera f&cil de usar e calcular pois

(1

dependera unicamente da funcfo linear (« + g'w + Iln k).

A estimacdo dos parédmetros ¢ e é feita usando o método de
méaxima verossimilhanga. A vantagem de usd-lo é que o método ndo varia
para os diferentes tipos de varidveis, isto significa que embora as
varidveis sejam continuas, discretas ou mistura dos dois tipos o

procedimento de estimagfo serd o mesmo.

E interessante observar que até agora, a unica restrigfo
distribucional feita para o enfoque logistico foi colocada em (3.4.1).
Isso garante a utilidade do método, pois existem muitas familias
distribucionais que satisfazem essa restrigio (para maiores detalhes

ver Anderson, 1972 e 1975), entre elas tém-se:

i) Distribuicbes ncrmajs multivariadas com matrizes de covarincia
iguais,
i)  Distribuiges discretas multivariadas seguindo o modelo log-linear

com interagfes iguais nos dois grupos.

(1) Note-se que k exp{t + B'W) = exp{lnk + & + [3'W)
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iii) Distribuigdes diseretas multivariadas independentes.

iv) DistibuigBes conjuntas de variaveis continuas e categéricas

seguindo i) e ii), ndc necessariamente independentes.
v}  Algumas versdes truncadas de casos anterjores.

vi) VersBes dos casos anteriores onde w, é substituido por alguma

funcdo de w em (3.4.1).

A forma de funcio de vercssimilhanca, que devera ser maximizada
para estimar os parametros, depende do tipo de amostragem usada para
obter as amostras de treinamento. Serdo estudados trés delineamentos,
que s&o comuns na pratica e que produzem a mesma funcdo de

verossimilhanga, este fato simplifica muito o processo de maximizagio.
Seguindo a terminclogia usada por Anderson (1982), tem-se:

- Amostragem condicional em w

A amostragem condicional consiste em extrair uma ou mais amostras
para cada valor fixo de w; cada uma dessas amostras pode assumir dois
valores ®ooou m, dependendo da populagiio a qual pertenca a
observagd3o. Este procedimentc representa  uma  amostragem da

distribuigso condicional de m|w com verossimilhanga P{m|w]).

Supondo que uma amostra de tamanho n seja escolhida, e que dado
w, h& ni{wJ pontos da populagdo T (i =1, 2) que assumem esse vaior

entio, sob a amostragem condicional em w, a verossimilhanga €,
L =1 Pl |wh™™ { P | w2 (3.4.4)
c w 1 2

Aqui, o valor n(w) = nlfwl + nsz} é fixo para todo w. Logo,

fazendo Bo = a + In k em (3.2.2), tem-se que:
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exp (Bo + B'w)
P(nl|W] = = p{w)
1 + exp(fo + B'W) !

e em (3.4.3):

1
P(n,[w) = = p,(w)
1 + explBo + B'wW)

A verossimilhanga, Lc, pode ser escrita agora como:

n_{w)

_ n_{w}
Lc = H { pltw}} 1 2

{ pz(w]} (3.4.5)

Substituindo em (3.4.5), pl[w) e pzlw) por seus respectivos
valores é facil ver que LC é funcdo de ,80 e Bj (i =1, ..., p) Os
estimadores de maxima verossimilhanga destes parametros serdo
derivades usando procedimentos de 6timizéqﬁo iterativa, como o Método

de Newton-Raphson ou o0s métodos quése—Newton. Algo importante a ser
observado €& que ,80 ¢ estiméavel, mas a = Bn ~ In k n8o, a menos que

P(nl) seja conhecido ou possa ser estimado separadamente.

- Amostragem mista

Neste tipo de amostragem, as observagdes sfo extraidas da
distribuicde conjunta (w, W) cdm verossimilhanga Li{n, w), onde =
assume valores moou . A pr‘opbrqﬁo de elementos de n 12 amostra, é
uma estimativa da probabilidade prévia de pertencer a , P{rrl], e a

partir dela P('frz) =1- P{n'll também & estimavel.

Sob amostragem mista, a verossimilhanga é dada por:

L = { Plw|r "™ Plw|m "2 (3.4.6)
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Embora L seja diferente de Lc, é f4cil demonstrar que neste
m
caso, Bo e também podem ser estimados maximizando a

verossimithanga L dada em (3.4.5). QObserve-se que:
L]

P(w|n ) = P(r_|w) P(w) s =1 2,
) -]
entdo,
L =7 [P(n1|w)P(w]]nl‘W)[P(n2|w) P(w)]"2 '™
w

{w)

= 1 Pl fw) 1™ PO [w) 172 ™ (PGw )™
w w

substituinde (3.4.4) na expressdo anterior, tem-se que:

)yniw? (3.4.7)

Lm Lc E[F‘(w

Refletinde sobre a expressdo anterior pode-se concluir que
somente Lc contém informag#o sobre os pardmetros, pois a Unica
suposigdo feita neste enfoque & sobre a forma funcional da razio das
verossimilhangas, isto leva a pensar que a distribuicio marginal de w
ndo contribui A estimagio de Bo e Anderson (1982), afirma que se
E(P(w])n(w}tivesse alguma informacio adicional sobre a forma de
P[W[T[i], a informagio extra sobre os parametros obtida dela seria
pequena comparada com a contida em Lc. Assim, tem-se mostrado que para
a amostragem mista os estimadores de maxima verossimilhanca também sfo
obtidos maximizando Lc em (3.4.5). E interessante notar que neste caso

os valores P(ni) i=1 2 e a sio estimaveis,

~ Amostragem separada

Este tipo de amostragem € a mais comum nos problemas de

discriminacfio; o métedo consiste em extrair amostras de cada populagio
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por separade, ou em outras palavras, em realizar uma amostragem das

distribui¢Ses condicionais, (W|n1] e (w]nz).
Sob amostragem separada, a verossimilhanga das observages é:

2 n {w)
Ls =7 ‘13{ P{w|ns}} ® (3.4.8)

s5=1

Anderson (1972), provou que no caso de varidveis discretas,
maximizar L‘s em {3.4.8), & equivalente a maximizar Lc em (3.4.5)
porém, quando alguma ou todas as varidveis s83o continuas ndec £
possivel provar esta equivaiéncia. No mesmo artigo, o autor propde que
em presenga de variaveis continuas, ainda seja usado o tratamento
anterior, isto &,  estimar os parimetros maximizando Lc. A
justificativa mais simples para isso bageia-se na possibilidade de
subdividir cada variavel continua para fazé-la discreta {embora alguma

informagdo seja perdida pela discretizagdo).

Posteriormente, Anderson e Blair (1982) mostraram que para
varidveis continuas, os estimadores obtidos a  partir de Lc
tecnicamente j4 nfo sdo de méaxima verossimilhanga. Isto os motivou
para sugerir um métedo alternative chamado méxima verossimilanca

penalizada (penalized maximum likelihood).

E importante recordar que os problemas com variiveis continuas sé
aparecem na amostragem separada. Para amostragem condicional ou mista
a estimagfo de Bo e a partir de L ¢ inquestionavel sem impertar a

c

natureza das variaveis.

Resumindo, tem-se que na discriminagdo logistica, os parametros
necessarios para calcular as probabilidades a posteriori, em muitos
casos podem ser estimados usando o mesmo processo de méxima
verossimilhanga para dados discretos e/ou continuos, para diferentes

familias de distribuicdes e para distintos planos de amostragem; em
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todas essas situagSes a fung8o a maximizar é;
L = PG |wh™™( P(r_|w)"™
[ w i 2

Agora que j& ¢ conhecida a fungdo que deve ser maximizada, a
etapa seguinte & escolher um procedimento adequado. Day e Kerridge
(1967) e Anderson (1972} propuseram originalmente usar o procedimento
de Newton-Raphson para maximizar Lc, porém o método pode ndo convergir
{(ver Jones, 1975). Anderson (1982), notou que os métodos quase-Newton
sdo mais aprepriados pois combinam a velocidade de convergéncia para
valores préximos do 6timo do método de Newton com algumas propriedades
do Steepest Descent Method para valores iniciais pobres (ver Gill e
Murray, 1972), Outras vantagens dos métodos quase-Newton € que
requerem somente ag primeiras derivadas em cada iteragdo, e além disso
que produzem uma estimativa da matriz de segundas derivadas no ponto
méximo. Isto é conveniente na estatistica, pois assim, ¢& possivel
conhecer a matriz de int‘or’*mac;éo. gern  calcula-la  explicitamente.
Anderson (1982) afirma também 'que paf‘a um numero adequado de iteracgles
{(que ndo seja menor que o numero de varidveis), o erro introduzido
pelo metodo quase-Newton nas variancias assintéticas estimadas € de

ordem de 5%, que & um valor aceitdvel na maioria dos casos.

Agora, aplicande logaritmo natural a funcdo Lc tem-se:

2
I{L) =Z Z n {w) In (P(r_{w))
c I=1w 1 i

=§{ nl{W](.Bo + RB'w) + nl[w) in P{rt2 [ w) + n2(w) In P[n2|w]}

=§{ nl(w)(.@o + f'w) + nlw) In P(rr2|w]}

onde n{w) = nltw} + nz(w]. Logo as equagles de méxima verossimilhanga
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alan(L ) exp(B + B'w) w
—° = Y nl(vc.r)wk + n(w)(-1) o k
B.BR w 1 + exp(BD + B’w)
=¥ | HI(W] - n(w}P{nl|w)} W= 0 (3.4.9)
w
k= 0,1, ...,r
onde w = (Wl’ W wes wr) ew, = 1
8°1n(L ) n(w) ww { exp(B +B’w)}{ L+exp(B +B’w) - exp(B +8’w)}
© _ _ E 1 k 4] b] 0
R 2
8 Bla,Bk w [ 1 + exp(,80+8 w) ]
exp(g +R'w) 1
=~} nlw) ww, °
w 1+ exp(60+.8'w) 1+ exp(.'30+.8’w]
- 8%Ia(L )
— % =¥ n{wPx |wPr_ |w) w w (3.4.10)
38 B " 1 2 1k
1"k
k, 1 =0, , T

A tnica informac8o que estd faltando para comecar os processos de
otimizagdo iterativa Newton-Raphson ou quase-Newton, € sobre os
valores iniciais. Cox {1966) sugeriu aproximactes lineares de P(11:1|W],
1 =1, 2, e obter estimativas iniciais de ,80 e por minimos quadrados
ponderados., Porém em 1972, Anderson sugeriu comegar usando zera como
valor inicial para os p + 1 parametros logisticos e algum tempo depois
afirmou que isto tem funcionado bem na pratica e pode ser recomendado

com confianga (ver Anderson, 1982). Por outro lado, Albert (1978)
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mostrou que a fun¢do de .verossimilhanca I_.c tem um Unico méaximo,
alcancado para B finito, exceto sob duas circunstincias especiais

facilmente reconheciveis:

i) Separacfo completa, na qual todos os pontos de ™ caem num lado de
urm hiperplano e os pontos de n, do outro lado. Day e Kerridge
(1967) e Anderson (1972), tratam este caso em detalhe.

ii) ProporcBes marginais nulas, quando as varidveis s#o discretas.
Anderson {1974), analisa este caso e encontra estimadores

apropriados.

Por dultimo, é importante notar que o processo de maximizacio
iterativa de Lc é aplicivel aos trés tipos de amostragem quando usado
para encontrar estimadores de maxima verossimilhanca de Bo e B. Para
amostragem mista e condicional, a varidncia assint6tica dos

estimadores estid dada pelos elementos da diagonal de A_l, onde

3%1n(L )
[+

6BeBk

(ver 3.4.10), é a matriz de informacdo onde os parmetros sio
substituidos pelos valores que maximizam a funcfo de verossimilhanga.
No caso da amostragem separada sfo necessérias restrigSes adicionais
{ver Anderson (1982} ou Seber (1984)).
3.5 ~ OUTROS METODOS
3.5.1 - Discriminagio Kernel

Alguns dos métodos discutides até agora dependem, de alguma

forma, de certas suposigdes sobre a distribuicio do vetor aleatério
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misto w nas populagbes Toe T, Se algumas destas suposi¢les fossem
relaxadas, seria possivel usar métodos nf#o paramétricos para estimar
as densidades e depois derivar a regra de classificagfo. Neste
contexto, véarios autores como Habbema et al. (1974) e Aitchinson e
Aitken (1976), tem usado os estimadores Kernel de densidades
multivariadas (ver também Cacoullos, 1966; Murthy, 1966 e Breiman et

al., 1977).

Embora a teoria sobre os métodos de estimagdo Kernel esteja
bastante desenvolvida, fazer uma revisfio detalhada dela nfo estd
dentro do alcance deste trabalhe, por tanto, o método de discriminaqe‘io
Kernel serd descrito brevemente e algumas referéncias bibliograficas

iniciais serfo dadas.

Para comecgar, apresenta-se um estimador Kernel da funr;"a‘mo
densidade f{y), de alguma distribuicioc desconhecida, baseado no
conjunto D de n observagdes independentes desta distribuigdo, xl, .

X .
n

Seja K{y|x, A}, que denota uma classe de funcgfes de densidade de
¥y com meoda em x e pardmetro de alisamentc (ou janela) A, cujo valor
depende da pepulacio 'l"l.'l. Uma versio comum do método Kernel & usar como

estimador de f(y), uma mistura de densidades Kernel tal como:

f(y) = Ply|D, A) = =

I~ =

K(y|x}, A) © (3.5.1)

onde y = [yl, Vo oo yd} e )cJ = (x“, xld]. i=1, ....n

Continuando, sera revisada brevemente a discriminacio Kernel para
variaveis continuas e logo para varidveis discretas, pois o tratamento
particular para varidveis mistas surge como extens8o destes dois

métodos.
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a) Dados Continuos:

Quande as varidveis explanatdrias s8o continuas, a fungio de
densidade normal multivariada ¢é frequentemente usada como fungéo
Kernel em (3.5.1) devido as suas propriedades de escala e de

unimodalidade. O Kernel multinermal € o seguinte:

~-1/2
1 S| exp :1—2- (y - x}’S_I(y - x)] (3.5.2)

K(y|x, A) =
(2mn )%? 2

12 - - - 1 Z
onde S =—7 jgl(xj - x) (xj - x) e x= — L X
Habbema et al. (1974) propuseram usar a matriz diagonal de
elementos de S, diag(8), e ndo § diretamente, nesse caso o Kernel

" multinormal seria:

1 d 2 4 1 3 N T % ’
K(le, A) = ——"—2?‘2—[':1;[1 Sk ) exp “'? k§1 *_Ag—'——" {3.5.3)
(ZrA”} k
onde

2 n

(n-1) Sk=J§1 [xjk—x), k=1, , d:
¥ = (Yl’ ey Yd), X = (xl' » XGJ;

e xJ=(xj1. 2’ , deJ,J-_*l, , N

Agora, se algum estimador A, da janela A for conhecido, f(y) pode

ser estimada por:;

~

f(y) = P(y|D, A) = Tlf K[y]xj, )

N MBS

j=1
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Murthy (1966), mostrou que este estimador & consistente para
todos os pontos de continuidade de y se A » O tHo lentamente quanto

Il = 0o,

Quando y é alguma das obsera¢des de D, digamos y = x, entfo
r

f‘{xr] estima-se por:

f(r){x ) =
I

g o

1
J¥Fr

A estimagfo de uma janela A adequada é um dos problemas mais
importantes da estimacdo Kernel; infelizmente, o método de mé&xima
verossimilhanga produz um estimador nuloe quando a fungio de

n
verossimilhanca 11 P{xJ|D, A) é considerada. Habbema et al., (1974)

1=1
estudaram este problema e sugeriram usar um método de méxima

verossimilhanca meodificado conhecido como método verossimilhanca
Jacknife (Jacknife Likelihood Method) ou leaving one out modified
maximum likelthood, que consiste em maximizar, em relagio a A, a

funcdo h{A) dada por:

hay = M4 5 F K(xr|x], A)
J#r
onde
X
x = 21 ) , Zd k=1, , N
k 1 d

representa ¢s dados padronizados e
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2

(x -x)(x -%)}
22 rooror

Yj2r ej,r=1 ..., n

No problema de discr‘iminagéio‘,- o método anterior pode ser usado
para estimar fl(w) e fz{w), as densidades de w em ®oe n

resgzctivamente, logo, a regra de classilicagio seria:

fl(w)
Alocar wem n s ———— > &
f‘z{wJ (3.5.5)

e em W 2cascr contrario.

Em (3.5.5), 8 ¢ uma constante que depende dos custos de

classificacio errada e das probabilidades prévias,

Hab‘oerﬁa et al. (1974) usaram um procedimento forward para selegio
de var_*ié.veis,_ o qual, segundo Seber (1984) ndo ¢é recomendéavel para

problemas de grande porte pois consume muito tempo computacional.

E importante observar que, embora tenha sido usado um Kernel
multivariado, nfc foi feita suposicio nenhuma sobre a densidade a ser
estimada, portaﬁto, o método ¢ estritamente nSo paramétrico e além

digso qualquer outra densidade unimodal pode ser usada como Kernel.

b) Dados Bin&rios

Aitchinson e Aitken (1976), sugeriram usar a seguinte fung3o

Kernel para dados bindrios multivariados:

- 1]
d-D(y,x) (1 } (y,x}

Kiy|x, &) = a - A (3.5.6)

onde é—shzl e D[y,x]:y—x2
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Note-se que, quando as varidveis s8o0 binarias, D(x, ¥) representa
simplesmente, o numero de diferencas entre os elementos
correspondentes de ¥y e x. A expressfo (3.5.6) pode ser .escrita de
maneira mais simples se a tranformacio Wk = |yk - xk|, k=1, ..., 4,
de y em w para um x fixo é usada. Substituinde w em (3.5.6)
escreve-se:

l-Wk( ]Wk

d
Ky|x, &) = T 2 1-2

Aitchinson e Aitken (1976), mostraram que para variaveis bindarias o
estimador de maxima verossimilhanga de A também n#c & satisfatério
[Aw = 1), logo, propuseram usar o método de verossimithanga

modificado, baseado em 13[ f{”

[xr) (ver (3.5.4)), para determinar outro
estimador mais adequado da janela. Hall (1981), demonstrou
teoricamente que o estimador Jacknife pode ter um comportamento
erratico ainda para grandes amostras e além disso que & fortemente
influenciado por categorias multinomiais vazias ou quase vazias. Por

Gltimo Hall (1981) propds um estimador alternativo para A.

¢) Dados Mistos: Continuos e Binarios

Dado o vetor aleatéric misto w' = (x', y’) Aitchinson e Aitken

(1976), sugeriram usar um produto de func@es Kernel tal como
K(w|z, 2, 2) =K (y]z, 2 ) K (x|z, )
onde K1 ¢ um Kerne! multinormal como em (3.5.2) e K2 ¢ um Kernel

bindrio como em (3.5.6). Logo, pode-se estimar a densidade do vetor

misto, f{w), por:

E _ 1 ~ A~
flw) = = Kl{ylyl, hl} Kz{x|xj, AZ}

i Mo

J=1
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onde 2\1 e PLZ sfo as janelas estimadas. O método de verossimilhanga
Jacknife para escolher ?Ll e ?Lz também € simples neste caso, a
diferenca com os anteriores é que aqui é necessario maximizar uma

fungdo de duvas varidveis.

E importante observar que usar um produto de Kernels ndo implica
de maneira alguma, em Iindependéncia entire os componetes bindrios e

continuos de w (Seber, 1984 p. 323).

Aitchinson e Aitken (1976), também discutiram a extensdo deste
enfoque para varidveis categéricas com mais de duas categorias e
propuseram duas soclugBes para este caso; a primeira é transformar as
varidveis categéricas em bindrias e a segunda, usar uma modificagdo do
Kernel bin&ric que permita levar em conta as categorias de todas as

variaveis,

Os métodos Kernel também podem ser adaptados para trabalhar com
valores perdidos (missing value) e/ou observagdes nfc classificadas,
isto é, o chamado problema de misturas {mixture-problem) (ver Murray e
Titterington (1978))., Outras extensfes interessantes sZo os Kernel de
janela varidvel ou Kernel adaptativos (variable width or adaptative
Kernels), propostos pela primeira vez por Breimal et al. (1977}, que
sdo0 mais adequados para distribuigBes assimétricas como a lognormal,

(ver também Habbema et al. 1978 e Remme et al. 1980 p.103).

3.5.2 - Discriminagdo Segundo o Vizinho Mais Préximo

0s métodos do vizinho mais préximo sio bem conhecidos na Andlise
de Conglomerades porém, uma aplicagdo menos difundida deles € em
problemas de discriminagdo. O artigo de Devroy e Wagner (1982),

fornece uma descricdo detalhada destes métodos para um caso geral, sem
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considerar a estrutura particular das observages em presenca de
mistura de variaveis. No mesmo artigo os autores ddo resultados muito

interessantes sobre a convergéncia dos métodos.

Esta sub-secfioc estara baseada principalmente no artigo de
Wojciechowski (1987), que construiu uma regra de classificagio para
misturas baseado nos métodos do vizinho mais préximo propostos por

Cover e Hart (1967).

Seja w uma populagdo geral de individuos caracterizados pelo

vetor misto, (p + q)} variado, w' = (x

¥

. ¥') que pertence ao espago

métrico (W, d), onde de maneira geral

G‘ - a2 a VIR & A X{a a U 5 4 R
{ 11’ 12’ } ql’ q2’ }

e d é uma distancia definida para quaisquer w e w_ por

2 P 5
d (wl, wz} = szll dj(wm' wzj]

z s
, w ) = (w - w_)" se a j-ésima componente de w ¢

2
d
onde dj[w 2] 1) 2]

1]

continua ou categdrica ordinal e

O se W =W
) 1) 2}

2] 1 se woEW

dz[w W
1}
J 2)

se a j-ésima componente de w é categérica nominal (n3o ordenada).

Assumindo que a populaciio m estd dividida em dois grupos noem,

¢ que tem-se uma amostra de treinamento de n individuos escolhidos ao
acaso de m, tais que n1 pertencem ao grupo n:l e nz =1n - nl pertencem
ao grupo nz entdo, dada uma nova observagic w que se sabe pertence a m

mas nio a qual dos dois grupos, necessita-se construir uma regra de
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classificacdo que permita alocar w em T ou T, Como ndo se dispde de
informagio sobre a forma da distribuicdio de probabilidades de =, sera
usado um métode ndo paramétrico chamado discriminagio segundoe o

vizinho mais préximo que estd baseado na defini¢do dada a seguir.

Definicio 3.5.I: Sejam w, Wi oo W valores do espago métrico
(W, d). O elemento \':rn € {Wl. . wn} ¢ dito vizinho mais proximo
de w entre wl, e W se

diw, w )} =min d(w, wj)

1=)=n

O elemento w da definiclio anterior pode nfo estar determinado de
n
maneira Unica e por esta razdo ¢é introduzido o seguinte suplemento 2

definigéo,
Seja z, Zs e Z uma sequéncia de valores gerados de uma
n
distribuigdo uniforme em [0,1. O elemento w, ¢ ditoe estar mais

proximo de w que wj se:

i) d(w, le < diw, wJ) ou

i) diw, w ) = dlw, Wj] e |z - zl] <z -~ zj] ou

i

iti)  diw, le d(w, wj] e |z - 2;' < |z - zjf e i<

logo, a regra de classificagdo segundo o vizinho mais préximo € :

Alocar w a m se o vizinho mais préoximo de w,
r

w pertence a T (r =1, 2).
n

Uma extensdo trivial desta regra € a classificagdc segundo os kK
vizinhos mais proximos que consiste em alocar a observagio W no grupo

ao qual pertencem a maioria destes vizinhos, Se o numero de vizinhos €
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igual nos dois grupos noemw, entioc a decisfio & alocar w no grupo ao

qual pertence o vizinho mais préximo.
Cover e Hart (1967), demonstraram que o vizinho mais préximo \;n

de w tende a w quase certamente quando o ntmero de observagBes, 1,

cresce infinitamente (n — ).
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CAPITULO 4

ANALISE DE UM PROBLEMA PRATICO

4.1 - INTRODUCAO

Este capitulo trata de ilustrar os métodos que s3o objeto de

principal interesse deste trabalho, conforme secdo 3.1.

O critério de escolha do problema foi cerresponder a um conjunto
de dados com potencialidade de exibir desempenhos comparativos entre

os métodos, e para um mesmo método, em mais de uma situagso.

O referencial adotado para a estrutura dos dados foi o seguinte:
buscar um problema cuja solugio demandasse técnicas de discriminagio,
especificamente de Analise Discriminante, envolvendo grupos
caracterizados por misturas de varidveis continuas e categéricas sendo
interessante uma situacdo de trés grupos sobre os quais as mesmas
varidveis sejam observadas e tais que se diferenciam ou ndo ora pelas

continuas, ora pelas categéricas com desejavel interagfic entre ambos
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os conjuntes. Neste contexte, dos problemas encontrados foi escolhido

0 exposto a seguir.

Trata-se de diagnosticar diferengas do perfil do aluno
ingressante a trés cursos aqui denominados A, B e C. Este perfil

pretende tocar duas naturezas: académica e sécio—econdmica.

Sobre cada aluno ingressante estd disponivel informagZo
relacionada ao perfil sécio~econdémico obtida por questiondrio e também

notas relativas ao desempenho em provas de selegdo.

Para efeitos deste diagnéstico foram selecionadas como variaveis
informativas do perfil so6cio—econdmico do aluno as seguintes

varidveis:

XI: Tipo de estabelecimento de ensino em gque cursou ¢ primeiroe grau:
. - Predominantemente publico (0}

- Predominantemente particular (1)

X.: Tipo de estabelecimento de ensino em que cursou o segundo grau:
- Predominantemente puablico (0)

- Predominantemente particular (1)

X : Curso de segundo grau concluido:
- Técnica (0)

- Comum (1)

X : Periodo em que cursou o segundo grau:
- Predominantemente diurno (O)

- Predominantemente noturno (1)

X : Categoria & qual pertence a ocupagéo do pai:
- Estrato superior (1)
- Estrato médio (2}

- Estrato inferior (3)
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Xﬁ: Participacdo na vida econdmica da familia:
- Nido trabalha (0}
~ Trabalha (1)

O perfil académico fica represéntado pelas seguintes varidveis:

Port: Nota na prova de portugués,
Biol: Nota na prova de biologia,
Quim: Nota na prova de quimica,
Hist: Nota na prova de histéria,

Fis: Nota na prova de fisica,

Geog: Nota na prova de geografia,
Mzat: Nota na prova de matemética e

L._est: Nota na prova de lingua estrangeira

que assumem valores de zero a dez.

As varidvels disponiveis sdo de natureza mista desde que as notas
podem ser consideradas continuas e as demais sfo, quatro bindrias e

uma ternaria {Xs, categérica ordinal com trés categorias).

Per outro lado dispondo de trés cursos, grupos, serd possivel
mostrar distintas situagdes dentro do contexto deste trabalhe ao

comparar os grupos dois a dois.

A escolha final recaiu sobre este problema pois andlises
marginais sobre o grupo de continuas e sobre o grupo das categéricas
revelam distintos padr8es de discriminagdo, ora sé pelas variaveis
continuas, ora sO pelas varidveis categéricas, ora por ambas. Tanto as

analises preliminares como os dados estdo documentados no Apéndice A.
A aplicagdo dos métodos aos dados € apresentada nas segdes

seguintes, ilustrando cada modelo de interesse, quandc possivel, na

ordem de apresentagdo do capitulo 3.

114



N&o fol necessdrio desenvolver programas computacionais para a
aplicacio destes métodos. A FLLD de Fisher e as trés modificaqﬁes
propostas por Vlachonikolis e Marriott (1982) (secdo 2.3) .podern ser
calculadas usando o procedimento PROC DISCRIM do sistema de programa
SAS. Para isto basta considerar como variaveis explanatérias, as
varidveis continuas e as categéricas para a FLD de Fisher, ou as
varidveis continuas e as mnovas varidveis (construidas a partir das
originais) propostas para cada uma das modificagtes. Por outro lado, o
programa para a aplicagio do método baseado no modelo de posigdo
{segdo 3.2) foi cedido gentilmente pelo Dr. W. J. Krzanowski da

Universidade de Exeter da Inglaterra.

Netando que no caso em estudo trata-se de oito varidveis
continuas, cinco bindrias e uma terndria, na secdc 4.2 sdo obtidos
resultados s& para o modelo de posicdo e a FLD de Fisher. As
modificagBes da FLD estudadas na subsecdo 3.5.2 nfo sfo consideradas

devido ao grande numero de parametros necessarios para construi-lias.

Na segdo 4.3 ilustra-~se como a anilise do problema beneficia-se
de outras técnicas, explorando os métocdos de discriminagdc para
misturas apds a redugdo de dimensio do conjunto das varidveis

continuas e do conjunto de variaveis categéricas.
4.2 - DISCRIMINAGCAO COM O CONJUNTO COMPLETO DE VARIAVEIS
Nesta segio apresentam-se os resultados da aplicagio do métede de
dicriminagio baseado no modelo de posigio e da FLD de Fisher aocs dados
documentados no Apéndice A, tomando os cursos dois a dois.
As modificagies da FLD (secdo 3.2.5) ndo serdo calculadas pois o

ndmero de parametros necessérios para construi-las é muito grande

comparadoc com os tamanhos de amostra disponiveis. Fazendo as
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adaptagBes necessiarias para construir as FLD modificadas com as 8
sk s s el : " (1)
variadveis continuas, ¢ binarias e a terndria Xs: ocupagdo do pai ', o

nimero de parametros que deveria ser estimado para construi-las é:

104 para a Primej,ra Modificacdo da FLD,
864 para a Segunda Modificagdo da FLD,
252 para a Terceira Modificacio da FLD,

e os tamanhos de amostra disponiveis sfio: 70 no curso A, 90 no curso B

e 31 no curse C.

4.2.1 - Andligse Discriminate para os Cursos A e B
a) Modelo de Posigdo

—~ Variaveis consideradas:
"8 continuas, 5 binarias e 1 ternaria.

A variavel terndria ¢ substituida por duas bindrias {bl, sz

conforme visto na sub-segdio 3.2.3.

!

Ndmero de categorias multinomiais geradas pelas variaveis

categéricas no modelo:

2°%(3) = 96 categorias

Nimero de observages nos grupos (cursos):

Curso A: 70
- Curso B: 90

Categorias com major probabilidade de ocorréncia estimada a partir

(1) Sao necessérlias algumas adaptagoes pois as modificagoes foram
propostas para misturas de varlévels contfnuas [ binérias, Na

secao 4.4 sao descritas estas adaptagoes.

116



de um modelc log-linear de primeira ordem (ndoc foi possivel usar um

modelo de segunda ordem pois as tabelas de contingéncia observadas

sfo muito esparsas).

Tahela 4.2.1 -~ Descricdo das categorias com maior probabilidade de
ocorréncia no curso A.

71: 0110001V 69: 0010001 87: 0110101
4,782 %) 4,26% 3,19%

lo grau pibl ico(gl lo grau piblico 1o grau publico
20 grau part icular 20 grau publico 20 grau partic.
20 grau comum 20 grau comum 20 grau comum
20 grau diurno 20 grau diurno 20 grau diurno
Oc. pai: e. médio Oc. pai: e. médio Oc. pai: médio
Ndo trabalha Nic trabalha Trabalha

(1}
Nimero de categorla e valores de variaveis binarias.

2}
Probabilidade de ocorréncia da categoria em percentagem.

Descrigas da categoria.

Na tabela anterior observa-se as seguintes caracteristicas comuns Aas

trés categorias com malior preobabilidade de ocorréncia no curso A:

estabelecimenta de ensino predominantemente publico no

primeiro grau.

curso comum (ndo técnico) em periodo noturno no segundo grau.

ocupacdo do pai no estrato médio.

Estas categorias representam apenas 12,237 da probabilidade de
observar alguma das 96 categorias possiveis portanto, ndo ¢

recomendavel construir um perfil representative dos aluncs do curso A

baseados somente nesta informacio.
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Tabela 4.2.2 - Descrigdic das categorias com maior probabilidade de
ocorréncia no curse B,

40: 1110010%" 72: 1110001 39: 0110010
21,5772 %) 14,54 % 7,40%

lg grau particfa) lo grau partic, la grau pablico
20 grau partic. 20 grau partic. 2¢0 grau partic.
Z0 grau comum Z0 grau caomum 20 grau comum
20 grau diurno 20 gra'u diurno 20 grau diurno
Oc. pai: sup. Oc. pai: médio Oc¢. pai: sup.
N&do trabalha N&o trabal ha NZo trabalha

{1

Niimero de categorla e valores de varifvels blnérias.
Probabllidade de ocorréncia da categoria (percentagem}.

{3} :
Deserlgao da categoria.

A tabela anterior mostra que no cursc B, as trés categorias com
maior probabilidade de ocorréncia representam 43,51% da probabilidade
de observar alguma das 96 categorias geradas pelas variaveis
informativas do aspecto sécio-econdmico, isto sugere uma
caracterizacdo dos alunos do curso B considerando os elementos comuns

nessa trés categorias. Estes sdo:

Segundo grau em estabelecimento prodominantemente parti-

culares, curso comum e em pericdo diurno.
Ocupagio do pai: estrato superior e médio.

. N#o participa da vida econémica da familia.
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- Anédlise das médias das varidveis continuas estimadas por regressido

multivariada.

As estimativas das médias das notas sfo obtidas a partir do

seguinte modelo de regressdo multivariada:

Port v{Port} {Port) L a(Port) .| i rc(Port} -|
1 1 it i7 i
f Biol Bleol Blol #Fiol
Biol {Biol) {(Blol) “( ol} X e( ol)
i i il i 1 i
= +
Mat Mat . Mat {Mat
Mat v{ at) a{ at} or,( at) b e at}
1 i 11 i7 1 i
L 1) {L t - L t (L t)
L est v( _es o _est) a{ _est} b e _es
it e il : 17 1L 2] 71 |
i=12 (4.2.1}

onde l}1 e bz sd0 as varidveis bindrias pelas quais foi substituida a

ternaria Xs'

Observe-se que no modelo (4.2.1) somente foram considerados os
efeitos  principais das  variaveis categéricas por razdes de
consisténcia com ¢ modelo log-linear wusado para estimar as

probabilidades multinomiais.

Depeois de estimar os parfmetros de (4.2.1) tem-se os seguintes

modelos para as médias das variaveis continuas do curse A:

Port = 3,31 +0,12X + 048 X_ + 0,35 X - 0,74 X + 0,29 X -
A 1 z 3 4 B
- 0,02b - 0,11 b,

Biol, =207 + 0,40 X + 0,19 X + 0,40 X - 0,46 X_+ 0,39 X_~
-032b -038b,
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QuimA = 2,55 + 0,72 Xl + 0,15 Xz + 0,66 X3 - 0,78 X4 + 1,12 X6 +
+ 0,10 b1 + 0,14 b2

HistA = 4,06 - 0,01 X1 + 0,30 X2 + 0,02 X3 ~ 0,78 X4 + 0,47 X6 -
- 0,18 b1 - 0,27 b2

Fis =231+032X +068X +0I11X +008X +0,27X ~
A 1 2 3 4 &
- 1,01 b ~037Dh
1 2
Geo =4,14+026 X ~004X +021X -036X +036X -
A 1 2 3 4 -]
-0,36b -0,200
1 2
Mat =342 + 0,28 X +0,42X_ +0,09X -0,11 X +0,55X -
A 1 2 3 & &
-0,03b +0,11 b
1 4
L est =215+ 1,27X +0,26 X_+0,70X +038X + 0,76 X +
A 1 2 3 4 ]

+ 1,47 b + 0,78 b
1 2

As equagles anteriores mostram que, em geral a contribuicio das
variaveis categéricas &s médias condicionais das notas € pequena
comparada com o termo independente. Em todes o0s casos estas
contribuigbes sfo menores que um desvio padrdo da média ceorrespondente
(veja tabela A.1). E interessante notar que na varidvel L_est {(lingua
estrangeira) o efeito conjunto de X1 =1 e b1= 1, que representam lo
grau em escola particular e ocupagdo do pai no estrato superior,

modifica consideravelmente o termo independente.

Os modelos estimados para as médias das nota dos curso B s&o:

Port, =552+ 0,35 X + 0,06 X_+ 0,12 X_ - 0,09 X, + 0,21 X_+
+0,06 b -0,12 b
1 4
Biol =55 -0,01X +0,18X +023X -0,67X -046X -
B 1 2 3 4 3

-003b ~-031Db
1 2
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QuimB = 7,62 - 0,02 Xl + 0,69 Xz - 0,92 X3 + 1,05 X“ - 0,93 Xb +
+ 0,41 bl - 0,07 b2

Hist =67 +0,21 X -~ 0,15X -0,06 X_ -0,78X - 0,16 X +
B 1 2 3 L &
+ 0,22 bl -~ 0,01 b2

Fis, =7,22-016X +051X,+003X, +177X_ +0,63X_ -
-0,13b - 0,05hb
i 2
Geo =26,51-00lX -0,26X +008X%X -048X -0,24 X -
B 1 2 3 4 &
-0,1lb - 0,24 b
1 2
Mat =7,97-023X +#052X% -062X +0,69X -07 X -
B 1 2 3 4 [

-035b -0,520b
1 2

Lest =770 + 0,12 X + 0,28 X_+ 0,20 X 0,72 X + 0,95 X +
B 1 2 3 4 &

+ 0,36 b -0,23 b
1 2

Neste caso, como no curse A, a influéncia dos efeitos principais das
varidveis categéricas é pequena comparada com o0 termo independente dos

modelos estimados para as médias das notas.

A tabela 4.2.3, que se apresenta a seguir, mostra as estimativas
das médias das varidveis continuas nas categorias com maior
probabilidade de ocorréncia nos cursos A e B, Estas estimativas sio
obtidas substituindo nos modelos acima, os valores que assumem as
varidveis binarias nas categorias de interesse. Na tabelé, observa-se
que o desempenho geral dos alunos do curso B é consideravelmente
melhor que o desempenho dos alunos do curso A, em todos os éasos as
médias do curso B s80 maiores que as médias do curso A. Nas seis
categorias consideradas, as maiores diferencas no desempenho foram

observadas em fisica.
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Tabela 4.2.3 -~ Estimativa das médias das notas nas categorias com
maior probabilidade de ocorréncia nos cursos A e B.

Matérias

Categ Port Biol Quim Hist Fis Geo Mat L_est

4,04 2,29 3,51 4,11 2,73 4,12 4,04  3,9C

71 5,59 5,79 7,33 6,56 7,71 6,09 7,35  7,9%
3,56 2,10 3,35 3,81 2,05 4,16 3,62 3,64
69 5,52 5,61 6,64 6,71 7,20 6,35 6,82 7,66
4,33 2,68 4,62 4,58 3,00 4,47 4,58 4,66
87 5,80 5,32 6,40 6,40 7,07 5,84 6,58 8,90
4,25 2,74 4,19 4,18 2,41 4,22 4,17 5,86
40 6,11 6,06 7,78 7.00 7,46 6,20 7,29 8,67
4,16 2,69 4,23 4,10 3,05 4,38 4,32 5,17
72 5,94 5,78 7,31 6,78 71,55 6,07 7,12 8,07
4,13 2,34 3,47 4,20 2,09 3,96 3,89 4,59
39

5,76 6,07 7,80 6,79 7,62 6,22 7,51 8,55

{1
Médla no curso A

(2}
Médla. no curso B
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- Matriz de residuos que estima a matriz de varidncia-covaridncia das

varidveis continuas dadas as categorias, definida em (3.2.16).

Port Biol Quim Hist Fis Geo Mat L_est

Port 0,93

Biol 0,14 0,98

Quim. 0,26 0,41 1,30

Hist 0,29 0,15 0,12 0,69

Fls 0,19 0,42 0.79 0,23 1,95

Geog 0,21 0,15 0,04 0,36 0,06 0,62

Mat 0,04 0,02 0,34 0,04 0,87 -0,12 1,21
L_est | 0,38 0,01 0,47 0,40 0,53 0,35 0,28 2,20

(4.2.2)

- FungBes de discriminagdo conforme a expressdo (3.2.8) para as
categorias com maior probabilidade de ocorréncia nos grupos A e B,
construidas a partir das estimativas das probabilidades multinomiais

nas tabelas 4.2.1 e 4.2.2, as estimativas das médias das notas na

tabela 4.3.2 e a matriz de dispersioc estimada (4.2.2).

Categoria 71:
49,08 + 0,30 Port -~ 2,58 Bioi - 1,03 Quim - 1,30 Hist - 0,19 Fis -
- 1,80 Geog - 2,23 Mat - 0,80 L_est

Categoria 69:
49,37 - 0,16 Port.
- 1,69 Geog ~ 2,05 Mat - 0,71 L_est

2,59 Biol - 0,33 Quim - 1,89 Hist ~ 0,56 Fis -

Categoria 87:
33,19 - 0,33 Port - 2,38 Biol + 0,92 Quim - 0,62 Hist - 1,09 Fis -

0,75 Mat - 1,52 L_est

- 0,41 Geog
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Categoria 40:
48,05 - 0,15 Port
- 1,61 Geog

2,09 Biol -~ 0,99 Quim - 2,25 Hist - 0,55 Fis -
1,95 Mat + 0,02 L_est

Categoria 72:
43,39 - 0,22 Port
- 0,90 Geog

2,15 Biol - 0,60 Quim - 2,33 Hist - 0,43 Fis -
1,75 Mat - 0,24 L_est

Categoria 39:
54,10 - 0,38 Port - 2,51 Biol - 1,42 Quim - 1,22 Hist - 0,31 Fis -
- 2,50 Geog - 2,43 Mat - 0,54 L_est

Chamando £€{m) & fun¢fo de discriminagfio na categoria m tem-se que

a regra de classificacfdo nesta categoria é:

Alocar no curso A se £m) = O
caso contrario alocar no curso B.

{4.2.3)

(2)

- Taxas de erro estimadas usando o método de Lachenbruch

As proporgles estimadas de observagSes mal classificadas pela

regra (4,2.3) sio:

Curso A: 4,29%
Curso B: 1,11%

Erro total: 2,7%. (2)

(1) 0 métedo da  Lachenbruch (ocu ‘leaving-one-out’), fol escolhida para
estimar as taxas de erra porgue reduz o vicio do método de
resubstitugao,

{2} FErro total calculado, considerando probabllidades prévias dos

cursog jgual a 0,5.
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b) Funcio Linear Discriminante de Fisher

- Nimero de variaveis consideradas: 14

(Note-se que para calcular a FLD ndo é necessério especificar o tipo

das variiveis incluidas).

— A regra de classificag8do baseada na FLD de Fisher para os curscs A e

B ¢ a seguinte:
Alocar no curse A se:

39,02 - 0,42 Port - 2,00 Biol - 0,25 Quim - 1,73 Hist - 0,68 Fig -
- 0,94 Geog - 1,50 Mat - 0,55 L_est - 0,22 X1 + 1,31 Xz +
+ 1,02 X - 1,66 X + 0,20 X +28X =0
3 4 5 6

e no curso B caso contrario. (4.2.4)

- Taxas de erro estimadas usando o método de Lachenbruch.

As proporgdes. de_'mé classificagdo estimadas para a regra (4.2.4)
sdo:
Curso A: 4,297
Curso B: 0,00%
Erro total: 2,14%.

4.2.2 - Andlise Discriminante para cursos A e C

a) Modelo de Posigdo

- Variaveis consideradas:
8 continuas, 5 bin4rias e 1 ternaria

(substituida por duas bindrias conforme sub-secio 3.2.3).

- Numero de categorias multinomiais: 96
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- Nimero de observagbes nos grupos:
Curso A: 70
Curso B: 31

- Categorias com maior probabilidade de ocorréncia estimadas a partir

de um modelo log-iinear de primeira ordem.
A tabela 4.2.1 mostra as categorias mais provaveis de serem

observadas no curso A portanto, aqui serd analisado somente o curso C.

Tabela 4.2.4 - Descrigdo das categorias com maior probabilidade de
ocerréncia no curso C.

87: 0110101(” 71: 0110001 55: 0110110
4,57%'%) 4,28% 4,22%

Io grau pl’lblicom lo grau publico i9 grau publico
20 grau partic. 20 grau partic. 20 grau partic.
20 grau comum 20 grau comum 20 grau comum
20 grau diurno 20 grau diurno 20 grau diurno
Oc. pai: médio QOc. pai: médio Oc. pai: super.
Trabalha N&do Trabal ha Tratalha

(1}
Niimero de categorfa e valores de variavels binarias.

H
Probabliidade de ocorréncia da categorla {percentagem}.

(3}
Descrigao da categorla,

As categorias anteriores representam apenas 13,07%4 da probabilidade de
observar alguma das 96 categorias possiveis portanto neste caso, como
para o curso A, ndo se consegue detectar um perfil dominante dos

alunos do curso C levando em conta somente estas categorias.

E interessante comentar que nas categorias 87, 71 e 55 as

varidveis que representam escolaridade assumem os mesmos valores:
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primeiro grau piblico, segundo grau particular em curso comum e em

perfodo diurne.

- Analise das médias das varidveis continuas estimadas por regressio
multivariada

0 modelo de regressdo utilizado neste caso ¢ analogo aoc modele
(4.2.1} pois as probabilidades multinomiais foram estimadas usande um

modelo log-linear de primeira ordem, como no caso anterior.

0Os modelos estimmados para as médias das notas do curso A foram
apresentadas na se¢io anterior. A seguir serdo apresentados os modelos

correspondentes para ¢ curso C,

Portc = 5,54 + 0,42 Xi - 0,46 X2 - 0,01 X3 + 0,52 X4 + 0,39 X6 -
- 0,21 b1 + 0,27 b2

Biol, = 5,04 + 0,09 X - 0,01 X, + 0,36 X_ + 1,46 X, - 1,03 X _+
+0,37b +0600b

Quimc = 6,21 + 0,16 X1 + 0,24 X2 + 0,7 X3 + 0,86 X4 - 0,28 X‘€| +
+ 0,24 l:a1 + 0,14 b2

Histc = 6,12 + 0,27 X1 + 0,30 X2 + 0,55 X3 + 0,63 X4 + (0,13 Xb -
- 0,43 Db, ~-0,11l B
1 2

Fis =628-0,07X +0,75X_ ~-046 X_+0,54X -091X -
c 1 2 3 4 6
- 0,14 bl + 0,37 b2

Geo = 6,20 + 0,49 X - 0,60 X -0,38X_+0,12X -0,42X +
c 1 2 3 5 6
+ 0,45 b1 + 0,97 b2
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Mat = 7,85+008X -076X -043X ~125X% - 010X -
C 1 2 3 4 [5]
- 1,43 b -~ 087 b,
Lest =791 +093X +057X -048X ~-021X +05 X -

- 0,44 b -0,89 Db
1 2

As equagBes anteriores mostram que em relagio ao termo
independente, a contribuicdo das vari4veis bindrias as médias
condicionais das notas é pegquena sendo quase Sempre menor que um

desvio padrio da média correspondente (ver tabela A.1).

Tabela 4.2.5 - Estimativas das médias das notas nas categorias com
maior probabilidade de ocorréncia nos curses A e C.

Matérias
Categ Port Biol Quim Hist Fis Geo Mat L_est
4,03 229 3,51 ° 4,11 2,73 4,12 4,04 3,90
71 5,34 598 7,31 6,85 6,94 6,21 7,79 7,12
4,33 2,68 4,62 4,58 3,00 4,47 4,58 4,66
87 5,73 4,95 7,03 6,98 6,03 5,79 5,68 7,71
3,56 2,10 3,35 3,81 2,05 4,16 3,62 3,64
69 5,80 5,99 7,06 6,55 6,19 6,79 6,55 6,54
4,42 2,73 4,58 4,67 2,35 4,32 4,44 5,35
5 5,25 492 7,12 6,67 5,51 5,21 5,12 8,16

1
Y Médla no curso A

(2)

Média no curse C

Na tabela 4.2.5 observa-se que em todos os casos as médias das notas no

128



curso A sHo menores que no curso C. As maijores diferencas foram

observadas em fisica.

- Matriz de variancia e covaridncia

(3.2.16).

Fort
Port ’- 1,06
Blol 0,13
Qulm 3,29
Hist 0,38
Fis 0.34
Geog 0,31
Mat 0,11
L_est | 0,49

- Fungdes de

Elol

0,89
0,46
0,24
0,50
0,11
0,20
0,08

condicicnal

Qulm Hist Fis Geo

1,66

0,13 0,84

1,05 0,40 1,96

0,02 0,54 0,23 0,78

0,45 0,06 0,73 -0,04

0,61 0,62 0,53 0,53
discriminagfioc nas categorias mais

Mat

0,92
0,12

provaveis

estimada conforme

L_est

2,63 |

(4.2.5)

de ser

observadas nos cursos A e C, calculadas usando as estimativas das

probabilidades

multinomiais

nas

tabelas

4.2.1

e

4.2.4, as

estimativas das médias das notas na tabela 4.2.5 e a matriz de

dispersdo estimada (4.2.5).

Categoria 71:

34,64 + 0,54 Port
- 1,32 Geog

Categoria 87:

23,26 - 0,05 Port
+ 0,40 Geog

- 2,89 Biol - 1,05 Quim - 1,24 Hist - 0,23 Fis -
- 0,56 Mat - 0.36 L_est
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Categoria 69:
47,38 - 0,47 Port
- 2,79 Geog

3,18 Biol - 0,88 Quim - 0,24 Hist + 0,61 Fis -
2,57 Mat - 0.10 L_est

Categoria 55;
15,73 + 0,43 Port
+ 0,71 Geog + 0,67 Mat - 0.54 L_est

1,21 Btol - 0,56 Quim - 1,80 Hist - 0,89 Fis +

Chamando £(m)} & fungio de discriminag¢dc na categoria m, a regra

de classificagdo para observagfes que pertencem a esta categoria &

Alocar no curso A se £(m) = 0

caso contrario alocar no curso C.
(4.2.6)

- Taxas de erro estimadas usando o método de Lachenbruch, para a regra

de classificagio (4.2.6).

Curso A: 5,717
Curso C: 6,45%
Erro total: 6,087

b} Funcfio Linear Discriminante de Fisher

-~ Nimerc de variéaveis consideradas: 14

- A regra de classificagio baseada na FLD de Fisher para os cursos A e

€ & a seguinte:

Alocar no curso A se:

24,09 - 0,19 Port ~ 1,79 Biol - 0,35 Quim - 0.76 Hist - 0,30 Fis -
- 0,95 Mat - 0,56 L_est + 2,67 Xl + 0,20 X2 + 1,81 X3 -
- 0,15 X + 0,93 X + 0,93 X =0
4 5 6

(4.3.7)
alocar no curso C caso contrério.
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- Taxas de erro estimadas usando o método de Lachenbruch, para a regra

de classificagdo (4.2.7).

Curso A: 8,577
Curso C: 3,23%
Erro total: 5,97,
4,2.3 -~ Anislise Discriminante para os cursos B e C

a) Modelo de Posigéo

Variaveis consideradas:

8 continuas, 5 binArias e uma ternaria.

(substituida por duas bin&rias conforme sub—séqﬁo 3.2.3).

- Namero de categorias multinomiais: 96

Numero de observagdes por cursos:
Curso B: 90
Curso C: 31

As categorias com maijor probabilidade de ocorréncia para os cursos B

e C foram apresentadas nas tabelas 4.2.2 e 4.2.4, respectivamente

portanto nio serdoc repetidas aqui.

Comparacio das médias das notas nas categorias mais provaveis para

os cursos B e C,

Na tabela seguinte observa-se que o desempenho médic dos alunos
dos cursos B e C foi similar em todas as matérias consideradas na
avaliagdio. As médias em portugués, fisica e lingua estrangeira, nas 6
categorias consideradas, foram ligeiramente maiores no curso B porém,

estas diferengas ndo sdo consideréveis.
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Tabela 4.2.6 - Médias das notas nas categorias mais provaveis nos
cursos B e C.

Matérias .

Categ Port Biol Quim Hist Fis Geo Mat L_est

6,11 6,06 7,78 7.00 7,46 6,20 7,29 8,67

40 5,28 5,85 7,56 6,83 6,49 6,18 5,30 8,50
s.94 578 7.31 6,78 7,55 6,07 7,12 8,07
72 5,76 6,08 7,47 7,11 7,01 6,70 5,8 8,05
576 6.07 7,80 6,79 7,62 6,22 7,51 - 8,55
39 4,86 5,76 7,40 6.54 6,42 5,69 5,23 7,57
5.80 5.32 6,40 6,40 7,07 5,34 6,58 8,90
87 5,73 4,95 7,03 6,98 6,03 5,79 5,68 7,71
5,59 5,79 7,33 6,56 7,71 6,09 7,35 7,95
71 534 598 7,31 6,85 6,94 6,21 7,79 7,12
os 5,97 5,60 6,88 6,63 6,99 5,98 6,75 9,50

2,23 4,72 7,12 6,67 5,51 3,27 5,12 8,16

(1)
Média no curso B

(2}
Média no curse C
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- Matriz de variancia—-covaridncia condicional estimada
(3.2.16):
Port Biol Quim Hist Fis Geg Mat
Port 0,77
Biol 0,13 1,20
Quim |[-0,01 0,38 0,69
Hist 0,12 0,09 0,02 0,38
Fis -0,18 0,41 0,37 -0,01 1,68
Geog 0,07 0,09 -0,01 0,11 -0,14 0,37
Mat -0,03 0,10 0,25 -0,01 0,89 -0,27 1,48
L_est |_0,04 -0,12 0,08 0,08 -0,03 0,12 0,00
- Fungdes de discriminagdo nas categorias mais provaveis

observadas nos cursos B e C,

probabilidades mutinomiais nas tabelas 4.2.2 e 4.2.4,

conforme

L_est

1,36

(4.2.8)

de ser-

caleculadas usando as estimativas das

as estimativas

das médias das notas na tabela 4.2.6 e a matriz de dispersio

estimada (4.2.8).

Categoria 40:
- 18,26 + 1,07 Port - 0,09 Biol - 0,17 Quim - 0,04 Hist + 0,00 Fis +

+ 1,04 Geog + 1,56 Mat + 0,00 L_est

Categoria 72:
8,79 + 0,45 Port - 0,04 Biol - 0,51 Quim - 0,69 Hist - 0.01 Fis -
- 1,11 Geog + 1,56 Mat + 0,16 L_est

Categoria 39:
- 34,22 + 1,09 Port ~ 0,15 Biol - 0,08 Quim - 0,50 Hist + 0.03 Fis +

+ 2,79 Geog + 2,08 Mat + 0,47 L_est
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Categoria 87:
2,26 + 0,28 Port + 0,87 Biol - 2,02 Quim - 2,19 Hist + 0.61 Fis +

+ 0,85 Geog + 0,67 Mat + [,13 L_est

Categoria 71: )
- 8,15 + 0,47 Pert -~ 0,09 Biol ~ 0,41 Quim - 1,15 Hist + 0.02 Fis +

+ 0,65 Geog + 1,24 Mat + 0,63 ._est

Categoria 55:
- 26,94 + 0,90 Port + 0,81 Biol - 1,69 Quim - 1,54 Hist + 0.6l Fis +

+ 2,99 Geog + 1,51 Mat + 0,97 [._est

Chamando &(m) & funcdo de discriminagio na m-ésima categoria

- tem-se que, a regra para classificar observacGes desta categoria é:

Alocar no curso B se £(m) = 0O

Caso COHtFaFiO alocar no curso C.
(4.2.9)

— Taxas de erro estimadas usando o método de Lachenbruch, para a regra

de classificagdo {4.2.9).

Curso B: 21,117
Curso C: 51,627%
Erro total: 36,36%

. b) Fung¢do Discriminante de Fisher

- Ntmero de variiveis consideradas: 14

- Regra de classificagdo baseada na FLD de Fisher para os cursos B e

C.

134



Alocar no curso B se:

- 8,49 + 0,40 Port - 0,04 Biol - 0,18 Quim + 0,10 Hist + 0,44 Fis -

~ 0,02 Geog + 0,48 Mat + 0,23 L_est + 1,66 X1 - 0,60 Xz -
- 0,35 X - 1,49 X - 0,15 X -29X =0
3 4 5 &
alocar no curse C caso contréario. (4.2.10)

- Taxas de erro estimadas usando o método de Lachenbruch.

As proporgdes estimadas de observagbdes mal classificadas pela

regra de alocagdo (4.2.10} sdo:

Curso B: 18,897
Curso C: 38,71%
Erro Total: 28,8%.

4.2.4 - Alguns Comentarios Finais sobre os Resultados

As analises apresentados mnesta segfio sugerem o©os seguintes
comentdrios sobre as diferengas no perfil sécio-econémico e académico

dos alunos do curso A, B e C.

. Os alunos do curso A tiveram o pior desempenho geral. Esta
caracteristica diférencia claramente o curso A dos outrog dois

cursos e pode ser considerada a principal 'fonte’ de discriminacgéo

para o curso A.

. Os alunos do curso B e C apresentaram desempenhos similares em todas
as disciplinas avaliadas, isto dificulta a discriminagdo entre estes
cursos, Esta dificuldade se reflete nas altas taxas de erro obtidas

na discriminacdo de B e C.

O desempenho geral dos alunos dos cursos B e C foi bom com notas
médias quase sempre acima da nota minima aprovatéria, 5. No entanto,
o desempenho geral no curso A pode ser considerado de regular a

baixo.
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. OUs modelos estimados para as médias das varidveis continuas mestram
que, nos trés cursos, a conhtribuigio das varidveis categéricas é
pequena comparada com o termo constante de cada modelo. Isto pode
ser interpretado como uma indicagfo de que as médias correspondentes
a cada disciplina tém pouca variabilidade entre as categorias do

mesmo Ccurso.

. As trés categorias com maior probabilidade de ocorréncia no cursoe B
representam 43,51% da probabilidade de cobservar alguma das 96
categorias possiveis. Isto desperta interesse no perfil
socio-econdmico descrito para este grupo baseado nas caracteristicas

comuns &s trés categerias. Este perfil é o seguinte:

Grande parte dos alunos do curso B estudaram o segundo grau
predominantemente em escolas particulares que oferecem cursos comuns
e no periodo diurnc. Em relagdo & ocupagfo do pai, predominam as
ocupacfes consideradas de estrato médio e superior. For dltimo, uma
grande proporcdo de alunos deste curso ndo irabalha, ou seja, ndo

contribui & vida econdémica da familia.

. N3o foi possivel diferenciar adequadamente o perfil sécio-econdmico
dos alunos dos cursos A e C a partir dos resultados obtidos da
aplicacdo da FLD e do método baseado no modelo de posigdo. No
entanto, as anélises univariadas das variaveis categéricas (tabela
A2 - A7, do Apéndice A} mostram perfis muito parecidos nas
variaveis de escolaridade (Xl, Xz, X3 e X4] e diferengas nas
varidveis que representam o aspecto econdmico (X5 e Xa)'

. As taxas de erro obtidas com © método baseado no modelo de posigio e
a FLD foram similares na discriminacdo dos cursos A e B, e A e C.
Nestes dois casos a taxa de erro de classificagBo obtida com a FLD

foi um pouce menor.

. No que diz respeito a4 discriminagBo de B e C as taxas de erro de
classificacdo foram altas para os dois métodos considerados, sendo

que a menor taxa de erro foi para a FLD,
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4.3 - DISCRIMINAGAO COM REDUCAO DE DIMENSX0 E SELECAO DE VARIAVEIS

Na secdo anterior ficou clara a necessidade de reduzir a dimensdo
do problema antes de aplicar técnicas apropriadas para misturas. 0
excessivo nimero de categorias multinomiais (96), em relagdo a
tamanhos de amostra moderadas (70, 90 e 31 para os cursos A, B e C,
respectivamente), impediu a  construgio das fungSes  lineares
discriminantes modificadas propostas por Vlachonikolis e Marriott
(1982) (ver secdo 3.3) e dificultou a interpretagdo dos resultados
obtidos usando o método baseado no modelo de posicio (ver segio 3.2),
No modelo de posicde, muitas categorias ndo foram observadas ocu o
nimero de individuos observade foi muito pequeno, isto tornou
impossivel aproveitar a informacdo disponivel para caracterizar as
subpopulacfes (categorias) ou para compard-las mutuamente dentro e

entre 0s cursos.

Nesta secdo trata-se de ilustrar come uma redugdo adequada de
varidveis contribui na intgrpreta_bilidade dos resultados e possibilita
a aplicagdo dos distintos métodos de interesse, Para efeito de
ilustracio foi tratade o pro‘oiei‘na com os cursos A e C, com eles
realizou~se novas andlises que comegaram pela reducic do nimero de

variaveis consideradas na discriminacéo.

0O conjunto das notas, varidveis continuas, foi reduzido usando o
métedo de Componentes Principais. Foram mantidas as duas componentes
derivadas a partir da matriz de correlagio obtida através da matriz de
varidncia e covariancia total, da parte continua dos curses A e C,

utilizando o procedimentc PROC PRINCOMP do sistema de programas SAS.

Por outro lado, a escolha de um conjunto menor de varidveis
categéricas foi feita usande o procedimento de selegdo de variaveis

para andlise discriminante, através do PROC STEPDISC, do sistema de

programas SAS.
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4.3.1 - Redugio da Dimensio do Problema
- Resultado da Ané&lise de Componentes Principais

As duas primeiras componenfés principais  derivadas das 101

observagdes dos cursos A ¢ C s8o as seguintes:

Prini = 0,34 Port + 0,37 Biol + 0,37 Quim + 0,38 Hist + 0,37 Fis +
+ 0,35 Geog + 0,32 Mat + 0,34 L_est

Prin2 = -0,29 Port + 0,i5 Biol + 0,29 Quim - 0,31 Hist + 0,35 Fis -
- 0,47 Geog + 0,56 Mat - 0,25 L_est

Prinl representa um fator que se pode chamar de desempenho geral

e explica 68,87 da variabilidade total dos dados.

Prin2 contrasta disciplinas de exatas com disciplinas de humanas

e representa 9,47 da variabilidade das observagBes dos cursos A e C.

No total Prinl e Prin2 explicam 78,2% da variabilidade.
— Resultado da selegdo de varidveis categdricas

As variaveis selecionadas pelos métodos stepwise, forward e
backward (opgbes do PROC STEPDISC do SAS), usande um nivel de
significancia de 0,15 para que uma varidvel entre ou fique no

modelo, coincidem e sdo as seguintes:

Xs: categoria a qual pertence a ocupagdc do pai

XB: Participag8o na vida econdmica da familia,

Observe-se que esta escolha indica que as diferengas nos aspectos
econdmicos respondem mais pela discriminagfio dos grupos do que as
diferencas na escolaridade. Isto mesmo, ji tinha sido comentado na

sub-secio 4.2.4,
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4.3.2 - Anidlise das Ceorrelagdes por Cursos

Adotando um nivel de significancia de 107, tem-se que as

correlagBes dentro dos grupos sdo:

Curso A:

i)

i)

iii)

Nio significativa entre as varidveis continuas Prinl e Prin2.

Significativa entre categorias da ocupacBo do pal, Xs, e
participagdo na vida econfmica da familia, Xa. As evidéncias
indicam que filhos que trabalham estdo associados a ocupagdo do
pai nos estratos inferiores. \

N&do significativa entre as varidveis continuas e categéricas.

Curse C:

i)

ii)

iii)

Significativa e positiva entre Prinl e Prin2, isto indica que
no curso C, um bom desempenho geral estd associado a melhor
desempenho em exatas com relagio a humanas (pois'PrinZ ¢ um
contraste entre as duas Areas). .

Nzo significativa entre as variaveis categoéricas.

N#o significativa entre as variaveis continuas e categéricas.

4.3.3 - Aplicagdo dos Métodos de Discriminagio para Misturas |

a) Modelo de Posigdo

- Variaveis consideradas:

2 continuas, 1 binaria, ! terndria ({substituida por duas

binarias).

- Nimero de categorias multinomiais:

2*¥3 =6
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-~ NuUmero de observagdes nos grupos
Curso A: 70
Curso C: 31

~ Probabilidades multinomiais estimadas com um modelo log-linear de

segunda ordem (efeitos principais e interagfio de primeira ordem):

Tabela 4.3.1 - Descrigio das categeorias dos cursos A e C

Xs b1 b2 mu} pAm(Z) pcm(Z) Descr icéo

0 o) 4] i 5,78 9,50 Ocup. pai inf., n3o trab.
i 0 0 2 17,08 3,41 QOcup. pail inf., trab.

0 1 0 3 19,96 25,98 Ocup. pai sup., ndo trab.
1 1 0 4 2,61 15,96 Ocup. pai sup., trab.

0 0 1 5 34,29 12,90 Ocup. pai méd., nfo trab.
1 ) 1 6 14,29 32,26 Qcup. pai méd., trab.

) .
Niumero da categoria m = 1 - Xe + 2 i:1 + & b2, pela deflnlgac 2.1.6

Na tabela anterior nota-ge que as maiores probabilidades foram
observadas nas categorias 5 e 6, ou seja, para ocupagdc do pai no
estrato médio. No que diz respeito & participacéio na vida econdmica da
familia, no curso A predominam os alunos que ndo trabalham e no curse

C os alunos que trabalham.

As categorias com menor probabilidade de ocorréncia foram 1 e 2,
i.e., as categorias nas quais a ocupagido do pai pertence ao estrato
inferior. Considerando estas duas categorias, os cursos A e C se
diferenciam pela participa¢do na vida econémica, no curso A predominam

os que trabalham e no curse C os que n3o trabalham.
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Em relagdo as categorias 3 e 4 nas quais a ocupacioc do pai
pertence ao estrato superior, em ambos os cursos predominam os alunos

que ndo trabalham.

- Anilise das médias das varidveis continuas estimadas com o seguinte

modelo de regressdo multivariada.

Prin.
L
[ Prin ]

2,1
S
X
. 6
{Pri} {Pr1) {Pr1) {(Pr1) {Pri1} (Pr1}
o
1 % %2 13 B1,12 '81,13 bl eiprl)
+
(Pro)  Ern) (Pr2)  (Pr2) le(Prz} |3(Pr2) b2 (Pr2)
1 i1 12 13 1,12 "1,18 i
Xh
61
Xhb

i=A, C (4.3.1)
onde l::1 e bz 530 duas varidveis bindrias pelas quais foi substituida a
ternaria Xs'

Depois de estimar os parametros em (4.3.1) tem-se que os modelos

‘para as médias das variiveis continuas sio:

Curso A:
Prini =-1,41 + 0,11 X ~0,08b -0,11 b + 135 Xb - 0,06 XD
A -] 1 z 61 B2

(4.3.2)
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Prinz =-0,41+066 X +0,13b +0,56b_ -027X0b -105XX
A & 1 2 6 1 6 2

(4.3.3)

Curso C:
Prinl =3,22+ 0,058 X ~0,26b +0,26b_-0,25Xb -0,49Xb
c 6 1 2 6 1 b 2
(4.3.4)
PrinZ = 0,41 + 0,47 X -0,47b +0,09b_ -0,44Xb =124 Xb
o [ 1 2 6 1 6 2

(4.3.5)

No modelo (4.3.2) observa-se que os efeitos principais das
varidveis binarias e a interagio Xabz nioc contribuem significati-
vamenie a media do desempenho geral de grupo A, Pr‘inlA. Porém, ©
efeito da interacgéo Xﬁb1 ¢ lmportante pois se Xe’b1 = 1, ou seja, se o
aluno trabalha e a ocupagdo do pai pertence ao estrato superior, o
valor da média estimada aumentaria consideravelmente, indicande melhor

desempenho geral.

No curso C, o modelo {4.3.4) para o desempenho geral, Prinlc,
mostra que os efeitos principais e as interag¢Bes devidas as variaveis

categéricas nio afetam consideravelmente a média.

Tanto no cuso A como no curso C, os modeles (4.3.3) e (4.3.5)
para PrinZ2 indicam que a média do contraste entre disciplinas de
humanas e exatas varia entre as categorias devido ao efeito das

varidveis binarias.
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Tabela 4.3.2 - Estimativas das médias das varidveis

categoria e por curso.

continuas por

(1) Curso A Curso C
Categ
X, b b m Descriggo Prini.™ Prinz,™ Frini " PFrinz"
0 0 0 1 inf, §i trab -1,41 -0,42 3,22 0,41
1 0O 0 2 inf, trab -1,30 0,24 3,17 0,89
0 1 0 3 sup, fi trab ~1,49 -0,28 2,95 -0,05
1 1 0 4 sup, trab -0,03 -0,11 2,66 -0,02
0O O 1 5 méd, fi trab ~I,51 0,15 3,48 0,51
1 0 1 6 méd, trab -1,45 -0,25 2,94 -0,26
Médias incondicionais das _1’33(2} -0,03

variadveis continuas

3,00 0,04

{1}

2}

contfnuas por categorias e por curso,

m =1+ X6 + 2 b1 + 4 bz, conforme definigoes 2.1.6.
' 6

Média incondicional de Prinl no curso A = leA
m=

probablilidade da categorla m no curso A {ver tabela 4.3.1)

{m)
Print , onde p
m

Am

A tabela 4.3.2 apresenta as estimativas das médias das variéveis

temente as variaveis binArias nos modelos acima.

Analisando esta tabela tem-se que:

. 0 desempenho geral, Prinl, responde pela principal

obtidas substituinde convenien-

diferenga . entre

osalunos dos cursos A e C, i.e., a diferenga basica entre esteg

cursos é de média.

. O desempenho geral dos alunos deo curso C ¢ notavelmente melhor gue

o desempenho dos alunos do A em todas as categorias.

. Dentro do curse A tem-se que:

A média de PrinlA ndo varia muito entre as categorias I, 2, 3,

5 e 6, porém ¢ interessante comentar que o pior desempenho geral foi
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cbservado na categoria 5 [(ocupagdo do pai: estrato médio e ndo

trabalha) que tem a maior probabilidade de ocorréncia neste curso.

A média de Prinl na categoria 4 (ocupacio do pai: estrato
superior, trabalha) se diferencia das outras mostrando que, dentro do
curso A, os alunos desta categoria foram os que tiveram melhor
desempenho geral (isto era esperado devido ao efeito da interacgéo Xﬁb1

no modelo (4.3.2) para a média de PrinlA}.

A média do contraste Pr‘inzA apresenta grande variabilidade.
Sinais positivos nas categorias 2 e 5 indicam que, nestas categorias,
0 desempenho médio nas disciplinas de exatas foi relativamente melhor
ao desempenho em humanas (note-se que a categoria S é a malis provdavel
neste curso e nela feoi observado o pior desempenho geral). Por outro
lado, sinais negativos nas outras categorias representam melhor

desempenho relative nas disciplinas de humanas.

Dentro do curso C nota-se gque:
A média do desempenho geral, Prinl, nfo varia significativamen-

te entre as categorias deste curso.

0 contraste Prian é apontado como responsdvel pela
variabilidade entre as categorias de C. Nas trés categorias com
maior probabilidade de ocorréncia: & (oc. pai: médio, trabalha), 3
(oc. pai: superior, nfo tarabalha) e 4 (oc. npai: superior,
trabalha), observa-se melhor desempenho na &rea de humanas relativo
ags desempenho em exatas. Nas outrags categorias: 1, 2 e 5o

desempenho foi melhor em exatas.
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- Estimativa da matriz de variancia e covariancia das varidveis

contfnuas dadas as categéricas, obtida conforme (3.2.16):

. 1,33 -0,07
L= -0,07 0,68 (4.3.6)

~ FungBes de discriminagio calculadas c¢om as estimativas das
probabilidades multinomiais na tabela 4.3, as estimativas das

médias das notas na tabela 4.3.2 e a matriz de dispersdoc estimada

dada em (4.3.6).

Categoria I: (oc. do pai: inferior, njo trabalha)

2,72 - 3,56 Prinl - 1,60 Prin2

Categoria 2: {oc. do pai: inferior, trabalha)

3,56 - 3,43 Prinl - 1,31 Prin2

Categoria 3: (oc. do pai: superior, nfo irabalha)
2,09 - 3,37 Prinl - 0,69 Prin2

Categoria 4: (oc. do pai: superior, trabaiha)

2,03 - 2,02 Prinl -~ 0,03 Prin2

Categoria 5: {oc. do pai: médio, nfo trabalha)

5,01 - 3,80 Prinl - 0,93 Prin2

Categoria 6: (oc. do pai: médio, trabalha)

1,56 - 3,31 Prinl - 0,32 Prin2

Chamando £(m) a funciio de discriminagfo na categeria m tem-se gue

a regra de classificagfo nesta categoria é:

Alocar no curso A se &€(m) z 0

caso contrario alecar no curse C.
(4.3.7)
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Nas func¢des anteriores nota-se que a variavel Prinl , desernpenho
geral, & a que mais contribui na discriminagiio dos curses. O
contraste Prin2, s6 contribui consideravelmente nas categorias 1 e 2

nas quais a ocupacgdo do pai pertence ao estrato inferior.

- Taxas de erro estimadas pelo método de Lachenbruch.

As proporgBes estimadas de observagSes mal classificadas pela regra
(4.3.7) sdo:

Curso A: 7,147
Curso C: 3,22%
Erro total: 5,197

b) Fungdo Linear Discriminante de Fisher

~ Nimero de variaveis consideradas: 4
- Regra de alocag8o baseada na FLD de Fisher

Alotar no curso A se:
1,80 -2,90 Prinl - 0,26 PrinZ + 0,35 Xs - 0,032 Xﬁ =0

caso contrario alocar no curos C. (4.3.8)

Na funcio de dicriminac3o anterior observa-se que a discriminagéo
dos cursos A e C deve-se principalmente ao desempenho geral, Prinl. A
contribuicio do contraste PrinZ e das varidveis categodricas ocupagio
do pal e participagio na vida econdmica {XS e }(6), ~na fungio
discriminante, € pequena comparada com o termo independente e com o

efeite de Prinl que quase definem o© valor que assume a fungéo.

- Taxas de erro estimadas pele método de Lachenbruch, para a regra de

classificagéo (4.3.8)

Curso A: 7,14%
Curso C: 0,00%
Erro total: 3,57%.
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¢) Fungdes Lineares Discriminantes Modificadas

Apesar das modificacées da FLD de Fisher (sub-secfo 3.3.2} terem
sido propostas para misturas de variaveis bindrias e continuas, n8o hé
maijor problema em usar estes métodos para misturas de variaveis
continuas e categéricas em geral, desde que sejam feitas pequenas
adaptacdes similares as discutidas na sub-segio 3.2.3 para o método
baseade no modelo de posigdo. FEstas adaptagBes serdo descritas aqui

para a varidvel ternéria X5 que deve ser incluida na anilise.

i) Primeira Modificacio da FLD

- Variaveis consideradas para a analise:

2 continuas, 1 binaria, 1 terparia que serd substituida por duas
varidveis binarias {bl, bz}, conforme definigio 2.1.4. Logo, serdo

consideradas na andlise 5 varidveis: 2 continuas e 3 bindrias.
~ Transformacdo do vetor binario em multinomial:

As varidveis categéricas originais geram 2*3 = 6 categorias e

somente elas devem ser tomadas em conta na analise.
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A transformagfo que serd usada é:

*)

Xa bx b2 Categ s Zl Z2 23 Z4 Z5 Descrigao

0 0 1 0 0 0O 0 O N Trab, Oec. pai: inf.
1 0 2 1 & 0 0 0O Trab, Oc. pai: inf.
0O 1 o 3 0O 1 0 0 0O N Trab, Oc. pai: sup.
1 1 0 4 0 0o 1 0 0O Trab, Oc. pai: sup.
0 0 1 5 O 0 0 1 © N Trab, Oc. pai: méd.
1 0 1 6 o 0 o 0O 1 Trab, Oc. pai: méd.

™ (1)
g=14+¥%¥ +2b +40b
[ 1

Observe-se que o vetor (Xe’ bl, bz)’ ndo assume nunca valores (1, I,
1) ou (0, 1, 1} pois (bl, bz} = (1, 1} ndo representa nenhuma das trés

categorias de Xs.

Depois da transfor‘ma(;&o, a FLD é entdo construida nas varidveis
Prinl, Prin2, 21"'"' 25, devendo ser estimados 8 par&metros para

defini-ia.
- Funcfo de Discriminagio Estimada:

2,08 - 2,97 Prinl - 0,52 Prin2 + 2,00 Zl- 0,23 Zz + 1,43 23 -
- 1,22 2 - 0,90 2
a4 . 5

que assume os seguintes valores nas categorias.

(1) Para facilitar a comparagas das FLD meodificadas com o modelo de
poslgao as categerias sao ldentlficadas por 5 = m + 1, e npac por m

como na difinigao 2.1.7.
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Categoria 1: Ocup. pai: inferior, nfio trabalha

2,083 - 2,97 Prinl - 0,52 Prin2

Categoria 2: Ocup. pai: inferior, trabalha
4,083 ~ 2,97 Prinl - 0,52 Prin2

Categoria 3: Ocup. pai: superior, nfo trabaltha

1,853 - 2,97 Prinl - 0,52 Prin2

Categoria 4: Ocup. pai: superior, trabalha

3,513 - 2,97 Prinl - 0,52 Prin2

Categoria 5: Ocup. pai: médio, nio trabalha

0,863 -~ 2,97 Prinl - 0,52 Prin2

Categoria 6: Ocup. pai: médio, trabalha
1,183 - 2,97 Prinl - 0,52 Prin2

Denotande por £(m) a fungBo de discriminacio na categoria m
(m = & 2, .., 6), tem-se que a regra de classificacBo nesta

categoria é:
Alocar no curso A se £(m) = O
caso contrario alocar no curso C.

(4.3.9)

As funcdes discriminantes encontradas representam, por

construcio, retas paralelas como na figura 4.3.1:
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{.) numero da ealegoria

12)

(4}

Figura 4.3.1 - Representagdo das fungSes discriminantes, baseadas na
Primeira Modificagde da FLI, para cada uma das 6
categorias em estudo.

Tomando em conta a regra de classificacdo (4.3.9), os
coeficientes negativos de Prinl e Prin2 nas fungBes €£(m) indicam que a
pertinéncia ou classificagfo do individuo no curso A acontece com
maior for¢a na medida que o aluno tenha menor desempenho geral e
desempenho diferenciado na &rea de humanas. Isto se repete através de
todas as categorias excetc o termo constante (Unico responsavel pelas

diferencas entre as discretas).

Na figura 4.3.1 nota-se que a posicio das fungBes no plano

Prinl-PrinZ mostra que o melhor desempenho geral foi observado na
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categoria 2 (fungfo & direita na figura) e o pior desempenho geral na
categoria 5 (fungdo mais a direita da figura), ou seja, melhor
desempenho dos ingressantes que trabalham e a ocupagdo do pai estd no

estrato inferior, e pior desempenho dos que nfo tarbalham e a ocupag3o

do pai é de estrato médio.

-~ Taxas de erro estimadas pelo método de Lachenbruch para a regra de
alocagdo (4.3.9).
Curso A: 5,71%

Curso C: 0,00%
Erro total: 2,86%.

ii}) Segunda Modificag8o da FLD

A segunda modificagiio proposta em Viachonikolis e Marriott (1982)
consiste em construir a fungido linear discriminante nas variaveis
continuas Prinl e Prin2, as varidveis multinomiais 21’ . Zs
definidas anteriormente e as interagBes entre elas representadas pelos
produtos de forma ZJPr‘ink para k =1, 2 e j =1, ..., 5 logo, o

numero de parametros que devem ser estimados € 2 + 5 + 2%5 + | = 18,

~ Fung8o de discriminagdo estimada

3,29 - 4,58 Prinl  + 1,32 Prin2 + 1,99 Z1 - 1,22 Z2 +

+ 1,18 23 - 1,30 24 - 1,18 ZS + 2,00 Prian1
2,72 PrinZZ2 + 0,91 Pr'ian3
2,12 Prin224 + 0,31 Prin125

- 1,14 Prin221 + 1,13 PI‘ian2
- 2,63 F’r‘in2Z3 + 2,06 PI‘in124
- 1,99 Prin225

(4.3.10)
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a fungdo anterior assume os seguintes valores nas categorias:

Categoria 1: Ocup.

Categoria 2:

Categoria 3:

Categoria 4:

Categoria 5:

Categoria 6:

Ocup.

Ocup.

Ocup.

Gcup.

Ocup.

A regra de

(m=1, 2, ..

] 6):

pai: infericr, nfo trabalha

3,29 - 4,58 Prinl + 1,32 Prin2

pai: inferior, trabalha

5,28 - 2,58 Prinl + 0,18 Prin2

pal: superior, ndo trabalha
2,07 - 3,45 Prinl - 1,40 Prin2

pai: superior, trabalha
4,47 - 3,67 Prinl ~ 1,04 Prin2

pai: médic, nZo trabalha

4,59 - 2,52 Prinl ~ 0,80 Prin2

pai: médio, trabalha

2,11 - 4,27 Prinl - 0,67 Prin2

classificagdo para observagles da m-ésima categoria

baseada na segunda modificacdc de FLD ¢;

Alocar ne curso A se £(m) = 0O
caso contrario alocar no curso C.

{4.3.11)

onde &{m) representa a fungdo de discriminagdc (4.3.10) na categoria

.

Observe~se que neste caso, as retas de classificacio ja ndo sdo

paralelas pelo

efeito das interagBes entre varidveis continuas e

multinomiais presentes na fungfo discriminante (4.3.10).
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- Taxas de erro estimadas pelo método de Lachenbruch, para a regra de

alocagio (4.3.11).

Curso A: 4,297
Curso C: 9,687

Frro total: 6,98%.

1ii) Terceira Meodificagio da FLD

Nesta modificaciio ja4 nfo é necessario transformar as binarias em

multinomiais.

varidveis continuas,

as binarias,

e os produtos cruzados entre binérias.

~ Funcdo discriminante estimada:

4,89 -~
+
T+

5,73 Prinl
7,12 X
" e
2,12 Prin2b‘2
1,18 Prin2X6
1,23 Prin2b X
176

1,78 Prin2
2,45 b X
1 6
2,37 Prin1X6
1,82 Prinlb X
16
0,49 Prin2b X ,
278

9,98 I:J1 + 1,94 |:>:2
+ 1,28 F’rinlb1
2,72 Pr‘in2bl - 1,35 Pr‘in2b2

3,68 b X
28

4,24 Prinlb X
26

que assume os seguintes valores nas categorias:

Categoria 1: Ocup. pai: inferior, ndo trabalha
4,89. - 5,73 Prinl - 1,78 Prin2

Categoria 2: Ocup. pai: inferior, trabalha
12,01 - 3,36 Prinl - 2,96 Prin2

Categoria 3: Ocup. pai: superior, nfo trabalha
-5,09 — 4,45 Prinl ~ 4,50 Prin2
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Categoria 4: Ocup. pai: superior, trabalha

-0,42 - 3,%0 Prinl - 6,91 Prin2

Categoria 3: Ocup. pai: médio, nd3o trabalha
6,83 - 3,61 Prinl - 3,13 Prin2

Categoria 6: Ocup. pai: médio, trabalha

10,27 - 5,48 Prinl - 4,80 Prin2

Denotando como &£(m) a fungfo de discriminagio {4.3.12}) na

categoria m ( m = 1, 2, ..., 6), a regra de classificagdo baseada ria

¥

terceira modificagio da FLD é:

Dada uma obgervagBo da categoria m,
alocé-la no curso A se £(m) =z 0O
caso contrario alecar ne curso C.
(4.3.13)

Como no caso anterior, as fungbes de discriminagfio nas categorias
nio sfo paralelas devido 3 presenga de produtos de variiveis continuas

e categéricas na funcdo (4.3.12).

De forma geral, a interpretagio da Segunda e Terceira modificagdo
da FLD ganha maior grau de dificuldade pela perda de paralelismo. No
entanto, quando hd real interesse em mostrar as diferencas nas
subpopulagtes, para entender a classificagio através das distintas
categorias de forma comparativa, estas funcgdes, que. podem ndo ser
paralelas, sdo melhores. Um caso menos trivial poderia ilustrar melhor

a riqueza destes métodos.

— Taxas de errco estimadas pelo método de Lachenbruch.

Curso A: 1,43%
Curso C: 6,457
Erro total: 3,947,
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Para terminar esta se¢do, o©0s cinco métodos aplicades serdo
comparados pela estimativa da taxa de erro total encontrada usando o
método de Lanchenbruch {ou leaving-one-out) para cada um deles. Estas

taxas sio:

Modelo de Posigdo: 5,197
FLD de Fisher: 3,57%
FLD Modificada 1: 2,867
FLD Modificada 2: 6,98%
FLD Modificada 3: 3,94%,

a melhor classificagdo resultou da aplicag8o da primeira modificag8o
da FLD, isto se explica pelo fato de haver uma variavel (Prinl), que
responde quase totalmente pela discriminagio entre os dois grupos e
faz com que a diferenca entre os cursos, e entre as categorias dentro
de cada curso, seja principalmente uma diferenga de médias de

desempenho geral.

Finalmente, & interessante comentar que as taxas de erro total
para o método baseado no modelo de posicido e a FLD de Fisher aplicados
ao conjunto completo de varidveis (sub-segio 4.2.2) foram 6,08% e

5,907, respectivamente, portanto, os dois métodos se desempenharam

melhor depois da reducde de dimensédo do problema.
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CAPITULO 5

CONSIDERACOES FINAIS E CONCLUSOES

Na prética, é frequente encontrar problemas de discriminacfo nos
quais os grupos ou populagBes est8o caracterizados por observacBes
mistas de varidveis continuas e categoricas. Do estudo desenvolvido
neste trabalho algumas consideragGes e conclusdes sfio colocadas a
seguir no sentide de elevar o patamar de referéncia ao abordar um

problema de discriminagdo com misturas.

- A principal diferenga entre as varidveis continuas e categéricas no
contexto de discriminagio é que as ultimas geram subpopulagdes, ou
categorias, dentro das quais ¢ padrdo de discriminagio entre os

grupos pode ser diferente.

- Se entre as varidveis categéricas alguma é ordenada, um procedimento
paossivel é 1trata-la comeo se fosse continua. Krzanowski (1982),
afirma que esta seria a melhor solugBo se o nimerc de categorias &
moderado e se hid uma boa razdo para supor que existe relagfo linear
entre as duas populacdes para essa varidvel, Porém, se a relacgdio ndo

é linear, com certeza, é mais recomenddvel substituir a varidvel
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ordinal por binarias.

- Em muitos casos, os pesquisadores se limitam a estudar e tentar
resolver problemas com misturas de varidveis bin4rias e continuas.
Isto ndo & tdo restrito como pode parecer, pois qualgquer varidvel
categérica pode ser transformada em um vetor de varidveis binarias
usando um artificio muito comum na estatistica que é a definicdo de

variaveis dummy.

- Num contexto de mistura, a distribui¢do multinomial aparece como uma
ferramenta muito util pois permite estudar o comportamento das
variaveis continuas dentro de cada uma das categorias geradas pelos

distintos arranjos possiveis do vetor de varidveis categoricas.

- O simples exame da média e da matriz de variincia-covaridncia de um
vetor aleatério misto, revela com clareza o efeitc do tratamento
conjunto dos dois tipos de varidveis. Por exemplo, as componentes do
vetor de médias das varidveis continuas sdo médias ponderadas das
médias dentro das subpopulagBes e a matriz de dispersio das
continuas exibe duas fontes de variabilidade, a primeira dentro das
categorias e a segunda entre as categorias. E muito importante que a
estrutura particular das observagGes mistas seja considerada para

fazer uma anélise adequada dos dados.

- A escolha de um método para discriminar com mistura de variaveis
depende, principalmente, da dimensio do problema (i.e., do nimero de
varidveis envolvidas) e dos tamanhos das amostras de treinamento
disponiveis, pois o ntmero de pardmetros que devem ser estimados
para construir algumas funcgtes de discriminacéo, cresce
excessivamente quando aumenta o nUmero de varidveis consideradas

{principalmente quando se inclui muitas varidveis categéricas).

- O comentdrio anterior sugere como um passo prévio a aplicagio de
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qualquer meétodo, a redugio do nimero de varidveis que serdo
consideradas. Para os métodos baseados na FLD de Fisher pode ser
usado o procedimento PROC STEPDISC do sistema de programas SAS, para
a Discriminacdo Logistica existe uma opcdo de selegio de variaveis
dentre do procedimento PROC LOGISTIC do SAS. Krzanowski (1983)
propdés um método de selecfio de varidveis categéricas adequado para o
método baseado no modelo de posicio porém, este nio estd disponivel
em forma de programa computacional. No que diz respeito aos métodos
kernel e do vizinho mais pr6ximo, nfo foi encontrado nenhum
procedimento de selegdo de varidveis apropriado para estes métodos

guando usados para diseriminagdo na presenga de misturas.

A aplicagio dos métodos de discriminag8io descritos neste trabalho

pode ser feita através dos seguintes programas computacionais:

PROC DISCRIM do SAS para a FLD de Fisher e para as Fungdes
Lineares  Discriminantes  Modificadas. Existemm  opgBes  deste
procedimento qué_ permitem trabalhar ainda com estimagdo kernel e

métodos do.vizinho mais préximo.
. PROC LOGISTIC do SAS para Discriminacdo Logistica.

Programa para o método baseado no modelo de posigdo de W. J.

Krzanowski (disponivel quando solicitado ao autor).

Program ALLOC 80 de J. Hermans, et al. para discriminago kernel.

0O método baseado no modelo de posicio & o Unico que pressupde um
modelo para a distribuicdo dos dados mistos. Sob as condigdes do
modelo este enfoque exibe as mesrﬁas propriedades otimais que a FLD
de Fisher aplicada a varidveis explanatérias multinormais e matrizes

de variancia e covariéncia comum nas duas populagdes.
A maior desvantagem do modelo de posicio € o grande nuimero de

parimetros que devem ser estimados, este fato limita o ndmero de

variaveis categéricas que podem ser incluidas na  andlise,
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principalmente nos casos em que os tamanhos das amostras de

treinamento nfo sdo muito grandes.

- 0 tratamento computacicnal das Fungbes Lineares Discriminates
Modificadas & totalmente andlogo ao da FLD de Fisher, isto é uma
grande vantagem peis o software necessério para aplicd-las é de

facil acesso.

~ A discriminacdo logistica ndo deve ser considerada como um método de
discriminag8o propriamente dito, senfic como um método alternativo

para estimar os par8metros da FLD de Fisher ou suas modificag@es,

Na regressdo logistica os parametros sfo estimades diretamente
usando procedimentos iteratives, a diferenga com o enfeque usual é
que no ultimo os coeficientes s&o | estimados como fungdes dos
estimadores dos vetores de média e matriz de dispers8o. Press e
Wilson (1978} recomendaram o uso de estimadores de regresséo
logistica em situagBes onde as suposicdes _'d_e normalidade e/ou de

igualdade de matrizes de varilncia-covari@ncia nfo sdc satisfeitas,

- O método de discriminagdo kernel nflo faz suposigBes distribuicionais
no entanto, o seu desempenho depende fortemente do parametre de
alisamento escolhido, logo é indispensavel ter um bom conhecimento
tedrico deste método de estimaciic de densidades para obter bons

resutados na discriminacio.

Da literatura cabe destacar ag seguintes constatages sobre

desempenho comparativo entre os métodos.

- Baseado em um estudo Monte Carlo, Krzanowski (1975) conclui que
quando o numero de variaveis categdricas aumenta, a taxa de erro do
método baseado no modelo de posigdo tende a crescer ,mas a taxa de

err¢ de FLD permanece estével.
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- Em Krzanowski (1977), o desempenho da FLD de Fisher foi comparado
com o desempenho do enfogque baseado no modelo de posicdo, assumindo
parametros conhecidos. As duas principais conclusfes deste trabaltho

foram:

a) As maiores taxas de erro associadas a FLD de Fisher foram
observadas para o caso de correlagdes positivas moderadas entre

todas as variiveis binarias.

b) Em geral, 2 FLD fornece resultados satisfatérios se as fungSes de
discriminagio dentro das categorias, baseadas nas variéveis
continuas, sf8o aproximadamente paralelas e tém a mesma
orientacdo. Desvios destas condigfes implicam em desempenhos cada
vez mais pobres da FLD desde que o poder de discriminagio
individual das fung@es perde-se quando se pondera scbre todas as
categorias. Isto ocorre em situages nas quais a relagBo entre as
médias das varidveis continuas varia de uma categoria a outra.
Agora, correlagdes altas entre uma varidvel continua e uma
bin&ria implicam em gue a média da variivel continua varie entre
as categorias, portanto,” uma inspegfo preliminar das correlagdes
entre variaveis de diferentes tipos pode mostrar situagBes em gue
se deve esperar resultados pobres da FLD. Correlagfes baixas numa
populacio e altas na outra, ou mudanga no sinal de alguma
correlacio nas populagdes também foram apontadas como indicagSes

de condigBes desfavoraveis para a FLD de Fisher.

- Vlachonikeolis e Marriott (1982} compararam varios métodos em dois
conjuntos de dados. A conclusde principal do irabalhe foi que a FLD
de TFisher ¢é flexivel e eficiente. Contudo, quando h& interagSes
presentes, a inclusdo de alguns termos apropriados na fungio
contribui na remogio de algumas das mais sérias desvantagens do

método.

- Uma das criticas mais frequentes ac método de discriminacéo

logistica & o excessivo tempo computacional necessario para
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estimagio dos parametros {ver por exemplo Press e Wilson, 1978).
Aitchinson e Aitken (1976) comentaram que quando a discriminagio
logistica é wusada, geralmente ndo & possivel estimar as taxas de
erro pelo método de Lachenbruch (leaving-one-out) pois requer muito

tempo computacional.

Para terminar, ¢ interessante comentar que embora a teoria sobre
discriminagio com misturas esteja bastante desenvolvida, ainda ha
muitos problemas abertos que devem ser estudados e resolvidos, por

exemplo:

~ Elaboragdo de programas computacionais para tratar as
observagles mistas de maneira adequada, i.e., programas que
mostrem o efeito do tratamento conjunto dos dois tipos de
variaveis permitindo, por exemplo, 'recuperar as contribuicBes da

variabilidade dentro e entre as categorias.

- Elaboragdo de programas computacionais que permitam usar métodos
de selegdo de variaveis apropriados para misturas como os
propostos em Krzanowski (1983), Daudin (1986) ou Krusinska

(1989).

- Estudo detalhado das tranformagBes lineares propostas em
Krzanowski (1979) para reduzir o nimero de variaveis ou
simplificar a sua estrutura em problemas com misturas {nio

necessariamente em discriminagio).

- Em geral, estudo de misturas em outros contextos diferentes ao
de discriminagfo, por -exemplo, em Analise de Componentes

Principais ou Andalise de Conglomerados.

- Aplicagbes de outras medidas de distancia entre observagdes
mistas para o método de discriminagfo segundo o vizinho mais

préximo.
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APENDICE A

Conjunto de dados usado na aplicagdo do capitulo 4.

Curso A

port biol quim hist fis geog mat lest xl x2 %3 x4 x5 X6

5.88 2,88 5.38 475363 63848263 0 0 1 0 2 0O
373 225 175 450163 363425588 1 1 1 0 1 0
3.88 3.13 450 425163 488300525 1 1 1 0 2 O
6.13 1.63 6,38 538 2,75 488 475875 1 1 1 0O 1 1
2,13 138 100 238038 438325300 0 0o L 1 2 O
413 2.25 6,63 3.00 200 350363425 1 ¢ O O 1 1
2.00 050 0.63 288 0.63 425325488 0 0 O 0 2 O
2.00 2,63 3.63 188 050 213363300 1 0 1 0 1 O
3.00 500 450 5463 1.8 538338500 111 01 O
2,63 250 2,13 275138 33836328 0 1 O 1 3 1
325 2.13 4.75 513 350 4503.00313 0 0 I 0 3 O
6.00 425 388 4975350 5753254525 1 11 0 2 O
3.88 338 213 538 238 475583513 0 1 1 0 1 O
263 2,13 1.00 4.88 0,88 563413588 1 0 0 O 1 O
438 225 2,13 363130 400350488 1 0 1 0 1 O
6.00 550 7.75 5506.13 550550938 1 1 1 0 1 1
3.25 1.25 225 500488 613400388 0 1 0 1 2 O
5.13 3.00 438 438300 50048675 1 1 1 01 O
.38 100 175 350125 313300213 0 6 0 1 2 O
2,38 2.38 538 283225 35050035 0 010 2 O
3.38 188 525 338188 400382375 1 1 1 0 2 O
4.13 3.00 4,75 4.00 263 438333438 0 0 1 0 3 O
4.13 1.88 2.50 4.256438 413375338 01 €@ 1 3 0O
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port biol

4.38
3.38
3.63
4.75
6.25
3.75
2.88
3.88
3.50
4.00
4.00
5.63
4.00
3.25
3.50
4.50
4.75
3.88
3.25
4.25
2.50
2.00
2.75
4,38
3.88
4.00
6.13
1.88
2.63
2.13
3.00

1.25
2.00
2.13
3.50
2.75
3.13
3.00
3.50
2.00
1.13
3.38
3.88
1.63
0.75
2.13
3.25
2.25
2.00
2.13
1.63
.13
1.63
3.25
2.00
L75
113
1.63
1.25
2.25
3.63
3.25

quim hist fis geog mat

0.50
2.63
6.00
4.50
6.25
3.00
2.50
3.13
3.25
0.25
4.63
5.13
2.38
1.88
5.50
6.00
3.38
2.88
5.88
3.38
4.38
2.75
3.63
4.75
3.13
3.50
4.50
4.38
5.25
3.88
5.88

525 1.63 6.88 3.38 6.25
3.25 2.88 3.25 4.38 4.00
5.13 2,75 4.38 3.00 4.38
6.00 4.88 5.38 5.13 4.50
5.63 7.63 4.63 6.75 6.38
4.63 2.38 3.63 3.88 1.38
3.13 2.25 4.00 3.25 3.88
3.38 1,00 3.63 3.50 1.88
3.88 2.75 4.13 4.88 6.50
4.75 1.38 5.25 4.38 1.25
4.88 2.00 4.63 4.25 4.13
4.63 3.50 4.50 3.13 7.63
3.75 1.88 4.50 3.50 4.50
1.88 0.73 2.25 3.38 0.75
2.25 6.13 3.75 4,75 6.75
3.63 4.25 5.13 5.13 3.63
5.63 0.75 5.38 3.38 6.50
2.75 1.50 2.88 3.25 3.25
3.25 3.13 4.88 3.753 4.25
4.13 2.63 4.25 3.63 7.38
4.25 1.75 4.88 3.88 3.63
2.50 0.50 2.63 3.13 1.63
4.50 4,00 4.13 3.25 5.75
5.13 2.88 4.25 3.50 5.63
5.79 2,715 3.25 3.50 5.00
2.63 3.50 2.63 4.75 4.88
5.50 1.38 4.50 3.38 6.75
4,50 3.25 4.00 6.00 7.88
4.00 2.75 4.i3 5.00 4.13
4,30 2,75 3.88 4.13 2.00
4,38 7.00 4.75 6.88 7.13
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port biol quim hist fis geog mat lest xI x2 x3 x4 x5 x6

2775 2,88 3,25 4.88 213 6.253.38 350 0 0
5.50 2.38 5,00 3.13 3.75 3.13 5.88 3.25 0 |
2,88 150 2,25 138 L2535 200 313 L7 0 1 1
0
0

—

o Q

2.63 1.75 338 3.25 1.38 3135338 1.75 O

2.13 175 3.25 3.50 0.75 4.25 3.75 2.75 O

2.38 0.88 1.63 2.38 1.50 -2.88 3.00 050 0O 1

4.25 3.38 3.63 575 263 4.00 350538 0 1

3.63 150 2.63 4.63 1.63 5.00 3.13 4.25 0 0
0 0
1

i

,_.
O 0 5 0 0o 0 © DO o
—

4.63 1.63 3.13 4.63 1.13 4.63 3.50 6.00

3.75 2.00 475 3.13 1.25 3.50 4.25 7.13 1
S.38 175 2.25 4.250.88 475313225 0O 0
3.13 3.63 375 3.63 175 3.00375525 1 1
5.88 275 7.25 5.00 250 538575913 1 0O
2.88 2.00 2,00 2.50 0.75 3.00 4.25 225 1 1}
4.13 288 4,75 525525 425488 025 0 0
3.63 2.88 3.38 3.754.63 325350450 0 0 1 1

—_ e W NN W N R e NN
— D0 0 m e

Wow W
—_ =

Curso B

port biol quim hist fis geog mat lest xl x2 X3 x4 x5 x6

6.88 6,63 838 638875 575 763 688 1 1 1 0 2 O
6.88 6,25 7.63 738438 738 375 725 1 11 0 1 @O
6.13 563 6.38 6.75 6.63 5.38 5.88 5.63 11 i 0 2 0
550 6.25 813 57577 625 325 925 1 1 0 0 2 1
513 6.88 838 700813 68 7.38 813 0 0 1 01 0O
438 700 825 600963 650 900 763 1 1 1 0 2 O
575 650 7.38 513600 625 57 825 0 0 1 0 1 O
7.88 863 775 813888 625 938 938 1 1 1 0 1 O
588 4.63 538 663775 563 675 950 111 0 2 O
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port

4.63
6.25
4,75
6.63
6.25
5.63
5.13

6.75
4.75
5.00
6.75
6.50
5.25
6.50
5.63
8.00
7.25
4.75
4.88
6.00
6,38
6.13

5.25
6.13

5.25
3.00
5.38
6.50
4.50
6.00
7.38

bicl quim

6.88 8.75
5.50 7.75
6.50 8.38
6.25 7.38
6.50 8.13
4.75 17.38
4.50 6.63
7.88 875
3.50 4.75
4.75 1.3
4.88 1.13
4.13 6.63
6.63 8.38
6.13 9.50
513 7.25
8.63 7.88
6.25 8.13
538 7.75
4,88 6.13
5.63 7.50
475 6.63
6.75 8.25

6.88 6,13

5.13 6.50

7.25 9.00
4.38 1.38
5.50 7.63
7.50 875
4.88 ©6.50
57 175
4.75 8.38

hist fis geog mat

lest x1 x2 x3 x4 x5 x6

7.50 863 6,50 7.25 875 1

7.13 7.75 6.38 8.63
7.50 9.50 6.38 9.38
7.50 7.38 6.00 5.88
6.50 9.50 6.00 9.25
6.63 7.88 6.50 6.50
5.88 7.75 5.75 8.75
7.38 7.00 5.50 8.00
6.50 8.63 6.63 7.50
6.25 7.63 6.38 8.00
6.38 7.13 5.63 8.63
7.63 5.63 5.88 6.88
7.63 7.63 6.25 6.25
8.63 9.25 6.50 10.00
6.88 6.13 6.75 6.38
8.13 9.13 7.75 6.25
6.75 4.25 6.00 7.25
6.38 7.13 6.25 7.13
6.50 5.00 5.75 5.50
6.00 6.00 6.88 7.38
6.38 7.00 6.88 6.50
6.38 7.88 6.00 7.50
7.25 5.00 7.38 3.88
6.13 7.88 4.38 7.50
6.75 8.63 6.25 9.25
6.75 7.50 5.63 7.38
6.13 7.38 5.13 7.75
6.63 7.50 6.50 5.75
6.88 6.63 6.38 7.13
7.25 8.13 6.63 5.63
8.13 6.13 5.63 6.38
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10.00
8.63
3.50
9.75
8.75
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9.23
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8.13
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7.63
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port

6.50
5.88
6.88
5.38
4.63
5.13

4.50
6.38
6.50
£.38
6.63
6.50
5.88
5.50
5.13

6.75
6.00
7.00
6.38
6.00
3.75
4.25
6.75
5.25
6.88
5.75
5.38
6.63
7.25
5.63
4.88

biol

5.00
5.88
4.75
6.38
6.88
4.25
4.75
5.00
4.13
5.38
8.38
7.63
6.38
4.775
5.88
7.50
3.25
4.25
5.50
6.38
5.75
3.38
5.88
5.88
5.75
4,38
6.25
5.00
5.50
6.50
7.00

quim hist fis geog

8.25 6.50 9.63
7.25 6.75 8.88
7.38 6.38 7.88
7.25 7.38 8.25
7.88 6.50 7.63
7.75 6.38 8.25
7.79 6.50 8.25
6.38 7.25 2.50
825 6.63 7.00
7.7 713 9.25
8.38 6.25 9.13
8.50 5.75 850
7.25 6,25 8.13
775 6.75 6.63
7.88 6.50 7.88
8.25 8.38 8.63
6.50 7.75 5.50
525 7.63 4.63
5.00 6.13 7.38
8.63 7.13 6.88
7.00 7.50 8.13
8.13 6.50 7.38
8.73 6.73 1.25
7.50 5.88 7.25
6.63 .13 6.25
8.00 7.25 7.00
8.00 6.88 6.63
B.13 7.00 6.75
5.88 6.75 6.63
7.88 7.13 115
6.75 6.75 6.63

6.25
5.13
6.00
6.38
5.63
5.63
6.50
7.25
4.88
6.13
7.25
5.38
3.50
5.25
5.63
6.88
6.38
6.75
6.50
6.88
6.50
6.00
6.38
5.75
6.25
7.13
7.63
6.75
5.50
5.63
6.63
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mat

.00
8.88
7.25
6.00
7.88
6.75
6.75
6.13
6.38
7.38
8.25
6.75
7.75
8.00
8.75
9.13
6.25
5.50
7.38
5.13
8.63
8.25
7.38
7.50
7.00
8.25
5.00
7.25
3.13
6.63
4.50

lest X1 X2 %3 X4 X5 X6

9.63
9.88
9.38
9.13
8.63
9.13
8.38
9.88
9.25
9.88
7.63
9.75
9.25
8.25
7.63
9.38
8.38
8.63
7.00
9.13
8.0
9.00
9.38
5.25
5.13
7.00
7.13
9.63
8.38
6.88
9.63
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port biol quim his fis geog mat lest x1 x2 x3 x4 x5 x6

6.00 5,88 7.88 7.50 9.25 ©5.38 7.75 838 1
6.38 3,63 7.38 175 6.50 5.88 8.63 9.88 1
7.13 5.38 B8.75 5.88 9.13 5.63 8.38 6.63 |
6.75 5.00 8.63 7.50 4.00 7.13 5.25 9.50 1
8.13 5.00 8.38 6.88 850 5.88 9.25 9.13 1
5.13 4.38 6.63 6.25 850 6.13 9.00 838 O
7.00 500 7.88 6.25 825 53.8¢ 7.13 9.38 1

0

0

1

- 0O " e =
o o
—_ — ] —t — .

e i = T ™ B
—_

6.00 6.38 5.75 6.75 650 6.25 5.88 8.5
650 6.13 5.88 7.50 838 35,75 7.88 6.25
563 6.13 7.25 6.13 6.13 5.88 8.13 6.88
488 6.38 650 6.63 5.75 6.00 7.38 8.75
6.88 6.13 8,13 7.88 6.38 6.75 7.25 8.50
5.00 6.00 8.00 6.88 7.13 5.38 7.50 6.50
550 763 7.88 7.50 9.25 6.63 8.00 9.00
3,38 7.25 813 7.50 7.50 5.63 .75 475 1
7.13 7.63 7,38 588 6.25 7.25 7.257.25 1
6.38 5.23 5.30 7.13 6.63 6.50 6.38 9.70
563 5.00 7.25 7.63 6.88 5.75 8.25 6.63
5.38 6,38 825 7.00 875 6.38 713 850 0

- o c o~ o
L

—_—

[ T

L = B o S
—

—

—
b = NW N W W
O CcC © 0 O O Q0 0 0 O 0O 000 oo o o0

,_
—_
—

© 00 ° 00 o0 0 0@ 0 000 0 o =

o
DD)—:—A
o o

Curso C

port biol quim hist fis geog mat lest x1 x2 x3 x4 x5 x6

475 7.13 7.75 713 6.25 650588 750 0 0 1 0O I 0
5.38 5.50 6.38 513 6.13 463 8386.13 0 0 0 O 1 1
8.13 6,38 6.3 700688 6883500688 0 0 0 1 1 1}
5.25 6.00 7.75 6.00 850 58846.136.88 1 1 I 0 2 0O
6.13 4.88 538 688588 613625650 0 0 1 0 3 O
475 6.63 B8.00 7.63825 688525825 1 1 1 0 2 0O
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port

6.25
5.75
5.13

3.63
7.50
6.75
5.75

.75
3.13

6.00
5.75
9.2
5.75
4.25
6.13

5.50
3.75
7.00
538
6.75
5.38
3.88
5.38

6.00
5.50

biol

5.63
6.75
6.13
5.25
5.88
7.63
5,00
3.63
4.00
3.63
5.38
4.00
7.63
4.88
1.88
5.38
4.13
4,75
4.88
4.63
6.13
3.00
7.00
5.63
6.00

quim

7.38
6.38
7.25
1.38
6.00
7.38
8.38
5.25
6.13
6.13
7.50
7.63
8.63
8.50
4.50
7.13
6.38
7.00
7.88
7.25
6.63
5.88
8.00
7.50
6.13

hist fis

5.75 7.00
6.75 6.00
6.25 B8.13
6.00 5.63
7.50 5,13
7.50 6.13
6.50 6.50
5.88 4.25
6.88 6.38
6.25 4.75
7.63 5.50
6.50 4.50
7.63 9.38
5.38 5.88
5.88 4.88
7.63 5.00
6.50 6.73
6.13 4.75
6.63 5.75
7.00 4.13
6.38 3.88
6.88 7.50
5.88 6.50
7.38 7.25
7.25 5.88

geog mat lest

6.63 7.50 5.63
6.00 5.75 9.38
6.00 4.25 8.88
6.75 5.25 7.38
7.63 7.13 9.88
'6.63 6.00 8.50
5.63 7.75 7.63
6.88 4.63 8.13
5.25 6.50 9.75
6.00 7.38 6.63
6.38 6.25 9.50
5.38 4.63 9.38
6.38 9.13 6.50
7.25 5.00 9.88
7.38 6.13 9.88
7.00 4.00 8.38
5.88 8.13 8.50
6.13 6.00 5,50
4.75 5.00 8.25
6.00 4.13 9.50
6.25 5.25 8.88
6.25 5.25 7.00
5.25 7.88 8.50
6,75 5.75 7.30
6.25 5.00 7.50
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ANALISE PRELIMINAR DOS DADOS

Neste apéndice apresentam-se andlises iniciais dos dados acima
por curso e por tipo de varidveis. As varidveis continuas s#o
caracterizadas pela média e desvi‘(;.) padréo amostrais enguanto que o
ntmero de observagBes nas categorias das varidveis categéricas é
apresentado na forma de tabela de contigénecia. Por wGltimo comenta-se
as correlagdes significativas entre as varidveis em estudo para cada

curso.

Média e desvio padrio das varidveis continuas

Tabela A.l - Estimativas da média e desvic padrio das notas por

CUrsos.

Curso A Curso B Cursc C
Matéria Média D.P. Média D.P. Média D.P.
Port 3,74 1,19 5,94 0,90 5,73 1,02
Biol 2,37 0,96 5,81 1,14 5,33 1,34
Quim 3,71 1,65 7,50 0,96 6,67 1,00
Hist 4,07 1,11 6,86 0,66 6,64 0,70
Fis 2,52 1,57 7,38 1,38 6,11 1,34
Geog 4,23 1,03 6,18 0,63 6,24 0,72
Mat 4,04 0,94 7,24 1,30 6,02 1,33
L_est 4,42 2,07 8,37 1,26 8,02 1,30

Na tabela A.l observa-se que, considerando as médias das notas nas
matérias avaliadas, o desempenho dos alunos dos cursos B e C &

similar, sendo que as médias correspondentes aoc curso B s3o
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ligeiramente maiores. Em todos ©s casos, as médias das notas no curso
A sfdo consideravelmente menores que nos outros curses e ainda ficam

abaixo da nota média aprovatéria, ou seja sfdo menores gque cinco.

Com relagio a variabilidade das notas observa-se que os valores
dos desvios nos cursos B e C s3o prdximos sendo que em geral, sfio um
pouco menores para B. Nos dois casos a variabilidade ndo € grande. Por
outro lado, a maior variabilidade ¢ observada nas notas dos alunos do

curso A,

Um fato interessante de ser comentado é que nos trés cursos ‘a
menor média foi observada em Diologia e a malor média em lingua

estrangeira.
= Tabelas de Cohtingéncia para varidveis categédricas

Tabela A.2 - X1: Tipo de estabelecimento de ensino do primeiro grau.

Curso A Curso B Curso C Total
Pred. Estab, .
Publico (0) 43 (61,43) 23 (25,56) 19 (é1,29) 83
Pred. Estab. -
Partic. (1) 27 {38.,57) 67 (74,44) 12 (38,71) 106

Total 70 : 20 : 31 191

{.) Percentagem na coluna

Nos cursos A e C observa-se que aproximadamente 607% dos alunos
cursaram o© primeirc grau predominantemente em estabelecimentos

publicog, Para o curso B este padrdc se inverte e adquire maior forga,
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74,47, dos alunos estudou primeiro grau predominantemente em escolas

particulares e somente 25,67 estudou em escolas publicas.

Tabela A.3 - Xz: Tipo de estabelecimento de ensino do segundo grau.

Curso A Curso B Curso C
Pred. Estab.
Pablico (0) 33 (47,14) 22 (24,44) 14 (45,16)
Pred. Estab. .5 (55 86) 68 (75,56) 17 (54,84)
Partic. (1)
Total 70 90 31

Total

69

122

i91

{.) Percentagem da coluna

A tabela A.3 mostra que nos trés cursos a maior parte dos alunos fez o

segundo grau predominantemente em estabelecimentes particulares. No

curso B a maloria é clara com uma propor¢do de 75,567% para Xz

:]__

porém, nos cursos A e C a diferenga nas proporgfes das categorias de

X2 ndo é tZoc acentuada (é menor que dez porcento).

Tabela A.4 - Xa: Cursa de segundo grau conciuido.

Curso A Curso B Curs.o C
Técnico (0) 25 (35,71) 17 (18,89) 11 (35,48)
Comum (1) 45 (64,29) 73 (81,11) 17 (64,52)
Total 70 30 31

Total

53

138

191

{.) Percentagem da coluna
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Na tabela anterior observa-se que nos trés cursos,

a proporgdo de

alunos que terminaram o segundo grau comum ¢ consideravelmente maior

que a proporgio de alunos que terminaram em escolas técnicas.

Em particular, a diferenca de proporgfes entre as categorias O e

1 de X:3 (curso de segundo grau concluide) para o curso B & mais

acentuada que nos cursos A e C.

Tabela AS - X4: Periodo em que cursou o segundo grau,

Curso A Curso B Curso C
Pred. 55 (72,57) 88 (97. 78) 28 (90,32)
Diurno (0) ’ ! ’
Pred.
Noturno (1) 15 (21,43) 2 (2,22) 3 ( 9,68)
Total 70 a0 31

Total

171

20

191

(.} Percentagem da coluna

A proporgio de alunos que fez o segunde grau predominantemente em

periodo noturne € muito baixa nos curos B ¢ C (menos de 10%). No curso

A esta proporgic aumenta até 21,43%, mas é ainda baixa comparada com o

78,67% dos alunos deste curso que estudaram predominantemente no

periodo diurno.
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Tabela A.6 - XS: Categoria & qual pertence a ocupagio do pal.

Estrato

Superior (1)
Médio (2}

Inferior (3)

Total

Curso A Curso B Curso C
20 (28,57) 49 (54,44) 13 (41,94)
34 (48,57) 33 (36,67) 14 (45,16)
16 (22,86) 8 ( 8,89) 4 {12,90)
70 90 31

Total

82

81

28

191

{ .} Percentagem da coluna

Considerando a ocupagdo do pai

nota-se que nos curses B e C ha

predominincia dos estratos médios e superior. No curso A, predomina o

estrato meédio;

as proporgbes observadas nos

superior e inferior, foram de menos de trinta porcento.

Tabela A.7 - Xs: Participagio na vida econémica da familia.

outros dois estratos,

Ndo Trab (0)

Trabalha {1)

Total

Curso A Curso B Curso C

42 (60,00) 80 (88,89) 15 (48,39)

28 {40;00] 10 (i1,11) 16 (51,61)
30 31

70

Total

137

54

191

{.) Percentagem da coluna

A tabela A.7 mostra que as proporgbes correspondentes aos alunos que

trabalham ou n3o trabalham foram diferentes nos trés cursos: no curse

A, 407 dos ingressantes exercem atividades remuneradas, no curso B

esta propor¢iic é bem menor: 11,1%, jA no curso C a percentagem de

alunos que trabalha é de 51,6%, s0 um pouco maior que a percentagem
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dos que ndo trabalham, 48,4%.

As andlises univariadas das varidveis continuas & das variiveis
categéricas feitas acima contribuem & formagdo de alguma idéias sobre
as possiveis fontes de discriminagio entre os cursos quando

considerados dois a dois. Estas idéias s@o expostas a seguir:

Curso A e Curso B: As médias das notas sfo consideravelmente maicres
em B logo, espera-se que estas variaveis tenham contribuigio
significante A  discriminacio. Em relagdio as  varidveis
categéricas, as tabelas de contingéncia mostraram importantes
diferencas nas proporgfes observadags para os cursos A e B nas
distintas categorias portanto, estas variaveis também devem

contribuir na discriminag¢&so destes cursos.

Curso A e curso_C: Como no caso anterior, as médias das notas obtidos
pelos alunos do curso A s@o menores que as do curso C em todas
as matérias avaliadas portanto, espera-se ¢ue as notas
discriminem estes cursos. O perfil dos alunos dos cursos A e C
através das variaveis Xl, Xz’ Xa e X4, referentes a4
escolaridade sfo semelhantes logo, espera-se que estas
varidveis ndo contribuam na separagfc dos curscs. A diferenga
nags proporcdes observadas nestes cursos, € maior para as
categorias das variaveis X5 e Xﬁ, referentes ao aspecto
econdmice, isto as aponta como  possiveis fontes de

discriminacgio.

Curso B e curso C; Considerande & proximidade das médias das notas
nestes cursos, nfo €& intuitivo esperar que estas varilveis
tenham contribuicdo significante na discrimina¢do. por outro
lado, as diferengas nas proporg8es observadas em alguma tabelas
de contingéncia acima, levam a pensar que os alunos dos cursos
curso B e C se diferenciam mais pelas caracteristicas

sécio-econémicas do que pelo seu desenpenho académico.

174



— Correlagdes dentro de cada curso

A analise das correlagles sera feita aqui por cursos e por tipo
de varidvel, adotando como ponto de corte um nivel de significancia de

(1

107 0 coeficiente de correlgdo utilizado é o usual, de Pearson,

para todas as variaveis consideradas.
i) Curso A

. Correlacdes entre varidveis contfnuas

Tabela A.8 - Correlacdo entre as notas no curso A escolhidas para

exame.
Matérias
Port Biol Quim Hist Fis Geog Mat
Biol 0,29
(0.01)
Quim 0.43 - 0.49
(0.00)  (0.00)
Hist 0.50 0.39 0.26
(0.00) 0.00) (0.03)
Fis 0.37 0.38 D.56 0.36
(0.00) (0.00} {0.00) {0.00)
Geog 0.41 0.28 — 0.70 0.25
(0.00) (0.02) — (0.00) (0.03)
Mat 0.24 . 020 0.45 — 0.58 0.13
(0.05) (0.09} {0.00) —_ (0.00) (0.28)
L_est 0.44 .22 - 0.43 0.43 0.33 0.37 0.32
(0.00) (0.06) (0.00) (0.00) (0.01) (0.00) (0.01)
(.} Prob > |R]|
{1' A hipbétese testada £ HO: p = 0, onde p representa o coeficlente de

correlagao de Pearson.,
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A tabela anterior mostra que existe evidéncia de associagio
linear no desempenho dos alunos do curso A, nas distintas disciplinas
avaliadas {exceto Mat e Geog, Mat e Hist, Geog e Quim), isto indica
que se deve esperar alunos com desempenho geral homogéneo (seja bom ou

nido},

. Correlagfes entre as varidveis categéricas

Tabela A.9 - Correlagdes entre as varidveis categéricas no curso A
escolhidas para exame.

Variaveis Categéricas

Var. Categ. X1 Xz X3 X4 Xs
X, 0,34
{0,00)
X:3 — 0,25
X, -0,34 _— -0,34
(0,00} e (0,00)
_ X5 -~0,39 -0,20 —_ 0,38
(0,00) (0,10} — (0,00)
Xs — -0(,28 -0,30 - 0,31
— (0,02) (0,01) — (0,01)

(.) Prob > [R]

Da tabela anterior tem-se que:

. A associagdo entre X1 e Xz indica que a tendénecia foi manter o tipo

de estabelecimento de ensino ao passar do primeiro ao segundo grau.

- A relagio de Xl & X2 com Xs mostra que o tipo de estabelecimento de
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ensino, tanto no primero como no segundo grau, apresentou associagéo
significativa com a ocupagio do pai, isto indica que pais com
ocupagBes nos estratos inferiores tenderam a matricular os filhos em
escolas publicas, no entanto, pais com ocupagdes consideradas em

estratos superiores escolheram escolas particulares.

A participacdo na vida econdémica, Xa’ também estd relacionada a
ocupacio do pai, Xs‘ A evidéncia indica associagio entre alunos que

trabalham e pais com ocupagBes nos estratos inferiores.

A associagfdo entre le e X2 e entre X6 e XS {participagdo na vida
econdmica da familia com curso e tipo de escola de segundo grau)
mostra uma tendéncia dos alunos de escolas piblicas e técnicas a

trabalhar.

No que diz respeito a X4, perfodo de estudo no segundo grau este se

relaciona significativamente com Xl, X e Xs’ ou seja com o tipe de

3
estabelecimento de ensino de primeiro grau, curso feitec no segundo
grau e ocupagdo de pai, respectivémente; Assim, segundo grau em
periodo diurno estd associado 'a._ primeiro grau em escolas
particulares, cursos comuns e ocupagde do pai nos estratos
superiores. Por outro lado, per‘iodo' noturnc se associa a primeiro
grau pablico, curse técnico no segundo grau e ocupagdce do pai nos

estratos baixos.
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. Correlagio entre variiveis continuas e categéricas

Tabela A.10 - Correlagdo entre - variaveis continuas e categbéricas no
curso A escolhidas para exame.

Variaveis Categobricas

Matéria X X X X X
1 2 3 4 5

Fort 0,21 0,22 0,26 -0,30 —
(0,08) (0,06) (0,03) (0,01) —

Biol 0,26 — 0,27 -0,25 —
(0,03) — (0,03} (0,04) —
Quim 0,28 — 0,20 -0,30 —
(0,02) — (0,09) (0,01) —
Hist — — — 0,23 -
— — — (0,06) —
L_est 0,39 0,20 — — -0,32
(0,00)  (0,09) — — (0,01)
(.) Prob > |R|

Na tabela anterior observa-se que, para os alunos do curso A:

0 desempenho nas disciplinas fisica, geografia e matemdatica néo
mostrou  relagdo  significativa com as  variaveis categéricas

observadas.

. Ha evidéncia de associagio entre o desempenho em portugués, biologia
e quimica e as variaveis X1’ X3 e XQ. Isto aponta melhores
desempenhos, nestas disciplinas, dos alunos que estudaram primeiro

grau em escolas privadas, e segundo grau em curso comum e diurno.

O desempenho em portuguéds também apresentou associagiio Xz’ o tipo de
estabelecimento de ensino no segunde grau: melhores desempenhos

associados a segundo grau predominantemente em escolas particulares.
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. A disciplina lingua estrangeira (L_est), apresentou associagfio com
X, X, e X ou seja com o tipo de estabelecimento de ensino no
primero e segundo grau e com ocupagdo do pai. Epera-se melhor

desempenho dos alunos de escolas particulares e com a ocupagio do

pail nos estratos superiores.

. O desempenho na histéria mostrou associagio significativa com a
variével X4, periodo de estudo de segundo grau. A evidéncia aponta

methores desempenhos dos alunos que estudaram em perfodo diurno.
ii) Curso B
. Correlacio entre varidveis continuas

Tabela A.1l - Correlagdo entre as varidveis continuas no curse B,
escolhidas para exame.

Matérias
Matéria Port Biol Quim Hist Fis Geog
Quim — 0,38 — — — —
— (0,00} —_ —_ —_ —
Hist 0,23 e — — — e
(0,03) -— — — - —
Fis — 0,26 0,35 — — —_
— (0,02) (0,00) — — —
Geog — 0,22 — 0,28 -0,23 —
—_— (0,04) — (0,01) (0,03) —
Mat — — 0,28 — 0,58 -0,31
— — (0,01) — (0,00) (0,00}
(.) Prob > |R]

A tabela anterior revela que no curso B, o desempenho nas
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disciplinas de exatas apresentou associacio positiva entre fisica,
quimica e biclogia (tomadas duas a duas) entre as disciplinas
matematica, fisica e quimica (quando consideradas duas a duas) porém

ndo ha evidéncia de relagdo linear entre matemdtica e biologia.

Na &rea de humanas encontrou-se evidéncia de relagfio linear entre
as notas em histéria e geografia e também entre histéria e portugués.
Note~-se que o desempenho em lingua estrangeira nfo apresentou

associagdio com outras disciplinas da &rea.
Gecgrafia é a Unica matéria de humanas que mostrou associagdo

linear significativa com as disciplinas de exatas: positiva com

biologia e negativa com matemética e fisica.

. Correlagio entre variiveis categéricas

Tabela A.12 - Correlagio entre as variaveis categéricas no curos B
escolhidas para exame.

Varidveis Categéricas

Varidveis Categéricas X X X X
1 2 3 4
X 0,56
2 (0,00)
X3 0,24 0,52
{0,02) (0,00)
X -0,21 — — —
s (0,04) - _ _
Xb — -0,21 -0,28 0,19
— {0,05) (0,01) (0,08)
(.) Prob > |R|
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. A tabela A.12 mostra associagdo entre as varidveis Xl e Xz que
representam tipo de estabelecimento de ensino no primeiro e no
segundo grau, respectivamente. A evidéncia aponta uma tendéncia a
manter o tipo de escola, seja publica ou particular, durante todo o

periodo escolar.

. O tipo e escola (variaveis X1 e le, também se relacionou com Xa.
curso de segundo grau assim, a tendéncia é que os alunos de escolas
publicas fazem cursos técnicos enquanto que alunos de escolas

particulares fazem cursos comuns.

. A variavel Xs’ participag8o na vida econémica da familia, apresentou
associagbes significativas com o tipo de escola, periodo e curse de

segundo grau [Xz’ X e Xz' respectivamente). As evidéncias sugerem

5
que alunos de escolas piblicas de segundo grau tendem a fazer cursos

técnicos em periode noturno e também tendem a trabalhar.

. Por iltimo, a ocupagdo do pai Xs’ se relaciona com Xl, o tipo de
escola que predominou no primeiro grau: escolag particulares se
associam com ocupagbes dos estratos superiores e escolas publicas

com ocupagBes dos estratos inferiores.
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. Correlag3o entre varidveis continuas e categéricas

Tabela A.13 - Correlagéo entre variaveis continuas e categéricas no
curso B, escolhidas para exame.

Variaveis categéricas

Matérias X X X
1 5 3
Por tugués 0,22 — —
(0,04) — —
Biologia —_ — -0,19
— — (0,07)
Quimica — ~-0,21 -0,26
— (0,04) (0,01)
Histdria — -0,18 —
Lingua estrangeira — -0,19 —
— (0,07) —
(.) Prob > |R|

Foi encontrada uma associag8io significativa entre o desempenho em
portugués e X1’ tipo de estabelecimento de ensino no primeiro grau

(melhor desempenho associado a escolas particulares).

As notas em biologia apresentaram associagio com Xa, participag&o
na vida econdémica da familia: notas mais altas associadas a alunos

que nido trabalham.

A variavel Xs’ ocupagdo do pal, mostrou associagio com o
desempenho em quimica, histéria e lingua estrangeira. A evidéncia
aponta melhores desempenhos associados a ocupacgdo do pai nos estratos

superiores.
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iii) Curso C

. Correlacdo entre as varidveis continuas

Tabela A.14 - Correlag8o entre as notas no curso C escolhidas para

exame,
Matérias
Port Bicl Quim Fis Mat
Quim -0,33 0,57
{0,07) (0,00)
Hist — 0,37 —
— (0,05) —
Fis — 0,43 0,41
—_ {0,02) (0,02)
Mat — — — 0,33
— — —_ (0,07)
L_est — — — -0,32 -0,34
. _ — (0,08) {0,06)

(.) Prob > |R]

Na tabela anterior observa-se que na 4rea de exatas had evidéncia
de relacdo linear positiva entre o desempenho em biologia, quimica e
fisica (consideradas duas a duas}), Também ha relagic significativa
entre as notas de fisica e matematica porém, o desempenho em
matematica nfo apresenta associagdo significativa com o desempenho em

quimica ou biclogia.

As disciplinas de humanas n#o apresentaram correlacdes

significativas entre elas.

Por 4ltimo, considerando éreas diferentes, foram observadas as
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seguintes associagties significativas entre as disciplinas:

- relagdo negativa entre portugués e quimica,
- relagdo positiva entre histéria e biologia e
—~ relagdo negativa entre lingua estrangeira e matemética e lingua

estrangeira e fisica.

. Correlagido entre as variadveis categéricas

Tabela A.15 = Correlagdc entre as varidveis categéricas no curse C
escolhidas para exame.

Varidveis Categéricas

Varidveis Categéricas Xz | X2 X
X, 0,46
(0,01)
X, 0,31 0,41
(0,09} ' (0,02)
X — -0,36 —
# — (0,05) —
X, — — -0,58
— — - (0,00)
(.) Prob > |R|

A tabela A.15 mostra que as respostas dos alunos do curso C as
varidveis categéricas apresentaram as seguintes relagtes

significativas:

Associagio entre Xl e X2 que indica o tipe de estabelecimento de

ensino tende a ser mantido durante todo o periodo escolar.

. AssociagBio entre tipo de estabelecimento de ensino no primeiro e

segundo grau (Xl, le e curso de segundo grau {Xa). A tendéncia ¢é
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que os alunos de escolas ptiblicas estudem cursos técnicos e que os

alunos de escolas particulares fagam cursos comuns.

. O tipo de escola de segundo grau, Xz' apresentou associagBo com ©
periodo de estude no segundo grau, X4. A tendénecia é que os alunos
de escolas particulares estudem em periodo diurno e que os alunos de

escolas piblicas em noturno,

. Finalmente, encontrou-se associacdo significativa entre X3 e Xs , ou
seja, entre o curso de segundo grau e a participagdo na vida
econfmica da familia. As evidéncias indicam que os alunos de escolas

técnicas tendem a trabalhar.

. Correlacio entre as variaveis continuas e categéricas

Tabela A.16 - Correlages entre as varidveis continuas e categbricas
no curso C escolhidas para exame.

Varidveis Categéricas

Matérias X X X X X
1 2 3 5 6
Biol ogia — — 0,31 — -(,39
— — {0,09) — (0,03)
Quimica —_ — 0,46 — -0, 37
— — {0,01) — (0,04)
Hist 6ria — 0,33 0,39 —_ —

— (0,07) (0,03) — —

Matemética _ — — 0,35 —
— — —— (0,05) —

Lingua 0,34 — S _ .
estrangeira (0,06) — . — —

(.) Prob > {R]

185



O desempenho em biologia e quimica apresentou associagdo com as
varidveis X3 e Xa gque representam curso de segundo grau e participagio
na vida econbémica da familia respectivamente. Espera-se melhores
desempenhos, nestas matérias, dos alunos de escolas comuns e que n&o

trabalham,

As notas em histéria também apresentaram relagdo significativa
com’ Xs’ curso de segundo grau: melhores desempenhos em histdria

associados a alunos que terminaram em cursg comuim.
O desempenho em matemé&tica revelou associagdo significativa com a

ocupacdo do pai. As evidéncias apontam bom desempenho associado a

ocupagio nos estratos inferiores.
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