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INTRODUÇÃO 

Resumo. Neste trabalho mostr8JDOS que, para qualquer corpo K, existe um subgrupo abeliano 

normal má.:dmo do grupo de Galois G(K) de seu fecho quadrático, estabelecemos uma corres-

pondência entre os subgrupos abelianos de G(K) e subgrupos de K* que contenham o subgrupo 

dos elementos básicos de K e t8Jilbém novas cotas para o posto máximo atingido pelos subgrupos 

abelianos de G(K), ou seja., para o invariante a(K) definido por Ware em (W4). 

1. Preliminares. 

O objeto de estudos do presente trabalho é o grupo de Galois G(K) dos K -automorfismos 

do fecho quadrático K(2) de um corpo K, onde, salvo menção explícita em contrário, K 

tem característica diferente de 2. Se K é quadraticamente fechado ou então se K é wn 

corpo real fechado, então G(K) é trivial ou isomorfo a Z/2Z respectivamente. Em 

qualquer outro caso G(K) é wn grupo infinito, cujo posto é IK* IK2 1, onde K* é o grupo 

multiplicativo de K e K 2 é o subgrupo dos quadrados não nulos de K. Se G( K) é 

infinito mas IK• I K 21 = 2,. então G(K) é isomorfo ao grupo aditivo dos inteiros 2-ádicos 

e podemos dizer que, ainda neste caso, a estrutura do grupo é simples. Se IK* I K 21 ~ 4, 

a estrutura de G(K) pode ser bastante complexa e seu estudo demanda essencialment(' 

as técnicas da Cohomologia de Grupos, da Teoria de Formas Quadráticas e Teoria dP 

Valorizac,.'tx•s (wr por exemplo [EV] ou ([JW], pg. 393)). Para se fazer um estudo da 

estrutura de G(K}, nos casos mais complexos, é importante conhecer os seus subgrupos 

abelianos. 

Para maior clareza e coerência de exposição, destacamos nesta introdução dois pará-



grafos, sendo que no primeiro deles fizemos uma brt'V<' amílist' dt' partP da litt•ratura 

estudada, no que diz respeito às ligações dos temas citados com o presente trabalho, 

enquanto que no seguinte, procuramos dar uma descrição da maneira pela qual o trabalho 

se realizou e os principais resultados obtidos. 

2. As origens. 

Vários autor(_>s estudaram as ligações entre Teoria de Valoriza<;<'les, Formas Qnadrátkas e 

Cohomologia de Grupos e as ligações destes temas com a Teoria de Galois. No parágrafo 

anterior ressaltamos a importância destes assuntos para a Teoria de Galois, no caso do 

fi!c:ho quadrático de~ um eorpo K. Na verdade o t>mprego dt'Stas cmwXt>t•s não st.• rt.•stringe 

a este último caso. Só a título de exemplo, dado um corpo K de caraett'rístka diferente 

de dois, se f< é o f<~cho HCparávcl ele K e G = G(K; K), o grupo de Galois de KIK, 

Delzant estabelece em [D] uma conexão entre G e a Teoria das Formas Quadráticas 

sobre K, obtendo um isomorfismo natural entre os anéis de Witt-Grothendieck de G e 

de K. 

No caso do fecho quadrático, se K for "C-corpo" ou de "classe C", isto é, um corpo 

rígido (ver definição (1.3.1)) ou, equivalentemente, um corpo cujo anel de Witt nr(K) é 

isomorfo a um anel de grupo 71./ nZ [G) com n ~ O, Ware mostra em [W) que o grupo de 

Galois G(K) da exten.-,ão K(2)IK, onde K é um corpo com IK* / K 2 1 > 2 que contém 

todas as raízes 2n-ésimas de 1, é abeliano, rdacionando assim uma estrutura intrfn.o;eca 

da T'~oria de Formas Quadráticas com a <•str11tura d<' G( K). 

Esse tipo de conexão foi ainda estudado por Ware em [Wl], [W5] e [W4]. Em [WlJ por 

<~xemplo, partindo dos trabalhos de Delzant ([D]) e Sdtarlau ([Scb]), Ware obtém quf:', 

se -1 não for quadrado no corpo K, então a estrutura de G( K) d<'termina a do anel 

de Witt lV(K) e, além disso, se K e F são corpos com G(K) :: G(F) mas com anéis 

de Witt lV(K) e W(F) não isomorfos, então -1 é um quadrado em um dos corpos e 

é somn de dois quadrados no outro e mostra, ainda nesse trabalho, que um corpo K é 
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"de dassP C" se o grupo G( K) é "quase ahdiano", isto é! <'xiste mna &•qüt-;nda ('Xatn 

de pro-2-grupos 

1 ~ H~ G(K) ~ G(K)/H ~ 1, 

sendo H um subgrupo normal fechado de G(K) e ambos, H e G(K)/ H,forem abelianos 

(Ware usa o t<•rmo IJJf'tahf•liano pnra d<•signar um grupo eom esta propriedade). O 

''Tht>orem" 4.1 desse artigo estabelece uma equivalência entre o futo de K ser C-corpo 

e G(L) ser abeliano, onde L é o corpo obtido de K por adjunção de todas as raízes 2n­

t~imas de 1, para n 2: 1 e o "Corollary 4.:1" descreve as possibilidades para G(K). 

No emprego da Teoria de Valorizações , três "ingredientes" surgem naturalmente: Ele­

mentos Rígidos e Básicos, Anéis 2-henselianos e Anéis Compatíveis. Um elemento a do 

corpo K, a r/: ±K2 é rígido (o termo elemento rígido é de Szymiczeck ([Szy])) se a 

forma quadrática (1, a} só representa elementos de K 2 U aK2 , onde K 2 é o conjunto dos 

quadrados não nulos de K. Como observa Ware em [W2), geralmente associados aos 

elementos rígidos existem anéis de valorização A, com a propriedade de compatibilidade 

com os quadrados, de forma que os elementos cujos valores não sejam 2-divisíveis são 

rígidos e, num <:<'rto st•ntido, a "maioria" dos elementos rígidos oeorre assim. Para um 

anel de valorização A do corpo K, no caso de K ter caracterLc;tica diferente de 2, a 

compatibilidade mencionada se expressa por 1 + mA Ç K 2 (onde mA é o ideal tnaximal 

de A), es.c;e conc<'ito é mais forte que 2-henseliano e nos será muito útil. Em [W2) ~ 

dt•St•uvolvida wua tt~cuka dt• coustruc;ão de anéis de valorização compatíveil;, a partir 

de subgrupos de K• que contenham o grupo dos elementos básicos. Um estudo maL-; 

completo dessa técnica é feito em [AEJ], onde os autores obtêm resultados fortes quanto 

à existência e classificação de anéis de valorização compatíveis que foram fundamentais 

para o nosso trabalho (para maiores detalhes reportamos o leitor ao §3 do capítulo 1). 

As principais fontes de consulta utilizadas foram, além dos artigos citados, os livros texto 

[E) e [Rib) para Teoria de Valorizações, [R] e [S) para grupos profinitos e Cohomologia 

de Grupos e [L1] para o estudo de Formas Quadráticas. 
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3. Desenvolvimento do trabalho. 

Para nosso trabalho é relevante o fato de o grupo de ramificação de um am•l de valo­

riza<;ão não diádko ser trivial ([E], 20.1X pg.lt)7) e assim o g-rupo d<' in<' r da ( [El, pg. 

14ti) é abeliano. Mostraremm; que para a "maior parte" dos corpos o grupo dt> in{•rda 

de um anel de valorização conveniente é o maior subgrupo normal ahdiano d(• G(K). 

A base de nossas investigações consistiu na obtenção de am~is tlt' valorbmção com­

patíveis, não diádicos, "mínimos", cujos grupos de inércia associados desempenhassem o 

papel de "delimitadores' de subgrupos abelianos de G(K). Ele é, quase sempre, o maior 

subgrupo abeliano normal de G(K). Para isso foi necessário, em primeiro lugar, uma 

investigação acurada dos anéis de valorização 2-henselianos de K, de forma análoga 

ao estudo feito em [EE], onde os autores classificam os anéis de valorização hensclianos, 

quanto à ordem dada pela inclusão e a relação desta com a estrutura dos corpos de 

resíduos. Exemplificando: no nosso trabalho os anéis 2-hem;elianos cujos corpos de 

resíduos não s<~jam quadrático separavdmm1te ti~dmdo formam um conjunto totalnwnte 

ordenado pela indm;ão, enquanto os que têm corpos de resíduos quadrático separaVt.~l­

Jllfmtn f(~c:hado formam um conjunto dirigido S(•gundo t~st.a ordem (Proposição (1.2.15)). 

Embora os refmltados de [EE] tenham um caráter mais gt>ral, já qu<> os rt'sultados são 

válidos no fecho algébrico, foi necessário adaptá-los, pois a hipótese 2-henseliano é mais 

fraca que a hlpótese henseliano. 

O caso geral teve por base o "Theorem" 3.6 de [W 4] (Teorema (111.2.1) ): Se K é um corpo 

com mais de duas classes quadráticas então uma condição necessária e suficiente para 

que G(K) seja abeliano é que o conjunto dos elementos básicos coincida com o conjunto 

dos quadrados não nulos de K e que todas as raízes 2"-ésimas da unidade estejam em K. 

Usando a existência do anel de valorização "adequado" O dado por (1.3. 7), roncluimos 

que, no caso de K satisfa:M~r as condições equivalentes acima, então G(K) é isomorfo 

a G'r( Õ; K) ou a G'r( Õ; K) x Z2. 
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Se G(K) possui um subgrupo abeliano normal d(' posto pPlo llll'llOS dois, es&• resultado 

mostra a existi'ncia de uma suhext.em.;ão normal de K(2)IK que possui wn anel de V'dlo­

rizaçào 2-ht•nsdiano próprio. Adaptando ch• numPira couv<miPnt.P a técnica wmda por 

Engll'r em [En], obtivemos um teorema de descida para anéis de valorização 2-hense­

liauos t(llt'. uo cnso ndmn, uo1-1 Ju•rmit.iu tlc•clu:t.ir n PXifolt.i~udu elo Ullf'l 2-hc•JIH4•linuo 1111 

próprio corpo K. Por outro lado, se os subgrupos normais abelianos de G(K) têm posto 

um é possível descrewr, através de geradores e relações, o grupo G(K), caso G(K) não 

st'.ia aht•liano, cotllilrnu• <•stabt•lt>C<' o T<•or<•ma (11.2.4). Em dois dos tr{~s casos descritos 

pelo Teorema (11.2.4), precisamente naqueles em que K não é formalmente real, foi 

possível mostrar (Corolário (11.2.5)) que o maior subgrupo abeliano normal de G(K) é 

o grupo de inércia associado a um anel não diádico. 

Finalmente, como aplicação desses resultados, generalizamos resultados de Ware ([WJ, 

Theorems B, C) e estabelecemos uma correspondência entre os subgrupos abelianos 

de G(K) e subgrupos de K* que contenham o subgrupo dos elementos básicos de K. 

Obtiv('rnos ainda novas cotas para o posto máximo atingido pelos subgrupos abelianos 

de G(K), ou seja, para o invariante a(K) (ver Definição (111.3.3)) definido por Ware em 

[W4). 
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CAPÍTULO I 

VALOIUZAÇÕES 

1. Introdução. 

Neste capítulo adaptamos, de maneira apropriada, alguns resultados de [En], [EE] e de 

[AEJ) para o estudo de anéis de valorização de um corpo, "indecompostos"no fecho 

quadrático desse corpo (ver [E], Chapter UI, pg. 96). Esses anéis serão chamados 2-hen­

selianos (ver Definição (1.2.1) abaixo) e algumas de suas propriedades serão estudadas 

no próximo parágrafo. 

No parágrafo 3 estudamos os anéis de valorização "compatíveis" com os quadrados do 

corpo ou K 2-compatfveis. Para anéis com corpo de resíduos de característica diferente 

de 2, as noções de K 2-compatível e 2-henseliano são equivalentes. Por outro lado, se 

apenas a carach'rístka do corpo de fraçÕ<~s do am~l é diferente de 2, esses anéis são uma 

subdasst.' dos IUlt~is 2-hPwwlianos . Dü uma maneira geral eles são maiR apropriadqs 

ao nosso trabalho. Os rt>sultados sobre anéis K 2-compatíveis decorrem de resultados 

extremamente fortes contidos em [AEJ] e são essenciais para o traballio. 

Ainda nesse parágrafo estudamos a existência de anéis K 2-compatíveis em um corpo 

através do conjunto de seus elementos "básicos'' (Teorema (1.3.6) e Proposição (1.3.8)). 

Notações: Se A é wn anel de valorização do corpo K, denotamos 

por A*, mA, ICA e rA o grupo das unidades, o ideal maximal, o corpo de resíduos e 

o grupo de valores de A respectivamente. Também denotamos por VA e <f>A a valorização 

e o placc canônico rt.'spcctivalll('nte, associados a A. Se c(ICA) ~ 2, diremos que A é não 



VALORIZAÇÕES 

diádico. 

Denotaremos por K 2 o conjunto dos quadrados não nulos do corpo K. Dado o corpo K, 

se Q é o fecho algébrico de K, então o fecho quadrático de K, denotado por K(2), é a 

reunião de todas as extensões galoisianas de K, com grau potência de 2. K(2)IK é uma 

extensão galoisiana e denotaremos por G(K) o grupo de Galois G(K(2); K). 

2. Anéis de valorização 2-henselianos. 

( 1.2.1) Definição ( [B], (Br] ). Um anel de valorizaçiio A do corpo K é 2-lJense­

liano se A admite uma rínica extensão a K(2). Denotamos por A a 1Ínica extensão 

de A a K(2) e por VA a rínica extensão de VA a K(2). 

Para uma melhor compreensão dos anéis de valorização 2-henselianos , apresentamos 

uma caracterização desses anéis, devida a Brõcker. 

(1.2.2) Proposição (Lema de Hensel (Br] (1.2)). Seja A um anel de valorização 

do corpo K. Então as seguintes afirmações são equivalentes: 

(a) A é 2-henseliano . 

(b) Para todo polinômio f(X) E A[X] de grnu 2, tal que /(X) tenlm 2 rnízt~s 

distintas ã f) b em ICA , «~xistem x e 11 em A, rafz('S d(' f (X), tlli.s que ~ = 

ã e fi= b.l 

Embora as demonstrações de (1.2.3), (1.2.4) e (1.2.5) sejam conhecidas em forma bem 

mais geral, vamos incluí-las para tornar o texto mais auto-suficiente e também pela 



AN~IS DE VALORIZAÇÃO 2-HENSELIANOS 

simplicidade das provas no presente caso. 

Ptu·n nuln IJ t:·· J\• t'!·wolht•moH, t'lll I<(2), um ('l(•rw•uto <Jilf' dPHot.arnor-; por b112 , quP HU.­

tisfaz ( b1 12 ) 2 = b. 

(1.2.3) Lema (Krasner). Seja K wn corpo c01n c(K) ::f 2, A um anel de valorização 

2-henseliano de K, a E K"' e o: = V,4(2a112). Se c E K"' e V,4(dl2 - a112) > o:, então 

K(al/2) Ç K(cl/2). 

PROVA. &>a E K 2 , então K(a112) = K e não há nada a provar. Seja a E K"' \ K 2 eu E 

aut(K(c112, a 112 ); K(c~l 2 )). Logo, 

(T(al/2 __ cl/2) = (T(a'l2) _ (!1/2. 

Como A f. 2-henseliano , VAoO' = V'A ([Rib], Théoreme 1, pg.166); assim 

t}A(u(a'/2) _ cl/2) = íiA(a'/2 _ c'/2) >o:. 
ÜÃ((T(al/2) _ al/2) = VA(u(al/2) + cl/2 _ cl/2 _ (al/2)) 

~ nún{ VÃ(u(al/2)- (cl/2)), VA((al/2)- cl/2))} > o:. 

Mas u(a112) = a112 ou -a112
• A segunda hipótese nos dá VA(2a112) > o:, o que contradiz 

a escolha de o:. Assim a112 E K(el2). I 

O lema a seguir é uma versão da "Proposition" 8 de ([Rib], pg. 195) para anéis 2-hen­

st•lianos t' polinômios dt• grau dois que acrer-;centamos para facilitar a leitura. 

(1.2.4) Lema ( [Rib] Proposition 8, pg. 195). Sejam K um corpo e A um anel rJ,. 

valoriza~·iio 2-lJenseliano de K. ScjaiJJ /(X) = X 2 + a1X +ao e g(X) = X 2 + b1X + 



VALORIZAÇÕES 

bo polinômios separáveis de K[X). Se 1 E TA é suficientemente grande e 

então f(X) é irredutível sobre K se e somente se g(X) o for. 

PROVA. Seja L o corpo de raízes do polinômio f(X)g(X). Então LIK é p;aloisiana 

finita e, como A é 2-henseliano, A admite um único prolongamento A' a L. Por ([Rib], 

Thror~me 1, pg.lfm) se" for um K-automorfismo de L, E'ntão v.-1'"" = v.4•. 

Suponha que f(X) tenha raízes x 1 e x2 em K e seja a= v.4.(XI - x2). Sejam Yt e 112 as 

raízes de g(X) em L. Pela propriedade da "continuidade das raízes" ([Rib), Proposition 

7, pg. 191) podemos supor que Yl e 112 estão enumeradas de maneira que 

Temos então 

V i, j = 1, 2 <~ portanto 1JI c 1/J. E K e isto encerra a prova. I 

(1.2.5) Corolário. Todo corpo que contenha 2 anéis de valorização 2-JJen-;elianos in­

dependentes é quadrático separavelmente fechado. 

PROVA. Seja K um corpo, A e A' anéis de valorização 2-henselianos independentes de K. 

15!. Caso ( c(K) i= 2 ). 

Seja a E K* , 1 >O em TA e /1. >O em TA', satisfazendo 



ANI:':IS I>E VALOHIZAÇÃO 2 HENSELIANOS 

Como A e A' são independentes existe, pelo Teorema da Aproximação ([E], 11.16, pg. 

RO), um elt'mento dE K* tal que 

VA(d- a)> /C VA'(d-1) >/I· 

Como ')1 > 0, VA•(d) = VA'(d - 1 + 1) = min{ VA•(d - 1), VA•(1)} = VA•(1) = 0. 

Como (d112 )
2 

= d, segue que 1JN (d112) = O, o que implica 1J;, (2d112) = tJ; (2) + 
V::V ( cl112) = V:V (2). Assim, temos T't > 2~ (2d112) que é a hipótese de (1.2.3). 

Sejam v a extensão de VA a K(a112) e v' a extensão de VA' a K(d112). Como 1 - d = 

(1 - d 112 )(d112 + 1 ), h•mos <lU«' 

u'(l - d) = v'(l -- d112) + v'(d112 + 1). 

Seu for um K-automorfismo de K(d112 ), u =!= id, então u(d112) = -d112 , resultando 

e finalmente 2v'(1- d112
) = v'(l- d) > T'l > 2v'(2) = 2v::\t(2d112

) 

o qm'.Jwlo Lt'ma (1.2.:~), implica d 112 E K. Como a-d = ((11/ 2)2-d, novamente 2v(a112 -

d112) = v(a- d) > 1 > 2u(2a112 ). Assim, a112 E K. 

2~ Caso (c(K) = 2). 

Qm•n'mos mostrar qUt', se /(X) = X 2 +X+ c é um polinômio separável sobre K, en­

tão J(X) St' flltom t'lll I<[X]. Para cada ')' > o mn rA n 1'1 > () mn rA', existP, pelo 

Tt"'rema da Aproximação , Ct em K, tal que 

Se 1 e /'l forem suficientemente grandes, por (1.2.4) /(X), p(X) = X 2 +X +c1 e q(X) = 
X 2 + X têm, em K[XJ o mesmo tipo de fatoração. Portanto f se fatora em K, como 
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desejado. I 

N~stc ponto fazemos um estudo da situação oposta,· isto é, dos anéis de valorização 

anti-2-henselianos , conforme a definição a seguir. Para isto n~cE•ssitamos da ddinição 

ele~ grupo e corpo de decomposição , conforme ([E], pg. lOH-110), para o nosso caso. 

Se D é um anel de valorização de K(2), então o grupo de decomposição de D sobre K é 

ddiuido por 

Gz(D; K) = {u E G(K)ju(D) = D} 

c~ o eorpo de dec_.emtposição de D sobre K, Kz(D; K), é o corpo fixo de cz (D; K). 

K z ( D; K) é a 2-hen'3elização de A = DnK, isto é, a menor subextensão L de K (2) IK tal 

que o prolongamento D n L de A a L é 2-henseliano . 

Necessitamos também de um estudo dos grupos de inércia, conforme descrevemos a 

seguir. Seja Dum anel de valorização de K(2), onde K é um corpo. O grupo de inércia 

de D sobre K (cf. [E], pg.146) pode serdefinido por 

SeA=DnKe 

é o homomorfismo que satisfaz </m ou = ((u)eo</>n, para todo n E az (D; K) então, con­

fiJrme ([E], Tbeorem 19.1), o nÍldt,•o de (é exatamente G'~'(D; K) . 

Dado D, anel de valorização de K(2), se A = D n K e se p é o expoente carac­

terístico do corpo de resíduos de A, isto é, p = 2 se c(KA) = 2 e p = 1 caso contrário, 

então existe um homomorfismo "natural" de ar(D; K) em um grupo de p.caracteres do 

grupo de torsão rD/ rA, cujo núcleo é o grupo de ramificação de D sobre K, denotado 

por Gv(D; K). A seguir faremos uma breve descrição da maneira pela qual esse grupo 

é c_.emo;;truído. 
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Para cada u E G(K), a aplicação x t---t rrx é um endomorfismo de K(2)*, cujo núcleo é .r 

IC <' h'lllOS qtH' (•st.a aplicação induz um homomorfismo de K(2)* I K· em n·' denotado 

por (I(J, qut• sut isfaz 

pam t.odoH p, a (- G(K) 

(ver [E], pgs. 157 /8). 

Por ([E], Theorem (20.5)), para todo u E GT(D;K) existe õ- E Hom(Fv/FA.Kv) (= 

grupo de caracteres de Fv/ TA em Kv) tal que o diagrama 

K(2)* I K* 
8u 

D* 

"Ô 1 1\ÓÍJ 
~ 

a 
Tv/TA Ku 

<~ nnnutat.ivo <' a t-+ ã é um hommnorfismo contínuo 

O núcleo de 1/1 é precisamente G'-'(D; K). Por ([E], (20.18), pg. 167), Gv(D; K) é o 

único p..Sylow subgrupo de GT(D; K). Em particular, se p = 1 (por exemplo, se D não 

for diádico), então av(D; K) = { id} e conseqüentemente GT(D; K) é isomorfo a um 

grupo de caracteres e portanto abeliano. 

O corpo de ramificação de D sobre K é o copo fixo de Gv(D; K) e é denotado 

por Kl'(D; K). 

A d<'mott.-.trnçiio do tPor<•ma (1.2.€>) a S<•p;uir adota as mesmas linhas da demonstrar;ão 

do Theort'lll 2.2 de IEnj. 
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Como na literatura, se C e C' são subanéis de um anel A, o compósito de C e C', 

denotado por CcC' é o menor subanel de A que contem C e C'. 

(1.2.6) Teorema. Sejam K um corpo, C e C' an6is dt! valorizll~·ão inmmpaníwis 

de K(2) e D = C,C'. Então vale: 

PROVA. c e C'~D ==} QT(D;K) ç GT(C;K) n GT(O';K) ç G2 (C;K) n G2 (C';K). 

Seja E o corpo fixo da interseção G2 (C; K) n cz (C'; K), A= C n E t> A' = C' n E. 

Se C e C' forem independentes, queremos mostrar que cz (C; K) n cz (C'; K) = { 1 } . 

Da Teoria de Galois, temos que E contém os corpos de decomposição relativos a C e 

a C'; logo, A e A' são 2-henselianos . Neste caso, como D é o único prolongamento 

dP AA' a K(2) e, como A e A' Ç A,A', segue que C e C' Ç D. Portanto D = K(2) e 

também A,A' = E. Assim, por (1.2.5), segue-sP que E= K(2), o quf' t('rmina a prova. 

Agora suponha D = CC' # K(2) e seja B = D n E. 

portanto, pelo caso anterior 

Portanto temos que ((02 (0; K) n Gz(C'; K)) = { 1 }. Mas GT(D; K) é o núcleo de(, 

mnforme observação anterior a (1.3.6), ou seja, G2 (C; K) n G2 (0'; K) Ç QT(D; K).l 

Uma conseqüência deste último teorema é o seguinte teorema de descida para anéis de 

val()rizac;ão 2-hc~nselianos. 
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(1.2.7) Teorema. Seja NIK uma extensão 11ormal, com N~K(2). Suponha que exista 

Pm Num anel de valoriza~·ão 2-lJenseliano próprio C tal que CnK não seja 2-henselia­

no. Então existe D, um élllel de valorização próprio de N, contendo C, tal que D n K é 

2-henseliano e K1'(D; K) Ç N. Aléin do mais, D pode ser escolhido mínimo no sentido 

de que D Ç D' ~ para todo anel de valorização D' de N tal que C~D' e IY n K é 

2-henseliano. 

PROVA. G(N) = G(K(2); N) Ç G/. (C; K). Se D é um prolonganumto de Cn K a K(2J, 

então existe ff E G( K) tal que B = uC e portanto az ( B; K) = uGZ (C; K)ff -I. 

Mas G(N) ~ G(K) e obtemos que G(N) Ç az (B; K) também. Desta forma, 

G(N) ç cz (C; K) n G/, (11; K) = G'1'(ô.,n; K), 

pdo Tt'Ofl'llla (1.2.6). 

Seja j3 o conjunto de todos os prolongamentos de C n K a K(2) e tome D = U CoB, 

para todo B E j3. 

Como { CoB : B E {3 } é uma fanúlia totalmente ordenada pela inclusão, pois todos 

esses anéis contêm Õ, temos que D = B~.6 CoB é wn anel de valorização de K(2) com 

ideal maximal mv = J:l.6 mCoB. Verifica-se, usando a definição de grupo de inércia 

(pg. ti) que G1'(D; K) = B~{lGT(CoB;K). Segue-se então que G(N) C GT(D;K) e 

portanto GT(i5; K) f. { 1 }. Logo i5 n K é anel de valorização próprio de K. Por outro 

lado, D contém todos os K -conjugados de C. Afirmamos que D = D n K é o anel de 

va.loriza.<.;iio 2-lu'llHC.' liauo dl' K que estamos procurando. 

St'ja TE G(K). Como D contém C e T 1C, temos que TD mntém C. Logo jj e TD são 

compan\Vl'is l', st'ndo K conjugados, são iguais. 

Se D' é um anel de valorização 2-henseliano de N, C Ç D' e tal queD' nK é anel de valo­

rização 2-henseliano de K, então D' contém todos os prolongamentos de Cn K a K(2). 

Concluímos da construção de D que i5 Ç D' e assim D Ç D', como queríamos. 1 
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(1.2.8) Definição. CJmmamos um lUJf'l ele valorizaç-ão A d(• K dt• anti-2-hen"t'liano 

se Kz (D; K) = K(2), onde D é uma extensão de A a K(2). 

(1.2.9) Proposição. Sejam K um corpo quadrático ~eparawlmt•nte fedmdo t' A um 

anel de valorização de K. Então JCA = JCA(2) c rA = 2r_4. 

PROVA. Sejam .C extensão de KA de grau 28 e Ll um grupo totalnwnte ordenado 

com r.4 Ç Ll e tal que (Ll : FA) = 2r. Conforme ([E], Theorem 27.1, pg. 206), e­

xiste LIK separável com grau 2s+r. Logo, s +r= O e, assim, .C= KA e r A = Ll. I 

(1.2.10) Definição. Dizmnw; qrw A é S('lll d(·f(~ito t'In K(2) .S(', para todo corpo intt•r­

mediário K Ç L Ç K(2), com [L: Kl < oo, vale a igualdadt• fundnm(•ntnl 

[L: K] = L CviKfvl"• 

fk{J(L;A) 

conforme ([E], pg. l:J,'J), ond(~ eo
1
K é o ínclico de ramificação (r~/) 1 ,..- = ITv/ T.-t!) e f~>IK é 

o grau residual (grau da extensão K 0 jKA) ([E], pgs. 9H c 99) e f~(L; A) é o conjrmto de 

todos os prolongamentos de A a L. 

(1.2.11) Proposição. Um anel A é mJti-2-henseliano se, e somente se, K,A 

JCA (2), r A = 2rA c A é sem dcfdto em K(2). I 

( 1.2.12) Proposição ([Br], Lemma 1.3). Sejam A e A' lUJéis dt• vnlorizaçiio 

de K, A' Ç A. Então KA' "'K<I>A(A') e A' é 2-henseliano se, e somente se, A e <I>A (A') são 

2-1 w nse lianos. I 
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(1.2.13) Proposição. Sejam A e A' anéis de valorização próprios de K. Se A e A' são 

independentes c A é 2-henscliano, então A' é anti-2-heilSeliano. 

PROVA. &>L é a 2-hensdização de A', então quaisquer prolongamentos de A e A' a L são 

independentes. Por (1.2.5) L= K(2).1 

A proposição seguinte é uma generalização parcial do Corolário (1.2.5). 

(1.2.14) Proposição ([EE) Proposition). Sejam B e B' anéis de valorização próprios 

incoin]Jaráveis de K, sendo B' 2-lJenseliano. Então ICB é quadraticamente fedJado. 

PROVA. Se A= BoB', então rPA(B) e rPA(B') são independentes e rPA(B') é 2-henseliano 

e, conseqüentemente, rPA(B) é anti-2-henseliano por (1.2.13) e ICB ~ ICq,A(B) por (1.2.12) 

e isto conclui a prova pois ICri>A(B) é quadraticamente fechado, por (1.2.11).1 

St.'ja "H.(K) o conjunto de todos os anéis de valorização 2-hen.seliauos do corpo K. Para 

uma d<'scrição completa de 1t(K), procedemos como em [EE] e escrevemos 

onde 1t1(K) = {A E 1t(K)IICA não é quadrático separavelmente fechado} 

e 1í.J..K) = {A E 1í(K)IICA é quadrático separavelmente fechado}. 

As Proposições (1.2.15) e (1.2.16) e o Corolário (1.2.17) refletem propriedades interes­

santes de 1t(K) , 1t1(K) e 1t.J.K) e são demonstráveis exatamente como em [EE], visto 
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que os resultados lá utilizados em suas provas também foram obtidos acima para os anéis 

2-benselianos ((1.2.9), (1.2.11) e (1.2.14)). 

(1.2.15) Proposição ((EE] , Corollary 1). 

(a) Seja A E H(K) e seja C um anel de valorização de K. Se A Ç C, en­

tão C E H(K). 

(b) 1i1(K) satisfaz (a) e é uma classe totalmente ordenada pela inclusão. 

(c) Sejam A e C anéis de valorização de K. Se A E 1iJ...K) e C Ç A, en­

tão C E 1ii_K). Se A e C E 1i.J..K), então D = AoC é também um elemento 

de 1ii_K) e portanto 1ii_K) é um conjunto dirigido. 

(d) Para todos A1 E 1it(K) e A2 E Hi..K) temos que A2~A1-I 

Observação : Em [EE) os autores resumem a propriedade (a) da Proposição ante­

rior, dizendo que H(K) é uma "upper class" e, analogamente, a primeira parte da 

propriedade (c), dizendo que 1i.J...K) 6 uma "lower class". 

Como em [EE], obtemos da proposição (1.2.15) que A(l) =nA, para todo A E 1i1(K), 

"' se 1iJK) I= 0, A(~ = U A, para todo A E 1i.J.K), são an~is dP valorizaçno dt' K t' 

satisfazem a seguinte proposição : 

(1.2.16) Proposição ([EE) , Corollary 2). 

(a) A(t) E H(K) e A(t) E 1it(K) se, e somente se, 1i1(K) possui um menor elemento. 

Em particular isto ocorre se 1ti... K) é vazio. 

(b) Se H i_ K) é não vazio, então A~ é o maior elemento de 1ti... K) e temos que A~ Ç 

A(t), e não existe anel estritamente entre A(l) e A~ . Além disso, A(l) = A~ se, 

e somente se, A(l) fi 1it(K). I 

(1.2.17) Corolário. 

(a) K,A é quadratícamente tE~rhado para todo anel de valorização A, de K, tal 
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que A rf. 1l1(K) e A não seja subai1el de A(J) . 

(b) Se 1-if...K) ~ <i> e A for anel de V"dlorização de K, então ICA não quadraticamente 

feclmdo implica A E 'Ht(K) U { Aci) }.1 

3. Anéis K 2-compatíveis - elementos rígidos e básicos. 

Neste parágrafO usaremos os conceitos de elementos rígidos e básicos, segundo (W2] e 

[AEJ], isto é, chamaremos um elemento a E K, a~ ±K2
, rfgido se x 2 + a'Jl E K 2 U aK2, 

para todo x, y E K. O d<•meuto a será chamado hirrfgido S(l a e -a. f(mllll rígidos. O 

conjunto d(> todos os ('l<'nwntos não birrígidos sPrá chamado conjunto dos básicos c será 

<h'notado por B(K) t.' é wu subgrupo de K*, por ([W2], proposição 2.4). Usaremos 

também o símbolo 8 para B(K). O corpo K será chamado excepcional se B(K) -

±K2 e, ou -1 E K 2 ou então K 2 for aditivamente fecl1ado. 

(1.3.1) Definição ((AEJ]). Um anel de v-dlorização A de K é K 2-compatível se 

2 1 + 1nA ç K. 

(1.3.2) Observação. Se c(K) ~ 2, então um anel de valorização K 2-compatível é 

2-henseliano, segw1do ([W2], Lenuna 4.:l). A recíproca vale se o anel é não diádico, pela 

propo~ic.;iio (1.2.2). 

Em ([AEJ], §2) os autores constroem anéis de valorização K 2-compatíveis de um 

corpo K, a partir de subgrupos H de K*, que satisfaçam 

±K2 ç 8 Ç H Ç K*, 
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do sP.guinte modo: S~.Jam 

o- (H)= {X E Klx C/:. H e 1 +X E K 2 
}; 

o+(H) = {X E K*lx E H e xo-(H) ç o-(H) ); 

O(H) =O (H) u 0 1 (H). 

O(H) não é necessariamente um subanel de K, contudo o Thcorem 2.16 de [AEJ] estab­

elece a existência de um subgrupo fi de K* tal que H Ç fi, (H: fi)~ 2 e, se A= O( H), 
então A é um anel de valorização K 2-compatível de K, satisfazendo A* K 2 Ç fi. Além 

disso, o teorema afirma que H = fi, a menos que K seja excepcional. 

O §3 de [AEJ] se inicia com o Lemma 3.1 que estabelece que, se A= O(H) é um anel 

de valorização de K, então vA(H) não contém subgrupo convexo não trivial de rA. 
Em seguida, no mesmo parágrafo, é feito um estudo dos anéis K 2- "coMse" que por 

conveni~nda chamamos de" K 2-finos", conform(~ definição a seguir. Conforme ((AEJ], 

:U'I), S(~ existe A K:l-fino, então existe um menor K 2-fino que, como é único, chamaremos 

df~ "o fino". 

(1.3.3) Definição ([AEJ]). Um anel de v-àlorização A de K é "K2-fino" se v.4(K2) = 

v A (A • K 2 ) não contém suhgrupo corJvexo niio trivial dt~ rA. Ao nu'nor K 2 - fino dt~ K 

chamaremos de "o fino" e será denotado por O(K) ou simplesmente O. 

(1.3.4) Proposição. Assumindo-se 1í.f..K) i= 0 e que existe Ao E 1í.f..K) K 2-compatível 

e tal que Ao i= A(~ se A~ é diádico, temos: 

(a) A E 1í.J...K) ~ A*~K 2 • 

(h) A é K 2-compatfvel-<:::==} A E 1í(K). 

(c) Se existe A em 'H'J.(K) tal que c(.K:A) f. 2 e rA não contém subgrupo i<>olado 

2-clivisfvel não trivinl, isto é, A é K 2 -fino, entiio A= Ar~ = O, ondt' O é o fino. 

(d) B = K 2 e -1 E K 2
• 

PROVi\. Se K(2) = K não há o que demonstrar; assim, assumimos K i= K(2). 



AN~IS K 2-COMPATfVEIS- ELEMENTOS RfGIDOS E BÁSICOS 15 

Como~ Ç A~ temos que mA~ Ç mAo; portanto, A~ é K 2-compatível também. 

Observação 1: ?t.J..K) está em correspondência bijetora com o conjwlto de todos os 

anéis de valorização de K:.4~, sendo que A(l) corresponde a X:: A~. 

1\•mos dois casos a considerar: 

1!! C uso. k.l\-t t~ t•x.t.t•usíio nlp;t~brku dt• um corpo finito. Nt•st.t• caso, pda obH4•r wv)io 

1, ?t.J..K) = {A~}. Além disso, como K:A~ é perfeito e quadrático separavelmente fe­

chado, (. qundratkanu•nte fechado e assim X::~~ = X::Áeo. Por outro lado, 1 + TnA~ = 

(1 + m..1c;o yz, pois A~-4 é K 2-compatível e 1 + TnA~ Ç K 2 . Desses dois fatos e também elo 

fato de K:Ã~ ser grupo quociente de A~ com núcleo 1 + mAeo resulta A~ = (A~) 2 Ç K 2
. 

Fica assim provado (a). 

Para provar (h), basta lembrar que se A E ?t(K), então A~ Ç A por (1.2.15)-(d) 

(?ti_K) = {A~}) e, portanto, A é K 2 -compatível. Por ([W2], Lemma 4.3), c(K) =I= 

2 implica A E ?t(K) se A for K 2-compatível. 

As provas de (c) e (d) serão feitas juntamente com o 2~ caso. 

2~ Caso. Se K:..t~ não é extensão algébrica de um corpo finito. 

Dado A E ?t(K), se A E 'rlt(K) t('mos A~ Ç A, o que implica 1 +mA Ç 1 +mA~ Ç 

[(2 t' A t~ K 2-t·ompat;ívt>l. 

A seguir, vamos considerar duas possibilidades: Se c( X:: A~) =I= 2, então K:Aeo é quadra­

ticamente fechado e como A~ é K 2-compatível resulta Aê-<? Ç K 2 , usando o mesmo 

raciocínio acima para os grupos envolvidos. 

Se A E 1t.J...K) então A* Ç A~ Ç K 2 e também 1 + mA Ç K 2 já que 1 + mA Ç A*. 

Assim, A é K 2-compatível . Logo para o caso c(K:A~) =I= 2 estão provados (a) e (b). 

Vejamos agora o caso c(X::A~) = 2. Como ~~A~, temos que <PA~(~) é X::~~-compatível 

<', p<•lo Lt•ma (1.3.5), X::\~ = K:~~ e, como A(2) é K 2- compatível, novamente A(2, Ç K 2 e 
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demonstramos (a) e (b) como no caso anterior. 

ProvdS de (c) e (d): 

(c) Como existe A K 2-fino, existe, por ([AE.J] :u~), O tal que O é o fino, com c(K:o) i= 2. 

Se A(~ Ç O. Seja Ll0 = U Ll, para todo Ll subgrupo isolado de r, Ll~2r, on<lt• r = r_~~. 

Seja A 2 At4 anel de valorização de K tal que r A = r I Llo' conforme ([E]' Theorem 7 .4, 

pg. 49). 

Afirmação. TA não contém subgrupo isolado 2-divisível não trivial. 

Sejam A subgrupo de rA 2-divisível e 'P : r ----t rA a projeção canônica. Então 

~o Ç r.p-1 (A) Ç r.p- 1 (2TA) = ~o+ 2T = 2T. 

Assim, pela construção de ~ 0 , temos Ll0 = r.p -1 (A), ou equivalentemente A= {O}. 

Se~ O Ç Aez.b <PA
171 

(O) Ç ICA tem grupo de valores Ll, 2-divisível, por (1.2.9). Mas 

<~xistc~ Llo f>Uhgrupo de To tal que Llo ~ Ll c To I Llo "' r. Como o é o fino, rt•!mlta 

que~ Ll0 = { O } e O = Ae~. 

Em ICA tí~IIlOS que (<PA(Ac.Z))*) ç IC~ pelo ítem (a) acima e rcP.4(Ar~) ~ Lln que é 2-divisível, 

r<~sultando ICÂ = IC~ também. 

Como c(ICo) i= 2 e O Ç A, c(ICA) i= 2. Assim, ICA é quadraticamente fechado, o que 

implica A E 1li.K), ou seja, A~ = A = O é isto completa a prova de (c) neste caso. 

(d) Por ([AEJ), 1.9(1) pg. 5 ou introdução ), B Ç A~ K 2 = K 2
• Mas como K 2 Ç B, 

segue B = K 2 • Como -1 é básico, -1 E K 2 .1 

(1.3.5) Lema. Se c(K) = 2 e A é anel de valorização K 2-compatível com A i= K, 

então K2 = K". 

PROVA. Se x E mA, então l+x E K 2 , o que implica que x = (l+x)+l E K 2+K2 Ç K 2. 

Scxçfm 11 cx 1 Em4 ,temosquex 1 EK2 ,ouscja,xEK2 • SexEA*eyEm-t,yi=O. 
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então xy E mA, donde xy E K 2 , y E K 2 , resultando assim x E K 2 . 1 

O tPorema (1.:1.6), a seguir, tem demonstração análoga à da proposição (1.3.4), uti­

lizando ([AEJ] l.U, :1.8 e 3.H). Esse resultado já foi parcialmente enunciado quando in­

troduzimos O, mas devido à grande importância para nosso trabalho v-tlmos apresentá-lo 

de manPira mais detalhada. 

A proposição (1.3.8) é conseqüência de (I.:t4) e de (1.3.t.i) e ambos, (1.3.6) e (1.3.8), são 

fmulaull'ntnis para o rc•st.ant<• elo trabalho. 

(1.3.6) Teoren1a. S('jn K um corpo c suponlJa que exista A cm 1t(K) tal que c(KA) =I= 

2 <' F..t =I= 2FA. Entiio c•xio;t(• O (o fino de K )satisfazendo: 

(a) 8 Ç O* K 2 e (O* K 2 : 8) ::; 2. Além do mais, se K não for excepcional, 

então O* K 2 = 8. 

(b) (Kô: B(Ko)) ::; 2 e B(Ko) = Kô se K não for excepcional. 

(c) O é não diádico e, portanto, GT(Õ; K) é um subgrupo abeliano normal 

ele G(K), de posto igual a r(K* /0* K 2). Mais ainda, O E 1t.f...K) ou 

c•ntão 1t.J... K) = 0. 
( d) Todo subgrupo isolado 2-clivisível ele r o é trivial. 

(f~) Para todo A E 1t(K) tal que c(KA) =I= 2 e rA não contém subgrupo isolado 

2-divisívd não trivial , O Ç A. 

PnovA. 1\Jostran•mos primeiro a existPncia de um anel de valorização C de K qw~ 

<~ K:.z-tino. St•jn .d o subgrupo couwxo maximal de 2FA (' C o anel de valorizac;ão qw· 

contPm A t' <}llt' (~orr<'S}>Otl<h' a FA/.d (d. [E], Theorem 7.4). Por construção, rc satic.;faz 

a condição acima. Como A Ç C e A é K 2-compatível , C é K 2-compatível, pela 

obSPrvação (1.3.2). 

Por ([AE.J], Theorem 3.8), existe o anel O satisfazenQ.o (d) e (e). ([AEJ], Theorem 3.9) 

implica que O satisfaz (a) e ([AEJ], Lemma 4.4) implica O não diádico. Finalmente, (b) 

é conseqüência de (a) e de ([AEJ], Proposition 1.9). I 
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A proposição (1.3.7), a seguir, fornece condições suficientes para a existência de um tal 

anel de vdlorização A, usando o grupo B. 

(1.3. 7) Proposição • Seja. K um corpo e suponlut que (K* : B) > 2 ou que (K* : 

B) = 2 e K não é excepcional. Então, existe um anel de valoriza<;ào 2-}Jenst'liano não 

diádico A tal que rA não é 2-divisível. 

PROVA. Seja H = B. Por ([AEJ], Theorem 2.16), existe um subgrupo H de K*, H Ç 

Íi tal que A= O( H) é um anel de valorização K 2.-compatível de K, que satisfaz A• K 2 Ç 

Éi. Com as hipóteses da proposição, H f. K·' e, portanto, A f. K erA não é 2-divisível 

pois, se x E K* \H e 1 = vA(x), não podemos ter 1 = 2vA(Y) = vA(!f), caso contrário 

teríamos xy- 2 E A•, o que implica x E A* K 2 Ç H, contradizendo a escolha de x. 

Suponhamos agora que A seja diádico. Logo, VA (2) > O e, como c(K) f. 2, temos c(K) = 

O. Como, pelo Lemma 3.1 de [AEJ], FA não possui subgrupo convexo 2-divisível não 

trivial, H<! Ll for o subgrupo convexo de FA gerado por 11.4(2), t'nt.iio Ll g 2F.-t. Por 

hipótese Ll =I= {O}. Assim, eHtamos em condições de usar a técnica utilizada na de­

monstração do Lemma 4.4 de [AEJ]. Seja ti E .Ll, satisfazendo O < ti < V:t(4), obtido 

Observações : (a) se vA(2) fÍ. 2FA, tomamos h= vA(2); 

(b) se VA(a) E 2FA e À E Ll \ (Ll n 2FA) satisfazem À~ 2vA(2), tomamos 6 =À. 

(c) se vA(a) E 2FA e À E .Ll \ (.Lln2FA) satLc;;fazem À~ nvA(2) para n > 2, tomamos ti= 
À- (n- 2)vA(2). 

Seja e E K*, com VA(e) = ti. Então e E mA, 1 +e E 1 +mA Ç K 2 e portanto a 

forma quadrática (1, -(1 +e)) é universal. Pelo Lemma 4.3 de (AEJ}, temos K* = 

D ((1, -(1 +e))) Ç { 1,e }(1 + mA)K2 = K 2 U eK2• Mas isto contradiz a hipótese da 

proposição. I 

(1.3.8) Proposição. Assumindo-se a exisWncia de O como em (I.3.t)), temos: 

(a) Se O E 1i.JK) então O = A~, B = K 2 , e G(K) = GT(Õ; K) é um grupo 
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abeliano. 

(h) S<>ja A E 1í(K). Se A for não diádico, tmtão é comparável a O. Se A ç: O, 

t'IJt<io G ~'(À; I() = G 1'( O; K ). 

PnovA. (n) Por (l.:l..t), Ht' O C "Hi.J<), t.t'mos O ~= Ar~ ,, B '"-= K 2. Coruo O (. uiio 

diádico, por ([E]. (20.11)-(a), pg. 161 e Theorem (20.12), pg. 16a), G(K) = G'~'(O; K) ~~ 

um grupo de caracteres e portanto abeliano (ver pg. 6). 

(h) Pt•ln ObSt•rvn<;üo (1.:1.2), A é K 2-compatívd . S<• A<~ O fcJS!*!Ill incomparávei.H, por 

((AEJ], Proposition 3.5), A~ conteria ambos e teríamos O E 1íi..K) e a igualdade A~ = 

O dada pelo ítem anterior, contra A e O incomparáveis. 

Vejamos o caso A ç: O. Por ([AEJ], Theorem 3.8 pg. 461), TA contém um subgrupo 2-

divisível não trivial.d, tal que T0 =TA/ .d. Seja C a imagem de Ã em .Ko(2). Então Cn 

K.o é a imagem de A em .K0 e tem grupo de valores isomorfo a .d, portanto 2-divisível. 

A.'isim, CnK'~'(C; .Ko) também tem grupo de valores 2-divisível. Como c(.KA) =/= 2 (.KA = 

.Ko(2)) e CnKT(C;.Ko) é anel de valorização 2-henseliano, tendo corpo de resíduos qua­

dratkamPntl• ft•cha.do t' grupo de valores 2-divisível, segue-se que J(1'(C;.Ko) = .Ko(2). 

Assim, KT(Ã; K) = KT(Õ; K) por ([E], 19.13) E~ isto encerra a prova, pois ambos os 

an~is ~"in não di}hlkos. I 

Por cm'renda UP exposição colocamos o próximo resultado neste Capítulo, embora ele 

só vá ser utilizado no Capítulo III. 

(1.3.9) Proposição. Seja K um corpo satisfazendo: 

(i) Existe uma extensão 110rmal própria E de K, E~K(2). 

(ii) Existe uma t~xtensiio F de K, F~E tal que F contém um anel de valorização 

2-ll<'nsdinno niio diádico C, com Te: =/= 2Tc. 

E11tào, K satisfaz as llipôteses do Teo1"e11u-1 (I.3.f>). 

Pn.ovA. Cri E <ç aud de valorização 2-hPnsdiauo não diádico próprio de E. Por (1.2.7), 

1 u li:'· t. , .. ~ 

{ ~rol !c r :::r .. , ~-n~..r:r.tt. --- ~--·' -·-· ~~-
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existe um anel de valorização próprio D de E, C n E Ç D tal que D n K é anel 

de valorização 2-henseliano, sendo D = Õ n E, ou então KT(D; K) Ç E. D é não 
- -

diádico pois C n E Ç D. Se D = Cn E, a hipótese Te =F 2Tc nos dá que o grupo de 

valores de D n K = C n K não é 2-divisível. Por outro lado, se D =F C n E e D n K 

tiver grupo de valores 2-divisível, também D n KT(D; K) tem grupo de valores 2-divi­

sível. Como D é não diádico, por ([E], Theorem (20.12), pg. 163) KT(f>; K) = K(2), 

contradizendo KT(f>; K) Ç E =F K(2). Assim, A = D n K satisfaz as hipóteses de 

(1.3.6). I 

(1.3.10) Proposição. Seja LIK uma extensão de corpos, L Ç K(2) e A um anel de 

valorização de L tal que rA não contenlJa subgrupo isolado 2-divi'lível não trivial . 

Então, A n K tem a mesma propriedade. 

PROVA. Seja C = A n K. Como FA/ Te é um grupo com 2-torsão, por ([E], 13.1), 

segue-se que todo subgrupo isolado 2-divisível não trivial de r c é também subgrupo 

isolado de r A • I 



CAPÍTULO li 

Subgrupos Abelianos Máxirnos de Posto 1 

1. Introdução. 

No capítulo 111 fazemos um estudo dos subgrupos abelianos de G(K) e estabelecemos 

qu<>, para todo corpo K, G(K) possui um maior subgrupo abeliano normal U (111.2.6). 

Para um tal U existl'm duas opções , ou U "' G1'(Õ; K) onde O é dado pelo Teorema 

(1.3.6) (st> O é não diádico, ll•mbramos que G1'(Õ; K) é um grupo de caracteres), ou 

<'ntão u f"V GT(Õ; K) X z2. 
Nl'Stt• capítulo estudamos os corpos K cujos Fmbgrupos abelianos normais t~m posto 

no máximo 1. O Tl•orPma (II.2.5) fi.mtoce uma dasr.;ifkação <h! tais corpos. Esta 

classificação foi fl'ita. utilizando o homomorfismo natural t.p : G( K) A ut( U). 

S<' lm( r.p) "'-' z2, obt.<'lllOS duas das trôs possibilidades (a outra delas corn•sporHlf~ 

a K S<'r /((2)-pit.ag<lrico) (', aplicando o TeorPma (I.a.H), deduzimos (Corolário (11.2.fi)) 

quP, Ill'sta situação, S<' K não <~ K(2)-pitag6rico, então G'l'(Õ; K) é o maior subgrupo 

abPliano normal de G(K). O Teorema (11.2.5) é complementado com exemplos em 

(11.2.7).0bservarnos também que o caso em que a característica de K é dois não é inte­

ressante, conforme estabelece o Corolário (11.2.8). 

Notações: Usa.fl'IUOS o símbolo z2 para dmlOtar o grupo aditivo dos inteiros 2-ádicos 

(algumas vl'zes ficará claro o uso da estrutura de anel e não faremos qualquer menção 

t'xplícitn n isto). 

Sl' G é um pro-2-grupo e S Ç G, denotamos por < S > o subgrupo fechado gerado (no 

S('ntido topolúgi('o) por S <', Sl' S for um conjunto finito, digamoA, S = { " 1, ••• , uk } , 

t'~(Tt'Vl.'rt'lllO~ <(TI, ... , (Tk > UO lugar <f(' < { (TI, ... , f1k } >. 

21 
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Se K é um corpo e I! é um subgrupo de G = G(K), dl'notan'mos por C(Il) o <'Pntrali­

zador de H em G, 

C(H) = {g E Glyh = hg, Vh E H}. 

Seu é uma involução de G(K) temos C(< u >) = { < u > }, por ([D], cap. li, Theorem 

4, pg. 78). 

Se G é um pro-2-grupo com H subgrupo normal de G e se S for um subgrupo de G/ H, 

denotaremos por H~ S o produto smnidiret.o H Xcp S, onde r.p : S ----t Aut(H) é o 

]HJJUOinorfiHmo ddinido por r.p(.fj)(x) = !JX!J 1, para t01lo li E: S P t.odo x (.: El, <"outi.)rnw 

([Mil], pg. 4tH). 

2. Subgrupos abelianos de posto 1. 

(11.2.1) Proposição. Seja K um corpo tal que G(K) contenl1a um subgrupo nor­

mal U"' ~ 2 . Então, uma das alternativas ocorre: 

(a) Existe um subgrupo normal U de G(K) tal que U Ç U"' Z2 e C(U) = U, 

ou então 

(h) Existe g E C( U) e g (j U, tal que < g > nU = { 1 } . Neste caso, < 9 > x U '""' 

z2 X z2 é um suiJgrupo de G( K). 

PHOVA. Seja Ç = {HIH rv ~2 é 1-mhgrupo normal de G(K), H 2 U}. P<'lo Lema de 

Z()rll Ç possui um elemento maximal U. 

SPja 'P : G(K) ----t Aut( U) rv Aut(~2) o homomorfismo dado por r.p(g)(x) = gxg~l' 

para todo g E G e todo x E l!. É imediato que k(~rnd( r.p) = C( U'). Assumiremos que 

(a) não ocorre. Se, para todo 9 E C(U) com 9 (j U, vale que< 9> nU =f { 1 }, t•utão 

existe um natural n ~ 1 tal que gn E U. Assim, C(U)/U é um grupo de torsão e, 

como é também um pro-2-grupo, segue-se que a ordem do elemento gU' de C( f!)/ f! é 

potência de 2, digamos, 28 para algum s ~O. Denotaremos por ()(g) este número. 

Afirmamos que se ()(g) = 28 com s > O, então < g'l' >= U. Se 2r = ( U :< gza > ), 
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com r 2 O, entiío < !p• >= ( U') 2
r. Assim, existe h E [f tal qu<' !/2' = h 2 '. 

Como g t> h comutam, temos que (h:;,<• '' g 1 ) 2' = 1, se 1· ~ s. Se y = lt2' '9 ·I, t<•mos 

qu<.' < 9 >Ç C(< .11>) o qtw implica que y não é uma iuvolw;ão , conf<>rrne foi observado 

na introdução d('St<' capítulo. Portanto, y = 1 e temos que g = h2' ' E U', o que 

cont rnd iz !I ~f U1 
• Por outro lado, SP .~ > r, dl' maul'ira aruíloga oht.I~JIIoH !/'/.' ·h 1 ' 1 ~~ 

portanto g2' ' E U', o que contradiz a minimalidade de s, caso tenhamos r # O e <'D­

tão r = O, provando assim a afirmação. 

C( U)/ U1 
{• pro-2-grupo lit' torsiio. S(•ndo asr.;im, possui dmw~nt.o dl' ordPill 2. 

Tomamos 9 ('lll C( U) tal qu<' o(9) = 2. Se, para todo g' E C( U') tal que o(g') = 2, 

valt~ <g>=<g'>, segue-se que <g> é subgrupo normal de G(K). Como U =< g2 > 
~ < 9 >, ou temos uma contradição com a maximalidadc de V'. 
Assim, existem 91 e !h em C( U') tais que o(9t) = 2 = o(92) e < 91 >i=-< 92 >. 
Seja h = 9t!h E C( U). Como h"(h) E U' e 91 E C( U), temos que 91 (hn(h))91.

1 = h"(h). 

Por outro lado, como 9f E U e 92911 E C( U), segue-se que 91h9l1 = 91 (9192)91 1 = 

9f(!129l. 1) = (929í-1)9f = 9291 e portanto 91hn{h)9)-1 = 9t(91!J2)"{h)9) 1 = (929I)n{h) e temos 

que (9t9'2)"(h) = (9291 )"(h). 

Agora observa.mos que (9192)(929d = 9192291 = 9t 2922 e (!1291)(919'2) = !1291 292 = 

91
2g2

2 , ou s<'ja, 9192 comuta com 9291 e portanto [(g192)(g29t) 1r(h) = 1. Alf.m 

disso, U Ç C(< (91 g2)(9:;,9,) -l > ), o que mostra que (91 g2 )(9291) -I não é involuc;ão. 

Al'sim, (g1 g.z )(g,zg1) 
1 = 1, ou R('ja, 91 comuta com !1'2· MaR, como < 91 2 > 

V'=< 92
2 > (' U = (U'):;,U91 2 (U')2 , temos qu<' existe u E U' tal que 9:;, 2 = 91'21.? (n.L~' 

ront.rnrio tNÍn.moA !/2
2 <'lll ( U')2, o que não ocorre poiR ~ gera U). AsRitn, (g2 1 !/I u? ···· 

1 e UOV'dlll<'nt.t.• isto nos di:r. qtH' 92 = 9t1L, ou seja, < !12 > Ç < 91 >. 
De maneira análoga obtemos também < 91 > Ç < g2 >, ou seja, 91 c g2 geram o 

mesmo subgrupo, contradizendo a escolha de ambos. Esta contradição nos mostra 

que C( U) / U' não pode ser um grupo de torsão e decorre daí a existência de 9 E C( U) Ç 

C(U), com <9> nU= { 1} e isto encerra a prova. I 

O próximo teorema dá, como foi dito na introdução do capítulo, wna descrição dos 

corpos I< taL" qm' G(K) satisfaz a condição (a) da última proposição. Para isto neces-
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sitamos dos dois lemas seguintes. 

(II.2.2) Lema. Seja G =< T > >l < u >"" Z:.z >l z2 IUU grupo mio nht>linno, com 

C(< T >) =< T >. Então todo subgrupo abeliano normal H de G está contido em 

< T>. AMm disso, H(~ G/ FI~ z2, cmtiio H:=< T>. 

PROVA. Seja .À uma unidade de z2 que satisfaz UT(T I = -? . Como G não é abt'liano, .À =I 
1. Se .À = -1, então u 2 Tu-2 = T e teríamos u 2 E C(< T > ), contradizendo C ( < 

T > ) =< T >. Isto nos diz que .À E (±1 + 4Z2), por ([S], Proposition 8, pg 17). 

Trocando-se T por T·· 1 , se necessário, podemos assumir quf> .À E (1 + 4Z2 ). Assim, .À E 

(1 + 2nz2) \ (1 + 2n+tz2), para algum n ~ 2. 

Prova. Inicialmente observamos que u 6 T'"'~a· 6 = (aliTlT 6)" = T"'~>..b. &'ja w E (1 + 
4Z:~) \ (1 + 8Z2). Da prova da Proposition 8 de [S], obtemos que w é um gerador 

d~~ (1 + 4Z2 ) como Z2-módulo, isto é, ~ 2 = (1 +4Z2). R<'snlta então que .À E (1 + 2n:Z:2) \ 

(1 1 2111 1 Z 2 ) é também um gerador de (1 + 2"Z2 ) como Z2-môdulo t> portanto >." = 

1 I ~Jt para algum Jt E Z 2 , J.l =f O. Supondo agora tT 6 T"~lT ·li= T"~, oht<'mos 71 = T1(l r 41•) t' 

portanto T 1Wt = 1 e, como esta 1íltirna igualdade não pode ocorrer, a afirmação fica 

provdda. 

Agora, seja h = uu-rP E H, n, {3 E Z2 e .À = 1 + 4v com v E Z2. Então h- 1uhu- 1 = 

(T-f3u·-o)(uuu-rPu 1) = T {J(uTu 1){J = T·f:JT({JHvf:J) = T 41111 E Hn < T>. Queremos 

mostrar que a = O. Se n e {3 =f:. O, então Hn < T >=< ~r >. Se o: =f O e j3 = 

O também T- 1hTh·-l = T-luaTu-a = T- 1 -?"' = T 411 E Hn < T >, onde .Àc:r = 1 + 
4v com v E Z2 e v =I= O, como foi calculado anteriormente. Novc1mentc Hn < T >=< 

~r >,onde r~ O é um inteiro. Portanto, hilr = ilrh, para todo h E H e então ilr = 

h~, h- 1 = u 0 ~ru--o, contradizendo a afirmação, se (~ f O. Portanto, o: = O e H Ç < T >. 
Finalmente, se ( < T >: H) = 2r, então G/ H - ('1!../2r'l!..) >l z2· Isto nos diz que, se Gj 

FI~ 'l!..:l, Pntão H=< T>.l 
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Na dt'monst.ração do próximo lema usaremos argumentos presentes em ([EV], Proposi­

tion 4.tl). 

Para nula a E JC tkuot.amos por u 112', uma raiz 2··-é~üma de a, escolhida d<~ f(>rtna ccm­

V('nicntP, dP modo quP (a1f2•
11 

)
2 = a 1f2•. No caso a= 1, chamamos ê 8 = a112', quP- é uma 

raiz 2··-t~sima primitiva dt' 1. Tambf.m mmmos as uota~Õe'H i= ê:z, Eco= { erJn 2 1 }. 

(II.2.3) Definição ([W3]). Um corpo K é um C-corpo se B = K 2 U -K2. 

Segundo Ware ([W], §4), uma condição necessária e suficiente para que K seJa um 

C-corpo<~ qm' o atwl dt' Wit-t. lV(K) 1-wja iHomorfo a um au<'l de~ grupo do tipo Z/nZ[G], 

ondP u = O, 2 ou 4, <' G t~ um grupo de <'xpoeute 2. 

(11.2.4) Lema. Sf'jH /( um C-corpo mio fi.>rmaluwntl' JW.J.l tal que jK• / K 21 = 4 e, pam 

algum r:;::: 2, Er 1 E }( <' êr ri}(. S(!_ju L= K(e00 ). Então 

{a) St' r= 2 t' L :::.:: J{ (i), então G(K) ::: Z2 ~ Z2 e podemos escolher geradores",. -r 

para as componentes isomorfas a Z2 tais que ff'T(J"---I = T-I. 

(b) Se r > 2 ou L # K(i), então G(L; K) "' Z 2 . Neste caso, se r = 2, então 

ê3 E K(i). 

Antes de iniciar a prova do lema, daremos uma descrição de L, como em ((Wl], §4). 
n I ({,.+Ítf,.) > •1 l c ( + I) '( --1) .1-0ll'lllO!' l'foi('fi'Vl'l' ê, = 

2 
para ?'1, _ •J, 0111 <' <,n = ên ên (' TJn = -1 ên- ên . 

Portanto, para n > ~l 

'2 I 2 2 2 I 
~~~ =-c: (c 11 t t: 11 ) = (.::,. + ên + 2) :c::- (ên I + c 71 1 + 2) = ~rt I + 2 

l', como t: 2 I c2 
1 -=O, sq~ttt'-St' l)IH' ~i ,_, 2. De' manl'ira análoga, obt.Pmos 1f, ·= (2- ~n 1 ), 

SI' 11 ' :\I' ,g = = 2. Por out.ro lado, para n > :l 

Assim, a seqii('nda de corpos definida por K 2 = K(i) e, para n:;::: a, Kn = K 2 (~n), 

satisfaz: Kn Ç Kn 1 1, Kn = K2( 1ln) e L = ,~ 2 K no 
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Finahwmt<~, por ([Wl], Lmnrna 4.2), se D f K2 , <'nt.rio <'xisk t > 2 tal qnt' K 1 1 = 

K'l. e Kt!K:.t é a única subextensão quadrática dP LIK2 . Conduimos que G(L; K 2) ""1:2, 

sempre que L =1- Kz. 

PROVA DO Ll~MA: 

(a) Por ([W), Corollary 2.10) K2 é também um C-corpo e, de ([L1], Theorem 3.4, pg. 

202) obtemos a seqüência exata 

owl<~ e; ó o homomorfü;rno indn:~.ido p<~la indw.;no K" c.-~ Ki <' N 0 o hnmomortis1no 

indu:~,ido pda norma N h'
1

j h'. S<~ lF 2 <! o corpo com dois elt'lli<'Htos, a st'qiii'nda ndma 

é uma ht~qüênda exata de !F2 <'Hpaços vdoriaiH <' dimu··~(Jm(N)) .:-=O ou 1, porqtl<' K <' 
C-corpo. 

Se dirnF
2
(Im(N)) =O, K 2 s<~ria aditiV'ctmente fechado e, eomo -1 f{. K 2

, K seria formal­

mente real, contra a hipótese. Assim, dimF~ (I m( N)) = 1 c K 2 também possui quatro 

classes quadráticas c não é formalmente real. 

Por outro lado, temos 

para algum a E K. Por ( [W], Proposit.ion 1.1), -1 = l~ + <(2 com c c d E K <~, por ( [W), 

Corollary a. 9(1)), 

f(X) = [X2"- (c+ di)) [X 2"- (c- di)] = X 2"'' - 2l:X2
"- L 

OhscrV'ctndo que [(c+ di) 112"(c- dz) 112"]
2

" = -1, obtemos (c- di) 112" = ~H 1 (c+ di) 112" 

para algum j. Portanto K 2((c + di)112") é a extensão normal de K gerada pelas raízes 
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de f(X) e, conseqüentemente, N é extensão normal de K. .Mostra-se também que 

G(N; I<) "'Z1 . 

Seja agora F= K({ a 1 1 2 "1n~ 1 }). Por construção, temos NnF = K e NoF = K(2). 

Seja r o N-automorfismo que satisfaz r(a112") = C:na112" para todo n 2::: 1 e u o F­

automorfismo que satisfaz u((c + di) 112") = (c- di) 112". Pela construção de r e u. 

obtt•mos 

~ln.s ,.,,.
1 

I id l' portanto t:,tY(t:,) =-=~ Nn:~lh(êtl) = 1. Como r 1 (a112") = e; 71
1

(J,
1/ 2" pod(·­

mos concluir qm' tYTtY 1 = r 1, o tpt<' prova (a). 

(b) J<i obs<'rvmnos qm', &' r > 2, eutão G(L; K) "" Z2• Para provar a última afirma(;üo, 

seja m 2::: 2 um intPiro tal que em E K 2 = K(i) e C:mH tJ. K 2 . Portanto, como foi 

observado antl'S do início da prova., em I I e 7Jm+ I tJ. Kz. Suponha que G(L; K) não seja 

cíclico. Neste caso, G(L; K) ""Zz x Z/2Z e, para todo n 2::: m+ 1, K(Çn) é uma extensão 

cíclica de K em L, de grau 2n-m. 

[( h'm exatamente três extensões quadráticas: Kz, K(Çrn+t) e K( iÇrn+ t), toda.c;; elas 

contidas <'Ill L. St>ja N = K(Çm+t)· Por ([W], Corollary 2.10), N é também C-corpo f' 

possui quatro dasst'S <tnadráticas por ([W], Theorem :l.2). Portanto N tem três extensôes 

quadráticas, quais s<>jam, N(i) = Kz(eml t) = Kmll, N(Çml2) = K(Çmi2) c N(if.m42) = 
K(i~m~:z). St' Ç:,(~ 1 E K:z((m.11), então (mlt E K:z contradizendo nossa hip6tese. Por­

tanto N ( Ç:,~~ 1) f- uma das duas outras t•xt<'IL"iÜes d<' N, as quais são exteusiíes galoisianas 

dt' [\.. Como ~:.:~I (~ rafz do poliu<'> mio .X '1 
- (2 + em)' a hipc)t.<•se c h~ que' N (e:!.~ I) S(•ja 

l'Xh'llsào galoisiana dl' f( implica i E N (e, I 2) ou i E N (iem I 2), o <!IH! níí.o podn oc:orrN' 

haja visto 4tlt' N(i), N(e11112 ) <' N(ie 1111 2 ) são <'XtPnsües distintas de I<. DPsta contradição 

oht<,mos G(L; K) ""Zz. 

Pru·a encerrar a prova, observamos que, se ê3 tJ. K2, então 2112 = 6 tJ. K2 e por­

tanto K(2 112) # K 2 . Como K(2 1 1 2 )~L, segue-se que K 2 não é a única extensão 
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quadrática OP. K em L. Portanto, G( L; K) não é cídim.l 

(11.2.5) Teorema. Seja K um corpo tal que G(K) é não abeliano e contém um sub­

grupo normal U, com U"' íl.2 (!O( U) = U. Entiio K ô um C-co,.po, (K• : K 2 ) = 4, B = 

±K2 (:f: K*) e G(K) =< T > ><1 < u >, onde K, T e u satisfazem a uma das condições 

seguintes: 

(a) K é K(2)-pitagórico (cf. [B}) (*) com 2 ordens, u2 = 1 e uru = r- 1 . Neste 

caso, G( K) "' íl.2 ><1 íl. /2íl.. 

(b) -1 rt K 2 e existe m 2: 2 tal que êm+ 1 E K( 1} e êm+2 rt K (i). Neste 

caso, UT(T-l = ~m- 1 e G(K),...., z2 )<I z2. 

(c) Existem 2: 2 tal que êm E K e êm+l rt K. Neste caso, uru- 1 = ~m+l e G(K)"' 

íl.2 )<I íl.2. 

PnovA. Seja r.p: G(K) --t Ant(U) ~ íl.:l x Z/2Z <>homomorfismo dado por ';J(g)(u) = 

gug · 1, para todo u E U e g E G( K). Como C( U) = U, temos K ernel( ~.p) = C( U) = U. 

Temos (~ntão quo G ~ mdahdiano ( d. [Wl]) t~, para todo u E U guy 1 ;;...;;. u" pnra 

algum (l' E { ±1} X (1 +4Z2) rv Aut{U). 

Por ([Wl], Theorem 4.5), K é C-corpo e portanto 8 = ±K2 por ([W], Theorem 1.9). 

Como I m( '-P) Ç A ut{ U) temos três casos a serem examinados. 

1~ caso. I m(cp) = { ±1 }. 

Tomamos u E cp- 1(-1) Ç G(K). Então CTUCT.- 1 = u-1 para todo u E U e cp(u)2 = 

1 implica u2 E U. Mas (cr2)-1 = u(u2)u-1 = u2, o que implica u2 = 1, ou seja, ué uma 

involução de G(K). Assim a seqüência exata 

1 ~ U ----? G(K) ~ { ±1 } ~ 1 

(~ cindida e G(K) é o prociuto semirlircto u )<I < (T >. s(~ T é um g<'rador dt' u, h>mos 

''llliio rTTrT 1 = T 1, como qu<>ríarnos. Al~m disso, (K*: K 2) :::::: 2r((;(K)) = 4. 

Do fato de u e ur serem involuções que não estão numa nwsma classe de conjugação, 

( •) O conceito de corpo K(2)·pitRgórico está na introdução elo capítulo 111. 
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deduzimos que K é um corpo formalmente real com pelo menos duas ordens distintas 

((ll]. Chapter li, Theorem 4, pg. 78 ). Como K tem quatro classes quadráticas, K tem 

exatanu'nh• duas ordens e portanto o 1~ caso implica (a). 

2~ caso. I m( '-fJ) ç: 1 t- 4Z2 . 

Neste caso I m( tp) "' Z2 é um pro-2-grupo livre e a seguinte seqüência exata é cindida 

1 · - ··--+ U ------+ G(K) ---t Z2 ---+ 1. 

Portanto, G(K) ,....._ z2 XI z2 e, assim, (K* : K 2) = 2r(G(K)) = 4. 

s('.in L o corpo oht.ido <lt• /( por at~jmu.;ão de todas aH raízes 2"-ésimas df~ 1, para 

todo 11 ~ 1. Pt'lo Lt'ma (11.2.4), U(L; J() r:'!! Z:l. Por ([WlJ, Tlu~<m~rn 4.1- (2)), 0(1.) /· 

alu,liano P assim, pPlo Lt•ma (11.2.2), G(L) = U. 

Considt'l'l'mos agora duas possibilidades: -1 E K 2 ou -1 ft K 2
• Para cada n1so c:oml­

truiremos uma extensão FIK tal que LF = K(2), L n F= K e G(F) f'V Z2 . 

LF = K(2) 

I \ 
L F 

\I 
[(coe: LnF 

St' -1 ~ K 2
, <'ntão <'xist<' ,. ?: :\ tal qtw êr E K( i), pf'!o LPma (11.2.4). Corno K( i) é 

ta.mb0m um C-corpo por ([Wj, Corollary 2.10) <' G(K) não possui subgrupo abeliano 

dt> índin• dois, <'xish• s ?: 1 tal qu<' e: .• r;J. K(i), por ((W], Thcorem :tü). As.c;im, exis­

te m?: 2 tal que êm+l E K(i) e êm+2 ~ K(i). 

Por outro lado, J(• = ±K2 U ±aK2
, para algum <L E K. Seja F= K({a112"ln?: 1}). 

Da mant'ira 1wla qual G(K) foi descrito, tiramos LF = K(2) e, como K( i) é a única 

<'xtensão quadnítica de K dentro de L e -1 ft q(F), segue-se que L n F = K. Temos 
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assim G(F) f"V G(L; L n F)~ Z2 e K(2) =L( {a112"jn ~ 1 }). 

Por outro lado, também temos K(2) = F(coo) e, de L n F = K, segue que êrn+l E 

F(i) c êm-+2 fÍ. F(i). Se u é, o F-automorfismo não trivial de F(t), então 

t"mnos (t:miJtT(émtl)) E F e kmtJtT(émt1))2
"'

11 
= 1. Portanto, (t: 111 t ttT(.Smt t)) = 

±1 e u(em+t) = ±c;~~I· De u(êm+t) = c~ 1 tl obtemos ~m-tl E F e, como êrn+:z f. F(i), 

temos tamhP-m ~mt2 f. F(z). Portanto, F(~ml t) tnmb~m é uma extt'nRão quadrátka 

de F em K(2). Mas isto não pode ocorrer pois G(F) é cíclico. Assim, u(sm+d =-e:;;+-., 
resultando que u(t:n) = e:~ 1 , para todo n, 1 ::; n ::; rn. Portanto, existem um F­

automorfismo u e um L-automorfismo r, tais que u(cm+ n) = e:;:1 ~,e r(a112") = cna112n, 

para todo n ~ 1. Como vale também u(e:n) = (en)2
m_

1 para todo n, 1 ::; n ::; m, é 

imediato que uru- 1 = ~m- 1 e obtemos (b). 

Vejamos agora o caso -1 E K 2
• Se êm E K, e êm+t (/. K, para m 2: 2, en­

tão K* = K 2 U e:K2 U aK2 U aemK2
• Novamente, o corpo F= K( {a112"1n ~ 1}) tem as 

propriedades desejadas. Então existe um F-automorfismo tT e um L-automorfismo r tais 

( ) 2"+1 ( 1/2") 1/2" 1 ___:z•ntl (jlH~ tT E:m 1 TI = e:llt 1 TI e r a = énlL , para n ~ 1. Outra V<'Z, tTrfT =r P ohtf'-

ntos o caso (c). 

3~ caso. /m(r.p) f"V z2 X Z/2Z. 

Neste caso, Seja S = r.p 1 (Z/2Z). S é um subgrupo normal de G(K) tal que U Ç 

S e jr.p(S)I = 2. É claro que o ecntralizador de U em S também é U. Portanto, pelo 

1 ~ caso, S = U )q < u >, para alguma involução u E G( K). Então K é um corpo 

formalmente real e, como é C-corpo, G(K) ~ Z2 )q Z/2Z, por ([B], Theorem 15, pg. 

118). Desse modo, se a =I= 1, temos uma contradíção com C(U) = U e, se a= 1, temos 

uma contradição com I m( r.p) = Z2 x Z/2Z. Ou seja, o ~ caso não pode ocorrer e isto 

encerra a prova. I 

( 11.2.6) Corolário. S<jn I< um COfJ)() tul qut' G(K) satisfaz (Jl.2.5) (h) ou (c) e 

stja O o anel de valorização cuja existência foi assegurada pc>lo TPorc>ma (I.:lti). 

EIJtiio G'~'(Õ; K) é o maior subgrupo abeliano normal de G(K). 
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PROVA. G(K) satisfaz as hipóteses de (11.2.2) e todo subgrupo abeliano normal 

dl' G(K) l'HhÍ nmtido ('lll <r>. 

1!! caso. K satisfhzc.•ndo (h). 

'l'c.•mos qttt' {JC : 1:3) = 2 c.~ J( tuio é c.•xn•pdoual, por hip/,tl!H<~. Como 8 i K'.l, 

por (1.3.8) K-0 não é quadrático separavelmente fechado e daí, por ([E], Corollary 

19.9), GT(Õ; K) é não trivial. Como O é não diádico, GT(Õ; K) é também abeliano 

e conseqüentemente, por (11.2.2), isomorfo a Z2 e está contido em< r>. Seja L o corpo 

fixo de < r>. Temos GT( Õ; L) = ar( Õ;, K) e portanto, ( G( L) : GT( Õ; K)) não pode ser 

finito, a menos que seja 1 (cf. [E], Corollary 19.9). Como G(L) "'Z2 só tem subgrupos 

pn'lprios de.• índict> finito, conduimos que G'~'(Õ; K) = G(L). 

2~ caso. [( sat.h;fnz.c.•mlo (c). 

Tc.•mos 1:3 = l\. 2 P (IC : 8) = 4. Como O é não diádico, por (I.:J.f>), G'~'( Õ; K) é 

um !-'Uhgrupo a\wliano 1.' normal dn G(K) c' portanto c~ontido em < r>. Logo O f/. 
'H.J...f\.) pois G(K) uiio t~ alH'liauo ( wr (I.:U~)-(a)). Assim, O E 1t,(K) e a prova segue 

como no cast, ant.t•rior .1 

(11.2. 7) Observações. (a) Por ([EV], Section 5), existem corpos que pos-

suem G(K) como foi descrito em (11.2.5). 

(b) No caso (a), pode ou não ocorrer a existência de um anel de valorização 2-henseliano 

próprio. Por PX<'mplo: 

(b)-1. SPja J( = Rt n R'}., oude Rt e n.2 são dois fechos reais de Q(2 112) tais 

qttt' 2112 E q(Jl 1 ), mas 2 112 rf_ q(R2). Dt•notamos por !1 o f(~cho algébrico df~ Q e por "i o 

único automorfismo niio t.rivial do grupo t.ot.al de Ga.loiH G(H; R;), i= 1, 2. OhH4~rvauclo 

qUt' G(U; K) é gc.•rado por { f1t, f12 }, concluímos que G(!J : K) "'< T > >4 < "t >, 

ondt• r = "' rT2 . Assim, o pro-2-grupo quociente maximal G(K) de G(U; K) é iso­

morfo R z2 >4 < f1( > (> é do tipo (a). Por outro lado K é um corpo formalmente 
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n~al c:om 2 ordens (~ por ([D}, Theorem 1, pg. HtJ), é corpo K(2)-pit.agc.)rko. Final­

IIH·ute, para todo anel de valori:.mção C de !1 temos que, ou Kz(C; K(i)) = !1, ou 

então K z (C; K (i)) é uma extensãÇ> finita de K (i) e portanto de K também. Isto é 

conSf~qüênda de G(fl; K) =<r> ser um grupo cíclico. 

Asswnimos então que KZ(C; K(i)) é wna extensão finita de K. Então, por ([En], 

Theorem 3.7 e Theorem 3.15), existe um anel de valorização henseliano A de K com 

corpo de resíduos real fechado. Mas isto não é possível, pois A n Q sendo um anel 

de valorização de Q tem corpo de resíduos com característica diferente de zero. As­

sim, KZ(C; K(t)) = n para todo anel de valorização c de n. Portanto, temos 

também Kz(C; K(z')) = K(2), para todo anel de valorização C de K(2) e por­

tanto K não possui anel de valorização 2-henseliano. 

(h )-2. Por outro lado, se K = IR( (X)), o corpo de Ht~ri(•s de poh'ndas sohrt• R, t•n­

tão K satisfaz o caso (a), O = R[[X]] c G'1'(Ô; K) = G(K('i)) f.: o maior subgrupo 

abeliano normal de G(K). 

Parece bem natural que um pro-2-grupo livre não isomorfo a Z2 não possa conter um 

subgrupo abeliano normal não trivial. Para pro-2-grupos livres finitamente gerados i.<;to 

segue da "Proposition" 3.3 de [Lu]. 

No próximo Corolário damos, de maneira geral, uma prova simples desse resultado. 

Obtemos daí que o estudo dos subgrupos abelianos normais de G(K), para corpos com 

característica dois não é interessante. 

(11.2.8) Corolário. 

(a) He G é um pro-2-grupo livre cl(! posto maior que 1, f•ut.no { 1 } é o maior 

subgrupo abeliano normal d(! G(K). 

(b) Se K [c)r um corpo de caracterfstica dois e posto de G(K) maior <Jtlt' 1, t>n­

tão { 1 } é o maior subgrupo abeliano normal de G( K). 

PROVA. (a) Se G é um pro-2-grupo livre, por ([HJl, Theorem 10.4), existe wn corpo 
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K tal que G = G(K). Como qualquer subgrupo U de um pro-2-grupo livre é também 

livre, S(' U for nm subgrupo alwliano e não trivial <fp G, t'ntão U""' :l2 . Pda Proposi(;ão 

(11.2.1)(u), C( U) = U o tjue coutrm.li;~, o Teorema (11.2.5) <!Ue descreve U como uüo s(•11do 

livn.'. 

(IJ) É imt•diato pois, por (lR] Corollary a.4, pg. 257) G(K) é pro-2-grupo livre para 

corpos com carach•rística dois. I 



CAPÍTULO III 

St!BUIUJJ>OS ABELIANOS DE G(J\) 

1. Introdução. 

No Parágrafo 2 dl'ste capítulo concluimos o estudo dos subgrupos abelianos normais 

maximais de G(I<). O Teorema (III.2.ü) estabelece a existência, para todo corpo K, dP 

um maior subgrupo abeliano normal .U de G(K) e descreve as possibilidades para ll. 

A (kscrh;ão d(' ll, para corpos excepcionais, depende dos conceitos de corpos K (2)­

pitag<lricos (j~1 citados no capítulo 11) ou superpitag6rkos que, por sua vez se relacionam 

com o coun,it.o de "fan" conforme descrito abaixo. Nosso ponto de partida foi o Teorema 

(lll.2.1), d(•vido a Wan'. 

No panígrati.J :l, como aplicação , generalizamos para corpos quaiH({Uer, resultados de 

\Vare qtw n'lacionam os subgrupos de K• que contôm B e os subgrupos abelianos nor­

mais dt' G(I\). 

Gt'IH'raliza.mos tamb{>m o Pstudo d(' subgrupos abelianos d<' G(K) que não f*'jam neces­

sariaml'llt(~ normais, também devidos a Ware e obtemos melhores cotac; para o ÍHV"àri­

ante a(I<) de Ware (ver [W4]). 

Notações e conceitos preliminares: Neste capítulo utilizamos as notações dos 

capítulos antt'rion's e dPscrevt'mos a,<; noçÜ<'H de "fan", corpos K(2)-pitagóricos ou su­

JH'rpitag6ricos. Sl'gundo llré)cker ([Dr]), que propús o tmmo "(~stritamente pitagórico", 

os corpos SliJWrpita~t'll·icos fiJt"éUll int.roduúdoH por Dill('f P Df('HH em [DD]. Um corpo 

pitag6rico I< é supNpit.ag6rico se K 2 é um "fan", Lc;to é, se todo subgrupo do grupo 

mnltiplicat.ivo I<*, com íudin' dois e que não contenha -1, é uma ordem de K. Mais 

g('ralnH'Ilh', uma pn'-ord('Jll S do corpo K é um "fan" se qualquer subgrupo P de K* quP 
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mut~m S c tal que ( K• : P) = 2 c -1 <!. P é uma ordem de K. 

Se K é um corpo formalmente real e pitagórico, K é K(2)-pitagórico se é 

hereditariamente pitagórico com ~espeito a K(2), isto é, dada qualquer subex­

tensão L de K(2)IK, L é também pitagórico. Conforme ([B], Theorcm 2 pg. 89), 

uma condição necessária e suficiente para que isto aconteça é K ser superpitagórico, ou 

seja, K é pitagórico e K 2 é um "fan". 

Por outro lado, conforme ([L2], Corollary 5.16, pg. 46), um corpo formalmente real K 

é hereditáriamente pitagórico com respeito a K(2) RC, <~ Romtmte se, K é formnlmPnte 

real, pitagórico e, para todo x E K, x ~ ±K2 , x é rígido. Assim, K excepcional 

com -1 ~ K 2 é equivalente a K ser K(2)-pitagórico. 

2. Subgrupos Abelianos Normais Máximos. 

(111.2.1) Teorema ((W4], Theorem 3.6). Se K é um corpo com (K• : K 2 ) > 2, 

então as seguintes afirmações são equivalentes: 

(a) B = K 2 e cn E K para todo n ~ 1 

(L) G(K) é um grupo abeliano. I 

(III.2.2) Corolário. Seja K um corpo que satisfaz as concliç6t'S t'quival<'JJtt's tio tt'O­

rcma anterior. Entiío K satisfaz as JJipótescs do Tc!orema (I.:J.6) f!, ou G(K) = GT(Õ; K), 

ou então G(K) = GT(Õ; K) x Zz. 

PROVA. Como B = K 2 c (K• : ~) > 2, pela Proposição (1.3.7), K possui um ant'l 

de valorização 2-henseliano não diádico A tal que FA não é 2-divisível. Aplicando 

(1.3.6)-(b), temos que (ICô: B(ICo)) S 2. 

Se (ICô: IC~) > 2, como G(ICo) é um quociente de G(K) ([E], Theorem 19.6 pg. 147) que 
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é abeliano, é também abeliano e teríamos, pelo teorema anterior, JC'& = B(IC(J) (K2 rC'­

prest'nta o grupo multiplicativo dos quadrados não nulos do corpo K), o que contradiz 

a primeira desigualdade. 

DPsse modo, t<'mos (IC~ : IC~) ~ 2. Se O tiver corpo de resíduos quadraticamentl' 

fpchado, t'ntào G( K) = G'~'( Õ; K), se n.ão, a segunda igualdade ocorre.l 

(111.2.3) Lema. St~a ]( um COlJW com (Ie : I<2 ) > 2 n t.al que G(K) contenha um 

l'uhgrupo Hhf'limw IlOl'lllêli n;1o t1·ivial U. Então B i= K•. 

PROVA. s(' G(K) f(>r abeliano, segue de (lll.2.1) que B = K 2 i= K·. Suponhamos então 

que G(K) é não abeliano e U rv Z2. Se existe um subgrupo abeliano normal lJ de G(K), 

tal que U Ç U', U ~ Z2 e C(U) = U, o resultado segue de (11.2.5), caso contrário, 

pela Proposição (11.2.1 )-(b ), existe um subgrupos de G(K) tal que u ç se s I'V z2 X z2. 
Sejam L e F os corpos fixos de U e S respectivd.mente. Então F Ç L e, como (F• : 

F 2 ) = 4 e G(F) = S é abeliano, pelo Teorema (111.2.1) temos também B(F) = F 2 . 

Nov-cUU<'Btl', aplicando a Proposição (1.3.7) e o Teorema (1.3.6) a F, obtemos que O(F) é 

um and dt' valorii':açâo 2-lwnst'liauo não diádko J>r<)prio de F. Obsf!rvemos que 

L. F t' O( F) satisfaz('lll as hipótt~ses da Proposição (1.3.~)) e portanto B i- K•, pelo 

T<'orema (I.:tti)-(a). Suponhamos agora que 1'( U) > 1. Seja E o corpo fixo de U. 

Nt'SS<' t·a • ..,o JJ(E') = E'2 por (lll.2.1). Portanto, pda Proposição (I.:t7) e pelo Tf~Of(~flla 

(I.:tti), obt.t'mos que O(E) é anel de valori:t:ação 2-lwnseliano próprio não diádico dü E'. 

Como F =--= E <' C = O(E) satisfazt'lll as condições da Proposição (1.3.!)), pelo Teon~ma 

(I.a.ti)-(a), novamente obtemos B i= K~ .1 

O Teorema (II1.2.4) a seguir é uma generalização do Teorema de Ware para corpos que 

não sejam de classe C. Observamos que se K não é C-corpo, então K não é excepcional. 
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(III.2.4) Teorema. Se K não é C-corpo, (K* : K 2) > 2 e B =1= K*, então K satisfaz as 

hipóteses do Teorema (1.3.6) e GT(Õ; K) é o maior subgrupo abeliano normal de G(K). 

AMm do mais, 
'I' ,....., .,.(G (O; K)) = .,.(K* jB). 

PnovA. Pela Proposição (1.3.7) e pelo Teorema (1.3.fi) G'f(Õ; K) é um subgrupo 

abeliano normal de G(K) e por ([E], Theorem 20.12) r(G'"(Õ;K)) = r(rõjr0 ), pois, 

mmo O é não diádico, Gv(Õ; K) é trivial. Por outro lado, O* K 2 = 8, pelo Teorema 

(1.3.6), acarreta r(rõj r o)= r(K* / B). 

Agora seja U um subgrupo abeliano normal de G(K). Temos 2 casos a conside­

rar: r(U) = 1 e r(U) > 1. 

1!!. Caso. U::::: Z2 • Seja F o corpo fixo de U. Por ((E], 19.10) temos que GT(Õ; F) = 

GT(Õ; K) nU. O diagrama n!!. 1 ilustra a situação descrita, com a posição dos corpos 

fixos desses grupos. Por ([E], Corollary 19.9), sabemos que (G(F): GT(Õ;F)) não pode 

~-W,r finito, a menoR que G(F) = GT( Õ; F). Pod(~mos então concluir que, ou GT( Õ; K) n 
u = {1 }, ou então u ç G'1'(Õ; K). 

Se G'~'(Õ; K) nU= {1 }, o que equivale dizer que K1'(Õ; F)= K(2), então obtemos 

Mas 

Por ([E], Thcorem 19.13), este último grupo é isomorfo a G(K:(2); K:), onde K: é o corpo 

de resíduos de Õn(FnKT(Õ; K)). Assim, Z2 "' G(K:(2); K:), que é um subgrupo normal 

de G(Ko) . 

Afirmamos que (K:0 : Kb) > 2. 

Pela afirmação, a.c;; hipóteses do L<~ma (111.2.:\) estão sat.isf(~itas e portanto R(K:(,) =f. K:;,, o 

que c.ontradiz o Teorema (I.3.6)(h), pois K é não excepcional. Portanto, U Ç G'~'(Õ; K). 
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K(2) 

,. _I .. ,.,. --
]( (O; f) ........................ G (O; K) nU 

I \ 
F K1'(Õ; K) ..................... GT(Õ; K) 

\ j· 
'1' - T -Fn K (O;K) . ....................... UG (O;K) 

I 
K 

Diagrama n!.!. 1 

Provu da afirmação: St• (K. : K.'?,) = 1, t>nt.ão O E 1t.J...K) t~ t.eríamoH, pda Propcmic;ií.t, 

(1.3.8), B = K 2 e K seria C-corpo, contra a hipótese. Assumindo (/(! : K?) = 2, 

teríamos G(K.())""' ;:E2 c portanto K. seria extensão finita de K.0 e F n K1'(Õ; K) também 

seria extensão finita de K.Mas U = G(F) e G1'(Õ; K) são subgrupos abelianos normais 

de G(K) cuja interseção é trivial. Assim, G(F n KT(O; K))""' G(F) x G1'(Õ; K) é um 

grupo abeliano com posto maior que 1. Pelo Teorema (111.2.1 ), F n KT( Õ; K) seria C­

corpo. Por ([W), Corollary 2.11), K também seria C-corpo, contra a hipótese. Assim, a 

afirmação f. verdadeira. 

2~ caso. 1'( U) > 1. 

St•ja F o corpo fixo dl' U t' C= O n F. 

(A) St• C E 'H2(F), t>ntãu G(F') = C"'( C; F) - G(F) n G'~'(Õ; K), sendo a primeira 

ip;ua.ldadt• tlt•corn;ncin. d<• (1.2.17)(b) (~do tld.o de C ser não diádko. A seguucla ckcorrc 

dP ([E],lH.lO-h). 

Logo, U = G(F) Ç Gr(Õ; K). 

(B) Assumimos então C fj.1t2 (F). 
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s~~ja A = O( F) n K. Então c( JC A) = <~( Ko( f')) -=1= 2 t', como o grupo dt' valorps 

rJr. O( F) nüo po~~ui fmbgrupo convexo 2-diviHívd 11Úo trivial, o nw~mo aconkn' com A, 

JH•Ia Proposição (1.3.B). 

s,~ A c 1-l(K), 1mt.ão pelo T1~ormua (T.:Ui)(«'), (') Ç A t' t'nliio C Ç O(F). Por­

tanto, GT(Õ; F) = GT(Ó(F); F), pela Proposição (1.3.8)-(h), poi."l 8 = C. Por outro 

lado, c:omo C rf_ 1-l'l(F) e C Ç O( F), temos O( F) rf_ 1-l·AF) e assim G(F) 1- G'~'( O( F); F). 

Deste modo, G(F) r-.; QT(O(F); F) X z2, pelo Corolário (III.2.2) e concluímos com 

G(F) rv GT(Õ; F) X z2. 

Estamos agora na situação ilustrada pelo diagrama n~ 1. Como no 1 ~ caso, seja JC o 

corpo de resíduos de o n (F n KT(Õ; K)). Temos G(JC) "' z2 é subgrupo normal 

de G(JCo ). Se (JC(J : JCb) > 2, então pelo Lema (III.2.3) B(JC()) -=/= JC(, o que contradiz o 

Teorema (1.3.H)-(h) pois K não é excepcional. 

S<~ (JC(J : JC'h) = 1 então, de maneira análoga ao que foi ft-ito no 1~ caso, ohtt-mos 

qun K é O-corpo, contra a hipótosc. D<'sto modo, t.nmoH A f/_ 'H(K) t' portanto, 1wlo 

Teorema (1.2.7) existe um anel de valorização D de F tal que 

O(F)~D Ç C, D n K E 1-l(K) e G(F) ç GT(D; K). 

Como O(F)~D e O(F) não é diádko, o mesmo acontece com D. Portanto G1'(D; K) = 

GT(Õ; K) pela Proposição (I.:l.8)(b). Portanto U = G(F) Ç G'~'(Õ; K).l 

O Tc>orema (111.2.5), a seguir, generaliza o Teorema (II.2.5)(c) e o Corolário (II.2.6) 

para C-corpos arbitrários que não contenham todas as raízes 2n-ésimas da unidade, 

para n 2: 1. Este~ resultado complementa ([Wl], 4.1 ~~ 4.3). 

As c:onstruc;é>es a Heguir serão utilizadas na prova do Teort'llHl (II1.2.5). S('ja K um corpo 

para o qual (•xi~ta o and O, A um conjunto com cardinalidadt' i!-!;ual a r(K' j(.'}* T). 

Afirmamos que exiHte um couj uuto { ct>. I À E A } C K* q1w é uma lF 2 h a~' 

ele K'~'(Ô; K) m<'><lulo (K'~'(Õ; K)) 2 • 
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Prova da afirnuu;ão: É suficiente mostrar que 

ddinida pnr <;'{.n'>•[\·;') .r(I\.,.(Ô; /\))"' ,; i~'ou•orli~JHo. Sc·ja :1: r f(t c·o1u :t: 1r para 

algum y E K ~'(O; K). Como Ô n ]('I'( Ô; K) n O t<~m o HH'smo grupo dP valows, x E 

o· K 2 , ou S<'ja, c.p (; injpt.ora. Seja agora y E (K1'(Õ; K))*. A mesma observação sobre os 

grupo~ d(• vnlon·~ Ptlvolvidos implica a exist(~nda de• :r. I'Jrl [(•, com yx 1 sc•wlo unidade 

de Õ n K'~'(Õ; K). Como o corpo de resíduos desse último é quadraticamente fechado, 

existe outra unida<l<' z E Õ n K'~'( Õ; K) tal quo y:r:· 1 = z2 , provando assim a afirmação. 

Usaremos a bast> acima para construir um sistema conveniente de geradores de G1'(Õ; K). 

P(•lo T<'OH'tna (1.3.t>)-(c), O é não diádico e portanto G'-''(Õ; K) é trivial (cf. [E], Corollary 

20.18) e portanto G(K'~'(Õ; K)) = Q1'(Õ; K) é abeliano. Então por (111.2.1), ên E 

KT(Õ; I<) para todo n :2: 1 <',assim, por ([W], Corollary :U)-(1)), K(2) é o corpo obt.ido 

d<' K'f(Õ; K) por adjum;ão de todas as raízes 2 11-ésimas de a>., para todos n :2: 1 e .X E A 

Podemos Pscollwr <•ntão um sist<•ma de geradores { r>. I .X E A } do grupo GT( Õ; K) ( qm~ 

(. isomorfo a Z1) assim caract<•rhmdos: Para nula f E A, 

{ 

( 
1/'J.") 1/2" r-y u-y = c,a-y , 

( 
l/2") - l/2" r1 a>. -a>. , 

para t;odo n ~ 1 

para todo n :2: 1 e para todo .X =/= ')'. 

Para ver isto, seja f E A(:~ E-r o corpo obtido de KT(Õ; K) por adjunção de todas as 

raízes 2n-ésima..'> dl~ a>., para todo n :2: 1 e .X E A, com .X =/= T'· E; = q (E-y) U aq (E-r) e, 

( l/2") novamente por ([W], 3.9-(1)), G (E-y) "'::Z:2 tem gerador r1 caracterizado por r-y a-y = 

ênaV2
", para todo n 2 1. Por construção, K1'(Õ;K) ç nE-y =E. 

-r"' A 

Como a ima.g<'lll de {<f>. - (L>.E2 I.X E A} é JF2-lincarmcntc indepcwl<•Jltl' 

em E*/ E 2 e E I [(1'(Õ; K) é 2-extenf>ão, concluímos que E = KT(Õ; K). Por­

hmto, ~ 7). I À E A } t{ um sistema de genulores de G'1'( Õ; K). 
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(111.2.5) Teorema. Seja K um C-corpo 11ão formalmente real tal que (K• : K 2) > 
2 para o qual exista r 2: 1 com E:r r/: K. Então, K satisfaz as hipóteses do 1l:!orema (1.3.6) 

e G(K):::: cr(Õ; K) )q Z2 . Além (~o mais, pode;nos escolher um gerador tT para a com­

ponente isomorfa a z2 cuja ação sobre o sistema de geradores { 7).1 ,\E A} de GT(Õ; K), 

como foi com;truído anteriormente, é assim descrita: 

(a) Se -1 r/: K 2 e E:n E K(z) para todo i 2: 1, então a7).ff 1 = -rf para todo À E A 

Neste caso, G(K(t)) :::: QT(Õ; K) x Z2 é o maior suhgrupo ahdinno normal 

do G(K). 

(h) Se -1 r/: K 2 e existe n tal que E:n r/: K(i), então aT)..a 1 = Tr 1 para todo,\ E 

A, onde m satisfaz: é:m+l E K(i) c Cm-!2 r/: K(i). Neste caso, cr(Õ; K) é o 

maior tmhgrupo ahdiano normal dn G(K). 

(c) Se existe m 2. 2 tal que ê 711 E K e êmtl f/: K, então aT)..u 1 = ,-f"' 1 1 V À E 

A e ar( Õ; K) ó o maior suhgrupo aholiano normal de G(K). 

PROVA. Pela Proposição (1.3.7), K satisfaz as hipóteses do Teorema (1.3.6). Seja K, = 

K.o. O>mo K não é formalmente real e O é 2-henseliano, K, também não é formalmente 

real. Se E:r f/: K e E:r-1 E K para r 2: 1, então vale também que êr f/: K., de acordo 

com (1.2.2). Primeiramente descreveremos G(K.). No caso (c), pelo Teorema (1.3.6)­

(h ), ( o• K 2 : K2) ~ 2 e portanto ( JC• : IC2) ~ 2 e, pelo que foi observado, ( JC• : K.2) = 

2 e, Hendo K não formalmente r<!al, temos G(K) ,....., z2. Nos casos (a) l' (h) K não é 

PXC'C"!pdonal e portanto, pelo Teor<~ma (I.:to) B =o· K 2 e B(K.) = r;,•. Como (B: K 2) = 

2, seguc~-HC de ([AEJ], Propo~.;ition 1.9-(2)), que (K* : IC2 ) = 2. Como [K.(2) : IC} não é 

finito, G(IC) :::: Z:l também nos casos (a) c (h). 

Por ([E], 20.10-(h)) G(K)/Gr(Õ; K) "' G(IC) :::: Z2 • Mas, como Z2 é pro-2-grupo livre, 

obtemos G(K) r:omo o produto smniliircto G'l'( Õ; K) )q Z2 , como qtwríamos. 

Para descrever G(K) através de geradores c relações da maneira como foi proposto, 

seja E o corpo obtido de K por adjunção das raízes 2n-ésimas de aA, para to­

dos n 2: 1 c ,\ E A escolhidas da maneira como foi descrita antes do Lema (11.2.4), 

onde { aA I .X E A} Ç K* é obtido da maneira sugerida antes do Teorema. Nos ca-
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sos (a) e (b) observ.unos que {a>. I..\ E A} U { -1} é lF2-basc de K• módulo K 2 • cu­

quanto, no <'aso (c) {a.\ I..\ E A} U { êm} é lF 2-basc de K• módulo K 2 • Nos tr~s ca­

sos, a única <'xt.ensão quadrática de K, dentro de K'~'(Õ; K) não está contida em E. 

Como EK'~'(Õ; K) = K(2), obtemos, da T<'oria de Galois, Z2 "' G(K)jG~'(Õ; K) ~ 

( 
1/2") 1/2" G(E). Se u flll' um gt'rador de G(E) e 1 E A, então ur--ru 1 a 1 = a(cn)a-r para 

todo n ~ 1 e ar-..,a 1 a). = a), para todos n ~ 1 e ..\ I= 1 em iL Assim a ( 
1/2") 1/2" 

ação d<' a sohr<' os T),, ..\ E A pod<' S<'r obtida determinando a(c 71 ) para todo n ~ 1. 

No caso (a), a(t: 11 ) = t: 11 
1, pois a restri<_;ão d<~ a a K( i) não <~ trivial. Nos ca­

sos (h) <' (c), prinwirnm<'ntc obs<'rv.1mos que J<1'(Õ; K) = K (e:OC>) e G(K(e:">>); K) ~ 

um grupo ddico. No ca:-;o (h), K(i) (. a 1Ínica. PXt<'nsão qua.clrátka ch~ K, que c~st.á 

coutidn t•m 1\~'(Ô;J\). Portnuto K(2 112) Ç K(i) <' t::1 E K(i). Sc!ja m 2: 2 Hal.is­

fa.z<'Wlo t: 111 E K(i) <' .s,. 11 rf, K(i). Como na prova do 2~ caso do Teowma (11.2.!í) 

oht<'lll(\S a(:::- 11 ) = t:, 1 para t.odo n snt.isfaJt,<'Jtdo 1 :'5:: n :'5:: m, e a(.s,,_ 1 t) = - c
711

1
11 • Assim, 

pudemos obter u satisfa7.<'ndo a(e:n) = e:;;" 1 para todo n ~ 1. Analogamente, no caso 

(c) pod('mos escolher a tal que u(e:n) = €;;"+I para todo n 2: 1. 

Para complf'tar a prova seja U um subgrupo abeliano normal de G(K) e F seu corpo fixo. 

Se r(U) > 1, pelo Teorema (111.2.1), temos que ê 00 ~F. Portanto, F contém K(i) no 

caso (a) <' contPm K1'(Õ; K) nos casos (h) e (c). Portanto, no caso (a), temos U Ç 

G (K(i)), enquanto que nos casos (b) c (c), temos U Ç G1'(Õ; K) como queríamos. 

Vt~a.mos agora o caso U "" Z2 com C( V) = U. Pelo Teorema (11.2.5) o caso (a) uão 

pod<' ocorn'r. Nos casos (h) <' (c~), JWlo Corohí.rio (II.2.f>), obtemos CflH' G1'(Ô; K) P o 

maior subgrupo nh<'liano normal <i<' G(K), como qtwríamos. 

Suponhamos np,ora <}IH' w"io <'xist.a 11111 subgrupo uormal V' sat.ishlJ:<!Udo V r 

tr, 1.1' ~ Z2 <' C( V') -·- U. P<'la Proposi<;ão (11.2.1), (~xLo;te um sub­

grupo v dt• G(K) ("(}Jll u~ V'(' v:: z2 X :r.2. SejaM() corpo fixo de v. Pelo Teormna 

(111.2.1) c00 C AI Ç F e a prova se completa, como no caso r·(U) > 1.1 
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O próximo t.<~or<mm pod1~ fi'~r c·ousidt~rwlo uma síut.PSI' do IJIIP oht.ivt'mos att' agora, t'lll h'r­

mos da PXÍst(~rwia d<~ suhgrnpos ahPiialloH normais maximos d<' G( K), pnrn um corpo K. 

( 111.2.6) Teorema. S<:ia K um corpo tnl quo ( K* : K 2) > 2. 

(a) G(K) possui um maior subgrupo aheliar10 normal 11. Além disso, se B i 
±K2 então r·(ll) = r (K* /B). 

(b) ll"" GT(Õ;K) ou então K é um O-corpo tal que t:00 C K(i). Neste último 

caso, temos a seguinte classificação: 

(b)-(1) Se t:00 C K, então ll = G(K) está descrito no Corolário (III.2.2). 

(h)-(2) Se K é um corpo mio formalmente rmtl tal que -1 f/. K 2 f' t:,.,., c K(i), 

(mti10 u = G(K('i)) ~ G'~'(Õ; K) X z'].. 
(h)-(:j) Se K é formalmente real, enUio U = G(K(i)) e t.emos duas J>ossihi­

lidade.'i: ll = G'~'( Õ; K) t;e K.n ti v<! r uma rínicn orcl<'llJ, ou <'ntiio U ::::::: 

G'~'( Õ; K) X z2 Sf! K.n tiwr dun.'i ordons. 

PROVA. Se B = K*, então ll é trivial, pelo Lema (111.2.3). Suponhamos B i K*. 

Se K não for C-corpo, então as afirmações foram demonstradas no Teorema (111.2.4). 

Se K for C-corpo não formalmente real tal que t:r ~ K para algum r 2: 1, então as 

afirmações foram demonstradas no Teorema (111.2.5). Se K for um C-corpo formal­

mente real, então (a) segue de ([B], Theorem 1, pg. 86). A prova de (b)-(3) é obtida 

aplicando-se o Corolário (111.2.2) a K ( i).l 

3. Subgrupos abelianos de G(K). 

Os resultados obtidos até agora nos permitirão estabelecer uma r<'lação entrc subgrupos 

de K* contendo B e os subgrupos abelianos normais U de G(K). 
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(III.3.1) Teorema. Seja K um corpo, o: um cardinal, e seja 80 = K 2 U c111K 2 se B = 

I<2 <'. para nlguw 111 > 2, t:, E [{ <' t: , 1 1 f/ K ou, caso contnii·io, 8 0 = 8. Er1tiio as 

1'\t'~UÜJtt•s ;llinuw,út'." s;io t'tJUivalt•nt.<•:-;: 

(n) Exi:-;ft• um suhgrupo ll dt• K* nmt.Pwlo 8 0 com 1·(K* I H)= n. 

(h) Existt~ UIJJ<t Ht'tJÍÍcncia t•xat.a dwlida 

1 -----t U -----t G( K) -----t V--+ 1 

de pro-2-grupos com U abeliano e r( V) =a. 

PROVA. Prim<•iram<•nt<• v<~amos o ca.•.;o K sendo C-corpo. Se cn E K para todo n ~ 1, o 

n•sult.ado scgm• do Teorema (111.2.1). Se -1 r/:. K 2 e K não é formalmente real, então K é 

não <'X<'<'pcional l' portanto B = o· K 2
, pelo Teorema (1.3.6)-(a) e r ( Q1'(Õ; K)) = 

r (1\• : ô• ](2), }H' lo Tt'on•nm (I.:l.H)-(c). A c•quivalt-;nda. H(~gtw Pntão do 'f<~ort•rrm 

(111.2.5)-(a) c (b). Se c•xistc m ~ 2 tal que c 111 E K c t:m+l ~ K, a equivalência 

l't'f.~ll<' do Tt•on'ma (111.2.fi)-(c) t' da igualdade' 81- K 2 -=.::: K 2 U e;,K2
. Se K for for­

malm<'nh• wal, então K {• K(2)-pitag6rico. Por ([D], Theorem 1, pg. 80 c Lcmrna 2, 

pp;. H7). G(l() = G(K(i)) >4 <a>, onde u é uma involução e ara 1 = r 1, para 

todo r E G(K(i)). Por ([Ll], Theorem 3.4 pg. 202), 1· (KU)* I(K(z)) 2
) = r·(K* IB) e 

<'ntão oht.<'lllOf; a equivaWnda. 

Agora V('jamos o caso K não C-corpo. Neste caso, B = o· K 2
' pelo Teorema 

(1.3.6)-(a) e (c). Como foi observado antes do Teorema (111.2.6), todo subconjun­

to { aÀ I À E A} de K" que é lF2-base de K* módulo 0" K 2 também é lF2-base 

de K 1'( Õ; K) módulo q ( KT( Õ; K)). 

((a) ==} (b)). Seja il.o C A de cardinalidade o:. Seja. também { a>.IÀ E A j, wna lF2 hasf' 

de [(• / [(2 t.al que a imagem { cL>. I À E Ao } , owio Ao C A tmn cardinalidade r~, é uma IF' :r 

has<' d<• IC I H. St•ja ainda. L o corpo obtido de K'1'(Õ; K) por adjunção de todas as 

raízt•s 2 .. -l-sima.s dt- .t>., para t.odo n ~ 1 e para t.odo >.E A, >. ~Ao. 
Afirmamos que {a>. I À E Ao} é uma lF2-base de L* módulo L 2 , resultando r(G(L)) = 

n. &'jam o 1 •...• o r dl'lll<'lltos de Ao tais que ao, ... au. = I?' b E L. Assim, PXis 

. 1' l/2n 1/2" 
h•m À1 , ... ,À,. E A\ 1lo e n ~ 1 ta1s que b E F, onde F= K ({a>., , ... ,a).. }), 
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1' 'f'( ) , ( ) _ 1 2 r'/'_ ( rJ)2 r'J)2 ...... com K = K O; K . Port.,mt.o, a 1 ~ 1 ••• a .. , E F n l\ --< a,\ 1 K , ... , li\, (K __., 

pelo Lema (111.:3.2), a seguir, contradizendo a escolha <le { a>, jÀ E Ao } pois os conjuntos 

{ 01, ... , Ur} e { À1, ... , Às} são <lisjuntos. 

Portanto, { a>,IÀ E Ao} é 1F2-linearmcntc independente módulo L2 . Aplicando agora 

([\V], Lemma 3.4) a K'~', obtemos que, para tódo x E L, existem {31, ••• ,/3r E A e n 2: 
1 tais que x 112 E N, onde N = KT({a~~ 2 ", ... ,aà:2

"}). Seja {n., ... ,ns} = {/~il3i E 
- - - ({ 1/2" l/2" 2 - 2 2 .1~}ellf-LN. Entao,M-L aa1 , ••• ,aa, })exEM nL-< a>'lL , ... ,a>..,L >, 

pelo Lema (111.3.2), a seguir, a afirmação está provada. 

SPja p E G(K) e À E A\ Ao. Então p(nl12") = ~{al 12 ", para algum j, 1 ~ j ~ 2"- 1 t' 

portanto p(L) =L e L!K é uma cxtcJlHão normal. 

s(~ja E = K( { a~/ 2 "ln ~ 1, >. E Ao}). Então L n E= K, LE = K(2) c, se U = G(L), 

ohtmnoH a sc~qiic~nda exata cindida 

1 ---tU---+ G(K) ---t V ---t 1 

onde V'"" G(E). 

((h) =:::} (a)). Pelo Teorema (111.2.5) temos que U Ç G'r(O; K). Portanto, n ~ #A= 

r(K*/ K 2) e então existe um subgrupo H de K* tal que r(K*/ H)= o. I 

(111.3.2) Lema. Seja K um corpo tal que -1 E K 2 e sejam a1, ... , ar elementos 

de K 1F 2-lincarmcnte independentns módulo K 2
• Seja L = K ( { a! /2

", ... , a~/ 2 " } ) , n ~ 
l/2" 1/2" . 1 c a1 , •.• , ar escolhidos da maneira descrita antes do LC'ma (II.2.4). Então, 

!,2 n K =< a, K 2 , .•. , arK2 >. 

PHOVA. Por reeun;ão sobre 1' e n. 

(a) Se tt E K \ K 2 o L = K(a112), tomando :c E I} n K, isto t\ a: .:."" (y1 + !/.!u112) 2 = 
Yf + ay~ + 2y, 112a1l2 E K temos Y1 =O ou J/2 =O e obtemos :c E K 2 U aK2 • 

(b) Seja a E K \ K 2 e 

Lo= K Ç Lt = K(a112
) Ç ... Ç Ln = Ln t(a112

") =L. 
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Pelo ítem (a)' se X E L 2 n K ç L2 n Lu I' oht<•mos q1W X E L;, I u (}. l/2
"-l L;, J• Como X E 

K, ohh'mos x E L~ 1 n [( <' a prova, no caso r = 1, segue por indução sobre n. 

(c) A recursão sobre r· é análoga à que fui fi>ita em (b), lembrando que 

A Jwrgunta qm' surge naturalmente nesta altura é sobre os subgrupos abelianos 

de G(K) que não Sl'jam necessariamente normais em G(K). Em [W4), Ware introduz o 

unvo invnriant<' a(K) para um t'orpo K, ddiuido por: 

( III.3.3) Definição. Se K é um co1·po, 

a(K) = maximum{ r( V) I Ué subgrupo abeliano de G(K) }. 

Este invariante foi estudado por Ware, usando anéis de valorização para obter limitantes 

para a(K) ([W4], Corollary 2 do Theorcm 1). O Teorema (111.3.4) a seguir melhora cssP 

rt'sultado. 

(111.3.4) Teorema. Seja K um COlJ>o tal que (IC : K 2) > 2 c s<ja 

A= {AIA ç O é um ml<'l d(• valmização uão diádico ele K com FA # 2FA}· Entüo: 

(a) S<' A # 0, então 

(b) Se A= 0, então a(K) = 1. 

PROVA. Como aT(D; K) é um subgrupo abeliano de G(K) de posto r(FA/2FA), 

com A = D n K, a primeira desigualdade é clara. 
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Seja então V um subgrupo abeliano de G(K), com r( V) ~ 2 e L seu corpo fixo. Pdo 

Corolário (111.2.2), temos que, ou V= GT(Ó(L); L), ou então V= G'~'(O(L); L) x Z2• 

Tomando C= O(K)nLsegue-seque,ou VÇ Q'f(Ô(L);L),ouentão VÇ G'~'(O(L);L)x 

:Z;t. s(~ c(~ o fix(~Jll auf>iH de valori:r.w;iio llÍl.ll c-ornpnníwis, ,'-;('g-llt' da Proposiçün (1.2.14) 

qu(~ G'~'(rJ(L); K) = G~(Ó(L); K) (!,pelo Toorema (T.2.H), 

Gí.:(Ô(L);K) = Gí.:(Ô(L); K) r1 G6 (Ô; K) = G 1'(D; K), 

onde D = O(L)i5 (isto é, o menor subanel d(~ K(2) que contém O(L) e Õ) c vale a 

primeira igualdade pois G~(Õ;K) = G(K). Como Õ Ç D, Sl'gue-se que G'~'(D;K) Ç 

QT(Õ; K). Por outro lado, se A = O temos que, ou V Ç QT(<5; K), ou en­

tão VÇ GT(Õ; K) x :l;2 e portanto r·( V)~ 't(T~/2TA) + 1. 

Assuma então que C e O são comparáveis. Se O Ç C, tomamos A= O e, de maneira 

análoga ao parágrafo anterior, obtemos novamente r( V)~ r(TA/2TA) + 1. 

Finalmente, assumimos C Ç O e tomamoR A = C. Como 1·( V) 2: 2 e, ou F Ç 

QT(O(L); K), ou então v ç G7'(0(L); K) X Z:z, segue-se que rA não é um grupo 

2-divisív(!l, por ([E], Thcorcm (20.1!>), pg. H)H). Como Gr(O(L); K) ô trivial (O(L) é 

um aud de valorização não diádico), uovanwnt.e ohtmnos ·r( V) S: r(I~4/2C-t) + 1, <·omo 

fi ,j proposto. 

(b) I3asta mostrar que, RC V for um subgrupo abeliano tumnal não trivial dt> G(K), 

f•ntão V tem posto 1. Suponha V um subgrupo abeliano com ·r( V) ~ 2 e E seu corpo 

fixo. Mostraremos que O(E) n K E A, C::ontra a hipótese A = 0. Pelo Corolário 

(111.2.2), G'~' ( O(É); E) é não trivial, caso V tenha posto maior que 1. Portanto, o 

grupo de valores de O(E) n KT ( ô(E); E) não é 2-divisível, por ([E], Th('Orem 20.12). 

Como K Ç KT ( Ó(E); E) c K(2), o mesmo é verdade para ó(É)nK, isto é, O(E)n 

K E A e isto encerra a provd.l 

(111.3.5) Exemplos. Seja K = k ((X)( o corpo dt~ st'-rie de pott~ndas gt'twmli~udas 

sobre o corpo k, com expoentes no grupo r = íE x íE, com ordem ll'xkográfka, <' ns­

f-lllma dk) f 2. É fato c~onhedclo que o and de va.lori:r.Ação A = k[[XJV tt'm grupo <i<' 
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valores r, corpo df' resíduos k f' (~ ant>l de valori:~~ação hPnsc.'liano. 

(1) Seja k wu corpo 4uadraticameute fechado. Eutão, por ([AEJ], Propositiou 1.5) B = 

K 2 P ên E K, para todo n ? 1. Então, pelo Teorema (111.2.1), G(K) é um grupo 

nht'linuo. Por cou~trttçiio, /'..t I 21'1t t' A~~ n~io dilídko P 2-IH'UHc~liauo (ua wrcladc·, A 

ô hf'llSI:>liano). Portanto, A é K 2-compatível (ver Observação (I.:J.2)). Como o corpo 

d<' rt'sÍlinos K A ( = k) é quadrat.kamt•ute ft~dmdo, para todo anel de valorização A' de 

K, A'~A. o p;rupo dt• valor(•s tio A' conll>m um subgrupo convexo 2-diviHívd nüo trivial. 

Portanto, pelo Teon•ma (I.:l.6) A = O e 

(2) St'ja k um corpo de característica diferente de dois, { e:nln 2:: 1 }~k, G(k) "' Z2 e 

Kz(C;k) = k(2), para todo anel de valorização próprio C de k(2) (por exemplo, seja k 

o corpo descrito em (11.2.7)(h)-1). Neste caso, temos A= O e QT(D; K) = GT(Õ; K), 

para todo anel de valorização D de K(2), D~Õ. 

Por outro lado, 

nos mo~trn <Jll<' G(l•,:) {> JUt't.alu'liano. Portanto, K {• um C-corpo, conforrru• ([WJ], 

Tht~m·m 4.5) P, como { cnln 2: 1 }~K, obtemos que G(K) <~ abeliano, pelo Teorema 

(111.2.1). Purtuuto, 

(3) Seja F uma extensão não real de Q, -1 r/:. F 2 e Çn E F, Vn 2:: 1 (por exemplo: F= 

Q ({ J=3} U { Çn I n 2:: 1 }), onde Çn, .n 2:: 1 foi introduzido na prova do Lema (II.2.4)). 

Seja k uma extensão de F tal que F Ç k C F(2) de tal forma que k seja maximal com 

rC'speito à exclusão de i. Isto significa que qualquer extensão de k em F(2) contem i. 

Portanto, G(k) (. um grupo cíclico. Como F Ç k e F não é formalmente real, temos 

que G(A~) '""'Z2 . Usando o mesmo tipo de argumento do exemplo (2) podemos mostrar 
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que G(K) 0 metabeliano e, portanto, K é C-corpo e também ê 11 E K(i), para todo n;:::: 1. 

Portanto, a condição (a) do Teorema (III.2.5) vale para K. 

(4) Tomando, no nxmnplo anterior, F tal que ~~~~ (j:. F, para algum m ~ :\ l' ~" E 

F, V n 1 S n S m, o corpo K construido como acima satisf~rt. a <"ondiçào (h) do 

TPon~ma (III.2.fi). 

(5) De maneira análoga it construc;ão do exemplo (a), tomamos F um corpo satis­

fazendo t:,. E F e émt 1 (j:. F para algum m ~ 2. Seja k um corpo contendo F (k C F(2)), 

maximal com respeito à exclusão de êm 1 1• Então o corpo K satisfaz a condição (c) do 

Teorema (III.2.5). 
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