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INTRODUGAO

Resumo. Neste trabalho mostramos que, para qualquer corpo K, existe um subgrupo abeliano
normal maximo do grupo de Galois G(K) de seu fecho quadrético, estabelecemos uma corres-
pondéncia entre o8 subgrupos abelianos de G(K) e subgrupos de K* que contenham o subgrupo
dos elementos basicos de K e também novas cotas para o posto méximo atingido pelos subgrupos

abelianos de G(K), ou seja, para o invariante a( K') definido por Ware em [W4].

1. Preliminares.

O objeto de estudos do presente trabalho é o grupo de Galois G(K') dos K-automorfismos
do fecho quadratico K(2) de um corpo K, onde, salvo meng¢ao explicita em contrario, K
tem caracter{stica diferente de 2. Se K é quadraticamente fechado ou entao se K é um
corpo real fechado, entdo G(K) é trivial ou isomorfo a Z/2Z respectivamente. Em
qualquer outro caso G(K) é um grupo infinito, cujo posto é |K*/K?|, onde K* é o grupo
multiplicativo de K e K? é o subgrupo dos quadrados ndo nulos de K. Se G(K) é
infinito mas |K*/K?| = 2, entdo G(K) é isomorfo ao grupo aditivo dos inteiros 2-4adicos
e podemos dizer que, ainda neste caso, a estrutura do grupo é simples. Se |K*/K?| > 4,
a estrutura de G(K) pode ser bastante complexa e seu estudo demanda essencialmente
as técnicas da Cohomologia de Grupos, da Teoria de Formas Quadraticas e Teoria de
Valorizagoes (ver por exemplo [EV] ou ([JW], pg. 393)). Para se fazer um estudo da
estrutura de G(K), nos casos mais complexos, é importante conhecer os seus subgrupos
abelianos.

Para maior clareza e coeréncia de exposi¢ao, destacamos nesta introducdo dois para-



grafos, sendo que no primeiro deles fizemos uma breve andlise de parte da literatura
estudada, no que diz respeito as ligacées dos temas citados com o presente trabalho,
enquanto que no seguinte, procuramos dar uma descricao da maneira pela qual o trabalho

se realizou e os principais resultados obtidos.

2. As origens.

Varios autores estudaram as ligacoes entre Teoria de Valorizagoes, Formas Quadréticas e
Cohomologia de Grupos e as ligagoes destes temas com a Teoria de Galois. No pardgrafo
anterior ressaltamos a importancia destes assuntos para a Teoria de Galois, no caso do
fecho quadratico de um corpo K. Na verdade o emprego destas conexoes nao se restringe
4 este dltimo caso. S6 a titulo de exemplo, dado um corpo K de caracteristica diferente
de dois, se K é o fecho separdvel de K ¢ G = G(K; K), o grupo de Galois de K|K,
Delzant estabelece em [D] uma conexao entre G e a Teoria das Formas Quadréticas
sobre K, obtendo um isomorfismo natural entre os anéis de Witt-Grothendieck de G e
de K.

No caso do fecho quadraitico, se K for “C-corpo” ou de “classe C”, isto é, um corpo
rigido (ver definigao (I.3.1)) ou, equivalentemente, um corpo cujo anel de Witt W(K) é
isomorfo a um anel de grupo Z/nZ [G] com n > 0, Ware mostra em [W] que o grupo de
Galois G(K) da extensao K(2)|K, onde K é um corpo com |K*/K?| > 2 que contém
todas as raizes 2™-ésimas de 1, é abeliano, relacionando assim uma estrutura intrinseca

da Teoria de Formas Quadraticas com a estrutura de G(K).

Esse tipo de conexdo foi ainda estudado por Ware em [W1], [W5] e [W4]. Em [W1] por
exemplo, partindo dos trabalhos de Delzant ([D]) e Scharlau ([Sch]), Ware obtém que,
se —1 nao for quadrado no corpo K, entdo a estrutura de G(K) determina a do anel
de Witt W(K) e, além disso, se K e F sao corpos com G(K) = G(F) mas com anéis
de Witt W(K) e W(F) ndo isomorfos, entdo —1 é um quadrado em um dos corpos e

é soma de dois quadrados no outro e mostra, ainda nesse trabalho, que um corpo K é



“de classe C” se o grupo G(K) é “quase abeliano”, isto é, existe uma seqiiéncia cxata

de pro-2-grupos

1 » H » G(K) —— G(K)/H — 1,

sendo H um subgrupo normal fechado de G(K) e ambos, H e G(K)/H ,forem abelianos
(Ware usa o termo metabeliano para designar um grupo com esta propriedade). O
“Theorem” 4.1 desse artigo estabelece uma equivaléncia entre o fato de K ser C-corpo
e G(L) ser abeliano, onde L é o corpo obtido de K por adjun¢ao de todas as raizes 2"-

ésimas de 1, para n > 1 e o “Corollary 4.3” descreve as possibilidades para G(K).

No emprego da Teoria de Valorizagoes , trés “ingredientes” surgem naturalmente: Ele-
mentos Rigidos e Bdsicos, Anéis 2-henselianos e Anéis Compativeis. Um elemento a do
corpo K, a ¢ +K? é rigido (o termo elemento rigido é de Szymiczeck ([Szy])) se a
forma quadrética (1, a) s6 representa elementos de K2U aK?, onde K? é o conjunto dos
quadrados ndo nulos de K. Como observa Ware em [W2], geralmente associados aos
elementos rigidos existem anéis de valorizacdo A, com a propriedade de compatibilidade
com os quadrados, de forma que os elementos cujos valores nao sejam 2-divisiveis sao
rigidos e, num certo sentido, a “maioria” dos elementos rigidos ocorre assim. Para um
anel de valorizagdo A do corpo K, no caso de K ter caracteristica diferente de 2, a
compatibilidade mencionada se expressa por 1 + my C K? (onde m, é o ideal maximal
de A), esse conceito é mais forte que 2-henseliano e nos serd muito dtil. Em [W2] é
desenvolvida uma técnica de constru¢ao de anéis de valorizagao compativeis, a partir
de subgrupos de K* que contenham o grupo dos elementos bdsicos. Um estudo mais
completo dessa técnica é feito em [AEJ], onde os autores obtém resultados fortes quanto
a existéncia e classificagdo de anéis de valorizacdo compativeis que foram fundamentais

para o nosso trabalho (para maiores detalhes reportamos o leitor ao §3 do capitulo I).

As principais fontes de consulta utilizadas foram, além dos artigos citados, os livros texto
[E] e [Rib] para Teoria de Valorizagoes, [R] e [S] para grupos profinitos e Cohomologia
de Grupos e [L1] para o estudo de Formas Quadriticas.

i



3. Desenvolvimento do trabalho.

Para nosso trabalho é relevante o fato de o grupo de ramificacdo de um anel de valo-
rizacao nao diddico ser trivial ([E}, 20.18 pg.167) e assim o grupo de inéreia ((El, pg.
146) é abeliano. Mostraremos que para a “maior parte” dos corpos o grupo de inércia

de um anel de valorizagdo conveniente é o maior subgrupo normal abeliano de G(K).

A basc de nossas investigacoes consistin na obtencao de anédis de valorizacdo com-
pativeis, ndo diadicos, “minimos”, cujos grupos de inércia associados desempenhassem o
papel de “delimitadores” de subgrupos abelianos de G(K'). Ele é, quase sempre, o maior
subgrupo abeliano normal de G(K). Para isso foi necessirio, em primeiro lugar, uma
investigacdo acurada dos anéis de valorizagdo 2-henselianos de K, de forma andloga
ao estudo feito em [EE], onde os autores classificam os anéis de valorizacdo henselianos,
quanto a ordem dada pela inclusdo e a relagdo desta com a estrutura dos corpos de
residuos. Exemplificando: no nosso trabalho os anéis 2-henselianos cujos corpos de
residuos nao sejam quadratico separavelmente fechado formam um conjunto totalmente
ordenado pela inclusao, enquanto os que tém corpos de residuos quadritico separavel-
mente fechado formam um conjunto dirigido segundo esta ordem (Proposigao (1.2.15)).
Embora os resultados de [EE] tenham um cardter mais geral, ja que os resultados sdo
validos no fecho algébrico, foi necessdrio adapta-los, pois a hipétese 2-henseliano é mais

fraca que a hipétese henseliano.

O caso geral teve por base o “Theorem” 3.6 de [W4] (Teorema (111.2.1)): Se K é um corpo
com mais de duas classes quadrdticas entdo uma condicdo necessdria e suficiente para
que G(K) seja abeliano é que o conjunto dos elementos basicos coincida com o conjunto
dos quadrados nao nulos de K e que todas as raizes 2"-ésimas da unidade estejam em K.
Usando a existéncia do anel de valorizagdo “adequado” O dado por (1.3.7), concluimos
que, no caso de K satisfazer as condigbes equivalentes acima, entdo G(K) é isomorfo

a GT(O; K) ou a GT(O; K) x Zj.



Se G(K) possui um subgrupo abeliano normal de posto pelo menos dois, esse resultado
mostra a existéncia de uma subextensao normal de K(2)|K que possui umn anel de valo-
rizacao  2-henseliano  proprio. Adaptando de maneira conveniente a téenica usada por
Engler em [En], obtivemos um teorema de descida para anéis de valorizacdo 2-hense-
lianos  que, no easo acima, nos permitiv deduzicr a existéncia do anel 2-henselinno  no
proprio corpo K. Por outro lado, se os subgrupos normais abelianos de G(K) tém posto
um é possivel descrever, através de geradores e relag¢des, o grupo G(K), caso G(K) nao
scja abeliano, conforme estabelece o Teorema (11.2.4). Em dois dos trés casos descritos
pelo Teorema (11.2.4), precisamente naqueles em que K nio é formalmente real, foi
possivel mostrar (Corolario (I1.2.5)) que o maior subgrupo abeliano normal de G(K) é

o grupo de inércia associado a um anel nao diadico.

Finalmente, como aplicagio desses resultados, generalizamos resultados de Ware ([W],
Theorems B, C) e estabelecemos uma correspondéncia entre os subgrupos abelianos
de G(K) e subgrupos de K* que contenham o subgrupo dos elementos basicos de K.
Obtivemos ainda novas cotas para o posto méximo atingido pelos subgrupos abelianos
de G(K), ou seja, para o invariante a(K) (ver Defini¢ao (III.3.8)) definido por Ware em
[W4].



Carituro I

VALORIZAGQOES

1. Introdugao.

Neste capitulo adaptamos, de maneira apropriada, alguns resultados de [En], [EE] e de
[AEJ]} para o estudo de anéis de valorizagdo de um corpo, “indecompostos’no fecho
quadrético desse corpo (ver [E], Chapter III, pg. 96). Esses anéis serao chamados 2-hen-
selianos (ver Definicdo (I.2.1) abaixo) e algumas de suas propriedades serdo estudadas

no préximo paragrafo.

No paréagrafo 3 estudamos os anéis de valorizagdo “compativeis” com os quadrados do
corpo ou K2-compativeis. Para anéis com corpo de resfduos de caracteristica diferente
de 2, as nogoes de K2-compativel e 2-henseliano sdo equivalentes. Por outro lado, se
apenas a caracteristica do corpo de fragoes do anel é diferente de 2, esses anéis sdo uma
subclasse dos andis 2-henselianos . De uma mancira geral eles sao mais apropriados
a0 nosso trabalbo. Os resultados sobre anéis K%-compativeis decorrem de resultados

extremamente fortes contidos em [AEJ] e so essenciais para o trabalho.

Ainda nesse paragrafo estudamos a existéncia de anéis K2-compativeis em um corpo

através do conjunto de seus elementos “bdsicos” (Teorema (I.3.6) e Proposigao (1.3.8)).

Notagoes: Se A é wum anel de wvalorizacdo do corpo K, denotamos
por A*, my, K4 e I'y o grupo das unidades, o ideal maximal, o corpo de residuos e
o grupo de valores de A respectivamente. Também denotamos por v4 e ¢4 a valorizacao

e o place canonico respectivamente, associados a A. Se ¢(K4) # 2, diremos que A4 é nao



2 VALORIZACBES

diddico.

Denotaremos por K? o conjunto dos quadrados ndo nulos do corpo K. Dado o corpo K,
se 2 é o fecho algébrico de K, entdo o fecho quadrético de K, denotado por K(2), é a
reunido de todas as extensoes galoisianas de K, com grau poténcia de 2. K(2)|K é uma

extensao galoisiana e denotaremos por G(K) o grupo de Galois G(K(2); K).

2. Anéis de valorizagao 2-henselianos.

(1.2.1) Definicdo ([B], [Br]). Um anel de valorizacdo A do corpo K é 2-hense-
liano se A admite uma iinica extensdo a K(2). Denotamos por A a itinica extensdo

de A a K(2) e por v4 aiinica extensdao de vs a K(2).

Para uma melhor compreensao dos anéis de valorizagdo 2-henselianos , apresentamos

uma caracterizacao desses anéis, devida a Brocker.

(1.2.2) Proposicio (Lema de Hensel [Br] (1.2)). Seja A um anel de valorizagao

do corpo K. Entao as seguintes afirmacées sdo equivalentes:

(a) A é 2-henseliano .

(b) Para todo polinémio f(X) € A[X] de grau 2, tal que f(X) tenha 2 raizes
distintas @ ¢ b em K, , existem x e y em A, rafzes de f(X), tais que =

dey=>bl

Embora as demonstragoes de (1.2.3), (I.2.4) e (1.2.5) sejam conhecidas em forma bem

mais geral, vamos inclui-las para tornar o texto mais auto-suficiente e também pela
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simplicidade das provas no presente caso.

Para cada b ¢ K* escolhemos, em K(2), um clemento que denotamos por /%) que sa-
tisfaz (b!'/2)? = b.

(1.2.3) Lema (Krasner). Seja K uin corpo com ¢(K) # 2, A um anel de valoriza¢ao
2-henseliano de K, a € K* e a = 74(2a/?). Se ¢ € K* e v4(c!/? — a!/?) > a, entdo
K(a'?) C K(c'/?).

PROVA. Se a € K2, entdo K(a'/?) = K e nio hé nada a provar. Sejaa€ K*\ K?eo €
aut{ K (c'/2,a'/?); K(c'/?)). Logo,
o(a'? = 1) = g(a)/?) — (/2.
Como A é 2-henseliano , v4.0 = vz ([Rib], Théoréme 1, pg.166); assim
va(o(a'’?) — 2 = 51(a'? - /) > «.
Ti(o(a'?) — a'2) = Ti(a(al?) + &2 — /2 — (a112))
> min{ 5a(o(a'/?) - (%), 7a((a'?) = /) } > a
Mas o(a'/?) = a'/? ou —a'/%. A segunda hipétese nos da v4(2a'/?) > a, o que contradiz
a escolha de a. Assim a!/2 € K(c!/?).1

O lema a seguir é uina versido da “Proposition” 8 de ([Rib], pg. 195) para anéis 2-hen-

selianos e polindmios de grau dois que acrescentamos para facilitar a leitura.

(I.2.4) Lema ([Rib] Proposition 8, pg. 195). Sejam K um corpo e A um anel de
valorizagao 2-henseliano de K. Sejam f(X) = X’ +a X +ape g(X) = X2+ b X +
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by polinémios separdveis de K[X]. Se v € I'y é suficientemente grande e
UA(f - g) = min{ 'UA(G'I e bl)’ ’UA((I() - b())} >
entao f(X) é irredutivel sobre K se e somente se g(X) o for.
PROVA. Seja L o corpo de rafzes do polinémio f(X)g(X). Entao L|K é galoisiana

finita e, como A é 2-henseliano , A admite um unico prolongamento A’ a L. Por ([Rib],

Théoréme 1, pg.166) se o for um K-automorfismo de L, entdo vy.o0 = vy,

Suponha que f(X) tenha raizes z; e 3 em K e seja a = va(x; — Z2). Sejam 3 e 1 as
raizes de g(X) em L. Pela propriedade da “continuidade das raizes” (|Rib}, Proposition

7, pg. 191) podemos supor que y; e Y estao enumeradas de maneira que
va(yi—z) >a<s=>i=j i=12
Temos entao
var(o(y) — ;) = va(o(y) — o(z5)) = vaoo(yi — ;) = va(y — z)

Vi,7 = 1,2 e portanto g ¢ 1 € K e isto encerra a prova. i

(1.2.5) Corolario. Todo corpo que contenha 2 anéis de valorizacao 2-henselianos in-
dependentes é quadratico separavelmente fechado.

PROVA. Seja K um corpo, A e A’ anéis de valorizacdo 2-henselianos independentes de K.

12 Caso ( o(K) #2).
Sejaae K* ,y>0em 'y e ;4 > 0 em I'y, satisfazendo

v > 2u5(2a!?) e % > 20(2) > 0.
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Como A e A’ sdo independentes existe, pelo Teorema da Aproximacdo ([E], 11.16, pg.
80), um elemento d € K* tal que

va(d—a) > ye va(d—1) > 7.

Como 3 > 0, va(d) = va(d —1+1) = min{va(d —1),v0(1)} = va(l) = 0.
Como (dl/“’)2 = d, segue que vy (dl/z) = 0, o que implica vy (2dl/2) = vy (2) +
ww (d'/?) = vy (2). Assim, temos v > 20 (2d'/2) que é a hipitese de (1.2.3).

Sejam v a extensdo de v4 a K(a'/?) e v' a extensdo de vy a K(d'/?). Como 1 —d =
(1 — d*/2)(d"? + 1), temos que

o'(1—d) =o' (1 - d") +'(d'/? +1).
Se ¢ for um K-automorfismo de K(d'/?), o # id, entdao o(d'/?) = —d'/?, resultando

(1 —d'?) = Jd?+1)

e finalmente 20’ (1 — d'/?) = v'(1 — d) > 5 > 20'(2) = 204(2d'/?)

o que, pelo Lema (1.2.3), implica d'/2 € K. Como a—d = (a'/?)2—d, novamente 2v(a'/2 -
d'/?) = v(a —d) > v > 2v(2a"/?). Assim, a'/? € K.

22 Caso (¢(K) = 2).
Queremos mostrar que, se f(X) = X2 + X + ¢ é um polinémio separavel sobre K, en-
tao f(X) se fatora em K[X]. Para cada v > 0 em I'y e 4 > 0 em I'y, existe, pelo

Teorema da Aproximagao , ¢; em K, tal que
va(e) > ve valey —¢) > .

Se v e v, forem suficientemente grandes, por (1.2.4) f(X), p(X) = X2+ X +¢ e ¢(X) =
X?+ X tém, em K[X] o mesmo tipo de fatoragio. Portanto f se fatora em K, como
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desejado. §

Neste ponto fazemos um estudo da situagdo oposta, isto é, dos anéis de valorizacao
anti-2-henselianos , conforme a definigio a seguir. Para isto necessitamos da definicao
de grupo e corpo de decomposigao , conforme ([E], pg. 109-110), para 0 nosso caso.
Se D é um anel de valorizagdo de K(2), entao o grupo de decomposi¢do de D sobre K é
definido por

G*(D;K) = {0 € G(K)|o(D) = D}

¢ o corpo de decomposigio de D sobre K, K?(D; K), é o corpo fixo de G¢(D; K).
K%(D; K) é a 2-henselizagio de A = DNK, isto é, a menor subextensdo L de K(2)|K tal

que o prolongamento DN L de A a L é 2-henseliano .

Necessitamos também de um estudo dos grupos de inércia, conforme descrevemos a
seguir. Seja D um anel de valorizagio de K(2), onde K é um corpo. O grupo de inércia
de D sobre K (cf. {E}, pg.146) pode serdefinido por

GT(D;K) = {0 € G?(D; K)|ox — € mp,Vx € D)

SeA=DnNnKe
¢: G(D; K) —— G(Kp; Ka) = G(K.)

é o homomorfismo que satisfaz ¢p .0 = ((6).¢p, para todo o € GZ(D; K) entao, con-
forme ([E], Theorem 19.1), o micleo de ¢ é exatamente G'(D; K) .

Dado D, anel de valorizagdo de K(2), se A = DN K e se p é o expoente carac-
teristico do corpo de residuos de A, isto é, p = 2 se ¢(K4) = 2 e p = 1 caso contrario,
entdo existe um homomorfismo “natural” de GT(D; K) em um grupo de p-caracteres do
grupo de torsao I'p/I'4, cujo nicleo é o grupo de ramificagio de D sobre K, denotado
por GY(D; K). A seguir faremos uma breve descricio da maneira pela qual esse grupo

é construido.
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Para cada o € G(K), a aplicagdo z — Z£ é um endomorfismo de K(2)*, cujo nucleo é

K* e temos que esta aplicacio induz um homomorfismo de K(2)*/K* em D*, denotado
por OJo, que satistaz
Opeo) - Op.(p-Do), pura todos p, o ¢ G(K)

(ver [E], pgs. 157/8).

Por ([E], Theorem (20.5)), para todo o € GT(D; K) existe ¢ € Hom(I'p/I'4.Kp) (=

grupo de caracteres de I'p/I'4 em Kp) tal que o diagrama

do
K@)\ /K* —2, D*

S

I'p/Ta » Kp

SR

¢ comutativo ¢ ¢ —» ¢ ¢ um homomorfismo continuo
v, G,(D; K) — HOTIL(F[)/FA,’CI)).

O nicleo de ¥ é precisamente GY(D; K). Por ([E], (20.18), pg. 167), GY(D;K) é o
tinico p-Sylow subgrupo de GT(D; K). Em particular, se p = 1 (por exemplo, se D nio
for diddico), entdo GY(D; K) = {id} e consegiientemente GT(D; K) é isomorfo a um

grupo de caracteres e portanto abeliano.
O corpo de ramificacio de D sobre K é o copo fixo de GY(D;K) e é denotado

por KY(D; K).

A demonstragio  do teorema (1.2.6) a seguir adota as mesmas linhas da demonstracin
do Theorem 2.2 de [En].
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Como na literatura, se C e C' s3o subanéis de um anel A, o compdsito de C e (7,

denotado por C.C’ é o menor subanel de A que contem C e C'.

(1.2.6) Teorema. Sejam K um corpo, C e C' andis de valorizacdo incompariveis
de K(2) ¢ D = C.C'. Entao vale:

G*(C; K)n G%(C'; K) = GT(C; K) n GT(C'; K) = GT(D; K).

Prova. Ce C'CD = GT(D;K) € GT(C; K) n GT(C"; K) € G%(C; K) n G%(C"; K).
Seja E o corpo fixo da intersecio GZ(C; K)NG%(C;K),A=CnEe A =CNE.

Se C e C' forem independentes, queremos mostrar que G (C; K)YN G*(C"; K) = {1} .
Da Teoria de Galois, temos que E contém os corpos de decomposicao relativos a C' e
a C'; logo, A e A’ sao 2-henselianos . Neste caso, como D é o tnico prolongamento
de AA" a K(2)e,como Ae A" C AA', segue que C e C' C D. Portanto D = K(2) e

também A.A' = E. Assim, por (1.2.5), segue-se que E = K(2), o que termina a prova.
Agora suponha D = C.C' # K(2) e seja B=DNE.
Temos que O (O).op () - Ky,

portanto, pelo caso anterior GZ(¢>,)(C); Kg)N GZ(¢>D(C'); Kg) = {1}.

Mas ((G#(C; K)) € G”(9p(0); Kp) e ((G?(C; K)) € G? (¢(C'); Kp).

Portanto temos que ((G?(C; K) N G?(C'; K)) = {1}. Mas GT(D; K) é o niicleo de (,
conforme observacdo anterior a (1.3.6), ou seja, GZ(C; K)N G#(C'; K) C GT(D; K).§

Umna conseqiiéncia deste ltimo teorema é o seguinte teorema de descida para anéis de

valorizacao 2-henselianos,
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(1.2.7) Teorema. Seja N|K uma extensdo normal, com NG K(2). Suponha que exista
em N um anel de valorizagdao 2-henseliano proprio C tal que CN K néo seja 2-henselia-
no. Entao existe D, um anel de valorizagdo proprio de N, contendo C, tal que DN K é
2-henseliano e K 7‘(5; K) C N. Além do mais, D pode ser escolhido minimo no sentido
de que D C D', para todo ancl de valorizacdo D' de N tal que CGD' e D' N K é
2-henseliano.

PRrROVA. G(N) = G(K(2); N) C G*(C; K). Sc B é um prolongamento de CNK a K(2),
entdo existe 0 € G(K) tal que B = oC e portanto G%(B;K) = oG?(C;K)o~".
Mas G(N) 9 G(K) e obtemos que G(N) C G?(B; K) também. Desta forma,

G(N) C G(C; K)n G*(B; K) = G'(C.B; K),

pelo Teorema (1.2.6).

Seja 3 o conjunto de todos os prolongamentos de CN K a K(2) e tome D = U&B,
para todo B € 3.

Como { C.B: Be 3} é uma familia totalmente ordenada pela inclusio, pois todos

esses anéis contém 6’, temos que D= BLeJa C.B é um anel de valorizagdo de K(2) com

ideal maximal mp = Verifica-se, usando a defini¢ao de grupo de inércia

BDB me.p:
(pg- 6) que GT(E; K) = BOH GT(éoB;K). Segue-se entdao que G(N) C GT(ﬁ; K)e
portanto GT(D; K) # {1}. Logo DN K é anel de valorizagdo préprio de K. Por outro
lado, D contém todos os K -conjugados de C. Afirmamos que D = DN K é o anel de

valorizacao 2-henseliano de K que estamos procurando.

Seja 7 € G(K). Como D contém C e 7 1C, temos que 7D contém C. Logo D e 7D sio

compardveis e, sendo K conjugados, sio iguais.

Se D' é um anel de valorizacdo 2-henseliano de N, C C I e tal queD'NK é anel de valo-
rizagao 2-henseliano de K, entao D’ contém todos os prolongamentos de CNK a K(2).

Concluimos da construgao de D que D C D' e assimn D C D', como queriamos. j§
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(1.2.8) Definigdo. Chamamos um anel de valorizacdo A de K de anti-2-henseliano
se K%(D; K) = K(2), onde D é uma extensdo de A a K(2).

(1.2.9) Proposigao. Sejam K um corpo quadrdtico separavelmente fechado e A um
anel de valorizacao de K. Entao K4 = Ka(2) e [y = 2I'4.

PROVA. Sejam L extensdo de K4 de grau 2° e A um grupo totalmente ordenado
com I'y C A e tal que (A : I'y) = 2. Conforme ([E|, Theorem 27.1, pg. 206), e-
xiste L|K separavel com grau 2*'". Logo, s +r=0e, assim, L=Kge [y = A}

(1.2.10) Defini¢ao. Dizemos que A ¢ sem defeito em K(2) se, para todo corpo inter-
medidrio K C L € K(2), com [L : K] < 0o, vale a ignaldade fundamental

[L : Kl = Z: (“Ulh'fl)“\'s

Dep(L;A)

conforme ([E], pg. 133), onde ey 6 o indice de ramificacdo (eyw = |I'n/T4|) € fox €
0 grau residual (grau da extensdo K,|K,) ([E], pgs. 98 e 99) e 3(L; A) é o conjunto de
todos os prolongamentos de A a L.

(1.2.11) Proposicdo. Um anel A €é anti-2-henseliano se, e somente se, Ky =
KA(2), Ty =24 e A é sem defeito em K (2).1

(1.2.12) Proposi¢ao ([Br], Lemma 1.3). Scjam A e A’ anédis de walorizacao
de K, A' C A. Entdo Ky = K,,ay e A’ é 2-henseliano se, e somente se, A e ¢4(A") sao

2-henselianos. §
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(I1.2.13) Proposigdo. Sejam A e A' anéis de valorizacio proprios de K. Se A e A’ sido

independentes e A é 2-henseliano, entao A' é anti-2-henseliano.

PROVA. Se L é a 2-henseliza¢do de A', entdao quaisquer prolongamentos de A e A’ a L sao
independentes. Por (1.2.5) L = K(2).8

A proposi¢ado seguinte é uma generaliza¢do parcial do Corolério (1.2.5).

(1.2.14) Proposigiao ([EE] Proposition). Sejam B e B’ anéis de valorizacdo proprios
incomparéveis de K, sendo B' 2-henseliano. Entdo Kg é quadraticamente fechado.

PROVA. Se A = B.B', entdo ¢4(B) e ¢4(B’) sdo independentes e ¢4(B’) é 2-henseliano
e, conseqiientemente, ¢4(B) é anti-2-henseliano por (1.2.13) e Kp = Ky, (p) por (1.2.12)

e isto conclui a prova pois Ky,(p) é quadraticamente fechado, por (I1.2.11). 8

Seja H(K) o conjunto de todos os anéis de valorizagio 2-henselianos do corpo K. Para

uma descri¢do completa de H(K), procedemos como em [EE] e escrevemos

H(K) = H(K) UHAK),

onde H\(K) = { A € H(K)|K4 ndo é quadratico separavelmente fechado }

e HAK) = { A € H(K)|K4 é quadritico separavelmente fechado }.

As Proposigoes (1.2.15) e (1.2.16) e o Corolério (1.2.17) refletem propriedades interes-
santes de H(K) , Hi(K) e H{K) e sdo demonstraveis exatamente como em [EE], visto
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que os resultados 14 utilizados em suas provas também foram obtidos acima para os anéis
2-henselianos ((1.2.9), (1.2.11) e (1.2.14)).

(1.2.15) Proposicao ([EE], Corollary 1).

(a) Scja A € H(K) e seja C um anel de valorizagdo de K. Se A C C, en-
tao C € H(K).

(b) H{K) satisfaz (a) e é uma classe totalmente ordenada pela inclusio.

(c) Sejam A e C anéis de valorizacio de K. Se A € H{K) e C C A, en-
tdo C € H{K). Se A e C € H{K), entdo D = A.C é também um elemento
de H{K) e portanto H{K) é um conjunto dirigido.

(d) Para todos A; € Hi(K) e Az € H{K) temos que A;GA,.B

Observagao : Em [EE] os autores resumem a propriedade (a) da Proposi¢do ante-
rior, dizendo que H(K) é uma “upper class” e, analogamente, a primeira parte da

propriedade (c), dizendo que HA{K) é uma “lower class”.

Como em [EE], obtemos da proposicao (I.2.15) que Ay = [ 4, para todo A € H|(K),
e, s¢c H{K) # 0, Ay = UA, para todo A € H{K), sio anéis de valorizacio de K e

satisfazem a seguinte proposicao :

(L.2.16) Proposicdo ([EE] , Corollary 2).

(a) Ag € H(K) e Ay € H\(K) se, e somente se, H\(K) possui um menor elemento.
Em particular isto ocorre se H{K) é vazio.

(b) Se H{K) é ndo vazio, entdao Ag é o maior elemento de H{ K) e temos que Ag C
Ay, e nao existe anel estritamente entre Ay e Ay . Além disso, Ag) = Ag se,
e somente se, Ag & H\(K).11

(1.2.17) Coroldrio.

(a) K4 é quadraticamente fechado para todo anel de valorizacdo A, de K, tal
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que A € H\(K) e A nao seja subanel de Ay, .
(b) Se H{K) # ¢ e A for anel de valorizagao de K, entao K 4 nao quadraticamente
fechado implica A € H(K)U{Ag }.B

3. Anéis K’-compativeis — elementos rigidos e bdsicos.

Neste pardgrafo usaremos os conceitos de elementos rigidos e bdsicos, segundo [W2] e
[AEJ], isto ¢, chamaremos um elemento a € K, a ¢ +K?2, rigido se x*+ay? € K*UaK?,
para todo x,y € K. O clemento a serd chamado birrfgido se a e —a forem rigidos. O
conjunto de todos os elementos nao birrigidos serd chamado conjunto dos bdsicos e sera
denotado por B(K) e é wmn subgrupo de K*, por (|[W2], proposi¢ao 2.4). Usaremos
também o simbolo B para B(K). O corpo K seri chamado excepcional se B(K) =
+K?% e, ou —1 € K? ou entdo K? for aditivamente fechado.

(1.3.1) Definicio ([AEJ]). Um anel de valorizagio A de K é K2-compativel se

1+ my C K2

(1.3.2) Observagao. Se ¢(K) # 2, entdao um anel de valorizagao K2-compativel ¢é
2-henseliano, segundo ([W2], Lemma 4.3). A reciproca vale se o anel é ndo diddico, pela
proposigiio  (1.2.2).

Em ([AEJ], §2) os autores constroem anéis de valorizacdo KZ?-compativeis de um

corpo K, a partir de subgrupos H de K*, que satisfacam

+K*C BC H C K*,
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do seguinte modo: sejam
O(H)={zcKlz¢H e 1+xecK?});
Ot(HY={ze K leeH e zO (H)CO (H)};
OH) =0 (H)u O'(H).
O(H) nao é necessariamente um subanel de K, contudo o Theorem 2.16 de [AEJ] estab-
elece a existéncia de um subgrupo H de K* talque H C H, (H : H) < 2e¢,se A = O(H),
entdao A é um anel de valorizacdo KZ2-compativel de K, satisfazendo A*K? C H. Além

-~

disso, o teorema afirma que H = H, a menos que K seja excepcional.

O §3 de [AEJ] se inicia com o Lemma 3.1 que estabelece que, se A = O(H) é um anel
de valorizacao de K, entao v4(H) nio contém subgrupo convexo nao trivial de I's.
Em seguida, no mesmo paragrafo, é feito um estudo dos anéis K- “coarse” que por
conveniéncia chamamos de“ K2-finos”, conforme defini¢io a seguir. Conforme ([AEJ],
3.8), se existe A K?-fino, ento existe um menor K2-fino que, como ¢ dnico, chamaremos

de “o fino”.

(1.3.3) Definigao ([AEJ]). Um anel de valorizagdo A de K é “K*-fino” se v4(K?) =
v4(A*K?) ndo contém subgrupo convexo nao trivial de I'y. Ao menor K?-fino de K

chamaremos de “o fino” e sera denotado por O(K) ou simplesmente O.

(1.3.4) Proposigio. Assumindo-se H{K) # 0 e que existe Ay € HyK) K2-compativel
e tal que Ao # Ap se Ay ¢é diddico, temos:
(a) A€ H{K)= A'GK>
(b) A é K*-compativel < A € H(K).
(¢) Sc existe A em HAK) tal que ¢(K4) # 2 e 'y ndo contém subgrupo isolado
2-divisfvel ndo trivial, isto é, A ¢ K*-fino, entio A = Ap = O, onde O é o fino.
(1) B=K?e¢-1€ K%

PROVA. Se K(2) = K nao hd o que demonstrar; assim, assumimos K # K(2).
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Como Ay C Ap temos que my, C my,; portanto, Ap é K 2_compativel também.

Observagao 1: HyK) esta em correspondéncia bijetora com o conjunto de todos os
anédis de valorizacido de KIA@J , sendo que A('Z) corresponde a K Ay~

Temos dois casos a considerar:

12 Caso. K, ¢ extensio algébrica de um corpo finito. Neste caso, pela observagio
1, H{K) = { Ay }. Além disso, como K, ¢ perfeito e quadratico separavelmente fe-
chado, é quadraticamente fechado e assim IC?,@ = K},- Por outro lado, 1 + my, =
(14 may)?, pois Ag é K*-compativel e 1+ my, C K?. Desses dois fatos e também do
fato de K, ser grupo quociente de Af, com miicleo 1+ my,, resulta A% = (AEZ))2 C K2
Fica assim provado (a).

Para provar (b), basta lembrar que se A € H(K), entdo Ay C A por (1.2.15)-(d)
(HAK) = { Ag }) e, portanto, A é K? -compativel. Por ([W2], Lemma 4.3), ¢(K) #
2 implica A € H(K) se A for K%-compatfvel.

As provas de (¢) e (d) serao feitas juntamente com o 22 caso.

22 Caso. Sc K, nao é extensao algébrica de um corpo finito.

Dado A € H(K), se A € H|(K) temos Ay C A, o que implica 1 + m4 C 1+ my, C
K? e A ¢ K*compativel.

A seguir, vamos considerar duas possibilidades: Se ¢(Kga,) # 2, entdo K,, é quadra-
ticamente fechado e como Ag é K 2_compativel resulta AEA C K?*, usando o mesmo

raciocinio acima para os grupos envolvidos.

Se A € HAK) entdo A* C Ay C K? e também 1 4+ myg C K? jd que 1 + my C A"
Assim, A é K*-compativel . Logo para o caso ¢(Ky,) # 2 estdo provados (a) e (b).
Vejamos agora o caso ¢(K4,) = 2. Como ApG Ag, temos que ¢4, (4o) é K5 ,-compativel

e, pelo Lema (1.3.5), K, = IC%@ e, como Ag é K?- compativel, novamente Ay CK 2 e
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demonstramos (a) e (b) como no caso anterior.
Provas de (c) e (d):

(c) Como existe A K2-fino, existe, por ([AEJ] 3.8), O tal que O é o fino, com ¢(Ko) # 2.
Se Ag C O. Seja Ay = |J 4, para todo A subgrupo isolado de I', AG2T, onde I' = I'y,.
Seja A 2 Ag anel de valorizagio de K tal que I'y = I'/ Ay, conforme ([E], Theorem 7.4,
pg. 49).

Afirmacdo. ['4 nao contém subgrupo isolado 2-divisivel nao trivial.

Sejam A subgrupo de I'y 2-divisivel e p : ' —— I'4 a projegao candnica. Entdo

Ao C o N (A) C o 1(2Ty) = Ay +2I' = 2T
Assim, pela construgdo de A, temos Ay = ¢ "1(A), ou equivalentemente A = {0 }.
Se O C Agy, da, (O) C K4 tem grupo de valores A, 2-divisfvel, por (1.2.9). Mas
existe Ag subgrupo de I'p tal que Ag = A e [0/Ap = I'. Como O ¢ o fino, resulta
que Ay = {0} e O = Ap.
Em K4 temos que (p4(Ag)*) € K% pelo ftem (a) acima e T a(Ap) = Qo que é 2-divisivel,
resultando K¥% = K% também.
Como ¢(Ko) #2 e O C A, ¢(K4) # 2. Assim, K4 é quadraticamente fechado, o que
implica A € H{K), ou seja, Ag = A = O e isto completa a prova de (c) neste caso.
(d) Por ([AEJ], 1.9(1) pg. 5 ou introdugdo ), B C Ay, K* = K%. Mas como K? C B,
segue B = K2. Como —1 é bésico, —1 € K2.3

(1.3.5) Lema. Se ¢(K) = 2 e A é anel de valorizacdo K?-compativel com A # K,
entio K? = K*.

PROVA. Se z € my, entdo 1+z € K?, o que implica que z = (1+z)+1 € K2+ K* C K2

Sex g maex ) € my, temosquez! € K2, ouseja,z € K2 Sex € A eye my, y#£0,
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entdo xy € my, donde xy € K?, y € K?, resultando assim x € K2.

O teorema (1.3.6), a seguir, tem demonstra¢do andloga & da proposicao (1.3.4), uti-
lizando (JAEJ] 1.9, 3.8 ¢ 3.9). Esse resultado ja foi parcialmente enunciado quando in-
troduzimos O, mas devido a grande importancia para nosso trabalho vamos apresenté-lo

de maneira mais detalhada.

A proposi¢ao (1.3.8) é conseqiiéncia de (I1.3.4) e de (1.3.6) e ambos, (1.3.6) e (1.3.8), sdo

fundamentais para o restante do trabalho.

(1.3.6) Teorema. Scja K um corpo e suponha que exista A em H(K) tal que ¢(Ka) #
2 ¢ I'y # 2I'y. Entdo existe O (o fino de K )satisfazendo:

(a) BC O'K? e (O'K? : B) < 2. Além do mais, se K ndo for excepcional,
entio O*K? = B.

(b) (K% : B(Ko)) €2 e B(Ko) =K, se K nao for excepcional.

(¢) O é nao diadico e, portanto, GT((5; K) é um subgrupo abeliano normal
de G(K), de posto igual a r(K*/O*K?). Mais ainda, O € HAK) ou
entio HAK) = 0.

(d) Todo subgrupo isolado 2-divisivel de I'»y € trivial.

(e) Para todo A € H(K) tal que ¢(Ka) # 2 e 'y nao contém subgrupo isolado
2-divisivel néo trivial , O C A.

PROVA. Mostraremos primeiro a existéncia de um anel de valorizagao C de K que
¢ K%fino. Seja A o subgrupo convexo maximal de 2I'4 ¢ C o anel de valorizagio gue
contém A e que corresponde a I'y/A (cf. [E], Theorem 7.4). Por construciao, I'c satisfaz
a condi¢io acima. Como A C C e A é KZ?-compativel , C é K2-compativel, pela
observacao (1.3.2).

Por ([AEJ], Theorem 3.8), existe o anel O satisfazendo (d) e (e). ([AEJ], Theorem 3.9)
implica que O satisfaz (a) e ({AEJ], Lemma 4.4) implica O nao diddico. Finalmente, (b)
é conseqiiéncia de (a) e de ([AEJ], Proposition 1.9).8
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A proposigao (1.3.7), a seguir, fornece condic¢bes suficientes para a existéncia de um tal

anel de valorizacao A, usando o grupo B.

i

(1.3.7) Proposicdo . Seja K um corpo e suponha que (K* : B) > 2 ou que (K* :
B) = 2 e K nao é excepcional. Entado, existe um anel de valorizacdo 2-henseliano nao

diddico A tal que 'y nao é 2-divisivel.

ProvA. Seja H = B. Por ([AEJ], Theorem 2.16), existe um subgrupo HdeK',HC
H tal que A = O(ﬁ ) é um anel de valorizacdo K?-compativel de K, que satisfaz A* K? C
H. Com as hipéteses da proposigao, H # K"*, e, portanto, A # K e I'4 nao é 2-divisivel
pois, se z € K* \ H e v = vs(z), ndo podemos ter v = 2v4(y) = v4(?), caso contrario
terfamos zy 2 € A*, o que implica z € A*K? C H, contradizendo a escolha de z.
Suponhamos agora que A seja diddico. Logo, v4(2) > 0 e, como ¢(K) # 2, temos ¢(K) =
(). Como, pelo Lemma 3.1 de [AEJ], I'4 ndo possui subgrupo convexo 2-divisivel nao
trivial, se A for o subgrupo convexo de I'y gerado por v4(2), entdao A € 2I'y. Por
hipitese A # {0}. Assim, estamos em condi¢des de usar a técnica utilizada na de-
monstragdo do Lemma 4.4 de [AEJ]. Seja § € A, satisfazendo 0 < § < v4(4), obtido
conforine as observacoes a seguir.

Observagoes : (a) se v4(2) ¢ 24, tomamos § = v4(2);

(b) se va(a) € 2I'y e A € A\ (AN 2I,) satisfazem A < 2v4(2), tomamos § = A.

(c)se va(a) € 2s e A € A\ (AN2Iy) satisfazem A < nvg(2) para n > 2, tomamos § =
A= (n—2)vy(2).

Seja e € K*, com va(e) = 6. Entdo e € my, 1 +e € 1 + my C K? e portanto a
forma quadratica (1,—(1 + e)) é universal. Pelo Lemma 4.3 de [AEJ], temos K* =
D((1,—-(1 +e))) € {1,e {1 + ma)K? = K2 UeK? Mas isto contradiz a hipétese da
proposigao. [

(1.3.8) Proposicao. Assumindo-se a existéncia de O como em (1.3.6), temos:

(a) Se O € HAK) entido O = Ay, B = K?, e G(K) = GT(O;K) é um grupo
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abeliano.
(b) Seja A € H(K). Se A for ndo diddico, entdo é comparavel a Q0. Se A C O,
entio GU(A; K) = GT(O; K).

Prova. (a) Por (L.3.4), se O € HAK), temos O = Ay e B = K2 Como O é niw
diddico, por ([E], (20.11)-(a), pg. 161 e Theorem (20.12), pg. 163), G(K) = G"(O; K) é
um grupo de caracteres e portanto abeliano (ver pg. 6).

(b) Pela Observagiao (1.3.2), 4 é K%-compativel . Se A ¢ O fossem incompariveis, por
(|AEJ], Proposition 3.5), Ag conteria ambos e terfamos O € HfK) e a igualdade Ap =
O dada pelo item anterior, contra A e O incomparaveis.

Vejamos o caso A C Q. Por ([AEJ], Theorem 3.8 pg. 461), I'4 contém um subgrupo 2-
divisivel ndo trivial A, tal que I'o = ['4/A. Seja C a imagem de Aem Ko (2). Entao Cn
Ko é a imagem de 4 em Ko e tem grupo de valores isomorfo a A, portanto 2-divisivel.
Assim, CNKT(C; K¢) também tem grupo de valores 2-divisivel. Como ¢(K4) # 2 (K4 =
Ko(2)) e CNKT(C; Ko) é anel de valorizagdo 2-henseliano, tendo corpo de residuos qua-
draticamente fechado ¢ grupo de valores 2-divisfvel, segue-se que KT(C; Ko) = Ko(2).
Assim, KT(4; K) = KT(O; K) por ([E], 19.13) e isto encerra a prova, pois ambos os

andis sdo nao diddicos. §

Por coeréncia de exposicao colocamos o proximo resultado neste Capitulo, embora ele

s6 va ser utilizado no Capitulo III.

(1.3.9) Proposigao. Seja K um corpo satisfazendo:

(i) Existe uma extensao normal j)répria E de K, EGK(2).
(ii) Existe uma extensdao F' de K, F gE tal que F' contém um anel de valorizagao

2-henseliano nao diddico C, com ' 5 21¢.
Entao, K satisfaz as hipdteses do Teorema (1.3.6).

PROVA. CN E ¢ anel de valorizacio 2-henseliano nio diddico proprio de E. Por (1.2.7),

WE: L& w e
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P o
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existe um anel de valorizacao préprio D de E, CnE C D tal que DN K é anel
de valorizacdo 2-henseliano, sendo D = C N E, ou entdo K T(ﬁ; K) C E. D é nao
diadico pois CNECD. SeD = éﬂ E, a hipétese I'c # 2I¢ nos da que o grupo de
valores de DN K = CnN K nao é 2-divisivel. Por outro lado, se D # CnEeDnNK
tiver grupo de valores 2-divisivel, também D N K T(ﬁ; K) tem grupo de valores 2-divi-
sivel. Como D é nao diddico, por ([E], Theorem (20.12), pg. 163) KT(D; K) = K(2),
contradizendo KT(D;K) C E # K(2). Assim, A = D N K satisfaz as hipéteses de
(1.3.6).0

(1.3.10) Proposigao. Seja L|K uma extensio de corpos, L C K(2) e A um anel de
valorizacao de L tal que 'y nao contenha subgrupo isolado 2-divisivel nao trivial .

Entdo, AN K tem a mesma propriedade.

PROVA. Seja C = AN K. Como I'4/I¢ é um grupo com 2-torsdo, por ([E], 13.1),
segue-se que todo subgrupo isolado 2-divisivel n#o trivial de I'c é também subgrupo
isolado de I'; .8



Cariruro 1I

Subgrupos Abelianos Maximos de Posto 1

1. Introdugao.

No capitulo III fazemos um estudo dos subgrupos abelianos de G(K) e estabelecemos
que, para todo corpo K, G(K) possui um maior subgrupo abeliano normal Y (I11.2.6).
Para um tal Y existemn duas opgdes , ou 4 & GT(O; K) onde @ é dado pelo Teorema
(I.3.6) (se O ¢ nao diddico, lembramos que GT(CB;K ) é um grupo de caracteres), ou
entdao Y = GT(O; K) x Zs.

Neste capitulo estudamos os corpos K cujos subgrupos abelianos normais tém posto
no maximo 1. O Teorema (I1.2.5) fornece uma classificacao  de tais corpos.  Esta
classificacao  foi feita utilizando o homomorfismo natural ¢ : G(K) —— Aut(U).
Se I'm(y) = Zy, obtemos duas das trés possibilidades (a outra delas corresponde
a K ser K (2)-pitagdrico) e, aplicando o Teorema (1.3.6), deduzimos (Corolario (11.2.6))
que, nesta situagio, se K nao é K(2)-pitagdrico, entao G"'(é; K) é o maior subgrupo
abeliano normal de G(K). O Teorema (11.2.5) é complementado com exemplos em
(I1.2.7).Observamos também que o caso em que a caracteristica de K é dois nao é inte-

ressante, conforme estabelece o Corolario (11.2.8).

Notagoes: Usaremos o simbolo Z, para denotar o grupo aditivo dos inteiros 2-adicos
(algumas vezes ficard claro o uso da estrutura de ancel e nao faremos qualquer mengao
explicita a isto).

Se G ¢ um pro-2-grupo e S € G, denotamos por <S> o subgrupo fechado gerado (no
sentido topologico) por S e, se S for um conjunto finito, digamos, S = {oy,...,0¢ },

CRCIOVOTeos < ay, ..., 05> no lugar de <{oy,...,0% } >.

21



22 SusGRuPOS AsetiANOS MAximos DE PosTo 1

Se K é um corpo e H é um subgrupo de G = G(K), denotaremos por C(H) o centrali-
zador de H em G,
C(H) ={g € Glgh = hg,Yh € H }.

Se ¢ é uma involucao de G(K) temos C(< o >) = { < o > }, por ([B], cap. II, Theorem

4, pg. 78).
Se G é um pro-2-grupo com H subgrupo normal de G e se S for um subgrupo de G/H,
denotaremos por H x S o produto semidireto H X, S, onde ¢ : § —— Aut(H) é o
Lomomorfismo definido por ¢(9)(x) = grg

([MB], pg. 461).

, para todo g € S e todo & € H, conforme

2. Subgrupos abelianos de posto 1.

(I1.2.1) Proposi¢do. Seja K um corpo tal que G(K) contenha um subgrupo nor-

mal U = Z,. Entdo, uma das alternativas ocorre:

(a) Existe um subgrupo normal U’ de G(K) talque UC U = Zy; e C(U) = U,
ou entao

(b) Existe g € C(U) e g & U, tal que < ¢g> NU = {1}. Neste caso, <g> xU =
Zy X Zz é um subgrupo de G(K).

PROVA. Scja G = {H|H = Z; é subgrupo normal de G(K), H 2 U}. Pelo Lema de
Zorn G possui umn clemento maximal U'.

Seja @ : G(K) —— Auf(U') & Aut(Z;) o homomorfismo dado por ¢(g)(z) = grg!,
para todo g € G e todo z € U'. E imediato que kernel(p) = C(U"). Assumiremos que
(a) ndo ocorre. Se, para todo g € C(U') com g & U, vale que < g> nU # {1}, entdo
existe um natural n > 1 tal que ¢" € U'. Assim, C(U)/U’ é um grupo de torsao e,
como é também um pro-2-grupo, segue-se que a ordem do elemento gl de C(U")/ U é
poténcia de 2, digamos, 2° para algum s > 0. Denotaremos por o(g) este nimero.

Afirmamos que se o(g) = 2° com s > 0, entdo < ¢’ >= U. Se 2" = (U :< ¢% >),
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com 7 > 0, entio < ¢* >= (U)¥. Assim, existe h € U tal que ¢¢ = h?.
Como g ¢ h comutam, temos que (B2 7 g 1 =1,ser>s Sey=h*"g! temos
que < g>C C(< y>) o que implica que y ndo é wma involugao , conforme foi observado
na introducdo deste capitulo. Portanto, y = 1 e temos que ¢ = h* " € U, o que
contradiz g ¢ U7 . Por outro lado, se 8 > 7, de mancira andloga obtemos ¢% 'h ' 1 e
portanto ¢ = € U, o que contradiz a minimalidade de s, caso tenhamos r # 0 e en-
tao r = (0, provando assim a afirmacao.

;U ¢ pro-2-grupo de torsao.  Sendo assim, possui elemento de ordem 2.
Tomamos g em C(U') tal que o(g) = 2. Se, para todo ¢ € C(U') tal que o(¢) = 2,
vale < g>=<¢' >, segue-se que < g> é subgrupo normal de G(K). Como U =< g¢? >
g < ¢g>, obtemos uma contradi¢ao com a maximalidade de U'.

Assim, existem g, e g, em C(U') tais que o(g)) = 2 = o(g) e < g1 >#< g2 >.
Seja h = g1g € C(U'). Como h°® € U e g € C(U'), temos que g,(h"M)g ' = hth)
Por outro lado, como g2 € U' e gog; € C(U'), segue-se que gihg;! = gi(g192)97" =

91(9207") = (9207 )9} = 9291 e portanto g1h" Mgt = gi(g19:) M g; ' = (9291)"™ e temos
que (9192)"") = (g291)"™.

Agora observamos que (g192)(g291) = .(1192291 = gilg? e (R91)(q192) = 9291292 =
@12g:%, ou scja, g g2 comuta com g,g; e portanto [(glgz)(gzgl) "]"(h) = 1. Além
disso, U' C C(< (g192)(9291) "' >), 0 que mostra que (g,¢:)(g2g1) ! ndo é involugio.
Assim, (@) (g2¢1) ' = 1, ou scja, ¢ comuta com g;. Mas, como < g? >
U =< g2 >e U = (U)YUg?(U)? temos que existe u € U tal que go? = g2 (caso
contrario terinmos gy em (U')2, o que niw ocorre pois g2 gera U'). Assim, (g, 'gyn)? -
1 e novamente isto nos diz que g9 = g4, ou seja, < go >C< gy >.

De maneira aniloga obtemos também < ¢y >C< g, >, ou seja, g e ¢go geram o
mesmo subgrupo, contradizendo a escolha de ambos. Esta contradigdo nos mostra
que C(U')/ U nao pode ser um grupo de torsao e decorre dai a existéncia de g € C(U") C
C(U), com <g> NU = {1} e isto encerra a prova. |l

O proximo teorema da, como foi dito na introducao do capitulo, uma descricdo dos

corpos K tais que G(K) satisfaz a condigdo (a) da iltima proposi¢do. Para isto neces-
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sitamos dos dois lemas seguintes.

(1L.2.2) Lema. Scja G =< 7> X < 0 > Zy xZ; um grupo nao abeliano, com
C(< 1 >) =< 17 >. Entédo todo subgrupo abeliano normal H de G estd contido em

< 71>. Além disso, se G/H = Z,, entdo H =< 1>.

PROVA. Seja A uma unidade de Z, que satisfaz o070 ' = 7 . Como G nao é abeliano, A #£

2 2

1. Se A = —1, entdo 0?7672 = 7 e terfamos 0®> € C(< T >), contradizendo C (<

T > ) =< 7 >. Isto nos diz que A € (£1 + 4Z), por ([S], Proposition 8, pg 17).

1

Trocando-se 7 por 7!, se necessario, podemos assumir que A € (1 + 4Z;). Assim, A €

(1 +2"Z2)\ (1 +2"*1Z;,), para algum n > 2.

5 6

Afirmagao: Para todos 8, v € Zy, 6, v # 0, nao pode ocorrer o°7707° = 77.

Prova. Inicialmente observamos que o’776% = (6’70 %) = . Seja w € (1 +
4Z,) \ (1 + 8Z3). Da prova da Proposition 8 de [S], obtemos que w é um gerador
de (1 4+4Zy) como Zy-médulo, isto é, w’ = (144Z;). Resulta entdo que A € (14+2"Zy)\
(1 4 211Z,) é também um gerador de (1 + 2"Z;) como Zy-médulo ¢ portanto A® =

8 = 17, obtemos 77 = 7l ¢

1 t 4j para alguin pt € Zy, p # 0. Supondo agora o° 770
portanto %7 = 1 e, como esta tltima igualdade ndo pode ocorrer, a afirmacio fica
provada.

Agora, seja h =0 € H, a, B EZy e A=1+4v com v € Zy. Entdo h-'oho™! =
(t7P0 (oo TPo!) = 7 Ploro )P = 7 P81 = %8 ¢ HN < 7>. Queremos
mostrar que « = 0. Seae 3 # 0, entdo HN < 7 >=< 7 >. Sea #0e 3 =
0 também 7 'h7h! = 77 16%07® = 717" = 7% € HNn < 7 >, onde A\* = 1 +
4v com v € Zy e v # (), como foi calculado anteriormente. Novamente HN < 1 >=<
7 >, onde r > 0 é um inteiro. Portanto, h™® = 7% h, para todo h € H e entido 7% =
h™ h™! = 6“7¥ 67%, contradizendo a afirmacio, se o # 0. Portanto, a =0e H C< 7>,
Finalmente, se (< 7>: H) = 27, entdo G/H = (Z/2"Z) x Z,. Isto nos diz que, se G/
H =7y, entao H =< 1>.1
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Na demonstragio do proximo lema usaremos argumentos presentes em ([EV], Proposi-
tion 4.6).

Para cada ¢ € K* denotamos por a'/? ) uma raiz 2*-6sima de a, escolhida de forma con-
. at1 '] ]
veniente, de modo que (a'/?")? = a'/%. No caso a = 1, chamamos e, = a'/? | que é uma

raiz. 2°-¢sima primitiva de 1. Tambdém usamos as notagoes 1= €y, €0 = {€nu|n > 1}.
(11.2.3) Defini¢io ([W3]). Um corpo K é um C-corpo se B= K?U ~K?2,

Segundo Ware ((W], §4), uma condi¢io necessdria e suficiente para que K scja um
C-corpo ¢ que o anel de Witt: W(K) scja isomorfo a um anel de grupo do tipo Z/nZ|G],

onde n =0, 2 ou 4, ¢ G é um grupo de expoente 2.

(11.2.4) Lema. Secja K um C-corpo nio formalmente real tal que |K*/K?| = 4 ¢, para
algumr>2 ¢, 1€ K ee, ¢ K. Scja L = K(e). Entao

(a) Se r=2¢ L = K(i), entdo G(K) = Zy x Z, ¢ podemos escolher geradores o e 7

para as componentes isomorfas a Z tais que o70 ! = 771,
(b) Se r > 2 ou L # K(1), entdo G(L; K) = Zg. Neste caso, se 7 = 2, entdo
g3 € K(7).

Antes de iniciar a prova do lema, daremos uma descrigio de L, como em ([W1], §4).
Podemos escrover g, = gﬁ%ﬂﬁ para n > 3, onde &, = (e, +€,') ¢ 9, = —i(e, — €;;').

Portanto, para n > 3

Evzn = (“571 t 6:nl)2 = (E?I + 6712 + 2) = (57,, |t 67,I| + 2) = £n 1+ 2

¢, como £y | £, ' = 0, segue-se que €8 == 2. De maneira analoga, obtemos 12 = (2-- €, ),
se n >3 e g = 2. Por outro lado, para n> 3

Entin = -*17(8,, + Eﬁl)(E" - E,;]) = _‘1:(5?; - 5;2) = —i(en-l - €ﬁ~]~l) = Mn-1-

Assim, a secqiiéncia de corpos definida por Ko = K () e, para n > 3, K, = K3(&,),
satisfaz: K, C K1, K, = Ko(n,) e L = 7921(".



206 SuBGRUPOS ABELIANOS MAXiMos npe Posto 1

Finalmente, por ([W1], Lemma 4.2), s¢ L # K,, entao existe ¢ > 2 tal gue K, | =
K, ¢ K,|K, ¢ a finica subextensido quadrdtica de LI Ky. Concluimos que G(L; Ky) = Z,,

sempre que L # K.

PROVA DO LEMA:

(a) Por ([W], Corollary 2.10) K3 é também um C-corpo e, de (L1}, Theorem 3.4, pg.

202) obtemos a segiiéncia exata
. : N
1 —— {+K?} —— K*' /K>~ K} /K2 K" /K2,

onde € é o homomorfismo induzido pela inclusao K* <o KJ ¢ N ¢ o homomortismo
induzido pela norma Ny, Se Fy é o corpo com dois clementos, a seqiiéncia acima
¢ uma seqgiiéncia exata de Fy espagos vetoriais ¢ dimyg, (I(N)) = 0 ou 1, porque K ¢

C-corpo.

Se dimg, (I'm(N)) = 0, K? seria aditivamente fechado e, como —1 ¢ K*, K seria formal-
mente real, contra a hipdtese. Assim, dimg,(Im(N)) = 1 e K, também possui quatro

classes quadraticas e nao é formalmente real.

Por outro lado, temos :
K* = (£1)K? U (+a)K?,

para algum a € K. Por ([W], Proposition 1.1), =1 = 2 + d* com ce d € K e, por ([W],
Corollary 3.9(1)),
K(@2) = K;({ (c+d)'?", o' |n>1})).

Seju N = Ky({ (¢4 d)'*|jn = 1)), O polindémio minimo de (¢4 dd)'?" sobre K &
FOX) = [X¥ — (c+ di)] [X¥" = (c—di)] = X" —2eX¥ 1.

Observando que [(e+ d)!/* (c— dz')'/‘z"]zn = —1, obtemos (¢ — di)'/*" = :;“Z”‘(C'f' di)'/*"

para algum j. Portanto Ko((c + di)!/?") é a extensio normal de K gerada pelas raizes
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de f(X) e, conseqiientemente, N é extensio normal de K. Mostra-se também que
G(N:K) >~ 7Z,.

Seja agora F = K({ a'/*"|n>1}). Por construgio, temos NN F = K e N.F = K(2).

/2"y = ¢,al/?" para todo n > 1 e o o F-

Seja T o N-automorfismo que satisfaz 7(a
automorfismo que satisfaz o((c + di)"/?") = (¢ — di)!/?". Pela constru¢io de 7 e o.

obtemos
oro ! (gaa'?") = (r*r(tr“l(en)a'/zn) = £,0(ena'?") = en0(en)a!/?".

Mas o, £ id ¢ portanto g,0(£,) = N,k (en) == 1. Como ! (u'/zn) =g,'a'?" pode-

mos concluir que 7o ' =7 ! 0 que prova (a).

(b) J& observamos que, se r > 2, entdo G(L; K) = Z,. Para provar a tltima afirmacio,
seja m > 2 um inteiro tal que ¢, € Ky = K(i) e €,,,1 € K. Portanto, como foi
observado antes do inicio da prova, &,,,1 ¢ 11 € Ko. Suponha que G(L; K) nao seja
ciclico. Neste caso, G(L; K) = Zy x Z/2Z e, para todo n > m+1, K(&,) é uma extensio
ciclica de K em L, de grau 2" ™.

K tem exatamente trés extensdes quadraticas: Ko, K(&,,11) e K(i,n,1), todas elas
contidas em L. Seja N = K(§,,41). Por (W], Corollary 2.10), N é também C-corpo e
possui quatro classes quadraticas por (W], Theorem 3.2). Portanto N tem trés extensoes
guadraticas, quais sejam, N(7) = K2(&n11) = Kmit, N(€mi2) = K(&mi2) € N(ini2) =
K(i&n2). Se {,',{f, € Ky(&mir), entao &, € Ky contradizendo nossa hipotese. Por-
tanto N (5:,{ f,) ¢ uma das duas outras extensoes de N, as quais sao extensoes galoisianas
de K. Como {-:”/fl ¢ rafz do polindémio X* - (2 + &,,), a hipotese de que N(E,‘,{?,) seja
extensao galoisiana de K implica i € N(&,,,2) ou i € N(i,,,2), 0 que nio pode ocorrer,
haja visto que N (i), N (&1 2) ¢ N(2€,,,2) sdo extensoes distintas de K. Desta contradicao
obtemos G(L; K) = Zj.

Para encerrar a prova, observamos que, se €3 & Ky, entio 2'2 = & ¢ K, e por-

tanto K(2'/2) # K,. Como K(2'/%)CL, segue-se que K; ndo ¢ a tnica extensdo
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quadrética de K em L. Portanto, G(L; K) niao é ciclico. §

(I1.2.5) Teorema. Seja K um corpo tal que G(K) é nao abeliano e contém um sub-
grupo normal U, com U= Zy ¢ C(U) = U. Entao K é um C-corpo, (K* : K*) =4, B =
+K? (# K*) e G(K) =<T> x <o>,onde K, 7 e o satisfazem a uma das condicées

seguintes:

(a) K é K(2)-pitagdrico (cf [B]) ) com 2 ordens, 0 =1 e 670 = 7. Neste
caso, G(K) = Zy »nZ/2Z.

(b) —1 & K? e existe m > 2 tal que €,y € K(7) € g2 € K(i). Neste
caso, 010 ! = 72" e G(K) = Zy % Zy.

(c) Existem > 2 talquee,, € K e€,py1 & K. Neste caso, o107 = 72"t e G(K) =
Zy % Zs.

Prova. Scja ¢ : G(K) —— Aut(U) = Zy x Z/2Z o homomorfismo dado por p(g)(u) =
gug ', para todo u€ Ue g € G(K). Como C(U) = U, temos Kernel(p) = C(U) = U.
Temos entao que G ¢ metabeliano (cf. {W1]) e, para todo w € U gug ' = u® para
algum o € {1} x (1 +4Z2) = Au(U).

Por ([W1], Theorem 4.5), K é C-corpo e portanto B = £ K? por ((W], Theorem 1.9).

Como I'm(p) C Aut(U) temos trés casos a serem examinados.

12 caso. Im(yp) = {£1}. '
Tomamos ¢ € p~!}(-1) C G(K). Entdo ocus™! = u™! para todo u € U e p(0)* =
1 implica 0% € U. Mas (6?)™! = o(0?)0~! = 02, 0 que implica 6% = 1, ou seja, 0 é uma

involugdo de G(K). Assim a seqiiéncia exata

1 - U »y G(K) —— {1} —— 1

é cindida e G(K) é o produto semidireto Ux <o >. Se 7 é um gerador de U, temos
entio oro V= 1 ! como querfamos. Além disso, (K* 1 K?) = 27(CG(K) = 4

Do fato de o e o7 serem involugdes que nao estdo numa mesma classe de conjugagao,

O conceito de corpo K(2)-pitagorico esta na introdugao do capitulo 111
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deduzimos que K é um corpo formalmente real com pelo menos duas ordens distintas
({B], Chapter 1I, Theorem 4, pg. 78 ). Como K tem quatro classes quadrdticas, K tem

exatamente duas ordens e portanto o 12 caso implica (a).

2¢ caso. Im(yp) C 1 +4Z,.

Neste caso Im(g) = Zy é um pro-2-grupo livre e a seguinte seqiiéncia exata é cindida

1 - U-—— G(K) - 7y » 1.

Portanto, G(K) = Zy x Ty e, assim, (K* : K2) = 27(¢K)) = 4,

Scja L o corpo obtido de K por adjungiao de todas as rafzes 2%-6simas de 1, para
todo n > 1. Pelo Lema (11.2.4), G(L; K) ™ Zy. Por ((W1], Theorem 4.1-(2)), G(1) ¢
abeliano ¢ assim, pelo Lema (11.2.2), G(L) = U.

Consideremos agora duas possibilidades: —1 € K% ou —1 € K?. Para cada caso cons-
truiremos uma extensao F|K tal que LF = K(2), LNF =K e G(F) = Z,.

LF = K(2)
/N
L F
\ /
K=LAF

Se —1 € K?, entio existe r > 3 tal que &, € K(i), pelo Lema (11.2.4). Como K(d) é
também um C-corpo por ([W], Corollary 2.10) ¢ G(K) nao possui subgrupo abeliano
de indice dois, existe s > 1 tal que €. € K (i), por (W], Theorem 3.6). Assim, exis-
te m > 2 tal que g,,41 € K(i) e g,42 &€ K (7).

Por outro lado, K* = +K? U +aK?, para algum o € K. Seja F = K({a'?"|n > 1}).
Da maneira pela qual G(K) foi descrito, tiramos LF = K(2) e, como K (i) é a {inica

extensao quadratica de K dentro de L e —1 € g(F), segue-se que LN F = K. Temos
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assim G(F) = Q(L; LN F) = Zy e K(2) = L({a'/?"|n > 1}).
Por outro lado, também temos K(2) = F(ey) ¢, de LN F = K, segue que &,,,; €

Em
F(i) ¢ €ni2 ¢ F(i). Se o é o F-automorfismo nao trivial de F(i), entao
temos (£,,,10(emy)) € F ¢ (6,,,,.0(5,,.,..))2'"“ = 1. DPortanto, (gp10(cmi1)) =
11 e o(mi1) = £e,) ;- De o(emi1) = €, obtemos €4y € F ¢, como g,,2 ¢ F(3),
temos também §,,,» ¢ F(7). Portanto, F(§,,,,) também é uma extensao quadritica
de F em K (2). Mas isto nao pode ocorrer pois G(F) é ciclico. Assim, o(spmi1) = —€,,, ),
resultando que o(g,) = €;!, para todo n, 1 < n < m. Portanto, existem um F-
automorfismo ¢ ¢ um L-automorfismo 7, tais que (g q) = €4, 1, € 7(a!/?") = g,a'/¥,
para todo n > 1. Como vale também o(g,) = (en)? ! paratodon, 1 < n < m, é

imediato que oo~ ! = 72”1 e obtemos (D).

Vejamos agora o caso —1 € K% Se e, € K, € €41 € K, para m > 2, en-
tio K* = K*UeK? U aK? U ag,, K?. Novamente, o corpo F = K({a'/*"|n > 1}) tem as
propriedades descjadas. Entao existe um F-automorfismo ¢ € um L-automorfismo 7 tais

2"+ /2"

1] Dm
que 0(emin) = €2l e 7(a'/?") = €,a'/?", para n > 1. Outra vez, oo ! = 7271 ¢ obte-

mos o caso (¢).

32 caso. Im(p) = Z, x Z/2Z.

Neste caso, Seja S = ¢ '(Z/2Z). S é um subgrupo normal de G(K) tal que U C
S e |p(S)| = 2. E claro que o centralizador de U em S também é U. Portanto, pelo
12 caso, S = Ux < o >, para alguma involu¢ao o € G(K). Entdao K é um corpo
formalmente real e, como é C-corpo, G(K) = Z§ x Z/2Z, por ([B], Theorem 15, pg.
118). Desse modo, se a # 1, temos uma contradi¢io com C(U) = U e, se a = 1, temos
uma contradi¢io com I'm(p) = Zy x Z/2Z. Ou seja, 0 32 caso ndo pode ocorrer e isto

encerra a prova.j§

(11.2.8) Coroldrio. Scja K um corpo tal que G(K) satisfaz (I1.2.5) (b) ou (¢) e
scja O o anel de valorizagdo cuja existéncia foi assegurada pelo Teorema (1.3.6).

Entio GT(O; K) é o maior subgrupo abeliano normal de G(K).
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PRrovA. G(K) satisfaz as hipéteses de (I1.2.2) e todo subgrupo abeliano normal

de G(K) estd contido em < 7>.

12 caso. K satistazendo (b).

Temos que (I* @ B) = 2 ¢ K nio 6 excepeional, por hipotese. Como B # K?,
por (1.3.8) Ko ndo é quadritico separavelmente fechado e dai, por ([E], Corollary
19.9), GT(O; K) é nao trivial. Como O é ndo diddico, GT(O; K) é também abeliano
e conseqiientemente, por (I1.2.2), isomorfo a Z, e esta contido em < 7>. Seja L o corpo
fixo de < 7>. Temos GT(O; L) = GT(O; K) e portanto, (G(L) : GT(O; K)) nao pode ser
finito, a menos que seja 1 (cf. [E], Corollary 19.9). Como G(L) = Z;3 s6 tem subgrupos
proprios de indice finito, concluimos gue G’T((a; K) = G(L).

2¢ caso. K satisfazendo (¢).

Temos B = K2 ¢ (K* : B) = 4. Como O é nio diddico, por (1.3.6), G"'((;)’; K) é
um subgrupo abeliano ¢ normal de G(K) e portanto contido em < 7 >. Logo O ¢
HAK) pois GUK) nio ¢ abeliano (ver (1.3.8)-(a)). Assim, O € H|(K) e a prova segue

como no caso anterior. j§j

(11.2.7) Observagoes. (a) Por ([EV], Section 5), existem corpos que pos-
suem G(K) como foi descrito em (I1.2.5).

(b) No caso (a), pode ou nio ocorrer a existéncia de um anel de valoriza¢ao 2-henseliano

proprio. Por exemplo:

(b)-1. Seja K = R, N Ry, onde Ry, ¢ Ry sio dois fochos reais de Q(2'/2) tais
que 22 € ¢(Ry), mas 22 ¢ ¢(Ry). Denotamos por §2 o fecho algébrico de Q e por o, 0
unico antomorfismo nio trivial do grapo total de Galois G(§2; R,), i =1, 2. Observando
que G(§2; K) ¢ gerado por {01, o2}, concluimos que G(£2 : K) =< 7> % < 0y >,
onde 7 = oy0,. Assim, o pro-2-grupo quociente maximal G(K) de G(§2; K) é iso-

morfo a Zyx < oy > e é do tipo (a). Por outro lado K é um corpo formalmente
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real com 2 ordens e por ([B], Theorem 1, pg. 86), é corpo K(2)-pitagorico. Final-
mente, para todo anel de valorizagio C de 2 temos que, on K4(C; K(i)) = §2, ou
entdao K%(C;K (1)) é uma extensdo finita de K (i) e portanto de K também. Isto é
conseqiiéncia de G(£2; K) =< 7> ser um grupo ciclico.

Assumimos entdo que KZ(C; K(i)) é uma extensao finita de K. Entdo, por ([En],
Theorem 3.7 e Theorem 3.15), existe um anel de valorizagao henseliano A de K com
corpo de residuos real fechado. Mas isto nao é possivel, pois A N Q sendo um anel
de valorizacdo de Q tem corpo de residuos com caracteristica diferente de zero. As-
sim, K%(C; K(i)) = §2 para todo anel de valorizacgio C de 2. Portanto, temos
também KZ?(C;K(i)) = K(2), para todo anel de valorizagio C de K(2) e por-

tanto K ndo possui anel de valorizagao 2-henseliano.

(b)-2. Por outro lado, se K = R((X)), o corpo de sérics de poténcias sobre R, en-
tdo K satisfaz o caso (a), O = R[[X]] e GT(O; K) = G(K (i) é o maior subgrupo
abeliano normal de G(K).

Parece bem natural que um pro-2-grupo livre ndo isomorfo a Z; nao possa conter um
subgrupo abeliano normal nao trivial. Para pro-2-grupos livres finitamente gerados isto

segue da “Proposition” 3.3 de [Lul.

No préximo Corolario damos, de maneira geral, uma prova simples desse resultado.
Obtemos dai que o estudo dos subgrupos abelianos normais de G(K), para corpos com

caracteristica dois nao é interessante.

(11.2.8) Corolério.

(1) Se G é um pro-2-grupo livre de posto maior que 1, entao {1} é o maior
subgrupo abeliano normal de G(K).

(b) Se K for um corpo de caracteristica dois e posto de G(K) maior que 1, en-
tdo {1} é o maior subgrupo abeliano normal de G(K).

PROVA. (a) Se G é um pro-2-grupo livre, por ([HJ], Theorem 10.4), existe um corpo
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K tal que G = G(K). Como qualquer subgrupo U de um pro-2-grupo livre é também
livre, se U for um subgrupo abeliano ¢ néo trivial de G, entao U = Z,. Pela Proposicio
(11.2.1)(b), C(U) = U o que contradiz o 'Teorema (11.2.5) que descreve U como nio sendo

livre.

(b) E imediato pois, por (|R] Corollary 3.4, pg. 257) G(K) é pro-2-grupo livre para

corpos com caracteristica dois.



Cariruro III

SusaruPos ABELIANOS DE G(K)

1. Introducgao.

No Pardgrafo 2 deste capitulo concluimos o estudo dos subgrupos abelianos normais
maximais de G(K). O Teorema (II1.2.6) estabelece a existéncia, para todo corpo K, de
um maior subgrupo abeliano normal % de G(K) e descreve as possibilidades para \.
A descricao  de M, para corpos excepcionais, depende dos conceitos de corpos K(2)-
pitagdricos (jd citados no capitulo II) ou superpitagéricos que, por sua vez se relacionam
com o conceito de “fan” conforme descrito abaixo. Nosso ponto de partida foi o Teorema
(111.2.1), devido a Ware.

No pardgrafo 3, como aplicacao , generalizamos para corpos quaisquer, resultados de
Ware que relacionam os subgrupos de K* que contém B e os subgrupos abelianos nor-
mais de G(K).

Generalizamos também o estudo de subgrupos abelianos de G(K) gue nao sejam neces-
sariamente normais, também devidos a Ware e obtemos melhores cotas para o invari-
ante a(K) de Ware (ver [W4]).

Notagoes e conceitos preliminares: Neste capitulo utilizamos as notagées dos
capitulos anteriores e descrevemos as nogoes de “fan”, corpos K (2)-pitagoricos ou su-
perpitagoricos. Segundo Brocker ([Br]), que propds o termo “estritamente pitagdrico”,
os corpos superpitagoricos foram introduzidos por Diller e Dress em [DD]. Um corpo
pitagdrico K é superpitagérico se K? é um “fan”, isto é, se todo subgrupo do grupo
multiplicativo K*, com indice dois e que nao contenha -1, é uma ordem de K. Mais

geralmente, uma pre-ordem S do corpo K é um “fan” se qualquer subgrupo P de K* que
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contém S e tal que (K* : P)=2¢ —1 € P é uma ordem de K.

Se K é um corpo formalmente real e pitagérico, K é K(2)-pitagérico se é
Lereditariamente pitagérico com respeito a K(2), isto é, dada qualquer subex-
tensdao L de K(2)|K, L é também pitagérico. Conforme ([B], Theorem 2 pg. 89),
uma condi¢do necessaria e suficiente para que isto aconteca é K ser superpitagorico, ou

seja, K é pitagérico e K? é um “fan”.

Por outro lado, conforme ([L2], Corollary 5.16, pg. 46), um corpo formalmente real K
é hereditdriamente pitagérico com respeito a K(2) se, ¢ somente se, K é formalmente
real, pitagérico e, para todo ¢ € K, * ¢ tK? z é rigido. Assim, K excepcional
com —1 ¢ K? é equivalente a K ser K (2)-pitagérico.

2. Subgrupos Abelianos Normais Maximos.

(I111.2.1) Teorema ([W4], Theorem 3.6). Se K é um corpo com (K* : K?) > 2,

entdo as seguintes afirmac¢ées sao equivalentes:

(a) B=K?ee,€ K paratodon>1
(b) G(K) é um grupo abeliano. §

(I11.2.2) Corolédrio. Seja K um corpo que satisfaz as condi¢oes equivalentes do teo-
rema anterior. Entio K satisfaz as hipéteses do Teorema (1.3.6) e, ou G(K) = GT(O; K),
ou entio G(K) = GT(O; K) x Z,.

PROVA. Como B = K? ¢ (K* : K?) > 2, pela Proposicao  (1.3.7), K possui um anel
de valorizagdo 2-henseliano ndo diddico A tal que I'y ndo é 2-divisfvel. Aplicando
(1.3.6)-(b), temos que (K, : B(Kp)) < 2.

Se (K3, : K2) > 2, como G(Kp) é um quociente de G(K) ([E], Theorem 19.6 pg. 147) que
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é abeliano, é também abeliano e terfamos, pelo teorema anterior, K% = B(Kp) (K? re-
presenta o grupo multiplicativo dos quadrados nao nulos do corpo K), o que contradiz
a primeira desigualdade.

Desse modo, temos (K&, : K2%) < 2. Se O tiver corpo de residuos quadraticamente

fochado, entao G(K) = GT(0; K), se ndo, a segunda igualdade ocorre. §

(11L.2.3) Lema. Scja K um corpo com (IK* 1 K?) > 2 ¢ tal que G(K) contenha umn
subgrupo abeliano normal néio trivial U. Entio B # K*.

PROVA. Se G(K) for abeliano, segue de (111.2.1) que B = K% # K*. Suponhamos ento
que G(K) é nao abeliano e U = Zy. Se existe um subgrupo abeliano normal U’ de G(K),
talque UC U, U 2Zye C(U) = U, o resultado segue de (I1.2.5), caso contrario,
pela Proposi¢ao (I11.2.1)-(b), existe um subgrupo S de G(K) talque UC Se S = Zyx Zs.
Sejam L e F os corpos fixos de U e S respectivamente. Entio F C L e, como (F* :
F?) = 4 e G(F) = S ¢ abeliano, pelo Teorema (II1.2.1) temos também B(F) = F2,
Novamente, aplicando a Proposi¢io (I1.3.7) e o Teorema (1.3.6) a F, obtemos que O(F) é
um anel de valorizacao 2-henseliano ndo diadico proprio de F.  Observemos gue
L. F e O(F) satisfazeimn as hipdteses da Proposi¢ao (1.3.9) e portanto B # K*, pelo
Teorema (1.3.6)-(a). Suponhamos agora que »(U) > 1. Seja E o corpo fixo de U.
Nesse caso B(E) = E? por (111.2.1). Portanto, pela Proposicao (1.3.7) ¢ pelo Teorema
(I.3.6), obtemos que O(E) é anel de valorizagio 2-henseliano préprio nao diadico de E.
Como F = E ¢ C = O(F) satisfazem as condi¢oes da Proposi¢ao (1.3.9), pelo Teorema
(£.3.6)-(a), novamente obtemos B # K*.|§

O Teorema (I11.2.4) a seguir é uma generalizacao do Teorema de Ware para corpos que

nao sejam de classe C. Observamos que se K nio é C-corpo, entdo K nao é excepcional.



38 SusGrRUPOS ABELIANOS DE G{K)

(I111.2.4) Teorema. Se K ndo é C-corpo, (K* : K?) > 2 e B # K*, entdo K satisfaz as
hipdteses do Teorema (1.3.6) e GT(O; K) é o maior subgrupo abeliano normal de G(K).
Além do mais, ,

(GO, K)) = r(K*/B).

PRrOVA. Pela Proposicao  (1.3.7) e pelo Teorema (1.3.6) GT (O K ) é um subgrupo
abeliano normal de G(K) e por ([E], Theorem 20.12) (GT(O; K)) = r(Iz/To), pois,
como O é ndo diddico, GY(O; K) é trivial. Por outro lado, O*K? = B, pelo Teorema
(1.3.6), acarreta r(I'5/Io) = r(K*/B).

Agora seja U um subgrupo abeliano normal de G(K). Temos 2 casos a conside-

rar: 7(U) =1e r(U) > 1.

12 Caso. U = Z,. Seja F o corpo fixo de U. Por ([E], 19.10) temos que GT(5; F) =
GT(é; K)N U. O diagrama n2 1 ilustra a situagdo descrita, com a posigao dos corpos
fixos desses grupos. Por ([E], Corollary 19.9), sabemos que (G(F) : GT(O; F)) ndo pode
ser finito, a menos que G(F) = GT(O; F). Podemos entéo concluir que, on GT(O; K) N
U = {1}, ou entdao U C GT(O; K).

Se GT(@; K)Nn U = {1}, o que equivale dizer que K 7'((5; F) = K(2), entdo obtemos

UGT(O; K)/)GT(O; K) =2 U/UNGT(O,K) = U7,

Mas

UGT(0; K)/GT(0; K) = AKT(O; K); F n KT(0; K)).
Por ([E}, Theorem 19.13), este ltimo grupo é isomorfo a G(K(2); K), onde K é o corpo
de residuos de ON(FNKT(D; K)). Assim, Z; = G(K(2); K), que é um subgrupo normal
de G(Ko) .

Afirmamos que (Kp, : K%) > 2.

Pela afirmagio, as hip6teses do Lema (IT1.2.3) estao satisfeitas e portanto B(Ke) # K5, 0
que contradiz o Teorema (1.3.6)(b), pois K é nao excepcional. Portanto, U C GT(O; K).
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K(2)
|
KO FY. o G"(O;K)nU
F KUY O;K) ... GT(O; K)
FOKTO;K). ..., UGT(0; K)
K

Diagrama n® 1

Prova da afirmagao: Se (K : K%) = 1, entio O € HAK) e terfamos, pela Proposicio
(1.3.8), B = K? e K seria C-corpo, contra a hipétese. Assumindo (K* : K?) = 2,
terfamos G(Ke) = Z; e portanto K scria extensao finita de Ko ¢ FNK O, K ) tambéin
seria extensdo finita de K.Mas U = G(F) e G7(0; K) sao subgrupos abelianos normais
de G(K) cuja interse¢do é trivial. Assim, G(F N KT(O; K)) = G(F) x GT(O; K) é um
grupo abeliano com posto maior que 1. Pelo Teorema (111.2.1), FN K 7'(5; K) seria C-
corpo. Por ([W], Corollary 2.11), K também seria C-corpo, contra a hipdtese. Assim, a

afirmacao é verdadeira.

2¢ caso. r(U) > 1.
Seja F o corpo fixo de Ue C = ONF.

(A) Se C € Hy(F), entido G(F) = G(C; F) = G(F) N G"(O; K), sendo a primeira
igualdade decorréncia de (1.2.17)(b) e do fato de C ser nio diddico. A segunda decorre

de ([EJ,19.10-b).

Logo, U= G(F) C G(O; K).

(B) Assumimos entdao C ¢ Ho(F).
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Seja A = O(F) N K. Entdo ¢(Ks) = (Ko # 2 ¢, como o grupo de valores
de O(F) nao possui subgrupo convexo 2-divisivel nao trivial, o mesmo acontece com A,
pela Proposicao (1.3.9). !
Se A ¢ H(K), entao pelo Teorema (1.3.6)(¢), @ € A e entao C C O(F). Por-
tanto, GT(O; F) = GT(()A(.-F'); F), pela Proposi¢ao (1.3.8)-(b), pois O = C. Por outro
lado, como C ¢ Hy(F) ¢ C C O(F), temos O(F) & Hy(F) e assim G(F) # GT(O(F); F).
Deste modo, G(F) = GT (()ﬁ’ ); F') X Zy, pelo Coroldrio (IT1.2.2) e concluimos com

G(F) = GT(O; F) x Z,.

Estamos agora na situacao ilustrada pelo diagrama n? 1. Como no 12 caso, seja K o
corpo de residuos de O N (F N KT(O; K)). Temos G(K) = Z; é subgrupo normal
de G(Ko). Se (K% : K%) > 2, entdo pelo Lema (111.2.3) B(Ko) # K¢ o que contradiz o

Teorema (1.3.6)-(b) pois K nao é excepcional.

Se (K3 : K%) = 1 entdo, de maneira andloga ao que foi feito no 12 caso, obtemos
gque K é C-corpo, contra a hipétese. Deste modo, temos A € H(K) e portanto, pelo

Teorema (1.2.7) existe um anel de valorizaggo D de F tal gque
O(F)GD C C, DN K € H(K) ¢ G(F) C GT(D; K).

Como O(F)S D e O(F) ndo é diddico, o mesmo acontece com D. Portanto GU(D; K) =
G7T(O; K) pela Proposi¢io (1.3.8)(b). Portanto U = G(F) C G'(O;K).12

O Teorema (I11.2.5), a seguir, generaliza o Teorema (I1.2.5)(c) e o Coroldrio (I1.2.6)
para C-corpos arbitrarios que nao contenham todas as raizes 2"-ésimas da unidade,
para n > 1. Este resultado complementa ((W1], 4.1 ¢ 4.3).

As construgoes a seguir serao utilizadas na prova do Teorema (I11.2.5). Seja K um corpo

para o qual exista o anel O, A um conjunto com cardinalidade igual a #(K* /O T).

Afirmamos que existe um conjunto {ay|A € A} C K* que é uma F, base

de KT(O; K) médulo (K1(O; K))2.



SuncruPOs ABeLIANOS NorMais MAXiMOS ]

Prova da afirmacio: E suficiente mostrar que
@ K JOK? — (KO, K)) /(K "T(O; K))?,

definida por o (K7 (K "'((;5; K))? ¢ isomorfismo, Sejn o ¢ K comx - 4 para
algum y € K 1(O; K). Como ONK '1'((’); K) ¢ O tém o mesmo grupo de valores, = €
O' K2, ou scja, ¢ ¢ injetora. Seja agora y € (K7(O; K))*. A mesma observa¢ao sobre os

' sendo unidade

grupos de valores envolvidos implica a existéneia de 2 e K, com yzx
de ONKT(O; K). Como o corpo de residuos desse tltimo é quadraticamente fechado,

existe outra unidade z € ON K(O; K) tal que yr ! = 22, provando assim a afirmacio.
Usaremos a base acima para construir um sistema conveniente de geradores de G1(O; K).

Pelo Teorema (1.3.6)-(¢), O é nao diddico ¢ portanto G V(O K ) é trivial (cf. [E], Corollary
20.18) e portanto G(KT(é; K)) = GT(0; K) é abeliano. Entdao por (II1.2.1), €, €
KT(0; K) para todo n > 1 e, assim, por ([W], Corollary 3.9-(1)), K(2) é o corpo obtido
de KT(&; K) por adjungio de todas as raizes 2"-ésimas de ay, para todos n>1e A € A.
Podemos escolher entdo um sistema de geradores { 7 | A € A} do grupo GT(5; K) (que
¢ isomorfo a Z4) assim caracterizados: Para cada v € A,

1/2"

/2"
Ty (u,, ) = 5,.(;7/ , para todo n>1

Ty (af\/ 2") = alA/ 2", para todo n > 1 e para todo A # 7.

Para ver isto, seja vy € A ¢ E, o corpo obtido de K T(@; K) por adjuncio de todas as
raizes 2"-ésimas de ay, para todo n > 1 e A € 4, com A # 7. E}, = q(E,)Uaq(E,) e,
novamente por (W], 3.9-(1)), G (E,) & Z, tem gerador 7, caracterizado por , (al,/ 2") =

E,.a]/zn, para todo n > 1. Por construcio, KT(O; K) C nE,, = B.
v+ A

o

Como a imagem de {dy = a\E?[{A € A} & Fa-linearmente independente
em E'/E? ¢ E|K7(O;K) ¢ 2-cxtensio, conchiimos que E = KT(O;K). Por-
tanto, { n | A € A} é um sistema de geradores de GT(O; K).
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(I11.2.5) Teorema. Seja K um C-corpo nio formalmente real tal que (K*: K?) >
2 parao qualexistar > 1 come, ¢ K. Entao, K satisfaz as hipdteses do Teorema (I1.3.6)
e G(K) = GT(O; K) x Zy. Além do mais, pode;nos escolher um gerador o para a com-
ponente isomorfa a Z, cuja agdo sobre o sistema de geradores { | A € A} de GT(6; K),

como foi construido anteriormente, é assim descrita:

(a) Se —1 ¢ K? e e, € K(i) para todo i > 1, entdo omo ' = 7¢ para todo A € A.
Neste caso, G(K (1)) = GT(6; K) x Zy é o maior subgrupo abeliano normal
de G(K).

(b) Se —1 ¢ K? e existe n tal que €, ¢ K (i), entdo ono ' =12 ! para todo X €
A, onde m satisfaz: €y € K(i) € emyz ¢ K(i). Neste caso, GT(O;K) é o
maior subgrupo abeliano normal de G(K).

(c) Se existe m > 2 tal que €, € K € €441 ¢ K, entdo ono I = ffm” Ve
A e GT(O; K) é o maior subgrupo abeliano normal de G(K).

PROVA. Pela Proposigao (1.3.7), K satisfaz as hipSteses do Teorema (1.3.6). Seja K =
Ko. Como K nio é formalmente real e @ é 2-henseliano , K também nao é formalmente
real. See, ¢ Kee,.y € K parar > 1, entdo vale também que ¢, ¢ K, de acordo
com (1.2.2). Primeiramente descreveremos G(K). No caso (c), pelo Teorema (1.3.6)-
(b), (O'K?: K?) < 2 ¢ portanto (IC‘ : K?) < 2 ¢, pelo que foi observado, (IC’ : K?) =
2 ¢, sendo K ndo formalmente real, temos G(K) = Z,. Nos casos (a) e (b) K nao é
excepeional e portanto, pelo Teorema (1.3.6) B = O*K? ¢ B(K) = K*. Como (B: K?) =
2, segue-se de ([AEJ], Proposition 1.9-(2)), que (K*: K?) = 2. Como [K(2) : K] nio é
finito, G(K) 2 Z, também nos casos (a) ¢ (b).

Por ([E], 20.10-(b)) G(K)/GT(O; K) = G(K) = Zy. Mas, como Zy & pro-2-grupo livre,
obtemos G(K) como o produto semidireto GT(O; K) » Zy, como querfamos.

Para descrever G(K) através de geradores e relagoes da maneira como foi proposto,
seja E o corpo obtido de K por adjuncdo das rafzes 2"-ésimas de ap, para to-
dos n > 1 e A € A escolhidas da maneira como foi descrita antes do Lema (I1.2.4),

onde {a)y|A € A} C K* é obtido da mancira sugerida antes do Teorema. Nos ca-
14
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sos (a) e (b) observamos que {ay|A € A} U {—1} é Fy-base de K* modulo K2, en-
quanto, no caso (¢) {ar|A € A} U {e,,} ¢ Fo-base de K* médulo K?. Nos trés ca-
sos, a unica extensdo quadritica de K, dentro de K’ '(5;K ) ndo esta contida em E.
Como EKT(O,K) = K (2), obtemos, da Teoria de Galois, Zy = G(K)/GT(O; K) =
G(E). Sc o for um gerador de G(E) e y € A, entao o7y0 ! <ul7/2") = 0(6,,)(1,'/2" para

todon > 1e om0 ' (u}\/ 2") = uf\/ 2 para todos n > 1 e A # 7 em A Assim a
acio de o sobre os 1, A € A pode ser obtida determinando o(e,) para todo n > 1.
No caso (a), o(g,) = ¢g,', pois a restrigio  de o a K(i) nio é trivial. Nos ca-
sos (b) e (¢), primeiramente observamos que KT(O; K) = K (ex) e G(K(ex); K) é
um grupo ciclico. No caso (b), K(7) ¢ a inica extensio quadrdtica de K, que esti
contida em K7(O; K). Portanto K(2'72) € K@) ¢ &5 € K(i). Scja m 2 2 satis
fazendo €,, € K(7) ¢ €,y ¢ K(#). Como na prova do 22 caso do Teorema (I1.2.5)

obtemos a(z,) = ¢, para todo n satisfazendo 1 < n < m e o(e,nn) = ~ €, -

Assim,
. . 0nm
podemos obter o satisfazendo o(g,) = €2" ! para todo n > 1. Analogamente, no caso

(c) podemos escolher o tal que o(e,) = €% t! para todo n > 1.

Para completar a prova seja U um subgrupo abeliano normal de G(K) e F seu corpo fixo.
Se r(U) > 1, pelo Teorema (II1.2.1), temos que sng . Portanto, F contém K (i) no
caso (a) e contém K 7(Q; K) nos casos (b) e (c). Portanto, no caso (a), temos U C
G (K (7)), enquanto que nos casos (b) e (¢), temos U C GT(5; K) como queriamos.

Vejamos agora o caso U & Zy com C(U) = U. Pelo Teorema (11.2.5) o caso (a) nio
pode acorrer. Nos casos (b) e (), pelo Coroldrio (I1.2.6), obtemos que G7(O; K)éo

maijor subgrupo abeliano normal de G(K), como querfamos.

Suponhamos agora que ndo exista wm subgrupo normal U satisfazendo U ¢
U. U = Z, ¢ CU) = U. TPela Proposi¢io  (11.2.1), existe wm sub-
grupo Vde G(K) com Ug Ve VeZy x Zy. Seja M o corpo fixo de V. Pelo Teorema
(I11.2.1) e, € M C F e a prova se completa, como no caso r(U) > 1.8
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() proximo teorema pode ser considerado uma sintese do gue obtivemos até agora, em toer-

mos da existéncia de subgrupos abelianos normais maximos de G(K'), para um corpo K.

(111.2.6) Teorema. Scja K um corpo tal que (K* : K"") > 2.

(a) G(K) possui um maior subgrupo abeliano normal . Além disso, se B #
+K? entdo r(U) = r(K*/B).
(b) M= GT(O;K ) ou entdo K é um C-corpo tal que €, C K (). Neste iiltimo
caso, temos a seguinte classificacdo:
(b)-(1) Se e C K, entdo M = G(K) estd descrito no Coroldrio (II1.2.2).
(b)-(2) Se K é um corpo néao formalmente real tal que —1 ¢ K% ¢ g5, C K(i),
entiio M = G(K (1)) = GT(O; K) x Zy.
(b)-(3) Se K é formalmente real, entio M = G(K(i)) e temos duas possibi-
lidades: M = G"‘(C~7; K) se Ko tiver uma iinica ordem, ou entdo A =
G"(O; K) x Zy se Ko tiver duas ordens.

PROVA. Se B = K*, entdao M ¢ trivial, pelo Lema (I11.2.3). Suponhamos B # K*.
Se K nao for C-corpo, entdo as afirmacoes foram demonstradas no Teorema (I11.2.4).
Se K for C-corpo ndo formalmente real tal que ¢, ¢ K para algum r > 1, entdo as
afirmagbes foram demonstradas no Teorema (II1.2.5). Se K for um C-corpo formal-
mente real, entdo (a) segue de ([B], Theorem 1, pg. 86). A prova de (b)-(3) é obtida
aplicando-se o Corolério (I111.2.2) a K (7).8

3. Subgrupos abelianos de G(K).

Os resultados obtidos até agora nos permitirao estabelecer uma relagdo entre subgrupos

de K* contendo B e os subgrupos abelianos normais U de G(K).
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(111.3.1) Teorema. Scja K um corpo, a um cardinal, e seja By = K*U¢,,K? se B =
K? ¢, para algum m > 2, €,, € K e g,,,, € Kou, caso contririo, By = B. Entio as
seguintes atirmagoes  sdo eguivalentes:

(a) Existe um subgrupo H de K* contendo By com v(K* /H) = o.

(b) Existe uma seqiicncia exata cindida

1 » U » G(K) » V » 1

de pro-2-grupos com U abeliano e r(U) = «.

PROVA. Primeiramente vejamos o caso K sendo C-corpo. Se €, € K paratodon> 1,0
resultado segue do Teorema (111.2.1). Se —1 ¢ K? e K nao é formalmente real, entdo K é
nio excepeional ¢ portanto B = O*K?, pelo Teorema (1.3.6)-(a) e r(GT((’); K)) =

r([\" L O I\'2), pelo Teorema (1.3.6)-(¢). A equivaléncia segue entdo do Teorema
(II1.2.5)-(a) e (b). Sec existe m > 2 tal que €, € K e €,,41 € K, a equivaléncia
segue do Teorema (111.2.5)-(¢) ¢ da igualdade O*'K? = K2Ue, K% Sc K for for-
malmente real, entio K é K(2)-pitagérico. Por ([B], Theorem 1, pg. 86 e Lemma 2,
pe. 87). G(K) = G(K(i)) ¥ < o >, onde o é uma involugio e oro0 ! = 7! para
todo 7 € G(K(4)). Por ([L1], Theorem 3.4 pg. 202), r (K(i)*/(K(7))?) = »(K*/B) ¢
cntao obtemos a equivaléneia.

Agora vejamos o caso K ndo C-corpo. Neste caso, B = O'K? pelo Teorema
(I.3.6)-(a) e (c). Como foi observado antes do Teorema (II1.2.6), todo subconjun-
to {ax]A € A} de K* que é Fy-base de K* médulo O*K? também é F,-base
de K7(0; K) médulo ¢ (K'rr(@; K))

((a) == (b)). Scja Ay C A de cardinalidade «. Seja tambéin { ax]A € A}, uma F, base
de K*/K? tal que a imagem {ay | A € Ay }, onde Ay C A tem cardinalidade «, é uma F,-
base de K*/H. Scja ainda L o corpo obtido de K ""(5; K) por adjuncio de todas as
rafzes 2"-¢simas de ay, para todo n> 1 ¢ para todo A € A, A € Ay.

Afirmamos que {ay | A € Ay} é uma Fy-base de L* médulo L2, resultando r(G(L)) =
a. Sejam ay,...,a, clementos de Ay tais que ag, ...a,, = ¥, b € L. Assim, exis.
tem Ap,..., A € A\ Ay en>1tais que b € F, onde F = K'T({ a/l\{r,...,uj\{zn}),
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com KT = K1(O; K). Portanto, (a,, ... a,) € FFN K" =<ay, (K2, ....a, (K" >,
pelo Lema (IT1.3.2), a seguir, contradizendo a escolha de { ay|A € Ay } pois os conjuntos
{ai,...;a; Y e { A,..., s} sdo disjuntos.

Portanto, {ay|A € Ay} é Fy-lincarmente independente mdédulo L2, Aplicando agora
([W], Lemma 3.4) a KT, obtemos que, para todo x € L, existem 8y,...,8, € Ae n >
1 tais que z'/2 € N, onde N = KT({ a},{zn,...,agfzn}). Seja {ay,...,a,} = {33 €
Ay} e M = LN. Entdo, M = L({atl*",...,al* }) ez € M?NL =< ay L%,...,ay L* >,
pelo Lema (I11.3.2), a seguir, a afirmacio estd provada.

Scja p € G(K) e A € A\ Ay. Entao p(u;/z") = e—:{luf\/zn, para algum j, 1 < j < 2" —1e
portanto p(L) = L ¢ L|K é uma extensdo normal.

Seja B = K({al/*|n> 1, A € Ay}). Entdo LNE = K, LE = K(2) ¢, se U= G(L),

obtemos a seqiiéncia exata cindida

1 y U » G(K) » V -+ 1
onde V= G(E).

((b) == (a)). Pelo Teorema (I11.2.5) temos que U C G'r((’); K). Portanto, a < #A =
r(K*/K?) e entdo existe um subgrupo H de K* tal que »(K*/H) = a.§

(111.3.2) Lema. Seja K um corpo tal que —1 € K? e sejam a,...,a, elementos
de K Wy-lincarmente independentes médulo K2, Seja L = K({ a:/ el D, n>
1e a:/ 2",...,(11/ " escolhidos da mancira descrita antes do Lema (IL.2.4). Entao,

I’NK =< K% ..., a,K*>.

Prova. Por recursio sobre 7 ¢ n.

(a) Se a« € K\ K? ¢ L = K(a'/?), tomando x € L* N K, isto &, @ = (g + pa'/?)? =
¥ + ay? + 2y, 1a'/? € K temos y =0 ou 3, = 0 ¢ obtemos © € K* U aK?.

(b) Scjaae K\ K% e

Ly=KCLi=K@W®C...CL,=L,(a'/*)=L.
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Pelo item (a), sc x € L2NK C L?NL, ), obtemos que £ € L2 ,Ua'?"" [2 | Comoz €

n 1 n 1

K, obtemos x € L2 | N K e a prova, no caso 7 = 1, segue por indugio sobre .

(¢) A recursdo sobre r é andloga a que foi feita em (b), lembrando que

K™, af™) = K@, a/T) (@)

A pergunta que surge naturalmente nesta altura é sobre os subgrupos abelianos
de G(K') que ndo sejam necessariamente normais em G(K). Em [W4], Ware introduz o

novo invariante (R para um corpo K, definido por:

(111.3.3) Definigdo. Se K é um corpo,

a(K) = mazimum{ r(U)|U é subgrupo abeliano de G(K) }.

Este invariante foi estudado por Ware, usando anéis de valorizagao para obter limitantes
para a(K) ([W4], Corollary 2 do Theorem 1). O Teorema (I11.3.4) a seguir melhora esse

resultado.

(111.3.4) Teorema. Scja K um corpo tal que (K* : K?) > 2 ¢ scja
A = {A]|A C O é um ancl de valorizagio nao diddico de K com I'x # 2I4}. Entio:

(a8) Se A # 0, entdo
mazimum { r(Lq/204)|A € A} < a(K) < mazimum{ r([y/204) +1|A € A}.

(b) Se A =0, entdo a(K) = 1.

PrRoOVA. Como GT(D;K) é um subgrupo abeliano de G(K) de posto 7(I'4/2I;),

com A = DN K, a primeira desigualdade é clara.,
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Seja entao V um subgrupo abeliano de G(K), com (V) > 2 ¢ L seu corpo fixo. Pelo
Corolério (111.2.2), temos que, ou V = GrF(O—(i);L), ou entdao V = G'l’((l)ﬂ(z‘); L) x Z,.
Tomando C = O,(\I/()F‘IL segue-se que, on V' C G’T((j(\i); L), ouentao VC G”(()(T); L)x
Zy. Se Ce O forem anéis de valorizacio  nio comparidveis, segue da Proposicao (1.2.14)

que GT((')#(\E); K) = G‘(()(—L), K) ¢, pelo Teorema (1.2.6),
G“(O(L); K) = G*(O(L); K) N GZ(O; K) = GU(D; K),

onde D = (5(7/)5 (isto é, o menor subanel de K(2) que contém (5([:) e O) e vale a
primeira igualdade pois G%(0; K) = G(K). Como O C D, segue-se que GT(D; K) C
GT(O;K). Por outro lado, se A = O temos que, ou V C GT(O;K), ou en-
tio VC GT(O; K) x Z3 e portanto r( V) < r(I'4/204) + 1.

Assuma entao que C e O sao comparaveis. Se O C C, tomamos A = O e, de maneira
andloga ao pardgrafo anterior, obtemos novamente (V) < r(L4/204) + 1.

Finalmente, assumimos C € O ¢ tomamos A = C. Como (V) > 2 ¢, ou V C
GT(()’(E);K), ou entdo V C GT(()A(‘I:);K) X Zg, segue-se que I'y nao é um grupo
2-divisivel, por ([E], Theorem (20.19), pg. 168). Como GV((J(\Z); K) ¢ trivial (O(L) é
umn anel de valorizacao nao diddico), novamente obtemos (V) < r(1'4/20,) + 1, como

foi proposto.

(b) Basta mostrar que, se V for um subgrupo abcliano normal nao trivial de G(K),
entao Vtem posto 1. Suponha V um subgrupo abeliano com (V) > 2 ¢ E seu corpo
fixo. Mostraremos que (’)TE) N K € A, contra a hipétese A = 0. Pelo Corolério
(I11.2.2), G* ((’)’(7?;‘); E) ¢ ndo trivial, caso V tenha posto maior que 1. Portanto, o
grupo de valores de (’)TE) NKT (O’(\E); E) nao é 2-divisivel, por ([E}, Theorem 20.12).

Como K C KT (O?E’), E) C K(2), o mesmo é verdade para OTE) NK, isto é, (’)’Z_E/J) N

K € A e isto encerra a prova. |}

Al : ly * -~ . .
(I11.3.5) Exemplos. Scja K = k((X))' o corpo de série de poténcias generalizadas
sobre o corpo k, com expoentes no grupo I' = Z x Z, com ordem lexicografica, e as-

suma (k) # 2. E fato conhecido que o anel de valorizacio 4 = k[[X]]" tem grupo de
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valores I') corpo de residuos k e é anel de valorizacio henseliano.

(1) Seja & um corpo quadraticamente fechado. Entao, por (JAEJ|, Proposition 1.5) B =
K? e €, € K, para todo n > 1. Entdo, pelo Teorema (I11.2.1), G(K) é um grupo
abeliano. Por construcao, I’y # 21" ¢ A ¢ nio diddico ¢ 2-henseliano (na verdade, A
¢ henseliano). Portanto, A é K?%-compativel (ver Observagao (1.3.2)). Como o corpo
de resfduos Ky (= k) é quadraticamente fechado, para todo anel de valorizacao A’ de
K, A'G A, o grupo de valores de A’ contém um subgrupo convexo 2-divisfvel nio trivial.
Portanto, pelo Teorema (1.3.6) A= Qe

G(K) = G/(O;K) = GT(O; K) = Zy x Zy.

(2) Seja k um corpo de caracteristica diferente de dois, {eajn > 1}Sk, G(k) = Z; e
K%(C; k) = k(2), para todo anel de valorizacao préprio C de k(2) (por exemplo, seja k
o corpo descrito em (I1.2.7)(b)-1). Neste caso, temos A = O e GT(D; K) = GT(O; K),
para todo anel de valorizaggdo D de K(2), Dg@

Por outro lado,

G(K)/GT(0; K) = G(k) = Z,

nos mostra que G(K) ¢ metabeliano.  Portanto, K é wn C-corpo, conforme ([W1],
Theorem 4.5) ¢, como {en|n > 1}GK, obtemos que G(K) é abeliano, pelo Teorema
(11I1.2.1). Portanto,

C(K)=G"(O;K) x Zy =Ty x Ty x Ty.

(3) Seja F uma extensdo nio real de Q, =1 ¢ F?2e ¢, € F, Vn> 1 (por exemplo: F =
Q({V-3}u{&|n>1}),onde&, n>1 foiintroduzido na provado Lema (I1.2.4)).
Seja k uma extensido de F tal que F' C k C F(2) de tal forma que k seja maximal com
respeito a exclusido de ¢. Isto significa que qualquer extensao de k em F(2) contem 1.
Portanto, G(k) ¢ um grupo ciclico. Como F C k e F ndo é formalmente real, temos

que G(k) = Z,. Usando o mesmo tipo de argumento do exemplo (2) podemos mostrar
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que G(K) é metabeliano e, portanto, K ¢ C-corpo e também ¢, € K(i), para todo n > 1.

Portanto, a condigdo (a) do Teorema (I11.2.5) vale para K.

(4) Tomando, no exemplo anterior, F tal que €, ¢ F, para algum m > 3 e §, €

F, Vvn 1 < n < m, ocorpo K construido como acima satisfaz a condigao (b) do
Teorema (111.2.5).

(5) De mancira andloga & construgio do exemplo (3), tomamos F um corpo satis-
fazendo €,, € F ¢ €5,y ¢ F para algum m > 2. Seja k um corpo contendo F (k C F(2)),
maximal com respeito a exclusao de €,,,;. Entdo o corpo K satisfaz a condig¢ao (¢) do
Teorema (IT1.2.5).
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