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Resumo

Neste trabalho, voltamos nossa atencao para estratégias de busca direta, que sao
métodos de minimizacao que nao fazem uso de derivadas ou de suas aproximagoes.
Abordamos um algoritmo proposto por Lucidi e Sciandrone para problemas irrestri-
tos, que usa um critério de decréscimo suficiente para garantir convergéncia global,
no sentido que todo ponto de acumulagao da seqiiéncia de aproximagoes para o
minimizador é um ponto estacionario do problema. Tal algoritmo mescla dois dife-
rentes tipos de métodos de busca direta, a saber, busca linear e busca padrao, com
o proposito de aproveitar as vantagens de cada estratégia. Motivados pelos interes-
santes resultados tedricos deste trabalho, realizamos alguns testes computacionais,

especialmente em problemas classicos de minimizacao irrestrita.
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Introducao

Neste trabalho, consideraremos o problema irrestrito
Minimizar f(x), (1)

onde f : IR" — IR é continuamente diferenciavel. Dentre os diversos métodos para
tratar o problema (1), os mais usuais sdo baseados no calculo de derivadas de f(x).
Citemos, por exemplo, o método de Newton e os métodos Quase-Newton [1, 9.
Apesar da indiscutivel eficiéncia de tais algoritmos, parte da comunidade cientifica
trabalha em métodos que nao usam gradientes ou mesmo aproximagoes locais para

a funcao f, conhecidos como métodos de busca direta.

O termo busca direta surgiu em 1961 em um artigo de Robert Hooke e T. A.
Jeeves [5]. Refere-se a um método iterativo em que um conjunto de pontos ¢ testado
a cada iteracao, associado a uma estratégia que usa somente avaliagoes da funcao f

para definir a aproximacao seguinte para o minimizador.

Desde entao, a pesquisa em torno da busca direta aponta na direcao da andlise
de sua confiabilidade. Longe de querer competir com os métodos classicos de mini-
mizacao, os algoritmos de busca direta sao de crescente interesse por apresentarem,
em geral, bons resultados tedricos de convergéncia, por serem faceis de implementar
e por representarem uma alternativa em ocasioes onde métodos mais elaborados

falham.

Dentre todos os métodos que nao usam derivadas, o de Nelder-Mead [12] estd
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entre os mais utilizados. FEssa popularidade reside nos bons resultados praticos,
especialmente se levada em conta a simplicidade do algoritmo. A partir de um sim-
plex no IR", a idéia do método é, a cada iteragao, substituir o vértice com o valor
menos desejado da funcao objetivo ou, quando isso nao for possivel, reduzir as di-
mensoes do simplex. Apesar de nao possuir resultados expressivos de convergéncia e
de apresentar comportamento insatisfatério em alguns problemas [17], a relevancia
do método de Nelder-Mead ainda é grande, pois é consagrada por anos de uso na

computacao cientifica.

Mesmo tendo a dificil tarefa de competir com o algoritmo de Nelder-Mead, a
pesquisa de novos métodos de busca direta que sejam mais confidveis é crescente.
Exemplo disso é o algoritmo proposto por Lucidi e Sciandrone [8]. Os autores se
baseiam em diferentes tipos de método de busca direta com o objetivo de elaborar
uma estratégia que apresente bons resultados tedricos. Um aspecto interessante do
algoritmo é a possibilidade de se escolher as direcoes de busca, desde que estas sa-
tisfagam alguns critérios. O conveniente critério de decréscimo suficiente adotado

da ao algoritmo resultados de convergéncia global.

Apds uma pequena revisao de importantes elementos de otimizacao nao linear
no Capitulo 1 iremos, no Capitulo 2, discutir sobre a definicao de busca direta e
relacionar algumas de suas subclasses. No Capitulo 3 trataremos do algoritmo pro-
posto por Lucidi e Sciandrone [8], que possui promissores resultados de convergéncia.
No Capitulo 4, destacaremos os aspectos mais importantes de dois métodos que nao
usam derivadas: o método de Nelder-Mead e o Algoritmo das Diregoes Aleatérias [2].
Por fim, seguirao alguns experimentos numéricos e anélise dos resultados (Capitulo

5).



Capitulo 1

Conceitos Fundamentais

Este capitulo tem por objetivo organizar elementos conceituais que formam a

base deste ou qualquer outro estudo em otimizacao.

mn

Para uma fun¢ao objetivo f(x) : IR" — IR, associamos um problema de mini-

mizagao irrestrita da forma

Minimizar f (), (1.1)

ou seja, buscamos um ponto z* € IR™ que soluciona o problema (1.1). Tal vetor é

denominado minimizador de f(x). Dois tipos de solugao serao considerados:

e Um ponto z* € IR" é um minimizador local de f se e somente se existe ¢ > 0
tal que f(x) > f(a*) para todo x € IR" tal que ||z — z*|| < e.

e Um ponto z* € IR™ é um minimizador global de f se e somente se f(z) >
f(z*), Vo € R™

Conseqiiéncia direta das definicoes de minimizadores local e global é o fato de

que todo minimizador global é também minimizador local.
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Apesar da definigdo de minimizador nao usar derivadas, é comum analisar possiveis
minimizadores através de gradientes e hessianas. Mesmo métodos de busca direta
que, como veremos, nao avaliam derivadas em nenhum passo dos seus algoritmos,
tem usualmente suas demonstracoes de convergéncia baseadas no gradiente de f.
Por esse motivo, enunciamos os teoremas que se seguem. As demonstragoes podem

ser encontradas em [1, 9].

Proposicao 1 Condigoes necessarias de primeira ordem:
Seja f: IR" — IR, f € C'. Se z* é minimizador local de f, entio V f(x*) = 0.

A condicao acima deve ser satisfeita por qualquer candidato a minimizador de
fungoes diferencidveis. Pontos y tais que V f(y) = 0 s@o chamados pontos esta-
cionarios. Nem todos os pontos estacionarios sao minimizadores de f. Por exemplo,
para f(z) = —z% o ponto z = 0 satisfaz f’(0) = 0, mesmo nao sendo a origem
minimizador local. No caso de fungoes que possuem derivadas de segunda ordem, a

proposicao abaixo deve ser satisfeita:

Proposicao 2 Condigoes necessarias de segunda ordem:
Seja f : R" — IR, f € C?. Se x* é minimizador local de f, entio Vf(xz*) =0 e
Vif(z*) > 0.

Por V2f(z*) > 0 queremos dizer que V2 f(z*) é semidefinida positiva, ou seja,
para qualquer y € IR", y*V2f(2*)y > 0. Novamente, as condi¢des acima nao garan-
tem que z* seja solugdo do problema (1.1). Condigoes suficientes sao dadas na

proposicao abaixo:

Proposicao 3 Condigoes suficientes de segunda ordem:
Seja f: R" — IR, f € C?. Se x* € tal que Vf(z*) =0 e V2f(x*) > 0, entdo x* ¢é

minimizador de f.

Com V2 f(x*) > 0 queremos dizer que V2 f(z*) é definida positiva, ou seja, para
qualquer y € R™\ {0}, y*V2f(2*)y > 0. Esta tltima condigao nao é necesséria para

que um ponto seja um minimizador de uma funcao. De fato, para f(z) = 2%, o
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minimizador x* = 0 satisfaz f’(z*) = 0, porém f”(z*) = 0.

Apesar das Proposigoes 1-3 terem fundamental importancia na classificacao de
possiveis solucgoes de (1.1), a maioria das demonstragoes de convergéncia de algo-
ritmos se contenta apenas em provar que os pontos limites das seqiiéncias geradas
sao pontos estacionarios da funcao objetivo. Diremos entdao que um algoritmo é
globalmente convergente se gera uma seqiiéncia {zx}72, tal que todo ponto limite

desta seqiiéncia é um ponto estacionario de f.



Capitulo 2

Métodos de Busca Direta

E importante observar que o simples fato de um método nao fazer uso de
derivadas nao é suficiente para caracteriza-lo como de busca direta. Métodos que
nao calculam derivadas sao conhecidos como derivative-free. Em tais procedimen-
tos, ha liberdade para, por exemplo, aproximar o gradiente da funcao objetivo por
diferencas finitas ou interpolar a funcao por um polindomio, com o intuito de atu-

alizar a aproximac¢ao do minimizador para a iteracao seguinte.

Dentro do amplo conjunto dos métodos derivative-free, estao os de busca direta.
Um método de busca direta, além de nao calcular ou aproximar as derivadas, nao
faz uso do valor explicito da fungdao. Apenas a ordenacao entre os pontos testados
é necessaria, por exemplo, dados os pontos {z1,...,x,,} basta conhecer os indices
i1,...,in tais que

Dentre os diversos tipos de métodos, destacaremos trés: métodos simplex, métodos
de busca linear e métodos de busca padrao [7]. A maioria dos algoritmos encontrados

na literatura se enquadra (ou ao menos se aproxima) de alguma dessas categorias.

10
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2.1 Métodos Simplex

O primeiro método simplex é devido a Spendley, Hext e Himsworth (1962)
[15]. Um simplex é um conjunto de n + 1 pontos em IR". Trabalhamos sem-
pre com simplex nao degenerados, ou seja, se {z1,...,Z, 1} s@0 os pontos que
definem o simplex (também conhecidos como vértices), pediremos que o conjunto
{za — x1,...,2p41 — 21} seja linearmente independente. O valor da fun¢do nos

vértices é conhecido.

A idéia de utilizar apenas n+ 1 pontos por iteracao para definir um algoritmo de
busca direta é razoavel, visto que n + 1 pontos seriam suficientes, por exemplo, para
aproximar o gradiente da funcao objetivo por diferencas finitas. Muitos métodos de
busca direta calculam a fungao entre 2n e 2" vezes por iteracao, de onde ja podemos
deduzir uma vantagem dos métodos simplex: sao economicos, no que diz respeito a
avaliagoes de funcao por iteracao, quando comparados a outros métodos de busca

direta.

A esséncia desses métodos estd em substituir os vértices do simplex, em geral
o pior deles (ou seja, aquele que tem o valor menos desejado da fungao objetivo).
A maneira mais usual de fazé-lo é refletindo o ponto através do centréide da face

oposta, como mostra o exemplo em IR

Figura 2.1: Reflexdo de um vértice através do centréide da face oposta.

O mais famoso método simplex ¢é sem duvida o método de Nelder e Mead [12].

Abordaremos esse algoritmo na Segao 1 do Capitulo 4.
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2.2 Métodos de Busca Linear

Os métodos de busca linear tém espirito semelhante aos métodos baseados em
derivadas. Para uma aproximacao x, escolhnemos uma direcao d e associamos a
iteracao corrente a funcao de uma varidvel ¢(a) = f(xy + ady), a € IR. A intencao
é encontrar oy que defina o novo vetor xp, 1 = x + apdy. Para tanto, é desejavel

que sejam feitas poucas avaliagoes de f, e é usual pedir que

f(@r) < fla).

Diferentes escolhas das diregoes e estratégias de encontrar o4 definem os difer-
entes métodos. A liberdade que esse tipo de algoritmo permite na escolha das
diregoes e passos exige, normalmente, o uso de alguns artificios (decréscimo sufi-

ciente de f, por exemplo) para assegurar convergéncia global [14].

2.3 Meétodos de Busca Padrao

Essa classe de algoritmos analisa a fungao objetivo em um padrao de pontos,
para entao decidir qual serd a préxima aproximacao para o minimizador. O padrao

mais intuitivo é definido pelas coordenadas cartesianas.

O método das variagoes locais [13], também conhecido como método das dire¢oes
alternadas ou busca coordenada, consiste em, a partir de um ponto x;, buscar um
ponto z;,1 onde haja decréscimo da funcao, utilizando para isso as diregoes coorde-

nadas, como mostra a Figura (2.2).

Se nenhum candidato a zj4; fornecer valor da fun¢do menor que f(zy) (fra-
casso), o tamanho do passo Ay é reduzido e um novo padrao de pontos é anal-
isado. Caso contrario (sucesso), aceitamos x4, e, a partir dele, buscamos xyo com
f(xrs2) < f(zg41) e assim por diante. Ja o algoritmo de Hooke e Jeeves [5], que
introduziu na comunidade cientifica o conceito de busca direta, é semelhante ao de

variacoes locais, exceto pelo fato de que, quando ha sucesso em uma iteracao k, nao
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Figura 2.2: Padrao em IR? definido pelas direcoes coordenadas e pelo passo Ay.

consideramos, para a proxima iteracao, o padrao de pontos ao redor de xp, 1, e sim
o padrao de pontos ao redor de xpy1 + (zr41 — xp). A idéia é aproveitar a diregao

Tpi1 — Tk, que é uma diregdo promissora. Ver figura (2.3)

Kyt (g~ Ky )

Hieq

Figura 2.3: Ponto que definird o padrao de pontos em IR? para o método de Hooke e
Jeeves.

Ha& varios trabalhos que abordam a questao da convergéncia para cada algoritmo
de busca padrao. Mas um artigo de V. Torczon [16] sintetiza a esséncia de todos
os métodos de busca padrao e demonstra a sua convergéncia. Neste trabalho, a
autora mostra que, para uma iteracao k e uma aproximacao x, para a solucao, sao
necessarias duas componentes para se definir um padrdao: uma base B € IR™" e

uma matriz geradora Cy € Z™P p > 2n. C}, deve ter a forma

Co=[ My, —M, L,]=lc, ¢,
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com M, € M C Z™", onde M é um conjunto finito de matrizes nao singulares e
L, € Z™®=27) deve conter pelo menos uma coluna de zeros. O padrdo de pon-
tos é definido pelas colunas da matriz P, = BC}, de onde, dado o passo Ay, os
candidatos a zj,1 sao 9?2,“ = 13, + Ay Bc,. O passo Ay, é reduzido por um fator pré-
definido quando ha fracasso ou pode até aumentar (dependendo do método) em caso

de sucesso, mas sempre multiplicado por um conjunto finito e pré-definido de fatores.

Se tivermos um algoritmo que possa ser decomposto nas componentes descritas
acima, e se, além disso, ele satisfizer algumas condigoes sobre os passos exploratorios
e sobre o processo de atualizagao de Ay, esse algoritmo pode ser considerado um al-
goritmo de busca padrao. A autora demonstra que, sob certas condigoes, a seqiiéncia
{zy} satisfaz

liminf ||V f(zx)|| = 0.
k—o0

Se além disso, forem impostas hipdteses extras sobre o algoritmo (que sao natu-
ralmente satisfeitas para diversos métodos de busca padrao), fica garantida a con-

vergéncia forte, no sentido que
Jim [ (@) =0.

Uma particularidade da busca padrao é que esta nao necessita de critérios de

decréscimo suficiente para garantir a convergencia.

H4 interessantes trabalhos que mesclam idéias de diferentes tipos de métodos de
busca direta, almejando aproveitar as vantagens de cada um em algoritmos mais
competitivos em relacao aos métodos baseados em derivadas. Um exemplo desses
algoritmos hibridos é o proposto por Lucidi e Sciandrone, abordado no préximo

capitulo.



Capitulo 3
Algoritmo de Lucidi e Sciandrone

Os métodos de busca padrao costumam avaliar a fungao objetivo em vérias
direcoes diferentes a cada iteracao. Isso pode dar uma boa idéia do comportamento
local de f em torno de um ponto xj;, tornando possivel identificar boas direcoes
(diregbes onde ha decréscimo da fungdo). J& os métodos de busca linear, podem dar
passos grandes quando boas diregoes sao encontradas. A idéia do trabalho de Lucidi
e Sciandrone [8] foi juntar elementos desses dois tipos de métodos para criar um
esquema de algoritmo globalmente convergente. Assumiremos sempre que a funcao

objetivo satisfaz as hipdteses abaixo:

1. f(x) é continuamente diferenciavel,

2. L(zg) é compacto, onde L(zg) = {z € R"| f(z) < f(xo)}, e 9 é o chute

inicial.

Os autores afirmam que um bom conjunto de dire¢coes para um método de
busca direta deve, de alguma maneira, suprir a falta do gradiente, que é o melhor
termometro do comportamento local da funcao. Tais direcoes devem ser suficientes
para caracterizar se um ponto é estacionario, caso contrario devem indicar uma
direcao de descida a partir deste ponto. Se o conjunto de direges pi, i = 1,...,r

satisfizer a condicao C1 abaixo, saberemos que se trata de diregoes que preencherao

15
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a lacuna deixada pelo nao uso das derivadas:

Condigao C1: Dada uma seqiiéncia de pontos {xy}, as seqiiéncias de diregoes

{pi},i=1,...,r sdo limitadas e tais que
lim ||V f(a)]| = 0 ¢ lim Y~ min{0, Vf(z)"p;} = 0.
o =1

Dois exemplos de dire¢oes de busca que satisfazem C1 sao:

1. pi tais que as seqiiéncias {pi}, com i = 1,...,r sao limitadas, e todo ponto
limite (p',...,p") da seqiiéncia {(p},...,pk)} é tal que os vetores p* geram
positivamente o IR"™. Diregdes que satisfazem essas condigoes sao faceis de

construir. Basta tomar, por exemplo

i1 _
P = €, 1=1,...,n
e fazer
n-+i % _
Dp = —€, 1=1,...,n
ou
n
n+l 7
i=1
2. pi,i=1,...,n uniformemente linearmente independente e p;™* da forma
max
n+1l Ty — Ty,
pk - ’
&k
onde z"* = argmax;_; _,{f(xy + &pi)} e & — 0 quando k — oo.

A proposicao abaixo descreve um conjunto de condicoes para convergéncia global:

Proposigao 4 Sejam {z} uma seqiiéncia de pontos, {pi}, i =1,...,r seqiéncias

de direcoes e suponha que as sequintes condigoes sao satisfeitas:

1. f(ogg) < flag),
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2. {pi}, i=1,...,r satisfaz a condi¢io C1,

3. Ezistem seqiiéncias de pontos {y.} e seqiéncias de escalares positivos &,
i=1,...,r tais que f(y; +&pk) = fyi) — o(&), limp—oc § = 0 €

limy,—oo ||z — yil| = 0.
Entio limy . ||V f(z2)]] = 0.

Demonstragao: Ver [8].

Esta proposigao, juntamente com a condi¢ao C1, cria um molde de algoritmos
de busca direta globalmente convergentes: se as direcoes de busca do algoritmo
satisfazem C1, basta demonstrar que a seqiiéncia {z;} gerada por este satisfaz a
Proposicao 4. E como esta resume algumas hipdteses comuns a busca padrao e
busca linear, esta proposicao é adequada para guiar a definicao de algoritmos mis-
tos. Dois algoritmos deste tipo sao propostos pelos autores. A diferenca entre eles
estd na escolha das diregoes. No algoritmo abaixo, pedimos que as seqiiéncias {p%},

1=1,...,r, satisfacam a condicao CI.

Algoritmo 1: Sejam k=0, zp € R", &} >0,i=1,...,r, 7> 0,4, 60 € (0,1).
1. Fagai=1 ey} = .
2. Se f(yi + aipi) < f(yi) — 7(64)?, entdo
calcule o, por Procedimento LS(a4, yi, pl,~,d)
e faga aj,, = of;
caso contrario af, =0 e &, = 0a;,

+1 g i g
Faca y,"" = y;. + agpj.-

3. Se1 < r,fagcai=1+ 1 e volte para o passo 2.

4. Encontre x4 tal que

f(xk+1) < f(yl7;+1>v
faca k = k + 1, e volte para o passo 1.
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Procedimento LS(d&}, v, ph,7,9): Encontre of = min{é~7a} : j = 0,1,...}

tal que

ik + aipr) < fyr) —v(0q)?,

o

F i+ Skph) > max{ f (v} + abpl), F(gh) — (%8)2.

A cada iteracao k, o comportamento da funcao é analisado em todas as direcoes
de busca p,. Quando algum p} cumpre o critério de decréscimo suficiente, o proce-
dimento de busca linear tenta dar um passo significativo nesta direcao. A imposicao

de decréscimo suficiente permite uma liberdade maior na escolha das diregoes.

E interessante observar que, para cada i € [1,2,...,r|, adotamos uma seqiiéncia
de passos {ail}?e, diferente. Isso permite que o comportamento da fungao em
cada um dos r conjuntos de dire¢oes {p}}7>, seja analisado independentemente,

fato 1til principalmente se as diregoes de busca sao as mesmas a cada iteracao

(ph=pi=1,...,7).

Por fim, observamos que, no Passo 4, ha a liberdade para o uso de qualquer
esquema de extrapolagao, que pode ser uma boa idéia para se obter melhores resul-

tados praticos.

O Algoritmo 1 goza do seguinte teorema de convergéncia :

Teorema 1 Seja {zy} uma seqiiéncia gerada pelo Algoritmo 1. Suponha que as
seqiiéncias de diregoes {p\}i_, satisfazem a condigao C1. Entao o Algoritmo 1 estd

bem definido e temos que

Jim |19 (@] = 0.

Uma demonstracao do teorema acima esta intimamente relacionada com a Proposi¢ao

4 [8]. Com a expressao “bem definido”, queremos dizer que o procedimento de busca
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linear sempre termina em uma quantidade finita de passos.
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O algoritmo seguinte tem a mesma esséncia de exploragao das diregoes do Al-

goritmo 1, diferindo apenas no conjunto de diregoes. As diregoes {pi}, i =1,...,n

devem ser uniformemente linearmente independentes.

Algoritmo 2: Sejam k=0, 7o € R", ¢ >0, a}>0,i=1,...

6 € (0,1).

1. Fagai=1ey} = xx, Vi = {yi}, Sk = {0}.

N

Se f(y;. + api) < f(yk) — 7(&})?, entdao
calcule o por Procedimento LS(a, v, pi,~,0)

an+1a7>0757

e faga &}y = of, Vi = Vi U {yi + agni}, Sk = Sk U {aj};
caso contrdio af, = 0 ¢ .., = 0, Vi = Ve U {u} + gt} Sk = 5 U {a):

Faga y;™ = yj, + ajp}.
3. Se 1 < n, faga 1 =1+ 1 e volte para o passo 2.

4. Calcule "™ = mingeg, {a} e A’ = max,eg, {a}

Se & mm < ¢, entao calcule kar1 tal que

vt — v
pz-i-l k k
onde v = argmax,cy, {f(v)},

= argmin,, {f(v)}, e
é-k c [ min azlax]’

caso contrario faga

U]?;)’LZTL

5. Se f(yp +ap o) < f(yp) — v(apt)?, entdo
n+1 n+1

calcule oz”“ por Procedimento LS(a; ", v, pr 7, 0)

e faga af] = ath;
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caso contrdrio af ™t =0 e apt] = faptt.

Faca y; ' = yp + o) 'pptt

6. Encontre ;. tal que

f(xk+1) < f(lecH_l)v
faca k = k + 1, e volte para o passo 1.

Os passos 1 a 3 do algoritmo acima sao essencialmente os mesmos do algoritmo
1. No passo 4, é verificado se os passos dados em cada dire¢ao sao da mesma ordem
de grandeza, o que nos diria se o conjunto de pontos visitados durante a iteragao

nos da uma boa nocao do comportamento local de f. Em caso afirmativo, uma

ireca 5 tom m a intenca roximar ireca maxim ida.
direcio p; ' é tomada com a intencdo de aproximar a direcio de maxima descida
Caso contrario, pi*! é tal que {p},p2,...,pi"'} gere positivamente o IR". Assim

procedendo, teremos seqiiéncias de direcdes {pi}""} que satisfazem C1.

O Passo 5 é como uma repeticio do Passo 2, agora para a direcio p;t*. O Passo

6 representa, novamente, a possibilidade de extrapolacao.

Para o Algoritmo 2 hé o seguinte teorema, demonstrado em [§]:

Teorema 2 Seja {zy} uma seqiiéncia gerada pelo Algoritmo 2. Suponha que os
vetores {pL}, com i =1,...,n, sao limitados e uniformemente linearmente indepen-

dentes. Entdo o Algoritmo 2 estd bem definido e temos

Jim [V f ()| = 0.



Capitulo 4
Outros Algoritmos

Neste capitulo, descreveremos outros dois algoritmos de busca direta. Sao eles o
Método de Nelder-Mead [12] e o Método das Direcoes Aleatérias [2].

4.1 Método de Nelder-Mead

O método de Nelder-Mead [12], publicado em 1965, é provavelmente o mais uti-
lizado método de busca direta. A contribuicao do algoritmo Nelder-Mead a classe
dos métodos simplex reside na possibilidade de contragao ou expansao do simplex,

além da reflexdo, como mostra a figura (4.1).

Figura 4.1: Possibilidades de atualizagao do simplex no método de Nelder-Mead.

21
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Sao necessarios 4 coeficientes escalares no algoritmo de Nelder-Mead. Sao eles:

e Coeficiente de reflexao: p > 0,
e Coeficiente de expansao: xy > 1 com x > p,
e Coeficiente de contracao: 0 <y < 1le

e Coeficiente de reducao (shrink): 0 < o < 1.

Para uma func¢ao f(z) : IR® — IR e um simplex no IR", a iteragdo de Nelder-

Mead se da conforme o algoritmo abaixo:

1. Ordenagdo: Ordenar os vértices do simplex de maneira que f(z;) < f(xq) <

-+ < f(xp41). Calcular o centréide dos n melhores pontos, T = Y1 | z;/n.

2. Reflexao: Calcular o ponto de reflexdo z, = (1 4+ p)T — px,.1. Se f(z1) <

f(z,) < f(xy), aceitar o ponto x, e terminar a iteragao.

3. Expansao: Se f(x,) < f(z1), calcular o ponto de expansao z. = (1 + px)z —
PXTni1- Se f(ze) < f(x,), aceitar x, e terminar a iteracdo, caso contrario

(f(ze) > f(x,)) aceitar x, e terminar a iteragao.
4. Contragao: Se f(x.) > f(x,) fazer uma contragao:

(a) Contragao Externa: Se f(x,) < f(z,) < f(xpy1), calcular z, = (1 +
PY)T — pyTnsr- Se f(x.) < f(x,) aceitar z. e terminar a iteracao. Caso

contrario, ir para o passo 5.

(b) Contragao Interna: Se f(x,) > f(xn11), calcular z, = (1 — )T + YZpy1-
Se f(x.) < f(xni1), aceitar z. e terminar a iteracao. Caso contrério, ir

para o passo J.

5. Redugao (Shrink): Calcular os vetores v; = x1 + o(x; — x1),i = 2,...,n+ L.

Os vértices (ainda fora de ordem) para a préxima iteracao sao xy, Vg, . .., Upt1-
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No processo de se ordenar os vértices do simplex no inicio da iteracao, podem
ocorrer empates entre o valor da funcao de dois ou mais pontos. No artigo original
de Nelder e Mead, ndo é mencionado como proceder em tal situacdo. Em [6], é
sugerida uma regra de desempate que foi a utilizada durante a implementacao com-

putacional do algoritmo Nelder-Mead no préximo capitulo:

Iteracao sem reducao do simplex: Quando nao ha reducao do simplex, ape-
nas o vértice de indice n + 1 é descartado e substituido por um vetor que chamare-
mos de v. O vetor v tomara a posi¢ao j + 1 no simplex da iteracao seguinte, onde
J = maXo<m<n{m| f(v) < f(@mi1)}. Os outros vértices continuam na ordem que foi

estabelecida antes de se iniciar a iteragao.

Iteragcao com redugao do simplex: Nesse caso, apenas o vértice x; serd
aproveitado na iteracdo seguinte. Apenas uma regra de desempate é necesséria:
caso o vértice r; empate com um ou mais vetores como sendo o ponto de melhor
valor da funcdo no novo simplex. Caso isso ocorra, faremos 2™ = 2%, Em qualquer
outra situacao, poderemos fazer uso de qualquer outra regra de desempate depois

de uma reducao.

Apesar de ser largamente empregado, o método de Nelder-Mead nao tem garan-
tias de convergéncia para dimensoes superiores a 2. Existem exemplos onde o algo-
ritmo converge a pontos nao estacionarios, fenomeno normalmente atribuido ao fato
da diregao de busca (ou seja, a diregao definida pelo pior vértice e pelo centrdide dos
vértices restantes) se tornar numericamente ortogonal ao gradiente. Em [11], encon-
tramos uma classe de fungoes estritamente convexas e diferenciaveis onde o método
falha. Entretanto, o mau comportamento para essas fungoes pode ser evitado im-
pondo, por exemplo, decréscimo suficiente e restrigoes sobre os angulos internos do

simplex, como em [17].
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4.2 Meétodo das Direcoes Aleatorias

O Método das Direcoes Aleatérias foi proposto em 2003 em um trabalho de
Diniz-Ehrhardt, Martinez e Raydan [2]. Baseados em algumas técnicas derivative-
free da literatura, os autores construiram um método globalmente convergente com
estratégia de busca linear nao monoétona. Durante a execugao do algoritmo, é per-

mitido acréscimo na funcao, inclusive em direcoes de subida.

Inicialmente, escolhemos o parametro M € IN. Em uma iteragao k, definimos

fk = m&X{f(M), cee f(xmax{k—M-i-LO})}‘

Um vetor z;,, serd aceito se satisfizer a inequagao
f(ka) = f(]}k + Oéd) < fk + Nk — OéQﬂk. (41)
O parametro 7, deve ser escolhido de maneira que

m >0V kelN e >y < o0
k=0

Ja o parametro i deve ser tal que {fx} seja uma seqiiéncia limitada, ou seja,

exista C' € IR tal que

By <C Y ke,

além disso é necessario que

O, >0V kelN,

e, para qualquer subconjunto infinito de indices K C IV,

lim 5 = 0 = lim V f(z4) = 0.

Observemos que a escolha (3, = 1 é admissivel.
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Com o critério (4.1), eventualmente serao admitidos pontos que representem um
acréscimo na fungao objetivo. Essa caracteristica é devida ao parametro 7y e ao fato
de utilizarmos fj ao invés de f(zy). J& By tem um papel semelhante ao escalar v do

algoritmo de Lucidi e Sciandrone.

A inequagao (4.1) é a base para um modelo de algoritmo globalmente conver-
gente, e para mostrar a eficiéncia de se utilizar um critério nao monoétono, os autores

propoem um algoritmo onde as direcoes de busca sao geradas aleatoriamente.

Mesmo utilizando direcoes aleatorias, o desempenho do algoritmo é satisfatorio,
apresentando bons resultados na grande maioria dos testes realizados. Além disso,
o critério (4.1) de decréscimo suficiente apresenta algumas semelhangas com o uti-
lizado por Lucidi e Sciandrone. Por esses motivos, surgiu a idéia de saber o que
ocorre quando as direcoes de busca do algorimo de Lucidi e Sciandrone sao geradas

aleatoriamente.

E claro que, com direcoes aleatorias, nao ha garantias, por exemplo, de que o
conjunto de direcoes satisfaz os critérios de independéncia linear, que sao utiliza-
dos na demonstracao de convergéncia. No entanto, o bom senso acusa que direcoes

aleatoriamente geradas quase nunca sao linearmente dependentes.

Outra questao relevante é uma certa incompatibilidade de idéias ao se usar
direcoes geradas aleatoriamente em um algoritmo com a estrutura do de Lucidi
e Sciandrone. Parece mais sédbio utilizar diregoes de busca aleatérias em algoritmos
que realizem busca em apenas uma direcao a cada iteracao, utilizando assim apenas
ag, como é o caso do algoritmo proposto em [2], ao invés de um conjunto de passos
at. Além disso, outros critérios de parada talvez fossem mais sensatos, ao invés dos

mais ébvios empregados em implementacoes do algoritmo de Lucidi e Sciandrone.

Entretanto, nenhum dos fatos acima nos tirou a curiosidade de testar os algo-

ritmos do Capitulo 3 com direcoes aleatoriamente geradas. E os resultados foram
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interessantes, como mostraremos na Se¢ao 1.2 do Capitulo 5.

E importante observar que o algorimo de Diregoes Aleatdrias proposto em [2] nao
¢é de busca direta segundo a definicao do Capitulo 2, por utilizar o valor da funcao,
por exemplo, em uma etapa que realiza interpolacoes quadraticas. Mas sem duvidas
é um método derivative-free, e os seus bons resultados tedricos e experimentais

motivaram os testes com direcoes aleatoriamente geradas.



Capitulo 5
Experimentos Numéricos

Os Algoritmos de Lucidi e Sciandrone foram programados em Fortran 77 e ro-

dados em um PC.

As seguintes diregoes de busca foram utilizadas, (com excegao para a Segao 1.2

deste capitulo):

Algoritmo 1:

Algoritmo 2:

Para escolher os parametros do algoritmo, diversos valores foram experimen-
tados. Testamos valores para € e para 0 no intervalo [0.1,0.9]. Para ¢ e para 7,
empregamos valores da forma 10*, com k = —4,...,6 paraye k= 0,...,4 para c.
Os valores que apresentaram melhores resultados foram selecionados para constituir
o conjunto de parametros utilizados durante os experimentos deste capitulo. Os

valores adotados sao:

27
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Como critério de parada, escolhemos uma tolerancia 7 tal que o algoritmo para
se em alguma iteracao k

max a; < T.

i=1,...,r
A condicao imposta pela tolerancia 7 procede, uma vez que a distancia entre
as aproximagoes {z;} diminui na mesma proporgao que os coeficientes {&;}. Este

critério de parada sera referido como critério 1.

Diremos que o algoritmo fracassou em convergir quando fizer mais que itmaz

iteragoes (critério 2) ou realizar mais que fevalmaz avaliagoes de fungao (critério 3).

Além disso, quando trabalhamos com problemas onde sabemos, a priori, que
f(z) > 0 (fato verificado nos exemplos de Moré, Garbow e Hillstrom [3] por se
tratar de soma de quadrados), adicionamos uma tolerancia extra 7y, de modo que a

execucao do algoritmo termina quando

f(xk) S T,

condicao que nomearemos critério 4.

Para os parametros de parada, foram utilizados os seguintes valores:
T=107%,
T =10"",
itmax = 50000,

fevalmax = 100000.

Comparamos primeiramente os algoritmos de Lucidi e Sciandrone com o algo-
ritmo de Nelder-Mead. Os coeficientes escolhidos foram os mais comumente empre-

gados:



CAPITULO 5. EXPERIMENTOS NUMERICOS 29

p=1
o=0.5,
v=05e
X =2

O simplex inicial foi calculado a partir do mesmo chute inicial utilizado nos
Algoritmos 1 e 2. Dado um vetor xq, escolnemos v, 1 = xg, v;(j) = zo, i = 1,...,n,

J #iewi) da forma

vi(i) = 1.0520(d) - @o(7) # 0,
Z 0.00025 (i) = 0.

Essa é uma interessante maneira de colocarmos o chute inicial que desejamos
dentro de um simplex. Este é o mesmo procedimento que encontramos na rotina
fminsearch do software MATLAB [4].

Como critério de convergencia, apds ordenarmos de forma que vy < -+ < v,41,

pediremos que

fWni1) = f(vr) 107% e

|vi — Visillo <107° i =1,... n.

O critério acima serda denominado critério 1. Além desse, consideraremos os

critérios 2, 3 e 4 como para os algoritmos de Lucidi e Sciandrone.

5.1 Exemplos de Moré, Garbow e Hillstrom

Primeiramente, testamos os algoritmos para a coletanea de problemas organi-
zada por Moré, Garbow e Hillstrom [3]. Trata-se de um conjunto de problemas
classicos e diferencidveis de minimizacao irrestrita. Problemas desse tipo correspon-

dem corriqueiramente ao primeiro conjunto de testes pelo qual um algoritmo passa,
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mesmo sendo esse algoritmo de busca direta.

5.1.1 Direcoes Canoénicas

Nesta subsecao utilizaremos como direcoes de busca para o algoritmo de Lucidi
e Sciandrone a base canonica, que é de fato o conjunto de dire¢oes que foi utilizado

durante a maioria dos testes numeéricos.

Para os problemas onde a dimensao n era variavel, escolhemos primeiramente
n = 20. A tabela a seguir mostra o nimero de iteragoes realizadas, a quantidade

de célculo de fungoes e o tipo de convergéncia encontrada (1, 2, 3 ou 4) para cada

algoritmo.
Algoritmo 1 Algoritmo 2 Nelder-Mead
prob | n it feval | tipo it feval | tipo | it | feval | tipo
1 2 | 1905 | 13159 1 668 3335 4 78 | 147 4
2 2] 89 538 1 68 316 1 68 | 131 1
3 | 2] 1335 | 6990 1 2184 | 9543 1 156 | 284 4
4 12| 63 306 1 63 228 1 140 | 265 4
5 | 2] 104 665 4 35 157 4 46 91 4
6 2 31 145 1 40 160 1 44 86 1
7 3 1 12 4 114 770 1 129 | 234 4
8 | 3| 2896 | 28870 1 | 13302 | 90762 1 132 | 242 1
9 |3 17 105 4 30 130 1 12 28 4
10 | 3| 10268 | 100008 | 3 | 13241 | 100002 | 3 | 1038 | 1798 | 1
11 | 3| 10244 | 100009 | 3 | 14507 | 100002 | 3 297 | 515 4
12 | 3| 6623 | 59675 4 | 14753 | 100004 | 3 271 | 496 1
13 | 4| 657 8281 1 2416 | 20891 1 310 | 503 4
14 |4 1 22 4 2549 | 21961 1 300 | 503 4
15 | 4| 3668 | 46029 1 | 11537 | 98706 1 169 | 291 1
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Algoritmo 1 Algoritmo 2 Nelder-Mead
prob | n it feval | tipo | it feval | tipo it feval | tipo
16 | 4 | 103 | 1312 1 393 | 3326 1 211 368 1
17 | 5 {5979 | 100013 | 3 | 1846 | 17431 1 620 978 1
18 | 6 | 5443 | 100012 | 3 | 8446 | 100005 | 3 620 983 1
19 | 11| 1579 | 54181 1 | 4782 ] 100001 | 3 2943 | 4054 1
20 | 9 | 3445 | 100006 | 3 | 1974 | 33153 1 1259 | 1844 1
21 | 20 | 1441 | 100031 | 3 | 1578 | 58236 1 | 16757 | 21268 | 1
22 20| 807 | 51076 1 |2622 | 100006 | 3 | 10887 | 13773 | 1
23 | 10 | 3308 | 100006 | 3 | 2914 | 61181 1 2830 | 4000 1
24 | 10| 108 | 3027 1 142 | 1937 1 4646 | 6552 1
25 |20 | 1748 | 100009 | 3 | 2840 | 100029 | 3 8175 | 10343 | 1
26 |20 | 302 | 17627 1 516 | 19882 1 ] 11062 | 13849 | 1
27 |20 | 1813 | 100038 | 3 | 2682 | 100010 | 3 9871 | 12511 | 1
28 | 20 | 1496 | 100052 | 3 | 2618 | 98872 1 8538 | 10722 | 4
29 |1 20| 23 1034 4 124 4323 4 14720 | 18392 4
30 |20 30 1481 4 111 | 3889 4 3118 | 3948 4
31 |20 | 1388 | 100046 | 3 90 3028 1 7303 | 9180 1
32 |20 33 1449 1 190 | 4158 1 23559 | 29484 | 1
33 20| 35 1463 1 44 962 1 613 | 1002 1
34 | 20| 34 1424 1 46 1017 1 637 1040 1
35 | 9| 91 2571 4 622 | 10845 1 1151 | 1674 1

O Algoritmo 1 convergiu para menos problemas, falhando em 11 exemplos contra
8 do Algoritmo 2. Apesar disso, para muitos dos problemas onde ambos os algo-
ritmos convergiram, o Algoritmo 1 realizou uma quantidade tao menor de iteracoes
que o numero de avaliagoes de funcao foi semelhante (muitas vezes até menor) que
no Algoritmo 2, mesmo o primeiro fazendo ao menos 2n avaliacoes de funcao por

iteracao e o segundo ao menos n + 1.

O método de Nelder-Mead convergiu para todos os problemas e, na maior parte
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deles, realizou a menor quantidade de calculos de fungoes entre os trés algoritmos.

As figuras abaixo representam os graficos do valor da fun¢ao objetivo pelo niimero
de avaliacoes de func@o. A linha continua representa o comportamento do Algo-
ritmo 1, a linha pontilhada é referente ao Algoritmo 2 e a tracejada ao algoritmo de
Nelder-Mead. As figuras (5.1), (5.2), (5.3) e (5.4) correspondem, respectivamente,
a Funcao de Rosenbrock, Funcao de Beale, Funcao da Equagao Integral Discreta e

Funcao Chebyquad, que correspondem aos problemas 1, 5, 29 e 35.

=
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Figura 5.3: Fungao da Equacgao Integral
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Para as figuras (5.1), (5.2) e (5.4) o desempenho do método de Nelder-Mead é
melhor, uma vez que o grafico mostra que o valor da funcao é quase sempre menor
se comparado com os obtidos pelos Algoritmos 1 e 2 para o mesmo nimero de
avaliagoes de fungao. Apenas na figura (5.3) podemos ver um desempenho melhor
para os Algoritmos de Lucidi e Sciandrone. Comparando os Algoritmos 1 e 2 entre

si, vemos um melhor desempenho para 1 nas figuras (5.3) e (5.4).

Apesar do visivelmente melhor desempenho do método de Nelder-Mead para
os exemplos até aqui vistos, a situacao inverteu-se quando aumentamos o valor da
dimensao n. Para os problemas encontrados em [3] cuja dimensao é varidvel, uti-

lizamos n = 100. Obtivemos os seguintes resultados:

Algoritmo 1 Algoritmo 2 Nelder-Mead
prob | it feval | tipo | it feval | tipo it feval | tipo
21 | 292 |100201 | 3 | 620 | 100001 | 3 | 50000 | 54092 | 2
22 | 320 | 100010 | 3 | 594 | 100104 | 3 | 50000 | 53799 | 2
23 | 342 | 100277 | 3 | 536 | 100081 | 3 | 50000 | 53349 | 2
24 | 149 | 43051 1 280 | 51100 1 | 50000 | 53236 | 2
25 | 476 | 100005 | 3 | 885 | 100085 | 3 | 50000 | 53147 | 2
26 | 224 | 64323 1 | 481 | 87705 1 | 50000 | 53770 | 2
27 | 473 | 100098 | 3 | 888 | 100090 | 3 | 31844 | 39879 | 1
28 | 32 | 6581 1 29 | 2988 1 | 50000 | 54387 | 2
29 | 26 | 5812 4 | 261 | 47415 1 | 50000 | 53965 | 2
30 | 32 | 7513 4 | 417 | 77226 1 | 50000 | 56064 | 2
31 | 37 | 9224 1 434 | 79984 1 | 50000 | 76148 | 2
32 | 33 | 7249 1 | 981 | 100059 | 3 | 50000 | 53548 | 2
33 | 42 | 8508 1 57 | 5819 1 7651 | 10028 | 1
34 | 40 | 8106 1 58 | 5924 1 7365 | 9527 1
35 | 167 | 55232 1 | 145 | 24669 1 | 50000 | 54483 | 2

Como podemos observar, o método de Nelder-Mead convergiu apenas para 3

problemas. J& os Algoritmos 1 e 2 convergiram em 10 e 9 casos, respectivamente.
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E interessante observar principalmente a queda da qualidade do método de Nelder-
Mead.

5.1.2 Direcoes Aleatorias

Durante a realizacao dos experimentos numéricos, notamos que a utilizacao da
base canonica como dire¢gao de busca nao torna os métodos muito eficientes. Se-
ria mais interessante empregarmos diregoes que variassem a cada iteragdo. Com
esse intuito, executamos os programas com direcoes aleatoriamente geradas, como
ja relatamos no Capitulo 4 Secao 2. Fizemos uso de um gerador de aleatérios para
calcular cada uma das n diregoes usadas por iteracao nos algoritmos. Para o algo-
ritmo 1, calculamos as n diregoes pi e depois utilizamos as diregoes —p5. As diregoes

foram computadas de maneira que ||pt||oc < 1. Obtivemos os seguintes resultados:

Algoritmo 1 Algoritmo 2
prob | n it feval | tipo it feval | tipo
1 2| 318 2235 1 389 2034 1
2 2| 334 2343 1 503 2625 1
3 2 26 112 1 29 96 1
4 2 1 13885 | 100003 | 3 | 13955 | 73920 1
5 2| 148 1011 4 177 922 4
6 2 31 134 1 3725 | 20305 1
7T 3] 226 2355 1 349 2424 1
8 3| 147 1496 1 7323 | 52980 1
9 3 27 195 4 28 144 4
10 | 3| 46 379 1 30 140 1
11 | 3] 9173 | 100007 | 3 | 13891 | 100002 | 3
12 | 3] 9135 | 100004 | 3 | 12022 | 87392 1
13 | 4] 558 7982 1 784 6960 1
14 | 4] 1113 | 16120 1 1481 | 13193 1
15 | 4] 3711 | 54031 1 3585 | 32509 1
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Algoritmo 1

Algoritmo 2

prob | n it feval | tipo | it feval | tipo
16 | 4 | 69 852 1 104 837 1
17 | 5 | 539 | 9562 1 152 | 1516 1
18 | 6 | 4579 | 100001 | 3 | 4328 | 54935 1
19 | 11| 2487 | 100035 | 3 | 4608 | 100017 | 3
20 | 9 | 3055 | 100013 | 3 | 1104 | 19629 1
21 |20 | 1370 | 100054 | 3 | 2630 | 100021 | 3
22 |20 | 1372 | 100063 | 3 | 2339 | 88748 1
23 | 10 | 2752 | 100019 | 3 | 2332 | 46530 1
24 | 10| 31 731 1 40 583 1
25 |20 | 201 | 13779 4 344 | 12605 1
26 |20 | 139 | 9377 1 198 | 7155 1
27 |20 | 804 | 57740 1 122 | 4232 1
28 |20 | 1071 | 77837 1 564 | 21067 1
29 20| 29 1459 4 47 1467 4
30 | 20| 43 2394 4 73 2390 4
31 | 20| 39 2084 4 7 2533 4
32 | 20| 36 1852 1 58 1820 1
33 20| 29 1190 1 30 675 1
34 20| 28 1167 1 31 689 1
35 | 9 | 329 | 10500 1 679 | 12059 1

35

Com as direcoes geradas aleatoriamente, encontramos resultados melhores para

os dois algoritmos. O Algoritmo 1 fracassou 9 vezes, ao invés das 11 falhas ocorridas

quando utilizamos a base candnica. Ja o algoritmo 2 apresentou uma melhora de

8 para 3 fracassos. Podemos observar a superioridade do Algoritmo 2 com direcoes

aleatorias, pois este falhou para menos problemas e realizou menos avaliagoes de

funcao para a maioria deles. O melhor desempenho para ambos os algoritmos se deve

ao fato de estarmos fazendo buscas em um conjunto mais amplo de direcoes. Para

o Algoritmo 2, vemos o quanto é interessante aproximarmos a direcao de maxima

descida.
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Voltamos a frisar que, utilizando diregoes geradas aleatoriamente, nao temos
garantias de convergéncia, uma vez que nao podemos afirmar que o conjunto de
direcoes é linearmente independente. Porém, as possibilidades de que geremos um

conjunto linearmente dependente sao reduzidas.

Os resultados com direcoes aleatdrias nos fazem crer que seja possivel encontrar
um conjunto de diregoes que seja facil de se gerar e que possibilite relevantes resul-

tados praticos para o algoritmo de Lucidi e Sciandrone.

5.2 Funcao de Weber

A funcao de Weber modela o problema de dizer onde deve se localizar um depdsito
ou produtor de algum bem de modo que o custo associado a distribui¢ao desse bem
aos diversos interessados seja o menor possivel. O custo é proporcional a distancia
dos interessados ao produtor. Se os locais onde h4 demanda forem z; € IR? com os

pesos de custo correspondentes w;, a funcao é dada por

F@) = Ywille = zll = X wn/I@h — ErE+ @) — @)l

Assumiremos que Y, w; > 0 para garantir a existéncia de minimo global e que
pelo menos um dos pesos w; é negativo, pois nesse caso pode haver mais de um
mimimizador local. A funcao é nao diferencidavel para r = z;, dai o interesse em

verificar o comportamento dos algoritmos nesse problema.

Os algoritmos foram testados em dois exemplos:

2 90 43
w=(2,4,-5)" e (21, 20, 23) = .
( ) e (a2, 2) (42 11 88)
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~10 0 5 25)

w=(2,—4,2, 17T e (21, 29, 23, 24) =
( )y o 2 ) (—100830

Para o primeiro exemplo, hd um minimo global em z* = (90,11)7. J4 para o
segundo, existem dois minimizadores: (—10,—10)7 e (25,30)7, sendo (25,30)7 mi-

nimizador global.

Os algoritmos foram testados usando a origem como chute inicial. Apesar da
descontinuidade do problema, todos os algoritmos encontraram os minimizadores

globais, como mostra a tabela:

Algoritmo 1 | Algoritmo 2 | Nelder-Mead
exemplo | it feval it feval it feval
1 214 | 1323 | 141 714 139 260
2 83 503 59 271 93 182

5.3 Exemplos de McKinnon

O método de busca direta mais utilizado na pratica é provavelmente o método de
Nelder-Mead. Porém em [11] é apresentada uma classe de fungoes que inclui fungoes
diferenciaveis estritamente convexas para as quais é demonstrado que o método de
Nelder-Mead apresenta um comportamento indesejado. Se o método é aplicado a

funcao

, (5.1)

f(x) o 8¢|$1‘T+1’2 +$% il S 0
QxI—G—QSQ-l-SE% x>0

a seqliéncia gerada converge para (0,0), mesmo nao sendo a origem um ponto esta-

cionario. Para tanto, o simplex inicial deve ter os seguintes vértices:
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Ul = ( 0 9 0 ),
Vg = ( 1 ) 1 )7
U3 = ( 1+§/§ ) l_g/ﬁ )

Além disso, os parametros 7, # e ¢ devem satisfazer algumas condi¢oes. A
funcao (5.1) tem derivadas continuas se 7 > 1. Alguns conjuntos de parametros que

provocam o mau comportamento do método sao:
1. (1,6,¢) = (3,6,400),
2. (1,0,¢) = (2,6,60),
3. (1,0,¢) = (1,15, 10).

Para esses valores, foram obtidos os seguintes resultados, tomando a origem como

chute inicial para os Algoritmos 1 e 2 e o simplex acima para o Nelder-Mead:

Algoritmo 1 Algoritmo 2 Nelder-Mead
prob | it | feval | conv | it | feval | conv | it | feval | conv
1 |28 118 | OK! | 28| 90 | OK! | 67| 137 X
2 28 | 118 | OK! | 33| 110 | OK! | 67 | 137 X
3 28] 118 | OK! | 23| 70 X 183 169 X

Apesar de todos os exemplos terem convergido segundo o critério 1 (tamanhos
dos passos se tornaram pequenos o bastante), no exemplo 3 o Algoritmo 2 também
converge para a origem ao invés de encontrar a solucao (0, —0.5). Esse é um indicio
de que nao serd possivel encontrar resultados de convergéncia para o Algoritmo 2
para fungoes nao diferenciaveis. O Algoritmo 1 convergiu porque a dire¢gao —es, uti-
lizada pelo algoritmo, é de descida. Como o esperado, o algoritmo de Nelder-Mead

convergiu para a origem em todos os casos.
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5.4 Problema da Conformacao Molecular

Como tltimo conjunto de experimentos, apresentamos um problema de mini-
mizacao baseado em situagoes praticas. O problema da Conformagao Molecular, ad-
vindo da Quimica, consiste em encontrar a disposicao dos dtomos em uma molécula,
de maneira que haja consisténcia entre a solugao encontrada e as expectativas prove-

nientes do conhecimento em Quimica.

E possivel utilizar elementos de otimizagao para se encontrar a configuracao dos
atomos em uma molécula de maneira que a energia do sistema seja minima. Ha
inclusive artigos publicados que utilizam métodos de busca direta com esse intuito,
ver [10]. Nesse caso, a dificuldade estd na quantidade excessiva de minimizadores lo-
cais, que estima-se crescer exponencialmente com o quadrado do niimero de atomos

do sistema.

Porém, o problema de Conformagao que estudamos consiste em encontrar a dis-
posicao dos atomos de uma molécula de maneira que a distancia entre alguns pares
de atomos seja coerente com dados de laboratério. O exemplo que abordaremos é
tedrico e encontra-se no software Matlab, de onde foram extraidos todos os dados,

como chute inicial e distancias desejadas entre os atomos.

Seja z; = (x;,y;), j = 1,...,n as coordenadas cartesianas dos n atomos que
formam a molécula. A distancia entre alguns (ndo necessariamente todos) atomos
¢ conhecida, ou seja, sabemos qual é d, tal que ||z, 1) — Ziy) || = di, E=1,...,m e
1 <m < (), 9, onde

n!
Cho= ———.
27 2(n —2)!

As fungoes i1 (k) e iz(k) indicam os indices dos pares de atomos cujas distancias
sao conhecidas. Por exemplo, num sistema de 4 atomos, se conhecemos as distancias

dy entre os atomos z; e 29, do entre os atomos z; e z4 e d3 entre zy e z3, teremos

= {1, 1,4} e iy = {2,4,3}
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O objetivo é minimizar a fungao erro quadrado E(z,..., z,), dada por

E(z, ... 20) = Y (2 — Ziai)” — di
=1

E importante notar que a funcao acima é invariante, por exemplo, a translacoes.
Por esse motivo, nos experimentos deixamos fixos 3 dos atomos, de maneira a evitar

comportamentos indesejados.

Testamos o que ocorre com um exemplo ficticio de 25 atomos. O chute inicial é

uma conformagao aleatéria dos dtomos como na figura (5.5).

09r

sl —

0.7+

4
L 1B

0.4r (

o | AL
02l 7\;

0.1

Figura 5.5: Chute inicial da conformagao dos atomos.

Os pontos da figura representam os atomos. As linhas conectam os pares de
atomos cujas distancias sao conhecidas a priori. Quanto mais escura é a linha entre
dois dtomos, mais discrepante é a distancia entre estes, nesta configuracao molecu-

lar, em relagao a distancia desejada.
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No Matlab o problema ¢é resolvido por um método do tipo Newton com regiao
de confianga. O valor da fungao encontrado é E(zy, ..., z95) = 0.0098. O resultado é
conseguido em poucas iteragoes, o que era esperado por se tratar de um método tao

eficiente e que utiliza informacoes das derivadas de ordem 1 e 2 da fungao objetivo.

Resolvendo o problema com o Algoritmo 1, obtemos convergéncia avaliando em
torno de 78 mil vezes a funcao f. O valor encontrado para o erro quadrado foi

E(z,...,25) =0.0099. A conformagao molecular encontrada ¢ a da figura (5.6).

1
o09f
0s8f
o7t
06f
05t
04f
03f

0.2r

0.1 . . . . . . . . . )
-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Figura 5.6: Conformagao molecular para o Algoritmo 1.
O valor da funcao é bem préoximo ao encontrado pelo método de Newton. Como

as linhas da figura sao todas claras, deduzimos que o erro de cada distancia é dimi-

nuto.

J& o Algoritmo 2 nao convergiu para o problema, por exceder 100000 avaliagoes

de fungao. O valor final para a fungao F foi E(z1, ..., z95) = 0.0146. A conformacao
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encontrada foi conforme a figura (5.7).

i-
09}
08}
07t
06}
05f
04f ¢
03t

0.2f

0.1 . . . . . . . . . )
-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Figura 5.7: Conformagao molecular para o Algoritmo 2.

E interessante notar as semelhancas entre as figuras (5.6) e (5.7). Mesmo um

algoritmo tendo convergido e outro nao, as solucoes encontradas estao proximas.

Por fim, o algoritmo de Nelder-Mead também nao convergiu, por realizar mais
de 50000 iteragoes. O valor da fungao encontrado foi E(z1,. .., z25) = 0.1959. Ainda
sim, o erro da distancia entre cada par de atomos foi razoavelmente pequena, como

podemos ver pelas linhas claras da figura (5.8).



CAPITULO 5. EXPERIMENTOS NUMERICOS

0.8t
0.6f
0.4+ ®

0.2r

0.2 I I I I I I I I I )
-02 -041 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Figura 5.8: Conformagao molecular para o Algoritmo Nelder-Mead.
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Conclusoes

Dentre os diversos métodos de busca direta, ressaltamos os métodos simplex,
métodos de busca linear e métodos de busca padrao. O método simplex mais
famoso é o de Nelder-Mead, que pode apresentar problemas no seu desempenho,
mesmo para funcoes diferenciaveis e convexas. O algoritmo também pode ser in-
satisfatério para problemas de dimensdes um pouco maiores. Métodos de busca
padrao possuem resultados gerais de convergéncia global, e uma idéia para melho-
rar esse tipo de método é mescla-lo com métodos de busca linear, para permitir
maiores passos quando boas direcoes sao encontradas. Essa é a esséncia do trabalho
de Lucidi e Sciandrone, que propoe um esquema de algoritmos hibridos globalmente

convergentes.

Quanto aos dois algoritmos de Lucidi e Sciandrone testados, verificamos que o
Algoritmo 1 apresenta pequena vantagem em relacao ao Algoritmo 2, se nos referir-
mos ao numero de avaliacoes de funcao. Entretanto, o Algoritmo 2 converge para
mais problemas, especialmente quando utilizamos direcoes geradas aleatoriamente.
O bom resultado obtido mostra principalmente a qualidade do critério de decréscimo
suficiente escolhido pelos autores. Provavelmente os resultados seriam melhores para
ambos os algoritmos se as diregoes de busca fossem escolhidas com mais cuidado,
por exemplo, explorando melhor os pontos visitados nas iteragoes anteriores . Mas,
para tanto, seria necessario encontrar um conjunto de direcoes que satisfizesse a
condicao C1 e nao apresentasse dificuldades em seu cédlculo, para nao aumentar de-

masiadamente o custo computacional dos algoritmos.

44
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O Algoritmo 2 fracassou em testes realizados em uma fungao estritamente con-
vexa e nao diferenciavel, o que indica que talvez nao seja possivel obter resultados
tedricos de convergéncia para fungoes nao diferencidaveis. O algoritmo de Nelder-
Mead apresentou resultados indesejaveis para alguns problemas diferencidaveis, como

ja era previsto.

O problema da Conformacao Molecular é um interessante topico da Quimica que
pode ser abordado pela otimizacao, em particular pelos métodos de busca direta. A
semelhancga entre os minimizadores encontrados para os Algoritmos 1 e 2, mesmo
com um algoritmo acusando convergéncia e outro nao, nos mostra desvantagens
desses algoritmos que foram observadas durante todo o processo de experimentagao
numeérica, como o comportamento local as vezes insatisfatério dos algoritmos e a
ineficiéncia do critério de parada usado para detectar convergéncia. Fica o desejo
de estudar o problema da Conformacgao Molecular com um aprofundamento nos
conceitos empiricos da Quimica e fazendo uso de Algoritmos mais eficientes, prefe-

rencialmente métodos derivative-free.
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