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Abstract

The aim of this dissertation is to present and prove some theorems of mathematical analy-
sis, that are, the Weierstrass Approximation Theorem, the Kakutani-Stone Theorem, the Stone-
Weierstrass Theorems and the Nachbin Theorem. To prove them we recall some basic definitions
and results of analysis and topology and we discuss other tools that are necessary for their respec-
tive proofs.

Keywords: continuous functions, approximation, dense subalgebras, closure of a lattice, clo-
sure of a subalgebra, functions of class C*.

Resumo

O objetivo desta dissertacao é apresentar e demonstrar alguns teoremas da Analise matematica,
sao eles, O Teorema de Aproximacao de Weierstrass, o Teorema de Kakutani-Stone, os Teoremas
de Stone-Weierstrass e o Teorema de Nachbin. Para demonstré-los relembraremos algumas defi-
ni¢oes e resultados basicos da teoria de Anélise e Topologia e abordaremos as demais ferramentas
necessarias para suas respectivas demonstragoes.

Palavras-chave: func¢oes continuas, aproximacao, subalgebras densas, aderéncia de um reti-
culado, aderéncia de uma subalgebra, funcdes de classe C* .
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Introducao

A Analise Funcional é um ramo relativamente novo da matematica, tendo surgido nas décadas
iniciais do século XX e, em esséncia, é a base tedrica que nos permite resolver varios problemas,
nas mais variadas areas, tais como, equagoes funcionais, problemas da fisica-matematica e teo-
ria de aproximacgao. O objetivo deste trabalho é apresentar alguns teoremas centrais da Analise
Funcional, a saber: O Teorema de Aproximacao de Weierstrass, o Teorema de Kakutani-Stone, os
Teoremas de Stone-Weierstrass e o Teorema de Nachbin. Esses Teoremas contribuiram para dar
origem a uma nova area da Analise conhecida como Teoria da Aproximagao, cuja preocupagao é
descrever os elementos de um espaco topoldgico X que podem ser aproximados por elementos de
um subconjunto A de X.

No Capitulo 1, relembraremos alguns resultados e defini¢oes basicos de Topologia e Analise que
utilizaremos nos capitulos posteriores. Como este capitulo tem como finalidade apenas recordar
tais conceitos, nao provaremos nenhum resultado. Assim, se o leitor julgar necesséario, sugerimos
consultar a bibliografia que indicaremos em cada segao.

No capitulo 2 apresentaremos e demonstraremos o Teorema de Aproximacao de Weierstrass,
que nos diz que toda funcao continua f: [0, 1] — R pode ser uniformemente aproximada por uma
sequéncia de polinémios em [0, 1] com coeficientes reais. Este teorema foi provado pela primeira
vez por Karl Weierstrass em 1885. Existem algumas formas diferentes de prova-lo, a que faremos
utiliza os chamados polindmios de Bernstein. Terminamos o capitulo mostrando um teorema de
aproximacao de Weierstrass para funcoes de classe C*, definidas em um aberto do R”™.

No capitulo 3, passaremos a trabalhar com o espago C'(X,K) formados por todas as fungoes
continuas de X em K, onde X representa um espaco topoldgico e K o corpo dos nimeros reais
ou complexos. Nosso objetivo é buscar subdlgebras de C(X,K) que sejam densas em C(X,K).
Nesse sentido, veremos que quando se trata de uma subédlgebra A de C'(X,K) que separa pontos
de X, contém as funcdes constantes, e no caso de K = C satisfizer que f € A para toda f € A,
entdo teremos que A serda densa em C(X,K). Esse resultado é conhecido como o Teorema de
Stone-Weierstrass e foi provado por Marshall Harvey Stone em 1937.

No capitulo 4, apresentaremos um resultado muito importante que sera usado no capitulo se-
guinte, o Teorema de Kakutani-Stone. Este teorema nos d4 uma caracteriza¢do do fecho de um
subreticulado de C'(X, R).

De maneira andloga ao capitulo anterior, o objetivo do capitulo 5 é apresentar uma caracteri-
zagao do fecho de uma subdlgebra de C'(X, K). Na maioria destes resultados, consideraremos X
primeiro como sendo um espaco topologico compacto e depois generalizaremos, considerando X
como sendo um espaco topolégico qualquer.



Finalizaremos a dissertacao apresentando e demonstrando um teorema que pode ser consi-
derado uma versao do Teorema de Stone-Weierstrass para funcgoes diferencidaveis, o Teorema de
Nachbin. Para demonstra-lo, usamos o Teorema da Aplicacao Aberta, o Teorema de Aproximagao

de Weierstrass para funcoes de classe CF, além de alguns resultados que serdo demonstrados ao
longo do capitulo.



Capitulo 1

Definicoes e resultados preparatorios

Neste capitulo apresentaremos conceitos, notagoes e resultados béasicos que serao utilizados ao
longo deste trabalho. Como seu objetivo nao é ser um texto introdutoério, sempre que acharmos
necessario indicaremos uma bibliografia onde se possa obter uma abordagem mais precisa.

1.1 Espacos Topolégicos

Nesta secao relembraremos algumas defini¢oes e resultados basicos da Topologia Geral. Para uma
leitura mais detalhada sugerimos [10], [14] e [25].

Definicao 1.1. Uma topologia em um conjunto X é uma cole¢do 7 de subconjuntos de X,
chamados de subconjuntos abertos, satisfazendo as seguintes condigoes:

(i) a reunido de uma familia qualquer de subconjuntos abertos é um subconjunto aberto.
(ii) a intersecdo de uma familia finita de subconjuntos abertos é um subconjunto aberto.
(iii) X e o conjunto vazio, (), sdo abertos.

Dizemos que (X, 7) é um espago topoldgico se X é um conjunto e 7 é uma topologia em
X. Frequentemente se diz apenas “o espaco topoldgico X 7, mencionando 7 somente quando for
necessario, para evitar ambiguidades.

Definicao 1.2. Se X é um espago topoldgico e x € X, uma vizinhanga de x é um conjunto U
que contém um conjunto aberto V', que por sua vez contém z.

Definicao 1.3. Seja z um elemento de um espago topoldgico X. A colecao de todas as vizinhangas
de x em X, denotada por U,, é denominada sistema de vizinhancgas de x.

Definicao 1.4. Uma base de vizinhancas de z em um espago topolégico X ¢é uma colecao
B, C U, com a propriedade que cada U € U, contém algum V € B,. Isto é, U, deve ser
determinado por B, como segue:

U, ={U C X:V CU para algum V € B, }.



Definig¢ao 1.5. Seja (X, 7) um espago topolégico. Uma colecao B C 7 é uma base para 7 se dado
U € 7, existe C C B tal que

v=JVv
vec

Defini¢ao 1.6. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Uma cole¢do C C 7 é uma sub-base para 7 se
as intersecoes finitas de membros de C formam uma base para 7.

Seja X um conjunto nao vazio, e seja C uma cole¢do de subconjuntos de X cuja unidao é X.
Entao as intersegoes finitas de membros de C formam uma base B para uma topologia 7 em X.

Definicao 1.7. Se X é um espaco topologico e £ C X, dizemos que E é fechado se X — F ¢
aberto.

Definigao 1.8. Se X é um espago topoldgico e E C X, o fecho de F em X ¢é o conjunto

F=(){KCX:K éfechadoe EC K}.

Mostra-se que o fecho de um conjunto £ é um conjunto fechado e que é o menor fechado que
contém F.

Proposigao 1.9. Sejam X um espago topoldgico e A e B subconjuntos de X. Se A C B, entao
ACB.
A seguir apresentamos um resultado que nao é véalido em espagos topologicos quaisquer, por

isso vamos particulariza-lo para espacgos métricos:

Proposi¢iao 1.10. Sejam X um espaco métrico e £ um subconjunto de X. Entdo x € E se, e
somente se, existe uma sequéncia (fL‘n)neN em F tal que z,, — .

Definicao 1.11. Seja f: X — Y, sendo X e Y espagos topoldgicos. Dizemos que f é continua
em a € X se para cada aberto V de Y contendo f(a), existe um aberto U de X contendo a tal
que f(U) C V. Dizemos que f é continua se for continua em cada ponto de X.

Proposigao 1.12. Sejam X, Y espacos topoldgicos e A um subconjunto de X. Se f: X — Y
¢ continua, entdo a restricdo de f a A, definida por fla:A — Y, fla(z) = f(z), também é
continua.

Defini¢do 1.13. Um subconjunto A de um espaco topolégico X é denso em X se A = X.

Definigao 1.14. Um espaco topolégico X é de Hausdorff se para todos z,y € X tais que x # y,
existem vizinhancas U e V de z e y, respectivamente, tais que U NV = (.



1.2 Conjuntos Compactos

Esta secao tem como objetivo relembrar algumas defini¢oes relativas a espagos compactos bem
como citar alguns resultados envolvendo esse tipo de espago. Para uma consulta mais profunda
indicamos [10].

Definicao 1.15. Seja X um espago topoldgico e S um subconjunto de X. Uma cobertura de S
¢ uma familia A = (A;);e; de subconjuntos de X tal que

Sc A

iel
Dizemos que uma cobertura 4 é aberta se os conjuntos A; sdo abertos para todo i € I.

Definicao 1.16. Dizemos que um espaco topolégico X é compacto se toda cobertura aberta de
X admite subcobertura finita.

Exemplo 1.17. Todo subconjunto fechado e limitado da reta é compacto. Em particular, [0, 1] é
compacto.

Teorema 1.18. Toda fungao continua f: K — R, definida em um espago compacto K é limitada
e atinge os seus extremos nesse compacto.

Teorema 1.19. Seja K C R compacto. Toda fungdo continua f: K — R é uniformemente
continua.

Definicao 1.20. Diremos que um espago topolégico X é localmente compacto se cada z € X
admite uma base de vizinhancgas compactas.

Proposicao 1.21. Um espago de Hausdorft X ¢é localmente compacto se e somente se, cada x € X
tem pelo menos uma vizinhanca compacta.

Definicao 1.22. Sejam X um espago topolégico e Y um subconjunto de X. Diremos que Y é um
subconjunto relativamente compacto de X se Y é um subconjunto compacto de X.

Definicao 1.23. Seja f: X — V uma fung¢ao definida de um espago topolégico X num espaco
vetorial V. Definimos o suporte de f por

supp(f) = {z € X: f(z) # 0}.

Notacao 1.24. Considere Q C R" e V = R. Denotamos por C*(Q, R), ou simplesmente C*(Q), o
conjunto de todas as fungoes continuas definidas de €2 em R e que admitem derivadas parciais até
ordem k continuas. Denotaremos, também, por C%(£2) o conjunto de todas as fungoes f € C*(Q)
tal que supp(f) é compacto. Dessa forma, C'°(£2) representa o conjunto das fung¢oes infinitamente
diferenciaveis de 2 em R e Cg5(£2) o subconjunto de C'*°(£2) cujas fungoes tém suporte compacto.



1.3 A topologia compacto-aberta

Nesta secao definiremos duas topologias em subespagos do espago de todas as fungoes de X em
Y, onde X e Y sao espacos topoldgicos, e exibiremos um teorema que utilizaremos no decorrer da
dissertacao. Para uma leitura mais detalhada indicamos [3], [7] e [18].

Definigao 1.25. Lembremos que a topologia da convergéncia pontual no espago C(X,Y") de todas
as fungoes continuas do espaco topolégico X no espaco topoldgico Y, é a topologia que tem como
sub-base os conjuntos da forma

M(A,U) ={f € C(X,Y): f(A) C U}

para A C X finito e U aberto em Y, ou seja, essa topologia tem como base todas intersegoes finitas
de conjuntos dessa forma.

A topologia compacto-aberta em C(X,Y) é a topologia gerada pela base consistindo de
todos os conjuntos

k
i=1

onde C; é um subconjunto compacto de X e U; é um subconjunto aberto de Y, parai=1,... k.

Agora definiremos uma outra topologia em C(X,Y), considerado Y como sendo um espago
métrico e veremos uma relagao entre essa topologia e a topologia compacto-aberta.

Definigao 1.26. Sejam (Y, d) um espago métrico e X um espaco topoldgico. Dados um elemento
feC(X,Y),e>0e K compacto em X, seja

M(K, f,e) ={g € C(X,Y):sup{d(f(x),g(x)):x € K} < ¢e}.

A topologia em C(X,Y) para a qual os conjuntos M (K, f, ) formam uma base é chamada topo-
logia da convergéncia compacta ou topologia da convergéncia uniforme nos compactos.

Proposicao 1.27. Uma sequéncia f,: X —> Y converge para f na topologia da convergéncia
compacta se, e somente se, para cada compacto K de X, a sequéncia f,|x converge uniformemente

para f|.

Teorema 1.28. Sejam X um espago topolégico e (Y, d) um espago métrico. Entdao em C(X,Y) a
topologia compacto-aberta e a topologia da convergéncia compacta coincidem.

1.4 O espago C(X)

Seja K um espago topoldgico compacto. Denotaremos por C'(K,R) e por C(K,C), os espagos de
Banach das funcgoes f: K — R e f: K — C, respectivamente, com a norma

[flloe= sup{[f(2)]: = € K}.
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Notemos que C(K,R) é um espago vetorial real e C(K,C) é um espago vetorial complexo.
Quando nao houver perigo de ambiguidades escreveremos apenas C'(K) e nesse caso o corpo dos
escalares serd denotado por K, ou seja, K=R ou K = C.

Quando K = [a,b] C R escrevemos C|a, b] ao invés de C([a, b]).

Agora, seja X um espago topoldgico qualquer. De modo andlogo ao que fizemos acima, denota-
remos por C'(X), o espago de todas as fungoes continuas definidas de X em K. Assim, neste caso
consideraremos em C(X) a topologia compacto-aberta que, como vimos, coicide com a topologia
da convergéncia compacta.

Agora, se f € C*(Q)) e K é um subconjunto de 2 definimos

1
1£1£=3 — sup| D*f(a)]

|a\<k Al zeK

onde temos que, se « € N a = (aq,...,q,):

lal=ap + -+ ay,

9\ g\ Harttan
10 = () (o) 10 = p g S0

Assim, em C*(Q), k finito, consideraremos a topologia da convergéncia uniforme das funcoes e
suas derivadas parciais até ordem k, sobre os conjuntos compactos de €2, ou seja, um fundamental
sistema de vizinhancas de g € C*(Q) ¢ dado pelos conjuntos

B(K,g.e)={f € C*(Q):|If —gllf < e}

onde € é um nimero real positivo e K um subconjunto compacto de €.

1.5 Definicdo de Algebra

Ao longo desta dissertacao trabalharemos com uma estrutura bastante importante, que sao as
algebras, portanto, vejamos sua definicao:

Definicao 1.29. Uma algebra A é um espaco vetorial com uma multiplicacao definida que satisfaz
as seguintes condigoes:

(i) a(bc) = (ab)e,
(ii) a(b+c) = ab+ ac,

(iii) (a +b)c = ac+ be,



(iv) Aab) = (Ma)b = a(\b)

para todos a,b e ¢ € A e para todo escalar \.
Exemplo 1.30. C'(X) é uma algebra.

Definigao 1.31. Um subconjunto A de C'(X) é uma subéalgebra se toda vez que tivermos f,g € A
e A € K implicar que f + g, f.g e Af estdao todas em A.

Exemplo 1.32. O conjunto de todos os polindmios em [0, 1] com coeficientes reais é uma subél-

gebra de C10, 1].

Definigao 1.33. Seja A uma subélgebra de C'(X). Dizemos que A separa pontos de X se para
todos x,y € X, x # y, existe uma funcao f € A tal que f(z) # f(y).

1.6 O Teorema da Aplicacao Inversa

O Teorema da Aplicagdo Inversa é um resultado muito importante que usaremos diretamente
na demonstracao do Teorema de Nachbin, no capitulo 6. Este Teorema trata da possibilidade
de invertermos uma funcao diferenciavel, mesmo que localmente, e nos fala das propriedades de
diferenciabilidade da inversa. Como nao é o objetivo central deste trabalho, ndao apresentaremos
sua demonstra¢io, mas a mesma pode ser encontrada em [9] ou em [21].

Teorema 1.34. (Teorema da Aplicacao Inversa) Suponha f:R" — R” continuamente diferen-
cidvel em um conjunto aberto contendo a, e detf’(a) # 0. Entdo existe um conjunto aberto
V' contendo a e um aberto W contendo f(a) tal que f:V — W tem uma inversa continua
LW — V que é diferencidvel e para todo y € W satisfaz

@) =1

1.7 Convolucao de duas funcoes

Nesta secao veremos a definicdo de convolucao de duas fungoes e algumas de suas propriedades.
Utilizaremos estes resultados no capitulo 2, na demonstracao do Teorema de Aproximagao de Wei-
erstrass para fungoes diferenciaveis.

Definicao 1.35. Seja X um espago de medida com uma medida positiva u. Se 0 < p < oo ese f
é uma funcao complexa mensuravel em X, defina

1= { [ 1Pl



e seja LP(u) o conjunto de todas f tais que

1f]l< oo.

Chamamos ||f||, de p-norma de f.
Se u é a medida de Lebesgue em R”, escrevemos LP(R") ao invés de LP(u).

Definigao 1.36. Sejam f, g € L'(R) e defina a seguinte fungao

o0

ha)= [ fla=y)g()dy.

Dizemos que a funcao h, é a convolugao de f e g e escrevemos h = f * g.

A definicao de convolugao de f e g estd justificada pelo teorema seguinte, cuja demonstracao
pode ser encontrada em [19].

Teorema 1.37. Sejam f, g € L'(R). Entao

/O:Olf(af —y)g9(y)|dy < oo

para quase todo z. Se h é a convolugao de f e g, ou seja, h = f * g, entdo,

h e L'(R)

[Pl WA Nl

onde,

Iflh= [ 1f(@)lde.

A convolucao de f e g goza das seguintes propriedades:

(1) Comutatividade:

ou seja,

(2) Associatividade:
f@)(g(x) * h(z)) = (f(2) * g(z)) * h(z).

(3) Distributividade em relagao a adigao:

f(@) « (g(x) + h(z)) = f(x) * g(x) + f(x) * h(z).



Observagio 1.38. A definicdo de convolugdao de duas fungoes f,g € L'(R") ¢ andloga ao caso
que f,g € L'(R'). Mostra-se também que todas as propriedades acima sio satisfeitas.

No capitulo seguinte utilizaremos diretamente a propriedade comutativa para fung¢oes definidas
em R", ou seja, se f,g € L*'(R")

Lt @t =yydy = [ =gy,

10



Capitulo 2

O Teorema de Aproximacao de
Weierstrass

Neste capitulo apresentaremos o Teorema de Aproximacao de Weierstrass [24], que nos diz que
toda fungdo continua definida no intervalo [0, 1] tomando valores reais, pode ser uniformemente
aproximada por uma sequéncia de polindémios definidos em [0,1]. Veremos também uma versao
desse teorema para funcoes de classe C*, definidas em um subconjunto aberto do R™, tomando
valores reais.

Comecaremos apresentando o Teorema de aproximacao de Weierstrass para funcoes continuas.
A primeira prova para este teorema foi dada por Karl Weierstrass em 1885, por isso ficou conhecido
como Teorema de Aproximagdo de Weierstrass. Existem varias maneiras de demonstra-lo; aqui
faremos uma demonstragao que foi proposta pelo russo Sergey Natanovich Bernstein [1], em 1911.
Nesta prova, Bernstein apresenta um algoritmo preciso de como aproximar fungdes continuas
usando uma classe de polindmios, que ficaram conhecidos mais tarde como polinémios de Bernstein.
O que faremos na verdade, serd mostrar que os polinémios de Bernstein de uma fungao f convergem
para a propria funcdo f. A prova que daremos é baseada em [4, pags. 229-231|, mas também
pode ser encontrada em [26]. Uma prova alternativa, usando polinémios trigonométricos pode ser
encontrada em [8, secdo 4.11] ou em [11, pags. 9-22].

Defini¢ao 2.1. O n-ésimo polin6mio de Bernstein da funcao f:[0,1] — R é definido por

Bu(z) = kz:)f (S) (Z) (1 — 2", (2.1)

Notemos que o n-ésimo polinémio de Bernstein depende apenas dos valores da fungdo f nos
n 4+ 1 pontos 0, %, cee "TH, 1. Vejamos também que o polinémio B,, se relaciona com o binémio de

Newton da seguinte maneira

(ctr(l-a)'=1=3 (Z) (1 — 2)"*, (2.2)

k=0



Assim, podemos dizer que B, no ponto z é uma média ponderada dos valores de f nos n + 1

. . . . ~ n k n—k
pontos citados acima, cujos respectivos pesos sao ( k) (1 — )" ",

Teorema 2.2. (Teorema de Aproximagao de Weierstrass para fungdes continuas) Seja
f:10,1] — R uma fungdo continua. Entao existe uma sequéncia (P,) de polinémios que converge

uniformemente para f em [0, 1].
Para demonstrarmos este teorema precisaremos de um lema auxiliar.

Lema 2.3. Para qualquer n inteiro positivo temos

%(1 =3 (:c _ k>2 (Z) 2*(1 — z)"*.

k=0 n
Demonstragio. Sabemos que para x,y € R e n € N temos que
" /n
o \k
Derivando (2.4) em rela¢do a = obtemos

n(x+ y)n_l = Z (Z) kot lynk

k=0
Multiplicando por z, temos que

z(@+y) =Y (n) kaky"F,
im0 \F
Derivando (2.5) novamente em relagdo a x, obtemos:

= 1) (a4 = 3 (1) bl = Dty

k=0

Multiplicando por 2% em ambos os lados da igualdade ficamos com

n

nin— 2% (z+y)" > =Y (Z) k(k — 1)z*y*.

k=0
Agora, fazendo y = 1 —x em (2.4), (2.6) e (2.7), temos

zn% (Z) (1 —z)"
=3 (1) ke

k=0

n(n— 1)z kf:g(g) a*(1—2)"

b

n—k
k 1 _ x)n—k
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Somando estas duas ultimas equagoes, obtemos

nx +n(n — 1)z* = i k? <Z> 2F(1— )",

k=0
Desenvolvendo o quadrado que aparece no somatoério em (2.3) temos que

k=0
N o (NN g n—k = 2zk (”) k n—k mk? (”) k n—k
- 1 oy 1 L 1
kz:%)x (k>:c( ) kz:% pall ) (1 —z) +1§)”2 ) (1 —z)
o= (N & ek 2T L <n> k D 2(”) k n—k
= 1 - - — k 1 — k 1-—
x§<k>x( ) nkz:% L (1 — x) +”2kz=%) . (1 — )
2 1
2 2
= x —;nm%—ﬁ(nx—i-n(n—l)x)
 r(l—x)
N n

]

Demonstraremos agora o Teorema de Aproximacao de Weierstrass para fungoes continuas de-
finidas em [0,1].

Demonstragio. De (2.1) e (2.2) podemos escrever

)= Bulo) = 3 [f(x) -y (ﬁ)] (1)1 (28)

Para obtermos uma estimativa da expressao em (2.8), a ideia informal ¢ dividir o somatério em
duas partes, uma para os k’s tais que % esteja “perto” de x, onde exploramos a continuidade da
funcao f. Na outra, para os k’s restantes, utilizamos o fato de que a soma dos pesos correspondentes
a esses k’s é pequena. KEscrevendo de uma maneira mais formal, seja € > 0, pelo Teorema 1.19
segue que existe 0 > 0 tal que |f(z) — f(y)|< e, se z,y € [0,1] e |z — y|< 0.

Agora, segue do Teorema 1.18 que toda funcao continua definida num compacto assume seu
maximo e seu minimo neste compacto. Entdo, sejam M o maximo da funcdo |f| em [0,1] ¢ N um

inteiro positivo tal que
, 1 M?
N > max {54, 5‘2} .
Agora, fixamos = € [0, 1] e para cada n > N, dividimos o conjunto K = {0,1,...,n} em duas
partes, a primeira que chamaremos de K, constituira de todos os k’s tais que

13



k
r— =
n

<n

ST

e a segunda parte, chamaremos de K5 e contera os demais £’s.
. _1
Suponhamos entao que ’1: — %’ <ni= % Como

) 1 M? 1
n > N > méax ﬁ7 gT > ﬁ7
segue que
> ! == ! <0
n —
o4 n
o que implica que
k
-1 (5] <
n

Entao, obtemos a seguinte estimativa:

£ s (s

Para majorarmos a outra parte do somatério em (2.8), notemos que, para k € Kj, tem-se
2 1
k _1 .
‘x—g‘ =N~ 2, 0u seja,

<5Z() (1—2)"*<e

keKy

1\ 2
1<vn (1: — > , para k € K. (2.9)
n

A seguir, observamos que

Z e s G G-

e usamos (2.9) para escrever que o segundo membro de (2.10) é menor ou igual que

2M\/ﬁk§ijo (x - i)Q (Z) 2k (1 — g)n*

QMZ( ) (1— )" " (2.10)

keK>

que por sua vez € igual a

2M\/ﬁix(1 —x)

pelo Lema 2.3. Logo,

14



M
B, (z)|< e+ ——, 211
/() ()] “tom (2.11)
uma vez que z(1 — z) < §, para x € [0,1].
Como a desigualdade (2.11) é vélida para todo = € [0, 1] e todo n > N, concluimos a demons-
tracao.
[l

Agora, apresentaremos o Teorema de Aproximacao de Weierstrass para fungoes diferenciaveis.
Mostraremos que toda funcdo de classe C*, definida em um subconjunto aberto do R”, pode ser
aproximada por uma sequéncia de polinémios de n variaveis reais, com coeficientes reais. A prova
que faremos é baseada em [17, pags. 33-34].

Antes de demonstrarmos o Teorema de Aproximacao de Weierstrass para funcoes diferencia-
veis, veremos algumas defini¢oes e resultados preparatérios. Em seguida, prosseguiremos com sua
demonstracao que nos sera bastante 1til no ultimo capitulo.

Definigao 2.4. Seja X um espago topoldgico. Dizemos que uma familia {B;};c; de subconjuntos
de X é localmente finita se todo ponto a € X tem uma vizinhanca U tal que

{i € I: B;N U # 0} ¢é finito.
Uma familia {B}};c; ¢ um refinamento de uma familia {B;}ic; se existe uma funcao

riJ — 1,

tal que B C B,;), para todo j € J.

A seguir, apresentaremos uma proposi¢ao devido a Dieudonné, 1944, cuja demonstracao pode
ser encontrada em [2].

Proposicao 2.5. Se X é um espago de Hausdorff localmente compacto, que é a unidao enumeravel
de conjuntos compactos, entao X é paracompacto, ou seja, qualquer cobertura aberta tem um
refinamento localmente finito, que é também uma cobertura aberta. Além disso, para qualquer
cobertura localmente finita {U; };c; de X, existe uma cobertura aberta {V;};c; de X (com o mesmo
conjunto indexador) tal que V; C Uj.

Defini¢ao 2.6. Sejam 2 um subconjunto aberto do R™ e {U;};,c; uma cobertura aberta. Uma
familia {1;}ie; de fungdes ¢, € C*(Q) é chamada uma particdo da unidade, subordinada a
cobertura {U; }icr, se

(if) supp(¢s) € Ui,

(iii) a familia {supp(¢;)} é localmente finita, e,

15



(iv) > ti(z) =1, para todo z € Q.

el

Lema 2.7. Existe uma funcao n € C*(R"), com n(z) > 0 e n(0) > 0, para todo z € R™ e
supp(n) C {z:||z|]|< 1}. (Se z = (x1,...,1,) € R", estamos considerando que ||z||= (z% + -+ +
1

7)%).
Demonstragdo. Sejam 0 < ¢ < 1 e s uma fungao C'*° definida em R por:
s(r) = exp(i) se r<ec
0 se r=>c

Defina entao, para cada x = (z1,...,x,) € R" a seguinte fungao

n(z) = s(z+--- +a7).

Veja que esta fungao satisfaz todas as condigdes do enunciado, ou seja, n = 0, n(0) > 0 e
supp(n) C {a: [|z[|< 1}. U

Lema 2.8. Sejam K um subconjunto compacto de R™ e U um conjunto aberto contendo K.
Entéo, existe uma funcdo ¢ € C*°(R™) com ¢(z) > 0 para todo x € R", ¢(x) > 0 para x € K e

supp(p) C U.

Demonstragdo. Seja ¢ a distancia de K a R” — U. Para a € K, defina

i) =(52).

onde 7 é a fungao definida no lema anterior. Seja,

Vo ={z € R" p,(x) > 0},

segue que a € V, C U. Agoranote que, como K C ,cx V, e K é compacto, existem a4,...,a, € K
tais que

KCV,U...UV,.

Portanto, tomando

p
© = Qa,
j=1

segue que ( satisfaz todas as condi¢des do enunciado.
]

Teorema 2.9. Sejam 2 um subconjunto aberto de R" e {U;};c; uma cobertura aberta de €.
Entao existe uma parti¢do da unidade subordinada a {U;}ic;s.

16



Demonstragio. Seja {V;};e; um refinamento localmente finito de {U; };e; por subconjuntos abertos
relativamente compactos de € (que existem pela Proposigao 2.5). Seja {W;},c; uma cobertura
aberta de Q tal que W; C V;, também garantida pela Proposi¢do 2.5. Pelo Lema 2.8 existe uma
fungio 1; € C*(Q) com ¢; > 0, ¥;(x) > 0 para € W; e supp(¢);) C V;. Definamos,

(p/. = 7¢j
T Yes by
Como {V;}jes ¢ localmente finita, segue que > ; ;v estd bem definida. Segue também
que ¢ € C(Q) e ¢} assume somente valores positivos, pois 1; € C*(Q2), ¥; > 0 em Wj e
UjGJ Wj — Q
Além disso, temos que

P; =0,  supp(e)) CV; e D o¢h=1
jeJ
Por outro lado, seja r: J — I uma funcao tal que V; C U, ;). Seja também J; C J o conjunto

r~1(7). Defina entdao ¢; = >jes, ¥, onde a soma vazia significa 0. Como os conjuntos J; sdo
mutualmente disjuntos e cobrem J, segue que

Z Pi = Z 90;- =L
iel jeJ
Além disso, ¢é facil ver que supp(y;) C U; e, como a familia {supp(y})} é localmente finita,
segue que supp(p;) também o é.
[

Corolario 2.10. Sejam {2 um subconjunto aberto de R™, X um subconjunto fechado de 2 e U um
subconjunto aberto de §2 que contém X. Entdo, existe uma fun¢ao ¢ € C*°(12) tal que ¢(z) =1
serxe€ X, Y(x)=0sezeQ—-Uel<Y <.

Demonstra¢io. Como X é fechado, segue que Q— X é aberto e U |J(2— X)) é uma cobertura aberta
para {2. Portanto, usando o Teorema 2.9, existem fungdes C° ¢ e s tais que 0 < 1,y < 1,
supp(¢1) C U, supp(ps) CQ— X e o1 + @2 =1 em €.

Assim, tomemos 1) = .

Lema 2.11. Seja f € C&(R"), com 0 < k < co. Para A > 0 seja

pr) = e /R Fexp{=Al(z1 —y1)* + -+ + (20 — ya)*]}dy
— A" Mz = yl|2Yd
A" [ fly)eap{=Alz = y|*}dy.
onde ¢ = W%”, é tal que
c/ exp(—||z||*)dx = 1.
Rn
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Entao, temos que

llgx — f||]i§n—> 0, quando A — oo.

Notemos que a funcao g,(x) é a convolugao das funcoes exp(—A||z||) e f(x) multiplicada pela

1, .
constante cA2™, ou seja,

Além disso, gy € C*(R").

Demonstracao. Temos que

(@) = Al [ f( = yeap{-Alyl*}dy.

RT’L
de modo que, para |a|< k, temos

Doga(x) = oAb [ (D*f)(a = yeap{-Aly|*}dy
= o [ (D) weap(-Ne — yl[*}dy.

Disso segue que,

Dga() = D" f(w) = XY [ {D*f(y) = D" f (@) eap{ =]z = y|*}dy.

Agora, como f € C& (R"), dado € > 0, existe § > 0 tal que

€
D% f(y) — D*f(z)|< = para [lo — yl|< 5 e |al< k.

Além disso, como f tem suporte compacto, entao D®f também tem, dai existe M > 0 tal que

|D® f(y)|< M para todo y, |o|< k.

exp(=Az —y|*)dy.

Assim,
Dga(z) = D ()| = eAl” ( [+ >{D“f(y) — D (@) bep(~Az — yl*)dy
lz—yll<d lz—yll=6
< Ec)\%"/ eq:p(—)\Hx—y||2)dy+2Mc)\%"/
2 R” lz—yll=6
Como,

CAE" / exp(—Mz — y|2)dy = 1
Rn
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1, 1, —A —A
A [ eap(-Nr—ylDdy = exd [ easp(nx—mF) easp(nx—mF) dy
lz—y[|>6 eyl 2 2

] i\
< Aol [ e (Fle-yl?)d
R 2

— obenp( ),

segue que

€ n -1
|D%ga(z) — D*f(z)|< 3 + M21+5e:):p(7)\52).

Uma vez que, para ¢ > 0 fixado, podemos escolher \ suficientemente grande tal que o termo
da direita seja < €, segue que

sup |D%gx(xz) — D® f(x)|— 0 quando A — oo,
TER?

como queriamos mostrar. O

Teorema 2.12. (Teorema de Aproximacao de Weierstrass para fungoes diferenciaveis) Seja € um
subconjunto aberto de R™. Entdo, dados qualquer f € C*(2),0 < k < 0o,& > 0 e um conjunto
compacto K C €, existe um polinémio P(z) em z1,...,x, tal que

If =Pl <e.

Demonstragio. Trocando f por ¢f, em que ¢ € C55(2), supp(¢) C Q e que é igual a 1 em
uma vizinhanca de K, (a existéncia de ¢ é garantida pelo Corolario 2.10) podemos supor que
f € C&(R™). Entao pelo Lema 2.11, dado ¢ > 0 podemos escolher \ suficientemente grande tal
que, se

gr(@) = N [ F@)eap(=Allx = y|*)dy.

temos

9
lor— FIE< 5.

Agora temos que,

1
7

exp(=Allz —y|*) Z Pllz = yl*p.

Defina

Qule.y) =3 ;!(—A)”Hx P,



entao

D*Qn(x,y) — D%xp(—M|z — y|?)

uniformemente para x,y em qualquer conjunto compacto. Agora se tomarmos

Py(r) = ck%"/f(y)QN(w,y)dy,

temos que Py é um polindmio e ||gx_py ||E— 0, quando N — cc.
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Capitulo 3

O Teorema de Stone-Weierstrass.
Subalgebras densas

O objetivo desse capitulo é apresentar um resultado andlogo ao Teorema de Aproximagao de Wei-
erstrass para fungoes continuas, porém mais geral. No lugar do intervalo [0, 1] consideraremos um
espaco topologico compacto, que como veremos mais adiante, também pode ser substituido por um
espaco topolégico qualquer X e, no lugar da subalgebra dos polinémios trabalharemos com subdl-
gebras quaisquer de C'(X,R) ou C(X,C). Este resultado foi provado por Marshall Harvey Stone
[22] em 1937 e recebeu o nome de Teorema de Stone-Weierstrass. A demonstragdo que faremos foi
baseada em [3, pags. 143-145]. Uma outra demonstracao deste Teorema pode ser encontrada em
[5] ou [20]. Citamos também outro artigo de Marshall Stone [23], com numerosas aplicagdes do
teorema de Stone-Weierstrass.

A seguir veremos a demonstracao do Teorema de Dini e de alguns lemas que serdo essenciais
para demonstrarmos o Teorema de Stone-Weierstrass.

Teorema 3.1. (Teorema de Dini) Sejam X um espago topoldgico compacto e (f,,) uma sequéncia
crescente em C'(X, R), isto é f,,(z) < fn41(z) paratodosz € X en € N, que converge pontualmente
para uma funcao f € C(X,R). Entao (f,) converge a f uniformemente sobre X.

Demonstragio. Seja € > 0. Definamos uma sequéncia (U,,) como segue

U,={x € X: f(x) — fu(x) <e}.

Notemos que, para cada n, U, é um conjunto aberto. De fato, se definirmos g: X — R, por
g(z) = f(x) — fu(x), temos que U,, = g7 ((—00,¢)) é aberto em X, pois (—o0,¢) ¢ aberto em R e
g € continua.

Como a sequéncia (f,) é crescente, segue que

Up,={x € X: f(x) — fu(z) < e, para todo k > n}.

Assim, U, é uma sequéncia crescente de abertos. Vejamos que a uniao dos U,, é X. De fato, é
claro que U,eny Un € X. Seja z € X, sabemos que f,(z) — f(z), assim, existe N € N, tal que
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flz) — fn(z) < |f(x) — fn(2)|< €, 0 que implica que = € Uy.

Como X é compacto existem nq,...,n; € N tais que

k
XcUUu,
=1

como (U,) é uma sequéncia crescente, segue que existe um natural n tal que X = U,. Portanto,
(fn) converge a f uniformemente sobre X.
m

Lema 3.2. Existe uma sequéncia de polinémios P,(t), com P,(0) = 0, que converge a fungao
f(t) = V/t, uniformemente no intervalo [0, 1].

Demonstragio. Seja (P,(t)), definida por

1
P,1(t) = P,(t) + i(t — Py,(t)?), para todo n € N. (3.1)

E claro que P,(0) = 0, para todo natural n.
Por indugao temos que

P,(t) < V1, para todo t € [0,1] e n € N. (3.2)
De fato, para n = 1, temos que

Pi(t) = 0 < V/t, para todo t € [0,1].

Supondo que (3.2) seja valida para todo n, provaremos que vale também para n + 1. Vejamos
que

Vi—Poa(t) = (Vi—Pu(t) - ;(t - Palt)?)
= (Vi- ) [1- Lis )]
= (Vi-P) |1 1VE- LR
> (\/E — Pn(t)) 1- ;\/E - ;\/1_5)]
= (Vi-P.®) (1- Vi)
> 0
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Logo, Vi > Poy ().
Agora, de (3.1) e (3.2), temos que

Poir(t) = Pot) + ; (Vi+P(t) (VE- Pu(t) = Puld). (3.3)

Assim, para cada t € [0, 1], (P,(t)) é uma sequéncia crescente e limitada superiormente, sendo
portanto convergente. Seja entdo, f(t) = lim,, P,(t), para cada t € [0, 1].

E claro que, 0 < f(t) < v/, para cada t. Fazendo n — oo em (3.3) segue que

£ = )+ 5 (VE+ 7)) (VE — £(1))
o que implica que

OZ;@—f@ﬁ

logo,

f(t) = +/t, para cada t € [0, 1],

e o Teorema 3.1 nos garante que a convergéncia é uniforme.

]

Definicao 3.3. Seja X um conjunto. Dadas duas fungoes f,g: X — R, definimos f V g, f A
g: X — R por

(f V g)(x) = max {f(z), g(2)};

(f A g)(x) = min {f(x),g(x)}.
Lema 3.4. Sejam X um espago topologico compacto e A uma subélgebra fechada de C(X,R).
Entao fVge f A g pertencem a A, para todos f,g € A.

Demonstra¢io. Como,

fvg=g(tg+lf—e) o FAg=5(ftg-If -

basta provarmos que |f|€ A, para toda f € A.

Se f € A, entao existe uma constante C' > 0 tal que | f(z)|< C, para todo z € X. Se definirmos
h(z) = %, para todo = € X, entdo h € A e |h(x)|< 1, para cada x € X. Pelo Lema 3.2 existe
uma sequéncia de polindmios P,(t) que converge a fungio /¢ uniformemente no intervalo [0, 1].
Como P,(h?) € A e A é fechado, segue que

|h|= V12 =1im P, (h?) € A,

E, portanto, |f|= C|h|€ A, como queriamos.
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Teorema 3.5. (Teorema de Stone-Weierstrass) Sejam X um espago topolégico compacto e A uma
subalgebra de C'(X,R) tal que:

(a) A separa os pontos de X,
(b) A contém as fungbes constantes.
Entao, A é densa em C(X,R).

Observacgao 3.6. Note que o item (a) implica que X é Hausdorff. De fato, dados a e b € X com
a # b, existe uma fungao continua f € A tal que, f(a) # f(b). Tome € = |f(a) — f(b)| e defina

U= {z e X:|f(@) - fla)l< 5}

£
V={zeX:|f(z) - fb)I< 5}
Assim,a e U, beV,UNV =0 e U eV sao abertos.

Demonstragio. Sejam f € C(X,R) e e > 0. Sejam a,b € X, com a # b. Como A separa pontos
de X, segue que existe uma funcdo ¢ € A tal que ¢(a) # ¢(b). Defina ¢ € A por

¢(x) — ¢(a)

V) = 50 —ola)

Entao ¢¥(a) =0 e ¢(b) = 1. Defina,
gan(x) = fla) + (f(b) — f(a)) ¢(x).

Note que g € A, pois A contém as fungdes constantes. Note também que gqu(a) = f(a) e

gab(b) = f<b>
Sejam
Up ={x € X:gup(x) > f(x) —e};

Vip = {x € X: gup(x) < f(x) + €}

Entao U, e V,;, sao abertos, pois as fungoes g, € f sao continuas, e contém a e b. Fixemos

a € X. Entao X = Upex Uap. Agora, como X é compacto, existem bq,...,b, € X tais que
X = Uupy-
k=1

Defina g, = gap, V - .- V gap,, - Pelo Lema 3.4 segue que g, € A e, além disso, temos que

ga(z) > f(x) — ¢, para todo x € X
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ga(z) < f(z) + ¢, para todo z € [ Vap, := Va.
k=1
Notemos que a € V,. Usando novamente a compacidade de X, como X = U,cx Vi, segue que
existem aq,...,a, € X tais que

X=|JV,.

J

TCs

Defina g = go; A ... A ga,,. O Lema 3.4 nos garante que g € A, além disso

f(z) —e < g(x) < f(x) + ¢, para todo z € X.

Isso mostra que f € A= A, completando a demonstracao.
m

Observacao 3.7. Notemos que o Teorema de Aproximagao de Weierstrass pode ser obtido a partir
do Teorema de Stone-Weierstrass, basta tomarmos X = [0,1] e A como sendo a subdlgebra dos
polinémios em [0, 1] com coeficientes reais.

Veremos abaixo que podemos enunciar o Teorema de Stone-Weierstrass de uma maneira mais
genérica, ou seja, nao precisamos supor que X é um espago topologico compacto.

Teorema 3.8. Sejam X um espacgo topoldgico qualquer e A uma subélgebra de C'(X,R) tal que
(a) A separa pontos de X,

(b) A contém as fungoes constantes.

Entdo A é densa em C(X,R) na topologia compacto-aberta, ou seja, dados K C X, f €
C(X,R) e € > 0 existe uma fungao g € A tal que |f(z) — g(z)|< &, para todo z € K.

Demonstrag¢io. Sejam K C X um subconjunto compacto, f € C(X,R) e ¢ > 0. Defina
Ag ={glx:g € A}.
Assim, A é uma subdlgebra de C'(K,R) e é imediato que
(a) Ak separa pontos de K e,

(b) Ak contém as fungdes constantes (em K).

Pelo Teorema 3.5 existe uma fungéo g € A tal que |f(x) — g(z)|< €, para todo z € K.
O]

Teorema 3.9. (Teorema de Stone-Weierstrass, versao complexa) Sejam X um espaco topolégico
qualquer e B uma subdlgebra de C'(X, C) tal que:
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(a) B separa os pontos de X,
(b) B contém as fungoes constantes,

(c) f € B, para cada f € B.

Entao, B é densa em C'(X,C) na topologia compacto-aberta.

Demonstragio. Primeiro note que cada f € C(X,C) pode ser representada de maneira tinica na
forma

f=u+iv com u,v € C(X,R). (3.4)

Como f = u — iv, segue que

f+7 f=r (3.5)

Seja,

A=BnC(X,R). (3.6)
Entdo é claro que A = BN C(X,R). Assim temos de (3.4), (3.5) e (3.6) que

feEB<—uveA

e, portanto,

f€B <= u,vecA
Agora é facil ver que A é uma subdlgebra de C'(X,R) tal que:
(a) A separa pontos de X,

(b) A contém as fungbes constantes.
Assim, pelo Teorema 3.8 segue que A = C(X,R). Tome f = u + i € C(X,C), entdo

u,v € C(X,R) = A e, portanto, f € B. O que mostra que B = C(X,C).
]
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Capitulo 4

O Teorema de Kakutani-Stone.
Aderéncia de um subreticulado

No capitulo anterior consideramos primeiro X como sendo um espaco topologico compacto e vimos
quando uma subdalgebra de C'(X,K), onde K denota o corpo dos niimeros reais ou complexos, é
densa em C(X,K). Depois vimos que o teorema continua valido se considerarmos X como sendo
um espaco topolégico qualquer. Neste capitulo veremos uma caracterizagdo do fecho de um sub-
reticulado de C'(X,R), onde consideraremos, assim como no capitulo anterior, X primeiro como
sendo um espaco topoldgico compacto e depois, como sendo um espaco topoldgico qualquer.

Comecaremos com a seguinte definigao:

Definicao 4.1. Um conjunto L de fun¢oes de X em R é chamado de reticulado se dadas f,g € L,
as funcoes f Vge f A g pertencem a L.
Um subreticulado é um subconjunto de um reticulado que é também um reticulado.

Exemplo 4.2. Se X é um espaco topolégico qualquer, entdao C'(X,R) é um reticulado.

Em 1941, Kakutani [6] provou o resultado abaixo, que ficou conhecido como Teorema de
Kakutani-Stone. Veremos agora sua demonstracdo, que pode ser encontrada em [16, pags. 39
e 40].

Teorema 4.3. (Teorema de Kakutani-Stone) Sejam X um espago topoldgico compacto, L um
subreticulado de C(X,R) e f € C(X,R). Entdao f € L em C(X,R) se, e somente se, para
quaisquer par de pontos z,y € X e € > 0, existe g € L tal que

l9(x) — fz)|< e e lg(y) — fly)|< e.

Demonstragdo. Provemos primeiro a necessidade. Sejam x,y € X e € > 0. Consideremos o
subconjunto compacto K C X formado por z,y. Como f € L, segue que existe g € L tal que
lg — fllk< €, 0 que é equivalente a dizer que

9(z) — f(z)l<e e |g(y) = fly)l<e.
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Reciprocamente, seja f satisfazendo as condig¢oes do teorema e fixemos £ > 0. Primeiro mos-
traremos que, dado t € X existe g € L tal que g(u) > f(u) —¢, para todou € X, e g(t) < f(t)+e.
De fato, para todo z € X, segue da hipdtese para t e x que existe g, € L tal que

lg.(t) — fO)]<e e gu(z)— flz)<e

Seja V, = {u € X:g.(u) > f(u) — €}, entdo V, é um conjunto aberto que contém z. Pela
compacidade de X, existem z1,...,x, € X tais que X = U, V,,. Seja g =¢,, V...V g, € L.
Assim, se u € X, existe i € {1,...,n} tal que u € V,,, entdo g(u) > g,,(u) > f(u) —e. Além disso,
como g, (t) < f(t) +e, parai=1,...,n, temos que g(t) < f(t) +¢.

Assim, correspondente a cada t € X escolha g, € L tal que g;(u) > f(u)—¢, paratodou € X, e
g:(t) < f(t)+¢, pelo que observamos anteriormente. Defina V; = {u € X: g;(u) < f(u)+¢€}, entao
Vi ¢ um conjunto aberto que contém ¢. Novamente pela compacidade de X existem t,...,t, € X
tais que X = U, V4.

Como estamos supondo L reticulado, segue que g = g4, A ... A gy, € L. Agora, se u € X,
existe i € {1,...,n} tal que u € V;,, isso implica que g(u) < gy, (u) < f(u) +e. Além disso, como
g1;(u) > f(u) — e para todo i = 1,...,n, segue que g(u) > f(u) — e, para todo u € X. Assim,
provamos que ||g — f||x< &, uma vez que g € L e € é arbitrario, implicando que f € L.

O

Generalizando, obtemos:

Teorema 4.4. (Teorema de Kakutani-Stone) Sejam X um espago topologico qualquer, L um
subreticulado de C(X,R) e f € C(X,R). Entdao f € L em C(X,R) se, e somente se, para
quaisquer par de pontos z,y € X e € > 0, existe g € L tal que

g(z) — f(z)[<e e |gly) — fly)l<e.

Demonstracdo. A necessidade é analoga a do Teorema 4.3. Agora, para provarmos a suficiéncia,
tome K C X compacto e defina

Lk ={g|x:9 € L}.

Dai, segue que Lg é um subreticulado de C'(K,R). Agora, seja fx a restricdo de f ao subcon-
junto K. Sejam z,y € K C X ee > 0. Por hipdtese segue que existe g € L tal que |g(z)— f(z)|< &
e lg(y) — fly)|< e, logo |g(x) — frx(z)|< € e |g(y) — fx(y)|< €. Se tomarmos gx como sendo a
restricao de g ao subconjunto K, temos que gx € Ly e, portanto, segue do Teorema 4.3 que
fx € L. Isso, por sua vez, implica que existe h € Lg tal que |f(z) — h(z)|< ¢, para todo z € K,
que ¢ equivalente a dizer que f € L. O
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Capitulo 5

O Teorema de Stone-Weiertrass.
Aderéncia de uma subalgebra

De maneira analoga com o capitulo anterior, o objetivo deste é apresentar uma caracterizagao do
fecho de uma subélgebra de C'(X,K). Baseamos este capitulo em [16].

Antes de apresentarmos o Teorema de Stone-Weierstrass, que nos da tal caracterizagdo, vejamos
alguns resultados auxiliares.

Lema 5.1. Considere a &lgebra R?, o produto cartesiano da algebra R. Entao as subalgebras de
R? e suas relacoes de inclusdo sao dadas pelo seguinte diagrama:

RQ

RN

O0x R YA Rx0

ANV

0

Notemos que estamos considerando R? dotado da adicdo e multiplicacdo coordenada a coorde-
nada e A = {(z,z):z € R}.

Demonstracio. E facil ver que os subconjuntos R?,0, 2,0 x R e R x 0 sdo subdlgebras de R? e
satisfazem as relagoes de inclusdo acima.

Seja A uma subalgebra de R? distinta de R?,0,0 x R e R x 0. Uma vez que A é um subespaco
vetorial de dimensdao 1 (pois A # R?,0), A é dada por uma equagdo da forma y = Az, com A € R
e A # 0 (pois se A =0, terfamos A =0 ou A =R x 0).

Como o par (1,)) satisfaz a equacgdo, temos que (1,A) € A. De, (1,A\?) = (1,)\)? € A,
concluimos que (1, \?) precisa satisfazer a equacio, o que nos dd que A = A% Portanto, A = 1, o
que prova que A = A.

O
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Corolério 5.2. Seja A C R? uma subélgebra e b € R%. Entdo b € A se, e somente se, pelo menos
uma das seguintes condicoes é satisfeita

(1) b¢Rx0e ACRXDO,
(2) b¢0xReACOXR,
B)bgAheACA.

Demonstragio. Suponha que b € A. Entdo segue que A # R? e b # 0. Seja X qualquer uma das
subalgebras intermedidrias: R x 0,0 x R ou A.

Se A = 0, escolha X tal que b ¢ X. Veja que existem, pelo menos duas escolhas para X tal
que b # 0 e a intersegao de duas subalgebras intermediarias é 0.

Se A # 0, entdo A é uma das subélgebras intermedidrias, ja que A # R?, entdo, escolha X = A.
Em qualquer caso acima, uma das condigdes (1), (2) ou (3) sera satisfeita, que corresponde a escolha
de X.

A reciproca é imediata, visto que cada item (1), (2) e (3) implica que b ¢ A.

Agora, notemos que o Lema 3.4 pode ser enunciado da seguinte maneira:

Lema 5.3. Seja X um espago topoldgico compacto. Entao cada subédlgebra fechada de C'(X,R) é
um subreticulado de C'(X,R.)

Como consequéncia imediata do Lema acima, temos o seguinte resultado:

Corolario 5.4. Sejam X um espago topoldgico compacto e A uma subélgebra de C'(X,R). Entao
A ¢ um subreticulado de C(X,R).

Teorema 5.5. (Teorema de Stone-Weierstrass) SejarniX um espaco topolégico compacto, A uma
subalgebra de C'(X,R) e f € C(X,R). Entao, f € A se, e somente se, f verifica as seguintes
condicoes:

(a) dados =,y € X tais que f(x) # f(y), existe g € A tal que g(x) # g(y),

(b) dado z € X tal que f(x) # 0, existe g € A tal que g(x) # 0.

Demonstragio. Suponha que f € A. Sejam z,y € X tal que f(z) # f(y) e K o subconjunto
compacto de X formado por z e y. Tome ¢ = |f(y) — f(z)|> 0. Assim, existe g € A tal que
lg(x) — f(x)|< §, para todo z € K, ou seja, |g(z) — f(z)|< § e [g9(y) — f(y)|< 5, dai segue que
g(x) # g(y), o que mostra (a).

Sejax € X com f(x) # 0esejac = |f(x)]> 0. Assim, existe uma g € A tal que |g(z)—f(z)|< €.
Dai temos que g(z) # 0, o que prova (b).

Reciprocamente, assuma (a) e (b). Se z,y € X, a fungdo ¢: C(X,R) — R?, dada por



é um homomorfismo de dlgebras. Em particular, ¢(A) é uma subédlgebra de R2.

Usando (b) vemos que se ¢(f) € R x 0, entdo ¢p(4) € R x 0 e que, se ¢(f) € 0 x R, entdo
#(A) € 0 x R. Agora, usando (a), vemos que, se ¢(f) & A, entdao ¢p(A) € A. Pelo Corolério 5.2
concluimos que ¢(f) € ¢(A), ou seja, existe g € A tal que f(z) = g(z) e f(y) = g(y). Como
g€ AC Ae A éreticulado, o que nos garante o Corolério 5.4, segue do Teorema 4.3 que f € A.

O

Generalizando, obtemos:

Teorema 5.6. (Teorema de Stone-Weirstrass) Sejam X um espago topolégico qualquer, A uma
subélgebra de C(X,R) e f € C(X,R). Entdo, f € A se, e somente se, f verifica as seguintes
condicoes:

(a) dados z,y € X tais que f(x) # f(y), existe g € A tal que g(x) # g(y),

(b) dado z € X tal que f(x) # 0, existe g € A tal que g(z) # 0.

Demonstragdo. A necessidade é idéntica a do Teorema 5.5. Provemos entao a suficiéncia e para
isso, suponha (a) e (b). Seja K um subconjunto compacto de X e denote por fx a restrigao de f

ao subconjunto K, assim, fx € C'(K,R). Agora, segue de (a) que, dados x,y € K C X tais que

fr(x) # fr(y), existe gx € ANC(K,R) = Ak tal que gx(z) # gk (y)-
De (b) seque que, dado x € X tal que fx(x) # 0, existe gx € Ak tal que gx(x) # 0. Dai segue
do Teorema 5.5 que fx € Ax C A, como K é arbitrario temos que f € A.
]

Definicao 5.7. Seja X um espago topoldgico. Um subconjunto ¥V C C(X,C) é auto-adjunto se
f €Y, sempre que f € Y, onde f denota o conjugado complexo de f.

Teorema 5.8. Sejam X um espago topologico qualquer, B uma subélgebra auto-adjunta de

C(X,C)e feC(X,C). Entao, f € B se, e somente se, f verifica as seguintes condigdes:

(a) dados z,y € X tais que f(x) # f(y), existe g € B tal que g(z) # g(y),
(b) dado z € X tal que f(x) # 0, existe g € B tal que g(x) # 0.

Demonstrag¢io. Lembremos que cada f € C(X,C) pode ser representada de maneira tnica na
forma

f=u+iv, comu,v € C(X,R)

e que,
T f=7
u =

onde f = u —iv. Defina, A = BNC(X,R), dai segue que A = BNC(X,R). Como ji observamos
anteriormente,

feEB<=uveA
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e portanto,

f€B<+=uveA

Agora, é facil ver que A é uma subdlgebra de C(X,R). Suponha que f € B, daf segue que
u,v € A. Sejam entdo z,y € X tais que f(z) # f(y), isso implica que u(z) # u(y) ou v(z) # v(y).
Suponha, sem perda de generalidade, que u(z) # u(y). Assim, pelo Teorema 5.6, existe g € A C B
tal que g(x) # g(y), provando (a).

De maneira andloga, seja « € X tal que f(z) # 0, dai temos que u(x) # 0 ou v(x) # 0.
Supondo u(x) # 0, segue do Teorema 5.6 que existe g € A C B tal que g(x) #, mostrando (b).

Reciprocamente, suponha (a) e (b). Sejam x,y € X tais que u(z) # u(y), isso implica que
f(x) # f(y) e por hipdtese segue que existe g € B tal que g(x) # g(y). Escrevendo g = g1 + igs,
com g, gs € C(X,R), segue que g1(x) # g1(y) ou ga() # 92(y).

Agora, seja x € X tal que u(z) # 0, isso implica que f(z) # 0. Assim segue da hipdtese que
existe g € B, tal que g(x) # 0, escrevendo g = g1 +iga, com g1, g2 € C(X,R), temos que g (z) # 0
ou go(r) # 0. Consequentemente, pelo Teorema 5.6 u € A. Analogamente, mostramos que v € A,
Portanto, pelo que j4 observamos, segue que f € B, como querfamos demonstrar.

]
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Capitulo 6

O Teorema de Nachbin

O Teorema de Nachbin pode ser considerado uma versao do Teorema de Stone-Weierstrass para
fungoes diferencidveis. Ele foi provado pelo matemaético brasileiro Leopoldo Nachbin [15], em 1949,
veja também [12]. A demonstragdo que faremos aqui foi baseada em [13].

Notagao 6.1. Seja € um subconjunto aberto de R™. Lembremos que C*(€) é a 4lgebra de todas
as funcoes de classe C* em ) tomando valores reais, ou seja, as funcoes f:Q) — R que admi-
tem derivadas parciais continuas até ordem k. E, sempre consideraremos C*(£2) com a topologia
compacto-aberta de ordem k, isto é, a topologia da convergéncia uniforme das funcgoes e suas
derivadas parciais até ordem k, sobre os conjuntos compactos de €.

Teorema 6.2. (Teorema de Nachbin) Sejam € um subconjunto aberto de R” e A uma subélgebra
de C*(€2). Entdo A é densa em C*() se, e somente se, as seguintes condigoes forem satisfeitas:

(a) dados x,y € Q com x # y, existe f € A tal que f(z) # f(y),
(b) dado = € Q, existe f € A tal que f(x) # 0,
(c) dados z € Q et € R", com t # 0, existe f € A tal que%{(m) # 0.

Para demonstrarmos o Teorema de Nachbin precisaremos provar alguns lemas auxiliares e o
proximo resultado, que é um corolario do Teorema 2.12.

Corolério 6.3. O fecho em C*(R™) da subdlgebra de todos os polindmios de n varidveis reais,
com coeficientes reais e sem termo constante é a subdlgebra de todas as fungoes g € C*(R") tal

que g(0) = 0.

Demonstracio. Defina:

P(n) := { subdlgebra dos polinémios de n varidveis reais com coeficientes reais}
A = {p € P(n):pndo tem termo constante }
C = {gcC*R"):g(0)=0.}

Queremos mostrar que A = C. Seja g € C, entdo segue que g € C*(R") e g(0) = 0. O Teorema
2.12 nos garante que, existe uma sequéncia de polinomios P; € P(n) tal que P; — g em C*(R™).
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Procuramos uma sequéncia de polinémios @), tal que @);(0) = 0 (pois isso garante que (); € A) e
Q; — g em C*(R™). Para isso, basta tomar Q; = P;— P;(0), pois Q; = P;—P;(0) — g—g(0) = g.
Logo g € Aedai C C A. Como A C C é 6bvio, segue o resultado.

O
Lema 6.4. Sejam (2 um subconjunto aberto de R™ e N > n. Suponhamos que as funcgoes
fi,..., fn € C*(Q) satisfacam as seguintes condicoes:
(a) A aplicacdo F'= (f1,..., fn): Q2 — RY é um homeomorfismo entre e sua imagem em RY,

(b) A matriz jacobiana

(afz‘(l’))
Ox; 1<G<N,1<j<n

)

tem posto n para cada z € €.

Entdo, para cada fungao g € C*(2) e cada ponto a € Q, existem um subconjunto aberto W de
F(a) em R™ e uma fungao § € C*(W) tais que

9(x) = g(fi(2), ..., fn())
para cada x € F~1(W).

Demonstragio. Fixemos g € C*(Q) e a € Q. Como vale (b) podemos reordenar as funcdes f; de
tal forma que a matriz quadrada

e
O 1<i,j<n

seja invertivel. Agora usando o Teorema da Aplicagdo Inversa obtemos uma vizinhanga aberta U
de a em Q e um subconjunto aberto V' de R" tais que a aplicagao (f1,..., fn):U — V é uma

bijecdo, cuja inversa 1: V — U também ¢é uma aplicacdo de classe C*.
Defina W =V x RN"" e g € C*(W) por

g(yla"'ayN) :gow(ylayn)
para cada (y,...,yy) € W. Assim,

9(f1(x),... fn(x)) = god(filz)..., fulz)) = g(x),

para cada x € U. Note que o lema ainda nio estd provado, pois ndo sabemos se U = F~1(W).
Mas, usando (a) temos que F'(U) é um conjunto aberto de F'(2) e assim, existe um subconjunto

aberto Wi de RY tal que F(U) = W,NF(Q). Como F(U) C W, temos que F(U) = WNW,NF(Q).
Agora, como F' ¢é injetora segue que

U=FYFU)=F'WnW, NF Q) =FYWnWw).

Logo temos que W N W; é uma vizinhanca aberta de F'(a) em RY e,
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g9(x) = g(fi(x), ..., fn(2))

para cada z € U = F~Y(W NnW,).
[

Lema 6.5. Sejam () um subconjunto aberto de R™ e N > n. Suponhamos que as fungoes
fi,..., fn € C*(Q) satisfacam as seguintes condicdes:

(a) A aplicagao F' = (f1,..., fn): Q2 — RY é injetora,

(b) A matriz jacobiana

Oz,

) 1<i<N,1<j<n

tem posto n para cada z € €.

Entdo, para cada funcio g € C*(Q2) e para cada subconjunto compacto K de (2, existe uma fungao
g € C*RY) tal que

g(CL’) = g(flv SR 7fN<x))

para cada x € K.

Demonstragio. Fixemos g € C*(Q2) e K C Q compacto. Seja Qy uma vizinhanga aberta e relati-
vamente compacta de K em 2. Assim, a restricao de F' |5TO ¢ um homeomorfismo entre ) e sua
imagem em R”.

Usando o Lema 6.4 e a compacidade de F'(K), encontramos subconjuntos abertos Wy, ..., W,
de RY e fungdes g; € C*(W,),..., g, € C*(W,) tais que

FK)C | JW;e,

T

1

J

g9(z) = gj o F(x)
para todox € FYW,)NQoej=1,...,p.

----------

C=(RY), supp(¢;) € Wj e
p
> ¢ily) =1
j=1
para cada y € F(K). Agora, definamos gy, ..., g, € C*(RY) por

_ o) 9i(y)gi(y) sey € W
gj(y)—{ OsengVVj'

Definamos, entdo, § € C*(RY) por
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para cada x € K.
m

Demonstragdo. (Teorema de Nachbin)
Necessidade. Suponha que A seja densa em C*(Q) e sejam z,y € 2, com x # y. Dai, segue
que

AZ B={feC"R": f(z) = f(y)}
pois A é uma subdlgebra densa de C*(R") e B é uma subalgebra fechada prépria de C*(R™). Entdo

existe uma fungao f € A tal que f(z) # f(y), o que mostra (a). De maneira andloga, seja x € €2,
entao

A¢C={f € CHRY: f(z) = 0}
pois C' também ¢é uma subdlgebra fechada e prépria de C*(R™). Assim, existe uma funcio f € A
tal qte f(x) # 0, o que mostra (b). Finalmente, para mostramos (c), note que se x € Q e t € R™,
0
Ag {rectmn 2 gy

Suficiéncia. Suponha que as condigoes (a), (b) e (¢) sejam satisfeitas. Sejam K um subcon-
junto compacto de €2 e )y uma vizinhanca aberta e relativamente compacta de K em ().

Usando o item (b) e a compacidade de Q, encontramos fungdes f1, ..., f, € A tais que

(fi(@),..., fo(z)) #(0,...,0), para cada z € Q. (6.1)

Agora, dados x € Q et = (t1,...,t,) € R" t # 0 segue de (¢) que existe uma fungdo g € A tal
que

dg(x)  K0g(x),

Isso mostra que, dado x € €2, nenhum funcional linear ndo nulo em R™ se anula sobre todos os
vetores da forma

dg(x)  9y(x)
( or T o, ) com g € A.
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Dai, segue que, estes valores geram R". Assim, para cada x € {2 podemos encontrar fungoes
g1,---,9n € A tais que os vetores

dgi(z) dgi(z)\ .
e =1,...
< axl ) Y axn JZ Y 7n

sejam linearmente independentes e, portanto

det <8gz(x)) # 0.
Oz; 1<i,j<n

Usando o Teorema da Aplicacdao Inversa e a compacidade de €y, podemos encontrar subcon-
juntos abertos Vi,...,V, de Q e n-uplas (gx,,-..,9k,) € A" k=1,...,q, tais que

q
Q% < U Vi, (6.2)
k=1
o

det< g’“<x>> £ 0, (6.3)

8:1:]- 1<6,5<n

sempre que x € Vi, e k=1,...,q e a aplicacao

x € Vir— (g1, (), ..., gk, (2)) € R" (6.4)

¢ injetiva, para cada k =1,...,q.
Agora, considere o seguinte conjunto compacto

q

k=1
Usando (a) e a compacidade de C, podemos encontrar fungoes hy, ..., h, € A tais que
(hi(z), .- he(2)) # (ha(y), - he(y)) (6.5)

para cada (z,y) € C. Agora, reordenemos as fungoes f;(1 < i < p),gr,(1 <k < gl <i<n)e
hi(1 < i< n). Escreva

9k, = fp+(k 1)n+is

1<k<qgl<i<n
hi = fp+qn+i’1< LT

Seja. N = p + gn + r. Usando, (6.1),(6.2),(6.3),(6.4) e (6.5) concluimos que as fungoes
fi,-.., fn € A satisfazem as seguintes condicoes:
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(I) para cada x € Qq, existe i tal que f;(z) # 0,

<3fz'($)>
Ox; 1<i<N,1<j<n
tem posto n para cada z € Q,

(IT1) dados z,y € Qq, com x # y, existe i tal que f;(z) # f;(y).

(IT) a matriz jacobiana

Em consequéncia de (I1) e (III), o Lema 6.5 se aplica para . Assim, existe § € C*(RY) tal
que

g(x) =g(fi(z),..., fn(x)), para cada = € K. (6.6)

Agora, segue de (I) que a imagem de K pela aplicagao

F:(fl,...,fN)ZQUHRN

nao contém a origem. Por outro lado, sem perda de generalidade, podemos supor que §(0) = 0.
Aplicando o Corolario 6.3 temos que, dado 6§ > 0, podemos encontrar um polinémio P de N
variaveis reais, com coeficientes reais e sem termo constante, tal que

(9—P)y)| <o (6.7)

‘ ol

oyt .. oyky

sempre que y € F(K) e l; +---+ Iy < k. Aplicando a regra da cadeia um ntmero finito de vezes
vemos que, dado € > 0, podemos encontrar § > 0 tal que (6.6) e (6.7) implicam que

m(g(l’) — P(fi(z),..., fn(2)))] <e¢
sempre que z € K e ky + -+ k, < k, o que completa a prova, uma vez que Po (fi,..., fy) € A.

]
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