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“Above all, I believe that every experimenter should consider his problem
and evolve a design to suit it. If he has a conventional problem a conventional design may
be best, but an unusual problem may call for an unusual design and a bizarre problem
for a bizarre design. My main plea is not for a change of convention but for freedom.”

S. C. Pearce.
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RESUMO

Neste trabalho sao exploradas as idéias de Pearce (1976, 1982),
et al. (1974) sobre o planejamento estatistico de experimentos. O processo de con-
strugao de delineamentos em blocos foi especialmente estudado, procurando obter esque-
mas experimentais que possam responder com maximo detalhe as questoes de interesse
do pesquisador. Assim, o trabalho é orientado basicamente ao estudo dos contrastes de
interesse, porquanto eles encontram-se diretamente relacionados com os objetivos do ex-
perimento. Contrastes naturais e basicos sao estudados primeiro. Eles sao estimados
independentemente e com replicagdes efetivas e/ou fatores de eficiéncia facilmente de-
terminaveis. Ambos indicam possiveis particoes da soma de quadrados dos tratamentos,
fornecendo informacao valiosa para a analise da variancia dos resultados experimentais. A
eficiéncia da maior parte dos delineamentos nao ortogonais propostos por Pearce (1963),
¢ explicitamente calculada através da estrutura espectral da matriz de informagao cor-

e Pearce

respondente a cada plano; os resultados obtidos sao compilados numa tabela. A seguir,
é explorado um teorema devido a Gupta (1983), que estabelece a relagao entre a estru-
tura de dispersao de um conjunto de contrastes estimados e a matriz de informagao do
delineamento. Esse resultado permite encontrar planos experimentais compativels com
especificagoes para a estimagao dos contrastes de interesse. As conseqiéncias e limitacoes
desse resultado sao examinadas para diferentes estruturas de dispersao da matriz dos
contrastes, em particular no caso dos experimentos ue visam a comparagao de diversos
tratamentos com um controle. Também sao apresentadas diversas situagoes experimentais
hipotéticas baseadas em uma ilustracao devida a Pearce (1963). Finalmente é estudada a
A-otimalidade dos delineamentos de tipo S para a estimagao de contrastes suplementares,
estendendo os resultados de Gupta (1989) para o caso dos delineamentos nao binarios. A
utilidade da teoria apresentada para a construgao de delineamentos é ilustrada mediante
diversos exemplos, realizando os calculos das quantidades relevantes mediante os pacotes

estatisticos SAS e SOC.
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ABSTRACT

Pearce’s conceptions on statistical planning of experiments are explored in
this work. The construction process of block designs was especially considered, in order
to obtain experimental designs that depend upon the experimenter’s needs. This way,
the work is oriented basically to the study of contrasts of chief interest, because they are
directly related with the objectives of the experiment. Firstly, are studied the natural
and basic contrasts. They are estimated independently and with effective replications
and/or efficiency factors that are readily determined. Both indicate possible partitions of
the treatment sum of squares and aid of the appropriate analysis of variance. The effi-
ciency of most non-orthogonal designs proposed by Pearce (1963) is explicitly calculated
using the spectral decomposition of the associated information matrix. From these studies
were contructed a new table for the compilation of the results obtained. Next, is explored
Gupta’s theorem, which gives the relationship between the set of contrasts estimated with
specified variances and covariances and the information matrix of the design. This result
allows us to find experimental designs compatible with the experimenter’s specifications
for the precision of estimation of contrasts of interest. Consequences and limitations of
these results are examined for different structures of the variance-covariance matrix asso-
ciated with the contrasts, especially for experiments for the comparison of test treatments
with a control. Hypothetical experimental cases based on Pearce’s example (1963) are
shown also. Finally, it is studied the A-optimality of type S designs for the estimation
of supplemented contrasts, extending Gupta’s results (1989) for non-binary designs. The
usefulness of the theory presented in the construction of designs is illustrated in sever-
al examples, using the statistical packages SAS and SOC for calculation of the relevant
quantities.
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Capitulo 1

Introducao

As técnicas estatisticas do Planejamento de Experimentos sao de vital
importancia para a organizacao eficiente da experimentacao em diversas areas cientificas
e tecnologicas. Os pesquisadores dessas areas podem utilizar esta teoria para construir
planos ou delineamentos experimentais que permitam obter informacoes precisas e e-
condmicas para um determinado problema experimental, partindo de uma formulacao
clara do mesmo.

Os conceitos modernos da teoria do Planejamento de Experimentos, sao
principalmente devidos a R. A. Fisher, que formulou e desenvolveu as ideias basicas no
periodo de 1920-1945, veja Yates (1964, 1975), Box (1980), Preece (1990). Os principios
do planejamento de experimentos comparativos enunciados por Fisher sao a replicacdo, a
aleatorizacdo e o controle local ou blocagem. O primeiro deles exige que em um experimen-
to, o mesmo tratamento seja atribuido a diversas unidades experimentais. para que o erro
experimental possa ser estimado internamente. O principio da aleatorizagao exige que a
atribuicao dos tratamentos as unidades experimentais seja completamente aleatoria, para
que o erro experimental seja estimado validamente.

Finalmente, o conceito de blocagem, aplicado nos experimentos agricolas
assessorados por Fisher na Estacao Experimental de Rothamsted, consiste em agrupar as
unidades experimentais em grupos ou blocos homogéneos, atribuindo aleatoriamente os
tratamentos as unidades experimentais dentro de cada bloco. Isso produz um incremento



na sensibilidade do experimento apds a elimigao da porgiao do erro experimental devida
aos blocos. Essas idéias levaram a construgao de diversos delineamentos em blocos, e em
particular aos blocos completos aleatorizados.

Na teoria do Planejamento de Experimentos parece existir linhas de pen-
samento bem definidas, sendo uma delas a escola biométrica inglesa, veja por exemplo
Preece (1982a) e Mead (1990). Este trabalho foi desenvolvido tomando principalmente as
idéias dessa escola. Entre essas idéias basicamente se encontram:

1. O delineamento selecionado para um experimento dado depende das perguntas e
prioridades do pesquisador. Assim, o estudo de contrastes tem um carater cen-
tral, atribuindo como conseqiiéncia menor importancia as comparagoes multiplas
utilizadas em outras abordagens do Planejamento de Experimentos.

2. A teoria dos modelos lineares é um instrumento geral utilizado para obter infor-
magoes valiosas sobre um experimento antes dele ser realizado.

3. A quantidade de informagao fornecida pela analise classica dos experimentos em
blocos deve ser medida. A mesma é denominada intrabloco, pois ela esta contida
nas diferencas entre as respostas dentro dos blocos.

Em particular neste trabalho, exploraremos principalmente as idéias de
S.C. Pearce (1960, 1963, 1974, 1976a, 1982, 1983b). As mesmas baseiam-se no principio
de que um plano experimental deve ser desenvolvido para resolver problemas. Isto é, os
planos experimentais devem ser construidos de tal maneira que eles se adequem a reali-
dade e nao a realidade aos planos, tendo em vista que cada pesquisa tem seus objetivos,
limitacoes e alcance particulares.

Em particular, ele observou que: (a) muitos pesquisadores nao estao in-
teressados no contrastes elementares, senao em outros mais complexos; (b) quaisquer que
sejam os contrastes de interesse, eles deverao ser estimados independentemente, se isso for
possivel e (c) somente certos contrastes estao sob estudo num experimento em particular;
por isso nao parece vantajoso exigir igual precisao para todos os contrastes.

O objetivo do experimento varia de uma pesquisa a outra. Porém, no
caso de experimentos comparativos, o interesse do pesquisador concentra-se na medigao
dos efeitos dos tratamentos da melhor maneira possivel. Isto é realizado diminuindo o



crro experimental e os vicios devidos ao material disponivel e aumentando a precisao da
estimacao dos efeitos de interesse. Essas tarefas sio executadas mediante a estimagao de
certas fun¢oes lineares, chamadas contrastes, que dependem dos parametros correspon-
dentes aos tratamentos. Assim, este trabalho esta orientado basicamente ao estudo desses
contrastes e tem por objetivo principal desenvolver planos experimentais iteis e adequa-
dos, sendo a construcio dos mesmos voltados essencialmente a obtencao de informagoes
precisas sobre as comparacoes de interesse.

Dentre os diferentes tipos de planos experimentais, aqueles que utilizam
blocos de unidades relativamente homogéneas sao as mais freqiientes na pratica. Por esse
motivo, todo o nosso estudo sera feito para esse tipo de planos, com énfase no estigio
de contrugio dos mesmos, e procurando responder com maximo detalhe as questées de
interesse do pesquisador.

A seguir, serd detalhada a estrutura deste trabalho.

O Capitulo 2 comegara com uma breve descri¢io das etapas na realizagao
de um experimento. Logo serd definido um modelo geral para experimentos em blocos,
estudando as relagbes que existem entre suas componentes. Sera definida depois a ma-
triz de informagdo do delineamento na analise intrabloco, estudando suas propriedades
e explorando seus elementos. A propriedade de coneridade relacionada com o posto da
matriz de informagao serd definida e explorada mediante uma breve digressio sobre grafos
associados a matrizes de informagdo. Apés a apresentagio de diversas inversas generaliza-
das para essas matrizes, serdo definidos os conceitos basicos de contraste, estimabilidade
e ortogonalidade, serao estudados dois conceitos importantes: as replicagoes efetivas e
os fatores de eficiéncia de um delineamento. Todos esses conceitos serao instrumentos
tedricos basicos para poder estudar e desenvolver o material desta dissertacao.

. No Capitulo 3 serao estudados os contrastes naturais e bdsicos de um de-
lineamento em blocos. Sua importancia reside no fato deles serem estimados independen-
temente. No caso dos contrastes naturais, serdo facilmente determinadas sua replicagoes
efetivas e no caso dos contrastes basicos seus fatores de eficiéncia. Para estes ultimos sera
possivel determinar a quantidade de informacdo a seu respeito na analise intra-bloco, e
se alguns deles nao forem estimados com eficiéncia completa, o resto da informagao po-
dera ser recuperada a partir da variagao entre blocos experimentais, veja Pearce, Calinski
e Marshall (1974). Os dois tipos de contrastes indicam possiveis parti¢des da soma de
quadrados dos tratamentos na analise da variancia dos resultados experimentais. Nos
delineamentos equi-replicados, os contrastes naturais e basicos sao os mesmos. Para este



caso serao fornecidos resultados relacionados com os fatores de eficiéncia e a ortogonali-
dade dos delineamentos, finalizando o capitulo com um exemplo detalhado que mostra a
utilidade desta teoria.

No Capitulo 4 sera calculada a eficiéncia de diversos tipos de delineamentos
nao ortogonais, correspondentes a classificagao proposta por Pearce (1963, 1976a). Para
cada um desses delineamentos sera derivada a matriz de informagao para o caso geral e
as replicagoes efetivas e fatores de eficiéncia para o caso equi-replicado. No caso especial
dos delineamentos de tipo S, os fatores de eficiéncia serao também calculados para a
situagao mais usual onde o tratamento suplementar é replicado com maior ou menor
nimero de unidades experimentais em relagao aos outros tratamentos. Os resultados
obtidos estao compilados numa tabela, sendo também apresentados diversos exemplos
ilustrativos extraidos da literatura, onde eles foram, porém, apresentados com outras

finalidades.

Uma propriedade importante dos delineamentos em blocos € seu equilibrio,
relacionado com a estrutura da matriz de informacao da analise intra-bloco. No Capitulo
5 serao definidos alguns tipos de equilibrio, apresentando depois matrizes de informacao
associados a eles. Um teorema geral demonstrado por Gupta (1988a) que inclui esses
tipos sera apresentado, estudado e explorado. Esse teorema sera ttil quando o objetivo
for estudar um certo conjunto de contrastes de interesse definidos pelo pesquisador, com
variancias e covariancias pre-especificadas. A partir dele encontraremos a estrutura da
matriz de informagao adequada para essas especificagoes. o que por sua vez nos permi-
tira gerar diversos planos experimentais possiveis. Serao feitas algumas extensoes dos
resultados apresentados nos artigos para diferentes estruturas de dispersao da matriz de
contrastes, em particular, para experimentos que visam a comparacao do controle com
diversos tratamentos em estudo. Serao exibidos, além disso, outros exemplos e derivados
possiveis planos experimentais, todos eles pelo método de tentativa e erro. Também serao
calculados os fatores de eficiéncia dos diversos planos encontrados, os quais servirao para
avaliar a qualidade dos mesmos.

Quando se tem um conjunto de tratamentos onde um deles tem uma
relevancia especial, como por exemplo um tratamento controle ou padrao, o interesse da
pesquisa € comparar o tratamento relevante com os outros. Neste caso, os contrastes
apropriados chamam-se contrastes suplementares. No Capitulo 6 sera procurada uma
estimacao otima destes contrastes dentro da classe dos delineamentos de tipo .S, usando o
critério de A-otimalidade introduzido por Kiefer (1958). Sera dada uma condigao para que
esses delineamentos sejam mais eficientes e sera derivado o limite inferior para a variancia
média dos contrastes suplementares, nos casos binario e nao binario, para delineamentos



proprios. Finalmente, sera apresentado um exemplo mostrando a utilidade desta teoria.
Nele serao encontrados planos experimentais para diversos tamanhos de blocos, avaliando-
os depois em base a sua precisao e eficiéncia de estimacao dos contrastes em estudo.

No Capitulo 7 serao apresentadas as consideragdes finais sobre o trabalho.

O calculo numérico das quantidades mencionadas acima, tais como varian-
cias e fatores de eficiéncia, foi realizado utilizando o médulo IML do pacote estatistico SAS

e o moédulo CM do pacote estatistico SOC, ambos disponiveis no CCUEC-UNICAMP.

No Apéndice estao contidos os lemas. teoremas e definigoes usados no
texto e nas demonstragoes apresentadas. Uma lista de notagoes também sera exibida,
completando este trabalho com as referéncias bibliograficas utilizadas.

Ut



Capitulo 2

Delineamentos experimentais com
blocos

2.1 Delineamento e modelo

Na agricultura, na biologia experimental, na indistria e em diversas areas
de pesquisa cientifica e tecnoldgica, sdo planejados experimentos com a finalidade de obter
dados que respondam as perguntas formuladas pelos pesquisadores. Assim, um bom
planejamento experimental deve considerar primeiramente o problema a ser resolvido.

Na primeira secao deste capitulo serao detalhadas diversas etapas do
planejamento experimental, ilustrando-as mediante um exemplo.

No restante do capitulo, sera desenvolvido formalmente um modelo es-
tatistico geral para descrever e analisar experimentos em blocos de tamanho variavel,
com tratamentos nao necessariamente equi-replicados que podem, além disso, possuir es-
truturas exploraveis na pesquisa das comparagoes de interesse. Assim, na Secao 2, este
modelo sera apresentado, junto com o estimagao de seus parametros pelo método usual
dos minimos quadrados. Na Secao 3, sera estudada a matriz que descreve a estimacao
dos parametros dos tratamentos (matriz C') e exploradas suas propriedades. O conceito
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de conexidade relacionado com o posto desta matriz e com os grafos associados aos de-
lineamentos, sera também estudado. Ainda nesta secciao algumas inversas generalizadas
da matriz C, de utilidade neste trabalho, serdo discutidas.

O conceito geral de contrastes e suas propriedades serao introduzidos na
Secao 4 junto com a defini¢ao de estimabilidade. O importante conceito de ortogonalidade
de delineamentos em blocos sera introduzido, definido e estudado na Secao 5.

Nas duas dltimas segbes deste capitulo explorar-se-a a idéia de eficiéncia,
que permite medir a efetividade com que um plano responde as perguntas do pesquisador,
comparando-o com planos mais simples considerados relevantes. Em particular serdo in-
troduzidas as nogoes de replicagdo efetiva e fator de eficiéncia de um contraste. Essas
nogoes serao utilizadas nos capitulos seguintes para avaliar a qualidade do planos experi-
mentais.

2.1.1 Etapas do planejamento experimental

A experimentacao envolve varias etapas, cada uma das quails inclui consideracoes es-
tatisticas. Elas sao brevemente descritas a seguir.

1. Analise dos Objetivos

Um bom experimento comparativo deve ter objetivos claramente definidos. Eles
devem ser especificados desde o inicio em forma de contrastes de interesse. Logo,
o trabalho experimental deve ser encaminhado para obter estimativas precisas dos
mesmos. Nesta primeira etapa, as respostas e os tratamentos sao selecionados e as
relagoes entre eles explicitadas no sentido de saber qual é a sua estrutura subjacente.

Assim por exemplo, se foi decidido realizar v experimento com quatro tratamen-
tos, o delineamento a ser adotado dependera da estrutura destes tratamentos. Um
deles pode ser um tratamento padrao e os outros, tratamentos novos que serao
comparados com ele, ou os tratamentos podem formar um conjunto fatorial de dois
fatores com dois niveis cada um e ainda neste caso os dois fatores isoladamente con-
siderados podem possuir efeitos conhecidos, desejando-se estudar a interagdao entre
eles. Finalmente, esta interacao pode nao existir, de modo que a atencao devera-se
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concentrar no estudo dos efeitos principais dos fatores.

Recursos

Uma vez definidos os objetivos, é necessario examinar os recursos disponiveis, isto
é: a natureza das unidades experimentais que as torna apropriadas ou nao para
a tarefa a ser realizada, a variabilidade que elas possuem e a possivel existéncia
de formas de blocagem, para explorar uniformidades entre elas. Outras indagagoes
nesta etapa devem incluir as caracteristicas do material, a pericia dos operadores
envolvidos e a suficiéncia da equipe disponivel para o trabalho experimental.

Delineamento

Tendo em vista as observagoes nas etapas anteriores, uin delineamento experimental
relevante e praticavel deve ser construido. O esquema nao deve conduzir a dificul-
dades na aplicagao dos tratamentos, para que sejam obtidos dados confiaveis.

Implementagao

Tendo sido organizado um plano experimental inicial, sera adequado explorar em
detalhe o trabalho a ser feito: a existéncia de documentos preliminares, informagoes
sobre fontes e qualidade do material experimental etc. Aqui, deveria iniciar-se um
registro detalhado do experimento. E essencial que o estatistico conheca todas as
operagoes experimentais a serem feitas, para delinear experimentos realistas e anal-
isar os dados tendo uma idéia clara do que eles significam.

Analise de Dados

O célculo da analise da variancia pode ser um processo altamente técnico, mas sua
eventual complexidade nao deve obscurecer o fato de que ele permite essencialmente
avaliar adequadamente aqueles contrastes definidos na etapa 1 e levados ao delinea-
mento na etapa 3. Em geral, também sera util voltar depois a etapa 2, examinando
se o delineamento integrou todas as lontes de variacao esperadas, tentando detectar
a possivel existéncia de fontes importantes ignoradas. No minimo, os dados devem
ser exploratoriamente examinados para detectar falhas na etapa 4.



Alguns aspectos das etapas anteriores podem ser exemplificados conside-
rando uma situagao experimental especial, similar & apresentada por Pearce (1976b).

Exemplo 2.1

Suponha que 6 tratamentos agronomicos A, B, C, D, E e F devem ser
comparados em 6 blocos de 4 unidades experimentais cada um. Suponha também que os
tratamentos formam um conjunto fatorial do tipo 3 x 2, onde o primeiro fator designa
um tipo de variedade vegetal com trés niveis denotados por V1, V2 e V3, e o segundo
fator corresponde ao tipo de fertilizante, administrado em dois niveis, denotados por F1

e F2. Assim, os tratamentos consistirdo nas combinacoes dos niveis de ambos os fatores,
na forma

Se o interesse do experimentador é estimar o efeito principal do fator
fertilizante, sendo menos importante o fator variedade, entao o delineamento devera
conter juntos os tratamentos A e D. B e E. " e F. Assim. um possivel delineamento
poderia ser o seguinte:

11 11 v v vi
B A A B A A
c ¢ B C (C B
E D D FE D D
FF FE F F F

Figura 2.1: Delineamento Al
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Por outro lado, se o experimentador tem interesse na estimagcao do efeito
principal do segundo fator, deverd-se ter cuidado em manter juntos os tratamentos A, B,
Ce D, E, F. Nesse caso, o seguinte delineamento poderia ser apropriado:

17 111 1v v vi
A A A A B C
B B B D D D
c ¢ C FE FE E
D £ F F F F

Figura 2.2: Delineamento A2

Em ambos os delineamentos ganha-se por um lado e perde-se por outro.
Por exemplo, no Delineamento A2 contrastes de tratamentos dentro dos grupos A, B, C
e D, E, I poderao ser bem estimados, nao acontecendo isso para as comparagoes entre os
niveis do fertilizante para cada variedade. Portanto, os diversos objetivos deverao levar a
diferentes delineamentos e a sele¢ao deles dependera das necessidades do experimentador.ll

A qualidade de um delineamento proposto para um experimento dado,
pode ser primeiramente avaliada pesquisando a matriz de dispersao dos estimadores dos
contrastes que motivam o experimento. Assim, para um contraste de interesse, é dese-
javel que a sua variancia seja tao pequena quanto possivel. Também, freqiientemente
é desejavel que os contrastes sejam estimados com covariancias nulas. Se os dados sao
considerados realizacoes de variaveis aleatérias com uma distribuigao normal conjunta,
esses contrastes darao origem a estimadores estatisticamente independentes, obtendo-se
assim informagoes nao redundantes a seu respeito. Esta propriedade desejavel nem sempre
podera ser alcancada.

A teoria do modelos lineares, usualmente utilizada para avaliar os resul-
tados experimentais, pode ser aplicada para planejar melhor o experimento. Isto sera
feito aqui, construindo um modelo geral, onde se consideram blocos de diversos taman-
hos e diferentes quantidades de replicagoes para os tratamentos, explorando a matriz de
informacgao do delineamento para aferir méritos e deficiéncias do mesmo.

Comecgaremos apresentando uma defini¢ao para os delineamentos em blo-
cos, que sera considerada em todo este trabalho.
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Definicao 2.1 Um plano ou delineamento d em blocos, é uma particio de um conjunto
finito de unidades experimentais em b grupos denominados blocos, conjuntamente com
outro conjunto de v tratamentos, tal que o j-ésimo bloco contém k; unidades experimentais
e o i-€simo tratamento aparece r; vezes no delineamento, t = 1,...,v; j=1,....b.

Uma definigao mais formal pode ser encontrada em Bailey (1991).

2.2 Formulagao do modelo

A analise dos resultados de um experimento comi n unidades experimen-
tais agrupadas em b blocos de unidades relativamente homogéneas, recebendo no total v
tratamentos diferentes, é feita mediante o modelo estatistico

Y:ﬂ111+DI/3+AIT+E (21)

Nesta equacao, Y representa um vetor coluna aleatdrio de n observagoes,
cada uma delas a ser realizada sobre uma unidade experimental diferente. O parametro p
é um numero real; 4 é um vetor de parametros reais com uma componente para cada um
dos b blocos do experimento, e 7 é um vetor de parametros com uma componente para
cada tratamento. O vetor € é uma coluna de n perturbagoes aleatérias independentes
tais que E(¢) = 0 e Var(e) = o%l. Essas perturbagoes representam as diversas fontes
de erro (na agricultura por exemplo, elas representam as variagdes locais no solo e no
clima, os erros de medigao etc.). Neste trabalho sera assumido em particular que o vetor
¢ possui uma distribuicao normal multivariada. 1, é um vetor coluna de dimensao n com
todos seus elementos iguais a 1, D é a matriz de delineamento para blocose A é a
matriz de delineamento para tratamentos. Elas possuem dimensoes b xn e v X n,
respectivamente.

Um mérito da formulagao do modelo (2.1) € sua generalidade, que permite
incluir blocos de diferentes tamanhos e tratamentos com diversos numeros de replicagoes.
Outra vantagem é o isolamento das diversas fontes de variabilidade dos resultados exper-
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imentais. Uma desvantagem deste modelo, porém, é o preco algébrico que impoe, sendo
necessaria a introducao de diversas notacdes adicionais, que serdo apresentadas a seguir.

A matriz D possui uma linha para cada bloco e uma coluna para cada
unidade experimental. Seus elementos estao definidos mediante a férmula

1 se a j-ésima unidade experimental esta no bloco @
0 em caso contrario

d,‘j =

Analogamente, a matriz A tem uma linha para cada tratamento e uma
coluna para cada unidade experimental. Seus elementos estao dados por

b = 1 se a j-ésima unidade experimental recebe o 7-ésimo tratamento
Y 0 em caso contrario

Assim, a matriz D descreve a particao das unidades experimentais em blocos, entanto a
matriz A explicita a atribuigao dos tratamentos as unidades experimentais.

O vetor coluna formado pelas quantidades de replicagoes dos tratamentos,
com elementos ry,79, -+, 7, (onde r; é o nimero de replicagoes do tratamento ), sera
denotado por r. A matriz diagonal cujos elementos nao nulos sao os elementos de r, sera
denotada por r’. O vetor coluna dos tamanhos dos blocos, com elementos ki, ko, - - -, ky
(onde k; é o tamanho do bloco j), serda denotado por k e a matriz diagonal com elementos
nao nulos conformados pelos elementos de k serd denotado por k®, com inversa k7.
Assim, as matrizes A e D satisfazem as seguintes relagoes:

Al, =r (2.2)
A,lv = 1y (23)
AA =7 (2.4)
D1, = k (2.5)
D'1, = 1, (2.6)
DD = kK’ (2.7)



As mesmas podem ser demonstradas decompondo as matrizes em seus
elementos. Assim, por exemplo, se a; é a i-ésima componente do vetor Aly, entdo
a; = Yy 0ikler = D F-; 6ir = nimero de unidades experimentais que recebem o i-ésimo
tratamento = r; , provando a relagao (2.2).

A matriz de incidéncia do delineamento, denotada por N, tem uma
linha para cada tratamento e uma coluna para cada bloco. Ela é definida mediante a
relacao

N = AD (2.8)

Esta matriz fornece uma descricao sucinta do delineamento: cada um de seus elementos
n;; mostra o numero de vezes que o tratamento ¢ ocorre no bloco j. A soma de cada
coluna exibe o tamanho de um bloco e a soma de cada linha corresponde a replicagao de
um tratamento:

N1y = r (2.9)

N'1l, = k (2.10)

A seguir apresentaremos algumas defini¢oes para delineamentos em blocos,
necessarias neste trabalho.

Definigdo 2.2 Um delineamento em blocos € dito proprio se k; = k  para todoj, isto €
se k = kly,.

Definicao 2.3 Um delineamento em blocos € dito equi-replicado se v = r para todo 1,
isto € ser =1rly.

Definicao 2.4 Um delineamento em blocos € dito bindrio se nenhum tratamento € a-
tribuido mais de uma vez em cada bloco, isto €, se n;; € 0 ou I para todot e todo j.
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A matriz de concorréncias dos tratamentos é a matriz NN'. Seus
elementos extra-diagonais mostram o mimero de vezes que pares de tratamentos ocorrem
juntos no mesmo bloco. Se o delineamento é binario, os elementos diagonais de NN’ sao
precisamente as replicacdes dos tratamentos.

Exemplo 2.1 (Continuagio):

A matriz de incidéncia do delineamento Al é

011011
1 011 01
110110
N =
011011
1 01101
110110
Assim, N1lg = N'l¢ = 41¢ e a matriz de concorréncias dos tratamentos é
4 2 2 4 2 2
24 2 2 4 2
2 2 4 2 2 4
IN' =
NAVP=14 22422 .
2.4 2 2 4 2
22 4 2 2 4

Trés quantidades uteis podem ser definidas utilizando a realizacao y do
vetor aleatério Y de (2.1), formada pelos valores observados da resposta experimental.
Elas sdo: a soma G = 1,’y das n observacoes individuais, o vetor B = Dy formado
pelos totais dos b blocos e o vetor T'= Ay constituido pelos totais dos tratamentos.

Uma vez introduzidas essas relagoes, os parametros do modelo podem ser
estimados mediante o método dos minimos quadrados. A minimizacao do quadrado da
norma euclidiana ||y — 1 —D’'3— A’ 7 || leva ao sistema chamado de equagies normatis
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completas exibido no seguinte lema. (||x|| denota a norma euclidiana (3", ;%)% do
vetor X = (21,...,2,)".)

Lema 2.1 Os valores ,[L,B e T que minimizam a fungdo || y — i 1——D’B——A'$H2 satisfazem
o sistema de equacdes

ni+kKB+rs = G
ki+k’3+N4+ = B
ri+NpB+r's = T

A demonstragao deste resultado e do seguinte lema sao classicos e serao
omitidas. Elas podem ser consultadas, por exemplo, em Pearce (1983) ou John (1987).

Sejam as matrizes particionadas X = (1|D'|A’) e v = (p|B|71). As equagoes
do Lema 2.1 nao tém solugao unica, ja que a matriz X' X nao é de posto completo. De
fato, o posto de (X’ X) é no méaximo igual a b+ v — 1, e 0 numero de parametros de v é
igual a ordem b+ v + 1 da matriz X.

No presente caso, a tarefa de encontrar uma solugao é simplificada se
o conjunto de equagdes envolve somente os parametros dos tratamentos, que sao os de
interesse primario. Isto é realizado eliminando [ e ,/3 das equacoes normais completas. O
seguinte lema exibe o resultado dessa eliminacao.

Lema 2.2 O sistema de equagoes normais conduz ao sistema

(r* = Nk°N)+ =T — Nk B,

obtido pela eliminacgdo de i e B no sistema do Lema 2.1.



Denotando mediante ) = T — N k=% B, o vetor dos totais reduzidos
e mediante C' & matriz r* — Nk=% N’ resulta o sistema

C+ = Q. (2.11)

O vetor () contém os totais ajustados dos tratamentos, pois T representa
os totais brutos e k7B é o vetor das médias dos blocos. Assim, o efeito de subtrair
Nk~ BdeT,é tirar a cada total as médias dos blocos, ponderadas pelo numero de vezes
que o tratamento ocorre em cada bloco. A soma das componentes de @) é igual a zero,
pois

1,Q=1,(T-Nk’B)=1,T-kKk*’B=1,T-1,B=G-G=0.

As quantidades acima (C', (), 7, B) sao basicas para a analise classica
da variancia dos resultados experimentais. Elas sao utilizadas para decompor a soma
total (reduzida) de quadrados ||y — ¥1||* em trés componentes. A primeira é a soma de
quadrados dos blocos, a segunda é a soma de quadrados dos tratamentos e a terceira
é a soma de quadrados do erro. Em geral, duas particdes desta soma sao possiveis: a
primeira somente considera blocos, logo adiciona os efeitos dos tratamentos e a segunda
s6 considera tratamentos e logo adiciona os efeitos dos blocos.

A analise de um experimento, na qual os efeitos dos tratamentos sao esti-
mados utilizando tinicamente as comparacoes feitas dentro dos blocos é chamada andlise
intra-bloco (intra-block analysis, em inglés).

Se os blocos podem ser considerados como uma amostra extraida de al-
guma populagao, entdo estimadores de comparagdes de tratamentos podem também ser
obtidos a partir das diferengas entre os blocos, dando resultado a anélise interbloco (in-
terblock analysis, em inglés). Para maiores detalhes a respeito, veja Chakrabarti (1962),
Pearce, Calinski e Marshall (1974), Pearce (1983a), John (19387) entre outros.

As equagoes (2.11) sao denominadas equagoes normais intra-bloco re-
duzidas (reduced intrablock normal equations, em inglés) para os parametros dos trata-
mentos.
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Na seguinte se¢ao, estudaremos as propriedades da matriz de coeficientes
C das equagbes normais reduzidas. Ela foi introduzida por Chakrabarti (1962) e é chama-
da também de matriz de informacao do delineamento ou simplesmente matriz C
(information matriz ou C-matriz, em inglés). Desempenha um papel importante na cons-
trugao de delineamentos em blocos, pois seus elementos contém informacao sobre as con-
corréncias dos tratamentos, capturando assim informagoes relevantes sobre 7 contidas no
delineamento. Por isso ela tem um papel fundamental no planejamento de experimen-
tos, permitindo estabelecer critérios de otimalidade para a escolha entre os diferentes
delineamentos em blocos, veja John (1987) e Constantine (1987).

As propriedades de ortogonalidade, conexidade e eficiéncia de um delin-
eamento, também poderao ser determinadas pesquisando a estrutura da matriz C.

2.3 Matriz de informacao do delineamento

As propriedades da matriz de informacao estao contidas no lema seguinte.

Lema 2.3 A matriz C é: (i) singular, (ii) simétrica, (iii) duplamente centrada (isto €,
suas linhas e colunas somam zero) e (iv) positiva semidefinida.

Prova.

(i) Para demonstrar a singularidade de C, é suficiente provar que €' possui no minimo
um autovalor nulo. Isso resulta das relagoes

Cly, = (= Nk*N),=r"1, - Nk N1,
= r—NkPk=r—Nly,=r—-r=20 (2.

S
—
Do
—

(i) C é a diferenca de duas matrizes simétricas.
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(iii) Dos resultados anteriores, temos que C'1, = C’'1, = O.

(iv) Para demonstrar que é positiva semidefinida, é suficiente expressar C' em termos da
matriz de projecao ® = I — D'k D e aplicar o Teorema A.6 do Apéndice. ||

Os valores absolutos dos elementos extradiagonais c;; da matriz de infor-
magao sao chamadas concorréncias ponderadas (weighted concurrences, em inglés), e
os elementos diagonais ¢;;, quase-replicagées (quasireplications, em inglés). Elas tém a
forma

b
1 .
—ciy = D T, F (2.13)
=1 /!
C;; = -—ZCU' (214)
iF#l

Assim, em (2.13), o produto n;n;j; conta o numero de vezes que os trata-
mentos ¢ e 7 ocorrem conjuntamente no bloco [, ponderando esse valor pela inversa do
tamanho k; do bloco. A somatdria de (2.13) é igual ao numero total de concorréncias
ponderadas dos tratamentos ¢ e j, obtido utilizando todos os blocos. A férmula (2.14)
mostra que as quase-replicagoes de um tratamento coincidem com o total de concorrencias
ponderadas que o tratamento ¢ faz com os outros, fornecendo assim informacao sobre o
grau de participacao de cada tratamento no delineamento. A estrutura da matriz C' deter-
mina as propriedades de um delineamento em blocos, seus elementos fornecem informacao
relevante sobre as comparagdes de interesse. Pearce (1976a) mostrou que a precisao de
estimacgao de um delineamento em blocos depende inteiramente das concorréncias pon-
deradas.

O vetor @ de totais ajustados sintetiza os dados fornecidos pelas obser-
vagOes experimentais e a matriz C condensa as informagoes sobre o delineamento ex-
perimental. As duas quantidades, relacionadas pela equagao (2.11), resumem toda a
informacao experimental via o modelo (2.1).

Da relacao (2.12), pode-se notar que a matriz C possui pelo menos um
autovalor nulo. Assim, o posto de C' é menor ou igual a v — 1.



Uma propriedade dos delineamentos em blocos, relacionada com esse posto
€ sua conexidade, que sera tratada a seguir.

2.3.1 Conexidade

Comecaremos apresentando a definicao de conexidade

Definigao 2.5 Um tratamento i e um bloco j em um delineamento com blocos sdo ditos
assoctados, se o tratamento i aparece no bloco j. Dois tratamentos sdo ditos conexos se
€ possivel passar de um ao outro através de uma cadeia consistindo alternativamente de
tratamentos e blocos, tais que quaisquer dois membros de uma cadeia estdo associados.

.

Um delineamento € dito conezo se cada par de tratamentos € conexo.

Um resultado importante sobre a conexidade estd contido no seguinte
teorema, cuja demonstragao pode ser encontrada em Dey (1986) ou John (1987).

Teorema 2.1 Un delineamento em blocos € conexo se e somente se o posto(C’) = v—1.

Uma imagem intuitiva da conexidade de um delineamento, pode ser obtida
se os delineamentos sao representados graficamente. Para isso introduziremos os seguintes
conceitos.

Definigao 2.6 Um grafo G € uma cole¢cao de subconjuntos de cardinalidade 2 (possivel-
mente repetidos) chamados de arestas e de um conjunto finito de pontos chamados vértices.

Definicao 2.7 Um grafo G € conexo se dois vértices distintos quatsquer podem ser ligados
por uma colegao de arestas, denominada caminho.
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A cada grafo G pode ser associada sua matriz de Kirchhoff C = (e;;), com
linhas e colunas indexadas pelos vértices de G numa ordem fixada, da seguinte forma:

—e;; = numero de arestas entre os vérticesi e j, 1 # j (2.15)
€ = - Z €. (216)
I#1

Incidentalmente, observamos que a matriz de Kirchhoff possui propriedades
analogas as da matriz (" de informacao de um delineamento experimental, veja Constan-
tine (1987). Se o delineamento é préprio, isto é se os blocos sao de igual tamanho k, a
matriz C tem a forma

1
C = 2k = NN').

Para estes delineamentos, a matriz £C tem todos seus elementos inteiros.
Eles tém a seguinte forma

b
—Ci; = Zlh‘,z'n,,zq tF )

=1

Cy = - Z Gy -

i

A semelhancga entre estas formulas e as de (2.15) e (2.16), sugere associar a
cada delineamento d com blocos um grafo G(d) cujos vértices representam os v tratamentos
e cujas arestas representam as concorréncias de cada par de tratamentos (7, 7) em um bloco
de d. Assim, pode-se observar que para ¢ # j, o numero de arestas entre v e j € igual ao
numero de concorréncias dos tratamentos ¢ e j em todos os blocos. Desta forma, a matriz
kC é a matriz de Kirchhoff do grafo G(d), sendo um multiplo da matriz de informacao do
delineamento d.



Destas consideracoes resulta o seguinte

Lema 2.4 A matriz de informagio C do delineamento d, tem posto v — 1 se e somente
se o grafo G(d) € conexo.

Os fatos acima podem ser ilustrados mediante os seguintes exemplos.

Exemplo 2.1 (continuagio)

A matriz 4C' do Delineamento Al é dada por

12 -2 -2 —4 -2 =2
—2 12 =2 =2 -4 =2
2 -2 12 -2 -2 —4
—4 =2 =2 12 =2 =
—2 -4 =2 -2 12 =2
2 -2 =4 =2 =212






Exemplo 2.2

Considere o Delineamento A3 abaixo, com v = 6 tratamentos denotados por 0, 1,...

e 6 blocos de tamanho k£ = 2.

A matriz 2C é dada por

I 17 i v v vi

o
[N
e
<t
o

Figura 2.4: Delineamento A3

2 -1 0 0 0 -1
-1 2 -1 0 0 O
o -1 2 -1 0 0
o 0 -1 2 -1 0
o o 0 -1 2 -1
-1 0 0 0 -1 2



correspondendo ao grafo conexo G(A3) dado por

Figura 2.5: Grafo associado ao Delineamento A3



Mencionaremos, para finalizar esta digressao, que correspondéncias entre delineamentos e
grafos, como as exibidas acima, permitem explorar a otimalidade de planos experimentais
mediante o estudo da simetria dos grafos, veja por exemplo Paterson (1983) e Constantine

(1987). |

A seguir, daremos algumas inversas generalizadas da matriz C, dteis para
o calculo das variancias dos contrastes.

2.3.2 Inversas generalizadas

Diversas formas particulares tém sido propostas para inversas general-
izadas da matriz de informacao C'. Examinaremos em particular aquelas que tém im-
portancia tedrica e utilidade para este trabalho.

2.3.2.1 Inversa de Tocher

Ela foi proposta por Tocher (1952) e tem a forma

N\ —1
0=C" = ((uri) (2.17)

onde r é o vetor de replicacoes e n o nimero de unidades experimentals. A matriz
satisfaz a relacao

Q_l 1V =1T.

Esta matriz é importante desde que a soma de quadrados dos tratamentos, quantidade
essencial na analise da variancia dos dados experimentais, pode ser calculada em termos
dela como Q'1Q. Também, 02} é a matriz de covariancias dos estimadores 7 dos



parametros dos tratamentos se a restricao identificatéria r'r = 0 é introduzida para obter
a unicidade na solucao das equacgoes normais reduzidas.

2.3.2.2 Inversa de Pearce

Ela toi proposta por Pearce (1976) e tem a forma

onde q, conformado pelos elementos diagonais de (', é o vetor das quase-replicagoes e
¢ = q' 1y é chamado de tamanho do experimento.

As matrizes = e q satisfazem a relacao

{1}

L

o
Il
Ne]

A matriz = corresponde a restricao identificatoria q'7 = 0. Em Pearce (1976a) é demon-
strado que para o estudo de contrastes = é equivalente a 1, e que a soma de quadrados
de tratamentos é @Q'= Q.

2.3.2.3 Inversa de Moore-Penrose

Para a inversa generalizada ('t de (' introduzida por Moore-Penrose, €
utilizada a decomposigao espectral da matriz C' na forma

’
U

h
ct = .
%




onde h = nimero de autovalores nao nulos de C', veja por exemplo Rao (1965). Ela é
linica e possui as seguintes propriedades

o CYC=CCY =Y uu,
o« CYCCH=CT.

Se h = v —1 (isto é se o delineamento é conexo) a inversa generalizada de Moore-Penrose

1 —1
Ct = <C + —11’)

v
€ uma matriz duplamente centrada. Ela corresponde & restricio identificatéria 1’7 = 0.

Com qualquer dessas inversas pode ser calculada a tabela da analise da
variancia correspondente aos resultados experimentais, veja por exemplo Pearce (1983a)

e Dey (1986).

Em seguida definiremos duas nogoes importantes no estudo de um deli-
neamento em blocos.

2.4 Contrastes e estimabilidade

Antes de definir esses conceitos, sera conveniente introduzir uma relacao
auxiliar para expressar as equagoes normais reduzidas e outras quantidades de interesse
em termos de uma matriz de projecao, facilitando as demonstracoes de resultados nesta
Secao.

(onsidere entao a matriz ® = [ — D'k™°D . Ela é simétrica, idempotente
e singular, pois ¢ = &', PP =@ e ®1,, = 0. Ela é assim uma matriz de
projecao que satisfaz também a relacao D’ = 0.

o
-



Lema 2.5 O vetor Q e a matriz C podem ser expressos em termos da matriz ® mediante
as formulas

Q = Ady (2.18)

C=A0A" (2.19)
Prova. Os resultados sao obtidos usando as relagoes T'= Ay, B=Dy ¢ N =

AD |

Assim, a equagao (2.11) pode também ser expressa em termos de @, na forma

ADA'F = Ady.

———
o
b
=)

Como C é uma matriz de posto incompleto, uma solugao geral de (2.11) é dada por

F=0"Q (

o
[S]
—
~—

onde ('~ é qualquer inversa generalizada de C, ou seja qualquer solu¢do da equacao

matricial CC~C = (.

As equagoes de (2.21) nao tém solucao unica. Para que 1sso aconteca, no
caso dos delineamentos conexos, sera necessario impor uma unica restricao identificatdria
do tipo I'r = 0. Porém, aqui serao desconsideradas a utilizagao de restricoes, desde que o
interesse principal é estimar certas fungoes lineares de 7 chamadas contrastes, que serao
invariantes para qualquer solucao escolhida 7. nao afetando assim as inferéncias a seu
respeito.



Definigao 2.8 A fungdo linear ¢’ € dita wm contraste nos parametros dos tratamentos
se a soma dos elementos do vetor de coeficientes ¢ € igual a zero, isto € se ¢'1 = 0.

Definigao 2.9 Um contraste de tratamentos c't € dito elementar se o vetor ¢ tem so-
mente duas entradas ndo nulas, cujos valores podem ser supostos iguais a 1 e -1, (isto €,
contrastes da forma 7, — 1, 1 # 7).

A equacdo dada em (2.21) pode ser levada a forma

CTAPY
CTA®(al+ D3+ AT +¢)
— aC"A®1+CADD'3
+C"APA'T + (T Ad:
= (TCr+ (Ao, (2.2

~>
l

O
S
[

Obtendo-se a expressao

T = JdCTCr+C Ade)
= O Cr+d0C"Ade. (2.

o
Q%
oF

para o estimador do contraste 7.

Outros resultados titeis para o estudo dos contrastes, tratados no Capitulo
3, sao os seguintes.

Definicao 2.10 Uma fun¢ao linear 't dos pardmetros dos tratamentos € dita estimdvel,
se existe uma combinacdo linear ¥'Y das respostas experimentais tal que E(V'Y) =1'r.
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Teorema 2.2 Uma condigdo necessdria e suficiente para que uma fungdo linear ¢'t dos
parametros dos tratamentos seja estimdvel € que o vetor de coeficientes c satisfaca a
relacdo

JCC =, (2.24)

onde C~ € qualquer inversa generalizada de C.

Lema 2.6 Se um delineamento € conexo, wma fungio linear I't dos parametros dos trata-
mentos € estimavel se e somente se 'l = 0.

As demonstracoes dos resultados elementares acima, podem ser encontrados por exemplo

em Calinski (1977), Pearce (1983a) ou John (1987).

Os delineamentos conexos sao importantes por que neles todos os con-
trastes nos parametros dos tratamentos sao estimaveis a partir das comparacoes dentro
dos blocos. No percurso deste trabalho, serao estudados somente delineamentos deste
tipo.

A decomposicao espectral da matriz simétrica C' tem a forma

h
C - Zz\l‘ ul-u;, (225)
c=1
onde h é o nimero de autovalores A; nao nulos de C" e w; (1 = 1,...,h) sao os autovetores

normalizados correspondentes, todos ortogonais ao vetor ly.

Se o vetor de coeficientes ¢ é escrito em termos dos autovetores u; corres-
pondentes aos autovalores nao nulos de (" na forma

¢ = Z a; i, (2.26)
i
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ele satisfaz a condigao de estimabilidade. Assim, da relagao (2.23) resulta

di=dr+JdC"Ade. (2.27)
O célculo dos momentos da variavel ¢/7 fornece o seguinte resultado.

Lema 2.7 Se o vetor de coeficientes c satisfaz a condi¢do de estimabilidade (2.23) resulta

Var(dt) = o*dC .

Prova. E direta utilizando o resultado (2.24) e as propriedades da matriz ®. |

Assim, contrastes podem ser estimados sem vicio, se eles
sao derivados dos autovetores nao envolvidos na singularidade de C, e suas variancias
independem da inversa generalizada C~ escolhida. Desta forma, tanto a esperanca, quanto
a variancia do contraste sao avaliados sem ambiguidade.

A exploracao de tipos especiails de contrastes sera prosseguida no Capitulo
3, apds introduzir outras nogdes tteis. A primeira delas corresponde a propriedade de
ortogonalidade para delineamentos. Ela tem tido diversas abordagens, encontrando-se
uma discussao detalhada a respeito em Preece (1977). A nocao inicial pertence a Yates
(1933), veja também Pearce (1970).

2.5 Ortogonalidade

Definigao 2.11 Os tratamentos ¢ os blocos de wm delineamento sao ditos ortogonais se
as relagoes
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sao satisfeitas para todo tratamento e para todo bloco, onde n;; € o (i,j)-ésimo elemento
da matriz de incidéncia N. Equivalentemente, se € satisfeita a relagdo

onde r € o vetor de replicagoes dos tratamentos, k ¢ o vetor de tamanhos dos blocos ¢ n
o numero de unidades experimentais.

A ortogonalidade parcial entre tratamentos e blocos, como definida em
Pearce (1983a), tem a seguinte forma

Definigao 2.12 Os tratamentos ¢ os blocos de um delineamento sao ditos parcialmente
ortogonais se as relagoes

sao satisfeitas somente para alguns tratamentos e para alguns blocos.

Se todos os blocos e tratamentos de um delineamento sao ortogonais, sera
possivel estimar separadamente os efeitos dos blocos e os efeitos dos tratamentos. As
diferencgas entre tratamentos poderao ser estimadas independentemente das diferencas
entre blocos, isto €, as médias dos tratamentos nao serao contaminadas pelas diferencas
entre os blocos. Este fato ¢ demonstrado a seguir.

32



Se o delineamento é ortogonal, a matriz de informacao (' e o vetor de totais ajustados Q
tem a seguinte forma:

C=r' - Nk N =0 K=o ke 51,

n

3 =

Q=T-Nk?*B=T-Kyx?p_7_1ry,
onde § é a média geral das n observagdes experimentais.

De (2.17), temos que a inversa de Tocher de (" é a matriz

Q=r"*

Assim, o vetor de parametros de tratamentos é estimado por

F=0Q =0T - 71y)

e o contraste ¢’ 7 tem estimador

=T —gly) =T - 5d 1y =T

Logo, se o delineamento em blocos € ortogonal, os contrastes dos parametros
dos tratamentos sao estimaveis, com estimadores dados pelos contrastes nas médias nao
ajustadas dos tratamentos e nao é necessario fazer ajuste nenhum para os totais dos blo-
cos, como também nao é necessario eliminar os efeitos dos blocos no céalculo da soma de
quadrados dos tratamentos. Portanto, toda a informagao sobre os efeitos dos tratamentos
estara contida nas comparacoes realizadas dentro dos blocos. Similarmente, os parametros
dos blocos podem ser estimados separadamente, sem necessidade de eliminar os efeitos
dos tratamentos.
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Em resumo, a vantagem basica da ortogonalidade entre tratamentos e
blocos é simplesmente a indepéndencia ou separagao entre seus correspondentes efeitos.
Neste caso coincidem as duas possiveis particoes da soma total de quadrados da analise
da variancia.

Nas seguintes secoes, definiremos dois termos introduzidos por Pearce
(1964, 1970). O primeiro deles relaciona-se com a variancia da estimagao dos contrastes
e o segundo com a eficiéncia dessa estimacao. Ambas quantidades serdo utilizadas nos
capitulos seguintes, para avaliar a precisao na estimacgao de contrastes.

2.6 Replicagoes efetivas

Definigao 2.13 Se ¢ € o vetor de coeficientes de um conlraste, sua replicagdo efetiva
relativa a um delineamento dado € definida mediante R = (d'C'~c)™!, onde C~ € uma
inversa generalizada arbitrdria da matriz de informag¢do C' do delineamento.

O seguinte exemplo ilustra a utilidade da definicao acima.

Exemplo 2.3

Supondo um delineamento em blocos completos aleatorizados com 4 trata-
mentos, se ¢'T representa a diferenca normalizada entre o primeiro e o segundo tratamento,
isto é ¢ = (1,—=1,0,0)/V/2, sua replicacio efetiva é

1 1 o

R = — = =
cdr=tc  1)2r + 1/2r

Assim R = r, e deste resultado pode-se concluir que se o delineamento é
ortogonal, a replicagao efetiva coincide com a replicacao ordinaria. Porém, se blocos foram
introduzidos com perda de informacao, entao acontecerd que R < r. No caso extremo, se
a informacao sobre ¢'T nao pode ser extraida da analise intra-bloco, entao R =0. B
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Em um delineamento ortogonal, todas as comparagoes entre os tratamen-
tos sao estimadas inteiramente utilizando comparagoes feitas dentro dos blocos. Isto é,
toda a informagao sobre os tratamentos € obtida na analise intrabloco.

Num delineamento nao ortogonal, parte da informagao é obtida das com-
paragoes dentro dos blocos. A informacao restante deve ser recuperada usando a chamada
analise interbloco (interblock analysis, em inglés), veja por exemplo Pearce, Calinski, e
Marshall (1974), Dey (1986) ou John (1987). Para este propdsito fatores de eficiéncia
obtidos a partir da analise intrabloco, serao definidos e usados para prover critérios de
comparagao dos diferentes delineamentos nao ortogonais.

2.7 Fatores de eficiéncia

Os fatores de eficiéncia de um delineamento em blocos sao quantidades que permitem
comparar as variancias dos estimadores dos contrastes dos tratamentos, com as obtidas a
partir de um delineamento ortogonal, supondo que a variancia o? do erro é a mesma para
ambos os delineamentos. Em virtude do demonstrado acima, isto é equivalente a fazer
comparagoes com respeito ao delineamento que poderia ter sido obtido sem fazer uso de
blocos. Desta maneira, os fatores de eficiéncia provéem uma medida da efetividade da
blocagem.

Existem duas maneiras de fazer estas comparagoes. Uma delas, expos-
ta por Atiqullah (1961), considera fixo o nimero de unidades experimentais. A outra,
proposta por Pearce (1970), considera fixo o vetor de replicagoes r. Neste trabalho nos
restringiremos a segunda abordagem, no qual se comparam dois delineamentos em blocos
O e A, onde O ¢ um delineamento ortogonal e A é algum outro delineamento dado, ambos
com o mesmo vetor de replicacoes r.

Definicao 2.14 O fator de eficiéncia de A em relagio a O para um contraste especificado
c't, € o quocienle entre a precisio [Var(c'#)]3' de ¢'7 sob o delineamento nao ortogonal
A e a precisio [Var(c'7)]|5" sob o delineamento ortogonal O. Isto ¢



Consequentemente, o fator de eficiéncia de A com respeito a O pode-se calcular mediante
0 quociente

onde C'~ é uma inversa generalizada de (.

A partir de agora os fatores de eficiéncia serao considerados em relagao a
planos ortogonais como na definicao 2.14, sem fazer mencao expressa disso.

A teoria apresentada neste capitulo servira de base para o desenvolvimento
dos capitulos seguintes. Em particular, nos Capitulos 3 e 4 serao examinados os conceitos
de fator de eficiéncia e replicagao efetiva para um certo tipo de contrastes.

No proximo capitulo serao estudados os contrastes naturais e basicos de
um delineamento com blocos, juntamente com suas propriedades.
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Capitulo 3

Contrastes e sua eficiéncia

Como foi estudado no capitulo anterior, todas as comparagdes entre os tratamentos de
um delineamento completamente ortogonal serao feitas com eficiéncia completa na analise
intra-bloco. Neste caso, a precisao dependera inteiramente do grau de replicagao dos trata-
mentos. Também, existira liberdade para quebrar a soma de quadrados dos tratamentos,
porque a matriz de informagao tera um unico autovalor com multiplicidade v — 1, gerando
um subespago de autovetores de dimensao v — | e fazendo que qualquer decomposi¢ao
ortogonal dos autovetores induza uma quebra possivel da soma de quadrados dos trata-
mentos.

A situagao é diferente quando o delineamento experimental utilizado nao
¢é ortogonal. Nesse caso, alguma informacao sera necessariamente perdida e por isso é
importante identificar os contrastes que serao afetados e selecionar o delineamento ex-
perimental para assegurar que esses contrastes sejam os de menor interesse. Também,
a liberdade de particao da soma dos quadrados dos tratamentos pode ser prejudicada
e é importante saber quais particoes podem ser validamente feitas. Neste capitulo sera
demonstrado que para qualquer delineamento em blocos existem dois tipos de contrastes
chamados naturais e basicos, que possuem certas propriedades desejaveis, tais como a
independéncia de sua estimagao. O conhecimento destes contrastes sera de consideravel
utilidade no desenvolvimento de experimentos em blocos.

Nas Secoes 1 e 2, os contrastes naturais e basicos serdo definidos a partir



da decomposigao espectral da matriz de informacao e de uma ponderacao da matriz de
informagao. Ainda nesta segao, serao apresentados diversos resultados relacionados ao
estudo desses contrastes. Na Secao 3 serdo estudadas suas propriedades e por ultimo,
sera apresentado na Secao 4 um exemplo ilustrativo mostrando sua utilidade. O estudo

serd feito para delineamentos em blocos, utilizando a teoria dos modelos lineares, baseado
nos trabalhos de Pearce (1982) e Pearce, Caliniski e Marshall (1974).

3.1 Contrastes naturais

A decomposicao espectral da matriz de informacgao (' tem a forma

h
C' = Z /\i Uu; U;-,
=1

onde h é o numero de autovalores nao nulos de (", A\;, ..., A\, os autovalores e wuy,...,up,
os autovetores ortonormais correspondentes, com

el

wiu; =1, wu; =0 Ye#g, ,y=1,--

Definigao 3.1 Um contraste u't € dito natural se w € wm autovetor associado a um
autovalor nao nulo da matriz C'.

Assim, os autovetores uy. .. ..u; da matriz de informacao do delineamento
geram os contrastes naturais. Eles induzem uma parti¢io da soma de quadrados dos
tratamentos, como demonstrado no seguinte lema.

Lema 3.1 A soma de quadrados dos tratamentos decomposta em termos dos estimadores
N o . h a0 A2
dos contrastes naturais e igual a y iy A (ui7)°.
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Prova. E obtida mediante a decomposicao espectral da matriz C':

RICQ = (CHCCr=7CCC?=7Cr

Lema 3.2 A soma de quadrados dos tratamentos pode-sc cscrever mediante o vetor dos
. . . h 1 / 2
totais ajustados Q) como Y. K(“iQ)

=1

Prova. Utilizando a inversa generalizada de Moore-Penrose de C resulta

, ho] .
QC~QR=QCTQ=> T(U?Q)Z : .
=1 t

Quando os autovalores sao muiltiplos, outras particdes alternativas sao
» . . *I I
possivels. Assim, por exemplo, se A; = A;, os contrastes u; 7 e uj 7 com

e Whuiay) (U us — o uy)

1 P . 7 P
N Ui+ v3

também siao naturais.

Essas parti¢oes serao igualmente boas se todos os tratamentos forem igual-
mente importantes para o experimentador. Porém os contrastes de interesse devem ser
definidos desde o principio, de acordo com os objetivos do experimento. Essas partigoes
alternativas podem ser uteis na procura de um delineamento, onde estes contrastes sejam
justamente aqueles gerados pela particao.
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Observe que os contrastes naturais produzem uma decomposigao ortogonal
da soma de quadrados dos tratamentos. Eles sao estatisticamente independentes sob a
suposicao de normalidade para o vetor Y de respostas no modelo (2.1).

3.2 Contrastes basicos

Um novo conjunto de contrastes, chamados bdsicos, podem ser construi-
dos mediante a matriz

que expressa uma ponderacao da matriz de informagao do delienamento.

A decomposicao espectral de F' tem a forma

h

1 _ /
= Z &P Pi s (3.1)
1=1
onde h é o numero de autovalores ¢; nao nulos de F e p,...,pr sao autovetores
ortonormais com
ppi=1 e pip,=0 para 1 #£j, 4, j=1,...,h (3.2)

Os seguintes resultados permitem relacionar a estrutura da matriz de in-
formagao com a decomposigao (3.1), exibindo as propriedades basicas da matriz F.



Lema 3.3 A inversa generalizada de Moore-Penrose da matriz F €

F¥— Zh: pip; ’
i=1 €

onde h € 0 numero de autovalores ndao nulos de F .

Lema 3.4 Uma inversa generalizada de C' € dada por

(3.3)
Lema 3.5 A matriz F' € (i) simétrica, (1) singular, (uz) positiva semidefinida e (1)

carece de autovalores superiores a 1 .

Prova.

(1) Imediato, pela simetria da matriz C'.

(i1) As relagoes

1;‘(7~2]“51V) — 71_%0(.7‘7'—1/2071’1701\,
= r°C1,
= 0

provam que a matriz F' tem a mesma quantidade de autovalores nulos do que C.
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(iii) Decompondo a matriz F' em termos das matrizes ® e A, resulta

F = 7 35Cy3t
= 7'_15§A<I)A/r_15°
= T PAPH A
= (rPAG)(r A

Pelo Teorema A.6 do Apéndice, F' nao tem autovalores negativos.

(iv) A decomposicao da matriz [, — [ {ornece

1 _s _1is

I,—F = r 2 NKk°N'p™2°
- 1 1¢
pm 3 N 2038 N 28

_ (rm PNk (P Nk
Pelo Teorema A.G do Apéndice, nenhum autovalor da matriz I, — F' é negativo. Da relagao
Fp=ep,
e aplicando o Lema A.3 do apéndice, resulta
(I, — F)p=(1—¢)p.

Assim,



Em seguida definiremos e exploraremos as propriedades dos contrastes
basicos, para logo estudar os fatores de eficiéncia dos mesmos.

.~ - . L
Definigao 3.2 Um contraste z't € dito bdsico se z = r2°

ctado a um autovalor ndao nulo da matriz F.

p, onde p € um autovetor asso-

Lema 3.6 Os vetores de coeficientes dos contrastes basicos sao ortonormais com respeito
a matriz v=%. Isto €

o= 00 (P #)) (3.5)
Prova. As relacoes (3.4) e (3.5) devem-se a ortonormalidade dos autovetores de F. il

s

W=

Lema 3.7 Se z; =r2°p;, (i <v), entdo =1y = 0.

Prova.

Para demonstrar que os z; representam coeficientes de contrastes é suficiente escrever o
. - 1¢ .
autovetor associado ao autovalor nulo de F' como p, = r2°1y, assim temos que z, =
N i
rzbp, = r’ly.

Se ¢ < v, da relacao (3.5) resulta



Lema 3.8 Se Z ¢ uma matriz de ordem v x v contendo z; na sua i-ésima coluna, entdo

Z'vz7 = 1,
zz = r
Prova. E Imediata, utilizando as relacoes (3.1) e (3.2) |

Lema 3.9 Os autovalores ¢; da matriz F', podem ser encontrados a partir da matriz Cr=°

Prova. Desenvolvendo (Cr~%)z; temos.

_s 15 o L. s
Croz = (r2°Frir°z,
1 _ls
= 920 Fp72%

1 h 1
£ ;I =28
= 72 E €pip;r 2z

h
L ) ro—ts 1s

= 7z Z € P P;? 2Treop;
1=1

h
(\‘ . . / b .

Z ¢ PP Di

J=1

1
50
= rZ2op

pramd €, 2 l (36)

f—

funeed 1

Também, a matriz C' pode ser decomposta em termos de Z
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Lema 3.10 Se Z ¢ wma matriz de ordem v x v, que contém z; na sua i-ésima coluna,
entio C =2 7'

Prova. Expressando C em termos de F

(3.7)

A soma de quadrados de tratamentos pode ser particionada usando os
contrastes basicos. Este resultado serd exibido a seguir

Lema 3.11 A soma de quadrados dos tratamentos decomposta em termos dos estimadores
. . I R h (a2
dos contrastes bdsicos € igual a 3\, € (z/7)

1
Prova.
P o Ls o Ls s
QC Q=707 = #/r® Fr2°7f
YR ) '
= 7'r2 (Z € pip;) T

=1

Nj—~

h

Y
= ch‘TT

=1

h
~l 7 A
= S €T zi 2T

=1

5 I
pip T

=



Assim

QC™Q = > (7). |

=1

3.3 Propriedades

Sera necessario agora explorar as propriedades estatisticas dos dois tipos de contrastes
acima definidos. Estas propriedades estao intimamente relacionadas com os autovalores
da matriz C e F.

Lema 3.12 Se 't = wir, ¢ =1,...,h, € um contraste natural, sua replicagio efetiva é

o correspondente autovalor A; da matriz C

Prova. A replicagao efetiva definida no Capitulo 2 é

1 | | |
R = 1C- = 1+ = 1Ot = k1 NG = A,
dC-c dCre W (Ctu, w; ( =13, U u]-)ui
para t =1,...,h, pela ortogonalidade dos autovetores. |

O resultado anterior pode ser obtido também a partir da matriz (' como

no seguinte resultado.

Lema 3.13 A replicagio efetiva R; do contraste natural u't € w.Cu;.

Prova. A replicagao efetiva é dada por
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R
!
A = Z Ai ;U u;- U;
i=1

h
= u (D Ny uf) u;
J=1
= u.Cuy, | (3.8)

Assim, os autovalores da matriz C sao as replicagoes efetivas dos
contrastes naturais.

O resultado correspondente aos contrastes basicos figura a seguir.

Lema 3.14 O fator de eficiéncia de um contraste bdsico =T, + = 1,...,h, € o corres-
pondente autovalor ¢; da matriz F'.

Prova. Aplicando a Defini¢ao 2.14, o Lema 3.4 e as relacoes (3.4) e (3.5), obtem-se

dr ¢ ez
dC~c Oz,
1
- I 1 PP Lo 1
a5 V50 h P3N = 580580,
(r2z°p;)r=2 (Zj:l 6 )rT2°r2%p;
1
= 1 1 ), p 1¢ g
fos8..—15 h pp, s Lls
pirztr T Yy AT,
1
= ant
’ h P3P, P
piZj:l .
: 7
1
= = € l

Zh PPyP) ¢
J=1 p i J

Isto é, os autovalores nao nulos da matriz F sdo os fatores de eficiéncia dos
contrastes basicos, quando estes podem ser estimados na analise intrabloco. Para estes
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contrastes, a soma dos fatores de eficiéncia na analise intrabloco e na analise interbloco é
1 e esse fato permite determinar a quantidade de informagao que deve ser recuperada na
analise interbloco, veja Pearce, Calinski e Marshall (1974).

Outros resultados tteis em relacao aos fatores de eficiéncia dos contrastes
basicos para delineamentos em blocos, sao dados a seguir. O primeiro deles trata da
relacdo que existe entre os contrastes naturais ¢ basicos no caso equi-replicado.

Lema 3.15 Se o delineamento em blocos € equi-replicado, os contrastes naturais e bdsicos

coincidem exceto um fator de escala. O fator de eficiéncia € ¢; = % = %‘

Prova. Expressando a matriz F' em termos de (', resulta a relagao
_is _1ls
F=r72°Cr72°.

Se o delineamento é equi-replicado, essa matriz tem a forma

1 Lo 1
F=—IC—1=-C,
oo P

. . A . F
com autovalores iguais a <+, ¢ =1,...,v. |

O préximo resultado mostra que a partir do conhecimento dos fatores de
eficiéncia dos contrastes basicos, se podera ter informacao a respeito da eficiéncia do plano
experimental. A demostragao deste resultado encontra-se em John (1987).

Lema 3.16 Nenhum contraste de tratamentos c't pode ter fator de eficiéncia menor
(maior) que o minimo (mdximo) fator de eficiéncia dos contrastes bdsicos. Isto €

e
o)



€min S ef(C,T) S Cmazr

Um resultado relacionado com a ortogonalidade entre tratamentos e blo-
cos, equivalente a definicdo 3.8 e dada em termos dos fatores de eficiéncia dos contrastes,
foi fornecida por Pearce (1983a).

Lema 3.17 Os tratamentos e o0s blocos de um delineamento sao ditos ortogonais se todos
0s contrastes sao estimados com eficiéncia completa. Isto €, se todos os autovalores ndo
nulos da matriz F' sdo iguais a 1.

Assim, os contrastes basicos e naturais oferecem varias vantagems além da
independéncia na sua estimacao. Eles fornecem importante informacao sobre a poténcia
do experimento planejado, desde que um autovalor de (' indica a variancia do
contraste natural e o autovalor de [’ a eficiéncia da estimagao do contraste
basico, sendo esses contrastes os mesmos no caso dos delineamentos equi-replicados.
Assim, é mais facil determinar o alcance do delineamento experimental antes da execugao
do experimento.

Para finalizar, deve-se notar que em Calinski (1977) é sugerida uma gen-
eralizacao dos contrastes basicos. Os contrastes naturais e basicos, ja estudados, sao casos
particulares da mesma.

A utilidade da teoria apresentada, sera ilustrada através do seguinte e-
xemplo, derivado da situacao experimental apresentada no Exemplo 2.1.
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3.4 Exemplo

A matriz F' para o delineamento Al do Exemplo 2.1 pode ser obtida
mediante a matriz de informacao '

6 -1 -1 -2 -1 -1

B 11 -1 -1 6 -1 -1 -2
T r 47781 =2 -1 -1 6 -1 -1

-1 -1 =2 -1 -1 6

Os autovalores de ("sao A\; =0, Ay = A3 =3, A\y=Xs =X =4 eos
autovalores de F'sao ¢ =0, ¢ =63 =075 ¢ €4 =¢5 = ¢ = 1.

Os autovetores de ambas matrizes coincidem, pois o delineamento é equi-
replicado com quatro replicagdes para cada tratamento. Uma possivel escolha para eles é
a seguinte:

1
uy = %(1,1.1,1,1,1)
1
e e — 2, — 4, —vn2
u) \/E(l‘ 1,2, -1, =1, 2)
1
wy = (1, —1.0,1,=1,0)
, 1
Wy = S(=1,1,0,1,-1,0)
’ 1 | :
Ug = ﬁ((). 0,1.0. 0,—1)
1
ug = ;(1,1,0,—1q—1,0).

<

1/26

Os contrastes basicos tém neste caso a forma z; = r'/*°p, = 2p; = 2u,.
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Eles nao serao univocamente determinados, pois os autovalores 3 e 4 tém multiplicidade
2 e 3, respectivamente.

Assim, o contraste

/

¢ =—=(1,1,1, -1, -1, —1)

V6
é basico, sendo de interesse para a situacao experimental em estudo. Ele tem fator de
eficiéncia igual a 1, replicagao efetiva igual a 4 e varidncia igual a 0.2502. Sera estimado
com eficiéncia completa e toda a informacao a seu respeito sera tirada da analise intra-
bloco.

Também sao contrastes basicos os contrastes da interagao

=(1,=1,0, =1,1,0) ¢ ¢, = —(1, 1, =2, =1, =1, 2).

5

Eles tém a mesma replicacio efetiva 4, sao estimados com variancia 0.2502 e com fatores
de eficiéncia iguais a 1.

Por outro lado, o efeito principal do fator variedade é estimado pelos contrastes

1
=110, 1,-1,0) ¢ ¢=—x(l 1, =211, -2).

R

Ambos sio basicos, com replicacoes efetivas iguais a 3 e estimados com variancias 0.330*

e fatores de eficiéncia de 0.75.

Desta forma, se 7 = (71, T2, T3. T4. Ts. Ts)' € o vetor dos parametros de tratamentos, a
soma de quadrados associada SQrpar = S, ¢;(ci7)* pode ser decomposta de acordo a
seguinte tabela parcial de andlise da variancia dos resultados experimentais.
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Tabela 3.1: Parti¢do da soma de quadrados dos tratamentos para o delineamento Al.

Fonte de Soma de Graus de
Variagao Quadrados liberdade
Fertilizante (F) (c)7)? 1
Variedade (V) 2[(ch7)? + (7)) 2
Interacao (F x V) (ch7)? + (c47)? 2

Observe-se que a multiplicidade dos autovalores das matrizes C' e F', per-
mite encontrar ainda partigoes alternativas da soma de quadrados dos tratamentos. Assim
por exemplo, os vetores ¢;, ¢z, € ¢z podem ser combinados de outras maneiras. [ |

O estudo feito neste capitulo mostrou a informacao que pode ser obtida
a respeito dos contrastes, suas variancias e suas eficiéncias, utilizando a decomposi¢ao
espectral das matrizes C' e F. No Capitulo 4, sera feita uma digressao para explorar a
estrutura espectral das matrizes (' e [’ para diversos tipos de delineamentos nao ortog-
onais. A mesma permitira estudar de forma sistematica replicacoes efetivas e fatores de
eficiéncia dos contrastes naturais e basicos para esses delineamentos.
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Capitulo 4

Eficiéncia de Delineamentos nao
ortogonais

Os contrastes naturais e basicos produzem informagoes importantes sobre
a solvéncia com que o plano experimental pode responder as perguntas do pesquisador.

Neste capitulo estudaremos de maneira sistematica esse assunto. Para
isso, serd explorada a andlise da classe dos delineamentos nao ortogonais proposta por
Pearce (1963, 1976a). No primeiro desses artigos, Pearce propoe uma classificacao que
utiliza como critério os padroes de simetria da matriz Q71 = (' + rr'/n, feita antes da
popularizagao do uso das inversas generalizadas na Estatistica e sem utilizar diretamente
a matriz C'. No segundo artigo, Pearce (1976a) extende as defini¢oes consideradas apods
mtroduzir a nocao de concorréncia ponderada, ja discutida no Capitulo 2. A generali-
dade da ponderagao permite neste caso ampliar as classes de planos nao ortogonais da
classificagao original.

Neste capitulo utilizaremos essa segunda classificacao ampliada, para obter
a estrutura ou padrao da matriz (' para alguns tipos importantes de delineamentos nao or-
togonais em blocos. Utilizando esse padrao e a estrutura espectral associada, poderao ser
obtidas diversas quantidades relevantes para avaliar a qualidade e permitir a comparagao
direta de delineamentos experimentais.



Para cada classe de delineamentos serao calculadas as replicagoes efetivas e
os fatores de eficiéncia. Como foi visto nos Capitulos 2 e 3, as primeiras estao relacionadas
com as variancias dos contrastes estimados, enquanto os segundos indicam a eficiéncia da
estimacao.

Da classificagdo dada por Pearce, foram extraidos os delineamentos com
matriz de informacao completamente simétrica. Embora os delineamentos ciclicos nao
estejam dentro desta classe, eles também serao estudados aqui devido a simplicidade da
estrutura espectral da matriz C associada, que produz interessantes propriedades.

Neste trabalho apresentaremos demonstracoes detalhadas sé nos casos em
que as mesmas nao se encontram na literatura consultada. Para os delineamentos que
denominaremos de tipo S foi derivada a estrutura da matriz F' para o caso usual em que
o tratamento controle ou padrao é replicado um nimero diferente de vezes, calculando
neste caso os fatores de eficiéncia. Para os outros tipos de delineamentos, esses fatores
foram derivados somente para o caso equi-replicado.

O grupo de delineamentos apresentado aqui, distingue-se por sua apli-
cabilidade pratica, especialmente na agricultura. Esses delineamentos possuem certas
propriedades desejaveis, tais como a simplicidade na analise dos dados e a flexibilidade
na sua construgao (no sentido de permitir blocos de diferentes tamanhos e/ou diferentes
replicagoes dos tratamentos). Alguns delineamentos provéem informacao precisa de cer-
tos contrastes, pois sao construidos levando em consideragao as relacoes existentes entre
tratamentos ou grupos de tratamentos.

Comecaremos a explorar a classificacao introduzindo os delineamentos to-
talmente equilibrados (ou totalmente balanceados) e os que possuem equilibrio suplemen-
tar (ou balango suplementar). Prosseguiremos com os delineamentos divisiveis em grupos,
os multiparticionados, os biparticionados e os ciclicos. Finalmente apresentaremos uma
tabela para exibir os resultados obtidos, ilustrando depois os mesmos mediante exemplos.



4.1 Delineamentos de tipo T

O primeiro grupo da classificacao esta constituido pelos delineamentos
totalmente equilibrados ou de tipo T (totally balanced, em inglés). A defini¢ao original de
Pearce (1963) e a sua extensao figuram a seguir.

Definigao 4.1 Seja d um delineamento experimental, com matriz de informac¢do C
vetor de replicagies r, e seja Q' = C + X d € dito totalmente equilibrado se Q!

completamente simétrica, isto € se (i) todos os elementos diagonais de Q= sdo iguais

- O, O

constante a e (12) todos os elementos fora da diagonal principal sao iguais a constante b.

Da relacaio Q7'1 = r, segue que os delineamentos definidos acima serao
sempre equi-replicados. A defini¢ao anterior pode ser generalizada como segue.

Definicao 4.2 Um delineamento d € dito do tipo Ty, se todos os pares de tratamentos
possuem o mesmo numero 3 de concorréncias ponderadas.

(‘omo veremos, os delineamentos acima possuem a qualidade distintiva
de estimar todos os contrastes com igual precisao, permitindo quebrar ortogonalmente a
soma de quadrados dos tratamentos de qualquer maneira desejada. Um caso particular
destes sao os blocos incompletos equilibrados ou blocos incompletos balanceados (balanced
incomplete block designs ou BIBD, em inglés). Porém, no caso geral dos delineamentos
de tipo Ty nao é necessario que esses delineamentos possuam blocos de igual tamanho,
nem que o numero de replicacdes seja 0 mesmo para todos os tratamentos. Além disso,
nao é necessario também que o nimero v de tratamentos seja superior ao tamanho k dos
blocos.

Lema 4.1 Seja d um delineamento experimental de tipo Ty para v tratamentos. Entao
(i) os contrastes naturais correspondentes a qualquer comparagao de tratamentos sao es-
timados com variancias iguais a % e (1) se d € equi-replicado com r replicagoes, seus
fatores de eficiéncia sdo iguais a ”7—5
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Prova. (i) De acordo com a defini¢io anterior, a matriz C' para estes delineamentos tem
a forma

(v - 1)B _/3 "/6
- -1 -
C - g (v ')ﬂ B Bl - A1
-0 -3 (v—1)3

Os autovalores da matriz ' sao as quantidades A que anulam o determi-
nante da matriz |C' — A I,]. Os mesmos serao obtidos utilizando o Lema A.1 e o Corolario

A.2 do Apéndice.

IC—=AL| = |vBl, —81,1, — M, |
= |(vB =M1, — 81,1,
i3
= 3— XN, — — 1,1’
03 = A" |1~ =1y

- v/
= o — /\ v 1 -
(s =4) ( lﬁ—x)

= (vB— A" (=) .

Assim, os autovalores sio A = 0 com multiplicidade 1 e A = v com multiplicidade
v—1.

(ii) Se o delineamento ¢ equi-replicado, a matriz /' é igual a + C' com autovalores ¢ = 0

com multiplicidade 1, e ¢ = # com multiplicidade (v — 1). |

Desta forma, os contrastes naturais e qualquer contraste normalizado serao estimados com
. . . . 2 . -« s . .
variancias iguais a %. Neste caso, a matriz C' tem um unico autovalor de multiplicidade

v3
v — 1, ao qual correspondera um espaco de autovetores de dimensao v — 1. Qualquer
combinagao linear destes autovetores sera também um contraste natural, isto é, qualquer

contraste serd natural. As replicacoes efetivas dos contrastes serao todas iguais a v /3.



Corolério 4.1 Se o delineamento d € um BIBD com pardametros k, v, 7 € «, entdo (i) os
contrastes naturais correspondentes a qualquer comparagio de tratamentos sao estimados
ko?

T o T
com varidncias iguais a <= e (ii) os fatores de eficiéncia sdo iguais a .

Prova. Se d é um BIBD, a matriz (' tem a estrutura
r(k—1) - e -
— —a (k= 1)

substituindo este valor nos resultados do lema anterior obtem-se as

4]

%
replicagoes efetivas dos contrastes, iguais a A = %*. Desta forma, eles serdo estimados
todos com a mesma precisao %0‘2

Neste caso 8 =

e com o mesmo fator de eficiéncia € = . [ |

Observacao: Os fatores de eficiéncia acima obtidos coincidem com a conhecida medida de
eficiéncia F para delineamentos em blocos incompletos equilibrados, exibida por exemplo

em Cochran e Cox (1957).

Nosso proximo objetivo é estudar planos experimentais nos quals a pre-
senca de um tratamento especifico nao perturba o anterior padrao de simetria da matriz

QL

4.2 Delineamentos de tipo S

As definigoes estrita e ampla desses delinamentos sao as seguintes.

Definicao 4.3 Seja d um delineamento experimental, com matriz de informagao C ¢
. ~ . — O ol v — .
vetor de replicagoes r, € seja Q' = C + 2=, Se Q7! pode ser particionada na forma

~1
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a b01(/_1

onde a, b e by sdo constantes reais, o delineamento d tem equilibrio suplementado. Neste
caso, d € dito de Tipo S.

Da relacao 27'1 = r, segue que o vetor de replicacoes dos delineamentos
definidos acima sempre serao da forma r = (rg,r,...,7)".

Definigao 4.4 Um delineamento d em blocos € dito do tipo Sy, se existe um tratamento
que faz By concorréncias ponderadas com cada wm dos outros, todos os outros pares de
tratamentos fazendo 3 concorréncias ponderadas entre si.

Nestes delineamentos, aquele tratamento que é diferente dos outros é
chamado de tratamento suplementar (supplementing treatment, em inglés). Os trata-
mentos nao suplementares sao totalmente equilibrados entre eles. exibindo a mesma
relagao com respeito ao tratamento suplementar.

Os delineamentos acima surgem quando um tratamento, geralmente um
controle ou padrao, tem um status especial frente ao resto dos tratamentos, sendo o
principal interesse obter (a) comparacoes precisas entre ele e os outros tratamentos ou
(b) comparacdes precisas entre os outros tratamentos. Situagoes experimentais onde este
tipo de delineamentos pode ser aplicado apresentam-se com frequéncia na pratica, como
veremos no Cap. 6, onde eles serao estudados com mais detalhe.

As propriedades estatisticas dos delineamentos com equilibrio suplementar
sao exibidas no seguinte resultado

Lema 4.2 Seja d um delineamento de tipo Sy para v tratamentos. Entao (i) os contrastes
naturais correspondentes as comparagoes do tratamento suplementar com os outros e as

it
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~ N . VA . . . 2
comparagoes entre os outros tratamentos sao estimados com varidncias iguais a ;%; €
2

m e (ii) se d tem vetor de replicagoes dado porr = (ro,7,...,7r)", seus fatores de

T

A .. . -1 _ .
eficiéncia sio iguais a 2t vlB e (L g ©=1) 8o, respectivamente.

Prova. (i) A matriz C para este tipo de delineamentos tem a estrutura

('U - 1)/60 —ﬂO 1;_1

—Bolv-1 (Bo+ (v = 1)) s — Blusy 1,4

Neste caso os autovalores serao encontrados calculando o determinante de |C'— A [,],
aplicando o Corolario A.3 e operando como no Lema 4.1:

IC =\ L]

-1 — A (3 b= 13 - My =3 1, 1 e —— !
[{v )80 [1(30 + (2 )i Moy = [ S ST b—1

[Bo + (v — 1)3 = N"72[\2 = Nu ],

os autovalores obtidos sao A= fg+(v — 1)3 com multiplicidade (v — 2), A= vf; com
multiplicidade 1 e A= 0 com multiplicidade 1.

(i1) Para este tipo de delineamentos o vetor de replicacoes é usualmenter = (r,, 7, r,---, r)’,
onde rg € o nuinero de replicacoes do tratamento suplementar e r designa o namero de

replicagoes dos outros tratamentos. Calculando F' = p=3% (" p=3° obtem-se a estrutura
(v—1)F0 _BO 1/
o Jrro Tv=1
F= 7 » ,
- Bo+(v=1)8 :
—% v—1 (M) 1‘1:-—1 - glv—lllu_]



com autovalores A que anulam o determinante

|F — AL|

(v=1)8 )\’
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(Bo+ (v = 1)F N Bo? ,
” My <T + m) ly—11,_,

o (Bereong

T

v—2
/\) (/\7‘ ro — (ﬁoTO + (’U - 1)7‘50)/\ .

Assim, os autovalores de F' sao ¢= ﬁ0+(:—1)ﬁ) com multiplicidade v — 2, e¢= @ + w-1fo

com multiplicidade 1 e ¢= 0 com multiplicidade 1. | ’

Estudaremos a seguir os delineamentos divisiveis em grupos e os delinea-
mentos multiparticionados. Neles os tratamentos sao divididos em classes, obtendo-se
assim matrizes em Q7! e C particionadas.

4.3 Delineamentos de tipo G

As duas defini¢oes correspondentes a esses delineamentos sao as seguintes.

Definigao 4.5 Seja d um delineamento experimental, com matriz de informagao C e
vetor de replicagoes r, € seja Q™' = C + 1_711_’ d ¢ dito divisivel em grupos (group- divisible,
em inglés) ou de tipo G se (i) os tratamentos se dividem em m grupos de t membros cada
um, (i1) os elementos diagonais de 1 sdo iguais @ constante a € (iii) os elementos
extra-diagonais sdo iguais a constante b se os dois tratamentos estao no mesmo grupo e
a constante b, em caso contrario.

A definigao anterior pode ser extendida como segue.

Definicdo 4.6 Um delineamento d € dito de tipo Go se todos os tratamentos formam m
grupos de t membros cada grupo, tais que qualquer par de tratamentos no mesmo grupo
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faz By concorréncias ponderadas e qualquer par de tratamentos em grupos diferentes faz
B2 concorréncias ponderadas.

Nos delineamentos de tipo (Gg nao € necessario que os blocos sejam do
mesmo tamanho, nem que os tratamentos sejam igualmente replicados.

Este tipo de delineamentos tem sua utilidade quando o interesse € estimar
contrastes dentro dos grupos, mais do que estima-los entre os grupos. FEles podem ser
utels em experimentos com um conjunto fatorial de tratamentos onde algumas intera-
¢Oes ou efeitos principais sao de maior importancia. Os seguintes resultados mostram as
propriedades desses delineamentos.

Lema 4.3 Seja d um delineamento experimental de tipo Go. Entao (i) os contrastes

naturais correspondentes as comparagées de tratamentos dentro de cada classe € as com-

a2

2
__ ¢
Bo+51  uB2’
respectivamente; (it) se d € equi-replicado com v replicagoes, seus fatores de eficiéncia sao
. . i3
T T

paragoes de tratamentos entre classes, sao estimados com variancias iguais a

€ , respeclivamente.

Prova. (i) A matriz C' do delineamento tem a forma

(Bo + Bi)l — Bl — G211 — 3211}
o — 31,15 (Bo + ) — B L1, - — 31,1}
— 521,15 —i3,1,1] < (Bo+ B — Bilid

com m? sub-matrizes de ordem t. Neste caso, os autovalores serao encontrados aplican-
do o Teorema A.4 do Apéndice e operando como no Lema 4.1. Se S = (fo + 51)l; —
i1l e M = —p,1,1;, deve-se anular o determinante

IC = A1 = |S=M,—M["™ S =M, + (m—1)M|
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= (Bo+ b= A" (Bo+ B — A+ B8, —tB)™ !
(Bo+ 1 — A= Pt —mip, + t62)

Cada elemento diagonal de C satisfaz a relagao fo = (t — 1)G1+(m —1)tf2 e mxt =,
substituindo esses valores nas equacoes acima obtém-se os autovalores A = 85+ 8; com
multiplicidade m(t—1), A = v, com multiplicidade m—1 ¢ A =0 com multiplicidade

1. |

Corolario 4.2 Se d € proprio, equi-replicado € binario, entdo (i) os contrastes naturais
correspondentes as comparagoes de tratamentos dentro de cada classe e as comparagoes

~ . A . . . 2 2
de tratamentos entre classes, sio estimados com varidncias iguais a —=2— e X respec-
’ rk—r+a; vay
tivamente e (ii) os fatores de eficiéncia sao iguais a T’”j% e “3%, respectivamente.
Prova. (i) A matriz (' tem a estrutura
(7’(16— 1)+O‘1)1t—allt1; —()'gltl; —012111;
c 1 —agl 1] (r(k — 1)+ a1)ly — aaly by -+ —agle 1]
- k . . .
—aal 1 —aal,l! o (k= 1)+ a) — ail, L

onde oy e ay denotam concorréncias nao ponderadas. Os autovalores desta matriz sao
- e e . la% T
A= ”“++a1- com multiplicidade m(t — 1) , A= =% com multiplicidade (m —1) ¢

A= 0 com multiplicidade 1.

(i1) Os autovalores da matriz F' sao e= l%y—l com multiplicidade 1, e= 222 com
multiplicidade (;m — 1) e ¢=0, com multiplicidade 1. | |



4.4 Delineamentos de tipo M

Os delineamentos multiparticionados sao definidos mediante submatrizes de Q~!, nao
necessariamente da mesma dimensao.

Definicao 4.7 Seja d um delineamento com matriz de informag¢do C e vetor de repli-
cagoes r, e seja ™' = C + X d € dito de tipo M se Q7' pode ser particionada como

Dll D12 T Dlm
Dl'Z D?Q T D27n
Dlm D2m T Dmm

onde as submatrizes diagonais Dy; tém elementos diagonais iguais a constante a; e ele-
mentos extra-diagonais iguais a constante b; e as matrizes extra-diagonais D;; (1 # 7) tem
todos seus elementos iguais a constante d;;. 2,57 =1,...,m.

Definicao 4.8 Seja d um delineamento experimental com blocos. d € dito de tipo My, se
todos os tratamentos se dividem em m grupos com v; tratamentos no i-éstmo grupo, tal que
todos os pares de tratamentos do i-€simo grupo fazem 3;; concorréncias ponderadas € todos
os pares de diferentes grupos fazem 3;; concorréncias ponderadas para um tratamento no
i-€simo e o outro no j-€stmo grupo. t,3 = 1...., m.

Em delineamentos deste tipo, os blocos podem ser de diferentes tamanhos
e as replicagoes podem ser desiguais. Eles sao principalmente usados quando os tratamen-
tos sdo agrupados de maneira que as comparagoes principais devem ser feitas geralmente
dentro dos grupos, e ocasionalmente entre eles.
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4.4.1 Delineamentos de tipo B

Um caso particular dos delineamentos multiparticionados sao os biparti-
cionados ou de tipo B, definidos a seguir.

Definigao 4.9 Seja d um delineamento com matriz de informagao C e vetor de repli-

cagées r, e seja Q7! = C + E:L—, d € dito de tipo B se Q7! pode ser particionada na
forma
(CLl - b])] + bllll (llglll
dlglll (CLQ - bg)[ -+ bglll

Definicao 4.10 Um delineamento € dito do Tipo By, se os tratamentos se dividem em
dois grupos, tal que todos os pares de tratamentos do primeiro grupo fazem (3, concor-
réncias ponderadas, todos os pares do sequndo grupo fazem [3; concorréncias ponderadas
e todos os pares de diferentes grupos fazem 33 concorréncias ponderadas.

Lema 4.4 Seja d um delineamento de tipo By, entao (i) os contrastes naturais correspon-
dentes as comparagoes dentro do primeiro grupo, as comparagoes dentro do sequndo grupo
2 2 2
\ ~ " . . oA N o ; P Py A s - g a o
€ as comparagoes eﬂtve 0s grupos sdo estimados com varianctas wguais @ g gl €
respectivamente € (ii) se d € equi-replicado com r veplicagoes, seus fatores de eficiéncia
BotBi BBy  vPa
T T r

$G0 1quais a , , respectivamente.

Prova. (i) A matriz C tem a estrutura

(Bo+ B1)dy — 11 -3l 1,
(' =
_f‘/‘.},Blt'—tl; (J’ —+— ,BZ)IU—t - “3211)_!11/_)5

Utilizando o Teorema A.1, o Lema A.l e o Corolario A.2, resulta
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IC=AIul = (Bo—2+8) "B —r—-(t-1)8)

1 B 7 ’
(B+ 8y = MIy_y = Baly—glh _ —ﬁkl_ll( I+ 1,1 1,1
2 v—t 2lv—tdy ¢ 3lu—tit (50—*\+51)r (/30—/\+131)(130—)‘_(t“1)51)tt ﬁ.’} tlu—t

(Bo ~ 2+ 8" 71B+ 82 — V"I IA(A = v

it

Desta forma, os autovalores sao A= By + 3; com multiplicidade t —1, A=+ £; com
multiplicidade v — ¢t — 1, A=wvf3 com multiplicidade 1 ¢ A =0 com multiplicidade
1.

/s
(i) Se o delineamento é equi-replicado, os autovalores da matriz F serao e= &j&

B+82 vB3
T r

com multiplicidade ¢t — 1, €= com multiplicidade v — ¢t — 1, €= com

multiplicidade 1 e e= 0 com multiplicidade 1. |

No caso de se ter igual numero de tratamentos em cada grupo, temos o
seguinte resultado.

Corolario 4.3 Seja d um delineamento experimental com blocos. Se d € de tipo B com
igual numero de tratamentos em cada grupo, entao (i) os contrastes naturais correspon-

dentes as comparagoes dentro do primeiro grupo, as comparac¢oes dentro do seqgundo grupo
(72 (72

Bo+B1’ B+52
respectivamente e (i1) se d € equi-replicado com vetor rl, seus fatores de

2fo—(t=1)3 :
ﬁ"tﬁl, ﬁtm e U (7' )”), respectivamente.

e as comparagoes entre 0s grupos sao estimados com varidncias iguais a

02

2(Bo—(t-1)51)’
eficiéncia sao iguais a

Bo—(t=1)5)

7 no lema anterior. [ |

Prova. (i) E suficiente substituir v por 2t e 35 =

A seguir, estudaremos uma importante classe de delineamentos em blocos
recentemente desenvolvida.

65



4.5 Delineamentos ciclicos

Os delineamentos ciclicos sao delineamentos em blocos incompletos, con-
sistindo no caso mais simples de um conjunto de blocos obtidos a partir de uma permu-
tacao ciclica do bloco inicial. Assim, nestes delineamentos os tratamentos sao arranjados
em um ciclo. Assim por exemplo, se v = 5 pode ser obtido o seguinte arranjo.

A

Figura 4.1: Arranjo ciclico
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Escolhendo o primeiro bloco, os outros sao derivados dele por permutacao
ciclica. Se por exemplo o bloco 1 contém os tratamentos ABC, os outros conteriam BC D,

CDE, DEA e EAB respectivamente.

I 11 111 1v v

A B C D FE
B ¢C D FE A
Cc D E A B

Figura 4.2: Delineamento ciclico em blocos, correspondente ao arranjo de figura 4.1.

Estes delineamentos devem ser binarios, equi-replicados e proprios. Assim
os BIBD obtidos a partir de permutagoes ciclicas de um bloco inicial sdo delineamentos
ciclicos . A matriz de concorréncias NN’ e a matriz de informacao C tém neste caso a
estrutura de matrizes circulantes, cada uma definida a partir de sua primeira linha.

Além de sua flexibilidade, estes delineamentos tém algumas propriedades
atrativas, ja que o plano experimental completo pode ser gerado facilmente a partir dos
blocos iniciais. Os delineamentos ciclicos exibem suas vantagens se o interesse € comparar
cada tratamento com seus vizinhos, veja por exemplo David (1982), Dey (1986) e John

(1987).

Definicao 4.11 Um delineamento experimental d em blocos € dito ciclico se a matriz (
tem a estrutura simétrica

r(k—1) —ay —Qy Qo
) 1 —y_y r{h—=1) —a; -+ —aq,_2
(,' = - i
k
— — Q' — Q3 T 7“(:1{7 — 1)
onde o; = Qy_;, r=1,...,v—1.
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Lema 4.5 Se d € um delineamento ciclico, entdo (i) os contrastes naturais sao estimados

cA . . . o2 . A . . A
COM VATIANCIAS 1guais a - € (11) seus fatores de eficiéncia sdo iguais a -k
; v

Prova. Isto é facilmente demonstrado aplicando o Teorema A.2 do Apéndice. Assim, os
autovalores da matriz C' tém a forma

k—1) 13! '
)\A,,-:L__——Zalcos( ]) j=12-- v—1
k l"'r‘l

Os autovalores da matriz I sao

/c— 1”_1 211
oo (ZY i et
v

4.6 Compilacao de resultados

Os resultados anteriores podem ser exibidos na seguinte Tabela 4.1. A
mesma exibe as replicagoes efetivas no caso geral e os fatores de eficiéncia no caso particu-
lar de delineamentos equi-replicados para todos os delineamentos acima definidos, exceto
os de tipo S (pois nesse caso foi deduzida a forma da matriz F' para o caso mais usual
comr = (rg,r,...,r)).
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Tabela 4.1: Replicagées efetivas e fatores de eficiéncia para as classes de delineamentos

estudadas.
Delineamento Replicagao Fator de Comparacoes
efetiva eficiéncia correspondentes
de tipo Ty v “—f— contraste arbitrario
de tipo Sy v @ + (u_—:}[_@ controle vs outros tratamentos
Bo+ (v—1)p w entre os outros tratamentos
de tipo Gy
caso geral vy % entre trat. de diferentes grupos
N 2
Bo + L Ut'dl entre trat. dentro de cada grupo
especial(*) '—J—%Z %1 entre trat. de diferentes grupos
7k_7:a1 "k—::al entre trat. dentro de cada grupo
de tipo By
equi-agrupado vi; ‘; entre 0s grupos
o + 51 #'— entre trats. do grupo 1
- ; f
8+ i3 Gadel entre trats. do grupo 2

nao equi-agrupado

2(80 = (t = 1)B1)
Bo + 51
B+ B2

2(Fo=(t=1)31)
0+/1

.
o5+ ’6 2

I

entre os grupos
entre trats. do grupo 1

entre trats. do grupo 2

(*) Se o delineamento é préprio, binario e equi-replicado.

Dos resultados exibidos na tabela, pode-se observar que tanto variancias,

quanto replicacoes efetivas e eficiéncias dos contrastes naturais e basicos dependen essen-

cialmente das concorréncias ponderadas. Também, pelo Lema 3.16 do Capitulo 3, para
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cada tipo de delineamento equi-replicado, teremos o fator de eficiéncia minimo e maximo
para a estimacao de qualquer contraste. Desta forma pode-se ganhar uma visdo ampla
de alcances e limitacoes dos delineamentos.

Hlustraremos os resultados anteriores apresentando trés exemplos diferen-
tes, mencionados em Pearce (1983, 1976¢c, 1963) e utilizados originalmente para outras
finalidades. Aqui, a qualidade deles sera avaliada pela precisio e eficiéncia na estimacgao
dos contrastes naturais e basicos. Dita avaliacao sera feita utilizando os resultados apre-
sentados na Tabela 4.1.

4.7 Exemplos

Primeiramente, sera revisitado um delineamento nao ortogonal de tipo T'
apresentado por Pearce (1983) com a finalidade de mostrar que esses delineamentos sao
mais gerais que os BIBD. Aqui, porém, sera avaliada a qualidade desse delineamento em
base aos resultados apresentados.

Exemplo 4.1 Considere o plano

I 11 11l
A A B
A A C
B B

C C

Figura 4.3: Delineamento 34

Nele, os blocos sao de diferentes tamanhos, além de serem dois deles maiores do que o
numero de tratamentos. O delineamento nao é equi-replicado, tendor = (4, 3, 3), k =
(4,4,2), v=3, b=3 ¢ n = 10. Sua matriz de informacao é
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com autovalores \y =0 e Ay = A3 = v = 3.

Assim, os contrastes naturais sao ¢,7 e 47 com ¢; = %(17 -1, 0) ecz= %(——1, -1, 2).
Eles serao estimados com variancias iguais a 0.3302 e replicacoes efetivas iguais a 3. A
matriz F' é

500000 —0.288675 —0.283675
288675  0.666667 -—0.333333
288675 —0.333333  0.666667

com autovalores ¢; = 0, ¢, = 0.833333 ¢ e3 = 1.

Os contrastes basicos sao z,7 € z37 com z, = (2, —1, —1) e z3 = (0, 1, -1),
estimados com fatores de eficiencia de 0.83 e 1 respectivamente. Logo, a diferenca entre
os tratamentos B e C é estimada com eficiéncia completa. [ |

Nosso segundo exemplo é um BIBD mencionado por Pearce (1976c).



Exemplo 4.2 Considere o seguinte delineamento

[ 1r nr v v vi vil

A F G B E A D
G A F FEF F B B
¢c b ¢ D C FE A
£FE G B G D F (C

Figura 4.4: Delineamento 3B

O mesmo verifica v=T7, b=7, a=2, r=k=417 ¢
12 -2 -2 -2 -2 -2 =2
-2 12 =2 =2 -2 -2 =2
1 -2 =2 12 =2 =2 =2 =2
C==] =2 =2 =2 12 =2 -2 =2
S [ S S S S PR SR
-2 =2 =2 =2 =2 12 =2
-2 =2 =2 =2 =2 -2 12
Os autovalores de ' sao A; = 0 com multiplicidade 1 e Ay = UA—U = 3.5 com multiplicidade

. . . . .. ko?
6. Assim, qualquer contraste normalizado sera estimado com a mesma precisao de = =

%02, com replicagao efetiva de 3.5 e com fator de eficiéncia ¢= 27 = 0.875. [ ]

O ultimo exemplo é um delineamento nao ortogonal de tipo G, binario,
proprio e equi-replicado, também considerado por Pearce (1963).

~1
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Exemplo 4.3 O delineamento

I Ir rir v v vi vil VIII
¢c A D G H F B E
D B ¢ H E A C F
G ¢ F D B H FE A
B H EF C A G F D
A G H E F B D C
H D C F G E A B

Figura 4.5: Delineamento 3C

temr =k =61g, v= b

= 8 ¢ n = 48. Ele tem 4 grupos com dois tratamentos em
cada grupo,istoé m =4 ¢ t =

2. Sua matriz de informacao é

-6 30 -4 —4 —4 —4 —4 —4
-4 -4 30 -6 —4 —4 —4 -4
-4 -4 -6 30 -4 -4 —4 -4

1 : . —4

(=)
I
NS
|
N
|
e
|
o
<O
|
j=
|
=N

—4 -4 —4 —4 —4 —1 30 -6
—4 —4 —1 —4 —4 —1 —6 30

com autovalores Ay =0, Ay =A3=X; =533, s =X = A7 = Ag = 6.

A matriz F = é (" tem autovalores ¢, =0, € =¢3=¢4 =083, €5 =¢g =¢7 =¢€g = 1.
Os contrastes naturais (que sao também basicos) sao

) 1

Uy = ——= (-1, -1, -1, -1, =1, —1, 3, 3
/ 1

uazm(—l —1. =1, =1.2,2,0,0)



]
uy= (=1, =1, 1, 1,0, 0, 0, 0)

' 1

w; = (0,0, 0,0, 1, 1,0, 0)
) 1

ug = —=(0, 0, 1, =1, 0, 0, 0, 0)
: 1

Us = %(1, -1, O, O, 0, 0, O, O)
, 1

ug = —5(0,0,0,0,0,0, 1, -1)

Eles serao estimados com variancias 0.190% e 0.170? e eficiéncias de 0.88 e 1 no caso dos
trés primeiros e no caso dos quatro ultimos. respectivamente. Assim, as comparacoes de
tratamentos dentro de cada grupo serao feitas com eficiéncia completa. |

No proximo capitulo, se estudara a relacao que existe entre os contrastes
de interesse, a matriz de variancias e covariancias de sua estimacao e a forma da matriz
C na construcao de delineamentos em blocos.
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Capitulo 5

Matriz de informacao e contrastes
de interesse

No Capitulo 2, enfatizou-se que a primeira tarefa para delinear um bom
experimento, é a determinacao de objetivos mediante contrastes de interesse, que existem
independentemente do experimento a ser planejado para sua estimacao. A capacidade de
fornecer estimadores precisos para esses contrastes determina a qualidade do delineamen-
to. No Capitulo 3 foram estudados os contrastes naturais e basicos e suas propriedades. A
obtencao de delineamentos nos quais os contrastes de interesse sejam justamente os con-
trastes naturais ou basicos é um ideal. Nesse caso, a partir de um delineamento proposto,
encontra-se a matriz de informagao e a matriz [’ correspondente, assim como seus auto-
valores e autovetores. Logo, pesquisa-se se os autovetores coincidem com os vetores de
coeficientes associados aos contrastes de interesse, resultando facil nestes casos encontrar
a variancia e/ou a eficiéncia de estimagao para cada contraste.

O processo acima descrito ¢ ideal, pols nem sempre se podera construir
um delineamento onde os contrastes de interesse coincidam justamente com os naturais
ou basicos. Se essa situagao nao acontecer, um processo mais realista deve comecgar
considerando os contrastes de interesse. Isto sera feito no presente capitulo: partindo dos
contrastes especificados pelo experimentador e da precisao com que ele deseja estima-los,
encontrar-se-a a matriz de informacao ', para depois procurar um delineamento a ela
associado. Para isso sera utilizado um resultado que explicitara a estrutura da matriz de
informagao.



Comecgaremos este capitulo introduzindo o conceito de equilibrio ou bal-
ango de delineamentos em blocos, apresentando a seguir um teorema importante que
relaciona os estimadores dos contrastes de interesse e sua matriz de dispersao com a ma-
triz de informacao C'. Por dltimo, um resultado util derivado para situagoes experimentais
onde o interesse é comparar diversos tratamentos com um controle, sera apresentado e
explorado em detalhe. A utilidade dos resultados para a construgao de delineamentos serd
ilustrada mediante diversos exemplos.

5.1 Equilibrio de delineamentos

O equilibrio de um plano experimental tem sido estudado desde enfoques
diferentes pelos diversos autores, podendo-se encontrar uma discussao detalhada a respeito
em Preece (1982). Apresentam-se a seguir algumas defini¢oes para delineamentos em
blocos, as mesmas sad casos particulares do Teorema 5.2.

Definigdo 5.1 Um delineamento em blocos € denominado equilibrado (ou balanceado), se
cada um dos h contrastes estimaveis c'r, 1 =1.---,h com

Y

ce;=1 e cie; =0 para i# j; h=posto(C') <v—1

€ estimado com a mesma variancia.

Esta definicao ¢ uma extensao da originalmente usada por Tocher (1952)
e Rao (1958) para delineamentos conexos e aplicada por varios autores, veja por exemplo

Pearce (1964) e Raghavarao (1971).

5

5 — equilibrado ou r=° —

Definicao 5.2 Um delineamento em blocos ¢ denominado r~
balanceado (r~°—balanced, em inglés), se cada um dos contrastes estimdveis c;T com
r=6 1 r—0 e : s
crfc=1 e cr e, =0 se t#£j, 1,)=1,....h

€ estimado com a mesma varidncia.
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A Definigdo 5.1 é um caso particular desta definicao, que tem sido usada
implicitamente por Nair e Rao (1948), Jones (1959) e Caliriski (1971).

Calinski (1977), desenvolveu uma definigao ainda mais geral de equilibrio
para delineamentos em blocos, na qual é utilizada uma matriz X real arbitraria, simétrica
e positiva definida de ordem v x v.

Definigao 5.3 Um delineamento em blocos ¢ denominado X' equilibrado ou X' bal-
anceado (X' —balanced, em inglés), se cada um dos contrastes estimdveis ¢, com

X leg=1 e X '¢;=0 se i#j, i,j=1,...,h

€ estimado com a mesma variancia.

Pode-se observar que as Definicoes 5.1 e 5.2 sao casos particulares da

Definicao 5.3, gerados quando X = [ e X = r~% respectivamente.

Na procura de delineamentos equilibrados, diversos autores estudaram
a estrutura da matriz C, principalmente para delineamentos conexos. Assim, no caso
particular destes delineamentos, temos os seguintes resultados.

Corolério 5.1 Um delineamento conexo ¢ equilibrado, se e somente se sua matriz C' de
informagdo tem a forma

onde n é o nimero de unidades experimentais ¢ A = (n —ir(Nk°N'))/v —1.

Este resultado foi originalmente demonstrado por Rao (1958).

-1

-1



Corolario 5.2 Um delineamento conezxo € r=°-equilibrado se e somente se sua matriz C
de informagdo tem a forma

onde A= (n—tr(Nk°N"))/(n~ %)

Coroléario 5.3 Um delineamento conero ¢ X' —equilibrado se ¢ somente se sua matriz
de informagao tem a forma:

n—tr(Nk=¢N')

7-(X)—1,§,1 1'XX1°

onde X\ = -

Delineamentos em blocos que satisfazem o Corolario 5.1, tem sido chama-
dos equilibrados (ou balanceados) com respeito & variancia (variance-balanced, em
inglés) ou também V-equilibrados por Tocher (1952) e Rao (1958) e utilizados por varios
autores tais como Atiqullah (1961), Raghavarao (1962) e Chakrabarti (1964). Construgoes
para delineamentos nao préprios e/ou nao equi-replicados com este tipo de equilibrio foram
dados por John (1964), Kulshreshtha, Dey e Saha (1972), Hedayat e Federer (1974) e K-
ageyama (1976).

Os delineamentos que satisfazem o Corolario 5.2. tem sido chamados de
equilibrados (ou balanceados) com respeito a eficiéncia (efficiency-balanced, em
inglés) ou também E-equilibrados por Puri e Nigam (1975) e Williams (1975).

Pode-se observar que se A = r, no Corolario 5.1, a matriz C' tem a forma
{ )

=]
03]



C=rl—- Cll',
v

correspondente aos conhecidos delineamentos em blocos completos aleatorizados (com-
plete randomized block designs, em inglés). Da mesma forma, se A = 1 no Corolario 5.2,
a matriz de informagao é

. rr
5
C=r"——,
n
> 4 ~
que corresponde a delineamentos com matriz de incidéncia N = %, onde os blocos sao

ortogonais aos tratamentos.

Os delineamentos que satisfazem os Corolarios 5.1 e 5.2, sao uteis quando
todas as comparacoes dos tratamentos sao igualmente interessantes. Esse é o caso, por e-
xemplo de experimentos com variedades vegetais, onde se requer que todas as comparagoes
possiveis entre elas sejam feitas com a mesma precisao.

Quando o conjunto de contrastes de interesse dado pelo experimentador é
homogeéneo, um delineamento equilibrado relevante sera aquele que possibilite que esses
contrastes sejam estimados com a mesma precisao. Isto pode ser obtido construindo
delineamentos que satisfacam o Corolario 5.3.

A forma da matriz C dada pelos Corolarios 5.1, 5.2 ¢ 5.3, e na literatura
em geral, é apropriada para a construgao de delineamentos equilibrados para os contrastes
elementares, ou como no Corolario 5.3 para os contrastes de interesse. Porém, como é
indicado em Pearce (1975, 1986) existem muitas situagoes experimentais, nas quals alguns
contrastes sao considerados de maior interesse, sendo os restantes de menor importancia.
Neste caso, surge a necessidade de delinear experimentos relacionando (a) os contrastes
desejados, (b) o grau relativo de importancia indicado pelo experimentador, (expressado
por exemplo através da precisao de estimacao dos contrastes e determinado pela matriz
de dispersdao dos mesmos) e (¢) a forma ideal da matriz de informagao C, associada ao
delineamento procurado para a estimacgao desses contrastes.
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Quando os contrastes de interesse nao sao mutuamente ortogonais (como
acontece no caso em que varios tratamentos sao comparados com um controle) e se requer
estima-los independentemente, sera também interessante a construcao de delineamentos
que cumpram essa condi¢ao. Um resultado que pode ser utilizado para essas finalidades
sera apresentado a seguir.

5.2 Teorema de Gupta

O seguinte teorema puramente algébrico, encontra-se demonstrado em

Gupta (1988a) via resultados de Healy (1968).

Teorema 5.1 Sejam M, B, L matrizes reais de ordem [ x [, v X v e v X | respectiva-
mente, tais que M € simétrica e definida positiva, B € simétrica e semidefinida positiva
e posto(L)< v — 1. Se B~ denota uma inversa generalizada arbitrdria de B, a relagdo

L'B™L = M~! ¢ equivalente a relagio B = LML’ . |

O teorema acima permite iluminar as relagoes entre contrastes e delinea-
mentos, no caso particular em que a matriz B é a matriz de informagao de um delinea-
mento. Isso é possivel, por exemplo no seguinte resultado, apresentado em Gupta (1983a,

1988b e 1989).

Teorema 5.2 Seja C' a matriz de informagdio de wm delineamento em blocos para v trata-
mentos, L uma matriz de ordem v x | com colunas linearmente independentes exibindo
o conjunto de contrastes de interesse nos parametros dos tratamentos, M uma matriz
simétrica definida positiva de ordem [ x | ¢ C'~ wma inversa generalizada arbitraria de C'.
Entao,

L'CL=M"1 se¢esomente se C =LMIL' |

No que segue, examinaremos dois casos especiais deste resultado apresen-
tados por Gupta. No primeiro deles, os contrastes poderao ser estimados independente-
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mente sob a suposigao de normalidade das respostas no modelo béasico (2.1). Nesse caso
~1 - . , ~ A N . . .

M = E7% isto é Var(lit) = c%¢; e Cov(l;7,l'7) = 0, 4 # j, onde l; e [; sao os

vetores de coeficientes dos contrastes de tratamentos, 2,7 = 1,...,v — 1.

O segundo caso corresponde aos contrastes equilibrados, com matriz
de dispersao completamente simétrica; nesta situacao M~! = (a — b)I + b11’

O seguinte corolario exibe a forma explicita da matriz C quando M é
completamente simétrica, abrangendo também delineamentos nao conexos. Assim, o re-
sultado do Corolario 5.3 é um caso particular dele quando & = v — 1, isto é, quando o
delineamento é conexo.

Corolario 5.4 Se C tem posto h ¢ se a > 0 nao coincide com b nem com -(h-1)b, entio
L'C~L = (a—b)I+ b11 se e somente se

b
= L — —————L11'L]| . |
¢ a—1b L a4+ (h—=1)b

[Em seguida sera feita uma exploracao de conseqliéncias estatisticas do
Teorema 5.2, extendendo assim os resultados de Gupta (19388a) a diversas situacoes ex-
perimentais. O Corolario 5.5 abaixo, serd util quando o interesse principal reside na
estimacao de um contraste, sendo os contrastes restantes estimados com variancias e co-
variancias iguais. No Corolario 5.6, a estrutura de covariancia dos contrastes de interesse
sera dividida em dois grupos diferentes e nao correlacionados, cada grupo apresentando
variancias e covariancias iguais. Analogamente, no Corolario 5.7, a covariancia entre os
grupos nao é nula. Estes tipos de estruturas sao apropriadas para construir delineamentos
de tipo S5, de tipo B (biparticionados) e delineamentos de tipo GG (divisiveis em grupos).

As demonstragoes destes corolarios foram obtidos aplicando os Teoremas
A.3 e A5 e o Corolario A.4 do Apéndice, ou utilizando a técnica de inversao de matrizes
particionadas, desenvolvida por Roy ¢ Sarhan (1956) e Greenberg e Sarhan (1959).

Corolario 5.5 Sea >0, ¢ >0, ¢ # d, entao
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a b1’
LC L =
b1 (c—d)I+dJ

se e somente se

e f
C =1L L,
f1 (g—h) 1+ hJ

onde

[a(c—d) + (I = 1)(ad — b2)]

Corolario 5.6 Sea#b, c#d, a,¢>0, a# —(k—1)b, c# —(n—1)d, entdo

(@ = b}l + bJk 0
L'C L=
0 (C_([)]'r1+d ']n
se e somente se
b
u—b (II‘ T oat(k=1)b /L> 0
C - L L/ .
d
0 uld (1’  ct(n-1)d J,L)



Um caso particular do Corolério 5.6 é produzido quando a matriz L'C'~ L possui a forma

(¢ — b)I + bJ 0
vor - ( ) |

0 (a — b)I + bJ

Corolario 5.7 Se a #b, c#d, a,¢>0, a# —(k—=1)b, c¢# —(k—1)d, entio

((L —b) I, + bJ, mdJy
L'C™L =
777‘(]19 (C — d)]k + d J}C
se e somente se
((L* — b*)]k + ()*Jk m*Jy
C=1 L,
m*J; (¢ —d*) ] + d*Jy
onde
1
ax = b" 4
a—2b
T b mm*k
 (a=b)((a—=b)+bk))  (a—b)+ bk
m kmb )
x (E T (a—b)2+(a—b)bk
m k2 m?
((a—b)+bk - ((( - d) + ([A)>
1

o= d

‘ + c—d

o d ___mm” k -

(c—d)((c—d)+dk) (c—d)+dk~

33



Um caso particular do Corolario 5.7 é gerado pela matriz

(a = b) I} + bJy mJdy
L'C L =
mJy (@ —b) [ + b Jy

Neste caso, os valores de a*, b* ¢ m™ sao dados por

1
= b
@ + a—b
b = b mm™k
T T la—b)(a—b)+bk))  (a—0b) 1 bk
( m_ 7/cmb )
m* = a—b (a—b)2+(a—b)bk

(% — ((a = b) + bk))

Em seguida ilustraremos a utilidade destes resultados na construgao de
delineamentos.

5.3 Exemplos

Exemplo 5.1 Nosso primeiro exemplo, extraido de Gupta (1988a), corresponde a um
experimento geral com v tratamentos e uma matriz de coeficientes de contrastes L, quando
a matriz de dispersao dos contrastes é completamente simétrica com elementos diagonais
iguals a constante a e elementos extra diagonais iguais a constante b.

Seja um experimento com v tratamentos, onde os vetores de coeficientes
li,ls,...,l,—1 dos contrastes de interesse estao identificados pelas colunas da matriz

(v e
e



v—3
T iy— 0 -3 01—3
L — 3 v
/
v—3 -1 —1

Se o experimentador deseja que estes contrastes sejam estimados com
variancias e covariancias iguais, a matriz de informacao C' deve ter a forma

C=LML =

Ll — ———L11'L
a—b( a+(v—2)b )

O Corolario 5.4 permite concluir que

(v=1)a+ (v—3)b —(a —b)1’ —2(a + (v —2)b) ~2(a = b)
C- 1 —(a—1b)1 {u+(v—2)b)-b11" 0 —261
T {a=b)(a+ (v-2)b) —2(a + (v —2)b) 0 2(a + (v — 2)b) 0
~2(a —b) —2b1" 0 2(a + (v — 4)b)

No caso particular da constante a = 26,

L'C™L=25bI +bJ

e a estrutura da matriz C' é

30 —1 -1 — 20 -2
O = 1 =g vls—1,31, 5 Ouoy —21p3
~ wb —2v 0! _, 2v 0
-2 -21 5 0 2(wv-—2)

FJ
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Assim, um delineamento cuja matriz C' tenha a estrutura acima deve ter os tratamentos
alocados de tal maneira que as concorréncias entre eles satisfacam as seguintes condigoes:

1. As concorréncias ponderadas dos tratamentos diferentes 2 e j sao constantes para
todoiz,j =1,...,v—2,

2. As concorréncias ponderadas dos tratamentos 7 e v sao o dobro das concorréncias

I3

ponderadas dos tratamentos diferentes e 3, 2,7 =1,2,...,v—2,

3. As concorréncias ponderadas dos tratamentos 1 e v — 1 sao iguais a v vezes as
concorréncias ponderadas dos tratamentos 2 e v, para ¢ =1,2...,v —2 e

4. Os tratamentos 2,3, ...,v — 2, nao concorrem com o tratamento v — 1.

Em nosso proximo exemplo exploraremos em detalhe a contrugao de de-
lineamentos para estimar o conjunto especial de contrastes dado no Exemplo 5.1, para o
caso particular de v = 5 tratamentos com b = 1.

Exemplo 5.2 Se v = 5 e b=1, o Exemplo 5.1 fornece a matriz de coeficientes de
contrastes (supondo que eles sao de interesse para o experimentador)

1 1 2 0
-1 0 0 0
L= 0 -1 0 0
0 0 -1 1
0 0 -1 -1
e a matriz de dispersao
2 1 1 1
U A R
Perb=111 2
111 2



A matriz de informagao do delineamento deve possuir a forma

14 —1 —1 —10 -2
o140 -2
C=2] -1 -1 4 0 -2
L 10 0 0 10 0

2 -2 -2 0 6

Delineamentos que satistazem os requerimentos acima foram encontrados
pelo método de tentativa e erro. Alguns deles figuram a seguir.

Ser=(5,1,1,4,2), k=(5,2,2,2,2), b=5 ¢ n =13 resulta o Delineamento C1
da Figura 5.1

[ 17 1ir v v

St Ot W o =

Figura 5.1: Delineamento '/

o]
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Ser=(5 1,1, 4, 2) k= (5, 4, 4),

Figura 5.2

Ser=(4,1, 1,6, 2), k=(5, 3, 3, 3),

Figura 5.3

[SLENG BRVCEN (VIS

Figura 5.2

b=3 e n = 13 resulta o Delineamento C2 da

11 111
1 1
1 1
4 4
4 4

. Delineamento C2

b=4 ¢ n = 14 resulta o Delineamento C3 da

[ 17 11l 1v
11 1 L

2 4 4 4

3 4 4 4

d

d

Figura 5.3

- Delincamento '3



Ser=(7,1,1, 3,2), k=(5,3,3,3), b=4 ¢ n = 14 resulta o Delineamento C4 da
Figura 5.4

11 Iir 1v

Ot Ot W N —
N
NS
e

Figura 5.4: Delineamento C}4

Ser=(51,1,52), k=(5.3.3,3). b=4 ¢ n = 14 resulta o Delineamento ('5 da
Figura 5.5

[ 1r I 1v
L1 1 1
21 4

3 4 4 4
b}

3

Figura 5.5: Delineamento C5



Ser=(6,1,1. 4,2), k=(5,3,3.3), b=4 e n = 14 resulta o Delineamento C6 da
Figura 5.6

I 11 111 1V

Ut O W o -
B
N

Figura 5.6: Delineamento C6

Observe que os delineamentos C4, (5 e C6 sao “perturbacoes” do delin-
eamento C3, obtidos variando as replicacoes dos tratamentos nos blocos, sem modificar
as concorréncias entre eles. Observa-se também que essas “perturbagoes” alteram as
eficiéncias de estimacao dos contrastes.

Calculando os fatores de eficiéncia dos contrastes de interesse, a qualidade
de todos os delineamentos acima pode ser avaliada, como se segue
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Tabela 5.1: Fatores de eficiéncia dos contrastes para os delineamentos C1 até C6

C1 C2 C3 C4 Ch C6
Contraste n=13 n=13 n=14 n=14 n=14 n=14
b=5 b=3 b=4 b=4 b=4 b=4

IT 0.60 060 0.63 057 0.60 0.58
L7 0.60 0.60 063 057 0.60 0.58
57 0.7 078 033 070 0.75 0.71
1T 038 038 033 042 035 038

A Tabela 5.1 mostra que o ultimo contraste em todos os delineamentos
tem fator de eficiéncia baixo. Isto é devido ao fato de que as concorréncias ponderadas dos
tratamentos 4 e 5 exigidas pela estrutura da matriz €' sao nulas. Observe também, que
em todos os delineamentos o terceiro contraste sera estimado com maior eficiéncia, todos
os outros contrastes tendo eficiéncias razoavelmente altas. O delineamento C3 possui as
maximas eficiéncias para os trés primeiros contrastes.

Desta forma, os delineamentos apresentados serdao uteis, desde que sejam
utilizadas poucas unidades experimentais. Também, as expectativas do experimentador
em relacao a precisao da estimagao dos contrastes de interesse serdao satisfeitas e a perda
de eficiéncia com respeito a delineamentos ortogonais nao sera muito alta. Por outro
lado, para cada vetor de replicacoes de tratamentos dos delinementos acima sé podera ser
feito um unico delineamento ortogonal com apenas um bloco o que é equivalente a um
delineamento completamente aleatorizado. Assim, o ganho na eficiéncia s6 sera possivel
com 13 ou 14 unidades experimentais muito homogéneas. No caso contrario, essa perda
de eficiéncia sera compensada pela redugao do erro experimental por causa da blocagem.
Desta forma, a ¢leicao de um entre esses delineamentos dependera das consideragoes
finais do experimentador em relagao a estrutura dos tratamentos, estrutura das unidades
experimentais, custos, etc. [

A seguir, se continuara explorando o exemplo anterior no caso em que
o interesse seja estimar esse conjunto de contrastes com outra matriz de variancias e
covariancias.
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Se a especificagdo por parte do experimentador para as variancias dos con-
. . 3 9 ere 4 - . :
trastes fosse agora 2b = 2 x ¢ = 1.2, isto ¢, deseja-se aumentar a precisao dos estimadores
desses contrastes, teria-se a matriz de dispersao

1.2 06 0.6 0.6
06 1.2 0.6 0.6
06 06 1.2 06 |~
06 0.6 0.6 1.2

L'C L=

resulta a matriz de informacao

14 —1 —1 —10 -2
N R T
C=={ -1 -1 4 0 -2
31 210 0 o0 10 o0

2 2 -2 0 6

Se considerarmos o caso de blocos de igual tamanho, o seguinte delineamento com r =
(7,2, 2,10, 3), k=31g, b=8 e n =24 é uma possibilidade:

[ v v vi vil VIiil
1 1 2 I | ] | ]

Figura 5.7: Delineamento C7

Outros delineamentos podem ser obtidos “perturbando” o plano anterior
nos blocos 1V até VIII, sem modificar as concorréncias ponderadas.
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Desta forma, para diferentes especificagoes nas matrizes de dispersao dos
contrastes dados, encontra-se a matriz de informagao apropriada, para logo construir
delineamentos adequados pelo método de tentativa e erro.

A seguir, se estudara um tipo especial de contrastes, uteis para a com-
paracao de um grupo de tratamentos com outro tratamento controle. Esta situacao,
discutida em Gupta (1988a) mediante um exemplo para v = 4 tratamentos e ilustrada
apenas para o caso de estimagao independente dos contrastes, sera reanalisada através de
outro exemplo, explorando-se diversas situagoes experimentais.

Na seguinte secao sera explorado o Teorema de Gupta para o caso em que
o interesse resida na comparagao simultanea de diversos tratamentos com um controle.

5.4 Delineamentos para comparar tratamentos com
um controle

Delineamentos em blocos para comparar um numero de tratamentos com
um controle, tem sido considerados na teoria de Planejamento de Experimentos por di-
versos autores, veja por exemplo, Bechhofer e Tamhane (1981) e Hedayat e Majumdar
(1985). Delineamentos equilibrados para esses experimentos tem sido previamente con-
siderados por Hoblyn, Pearce e Freeman (1954) e Pearce (1960,1963,1976a). Este ultimo
autor criou para eles a denominacao de delineamentos de tipo S ou delineamentos com
equilibrio suplementar, ja utilizada no Capitulo 3.

Neste trabalho os contrastes de interesse para estes delineamentos serao
referidos como contrastes suplementares, como em Gupta (1988a). Esses contrastes
podem ser estimados com variancias e covariancias iguais. Bechhofer e Tamhane (1981)
derivaram a estrutura da correspondente matriz de informacao, verificando-se facilmente,
que esse resultado é um caso particular do Corolario 5.4.

FFm seguida, ilustraremos através de um exemplo a utilidade da teoria a-
bl
presentada. Para isso se retomara um delineamento inicialmente mencionado por Pearce
1963, 1983a). Em base a situacao experimental que levou a sua construcao, serao explo-
b l b
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radas outras situagoes hipotéticas, construindo em cada caso possiveis planos experimen-
tais, avaliando-os depois mediante a eficiéncia da estimacao dos contrastes de interesse.
Também, sera feita uma comparagao com o delineamento proposto por Pearce (1963).

Exemplo 5.2

O exemplo a seguir foi apresentado inicialmente com a finalidade de ilus-
trar a utilidade dos delineamentos de tipo M e enfatizar sua flexibilidade.

Dois experimentos agronomicos foram planejados para controlar a propa-
gacao de uma variedade de fungos em plantagoes de morangos. Em ambos os casos,
os experimentadores dispunham somente de 3 blocos de 4 parcelas, para aplicar nelas
tratamentos que deviam ser comparados com um controle O, comim em ambos os ex-
perimentos. O tratamento O consistia na aplicacao de uma substancia padrao na época
usual ( geralmente a do florecimento das plantas).

No primeiro experimento, o tratamento O devia-se comparar com os trata-
mentos A, B, C e D, definidos mediante a aplicacao da substancia padrao em outras épocas
(antes ou depois do florecimento). Inicialmente foi proposta a aplicagao dos 5 tratamentos
em 5 blocos mediante um delineamento totalmente equilibrado.

No segundo experimento, o tratamento O devia scr comparado com os
tratamentos P e Q, definidos mediante a aplicagao de duas substancias novas na época
usual. O delineamento devia utilizar os 3 blocos restantes, também segundo um esquema
totalmente equilibrado.

Em ambos os experimentos, foi excluida uma replicacao adicional do trata-
mento O, por nao se dispor de parcelas suficientes. Utilizando esses esquemas experimen-
tais, pode-se concluir que a variancia das comparagoes do tratamento O com os outros

tratamentos teria sido de %02 = 0.530% em ambos os experimentos.

Para usufruir das parcelas atribuidas ao controle comim O em ambos os
experimentos, foi cogitada a fusao desses experimentos isolados. Desta forma, adoptou-se
um delineamento de tipo M com 32 parcelas em 8 blocos de tamanho 4. A estrutura dos
tratamentos nao foi escolhida do tipo fatorial completo, por existir a possibilidade das
novas substancias serem indcuas quando aplicadas em outras épocas, degradando assim o
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experimento global no caso de se produzir uma infestagao.

O delineamento adotado foi

[ Ir v v v vil VI

PO C Q D A O B
AC Q B P O D O
QO B O P O D C A
O A P O Q C B D

Figura 5.8: Delineamento D1

onder' = (8, 4,4, 4,4, 4,4), k=41g, v=7, b=8 ¢ n =32,

Sua matriz de informacao €

6 -1 —1 —1 —1 -1 —1

—1 3 -05 -05 -05 —-025 —-0.25

-1 =05 3 —-05 -05 —-0.25 —-0.25

C={ -1 —-05 =05 3 -05 —-0.25 -0.25
-1 =05 —-05 =05 3 —0.25 —0.25

-1 -0.25 -0.25 —-0.25 -0.25 3 —1

-1 =025 —-0.25 -0.25 -=0.25 —1 3

Observe que a forma da matriz corresponde a um delineamento multipar-
ticionado com trés grupos de tratamentos. O primeiro grupo contém o tratamento O, o
segundo os tratamentos A, B, C , D e o terceiro os tratamentos P e Q.

O conjunto de contrastes de interesse conforma as colunas da matriz
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OO O O O~

e~
Il
OO OO O = =
Do oo = O =
I
SO = O O -
O = O O O O =
— 0 O O o QO =

A matriz de dispersao destes contrastes foi calculada usando a inversa generalizada de
Tocher; ela tem a forma

0.414286 0.128571 0.128571 0.128571 0.1 0.1
0.128571 0.414286 0.128571 0.128571 0.1 0.1
0.128571 0.128571 0.414286 0.123571 0.1 0.1
0.128571 0.128571 0.128571 0.414286 0.1 0.1
0.1 0.1 0.1 0.1 0.425 0.175
0.1 0.1 0.1 0.1 0.175 0.425

Var(L'#) = o*

Pode-se observar também que a variancia da comparagao do tratamento O com os trata-
mentos A, B, C ou D é 0.4140? e a variancia da comparacgao de O com P e Q é 0.42502.

Os fatores de eficiéncia destes contrastes figuram no seguinte quadro

Contraste | Fator de eficiencia
s 0.91
57 0.91
57 0.91
[ 0.91
ler 0.88
g7 0.88

Ele mostra que as comparacoes do tratamento padrao com os tratamen-
tos A, B, C e D, sao feitas com menor variancia ¢ maior eficiéncia do que as outras
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comparacoes, satisfazendo assim o objetivo desejado. |

Continuaremos nossa exploracao dos delineamentos acima fornecendo uma
defini¢ao formal para os contrastes suplementares.

Definigao 5.4 Sejam v tratamentos indexados por 1, 2,...,v, com 1 denotando o trata-
mento controle e 2, 3,...,v 0s outros tratamentos. Um contraste 't € dito suplementar se
ele tem a formaT — 7, 1=2,...,0.

A seguir sera dado um resultado 1til na construcao de delineamentos ex-
perimentais, quando o interesse reside na estimacao dos contrastes suplementares com
qualquer estrutura desejada em sua matriz de dispersao. Esse resultado, que é um aporte
deste trabalho, sera posteriormente utilizado na exploracao do Exemplo 5.2.

Corolario 5.8 Se L € a matriz que contém os velores de coeficientes dos contrastes su-
plementares como colunas, entdo

) 1'M1 —-1'M
o7 —= ML S€ € 8 nte se (' =
L'CTL = M7 seesomente se ( ( —M1 M )

. . . 1
Prova. Se L é a matriz de contrastes suplementares, ela tem a forma L = ( i, ) Se

M~ é a matriz de dispersao destes contrastes, entao

R _ (VML 1M
(_LML—(_]>M(1 _I)_<—Ml M )

M1 —-1'M
—M1 M

Por outro lado, se ¢ =

C”:(O 0 >.Ent{10

) , uma inversa generalizada desta matriz é

0 M™!
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L'C~L=M" |

O corolario acima mostra a relacao que existe entre as concorréncias pon-
deradas dos tratamentos nao suplementares (dada pela submatriz M de C') e a matriz de
dispersao dos contrastes suplementares. Este resultado sera util para conhecer a prior:
as concorréncias ponderadas entre os tratamentos nao suplementares, quando a matriz
de variancias e covariancias dos contrastes suplementares é pre-especificada, ou viceversa.
Assim por exemplo, se v = 3 tratamentos sao comparados e deseja-se estimar os con-
1/2 0

trastes suplementares com matriz de dispersao M ™' = 0 172

, pelo Corolario 5.3

2 0
0 2
poderao ser alocados no mesmo bloco os tratamentos nao suplementares, pois a matriz
M indica que as concorréncias ponderadas entre esses tratamentos sao nulas. Por outro
lado, se conhecermos a estrutura da matriz C, mediante um delineamento inicial, ter-

temos que M = Isto permite prever que na construcao do delineamento, nao

emos toda a informagao estatistica pertinente em relacao aos contrastes suplementares,
contida na inversa da submatriz M. Assim, no exemplo anterior, supondo que se deseja es-
timar o mesmo conjunto de contrastes com outras estruturas de covariancias, ou construir
um delineamento nao multiparticionado, senao de tipo S por exemplo, pode-se aplicar o
resultado acima.

Exemplo 5.2 (Continuagao) A seguir, se apresentarao algumas situagoes experimentais
hipotéticas diferentes a apresentada por Pearce (1963), explorando a utilidade do corolario
acima.

Caso 1. Supondo que o experimentador deseja estimar os contrastes com a mesma
estrutura de dispersao anterior, incrementando a precisao para o primeiro grupo de com-
paragoes e reduzindo-a para o segundo grupo. com matriz de dispersao

0.4 0.12 0.12 0.12 0.1 0.1
0.12 0.4 12 0.12 0.1 0.1

M-l = 0.12 0.12 04 0.12 0.1 0.1
| 0.12 0.2 0.12 04 0.1 0.1 ’
0.1 0.1 0.1 0.1 05 0.2

0.1 0.1 0.1 0.12 0.2 0.5
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a matriz C resulta igual a

6.0177 —1.1062 —1.1062 -1.1062 —1.1062 —.7965 —.7965
~1.1062  3.0657 —0.5057 —0.5057 —0.5057 —0.2212 —0.2212
—1.1062 —-0.5057 3.0657 —0.5057 —0.5057 —-0.2212 -—-0.2212
—-1.1061 —0.5057 —0.5057 3.0657 —0.5057 —0.2212 —-0.2212
—1.1061 —0.5057 —0.5057 —0.5057 3.0657 —0.2212 —0.2212
—-0.7965 —-0.2212 -0.2212 -0.2212 —-0.2212 2.5074 —0.8260
-0,7965 —-0.2212 -0.2212 -0.2212 —-0.2212 -0.8260 2.5774

Para essa situacao, aparentemente, nao sera possivel construir um delineamento em blocos
de tamanho constante ou variavel, pela dificuldade em encontrar concorréncias ponderadas
que se adaptem aos valores da matriz (.

No seguinte caso, a matriz M ™! possui uma estrutura semelhante a ante-
rior, exibindo porém covariancias nulas entre os contrastes suplementares dos diferentes
grupos.

Caso 2. Se o experimentador deseja que os contrastes entre os grupos sejam estimados

independentemente,
04 0.2 02 0.2 0 0
0.2 04 02 0.2 0 0
0.2 02 04 0.2 0 0
-1 __
M = 02 02 0.2 04 0 0
0 0 0 0 0.581818 0.218182
0 0 0 0 0.218182 0.5b81818
e
4 -1 -1 -1 0 0
-1 4 -1 -1 0 0
-1 -1 4 -1 0 0
M=\ 1 1 -1 4 0 0
0 0 0 0 2 —0.75
0 0 0 0 —-0.75 2
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Assim resulta a matriz de informacao

6.5 -1 -1 -1 -1 —-1.25 —1.25

—1 4 -1 -1 =1 0 0

-1 -1 4 -1 -1 0 0

C = -1 -1 -1 4 —1 0 0

-1 -1 -1 -1 4 0 0

=125 0 0 0 O 2 —0.75

-125 0 0 0 0 -0.75 2

que pode ser obtida mediante o delineamento

1 nr v v vi vir virl I1xX X XI XII
O o O 0O 0O A B C o 0 O P
A A A A O A B C 0O 0O O Q

B B B B D D D D O O P

¢ ¢ ¢ ¢ D D D D P Q Q

Figura 5.9: Delineamento D2

comr = (14, 6, 6, 6,8, 3,3), k=(4,4,...,4,2), b=12 ¢ n =46. Os fatores de
eficiéncia dos contrastes sao

Contraste | Fator de eficiéncia
07 0.6
0T 0.6
57 0.6
I 0.5
lr 0.7
&7 0.7

Neste delineamento as eficiéncias sao mais baixas que no delineamento D1, sendo necessarias
14 unidades experimentais adicionais. A vantagem ¢ que o primeiro grupo de contrastes
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sera estimado com menor variancia e que a covariancia das comparacdes entre os dois
grupos € nula.

Caso 3.

Se a matriz de dispersao desejada pelo experimentador é a proposta por
Pearce (1963) no experimento do Exemplo 5.2, aplicando o Corolario 5.8 obtemos exata-
mente a matriz de informacao desse experimento. Para essa matriz, podem ser construidos
outros delineamentos com o intuito de obter as concorréncias ponderadas de C' com maior
eficiéncia.

Assim, pode-se verificar que para blocos de tamanho 2 e 3 nao existe
nenhum delineamento possivel. Para blocos de tamanho 4, no caso de delineamentos
binarios o unico que cumpre com as concorréncias exigidas pela matriz C € o delineamento
proposto por Pearce (1963), nao existindo nenhum no caso nao binario. Também, para o
caso de blocos de tamanho comum 8 nao existe nenhum, sendo ainda necessario pesquisar
essa existéncia no caso de blocos de outros tamanhos e de blocos de diferentes tamanhos.
No caso deles existirem, esse conjunto de contrastes sempre sera estimado com a mesma
matriz de covariancias, conjecturando-se que qualquer delineamento sera menos eficiente
que o proposto por Pearce (1963).

Caso 4. Supondo que o interesse esteja na estimacao independente dos contrastes. As
expectativas do experimentador geram dois subcasos de interesse.

. . n . 2 .
Caso 4.1. Os contrastes podem ser estimados com variancias Z-, diferentes para cada
contraste, sendo a matriz de dispersao

/e, 0 0 0 0 0
0 1/e; 0 0 0 0
L | 0o 0 1/es 0 0 0
MZ=1 "9 0 0 i/ 0 0
0 0 0 0 1fes O
0O 0 0 0 0 1/es

e a matriz de informacao
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6 . .
Z,‘:lei —€; —€2 —€3 —€4 —€5

—eg
—e€y €y 0 0 0 0 0
—€9 0 €2 0 0 0 0
C=LEL =LML ez 0 0 e 0 0 0
—ey 0 0 0 €4 0 0
—es 0 0 0 0 €s 0
—eg 0 0 0 0 0 ee

Para a estrutura anterior da matriz (', podem-se apresentar diversas si-
tuagoes que ilustraremos mediante o seguinte exemplo.

Suponha que o experimentador esteja interessado em fazer as comparagoes
entre o controle e os tratamentos A, B, C e D com uma determinada precisao, realizando
as comparagoes do controle com os tratamentos P e () com outra precisao. Especificando
os valores de ¢; = ¢3 = €3 = €4 = 2.5 e ¢5 = ¢5 = 2 para essas comparacoes, obtem-se a
matriz de informacao

14 =25 =25 =25 =25 =2 =2

25 25 0 0 0 0 O

-2.5 0 2.5 0 0 0 ©0

C=1 =25 0 0 25 0 0 0
—-2.5 0 0 0 25 0 O

—: 0 0 0 o 2 0

—2 0 0 0 0o 0 2

A contrugao de possiveis delineamentos em blocos de igual ou diferente tamanho, surge
da analise das concorréncias ponderadas na matriz ' acima. Em particular, para blocos
de tamanho 2, se obtém um dnico delineamento, que é exibido na figura 5.10,



I nm nr v v vy vir vill IX X XI XII XI1II XIv Xv XVI

o o o o o o o o o0 o o o o0 o0 o0 o
A A A A A B B B B B C € € € ¢ D

Xvir XVIII XIX XX XXI XXII XXIII XXIv XXV XXVI XXVII XXVIII

o) o o o o o o) o o o) o o
D D D D P P P P Q Q Q Q

Figura 5.10: Delineamento D3

comr=(28, 5, 5,5, 5,4,4), k=2128, b=28 e n =56 e os fatores de eficiéncia

Contraste | Fator de eficiéncia
I 0.59
I3 0.59
IL# 0.59
I# 0.59
I 0.57
6T 0.57
Assim, para v = 7 tratamentos em blocos de tamanho 2, o fator de

eficiéncia € de 0.59 para o primeiro grupo e 0.57 para o segundo. Esta eficiéncia nao
muito alta, serd eventualmente compensada pela redugio do erro experimental produzida
pelo pequeno tamanho dos blocos, sendo a independéncia da estimagao dos contrastes
outra vantagem.

Pode-se continuar construindo delineamentos para outros tamanhos de
blocos, sendo facil neste caso, pela estrutura simples da matriz de informagao. Porém, o
tinico delineamento bindrio possivel, seria o delineamento D3, j& que para tamanhos de blo-
cos maiores do que dois, qualquer delineamento encontrado serd nao binario, conjeturando-
se que os mesmos sejam menos eficientes. Também, eles precisardao de mais unidades
experimentais.
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Caso 4.2. Se o experimentador deseja que todos os contrastes sejam estimados com a
mesma precisao, a matriz de dispersao tera a forma

/e 0 0 0 0 0

0 1/e 0 0 0 0
- s 0 0 1/e 0 0 0 1
Vi 1: b: i
A E 0 0 0 1/e 0 O cle

0 0 0 0 1/e O

0 0 0 0 0 1fe

Para € = 2.5, por exemplo, a matriz de informacao deve ser

15 =25 =25 =25 =25 =25 =25

—-2.5 25 0 0 0 0 0

—2.5 0 25 0 0 0 0

=1 =25 0 0 25 0 0 0
—2.5 0 0 0 25 0 0

—-2.5 0 0 0 0 25 0

—-2.5 0 0 0 0 0 25

Assim, para blocos de tamanho 2 por exemplo, o delineamento que atribui
5 blocos a cada um dos pares de tratamentos (O,A), (O, B), (0,C), (0,D), (O,P) e (0,Q)
¢ a unica possibilidade. Ele possui um total de 30 blocos e 60 unidades experimentais,
com o controle replicado 30 vezes e cada um dos outros tratamentos 5 vezes.

Caso 5. Para ilustrar a aplicacao do Teorema, Gupta (1988a e 1988b) modifica o
experimento de Pearce (1963) contido em nosso Exemplo 5.2, tanto na estrutura dos
tratamentos quanto nos objetivos do experimento. Sua versao do experimento supoe que
o tratamento 1 seja o padrao aplicado nas épocas usuais, sendo a; € ay os niveis de uma
nova substancia, aplicada em duas épocas nao usuais b; e by, os tratamentos a serem
aplicados seriam o tratamento padrao, ayby, ajby, asby, ayby, a; nas épocas usuais e a;
nas épocas usuais. Denotaremos eles por 1,2, 3,4, 5,6 e T respectivamente. Se o objetivo
do experimento € obter informacao sobre as comparagoes
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(a) entre os niveis da nova substancia aplicada em outras épocas,

(b) entre a nova substancia aplicada em outras épocas e a aplicagao da
preparacao padrao nas épocas usuais,

(c) entre a nova substancia aplicada em outras épocas e ela mesma aplicada
nas épocas usuais, e finalmente

(d) entre os niveis da nova substancia aplicados nas épocas usuais,

os contrastes de interesse especificados pelo experimentador sao definidos pelas colunas

da matriz

0o 0 0 A 0 0

1 1 I -1 -1 0

I -1 =1 -1 -1 0

L=1] -1 I -1 -1 -1 0
-1 -1 I -1 —1 0

o 0 o 0 2 1

o 0 o0 0 2 -1

de acordo ao seguinte quadro

Comparacoes | Contrastes

(a) Iy, 1y, €3
(b) Ly
(c) ls
(d) ls

Se os contrastes devem ser estimados independentemente, cada um precisao propria; re-
sulta a matriz de informacao
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1664 ——464 ——464 —464 '—464 0 0

—4dey d, —-d, —d; —d3 —2es —2es
—464 _dl —(L’o —d3 —(12 —265 —265
C=LEL =| —4eq —dy —ds do —di —2es —2¢5 ,
—484 —d3 —dg _dl do —265 —265
0 —2e5 —2e5 —2e5 —2e5 4des+ eg 4des —eg
0 —2es —2es —2es5 —2e5 4des —eg des + eg
ondedy = ejtertestestes, di = ertez—ei—ey4—es5, dy = e1tez—ey—es—es € dz =

€1+ €y —€e3 — €4 — €5.

Assim, para e; = e3 = e3 = 111/180, ¢4 = 3/16, €5 = 3/10 ¢ ¢ = 2, o conjunto de
contrastes dados sera estimado com matriz de dispersao M~! = E~° e com matriz de
informacao

3 =075 -0.75 —=0.75 —-0.75 0 0
-0.75 465 -09 -09 -09 -09 -0.6
-0.75 —-09 465 -09 -09 -06 -—-06
cC=1]-07 =09 -09 465 -09 —-06 —-06 |,
-0.7 -09 -09 -09 465 —-06 —-0.6

0 -06 -06 -06 -06 3.2 —0.8

0 -06 -06 -06 =06 —-03 3.2
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Um possivel delineamento é

I ir rr v v vi vil VIII

2 2 2 3 1 1 1 1
3 3 4 4 2 2 2 3
4 5 5 5 3 3 4 4
6 6 6 6 4 5 5 )
TT T 7

Figura 5.11: Delineamento E1

comk=(5,5,5,05,4,4,4,4), r=(4,6,6,6,6,4,4), b=8 e n = 36.

Na tentativa de construir delineamentos para outros valores diferentes dos
ei, chegou-se a seguinte matriz de informacao, sob o suposto de que os valores especificados
pelo experimentador fossem e¢; = e3 =2, e3 =3, ey =es=1leeg =5

6 -4 -4 -4 —4 0 O

-4 9 -1 -1 1 -2 =2

-4 =1 9 1 -1 =2 =2

C=1 -4 -1 1 9 —1 =2 =2
-4 1 -1 -1 9 =2 =2

0 -2 -2 =2 =2 9 -1

0 -2 -2 -2 =2 -1 9

Embora C seja simétrica, duplamente centrada e positiva semidefinida, ela nao esta as-
sociada a um delineamento, por ter elementos positivos fora da diagonal. Como todos
os elementos extradiagonais de C' devem ser nao positivos e como os elementos diagonais
satisfazem a relacao ¢;; = — YY1, j#: Ci» © conjunto de valores possivels dos €; que levam
a matrizes de informacao deve satisfazer

di >0 = e +e3 e +eq+es
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dQZO :>€1+632€2+64+65

dgzo = e te; > e3t+eytoes

des —eg >0 = e > 4des.

Se os e; cumprem as restri¢oes acima, sempre sera possivel encontrar ma-
trizes de informagao, embora nem sempre as concorréncias ponderadas associadas permi-
tam a construgao de delineamentos em blocos como no Caso 1.

Assim por exemplo, se as especificacoes para os e; sao e; = €; = €3 =
2, e4 =e5 =1 e ¢g =4, isto é, se o interesse fosse estimar os contrastes com a estrutura
de covariancias

05 0 0 0 0 O

0 05 0 00 O

0O 0 05 00 0

-1 __
M~ = O 0 0 1 0 0 ’
o 0o 0 01 O
0 0 0 0 0 025
teria-se a seguinte matriz de informacao

6 -4 -4 —4 —4 0 0
-4 8 0 0 0 =2 =2
-4 0 8 0 0 -2 =2
C=|-4 0 0 8 0 -2 =2
-4 0 0 0 8 =2 =2
0 -2 -2 =2 =2 38 0
0 -2 -2 =2 =2 0 3

Se o experimantador deseja estimar todos os contrastes com a mesma
« A 2
precisao Z-, resulta
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16 -4 -4 —4 -4 0 O

—4 5 1 1 1 -2 =2

-4 1 5 1 1 -2 -2

C=ell' =¢| —4 1 1 5 1 -2 =2
—4 1 1 1 5 -2 -2

0 -2 -2 -2 -2 ) 3

0o -2 -2 -2 -2 3 )

Neste caso, para nenhum valor de e sera possivel construir um delineamen-
to, pois a matriz C' gerada possui elementos extradiagonais positivos. Esses contrastes
nao podem ser estimados independentemente e com a mesma precisao. Se o problema é
reformulado, procurando o conjunto de contrastes que podem ser estimados independen-
temente e com a mesma precisao, pode-se demonstrar que esse conjunto corresponde a
uma matriz L tal que LL' é uma matriz de Kirchhoff.

Em situagdes praticas, nem sempre poderdao ser satisfeitas as expectati-
vas do experimentador em relagao a estrutura da matriz de dispersdo desejada. Pode
acontecer que a matriz C obtida nao corresponda a uma matriz de informacao ou, ain-
da correspondendo, pode ser dificil construir delineamentos associados as concorréncias
ponderadas dados pelos seus elementos. Porém, existe uma vantagem positiva em saber
a priori que nao é possivel construir delineamentos para essas especificagoes, procurando
diversas solucoes alternativas.

No seguinte capitulo, se procurara encontrar delineamentos eficientes para
estimar os contrastes suplementares dentro da classe de delineamentos de tipo S. O estudo
sera feito para planos nao ortogonais e préprios, utilizando o resultado do Coroléario 5.8
apresentado neste capitulo.

109



Capitulo 6

Delineamentos A-otimais de tipo S

Em diversas areas cientificas e tecnologicas apresentam-se com frequéncia
situacoes experimentais onde o interesse principal reside na comparagao simultanea de
varios tratamentos sob estudo com um outro tratamento controle ou padrao. Este tipo de
experimentos, considerado inicialmente por Hoblyn, Pearce e Freeman (1954), foi estudado
por Bechhofer e Tamhane (1981), Constantine (1983), Majumdar e Notz (1983), Hedayat
e Majumdar (1984,1985), Ting e Notz (1983), Majumdar (1988), Hedayat, Jacroux e
Majumdar (1988) e Stufken {1991), entre outros. A maioria dos delineamentos obtidos
pertence a classe dos chamados delineamentos de tipo S introduzidos no Capitulo 4.
Para esta classe de delineamentos em blocos, sera interessante encontrar aqueles onde a
atribuicao do tratamento controle e dos outros tratamentos as unidades experimentais,
produzam o melhor conjunto de estimadores para as comparagoes de interesse. Assim,
neste capitulo se procurara encontrar delineamentos eficientes de tipo S, para estimar os
contrastes suplementares, utilizando o critério da A-otimalidade devido a Kiefer (1958).

A otimalidade dos delineamentos de tipo S para comparar tratamentos
com um controle, foi estudada por Gupta (1989) no caso deles serem préprios e binarios.
Nesse trabalho é apresentada uma condigao necessaria para que esses delineamentos sejam
mais eficientes em relagao a qualquer outro delineamento nao ortogonal.

Neste capitulo serao brevemente apresentadas algumas idéias do planeja-
mento de delineamentos 6timos, extendendo o estudo feito por Gupta (1989) para de-
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lineamentos nao binarios. Em particular, sera demonstrada a férmula para o calculo do
limite inferior da variancia média dos contrastes suplementares para o caso nao binéario,
mencionada em Gupta (1989) para o caso binario. Algumas relagoes existentes entre os
parametros dos delineamentos do tipo S serao também exploradas, restringindo o estudo
ao caso de delineamentos em blocos de igual tamanho. Os resultados serao ilustrados com
um exemplo.

6.1 Delineamentos proéprios de tipo S

Os delineamentos de tipo S ou delineamentos com equilibrio suplementar, introduzidos
no Capitulo 4, sdo caracterizados pela presenca de um tratamento controle ou padrao
(chamado tratamento suplementar) que ocupa um lugar especial no experimento. Os
outros tratamentos sao totalmente balanceados, cada um deles fazendo o mesmo nimero
de concorréncias ponderadas com o tratamento suplementar.

Um estudo sistematico do delineamento de experimentos deste tipo foi
desenvolvido por Pearce (1960, 1963, 1964, 1976a, 1933a e 1988). Ele tem proposto varias
defini¢bes progressivamente mais extensas. A primeira delas, restrita a blocos de igual
tamahno é apresentada a seguir, veja Pearce (1960).

Definigao 6.1 Um delineamento préoprio d com v tratamentos e b blocos de tamanho k,
€ dito do tipo S, se a matriz de concorréncias NN' tém a sequinte estrutura:

So Qo Qg -t Qo
Qo 5 « «
NN =} oo a s - «
Qp « (o5 S

Onde ag representa o nimero de concorréncias que o tratamento suplementar faz com os
outros tratamentos, a representa o numero de concorréncias da cada par de tratamentos
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nao suplementares, so 0 numero de concorréncias do tratamento suplementar e s o nimero
de concorréncias dos tratamentos ndo suplementares.

Outras duas defini¢oes propostas por Pearce (1963, 1976a), sdo as apre-
sentadas no Capitulo 4.

Pode-se observar que sob a definicao acima, no caso dos delineamentos
serem binarios, a matriz NN’ tem a forma

o o Qo -+ Qo

g T o @
NN =| ap o r - «

ap a « 1

A seguir, mostraremos certas relacoes que satisfazem os parametros dos
delineamentos do tipo S em blocos do mesmo tamanho. As mesmas serao de utilidade
para encontrar o limite inferior da variancia média dos contrastes suplementares.

Comecaremos apresentando um lema geral para delineamentos proprios
em blocos.

Lema 6.1 Seja d um delineamento proprio em blocos de tamanho k para comparar v
tratamentos com vetor de replica¢oes r e matriz de incidéncia N. Entao

kr = NN'1, .
Prova.

E suficiente observar que se o delineamento tem blocos de tamanho homogéneo k, as
seguintes relagoes sao satisfeitas



kr = kN1, = Nk = NN'1, . |

Para delineamentos de tipo S nas condigoes das definigoes 6.1 e 4.3, temos
o resultado a seguir

Lema 6.2 Seja d um delineamento de tipo S com blocos de tamanho k e vetor de repli-
cagées r' = (ro,r,...,r). Entdo

kro = so+(v—1ag (6.1)

kr = s+ a9+ (v—2)a ).
Prova. E aplicagao imediata do lema anterior quando r’ = (rg,7,...,7) € NN’ tem a
forma dada na Definigao 6.1. [ |

Lema 6.3 Seja d um delineamento de tipo S com blocos do mesmo tamanho. Entao

bk* = s+ (v = 1)s + 2(v — Lag + (v — 1)(v = 2)a

Prova. Para qualquer delineamento em blocos do mesmo tamanho cumpre-se que

bk? = kbk = kn = kr'ly = k(N1y)'1y = (Nk)'1y = (NN'1,)'1y

Substituindo os resultados dos Lemas 6.1 e 6.2 na relacao anterior obtem-se

bk? = so+ (v — 1)s +2(v — Dag + (v — 1)(v — 2)a |
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Lema 6.4 Se d € bindrio, entdo bk(k —1) = 2(v — 1)ag + (v — 1)(v — 2)a.
Prova. E suficiente substituir sp = rg € s = r no resultado do lema anterior, sabendo

que ro + (v — 1)r = n = bk. i

A seguir estudaremos a estrutura da matriz de informacgao C' dos delinea-
mentos de tipo S e a matriz de dispersao M~! dos contrastes suplementares para esses
delineamentos.

6.2 Matriz de informacgao

A matriz de informacao (" dos delineamentos do tipo S com blocos do
mesmo tamanho tem a estrutura

- 7{,‘- —aolv_l (CY() + (’U — l)a)]U_l - le_l 1/\,_1

C— 1 ( (v —1)ag —apl, 4 ) ,

que escreveremos na forma mais abreviada

o= c d,_,
dvor M,y )7

onde d é um vetor proporcional a 1y_3 e M,_; uma matriz completamente simétrica de
ordem v — 1.
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6.3 Matriz de dispersao dos contrastes suplementares

No Capitulo 5 foi deduzida a matriz de dispersao ou covariancias dos
contrastes suplementares estimados L'7 = (1 — I)7 para qualquer tipo de delineamento.
Esse resultado, apresentado no Coroldrio 5.8, mostra que essa matriz é dada pela inversa
da submatriz M de C'. Para o caso dos delineamentos de tipo .S temos o seguinte resultado.

Corolario 6.1 A matriz de covariancias dos contrastes suplementares nos delineamentos
do tipo S com blocos de igual tamanho tem a estrutura

N k « , .
1\41)__11 = m (-[U-l —+‘ g{;‘lv_llv_-‘l) (63)

Prova. Utilizando o Teorema A.3 do Apéndice, encontra-se a inversa da submatriz
My = (o + (v —1)a) -1 — aly_11,_; dos delineamentos de tipo S, na forma

1 a
-1 _ k /
M., = Qo+(v-2) 4+ Q (]U—l + Qg+(v-2)Q  (v—2)Q¢ 1"-11V—1> ) n
k k k k

6.4 Otimalidade de delineamentos

A teoria do planejamento 6timo de experimentos para a estimacao de
parametros de modelos lineares gerais foram desenvolvidos nos ultimos 35 anos, tendo sido
definidos diversos critérios de otimalidade. Os aportes de Kiefer (1959, 1985) a respeito
sao consideraveis. Um critério ideado por ele é o de ¢ — otimalidade, (¢-optimality, em
inglés), veja Kiefer (1958, 1959, 1971, 1974), definido a seguir para experimentos em
blocos.



Denotemos mediante Q,,, a familia finita de todos os delineamentos
possiveis em b blocos de tamanho & com v tratamentos. Seja d um delineamento de
Quiox € C4 a matriz de informacao correspondente, com decomposicao espectral Cy =
011" + 07! Xgipipl, com autovalores 0 = Ago < Agy < gz < ... < Adv—1- Seja A(d)
o vetor dos v — 1 autovalores e seja ¢ uma funcao real, concava, simétrica e nao decre-
scente, definida sobre vetores reais de dimensao (v —1). O critério de ¢—otimalidade para
delineamentos em blocos é dado pela seguinte definicao

Definigao 6.2 Um delineamento em blocos d* em ., € ¢-otimal se ¢(d) < ¢(d), para
todod em Q4.

Exemplos de ¢—otimalidade sao a FE-otimalidade, D-otimalidade e A-
otimalidade, correspondentes as funcoes ¢(A(d)) = Agy, ¢(Md)) = I i e ¢(Md)) =

v—1 1 . :
-2 3.+ respectivamente.

A A-otimalidade esta associada a variancia média (average variance, em
inglés) dos estimadores dos parametros ou contrastes. O resultado seguinte, cuja demon-
stracao pode ser encontrada em Constantine (1987), exibe essa relagao.

Lema 6.5 Se d € um delineamento em blocos, con matriz de informagdo Cy e autovalores
nao nulos Agi, Aga, - .., Adw—1, €ntdo a variancia média dos contrastes elementares ¢ dada

por

-1 et ST |
[ R R 2 - [ 1
< ;j ) ) " Var(f, — 7,) = o*(v —2) ( ; ) g "

i<y

6.4.1 A-otimalidade

Introduziremos a seguir o conceito de A-otimalidade dos delineamentos em blocos em
geral para a estimacao dos contrastes elementares, estudando depois a A-otimalidade dos
delineamentos de tipo S para estimacao dos contrastes suplementares.
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Definicao 6.3 Um delineamento d* em Q. € dito A-otimal se o minimo da fungao

fAd) = Y} —\17 sobre todo d em Q,,, € assumido em d*.

Pelo Lema 6.5, a definicdo acima é util quando se tem igual interesse em
todas as possiveis comparacoes entre os tratamentos. No presente contexto, um critério
adequado para encontrar delineamentos 6timos para a situagao em estudo, é minimizar a
média aritmética das variancias dos contrastes suplementares. Isto €, minimizar o trago de
MY = L'C~ L. Nesse sentido o critério a ser utilizado seria o da A-otimalidade para os
contrastes suplementares, também chamado de A-otimalidade para comparar tratamentos
com um controle; veja por exemplo Hedayat e Majumdar (1984), Majumdar (1988), Ting
e Notz (1988). Gupta (1989) denomina porém de trago-otimalidade a0 mesmo conceito.

Assim, utilizaremos a seguinte defini¢ao para obter delineamentos A-otimais
de tipo S para os contrastes suplementares.

Definigao 6.4 Um delineamento d* em ), ;. € A-otimal para os contrastes suplementares
sobre uma cole¢cao D de delineamentos de tipo S em Q4. se

1 v—1
S Vary(#i — 7). VdeD.
v = 1 i=1

1 v—1
o —1 Z Vard.(ﬂ — 7:0) S
=1

O estudo da otimalidade dos delineamentos de tipo .S na estimagao dos
contrastes suplementares, sera restrito a blocos de igual tamanho, onde v — 1 tratamen-
tos (denotados por 1,2,...,v — 1) serdo comparados com o tratamento 0, considerado
suplementar. O interesse entao, sera estimar os contrastes suplementares 7o — 7;, 1 =
1,...,v—1 com maxima eficiéncia possivel usando o critério de A-otimalidade segundo a
definicao 6.4.

Assim, nosso objetivo é procurar delineamentos proprios de tipo .S que

minimizem a média aritmética das variancias dos contrastes suplementares, isto é
1 v—11%y7 ... ~ ~ _ o? v—1 .. , HEPR. . .
Yoy Varg(7i — 7o) = 25 X720 my, onde m, denota o iésimo elemento diagonal de

v—1

—1
MY,




Utilizando o resultado dado pela relacao 6.3, temos que os m; para os delineamentos de
tipo S tém a seguinte forma,

mi = ———(1+—), i=1,...,0— 1. (6.4)

Da relacao acima, observa-se que as variancias ¢?m;, 1 = 1,...,v—1, sao
iguais para cada contraste suplementar. Assim, sera suficiente minimizar a quantidade
m; sob a restri¢cao

bk = sg4(v—1)s +2(v = Lag+ (v — 1)(v — 2) . (6.5)

O resultado desse problema extremal foi apresentado por Pearce (1960)
para o caso ortogonal. Ele encontra-se no seguinte lema.

Lema 6.6 Um delineamento ortogonal para comparar um tratamento controle contra ou-
tros v-1 tratamentos nao suplementares é A-otimal se ro = r/v — 1, onde 1o € r denotam
o numero de replicagées do controle e dos outros tratamentos, respectivamente.

O resultado correspondente para o caso de delineamentos nao ortogonais
€ o seguinte.

Lema 6.7 Um delineamento proprio, em blocos nao ortogonais e de tipo S € A-otimal
;
para os contrastes suplementares se as concorréncias oy € « satisfazem

ap = a(l +/v) (6.6)
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bk? — (s0 + (v — 1)s)
CESNCNIET)

(6.7)

Prova. E suficiente minimizar a funcao

k(a + ag)
Q’()(Q’O + (’U - l)a)

f(a,ao) =
Sob a restricao
gla,ap) =sp+ (v —=1)s +2(v — Dag + (v — 1)(v —2)a — bk* =0

utilizando a técnica dos multiplicadores de Lagrange. Se u = f(a, ao) + v9(a, ao) ,

igualando a zero as derivadas parciais de p e utilizando a restricao resulta o sistema

Multiplicando a primeira destas equagoes por ;(%21 e somando a equagao
(6.9) resulta a seguinte equagdo de segundo grau em aq

(2 2 . A‘ |
5(—37——)%2 — k(v =2)aga = S(v = 1)(v = 2a? = 0. (6.11)

L <



Resolvendo a equacao (6.11) em ag se obtém (6.6) e substituindo este valor em (6.10) se

obtém (6.7)

O seguinte resultado, apresentado por Gupta (1989), é um caso particular
do anterior

Lema 6.8 Se o delineamento € bindrio, a variancia € minima quando

a = ! . (6.13)

6.5 Limite inferior para a variancia média

Delineamentos que satisfagam a relacao (6.6), podem nao existir. Em tal caso, sera bom
ter um limite inferior para a variancia média dos contrastes suplementares, de utilidade
na procura de planos mais eficientes. Um limite deste tipo sera fornecido pelo seguinte
resultado.

Lema 6.9 Se d ¢ um delineamento proprio de tipo S dada pela defini¢ao 6.1, o limite
infertor para a variancia média dos contrastes suplementares € dado por

ke = 1)(2+ o)

! (bk? — (s + (v = 1)s))(1 + /v)?

(6.14)

Prova. E suficiente subtituir os valores dados pelas relagoes (6.6) e (6.7) na relagao (6.4).
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Corolario 6.2 Se o delineamento ¢ bindrio, o limite inferior do Lema 6.8 € dado por

R U ) RV
bk — 1)(1+ Vo)?

(6.15)

s

Prova. E suficiente substituir os valores de (6.12) e (6.13) na relagao (6.4).

Pode-se observar que neste caso usando o critério de A-otimalidade, os
delineamentos binarios sao sempre mais eficientes do que os nao binarios, pois o limite
inferior para a variancia média é menor no caso binario. Porém, em relagao a outros
critérios isto nao € sempre verdade, veja Shah e Das (1992).

Um delineamento em blocos incompletos equilibrados é o delineamento
nao ortogonal mais eficiente quando todas as possivels comparagoes sao de igual im-
portancia. Para contrastes suplementares, o delineamento nao ortogonal de tipo S mais
eficiente, no sentido de ocasionar a minima perda de eficiéncia por causa da nao ortog-
onalidade e aquele que satisfaz a Equacao (6.13), pois ele produz a menor variancia na
estimagao destes contrastes. Em geral, se os delineamentos de tipo S atingem o limite
inferior dado em (6.15), eles serao os mais eficientes na estimacao dos contrastes suple-
mentares em relagdo a qualquer outro delineamento nao ortogonal, veja Gupta (1989).

Deixaremos esta discussao apresentando um exemplo para exibir a utili-
dade desta teoria. O mesmo foi extraido de Pearce (1963). Em nosso caso, tentaremos
encontrar por tentativa e erro, diversos delineamentos alternativos para a mesma situa-
cao experimental. A otimalidade do delineamento proposto por Pearce sera avaliado por
comparacao com outros delineamentos.
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6.6 Exemplo

Existem variedades de maca que sao bienais, de maneira que a etapa
do florescimento das arvores acontece em anos alternados. No experimento em questao
foi considerada a aplicacao de trés tipos de pulverizadores no ano de florescimento para
observar se a inibigao do excesso do florecimento, poderia levar a uma situagao futura
de florescimento anual. O objetivo do experimento nao era comparar os pulverizadores
entre sim, senao compara-los com o controle. Também desejava-se pulverizar a menor
quantidade possivel de arvores, para reduzir o prejuizo no caso de nao acontecer o efeito
esperado. Foi utilizado o seguinte delineamento de tipo 5.

[ ir i mnw v vi
o ¢ 0 A O B
O o0 ¢ B A O
cC O B O O A
A B O O C O

Figura 6.1: Delineamento S1

Ele possui r = (12, 4, 4, 4), b=606, k=4, v=4, sg=24, 5=
4, ag=38 e o =4, matriz de incidéncia e matriz de concorréncias dadas por

99 2 2 9 9 24 8 8 8
1001 1 1 , S 4 2 2
N = N
\ 011 101 | ¢NN S 2 4 2
1 11010 S 2 2 4

e matriz de informacao



-2
C=1_ 05 3 —o05
-2 —0.5 —0.5 3
Assim resultam
3 —-0.5 —=0.5 0.357 0.071 0.071
M=1 =05 3 —0.5 , M~' =] 0.071 0.357 0.071
—-0.5 —0.5 3 0.071 0.071 0.357

A matriz de dispersao M~! dos contrastes suplementares acima, indica
que cada contraste serd estimado com variancia igual a 0.3570%. No caso binario, a
atribuicao de 4 tratamentos a unidades experimentais que formam blocos de tamanho 4
conduz a delineamentos com blocos completos. Por esse motivo, nessa situacao inexistem
delineamentos binarios nao ortogonais.

O limite inferior para a variancia média é dado por

i 4x3x(242)* 16 , -
T = = — =0.3556 6.16
(6 x 42— (24 +3x4))(1+2)2 45 ’ (6.16)

e para saber se é possivel construir um delineamento nao binario que alcance a variancia
minima com as especifica¢oes dadas acima, é suficiente calcular os valores de oy e a. Como
os valores a = 2.5 e «ap = 7.5, das concorréncias nao sao inteiros, eles indicam a nao
existéncia de um delineamento nao binario com blocos de tamanho 4 com sg =24 e s = 4
atingindo o limite inferior T' dado em (6.14). Porém, o delinecamento S1 quase atinge esse
limite e o delineamento de Pearce parece ser o melhor dentro dos delineamentos de tipo
S nao binarios.



Para blocos de tamanho 2, existe um delineamento bindrio que alcanga o
limite inferior. Ele é dado por

Irr Irrr v v v vil vill IX X XI XII

O o0 O O 0 0 O O 0O A A B
A A A B B B C(C C C B (C C
Figura 6.2: Delineamento S2
Neste casso, r = (9, 5, 5, 5) b=12, k=2, v =4, a, =3, a =1 e a matriz de

dispersao dos contrastes suplementares é

0.44 0.11 0.11
M~ =1 011 044 0.11
0.11 0.11 0.44

Calculando o limite inferior T dado em (6.15) correspondente a delinea-
mentos binarios, proprios em blocos de tamanho 2 e de tipo S resulta T = 0.44.

No delineamento S2, temos que V(7 — 7;) = 0.440?%, para @ = 2,3,4,
verificando assim que a variancia coincide com o limite inferior. Portanto, nenhum outro
delineamento nao ortogonal (bindrio ou nao) em blocos de tamanho 2, tera menor variancia
para estimar os contrastes suplementares.

Continuando a pesquisa na busca de delineamentos A-otimails para os
contrastes suplementares, vejamos agora se para 24 unidades experimentais em blocos
de tamanho 3, existe um delineamento binario do tipo S que atinja o limite inferior T.
Calculando as constantes correspondentes obtem-se os valores @ = 2, ay =6 ¢ T =
0.33 . Neste caso é impossivel alocar tratamentos que satisfacam essas concorréncias,
mostrando a inexisténcia de delineamentos binarios que atinjam o limite inferior para

b=8, k=3 ev=4.



O mesmo raciocinio permite explorar outras situagoes. Assim por exemplo
para b=9, k=3 e v = 4, resultam o = 2.25, oy =6.75 ¢ T = 0.296.

Como as concorréncias nao sao nimeros inteiros, inexistem delineamentos
de tipo S atingindo o limite inferior. Porém, pode-se procurar outro delineamento préximo
ao limite; o seguinte delineamento é uma possibilidade:

[ 1 1 v v o vi o vil VIII IX
o o O 0 0 0 O O @)
A A A B A B A A B
B ¢ B C C C B C C

Figura 6.3: Delineamento S3

Neste casor =(9, 6, 6, 6), b=9, k=3, v=4, ag=6, a=3, com
matriz de concorréncias e matriz de dispersao

266 03 0.1 0.1
NN' = 0 . M7t=101 03 0.1
636 3 0.1 0.1 0.3
6 3 3 6 o '

Para o delineamento S3, vemos que a variancia dos contrastes suple-
mentares esta muito proxima ao limite inferior. Também, neste delineamento, o incre-
mento de 3 unidades experimentais reduz a variancia em comparacao ao delineamento

S1.

Em seguida apresentaremos duas tabelas mostrando as variancias e as
eficiéncias de estimacao dos contrastes suplementares para os delineamentos S1, 52 e S3.



Tabela 6.1: Variancias dos contrastes suplementares para os delineamentos 51, 52 e S3

Delineamento

Sl S2 S3

n=24 n=>24 n=27
Contraste v=4 v=4 v=4

b=6 b=12 b=9

k=4 k=2 k=3

(a (b) (b)
nr 0.3570% 0.4440° 0.30002
L7 0.3570% 0.4440° 0.3000*
U7 0.3570% 0.4440°2 0.3000°

(a) Delineamento nao binario,  (b) Delineamento binario.

Na Tabela 6.1 observam-se as variancias de estimagao dos contrastes suple-
mentares para os delineamentos S1, S2 e 53, a primeira correspondendo a um delineamento
nao binario e as duas ultimas a delineamentos binarios, apresentando a menor variancia
o delineamento 573.
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Tabela 6.2: Fatores de eficiéncia dos contrastes suplementares para os delineamentos S1,

S52 e S3

Delineamento

S1 S2 S3

n=24 n=24 n=27
Contraste v=4 v=4 v=4

b=6 b=12 b=9

k=4 k=2 k=3

(a)  (b) (b)
It 0.933 0.70 0.926
157 0.933 0.70 0.926
7 0.933 0.70 0.926

Na Tabela 6.2, mostram-se as eficiéncias de estimacao dos contrastes su-
plementares dos delineamentos S1, S2 e S3 . Os mesmos serao os mais eficientes dentro da
classe de delineamentos de tipo S para blocos da tamanho 2, 3 e 4 respectivamente sendo
que o delineamento S2, atinge o limite inferior T. Assim, supondo que o experimentador
disponha de poucas unidades experimentais, ele podera escolher o plano mais conveniente
levando em consideracao os custos, a variabilidade das unidades experimentais, o material
experimental disponivel e a eficiencia desejada para as comparagoes de interesse. Esta é
precisamente a vantagem de possuir delineamentos alternativos.



Assim, dado um delineamento experimental com valores de v, b e k pre-
[Var(l!H)lo
[Var(l:i')]A
dos contrastes suplementares [t = 7, — 75 para escolher delineamentos 6timos.

fixados, pode-se considerar a variancia [Var(li7)] e a eficiéncia de estimagao

Em geral, ndo existem delineamentos de tipo S que atinjam o limite in-
ferior dado em (6.15). Neste caso, estes delineamentos podem nao ser os mais eficientes.
Porém, em muitos casos a diferenga nas suas eficiéncias em relagao a outros delineamen-
tos, € minima. Por isso, um delineamento de tipo S pode ainda ser preferivel, devido
a estrutura de simetria da matriz de variancias e covariancias dos estimadores dos con-
trastes de interesse e a facilidade em obter estimadores combinados intra-interbloco, veja
Constantine (1983). Assim, para muitos propdsitos praticos, é suficiente procurar um
delineamento eficiente na classe reduzida dos delineamentos de tipo S, veja Hedayat e
Majumdar (1984). No caso de se ter um nimero de tratamentos que nao é quadrado per-
feito ou se as concorréncias nao sao nimeros inteiros, a técnica do reforgo (reinforcement,
em inglés), inicialmente ideada por Das (1958), pode fornecer resultados aproximados,
veja Gupta (1989).

Nos casos onde nao existem delineamentos de tipo S, um delineamento
eficiente podera ser obtido utilizando a ideia de modulos (bricks, em inglés) proposta por
Pearce (1964), veja por exemplo Jones e Eccleston (1980) e Jones (1985).

No proximo capitulo serao feitas as consideragoes finais deste trabalho.



Capitulo 7

Consideracoes finais

Nesta dissertacao foi feito um estudo dos contrastes em delineamentos
conexos em blocos, sendo ele limitado a andlise intrabloco e orientado principalmente a
construgao de delineamentos.

Tentou-se basicamente construir esquemas experimentais para responder
com maximo detalhe as perguntas do pesquisador, utilizando os contrastes para especificar
o proposito do experimento, procurando satisfazer as expectativas do experimentador em
relacdo a precisao na estimagao desses contrastes. A matriz (' da andlise intrabloco exerce
um importante papel nesse estudo, desde que sua estrutura espectral contém informagao
sobre os contrastes naturals e basicos, enquanto seus elementos exibem as concorréncias
ponderadas e as quase-replica¢oes dos tratamentos. Por outro lado, o teorema de Gupta
(1988a) enunciado no Capitulo 5 mostra que a estrutura da matriz C' esta também inti-
mamente relacionada com a matriz de dispersao de um conjunto de contrastes estimados.
Além disso, explorando esta estrutura pode-se ter informacao sobre algumas propriedades
desejaveis de um plano experimental como conexidade, ortogonalidade e equilibrio. Des-
ta forma a Teoria dos Modelos Lineares pode ser vista como um instrumento geral que
também pode ser utilizada para obter informacoes valiosas sobre as potencialidades do
plano experimental antes da execucao fisica do experimento.

Quando tratamentos e blocos nao sao ortogonais, o estudo dos contrastes
naturais e basicos fornece uma visao global do alcance e limitacoes do delineamento ex-
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perimental. A partir desse estudo pode-se ter informagao sobre os contrastes que serao
estimados com eficiéncia completa e os que terao afetadas suas eficiencias. Também,
ambos os tipos de contrastes produzem parti¢ées da soma de quadrados dos tratamen-
tos em componentes estatisticamente independentes. A decomposi¢ao, nao sera unica no
caso de existir multiplicidade entre os autovalores da matriz C' ou F'. Em particular,
se todos os autovalores sao iguais, (como no caso dos blocos completos aleatorizados ou
dos blocos incompletos balanceados), todos os contrastes serao naturais (ou basicos) e
qualquer conjunto de v — 1 contrastes ortogonais linearmente independentes produzirao
uma decomposicao da soma de quadrados dos tratamentos. Se ambos os conjuntos de
contrastes diferem, a escolha deles dependerd dos objetivos do experimento. Assim, um
delineamento deve ser construido de tal maneira que os contrastes de interesse sejam os
naturals ou basicos, tentando estima-los com alta eficiencia.

Se o delineamento a ser adotado pertence a alguma das classes estudadas
no Capitulo 4, sera facil ter informacao sobre precisao e eficiéncia na estimagao de con-
trastes, utilizando as replicagoes efetivas e os fatores de eficiéncia exibidos na tabela 4.1.

Outro método de construcao de delineamentos pode ser utilizado quando
se procura estimar um conjunto de contrastes com variancias e covariancias pré-especi-
ficadas pelo experimentador. O teorema demonstrado por Gupta (1988a) explora essa
possibilidade. Uma de suas conseqiiéncias mais interessantes é a construcao de delinea-
mentos que produzem estimativas independentes de contrastes nao ortogonais, como no
caso da comparacao de varios tratamentos em estudo com um controle, ja que nesses ca-
sos mesmo delineamentos ortogonais (tais como os blocos completos aleatorizados) falham
neste sentido. Este caso encontra-se ilustrado no Exemplo 5.2.

Uma das extensoes do resultado de Gupta (1983a) feita neste trabalho,
visa ao estudo de delineamentos com blocos para comparar diversos tratamentos com um
controle. Esse resultado mostra que toda a informagao estatistica pertinente, correspon-
dente aos contrastes suplementares, esta contida na inversa da sub-matriz M da matriz de
informacao. Esse resultado foi utilizado no estudo da A-otimalidade dos delineamentos
de tipo S para estimar contrastes suplementares, generalizando assim os resultados de
Gupta (1989) para delineamentos nao binarios.

O teorema de Gupta (1938a), oferece também a possibilidade de gerar
diversos delineamentos para uma mesma situacao experimental, dando ao pesquisador a
opcao de comparar planos alternativos e escolher o mais conveniente. Porém, existem
situagoes onde é dificil ou impossivel encontrar tais planos. Isto indica que nao existe

130



uma relacao biunivoca entre delineamentos e matrizes de informacao, pois a cada plano
experimental pode ser associada somente uma matriz de informagio, correspondendo,
porém, a cada matriz de informagao nenhum, um ou varios planos.

Algumas questoes devem ainda ser estudadas. Entre elas pode ser mencio-
nada a pesquisa e implementagao de algoritmos para a geracao de planos experimentais a
partir do conhecimento da matriz de informacao, produzidos pela especificagao da matriz
de dispersao dos contrastes de interesse. Em particular, a procura de planos mais eficientes
que satisfacam esses requerimentos é uma tarefa a ser realizada.

Para que a teoria apresentada no Capitulo 6 seja aplicavel em diversas
situagdes praticas, tals como quando o nimero de tratamentos nao é quadrado perfeito
ou quando as concorréncias nao sao numeros inteiros, é necessario também avaliar a
qualidade das solu¢oes propostas por Gupta (1989).

Através de todo o trabalho foi feita a formalizagao da teoria apresentada,
incluindo somente as demonstragoes que nao se encontram na literatura revisada. A util-
idade desta teoria na construcao dos delineamentos foi ilustrada com ajuda de exemplos
adaptados a situacao em estudo. Foram exploradas em detalhe diversas possiveis situa-
¢oes nos quais o teorema de Gupta (1988a) pode ser aplicado, gerando-se diversos planos
pelo método de tentativa e erro.

Experimentos comparativos sao freqiientemente conduzidos para obter in-
formacao sobre contrastes particulares, de interesse para o pesquisador. Nesse sentido, a
teoria contida neste trabalho pode ser uma ferramenta til para a construgao de planos
experimentais realistas, eficientes e compativeis com o objetivo do experimento. Eles
poderao assim fornecer informagao relevante para o pesquisador, com a vantagem adi-
cional de admitir avaliagoes prévias a sua implementacao.
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Apéndice A

Neste Apéndice daremos uma lista de resultados matriciais utilizados
neste trabalho. Esses resultados e suas demonstracoes podem-se encontrar em Roy, Green-
berg e Sarhan (1960), Rao (1965), Ouellette (1981), Graybill (1983), Seber (1984), e Noble
& Daniel (1988), entre outros.

Al. Determinante

Lema A.1 Se A € uma matriz de ordem px p ¢ |A|#0 . entdo

lcAl = ¢ |Al
Lema A.2 Se A e B sao duas matrizes de ordem p X p, entao
AB| = |A]|B].

Teorema A.1 Seja a matriz quadrada particionada

£ F
A= .
G H

Se a matriz E € ndo singular, entdo

|A| = |E||H — GE™'F|.
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Corolario A.1 Se H € ndo singular e F e G sdo matrizes nulas, entdo

|Al = |E||H].
Corolario A.2 Seja F' de ordem m x n e G de ordem n x m. FEntao
|, — FG|=|I,—GF|.
A2. Matrizes padronizadas

Definicao A.1 A matriz A = (q;;) de ordem p x p € chamada matriz circulante se
aij = @1y, onde

_ 73—+ 1, se J
" {n—(j—wl), j<

Teorema A.2 Se A ¢ uma matriz circulante, simétrica e de ordem p X p, seus autovalores
estio dados por

p—1 271l
A = Zalcos( J ), 7=0,1,...,p— 1

=1 p

.. ., (g be’ o
Corolario A.3 Se¢ A = ( be (c—d)y +dln 11, ) . entdao

Al =g |(c = D)oy + (22) 1091, 4.

g
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Teorema A.3 Seja a matriz B de ordem k x k definida por

B = (a — b)Is + bly1}

A matriz B tem inversa se e somente se a # b e a # —(k — 1)b. Nesse caso,

Teorema A.4 Se A ¢ B sao matrizes de ordem k X k ¢

A B --- B
B A --- B
B B ... A

e D tem dimensao mk x mk, entao

ID|=|A=B|"" |[A+ (m —1)B|

Teorema A.5 Se A e D sdio matrizes simétricas e suas inversas eristem, entao

A B\ [ ATV FETY —FE
B D - —E7VFY £

onde E=D— B'A'B ¢ F=A"1'B.

-1
. A O At 0
Corolario A.4 ( ) = ( o p-! ) .
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A3. Matrizes positivas semidefinidas

Definigao A.2 Uma matriz simétrica A € positiva semidefinida se e somente se x’ Ax >
0 para todo vetor x.

Teorema A.6 Seja A uma matriz simétrica de ordem p x p. Condigoes necessdrias e
sufictentes para que A seja positiva semidefinida sao

(i) Os autovalores de A sdo ndo negativos.

(#i) Existe uma matriz B de ordem p X p de posto menor o igual que p tal que A= B’B.

A4. Matrizes idempotentes

Definicao A.3 UUma matriz quadrada A € idempotente se A* = A.

Lema A.3 Se A € idempotente, entao também [ — A € idempotente.

Definicao A.4 Uma matriz simétrica € idempotente € chamada de matriz de projegdo.

A5. Inversas generalizadas

Definigao A.5 A g-inversa de uma matriz A de ordem m x n € a matriz A~ de ordem
n X m tal que

AATA=A
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Lema A.4 Seja A uma matriz simétrica de ordem p. Se A~ € inversa generalizada de
A, entao (A™) € inversa generalizada de A.

Definigao A.6 A matriz AT € a inversa de Moore-Penrose de A se

(i) AA*A = A

(ii) A*AAT = A+

(ii]) (AAYY = AAY

(iv) (ATA) = A* A

Essa inversa exisle € € unica.

A6. Autovalores e autovetores

Seja A uma matriz quadrada e simétrica de ordem p. Um autovalor de
A é um escalar A tal que Ax = Ax, para alguim vetor x # 0. O vetor x é chamado de
autovetor de A.

Teorema A.7 Uma matriz quadrada de ordem p X p tem autovalores nulos se e somente
se A € singular.

Lema A.5 Se A € uma matriz simétrica de ordem p, com autovalores Ay, Ag, ..., Ap,.
Entao

(1) trago(A)=5""_, A,

(ii) posto(A)= numero de autovalores nao nulos.
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(i) | A] = T\,
(iv) se A; € autonalor de A, entdo kX; € autovalor k A, 1=1,...,p
(v) (A+kDx = (A + k)x

(vi) A'x = Mx, h=12,...

(vii) Se A € positiva definida, entao A\; >0, 1 =1,...,p.

(vitt) Se A € positiva semidefinida de posto r, entio exatamente r dos
autovalores sao maiores que zero, € 0s restantes sdo nulos.

Teorema A.8 (Decomposigao Espectral) Qualquer matriz simétrica A,x, pode ser
descomposta como

A == F/\F/ = Z /\ZXiXE

onde A € uma matriz diagonal de autovalores A, Aq,..., A, de A e ' € uma matriz or-
togonal cujas colunas sio os autovetores Xi1,Xz2,...,Xp com XiX;j =1 se 2 =7 e
o .

xix; =0 se1# .

Corolario A.5 Se A € ndo singular sua inversa ¢ A~' = ¥ \inxg. Os autovetores
satisfazem ¥ x;x} = 1,,.

Corolario A.6 Se A ¢ dada por A = P A\xix}, onde A, Aq,..., A\, (r < p) sdo os
autovalores ndo nulos, entdo a inversa generalizada de Moore-Penrose € dada por
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e a g-inversa de de A €

r

| Py
A" = Z /\—ixixg + Y —XiX]

=741 ¢
onde Qy1,Q42,...,Q, SGo constantes arbitrdrias.
Lema A.6 Se A € uma matriz simétrica de ordem p, entdo seus autovalores sao reais.

Lema A.7 Seja A uma matriz stmétrica de ordem p. Se Ax = Ax (A #£0), entdo

XA A=x.



Apéndice B

Neste Apéndice daremos uma lista de comandos utilizados para o calculo
de diversas quantidades tais como variancias e fatores de eficiéncia dos contrastes, inversas
generalizadas, autovalores e autovetores das matrizes de informacao e outras operagoes
matriciais. Eles correspondem aos moddulos IML e CM dos pacotes estatisticos SAS e
SOC respectivamente.
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LISTA DE COMANDOS

SAS SOC TAREFA

matrizl+matriz2 matrizl4+matriz2 Soma matrizes da mesma dimensao.
matrizl-matriz2  matrizl-matriz2  Subtrai matrizes da mesma dimensao.
matrizl’ matrizl’ Inverte a posi¢ao dos elementos das

linhas e colunas e vice-versa.
matrizl*matriz2 matrizl*matriz2 Calcula o produto matricial entre matrizes

compativeis.

matrizl##r matrizl#r Eleva cada elemento da matriz ao valor
especificado.

matrizl**r matrizl Tr Eleva uma matriz quadrada ao valor
especificado.

EIGEN(matriz) = AUTO(matriz)  Calcula os autovalores e os autovetores de
uma matriz simétrica.

EIGVAL(matriz) Calcula os autovalores de uma matriz sim
EIGVEC(matriz) Caicula os autovetores de uma matriz sim
DET (matriz) DET(matriz) Calcula o determinante de uma matriz qu

TRACE(matriz) ~TRACO(matriz) Calcula o trago de uma matriz quadrada.
VDIAG(matriz) Constroe um vetor a partir da diagonal
principal de uma matriz quadrada.
DIAG(vetor) DIAG(vetor) Constroe uma matriz diagonal a partir de
um vetor.
DIAG(matriz) DIAG(matriz) Constroe uma matriz diagonal a partir do
elementos diagonais de uma matriz quad.

I(n) IDENT(n) Cria uma matriz identidade com dimensio
definida pelo valor do argumento.
INV(matriz) INV(matriz) Calcula a inversa de uma matriz quadrada

nao singular.
GINV(matriz) INVP(matriz) Calcula a g-inversa de uma matriz
retangular m X n com m > n.
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LISTA DE NOTACOES

A seguir sao listadas as notagoes utilizadas neste trabalho, indicando-se
também a péagina onde a notagao é introduzida.

Simbolo  Significado

d Delineamento ou plano experimental, p. 11

n Numero de unidades experimentais, p. 11

v Numero de tratamentos, p. |1

b Numero de blocos, p. 11

ke Tamanho do bloco para delineamentos proprios, p. 13
k; Tamanho do bloco j, p. 12

r Numero de replicagdes para delineamentos

equi-replicados, p. 13

T Numero de replicacdes do tratamento z, p. 12

Y Vetor coluna aleatério de n observagoes, p. 11

Yy Vetor coluna formado pelos valores observados de Y, p. 14

1, Vetor coluna de dimensao n, com todos seus
elementos iguais a 1, p. 11

o? Variancia das perturbagoes aleatorias, p. 11

D Matriz do delineamento para blocos, p. 11

di; (1,])-ésimo elemento de D, p. 12

A Matriz do delineamento para tratamentos, p. 12

i (1,))-ésimo elemento de A, p. 12

IV Vetor coluna de dimensao b formado pelos
parametros dos blocos, p. 11

T Vetor coluna de dimensao v formado pelos
parametros dos tratamentos. p. 11

T Vetor que estima o vetor 7 dos tratamentos, p. 28
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Continuagao

Simbolo Significado

= o
on

o

'1]"!
S

3
::Zi

N0 QAN W=
=

0
<

(d)

”j"j[l]IOOC}_QC)ﬁ

o
+

>3
-~

Vetor coluna de n perturbagoes aleatorias, p. 11
Vetor de tamanhos dos blocos, p. 12

Vetor de replicagbes dos tratamentos, p. 12
Vetor k escrito como uma matriz diagonal, p. 12
Vetor r escrito como uma matriz diagonal, p. 12
Inversa de rf, p. 12

Inversa de k®, p. 12

Matriz de incidéncia do delineamento, p. 13
(¢,7)-ésimo elemento de N, p.13

Matriz de concorréncias dos tratamentos, p. 14
Total dos blocos, p. 14

Total dos tratamentos, p. 14

Total geral das observagoes, p. 14

Vetor de totais ajustados dos tratamentos, p. 16
Matriz de informagdo do delineamento, p. 16
(2,7)-ésimo elemento de C, p. 18

Matriz de Kirchhoff, p. 20

Grafo associado ao delineamento d, p. 20
Inversa generalizada de C, p. 25

Inversa generalizada de Moore-Penrose de C, p. 26
Matriz de projegao, p. 27

Inversa generalizada de Tocher, p. 25

Inversa generalizada de Pearce, p. 26

Matriz ponderada de C, p. 40

Inversa generalizada de Moore-Penrose da matriz F', p. 41
i-ésimo autovalor da matriz F, p. 40

i-ésimo autovetor da matriz F, p. 40

i-ésimo autovalor da matriz C, p. 30
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Continuagao

Simbolo  Significado

u; i-ésimo autovetor da matriz C, p. 30

3 Concorréncia ponderada, p. 55

« Concorréncia nao ponderada, p. 57

R Replicagao efetiva, p. 34

ef(dr)  Fator de eficiéncia do contraste ¢'7, p. 35

L Matriz de coeficientes de contrastes, p. 30

o?M~!  Matriz de dispersao de L7, p. 80

m; i-ésimo elemento diagonal de M ™', p. 117

Qubk Familia de delineamentos em b blocos de
tamanho £ e v tratamentos, p. 116

T Limite inferior da varidncia média dos

contrastes suplementares, p. 120
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