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Abstract

This dissertation is dedicated to the study of the arithmetic, geometric and harmonic means.
Initially, we defined each of the means and applied its uses through problem resolution. Afterwards,

we gave emphasis to the inequalities between the means and its uses.

Keywords: Inequalities, Means, Uses.

Resumo

O presente trabalho se dedica ao estudo das médias aritmética, geométrica e harmonica. Ini-
cialmente, definimos cada uma das médias e trabalhamos suas aplicacoes através da resolucao de

problemas. Posteriormente destacamos as desigualdades entre as médias e suas aplicagoes.

Palavras-chave: Desigualdades, Médias, Aplicagoes.
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Introducao

Analisando os conteuidos programaticos das cole¢es aprovadas no Plano Nacional do Livro
Didético (PNLD) 2014 para os anos finais do ensino fundamental [1], constatamos que a maioria
delas tratam o assunto média explorando somente contetidos referentes as médias aritmética simples

e ponderada e nao citam as médias geométrica e harmonica.

Em relagdo aos contetidos programaticos das sete colegoes aprovadas no PNLD 2012 [2] para o
ensino médio, constatamos que a énfase dada ao assunto média, é novamente dedicada as médias

aritmética simples e a média aritmética ponderada.

Devido a essa abordagem feita nos livros, conseguimos entender melhor o processo de generali-
zagao que as pessoas fazem quando se deparam com problemas que envolvem médias. Sem muita
reflexdo, elas aplicam o algoritmo da média aritmética acreditando terem resolvido a questao. Por
exemplo, considere o problema retirado do livro A Matemdtica do ensino Médio volume 2 [3].
Problema: Uma empresa aumentou sua produgdo durante o primeiro bimestre do ano passado.
Em janeiro e em fevereiro, as taxas de aumento foram de 21% e 8%, respectivamente. Qual foi a

taza média de aumento mensal nesse bimestre?[4]

A maioria das pessoas responderia calculando a média aritmética, somando 21% com 8%,
dividindo o resultado por 2 e obtendo a resposta 14,5%. Entretanto, como veremos no decorrer
desse trabalho, essa resposta esta errada e esse problema seria melhor resolvido com o auxilio da
média geométrica.

Apesar de serem negligenciadas, as médias geométrica e harmonica se constituem como ins-
trumentos de fundamental importancia no cotidiano. Por exemplo, em célculos envolvendo ma-
tematica financeira, velocidade média, custo médio de bens comprados com uma quantia fixa,

etc.

No capitulo 1 desse trabalho, destacaremos aspectos conceituais das médias, definindo cada

uma e finalizaremos apresentando suas aplicacoes.

Em varios sites das companhias de energia elétrica, consta que se nao for possivel ter acesso ao



medidor de energia da residéncia, o faturamento da conta sera feito pela média de consumo dos
ultimos doze meses. A questdao é que, em muitos desses sites, a principio, nao se especifica qual
é o tipo de média a ser usado. Pesquisando um pouco mais, descobrimos que a média utilizada
é a aritmética. No capitulo 2, entenderemos porque quando se trata de cobrar o consumidor, é
utilizada a média aritmética. Nesse mesmo capitulo provaremos o teorema da desigualdade das

médias e apresentaremos, também, suas diversas aplicagoes.

No capitulo 3, deixaremos sugestoes de problemas, para que possam ser aplicados os conceitos

desenvolvidos nessa dissertacao.

Por meio desse estudo, pretendemos fornecer um material de apoio aos professores que desejam
ensinar aos seus alunos um conceito mais amplo de média, assim como proporcionar aos mesmos
um importante contato com as médias geométrica e harmonica e suas aplicagoes, tendo em vista

que essas médias constam nos contetudos programaticos dos principais vestibulares do pais.



Capitulo 1

Definicoes e Aplicacoes

1.1 Meédia Aritmética Simples

Dada uma lista de n > 1 ntimeros reais, x1, s, x3, ...., T,, a média aritmética A é definida pela

igualdade:
_ T1t T2+ T3+ Ty

n

A (1.1.1)

Propriedade: A média aritmética preserva a soma dos nimeros da lista.

Isto é, se substituirmos cada nimero x, s, 3...., T, por A temos:

T+ +a3+.. .+, =nA=A+A+A+ ...+ A.

n vezes

Esta é a média mais simples de ser calculada. Basta somarmos os nimeros da nossa lista e, em

seguida, dividirmos o resultado pela quantidade de niimeros da mesma.
Exemplo: Qual ¢ a média arimética dos niimeros 4, 9, 12 e 207

Solucao:

A:4+9+412+20:4§:11,25.

Observe que a soma dos ntimeros é 4 + 9 + 12 4+ 20 = 45 e se substituirmos cada um desses
numeros pela média A teremos 11,25+ 11,25+ 11,25+ 11,25 = 45. Ou seja, como definido acima,

a média aritmética preserva a caracteristica da soma.



1.2 Meédia Aritmética Ponderada

Na média aritmética simples, cada niimero possui exatamente a mesma importancia ou mesmo
peso. Se temos uma lista de niimeros que possuem importancia relativa, ou pesos diferentes,

devemos utilizar uma média que considere esses pesos. Essa é a media aritmética ponderada.

Dada uma lista de n>1 nameros reais xi, s, x3, ...., £,, COM pesos respectivamente iguais a
D1, P2, P3, ----, Pn, & Média aritmética ponderada P ¢é dada pela igualdade:
Tyt pP2-Tot+p3-r3t+....+ - T
p— P11 T P2 T2 T P3-T3 Pn n (1.2.1)

pr+p2+p3s+ ... +pn

Exemplo: Numa avaliacao bimestral constituida de duas provas, um aluno tirou nota 6 na pri-
meira, que tinha peso 2 e nota 4 na segunda, que tinha peso 3. Qual foi a média obtida pelo

aluno?

Solucgao:

1.3 Meédia Geométrica

Dada uma lista de n > 1 nimeros reais positivos, x1,zs, x3, ...., T,, a média geométrica G é

definida pela igualdade:

G = /r1 29 23... - Ty, (1.3.1)

Propriedade: A média geométrica preserva o produto dos niimeros da lista.

Isto é, se substituirmos cada nimero x1, x9, x3...., ,, por G temos:

r1-To-x3-... ¢, =G"=GGG. . G.
-

n VEZES

Exemplo: Qual a média geométrica dos niimeros 3, 6 e 127

Solugao:

G=+v3-6-12=+v216=6

Observe que o produto dos niimeros é 3-6-12 = 216 e se substituirmos cada um desses niimeros

pela média G teremos 6 -6 -6 = 216. Ou seja, como definido acima, a média geométrica preserva



a caracteristica do produto.

1.4 Meédia Harmonica Simples

Dada uma lista de n > 1 ntmeros reais positivos, x1, 2, x3, ..., T,, a média harmdnica H é

definida pela igualdade:
n
= (1.4.1)

Propriedade: A média harmonica preserva a soma dos inversos dos niimeros da lista.

Isto é, se substituirmos cada nimero x1, x9, x3...., T,, por H teremos:

1+1+1+ +1 1 1+1+1+ +1
— t—F—+ .. +t—=n===4+=+=+4+...+=.
T To I3 T H H H H H
Exemplo: Qual a média harmdénica dos nimeros 1, 2, e 107
Solucao:
3 3 3 310 15
H=1 5 1T~ w5a -1~ =< = 1,87
itatw - 1w 16 8

Observe que a soma dos inversos dos niimeros é

L1, 1104541 168
1 2 10 10 10 5
e se substituirmos cada um desses nimeros pela média H teremos
8 8 8§ 38 8

1 1
MR I TR TR TR TS

oo‘;‘ —_

Ou seja, como definido acima, a média harmodnica preserva a caracteristica da soma dos inversos

dos nimeros da lista.

1.5 Aplicacoes

Nesta secao apresentaremos, através da resolugao de problemas, as diversas aplicagoes envol-

vendo médias de uma forma geral.



Problema 1: Calcule as médias aritmética A, geométrica G, harmonica H e aritmérica ponderada

P (com pesos 1, 2 e 3, respectivamente) dos nimeros 6, 4 e 9.

Solugao:

A= S0 _ 19 > ¢ 33

S E— =3 —3.3 _ 108 ~p g
1, 1,1 — 64944 — 19 — - -
§TaTe  Ta 36 19 19 ’

16424439 _ 41 ~
P= s = % = 6,83

Problema 2: (Fuvest) Numa classe com vinte alunos, as notas do exame final podiam variar de
0 a 100 e a nota minima para aprovacao era 70. Realizado o exame, verificou-se que oito alunos
foram reprovados. A média aritmética das notas desses oito alunos foi 65, enquanto que a média
dos aprovados foi 77. Apds a divulgagao dos resultados, o professor verificou que uma questao ha-
via sido mal formulada e decidiu atribuir 5 pontos a mais para todos os alunos. Com essa decisao,
a média dos aprovados passou a ser 80 e a dos reprovados 68,8.

a) Calcule a média aritmética das notas da classe toda antes da atribuigao dos cinco pontos extras.
b) Com a atribui¢ao dos cinco pontos extras, quantos alunos, inicialmente reprovados, atingiram

nota para aprovacao?

Solugao:
Temos 20 alunos, dos quais 8 foram reprovados e 12 aprovados. Sejam 7,73, ....,7g, 08 0itos

alunos reprovados e ai, as, ..., a12, 0s doze alunos aprovados. Como a média dos reprovados foi 65,

temos:
T1+T2—|—...—|—7"8

8

Como a média dos aprovados foi 77, temos:

:65—>7’1+T2+...+T8:520.

a; + ag + ... +ag
12

=T77T—=a1+ax+ ... +ao =924



a) Seja m a média das notas da classe toda, antes da atribui¢do dos cinco pontos extras, entao:

(ri+7ry+ .. +rg) + (a1 +ax+ ... +ap) 520+ 924
20 20

m = =172,2.

b) Seja x o ntimero de alunos reprovados inicialmente e que obtiveram posterior aprovagao. Assim
o numero de alunos reprovados passa a ser 8 — z e de aprovados 12 4+ x. Seja M a média da sala
depois da corregao feita pelo professor. O total de pontos da sala foi 520 + 924 4+ 20 - 5 = 1544
que dividido pelo total de alunos, fornece M = 77,2, mas M também pode ser calculado usando
as novas médias dos alunos reprovados e aprovados. Temos 8 — x alunos reprovados que geram
um total de (8 — z) - 68,8 pontos, temos 12 + = alunos aprovados que geram (12 + x) - 80 pontos.

Assim:
(8 —x)- 68,8+ (124 z) - 80

20

Portanto, 3 alunos atingiram nota para aprovacao.

=70,2—x=3

Problema 3 !: Uma empresa aumentou sua producdo durante o primeiro bimestre do ano pas-
sado. Em janeiro e em fevereiro, as taxas de aumento foram de 21% e 8%, respectivamente. Qual

foi a taxa média de aumento mensal nesse bimestre?

Solugao: Suponha uma quantia inicial z. Se ela aumenta 21% no primeiro més, temos: = +
0,21 -2 =1,21-x. Assim 1,21 - 2 é quantia sobre a qual incidird o aumento do préximo més 8%.
Assim temos:

1,21-2+40,08-1,21 -2 =1,21-2-1,08 =1,3068 - x.

Portanto, o aumento bimestral foi de 30, 68%.

A taxa média i, é aquela que deve ser aplicada igualmente em cada més a fim de produzir o
mesmo aumento bimestral de 30, 68%. Desse modo, para encontra-la, basta efetuarmos os mesmos
célculos substituindo as taxas mensais 21% e 8% por i%. Supondo a mesma quantidade inicial x,
se ela aumenta % no primeiro més, teremos x +i-x = x - (1 +4). Se essa nova quantia aumenta
1%, entao teremos: x - (1+i)+i-x-(1+i)=z-(1+1)-(1+4) =z (1+14)? que, como mostrado

acima, tem que ser igual a 1,21 -2 - 1,08 = 1,3068 - x, assim teremos:

!Este problema foi citado na pagina 1 da Introducio.



z-(1+i)*=1,21-2-1,08
(1+44)2=1,21-1,08
1 47— T,20 1,082 1,1432
1=1,1432 -1
i 20,1432 = 14, 32%

Portanto, a taxa média é de 14,32%.

Observagao: A taxa média é a média geométrica das taxas acrescidas de uma unidade, de cujo

resultado se subtrai um.

Problema 4: Os indices anuais de inflagdo registrados no Brasil nos anos de 2011, 2012 e 2013
respectivamente foram 6,5%, 5,84% e 5,91%. Qual a taxa média anual de inflacdo no pais nesse

periodo?

Solugao: De acordo com a observagao acima, devemos primeiramente calcular a média geométrica

G das taxas acrescidas de uma unidade:

G = \3/(1 +0,065) - (14 0,0584) - (1 +0,0591) = 1,0608.
Basta subtrairmos um da média geométrica G encontrada e teremos a taxa média i:
i 21,0608 — 1 =0,0608 = 6,08%.

Portanto, a taxa média anual de inflagdo no Brasil nos anos de 2011, 2012 e 2013 foi de aproxima-
damente 6,08%.

Problema 5: Um carro se desloca da cidade A para a cidade B, com velocidade média de 120
km/h e retorna com velocidade média de 60 km/h. Qual a velocidade média desenvolvida no

percurso todo?

Solucao: Para muitos a resposta imediata seria dada pelo simples calculo da média aritmética

(120460)/2 = 90 km/h. Mas, como veremos a seguir, essa resposta estéd errada. Seja d a distancia



entre as cidades, t; o tempo de ida, t5 0 tempo de volta, v; a velocidade média na ida, v, a velocidade
média na volta e v a velocidade média no percurso todo. Temos que vy = d/t; — t; = d/v; e
v = d/ty — ty = d/ve. A velocidade procurada v é dada pelo quociente do espago total percorrido

2d com o tempo total de percurso t; 4 t5, nos fornecendo:

2d 2d 2d 2
v = = — — .
ity L4LdE+L) L+t

V1 V2

Portanto, v é a média harmoénica das velocidades vy e vs:

2 2 2-120
S 2 §0km/h
1 1 142
T w3

v =

Problema 6: As torneiras T3, Ty e T3 ligadas sozinhas enchem um tanque em 3 horas, 4 horas e
6 horas respectivamente. Abrindo-se as trés torneiras simultaneamente, quanto tempo levara para

encher o tanque?

Solugao: Considerando que o volume do tanque é x, que vy, Vo e v3 representam as respectivas
vazoes das torneiras 17, Ty e Ty e lembrando que a vazao é definida como a divisdo do volume pelo
tempo, temos: v, = x/3, v9 = x/4 e v3 = /6. Seja v a vazao simultdnea das trés torneiras e t o
tempo necessario para que as mesmas encham o tanque, temos: v = z/t (1). Sabemos também
que v = v; +v9 +v3 (2). Igualando as equagoes (1) e (2) obtemos:
x
t

_m+x+x_ <1+1+1>—>1—1+1+1—>t—4
3T T T\3T TG t 37476 T3

Portanto, o tempo necessério é de 4/3 de hora, o que equivale a 1 hora e 20 minutos.

Qual a relagao desse problema com as médias? Observe que a média harmoénica H dos tempos

que as torneiras levam para encher o tanque é:

3
1~ 4+43+2 — 9 —
+6 12 9

e que dividindo esse valor por 3 chegamos na resposta do problema. Podemos explicar essa relacao



notando que na resolugao obtivemos a equacao:

que, quando multiplicada pela fracao 3/3, fornece:

1 3 3 1 1 H
t=\tyrr1) 3= \t011) 3= 37
3 4 6 3 4 6

Portanto, para resolvermos os classicos problemas que envolvem as torneiras, basta calcularmos

a média harmonica e depois dividirmos o resultado pelo nimero de torneiras.

Problema 7: Duas torneiras 77 e T, enchem, separadamente, um tanque em 5 horas e 8 horas
respectivamente. Uma terceira torneira T3 leva 10 horas para esvaziar o tanque. Se as trés tornei-

ras forem ligadas simultaneamente, quanto tempo levara para o tanque ficar cheio?

Solugao: Como vimos acima, basta calcularmos a média harmonica dos tempos e dividirmos o
resultado pelo niimero de torneiras. Um detalhe importante a observarmos antes de efetuarmos
os céalculos é a necessidade de considerarmos os tempos das torneiras 77 e T, como positivos, pois

elas enchem o tanque e o tempo da torneira T3 como negativo, pois esta esvazia o tanque. Assim

temos:
B 3 B 3 3 _3_3 40 40
=71 ,1 T~ 1,1 _ 1 854 9 949 o
stst-m 5Ts— 1w w W 9 3
Entao, o tempo t procurado é:
0 w0
39

que ¢ aproximadamente 4 horas e 26 minutos.

Problema 8: Dada uma reta r, considere dois pontos A e B de r. A partir deles, construimos
os segmentos de reta AC' e BD de comprimentos a e b respectivamente e perpendiculares a reta
r. Ligando-se o ponto C' ao ponto B, o ponto D ao ponto A e chamando o ponto de interseccao
dos segmentos AD e CB de F (figura 1.1). Prove que a distdncia de E até a reta r é a metade da

média harmonica de a e b.

10



Figura 1.1: Figura do problema 8

Solugao: A média harmonica de a e b é:

2 2 2ab
H: p— p—
T E ats

Observe a figura:

Figura 1.2: Solucao do problema 8

Seja EF = x queremos mostrar que

H ab
2 a+b

Temos que AF e F'B sao as respectivas alturas relativas ao vértice FE dos tridngulos AEC e DEB.

Da semelhanca desses triangulos temos:

v=Fp Y

11



Da semelhanca dos triangulos AC'B e FFEB temos:

a_AB_)a AF+FB AF FB AF 1 2)
xr FB FB FB FB FB

substituindo (1) em (2) temos:

a
x
como queriamos demonstrar.

Problema 9: Prove que a média aritmética A de uma lista de nimeros satisfaz m < A < M,

onde m e M sao respectivamente o menor e o maior dos nimeros.

Solucgao: Sejam w1, xs,- -, x, os numeros da lista entao:

T+ 2o+ +x,
n .

A:

Sabemos que m < x; < M, para i =1,2,3,---,n. Assim podemos fazer:

m<az <M
m<axzy < M

m< z, < M.

Somando as n inequagodes obtemos: n-m < xy +x9 + .-+, < n- M, divindo por n:

m< T2t I <A< M
n

como queriamos demonstrar.

12



Problema 10: Prove que a média geométrica G de uma lista de n ntimeros positivos, satisfaz

m < G < M, onde m e M sao respectivamente o menor e o maior dos niimeros.

Solugao: Sejam zy, s, -+, x, os nimeros da lista entao: G = Yy w3 -1, Sabemos que
m<z; <M, parai=1,2,3,---,n. Assim podemos fazer:

m<z; <M

m<azo < M

m<z, < M.
Multiplicando as n inequagdes obtemos: m”™ < xy - w9 - ----x, < M". Como todos os nimeros

sao positivos podemos extrair a raiz n-ésima da inequacao e obtemos: m < ¢/xy -x9 -+, < M —

m < G < M, como queriamos demonstrar.

Problema 11: Prove que a média harmoénica H de uma lista de n ntimeros positivos, satisfaz

m < H < M, onde m e M sao respectivamente o menor e o maior dos niimeros.

Solucgao: Sejam w1, xs,- -, x, 0os numeros da lista entao:
n
H:L+L T L
X1 T2 Tn
Sabemos que m < x; < M para i =1,2,3,---,n. Como os nimeros sao positivos temos:
1 1 1
— < — < —.
M ™z — m

Assim podemos fazer:
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1 1 1
< <
M~z — m
1 1 1
i S G
M_Iz_m
1 1 1
i S G
M~ x, — m
Somando as n inequagoes obtemos:
no 1+1+ . 1 <
M~z T, om’
que invertendo implica
m 1 M
— = 1 1 1 <,
noonte ooty

multiplicando a inequacao por n obtemos:

n
— L+L_|_...+
1 To

-

como queriamos demonstrar.
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Capitulo 2
Desigualdades das Médias e Aplicacoes

Nesse capitulo apresentaremos inicialmente a desigualdade das médias artimética A, geométrica
G e harmoénica H, A > G > H, para dois niimeros reais positivos x; e 9. Mostraremos também

que a igualdade entre as médias duas a duas ocorre se, e somente se, r; = xs.

Posteriormente demostraremos o caso geral do teorema das desigualdades das médias e abor-

daremos suas aplicagoes através da resolugao de problemas.

2.1 Desigualdade das Médias: Caso n=2

Comecemos com um caso particular, calculando as médias dos niimeros 5 e 6.

_5+6
=5 =

A 9,0

G=+v5-6=5,48

2
H= 1" =545

141
56

Podemos observar que os resultados obedecem a relacio A > G > H. Mostraremos que isso é
valido para quaisquer ntiimeros reais positivos z; e x5 e que a igualdade das médias, duas a duas,

ocorre se, e somente se, | = To.

Sabemos que A = (1 + 22)/2 e que G = /71 - 3. Como x; e 2 sa0 nlimeros reais positivos,
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temos que /T e /T9 também sdo reais positvos. Assim:

(\/flfl — \/Ig)z Z 0
T —2\/1’1 'l’g—f—ZL’Q Z 0
T+ Ty > 24/ - Xo.

Isto é, (1 + 22)/2 > /71 - T5. Ou seja, A > G.
Supondo A = @, temos:

T+ X2

= VEm = 2YE e = 0= (VE — V) =0 = o

Agora, provaremos que G > H. Temos que a média harmoénica H é dada por:

2
H = 1 1
= + =
1 T2
e seu inverso é: A .
1 ot
H 2

Seja A’ a média aritmética dos inversos de 7 e xq, entdo A’ = 1/H. Seja G' a média geométrica

dos inversos de z; e x5, entao,

g LI 1 1

1 X2 A/ T1 T2 G

Como demonstramos acima, A’ > G’ — 1/H > 1/G — G > H. Assim, concluimos que A > G >
H.

SeG=H—1/G=1/H— A =G" — 1/2; = 1/x9 — x1 = 3. Dessa forma, finalizamos a

demonstragao para quaisquer dois nimeros reais positivos x; e xs.

2.2 Desigualdade das Médias - Caso Geral

Nessa secao, provaremos o teorema da desigualdade das médias para o caso geral.

Teorema 2.2.1. Desigualdade das Médias

Dada uma lista de x1, xa, ..., T,, nimeros reais positivos com n > 1, e sendo A, G e H as médias

aritmética, geométrica e harmonica desses miumeros respectivamente, temos que A > G > H e a
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iqualdade entre as médias, duas a duas, ocorre se, e somente se, T1 = To = -+ = Xp,.

Demonstragdo. Inicialmente, vamos provar que A > G, com A = G implicando que 1 = x5 =
<+ =x,. O caso n =2 ja foi verificado acima, passemos ao caso n = 4. Seja A = (1 + x2 + 23 +

x4)/4, e aplicando a desigualdade das médias para (z; + x2)/2 e (x5 + x4)/2 temos:

1+ X9+ T3+ x4

T1+T2 T3+T4
S S
4 2

A:

(;) (1131 +l’2> (1133 +l’4>
- 2 2
(2)
> \/\/$1'1U2'\/$3'I4
= \4/5(]1'.T2’173'I4:G.
Se A = G entao, por (1) temos:
T+ To T3+ Ty 1+ Zo T3 + T4

I e por (2) o = Va2 e T:\/xg-m,

pelo caso n = 2, temos x1 = T3 € T3 = T4 € COMO T + To = T3 + T4, SegUE qUE T1 = Ty = T3 = Xy
como queriamos demonstrar.

Generalizando o procedimento acima, demonstraremos por inducao que a desigualdade das

médias é valida para qualquer n natural escrito como poténcia de 2.

Para n = 2, j4 foi demonstrado. Supondo que a desigualdade é véilida para n = 27, queremos
provar que ela também é verdadeira para n = 2!, Observe que 27! = 2. 27, Basta supormos
que a desigualdade seja valida para k£ ntmeros reais positivos, com a igualdade ocorrendo se, e
somente se, esses k nimeros forem iguais e provar, a partir dai, que ela é valida para 2k niimeros

reais positivos, com igualdade novamente ocorrendo se, e somente se, r1 = x5 = - -+ = Tg. Temos:
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T+ ot
Ty 4+ To+ o+ Top T1+x2+-+) 4 Tht1FThi2 2k

_ k k
2k 2
(;) x| +To+-+T) Tpy1tTpyottaop
= ( k ) k
@ - -
> \/\/561 Tg oo Tg+ /Tpy1 - Thgz - - Lok
= R/T1 T2 T Tiegr o Tk

Se A = G entdo, por (1) temos:

Ty +Tp+ -+ T Tpp1 + Ty + 0+ Do
k N k ’

e por (2) segue que, T4 =Ty = +++ = T € T = Tpro = -+ - = Tog. HEssas trés condigdes implicam
que x4 =g =+ =X = Tpy1 = - = Tok, COMO queriamos demonstrar.
Para verificar o caso n = 5, utilizaremos o teorema ja demonstrado para a primeira poténcia

de 2 maior que 5, no caso 8. Seja A = (1 + z2 + w3 + x4 + x5)/5, temos:

A+A+ A
A:$1+$2+1‘3+$48+x5+ +A+ Z€/x1~x2-x3-x4'$5'A'A'A7

que implica A® > 21 - @925 - 24 25 - A-A-A— A> > 21 - 29 - 13- T4 - T5, que nos fornece:

T1+ Ty + X3+ Ta+ T5
A= > /Ty Tg T3 Ty T,

5

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, x1 = 9 = 3 = 14 = x5 = A, como queriamos

demonstrar.

Generalizando o procedimento utilizado para o caso n = 5, provaremos que A > G, para o caso

geral.

Para n > 1 natural, dada uma lista de n nimeros reais positivos, sempre podemos tomar k
natural tal que 2 > n. Seja A = (z1 + 29+ -+ + 1,)/n e aplicando a desigualdade das médias
para os 2% nimeros reais positivos, temos:

i Ta T+ A+ A+ A
(2k—n)termos
A= > €/171'$2"'$n'14'14"'14,
2 —_—

ka

(2k—n)vezes
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elevando os dois lados da desigualdade a 2* temos:
A2k Z €T To Ty A2k_n’
dividindo ambos os lados da inequagao por A2 temos:

A" > a1 w9y > A> Yoy 201, = G,

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, xr1 = x5 = --- = x, = A. Para finalizarmos a

demonstracao nos resta incluir a média harmonica H.

Temos que a média harmoénica de n ntimeros reais positivos é dada por:

1 1 1
- n _>i_$1+$2+ —l—acn
=71 1 1 =
Seja A" a média artimética dos inversos dos nimeros xy,xs, -+, Ty, entdo A’ = 1/H. Seja G’ a
7 ) ) )
média geométrica dos inversos dos nimeros xy, s, - - -, Ty, entao,

Pelo teorema da desigualdade das médias temos:

1 1
A>G - —>—-—-G>H,
= ITNE z
com a igualdade ocorrendo se, e somente se,
1 1 1
7:7:...:7(_>x1:x2:...:xn‘
r1 X Tn

Assim finalizamos a demonstracao do teorema das desigualdades das médias.

]

O teorema das desigualdades das médias nos ajuda a entender o problema, citado na introducao,
no qual o consumidor é cobrado com base no uso da média aritmética pois, como acabamos de
demonstrar, para nimeros diferentes a média aritmética e sempre maior que a geométrica e a

harmonica.
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2.3 Aplicacoes

Nesta secao apresentaremos as diversas aplicagoes do teorema das desigualdade das médias
através da resolucao de problemas

Problema 1: Se x > 0, prove que = + = > 2

Solugao: Como x é positivo, temos que 1/z também é positivo. Aplicando a desigualdade das
médias para esses dois niimeros, temos

A 41

I>G \| T %

H\»—I

1
>1l—=x+-—2>2
x
como queriamos demonstrar

Problema 2: Para x > 0, qual é o valor minimo de y = z* + 1/x7

Solugao: Temos que y = x*+1/2x+1/2x e aplicando a desigualdade A > G aos niimeros positivos
2%, 1/2x e 1/2x, temos:

2t L, 11 \F 1.3
x z > 2,7,7:3,_> 2 _
3 =\* 2r 2x 4 $+x

Portanto, o menor valor de y é 5,[ que ocorre quando 2% = 1/2x, que implica, z = 1/v/2 2.

Problema 3: Prove que z° + y° 4+ 2° > xy + yz + zx, para quaisquer x,y e z reais

Solugdo: Aplicando a desigualdade A > G ao ntimeros z?
temos:

, 2, depois 22, 2% e por fim 2% e y?
2,2 2.2 2,2
e+ T+ z z2° 4+
(1) Y >ay (2 >z e (3) Y > .
2 2 2
Somando as trés inequagoes acima obtemos
2 .2 2 1 .2 2 .2
T+ 7+ z z°+
Y n n Y
2 2 2

>a:y+:zz~|—zy—>x2+y2+z2 > axy +xz+ 2y,
como queriamos demonstrar
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Problema 4: Qual o ponto de maximo da fungdo f(x) = (2 — x)3, sendo x € (0,2)?

Solugao: Como x € (0,2), entdao 3z e 2—x, sdo niimeros reais positivos. Aplicando a desigualdade

A > @ para os numeros 3z, 2 —z, 2 — x e 2 — x. Obtemos:

DR e @ ap o e @ 2P,

que implica
4 1 1 2
(3 >80 (2—a) > k> (2—a)? %f(L_é

Portanto, o maior valor que f(z) assume para z € (0,2) é 27/16 = 1,6875, que ocorre quando

3z =2 —z, ou seja, v = 0,5. Assim, o ponto de maximo é dado por (1/2,27/16).

Problema 5: Se a, b, ¢ e d sdo niimeros reais positivos, prove que

11 1 1
b d)(-+-+-+-=)>16.
(a+ +c+)(a+b+c+d)_
Solucgao: Sendo
B=(atbtetd) (s +y+o+y)
= (a c -+ -+ -+-=
a b ¢ d)’
desenvolvendo temos,
Eorrfqfq by bybe e ey dididy
B b ¢ d a c d a b d a b c

E = g_{_é_{_g + E_‘_g_Fg + g+§_‘_é + é_‘_g_{_g +4
\b ¢ a d a c d b a d ¢ b '

Aplicando a desigualdade A > G aos quatro numeros entre parenteses acima respectivamente,

obtemos:
a4 by c a b c b
b_ec a>d_.—.— >3 (1
3 Vb ¢ a bjL + ()
c d a
£+ 244 . d d
d+§+0232 a %—>d+a+ 23 (2)
o4 dyd a d b a d b
d b a > 2.2, 2 - s >
s Z\a v e~ atrtez? ®

[\
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b d c
Rl alx s/b d ¢ b c
d c b 32 .22 224> 4
5 “Va s tatep=d W
Somando as inequagoes (1), (2), (3) e (4) temos

somando 4 aos dois lados,

a b ¢ ¢ d a
-4+ -+-+-+-+-+
b ¢ a d a c

LA L T
d b a d ¢ b T 7

que implica E > 16 como queriamos demostrar.

Problema 6: A média aritmética de 8 ntimeros positivos é igual a 2. Os nimeros sao agrupados
aos pares e os numeros de cada par somados, resultando dai um conjunto de 4 niimeros positivos.

Mostre que o produto desses quatro nimeros é menor ou igual a 256.

Solugao: Temos (r1 + 29+ -+ 23)/8 =2 = x1 + 23 + -+ + 23 = 16. Fazendo y; = x1 + xo,
Yo = T3+ Ty, Y3 = T5 + Tg € Yy = T7 + Tg, queremos mostrar que P = y; - Yo - y3 - y4 < 256. Temos
que y1 +y2 +ys +ys = 1 + 9 + -+ + g = 16. Aplicando a desiguadade das médias A > G para

Y1, Y2, Y3 € Y4, Obtemos:

Y1+ Y2 +ys+ ya 1

6
0 Z4y1-y2-y3-y4—>\AVFSZZZL_)PSZV)G?

como queriamos demonstrar.

Problema 7: Se a soma de n nimeros reais positivos é igual a uma constante m, prove que o
produto desses ntimeros serd maximo quando eles forem iguais e determine produto maximo em

funcao de m.

Solugao: Pelo enunciado, temos 1 + 29+ ---+x, =m. Sendo P =21 29+ - T, e aplicando a

desigualdade das médias A > G, temos:

1t 22+ -+ x, n m m\"
! 2 > Yxy g xn—>\/§§—>P<<>.
n n
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Portanto, o produto P serd maximo quando
m n
P=(5)
n
que ocorre se, e somente se, £1 = Ty = -+ = T, = m/n.
Problema 8: Se x +y + 2z = 1, qual o valor maximo de P =x -y - 27
Solugao: De acordo com o problema 7, temos que o valor maximo de P ¢é dado por:
N 1
()4
3 27
que ocorre quando z =y = z = 1/3.
Problema 9: Mostre que, entre todos os retangulos de perimetro 2p, o quadrado é o de maior area.

Solugao: Sejam a e b os lados do retangulo, entao o perimetro 2p é dado por 2p = 2a + 2b, que
implica p = a + b. Seja S a area do retangulo, assim S = a - b. Pela desigualdade das médias
A > G temos:

2
a;bZ\/a-b%];Z\/g—hggﬁ.

A maior 4rea possivel é S = p?/4, que ocorre quando a = b, portanto, o retAngulo de maior 4rea é

um quadrado.

Problema 10: Provar que de todos os triangulos de mesmo perimetro, o tridngulo equilatero ¢ o

que possui a maior area.

Solugao: Consideremos um tridngulo qualquer de lados a, b e ¢, com semiperimetro p = (a + b+

c)/2. A area S desse tridngulo pode ser calculada pela formula de Heron:

S=\pp—a) (p-b)-(p—c) > S=yp-Jp—a)-(p—b)-(p—o).

Como ,/p ¢é constante, temos que S serd méaxima quando \/ (p—a)-(p—">)-(p—c) for maxima,
o que acontece quando P = (p—a) - (p—b) - (p — ¢) for maximo. Considerando os ntimeros p — a,

p—>bep—ctemos que a soma desses: p—a+p—b+p—c=3p—(a+b+c)=3p—2p=p
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que é constante, portanto, de acordo com o problema 7 o produto P desses niimeros serd maximo

quando p—a=p—b=p—c=p/3, que implica a = b = ¢ = 2p/3, como queriamos demonstrar.

Problema 11: Dado um cilindro circular reto, com volume total V', qual a menor area possivel

desse cilindro? Que relacao deve existir entre o raio da base r do cilindro e sua altura h para que

Figura 2.1: Cilindro circular reto

o mesmo tenha a menor area possivel?

Solugdo: A drea total do cilindro é S = 2wrh+2mr? e o volume do cilindro é V' = wr?h. Aplicando

a desigualdade das médias A > G para os ntimeros 7rh, mrh e 2712, temos:

h+ mrh + 2mr? '
ar _|_7m~3 + 27r _gze/ﬁrh_mnh,Qﬂ-r?—\‘3/(777’2h).(7rr2h)-27ﬁ

que implica

‘g >VV2.27 — S > 3VV2. 2r.

, / ’ 3
Portanto, a menor area possivel é S = 3v/V2 .27, que ocorre se, e somente se, 7rh = 2rr? — h =

2r. Ou seja, o cilindro de volume constante com a menor area possivel ¢é o cilindro equilatero.

Problema 12: Considerando o paralelepipedo reto-retangulo da figura 2.2, com &area lateral fi-
xada L, qual o maior volume possivel desse paralelepipedo? Que relacao deve existir entre as suas

dimensbes para que seu volume seja maximo?

24



Figura 2.2: Paralelepipedo reto-retangulo

Solugao: Temos que a drea lateral L é dada por L = 2(zy+xzz+yz) e seu volume V por V = zyz.

Aplicando a desigualdade das médias A > G para zy, xz e yz temos:

L LN? LN?
W))ﬂz 3my-xz-yz—>gzv3V2—>V2§<g> -V < (6)

Portanto, o maior volume possivel é V' = /(L/6)3, que ocorre quando xy = xz = yz, que implica,

xr =y = z. Ouseja, o paralelepipedo de area lateral constante L e maior volume possivel é um cubo.

Problema 13: Considerando o terreno retangular da figura 2.3 , queremos construir um prédio
que ocupe a area de 2000 m?, com recuos de 5m na frente e no fundo e recuo de 4m nas laterais.
Quais as dimensoes do menor terreno, onde o prédio pode ser construido?

— 8 ———————|

Sm

Y

X

y+10 41“ 2000 m2 = 4]“

ESm

Figura 2.3: Figura do problema 13

Solugao: Sendo A; a area do terreno, temos que A; = (y+10) - (z+8) = xy+8y+ 102+ 80. Como
sabemos que xy = 2000, entao A; = 2080 + 8y + 10x. Portanto, a area do terreno sera a menor

possivel, quando 8y + 10x for o menor possivel. Aplicando a desigualdade das médias A > G nos
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numeros 8y e 10z temos:

8y + 10
y—|—2x > /8y 10z = v/80 - 2000 = 400 — 8y + 10z > 800.

Assim o menor valor possivel para 8y + 10z é 800, que ocorre quando 8y = 10z — 4y = bx que
substituindo em 8y + 10z = 800, nos fornece x = 40 e y = 50. Portanto, as dimensoes do terreno

procurado sao: 48 metros de frente e fundo e 60 metros de laterais.

Problema 14: De um quadrado de papelao com lado de 21 cm, subtraimos de cada vértice um
quadrado de lado x < 21 ¢m. Dobramos as abas restantes para formar uma caixa cuja a base ¢é
um quadrado de lado 21 — 2x e altura z. Qual o volume maximo da caixa? Qual deve ser o valor

de x para que o volume da caixa seja maximo?

21

21-2%

Figura 2.4: Figura do problema 14

Solugao: O volume V é dado por V' = (21 — 2z) - (21 — 2z) - . Aplicando a desigualdade das

médias A > G para os valores 21 — 2z, 21 — 2z e 4x temos:

(21 — 2z) + (21 — 22)
3

4
T2 21— 22) - (21— 20) -4s,

que implica
3

42 14
34V§?:14—>4V§143—>V§T:686.

Portanto, o volume méximo da caixa é 686 cm?, que ocorre quando 21 —2z = 4z — x = 21/6 = 3,5

cm.
Problema 15: Qual o perimetro méaximo de um retangulo com diagonal d?
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Figura 2.5: Retangulo com diagonal d
Solugao: Sejam a e b os lados do retangulo, logo o perimetro 2p é dado por 2p = 2a+2b. Sabemos
também que a® + b*> = d?. Aplicando a desigualdade das médias A > G em a? e b?, obtemos:

a’ + b’ 2 2
>Vaz-b?=a-b—= a®+ b > 2ab.

Somando a?+ b? em ambos os lados da desigualdade a? +b* > 2ab e depois divindo por 4, obtemos:

2 2 2 2 2
a —2|—b ><a—2|—b> _><a+b> Sal__>a~|—b d

< —
2 2~ 2

que implica

a-+b d
4. <4.— 2 2b < 2dv/2 2n < 2dvV 2.
< 5 )_ \/§—> a+2b<2dV2 — n < V2

Portanto, o maior perfmetro possivel é 2p = 2dv/2, que ocorre quando a = b.

Problema 16: Considerando o paralelepipedo reto-retangulo da figura 2.6 e sabendo que a soma
de todas as suas arestas medem 12 cm, qual a menor diagonal d possivel e quais as dimensoes do

paralelepipedo para que isso ocorra?

’

Figura 2.6: Paralelepipedo reto-retangulo
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Solucdo: Sabemos que d? = 2% + y? + 2% e que 42 + 4y + 42 = 12, que implica x +y + z = 3.
Temos que (x +y + 2)* = 22 + y*> + 2> + 2(vy + 2z + yz) (*). Do problema 3, sabemos que
22 +y? + 22 > 2y + 22 + yz. Manipularemos essa inequacio até que seu lado direito fique igual ao

lado direito da equagao (*).

2+ +22>ay+az+yz (multiplicando  por 2)
202 + 2% + 222 > 2(wy + 2z +y2z) (somando %+ y* + 2?)
322+ 3y + 322 > 22 + y* + 22 + 2(vy + vz + yz) (dwvidindo por 9 e wusando (x))
3(x? 4+ y* + 2%) S (z+y+2)?
9 - 9

(@ + 9y +2%) <x+y+z>2
3 - 3 ’

que implica d*/3 > 1 — d > /3. Portanto, a menor diagonal possivel de d = /3, que ocorre se, e

somente se r =y =z, como r +y + 2z =3 temos que r =y =z = 1.
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Capitulo 3
Sugestoes de Atividades

Nesse capitulo forneceremos sugestoes de atividades, nas quais podem ser testados os conceitos
desenvolvidos nessa dissertagdo. Outros problemas poderao ser consultados nas referéncias [3], [6],

(7], [8], [11], [12]. As respostas ou sugestoes de respostas das atividades se encontram no apéndice

A.

Problema 1: Um determinado investimento rende 5% no primeiro ano e 7,5% no segundo. Qual

foi a taxa média anual desse investimento?

Problema 2: O Indice FipeZap composto mede a evolugao do preco dos imodveis em sete ca-
pitais brasileiras. Nos anos de 2011, 2012 e 2013 ele registrou as taxas de 26%, 13,7% e 12,7%
respectivamente. Qual foi a taxa média anual da evolugao do preco dos iméveis nos anos de 2011,

2012 e 2013 segundo o indice FipeZap composto?

Problema 3: Um carro se desloca da cidade A para a cidade B, com velocidade média de 100
Km/h e retorna com velocidade média de 80 km/h. Qual a velocidade média desenvolvida no
percurso todo?

Problema 4: As Bombas B, By e B3 enchem separadamente uma piscina em 5 horas, 6 ho-
ras e 8 horas respectivamente. Ligando-se as trés bombas simultaneamente, quanto tempo levara

para encher o tanque?

Problema 5: Se x > 0 prove que 2x + i +4 > 6.
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Problema 6: Qual o ponto de maximo da fungdo f(x) = 2z(1 — )3, sendo z € (0,1)?

Problema 7: Se a,b e ¢ sdo niimeros reais positivos, prove que

1 1 1
b —4+-—4+—-) >0
(a+ +c)(a+b+c>_

Problema 8: Se a + b+ ¢ = 3, qual o valor maximo de P =a-b-c?
Problema 9: Mostre que, entre todos os retangulos de area S, o quadrado é o de menor perimetro.

Problema 10: Dentre todos os tridngulos com perimetro 18 cm, quais as dimensoes do tri-

angulo que possui a maior area?
Problema 11: Qual o maior perimetro possivel do retangulo com diagonal 10 ¢cm?

Problema 12: (UEG) Um criador de gado leiteiro tem arame suficiente para fazer uma cerca
de 500 metros de comprimento. Ele deseja cercar uma area retangular para plantar um canavial,
visando fazer racao para o gado, aproveitando esse arame. O local escolhido por ele possui uma
cerca pronta que serd aproveitada como um dos lados da area a ser cercada. Quais as dimensoes
dos lados desse canavial para que a area plantada seja a maior possivel, se o criador utilizar o

arame que possui apenas para os trés lados restantes?

Problema 13: (Profmat) A média aritmética de 10 nimeros positivos ¢ igual a 1. Os nitme-
ros sao agrupados aos pares e os numeros de cada par somados, resultando dai um conjunto de 5
numeros positivos. (a) O que se pode dizer sobre a média aritmética desses 5 nimeros? (b) Mostre

que o produto desses 5 nimeros ¢ menor ou igual a 32.
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Problema 14: (Profmat) Uma caixa retangular sem tampa tem arestas medindo x, y e z (veja
figura 3.1, onde as linhas tracejadas indicam segmentos de arestas obstruidos por alguma face).
(a) Exprima a drea e o volume da caixa em funcao de x, y e z.

(b) Use a desigualdade das médias para mostrar que, se o volume da caixa é igual a 32, entao sua
area ¢ maior ou igual a 48.

(c) Determine as medidas das arestas da caixa de drea minima com volume igual a 32.

o

]
/
=

Figura 3.1: Caixa retangular

Problema 15: Considerando o paralelepipedo reto-retangulo da figura 3.2 e sabendo que a soma
de todas as suas arestas ¢ 16 cm, qual a menor diagonal d possivel e quais as dimensoes do

paralelepipedo para que isso ocorra?

/

Figura 3.2: Figura do problema 15
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Consideracoes Finais

Esperamos que esse trabalho tenha cumprido seus objetivos, como a ampliagao do conceito de
médias, as defini¢des e aplicacoes das médias aritmética, geométrica e harmonica, ressaltando a
importancia cotidiana que as mesmas possuem.

Desejamos que o teorema da desigualdade das médias possa ter sido completamente assimilado,
assim como sua importancia e suas diversas aplicagoes.

Por fim, esperamos que este trabalho possa servir como material de apoio para professores que

desejam abordar o tema em suas aulas.
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Apéndice

Respostas dos problemas do capitulo 3

Nesse apéndice forneceremos as respostas ou sugestoes de respostas para as atividades que

foram propostas no capitulo 3.

Problema 1: Um determinado investimento rende 5% no primeiro ano e 7,5% no segundo. Qual

foi a taxa média anual desse investimento?

Resposta: A taxa foi de aproximadamente 6,24%.

Problema 2: O Indice FipeZap composto, mede a evolucdo do preco dos iméveis em sete capitais
brasileiras. Nos anos de 2011, 2012 e 2013 ele registrou as taxas de 26%, 13,7% e 12,7% respecti-

vamente. Qual foi a taxa média anual da evolugao do preco dos imdveis nos anos de 2011, 2012 e

2013 segundo o indice FipeZap composto?
Resposta: A taxa foi de aproximadamente 17,31%.

Problema 3: Um carro se desloca da cidade A para a cidade B, com velocidade média de 100
Km/h e retorna com velocidade de 80 km/h. Qual a velocidade média desenvolvida no percurso
todo?

Resposta: Aproximadamente 88,89 km /h.

Problema 4: As Bombas By, B, e B3 enchem separadamente uma piscina em 5 horas, 6 horas e

8 horas respectivamente. Ligando-se as trés bombas simultaneamente, quanto tempo levara para
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encher o tanque?

Resposta: Levard aproximadamente 2 horas e 9 minutos.

Problema 5: Se z > 0 prove que 2z + % +4 > 6.

Resposta: Aplique a desigualdade das médias para: 2z, % e 4.

Problema 6: Qual o ponto de maximo da fungdo f(x) = 2z(1 — )3, sendo z € (0,1)?

Resposta: O ponto de maximo é ( ,%).

N

Problema 7: Se a,b e ¢ sdo ntimeros reais positivos, prove que

1 1 1
b —4+ -4+ =) >09.
(a+ +c)(a+b+c>_

Resposta: Observe que:

1 1 1 a b a c b ¢
(a+b+c)-(+—|—) =+ +- +(+)+ -+ | +3.
a b ¢ b «a c a c b
Agora aplique a desigualdade das médias separadamente a cada par de fragdes entre parenteses e

por fim some as trés desigualdades obtidas gerando uma tnica desigualdade na qual somando 3 de

cada lado obtemos a demonstragao desejada.

Problema 8: Se a + b+ ¢ = 3, qual o valor maximo de P =a-b-¢?

Resposta: O valor maximo é 1.

Problema 9: Mostre que, entre todos os retangulos de area .S, o quadrado é o de menor perimetro.

Resposta: Aplique a desigualdade das médias A > G aos lados do retangulo e observe que igual-

dade ocorre se, e somente se, os lados forem iguais.
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Problema 10: Dentre todos os triangulos com perimetro 18 c¢m, quais as dimensoes do triangulo

que possui a maior area?

Resposta: Um triangulo equilatero de lado 6 cm.

Problema 11: Qual o maior perimetro possivel do retangulo com diagonal 10 cm?
Resposta: O maior perfmetro é 20v/2cm.

Problema 12: (UEG) Um criador de gado leiteiro tem arame suficiente para fazer uma cerca
de 500 metros de comprimento. Ele deseja cercar uma area retangular para plantar um canavial,
visando fazer racao para o gado, aproveitando esse arame. O local escolhido por ele possui uma
cerca pronta que serd aproveitada como um dos lados da area a ser cercada. Quais as dimensoes
dos lados desse canavial para que a area plantada seja a maior possivel, se o criador utilizar o

arame que possui apenas para os trés lados restantes?
Resposta: As dimensdes sao: 125 metros e 250 metros.

Problema 13: (Profmat) A média aritmética de 10 niimeros positivos é igual a 1. Os ntimeros sao
agrupados aos pares e os nimeros de cada par somados, resultando dai um conjunto de 5 niimeros
positivos. (a) O que se pode dizer sobre a média aritmética desses 5 niimeros? (b) Mostre que o

produto desses 5 niimeros é menor ou igual a 32.

Resposta: (a) E igual a 2.

(b) Aplique a desigualdade das médias A > G aos cinco nimeros do item (a).

Problema 14: (Profmat) Uma caixa retangular sem tampa tem arestas medindo x, y e z (veja
figura 3.3, onde as linhas tracejadas indicam segmentos de arestas obstruidos por alguma face).
(a) Exprima a area e o volume da caixa em funcao de x, y e z.

(b) Use a desigualdade das médias para mostrar que, se o volume da caixa ¢é igual a 32, entao sua
area ¢ maior ou igual a 48.

(c) Determine as medidas das arestas da caixa de drea minima com volume igual a 32.
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Figura 3.3: Caixa retangular

Resposta: (a) V =xz-y-z.
(b) Demonstragao.

(c)z=y=4ez=2.

Problema 15: Considerando um paralelepipedo reto-retangulo da figura 3.4, sabendo que a soma
de todas as suas arestas medem 16 cm. Qual a menor diagonal d possivel e quais as dimensoes do

paralelepipedo para que isso ocorra?

’

Figura 3.4: Figura do problema 15

Resposta: A menor diagonal possivel é 49£, que ocorre quando © =y = z = 4/3.
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