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Resumo 

Grupos Abelianos-por-Nilpotentes Finitamente de Tipo Homológico FP3 

Neste trabalho estudamos grupos abstratos finitamente gerados G que são 
extensões cindidas de um grupo abeliano A por um grupo Q nilpotente de 
classe 2. Mostramos que se G tem tipo homológico FP3, então o quociente G/N 
também tem tipo homológico F P3 onde N é o fecho normal do centro de Q em 
G. Observamos que não existe classificação quando G pode ter tipo FP3, nem 
classificação para tipo FP2 ou ser finitamente apresentável. Por causa disso nós 
trabalhamos com um quociente especifico de G. Ainda fica em aberto se cada 
quociente de G tem tipo FP3 quando G tem tipo FP3. Observamos que isso 
vale quando G é grupo metabeliano, nesse caso a teoria de Bieri-Strebel pode 
ser aplicada. 
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Abstract 

Abelian-by-Nilpotent Groups of Homological Type FP3 
We study abstract finitely generated groups G that are split extensions from 

A abelian group by Q nilpotent group of class two. We show that if G has 
homological type FP3 then the quotient group G/N has homological type FP3 
too, where N is the normal closure of the center of Q in G. Since there is no 
classification when G is of type FP3, nor when G is of type FP2 or finitely 
presented we work with one specific quotient. lt is an open problem whether 
every quotient o f G has type F P3. This holds jf G is a metabelian group and 
in this case the Bieri-Strebel theory applies. 
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Introdução 

Um grupo G tem tipo homológico FPm sobre um anel R se existir uma resolução 
projetiva do RG-módulo trivial R com todos os módulos projetivos finitamente 
gerados em ctimensão:::; m. O grupo G tem tipo homológico FPm se tem tipo 
homológico FPm sobre Z. A propriedade FPm foi primeiro definida por R. Bieri 
e B. Eckmann, ela é a versão homológica de uma propriedade homotópica Fm 
definida por C.T.C. Wall [23]. Cada grupo G tem tipo homológico FPo e G tem 
tipo F P1 se e somente se G é finitamente gerado como grupo. É fácil ver que 
cada grupo finitamente apresentável (em termos de geradores e relações) tem 
tipo FP2 . Por muito tempo foi um problema em aberto se a inversa é válida, 
o resultado negativo foi descoberto recentemente em [2], isto é, existe grupo de 
tipo F P2 que não é finitamente apresentável. 

No caso de um grupo metabeliano finitamente gerado H existe uma conjec
tura (Conjectura F Pm) que sugere quando H tem tipo homológico FPm. Esta 
conjectura liga o tipo FPm com propriedades do invariante de Bieri-Strebel (a 
ser definido na seção 6). A conjectura vale param= 2 [7] e a demonstração 
do caso m = 2 implica que cada grupo metabeliano de tipo F P2 é finitamente 
apresentável (já discutimos que isso não vale em geral). A conjectura ainda 
está em aberto embora o caso de extensão cindida de grupos abelianos tenha 
sido demonstrado para m = 3 [6] e para o caso de grupos de posto de Prufer 
finito [1]. Um grupo G tem posto de Prufer finito se existe um número natural 
d tal que se um subgrupo de G é finitamente gerado então o me.smo subgrupo 
pode ser gerado por d elementos. Se a Conjectura F Pm vale, temos que cada 
quociente de grupo metabeliano de tipo FPm tem também tipo FPm. Param 
em geral não existe demonstração independente disso (sem usar a Conjectura 
FPm). Mais recentemente foi demonstrado [13] que cada quociente de grupo 
metabeliano de tipo PPn (que é extensão cindida de grupos abelianos) tem tipo 
FPn para n = 4 e n = 3. O caso n = 3 segue também do fato de que a 
Conjectura F P 3 vale no caso de extensão cindida de grupos abelianos. 

Nesta tese vamos estudar grupos finitamente gerados G que são produtos 
sernidiretos A><~ Q, onde A é grupo abeliano e Q é grupo nilpotente de classe 2. 
Para tais. grupos não existe classificação quando G é finitamente apresentável e 
não é conhecido se a propriedade F P2 coincide com ser finitamente apresentável 
(embora provavelmente as dual> propriedades para esse tipo de grupos sejam 
equivalentes). Alguns resultados sobre a estrutura de A como Z[Q]-módulo no 
caso em que G for finitamente apresentável foram estudados por C. Brookes e 
J. Graves [9], [10]. É fácil ver que se G é finitamente gerado então, G satisfaz a 
condição max-n (cada cadeia crescente de subgrupos normais estabiliza). Isso 
é equivalente a cada subgrupo normal de G ser o fecho normal de subconjunto 
finito de C e segue do fato que A é ZQ-módulo finitamente gerado sobre o anel 
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Noetheriano ZQ. Em particular, se G tem tipo homológico FP2 cada quociente 
de G tem tipo FP2. 

O nosso objetivo foi estudar esses grupos em direção diferente e verificar se a 
propriedade FP3 passa para quocientes. Conseguimos isso num caso particular. 
O nosso resultado principal é 

Teorema Sejam G = A x Q um grupo de tipo F P3 e N o fecho normal em 
G do centro Z(Q) de Q, onde A é abeliano e Q é nilpotente de classe 2. Então 
G / N tem tipo homológico F P3. 

Um grupo G nas condições do Teorema acima será dito um grupo abeliano
por-nilpotente. De fato, se X e Y são classes de grupos dizemos que um grupo 
H é X-por-Y se existe um subgrupo normal R de H tal que R E X e H/R E Y. 

A demonstração do teorema está quebrada em pedaços pequenos nos últimos 
três capítulos da tese e usa construções algébricas dos artigos [7] e [14], mais uma 
generalização de um resultado de Bieri-Strebel que envolve métodos de topologia 
algébrica. Nos primeiros seis capítulos nós discutimos resultados preliminares 
de teoria de grupos, topologia algébrica e álgebra homológica. 
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Capítulo 1 

Grupos Finitamente 
Apresentáveis 

1.1 Grupos Livres 

Definição 1.1.1 Sejam F um grupo, X um conjunto não vazio e a : X --+ F 
uma função. Diz-se que (F, u} é livre em X se a cada junção a de X para um 
grupo G qualquer existe um único homomorfismo /3 : F ---> G tal que a = j3a (X 
é a base de F e geralmente omitimos a função a). O posto de F é a cardinalidade 
de X. 

A função ué necessariamente injetiva e F também é livre em !ma com a 
inclusão ImO" <-+ F substituindo o. Outra consequência da definição, como 
veremos na construção de grupos livres, é que I ma gera F. 

Teorema 1.1.2 Se X é um conjunto não vazio, existe um grupo F e uma 
funçãou :X-+ F ta/que (F, a) é livre em X e F= (Imu). 

Demonstração: Escolha um conjunto disjunto de X com a mesma cardi
nalidade, o denotamos por conveniência de notação x- 1 = {x-1 lx E X} onde 
é claro, x-1 é apenas um símbolo. Por uma palavra em X entendemos uma 
sequência finita de símbolos em X U x-1, escrita convenientemente 

w=x~' ... x;:.•, 

X; E X, €; = ±1, r ;::: O: no caso r = O a sequência é vazia e w é palavra vazia, 
a denotamos por 1. Palavras são iguais quando têm os me.smos elementos em 
posições correspondentes-
O produto de duas palavras w = x~' ... x~· e v = y?' ... yf' é formado pela 
justaposição 
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com a convenção de que wl = lw = w. A inversa de w é a palavra w- 1 = 
x;:-'" ... xl'' e 1-1 = 1, 
Definimos no conjunto S das palavras em X uma relação de equivalência como 
segue. Duas palavras w e v são equivalentes, w"' v, se é possível passar de uma 
para a outra por uma sequência finita de operações dos seguintes tipos: 

a) inserir xx- 1 ou x- 1x (x E X), em uma palavra 

b) deletar xx- 1 ou x-1x. 

Seja F= {[v]l v E S} o conjunto das classes de equlvalência. Se w,..., w' e 
v~ v 1 é imediato que wv"' w'v1

, isto define bem o produto 

[w][v] ~ [wv], 

temos ainda [w][l] = [w] = [l][w] e [w][w-1 ] = [ww-1 ] = [1]. Como é óbvio 
que (wv)u = w(vu), este produto é associativo. Segue-se que F é um grupo em 
relação a esta operação binária. 

Considere O": X--> F definida por O"X = [x]. Veremos que (F, O") é livre em 
X. Seja a: X--> G uma função de X a um grupo G. 
Defina 7J: S--> G por 7J(x~ 1 .. • X~") = gl' ... g~" onde g; = o:x;. 
Agora w"" v implica que /3w = {Jv porque em G produtos como gg-1 ou g- 1g 
são iguais a lc. É portanto possível definir 

{3: F--> G por ;3[w] = 73w. 

Então ;3([w][v]) = /J[wv] = {J(wv) = 7Jw7Jv por definição de (3. Assim (3 é um 
homomorfismo. Além disso, /30"X = f3[xj = 7Jx = nx, x E X. Finalmente, se 
1 : F --> G é um homomorfismo com /CF = o:, então /CF = /3CF e 1 e f3 coincidem 
em I ma, mas claramente F= (!ma), assim 1 = {3. O 

Daremos uma descrição mais conveniente do grupo livre constnrido. Uma 
palavra w E X é reduzida quando é vazia ou se não contêm sfmbolos da fonna 
xx- 1 ou x- 1x, x E X. 
Começando com qualquer palavra w pode-se por um processo canônico descobrir 
uma palavra w* em [w], reduzida. Se w é reduzida não há o que fazer. Caso 
contrário, ela possui pelo menos um par de símbolos consecutivos da fonna 
xx- 1 ou x- 1x, deletando tais pares obtemos uma palavra w1 de comprimento 
menor. O mesmo procedimento deve ser aplicado a w'.Após um número finito 
de repetições deste procedimento alcançamos um palavra reduzida w• que é 
equivalente a w. Pode ser mostrado que se w,..., v então w• = v• [12]. Isso nos 
diz que 

Lema 1.1.3 Cada classe de equivalência contem uma única palavra reduzida. 

Por 1.1.3 cada elemento do grupo livre F construído, pode ser escrito unica
mente na forma [w] com w = xí' ... x~~ palavra reduz;ida onde<:::;= ±1, T 2: O e 
sem termos da formaxx- 1 ou x- 1x. Por definição de multiplicação em F temos 
que [w] = [x1]'' ... [xr]'"· Multiplicando juntos termos consecutivos envolvendo 
um mesmo elemento x;, deduúmos que, depois de renomear os xis, o elemento 
[w] pode ser escrito na forma 
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onde s 2". O, l; f:. O e x, f:. xi+!· Observe que a palavra reduzida pode ser 
reafirmada a partir disto, a<isim a expressão é única. Por simplicidade de notação 
devemos identificar w com [w]. Por convenção cada elemento de F pode ser 
unicamente escrito na forma 

w = xi' .. . x~·. 

Esta é a forma normal de w. 
A existência de uma forma normal é característica de grupos livres conforme 

Teorema 1.1.4 {21, Cap. 2, 2.1.3] Sejam G um grupo e X um subconjunto de 
G. Se cada g E G pode ser escrito unicamente na forma g = xi' ... x~· onde 
x; E X, s 2"_ O, l; f:. O ex; =f x;+1 então G é liwe em X. 

Teorema 1.1.5 [21, Cap. 2, 2.1.4} Se F1 é livre em X 1 e F2 é livre em X 2 

com IX1I = IX2I, então F1 e;; Fz. 

A grande importância de grupos livres na teoria de grupos deve-se ao próximo 
resultado. 

Teorema 1.1.6 [21, Cap. 2, 2.1.6} Sejam G um grupo gerado por um conjunto 
X e F um grupo livre em um conjunto Y. Se a : Y __,. X é uma aplicação 
sobrejetora, ela extende-se a um epimorfismo de F paro G. Em particular cada 
grupo é imagem de um g-rupo livre. 

1.2 Apresentação de Grupos e Grupos Finita
mente Apresentáveis 

Os fatos básicos sobre apresentação de grupos e grupos finitamente apresentáveis 
podem ser encontrados em [16] e [12]. Uma descrição de um grupo como imagem 
de um grupo livre é chamada uma apresentação. Mais exatamente uma apre
sentação livre de um grupo G é um homomorfismo sobrejetor 7f de um grupo 
livre F para G. Se R= K er1r, os elementos de R chamam-se relações da apre
sentação. 
Suponha que 7f : F __,. G é uma apresentação livre de um grupo G, Y é um 
conjunto livre de geradores de F e Sé um conjunto de geradores normais de 
K er 7f. Se 1rY = X, então claramente X gera G. Segue que r E F é uma relação 
de 7l" se e só ser pode ser escrito na forma (s1')h ... (s~•) 1 " onde s; E S, E;= ±1 
e f; E F. Neste caso, algumas vezes dizemos que r é uma consequência de S. 
A apresentação 1r, junto com as escolhas de Y e S, determina um conjunto de 
geradores e relações definidas para G, em símbolos 

G ~ (YIS) (l) 

É mais conveniente listar os geradores de G e as relações definidas s(x) = 1 em 
termos destes geradores X, isto é, 

G= (XIs(x)= 1, sE S) (2) 
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Devemos nos referir a (1) ou a (2) como wna apresentação de G. 
Reciprocamente é fácil construir, em princípio pelo menos, um grupo tendo wna 
apresentação com um dado conjunto de geradores e relações. Seja Y qualquer 
conjunto não vazio e seja S wn subconjunto do grupo livre em Y. Defina R 
o fecho normal de Sem F denotado por (SF) e ponha G =F/R. Portanto a 
projeção canônica 1r : F-+ G é uma apresentação de G o qual tem o conjunto 
de geradores e relações definidas (YIS). 

Teorema 1.2.1 (de von Dyck)/21, Cap. 2, 2.2.1} Sejam G e H grupos com 
apresentações € : F -+ G e ó : F -+ H tais que cada relação de € é também 
relação de ó. Então, a /unção €(!) -+ ó(f) é um homomorfismo sobrejetor de 
G para H. 

Uma apresentação de um grupo G = (XIR) diz-se finita quando X e Y 
são conjuntos finitos. Isto independe da apresentação escolhida no sentido do 
seguinte resultado. 

Teorema 1.2.2 [21, Cap. 2, 2.2.3} Se X é qualquer conjunto de geradores de 
um grupo finitamente apresentável G, o grupo tem uma apresentação finita da 
forma (Xol r1 = .. rt = 1) onde X o C X. 

Teorema 1.2.3 [21, Cap. 2, 2.2.4} Seja N <J G com N e GjN finitamente 
apresentáveis. Então G é finitamente apresentável. 
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Capítulo 2 

Propriedades Homológicas 

2.1 Propriedades Homológicas Básicas 

Vamos começar este capítulo destacando propriedades de funtores especiais. 
Para ver detalhes e demonstrações desta seção citamos [22] Seja R um aneL 
Salvo menção em contrário todos os R-módulos são R-módulos à esquerda. 

Definição 2.1.1 Sejam A, B e C R-módulos à esquerda. 

1) A é livre se existe um conjunto {a,: i E I} C A, chamado base de A, tal 
que cada a E A tem uma única expressão a= L;r;a;, onde r; E R e a 
menos de uma quantidade finita, os r; são todos nulos. 

2) Considere o diagrama com t3 epimorfismo 

onde 1' é um homomorfismo qualquer. Se existe um homomorfismo a: com 
'Y = (3a, diz-se que A é um R-módulo projetivo. 

3) A é injetivo se para cada R-módulo C e cada R-submódulo B de C, cada 
homomorfismo f : B --> A pode ser extendido a um homomorfismo g : 
C--->A. 

A 

/t't-'-:', 
O ---. B ---. C 

4) Uma resolução livre (F, ó) {resp. projetiva) de A é uma sequéncia exata 
de R-módulos 

---> Ft ~ F0 ~ A ---> O 

onde cada Fn é livre {resp. projetivo}, isto é, para cada i temos Im(O;): 
Ker(O;_I). 
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5) Uma resolução injetiva (E,l) de A é uma sequência exata de R-módulos 

onde cada En é injetivo. 

Lema 2.1.2 /22, Cap. 3, Teor. 3.14} Seja P um R-módulo à esquerda qualquer. 

a) P é o quociente de um módulo projetivo. 

b) P é projetivo se e só P é somando de um módulo livre. 

Dado um complexo de R-módulos à esquerda (A, ó), isto é, uma sequência de 
R-módulos e homomorfllimos 

A 8n+lA '"A A=" ... ---'> .n..n+l - n - n-1 • · • ->, 

n E Z com ÓnÓn+l ""O, seu n-ésimo módulo de homologia é definido por 

Hn(A) = Kerón/ImOn+l· 

denotamos Kerón = Zn(A) e Imón+l = Bn(A). 

E se f : (A, d) -> (A', d') é uma aplicação de cadeia, ou seja, uma famüia 
de aplicações {in: A..--+ A~}, n E Z, tais que os diagramas a seguir comutam 

então definimos 

pm 

Definição 2.1.3 Uma categoria C diz-se pré-aditiva quando para cada par de 
objetos A e Bem C, Hamc(A,B) tem estrutura de grupo abeliano (aditivo) 
e vale a distributividade em relação à composição de C. E um Juntar en
tre categorias aditivas F : C ----> D (contra ou covariante) diz-se aditivo se 
F(!+ g) =F f+ Fg para cada par de morfismos f e g em um mesmo grupo 
aditivo Hamc(A,B). 
Um juntar covariante (resp. contravariante) entre categorias de módulos diz-se 
exato à esquerda quando preserva monomorfismos (resp. transforma epimorfis
mos em monomorfismos) e diz-se exato à direita quando preserva epimorfismos 
(resp. converte monomorfismos em epimorfismos). 
Finalmente, um Juntar covariante ou contravariante entre categorias de módulos 
diz-se exato se tal juntar é simultaneamente exato à direita e à esquerda. 
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Considerando a categoria Comp formada por todos os complexos de R
módulos e aplicações de cadeia e denotando por RM a categoria dos R-módulos 
à esquerda (ambas são aditivas) temos 

Teorema 2.1.4 /22, Cap. 6, Teor. 5.1] Para cada n, H,..: Comp ..... RM é um 
juntar aditivo. 

No que segue vamos considerar funtores aditivos em categoria de módulos. 
Dado um funtor aditivo Te um R-módulo á direita A, escolha uma resolução 
projetiva (P, d) de A 

........ P,.. ~ Pn~l--+ ... --+ P1 ~ Po ~A ..... O, 

e seja (P A, d) o complexo correspondente omitindo-se A, ou melhor, 

Definição 2.1.5 Para cada n definimos o n-ésimo funtor derivado a esquerda 
de T por 

(L,..T)A = H,..(TPA) = KerTdr,jlmTdn+I· 

Se T = ®RB, onde B é um R-módulo à esquerda, definimos Tor!{(, B) = 
LnT. Podemos também definir Tor fixando a primeira componente, caso no 
qual temos T = A®R e definimos L,..T = Tor!{(A, ), onde A é um R-módulo 
à direita. Em particular, 

Tor~( , E) = Ker(d,.. 01)/ Im(dn+t 01) 

Teorema 2.1.6 [22, Cap. 8, Teor. 8.8} As definições de Tor{;(A, B) são in
dependentes da escolha da resolução projetiva de A ou da escolha da resolução 
projetiva de B. 

Em relação às duas definições do funtor Tor temos 

Teorema 2.1. 7 [22, Cap. 7, Teor. 7.9} Se 

........ P1 ..... Po---> A ........ o 

........ QI--Qo->B.......,.O 

são resoluções projetivw; de R-módulos, onde A é um R-módulo à direita e B é 
um R-módulo à esquerda, então para todo n ;-:.-: O, 

Hn(PA ® B) ~ H,..(A 0 QB)· 

Portanto as duas definições de Tor coincidem em (A,B). 

Sejam T um funtor covariante, uma resolução injetiva (E,d) de um R-módulo 
à esquerda A 

' '• E '· E d, ... , O-> A-> Eo -> E1 ..... . . . ..... n -> n+l -> .. 

e (EA,d) o complexo correspondente deletado de A. 
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Definição 2.1.8 O n-ésimo funtor derivado à direita de T é dado por 

A definição de (RnT)f = H-nCf), para f: A---> B, é exatamente como a 
definição de Hn(f) 

Em particular, para T 
definimos 

HcrmR(C, ) para um R-módulo à esquerda C, 

Ext'R.( C, ) = RnT. 

Em se tratando de funtores aditivos em categoria de módulos os funtores 
derivados RnT e LnT são bem defirtidos [22]. Mas nesse sentido vamos nos 
ocupar a seguir apenas com os funtores Tor e Ext. 

Teorema 2.1.9 /22, Cap. 6, Teor. 6.15/ A definição de ExtR(C,A) independe 
da escolha da resolução injetiva de A. 

E se T é um funtor contravariante, considerando uma resolução projetiva 
(E, d) de um R-módulo à esquerda C definimos 

(R"T)C =Hn(TEA) = KerTdn+dlmTdn-, 

No caso particular em que T = HcrmR( , A) definimos 

Teorema 2.1.10 {22, Cap. 6, Cor. 6.18} A definição de ext'k(C,A) independe 
da escolha da resolução projetiva de C. 

Teorema 2.1.11 {22, Cap. 6, Teor. 6.18} Sejam 

uma resolução injetiva e 

... --->P1--->Po--->C--->O 

uma resolução projetiva, ambas de R-módulos à esquerda. Temos que para todo 
n~O 

Hn(Hcrm(Pc,A)) ~ Ir'(Hom(C,EA)). 

Portanto os juntares ExtR e extR coincidem em (C,A). Usualmente adota
se a notação Ext'ft. 

De acordo com os resultados anteriores podemos calcular os grupos Ext via 
resoluções projetivas no primeiro argumento ou resoluções injetivas no segundo 
argumento. Também os grupos Tor podem ser calculados usando resoluções 
projetivas (de módulos à direita) no primeiro argumento ou resoluções projetivas 
(de módulos à esquerda) no segundo argumento. 
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Definição 2.1.12 Sejam G um grupo e Z o anel dos inteiros considerado como 
um íl.G-módulo trivial. Definimos 

H"(C,A) = ExtZa(Z, A) 

onde Z e A são ZG-módulos à esquerda e 

com Z sendo ZG-módulo à direita e A um ZG-módulo à esquerda. 

Os grupos H" são chamados de grupos de co homologia de G (com coeficientes 
em A) e os grupos Hn são os grupos de homologia de C. 

Lema 2.1.13 Sejam C um grupo, A um ZC-módulo à esquerda e H um sub
grupo normal de G. Então Z ®zH A é um Z( G /H)- módulo á esquerda. 

Demonstração: Considere O = Aug ZH onde Aug denota o ideal ampli
ado, isto é, núcleo do homomorfismo de aneis ZH --+ Z que envia H em 1 e é 
identidade em Z. Como AI~1A é um Z(G I H)-módulo com G I H ação definida 
poc 

(gH)(a +fiA) = ga + .ílA. 

e Z ®zH A~ A(f!A via z ®a--+ a+ nA, o resultado segue. O 

Lema 2.1.14 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G não necessariamente 
normal. Então cada íl.G-módulo projetivo à esquerda P é um ZH-módulo 
projetivo à esquerda. 

Demonstração: Para cada transversal T de H em G (i.e. G = UtErHt e a 
união é disjunta) temos que ZG é ZH-módulo livre com base T. Como Pé 
somando de um ZG-módulo livre então Pé somando de um ZH-módulo livre e 
pelo Lema 2.1.2 Pé um ZH-módulo projetivo, segue-se o resultado. O 
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2.2 Resoluções Finitamente Geradas 

Vamos destacar algum critérios sobre a condição FPn, indicamos [3] como re
ferência às demonstrações. Uma outra referência boa é [11]. 

Definição 2.2.1 Dizemos que um R-módulo A à esquerda é de tipo FPn 
quando existe uma resolução projetiva E -. A com P; finitamente gerado para 
todo i :5 n. Se os módulos P; são finitamente gerados para todo i então diz~se 
que A é de tipo F ?ex,. De modo geral cada módulo admite resoluçã:o projetiva. 

1) Observe que A é de tipo F Po se e somente se A é finitamente gerado. E 
A é de tipo F P1 se e somente se A é finitamente apresentável. 

2) Se A é de tipo FPn, O :5 n:::; oo, então pode-se con.struir uma resolução 
livre que é finitamente gerada em dimensões menores ou igual a n. De fato, seja 

... __,. P2 --+ Pr ---> Po --> A 

uma resolução projetiva com Po finitamente gerado. Então existe um módulo 
projetivo finitamente gerado Q tal que P0 ffi Q é um módulo livre. Portanto 
substituindo Po por P0 EBQ e P1 por P181Q e estendendo P1 --+ Po pela identidade 
fornece uma nova resolução que é finitamente gerada e livre em dimensão O. O 
resultado segue iterando este processo. 

Definição 2.2.2 Sejam I um conjunto de índices com quase-ordem ~ e uma 
categoria (. Um sistema direto em ( com conjunto de índices I é um Juntar 
F : I ---> (. Mais precisamente é uma coleção de objetos F., i E J, tais que 
sempre que i :5 j em I, existe um morfismo rpj : F; --+ F1 satisfazendo: 

1} rpj = IF,, para cada i E I. 

2} Sei 'S j :5 k, ~IP} =IPI.· 

Denotamos {F;, ~} o sistema direto descrito acima. 

E o limite direto deste sistema é um objeto 1~ F; em ( e uma famüia de 

morfismos c.; :Fi --->!~F; com c.; = aj<p~, sempre que i :5 j, satisfazendo a 

seguinte propriedade universal: 

Para cada objeto X em ( e cada famUia de morfismos {f;: F;--. X}, i E J, 
com f; = h1P}, para todo i 'S j, existe um único morfismo (3 : lim F; --+ X com 

.Bo:; =f;. 

No caso de categoria de módulos o limite direto sempre existe e 

onde S é o submódulo gerado por todos os elementos da forma >.3rp}a; - À;a;, 
onde a, E F;, i :5 j e À;: F;__. 81iEJF, é a i-éslma injeção. 
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Definição 2.2.3 Um sistema inverso em uma categoria ( com conjunto de 
índices I munido de uma quase ordem 2: é um funtor contravariante F : I ----> 

(.Em detalhes, para cada i E I existe um objeto F, e sempre que i "5 j existe 
um morfismo 'l/li : Fj ----> Fi com 

1} W1 = IF,, para cada i E I. 

2) Se i "5 j :S: k, então 1/J1Wj = Wf. 

O limite inverso de um tal sistema é um objeto denotado por J~F; e uma 

famüia de morfismos a;: I~ F,----> F; com a;= 'lf{aj, i :S: j satisfazendo: 

Para cada objeto X em ( e fam{/.ia de morfismos f; : X -.--;. F; com 'if!. h = 
f 1, i :S: j, existe um único morfismo j3: X----> !~F; com a;/3 =f,. 

Em se tratando de uma categoria de módulos temos que 

!~F;= {(a;) E flF;: a; =W{aJ, i :S:j} 

com a; = Pdiim F;, onde p; : 11 F, ----> F; é a i-ésima projeção. 

Sejam {A;, rp{} um sistema direto (respectivamente um sistema inverso) na 
categoria de R-módulos (e um funtor covariante F: (---->{grupos abelianos} 
então {F A;, F !fi} é um sistema direto (respectivamente um sistema inverso) e 
via definição temos homomorfismos 

l~FA;----> F(!~ A;) e F(li:?A;)----> l~FA;. 

Dizemos que F comuta com limites diretos ou preserva limites diretos (resp. 
limites inversos) quando o primeiro homomorfismo é isomorfismo (resp. F co
muta com limites inversos quando o segundo homomorfismo é isomorfismo). 

Fixado um conjunto de índices I temos que 1~ e 1~ são funtores da cate

goria dos sistemas diretos Dir(I) e da categoria dos sistemas inversos Inv(I) em 
I respectivamente, na categoria de R-módulos [22, cap.2]. De modo geral estes 
não são funtores exatos. 

Proposição 2.2.4 [3, Cap. 1, Teor. 1.1} Sejam A um R-módulo à esquerda e 
k 2: o. 

a) O funtor Tork( , A) comuta com limites diretos exatos. 

b) O funtor Extk(A,) comuta com limites inversos exatos. 

Demonstração: I~ comuta com ®RA e I~ comuta com HomR(,A). Se 

conEideramos I~ e I~ funtores exatos, eles comutam com os funtores Tork( , A) 

e Extk(A, ) respectivamente. D 
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Proposição 2.2.5 {3, Cap.1, Prop. 1.2} Sejam A um R-módulo a esquerda de 
tipo FPn e O$ n :5 oo. Então 

a) Para cada l~ exato o homomorfismo natural 

é um isomorfismo para k :5 n - 1 e um epimorfismo para k=n. 

b) Para cada li_T exato o homomorfismo natural 

!imExt~(A,)-+ Ext~(A,lim) - -
é um isomorfismo para k :5 n - 1 e um monomorfismo para k=n. 

Os resultados a seguir mostram que a recíproca da proposição 2.2.5 é válida. 

Teorema 2.2.6 {3, Cap. 1, Teor. 1.3} As seguintes condições são equivalentes 
para um R-módulo a esquerda A. 

1) A é de tipo FPn. 

2a) Para qualquer 1~ limite inverso exato a aplicação natural 

é um isomorfismo para k :5 n - 1 e um epimorfismo para k=n. 

2b) Para cada l!T limite direto exato a aplicação natural 

I~Ext~(A,)-+ Ext~(A,I~) 

é um isomorfismo para k :5 n - 1 e um monomorfismo para k=n. 

3a) Para um produto direto TI R de uma quantidade arbitrária de cópias de 
R a aplícação natural Tor~(I] R, A) -+ f1 Torfj(R, A) é um i.!>omorfismo para 
k < n e um epimorfismo para k=n. 

3b} Para o limite direto de qualquer sistema direcionado de R-módulos {A;, 10}} 
com limA;= O, tem-se que limExt~(A,A;) =O para todo k::; n. - -

Cabe aqui algumas observações em relação à condição 3a. 
1) Observe que Torf(R,A) =O para k =f. O. Assim para n > 1, 3a pode ser 
reescrita. do seguinte modo 

(3a)' u : (IJ R) ®FI. A -+ f1 A é um isomorfismo e Torf(IT R, A) = O para 
l$k$n-1. 
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2) A condição u: (IJ R) ®RA---. IJ A é um isomorfismo para todos os produtos 
diretos equivale a dizer que A é de tipo FPt. O que nos possibilita reescrever a 
condição (3a)' do seguinte modo equivalente 

(3a)" A é finitamente apresentável e Tor~(f1R,A) =O para 1 S k S n-1. 

Podemos fazer a seguinte aplicação. 

Proposição 2.2. 7 Considere um anel associativo R e A' ......_. A -.... A" uma 

seqüência exata curta de R-módulos. 

a) Se A' tem tipo FPn-1 e A tem tipo FPn então A" tem tipo FP.,.... 

b) Se A tem tipo FPn-1 e A" tem tipo FP.,... então A' tem tipo FPn-1· 

c) Se A' tem tipo FPn e A" tem tipo FPn então A tem tipo FPn· 

Demonstração: Vejamos o item a). Por questões de espaço vamos denotar 
abreviadamente T=Tor. Via Proposição 2.2.6 (3a)" e a sequência exata longa 
obtida via o funtor Tor, [22, cap.6], temos os epimorfismos e o isomorfismo no 
diagrama comutativo a seguir, onde as linhas são exatas 

Segue que Tor~(ll R, A") ...... IJTor~(R, A") é um epimorfismo. Em dimensões 
O -:::; k -:::; n - 1 os epimorfismos do diagrama anterior são substituídos via 
Proposição 2.2.6 (3a)" por isomorfismos, disto vem que temos isomorfismos 
Tarr(IJ R, A") ..... IJ Tarr(R,A"). Portanto, segundo a Proposição 2.2.6 (3a)", 
A" é de tipo F Pn. Os demais intens são demonstrados de modo análogo. O 

Destacamos que R no contexto a seguir sempre denota um anel comutativo · 
com unidade não trivial. 

Definição 2.2.8 Um grupo G é de tipo FPn sobre um anel R, n = oo ou é 
um inteiro não negativo, se o RG-módulo trivial R é de tipo FPn como um 
RG-módulo. 

Quando G é de tipo FPn sobre Z então dizemos simplesmente que G é de 
tipo FPn· 

Proposição 2.2.9 Se G é de tipo FPn então G é de tipo FP.,... sobre qualquer 
anel R. 
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Demonstração: Seja E.. = ... ~ Pt .io. Po i9. Z __, O uma ZG-resolução livre 
deZ, desta obtemos a sequência exata curta deZ-módulos im(h <-> Po......, Z a 
qual é Z cindida pois Z é Z...módulo livre, em particular projetivo. 
Logo, temos a sequência exata curta de RG-módulos R ®z im 81 ...__. R ®z P0 -» 

R ®z íZ =R e também que im Ót é Z-projetiva. 
Deste último fato segue que im Ôz '---> Pt ---» im 61 é Z-cindida e assim temos a 
sequência exata curta de RG-módulos R ®z im Ó2 "-> R ®z P1 ...... R ®z im 01 . 

Pro.sseguindo indutivamente temos que R ®z im ÓJ+t '---> R®z PJ ---» R®z imói 
é sequência exata curta de RG-módulos para todo j ;:: O. Portanto, R 0z E é 
uma RG-resoluçao projetiva de R. O 

Proposição 2.2.10 [3, Cap. 1, Prop. 2.1] Um grupo é de tipo FP1 sobre um 
anel R se e somente se G é finitamente gerado. 

Corolário 2.2.11 Um grupo G é de tipo FPn sobre um anel R, 1:::::; n:::; oo, se 
e somente se G é finitamente gerado e Hk(G, TI;:<i RG) =O para todo 1 :::; k :5 n 
e todos os produtos diretos de X= max(]RG], ]RI) cópias de RG. 

Demonstração: Via Proposição 2.2.10 e condição (3a)" acima da Proposição 
2.2.7. D 

Definição 2.2.12 Um grupo G é quase finitamente apresentável sobre um anel 
R se existe uma sequência exata curta de grupos 

K,_,F....,G 

onde F é um grupo livre finitamente gerado com R 0z (Kj[K, K]) finitamente 
gerado como RG-módulo à esquerda, onde G age sobre Kj[K, K] via conjugação 

g(k + [K,K]) = gkg-1 + [K,K], g E G,k E K. 

Proposição 2.2.13 Um grupo G é de tipo FP2 sobre um anel R se e somente 
se G é quase finitamente apresentável sobre R. 

Demonstração: Seja F um grupo livre de posto finito (isto é, finitamente 
gerado) e K <--J. F...., G uma sequência exata curta de grupos. Conforme [22, 
Lema 10.6], f ,_, RF ...... R, onde f é o ideal ampliado de RF, é uma RF
resolução livre. Por isso usando a sequência exata longa em homologia temos a 
sequência exata de RG-módulos 

Ht(F;RG) '-' RG 0RF f--+ RG 0RF RF ...... RG 0RF R, 

mas Ht(F;RG) ~ Ht(F; R0RK RF) ~ Hr(K; R) onde o segundo isomorfismo 
chamado isomorfismo de Shapiro deve-se a [3, Preliminares]. Assim, obtemos a 
sequência exata de RG-módulos 

R 0 Kj[K, K] ,_, RG 0RF f--+ RG-+> R; 

RG0RF f é RG-módulo livre no conjunto {10 (x; -1)} onde x1 , ... ,xd são os 
geradores livres de F. Portanto usando Prop. 2.2.7 G é de tipo FP2 sobre R se 
e só se R 0 Kj[K, K] é um RG-módulo finitamente gerado. O 

No caso em que G é finitamente apresentável o ZG-módulo Kf[K,K] é 
finitamente gerado pelas imagens em Kj[K, K] de um subconjunto finito R C K 
de geradores normais de K. Isto nos fornece 

Corolário 2.2.14 Seja G um grupo finitamente apresentável. Então G é de 
tipo FP2. 
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2.3 Sequências Spectrais 

A seguir vamos fazer uma breve exposição sobre sequência spectral tendo como 
meta a demonstração do nosso próximo resultado sobre grupos de tipo FP,. 
Como referência a maiores detalhes sugerimos [22]. 

Definição 2.3.1 Um módulo graduado é uma sequência de módulos M ={MP: 
p E Z}. SeM e N são módulos graduados e n é um inteiro fixo, então uma 
sequência de homomorfismos f = {fp : Mp _, Np+n} é uma aplicação de grau 
n, denotamos f : M --+ N. 

Um complexo C = ... --> Cp --> q,-1 --> ... , ignorando-se a diferenciação, 
determina wn módulo graduado {Cp p E Z}. Uma aplicação de cadeia 
f : C ---. C' é uma aplicação de grau O e a diferenciação de um complexo é 
uma aplicação de grau -L 

Definição 2.3.2 Um módulo bigraduado é uma família de módulos duplamente 
indexada {Mp,q : p, q E Z}. Sejam a e b inteiros fixos, uma famüia de homo
morfismos f= {fp,q: Mp,q-> Np+a,q+b} é uma aplicação de bigrau (a,b). 

O próximo resultado vai nos fornecer uma grande quantidade de módulos 
bigraduados. 

Definição 2.3.3 Um par exato é um par de módulos bigraduados D e E, e 
aplicações a, f3 e 'Y cada uma com seus respectÍV()S bigraus tal que existe exatidão 
em cada vértice do triângulo 

D--""--D 

"'z,/: 
E 

No que segue tratamos de funtores aditivos. 

Definição 2.3.4 Seja F : B -> C um juntar aditivo entre duas categorias B 

e C. Um módulo B em B é F-acíclico à direita se (RP F)B = O para p ;::: 1 

onde RP F é o p-ésimo funtor derivado a direita de F; um módulo B em C é 
F-acíclico à esquerda se (LpF)B =O, p;::: 1, onde LpF é o p-ésimo funtor 
derivado à esquerda de F. 



Teorema 2.3.5 [22, Cap. 11, Teor. 11.1} Sejam G : U ---> B e F : B -+ C 
funtores aditivos tais que F é exato à esquerda e sempre que E é injetivo em 
U, então GE é F-acíclico à direita. Para cada módulo A em U, escolha uma 
resolução injetiva O ---> A ---> _EO ---> E 1 ---> ••. e defina 

Então existe um par exato com 

sep2':0,q2':0, 
caso contrário, 

{ 

(RPF)zq-t sep2':0,q2':1, 
Dp,q = Rf'+q(FG)A se p = -1, q 2': 1, 

O caso contrário, 

e aplicações a D -+ D de bigrau (-1,1), (3 D -+ E de bigrau {1,-1} e 
-r: E---> D de bigrau (1,0). 

Definição 2.3.6 Sejam U uma categoria e A um objeto em U. Uma filtraçào 
de A é uma fam{lia de subobjetos de A, {FP A; p E Z}, tal que 

... cpP-lA c FPA c pP+lA c. 

Deste modo, uma filtração de um complexo C é uma farru1ia de subcomplexos 
{FPC ; p E Z} com pP-10 C FPC para todo p. E no caso de um módulo 
graduado H= {Hn: n E Z} é uma farm1ia de submódulos graduados {FPH: 
p E Z} com pP-1H c FPH para todo p. 

Teorema 2.3.7 [22, Cap. 11, Cor. 11.12} Toda filtração {FPC: p E Z} de um 
complexo C determina um par exato. 

D • D 

"z/o 
E 

onde o:: D-+ D tem bigrau {1,-1}, /3: D-+ E tem bigrau (O, O} e 1; E-+ D 
tem bigrau {-1,0}. 

Consideremos o par exato acima. 
Defina d1 : E---> E por d1 = f3"f. Como "ff3 =O temos que d1d1 =O e E tem 

grupo.s de homologia H= (E,d1 ) = Kerd1 jlmd1 , denotamos H(E,d1 ) = E 2 

e o consideramos como módulo bigraduado. Em detalhes, 

d~,q : Ep,q -+ Dp-J.,q---+ Ep-t,q, 

assim d1 tem bigrau (-1,0). 

Defina D2 =I ma. Como o: tem bigrau (1,-1), temo.s que 

D~,q = o:p-l,q+t(Dp-t,q+J) = Imap-l.q+l c Dp,q· 

Definimos agora 
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E' 

Onde o? é a restrição de o a D2 = !ma C D. Uma vez que a inclusão 
i : D 2 = !ma'--> D tem bigrau (0,0), a aplicação a 2 =a o i tem o mesmo 
bigrau de a, isto é, (1,-1). Temos {32 : D 2 -t E 2 dada por 

{J2y = [,13a- 1y], 

onde os colchetes denotam classes de equivalência e finalmente definimos 1 2 : 
E 2 ..---; D 2 por 

')'2 [zp,q] = /p,qZp,q E Dp-l,q· 

que tem bigrau (-1,0). Retomemos a (J2. Tome y = ap-l,q+t(Xp-t,q+t) E n;,q; 
definimos 

f3;,q = /3p-I,q+tu;2l,q+l: Y >---> [/3p-l,q+l (xp-l,q+t)] E E;-l,q+I· 

assim,(/ tem bigrau (-1,1) e é bem definida. Temos agora 

Teorema 2.3.8 /22, Cap. 11, Teor. 11.9] Com as definições acima, 

E' 

é uma par exato; a:2 tem /:Jigrau {1,-1), (32 tem bigrau (-1,1} e 'Yz tem bigrau 
(-1,0}. 

Definição 2.3.9 O par exato (D2 , & , o 2 , j32 , 1'2 ) chama-se par derivado de 
(D, E, a, /3, /) 

Prosseguindo indutivamente obtemos uma sequência de pares exatos 

onde, por definição, o {r+l)-ésimopar exato é o par derivado do r-ésimo, E 1 =E 
e D 1 = D. 
A seguir temos uma descrição um pouco mais detalhada desta sequência. 
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Teorema 2.3.10 Sejam (D, E, o:, /3, /) um par exato com o:, /3e1 tendo /li
graus {I, -1},{0,0} e {-1,0} respectivamente. Se (Dr, F7, o:r, {JT, "Yr) é o r-ésimo 
par derivado então 

I) ar tem /ligrau (1,-1}, /3 tem /ligrau (1-r,r-1], e Ir tem bigrau (-1,0}; 

2) dr = /3rir tem ~~~grau {-r,r-1} e é induzida por j3ar-l/i 

3} E;~l = Ker~,q/lmd;+r,q-r+1 

Demonstração: Indução em r. O 

Definição 2.3.11 Uma sequência spectral é uma sequéncia {Er,dr: r~ 1} 
de módulos lligraduados e aplicações com dr d'" = O tal que 

como módulos lligraduados. 

Corolário 2.3.12 Cada filtração {.FPC} de um complexo C determina uma 
sequéncia spectral. 

Demonstração: Filtrações determinam pares exatos conforme vimos em 
2.3.7; e o Teorema 2.3.10 fornece uma sequência de pares derivados cujos termos 
E 2

, E 3 , •.. formam uma sequência spectral. O 

Definição 2.3.13 Uma filtração {FPH} de um módulo lligraduado H é limi
tada se, para cada n, existem inteiros s=s(n) e t=t{n} tais que 

F 8 Hn =O e FtH" = Hn. 

Em uma filtração, pP-1H C FPH para todo p. Em particular, se {FPH} é 
limitada, então para cada n, FP Hn =O para todo p :5 s, FP Hn = Hn para todo 
p ~ t, e existe uma cadeia finita 

Definição 2.3.14 Um su/lquociente de um módulo M é um módulo da forma 
M'IM", onde M" C M' são su/lmódulos de M. 

Em uma sequência spectra.l { Er, dr : r ~ 1} cada Er e um sub quociente de 
E 1 =E, na verdade de qualquer termo anterior. 
Escreva E 2 = Z 2 I B 2 (omitindo os índices). Uma vez que E2 = Z 2 I B 2

, o terceiro 
teorema do isomorfismo permite-nos assumir 

Iterando, 

c Br c Br+l c ... c zr+l c zr+l c ... c Z2 c E 2 . 
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Definição 2.3.16 Seja H um módulo graduado. Uma sequência spectral {Er} 
converge para H, denotamos E~,q =*P H,.., se existe alguma filtração limitada 
{PH} de H tal que 

~ == if!P H /iPp-I H p,q n n 

para todos p,q com n=p+q. 

Teorema 2.3.17 {Grothendieck}f22, Cap. 11, Teor. 11.39/ Sejam S: U --1 B 
e F : B - C juntares com F exato à direita e sempre que E é projetivo em 
U, então SE é F-acíclico à esquerda. Para cada módulo A E U, existe uma 
sequência spectral no primeiro quadrante 

E;,q = LpF(LqS(A)) =*P Ln(FS)(A). 

Teorema 2.3.18 (Lyndon-Hochshild-Serre (LHS)} Seja um grupo G com sub
grupo normal N. Para cada íZG-módulo A, existe uma sequência spectral no 
primeiro quadrante com 

E;,q = Hp(GjN,Hq(N,A)) =>p Hn(G,A), 

onde n=p+q. 

Demonstração: Consideremos as categorias de módulos à esquerda U = 
ZG-módulos, B == Z(G/N)-módulos e C = grupos abelianos e os funtores 
S : U _,. B definido por S = Z®zN e F : B --1 grupos abelianos definido 
por F= Z®z(G/NJ· 
Tais funtores cwnprem as condições do Teorema 2.3.17, logo existe uma sequência 
spectral 

E;,q = LpF(LqS(A)) =*P L,..(FS)(A) 

agora basta observar que LpF = Hp(G/N, ), LqS = Hq(N, ) e FS = Z®zc. O 

A seguir usamos a sequência spectral de Lyndon-Hochshild-Serre para de
duzir uma propriedade importante de grupos de tipo FPn. 

Teorema 2.3.19 {3, Cap. 1, Prop. 2. 7/ Sejam N <-> G __,. Q uma sequência 
exata curta de grupos onde N é de tipo FP00 sobre um anel comutativo R com 
unidade não trivial e 1 ::::; n::::; oo. Então G é tipo FPn se só se Q é de tipo 
FPn. 

Demonstração: Tome a sequência spectral LHS, 

H,(Q,H,(N, II RG)) =>, Hn(G, II RG) 

De N ser de tipo F P 00 obtemos 

paraq2:1e 

(IT RG)N "H0(N, IT RG) "IT Ho(N, RG) "IT RQ 

para q=O. Portanto a sequência spectral entra em colapso, isto é E~,q =O se q i= 
O, o que fornece isomorfismos Hp(Q,TIRQ) ~ Hp(G,f1RG) para p 2: O. Por 
2.2.11 o resultado segue. O 
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Capítulo 3 

Produto Livre Amalgamado 
e Pushout 

Definição 3.0.20 Sejam it : Go --+ Gt e iz : Go __. Gz homomorfismos de 
grupos. Suponha que existe um grupo G e homomorfismos jk : Gk --+ C, k = 1, 2 
tais que hit = hiz. Se para todo grupo H e homomorfismos Cf!k: Gk--+ H tais 
que o diagrama é comutativo, isto é, os dois quadrados são comutativos 

existe um único homomorfismo r.p : G --> H tornando o diagrama comutativo 
então diz-se que G é o pushout de Go, Gt, Gz, it eiz. 

Teorema 3.0.21 [21, Cap. 2} Para quaisquerG0 , G 1 , G2 , i 1 e i 2 existe pushout. 

Definição 3.0.22 Quando i 1 ei2 são injetivas o pushout G é chamado produto 
livre amalgamado com amálgama Go. 

Neste caso, geralmente olhamos G0 como um subgrupo de G1 e G2 , i 1 e i 2 

como as inclusões. Denotamos C= Gt *Go Gz. 

Definição 3.0.23 Diz-se que um subconjuntoS é transversal à esquerda de um 
subgrupo H em G se S contêm exatamente um memtlro de cada classe lateral 
aH, isto é, G = UaesaH {união disjunta). 

Teorema 3.0.24 {Forma Normal}f12, Cap. 1, Teor. 25] Sejam G o produto 
livre amalgamado de A, B com amálgama C, iA : C -+ A e ÍB C -+ B são 
as inclusões e, S e T transversais à esquerda de C em A e B respectivamente, 
com 1 E S n T. Considerando iA ; A-> G e ia : B ...... G homomorfismos da 
definição do pushout {G1 =A, G2 = B, h= JA, }2 = jB, i1 =iA e i2 = iB}, 
temos: 
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1. iA e iB são monomorfismos. 

3. Considerando iA e iB inclusões, qualquer elemento de G pode ser unica
mente escrito como Ut •.. u,.c, n :2:: O, c E C e Ut, •.• , Un vêm altemada
mentedeS\1 eT\1. 

Finalizamos esta seção com o seguinte resultado. 

Proposição 3.0.25 {12, Cap. 1, Prop. 27} Sejam A e B subgrupos de um grupo 
G e C= AnB. Então, G= A*cB se e só se todo elemento de G\C pode ser 
escrito como um produto 91 ... 9n com g; alternadamente em A \ C e E \ C e 
nenhum destes produtos é igual a 1. 
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Capítulo 4 

Grupos Nilpotentes e 
Policíclicos 

4.1 Grupos Nilpotentes e Policíclicos 

As referências básicas para esta seção são [21], [20], [19], [15]. 

Definição 4.1.1 Um grupo G diz-se nilpotente se ele contêm uma série de sub
grupos 

{1} = Go c G1 c ... C G,. = G 

tal que cada subgrupo G; é normal em G e cada quociente G;}Gi-I esta contido 
no centro de G/Gi-b 1 «;i S n. Denominamos uma tal série de série centro/ 
de G. 
Um grupo G diz-se solúvel se ele contêm uma série de subgrupos 

{1} = Go c G1 c ... c G,., = G 

tal que cada subgrupo G;-1 é normal emGi e cada quociente G;/Gi-l é alleliano. 

Via defirtição, temos que todo grupo nilpotente é solúvel. E também segue 
da definição que o centro de um grupo nilpotente é não triviaL Esse fato, nos 
diz que nem todo grupo solúvel é nilpotente. Pois o grupo de permutações S3 é 
um grupo solúvel de centro triviaL 

A seguir daremos uma caracterização de nilpotência. Com esse fim, defini
moo indutivamente novas séries de subgrupos: 

1 1 (G) = G, 1'2(G) = G' e!;(G) = [1';-I(G),G] 

e também 
(o= {1}, ( 1 (G) é o centro Z(G), seguindo indutivamente com ú(G) sendo 

o único subgrupo de G tal que (;(G)/(;-l(G) = Z(G/(;-I(G)). 
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O subgrupo (,(G) chama-se o i-ésimo centro de G. No contexto se A e B 
são subgrupos de G o comutador [A,B] é subgrupo de G gerado pelos elementos 
da forma [a,b], com a E A e b E B. 

Definição 4.1.2 As sequências de subgrupos 

{1} ~ (o(G) c Ç,(G) c ... c (n(G) C 

G=ft(G) ::)•n(G) ::> .•• ::>fn(G) ::> ... 

chamam-se série central superior e série central inferior de G, respectivamente. 

Estas são claramente séries centrais. 

Lema 4.1.3 Seja 
{1} =Ao c At c. 

uma série central de G. Então A; C (;(G) para todo i. 

Demonstração: Faremos indução em i. Para i = 1 é válido. Suponhamos 
que A; C (;(G). Dados x E Ai+! e g E G, como Ai+l/A, C Z(G/A;) temos 
que x-1g- 1xg E A; C (i(G). Logo, via definição de (i+t(G) temos que Ai+t C 
(Ht(G). 0 

Lema 4.1.4 Seja 
{l}=Ao CAt c ... c A, =G 

uma série central de G. Então /;(G) C An-i+l para todo i. 

Demonstração: É imediato para i = 1. Suponhamos por indução que 
f;(G) C An-i+l· Como An-i+IfAn-i está no centro de GfAn-i> temos que 
[An-i+t,GJ C An-i· Logo 

como queríamos demonstrar. O 

Destes resultados segue imediatamente a segulnte caracterização dos grupos 
nilpotentes. 

Lema 4.1.5 Seja G um grupo. São equivalentes: 

(i) G é nilpot<nt<. 

{ii} Existe um inteiro positivo m tal que (m(G) = G. 

{iii} Existe um inteiro positivo n tal que /n(G) = {1}. 

Também segue imediatamente destes lemas que se G é um grupo nilpotente, 
então as séries centrais superior e inferior de G têm o mesmo comprimento. 
Este número chama-se classe de nilpotência de G. Em particular se G tem 
classe de nilpotência dois temos que G' C Z(G). 
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Definição 4.1.6 Seja 1: uma classe de grupos. Um grupo G diz-se poli- 1: se 
G contém uma serie subnormal (isto é, G; <l Gi+l com G; não necessariamente 
normal em G) 

{1} = Go <JG1 <J ... <JG, = G 

tal que cada fator G;/Gi-b 1 :::; i:::; n, pertence à classe 1:. 

Proposição 4.1. 7 [20, Cap. 2, Prop. 2.2.6} Um grupo solúvel finito G contém 
uma série subnormal cujos fatores são todos cíclicos de ordem prima. 

Conforme o Teorema 4.1.7 os grupos nilpotentes finitos são policíclicos. 
Quanto a grupos nilpotentes infinitos e no que se refere aos nossos interesses, 
temos 

Proposição 4.1.8 [20, Cap. 3, Teor. 3.3.5} Um grupo nilpotente finitamente 
gerado tem uma série central cujos fatores são grupos cíclicos com ordem prima 
ou infinita. 

Os seguintes resultados foram desenvolvidos em [14]. Eles serão usados na 
demonstração do resultado principal desta tese. Sejam Q um grupo e A um 
ZQ-módulo à esquerda. A ação diagonal de Q sobre A 0 A é dada por 

para todos q E Q, a1, a2 E A. O núcleo da aplicação canônica A 0 A ---t A 1\ A é 
um ZQ-submódulo de A® A (via ação diagonal). Isso induz ação diagonal de 
Q sobre A 1\ A. 

Proposição 4.1.9 [14, Prop. 23} Sejam Q um grupo nilpotente de classe dois 
finitamente gerado, com um ZQ-m6dulo A finitamente gerado tal que A 1\ A 
é finitamente gerado como ZQ-m6dulo (via ação diagonal). Então A ®z A é 
finitamente gerado como ZQ-m6dulo (via ação diagonal}. 

Proposição 4.1.10 [14, Lema 24] Sejam Q um grupo policíclico, A e B ZQ
módulos à esquerda finitamente gerados. Se A 1 é um ZQ-submódulo de A e 
A ®z B é finitamente gerado como um ZQ-módulo (via ação diagonal), então 
At ®z B é finitamente gerado como um ZQ-módulo (via ação diagonal). 

Observe que via a Proposição 4.1.8 a Proposição 4.1.10 também se aplica 
para grupos nilpotentes finitamente gerados. 
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4.2 Condições de Cadeia 

Seja ( um conjunto parcialmente ordenado por uma relação ::;. 

Proposição 4.2.1 As seguintes condições são equivalentes em(: 

i} Cada sequência crescente x1 :.:; X2 :.:; .•. em ( é estacionária (ou seja, 
existe n tal que x,., = Xn+l = ... ). 

ii) Cada subconjunto não vazio de ( possui um elemento maximal. 

Demonstração: i)=?ii). Se ii) é falso existe um subconjunto T de ( não 
vazio sem elemento maximal e podemos construir indutivamente uma sequência 
estritamente crescente infinita. A recíproca é imediata. O 

Definição 4.2.2 Se ( é o conjunto dos submódulos de um R-módulo à esquerda 
(ou à direita) M, ordenado pela relação Ç. Então i} (de 4.2.1} é chamada 
condição de cadeia ascendente e ii} de (4.2.1) chama-se condição maximal. Nós 
dizemos que M é noetheriano se satisfaz uma destas condições equivalentes. 
E se ( é ordenada pela relação d então i) é a condição de cadeia descendente e 
ii) é a condição minimal. M diz-se artiniano se satisfaz uma destas condições. 

Proposição 4.2.3 {15, Cap. 1, p.20] Considere um R-módulo à esquerda ou à 
direita M. Cada submódulo de M é finitamente gerado se e só se M é noetheri
ano. 

Um anel R diz-se noetheriano à esquerda (resp. à direita) se R é noetheriano 
quando visto como R-módulo à esquerda (resp. à direita) via o produto em 
R. Idem para a noção de anel artiniano. A nomenclatura homenageia Emmy 
Noether e Emil Artin respectivamente, que iniciaram os estudo em condições de 
cadeia para ideais e submódulos. 
Finalizamos esta subseção com um resultado sobre módulos finitamente gerados 
sobre anéis satisfazendo condições de cadeia. 

Proposição 4.2.4 {15, Cap. 1, Prop. 1.21] SeM é um R-módulo à esquerda 
finitamente gerado e R é um anel noetheriano (resp. artiniano), então M é 
noetheriano {resp. artiniano). 

Teorema 4.2.5 {19, Cap. 10, Teor. 2.7] Sejam S um anel com ls, R um sub
anel Noetheriano à esquerda com lR = ls e G um grupo de unidades de S sendo 
poli-{ cíclico, finito}. Se R= RG := {grg-1 lg E G, rEG} e S =(R, C) {isto 
é, S como anel é gerado por R e G }, então S é Noetheriano à esquerda. 

Corolário 4.2.6 Para cada grupo Q nilpotente finitamente gerado o anel ZQ 
é Noetheriano à esquerda. 

Demonstração: Os anéis S = :li:J e R = 'iZ preenchem as condições do 
Teorema 4.2.5. O 
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Capítulo 5 

Topologia Algébrica 

5.1 Recobrimento de Espaços Topológicos 

Nesta seção vamos ressaltar fatos clássicos relativos ao grupo fundamental de 
um espaço topológico. As referências básicas são [18] e [17]. 

Definição 5.1.1 Sejam a: I-+ X e (3: I__. X caminhos no espaço topológico 
X, tais que o ponto final de a é o ponto inicial de (3, onde I = [0, 1]. Definimos 
o produto a/3; I -+ X por 

1 1 
o:/3(t) = a(2t) se O:::; t:::; "2 e a(3(t) = j3(2t- 1) se "2 ::; t::; 1 

Se a e (3 são caminhos fechados com ponto base em xo E X diremos que são 
homotópicos se existe h : I x I -+ X contínua tal que 

h(s,O) = a(s), h(s,l) = (3(s) e h(O,t) = h(l,t) = x0 para todos s,t E I. 

Ser homotópico define uma relação de equivalência na coleção dos caminhos 
fechados em X com base em xo e o conjunto das classes de equivalência :n-t(X,xo) 
munido da operação [o:][,B] = [o:f3] é um grupo chamado o grupo fundamental de 
X com base em xo. 

Proposição 5.1.2 {17, Prop. 4] Considere um espaço topológico X conexo por 
caminhos e x0 e x1 pontos quaisquer em X. Então 1r1(X,x0) e 1r1(X,x1) são 
isomorfos. Neste caso omitimos o ponto base e escrevemos 1r1(X). 

Nosso próximo passo é estabelecer a noção de r~cobrimento de um espaço 
topológico. E a meno.s de menção em contrário X, X, Y e Z denotam espaços 
topológicos e 1=[0,1]. 

Definição 5.1.3 Sejam f : X ..... Y e g: Z-> Y aplicações. 

i} Se cada ponto x E X tem uma vizinhança U com !lu injetiva diz-se que 
f é [ocamente injetiva. 

ii) Com f e g contínuas, um levantamento de g (relativamente a f) é uma 
aplicação contínua g: Z-+ Y com f o 9 = g. 
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Lema 5.1.4 {17, Prop. 4.2] Sejam f : X --> Y uma aplicação contínua, local
mente injetiva e X um espaço de Hausdorff. Se Z é conexo e g: Z-> Y é uma 
aplicação contínua então dois levantamentos quaisquer de g que coincidem num 
ponto zo E Z são iguais. 

Definição 5.1.5 Uma aplicação p : X --> X é uma aplicação de recobrimento 
ou simplesmente um recobrimento quando cada ponto x E X pertence a um 
aberto (vizinhança distinguida) V C X tal que p-1(V) = UaUn. é uma união 

disjunta com cada U"' aplicado por p homeomorficamente sobre V. O espaço X 
chama-se um recobrimento de X e, para cada x E X, p-1{x} é a fibra de x. 

Quando p : X -> X é um recobrimento a condição de que X seja Hausdorff 
pode ser omitida do Lema 5.1.4. O que nos fornece 

Lema 5.1.6 {17, Prop. 4.2'] Sejam p: X ->X uma aplicação de recobrimento 
e Z um espaço conexo. Se h, s : Z -> X são tais que p o h = p os, então ou 
h(z) =f. s(z) para todo z E Z ou h=s. 

Uma aplicação contínua h :X -> Y induz um homomorfismo 

Yo = h(xo), definido por h.[a] = [h o a]. 

Teorema 5.1. 7 [17, Prop. 5.2] Sejam p: X-> X um recobrimento, a,b: I-> X 

caminhos com o mesmo ponto inicial x e mesmo ponto final y e ã, b : I -> X 
seus levantamentos a partir de um ponto ?i E X, tsto é, ã(O) =?i= b(O). Afim 
de que ã(l) = b(l) é necessário e suficiente que [ab- 1 ] E p.(7rl(X,i')). 

Corolário 5.1.8 Sejap: X--+ X um recobrimento com X conexo por caminhos 
e x 0 E X um ponto fixo. As seguintes afirmações são equivalentes: 

1. Para algum ponto ?i E p- 1 (xo) temos que p.( 7ft (X, ?i)) <J 1r1 (X, xo); 

2. Os subgrupos p.(7rt(X,?i)), quando ?i percorre p- 1 (xo) são normais e 
iguais entre si. 

S. Dado um caminho fechado a : I -> X, oom ponto base em xo, ou todos 
os levantamentos de a, a partir dos pontos X E p- 1 (x0 ), são fechados ou 
nenhum o é. 

Definição 5.1.9 Se X é conexo por caminhos e umas das condições do Corolário 
5.1.8 é satisfeita dizemos que p: X--> X é um recobrimento regular. 

5.2 Ações Propriamente Descontínuas de Gru
pos 

Considere um subgrupo G do grupo dos homeomorfi.smos de um espaço topológico 
X, chamamos G de grupo de homeomorfismos de X. O conjunto Gx = {g(x)l g E 
G} é a órbita de x E X relativamente a G (denotamos gx no lugar de g(x)). 
Gx coincide com a classe de equivalência [x] de x E X na relação em X dada 
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por x "'Y E X se e só se existe g E G com g(x) =y. 

Denotamos por XJG o espaço quociente de X por esta relação de equivalência. 
Tomemos a projeção canônica p: X-+ X/G, p(x) = [x] e considere em XJG a 
topologia segundo a qual um conjunto A C X é aberto quando p-1(A) é aberto 
em X ( portanto os abertos em XJG são da forma p(U) onde U C X é um 

aberto que é união de órbitas ). Temos que a aplicação p: X -+ X/G é aberta 
pois se V C X é aberto então p-1(p(V)) = UgEGBV C X é aberto. 

Se cada x E X possui uma vizinhança (conveniente de x) V C X tal que 
gV n V = 0 para todo g i- lx em G então, dizemos que G é propriamente 
descontínuo. Equivalentemente, se g =f h em G então, gVnhV = 0. Neste caso, 
a menos da identidade lx os homeomorfismos de G não possuem pontos fixos. 
Indica-se este fato dizendo que G opera livremente em X. 

Teorema 5.2.1 {17, Prop. 5.4] Seja G um grupo de homeomorfismos operando 
livremente no espaço X. Se G é propriamente descontínuo então a projeção 
canônica p: X-+ XjG é um recobrimento. 

Isto nos diz que se o espaço X é conexo por caminhos então a projeção p: X-+ 
XjG é um recobrimento regular. 

Teorema 5.2.2 [17, Prop. 5.4/ Sejam p X -+ X um recobrimento com 
o espaço X conexo por caminhos, Z um espaço conexo e localmente conexo 
por caminhos {logo conexo por mminhos) e f : (Z,zo) ----> (X,x0 ) contínua. 
Dado X E p-1(xo), f possui um levantamento 1: (Z,zo)-+ (X',X) se e só se 
f.(1TI(Z,zn)) c p.(1ri(X,X)). 

Corolário 5.2.3 Sejam X conexo por caminhos, Z simplesmente conexo e p: 
X ---> X um recobrimento satisfazendo as condições do Teorema 5.2.2. Então 
toda aplicação contínua f : (Z,zo) ---> (X,xo) admite um levantamento J: 
(Z,z0)--+ (X,X), onde X E p-1(xo) é arbitrário. 

Via o Corolário 5.2.3 temos que todo caminho pode ser levantado. 

5.3 Homomorfismos entre Recobrimentos 

Um homomorfismos entre dois recobrimentos Pl : X1 --->X e P2 : X2 --+X é 
uma aplicação contínua f: .X1 ---> X2 tal que p2 o f= p 1 . Um tal homomorfismo 
f é um isomorfismo quando é um homeomorfismo. Assim f- 1 também é um 
isomorfismo. Neste caso diz-se que os recobrimentos p 1 e pz são isomorfos. 

Um endomorfismo de um recobrimento é um homomorfismo f do recobri
mento em si mesmo. Quando f é um homeomorfismo de X sobre si mesmo, 
dizemos que f é um automorfismo. O conjunto G(XIX) dos automorfismos de 
recobrimento p : X ---> X constitue um grupo relativamente à composição usual. 

O grupo dos automorfismos do recobrimento p: X__,. XJG é exatamente G. 
De fato, se g E G ex E X é arbitrário temos que p(gx) = Ggx = Gx = p(x), 
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logo poq = p e assim g E G(XIX/G). Reciprocamente, dados um endomorfismo 
f : X -+ X e Xo E X fixo com f(xo) = Xt temos que Xt está na mesma fibra 
que x0, logo existe g E G com gx0 = x 1 . Portanto f e g são levantamentos de 
p que coincidem no ponto x 0 • Como X é conexa temos que f= g E G. 

O próximo resultado estabelece uma condição para que exista um homomor
fismo entre dois recobrimentos P;: X;-+ X com p;(X;) = xo, i= 1,2. 

Teorema 5.3.1 {17, Prop. 5.8} Sejam X1 e X2 conexos e localmente conexos 

por caminhos. Existe um homomorfismo f : xl _,. Xz com f(Xt) = Xz se e 

somente se Pt.(7rt(.Xt,Xt)) C P2.(wt(Xz,X2)). 

Corolário 5.3.2 Seja p : X .....;. X um recobnmento, cujo dom{nio X é sim
plesmente conexo e localmente conexo por caminhos. Para todo recobrimento 
q : Y --> X com Y conexo, existe um recobrimento f : X --> Y tal que q o f = p. 

Corolário 5.3.3 Sob as hipóteses do Teorema 5.3.1 o homomorfismo f: X\--> 
X.2 com f(X 1 ) = X2 é um isomorfismo se e somente se p1 .(7r1(Xt,XJ)) = 
P2• ( 1r1 (X2, X2)). 

A seguir, nesta seção, sempre p : X .....;. X denota um recobrimento, X é 
conexo e N(H) é o normalizador do grupo H. 
Sejam Xo,Xt E p~ 1 (xo). Como vimos, existe um endomorfismo f: X.....;. X tal 
que f(X0 ) = Xt se e só se p.(7rt (X, X0)) c p.(7rt (X, Xt)). Sabemos também que 
p. ( 1r1 (.X, Xt)) = o:~ 1 (p. (1r1 (.X, Xo) )o:, onde a E 1r(X, X o) é a classe de homotopia 
de a = p o ã (onde o caminho ã começa em .X0 e termina em .X1) no espaço X. 
Então dados dois pontos quaisquer X0 ,X1 E X situados em p- 1 (x0 ), existe 
um automorfismo f: X--> X tal que f(Xo) = Xt se e só se p.(7rt(X,Xo)) = 
p.(7rt(X,Xt)). 

Se o recobrimento p X --> X é regular, segue-se que dados dois pontos 
quaisquer Xo,Xt E X situados em p- 1 (xo), existe um endomorfismo f: X.....;. 
X tal que f(Xo) = Xt. Além disso, todo endomorfumo de um recobrimento 
regular é um automorfismo. Então o grupo G(XIX) dos automorfismos de um 
recobrimento regular atua transitivamente nas fibras. 

Ainda temos que o grupo fundamental 1r(X,x0 ) opera transitivamente à 
direita na fibra p- 1 (x0) e a atuação de a E 1r(X,xo) sobre X E p-1 (xo) é 
representado por X.a e X.a = ã(l) onde ã; I--> X é o levantamento, a partir 
de X, de um caminho a: I.....;. X tal que a= [a]. 

Diante destas noções, a existência de um endomorfismo f ; X .....;. X com 
f(Xo) = Xt onde X1 = Xoa, é equivalente a p.(7rt (X, xo)) C o:- 1p.(7rJ(X, xo))a. 
Além disso, f é um automorfismo se e só se p.(7rt (X ,xo)) = a- 1p.(7rt(X, Xo))a, 
ou seja, se e só se o: E N(p.(7rt(X,Xo)). 

Em particular, para cada a E N(p.(Trt(X,Xo)), existe um único automor
fismo f :X .....;. X tal que f(Xo) = Xo.a. 

Lema 5.3.4 [17, Cap. 5} Seja f : X --> X um endomorfismo do recobrimento 
p: X--> X. Para quaisquer X E X e a E 7rt (X,p(X)), vale f(X.a) = f(X).a. 
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Teorema 5.3.5 [17, Prop. 5.9] Seja p : X ----> X um recobrimento com X 
conexo e localmente conexo por caminhos. Paro cada X0 E X existe um isomor
fismo de grupos G(X'IX) ~ N(p.(7rt(X,Xo))/p.(7l'l(X,Xo)). 

Corolário 5.3.6 Se X é conexo e localmente conexo por caminhos e o reco
brimento é regular, tem-se um isomorfismo G(XIX) ~ 7rt(X, xo)/p*(7rt(X ,Xo)) 
paro cada Xo. 

O próximo resultado é o objetivo desta. seção. 

Corolário 5.3. 7 Se X é simplesmente conexo então C( XIX) 9! 1Tt (X, x0 ). 

5.4 Teorema de Seifert-Van Kampen 

Seja X = U U V um espaço com U, V e U n V f 0 abertos em X conexos 
por caminhos. Escolhemos um ponto básico x 0 E U n V para todo o grupo 
fundamental que considerarmos. 
Aqui p11 p2 , p3 denotam homomorfismos induzidos pelas aplicações de inclusão 
e o ponto x 0 é sistematicamente omitido. 

Teorema 5.4.1 [18, Cap. 4, Teor. 2.1] Sejam H um grupo qualquer, 1/;1 , 1/;2 e'!/;3 

homomorfismos de grupos. Então existe um único homomorfismo CJ que toma 
o diagrama comutativo 

7rt(X) 1Tt (X) 1Tt (X) /l 1Tt (U) u 

~ 
H 

/l 7rt(V) " 

~ 
H 

~~ 1T1(UnV) " 

~ 
H 

isto é, 1r1 (X) é o push-out de 1r1 (U n V), r.t (U), 1r1 (V). 
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Capítulo 6 

Invariante de Bieri-Strebel 
e uma Generalização 

6.1 Propriedades Básicas do Invariante de Bieri
Strebel 

Nesta seção Q denota um grupo abeliano finitamente gerado. 
Iniciamos estabelecendo algumas definições canônicas antes de tratarmos dire
tamente do assunto que intitula esta secão. 

Definição 6.1.1 Por um caracter entendemos um homomorfismo de Q no grupo 
aditivo dos números reais R, v Q -> R. Associamos a cada caracter v o 
monóide 

Observamos que v pode ser estendido a uma aplicação de ZQ à R U oo 

v( L Zqq) = minzq#-o{v(q)} se L zqq i= O; v(O) = oo 
q€Q q 

Definição 6.1.2 Seja A um ZQ-módulo à esquerda. O centralizador de A c 
zQ é o conjunto 

C(A) = p. E ZQI..\a = a,paratodoa E A}. 

Um ZQ-módulo A finitamente gerado pode ou não ser finitamente gerado 
sobre ZQ..,. O próximo resultado estabelece um critério sobre essa questão. No 
restante desta seção, salvo menção em contrário, A denota um ZQ-módulo à 
esquerda. 

Proposição 6.1.3 {7, Prop. 2.1} Seja A um ZQ-módulo finitamente gerado e 
v: Q-+ R. um caracter não-trivial. Então A é finitamente gerado sobre ZQv se 
e só se existe>. E C( A) com v(>.) > O. Além disso, qualquer conjunto gerando 
A como ZQ-módulo gera A como ZQ~>-módulo. 

Temos que Hom(Q, JR), com a soma e produto por escalar usuais, tem uma 
estrutura de R-espaço vetorial de dimensão n=posto de Q (isto é, Q = T(Q) EB 

33 



zn, onde T(Q) é a parte de torção de Q) e é isomorfo ao espaço Rn via o 
isomorfismo t.p: Hom(Q,R)---> Rn dado por 

t.p(v) = (v(e1), ... ,v(en)) 

onde e;= (0, ... ,1, ... ,0) EZn Ç Q. 
Observe que para cada q E Q temos 

v(q) ~ (x,, ~(v)) 

onde Xq E Z" é definido pelas coordenadas da componente de q em zn e ( , ) 
é o produto interno em R". 
Diremos que dois caracters não-nulos v e f.l em Hom(Q, R) são equivalentes 
quando existir um número real r positivo com v= rf.L. Observe que caracteres 
equivalentes definem um mesmo monóide. 
Denotamos a coleção das classes de equivalência [v], v E Hom(Q,R)\{0}, desta 
relação por S(Q), denominamos esfera de caracteres. E identificamos S(Q) com 
a esfera unitária sn-! C Rn, onde n é o posto de Q, via 

onde llt.p(v)ll é a norma clássica em Rn. 

Definição 6.1.4 Considere A um ZQ-módulo finitamente gerado. O invariante 
de Bieri-Strebel (associado ao módulo A) é o subconjunto :EA(Q) da esfera de 
caracteres S(Q}, ' 

:EA(Q) ={[v] E S(Q)I A éjinitamentegeradosobreZQ.,}. 

A seguir vamos destacar propriedades do invariante de Bieri-Strebel. 
Como consequência da Proposição 6.1.3 temos 

:EA(Q) = U.\EC(A){[v] E Qj v(>..)> 0}, 

de onde seguem facilmente as seguintes propriedades de :EA(Q): 

Proposição 6.1.5 /7, Prop. 2.2} Seja A um ZQ-módulo finitamente gerado. 
Então 

I} EA(Q) é aberto em S(Q), 

2) EA(Q) = EZQji(Q), onde I é o ideal anulador de A em ZQ, 

3} Se A'.__. A__,. A 11 é uma sequência exata curta de ZQ-módulos então, 

A seguir vamos dar descrições da esfera de caracteres em tennos do invariante 
de Bieri-Strebel. 

Teorema 6.1.6 /7, Teor.2.4} Seja A umZ(Q)-módulo finitamente gerado. Então, 
:EA(Q) = S(Q) se e só se A é finitamente gerado como grupo abeliano. 
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Se A é um ZQ-módulo à esquerda (resp. à direita) denotamos A* para A 
visto como ZQ-módulo à direita (resp. à esquerda) via a Q-ação dada por 
aq = q-1a (resp. qa = aq- 1 ), onde a E A e q E Q. Os conjuntos EA(Q) podem 
ser considerados para módulos de ambos os lados e EA·(Q) = -EA(Q). 

Definição 6.1.7 Um ZQ-módulo A finitamente gerado diz-se tame se 

Proposição 6.1.8 [7, Prop. 2.5} Seja A um ZQ-módulo tame. 

1) Os submódulos, as imagens homomórficas e os produtos diretos finitos de 
cópias de A são Q-tame. 

2) Seja p: Q'--> Q um homomorfismo sobre um subgrupo de índice finito em 
Q, onde Q' é um grupo abeliano finitamente gerado. Então A é Q-tame 
se e só se A é Q'-tame. 

Finalizamos essa seção estabelecendo um critério sobre a condição Q-tame. 
Seja>.. E ZQ\ {0}. Definimos o suporte de>.. em Q como {q E Q I Zq f. O} onde 
,\ = "L;zqq,zq E Z,q E Q. 

Lema 6.1.9 [7, Lema 2.6] Um ZQ-módulo finitamente gerado A é Q-tame se 
e só se uma das duas condições equivalentes está assegurada: 

1) Para cada caracter não-trivial v: Q--> lR existe>.. E C(A) U C(A'") com 
v(suportede>..emQ) >O; 

2) Existe um subconjunto finito A Ç G(A) U G(A •) tal que para cada caracter 
não trivial v: Q _,R existe,\ E A com v( suporte de>.. emQ) > O. 

6.2 Classificação de Grupos Metabelianos Fini
tamente Apresentáveis 

Nesta seção consideramos módulos à esquerda sendo que podemos considerar 
de modo análogo módulos à direita. 

Definição 6.2.1 Um grupo G é metabeliano quando existe uma sequência exata 
curta de grupos 

onde A e Q são abelianos. 

Neste caso temos que G é finitamente gerado se e somente se A é ZQ-módulo 
finitamente gerado via conjugação e Q é grupo abeliano finitamente gerado. 
Também neste contexto temos que G é finitamente apresentâvel conforme o 

Teorema 6.2.2 [7, Teor. 3.1} Se Q é um grupo abeliano finitamente gerado 
e A é um ZQ-módulo tame, então cada extensão de A por Q é finitamente 
apresentável. 
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No Teorema 6.2.2 podemos considerar Q sendo grupo abeliano livre. De 
fato, seja G uma extensão qualquer de A por Q 

' A'---?G.....,.Q, 

o núcleo de 1T e A identificam-se como ZQ-módulos. 
Temos a decomposição Q = Q 1 Gl T(Q) onde T(Q) é a parte de torção de Q 
e Q1 é grupo abeliano livre de posto n;:::: 1. Como G1 = 1r-1(Q1) tem indice 
finito em G então, G é finitamente apresentável se e somente se G1 é finitamente 
apresentável [3]. Além disso, pela Proposição 6.1.8 temos que A é ZQ-módulo 
tame se e só se A é ZOt-módub tame. 

Teorema 6.2.3 {7, Teor. 4.1] Sejam G um grupo de tipo FP2 sobre um anel 
comutativo R #- O e N um subgrupo normal de G com G /N abeliano. Então ou 
N contêm subgrupos livres não-cíclicos ou o ZQ-módulo NfN' é tame, onde N 1 

é o comutador [N,N]. 

Teorema 6.2.4 [7, Teor. 5.1} Sejam G um grupo finitamente gerado, A um 
subgrupo normal abeliano de G com G/A abeliano. G é finitamente apresentável 
se e só se A é um ZQ-módulo tame. 

Dentro do contexto de grupos metabelianos a coleção dos grupos finitamente 
apresentáveis coincide com a coleção dos grupos de tipo FP2, conforme veremos 
a seguir. 

Teorema 6.2.5 Para grupos metabelianos G, são equivalentes. 

1) G é finitamente apresentável. 

2) G é de tipo FP2. 

3) Se A '---? G ..... Q é uma sequência exata curta de gropos com A e Q 
a~lianos. Então A é ZQ-módulo tame. 

Demonstração: 1) =:> 2) Corolário 2214; 2} =:> 3) Teorema 6.2.3; 3) =:> 1) 
Teorema 6.2.4. O 

6.3 Uma generalização 

Nesta seção vamos demonstrar uma versão mais geral do Teorema 6.2.3. 

Definição 6.3.1 Seja Q um grupo finitamente gerado nilpotente de classe 2. 
Genero.lizando o invariante de Bieri-Strebel, definimos 

S(Q) ~ (Hom(Q,ll<)\ {0})/-

onde"" denota a relação de equivalência em Hom(Q,lR)\ {O} dada por Xl,..... X2 
se e só se existe r E lR positiva com XI = rxz. 

Como S(Q) ::! S(Q/Q') identificamos S(Q) com a esfera unitária sn-l C lR"' 
onde n é o posto de Q/Q1

, de modo análogo ao que foi feito na seção 6.1. 
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Definição 6.3.2 Para um ZQ-módulo à esquerda A finitamente gerado defini-

I:A(Q) ={[v] E S(Q)IA é finitamente gerado sobre ZQv} 

E dizemos que A é Q-tame se 

E~(Q) n -E~(Q) ~ 0, 

ondc E~(Q) ~ S(Q) \ EA(Q). 

O seguinte resultado é semelhante ao resultado principal de [8] embora a 
linguagem e notações de [8] sejam bem diferentes das nossas. Como não achamos 
referência desse resultado incluimos uma demonstração. A demonstração tem 
muitas etapas que são demonstradas de forma análoga à versão anterior onde 
G/N é abeliano, aqui faremos apenas um esboço da demonstração enfatizando 
as passagens mais importantes. 

Teorema 6.3.3 {7} Sejam G um grupo de tipo F P2 sobre um anel comutativo 
K =f O e Num subgrupo normal de G com G/N nilpotente de classe 2. Então 
ou N contêm subgrupos livres não-ciclicos ou o ZQ-módulo N/N' é tame, onde 
N'~[N,NJ. 

Demonstração: Por [4, Lema 2.1], existe uma sequéncia exata curta de 
Q 

grupos S '--' H ...... G onde H é finitamente apresentável e S @z K = O. 
Seja H= (X, R) uma apresentação finita de H e consideremos o complexo 

de Cayley r = f(X, R) desta apresentação ci qual é um 2-complexo tendo H 
para o conjunto das O-células, o produto cartesiano H x X como l-células sendo 
que cada (h,x) E H x X tem origem h e fim hx ( (hx, x- 1 ) tem sentido inverso 
de (h,x)) e finalmente H x R constitue o conjunto das 2-células onde o bordo 
de (h, r) E H x R é o caminho de arestas 

8(h,r) = (h,yi)(hyi,Y2) ... (hYIY2·--Ye-r,Ye), 

onde r= YIY2·--Ye com Y; E Xux-1. Mais detalhes em [16). 
O complexo f é dado com uma H -ação natural induzida pela multiplicação à 
esquerda em H. _ _ 

Sejam M = a- 1 (N) <J H e r= rjM o complexo quociente de r módulo 
esta ação restrita a M. r tem H/M ~ G/N = Q agindo pela esquerda, de 
fato r pode ser identificado com o complexo com vértices, arestas e 2-células 
(Q,Q x X,Q x R). Como a ação de H em f é propriamente discontinua os 
resultados da seção 5.2 implicam que a projeção canônica r- r é uma aplicação 
de recobrimento. Além disso f é conexo e simplesmente conexo, logo via [18, 
cap. 5] e Corolário 5.3.8 M é isomorfo ao grupo fundamental de r isto é, M = 
11"l(r). 

A seguir vamos descrever o 1-skeleto r 1 de r. Como G/N é finitamente 
apresentável podemos assumir que X é urna união disjunta de dois subconjuntos 
X = M U T, onde M representa um conjunto de geradores normais de M e 
T = { t1, ... , tnll ::; i ::; n} representa um conjunto de geradores { q; = t;M} de 
Q ~ HjM. Então o l-esqueleto r 1 é a união de dois subcomplexos f 1 = .ó.un, 
onde L.).

0 = Q, L.). 1 = Q x T ((q,t;) E .ó.1 tem origem q e fim qt;) e í.!0 = Q, 
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0 1 = Q x M ((q, m) E 0 1 tem origem e fim simultaneamente em q ). 
Agora dado um caracter v E Hom(Q, IR)\ {O} definimos a norma de v por 

11"11 = (Ef='"(q,)')l 

Seja r., o subcomplexo de r gerado por Q., c Q = f 0
, onde r 0 é o O-esqueleto 

de r. Portanto r., é indutivamente definido como segue: r~= Q.,, e se r> O 
então o r-esqueleto r;; consiste de r~- I com todas as r-células de r com bordo 
em r~- 1 . Seja~"= ~nr., e 0., = nnr.,. Temos 

Lema 6.3.4 Se q E Q com v(q) número real positivo suficiente gmnde então 
r., n qf _., é conexo. 

Demonstração: Semelhante à demonstração em [7]. O 

Lema 6.3.5 Seja l o comprimento máximo dos relações em R, sendo que R i-
0, e l = 1 em caso contrário. Se q E Q com v(q) ;::: lllvll então r= r., U qr _.,. 
Demonstração: Temos Q = Q, U Q_.,, portanto se v(q) ;::: O temos que 
Q = Q., U qQ_". Então o conjunto dos vértices de Q = Q, U Q-u é a união dos 
conjuntos dos vértices de r, e qr _.,. Resta demonstrar que cada 2-célula de r 
está em r" ou em qf -v· 

Seja w um caminho fechado de arestas em f 1
. Deletando todas as arestas 

de w em n fornece um caminho W em 1:1 com os mesmos vértices. 
Seja 'P: Q ..... Q = Q/Mo a projeção canônica onde M0 é o subgrupo normal 

de Q definido com as seguintes propriedades : [Q, Q] Ç M 0 , Mo/[Q, Q] é finito 
e Q/Mo é livre de torção, isto é, Q/Mo:::: zm. para um m;::: 1. 

A aplicação <p induz uma aplicação (j) : ~ ..... JR.m. Se W não pertence r., ou 
qr _, então w 1 := r.p(W) é um caminho fechado de grade natural U 1<i<=zi-l x 
R x zm-i em IR.m tal que o número de arestas em w1 é maior ou igtlal a duas 
vezes a distância entre os hiperplanos S1 e s2 em ocm. Os hiperplanos s 1 e s 2 

são dados com equações 

s1 : V(t) =O e s2 : V(t) = v(q) para tE IR.m. 

onde V é a aplicação linear IR'"" ..... IR induzida por v,isto é, V( q) =v( q) para cada 
q E Q, q = r.p(q). Como 

di,t(,,,,,) ~i "(q) 1/11" 11= "(q)/11 v 11 
temos que se w não pertence a r v ou qr -v 

l?: 2dist(st,S2) = 2v(q)/ll v 11:?: v(q)j li v li. 
D 

Agora escolhemos q E Q com v(q) numero real positivo suficientemente 
grande tal que podemos usar os últimos dois lemas. Então a decomposição 
r= ri ur2, com rl =r., e r2 = qr_v, satisfaz as hipóteses do teorema de 
Seifert-van Kampen discutido na seção 5.4. Por isso o diagrama comutativo 
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é um diagrama pushout onde i sempre denota imersão de subcomplexos, i. 
a aplicação induzida, rl2 = ft n r2· É rapidamente visto que o diagrama 
correspondente com 1r1 (fk) substituido pela imagem Mk = i.7rt(fk), para k = 
1, 2, 12, é um diagrama pushout mas nesse caso todas as aplicações sao injetivas. 
Por isso M = 1r1(f) é o produto amalgamado M = Mt *M12 M2. 

o 
Lema 6.3.6 [7, Lema 4·4} Seja S <-+ M -- N uma sequência exata curla de 
grupos e assuma queM= Mt *M, M2. Se existe um anel comutativo K com 
(S/[S, S])®zK =O então N = Nt *N,, N2, onde Nk = a(Mk), para k = 1, 2, 12. 

Agora impomos a hipótese que N não contêm subgrupos livres de posto 
maior que 1. Então ou a decomposição em produto amalgamado N = Nt *N,.N2 
é trivial (isto é, N = Nt ou N = N2) ou N12 tem índice 2 em Nt e em N2 
simultaneamente. Exatamente como em [7] o segundo caso pode ser reduzido 
ao primeiro e nes.se caso obtemos como em [7] o seguinte resultado 

Proposição 6.3.7 Seja G um grupo de tipo FP2 {sobre algum anel K =F O) e 
N <l G com Q = G J N grupo nilpotente de classe 2 sendo cada subgrupo livre 
de N cíclico. Então, para cada caracter v : Q ...... lR, existe j E {1, 2}, tal que a 
aplicação composta o:i* 

1rt(fi) ~ 11t(f) = M ~ N, 

é homomorfismo sobrejetor. Em particular existe homomorfismo sobrejetor 

Finalmente observamos que como em [7] temos 

Lema 6.3.8 Para cada caracter não trivial v : Q ...... lR o grupo homológico 
H 1 (f v) é finitamente gerado como Z[Qv]~módulo. 

Demonstração: Como em [7] é suficiente demonstrar que o grupo de l
ciclos Zt(f .,) é finitamente gerado sobre Z[Qv], então essa propriedade depende 
somente do l-esqueleto de r= t.un. Então Z1 (r v)= Z1 (A.v)ffiZd0v). Como 
Ov contem somente arestas fechadas coladas em pontos de Qv temos que Z1 (Ov) 
é um Z[Qv]-modulo livre de posto finito, o posto é o numero de arestas fechadas 
coladas num ponto de Qv. Assim resta demonstrar que Z 1 (Ll.,) é finltamente 
gerado, mas Av é "metade" de uma grade com respeito ao caracter v do complexo 
de Cayley do grupo finitamente gerado, nilpotente (de classe 2) Q. Para esse 
grupo é óbvio que Zl(Av) é finitamente gerado. O 
O que completa a demonstração e encerra esta seção. O 
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Capítulo 7 

Primeira Fase de Redução 

7.1 Resultados preliminares 

Neste capítulo vamos fazer a primeira redução do teorema principaL Recor
damo.s que temos a sequéncia exata cindida de grupos 

onde A é ZQ-módulo (a ação de Q é dada por conjugação á esquerda) e Q é 
grupo nilpotente de classe 2. 

Como G é finitamente gerado (como grupo) existe um homomorfismo so

brejetor F ....!..... G onde F é grupo livre de posto finito. Temos que K er 1r f = 
f- 1 (A). Agora como Q é finitamente apresentável segue do Teorema 1.2.2 que 
existe um subconjunto finito R C f- 1 (A) tal que f- 1(A) =<F R >. Logo 
A =<G f(R) >. Assim, temos 

Lema 7.1.1 Para cada sequência exata curta de grupos A<---+ G--» Q onde G é 
finitamente gerado como grupo e Q é grupo finitamente apresentável temos que 
A é ZQ-módulo finitamente gerado com ação dada por conjugação. 

Denotamos qaq- 1 por q o a onde q E Q e a E A. Denotamos com Aug ideal 
ampliado e Z(Q) denota o centro de Q. Como Q é nilpotente de classe dois o 
comutador Q' ç; Z(Q). 

Lema 7.1.2 Seja N = (Z(Q)0 ), temos que Ao:= AnN = (AugZ(Z(Q)))oA. 

Demonstração: Temos que 

(AugZ(Z(Q))) o A~({('- 1) o a I a E A e z E Z(Q))) • 

(z -1) o a= zoa- a:= (zaz-1)a-1 = z(az- 1a- 1 ) E N nA, 

isso mostra que vale a inclusão 2. 
Veremos agora a inclusão oposta. Tome u =!J z, onde z E Z(Q), g = aq com 

aEAeqEQtemosque 

u = (aq)z(aq)- 1 = a(qzq-1)a-l = aza- 1 = zz- 1aza- 1 = z((z-1 - 1) o a), 
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temos também que s := (z-1 - 1) o a E (AugZ(Z(Q))) o A e além disso u = zs. 

De modo geral, tomando a = (9•z1) ... (9"zn) em A0, onde z; E Z(Q) e 
g; E G. 

a ZtSt•••ZnSn _, 
= ZtStZt .ZtZ282ZJSJ .•. ZnSn 

(zt ost)((ztz2) o s2)((ztZ2Z3) os3) ... ((zt .. . zn) o sn).(zt ... zn) 

onde Sj E (AugZ(Z(Q))oA Ç Ao. Como (zt ... zk)osk E (AugZ(Z(Q))oA Ç A, 
segue que Zt ... Zn E Z(Q) nA C Qn A= {e}, e assim a E (AugZ(Z(Q))) o A. 
o 

Como 

' A/Ao'""--' GfAo ....,. Q 

onde s(g) = 1r(g) é uma extensão cindida de grupos, segue que 

G/A0 ~(A" Q)/A0 ~(A/A,)" Q. 

Temos que a projeção canônica 

(3: G/Ao....., G/N 

dada por ,6(gAo) = ·J.'V é homomorfismo sobrejetor com Ker(,6) nA/Ao= {e}. 
Como a projeção c< .. )JÚCa 

1': G/Ao :::<(A/Ao) >l Q....., Q 

definida por 'Y(O.q) = q é tal que Ker('Yj =A/Ao, segue que Ker(,6) n K er(')') = 
{e}. Logo K er(,6) ~ 'Y(K er(,B)) ::; Q, isto é, K er((3) é grupo finitamente gerado 
nilpotente de classe~ 2 e portanto Ker(f3) tem tipo FP00 • Agora usando a 
seqüência exata de grupos a segulr 

Ker(,B) '-'" G/Ao ...... G/N 

conforme o Teorema 2.3.19 temos o 

Corolário 7.1.3 GfN tem tipo FPm se e só se G/Ao tem tipo FP'"'. 

De agora em diante supomos que G tem tipo FP3. Seja 

uma ZG- resolução livre deZ com Fo,Ft,F2 e F3 finitamente gerados e con
sidere o complexo 

Z®zA0 F = ... --> Z0zAop3 ~ Z0ZA0 F2 ~ Z®zAopl ..!.:_.. Z®ZA0 Fo ~ Z--> 0 

denotamos Z0zAo Fi= Qi. 
De acordo com, 
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Lema 7.1.4 {11} Seja A um grupo abeliano. Então existe um isomorfismo nat
urol 

parai=1,2. 

Temos que (ver 2.1.14) 

Hz(Ao; Z) = Hz(Z ®u0 F) ~Ao A Ao 

' 

A ação de Q sobre Ao induz ação de Q sobre os grupos homológicos H;(Ao;Z) 
e no Lema. 7.1.4 o isomorfumo é de ZQ-módulos onde Q age diagonalmente 
sobre o produto exterior. A ação diagonal foi definida na seção 4.1. 

Via o complexo Z0ZA0 F, existe asequênciaexatacurta de Z(G/Ao)-módulos 

Ker(ó0 )--... Q0 ...... Z, 

como Qo tem tipo F Poo sobre Z(G/ Ao), pela Proposição 2.2.7 

Z tem tipo FP3 sobre Z(G/Ao) se e só se Ker(óo) tem tipo FP2 sobre 
Z(G/A 0 ). 

Temos que Im(ót) = Ker(óo), pois 0 é funtorexa.to à direita. E como temos 
a seqüência exata curta de Z(G/A0 )-módulos 

onde Q1 tem tipo FPoo sobre Z(GjA0 ) então, via Proposição 2.2.7 

Ker(óo) = Im(ór) tem tipo FP2 sobre Z(G/Ao) se e só se Ker(ór) tem tipo 
FP1 sobre Z(G/Ao) 

Usando a seqüência exata curta de Z(G/A0 )-módulos 

se Im(<Íz) tem tipo FP1 sobre Z(G/Ao) e A 0 tem tipo FP1 sobre Z(G/Ao) 
então Ker(<h) tem tipo FP1 sobre Z(G/Ao). 

Observe que da seqüência exata curta de Z(G/Ao)-módulos 
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onde Q2 tem tipo FP00 sobre Z(G/Ao) segue que 

Jm(<h) tem tipo F H sobre Z(G/A0 ) se e só se Ker(J2 ) tem tipo FP0 sobre 
Z(G/A0 ). 

Usando a seqüência exata curta de Z(G/Ao)-módulos 

aliado ao fato de que Jm(ó3) tem tipo FPo sobre Z(GfA0 ) temos que 

Ker(ó2 ) tem tipo FP0 sobre Z(G/Ao) se e só se A0 /\Ao tem tipo FPo sobre 
Z(G/A0 ). 

Assim, demonstramos o seguinte resultado 

Proposição 7.1.5 Supvnha que C tem tipo FP3. Se Ao 1\ A0 é finitamente 
gerado sobre Z(G/Ao), isto é, tem tipo FPo sobre Z(G/Ao) via ação diago
nal de GfA0 , e Ao é finitamente apresentável, isto é, FP1 sobre Z(G/Ao) via 
conjugação, então G I A0 tem tipo F P3 . Em particular G 1 N tem tipo F P3 . 

Lema 7.1.6 Suponha que G tem tipo FP3. Então Ao/\A0 é finitamente gerado 
sobre Z(GfA0 ) via ação diagonal de GIA0 • 

Demonstração: Z®ZA F é complexo (de ZQ-módulos livres) com grupos ho
mológicos H;(Z®ZA F)= H;(A,Z). Como ZQ é anel Noetheriano (à esquerda) 
cada Hi(A,Z) é finitamente gerado sobre ZQ para i:::;: 3. E em particular 
A 1\ A =:f H2 (A, Z) é finitamente gerado sobre ZQ e a ação de Q no produto 
exterior é ação diagonal [5]. Aplicando a Proposição 4.1.9, A 0z A é finitamente 
gerado como ZQ-módulo via ação diagonal de Q. Disto, via 4.1.10 vem que 
Ao0zA é finitamente gerado como ZQ-módulo. Aplicando mais uma vez 4.1.10 
o fato que Ao ®z A é finitamente gerado sobre ZQ implica que Ao 0z Ao é 
finitamente gerado como ZQ-módulo. O 
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Capítulo 8 

Segunda Fase de Redução 

8.1 Classificação de Ao de tipo F P1 

No que segue iniciamos um estudo preliminar para verificar que ocorre a segunda 
condição da Proposição 7.1.5. Recordemos que Ao é ZG-módulo via conjugação, 
temos também A e Ao agindo trivialmente sobre A 0 , disto vem que Ao é módulo 
sobre Z(G/A) e Z(G/Ao)· Agora denotemos G = G/Ao e A= A/Ao. Como 
Ao é ZG-módulo via conjugação finitamente gerado, existe um epimorfismo de 
zG-módulos 

u : T f----lo Ao 

onde T é zG-módulo livre com base e1, •.• , es, T = \Ilf=1ZGe;. Logo, pelo Lema 
2.2.7 

Ao é finitamente apresentável se e só se Ker(u) tem tipo FP0 sobre zG. 

Considere o diagrama 

com 

!.p: ®i=1ZQe; -->Ao dada por ~p(l::; r; e;)= L; r; o u(e;) 

' 
í.p: 1Ilf=1We; = T--> EElr=1ZQe; dada por íõ(l::; r;e;) = L:,w{r;)e; 

onde 
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Como, rp~(l:, r;e;) = rp(2:; 1f(r;)e.) = Í::; 'if(r;) o u(e;) = u(2:; r;e;), isto é, 
t.p~ = u segue que Ker(ép) Ç Ker(u). Disto, temos que 

Ke:r(u)jKer(~)-:::::: ép(Ker(u)), 

isto é, (õ(Ker(u)) é um ZQ-submódulo de $f,1ZQe; finitamente gerado, pois 
ZQ é Noetheriano (4.2.6). E também temos que 

rp- 1 (Ker(t.p)) Ç Ker(u) = rp- 1rpKer(u)::::;. Ker(rp) Ç (õ(Ker(u)) 

o que nos fornece (õ(Ker(u)) = Ker(rp), pois iP(Ker(u)) Ç Ker(rp) segue do 
fato que t.p~(Ker(u)) = u(K eru) =O. 

Agora, dado um conjunto gerador {(a;, e1 + ... +a;,€ 8 )}~ 1 de (õ(Ker(u)) = 

Ker(t.p) sobre ZQ, como temos a;, E ZQ, segue que 

Definimos 

m 

Ker(u) = Ker(íP) +L ZG(a;, e1 + ... + a;,e5 ) 

i=l 

m 

V: = LzG(a;,e1 + ... +a;,e5 ) 

i=! 

m 

L zA.ZQ(a,, €t + +a;., e.)= zA.Ker(rp) ç T. 
i=l 

Onde na última inclusão pensamos em $f,1 ZQe; como subconjunto de T. 
Observe que para r; = 2:9, ng,9;,9; E G, n 9, E Z 

seesóse 
Lng,Y; E Ker1f = zGAug(ZA) 

logo, denotando n := Aug(ZA), vem que 

Temos então, V n Ker((õ) = OKer(t.p) e portanto, 

Ker(u)/V = (Ker(iP) + V)/V ~ Ker(iP)/(Ke:r(íji) n V) 

~ (!l(<Bfe,ZQe;))j(QK,(,)) 

~ (!l ®,(Eilfe,zQ,,))/(!1 ®z Koc(,)) 

O ®z ($~= 1 ZQe;/K er(rp)) ~ n 0z Ao, 
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onde o penúltimo isomorfismo é induzido pelo isomorfismo de Z-módulos 

o qual identifica7je; com ã®qe, onde9=ãq E G~ A ><l Q, ã E A, q E Q. Esse 
isomorfismo induz também os isomorfismo.s 

D:Ker(IP) ~O ®z Ker(IP) 

Assim, temos 

Proposição 8.1.1 A 0 tem tipo FP1 sobre zG (ou seja, é finitamente apre
sentável) se e só se D:0zA0 é finitamente gerado sobre ZG, onde G =A >:J Q age 
sobre D:®zAo do seguinte modo, A age no primeiro fator via o produto da álgebra 
de grupo ZA e Q age diagonalmente via ação por coniugação e n = Aug(ZA). 

Demonstração: Como já discutido A0 é finitamente apresentável sobre ZG 
se e só se Ker(u) é finitamente gerado sobre zG. Como V é finitamente gerado 
sobre zG, Ker(u) é finitamente gerado sobre ZG se e só se Ker(u)/V ~ fl:®zAo 
é finitamente gerado sobre zG. o 
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Capítulo 9 

Terceira Fase de Redução 

9.1 Solução do Problema 

Neste capítulo provamos a 2 .. condição da Proposição 8.1.1. O seguinte resultado 
segue do Teorema 6.3.3. 

Teorema 9.1.1 Seja uma extensão G =A )<I Q com tipo FP2 onde A é grupo 
abeliano e Q é nilpotente de classe 2. Então, 

Denotamos 

S(Q) ~ Hom(Q,JR) I {0)/-,S(Q) ~ {[x[ E S(Q) I x(Z(Q)) ~O}. 

Definimos 

Í:A(Q): {[x] E S(Q) I A é finitamente gerado sobre ZQx} 

s(Q) n ~A(Q) 
E~(Q), ~ S(Q)\EA(Q) ~ S(Q) n ~~(Q). 

Lema 9.1.2 Ê~(Q) n -Ê~o(Q) = 0. 

Demonstração: Suponha que existe [x] E ~(Q) n -Ê'A_
0
(Q) então [X] E 

S(Q) n ~(Q), segue que lxl E I:':4_(Q), usando o Teorema 9.1.1 segue que 
[x] r/. -EA(Q), isto é, A é finitamente gerado sobre ZQ-x, definimos v= -x 
e !10 = AugZ(Z(Q)). Então A= (ZQ.,) o a1 + ... + (ZQ,) o a, para algilllS 
a., ... ,a8 E A. 
Temos pelo Lema 7 .1.2 que Ao = ílo o A. Então 

1) Ao= (OoZQ.,)oa1 + ... + (!1oZQ,)oa~ = (ZQ,ü0 )oal + .. +(ZQ,f2o)oa5 

pois 

2) Üo r:;:; centro de ZQ,. 
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Como o centro Z(Q)= (h1 , ... ,hk) vem que 

ílo ~ Z(Z(Q)).(h, -I)+ ... + Z(Z(Q)).(h,- I) 

disto e de 1) e 2) segue que 

Como Z(Q) Ç Ker(v) Ç Q., segue de 3) que 

Ao ç L>:ZQ.,(h.:- 1) o tl:J• ç no o A= Ao . . ,, 
Portanto, A0 = L:i,j ZQ,(h;- 1) o aj, isto é, A0 é finitamente gerado sobre 

ZQ,. Logo, [-x] E ÊA0(Q) segue que [x] E -EA0(Q), contradição. O 

Lema 9.1.3 Seja V um ZQ-módulo finitamente gerado por { v1, ... , Vm} e X E 
Hom(Q,IR.)\{0}. Então [x] E Ev(Q) se e só se para cada 1 $i$ m existe uma 
m-upla (g;1)j"'1 de elementos em ZQ com 

mint::;ism(x(supp g;j)) >O 

e v;= 2:1 g;1v1, onde o supp 9ii é o suporte de 9ii em Q. 

Demonstração: 
Suponhamos primeiro que [x] E I:v(Q). Seja {w1 , ... ,ws} um conjunto 

gerador de V como ZQx-módulo, temos para cada i= 1, ... s, 

com r;k E ZQ. Tome 

onde qo é elemento de Q. Logo, se q E U;jSUPP r;i então, x(q);::: x(qo), isto é, 
qqõ 1 E Qx e disto q E qoQx = Qxqo. Portanto, 

para cada i. Segue que V= Í:; ZQxw; Ç qo Lk ZQxvk Ç V, ou seja, 

Tome q E Q com X(q) < x(qo), isto é, x(q-1qo) > O. Segue que qv; = 
qo(Í:k tkvk), tk E ZQx logo, 

v;= 2)q-1q0h)vk com mink)c:(supp q-1q0tk) >O. 

' 
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Reciprocamente, supOnha que para cada 1 S i S m existe a m-upla (9ij )~ 1 
conforme o Lema 9.1.3. Seja 

v= Lu;v; E V= LZQv;, 

segue que 

' j 

Sejam ó := {min,x(supp u,)} e € := {min,Jx(supp 9<))}. 
Portanto, 

min-x(,upp'>'ug··) > min· ·x(,upp ug··) > 
j L....J''J- l,J ''J-

min;x(supp u;) + min;,j:>;:(supp g;,j) = ó +E. 

Repetindo o processo na última expressão de v acima obtemos v = L;, l;v; 
onde l; E ZQ, min :x:(supp l;) 2: ó + 2€. Após k 2: -ó/€ etapas temos uma 
expressão v = L; s;v; onde s; E ZQ, min; x(supp s;) 2: O. O que mostra que 
v E 2::; ZQxv;. D 

Seja {v1 , ... ,vm} um conjunto que gera V como ZQ-módulo. 

~v:= {(g;3 ) E Mmxm(ZQ) I para todo i, v;= Ej9iivi}-

Corolário 9.1.4 [x] E L:v(Q) se e só sd 6 = (g,i) E ~v emin;ix(supp 9ii) > 
O, isto é, 

Lv(Q) = Uwlv{!xl E S(Q) I x(supp ó) > 0}. 

Finalmente demonstraremos o objetivo desta seção. 

Proposição 9.1.5 V:= Aug(ZA)®z Ao é fon.tamente gerado sobre zG. 

Demonstração: Observamos que como C = A :xl Q então V é um ZQ-módulo 
onde a ação de Q sobre V é a ação diagonal, isto é, para q E Q, a E A e a0 E Ao 
temos 

q((a -1-x) ®ao):= (q oã- l:4) 0 (qoao) 

onde o é a ação via conjugação de Q sobre A0 -e A. Seguiremos usando 1 para 
l;r. A ação de A sobre V é via multiplicação a esquerda em Aug(ZA) Ç ZA. 
Seja {a;}f=1 um conjunto gerador de A como ZQ-módulo. Como Z(Q) age 
trivialmente em A (7.1.2), A é ZQ-módulo finitamente gerado com 

, , 
A=LZQoa;=LzQoa; 

i=l i=l 

onde Q = QjZ(Q). Defin1mos B =Ao- Temos que 

Aug(Ü) ~I: Z(a- 1) 
oéA 
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logo, {(ã-1)0b, ãE A e b E B} gera V como Z módulo. 
Usando notação multiplicativa em A, considere ã = x1 ... Xn com x1 , ... , Xn E 

A. Então, usando indução em n, ã-1 E ~n=l ZA(x;-1), isto é, U:-1 =L U;q(qo 
ã;-1) onde a soma é sobre q E Q, Utq E ZA. Portanto, como A, via notação mul~ 
tiplicativa, se escreve como produtos da forma q o ã;, i = 1, ... , s e q E Q, temos 
que Aug(ZA) é gerado como ZA-módulo por {q o ã;- 1, q E Q, i= 1, ... ,s }. 

Seja {bj}J'=1 um conjunto que gera B = A0 como ZQ-módulo. Tomando 

m m 

b =L si obj = L(Lzq'jq') obj E B 
j=l j=l q' 

onde Sj = Lq' Zq'N', Zq'j E Z e q' E Q, temos 

(ã-l)®b= L Zq'j(U;q(qoã;-l)®qjobj) = L Zq'jUiq((qoa;-1)®qjob1) 
i,j,q,q' i,],q,q' 

Portanto, V é gerado como ZA-módulo pelo conjunto 

Defina para cada número real positivo p, 

Wp= ZQ-módulogeradopor {(qoã; -1)®bj lll!,b(q)ll < p}, 

onde (,6 é a projeção de Q em Q = Q/Z(Q) e observamos que Wp é ZQ-submódulo 
de V. Sendo que para cada elemento v= a+ b do grupo abeliano finitamente 
gerado Q ~ zn G1t(Q) definimos llvll = llall. 
Observamos que (qoã;-l)®bj = q((ã;-1)®(q-1ob1)) onde Q age diagonalmente 
em Aug(ZA) 0 B. 
Seja W := UpWp então W é ZQ-módulo gerado por 

{Cã;-l)®q'obilq'EQ l$iSs, l$j$m}. 

ComoVo Ç W, ZQ.W = W pois cada Wp é ZQ-módulo e íZQ.Wp = WP, temos 
V =íZA.V0 ç ZA.W ç V, isto é, 

V=ZA.W 

I) Se P1 < P2 então Wp, Ç WP:>. Além disso, para cada inteiro k se Vk < 
p $ Vk+!. Segue que 

Sejam Ll:;r e llB como no Corolário 9.1.4 relativos aos conjuntos geradores 
{ã;} de A e {bi} de B respectivamente. 

Via o Corolário 9.1.4. 
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Es(Q) ~ ~s(Q) n S(Q)) ~ U;,a.{[xl E S(Q) I x(,uw 6) >O}. 

Pelo Lema 9.1.2 

S(QJ ~ E:;;:(QI u -Es(QJ 

~ (~,.(Q)nS(Q))U(->: 8 (Q)nS(Q)) 

ua".c."{[x] E S(Q) I x(supp ó) >O} u 

UiiEt..s{[-x] E S(Q) I x(supp é)> 0}. 

Pela compacidade de S(Q) existem subconjuntos finitos .6.1 Ç t..A e t..2 Ç 
!:::.s com 

S(Q) ~ u""' {lxl E S(Q) I x(supp 6) >O} u 

uliE.c., { -[x] E S(Q) I x(supp ó) > O}. 

Lema 9.1.6 {7} Seja .j uma coleção finita de conjuntos finitos L C !R.n. Se 
paro cada O f. x E !Rn existe L E .j tal que o produto interno (x, y) > O para 
cada y E L. Então existem po E R+ e uma função E : {p > po} ,___. R+ com 
a propriedade de que pam p > po se x E Bp-f-,.(p)\Bp então exite L E J com 
x +L C Bp, onde Bp ={tE Rn I li t li< p} é a bDla aberta em R" com raio p 
e centro a origem. 

Usando o último lema para a coleção 

ír={ rjJ(suppJ) [óE .ó.t}U{rjJ(-suppó") I ó E .6.2} 

existem 

Po >O e E: (po,oo) --->R+ 

tal que se z E BP+<(P) \Bp então 3 L E J com z +L Ç Bp. 

Lema 9.1.7 a) Wp é ZQ-submódulo de V gerado por 

{(q' oã, -1) ®b; llló(q')!l < p) 

e também é o ZQ-submódulo de V gerado por 

{(ã,- 1) 0 q' o b; I lló(q'JII < p). 

b) WP é finitamente gerado como ZQ-módulo. 

Dewonstração: Observe que (ãi-l)®(t/obj) = q'[(q1
-

1 oã; -l)®bi] e 
114'(q')ll = 114'(q1

-
1)11· Disto segue a parte a). 

Vejamos a parte b). Seja 

Q, '~ {q E Q ilió(q)ii < p). 
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Como Q/Z(Q) é grupo abeliano finitamente gerado temos que <P(Qp) é finito, 
digamos 

Logo, para cada q E Qp, q = q'r1 onde q' E Z(Q). Como Z(Q) age em A 
trivialmente, segue que para todo 

Em particular Wp como Z(Q)-módulo é gerado por {(ã:;- 1) ® r1 o bi} onde 
1 ~i~ s,l ~ j ~ m,l ~ t ~ u. Assim, concluimos b). O 

li) Veremos que se p > Po então Wp = WP+<(P)· 

Seja (q1 o ã;- 1) ® bv com p ~ 11</J(q')ll < p + E(p). 
Tem-se que existe 

L= rjJ(supp 6) com 6 E L\.1 e rjJ(q1) + <jJ(supp 6) Ç Bp 

ou existe 

L= lj;( -supp 8) com ó E Ll.2 e <jJ(q1
) + <P( -supp ó) Ç Bp 

Observe que ó = (9ij) e supp ó = U;jsupp 9ij. Consideramos separadamente os 
dois ca.sos 

1) Se J E Ll.r pode-se escrever 

j j 

mudando para notação multiplicativa pois nós fazemos cálculos em ZA, temos 

q' oã,- 1 = rr ((q' g;j) oãj) -1 =L Uj((q19;j) Oãj- 1), para alguns Uj E zA. 

Então 

onde 

isto é, 

' j 

(q' oã; -1) ®bv = Luj((q'g;j) oãj -1) ®bv 
j 

max{II<P(q'h)ll} = max{llt!>(q') + rjJ(h)ll} < p com h E U,isupp 9ij, 

(q'oai-l)®bvEWp· 

2) Se Ó E Ll.z, tem se que (q1 o ãv- 1) ® bj = q'((ãv- 1) 0 (q'- 1 o bj)). 
Observamos que 

,_, b '<""'( ,_, ) b 
q Oi=Lq 9;jDj 
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e para cada h E supp 9ij temos 

De I) e 11) segue que existe p1 com W,, = W, para cada p > p1 . 

Por Lema 9.1.7 Wp, é finitamente gerado como ZQ-módulo, segue que Wp1 = 
UWp = W é finitamente gerado sobre ZQ, isto é, V = ZA.W é finitamente 
gerado sobre tG. O 

Finalmente estamos prontos para demonstrar nosso resultado principal. 

Teorema 9.1.8 Sejam G =A ><J Q um grupo de tipo FP3 e No fecho normal 
em G do centro Z(Q) de Q, onde A é abeliano e Q é nilpotente de classe 2. 
Então GfN tem tipo homológico FP3. 

Demonstração: Pela Proposição 9.1.5 e Proposição 8.1.1, A0 tem tipo F P1 

sobre ZG. Com isto, via Proposição 7.1.5 e Lema 7.1.6, o resultado segue. O 
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