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Resumo

Grupos Abelianos-por-Nilpotentes Finitamente de Tipo Homelégico F P

Neste trabalho estudamos grupos abstratos finitamente gerados G que sio
extensdes cindidas de uwm grupo abeliano A por um grupo Q) nilpotente de
classe 2. Mostramos que se G tem tipo homoldgico FPs, entdao o quociente G/N
também tem tipo homolédgico F'Ps onde N € o fecho normal do centre de Q em
G. Observamos que nao existe classificacdo quando G pode ter tipo F P, nem
classificacio para tipo FP; ou ser finitamente apresentavel. Por causa disso nds
trabalhamos com um quociente especifico de G. Ainda fica em aberto se cada
quociente de G tem tipo F'P; quando G tem tipo FP;. Observamos que isso
vale quando G € grupo metabeliano, nesse caso a teoria de Bieri-Sirebel pode
ser aplicada.

it



Abstract

Abelian-by-Nilpotent Groups of Homological Type F P

We study abstract finitely generated groups (G that are split extensions from
A abelian group by Q nilpotent group of class two. We show that if G has
homelogical type FP; then the quotient group G/N has homological type F Py
too, where N is the normal closure of the center of Q in G. Since there is no
classification when G is of type FP;, nor when G is of type FP; or finitely
presented we work with one specific quotient. It is an open problem whether
every quotient of G has type F'P;. This holds if G is a metabelian group and
in this case the Bieri-Strebel theory applies.
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Introducao

Um grupe & tem tipe homelégico F F, sobre um anel R se existir uma resolugio
projetiva do RG-médulo trivial R com todes os médulos projetivos finitamente
gerados em dimensdo £ m. O grupo & tem tipo homoldgico FB,, se tem tipo
homoldgico F Py, scbre Z. A propriedade F P, foi primeiro definida por R. Bieri
e B. Eckmann, ela é a versio homolégica de uma propriedade homotdpica Fp,
definida por C.T.C. Wall [23]. Cada grupo (3 tem tipo homolégico FFPp e G tem
tipo F'P) se e somente se & ¢ finitamente gerado como grupo. E fécil ver que
cada grupe finitamente apresentdvel (em termos de geradores e relagdes) tem
tipo F'P;. Por muito tempo foi um problema em aberto se a inversa é vdlida,
o resultado negativo foi descoberto recentemente em [2), isto ¢, existe grupa de
tipo F Py que nao € finitamente apresentével.

No caso de um grupo metabeliano finitamente gerado H existe uma conjec-
tura {(Conjectura F P, ) que sugere quando H tem tipo homoldgico FP,. Esta
conjectura liga o tipo FB,, com propriedades do invariante de Bieri-Strebel (a
ser definide na segéo 6). A conjectura vale para m = 2 [7] e a demonstracio
. do caso m = 2 implica que cada grupo metabeliano de tipe FP; é finitamente
apresentdvel (j4 discutimos que isso nao vale em geral). A conjecturs ainda
estd em aberto embora o caso de extensio cindida de grupos abeliancs tenha
sido demonstrade para m = 3 [6] e para o casa de grupos de posto de Prufer
finito [1]. Um grupo G tem poste de Prufer finito se existe um mimero natural
d tal que se um subgrupo de G ¢ finitamente gerado entac o mesmo subgrupo
pode ser geradoe por d elementos. Se a Conjectura P, vale, temos que cada
quociente de grupo metabelianc de tipo FF,, tem também tipo FFy,. Param
em geral ndo existe demenstragio independente disso (sem usar a Conjectura
FPp). Mais recentemente fol demonstrade [13] que cada quociente de grupo
metabeliano de tipe FF, (que é extensio cindida de grupos abelianos) tem tipo
FP,paran =4en =3 O caso »n = 3 segue também do fato de que a
Conjectura F'P; vale no caso de extensdo cindida de grupos abelianos.

Nesta tese vamos estudar grupos finitamente gerados G que sho produtos
semidiretos A x 2, onde A é grupo abeliano e ) é grupo nilpotente de classe 2.
Para tais. grupos nio existe classificagic quando G ¢ fimitamente apresentével e
néo é conhecido se a propriedade F P coincide com ser finitamente apresentdvel
(embora provavelmente as duas propriedades para esse tipo de grupos sejam
equivalentes). Alguns resultados sobre a estrutura de A como Z[Q]-médule no
caso em que G for finitamente apresentdvel foram estudados por C. Brookes e
J. Groves [9], [10]. E ficil ver que se G é finitamente gerado entic, (7 satisfaz a
condicio max-n (cada cadeia crescente de subgrupos normais estabiliza). Isso
¢ equivalente a cada subgrupo normal de G ser o fecho normal de subcenjunto
finito de G e segue do fato que A é Z@Q-médulo finitamente gerado sobre o anel
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Noetheriano ZQ. Em particular, se G tem tipo homolégice F'P, cada quociente
de & tem tipo FPs.

O nosso objetivo foi estudar esses grupos em direcic diferente ¢ verificar se a
propriedade FP; passa para quocientes. Conseguimos isso num caso particular.
() nosso resultado principal é

Teorema Sefam G = A x Q um grupo de tipo F P ¢ N ¢ fecho normal em
G do centro Z(Q) de @, onde A € abeliono e Q € nilpotente de closse 2. Entdo
G/N tem tipo homoldgico FP;.

Um grupe G nas condigbes do Teorema acima serd dito um grupo abelianc-
por-nilpotente. De fato, se & e ) sfo classes de grupos dizemos que um grupo
H é X-por-Y se existe um subgrupo normal R de H talque Re X e H/R€ ).

A demonstracio do teorema esta quebrada em pedacos pequenos nos tiltimos
trés capitulos da tese e usa construgdes algébricas dos artigos (7] e [14], mais uma
generalizagao de um resultado de Bieri-Strebel que envolve métodos de topologia
algébrica. Nos primeiros seis capitulos nés discutimos resultados preliminares
de teoria de grupos, topologia algébrica e dlgebra homoldgica.



Capitulo 1

Grupos Finitamente
Apresentaveis

1.1 Grupos Livres

Definicao 1.1.1 Sejam F um grupo, X um conjunio ndo vazio e o : X — F
ume funcde. Diz-se que (F, ¢} € livre em X se a cada fungdo « de X para um
grupo G gualgquer existe um dnico homomorfismo f: F — G tal que ¢ = fo (X
€ ¢ base de F e geralmente omitimos a funcdo o}, O posto de F é g cardinalidade

de X.
A
hY
4\

X_“___.._,._G

A funcfo o é necessariamente injetiva e F também € livre em Imo com a
inclusdo Imo < F substituindo ¢. Qutra consequéncia da definicio, como
veremos na construcdo de grupos livres, é que I'm g gera F.

Teorema 1.1.2 Se X ¢ um conjunio nio vazio, exisie um grupe F e ume
Jungde o : X — F tal que (F,o) élivre em X e F = {Imyg}.

Demonstragae: Escolha um conjunto disjunto de X com a mesma cardi-
nalidade, o denotamos por conveniéncia de notagio X! = {z~!|z € X} onde
é claro, 27! & apenas um sfmbolo. Por uma palavrs em X entendemnos uma
sequéncia finita de simbolos em X U X!, escrita convenientemente

w=7.. .2,
z; € X, ¢; = =£1, v > 0: no caso r = 0 a sequéncia € vazia e w ¢ palavra vazia,
a denotamos por 1. Palavras sio iguais quando tém os mesmos elementos em
posigbes correspeondentes.
O produto de duas palavras w = zi'...x8 e v = yJ' ... ;" € formado pela
justaposigao

— £l €r, M it
Wo=2X; ... ..U



com a conven¢io de que wl = lw = w. A inversa de w é a palavra w1 =
Ty LT eitl =1,

Definimos no conjunto 5 das palavras em X uma relacio de equivaléncia como
segue. Duas palavras w e v 520 equivalentes, w ~ v, se € possivel passar de uma
para a outra por uma sequéncia finita de operagdes dos seguintes tipos:

a) inserir zz~! ou 7z (£ € X}, emn uma palavra
b) deletar zz~! ou z71z.

Seja F' = {[v]|v € 8§} o conjunto das classes de equivaléncia. Se w ~ ' e
v ~ v’ é imediato que wv ~ w'v', isto define bem o produto

few]fv} = [we],

temos ainda [wl[l] = [w] = [1][w] e [w][w™] = [ww™?] = [1]. Como é ébvio
que (wo)u = wlvu), este produto é associativo. Segue-se que F € um grupo em
relacdo a esta operagio bindria.

Comnsidere ¢ : X — F definida por gz = [x]. Veremos que (F,7) ¢ livre em
X. Seja o : X — G uma fungido de X a um grupo G.
Defina 8: S — G por B(zf' ...z&) = gi' ... g onde g; = az;.
Agora w ~ v implica que fw = Bv porque em G produtos como gg~! ou g~ tg
sdo iguais a 1¢. B portanto possivel definir

B:F — G por Blw] = fw.

Entae B([w][v}) = Blwy] = A{wv) = Bwhv por definigio de §. Assim 3 é um
homomorfismo. Além disso, fox = fB[x] = Bx = az, r € X. Finalmente, se
~: F — & é um homomorfismo com & = @, entdo o = S e v e 5 coincidem
em I'm o, mas claramente F = {Ime}, assimy = 5. 0

Daremos uma descri¢iio mais conveniente do grupo livre construide. Uma

palavra w € X é reduzida quando & vazia ou se nio contém sfmbolos da forma
gzl ouz iz, x e X.
Comegando com qualquer palavra w pode-se por um processo candnico descobrir
uma palavra w* em [w], reduzida. Se w é reduzida ndo hd o que fager. Caso
contririo, ela possul pelo menos um par de simbolos consecutivos da forma
zx~! ou ™1z, deletando tais pares obtemos uma palavra w' de comprimento
menor. O mesmo procedimento deve ser aplicado a w’.Apds um ndmero finito
de repeticBes deste procedimento zlcangamos um palavra reduzida w* que é
equivalente a w. Pode ser mostrado que se w ~ v entdo w* = v* [12]. Isso nos
diz que

Tema 1.1.3 Cada classe de equivaléncio contem uma dnica palovra reduzida.

Por 1.1.3 cada elemento do grupo livre F construido, pode ser eserito unica-
mente na forma, [w] com w = z3' ... Ty palavra reduzida onde ¢; = =1, 7> 0 e
sem termos da forma zx~! ou 2™ 'z. Por definicio de multiplicagac em F {emos
que [w] = [z4]% ... [2.]¢". Multiplicando juntos termos consecutivos envolvendo
ura mesmo elemento z;, deduzimos que, depois de renomear os z)s, o elemento
[w] pode ser escrito na forma



[w] = [z1]" . )

onde s > 0,4 # 0 e z; # z;45. Observe que a palavra reduzida pode ser
reafirmada a partir diste, assim a expressdo é Unica. Por simplicidade de notagio
devemos identificar w com [w]. Por convengio cada elemento de F pode ser
unicamente escrito na forma

w=x11‘ oz

Esta € a forma normal de w.
A existéncia de uma forma normal € caracteristica de grupos livres conforme

Teorema 1.1.4 (21, Cap. 2, 2.1.8] Sejam G um grupo e X um subconjunto de
G. Se cada g € G pode ser escrito unicamente na forma g = xi‘ ...x% onde
€ X, 820, #0 e xy # 2441 entdo G € kvre em X.

Teorema 1.1.5 21, Cap. 2, 2.1.4] Se F\ € livre em X, e Fy € livre em X,
com | X)| = |Xz|, entdo Fy = Fs.

A grande importincia de grupos livres na teoria de grupos deve-se ao proximo
resultado.

Tecrema 1.1.6 21, Cap. 2, 2.1.6] Sejam @ wm grupo gerado por um conjunto
X e F um grupo livre em um conjunto Y. Se o 1 Y = X é ume aplicacdo
sobrejetore, ela extende-se a um epimorfisme de F para G. Em perticuler cada
grupo & imagem de wm grupo Hure,

1.2 Apresentacao de Grupos e Grupos Finita-
mente Apresentiveis

Os fatos bésicos sobre apresentagio de grupos e grupos finitamente apresentéveis
podern ser encontrados em [16] e [12]. Uma descri¢do de um grupo como imagem
de um grupo livre é chamada uma apresentacio. Mais exatamente uma apre-
sentagdo livre de um grupo G é um homomorfismo sebrejetor # de um grupo
livte F' para (. Se R = Kerm, os elementos de R chamam-se relagdes da apre-
sentacao.

Suponha que 7 : F — & é uma apresenta¢io livre de um grupo G, ¥ é um
conjunto livre de geradores de F ¢ S € um conjunto de geradores normais de
Kerw. SewY = X, entao claramente X gera G. Segue que r € F € uma relagdo
de 7 se e 86 se r pode ser escrito na forma (sil)f‘ ... (s;")f" onde s; € 5, ¢; = %1
e f; € F. Neste caso, algumas vezes dizemos que r € uma consequéncia de 5.
A apresentacdo w, junto com as escolhias de V e S, determina um conjunto de
geradores e relagbes definidas para G, em simbolos

G = {5 (0

E mais conveniente listar os geradores de G e as relagdes definidas s(x) = 1 em
termos destes geradores X, isto &,

G=({X|s(z}=1,8€ &) (2)



Devemos nos referir a (1) ou a {2) como uma apresentagio de G.
Reciprocamente é facil construir, em prineipio pelo menos, um grupo tendo uma
apresentagdo com um dado conjunto de geradores e relagdes. Seja ¥ qualquer
conjunto nao vazic e seja S um subconjunto do grupo livre em Y. Defina R
o fecho normal de § em F denotado por {(§F) e ponha G = F/R. Portanto a
projecio candnica 7 : F' — & é uma apresentagdo de G o qual tem o conjunto
de geradores e relacdes definidas (¥ 8).

Teorema 1.2.1 (de von Dyckj{21, Cap. 2, 2.2.1] Sejam G ¢ H grupos com
apresentagées ¢ - FF > G e § : F — H tais que cada relacdo de ¢ € também
relagdo de §. Entde, o funcdo ¢(f) — o(f) € um homomorfismo sobrejetor de
G para H.

Uma apresentagao de um grupo G = {X|R} dizse finita quando X e ¥
sao conjunteos finitos. Isto independe da apresentagio escolhida no sentido do
seguinte resultado.

Teorema 1.2.2 [21, Cap. 2, 2.2.5] Se X € gualquer conjunto de geradores de
um grupo finilamente apresentdvel G, o grupe tem uma apresentagdo finita da
forma (Xolri=...ry=1) onde Xy C X.

Teorema 1.2.3 21, Cap. 2, 2.2.4] Sejo N A G com N e G/N finitamente
apresentdveis. Entdo G € finitamente apresentduvel.



Capitulo 2

Propriedades Homoldgicas

2.1 Propriedades Homologicas Basicas

Vamos comegar este capitulo destacando propriedades de funtores especials,
Para ver detalhes e demonstracdes desta secdo citamos [22] . Seja R um anel.
Salvo mengdo em contririo todos os R-médulos s&o R-mddules & esquerda.

Definicao 2.1.1 Sejam A, B e C R-mddulos ¢ esquerda.

1} A € livre se existe um conjunto {a; 1 i € I} C A, chamado base de A, tal
que cada @ € A tem uma tUnica expressdo o = 3 ra;, onde ™ E R ea
menos de uma quantidade finita, os r; sdo todos nulos.

2} Considere o diagrama com 5 epimorfismo

onde v € um homomerfisme qualquer. Se existe um homomorfismo o com
v = B, diz-se que A é um R-mddulo projetivo.

3) A € injetivo se para cade R-médulo C e cade R-submddule B de C, cada
homomorfismo f : B — A pode ser eztendide o um homomorfismo g :
C — A

0Q—B——C

4} Uma resolucdo livre (F,48) (resp. projetive) de A € uma sequéncie exate
de R-mddulos s s
.‘-*F‘l-—l)Fn—n)A-)O
onde cada F,, ¢ livre (resp. projetive), iste €, para cada i temos Im{8;) =

Ker(&;_l }



5} Uma resolugéo injetiva (E,1} de A € uma sequéncia exate de R-médulos
0 ASE B E ...
onde ceada B, € injetivo. -
Lema 2.1.2 [22, Cap. 8, Teor. 3.14] Seja P um R-médulo & esquerda qualquer.
a) P ¢ o quociente de um mddulo projetivo.
b) P € projetive se e 36 P € somando de um mddulo livre,

Dado um complexc de R-médulos & esquerda (4, 4), isto €, uma sequéncia de
R-mdédulos € homomorfismos

Snt §
A= 5 Ap1 =5 Ay = Ang., .,

n € Z com $,6n41 = 0, seu n-ésimo médulo de homeolegia é definido por

Hp(A)=Kerdp/Imdpy1.
denctamos Ker &, = Zp(A) e I'mé,11 = Br(4).

Ese f: (A, d) — (A, d') € uma aplicagdo de cadeia, ou seja, uma familia
de aplicagdes {fn : An — AL}, n € &, tais que os diagramas a seguir comutam

- . da
An+1 An An—-l
lfﬂ+l 1fn lfn-l
' 1
A g e g A

entdo definimos

Hu(f) : Ho(A) = Ha (A
por

zn + Bn(A) - fazn + Ba(4').

Definigdo 2.1.83 Uma categoria C diz-se pré-aditive guando para cade par de
objetos A ¢ B em C, Home(A, B) tem estruture de grupe abeliano (nditivo)
e vale a distributividede em relagGo & composicde de C. E um funtor en-
tre categorias aditives F' : € — D ([contra ou coveriante) diz-se aditive se
F(f+g) = Ff + Fg para cada par de morfismos f e g em wm mesmo grupo
aditive Homc(A, B).

Um funtor covariante {resp. contravarienie) entre categorins de modulos diz-se
ezuto & esquerda quonde preserva monomorfismos (resp. transforma epimorfis-
mos em monomorfismos ) e diz-se exato ¢ direita quando preserve epimorfismos
(resp. converie monomorfismos em epimorfismos).

Finalmente, um funitor covarianie ou contraverianie entre categorias de médulos
diz-se exato se tol funtor € simultaneamente exaio d direila ¢ @ esquerda.



Considerande a eategoria Comp formada por todos os complexos de R-
médulos e aplicagdes de cadeia e denotando por R a categoria dos R—mdédulos
4 esquerda (ambas sfo aditivas) temos

Teorema 2.1.4 /22, Cap. 6, Teor. 6.1] Para cada n, H, : Comp — RM™ ¢ um
Sfuntor aditivo.

No que segue vamos considerar funtores aditivos em categoria de médulos.
Dado um funtor aditive T e um R-mdédulo 4 direita A, escolha uma resolucio
projetiva (P, d) de A
dr d dg
..“*Pn—*Pﬂ__1 —}—‘-‘>P14P0—*A—*0,

e seja (P4, d) o complexo correspondente omitinde-se A, ou melhor,

G -1 3 T < N O - N
Definigéio 2.1.5 Fare cada n definimos ¢ n-ésitno funtor derivado a esquerda
de T por
(LaT}A = Ho(TP4) = Ker Tdn/Im Tdna1.

Se T = ®grB, onde B é um R-médulo 2 esquerda, definimos T'orf( , B) =
LyT. Podemos também definir Tor fixando a primeira componente, caso no
qual temos T = A®p e definimos L, T = Torf(A, ), onde A é um R-médulo
4 direita. Em particular,

Tor( ,B) = Ker(d, ® 1)/ Im(dnt1 1)

Teorema 2.1.6 [22, Cap. 8, Teor. 8.8] As definigdes de TorE(A4, B) sdo in-
dependentes da escolha da resolucdo projetive de A ou da escolhe da resolugdo
projetive de B.

Em relagde 4s duas definigdes do funtor Ter temos
Teorema 2.1.7 {22, Cap. 7, Teor. 7.9} Se
= P By A0

o O~ Qo= B0

s@o resolugfes projetivas de R-mddulos, onde A € um R-mddulo & direita ¢ B é
um R-mddulo @ esquerda, entdo para todo n > 0,

Ho(Pa® B)= Ho(A® QB)
Portanto as duas definigcdes de Tor coincidern em (A,B).

Sejam T um funtor covariante, uma resolugice injetiva (£, d) de um R-médulo
a esquerda A

o d d
OHALEG—QEI—-)..‘—'ER—“)E”,_FI E‘}l..‘

e (E4,d) o complexo correspondente deletado de A.



Definicao 2.1.8 O n-ésime funtor derivado & direita de T € dado por
(RPTVA=H_(TEs)=KerTd_./ImTd_ny1.

A definicic de (B*T)f = H_n(f), para f : A — B, é exatamente como a
definigdo de Hy{f)

Em particular, para T = Homg(C, )} para um R-médulo & esquerda C,
definimos

Ezt%(C, ) = R"T.

Em se tratando de funtores aditivos em categoria de médulos os funtores
derivados R™T' e L,T sdo bem definidos {22]. Mas nesse sentido vamos nos
ocupar a seguir apenas com os funtores Tor e Ext.

Teorema 2.1.9 {22, Cap. 6, Teor. .15} A definicdo de Exth(C, A) independe
da escolha do resolugdo injetiva de A.

E se T é um funtor contravariante, considerando uma resolugio projetiva
{E.d) de um R-mddulo 4 esquerda C' definimos

(R*"TYC = H™TE ) = Ker T'dp+1/ImTdy,.,
No caso particular em que T = Hompg( , A) definimos
R™T = ext®{ ,A)

Teorema 2.1.10 /22, Cap. 6, Cor. 6.18] A definicdo de ext®%(C, A) independe
da escolhe da resolugdo projetiva de C.

Teorema 2.1.11 [22, Cap. 6, Teor. 6.18] Sejom
0-ASEY LB, .
uma resolugio injetiva e

= B =Py =C =0

uma resolucdo projetiva, ambas de R-mddulos & esquerda. Temos que para todo
n>{

H™(Hom(Pc, A)) & H"(Hom/(C, E4))-

Portanto os funtores Ext% e exth coincidem em (C,A). Usualmente adota-
se ¢ notagdo Exih.

De acordo com os resultados anteriores podemos caloular os grupos Ext via
resolugbes projetivas no primeiro argumento ou resolugGes injetivas no segundo
argumento. Também os grupos Tor podem ser calculados usendoe resolugdes
projetivas (de médulos A direita) no primeiro argumento ou resolugdes projetivas
(de médulos & esquerda) no segundo argumento.
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Defini¢ao 2.1.12 Sejam G um grupo € Z o anel dos intetros considerado como
um ZG-mddulo triviel. Definimos

H™G, A) = Eztf,(Z, A)
onde Z e A sio ZG-mddules & esquerde e

H(G, A) = Tori%(Z, A)
com Z sendo ZG-midulo 6 direita ¢ A um ZG-médulo ¢ esquerda.

Qs grupos H™ sao chamados de grupoes de cohomologia de G (com coeficientes
em A) e os grupos H,, sdo 0s grupos de homologia de G.

Lema 2.1.13 Sejam G um grupo, A um ZG-médulo & esquerda ¢ H um sub-
grupo normol de G. Entdo Z Rz A é um Z(GfH)—mddulo ¢ esquerda.

Demonstragdo: Considere £ = AugZH onde Aug dencta o ideal ampli-
ado, iste é, nicleo do homomorfismo de aneis ZH — Z que envia Hem 1 ¢ é
identidade em Z. Como 4/€4 é um Z(G/H)—médulo com G/ H acio definida
por

(gH){a+ QA) = ga + QA
e Z®py AR A/QA via 2 @ a — a+ 04, o resultado segue. O

Lema 2.1.14 Sejam G um grupe e H um subgrupo de G ndo necesseriamente
normel.  Entdo cade ZG—modulo projetive & esquerda P é um ZH—mddulo
projetive ¢ esquerda.

Demonstragio: Para cada transversal T de H em G {(ie. G=UerHitea
unido & disjunta) temos que ZG ¢ ZH—moédulo livre com base T. Como P &
somando de um ZG-mddulo livre entac P é somando de um ZH-mddule livre e
pelo Lema 2.1.2 P é um ZH-mddulo projetivo, segue-se o resultado. O
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2.2 Resolucgoes Finitamente Geradas

Vamos destacar alguns critérios sobre a condicdo FF,, indicamos {3] como re-
feréncia s demonstragdes. Uma outra referéncia boa ¢ [11].

Definicao 2.2.1 Dizemos que um R—mddulo A & esquerde € de tipo FP,
guando eziste uma resolugdo projetiva P — A com F; finitamente gerado para
todo i < n. Se os mddulos P; so finitamente gerados pare todo i enido diz-se
que A € de lipo FP,,. De modo geral cada mddule admite resolugdo projetiva.

1) Observe que A é de tipe FF, se e somente se A é finitamente gerado. B
A ¢ de tipo FP, se e somente se A ¢ finitamente apresentdvel.

2} Se A é de tipo FFP,, 0 < n < oo, entfo pode-se construir uma resolucio
livre que é finitamente gerada em dimensdes menores ou igual a n. De fato, seja
H—I-Pz—}PI—)PU—*A

uma resolucdo projetiva com Fy finitamente gerado. Entao existe um modulo
projetive finitamente gerado @ tal que Fp & Q@ é um mddulo livre. Portanto
substituindo P por Py@@ e P; por P &Q e estendendo Py — F pelaidentidade
fornece uma nova resclugio que é finitamente gerada e livre em dimensao 0. Q
resultado segue iterando este processo.

Definicac 2.2.2 Sejam I um conjunto de indices com quase-ordem < e uma
categoria . Um sistema direto em ( com conjunto de indices I € um funtor
F I — {. Mais precisamente é uma colegio de objetos Fy, 1 € I, tais que
sempre que t < j em I, ezxiste um morfisme tpj 1 Fy — F; satisfazendo:

1) ¢i = Ir, pare cade i € I.

2) Sei<j <k, ik = vl

Denotamos {F;, @1} o sistema direto descrito acima.

E o limite direto deste sistema ¢ um objeto im F; em { e uma famdic de
morfismos o; 1 F; — lim F} com o = a_,-(pj,-, sempre que ¢ = j, satisfazendo a .
seguinte propriedade universal:

Para cada objeto X em { ¢ cada famdic de morfismos {f;: F; — X}, i€ I,
com f; = fi}, para todo i < j, existe um dnico morfismo B :limF; — X com
Boy = f;.

No caso de categoria de médulos o limite direto sempre existe e
im F; = (Bie1 F)/ S,
onde S é o submddule gerado por todos os elementos da forma Aj(pj-a,- — Aif;,

onde a; € Fi, i < j e A;: F; — @1 F; € a l-ésima injegio.
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Definigao 2.2.3 Um sistema inverso em uma categoria ¢ com conjunto de
indices I munido de umea quase ordem > ¢ um funtor contrevariante F: I —
{.Em detalhes, pare cada i € I existe um objelo F; e sempre que i < | existe
um morfismo ¥ : F; — Fy com

1)yl =1Ir, pora cada i € 1.

2} Sei < j <k, entdo iyl = yF.

O lmite inverso de um tal sisteme ¢ um objeto denotado por lim F; e uma
familie de morfismos a; : im F; — F; com o; = zbgaj, i < j satisfazendo:

Pare cada objeto X em ¢ e familia de morfismos f; : X — F; com wi fi=
fi, 1 £ 4, existe um tnico morfisme 8: X — lim F} com ;8 = f.

Em se tratando de uma categoria de médulos temos que
m F; = {(a;} € [ [ Fi : e = ¥y, i < 5}
com &; = p,—|1im};;, onde p; : [[ F;: — F; é a i-ésima projecéo.

Sejam {Aj, !} um sistema direto (respectivamente um sistema inverso) na
categoria de R-médulos ¢ e um funtor covariante F : { — {grupos abelianos}
entdo {F4;, Fipl} é um sistema direto (respectivamente um sistema inverso) e
via definigio temos homomorfismos

lim FA; — F(limA;) e F(lim A;) — lim FA;.

Dizemos que F comuta com limites diretos ou preserva limites diretos (resp.
limites inversos) quando ¢ primeiro homomorfismo & isomorfismo (resp. F co-
muta com limites inversos quando ¢ segundo homomorfismo € isomorfismo).

Fixado um conjunto de indices I temos que lim e lim sdo funtores da cate-

goria dos sistemas diretos Dir{) e da categoria dos sistemnas inversos Inv(l) em
I respectivamente, na categoria de R-mddules [22, cap.Z]. De modo geral estes
nao szo funtores exatos.

Proposicao 2.2.4 {3, Cap. 1, Teor. 1.1] Sejam A wm R-médulo & esquerdn e
k=0
a} O funtor Torg( | A) comuta com limites diretos exratos.

b) O funtor Ext®(A, } comute com limites inversos exntos.

Demonstragéo: lim comuta com ®pA ¢ lim comuta com Hompg(,A). Se
consideramos lim e lim funtores exatos, eles comutam com os funtores Torg( , A)
e Ext*(A, ) respectivamente. [J
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Proposicgio 2.2.5 /3, Cap.1, Prep. 1.8} Sejam A um R-mddulo a esquerda de
tpo FP, e 0 < n < oco. Entdo

a} Para cads lim ezgto o homomorfismo natural
Torg(lim, A) — lim Torf( , 4)
€ um isomorfismoe para k < n—1 e um epimorfissno para k=n.
b) Pare cada liin ezato o homemorfismo natural
lim Ext(A, ) — Emtg(A,li_rf_-.)

é um isomorfismo para k < n— 1 e um monomorfisro para k=n.

Os resultados a seguir mostram que a reciproca da proposicio 2.2.5 é vélida.

Teorema 2.2.6 (3, Cap. I, Teor. 1.3} As seguintes condicdes sdo equivalentes
para um R-mddulo a esquerda A.

1) A € de tipo FP,.
2a) Pare qualquer I‘En limite inverso exoto a aplicacdo natural
Tori(lim, A) — imTorf( , A)
é um isomorfismo pare k < n — 1 ¢ um epimorfismo para k=n.
26} Para cada lim Gmite direto exoto a aplicacdo natural
lim Ezt§(4, ) — Extfy(A,lim)
€ um isomorfismo pera k < n — 1 ¢ um monomorfismo para k=n.
3a) Para um produto direto [| B de uma quantidade arbitrdrie de c6pias de
R a aplicagio natural Torf(J[ R, A) — []1 TorE(R, A) € um isomorfismo para
k < n e um epimorfismo pere k=n.

3b} Para o limite direto de qualguer sistema direcionado de R-mdédules { A;, tp}}
com lim A; = 0, tem-se que im Exth(A, A)) = 0 para todo k < n.

Cabe aqui algumas observagbes em relacdo & condigio 3a.
1) Observe que Torf(R,A) = 0 para k # 0. Assim para n > 1, 32 pode ser
reescrita do seguinte modo

(3a) u: ([JR)®p A — [[ A é um isomorfismo e Torf{[[ R, A) = 0 para
<k<n-1.

1
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2) A condigao u : (T} R)®g A — [] A é um isomorfismo para todos os produtos
diretos equivale a dizer que A ¢ de tipo FP,. O que nos possibilita reescrever a
condigie (3a)' do seguinte modo equivalente

(3a)" A é finitamente apresentavel ¢ Torf{[[R,A) =0paral <k <n-—1.

Podemos fazer a seguinte aplicacio.

Proposicio 2.2.7 Considere um anel associativo R e A — A — A" uma
sequéncia exata curta de R-médulos.

a) Se A’ tem tipo FP,_, ¢ A tem tipo FP;, entido A" tem tipo FP,.

b) Se A tem tipe FP,_1 e A" tem tipo FF, entio A" tem tipo FFPy_1.

¢) Se A’ tem tipo FP, e A” tem tipo FF, entdo A tem tipo FP,.

Demonstragao: Vejamos o item a). Por questdes de espage vamos denctar
abreviadamente T=Tor. Via Proposicio 2.2.6 (3a)" e a sequéncia exata longa
obtida via o funtor Tor, [22, cap.6], temos 0s epimorfismos e o isomorfismo no
diagrama comutativo a seguir, onde as linhas sdo exatas

THII R, A) — G R, A") —— T, ([ R A) — T ([T R A)

| l | 5

NTHR A) —[ITHR, A") —— [IT (R, Ay —[I T2, (R, A)

Segue que Tor2([] R, A"} — [] TorR(R, A”) é um epimorfismo. Em dimensGes
0 <k < n—1 os epimorfismos do diagrama anterior so substituidos via
Proposigio 2.2.6 (3a)” por isomorfismos, disto vem que temos isomorfismos
Torf (T[] R, A”) — [l Torf{R, A"). Portanto, segundo a Proposigao 2.2.6 (3a)”,
A" € de tipo FP,. Os demais intens sic demonstrados de modo analoge. O

Destacamos que R no contexto a seguir sempre denota um anel comutativo '
com unidade ndo trivial.

Definicao 2.2.8 Um grupe G ¢ de tipo FP, sobre um anel B, n = oo ou €
um inteiro ndo negative, se 0 RG-mddulo trivial R ¢ de tipo FF, como um
RG-mddulo.

Quando G & de tipo FP, sobre 7 entdo dizemos simplesmente que G & de
tipo FP,.

Proposicao 2.2.9 Se G € de tipo FP, entio G € de tipo F P, sobre qualguer
anel H.
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Demonstragio: Seja P =... LY P Lt Py % Z - 0 uma ZG-resolugio livre
de Z, desta obtemos a sequéneia exata curta de Z-médulos im by < Py —» Z a
qual é Z cindida pois Z é Z-médule livre, em paxticular projetivo.

Logo, temos a sequéncia exata curta de RG-médulos B @z imd; < R@z Py —»
R®z Z = R e também que im 6, é Z-projetiva.

Deste dltimo fato segue que imdy — Py — im & é Z-cindida e assim temos a
sequéncia exata curta de RG-médulos R @z im bz — Rz P, - R®z imd;.
Prosseguindo indutivamente temos que R ®z im dj11 — R@z F; » R@zimé;
é sequéncia exata curta de RG-médulos para todo § > 0. Portanto, B @z P é
uma REG-resclugao projetiva de R. O

Proposigao 2.2.10 /3, Cap. 1, Prop. 2.1} Um grupo € de tipo FP, sobre um
anel R se e somente se G € finitamente gerado.

Coroldrio 2.2.11 Um grupo G € de tipo F'F,, sobre um anel B, 1 < n < o0, se
e somente se G € finitamente gerado e H(G,[[, RG)=0paratodo 1 <k <n
e todos vs produtos diretos de x = max(|RG|, | K|} cdpias de RG.

Demonstragao: Via Proposigio 2.2.10 e condiggo (3a)” acima da Proposigio
227. 0

Defini¢ac 2.2.12 Um grupe G € quase finitamente apresentavel sobre um anel
R se existe uma sequéncia ezota curta de grupos

Ko F-»G

onde F € um grupo livre finitamente gerado com R @z (K/[K, K)) finitamente
gerade como RG-mddulo G esquerdn, onde G age sobre K/[K, K| via conjugacio

glk+ K, K))=gkg ' +[K.K), g€ G ke K.

Proposigdo 2.2.13 Um grupo G é de tipo F P, sobre um anel R se & somente
se G € quose finitamente apresentdvel sobre R.

Demonstraggo: Seja F um grupe livre de poste finito (isto €, finitamente
gerado) e K — F — G uma sequéncia exata curta de grupos. Conforme [22,
Lema 10.6], f — RF — R, onde f é o ideal ampliado de RF, é uma RF-
resolugdo livre. Por isso usando a sequéncia exata longa em homologia temos &
sequéncia exata de RG-médulos

H(FyRG()— RG @pp f — RG@RFRF -+ RG ®rr R,

mas Hy(F; RG) = H1(F; R ®@grx RF) 2 H1(K; R) onde o segundo isomorfismo
chamade isomorfismo de Shapiro deve-se a [3, Preliminares]. Assim, obtemos a
sequéneia exata de RG-mdédulos

R® K/|K,K} — RG®gar f — RG —» R;

RG @pp f 6 RG-médulo livre no conjunto {1 @ (z; — 1}} ande =z, ..., x4 530 05
geradores livres de F'. Portanto usando Prop. 2.2.7 G é de tipo F P scbre R se
e 56 s¢e R® K/[K, K| 6 um RG-mdédulo finitamente gerado. O

No caso em que G é finitamente apresentivel o ZG-mdédule K/[K, K] é
finitamente gerado pelas imagens em K/[K, K| de um subconjunto finitc R ¢ K
de geradores normais de K. Isto nos fornece

Coroldrio 2.2.14 Seje G um grupo finitamente apresentidvel. Enido G € de
tipe P,

16

CAO




2.3 Sequéncias Spectrais

A seguir vamos fazer uma breve exposi¢éo sobre sequéncia spectral tendo como
meta a demonstragao do nosso préximo resultado sobre grupes de tipo FPB,.
Como referéncia a maijores detalhes sugerimos [22].

Definigao 2.3.1 Um mddulo graduado € uma sequéncia de mddulos M = { M :
p € Z}. Se M ¢ N sio midulos graduados ¢ n € um inteire fivo, entdo uma
sequéncia de homomorfismos f = {fp : My — Npin} € uma aplicagdo de grou
n, denotamos f: M — N,

Um complexo C = ... — Cp — €1 — ..., ignorando-se a diferenciacio,
determina um médulo graduade {C, : p € Z}. Uma aplicagio de cadeia
f . C — C' é uma aplicagiio de grau 0 e a diferenciagéio de um complexo é
uma aplicacao de grau -1.

Definigao 2.3.2 Um mddule bigraduado € uma famdia de mddulos duplamente
indezade {Mp 4 i p, ¢ € Z}. Sejam a e b inteiros firos, uma fomilic de homo-
morfismos f = {fpq: Mp¢ = Npiagis} € uma aplicagdo de bigrau (a,b).

O préximo resultade vai nos fornecer uma grande quantidade de médulos
bigraduados.

Definigao 2.3.3 Um par exato é um per de mddulos bigradundos D e E, ¢
aplicagdes &, ey cada ume com seus respectivos bigraus tal que existe exatiddo

em cade vértice do tridngulo
¥
g

E

No que segue tratamos de funtores aditivos.

Definicio 2.3.4 Seja F : B — C um funfor aditivo entre duas categorias B
e C. Um mddulo B em B ¢ F-aciclico 4 direita se (RFF)B=0parep > 1
onde RPF € o p-ésime funtor dertvado ¢ direita de F; um mddule B em C €
F-geiclico ¢ esquerdn se (LpF)B =0, p 2 1, onde L,F é o p-ésimo funtor
derivado ¢ esquerda de F.
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Teorema 2.3.5 [22, Cap. 11, Teor. 11.1} Sejam G : U - B ¢ F: B - C
funtores aditivos tais que F € exato & esquerda e sempre gue E € injetivo em
U, entdo GE & F-aciclico & direita. Para cada médulo A em U, escolha uma
resolucdo njetiva 0 > A — E° - E' — .. ¢ defina

Z9 = Ker(GE? — GR1),
Enldo existe um par ezato com

5 (RPFYRIG(A)) sep>0,q>0,
P2 =1 @ caso contrdrio,

RPHFGIA sep=-1,¢g>1,

(RPFYZ%1 sep20,¢21,
Dpe=
0 caso contrdrio,

e aplicagées & : D — D de bigrau (-1,1), 8 : D — E de bigrau {1,-1} ¢
v: E — D de bigrau (1,0)-

Definigao 2.3.6 SJejam U uma categoric ¢ A wm objeto em U. Ume filtracdo
de A € uma familia de subobjetos de A, {FPA : p € Z}, tal que

LLCFPlAC FPAC FPHiAC . .

Deste modo, uma filtragdo de um complexo C é uma familia de subcomplexos
{FPC : p € Z} com FP!C C FPC para todo p. B no caso de um médulo
graduado H = {H, : n € Z} ¢ uma femilia de submédulos graduados {FPH :
p € Z} com FP~1H C FPH para todo p.

Teorema 2.3.7 [22, Cap. 11, Cor. 11.19] Toda filtragdo {FPC : p € Z} de um
complexzo C determina um paer eralo.

N

onde o : D — D tem bigrau {1,-1), B: D — E tem bigrau (0,0) ev: E = D
tem bigrau (-1,0).

D

Consideremos o par exato acima.

Defina d! : E — E por d* = fvy. Como v = D temos que d*d! =0e E tem
grupos de homologia H = {E,d') = Kerd!/Imd', denotamos H(E,d!) = E?
e o consideramos como mddule bigraduado. Em detalhes,

1.
dp,q i Epg = Dp1,g — Ep1,q.

assim d' tem bigrau (-1,0).
Defina D? = Ima. Como o tem bigrau (1,-1), temos que

2 —
Dy = ap-10+1{Dp-1,041) = Imap_1,441 C Dpq.

Definimos agora
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Onde a? é a restricio de @ a D2 = Ima € I Uma vez que a inclusio
i: D? = I'ma — D tem bigrau (0,0), a aplicagio o = a o4 tem o mesmo
bigrau de a, isto é, (1,-1). Temos 8% : D? — E?2 dada por

B2y = [Ba 1yl

onde os colchetes denotam classes de equivaléncia e finalmente definimos 2
E? 5 DZ% por

7 [2p.6) = T.a%pg € Dp-1,4-

que tem bigrau (-1,0). Retornemos a 8%. Tome ¥ = p-1.g+1{Tp-14+1) € D? o
definimos

erq ﬁp_‘lﬂ?‘f‘lap—l g+l ¥ [51? tat+1{Tp-1,641)] € E; —1g+1-
assim, ,@2 tem bigrau (-1,1) e € bem definida. Temos agora

Teorema 2.3.8 [22, Cap. 11, Teor. 11.8] Com as definicdes acima,

D2 o’ D?
'TZ
N A4
E?.

¢é wma par exato; o’ tem bigrau (1,-1), §% tem bigrau (-1,1) e ¥* tem bigrau

(-1,0).

Definicao 2.3.9 O por exato (D?, E?, o2, 3%, 1*) chama-se par derivado de
(D: E, a3, 7)

Prosseguindoe indutivamente obtemos uma sequéncia de pares exatos
(DTI Er! ar‘ !Brl l}'r)
onde, por definigio, o (r-+1)-ésimo par exato ¢ o par derivado de r-ésimo, E' = E

eD=D,
A seguir temos uma descrigao um pouce mais detalhada desta sequéncia.
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Teorema 2.3.10 Sejam (D, E, a, B, v) um par ezato com a, Bevy tends bi-
graus {1, -1),{0,0) e (-1,0) respectivamnente. Se (D7, ET, o, 87, v") € 0 r-ésimo
par derivado enido

1} o tem bigrau (1,-1), B tem bigrau {I-r,r-1), e " tem bigrau {-1,0);
2} d" = A7y" tem bigrau (-1,r-1} e € induzida por Ba”1v;

3) E;"gl = Kerdy fImdy, . .,

Demonstracao: Indugio em r. [

Definigio 2.3.11 Uma sequéncia spectral é uma sequéncie {E7,d" : r > 1}
de mddulos bigraduados e aplicagdes com d™d™ = 0 tal gue

E™l = H(E",d")
como mdodulos bigraduados.

Coroldrio 2.3.12 Cade filtragéo {FPC} de um complezo C determina uma
segquéncia spectral.

Demonstragho:  Filiragtes determinam pares exatos conforme vimos em
2.3.7; e o Teorema 2.3.10 fornece uma sequéncia de pares derivados cujos termos
E?, E®,... formam uma sequéncia spectral. [

Defini¢do 2.3.13 Ume fillracdo {FPH} de um mddulo bigraduado H ¢ limi-
tada se, para codae n, eristem infeiros s=s{n} e t=i{n) tais que

F°H,=0e¢ FtH, = H,.

Em uma filiracdo, FF~'H C FPH para todo p. Em perticular, se {FPHY} é
limitade, entdo pare cade n, FPH,, = 0 pare todo p < 5, FPH,, = H, pora todo
p = t, e eriste uma cadeia finita

0=IF*H,Cc FP*t'H,c...Cc F*H, =H,.

Definicao 2.3.14 Um subguociente de um mddulo M é um médulo da forme
M /M, onde MY C M’ sdo submddulos de M.

Em uma sequéncia spectral {E",d" : r > 1} cada E™ ¢ um subquociente de
E' = E, na verdade de qualquer termo anterior.
Escreva E? = Z2/B*(omitindo os indices). Uma vez que E? = Z2/B?, o terceiro
{eorema do isomorfismo permite-nos assurnir

0cB*cB*cZ*cZ*cE'=E.
Tterando,
0cBc..cBcBMc..cztlcz¥tc...cq?c E
Definigdo 2.8.15 Z35, = N2} ,; B, = U BY ; ES = Z55,/BS,.

D,q7 pa’ Tpg T Cpg
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Definigao 2.3.16 Seje I um mddulo graduado. Umao sequéncia spectral {E7}
converge pare H, denotamos Eg?q =, Hy, se existe alguma filtragdo limitada
{®H} de H tal gue

Exe= OPH, /&P H,
para todos p,g com n—p-+gq.
Teorema 2.3.17 {Grothendieck)[22, Cop. 11, Teor. 11.39f Sejam S: U — B
e F: B — C funtores com F exato ¢ direita e sempre que E £ projetive em

U, entdo SE é F-aciclico ¢ esquerda. Para cada mddulo A € U, existe uma
sequéncia spectral no primeire quadranie

E2 = LyF(LyS(A)) =p Lu(FS)(A).

Teorema 2.3.18 (Lyndon-Hochshild-Serre (LHS}) Seja um grupo G com sub-
grupe normal N. Para ceda ZG-mddulo A, existe uma sequéncie spectral no
primeire quadrante com

Eg,q = HP(G/Ns HQ(N! A)) :>P Hﬂ(Gv A)a
onde n=p+q.
Demonstragao:  Consideremos as categorias de mdédulos & esquerda U =
ZG-médules, B = Z{G/N}-mddulos e C = gruposabelicnos e os funtores
S : U — B definido por § = Z@zy ¢ F : B — grupos abelianos definido
por F= Z®Z(G/N)-
Tais funtores cumprem as condiges do Teorema 2.3.17, logo existe Wna sequéncia

spectral
Ep g = LyF(LgS(A)) =y La(FS)(A)

agora basta observar que LpF = H,(G/N, ), LS = Ho(N, ) e F§ = ZQ@ze. O
A sepuir usamos a sequéncia spectral de Lyndon-Hochshild-Serre para de-
duzir umea propriedade importante de grupos de tipo FB,.

Teorema 2.3.19 3, Cap. I, Prop. 2.7] Sejam N — G — @ uma sequénein
exata curta de grupos onde N € de tipo FP., sobre um anel comutalive R com
unidade ndo trivial e 1| < n £ co. Enido G € lipo FP, se s se @ € de ¥ipo

FP,.
Demonstragdio: Tome a sequéncia spectral LHS,
Hy(Q, Hy(N, ] RG)) =, Ha (G, [ [ RG)
De N ser de tipo F Py, obtemos
H(N, [[re) =2 [[ H,(¥,RG) =0
parag > le
(] re)~ = Ho(N, ][ BG) = [ HoWV, BC) = [] RQ

para g=0. Portanto a sequéncia spectral entra em colapso, isto é Ef,_q ={(seq
0, o que fornece isomorfismos Hy(Q,[] RQ@) = H,(G,[[ AG) para p = 0. Por
2.2.11 o resultado segue. U

21



Capitulo 3

Produto Livre Amalgamado
e Pushout

Definigao 3.0.20 Sejam {1 : Go — G1 € iy : Gg — G2 homomorfismos de
grupos. Supenha que ezviste um grupo G e homomorfismosjy : Gy — G, k=1,2
tais que j1iy = jaie. Se pare tode grupo H e homomorfismos ¢y : Gy — H lais
que o diagramea € comulative, isto €, os dois quadrades sdo comutativos

GO'i—"G1

existe wm unice homomorfismo ¢ : G — H tornande o diagrama comutative
entdo diz-se que G € o pushout de Gy, G, Ga, %) eia.

Teorema 3.0.21 [21, Cap. 2] Pare guaisquer G, G, Ga, 1 eiz existe pushout.

Definigio 3.0.22 Quando i) eiz sdo injetivas o pushout G € chamado produto
tivre amalgamade com amdlgama Gop.

Neste caso, geralmente olhamos Gy comoe um subgrupo de G e Ga, 4 e iz
como as inclusGes. Denotamos G = G *g, Goa.

Definigdo 3.0.23 Diz-se que um subconjunio S ¢ transversal ¢ esquerda de um
subgrupo H em G se § contém exatamente um membro de cada classe lateral
aH, isto é, G = UgeseH (unido disjunta).

Teorema 3.0.24 (Forma Normal){12, Cop. I, Teor. 25] Sejam G o produto
livre amalgamado de A, B com amdilgama C, i4 : C —» A eig : C — B sdo
as tnclusdes e, 8 e T transversais & esquerde de C' em A e B respeclivamente,
coml e SnT. Considerande §4 : A — G ¢ jg : B — G homomorfismos da
definicdo do pushout (G, = A, Go = B, j1 = fa, Jo=jp, L =14 iz = ig),
temos:
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1. 74 e jp sdo monomorfismos.
2 jalA)NjB(B) = jal(C) = j&(C).

3. Considerando ja e jp inclusées, qualquer elemento de G pode ser unica-

mente eserito como Uy ... unc, 1 2 0, ¢ € C e u1,..., U, vém allernadao-
mente de S\ 1 e T\ 1.

Finalizamos esta segio com o seguinte resultado.
Proposicao 3.0.25 12, Cap. 1, Prop. 27} Sejam A e B subgrupes de um grupo
GeC=ANB. Enido, G= Asc B se ¢ sd s¢ todo elemenio de G\ C pode ser

escrito como um produts gy ...¢gn com g, alternadamentie em A\NC e B\ C ¢
nenhum destes produtos € igual a 1.
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Capitulo 4

Grupos Nilpotentes e
Policiclicos

4.1 Grupos Nilpotentes e Policiclicos
As referéncias bdsicas para esta segdo sio [21], [20], [19], [15]-

Definicdo 4.1.1 Um grupe G diz-se nilpotente se ele contém uma série de sub-
grupos

}=GoCGiC...CCr=GC

tal que cada subgrupo Gy € normal em G e cada guociente G;/Gi_, este contido
o centro de G/Gi_1, 1 < i < n. Denominamos uma tal série de série central
de G.

Um grupo G diz-se solivel se ele contém uma série de subgrupos
{(I}=GeCGiC...CGr=G
tel gue cada subgrupo G;_1 é normal em G; e cada quociente G;/G;_1 € abeliano.

Via definicio, temos que todo grupo nilpotente é solivel. E também segue
da defini¢do que o centro de um grupe nilpotente € nao trivial. Esse fato, nos
diz que nem todo grupo sohivel ¢ nilpotente. Pois o grupe de permutagdes 53 é
um grupo solivel de centro trivial,

A seguir daremos uma caracterizaggo de nilpoténcia. Com esse fim, defini-
mos indutivamente novas séries de subgrupos:

MG} = G, %2(G) = G e(G) = [%-1(G), G]

e também
¢o = {1}, (:(&) é o centro Z(G), seguindo indutivamente com ¢;{G) sendo
o lnico subgrupo de G tal que G(G)/{i-1(G) = Z(G/G-1(G)).
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O subgrupo {;(G) chama-se 0 i-ésimo centxo de G. No contextose Ae B
sfo subgrupos de & o comutador 4, B] é subgrupo de & gerado pelos elementos
da forma [a,b], comec Ae b€ B.

Definiciio 4.1.2 As seguéncias de subgrupos

(=66 caBc...ch@)c...

C=m{G) o2& >...0wWm(G)>...

chamam-se série central superior ¢ série central tnfertor de G, respectivamente.
Estas sio claramente séries centrais.

Lema 4.1.3 Seja
{1}=AOCA1C...

uma série central de G. Entde A; C (@) para todo i

Demonstragao: Faremos induciio em i. Para ¢ = 1 € vélido. Suponhamos
que 4; C G(G). Dados € Ay e g € G, como Ay /4; C Z(G/A;) temes
que x g lag € A; C (G). Logo, via definicio de ;.1 (G) temos que A;p1 C
G+1{G). O

Lema 4.1.4 Seja
{1}=AOCA1C.,.CAn=G

uma série central de G. Entde 1((G) C Ap—iy1 pare todo 4.

Demonstragao: E imediato para ¢ = 1. Suponhamos por inducio que
¥i{G) C Ap_ip1- Como Ap—ir1/An-i estd no centro de G/A,_;, temos que
[An—£+1:G] - An—i- LOgO

’Yi-i‘l(G) = [’)/‘(G),G] C [An—i-i—er] C A‘n—-i:

como queriamos demonstrar. [J

Destes resultados segue imediatamente a seguinte caracterizacio dos grupos
nilpotentes.

Lema 4.1.5 Seja G um grupo. Sdo equivalentes:

i) G € nilpotente.

(ii) Eziste um inteiro positive m tal que ((G) = G.
(iii} Eriste um inteiro positivo n tal que ,(G) = {1}.

Também segue imediatamente destes lemas que se G é um grupo nilpotente,
entic as séries centrais superior e inferior de G t&m o mesmo comprimento.
Este numerc chama-se classe de nilpoténcia de G. Em particular se G tem
clagse de nilpoténcia dois temos que &' < Z{G).
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Definicdo 4.1.6 Sejo X uma classe de grupos. Um grupo G diz-se poli — X se
G contém uma serie subnormal (isto é, G; < Giyy com Gy nédo necessariamente
normal em G)

{1} =Gs<dG19... QG =G
tal que cada fator Gi/G;—1, 1 <1 < n, pertence & classe X.

Proposicac 4.1.7 [20), Cap. 2, Prop. 2.2.6] Um grupo sohivel finito G contém
uma série subnormal cujos fatores sdo todos ciclicos de ordem prima.

Conforme ¢ Teorema 4.1.7 os grupos nilpotentes finitos sio policiclicos.
Quanto a grupos nilpotentes infinitos & no que se refere aos nossos interesses,
temos

Proposigao 4.1.8 [20, Cap. 3, Teor. 3.3.5] Um grupo nilpotente finitamente
gerade tem uma série central cujos fatores sdo grupos ciclicos com ordem prima
o Infinita.

Os seguintes resultados foram desenvolvidos em [14]. FEles serdo usados na
demonstragio do resultado principal desta tese. Sejam @ um grupo e A um
ZQ-médule & esquerda. A acio diagonal de @ sobre A @ A é dada por

g{a) @ az) = (qa1) ® (gag)

para todos g € .61, a2 € A. O micleo da aplicagdo candnica A@ A - AAAé
um ZQ-submddulo de A @ A (via agéo diagonal). Isso induz agdo diagonal de
() sobre A A A.

Proposicéo 4.1.9 {14, Prop. 23] Sejam Q um grupo nilpotente de clusse dois
finitamente gerado, com wm ZEQ-mddule A finitemente gerade tal que AN A

é finitamente gerade como ZQ-médulo (via acdo diagonal). Entio A®gz A &
finitamente gerado come ZQ-mddulo (vie agdo diagonal).

Proposigac 4.1.10 [1{, Lema 2{] Sejam @ um grupe policielico, A ¢ B ZQ-
mddulos & esquerda finitamente gerados. Se A, € um ZQ-submddulo de A e
A @z B € finitamente gerado como um ZQ-mddulo (via agio disgonal), entdo
Ay ®z B € finitamente gerado como um ZQ-mddule (vie agdo diegonal).

Observe que via a Proposicdo 4.1.8 a Proposicio 4.1.10 também se aplica
para grupos nilpotentes finitamente gerados.
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4,2 Condicoes de Cadeia

Seja ¢ um conjunto parcialmente ordenado por uma relagio <.
Proposigao 4.2.1 As seguintes condicées sdo equivalentes em (:

i} Cada sequéncia crescente z1 < Za < ... em { € estaciondria {ou seja,
existe n tel que B, = Ty = ...).

#) Cada subconjunto ndo vazio de { possui um elemento maximal.

Demonstragdo: i)=ii). Se ii} é falso existe um subconjunto T de ¢ ndc
vazio sem elemento maximal e podemos construir indutivamente uma sequéncia
estrifamente crescente infinita. A reciproca € imediata. O

Definigao 4.2.2 Se { € o conjunto dos submddulos de um R-mddulo & esquerda
{ou & direita} M, ordenado pela relagio C. Entdo i} (de 4.2.1) € chamada
condigdo de cadeia ascendente e ii} de {{.2.1} chama-se condigio maximal. Nds
dizernos que M € noetheriano se sotisfer uma destas condigdes eguivalentes,

E se { € ordenada pela relagio 2 entdo i) € a condigio de cadeia descendente e
ii} é ¢ condi¢do minimal. M diz-se artiniano se safisfaz uma destas condicdes.

Proposicao 4.2.3 [15, Cap. 1, p.20] Considere um R-mddule & esquerda ou d
diresta M. Cada submddulo de M ¢ finitamente gerado se e s0 se M € noether-
ans.

Um anel R diz-se noetheriano & esquerda (resp. a direita) se R & noetheriano
quando visto come R-modulo & esquerda {resp. & direita) via o produto em
R. Idem para a nocdo de anel artiniano. A nomenclatura homenageia Emmy
Noether e Emil Artin respectivamente, que iniciaram os estudo em condigdes de
cadeia para ideais e submédulos.

Finalizamos esta subsegéo com um resultade sobre médulos finitamente gerados
sobre andis satisfazendo condigbes de cadeia. '

Proposi¢ao 4.2.4 (15, Cap. I, Prop. 1.21} Se M é um R-mddulo & esquerde
finitamente gerado ¢ R € um anel noetheriano (resp. artiniano), entio M é
noetheriane {resp. artiniano).

Teorema 4.2.5 {19, Cap. 10, Teor. £.7] Sejam § um anel com 1z, R um sub-
anel Noetheriano 4 esquerda com 1g = lg e G um grupo de unidades de S sende
poli-{ ciclico, finito}. Se R= R :={grg~ljg€ G, r € G} ¢ § = (R,G) (isto
é, 8 como anel ¢ gerado por R e G), enitio S € Noetheriano & esquerda.

Corolario 4.2.6 Para cada grupo @ nilpotenie finitamente gerado o anel ZGQ)
€ Noetherigno & esguerda.

Demonstragao: s apédis § = ZO e B = Z preenchem as condicbes do
Teorema 4.2.5. O
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Capitulo 5

Topologia Algébrica

5.1 Recobrimento de Espacos Topolégicos

Nesta sec@o vamos ressaltar fatos cldssicos relativos ao grupo fundamental de
um espago topoldgico. As referéncias bdsicas sio 18] e [17].

Definigao 5.1.1 Sejama: I = X e 8: I — X caminhos no espago topoldgico
X, tais que o ponio final de o € o ponto inicial de B, onde I = [0,1]. Definimos
o produto af; I — X por

aB(t) = a(2t) seogtg% e af(t) = A2t - 1) se%gtgl

Se ov e 3 sdo caminhos fechados com ponto base em o € X diremos que sio
homotdpicos se existe h: I x I — X continua tal que

h(s,0) = als), k{s,1) = B(s) e h{0,2) = h(1,t) = z¢ para todos 5,t € I.

Ser homoidpico define uma relagdo de equivalénecia ne colegcdo dos caminhos
fechades em X com base em xq e o conjunto das classes de equivaléncia w1 (X, 5g)
munido da operagaoe (][] = [af) € um grupo chamado o grupe fundamental de
X ecom base em xp.

Proposicao 5.1.2 {17, Prop. 4f Considere um espago topoldgico X conezo por
caminhos € xg € X1 pontos quaisquer em X. Entdo w1 (X, z) e m(X,21) sdo
isomorfos. Neste caso omilimos o ponto base e eserevermnos 1 (X).

Nasso proximo passo é estabelecer a nogdo de recobrimento de um espago
topolégico. E a menos de mencéo em contrario X, X, ¥ e Z denctam espagos
topolégicos e I=[0,1].

Defini¢io 5.1.3 Sejam f: X =Y eg: Z — Y aplicacdes.

i) Se cada ponio x € X tem umae vizinhange U com fly injetive diz-se que
f € locamente injetiva.

i) Com f e g continues, um levaniamento de g (relativamente a f) € uma
aplicacdo continua §: Z — Y com foG=g.
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Lema 5.1.4 {17, Prop. 4.2 Sejam f: X — Y uma aplicagie continue, local-
mente injetiva e X um espago de Hausdorff. Se Z é conezo eg: Z2 = Y é uma
aplicacdo continua entdo dois levaniamentos quaisquer de g que coincidem num
ponto zg € Z 540 iguois.

Definicio 5.1.5 Uma aplicagéo p : X = X é uma aplicacdo de recobrimento
ou stmplesmente um recobrimenio quondo cade ponto x € X pertence ¢ um
aberto (vizinhance distinguida) V C X tal que p~ (V) = UoU, € uma unido
disjunia com cada U, aplicade por p homeomorficamente sobre V. O espago X
chama-se um recobrimento de X e, para cado 7 € X, p~*{z} € a fibra de z.

Quande p X — X ¢ um recobrimento a condigao de que X seja Hausdorff
pode ser omitida do Lema 5.1.4. O que nos fornece

Lema 5.1.6 [17, Prop. 4.2} Sejam p : X — X uma aplicagdo de recobrimento
e Z um espago coneze. Se h,s : Z — X 2do tais gque poh = pos, entdo ou
h{z) # #(z) pare todo z € Z ou h=s.

Uma aplicag@o continua h : X — Y induz um homomorfismo
oy ﬂl(Xy:rO) — ?T]_(Y-,y(}),
= h{zg), definido por k(o] = [h o af.

Teorema 5.1.7 {17, Prop. 5.3 Sejam p : X — X um recobrimento, abil— X
caminhos com o mesmo ponto inicial T e mesmo ponto final y e @, b I-X
seus levantamentos o partir de um ponio ¥ € X isto €, a(0) =T = b(O Afim
de que @(l) = B(1) € necessdrio e suficiente que [ab7Y] € pu (71 (X, E)).

Coroldrio 5.1.8 Sejap: X — X um recobrimento com X conezo por caminhos
e zg € X um ponto fito. As seguintes afirmacdes so eguivalentes:

1. Para algum ponto T € p~1(mo) temos que p.(m (X, 5) am(X,z0);

2. Os subgrupos p*('n'l()? %)), quando T percorre p~l(zg) sio normais e
iguais entre si.

3. Dado um caminho fechado a : I — X, com pontc base em x4, on todos
os levantamentos de a, a partir dos pentos T € p~(xzy), sdo fechados ou -
nenhum o €.

Definigao 5.1.9 Je X € conezo por caminhos e umas das condicdes do Coroldrio
5.1.8 € satisfeite dizemos que p: X — X € um recobriments regulor.

5.2 Acoes Propriamente Descontinuas de Gru-
pos

Considere um subgrupo G de grupe dos homeomorfismos de um espago topolégico

X, chamameos G de grupo de homeomorfismes de X. O conjunto Gz = {g(z}|g €

G} é a orbita de x € X relativamente a & (denotamos gz no lugar de g(z)).
Gz coincide com a classe de equivaléncia [z] de x € X na relagio em X dada
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por & ~ ¥ € X se e 50 se existe g € G com glx) = y.

Denotamos por X/G 0 espago quociente de X por esta relagio de equivaléncia.
Tomemos a projecio canénica p: X — X/G, p{x) = [z] e considere em X/G a
topologia segundo a qual um cenjunto 4 C X é aberto quando p™1{A) é aberto
em X ( portanto os abertos em X/G sac da forma p(U) onde U C X é um
aberto que é unido de drbitas ). Temos que a aplicacio p: X — X/G é aberta
pois se V C X ¢ aberto entdo p~1{p(V)) = UgeegV C X §é aberto.

Se cada x € X possui uma vizinhanga (conveniente de z) V' C X tal que
gV NV = { para todo g # Ix em G entdo, dizemos que G é propriamente
descontinuo. Equivalentemente, se g # h em G entdo, gV NV = B. Neste caso,
a menos da identidade Iy os homeomorfismos de G nio possuem pontos fixos.
Indica-se este fato dizendo que & opera livremente em X.

Teorema 5.2.1 [I7, Prop. 5.4] Seja @ um grupe de homeomorfismos operando
livremenle no espago X. Se & € propriamenie desconitnuo entdo o projecdo
canénice p: X — X/G ¢é um recobrimento.

Isto nos diz que se o espago X é conexo por caminhos entfo a projegio p: X —
X/G é um recobrimento regular.

Teorema 5.2.2 {17, Prop. 5.4] Sejam p : X — X um recobrimento com
o espago X conexo por caminhos, Z um espago conexo e localmente conezo
por camninhos (logo comezo por caminhos) € f i {Z,z) — (X,zq) continua.

Dado % € p~¥ =), f possut um levantamento f : (Z,z) — ()?,"x') se e 50 se
Folm(Z, 20)) C pa(mi (X, E)).

Coroldrio 5.2.3 Sejam X conezo por caminhos, Z simplesente conezo ¢ p:
X — X um recobrimento satisfazendo as condigies do Teoreme 5.2.2. Entdo
toda aplicagdo continua f : (Z,z0) — (X,zo) admite um levantamento [ :
(Z,29) — (X,%), onde T € p~(z() € arbitrdrio.

Via o Corolirio 5.2.3 temos que todo caminho pode ser levantado.

5.3 Homomorfismos entre Recobrimentos

Um homomorfismos entre dois recobrimentos p; : )?1 —Xe Pz i Xg -~ X ¢
uma aplicagao continua f : X7 — Xo tal que pso f = p;. Um 1al homomorfismo
F é um isomorfismo quando ¢ um homeomorfismo. Assim f~! também ¢ um
isomorfismo. Neste caso diz-se que os recobrimentos p; e pz sio isomorfos.

Um endomorfismo de um recobrimento ¢ wn homomorfismo f do recobri-
mento em si mesmo. Quande f é um homeomorfismo de X sobre si mesmo,
dizemos que f € um automorfismo. O conjunto G{X|X) dos automorfismos de
recobrimento p : ¥ — X constitue um grupo relativamente & composicac usual.

O grupo dos automorfismos do recobrimento p : X — X/G ¢ exatamente G.
De fato, se g € G ¢ ¢ € X & arbitrdrio temos que p(gz) = Ggz = Gz = p(x),
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logo pog = p e assim g € G(X{X/G). Reciprocamente, dados um endomorfismo
f:X = X exp € X fixo com f(zg) = z: temos que xq estd na mesma fibra
que zp, logo existe g € G com gag = #;. Portanto f e g sfo levantamentos de
p que coincidem no ponto zp. Como X & conexa temos que f =g < G.

O préximo resultado estabelece uma condigio para que exista urn homeornor-
fismo entre dois recobrimentos p; : X; — X com pi(T;) = x4, 1=1,2.

Teorema 5.3.1 [17, Prop. 5.8 Sejam X, e X, conezos e localmente coneros
por caminhos. FExiste um homomorfismo f : X1 — Xp com f(%1) = %5 se e
somente se p1,(m1(X1,%1)} C po.(m1({X2,%2)).

Corolaric 5.3.2 Sejo p X=X um recobrimento, cujo dominic X € sim-
plesmente conexo e localmente conexo por caminhos. Pare todo recobrimento
q: ¥ — X com Y conero, existe um recobrimento f: X — Y tal quego f =p.

Corolirio 5.3.3 Sob as hipdteses do Teorema 5.3.1 o hamomerfismo f : X -
Xa com f(Z1) = Ty € um isomorfismo se e somente se p1, (M (X1,5)) =
P2 (7 (X2, Z2)).

A seguir, nesia secio, sempre p : X — X denota um recobrimento, Xé

conexo e N{H) é o normalizador do grupo H.
Sejem %o, T1 € p~l{za). Como vimos, existe um endomorfismo f : X — X tal
que f{Zp) = Z1 se e 56 se p,,(ﬂ'l X, To)) C pu( w;(f #1)). Sabemos também que
pelm(X, :1:1)) = a Y p.(m (X, %0))a, onde o € m(X, Fp) é a classe de homotopia
de a = po @ (onde o caminho & comeca em %y e termina em ;) no espaco X.
Entdo dados dois pontes quaisquer Tp, %, € X situados em p~1{zy), existe
um automorfismo f : X - X tal que f(F;) = & se e 56 se pa(m (X, %)) =
p*(ﬁl(xagl))‘ -

Se o recobrimento p : X — X é regular, segue-se que dados dois pontos
quaisquer Tg,F1 € X situades em p~1(zp), existe um endomorfismo f : X -
X tal que f(Fo) = Z1. Além disso, todo endomorfismo de um recobrimento
regular € um automorfismo. Entdo o grupo G{X|X) dos sutomorfismos de um
recobrimento regular atua transitivamente nas fibras.

Ainda temos que o grupo fundamental #{X, z¢) opera transitivamente A
direita na fibra p~(zg) e a atuaciio de a € 7(X,xq) sobre T € p~'(zy) &
representado por f.oeT.a=a(i) onde @ : I — Xéo levantamento, a partir
de %, de um caminho a: I — X tal que o = [q].

Diante destas nogbes, a existéncia de um endomorfismo f : X —->~)_f com
F(Zo) = 1 onde By, = Fgo, é equivalente a p. (71(X, 2¢)) C o pa(mi (X, 2p))e
Além disso, f é um automorfismo se e s6 se p, (1 (}Z’,xo)) = a_lp,(m()?, x0))e,
ou seja, se e 86 se a € N(p.(m (X, %))

Em particular, para cada & € N(p.(m (X ,%o)), existe um 1inico automeor-
fismo f: X = X tal que f{Tp) = Tp-ax.

Lema 5.3.4 [17, Cap. 5] Seja f XX um endomorfismo do recobrimento
p: X — X. Para quaisquer T € Xeac m1{X, p(%)), vale f(Z.0) = f{Z).c
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Teorema 5.3.5 [17, Prop, 5.9] Sejap : X — X um recobrimento com X
conezo e localmente conexo por caminhos. Para cada Ty € X existe um isomor-
fismo de grupos G(X1X} 2 N{p,(m1(X, Zo)}/pu(m: (X, Zo})-

Corolério 5.3.6 Se X ¢ conezo e localmente_conexo por eaminhos € o reco-
brimento € regular, tem-se um isomorfismo G(X|X) = m (X, z0)/p. (m (X, Fo))
pare cada Tg.

O préximo resultade é o objetive desta secio.

Coroldric 5.3.7 Se X ¢ simplesmente conexo entdo G(X|X) 2 m (X, zo).

5.4 Teorema de Seifert-Van Kampen

Sefa X = UUV um espago com U,V e UnNV # @ abertos em X conexos
por caminhos. Escolhemos um ponte bésico x5 € U NV para todo o grupo
fundamental que considerarmos.

Aqui g, pg, p3 denotam hemomorfismos induzides pelas aplicagdes de inclusdo
2 o pontto xg & sistematicamente omitido.

Teorema 5.4.1 {18, Cap. 4, Teor. 2.1} Sejam H um grupo qualguer, v, {2 e
homomorfismos de grupos. Enldo existe um tnico homomorfismo o que torna
o diagrama comutativo

m1(X) m (X} , m1(X)
el = P
m(0) ¢ mw) c muny) .
hﬂ' MH MH

isto &, my (X)) € o push-out de m (U NV),m(U), w1 (V).
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Capitulo 6

Invariante de Bieri-Strebel
e uma Generalizacao

6.1 Propriedades Basicas do Invariante de Bieri-
Strebel

Nesta sechio @@ denota um grupo abeliano finitamente gerado.
Iniciamos estabelecendo algumas definigbes candnicas antes de tratarmos dire-
tamente do assunto que intitula esta secao.

Definigao 6.1.1 Por um caracier entendemos um homornorfismo de § no grupo
aditive dos ndmeros reais R, v : Q — B. Associamos o cade coracter v o
mondide

Qv = {g € Qlv(g) = 0}

Cbservamos gue v pode ser estendido o uma aplicacdo de ZQ) 4 R oo

U(Z Zg) = min. z0{v(q)} se Z 2¢q # 0;{0) = 00
T

qEQ

Definigio 6.1.2 Seja A um ZQ—mddulo & esquerda. O centrolizador de A C
ZQ ¢ o conjunto

Cl(A) = {A € ZQ| ha = a,paratodoa € A}.

Um Z@Q-médulo A finitamente gerado pode ou nic ser finitamente gerado
sobre ZQ,,. O proximo resultado estabelece um critério sobre essa questao. No
restante desta se¢do, salvo mencio em contrédrio, A denota um ZQ@Q-médulo a
esquerda.

Proposicao 6.1.3 (7, Prop. 2.1] Seja A um ZQ-mddulo finilamente gerado e
v: @ -+ R um caracter nao-trivial. Entdo A ¢é finitamente gerado sobre Z(},, se
e sd se existe A € C(A) com v(A) > 0. Além disso, gualquer conjunto gerando
A como ZQ-mdédulo gera A come ZQ, -mddulo.

Temos que Hom(@, R), com a soma e produto por escalar usuais, tem uma
estrutura de R-espacgo vetorial de dimensac n=posto de Q) (isto é, @ = T(Q) &
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Z"™, onde T(Q) é a parte de torcao de Q) e & isomorfo ao espago B™ via o
isomorfismo ¢ : Hom(Q,R) — R® dado por

(,D(V) = (V(el): con :V(en))
onde e; =(0,...,1,...,0)c 2" C Q.
Observe que para cada g € @ temos
v{g) = (Xq. 0(#)}

onde x, € Z™ € definido pelas coordenadas da componente de gem Z% e { , )}
¢ o produto interno em R™,

Diremos que dois caracters naoc-nulos » e g em Hom{(Q, R) sao equivalentes
quando existir um nimero real ¢ positivo com & = ru. Observe que caracteres
equivalentes definere um mesmo mondide.

Denotamos a cole¢io das classes de equivaléncia (v, ¥ € Hom(Q,R)\{0}, desta
relagdo por S(QQ), denominamos esfera de caracteres. E identificamos S(Q)) com
a esfera unitéria 57! C B*, onde n é o posto de @, via

[#) ~ w(@)/lle{w)]l;
onde [lo(v}|] é a norma clissica em R",

Definicao 6.1.4 Considere A um ZQ-mddule finitamente gerado. O invarionte
de Bieri-Strebel (associodo ao mddulo A) é o subconjunto £ 4(Q) da esfera de
caracteres S(Q), '

B4(Q) = {[v] € 8(Q)| A€ finitarnente gerado sebre ZQ,. }.

A seguir vamos destacar propriedades do invariante de Bieri-Strebel.
Como consequéncia da Proposigéio 6.1.3 temos

Z4(Q) = Urecr{lv] € @l v(2) > 0},
de onde seguemn facilmente as seguintes propriedades de L4(Q):

Proposigéo 6.1.5 {7, Prop. £2.2] Seje A um ZQ-mddulo finitamente gerado.
Enido

1) TA(Q) € aberto em S{@),
2} Tal() = Zggr(Q), onde I € o ideal anvlador de A em ZQ,
8) Se A — A —» A" € uma sequéncia exate curta de Z@Q-mddulos entdo,

Ya(@)=Za(@)NZa (@)

A seguir vamos dar descrighes da esfera de caracteres em termos do invariante
de Bieri-Strebel.

Teorema 6.1.6 [7, Teor.2.4] Seja A um Z{Q)-mddulo finitamente gerado. Enitéo,
B4(Q) = S{Q) se e 56 s A € finitamente gerado como grupe abeligno.
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Se A é um ZE-mddulo a esquerda (resp. & direita) denctamos A™ para A
visto como ZQ@-mddule i direita {resp. & esquerda) via a Q—ac¢do dada por
ag =g la (resp. ga — ag~!),onde a € A e ¢ £ §. Os conjuntos T 4(Q) podem
ser considerados para madulos de ambos os lades e 4. (@) = —X 4(Q).

Definigao 6.1.7 Um ZQ-mddulo A finitamente gerado diz-se tame se

5(Q) = Z4(Q)UZa-(Q).
Propasigio 6.1.8 7, Prop. £.5] Seja A um ZQ-mddulo tame.

1) Os submddulos, as imagens homomdrficas e os produtos diretos finitos de
cdpias de A sdo Q)-tame.

2} Sejo p: @ — @Q um homomorfismo sobre um subgrupo de indice finito em
Q, onde Q' € um grupo ebeliano finitamente gerado. Enido A € J-tame
se e s¢ se A € Q' -tame,

Finalizamos essa se¢io estabelecendo wm critério sobre a condi¢io @Q-tame.
Seja A € ZQ\ {0}. Definimos o suporte de A em @ como {¢ € @ | z; 7 0} onde
A=3" 20,25 €L, g €4

Lema 6.1.9 (7, Lema 2.6] Um ZQ-médulo finitamente gerado A £ Q—tame se
e 5¢ se uma das duas condicles equivalentes estd assequrade:

1) Paro cada caracter ndo-trivial v : @ — R existe X € C(A) U C(A") com
v(suportede Aem Q) > 0;

2) Eziste umn subconjunte finite A C C{A)UC(A*) tal que pare cado caracter
ndo irivial v : @ — R exziste A € A com v(suportederem Q) > 0.

6.2 Classificacido de Grupos Metabelianos Fini-
tamente Apresentaveis

Nesta secio consideramos mddulos & esquerda sendo que podemos considerar
de modo andlogo médulos a direita.

Definigao 6.2.1 Um grupo G ¢ metabeliano quando existe uma sequéncia exata
curta de grupos
A GmQ

onde A e @ sdo abelianos,
Neste caso temos que G € finittamente gerado se e somente se A &€ Z(}-mddulo

finitamente gerado via conjugagio e @ € grupo abeliano finitamente gerado.
Também neste contexto temos que G ¢ finitamente apresentavel conforme o

Teorema 6.2.2 {7, Teor. 5.1} Se ) é wm grupe abeliono finitamente gerado
e A € um ZQ-mddulo tame, enitfio cada exfensdo de A por @) é finitamente
apresentdyel.
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No Teorema 6.2.2 podemos considerar @ sende grupo abeliano livre. De
fato, seja G uma extensdo qualquer de A por @

A=G5Q,

o niicleo de 7 e A identificam-se come Z@-mddulos.

Temos a decomposicao @ = Q) © T(Q) onde T(Q) é a parte de tor¢io de
e (1 ¢ grupo abeliano livre de posto n 2 1. Come Gy = m~*{Q1) tem indice
finito em G entéo, G' é finitamente apresentével se e somente se G é finitamente
apresentdvel [3]. Além disso, pela Proposicio 6.1.8 temas que A é Z@-mdédulo
tame se € sd se A € ZE1-médulo tame.

Teorema 6.2.3 {7, Teor. {.1] Sejam G um grupo de tipo FPs sobre um anel
comutativo R # 0 ¢ N um subgrupo normal de G com G/N abeliano. Entdo ou
N contém subgrupos livres nie-ciclicos ou o ZQ-mddulo N/N' € tame, onde N’
é o ecomutador [N, N|.

Teorema 6.2.4 [7, Teor. 5.1] Sejam G wum grupo finitamente gerado, A um
subgrupo normal abeliane de G com G/A abeliono. G € finitamente apresentduel
se e 50 se A € um ZQ-mddulo tame.

Dentro do contexto de grupos metabelianos a colegdo dos grupos finitamente
apresentdveis coincide com a colecio dos grupos de tipo F'Ps, conforme veremos
a seguir,

Teorema 6.2.5 Para grupos metabelianos G, sGo equivalentes.
1} G ¢ finitamente apresentdvel.
2} G € de tipo FPa.

3) Se A — G — Q ¢ uma sequéncic erata curte de grupos com A e @
abelionos. Entdo A € ZQ-mddule tame.

Demonstragdo: 1) = 2) Coroldrio 2.2.14; 2) => 3) Teorema 6.2.3; 3) = 1)
Teorema 6.2.4. O

6.3 Uma generalizacao

Nesta secio vamos demonstrar uma versao mais geral do Teorema 6.2.3.

Definigao 6.3.1 Seje @ um grupe finitamente gerado nilpotente de classe 2.
Generglizando o invariente de Bieri-Strebel, definimos

S(Q) = (Hom(Q,R)\ {0})/ ~

onde ~ denote a relacdo de equivaléncia emn Hom(Q,R)\ {0} dada por x1 ~ x2
se e 86 se existe r € R positive com x1 = rxz-

Como S(Q) = S(Q/Q') identificamos 5(Q) com a esfera unitria S"~* C E®
onde n é o posto de @/Q’, de modo andlogo ao que foi feito na segio 6.1.
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Definicao 6.3.2 Para um ZQ-mddulo i esquerda A finitamente gerado defini-
mos

4@ ={[¥] € S(Q)| A ¢ finitamente gerado sobre 2@, }

E dizemos que A € Q-tame se
SA@)N-Z5(Q) =0,
onde £5{Q) = S(Q}\ Za(Q).

O seguinte resultado & semelhante ao resultado principal de [8] embora a
linguagem e notagdes de [8] sejam bem diferentes das nossas. Como nio achamos
referéncia desse resultado incluimos uma demonstragio. A demonstragio tem
muitas etapas que sic demonstradas de forma ansloga & versao anterior onde
G/N é abeliano, aqui faremoes apenas um esbogo da demonstragao enfatizando
as passagens mais importantes.

Teorema 6.3.8 [7] Sejamn G um grupo de tipe F'P; sobre um anel comuiativo

K # 0 e N um subgrupo normal de G com G/N nilpotente de classe 2. Entédo

ou N contém subgrupos livres néo-ciclicos ou ¢ ZQ-mddulo N/N' € tame, onde
= [N, Nj.

Demonstraggo: Por [4, Lema 2.1], existe uma sequéncia exata curta de

grupos S — H — > G onde H & finitamente apresentivel e S @z K = 0.

Seja H = (X '} uma apresentagio finjta de H e consideremos o complexo
de Cayley T = ['(X, R) desta apresentacio o qual é um 2-complexo tendo H
para o conjunto das O-células, o produto cartesiano H x X como 1-células sendo
que cada (h,z) € H x X tem origem h e fim hz { (hx,z™!) tem sentido inverso
de (h, )} e finalmente H x R constitue o conjunto das 2-células ende o bordo
de {h,7}) € H x R é o caminho de arestas

8k, ) = (h,y1)(hy1, y2)..-(AY1Y2-- Yem1: Vo),

onde 7 = y1yz...7 com ¥ € X U X', Majs detalhes em [16].
QO complexo I" é dado com uma H-acio natural induzida pela multiplicagio &
esquerda em f.

Sejem M = o~ (N}« H e T = T'/M o complexo quociente de T médulo
esta agho restrita a M. T tem H/M = G/N = ( agindo pela esquerda, de
fato I' pode ser identificado com o complexe com vértices, arestas e 2-células
(@.@ x X,Q x R). Como & agio de H em I' é propriamente discontinua os
resultados da secao 5.2 implicam que a projegio canénica T — I' 6 uma aplicagéo
de recobrimento. Além disso I' € conexo e simplesmente conexo, logo via [18,
cap. 5] e Corolédrio 5.3.8 M ¢ isomorfe ao grupo fundamental de T isto &, M =
m (F)

A seguir vamos descrever o l-skeleto I'* de T'. Como G/N ¢é finitamente
apresentdvel podemos assurmir que X € uma uniao disjunta de dois subconjuntos
X = MUT, onde M representa um conjunte de geradores normais de M e
T = {t1,...,ts|1 €4 < n} representa um conjunto de geradores {g; = {;/{} de
Q = H/M. Entdo o 1-esqueleto I'' é a unido de dois subcomplexos I'' = AUQ,
onde A" = @, A' = Q@ x T ((g,%;}) € A' tem origem g e fim gt; ) e 1° = Q,
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0 =@ x M ({(g,m) € Q* tem origem e fim simultaneamente em q ).
Agora dade um caracter v € Hom(Q,R) \ {0} definimos a norma de v por

oll = (B, v(g)?)?

Seja I'y o subcomplexo de I' gerado por @y € @ = I, onde T° & o 0-esqueleto
de I'. Portanto T', & indutivamente definido como segue: T = Q,, ese r > 0
entdo o r-esqueleto I'7 consiste de I';™" com todas as r-células de T' com bordo
em 77!, Seja Ay, = ANTy € Qy =0NT,. Temos

Lema 6.3.4 S¢ g € @ com v{q) nimero real positive sufictente grande entdo
I'yngl., € conezo.

Demonstragao: Semelhante & demonstragio em [7]. O

Lema 6.3.5 Sejal ¢ comprimente mdzimo dos relagdes em B, sendo que R #
B, el =1 em caso contrdrio. Se g€ Q comm v(g) = l||v]| entds T =T, Ugl_,.

Demonstragao: Temos @ = @, U @y, portanto se v{g) > 0 temos que
@ = @y Ug@@_,. Entdo o conjunio dos vértices de @ = Q,,UQ_, é a unido dos
conjuntos dos vértices de 'y, e gl'.-,. Resta demonstrar que cada 2-célula de T
estd em I'y ou em gl .

Seja w um caminho fechado de arestas em I''. Deletando todas as arestas
de w em £ fornece um caminhc @ em A comn 08 mesmos vértices.

Seja ¢ : Q — @ = Q/M; a projegdo candnica onde My é o subgrupo normal
de Q definido com as seguintes propriedades : [, Q] C My, Mo/[Q, Q) é finito
e Q/My é livre de torgao, isto é, @Q/Mp = Z™ para um m = 1.

A aplicagio ¢ induz uma aplicagio % : A — R™. Se @ n3o pertence T, ou
g, entdo wy := (W) é um caminho fechado de grade natural Uy cj<mZ:™! X
R x Z™~t em R™ tal que o miimero de arestas em 4 ¢ maior ou igual a duas
vezes a distincia entre os hiperplanos s; e 52 ern K™, Os hiperplanos s; e s
sdo dados com equagoes

s1:U(t)=0es5: i}'(f) =v{g) parat € R™

onde ¥ € a aplicagdo linear R™ — R induzida por v,isto &, 7{§} = v(g} para cada
¢ € Q,3= y(g). Como

dist(s1,52) =} vig} | / [[v|l=v(@)/ | w |
temos que se i nao pertence a Iy ou gl'_,
I > 2dist{s1,s2) = (q)/ || v l[z v(g)/ || I! .

|

Agora escolhemos ¢ € @@ com wv(g) numere real positivo suficientemente
grande tal que podemos usar os dltimos dois lemas. Entao a decomposigio
F=T,UTl com; =y e Iy = ¢I'_,, satisfaz as hipteses do teorema de
Seifert-van Kampen discutide na secio 5.4. Por iss0 o diagrama comutativo

Wl(ru) —“;:—*‘ ﬂl(rl)

ok

m1(Ta) L m(I7)
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é um diagrama pushout onde i sempre denota imersao de subcomplexos, i,
a aplicagdo induzida, I'n2 = [, N[. E rapidamente visto que o diagrama
correspondente com m{T') substituido pela imagem M) = i,7,(T';), para k =
1,2,12, é um diagrama pushout mas nesse caso todas as aplicagbes sao injetivas.
Por isso M = m{T") € o produto amalgamado M = M1 *,y,, Ma.

Lema 6.3.6 {7, Lema 4.4] Seja S — M S N uma sequéncia exate curta de
grupos e assuma que M = M, %35, My, Se exziste um anel comutative K com
(8/(8,S))®@z K = 0 entdo N = Ny*pn,, Np, onde Ny = a(My), para k = 1,2,12.

Agora impomos a hipdiese que N ndo contém subgrupos livres de posto
maior que 1. Ent&o ou a decomposigéo em produto amalgamade N = Nyxp,, No
é trivial (isto é, N = Ny ou N = N2) ou Nz tem indice 2 em Ny e em Ny
simultaneamente. Exatamente come em [7] o segundo caso pode ser reduzido
ao primeirc e nesse caso obtemos como em (7] o seguinte resultado

Proposigao 6.3.7 Sejo G um grupo de tipo FPy (sobre algum anel K #0) e
N a G com Q = G/N grupe nilpotente de classe 2 sendo cada subgrupo livre
de N ciclico. Entdo, para cade carecter v: Q — R, existe j € {1,2}, tal que @
aplicacdo composia ai,

() S m@) =M 5N,
€ homomorfismo sobrejelor. Em particular existe homomorfismo sobrejetor
Hy(T5) 2 a3/ [ma(T5}, w1 (T;)] — N/N, N].
Finalmente observamos que como em [7] temos

Lema 6.3.8 Para cada caracter ndo irivial v : @ — R o grups homoldgico
H(Ty) € finitamente gerado como Z[Qy]-mdduls.

Demonstragio: Como em [7] é suficiente demonstrar que o grupo de 1-
ciclos Z1(I',) é finitamente gerade sobre Z[Q,), entao essa propriedade depende
somente do l-esqueleto de T' = AuUS). Entio Z;(Ty) = Z,(A,) 8 Z:(Q,). Como
{1, contem somente arestas fechadas coladas em pontos de @, temos que Z; (§2,)
é um Z[@Qy]-modulo livre de posto finito, o posto é o numerc de arestas fechadas
coladas num ponto de Q. Assim resta demonstrar que Z;(A,) é finitamente
gerado, mas A, € "metade” de uma grade com respeito ao caracter v do complexo
de Cayley do grupo finitamente gerado, nilpotente (de classe 2) Q. Para esse
grupo & dbvio que Z1(Ay) é finitamente gerade. O

O que completa a demonstragio e encerra esta secio. 0
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Capitulo 7

Primeira Fase de Reducao

7.1 Resultados preliminares

Neste capitulo vamos fazer a primeira redugio do teorema principal. Recor-
damos que temos a sequéncia exata cindida de grupos

A G o Q

onde A é Z@Q-mdédulo (a a¢do de @ é dada por conjugacdo 4 esquerda) e @@ é
grupo nilpotente de classe 2.

Como @G ¢ finitamente gerado (como grupo) existe um homomorfismo so-
brejetor F N G onde F ¢ grupo livre de posto finito. Temos que Kernf =
F~Y{A). Agora como @ & finitamente apresentdvel segue do Teorema 1.2.2 que
existe um subconjunto finito B < f~(A4) tal que f~'(4) =<¥ R >. Logo
A=<C f(R)>. Assim, temos

Lema 7.1.1 Para cada sequéncia exata curta de grupos A— G —» Q onde G é
finitamente gerado como grupe ¢ Q@ € grupo finitamente apresentdvel temos que
A € ZQ-mddulo finitamente gerade com agdo dede por confugagdo.

Denotamos gag™! por gca onde ¢ € @ e & € A. Denotamos com Aug ideat
ampliado e Z{()) denota o centro de . Como @ é nilpotente de classe dois o
comutador @ C Z{(Q).

Lema 7.1.2 Seja N = (Z(Q)€), temos que Ay = ANN = (AugZ(Z(Q))) o A.
Demonstragio: Temos que

(AugZ{Z(@Q))) o A={{(z—1)calac Aezc Z([Q)}) e

{z—1lca=zoe—a:=(zaz" e ! = z{az"te™ 1) € NN A,

isso rmostra que vale a inclusao 2.
Veremos agora a inclusao oposta. Tome u =% z, onde 2z € Z{Q}), g = ag com
g€ Aege () temos que

u=(ag)z(aq) ! = algzg Vol =aza”! = zz7laze ™ = 2((z7' ~ 1) o a),
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temos também que s := (27 — 1) o a € (AugZ(Z(Q))) o A e além disso u = zs.

De modo geral, tomando & = (Mz;)...(9"2,) em 4y, onde z; € Z{Q) e
g; € G.

a = Z181...2p8p
zlslzf1‘212232z333 e Ep8n

(m1o81){({(z122) 0 52) (212223} 0 33} .. . ((21.. . Zn) 0 8n).(21 .. . 20)

onde s; € (AugZ(Z{Q)}oA C Ay. Como (z;... zx)o08; € (AugZ{Z(Q))oA C A,
segue que z...2, € Z(QNACGnNA={e}, e assim a € (AugZ(Z(Q)})) o A.
O .

Como

&
A/AQ g G/Ag = Q

onde s(g) = n{g) é uma extensdo cindida de grupos, segue que
G/Ay = (A% Q) Ao = (A A} % Q.
Temos que 2 projecio candnica
B:G/Ap - G/N

dada por B(gAs) = #N € homomorfismo sobrejetor com Ker{8) N A/Aq = {e}.
Como a projegac ci.onica

VG A (A/A)) 2 Q@ = Q

definida por y{ag) = q é tal que Ker(y) = A/Ao, segue que Ker(8)N Ker(y) =
{e}. Logo Ker{8) = y{Ker(8)) < @, isto é, Ker{f) ¢ grupo finitamente gerado
nilpotente de classe < 2 e portanto Ker(8) tem tipo FP,. Agora usando a
seqiiéncia exata de grupos a seguir

Ker(8) — GfAy - G/N
conforme o Teorema 2.3.19 temos o
Corolario 7.1.3 G/N tem tipo FP,, se e s6 se G/Ag tem tipo FP,.
De agora em diante supomos que & tem tipo FP;. Seja
Fe=. . wBoR—=FR—oF—=Z—=0

uma ZG— resolugdo livre de Z com Fp, Fy, F» e Fy finitamente gerados e con-
sidere o complexo

EQ@ragF = ... > EQga k3 N Z@za,Es 2, Z@za,Fy A ZRzasFy Bz-0

denotamos Z ®za, F; = Q5.
De acordoe com,
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Lema 7.1.4 [11] Seja A umn grupo abeliano. Entdo existe um isomorfismo nat-
ural

AA~ H(AZ)

porei=1,2.
Temos que (ver 2.1.14)

Hy(Ag; Z) = Ho(Z @zay F) = Ag A Ao

H1(Ag;Z) = Hi(Z @z, F) = Ao

A acio de @ sobre Ay induz acio de @ sobre os grupes homoldgices H;(Ap; Z)
e no Lema 7.1.4 o isomorfismo ¢ de ZQ—mdbdulos onde @ age diagonalmente
sobre o produto exterior. A agdo diagonal foi definida na secao 4.1.

Via o complexc Z®za, F, existe a sequéncia exata curta de Z{G/Ag)-mddules

Ker{dy) — Qo — Z,

como Qp tem tipo F P, sobre Z(G/Ap), pela Proposicdo 2.2.7

Z tem tipo FP; sobre Z{G/Aqy) se e s6 se Ker{dy) tem tipo FF, sobre
Z(G/Ap).

Temos que Im(&) = Ker(dp), pois ® € funtor exate a direita. E como temos
a segiiéncia exata curta de Z{G/Ap)-mddulos

Ker(é1) = Qv — Im[dy),

onde ¢, tem tipo FP., sobre Z{G/A,) entdo, via Proposicio 2.2.7

Ker{dy) = Im(61) tem tipo F'P; sobre Z(G/Ag) se € 6 se Ker(d;) tem tipo
F P, sobre Z(G/Aup)
Usando a seqiiéncia exata curta de Z{G/Ag)-médulos

I'm(8y) — Ker{é1) — Ker{61)/Im(d2) ~ H{(Z ®ga, F) = Ao
se Jm(d;} tem tipo F'P, sobre Z{G/Ag) ¢ Ap tem tipe F P, sobre Z(G/Ao)

entao Ker(§) tem tipo FP, sobre Z{G/Ao).

Observe que da seqiiéncia exata curta de Z(G/Ag)-médulos
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K@r(&g) — Qz —+ Im(ég)

onde (J2 tem tipo F P, sobre Z{G/Aq) segue que

Im({32) tem tipo FPy sobre Z{G/Ap) se e 86 se Ker(8;) tem tipo F P, sobre
Z(G/Ag).

Usando a seqiiéncia exata curta de Z(G/A4y)-mddulos
Im(ds} — Ker{da} — Ha(Z®za, F) = Ag A Ag

aliado ao fato de que Im(d;) tem tipe FFp sobre Z((G/A,) temos que

Ker(d2) tem tipe F P, sobre Z{G/Ap) se e 56 se Ag A Ag tem tipe F P, sobre
Z(G/Ap).

Assim, demonstramos o seguinte resultado

Proposicao 7.1.5 Suponhe gue G tem tipo FP;. Se Ag A Ay € finitamente
gerado sobre Z(G/Ag), isto € tem tipo FFy sobre Z(G/Ap) via acdo diago-
nal de G/Ag, ¢ Ag € finitamente apresentdvel, isto é, FP, sobre Z(G/Ap) via
conjugagdo, entdo G/Ay tem tipo FP;. Em particuler G/N tem tipo FFP;.

Lema 7.1.6 Suponha que G fem tipo FFPy. Entde Ao A Ay € finitamente gerado
sobre Z(G/Ag) vian agbo diagonal de G/Ayp.

Demonstragao: Z®ga4 F é complexo (de ZQ—mdédulos livres) com grupos ho-
molégicos Hi(Z®z4 F) = Hi(A, ). Como ZQ € anel Noetheriano (& esquerda)
cada H;(A,Z) é finitamente gerado sobre ZE para ¢ < 3. E em particular
AANA =~ Hy(A,Z) é finitamente gerado sobre Z@Q e a acio de § no produto
exterior é acio diagonal [5]. Aplicando a Proposicgo 4.1.9, A®z A ¢ finitamente
gerado como ZQ-mddulo via agdo diagonal de . Disto, via 4.1.10 vem que
Ay ®z A é finitamente gerado come ZE-médulo. Aplicando mais uma vez 4.1.10
o fato que Ay ®z A é finitamente gerado sobre ZQ implica que Ay &z Ay é

finitamente gerado como ZEQ)-mdédulo. O '
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Capitulo 8

Segunda Fase de Reducao

8.1 Classificacao de Ay de tipo F'F

No que segue iniciamos um estudo preliminar para verificar que ocorre a segunda
condi¢ao da Proposigao 7.1.5. Recordemos que Ap é ZG-mddulo via conjugacio,
temos também A e Ay agindo trivialmente sobre Ag, disto vemn que Ag é médulo
sobre Z(G/A) e Z(G/Ay). Agora denotemos G = G/Ag e A = A/Ay. Como
Ag é ZG—médulo via conjugacio finitamente gerado, existe um epimorfismo de
ZG-médulos

u: T — Ag

onde T é ZG-médulo livre com base 1, ..., e, T = ®_,; ZGe;. Logo, pelo Lema
22.7

A & finitamente apresentivel se e s6 se Ker(u) tem tipo FP, sobre ZG.
Considere o diagrama
T
A l \
&
-?=1ZQ3£ aa— Ap
com

¢ ®©,ZQe; — Ag dada por w(J ;i) = 3, T o ufe:)
700, ZCe; =T — ®L1ZQe; dada por 33, rie;) = 5., T(ri)es

onde

7 : ZG — ZQ ¢ definida por 7(3_, ngf) = -, ngn{g).
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Como, w@(>.,; riei) = 93 Tlraes) = 30, 7(ry) onle;) = uly; rie;), isto §
0@ = u segue que Ker(@) C Ker{u). Disto, temos que

Ker(u)/ Ker(@) = ¢(Ker(u)),
isto é, B(Ker(u)) é um Z@-submddulo de f_, ZQe; finitamente gerado, pois
Z( & Noetheriano (4.2.6). E também temos que
FH(Ker(p)) € Ker(u) = § ' @Ker(u) = Ker(p) C §(Ker(u))
o que nos fornece F(Ker(u)) = Ker(yp}, pois $(Ker(u)) C Ker{y) segue do
fato que w@(Ker{u)) = u(Keru)=0.

Agora, dado um conjunto gerador {{a;,e1+. .. +ai,8,)}%, de G(Ker(u}) =
Ker(yp) sobre ZQ, como temos a;, € Z}, segue que

Ker(u) = Ker(3) + ZZ@(ahel +...+a4€5)

i=1

Definimos

m
ZZ@(GQE] +..0F ag,8)

i=1

<
il

H

™
Z ZAZQaier + ... +ai,e:) = LA Ker(p) CT.

i=1

Onde na iltima inclusdo pensamos em &, Z(e; como subconjunto de T
Observe que para 1; = ), Ng G5 5i € Gyng, € E

G(z rig;) = G(Z(Z ns‘a-g_;)e:) = Zﬁ(z “@‘-E}ee =0
i i g H i

se e 50 se . _
> ne T € Kerm = ZG Aug(ZA)

logo, denotando Q := Aug(ZA), vem que

Ker(@) = Zz@nei = 2 Z(QA)e; = Zzgne‘- =S Q[Z ZQe:)

Temos entdo, V N Ker(ig) = 1Ker(p} e portanto,

Ker@)/V = (Ker(@) +V)/V = Ker(@)/(Ker@ V)
(U@, ZQe))/ (UK er(p))

(2 Rz (9112Qe;)) /(2 Bz Ker{y))

Q @z (@5=12Qei/Ker(p)) = 2 &z Ao,

It

R

12
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onde o peniiltimo isomorfisme é induzido pelo isomorfismo de Z—mdédulos
T~ ZAQ®z (®5.,ZQ¢;)

o qual identifica Fe; com TR ge; onde f=Ag e G~ AXG,TE A, g € Q. Esse
isomorfismo induz também os isomorfismos

Q@ 2Qe) = N @z (B, 2Qe;)

OQKer(p) ~ Q2 Qz Ker(p)

Assim, temos

Proposigdo 8.1.1 A tem tipe FP, sobre ZG {ou seja, € finitamente apre-
sentdvel) se e 56 se 1@z Ag ¢ finitamente gerado sobre ZG, onde G = AxQ age
sobre Rz Ay do seguinie modo, A age no primeiro fator via o produto da digebre
de grupo ZA e Q age diagonalmente via acdo por conjugacdo ¢ S} = Aug{ZA).

Demonstracio: Como ji diseutide Ag é finitamente apresentivel sobre ZG
se e 56 se Ker(u) é finitamente gerado sobre ZG. Como V ¢ finitamente gerado
sobre ZG, Ker(u) é finitamente gerado sobre ZG se ¢ 56 se Ker{u)/V =~ Q®z Ag
é finitamente gerado sobre ZG. O
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Capitulo 9

Terceira Fase de Reducao

9.1 Solucao do Problema

Neste capitulo provamos a 2* condigéo da Proposigio 8.1.1. O seguinte resultado
segue do Teorema 6.3.3.

Teorema 9.1.1 Sejo uma extensdo G = A % Q com tipe FP onde A € grupo
abeliono e () € nilpotente de classe 2. Entdo,

A@n-Ia(@ =0

Denotamos

5(Q) = Hom(Q,RY\ {0}/ ~, 5(Q) = {[x] € 5(Q) | x(Z(Q)) = 0}.

Definimos

£a@: = {lx)€5(Q)Aé finitamente gerado sobre ZQ, }
= 5@nIiQ
P4Q): = S@\ZA@ =5Q)nTLQ).

Lema 9.1.2 £5(Q)n -5 (@) =0.

Demonstragdo: Suponha que existe [x] € ~E%(Q) n ——ij‘% (Q) entao [x] €

§(Q) N Z5(Q), segue que [x] € I43(Q), usando o Teorema 9.1.1 segue que
[x] € —25(Q), isto &, A é finitamente gerado sobre ZQ_,, definimos v = —x
e Ny = AugZ(Z(Q)). Emtéo A = (ZQy) o a1 + ...+ (ZQy) o a, para alguns
Q1,-..,8; EA

Temos pelo Lema 7.1.2 que Ag = Sl o A. Entao

1) Ao = (SWZQy)ear +. . .+ (§WZQy)0as = (ZQu{h)oar +. .. +H{ZG ) oas
pois

2) §y C centro de ZQ.
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Como o centro Z(Q) = (hy,...,hx) vem que
Qo =Z(Z(Q)).(h1 = 1) + ... + Z{Z(Q))-(he — 1)

disto e de 1) e 2) segue que
3) Ao = E;‘,j Z(Z(Q))ZQUUH —1)oaj.
Como Z(Q) € Ker(v) C @, segue de 3) que

Ao €D ZQu(hi—1oa; C Qo A= Ay
i’j
Portanto, Ap =}, i ZQy(h; — 1) 0 ay, isto é, Ag é finitamente gerado sobre
ZQy. Logo, [~x] € T4,(Q) segue que [x] € —Z 4,(Q), contradico. O

Lema 9.1.3 Seja V um ZQ-mddulo finitamente gerado por {vy,..., v} ex €
Hom(Q,R)\{0}. Entdo [x] € Ty (Q) se e s se para cada 1 < § < m eziste uma
m-upla (g:;)7%, de elementos em ZQ com

minlsjgm(X(supp gij)) >0

e v =y . gijV;, onde 0 Supp gi; € o suporte de gi; em Q.

Demonstragao: -
Suponhamaes primeiro que {x] € Ty(@). Seja {wi,...,w;} um conjunto
gerador de V como Z@,-médulo , temos paracadai=1,... s,

wi =Y Tikvk
k

com 74 € Z&). Tome

x(go) = miny i j<s(x{supp riy))

onde go ¢ elemento de Q. Logo, se ¢ € U;zsupp 74 entdo, x(g) > x{go) , isto &,
g5 - € Qy e disto g € ¢0Q, = Qyqo. Portanto,

Wi € go ZZQxﬂka
&
para cada i. Segue que V =% ZQ,w; C g0 >, ZQ,vx T V, ou seja,

V=g0% ZQyvk.
k

Tome ¢ € Q com x{g) < x(q0), isto é, x(g~'g) > 0. Segue que gv; =
go{2 i thvr), tx € ZQy logo,

= Z(q'lqotk)vk com mingx{(supp ¢ ‘qotr) > 0.
k

Definimos gix = ¢~ *qotx
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Reciprocamente, suponha que para cada 1 < ¢ < m existe a m-upla (g:;)72,
conforme o Lema 9.1.3. Seja

Y= Zu;“b‘-; cV= EZQU:':
i i

segue que
v= Zui(zgw u) =9 (D wgy vy
i i k) i
Sejam § .= {minyx (supp u;)} e € == {mingx (supp g5 )1
Portanto,
mingX(supp y_ uigis) 2 ming jx(supp uigi;)

i

min;x(supp u;) + min ;X (supp ¢i;) = 6 + e

Repetindo © processo na tltima expresséio de v acima obtemos v = Y, Lv;
onde l; € ZQ, min x(supp |;) > 6 + 2. Apds k > —d&/¢ etapas temos uma
eXpressao v = y,; %% onde 5; € ZQ, min; x{(supp &;) = 0. O que mostra que
v e E‘i ZQX‘L’.;. [l

Seja {v1,...,¥m} UM conjunto que gera ¥V como ZQ-médulo.
Av = {{95) € Mpmym(ZQ) | para todo f,v; = 20 G55}

Coroldrio 9.1.4 (x| € Ty (Q) seesdse3 § = (gi;) € Ay e mingyx{supp gi;) >
0, isto é,
Ly (@) = Useay {Ix] € S(Q) | x(supp 8) > 0}.

Finalmente demonstraremos o objetive desta sego.
Proposigdo 9.1.5 V .= Aug(ZA)®z Ao € finitamente gerado sobre ZG.

Demonstragdo: Observamos que como G = A x ¢ entdo V é um ZQ-médulo
onde a acio de @ sobre V & a acio diagonal, isto ¢, parag € Q, 2 € A e ag € Ag
temos

g((@—1z) ®a) :=(goT— 1z} ® (g0 ao)
onde o é a aglo via conjugacio de @ sobre Ay ¢ A. Seguiremos usando 1 para
1. A aglo de A sobre V & via multiplicagdo a esquerda em Aug(ZA) C ZA.
Seja {a;}{., um conjunto gerador de A como Z@Q-médulo. Como Z(Q) age
triviaimente em A (7.1.2), 4 § Z@-médulo finitamente gerado com

A= iZ@o&} = iZQ o,
=1

i=1

onde @ = Q/Z(Q). Defintmos B = Ap. Temos que

Aug(ZA) =Y Z{@-1)

aeAd
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logo, {(@-1)®b, a€ A ¢ bc B} gera V como Z médulo.
Usando notagio multiplicativa em A, considere @ = & ... Tn COM %1,...,%Ln €
A. Entéo, usando indu¢do em n, 3—1 € S ZA(z—1),ist0é, 81 =3 usg(go
@;—1) onde a soma é sobre g € Q,u;, € ZA. Portanto, como A, via notagio mul-
tiplicativa, se escreve como produtos da forma go@;,i =1,...,8e ¢ € @, temos
que Aug{ZA) é gerado como ZA-médulo por {god; —1,¢€ Q,i=1,...,s}.
Seja {b;}7L, um conjunto que gera B = Ay como ZQ-médulo. Tomando

i T
b= sjob;= (D z0d)obj€B
J=1 j=1 ¢
onde s; = 3, 2q34’ 2¢5 € L e ¢’ € Q, temos
@E-1@b= Y zj(tig(goB—1)@gjob) = 3 zgjtig((g0Ti—1)®4j b))
L Ligq
Portanto, V ¢ gerado come ZA-médulo pelo conjunto
Vi={{geai-1)@q¢objlg, ¢ €Q, 1<i<s, 1<j<m}.
Defina para cada nilmero rezl positive p,
W, = ZQ-médulo gerado por {(go@: — 1} @ b; 1 llé(g}ll < p},
onde ¢ é a projegdio de Q em @ = Q/Z(Q) e observamos que W, é ZQ-submédulo
de V. Sendo que para cada elemento v = @ -+ b do grupo abeliano finitamente
gerado @ ~= Z" @i(Q) definimos [lzll = Ha"
Observamos que (¢0@:i—1)@b; = ¢({@: —1)@(¢~ *ob;)) onde Q age diagonalmente
em Aug(ZA) @ B.
Seja W := U,W, entdo W ¢ Z(—mddulo gerado por
{@-1)®¢ob;|deQ 1<i<s, 1<j<m}
Como Vo € W, ZQ.W =W pois cada W, é Z@Q-mddulo e ZQ.W, = W,, temos
V=FAV, CZAW CV, istoé,
V=ZAW

I) Se p1 < p entdo W, C W,,. Além disso, para cada inteiro k se vk <
£ = vk + 1. Segue que
Wp = W "k‘{-_ 1

Sejam Az e Ap como no Corolario 9.1.4 relativos acs conjuntos geradores
{@:} de A e {b;} de B respectivamente.
Via o Coroldrio 9.1.4.

52(Q) = 24(@) N §(Q) = Vsea{[x] € Q)| x(supp 6 > 0}

a0



(@) = S6(@) N J(Q)) = Usean X € 5(Q) | x(supp §) > 0}.

Pelo Lemna 9.1.2
S(@)

I

$2(Q)U-Z5(Q)
EZ@QNS@)HU(-Z5(Q) N Q)
= Usear{lx] € 5(Q) | x(supp §) > 0} U

Useas{[~x] € S(Q) | x(supp &) > 0}.

Pela compacidade de §(Q) existern subconjuntos finitos Ay C Az e Ay ©
Ap com

5@ = Usea{lx] € S(Q)1 x{supp 6) > 0} U

Useaa{—Dx € 5(Q) | x(supp ) > 0}.

Lema 9.1.8 [7] Seja § uma colegdo finita de conjuntos finitos L C R", Se
pare cada 0 # x € BR™ existe L € § tal que o produto interno {x,y} > 0 para
cada y € L. Entdo exvistem pgp € RT ¢ uma funcdo € : {p > po} — R com
a propriedade de que para p > po se © € Bl )\B, entdo exite L € § com
z+L CB,, onde B, ={t € R* | ||t |I< p} ¢ a bole aberta em R™ com rato p
e centro 4 oTigem.

Usando o dltimo lema para a colegéo
F={ o{supp &) | 6 € A1} U {d{—supp 6) | 6 € Az}
existem
po > 0ee:{p,00) - RY

tal que se z € Byyey\Byentdo I L e Feom 2z + L C B,.
Lema 9.1.7 o) W, € ZQ-submdédulo de V' gerado por

{{g'em - 1) @b; | 16() < 5}
¢ também ¢ o ZQ-submddulo de V' gerade por

{@—-1)®¢ ob; | lég"H < p}-
b) W, é finitamente gerado como ZQ-mddulo.

Demonstragio: Observe que (8 — 1) ® (¢ 0b;) = ¢[(g1oq — 1)@ 5] e
16(g'} = lig(g’~!)||. Disto segue a parte 2).
Vejamos a parte b). Seja

Qo ={a€ Q6| <p}
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Como @/Z{Q) é grupc abeliano finitamente gerado temos que ¢(Q,} € finito,
digamos
Q) = {T1,-- ., Fu}-

Logo, para cada ¢ € Q,, ¢ = ¢'r; onde ¢ € Z(Q). Como Z(Q) age em A
trivialmente, segue que para todo

(@—1)®(goby) = (@~1)®((g're)obs) = ¢'[{g' 0B —1)@(reobs)] = ¢'[(@—1)®reoby).

Em particular W, como Z{Q)-médule é gerado por {{@; ~ 1) @ r; o b;} onde
1€i€s51£7<m,1<1t< u Assim, concluimos b). O

IT} Veremos que se p > py entao Wy = Wy (-

Seja {9’ 0@ — 1} ® by com p < || ¢(g"}l] < o + €(p)-
Tem-se que existe

L = ¢(supp ) com § € Ay e ¢(¢') + ¢(supp §) C B,
ou existe
L = ¢{—supp 8) com & € Ay e #{y'} + ¢(—supp §) C B,

Observe que § = {gi;) e supp § = U,;supp gi;. Consideramos separadamente os
dois casos

1) Se 8 £ A; pode-se escrever
4 = Zgij Oﬁj = q; og; = Z(q'gij] Oﬁj
i F .
mudando para notacio multiplicativa pois nés fazemos célculos em ZA, temos
g0 —1=[[((das) @) —1=)_ u;{{¢'g5)2T; — 1), para alguns u; € Z4.
3 i
Entzo
(@om—1)®b, =Y u;{(gd'g;) 08 —1)®b,

¥
onde

maa{|¢(q'h)||} = maz{i¢{a’) + ¢RI} < p com h € Ussupp gij,
isto &,
(¢ od;—1)®by € W,.

2)Sed € Ay temseque (¢oTy—1)®b; = ¢((8, — 1)@ (¢! o 5;)).
Observamos que

g lob; = Z(q;_lgi_f) o b;
:
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e para cada h € supp g;; temos

(e R)f = Ne(d'h™ 1)l = llo(g") — o(R)l| < p
Portanto, (Gy — 1) ® (¢~ 0 ;) € W,.

De I} e I} segue que existe py com W,, = W), para cada p > ;.
Por Lema 2.1.7 W), ¢é finitamente gerado como Z@-médulo, segue que Wy, =
UW, = W ¢é ﬁEitamente gerado sobre ZQ, isto é, V = EZA.W ¢ finitamente
gerado sobre ZG. O

Finalmente estamos prontos para demonstrar nosse resultado prineipal.

Teorema 9.1.8 Sejam G = A x Q um grupo de tipo FP; e N o fecho nermal
em G do centro Z((Q}) de @, onde A € abeliano ¢ O ¢ nilpotente de closse 2.
Entdo G/N tem tipo homoldgico FP;.

Demonstragao: Pela Proposicdo 9.1.5 e Proposigao 8.1.1, Ag tem tipe F'P
sobre ZG. Com isto, via Proposigdo 7.1.5 e Lema 7.1.6, o resultado segue. [0
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