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Resumo

Obtemos, para cada p, ¢, 1 < p < ¢ < o0, condicbes necessarias e suficientes para que
a integral de Poisson de funcGes definidas sobre a esfera unitdria S* C R"™! seja limitada
de LP(S™ w) em L(IB, i), onde w e p sdo, respectivamente, medidas de Borel néo negativas
sobre S™ e sobre a bola unitaria B ¢ R™ L.

Para p = ¢, consideramos dw = Wdo, onde ¢ é a medida de Lebesgue sobre S* e W €
um peso sobre S™ tal que W' dos é uma medida doubling sobre $” e 1/p+1/p’ = 1. Neste
caso, o resultado é conseqlidncia de uma caracterizacdo da lmitacio de LF(X, Wdw) em
LP(X x [0, 00), i) de um operador maximal definido sobre fun¢des definidas sobre um espaco
de tipo homogéneo X, onde w e u sdo, respectivamente, medidas de Borel ndoc negativas
sobre X e sobre X x [0, 00}, e W' " dw é uma medida doubling sobre X. Para W = 1 esta
caracterizacdo ¢ a condicdo de Carleson para espacgos de tipo homogéneo.

Para p < g, consideramos as medidas w e y finitas, sem supor w absolutamente continua
com respeito & medida de Lebesgue o. Neste caso, a caracterizagio é dada por meio de duas
desigualdades. Uma entre a norma no espaco L9(/B, u) da integral de Poisson de fungoes
caracteristicas de elementos de particOes diddicas de S™, analogas as particdes diddicas de
R", e a norma em LP{S™, w) destas mesmas fungdes caracteristicas. Qutra entre a norma no
espaco L7 (S™.w) da integral dual de Poisson de funcdes caracteristicas de “cones” e “cones
truncados” contidos em IB, cujas bases sdo elementos das particdes diddicas de S™, e a norma

em L9 {IB, 1) destas mesmas fungdes caracteristicas,



Abstract

We obtain, for each p, ¢, 1 < p < ¢ < oo, necessary and sufficient conditions for the
Poisson integral of functions defined on the unit sphere $* C R to be bounded from
LP{5" w) into L9{(IB, 1), where w and p are, respectively, nonnegative Borel measures on S™
and on the unit ball B ¢ R

For p = ¢, we consider dw = Wdo, where o is the Lebesgue measure on S™ and W is
a weight on S™ such that W'=#do is a doubling measure on S™ and 1/p+ 1/p' = 1. In this
case, the result is a consequence of a characterization of the boundedness from LP{X, Wdw)
into LF{X x [0, 0c), i) of a maximal operator defined on functions on a space of homogeneous
type X, where w and y are, respectively, nonnegative Borel measures on X and on X x [0, o),
and W'=?dw is a doubling measure on X. For W = 1 this characterization is the Carleson
condition for spaces of homogeneous type.

For p < ¢, we consider the finite measures w and p, but we do not suppose w absolutely
continuous with respect to the Lebesgue measure ¢. In this case, the characterization is
given by two inequalities. The first is between the norm in the L9{IB, 1) space of the Poisson
integral of the characteristic functions of elements of dyadic partitions of S™, analogous to
the dyadic partitions of R™, and the norm in LP{S%, w) of the same characteristic functions.
The other is between the norm in the L” (S®,w) space of the dual Poisson integral of the
characteristic functions of “cones” and “truncated cones” contained in /B, whose bases are
elements of the dyadic partitions of S, and the norm in L? (1B, 1) of the same characteristic

functions.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é obter, paracada p, ¢, 1 < p < g < o, condicbes necessarias
e suficientes para que a integral de Poisson de funcoes definidas sobre a esfera unitéria
S* ¢ IR™! seja limitada de LP(S™ w) em L9(IB,u), onde w e u sdo, respectivamente,
medidas de Borel ndo negativas sobre S™ e sobre a bola unitaria B C JB*™L.

Procuramos fazer uma redacio auto-suficiente. Desta forma, algumas secdes de capitulos
sS40 expositérios € nao apresentam resultados originais.

No Capitulo 1 apresentamos particdes da esfera unitdria S”, que tém algumas pro-
priedades tdo boas quanto as parti¢oes diddicas de JR™, no sentido de podermos comparar
as medidas de elementos da particdo de um dado estdgio com os elementos da particao de
estdgio anterior, e também no sentido de podermos comparar elementos das partigdes com
bolas de S™. Este capitulo traz resultados demonstrados por Bordin-Tozoni em [1], os quais
sao essenciais para o desenvolvimento do Capitulo 3. Apresentamos, também, as parti¢des
de um espago quase-métrico X dadas em Sawyer-Wheeden [15], que serdo utilizadas no
Capitulo 2, e as decomposi¢des de um espaco de tipo homogéneo introduzidas em Christ [3],
que nao serao efetivamente utilizadas neste trabalho, mas apresentamos aqui a titulo de ilus-
tragdo. Estas ultimas possuem propriedades andlogas as particoes de S™ citadas acima. No
entanto, as partigdes de Sawyer-Wheeden néc possuem elementos arbitrariamente pequenos
e as decomposicbes de Christ nao formam uma partigao.

No Capitulo 2 apresentamos os resultados contidos no trabalho [21, o qual foi realizado

em conjunto com o Prof. Dr. Benjamim Bordin e o Prof. Dr. Sergio Antonio Tozoni,



orientador deste trabalho. Dado um espaco homogéneo X = G/H, onde G é um grupo
topolégico localmente compacto e H é um subgrupo compacto de ¢, definimos os operadores
maximals M, (de tipo diddico) e M e obtemos condicdes necessarias e suficientes sobre um
peso W definido sobre X e uma medida de Borel nfio negativa u sobre X = X x [0, o0),
para que o operador M seja limitado de LP(X, Wdw) em LP(X, 1), onde w é uma medida
de Borel ndo negativa sobre X, induzida por uma medida de Haar sobre G. Se W = 1, a
condicdo obtida é a condigio de Carleson para espagos homogéneos. Ainda neste capitulo,
obtemos uma condic8o suficiente (que também ¢ necessdria para o caso W = 1) para que o
operador integral de Poisson f — u; seja limitado de LP(S", Wdo) em LP(IB, i), onde o é
a medida de Lebesgue normalizada sobre S”. Este resultado generaliza um resultado para o
caso do circulo unitério S* apresentado em Carleson [5]. Tambérm consideramos o operador
maximal f — u}({2) = suppe <, |us(sz)], 2 € ", 0 < ¢ < 1, e obtemos uma caracterizacio
para sua limitacdo de LP(5" Wdo) em LP(B,u). A nossa contribuicdo original comega
neste capitulo, principalmente nas Secdes 2.3 e 2.4, onde estendemos resultados inicialmente
obtidos para a esfera S™, para espacos homogéneos. Estes resultados foram apresentados no
519 Semindrio Brasileiro de Analise (veja [7]) e generalizam os resultados para o caso do R"
apresentados em Ruiz-Torrea [12].

No Capitulo 3, a nossa contribuigéo original se encontra na segunda secio. Definimos o
operador uy, de fun¢bes definidas sobre S™ , que, embora também chamamos de integral de
Poisson, nao é o mesmo operador estudado no Capitulo 2. Obtemos condigbes necessarias e
suficientes para que este operador seja limitado de LP{S™ w) em L9{IB, i), onde w e y sio,
respectivamente, medidas de Borel nfo negativas sobre 5™ e a bola unitiria Be 1 < p <
g < oo. Um resultado andlogo para a integral de Poisson sobre JR™ é dado em Sawyer [14].
Se p = ¢ e se w é a medida de Lebesgue sobre S7, o operador definido neste capitulo coincide

com aquele definido no Capitulo 2 e assim é possivel comparar estes resultados.
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Capitulo 1
Particoes diadicas

O objetivo deste capitulo é apresentar particbes da esfera unitdria S™ e de espacos quase-
métricos andlogas as partices diddicas do IR™ e também uma decomposicdo de espagos de
tipo homogéneo.

Na primeira segdo somente fixamos algumas notagoes e apresentamos algumas definicOes
e propriedades bésicas da esfera 5",

Na segunda secdo apresentamos partigoes de 8™, andlogas as parti¢oes diddicas de IR,
as quais também chamamos de particdes diddicas. Estas partigbes foram obtidas por Bordin-
Tozoni em {1]. Analogamente as partigbes diddicas de IR", os elementos da particio de um
dado est4gio sdo obtidos como refinamento dos elementos da particio de um estagio anterior.
Além disso, cada um dos elementos de um fixado estdgio estd contido e contém bolas de raios
fixos para este estdgio. Os resultados apresentados nesta segio serdo utilizados no Capitulo
3.

Na terceira secao apresentamos particdes de um espaco quase-métrico X, isto é, de
um conjunto X munido de uma quase-distancia d, as quais foram introduzidas em Sawyer-
Wheeden [15]. Estas particGes possuem as mesmas propriedades citadas acima das partigdes
diddicas de S™. No entanto, elas nZo contém elementos arbitrariamente “pequenos”, isto
é, todos os elementos contém belas de raio maior que um certo £ > 0. Isto ndo ocorre

com as particoes diddicas de S™ expostas na segunda secéo, onde seus elementos podem



estar contidos em bolas de raio arbitrariamente “pequenocs”. Utilizaremos os resultados
apresentados nesta secdo no Capitulo 2.

Na quarta se¢dio apresentamos as decomposi¢Bes introduzidas em Christ [3] para um
espaco X de tipo homogéneo, ou seja, um conjunto munido de uma quase-distancia e de
uma medida satisfazendo certa propriedade. Embora os elementos destas decomposicdes
possam ser arbitrariamente “pequenos” e possuam propriedades satisfeitas pelos elementos
das particdes de Sawyer-Wheeden, os elementos de um dado estdgio da decomposicao nao

formam uma particao de X.

1.1 Propriedades basicas de 5"

Notagdo 1.1.1 Sez € R, escrevemos |z, = (z-2)Y/?, onde z-y € o produto escalar usual

entre z e y em IR". Se ndo houver perigo de confusio, usaremos |x| para denotar |z,.

Seja S* o circulo unitario em IR? e, para n > 2, seja S* = {z € R""! : |z|,., = 1} a
esfera unidria em IR™™!. Se z € 5" e £ > 0 denotamos por B,{z, £) a interseccio de S™ com
a bola aberta em R com centro z e raio £. Se z € B* e 1 — /2 < r < 1, denotamos

Un(z,7) = By(z,h(r)), onde A : [1 — /2,1) ~3 (0,2] é definida por h(r) = v2(1 —r).

.

Definigdo 1.1.2 Sejo Dy = [0,27] e para n > 2 seja D, = [0, 7" x [0, 27]. Definimos o

aplicagGo & @ Dy =+ 5™ por &,(61, ..., 0,) = (21,...,Zns1) onde

Ty = cos b,

i—1
z; =cosf; [[send;, 2<i<nm,
i=1

T
Tney = |] sen 6;.
i=1

Observacdo 1.1.3 Observamos que, se @ = (61,....0,) e 8 = (6s,...,0,), entdo

£,(0) = (cos by, sen B; £,1(8)).



Notacado 1.1.4 A medida de Lebesgue de um conjunto mensurdvel A C S™ serd denotada

por |Al. Se G € um subconjunto mensurdvel de D, temos que
1£.(G)| = /Gsen”“1 6, ...sen 8,_,d6,

onde df = df; . ..dB,. Escreveremos w, = |S™|.
Observacao 1.1.5 Parax € 5" e 0 < { < 7 /2, temos

Z2arcsen (£/2)

|B,(z,8) = wml‘/ sen™! sds

0

e, portanto, a medida de Lebesgue de uma bola B,(x,£), ¢ da ordem de £, isto é

n—1 n
Wp—12 W12

< | Bol(e, 0)] < 3

nrn-1

Notacfo 1.1.6 Se (Q, F,v) € um espaco de medida qualquer ¢ A € F, vamos denotar por

|Al, a v-medida do conjunto A.

Definicao 1.1.7 Seja p uma medida sobre a o-dlgebra de Borel Bg» de S™. Dizemos que

€ uma medida de Radon sobre S™ se as sequintes condicdes estio satisfeitas:
(1) |K|, < oo para todo conjunto compacto K C S™;
(ii) Para qualguer E € Bgn,
|E|, =sup{|K|,: K CE, K compacto};
(132} Pare qualquer E € Bgn,

\El,=inf{|Gl,: ECG, G aberto}.

Definicao 1.1.8 Um grupo G € um grupe topoldgico se estd munido de uma topologia tal
que as operagdes de grupo

(z,y) e GxG—oz-yeld

reG—zled

sdo continuus.



Definicdo 1.1.9 Uma medide de Haar a esquerda sobre um grupo topolégico localmente
compacto G € uma medida de Radon u, nao nula sobre G, que satisfaz |zE|, = |E\,, para
todo z € E e todo E € Bgn, onde zE = {z -y : y € E}. Esta propriedade é chamada

invariancia por translacdo 4 esquerda de p.

Notacgao 1.1.10 Denotaremos por SO(n + 1) o grupo das rotagbes préprias de R™™. O
grupo SO(n + 1) pode ser identificado com o grupo das matrizes ortogonais de ordem (n +
1) x (n+1) e com determinante 1, que é um grupo topoldgico com a operagdo de multiplicagdo
usual de matrizes. Este grupo age transitivamente sobre a esfera S™, isto é, para quaisquer

z, y € S*, existe u € SO(n + 1) tal que u(z) = y.

1.2 Particoes diadicas de Bordin-Tozoni

Nesta se¢do apresentamos as particdes A7, & > 0, de S™, analogas as particdes diddicas
de R", introduzidas em Bordin-Tozoni [1] , e apresentamos propriedades destas partigGes.
Estas partigbes foram construidas utilizando indugdo sobre n e considerando as partigbes
diddicas usuais de S* . Os elementos destas particoes foram obtidos utilizando coordenadas
esféricas.

A seguir, daremos a idéia geométrica da construcio das particdes A7 da esfera 57,

Os elementos de .A2 530 oito tridngulos geodésicos. Todos estes tridingulos tém seus lados
sobre a linha do equador e sobre meridianos, e todos eles tém um dos polos, 1 = (1,0,0) ou
—1 = (-1,0,0), como um vértice. Se @, Q ¢ AZ, entdo existe uma rotagio prépria u de
R? tal que Q@ = u(Q).

Os elementos de A7, sBo obtidos dividindo os elementos de 47. Os elementos de
A2k > 2, sdo tridngulos geodésicos e retdngulos geodésicos. Em cada A2, k > 2, exis-
tem exatamente oito tridngulos geodésicos. Agora apresentaremos uma regra para obter os
elementos de A2, dividindo os elementos de A3,

Seja @ um tridngulo em A%, k > 2, sejam B; e B, os pontos médios dos lados de Q que

estao sobre meridianos e seja B3 0 ponto médio do lado que é paralelo ao plano do equador.
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Seja BB, o segmento geodésico unindo os pontos By e B, e seja By o ponto médio deste
segmento. Entdo ¢ ¢ a unido de um tridngulo geodésico ¢ e dois retdngulos geodésicos Q2
e Qs3, todos em AZ_;, que sdo obtidos quando dividimos ¢ usando os segmentos geodésicos
B, B; e B3B,.

Agora, seja () um retangulo geodésico de A%, k > 3, e sejamn C; e Cy os pontos médios
dos lados de ) que estdo sobre os meridianos e sejam Cs e Cy os pontos médios dos la-
dos de @ que sao paralelos ao plano do equador. Entao @ é a unido de quatro retdngulos
geodésicos Qy, @, Qs Qs em AZ. . que sfo obtidos quando dividimos @) usando os seg-

mentos geodésicos C1C, e C3C).

Sejam k e Jj inteiros tais que & > 0 e 1 < j < 2F e consideremos o intervalo diddico
IF=[(j — 127%r, 5275 ),

Dessa forma, o intervalo [0, 27) pode ser dividido em 2* intervalos T j’“ cada qual de compri-

mento 27F+1,
Definicao 1.2.1 Definimos

Gi={If :1<j <2

Gr = {[0, 7]t x [0,2m)}, n > 2

Gf = {[0,7/2) x [0,27), [7/2,7] = [0,27)};

Gr = {[0,7/2) x [0,7]"72 x [0,27), [x/2,7] x [0,7]*" 2 x [0,27)}, n > 3.

e, para cada n, k > 2, definimos a famdia G7, por inducdo sobre n, como a familia formada

pelos conjuntos

0,275y x [0,7/2)"7,
[r— 27" e ] x [0,7/2)"7),
(0,275 1) x G,

[r— 2751 M) x G,

0



onde G € Gyt G #1[0,7/2)"1, e se k > 3, também formada pelos conjuntos

k
I x G,
If}zckwl—jﬂ x G,

onde GEGP, 3<r<ke2 ¥ 41<j <22

Agora, para cadan > 1 e k > 0 definimos

={&(G) G e Gy}

= | A

k>0
Observagao 1.2.2 Fara cada k > 0, A} € uma particdo de S™, e, para todo Q) € Af.,, k>
0, existe @ € A7, tal que QQ C Q. Chamaremos os elementos de A™ de elementos diddicos

de S™.

Observacio 1.2.3 Sejam @1 = §W(Ik x G) e Qy = &,(IL pri_iig X G) elementos de A},
onde G € G"L. Entdo eziste u € SO(n+ 1) tal gue u(Q:1) = Q2. Como consegiéncia desta
observacdo serd suficiente considerar os elementos do tipo @, nas demonstragdes e também

em alguns enunciados dos resultados desta secao.

Observacado 1.2.4 Se #F denota o nimerc de elementos de um conjunto finito F, entdo

temos que #.AL = 2 para todo k > 0, #AF =1, #A? =2, #A? = 2" ¢ para k > 3,
0 1 2
k
#Aﬂ____z#Aﬂl_;_Z MS#AHZ

Teorema 1.2.5 (i) Sejamn > 2, k> 1 e = &(G:) € AL, Qs = §(Gq) € A}, tais
que Qo C Q1. Se Gy = I1 x G| com G| € G}, entio Gy = I} x G, com i € {1,2} ¢
GLe Gy ™. Sek>2eG = I;XG’ com G €GPl e2 <1 <k, entdo Gy = IFT x G},
ondei € {2 — 1,27} e GLe G UG T sej=1eGLe G se2<j <282



(ii) Sejammn 21, k> 0eQ € A}. Sek =0, entdo Q € a unido de 2 elementos de A7,
e se k=1, entdo Q ¢ a unido de 2" elementos de A}. Para k > 2, Q € unido de, no

minimo n + 1 e no mdzimo 2%, elementos de A%,

Demonstracao. (i): O resultado é trivial para k£ = 1. Vamos considerar £ > 2 e sejam
iestals que Go = If*' x @), Gy € G2, Como I¥ =I5, UIE" e G, C G, entdo
i€ {2/~ 1,25} e Gy CGY. Ser =2, entao i € {1,2} e assim s € {2,3}. Se r > 3, entdo
224 1<{< 2 eportanto s =1 + 1.

(ii): O resultado é trivial para & = 0. Temos que #.A7 = 2" H{#AL) = 2"l e #£47 = 2,
e assim obtemos (ii) para k = 1. Vamos demonstrar (ii) para & > 2 e n > 1, usando indugdo
sobre n. E ébvio que (i) é verdadeiro para n = 1. Agora, suponhamos que qualquer elemento
de A7 é a unido de no minimo n e no méximo 2"+ elementos de A7}, para todo k > 2.
Sejam Q1 = &(Gy) € A}, Qo = &.(Ga) € A7, com Gy = If xG, Glegrt 2<r<k
eGo= I x GY, GLe G"!, 2< 5 <k+1esuponhamos que Q> C Q. Se j = 1, entdo
segue por (i) que i € {1,2} e G, = G| parai =1, G, € G} para i = 2. Portanto, usando
a hipétese de inducdo, podemos concluir que @; é a unido de ¢ + 1 elementos de tipo Qs,
onde g € um inteirO; n<g <2 Sej > 2, entdo segue por (i) que i € {27 — 1,27} e
Gh € G, Portanto, pela hipétese de indugio, podemos concluir que @; é a unido de 2¢g

elementos de tipo (J2, onde ¢ é um inteiro como acima.

Observagio 1.2.6 Segue da demonstragdo acime que os elementos de A% sdo unido de §
ou 4 elementos de A5, sek > 2, fsek=1¢e2sek =0, e os elementos de A} sdo unido

de 4, 5, 6 ou 8 elementos de A}, sek > 2, 8sek=1¢e23k=0.

Teorema 1.2.7 Sejamn > 1, k > 0, v} = 27Fr, 42 = (1 +2721)27% 7 e 42 = 2" Fr

paran > 3. Se Q € AL, entdo existe x € Q tal que Q C By(xz, 7).

Demonstracao. Se ¢} € A}, entdo Q = S™ = B, (z,7]) para qualquer r € S*. Se () € A7,
entdo @ é uma metade da esfera S". Portanto, como 7} > /2, existe € Q tal que

Q C Bulz,71)-



Vamos demonstrar o teorema para & > 2 e n > 1, usando inducdo sobre n. A demons-
tracao ¢ trivial para n = 1. Agora, suponhamos que o teorema é verdadeiro para n — 1.

Seja Q@ = &,(G) € A}, onde G = IF x @, com G € Gf 7 sej=1eG € Gi'se
78 4+1< <22 3<r <k Sejam ¢ = 275 n ¢ = 275 e a =277 Se

j=2%1ie1<i<273 entio ¢ = Tt/da+it e
Q = {(cosby,sen §; &1 (0)) 60—t < b, < 0, § € G}

E suficiente considerar 7 = 2773, isto ¢, ¢ = 7t/2a. Seja Q' = £n1(G"). Como Q' € APE,
segue pela hipétese de inducgdo que existe 7’ € @’ tal que Q' C B,.1(z',7"* %) Se § =
(6:,6) € G, entdo z = (cos¢, sen ¢ 2'), £.(0,8) = (cosg, sen ¢ &1(0)) e &(f) =

(cos ¢r,sen 8y &,—1(8'}) estdo em Q e
16,(8) — £0(0,8)ner = ((cos — cos @)? + (sen 8 — sen ¢)%|6,_1(8)[2)?

= [&(01) — &{o)a
i

[A

e
}gn(é 9’) - xln-@-l = sen ¢ ]gnml(gr) - an < sen ¢ A/;z_l'
Portanto,
Jgn(g} - xJn—l—l _<_ ifn(g) - fn(‘ﬂ glﬂn%& —+ Igﬂ(é 9,) - :EITH-I
< t+gyp?
< %

Entéo &,(6) € B,(z,vp) para todo 8 € G, isto é, @ C B, (z,+7).

Teorema 1.2.8 Sejamn > 1, k> 0 e pf = 9n+30k Se Q€ A} entdo eriste x € Q tol

que By{x, p}) C @.



Demonstraciao. O resultado é trivial para £ = 0, 1. Vamos demonstrar o teorema para
k > 2en > 1, usando indugdo sobre n. A demonstracio é trivial para n = 1. Agora,
suponhamos que o teorema é verdadeiro para n — 1.

Seja @ = £(G) € A}, onde G =IFx G com G € Gf7 sej=1eG € Gr'se
234 1<j <27 3<r <k Sejam ¢ = 275 x £ =217 o o =271z Se

j=2’"‘3~»§~z’e 1<i<93, entdo ¢ = wt/da + it e
Q= {(cosby,sen b £,_1(8)) o ~t <0, < ¢, # €G'}.

E suficiente considerar ¢ = 1, isto é, ¢ — t = 7t/4c. Seja Q' = £,_1(G"). Como Q' € A",
segue pela hipStese de indugdo que existe z' € @' tal que B,_:{z/,p*™ ) C Q.

Sejam z = (cos(¢ — t/2), sen (¢ — t/2) &') e y = £,(61,8) = (cos b, sen 6,&,.4(0'}),
(6, 8") € D,. Suponhamos que y ¢ Q.

Se 6, ¢ [¢ —t, ¢), entdo

Y = losr = ((cosfy —cos(o —1/2))? + [sen 6; &—1(0') —sen (¢ — 1/2) «'[2)1/?

> ((costy ~ cos(¢ — £/2))* + (Isen ;] [Encr ()] — [sen (6 — £/2)] [2'})D)"
E1(0h) — &(o = t/2)]2
V2(1 — cos27Fm)1/?

I

v

> P

Suponhamos ¢—t < 8y < ¢~1/2 e # ¢ G'. Como Br; (&', o771 C Qe &1 {0) & &,

entdo &, (8} — 2'|n > pl™*. Tomamos
vy =sen By £,.1(#), vo=sen b ', 8= (sen {0 —1/2) —senb;)/sen 6;)
e assim temos que J > 0 e |v1], = lva],. Portanto,

y—zhar = ((cos — cos(6 — 1/2))> + [sen 6 £us(8') —sen (¢ — 1/2) a'[2)
> lsen s £us(68) —sen (6 — 1/2)

|Bus + (19 — v1)|n

il



v

[712 - Ul[n

= {sen f;[{&,_1(0') — 2’|

v

sen (¢ — o0~
27t .,

gé—apr

20%

v

f

> P

Suponhamos agora ¢ — /2 < 6; < ¢ e 8" ¢ . Escolhendo convenientemente vy, v
e 3 obtemos |y — Zint1 > p}. Entdo mostramos que se y € Q, entdo y ¢ B,(z, p7), isto é,

Bz, 0f) C Q.

Observagao 1.2.9 Segue do Teorema 1.2.7 e do Teorema 1.2.8 que existe uma constante

Cy > 0 tal que, para todo k > 0 e todo @ € AL, existe 1g € @ tal que
Bﬂ(er Cidf) C @ C By (zq, df) (11)
onde & = 2 e~y estd dado no Teorema 1.2.7

Corolario 1.2.10 Para todo n > 1 existe uma constante D, dependendo somente de n, tal

que:

(1) Se k>0, Q1 € A} e Qo € A}, com Q2 T @4, entdo
(i1} Para todo Q € AL, k>0, existemz € Q e 0 < £ <2, tais que Q C Bz, f) e

| Bz, £), < D@,

(i1i) Para todo z € 5™ e todo 0 < £ <2, existem k > 0.Q € Af eu € SO(n+1), tais que
Q! < Dy|Br(z, £)).
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Demonstracao. A demonstracdo ¢ conseqiiéncia da Observacdo 1.2.9 e é andloga & demons-

tracdo do Lema 2.1.10. Por este motivo a omitiremos aqui.

Observacao 1.2.11 Segue pela Observacdo 1.2.9 que, para quaisquer dois elementos G, (e €
%, obiemos
D@1 < 1Q2f < Dil@y .
A desigualdade acima mostra que as medidas dos elementos de A} sdo proporcionais e a

constante de proporcionalidade depende somente de n. '

Observacao 1.2.12 Consideremos D,, com a particio diddica usual, isto €, para k > 1
sejam

Gi' = {IF x . x I 1< e <2571 < G < 28)

AT® = {£,(G): G e G}
Entéo AZ’G é uma particdo de S™ pare cada k > 1 e esta particdo satisfoz as propriedades
(1) e (it} do Coroldrio 1.2.10. A propriedade (1) do Coroldrio 1.2.10 nao € satisfeita para
08 elementos A:’O em torno de I = (1,0,...,0) e =1 = (=1,0,...,0).

Observagao 1.2.13 Fizado n, vamos usar as notacdes simplificadas Ay para denotar A7,
k > 0, A pare denotar A" e Blz,£), Ulx,r) para denotar as bolas B, (z.£) e U,(z,7)

respectivamente.

Observagdo 1.2.14 Vamos identificar S™ x [0,1) com a bola B = {y € R"™ : [y] < 1}

usando a aplicacdo (y,r) — ry.

Definigao 1.2.15 Seja o : [1 — v/2,1] — [0,]5"|] a funcdo decrescente dada por a(r) =
W(1,7)], onde I = (1,0,...,0). SeQ € A, Q # S*, definimos o subcongunto Q de 5™ x[0,1)
por @ =Q x [ {|Q)),1). Se Q = S*, entdo definimos Q = 5™ x 0,1).

Notagéio 1.2.16 Para @ € A, vamos denotar por Q* a bola B{x,6%) que contém @ dada

na Observacdo 1.2.9.

11



Definicao 1.2.17 Vamos definir, para U = Ulz,7), 2 € S*, 1 = /2 < r < 1:
o Ux[0,1), para 1— V2 <r<0
Ux|[r1), para 0 <r<L

Definicao 1.2.18 Se R > 0 e B = B(z,r) é uma bola em S™, vamos definir RB = B(z, Rr)
como sendo a bola de mesmo ceniro que B e com raio R vezes o raio de B. Se Q" = Ulxz,r},

com 1 —+/2 <r <1, definimos RQ* = RQ*. Entdo, temos que

RO — R x [0,1), para  1-+v2 <r<1-1/R
RQ*x 1+ R(r-1),1), para 1-1/R <r<1l.

Definicdo 1.2.19 Vamos definir, para cada k > 0, uma particio A, de S* % [0,1). Defini-

mos

Ao = {§"x[0,1)},
Ay = {§:Qe A} ={Qx[0,1): Qe A},
A = {Q: Qe A} U{@x[0,1N\Q:Q € A},
Ay = {Q:Q e A} U@ x0.)NQNY Q@ €A, Qe A, Q' C Q)
HQ@ x [0,1\Q: Q' € 4, Q€ Ay, @ C Q)
= ATJAiU4s
Para n > 4, definimos
A, = AR{JAFUJAL  onde
Ab = {Q:Q e A,
A = {@x0,D)NON\D Qe A, Q€ Ay, Q CQY e

AV = [ x0,1)nQ-Qe ATt u A4S

Observagdo 1.2.20 Da maneira como foram construidas, é claro que A, € uma particdo
de S™ x [0,1) e, além disso, dado Q) € Ay eziste um dnico Q € Aypy tal que Q' C Q. Vamos

escrever A = g0 Ak-

12



1.3 Particoes diddicas de Sawyer-Wheeden

Nesta secao apresentamos as particdes diddicas de um espaco quase-métrico X, intro-

duzidas em Sawyer-Wheeden [15].

Definicao 1.3.1 Uma quase-distdncia sobre um conjunto X € uma aplicagdod: X x X —

[0,00) satisfazendo:
(i) di{z,y) = 0 se e somente se x = y;
(it) d{z,y) = d(y,z) para todo r, y € X;
(1) eriste umna constante K > 1 tal que, para todo z, y € X,

diz,y) < Kld(z, z) + d(z, )}

Definicao 1.3.2 Definimos o bola oberta de centro z € X e rato £ > 0 em X , a qual

chamaremos simplesmente de bola, por B(z, ) = {y € X : d(z,y) < £}.

Observacao 1.3.3 Dada uma quase-distancia d sobre X, existe uma distancia p sobre X e
um nimero real positivo v tal que d € equivalente o p¥, isto €, existem constantes C, C' >0
tais que

C'd(z,y) < p'(z,y) < Cdlz,y), =z,y€X.

(veja Macias-Segovia [9]). Portanto, a familia de d-bolas € equivalente & familia de p"-bolas

e p?-bolas sdGo conjuntos abertos.

Definigao 1.3.4 O par (X, d) formade por um conjunto X munido de uma quase-distancia

d € chamado de espaco quase-métrico.

Teorema 1.3.5 Seja (X, d) um espaco quase-métrico separdvel (isto €, X contém um sub-
conjunto enumerdvel e denso). Entdo existe X > 1 tal que para todo m € Z existem pontos
3:;-c € X e uma familia D, = {Ef} de conjuntos de Borel, para k, j € Z, k> m, 1 <j < ng,

onde n;, € INU {00}, tais que

13



(i) Blz%, A*) C Ef C B(zh M1,

(i) Para cado k > m, temos que X = {J; E¥ e EF(Ef

(iii) Sem < k < £ entdo ou E} C Ef ou EfNEF =

=0 sei%# j;

0, para todos 1 < j <mp el <i < ng.

Demonstracio. Seja A = 8K°, onde K é a constante da quase-distincia dada na Definicdo

1.3.1(ili). Para cada k € Z, seja {z%}1<;<n, um subconjunto de X maximal tal que as bolas

{B(ﬂ:?,sKQ/\k)}igj<nk sdo duas a duas disjuntas (observamos que o fato de X ser separdvel

implica que a cardinalidade de {z¥}; é no méximo enumerdvel). Vamos mostrar que

X =|JBlz;,6K°)F).
I

(1.2)

De fato, seja « € X. Pela maximalidade de {zf}icjen,, existe 1 < i < my tal que

B(z,3K*)*) N B(zf, 3K2)\F) # 0. Seja, entdo, w € B(z, 3K ) B(z¥, 3K?)F). Portanto,

d(z, o) < Kld(z,w) + d(w, z

e assim, x € B(zf,6K3)F), o que demonstra (1.2).

B:c Am)

Agora, fixemos m € Z. Definimos
ET = B(a7", 6 K3)\™) ~

ET = B(z]", 6K3\™) —

ET = B(a], 6K°\™) —

f
(yoer
[yser

’c!

Vamos mostrar que (i) vale para k =

B(z™, A1) pois 6KPA™ = 6K3(SK®)™ <

EP C B(z",6K°A™) C B(z7

14

,...A

L,;

| Blz

Bz

)=

/\m-f-l)

U £

1<j

m. Pela escolha de A,

N < KBKPMN + 3K = 6 K3 )F,

)

temos que Ejm -

(8K = x™*l e portanto,



Para ver que B{(zT*, A™) C ET*, basta observar que as bolas {B(2]", A™)}; sdo duas a duas
disjuntas, pois B(z}*, A™) C B(z]", 3K°A™) e {B(z]*, 3K? ™} }; séo duas a duas disjuntas.
Assim,
B(z*,X™) C B(z]', 6K°\™) — (U B{zT", /\m)) :
i#]

Além disso, como B{z]', A™) é uma das bolas subtraidas na definicio de E* para i # j,
temos que B(z]*, A™) nio intercepta U;; EE. Assim, B{z]*, \™) C EF, o que demonstra (i)
para k = m.

Vamos demonstrar agora que (ii) vale para £ = m. Da maneira como foram construidos,
¢ claro que os {Ef}s. sao dois a dois disjuntos. Agora, seja z € X. Se x € {J; B(a]}, A™),
entdo x € U; £ e no hd o que demonstrar. Vamos supor, entdo, que = ¢ U; B(z]", A™).
Por {1.2) podemos tomar o primeiro j; tal que & € Bz, 6K°A™). Entéo, pela definigéo
dos E7", temos que = € ET e, portanto, z € U; ET". Logo, X = U; ET", o que demonstra (ii)
para k = m.

Agora, vamos construir {E;“} para k > m por inducao sobre k. Suponhamos £ > m e
que a familia {E}}; est4 bem definida e satisfaz as condicbes (i), (ii) e (iii) para 1 < 7 < n,
m < k < £. Para qualquer R >0e 1 <j < ny, seja

B(z},R) = U ESFL
BN B(z! . R)#0

Vamos mostrar que, se £ > 0e 1 < j < ng, entdo

B(z%,R) € B(z},R) C B{z}, K*R + (K? + 1))%). (1.4)

De fato, a primeira inclusio segue de (i) com k= £~ 1. Sew € E{"' e z € E["' N B(z%, R),

entdo por (i), temos

d(w, z5)

L

EA

Kld(w,zf7%) + Kld(zf7, 2) + d(z, 29)])

t 7

A

K[\ + KM+ R]]

K?R+[K?+ 1]0%
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Em analogia com {1.3), definimos
= Bz 6K*)\%) —

= B{25,6K3)\%) — ( B(zt, ,\f)) ~ Ef,

Ef = Bzl 6K\ — ( E’(;cf,/\f)) - (U Ef) . (1.5)
i3] f
Tomando R = 6K3A* em (1.4} e utilizando (1.5) temos que se 1 € j < ng, entdo
E; € B(zf, K*6K°X + (K* + 1)Xf) < B(af, A1), (1.8)

pois 6K® + K2 +1 < 8K® = A, jd que K > 1. Por outro lado, fazendo R = A® em (1.4),

temos
B(zf )\ ¢ Bzt (2K* + 1)M) ¢ B(zf, 3K2)Y). (1.7)

Agora, se ¢ # 7, entdo B(zf, 3K?)) e B(zf, 3K2)¥) so disjuntas e segue de (1.4), (1.7) e de
(1.5) que

B(z%,)) C E, 1< j<ng (1.8)

As inclusdes (1.6) e (1.8) juntamente com a hipétese de indugdo mostram que (i) vale para
1<j<ng,m<k<EL

Para verificar a propriedade (ii), vamos primeiramente observar que
X = B(zf, 6 K3
J
por {1.2) com k = £ e pela primeira inclusao em (1.4) com R = 6K?*\*. Também

B(zf, 0\ ¢ Bz, 6K°)%) — (UBx ,\f>
i3]
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por (1.7) e do fato que as bolas B{zf, 3K?)%) sio duas a duas disjuntas em . Assim,
Uf:?(x;f My c U Ef.
i j

Se z € X, vamos tomar o primeiro j, tal que z € fB’(:L‘j’-O,GKsAE). Para mostrar que = € |J; Bf

podemos assumir que z ¢ U, B(zf, )*). Entdo € Ef por (1.5). Isto demonstra (ii).

Finalmente, para demonstrar (iii), é suficiente pela hipdtese de indugfo mostrar que
sem < k < £ e El intercepta Ef, entio EEf ¢ Ef. Como cada B(z, R) é a unido de
determinados Ef”l € como 08 Ef—l sao dois a dois disjuntos em ¢, segue que cada Ef é
também uma unido de certos Ef_l e que gualquer Ef'l que intercepta Ef deve estar contido
em Ef. Assim, se EF NEf # 0, entdo Ef NE/™ # 0 para algum ¢ tal que E{™" C Ef.
Como m < k < £~ 1, a hipdtese de indugfio implica que E¥ C Ef™* e, consegilentemente

que Ef; - Efo. Isto completa a demonstracgo de (iii), e encerra a demonstra¢ao do teorema.

Observagao 1.3.6 A propriedade (71) do Teorema 1.5.5 nos diz que, fizado m € Z, para
cada k > m, a familia {EF} ¢ uma particdo de X.

Os elementos de D = {J,,c D serao chamados de elementos diddicos.

Defini¢ao 1.3.7 Se Q = E;‘ € Dy, para algum m € Z, dizemos que ¢} estd centrado em :cff

e definimos o comprimento do lado de Q por £(Q) = 2XF.
Notagdo 1.3.8 Denotamos por Q* a bola B(z}, \***) que, pelo Teorema 1.3.5(i) contém Q.

Observacido 1.3.9 Embora os elementos em cada D, satisfacam as condi¢bes (i), (i) e
(141} do Teorema 1.5.5, incluindo a condicdo particular de encaizamenio (iii), os elementos

de diferentes D,,’s podem ndo estar encaizados.

1.4 Decomposicoes diddicas de Christ

Nesta secio apresentamos as particoes diddicas de um espaco de tipo homogéneo X,

introduzidas em Christ [5].
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Definicdo 1.4.1 Dizemos gue uma medida de Borel ndo negativa w sobre um conjunto X
munido de uma quase-distancia d é uma medida doubling se eriste uma constanie C, > 0

tal que
[B(z,2r)|. < C, |Blz, 1),

para todo x € X e fodor > 0.

Definicao 1.4.2 Um espago de tipo homogéneo (X d,w) serd um conjunto X, munido de
uma quese-distdéncic d e uma medida doubling w tal que |B{x, 7). < oo, para todo x € X e

todo v > 0.

Definicdo 1.4.3 Sejo {X,d,w) um espago de tipo homogéneo. Sejo & € (0,1). Para cada
k € Z, vamos considerar {z£} ey, uma familia de elementos de X, mawximal com respetto d
condicdo

d(zé,zf) > 6, (1.9)

para todo o # .

Observacao 1.4.4 Se X for separdvel entdo a cardinalidade de I serd mo mdzimo enu-

mergvel.

Observagao 1.4.5 Pela mazimalidade da familia {z%}ae;, com respeite & condicdo (1.9),
ternos que existe o desigualdade contrdria: para cada k € Z e cada x € X, existe o € Iy tal

que
d{zx,z%) < 5% (1.10)

Definicdo 1.4.6 Uma drvore sobre o conjunto {(k,a) + k € Z, a € I} € uma ordem

parcial < sotisfazendo:
(i) (k,o) < (£,8) = k=>4
(ii) Para cada (k, o) e { < k exziste um dnico 3 tal que (k,a) < (£, 8);
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(i) (k,a) < (k—1,8) = d(z&,25") < o+1;

(1v) d(:cg‘; z57) < 2K)7WR T = (k.a) < (k—1,3), onde K € a constante da quase-

distancia.

Lema 1.4.7 Pare cade k € Z, consideremos uma familia {2%},er. como na Definicdo

1.4.3. Entdo eriste uma drvore sobre conjunto {(k,e): k € Z, o € I1.}.

Demonstragdo. Para cada (k, o), existe, por (1.10), pelo menos um § tal que d(zk, z57') <
%=1, Também, existe no maximo um § tal que d(zk,z§™") < (2K)~'6%"1. De fato, se 5~

é outro elemento de X tal que d(zf, z871) < (2K)~16%7}, entdo
dizh™t, 257 < Kld(zf 28) + d(af, 250 < K[2K) 7151 + (2K)716F 1] = g1,

contradizendo (1.9).

Uma ordem parcial sobre {(k,a) : k € Z, o € I;} pode ser construida da seguinte
forma: Para cada (k,q), verificamos se existe 8 tal que d(:cﬁ,xg“i) < (2K)éF-1 Se
isto ocorre, definimos que (k, o) < (k — 1,5), e também que (k, &) ndo estd relacionado
com qualquer outro {k — 1,7). Se tal § ndo existe, entdo escolhemos qualquer 3 tal que
d(zk, z§7") < 6%, e definimos que (k,e) < (k — 1, 8) e também que (k, ) nio estd rela-
cionado com qualquer outro (£ —1,7).

Finalmente, estendemos < por transitividade e obtemos uma ordem parcial, a qual

satisfaz (i}, (ii}, {iii) e (iv) da Definicio 1.4.6.

Teorema 1.4.8 Seja (X, d,w) um espago de tipo homogéneo. Seja {x8}.er, uma familia
de elementos de X como na Definicdo 1.4.3. Existe uma colecdo de subconjuntos abertos

{QF c X:keZ acli}, econstantes § € (0,1), ap > 0 e C > 0 tais que
(i) B(zk,a06") C QF ¢ B(zk, C8*);
(it) Se k < £ entdo ou Q4 C QF ou Q5NQL = 0.

(i1i) Para cada (k,) e cada £ < k existe um dnico B tal que QF C Q5;
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(iv) !X - Uea Qﬁ’ =0, para todo k € Z.

Demonstragao. Fixemos uma drvore sobre o conjunto {(k,a}: k€ Z, a € I}, 0 que é

possivel pelo Lema 1.4.7, e seja ao € (0, 1) tal que (2K)~'ag < 1. Definimos

Qﬁ = U B($%7€EQ5£)-
(£.3)<(k0)

Pela Observacdo 1.3.3, podemos supor que as bolas B(z, ) sio conjuntos abertos. B claro
que cada Q% é aberto e que vale a primeira inclusio de (i). Para demonstrar a segunda

inclusdo de (i), vamos primeiro mostrar que
(£,8) < (ko) = d(xg,:z:’&) < 2K 6" (1.11)
De fato, dados (£, 5) < (&, «), existe uma cadeia
(ko) =(k,yw) 2 (k+1,m) 2 (k+2,v) > > (£3)
Entdo, escolhendo 6 < (2K)™1, temos

d(:z’gﬁ mé)

[A

Kd(zf, 257 + Kd(2*H, 25)

IA

K6 + Kd(z2, 25)

(A

K% + K2d(aFF o572 + K“zd(:nf;g? z%)

R 7S e ]

A

K&* + K26 + K2d(2572, %)

K5k+K25k+l+K35k+2+"‘
53;
1—-Ké
2K &%,

IA

Fa

Seja, agora, x € QF. Entdo existe (£, 8) < (k, o) tal que z € B(z}, aed%). Dai, por (1.11),

temos

i
H
4

d(z,28) < Kld(z,z%) + d(25, z5)]

< Klaodt + 2K 6]

—_ i
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I

K[(2K)™16" + 2K 5"
1 2] ¢k
Ewﬂa

= O

Logo, @F C B(zk,C6%), o que demonstra a segunda inclusdo em (i).

Vamos, agora, demonstrar (ii). Para isto, vamos primeiro mostrar que, se Qﬁ N Qfg =+ 0,
entdo o = 3. De fato, vamos supor que Q% N Q‘g # (i e seja z nesta interseccdo. Entdo existem
(m.7)  (n,0) tais que (m,7) < (k,a), (n,0) < (k,8) e € BT, aed™) N B(z2, agd").

Assim, supondo sem perda de generalidade que m > n, temos
d(z,xy) < Kld(zD' z) + d(z, z7)]
< K[aoém + aocS”]
S 2K ag5”.
Agora, vamos considerar dois casos. Se m = n, obtemos d(z7', z}) < ", contradizendo

(1.9). Por outro lado, se m > n, existe um dnico 257 tal que (m, ) < (n + 1, A). Entéo,

por (1.11), temos

A

Ay ey < Kl el + dal, o)

J

< K[2K§™ + 2Kaos"]
QKQ(CS —+ ag)én

Il

< 2Kyt

desde que & e gy sejam escolhidos suficientemente pequenos. Pela Definicdo 1.4.6(iv} isto
implica que (n + 1,2) < (n,0). Entdo (m,v) < (n+1,4) < {n,0) < {k,5). Como
(m,v) < (k, @), concluimos que o = 3, pela Definicdo 1.4.6(ii).

Podemos, agora, mostrar (if). Se £ > k e Q5N Q% # 0, escolhemos 7 tal que (£, 3) <
(k,7), donde z5 € QF. Entdo Q¥N Q% # 0, e assim, v = «, pelo que vimos acima. Logo,
Q@

Vamos demonstrar (iv). Fixemos k e seja E = |, @F. Dado qualquer z € X e qualquer

n, existe , por (1.10), 22 tal que d(z,z7} < d". Se n > k entdo B(x},00d") C E. Também,

21



pela desigualdade triangular segue que B{27, a,0") C Bz, K{1+a5)0"™), que chamaremos de
B. Observamos que, como a medida w é doubling, |B{z%, agé™)|. = ¢|B|,, onde a constante

¢ € (0,11 depende somente de K e da constante doubling C,. Em outras palavras, temos

que
[ENBlL
- >
BL c>0

Fazendo n — o0, temos

. \ENBlz,r),

i e ,

N TTER T

para todo x € X. Pelo Teorema de Diferenciacio de Lebesgue, E tem a medida de X e,

portanto, %X — Ua Q|

L= 0, para todo & € Z, o que demonstra {iv).

Ohbservagao 1.4.9 As particdes diddicas de Bordin-Tozoni expostas na Secdo 2 serdo uti-
lizadas no Capitulo 3 e satisfazem as propriedades das particdes diddicas de Sawyer- Wheeden
expostas na Secdo 8. Poderiamos tentar desenvolver todo o Capitulo 3 com as partigdes de
Sawyer- Wheeden ao invés de utilizar as particées de Bordin-Tozoni. No entanto, escolhe-
mos estas ultirnas, jd que conhecemos eratamente como sdo seus elementos, ao contrdrio
dos elementos das particdes de Sawyer- Wheeden, que sdo dados por meio de operagbes entre
bolas, o que torna sua interpretacdo geométrica complicada. Além disso, fizado um inteire
m, 0s elementos do familia D, tém lado mator que 2A™, isto €, os elementos de D, ndo se
tornam arbitrariamente “pequenos” como ocorre nas particdes diddicas de S™. As particdes
de Sawyer- Wheeden serdo utilizadas no Capitule 2. Embora os elementos das decomposicoes
de Christ expostas na Secdo 4, possam ser arbitrariamente “pequencs” e possuam pro-
priedades satisfeitas pelos elementos das particdes de Sawyer- Wheeden, os elementos de um
dado estdgio da decomposicao ndo formam uma particdo de X, ¢ gue torna a ulilizacdo

destas decomposigbes no Capttulo 2 invidvel.



Capitulo 2

Medidas de Carleson e pesos da classe

Ao

O objetivo deste capitulo é expor os resultados contidos no trabalho (2], ue foi realizado
com os professores Sergio Antonio Tozoni e Benjamim Bordin.

Na primeira secido definimos os espacos homogéneos X = & /H, munidos de uma quase-
distancia, onde G € um grupo topoldgico localmente compacto Hausdorff e H é um subgrupo
compacto de G e apresentamos algumas propriedades adicionais das particdes diddicas de
Sawyer-Wheeden expostas na terceira secdo do Capitulo 1, quando consideramos espacos
homogéneos no lugar de espagos quase métricos.

A segunda sec¢do € uma breve exposicao de definicoes e resultados da Teoria dos Mar-
tingais que utilizaremos neste e no préximo capitulo.

Na terceira secao definimos um operador maximal de tipo diddico M, usando as par-
ticbes de X = G/H expostas na primeira secdo. Obtemos, entdo, uma condicdo suficiente
sobre um peso W definido em X e sobre uma medida § definida sobre os borelianos de
X=X x 10, oo}, para que o operador M, seja limitado de LP(X, Wdw) em Lp(f? 3), onde
w ¢ uma medida sobre os borelianos de X induzida por uma medida de Haar sobre G.

Na quarta secao definimos um operador maximal M utilizando as médias de uma funcéo

sobre bolas de X. Aplicamos o resultado principal da secio anterior e obtemos uma condigio
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necessaria e suficiente sobre um peso W e sobre uma medida & definida sobre os borelianos
de X, para que o operador M seja limitado de (X, Wdw) em LP(Y ,0). Em particular,
mostramos que, no caso W = 1, a condicio obtida é a condicio de Carleson para espacos
homogéneos. Um resultado andlogo para o caso do R" foi obtido em Ruiz-Torrea [12].
Finalmente, na quinta segdo definimos o niicleo de Poisson para a esfera 57, a integral de
Poisson u; e uma funcdo maximal u} de uma fungo real e integravel f sobre 5. Mostramos
que [u3(z)] < CMf(z) e assim, aplicando o resultado principal da secdo anterior, obtemos
uma condi¢do suficiente para que o operador f — u} seja limitado de LP(S™ Wdo) em
L?(B, i), onde o é a medida de Lebesgue normalizada sobre S, B é a bola unitdria em
IR™* e y é uma medida ndo negativa sobre JB. No caso W = 1, encontramos uma condicio
necessaria e suficiente para que o operador f —» u; seja limitado de LP(S™, o) em LP(IB, u}, e
esta condicdo ¢ a condicao de Carleson para a medida u. O caso do S* sem pesos foi também

estudado por Carleson em (3]

2.1 Espacos homogéneos

Nesta secdo daremos algumas defini¢bes e resultados bésicos e fixaremos algumas no-
tagoes.

Daremos aqui uma nova definicido de quase-distincia sobre um conjunto X, que serd
utilizada em todo o Capitulo 2, diferente da Defini¢do 1.3.1. Também, definiremos o que vem
a ser um espago homogéneo, que ndo serd o mesmo que espaco de iipo homogéneo definido

em 1.4.2.

Notagao 2.1.1 Seja G um grupo topoldgico (veja 1.1.8) localmente compacto Hausdorff com
elemento unidade ¢, e seja H um subgrupo compacto de G. Vamos denotar porm : G — G/H
a aplicacdo canénica, isto €, o aplicagdo tal que w(g) = gH, para todo g € G.

Vamos denotar por dg uma medida de Haar ¢ esquerda sobre o grupe topoldgico G, que

vamos assumir normaelizada no caso de G ser compacto. Se A ¢ um subconjunto de Borel de
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G, vamos denotar por |Al, a medida de Haar de A.

Defini¢do 2.1.2 Um espaco homogéneo X == G/H ¢é o conjunto de todas as classes laterais

& esquerda m{g) = gH, g € G, munido da topologia quociente.

Observacgao 2.1.3 A medida de Haar dg sobre G induz uma medida w sobre a o-dlgebra de

Borel sobre X. Para umae fun¢do [ integrdvel sobre X, temos

[, f@dw(a) = [ for(o)ds.

O grupo G age transitivamente sobre X pela aplicagdo (g, 7w(k)) — gn{h) = =(gh), isto
¢, para todos z, y € X, eziste g € G tal que gxr = y.
A medida w sobre X € invariante sobre a acdo de G, isto é, se f é uma fungdo integrdvel

sobre X, g € G e Ryf{z) = f(g™'z), entdo

fxf(ll}dw(x):/XRgf(:c)dw(x).

Definigdo 2.1.4 Uma quase-distdncia sobre X é uma aplicagdo d - X x X — [0, 00) satis-

fazendo:

(i) d{z,y) = 0 se e somente se x = y;
(ii) d(z,y) = d(y,z) para todos z, y € X;
(1ii) d{gz, gy} = d(z,y) para todos g € G, z, y € X;
(iv) existe uma constante K > 1 tal que, para todos z, y, z € X,

d(z,y) < Kld(z, 2) -+ d(z,y)};

(v) as bolas B{z,r)={y € X :d(z,y} <r}, z € X, r >0, sdo relativamente compactas e

mensurdvets, e as bolas B(1,r), r > 0, formam wma base de vizinhancas de I = w{e);

(vi) eriste uma constante C, > 1 tal que, para todor >0 ex € X,
B(z, 20l < CulBlz. 1)L,

isto €, a medida w € doubling.



Notacao 2.1.5 Neste capftulo, X denotard um espago homogéneo munido de uma quase-
distincia d. Observamos que todo espago homogéneo X €, em particular, um espaco de tipo

homogéneo.

Observacao 2.1.6 Todo grupo topoeldgico localmente compacto Hausdorff € um espago ho-
mogéneo. Em particular, IR™ é um espaco homogéneo.

Seja SO(n + 1) o grupo das rotagdes préprias em R*! (veja 1.1.10). Consideramos
SO(n+ 1) munido da topologia induzida por R"D*. SO(n +1) € um subespago compacto
do espaco M{(n + 1, n+ 1) de todos as matrizes de ordem (n + 1) x {n + 1). Podemos
identificar SO(n) com o subgrupo de SO(n+1) que deiza 1 ={1,0,...,0) € S® invariante,
e assim, considerar SO{n) como um subgrupo de SO(n + 1). Entdo, o espago topoldgico
SO(n+1)/50(n} é um espago métrico homeomorfo a 5™, onde consideramos S™ munida da
topologia induzida pela distdncia euclidiana e onde 0 homeomorfismo ¢ : SO{n-+1)/S0(n) —
S™, que estd bem definido, € dado por p(uSO(n)) = ull. Além disso, a medide de Lebesgue
sobre S* € a medida induzida por uma medidae de Haar sobre SO(n +1). Portanto, o esfera

S™ pode ser considerada um espago homogéneo.

Observacao 2.1.7 Segue da Defini¢do 2.1.4(iii) que B(gz,r) = gB(x,r) para todos g € G,
z € X er >0, e assim |Blgz,r)|. = |Blz,r)],. Portanto, dados x € X er > 0,
existe uma segliéncia (g;);>1 de elementos de G tal que X = U;»,9;B(z,7). De foto, se
E Cc X ¢é um subconjunto limitado de X e se {B(xz,r(z))} € uma cobertura de E, entdo
eristemm uma constante C > 0 e uma segiéncia de bolas disjuntas B(x;, r{x;)) tal que a
familia {B(z;, Cr{z;)} forma uma cobertura de E (veja Coiffman-Weiss (4], Teorema 1.2,
pag. 69). Temos que X = 5, (B(L,k) - B(L,k — 1)} e, para cada k, B(1 k) — B(1,k —
1) é um conjunto limitado. Para cada k > 1, consideremos a cobertura {B{z,r/C)} de
B(1,k)— B(L,k~1), onde C é a constante descrita acima. Enido existe uma segiéncia de
bolas disjuntas {B{zf,r/C)} tal que a familia {B(z*,r)} forma uma cobertura de B(1, k) —
B(1,k—1). Dadoz € X, se gF € G ¢ tal que gfx = z¥, entdo B(I.k) — B(IL, k- 1) C
U; B(ak,r) = U; Blgfz,7) = U,; g5 Blz, 7). Logo, podemos escrever X = Uy U;», 95B(x,7),

o que demonstra ¢ afirmacdo feita.
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Como consegiéncia disso, temos que |B(xz,r)l, > 0 para todo r > 0 e para todo xz € X

e também que X € separdvel, isto €, possui um subconjunto enumerdvel e denso.
Definicdo 2.1.8 Um peso € uma funcdo positiva e localmente integrdvel sobre X.

Notagao 2.1.9 Dado 1 < p < oo denotamos por p' o conjugads de p, isto é, 1 <p' < €
1p+1/p = 1. Se (2, F.v) é um espaco de medida e 1 < p < oo, denotamos por LP(Q, F,v)

o conjunto das funcoes F-mensurdveis a valores reais tais que

I f = (L ]f(a:)é%v(:c))p < 00,

Se f, g € LFIQ,F,v) e f =g qs, [ eg serao considerados um mesmo elemento de
LP(Q, F,v). Quando ndo houver perigo de confusdo, escreveremos LP(Q, v} ou simplesmente
L?(Q) para denotar LP(Q, F,v).

Se W ¢ um peso sobre X, escreveremos LP(W) para denotar LP(X, W (x)dw(x))}.

Lema 2.1.10 Seja X um espage homogéneo, seja b um inteiro positivo e seja A = 8K°,
onde K é a constante da quase-disténcia dade em 2.1.4(i1). Entdo para coda inteiro k,
~b < k < b, eziste uma particio de Borel enumerdvel A} de X e uma constante positiva C

dependendo somente de X, tal que
(i) para todo @ € A}, —b < k < b, existe 1o € Q tal que

B(zg, M) C Q < Blzg, A"

lB(CEQ?Ak+1)!w < C‘Q%u)
(ZZ) se —b<k<bh ¢ 6«42,_;_1, QQEA% BQIOQQ#Q, entdo Qs C (0, ¢
0 < |@le < ClQ2lw;

(ii) para todos x € X er, A0 < r < M| emiste Q@ € AL para algum —b < k < b e eviste
g € G tal que d(gz,z) < X, B(z,r) C ¢Q e

Qlo < CiB(z,7)lw-
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Demonstragao. Fixado b € Z, b > 0, pelo Teorema 1.3.5 segue que para cada inteiro
k, —b < k < b, existe uma particac de Borel enumerdvel A? de X tal que, para todo

Q € A%, existe zo € @ tal que
B(zg, M) € Q C Blzg, A1),

onde A = 8K°, o que demonstra a primeira parte de (i). Entdo, se ¢ é um inteiro tal que

20-1 < )\ < 2%, pela Definicio 2.1.4({vi), temos

EB(va '}‘k+1) lo = 1B(xQ7 )“;\k)’w

IA

Blzg, 22X,

IA

02 |Blzg, )L
Ce |Qlws

A

o que demonstra (i) com C = C¢.
Agora,se —b < k <b, Q, € A2, Qs € AL, com Q1 NQ; # @ entdo pelo Teorema 1.3.5
temos que @2 C Q1 e, como ¢ contém uma bola, temos que @1l > 0. Por (i), existem

:z:Ql-E Q1 e zg, € (Jo tais que

B(zg,, N1 € Q1 C B(zg,, M*?).

B(:EQQ? /\k) - Q?. < B($Q2: Ak+l)-

Logo, pela Definicdo 2.1.4(vi) e do fato que w é invariante pela acdo de G, temos

0 < lQle
EB(wa }‘k+2) |w

A

IA

Bleg, 7ML
C«EGIB(xQz )\k) I««
C2|Qalu,

IA

I
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o que demonstra (i) com C = (28,

Vamos demonstrar (iii). Sejam z € X e —b < k < b tais que A*71 < r < M*. Existe
um tnico Q € A} tal que r € Q. Consideremos zg como em {i) e g € G tal que z = gzo.
Entao por {i} temos

B(z,7) C B{gzg, X*) C gQ C B(z, \**)

e assim pela Definicdo 2.1.4(vi) temos

!Q‘w ,B($Q32a)‘k”w

A

< CEIBlzg, M)l
C2 B(x, 7).

AN

Temos também que d{gz, z) = d(z, 1g) < A**L.

2.2 DMartingais

Nesta secio daremos algumas definicdes e resultados da Teoria dos Martingais.
Vamos considerar (2, F, v} um espago de medida o-finita e seja B uma sub-o-dlgebra

de F.

Observacao 2.2.1 Seja f € L*(§), F,v). Segue como consegiiéncia do Teorema de Radon-
Nikodym que existe uma dnice g € L (Q, B, v) tal que, para todo A € B,

[ 9@dva) = [ 1) dviz). (2.1)

Definigao 2.2.2 Seja f € L'(Q, F,v). Definimos a esperanca condicional de f com respeito
a B como sendo a tnica funcdo g € LY, B, v) que satisfaz (2.1). Denotaremos g = ELf|B.

Teorema 2.2.3 Sejam f € LY, F,v) e B uma sub-o-dlgebra de F tol que B C B. Entdo

E[E[f|B] IB] = E[f|B] g¢s.



Observagio 2.2.4 Seja {B, : k € L}, L C IV, uma particic de Q tal que By € F e
v(By) > 0, para todo k € L. Se B ¢ a o-digebra gerada pelos conjuntos By e f € LY, F,v),

entao
s i
EfiB = — d . 2.2
[f1B] Zkg[, (V(Bk) B flz) V(@) XBi (2.2)
De fato, como E[f|B] é B-mensurdvel, existem a), ag,... € IR tais que

E[fiB] = ZkELakXBk.

Portanto, para todo k € L, temos

REOE /B El|B)(z)dv(z) = [B apdv(z) = 0 (By)

k

e assim
i

= L’(Bk) B,

Flz)dv{x).

G

Definicao 2.2.5 Seja (Filrez uma segiéncia crescente de sub-o-dlgebras de F, e para cada
k€ Z, consideremos uma funcéo fix € L'(§), Fy,v). Dizemos que a seqiiéncia ( fe)rez € um

martingal com respeito ¢ seqiéncia (Fplrez Se, para todo k € Z, fr = E[fe1Fr)-

Observacao 2.2.6 Seja (Filrez wma segiéncia crescente de sub-o-dlgebras de F e seja
fe LSy, F.v). Entdo a seqiiéncia (fy),., definida por f, = E[f|F,] € um martingal. De
fato, por 2.2.8, temos

Elfn+1|Fa] = EE[flFarillFn] = E[fIFn] = fa

Observacgao 2.2.7 Seja By, k£ > 1, uma particdo de § por conjuntos mensurdveis, tal que
para todo @ € By eriste um tunico @ € By_y tal que Q' C Q. Seja Fi o sub-o-dlgebra de
F gerada por By. Entdo (Filrsy € uma segiéncia crescente de sub-o-dlgebras de F. Se

FeIV QL F V) e

fila) = BIf | Fl(z) = 3 (iéy/Qf(y)dV(y)) xolz),

QeBy
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entdo {fi)e>1 € um martingal com respeito ¢ seqiéncia (Felr»y. Definimos o operador ma-

zimal M,, para toda f € L*(Q, F,v), por

IQW f()ldv(y).

M, f() = sup E[|f| |Fi](z) = sup 1=
E>1
Onde B - Uk‘%l Bk-
O prézimo resultado segue da teoria dos martingais e pode ser encontrado em Dellacherie-

Meyer [6, n. 40, pag. 37].

Teorema 2.2.8 Sel<p<oocefe PO F. v, entdo
UM Fllir,rny < D Fllie,z0-

Observagio 2.2.9 Se A; e Ag sdo as particdes de S* e S™ x [0, 1) respectivamente, dadas
na Secdo 2 do Capitulo 1, entdo elas satisfazem as condicdes para que o Teorema 2.2.8 seja

vdalido. Utilizaremos este resultado para ambas as particdes no Capttulo 3.

Observacao 2.2.10 Consideremos uma medida o-finita v sobre a o-dlgebra de Borel de um
espaco homogéneo X e seja Fy a o-dlgebra gerada pela particdo A%, para —b < k < b, por
AY, para k > b e por AL para k < —b, onde AL € a particdo dada no Lema 2.1.10. Se
feLlX, F.v),
o) = BUFND) = T (15 [ S0dets) | xalo) v <o
QEAb |Q‘V
e fo = fopara k > b, fr = fop para k < —b, entdo (fr)rez € um martingal com respeito d

seqiéncia (Fy)rez. Definimos o operador mazimal MB, para toda f € LY (X, F,v) por

= [ wavty).

M} f(z) = sup || |Fl(z) = sup

QEA

Qe

onde A* = U_p<ics AL

Podemos enunciar, entdo, 0 Teorema 2.2.8 da sequinie forma:

Teorema 2.2.11 Sel <p<ooe fe LP(X,v), entdo
WMLl < P Lo
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2.3 A limitacao de um operador maximal de tipo diadico

Definigdo 2.3.1 Seja b um inteiro positive. Dado Q@ € A° = U_ycpep AL, onde A} sdo
as partigoes de X dadas no Lema 2.1.10, definimos o subconjunto QG de X =X x 0,00)
como Q@ = @ x [0,a7(|Q,)], onde a : [0,00) — [0,00) € @ funcdo definida por afr) =
|B(L,r)|w, T =mn(e). Definimos também B = Blz,r) x [0,7].

Definicdo 2.3.2 Se f ¢ uma funcio a valores reais e localmente integrdvel sobre X, defi-

nimos, para cada (z,7) € X,

Mif(z.r)= sup —— [ 1) iduty)

eyl
cegear 1Qlu
1@l za{r)

Se |Ql. < alr) para todo Q € A® tal que = € Q, definimos M5f(z,r) = 0.

Lema 2.3.3 Seja W um peso e seja A um subconjunto mensurdvel de X. Sel <p< o e

Wlxa & LP (W), entdo existe uma funcio positiva f € LP(W) tal que
L F(2)dwlz) = .
Demonstragio. Seja v o funcional linear sobre LP(W) dado por
vlg) = [ (W @na@)gl@W @)de(z) = [ g(e)dela)

Como W-lxs & LF (W), segue pelo Teorema de Representacio de Riesz que ¥ néo é
continuo. Portanto, existe £ > 0, tal que, para cada inteiro positivo m, existe g, € L7{W)

tal que |[gm||Lrny <27 e [W(gm)| > €. Seja
frmd®) = {gi(@)| + - + |lgm()].

Entao, para todos m, k& > 1,

otk = Fnlieegwy = Wgmerl + < [Gmtrlogw)
< Ngmeiilewy + 0+ [ Gmakl Lo
< 2—(m-@-1} I 2—{m~;~k)
< 27
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Assim (f,,) ¢ uma seqliéncia de Cauchy LP{W) e portanto existe f € LF(W) tal que f, — f
em LF(W). Por outro lado,

Uin) = [, fn(@)dula)
[ l9:(@)ldo@) + -+ [ lgn(x)ld()

g+ -+ [0(gm)]

il

IV

> me.
Mas f» T f q.s. e assim, pelo Teorema da Convergéncia Mondtona, obtemos
7 K

[ F@)due) = v(£) = lim $(fn) 2 lim me = oc.

m—ros

Teorema 2.3.4 Sejom W um peso sobre X, 3 uma medida ndo negativa sobre Xel< p <

oc. Se existe uma constante C > 0, tal que, para todo Q € A® e todo inteiro positive b,
MW o) )P dBe ) < € [ W (@)dl) < oo,
entdo existe uma constante C > 0, tal que, para toda f € LP(W) e todo inteiro positivo b,
fiMif@nPas(e.r) < © [ F@FW@)3dola)
Demounstracdo. Vamos fixar f € LP(W) e para cada & € Z, seja £ o conjunto
O ={(z,7) € X MUf(z,7) > 2.
Para cada k € Z, vamos denotar por C? a familia formada por todos os @ € A° tais que

1 i k
iflo = m/@if(y){dww) > 2",

Como para todo @ € A%, ~b < k < b, existe Q' € AL, tal que @ C @', entdo todo
elemento @ € C) estd contido em algum elemento maximal Q' € CJ. Denotamos por C; a
familia {Q;C : j € Ji} formada por todos os elementos maximais @ € C}. Como A] é uma

particio de X e todos os elementos de C s&@o maximais, podemos concluir que os conjuntos
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Q%, j € Jy, shio dois a dois disjuntos. Portanto os conjuntos Q¥, f € J, sdo também dois a

dois disjuntos , e

-ya

JEJ

Agora, para cada k € Z e cada j € Ji, seja

E} = @? — g1

7

Entao os conjuntos E;“ e EP sio disjuntos para (k, ) # (h,i) e

{(z.r) : Mif(z,r)>0 = (% ~2%) = U U BL

keZ kEZ je,

Portanto,

7

P> /E J 257 dp(z, 7)

JMeranpdster) = 3 [ IMifter)rds(e. )

{FAN

sz E (JQk,L fﬂ sf(x)gd‘“'(x))p- (2.3)

Agora, introduzimos as seguintes notagoes:

(L @l
o = (1 Jy iy )
Y ={(kj): k€ Z. j I},

FA)={{k, )Y : ge; > A}.
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Seja v a medida sobre Y tal que {{{k,7)}]+ = v, © seja g a fungéo definida sobre ¥ por
g{(k, 7)) = gx ;. Temos que

l 1 ?
VeiGes = |EFs (m /Q;? lf(ﬂf)ldw(-’f))

e assim segue por {2.3) que
JoMef @ rPdB(a) < 2 g
kg

= Ep/X,,g(ﬂf)d"
= 2 [T(k) €Y 1 gllh,3)) > Aadlh

= 2 [TIr())dr

= QP/OOO( Z Ve, )dA

(k.J)ET(A)
. o° Q% N7
- prg (k; / (Qi]w) dB(z, 7)dA. (2.4)

Para cada A > 0, seja {Q7 : 1 € I} a familia formada por todos os elementos maximais da

familia
k. : _ k 1 |f(z)] ; /
(@) €700} = {0 i [, Llvtoiaata) > w0
Se QF C Q7 e (z,7) € Ef, entdo z € QF, Q%L > ar) e assim
neM. . 195
ME(VXQg)(-’L‘:'-’") = ‘mesélelitb IQ,QS 1@k|w
{Qlwzalr)

Portanto, se Qg-“ C @} obtemos

/ 91 dse < [t Pqs(. 2.5

Qi) e < [ Metvxa) (e n)Pdslar). (25)

Usando o fato que os conjuntos E;-“ sdo disjuntos, segue de (2.4), {2.5) e pela hipdtese que

[}?EMgf(va)Epdﬁ(%T) < QP/ > / VXQA) z,7)PdB(x, r}

z@f;\ tk J)GI“O\)
cha



< QPfOO
- e

> /@ EJ\/’[Z(VXQ;; Wz, r)Pdb(z, r)

icl,
< oY /0"""; [Q  V@)d(z)
= C—zpfooci U Q§£ dus(z). (2.6)

HkJIET(A) y

Segue da definicio do operador maximal M? na Observagdo 2.2.10 e pela definicdo de ['(A)

que

U & c {3: € XM (i) (z) > /\”3’}. (2.7)

(k.J}ET() v
Entdo, por (2.6), {2.7) e pelo Teorema 2.2.11,

fmtenrasten < o [7] {x : (Mf; (—E—-) (a:))p . A}

< crEy | -

x (v(z))?

= CPEY [ 17 @)W @)de(e).

Observacao 2.3.5 Vamos fizar g € G e sejam g2 AL = {g71Q : Q € AL}, ¢g7'A" =
{g7'Q : Q@ € A®}. Entdo, para cada —b < k < b, g7 A% € uma particio de X e o Lema
2.1.10 ¢ 0 Teorema 2.2.11 também sao vdlidos, com as mesmas constantes, guando trocamos
Ab por g~t AL, Se f € uma funcdo a velores reais e localmente integrdvel sobre X, definimos

MU f(n,r) = sup @% [ 150 ).

z€Qcg~lab
1Qlw Zec(r)}

Entao
My(Rg gz, 1) = M flz,7)
onde Ry f{z) = flg~'z). O Teorema 2.3.4 também € vdlido, com a mesma demonstracdo,

guando trocamos o operador MY por M9 e g familia A por g~ AV
d d g
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2.4 A limitacao de um operador maximal

Definicao 2.4.1 Definimos o operador mazimal M por

§>T

1
Mf(z,r) =sup B /B(I,S} | f(y)idw(y)

para toda funcio a valores reais e localmente integravel f sobre X e (z,7) € X. Ser =0
o supremo acima € tomado sobre todo s > 0 e Mf(z,0) = f*(z) € a funglGo mazimal de

Hardy-Littlewood.

Definicao 2.4.2 Dado um inteiro positivo b e uma funcdo a valores reais e localmente in-

tegrdvel f sobre X, definimos para (x,7) € X,

M= s e [ f)de).

max{A-t—t r}<s<Al %B(I 3) fw

Definimos M2 f(z,7) = 0 se r > A° e observamos que M®f(z,r) + Mf(z,7) quando b T oo
para todo (z,7) € X.

Notacao 2.4.3 Denotaremos
Gy={g€G: dlgz,z) < X*! para tedo z € X }.

Observagao 2.4.4 Sed(gl, 1) =d(gz,z) paratodox € X ¢ para todo g € G, em particular

se G € um grupo Abeliano, entdo
Gy={g€G: dlgl, 1)< A1},
e assim G, € relativamente compacto em G e 0 < |Gy, < 00 (veja Kordnyi-Vigi [8]).

Lema 2.4.5 Seja b um inteiro positivo, seja g € G, seja M5 o operador mazimal definido
na Observagdo 2.58.5, seja f uma funcdo a valores reais e localmente integrdvel sobre X e
seja (z,r) € X. Entdo

M f(z,r) < OMF(z,T). (2.8)

37



Se G € um grupo compacto ou Abeliano, entdio

MO f(z,7) / M F(z,7)dg (2.9)

beig
As constantes C em (2.8) e em (2.9) dependem somente de X e se X é compacto podemos

trocar Gy por GG.

Demonstragdo. Fixemos (z,7) € X e g € G. Se (Ql. < ar) para todo @ € A° tal que
z € g7'Q, temos MY f(z,7) = 0. Para demonstrar (2.8), é suficiente considerar Q € A%,
~b <k <b tal que z € g7'Q e |@]. > alr). Pelo Lema 2.1.10(i) existe ¢ € @ tal que
Q C B(zg, \**%) e [Blzg, XY, < CIQ|.. Para t = 2KA*! onde K ¢ a constante da

quase-distincia, temos B(g ™ zg, A*™1) € B(z,t) e assim
aft) = |B(z,t)l, = |Blg™ 20, A* ) = 1Qlu = afr).

Se a é um inteiro positivo tal que 2¢7! < K < 2%, segue pela Definicio 2.1.4(vi) que
B(z, 1)l < CE7 |Blag, N**), < €24 Clg™'Ql.

Portanto,
o L ) £ e [ )dete) < 057 CM(e)
e assim obtemos (2.8).
Fixemos (m,rj €X. Ser > A temos MEf(z,r) = 0 e assim podemos supor 7 < A°.
Dado 5 tal que A7 < s < A e s > r, pelo Lema 2.1.4(jii), existe Q € A} para algum
~b <k <beexiste g € Gy, tal que Blz,s) C g7'Q e |Q|, < C|B(z,s)|,. Entdo

1 C | | .
50T Jate 0190 S g [ MO0 < CMEF

pois |Ql, > [B(z,s)l, > ar). Portanto, integrando ambos os membros da desigualdade
acima sobre G, e com respeito & medida de Haar dg, temos que

1
m/B(w;i Widoty) < lG’blg/ MG f(z, 7)dg

e assim obtemos {2.9).
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Teorema 2.4.6 Seja G um grupo compacto ou Abeliano. Sejam 1 < p < oo, W um peso
sobre X tal que WP dw € uma medida doubling sobre X e 8 wma medida ndo negativa sobre

X. Entdo as seguintes condigbes sdo equivalentes:

(i) Eziste uma constante C > 0, tal que, para tode [ € LP(W),
/_}?W fla,rPdB(z,r) < C /X ()P (2)dw(2).
(1i) Friste uma constante C > 0, tal que, para todas as bolas B = B(z,1), 0 <t < o0,

fg[M(Wl“P'XB)(x,'r)]”ciﬁ(a:,'r} < C’]B WP (1)dw(z) < .

Demonstragdo. Primeiramente vamos demonstrar a implicacdo (4) = (4i}. Suponhamos

que existe B = B(z,1}, 0 <1 < oc tal que
fB WP (2)dw(z) = oc.

Entdo Wlyp & L7 (W) e assim, pelo Lema 2.3.3, existe uma funcéo positiva f € L#(W)
tal que
/Bf(x)dw(x) = .

Portanto, dado (z,7) € X, existe s > r tal que B C B(z, s) e assim M f(z,7) = cc. Como

3 é uma medida nao negativa, temos uma contradicdo com a condigao (i). Assim
[ WP (z)dw(z) < oo,
B

Para obter a desigualdade (ii) é suficiente escolher f(z) = W' ¥ (z)xz(z) na hipétese.
Vamos demonstrar (i) = (). Fixemos um inteiro positivo b, ¢ € G e Q@ € A,

—b < k < b. Entdo, pelo Lema 2.1.10(i) existe 7 € @Q tal que Bzg, \*) C Q C B{zg, A¥71).

Sejam B = B(g~lzg, A1), @ = ¢7'Q, v = WP ¢ seja ¢ um inteiro pesitivo tal que

20-1 < X < 2% Como v é uma medida doubling, existe uma constante positiva C,, tal que

Bl, < |Blg™'w0, 2°X)], < CE[Blg 2, M)\, < C

I
@'
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Entdo pela hipétese e por (2.8) obtemos

[

o ME W ) @ nPdBar) < Co [ [Mxs) (e nFaS(a.r)
C3=§Blv

Cy /@ W (2)dw(z).

IA

IA

Como a constante C; depende somente de p, W and 3, entdo pelo Teorema 2.3.4 e pela

Observacgdo 2.3.5, existe uma constante Cs tal que,
JIME G ryPas(z, ) < Cs [ 1F@PW @)duia) (2.10)

para toda f € LP(W) e todo g € G. Entdo, segue por {2.9), (2.10) e pela desigualdade de

Jensen que

r
/,,[be(z,r)}f’d,@(x, r) < f,\ G5 [ Mt (zr)dg) dB(z.r)
X EGbIg Ge
d
< C’p// ’gfxrpdﬁ(xr); I
Gl
< CEC; /x £ (2)PW (z)dw ().
O resultado segue agora pelo Teorema da Convergéncia Monétona.
Observagao 2.4.7 (a) Para W =1, a condig¢éo (ii) do Teorema 2.4.6 € dada por

éEJM(XB)(x,r)]Pdﬁ(x.,r) < CiBL (2.11)

para toda bola B. Fizemos B = B(z,t), 0 <t < co. Entdo, segue como na demonstragdo

da desigualdade (2.8) do Lema 2.4.5 que existe uma constante C > 0 tal que
C < M(xs)(z.7) < 1. (2.12)
para todo (z,7) € B. Portanto, de (2.11) obtemos

CP|Bls < [@,[M(XB)(E?T)]pdﬁ(x,r) < CiBl..
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Entdo, a condicdo (2.11) implica a condicdo: .
1Bls < C|Bl. (2.13)
para uma constante C > 0 e todas as bolas B. Mas, da condi¢do (2.13) obtemos
JMOxa) . r)Pd8(z, ) < Bl < CBL,

e portanto as condigdes (2.11) and (2.13) sdo equivalentes. A condicdo (2.13) é a condi¢do
de Carleson para espacos homogéneos X (vejo Ruiz-Torrea [13]).
(b) Sejam B = B(z,t), 0 <t < oo ev =W'¥, Entio

para todo (z,7) € B. Portanto, da condicdo (ii) do Teorema 2.4.6 obtemos

o - (B[4 () o]

C (i‘glﬁ) L/ [M(VXB)(Q: T)]pdﬁ(:c ?’)} i/p

: o(fc)oe

Entao, a condicdo (i) do Teorema 2.4.6 implica a condig¢do:

IA

f;f ( f W7 (2)dwl(z ))W <C (2.14)

para uma constante C > 0 e todas as bolas B. Foi demonstrado em Ruiz-Torrea [13] que a
condicdo (2.14) é uma condicdo necessdria e suficiente para que o operador M seja limitado

de LP(X, W (z)dw(z)) em fraco-LP(X, B).

2.5 A limitacao do operador integral de Poisson

Observagao 2.5.1 Identificamos S™ x [0,1) com a bola B = {y € R**": |y| < 1} usando

a aplicacdo (y,r) — 1y, como foi feito na Observacdo 1.2.14.
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Vamos considerar o distdncia d sobre S™ deda por d(z,y} = lz—y/|, para todos z, y € 57,
¢ denotard a medida de Lebesgue normalizada sobre S™ e h : {1~ +/2,1) — (0,2] serd a
funcgéo definida em 1.1.1.

Fizado n, £ : [0,7]"! x [0, 27] — 8™ denotard a aplicacdo &, dada na Definicdo 1.1.2.
Definicao 2.5.2 Se [ € uma funcdo real e integrdvel sobre S™ definimos
Mfly)=MFY Ry, yeR™, 0<ly <1, ¢ =y/ly.
Definicdo 2.5.3 O ntcleo de Poisson sobre o esfera S™ € definido por
Pz, y) = Pylz) = cq
para 0 <t <1lez y&c s

Observacgao 2.5.4 Observamos que Pz, y) = Py,z), para z, y € S" e 0 <t < 1. De
fato, temos que

Piz.y) = e 1—¢ 1—¢ Py, 1)
T, y)= ; or] - Cn —Tr = Y. X
t R R e R e U

Definigdo 2.5.5 Para uma fungdo real e integrdvel f denotamos por us(ty) o integral de

Poisson
us(ty) = /3 P,(z)f(x)do(z), 0<t<1, yeS"

e definimos a fungdo mazimal u} por

ur(ty) = sup lus(sy)l, 0<t<l, yesm

O<s<t
Definicdo 2.5.6 Se B € a bola aberta B{z,t) = {z € S*: |z -z < ¢}, 0 <t <2,

definimos

Bx{sx  RHE) <s<1, z€ B} se 0<t<V2
B={sz : 0<s<1l,z€B} se V2<t<2.

Observamos que B é um cone truncado contido na bola B = {y € K" : |y| < 1} se

O<f_<_\/§eumconese\/§5t§2.
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Lema 2.5.7 Dadosy € B ev € SO(n+ 1), temos

Yoo (VT MY) = ug(y), (2.15)

M(fev)v™ly) = Mf(y) (2.16)
Demonstragao. Dados y € B e v € SO{(n + 1), temos

ufm,(v‘ly) Il Fy-1y(2)(f o v){z)do(z)

e /;(sn} P, (v 12 (f e v} (v z)do(z)
~1,02

= ./s‘ﬂ Cn L=yl flz)do{z)

wly — pig|ntt
1= lyl?
= e d
/;n Cn = z|n+lf(z) o(z)

= [ BEf(do(2)

= us(y),

o que demonstra (2.15). Para demonstrar (2.16), basta observar que, se y = ry’ € IB, com

0<r<ley €5" temos

1 1 _
B3] Joeery o VENOE) =m0 )7 ) do(a)
1

- 1B, 9 B(yns>‘f(x”dg(m)°

Tomando o supremo sobre s > h(r), temos (2.16).

Observacio 2.5.8 Para todo 1 — /2 < r < 1, temos que, se § = (61,...,8,), entio
B(1L,h{r}) = {£(0) : 0 < 6; < arccosr(2 —r)}.

De fato,

B(1,h(r)) = B(L.vV2(1-7))
= {yeS:|y-1]<V2(1-r)}
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= {yesS":(1-rP>1-y- -1}

= {{¥ - Unr) €7 (1=7)2 > 1 -y}
= {£@):(1—7)?>1~cosb}

= {£(0):0 < 6 <arccosr(2 - 1)}

Observacgdo 2.5.9 Para y € S” e f € L'(S") definimos u3(y) = suppese; [us(ty)]. Em
Rauch [11] estd demonstrado que

wiy) < CuMf(y), ye 8" felL(s™)
A desigualdade do prézimo lema genereliza a desigualdade acima.

Lema 2.5.10 Existe uma constante C > 0 tal que, para toda funcdo real e integrdvel [ sobre

S" etodoy € B, 0< |yl <1, temos
wi(y) < CFf (). (217)

Demonstragao. Podemos assumir y = r1 = r(1,0,...,0), 0 < r < 1. De fato, supo-
nhamos que (2.17) seja vélido para toda fungio real e integravel f e todoy =71, 0 <7 < L.
Entdo, dado y € B, 0 < [yl < 1, existem v € SO(n+1) e 0 <7 < 1 tais que y = v(rl).

Assim, pelo Lema 2.5.7, temos

up ()] = [uson (07| = Juges (rI)] S CM(f 0 v)(rl) = CM(f o v)(v7y) = CMf(y).

Vamos denotar 8 = (8, ...,0,), 9 = (82,...,6,), w(#) =sen™ 2 0,.. . sen b, e

[ 72

2
(1 - 2rcos#; + r2)n+r1)/2’ (2.18)

plb1,7) = F.(£(6), 1) = cn

Entao



Se 0 < r < 1/2, temos que p(#;,7) < 2" ¢, e assim
ufr)] £ 27, [ 1f(z) do(e) < 2 e o MF(D).

Agora, vamos supor 1/2 <r < 1. Se m{r) = arccosr(2 — r) (veja Observacdo 2.3.8), entdo,

integrando por partes com respeito a 6, obtemos

_ |
I = /S sy @ DI @) (z)

P

= |/ ptbnrisen oudsy - [ fie(o)w(o)do
< |p(m, f a6, .. / FIE(@)sen™ L 8, w(8')d6,,

~ plmlr)r) [T dby / FE(@)sen™™ 6, (@),

- [ %%f" Ue ([ato. [ (e, 0))sen ¢ wieas, dt} 8;

plrr) [ ds.. / (£(6)) [sen™ " 6, w(@)d6,
+ plm(r),r) /m( a6, ["dy.. [ 7€) senn = 6, (),

o L B[ [ )
= '+ 2+ 12

IA

Temos que
m 2
1 3 ! 1 . !
r = p(m,r) /0 dé ... /O F(E(0)) isen™ 8, w(#')db,

= [, [f@ldo(a)

(1+7r)
< wn MF(rR).

H

Cn

Pela Observagdo 1.1.5, temos

=
2% 1wn_1

(1—7)" <IB(L, h{r))| < —(1 -1

nﬂ-n—l

Entdo para 1/2 < r < 1, segue que
2 mir) 7 . : = ,
o= pmlr),r) [ doi ["dos... 1)) sen™ " 61 w(8)dd,
9 0
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1—r? ,

- o (2r% - 372 + 1)°F /Bm,hm; | f@) | dola)
(1—-r)(1+7)

((1—ry2(1+2r)

= T T ety | T )

5 | d
5 ey | S 4003

2

& ;
= - T /B(Il,h(r)} | fla) | dolz)
2% s
anm /Ef(ﬂ,h(r)) {f(z)|do(z)
9+

< Cn‘“_n‘*%Mf (r1).
Observamos que para todo 0 < r < 1 temos (veja Stein-Weiss [17, pag. 43])

1 = /S P.(z, 1)do(z)

- 2w
can”—t f
/a dé; /O p(6y, r)sen™ " §,w(6)db,

w T 2
= UO p(6:, 7)sen™ ! 910191) (/D deg---fo w(B’}dE)n)

= wnwlfo,p(ﬁl,r)sen”‘l 6.d6;,

it

por 1.1.4. Portanto,

i

w
/ p(8,, )sen™! 6,0, = (2.19)
0 W1
Usando integracdo por partes, {2.19) e observando que
Opl,,
MSO se 0<8, < e 0<r<l,
a6,
temos
T a 9 x g b1 = * 1
fo | 81;(1 L T)t (]0 sen™ !¢ dt) df, = —p(fr;r)[o sen™ ! tdt —f—/o p(B;, r)sen™ " 6,d8,
= —p{r,r) /ﬁ sen” "t tdt + !
0 Wp—1

W1 wp (L+7)" T wy




Como

mry
IB(1, h(r)) ..wwn,_ulf sen"™ ! 0,df,.,
]

(veja Observagdo 1.1.5 }, temos

L= fm: %3;191 2 U " ([ ae f (€6, 0))Isen™ ¢ w(8)ds, ) dt] "
feola, ™ g( o) ([P oaia)”
[/ (F
- o[

(IB(IL h(m=2(6,)))!

. ‘ap 91:
Wn-1 -/;n(r) % 891 {

dby... | 1f(E(t,6)]sen™ ¢ w(é”)d@n) dt] d6:

(/ “sen™ 1 dt) .
/. (o)ldata) ) as,
(

5‘91

|
t
i
|

AN

9

0

B(LA(m=1 {01}
& —

A sen™"t ¢ dt) MF{ri)dt,

| 0pl{fy,7)
o8,

AN

&
(f sen™ !¢t dt) db,
0

wnwlﬂf(rﬁ-} 0
< MF(rL).

Portanto, existe uma constante D > 0, tal que
L <I'+IF+IP<DMFf(ri)

para todo 1/2 < r < 1. Conseqiientemente, como P.{£(6), 1) = p(6;,7) < p(0,r) para todo

0<6, <=, temos

ustrn) = | [ Ple1)f@)dotz)

!
/B{mm Plo S (mdote )l i/n —B(LA) Pr(m’ﬂ)f(x)dg(x)’g

p(0,7) [, iy @) + I

<
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1
< 2 n—m_/ \do(z) + I
S 2T Jewaey |f{z)ldo(x) + I,

3n
QTleﬂ_i 1
Cn
B

- n BRG] sy 1000 DML
< o IR (1) + DRS()
= CMf(r1).

Lema 2.5.11 Eziste uma constante C > 0, dependendo somente de n, tal que

C

P @) 2 B mml

para todos 0 <r <1,y € S™ ex € By, h(r)).
Demonstragio. Primeiramente observamos que

By h(r))={z 8" :ly —z]< V20 -r}t={zes (1-r) >1—z-y}
Entdose 0<r <1,y € S" ez € By, h{r)) temos que (1 - 7r)* >1—z .y Logo

1=2rz-y +r? = 1-r) +2(1-z%)

< {1—-rP+2r(1—-1)?

< 3(1-7)%

Portanto, pela Observacio 1.1.5, temos

2
Pylz) = ¢ 1-r7 s

nei

K (I1—=2rz-y +7r2)7
. (1-r)1+ T)

BI- T

G (1+7r)




Teorema 2.5.12 Sejam 1 < p < oo, W um peso sobre S™ tal que W' " do é uma medida
doubling sobre S™ e p uma medida de Borel ndo negativa sobre IB. Entdo as seguinies

condigdes sdo equivalentes:

(i) Existe uma constante C > 0, tal que, para toda g € LF{W),
[ @)Pdu) < C [ l9@)PW (z)do(a).

(1i) Eziste uma constante C' > 0, tal que, paro todas as bolas B = Bz, t), 0 <1t < 2,

i1y IPA) < € [ W (@)do(2) < .

Demonstragio. A demonstracdo de {i) = (i) é exatamente como a demonstracio de
(1) = (i) no Teorema 2.4.6

Vamos demonstrar {(i7) = (¢). Seja ¢ uma funclo a valores reais positiva e localmente
integravel sobre S™. Pelo Lema 2.5.11, existe uma constante C > 0, dependendo somente de

n, tal que

C
>
~ By, i)l

paratodos0 < r <1, ¥’ € S"ex € B(y/, h{r)). Portanto, multiplicando ambos 0s membros

Py (z)

da desiguladade acima por W% (z)xg(z) e integrando sobre B(y', h{r)), temos

i N> __________.,./ 1! ,
w1 s ") 2 BT Jsery T (xB (@)

e assim

Uamst (1Y) 2 CMW ™ x5) (r/) (2:20)
Consideremos a funcdo & : B — S definida por k(x) = (z/|zl, h(\z])), = # 0, k{0) =
(1,0), & = (1,0,...,0). Seja 8 a medida imagem de u por k, isto é, |Alg = |k {A}],.
Entdo, dada uma bola B em S™, por (2.20) e de (ii}, temos
MOV o) nPaster) = [ OV ) ) dty)
O [ fiyaerp 0P B(y)

< ¢ /B W (z)do (),

A
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e, portanto, pelo Lema 2.5.10 e pelo Teorema 2.4.6 aplicado &4 X = 5", temos

[ A

Ll Pau) < ¢ [ (Mo(w)Fau(y)
o Ma(e,r)Pds(a, )

C [ lg(@)fW(z)do(z),

S'n

(A

IA

o que demonstra o teorema.

Coroldrio 2.5.13 Sejam 1 < p < oo, W um peso sobre S™ tal que W P do é uma medida
doubling sobre S™ e pu uma medida de Borel nio negativa sobre IB. Se existe uma constante

C > 0 tal que, para todas as bolas B = B(z,t), 0 <t <2,
[ i ()Pt} < © [ WP (@)dr(z) < o0, 221)
entdo existe uma constante C > 0, tal que, para toda g € LF(W),
[ fus@)Pdusty) < € [ lo(@)PW (z)do(a) (2.22)

Demonstracdo. A demonstracio segue diretamente de (i) = (¢) no Teorema 2.5.12,

observando que para todo y € 1B temos u,(y) < uj{y).

Observagdo 2.5.14 Sejam B = B{y,h(k)) e B = Bly,2h(k)). Se xz = rz’ € B, entdo

' € B er > k e assim temos que B(2', h(r)) C B'. Portanto, pelo Lema 2.5.11, temos

C
Uxg (Z) 2 B A B{z,!h(r)}XB'(y)dg(y)
C ’
= B A PN
> C. {2.23)

Observacgao 2.5.15 Por (2.20) e pelo Lema 2.5.10, temos que existem constantes positivas

Cy e Cy tais que para todo y € IB e toda bola B C S”,
CiMxply) < uy,y) < CoMxaly).
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Entdo, por (2.12) segue que, para todo y € IB,
CiC S, (y) < Ca (2.24)

Entdo, exatamente como foi feito na Observacdo 2.4.7(a), temos que a condigdo (2.21) para

W =1 € equivalente ¢ condigdo de Carleson para a medida p sobre B, isto €,
Bl. < C|B,
para toda bola B € S,

Corolério 2.5.16 Sejam 1 < p < oc e p uma medida de Borel ndo negativa sobre B. Entdo

existe uma constante C > 0, tal que, pare teda g € LP(S™),
[ lusPduty) < € [ igle)Pdo(a), (225)
se e somente se u € uma medida de Carleson, isto €, se e somente se
|B|, < C|B, (2.26)
para todas as bolas B = B(z,t), 0 <t < 2.

Demonstracao. Vamos supor que existe uma constante C' > 0 tal que para toda g € LP(S™)

ternos (2.25). Sejam B e B’ como na Observacio 2.5.14. Entdo, por (2.23), temos que

(C)p -<_ EU’XB! ($>1p?

1
J

para todo r € B. Integrando ambos os membros da desigualdade acima sobre B com respeito
& medida u, por (2.25) e utilizando o fato que a medida de Lebesgue sobre S* é doubling,

temos

(C)|Bl,

IA

JACREIZTE
| s, (@)Pdu(z)
B

¢ [ xzWPdoty)

C' B

| VAN N

(7aN

C!IlB}’
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que é (2.26). Agora, vamos supor (2.26). Pela Observagio 2.5.15, temos que (2.28) é equi-

valente a (2.21) para W = 1. Entdo, pelo Coroldrio 2.5.13, temos (2.25).

Observagao 2.5.17 Sejo (X,d, 1) um espago de tipo homogéneo e seja D um subconjunto
aberto de X. Para cada z € X, seja t(z) = d(z,0D) e seja alx) € D tal que d{z,a(z)) <
3/2 t(z). Seja B o conjunto de todas as bolas B = Blz,r) = {y € X : d{z,y) < r},
com z € 0D e r > 0. Suponhamos que ¢ seja uma fungdo ndo negativa, definida sobre 0s

borelianos de X e satisfazendo as seguintes condicdes:
(i) existe co > 0 tal que se B, B' € B ¢ B' C B entdo ¢(B') < ¢ ¢(B).

(ii) eriste co > 0 tal que o(B(z,2r)} < ¢o w(B(z, 7)), para todo z € 9D e todo 7 > 0.

Se v é uma medida doubling sobre 8D, definimos

1
M, flz) = sup ——
Vf( ) T)ﬁg} QO(B) /%

() ldvly),
onde B = Bla{z),7) = {y € X - d(y,a(z)) < r} ¢ B=BNAD. O resultado sequinte estd

demonstrado em Zani [18].

Teorema 2.5.18 Sejam 1 < p < g < oo. Sejam V e W pesos definidos sobre D e 8D
respectivamente. Suponha que WP (z)dv(x) sejo wma medida doubling. Entdo existe uma

constante C > 0 tal que

(fpes@rv )’ < ([ e @)

para toda fungdo real e mensurdvel f, se e somente se existe uma constante C > 0 tal que

1 N & I—p" )p"
= <
<5 (Lv@du=)" ([ w @) <c,
para todas as bolas B = B{z,r) com z € 0D er > 0, B=BNDeB=BNaD.

Seja, agora, (X,d,w) um espaco de tipo homogéneo e seja D = X x {0,0¢). Entdo
8D = X x {0}, que identificaremos com X. Vamos considerar o quase-distncia d sobre
X =X x[0,00) por

-~

d{(z,t),(y, 8)) = max{d(z,y), |t — s/},
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e & a medida preduto sobre X dada por do(z, t) = dw(z)dt. Entio (X,d, ) é um espago de
tipo homogéneo. Para cada (z,5) € X, sejam t(z,s) = d((z,s),X) = s e a(z,s) = (2,0).
Seja p a funcie definida sobre os borelianos de X dada por o(B) = BN X|,. Entdo, para

cada fungdo f a valores reais localmente integrdvel sobre X e {(x,r) € D, temos

M, flz,r) =sup !

|B(z,8) 1, | Flydldw(y),
s>r | B(x, 8l ~/B(x,s) ) ldw(y),

onde B(z,s) = {y € X : d{y,z) < s}. O resultado seguinte é uma consegqiéncia do Teorema

2.5.18

Coroldrio 2.5.19 Sejam 1 < p < g < oc. Sejom V e W pesos definidos sobre XeX
respectivamente. Sejo 8 a medida sobre X dada por di{xz.t) = V(z,t)d&{z, 1) e suponha que

WP (z)dw(x) seja uma medida doubling. Entdo eriste uma constante C > 0 tal que

(Jeto e raste )" <. ( ey gt

para toda fun¢do real e mensurdvel f, se e somente se existe uma constante C > 0 tal que

para todas as bolas B = B{z,r) = {y € X : d(z,y) <r} ¢ onde B = B{z,1) x [0,7].

Se X for um espago homogéneo G/H e, neste caso, a medida w sobre X € induzida
por uma medida de Haar sobre G, observamos que o Tesrema 2.4.6 ¢ vdlido se trocarmos
Mz, r) por Myf{x,r), onde Mf(z,7) € dada na Definicdo 2.4.1. Dessa forma, o Teorema
2.4.6 nos dd uma condigdo necessdria e suficiente para a limitagdo do operador M, de
LP( X, W{z)dw{z)) em IP(X,8), 1 < p < oo, enquanto que o Coroldrio 2.5.19 nos dd uma
condicgo necessdria e suficiente para o limitagdo do operador M, de LP(X, W{z)dw{x)) em
LIX.B), com1<p<q<oo.

Consideremos, agora, o espaco homogéneo (S™ d, o}, onde d é a distincie euclidiena
¢ o é a medida de Lebesque sobre S™. Seja k : B — S* a fungdo definida por k(z) =
(z/lzl, R{z|)}, = # 0, k(0) = (1,0}, 1T = (1,0,...,0). Dado um peso V sobre IB, seja

33



TV o peso sobre 57 dado por V(z,t) = V(iz), set < 1, e V(z,t) = 0, se t > 1. Seja
8 a medida sobre 8% dada por dB(z,t) = Viz, t)do(z)dt e seja p a medida sobre IB dada
por lA], = |k(A)ig, pare todo bereliano A C B. Vamos ainda denotar por w* o operador
wH(tz) = SUPge,ey U7 (rz)l, para 0 <t <1 ez € S”. Observamos que os resultados deste
capitulo continuam vdlidos se considerarmos v* definido dessa forma. Segue, entdo, como

consegiiéncia do Coroldrio 2.5.19 e do Lema 2.5.10 o sequinte resultado:

Corolario 2.5.20 Sejam 1 < p < g < oo. Seja W um peso definido sobre S™ tal que

WP (z)do(z) seja uma medida doubling sobre S™. Entdo, se existe C > 0 tal que

‘ﬂ\l et

%éélé ( [3 Wi-ﬁ”(x)dw(x)) <C,

para todas as bolas B = B(z,r) ={y € 8" : d(2,t) <r} comz € §* er > 0, entdo

i

(Ls@ras@)’ ¢ ([ 1r@pwEds@)’
para toda funcdo real e mensurdvel f.

Vamos considerar, agora, o espago de tipo homogéneo (IR, d, 11}, onde d € a distdncia
euclidiana e p é qualguer medida doubling sobre IR*™*. Tomamos D = IB e assim 0D = S™.
Vamos considerar a medide de Lebesgue o sobre 5™. Sejam (B} = |BNS"|, para todo

boreliano B de IR"™, t(z) = |1 — |z||, para todo x € IR™™ | e seja

z/lz] sexe R ex #0;

a(z) =
1 sex ={(.

Entdo, pare cada v =tz' € B, t € [0,1), 2’ € 5%, temos

Mo1(@) = swp s [ If0)idoty)

r>1-¢ | B(z!,7)|

onde B{(z',r) = {y € S™:d{2',y) < r}. Podemos mostrar que existe C > 1 tal que

Mf(z) < Myf(z) < CMF(x).
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onde usamos a notagdo MF para denotar o fungdo Mf{x) = Mf(z/|z], h{z])), e

Mz, t) = sup EB(i Y waj |f{y)ldo(y).

Segue como conseqiéncia do Lema 2.5.10 ¢ do Teoremna 2.5.18 o sequinte resultado:

Coroldrio 2.5.21 Sejam 1 < p < ¢ < o0. Sejam V e W pesos definidos sobre IB e
S™ respectivamente e df3(z) = V(z)dulz). Suponha que W' 7 {(z)do(x) seja uma medida

doubling sobre S". Se eriste uma constente C > 0 tal que
__Eg(/wlp x))”'gcz

para todas as bolas B = Blz,r) = {y € S : d(z,t) <7} e onde B = {y € B : d(z,1) < r},

com z € S™, r >0, entdo

(/Biu}(and@m)% <c ([ 1@)PW (o (_r))%

para toda funcdo real e mensurdvel f.

Observamos que o Teorema 2.5.12 nos dd wma condicdo necessdria e suficiente para
a limitagéo do operador w* de LP(S™ W (x}do(z)) em LP(B,u), 1 < p < oo, enguanto os
Coroldrios 2.5.20 e 2.5.21 nos ddo condicdes suficientes para a limitacdo do operador u* de
LP(S™ W(z)do(z)) em LB, 3), com 1 < p < g < co. Qbservamos que no Coroldrio 2.5.20
esta condicdo suficiente € dada em termos dos “cones” ou “cones truncados” B, enguanto
no Coroldrio 2.5.21 esta condicdo suficiente é dada em termos de B, que sdo intersecgdo de

bolas em IR™* centradas em pontos de S™ com IB.



Capitulo 3

Uma caracterizacao da limitacao do

operador integral de Poisson de

LP(S",w) em LY(IB, 1)

O objetivo deste capitulo é obter uma caracterizacio da limitagao da integral de Poisson
usy de LP(S™ w) em LA(IB, ), onde w e p sdo, respectivamente, medidas de Borel nio
negativas sobre S™ e lB e 1 < p < ¢ < oc. Observamos que, embora também chamamos
de integral de Poisson o operador uy,, néo é o mesmo operador estudado no Capitulo 2.
Portanto, neste e no capitulo anterior, obtemos condicdes necessdrias e suficientes para a
limitagdo de operadores distintos. Porém, se p = ¢ e w ¢ a medida de Lebesgue sobre S™,
podemos comparar os resultados obtidos neste capitulo e no Capitulo 2, o que é feito no final
da segunda secao.

Na primeira segao fazemos uma exposicdo de um resultado apresentado em Sawyer-
Wheeden-Zhao [16] que caracteriza a limitacio de L?(X,0) em L¢(X,w), de um certo
operador, onde X é um espago de tipo homogéneo, o é uma medida de Borel sobre X,
X =Xx [0, 00), w é uma medida de Borel sobre X 1< p < g < co. A limitagdo da integral

de Poisson de LF(IR", o) em L¢ (EH w) é obtida como consegiiéncia deste resuitado. Porém,

mostramos que & limitagdo da integral de Poisson de LP(S"™ w) em LY(IB, u) ndo pode ser
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obtida de forma andloga.
Na segunda secdo, demonstramos o resultado que € o objetivo deste capitulo. Um
resultado andlogo para o caso da integral de Poisson sobre IR™ estd demonstrado em Sawyer

4],

3.1 Um resultado de Sawyer-Wheeden-Zhao

Nesta segdo faremos uma breve exposi¢do de resultados de Sawyer-Wheeden-Zhao [16].
X denotard um espago de tipo homogéneo, o qual foi definido em 1.4.2. Consideraremos
as decomposigdes diadicas de X expostas na Secdo 3 do Capitulo 1. Todas as medidas que

aparecerem nesta sec&o serdo localmente finitas.

Definigao 3.1.1 Seja (X, d, u) um espago de tipo homogéneo. Se o e w sdo medidas de

Borel sobre X, definimos os operadores T e T* por

T(fo)z)= [ K(z.n)fwdoly). ze€X, (31)

T'(g0)w) = [ K(zp)g(@)due), v X. (3.2)

onde o nicleo K(z,y) € ndo-negativo ¢ satisfaz as sequintes condicdes: Fristem constantes

Ci>1eCy>1 tais que

K(z,y) < C, K(z',y) sempre que d(z',y) < Cs d(z,y);

K(z,y) <C K(z,y) sempre que d(z,y) < Cz d(z,y). (3.3)

Observacao 3.1.2 Em particulor, estas condigées sdo vdlidas quando Klz,y) = d(z,y) 5.
Mas, dada uma quase-disténcia d sobre X, existe uma distdncio p sobre X e um numero
positivo v tal que d € equivalente a p”, (veja 1.58.8). Portanto, as condi¢des (5.3) sdo vdlidas

se K(x,y) = cp(x,y)‘“f’, v > 0.

(S
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Teorema 3.1.3 (Sawyer- Wheeden-Zhao [16], Teorema 1.2, pag. 528). Suponha que 1 <
p < g < 00, e quew e o sao medidas de Borel ndo negativas sobre um espaco de lipo
homogéneo X. Sejam T e T* definidos por (3.1) e (3.2) com um nicleo K satisfazendo
(3.8). Suponha que T{xpc) € LYW, dw), para toda bola B € X. Seja K a constante dao
quase-distdncia d de X dada na Definicdo 1.3.1(%1). Sejam a; = 10°K™ e ay > 1. Sdo

equivalentes:

(1) Erziste uma constante C > 0 tal que, para toda fungdo mensurdvel f > 0

([ mn@rd) <o ([ erie). (3.4)
X X
(i) Erxiste uma constante C' > O tal que para todo elemento (J de uma dada partigdo diddica
D de X temos
: 1 .
([ Tieo@ @)’ < C Qi (33
e
; A L
([ )@ do@)” < Claw' . (3.6)

Defini¢ao 3.1.4 Dado um espago de tipo homogéneo (X, d, u), vamos considerar X=Xx

?

[0,0¢). Definimos uma quase-distancia d sobre X por
d((z.1), (y. 5)) = maz{d(z,y), |t - s]}.
e definimos uma medida doubling [i sobre X por

dif(z, t) = dulz)dt.

——

Entao (X, d, i) também € um espago de tipo homogéneo.

Definicao 3.1.5 Se o ew sdo medidas de Borel ndo negativas sobre X e X respectivamente,

definimos os seguintes operadores integrais:

—

T(fo)z,t) = [ Kilz,0)f@)do(y), (a1)eX (37)
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T (g)y) = [, K, )g(z, Odw(z,t),  yEX, (3.8)

onde o nicleo Ki{z,y) € ndo negativo e satisfaz as seguintes condicbes: Existem constantes

Cy>1 ey >1 tais que

Ki(z,y) < Cs Kp(2',y) sempre que d(z',y)+t <Cy {d(z,y)+1);

Ki{z,y) < Cs Ky(z,y") sempre que d(z,y') +1t < Cs (d(z,y) +1). (3.9)
Teoremna 3.1.6 (Sawyer-Wheeden-Zhao [16/, Teorema 1.5, pag. 531). Suponha que 1 <
p < g < oo e quew e o sdo medidas de Borel ndo negativas sobre os espagos de tipo

homogéneo (X,d, i) e (X,d, p) respectivamente. Sejam T e T definidos por (3. 7) e (3.8)

com um nicleo K, satisfazendo (8.9). Sdo equivalentes:

(1) Existe uma constante C > 0 tal que, parg toda funcdo mensurdvel f >

(frGoe ot aE) <o ([ Fer @) (3.10)
(i) Existe uma constante C > 0 tal que para todo elemento @ de uma dada particdo diddica
D de X temos
(/)? [T(xqo)(z, )] dw(z, at))é <C [Q@ (3.11)
e
(_/X { *(Xéjw)(x)}p’ dﬁ(ic));}? <C 3@[&’%, (3.12)

onde § = Q x [0,2(Q)) ¢ £(Q) € 0 comprimento do lado de Q.

Demonstracao. Fazendo f = xo em (3.10) obtemos (3.11}. Fazendo g = x5 na desigual-
dade dual (no sentido da Observagéo 3.2.27) de (3.10) que é

pr

(/;K{T*(gw)(x)gp'da(xﬂé <C (/}?ig(f t)}q’dw(:c, t)>4 7
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obtemos (3.12).
A reciproca deste teorema é conseqiiencia do Teorema 3.1.3. Seja K o nicleo sobre
X x X definido por
R (1), (y.5)) = Ky, 1)-

Vamos mostrar que a condicéo (3.9) satisfeita por K, implica que K satisfaz a condicdo (3.
com Cy = Cs e Cy = 3C,. De fato, sejam (z,t), (z',¥), (y,5) € X, com d((z', ), (y,5))

~

Cod({z, 1), (v, 3)). Entao

3)
<

diz',y)+ [t — sl < 2maz{d(z,y), [t' ~ s}

= 28{(3": il)f (ys 3))
S 202 3({:17, t): (y 5))
= 20, maz{d{z,y). |t — s|}

< Celdlz,y) + 1t —s]).

Por (3.9) isto implica que
Kit—sé ($: Z{J) <Gy K?t’—si(xfi y)

ou seja,

s

K{(z,t), (y,8)) < Cs K((«, 1), (3, 5)),

0 que mostra que K satisfaz a primeira condicio de (3.3). Para mostrar que K satisfaz a
segunda condi¢do de (3.3) , basta proceder de forma andloga.

Para medidas & e & sobre X, definimos

o

T(o)e,t) = [ K@), .9/l 5)da(, 9

= [ Ko )y, 5)do(y. ), (3.13)

——

T(g2)y.5) = [ (@19l 0do(z )

= f)? Ki_g{z, y)glz, t)da(x, 1), (3.14)

i
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onde f e g sio funcdes definidas sobre X.
Para medidas o sobre X e w sobre X satisfazendo as hipGteses do teorema, vamos
tomar dé(z,t) = dp(t)do(z)dt e & = w , onde &(¢) é a funclo delta de Dirac. Entéo, se

f(y,s) = f(y), por (3.13) temos

T(fo)e,t) = [ Kie,y)f)doly)

= /;(\Két—SE(xry)f(yas)da(yT5)
= T(f8)(z,1).

Logo, (3.10) é equivalente & desigualdade
1 1

([EUaeordaen) <c ([l opdses). (315)
Vamos construir uma decomposicao diadica D de X associada a D. Aumentando, se
necessdrio, a constante K da quase-distancia dada na Defini¢do 1.3.1(iil), podemos assumir
que ) é um inteiro positivo. Para cada Q € D, vamos definir § = @ x RE(Q), (k+1)EQ)),
para k € Z, k > 0, onde £(Q) é o comprimento do lado de Q. Entéo a colecio D = {Q -
Q€D e k=01, 2.} éuma decomposicao diddica de X. De fato, se Qy, Qp € Dy, €
Q1 Cx Q2 com Q1 = Uf e Qy = E}, segue da propriedade (i) de Dy, que k < [, e portanto,
como £(Q;) = 2X* e £(Q2) = 2X, devemos ter £(Q;) < £(Q3). A propriedade (iii) segue do

fato que A é um inteiro.

Entéo, pelo Teorema 3.1.3 a desigualdade (3.15) para T (e portanto (3.10)) é equivalente

a
([ . [F0o) (@ ootz )) < Q12 (3.16)

e
(L 5. t@)@ P dola0)” < ClaaQ"(3 (3.17)

para todos os elementos @ = Qy, com Q € D como acima. Aqui Q” é a bola que contém
Q com respeito & quase-distancia d da Definicio 3.1.4. Assim, @* é o produto cartesiano de

Q* com algum intervalo de comprimento equivalente a 7{Q*), onde r(Q*) é o raio de Q~.
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Como o suporte de & estd contido em X x {0}, a desigualdade (3.16) é ébvia, a menos
que @ intercepte X x {0}. Devido & estrutura dos elementos de D, @ intercepta X X {0}
somente quando @ = Q x [0,£(Q)). Para tal §, por (3.13), temos

o~

Tixgd)@t) = [ Kila,p)xo(y)do()
= T(XQO-}(Ivt)a

e também |Ql= = |Q|,. Assim, para tal @, (3.16) se reduz a

[z
& 1
([ 5 Teo)(a. traut@. )" < C [l
o que segue de (3.11).

Agora, vamos considerar (3.17). A integral do membro esquerdo é zero, e conseqiiente-
mente a desigualdade (3.17) é 6bvia, a menos que a,Q" intercepte X x {0}. Se a;@* intercepta
X x {0}, entdo a distancia de @ a X x {0} é no miximo um maltiplo de @ £(Q), onde Q
€ a projecao de Q sobre X x {0}. Como @ ¢ um elemento diddico, podemos tomar um
elemento diddico J contendo @ tal que J x [0,£(J)) contém @, e £(J) < ca£(Q). Seja
J=Jx [0,£(.J)), e note que J € D e que J se apoia na fronteira X x {0} de X. Podemos
assumir, sem perda de generalidade, que a, ¢ suficientemente grande para que J C a,Q*.
Entao, para tais Qe J, temos que Q C J e, além disso, como & = w, por (3.14) e (3.8),
temos

T (x5@)(2,0) = T"(x5w)(x).

Entéo, por (3.12) temos

(LT ogoe Pt = (LI (x50) )7 doa, ) ’
= (A[T*(ij)(w)}p’dg(xgﬁ
< |

L
< CleQid.
Isto verifica (3.17) e completa a demonstracio do teorema.
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Observacgao 3.1.7 S¢ X=R"x [0,00), um ezemplo tipico de um nidcleo Ki(x,y) definido
sobre IR" x IR™ satistazendo s condi¢fes (5.9) da Definicdo 5.1.5 € dado por

1 .
Kiz,y) = -EP(:C -y, t), tel0,00), z,y € R",

onde

Pz, t) = ¢,

T

ot
(£2 + |z|2)*F

¢ 0 nicleo de Poisson sobre IR". De fato, se considerarmos o distdncia euclidiane d(z,y) =

z —yl em R™ x R" ¢ u gqualguer medida doubling sobre a o- dlgebra de Borel de IR"
(por exemplo, a medida de Lebesgue), temos que (IR™,d, 1) € um espago de tipo homogéneo.
Definindo

o~

d((x,t}, (ys)) = max{i:z: - y[: gt - 3!}1
4z t) = du(z)dt,

temos que (IR™ x [0, oo),g, L}, também € um espaco de tipo homogéneo. Para aplicarmos o
Teorema 3.1.6, devemos mostrar que o ndcleo Ki{z,y) satisfar as condigbes (3.9). Isto de
fato ocorre pois, como a* + b2 < (a+b)2 < 2(a® + ) paraa, b > 0, s5e Cy > 1 € uma

constante fizada e z, z', y € R™, ¢, t' € [0,00) satisfazem
iz —y|+t <Cy{lz—yl+1),

temos que

A

2¢,
“ itz -y

1
(t + |z" — yi)=rt
H
404 Cr n+1
()2 + e —yl?) =
- 404 Kt" (:Ci: y)*

IA

404 Cp

IA
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o que demonstra a primeira desigualdade de (3.9). A segunda desigualdade é demonstrada
de forma andloga. Portanto, o Teorema 5.1.6 nos dd condicdes necessdrias e suficientes para

que o operador

P(fo)(a.t) = [ Klw)fW)do(y),  (z,8) € R x[0,%).

seja limitado de LP(IR™, o) em LI[IR™ x [0,¢),w), onde o e w sdo medidas de Borel ndo
negativas sobre IR™ e IR™ x [0,00) respectivamente, ¢ 1 < p < ¢ < oo, generalizando
o Teorema 3.1.8, demonstrado em Sawyer [14] e enunciado abaizo, que nos dd condigdes
necessdrias e suficientes para a limitacdo do operador integral de Poisson de LP(IR",0) em

LR x [0, 00),w).

Teorema 3.1.8 (Scwyer [14], Teorema 2, pag. 535) Suponha 1 < p<g< o0, e quew e o

sdo medidas de Borel ndo negativas sobre IR™** x [0, c0) e IR™ respectivamente. Sejam

P(fo*)(a:,t) = /JR” P(SC - yt)f(y)dg(y) (:E:t) < Ri+1

P (gw)(y) = / Ply—z,8)g(z. t)dw(z,t), ye€ R"

e+ 0,00}

onde P(x,t} € o nicleo de Poisson sobre R™. Séo equivalentes:

(1) Eziste uma constante C > 0 tal que, pare toda funcdo mensurdvel f > 0,

(/’{R”“X[0>oo)[P(fg)($’ Bt dw(z, t))é <C (/ Jf(x)?pdcr(x}f.

(ii) Eriste uma constante C > 0 tal que, pare todo cubo diddico Q@ C IR™, temos

ES

U° [ﬂmwmmwwm@qscwﬁ<m
R+1x{0,00)

(/MEP*(X@“fq~lw>($)]p’do(x));37 <C (éi%w(g:j))i < oo,

onde Q denota o cubo em IR x [0,0c) que tem Q como face.
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Observacao 3.1.9 Seja X = 5", seja d uma quase-distancia sobre S™ e seja p uma medida

doubling sobre S™. Entdo (S™,d, ) € um espacgo de tipo homogéneo.

Seja
Kilz,y) = 1_§f2Pt(:c= y), telo 1), z,ye ST, (3.18)
onde ,
Pz, y) = Cn!t; —yténﬂ

€ 0 nicleo de Poisson sobre S*. Sel < p < g < o0 e ¢ e w sio medidas de Borel ndo
negativas sobre S™ e S™ x [0,1) respectivamente, gostariamos de aplicar o Teorema 3.1.6

para obter condicies necessarias e suficientes para que o operador

Pgo)(z,t) = [ Kie.)ol)doly),  (w.t) € S"x 01) (3.19)

seja limitado de LF{S™ o) em LI(S™ x [0,1),w). Para isso, vamos ainda denotar por w
a medida de Borel sobre S™ x [0,00) que coincide com w sobre S™ x [0,1) e £ nula sobre

5™ x [1,00) e vamos definir
Kilz,y) =0, tefl,ec), z, ye S
Seja, também,

P (gw)y) = [

sm (o) Ki(z,y)g(z, t)dw(z,t) = / Kz, y)glz, tydw(z, ).

S7 % {0,00)

Para aplicarmos o Teorema 3.1.6 € assim obtermos condicbes necessdrias e suficientes
para gue o operador definido em (8.19) seja limitado de LP(S™ o) em L4(S™ x [0,00),w]} (e
portando de LP(S™, 0} em LI{S" x[0,1),w)), devemos mostrar que o nicleo K¢z, y) definido
em (5.18) satisfaz ds condicdes (3.9). Porém, o que mostraremos a sequir, € que o nicleo
K (z,y} ndo satisfaz estas condigdes.

Vamos supor por absurdo que K (z,y) satisfaz as condigdes (5.9). Vamos tomar z, ',
yeShet t€l0,1) taisquer =1 =y, t' =0 et suficientemente prdzime de 1, tal que

Cit>1le C;f(nﬂ) (1—1%) <1, o gue € possivel pois C3 > 1 e Cy > 1. Entdo
dz',y)+t'=0< 1< Cyt=Cy (dl,y) +1),
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e, pela primeira desigualdade de (3.9), isto implica que
Ka(l“a y) < Cy Kt,(xﬂy)

isto €

1 1
VI 6 N S —
fr— gt = =y

Cn

ou seja,
i

e’ -yl < O ftz ~ g,

e, pela escolha de x, z', y e t', temos
1< {1-1),

o que é um absurdo pela escolha de t. Portanto, K\(z,y) ndo satisfaz ds desigualdades (8.9) e
assim ngo podemos aplicar o Teorema 3.1.6 para concluir que o operador definido em (3.19)
¢ limitado de LP(S™, o) em L9(S™ x [0,1),w).

Nos parece que, embora o Teorema 3.1.6 seja um resultado vdlido pare espacos de tipo
homogéneo, suas hipcieses sobre o nicleo Ki(z,y) foram estabelecidas tendo em wvista obter
¢ Teorema 5.1.8 como consegiiéncia. Isto justifica o trabalho que apresentamos na secdo
sequinte, onde demonstramos um resultado andlogo ao Teorema 5.1.8 para o caso do esfera

5.

3.2 A limitacao do operador integral de Poisson

Definicdo 3.2.1 Se w e u sdo medidas de Bovel ndo negativas sobre S™ e 8™ x [0,1) res-
pectivamente, definimos, para fungdes reais, mensurdveis e néo negativas g e f sobre S™ e

St % [0,1) respectivamente,
Plge)(at) = [ Blayey)doly), (2t €S x[0,])

PUuw = [ Ply)feddat), yes

S x[0,1)
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onde Pi(x,y) € o nidcles de Poisson sobre a esfera S™ dado na Definicdo 2.5.3. Seja g uma
fungdo mensurdvel sobre S™ e sefam g. e g. funcgdes mensurdveis e ndo negafivas sobre
S* tais que ¢ = g+ — g-. Se para todo (z,1) € S™ x [0,1) tiwermos Pg.w)(z,t) < o
ou Plg_w)(z,t) < oo, definimos P(gw)(z,t) = Plgsw}(z,t) — Plg.w)(z,t). Analogamente
definimos P*(fu}(y), y € S™, para uma fungdo mensurdvel f qualguer definida sobre S™ x
0,1).

Observagao 3.2.2 Observamos que

Jorsiony PO @0 @ )z, 6y = [ o) P (1) )l

isto é, P* € o operador de Poisson dual de P com respeito ao par (L?(S7x[0,1), p), L2(5™,w)).

De fato, temos
fs o) Plgw)(z, 1) f(z, t)du(z,t) = [S o ( / ] Pg(x,y)g(y)dw(y)) Flz, Odu(z, t)

} / </5’“><{0,1) B, y)f($=’f)d#($=t)> 9(y)dw(y)
= [ swP (fu) @)

Observacgao 3.2.3 Seja f > 0 uma funcdo mensurdvel e limitada definida sobre S™ x [0, 1).
Seja p uma medida de Borel finita e ndo negativa sobre S™ x [0,1). Dado k € Z, seja
O = {x € 8" : P(fu)(z) > 2¥}. Como Plz,y) é uma funcdo continua em seu dominio,
o conjunto (I € aberto. Seja n > 2 uma constante fizada, e seja R = g?y. Entdo podemos
escrever S, = UjeLka; L, C IN, onde Qé? sdo elementos de A = o Ax mazimais entre
0s Q@ € A que satisfazem RQ* C Q4, e onde | denota que o unido é disjunta. Lembramos
que (* denota o bola que contém @ dada na Observacdo 1.2.9. Observamos também que, da
maneira como foram construidos, os conguntos Oy safisfazem Q. C 4, para todo k € Z.
Se para algum k € Z tivermos Q = S™, tomamos ky = mazx{k € Z : Q = S™}. Entdo
Q. = 8" para todo k < ky. Consideraremos, entdo, epenas 0s conjuntos £, para 05 quais
k> k.

No que seque, iremos considerar f, u, S, n, R, Qf fizados como acima.
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Observacao 3.2.4 No que seque, o letra C denotard vdrias constantes e nao serd necessa-
riamente a mesma nas diversas vezes que aparecer. Quando uma constante depender de uma
varidvel, esta varidvel aparecerd como um fndice da constante. Por exemplo, denotaremos
por C, uma constante que depende de 17. No entanto, para ndo carregar a notagdo, como o

dimensdo n estd fizada, omitiremos a dependéncia de n.

Lema 3.2.5 Sejam (2, Qf, n e R como na Observacao 8.2.3. Entdo eriste uma constante

C, > 0 tal que
(i) e =U; Q¥ e QFNQS = 0 para i # j;
(1i) RQY C Qp e 4RQY NG #90, para todo (k, j), desde que O # S™;
(iii) 3 Xﬁgfm(z) < Cy xa,(2), para todo z € S™ e todo k € Z:
(iv) O mimero de elementos Q¥ que interceptam uma bola fizada nQ%" ¢ no mdzimo C,.

Demonstragdo. Da construgio de 2y ¢ dos QF temos (1). A primeira inclusio de (ii) segue
da defini¢io dos Q%. Vamos mostar agora que 4RQ§-“* N¢ # 0 para todo (k,7), desde que
Q. # S™. Pela maximalidade de Q’;?, se Q? e A, e Q é 0 nico elemento de A,_; que contém
Q. entdo RGN # 0. Seja, entdo, z € RQ*NQL. Se zgy € um elemento de Qe 25 ¢
um elemento de Q dados na Observacio 1.2.9, temos

|z — :ch[ <le=azl+lrg —wgrl S RET, +67, <2R6, = 4R5].

Logo z € 4RQY" e assim 4RQ¥ NQOf # 0, 0 que demonstra (ii). Vamos demonstrar (iii).
Se €1 = S™ entdo a propriedade (iii) é trivialmente satisfeita. Vamos supor ©; # S™. E
claro que, se z € Qi a desiguladade (iii) é satisfeita, pois, neste caso, ¢ lado direito da
desigualdade é zero. Além disso, como Qf C §y, por (ii) temos que RQ?* < Q. Temos
também que nQ* C RQ¥ C Q4 e, portanto, se z ¢ (% temos que z ¢ Q%" para todo j, 0
que implica que o lado esquerdo da desigualdade também é zero. Fixemos agora z € {2 ¢

suponha z € 7Q%". Afirmamos que
1
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se Q% € A;. De fato, da primeira afirmagéio em (ii) segue que
R} < d(sgs, ) < ogs — 2| + d(z, ) < 0} + dl(z, Q).

isto &,
1
57?5? = RO — 0oy < dlz,QF),

o que demonstra a primeira desigualdade em (3.20}. Para demonstrar a segunda desigualdade
em (3.20}, observamos que a segunda afirmagio em (ii} nos diz que d(zQ;ﬁQE) < 4R47.

Entao,
d(2, %) < [z — 2gs] + dlage. OF) < nd} + ARG} = nd} +4- g—na; — e,
o que demonstra (3.20). Agora, seja s = d(z, Q). Entdo
Q} C B(z,4s). (3.21)
De fato, se w € Qf, temos por (3.20)
lz —w] < |z~ $Q;;l + !xQ? —w| < ndf + 6] < 2] < 4d(z, 2]) = 4s.
Logo, w € B(z,4s), 0 que demonstra (3.21). Também temos
B(z,4s) C 2977,8(2:@;;,5?). (3.22)
De fato, se w € B(z,4s) entdo por (3.20), temos
lw —$Q§[ <lw-—-zl+|z —ngl < 4s+ ] < 4-Tnél + nél* = 29967,

o que demonstra (3.22). Como a medida de Lebesgue ¢ sobre S™ é uma medids doubling,
segue da Observacdo 1.2.9 que existe uma constante €, dependendo somente da constante

doubling para o e de 7 tal que

B(z,45)| < C; |Blzqs. 67)| < C Blage, Cii7)| < Cy Q4. (3.23)
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Segue por (3.23) e (3.21) que
< C"? kit
j

= G 451|U{Q}c zEnQ’”}

< G,

Isto demonstra (iii). Para demonstrar (iv), observamos que, se O = S™, a propriedade (iv)
é trivial. Vamos supor £ # S". Suponha que QF intercepta uma bola fixada an,-‘*e seja
z nesta interseccio. Entdo (3.20) vale da seguinte maneira: se Q% € A, e Q% € A, entho,

como z € Q¥ N Q¥ temos
1
5”75% < d{z, ) < Tndp,

i
780 < dlz, ) < Todf
Logo, 67, < 1467 e 6] < 1467,. Afirmamos que
Qf C 29nQ%" C 4219Q". (3.24)

De fato, sejam z o+ e zox elementos de @ e @* respectivamente, dados na Observagio 1.2.9.
Q5 Q5 i s

Se w € QF entdo
|w -~ 2| < |w—zge| + |zgr — 2| < I, + 67, < 2847

Assim,

[w —-xQ?I <jw—z|+ ;f:—:z:c;,ji < 2887 + oy < 29767,

e, portanto, w € 29nB(zqk,d]'), 0 que demonstra a primeira inclusio em (3.24). Para

demonstrar a segunda inclusdo, seja w € 2977@?. Entao

[

IA

29m6;" + |zgr — 2| + {2 ~ T
7 g

< 20n6; + ot + 4y,
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< 30nd] + 4y, ]
< 307 146" + 67

< 421nd,

o que demonstra a segunda inclusdo em (3.24). Por (3.24), pela Observagdo 1.2.9 e do
fato que a medida de Lebesgue ¢ é uma medida doubling sobre 5™, segue que existe uma

constante C, que s6 depende da constante doubling para a medida ¢ e de 7 tal que
29mQ77| < [421nQ%7) < Gy Q57| < Gy |Blagy, C1d7,)| < GolQEL (3.25)
Segue por (3.25) e (3.24) que

#{s:QF Q" # 0} = > 1
se{s:Qk MnQE #0}

oD SRR (4
129mG5 !se{s:anQ;’#@}

1A

i 5
¢ | .
o] Y@

se{s:Qf [ Qs " #0}
G

o [20mQY |
120nQ%" T

= Chp,

(A

A

o que completa a demonstracio de (iv).

Lema 3.2.6 Sejam ), Qf’;, 1 e R dados como na Observacdo 5.2.3. Suponha Qi # 5”.

Entdo existe uma constante Cy > 0 tal que para todo (k. j}, temos
Pt(xay) S C’rp Pi(z: y)
para z € QF, (y,1) ¢ 2@;?* ez € éRQf*.

Demonstragao. Primeiramente lembramos que, se Qf = U{z gk, 1), entdo
3

208" = 205" x [0,1), para 1- /2 <1<1/2
2Q%¥ x [-1+2{,1),  para 1/2 <l<1l
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Vamos supor z € 4}3@?*, reQfe(yt) g 2@‘;‘* Como (y,t) ¢ 2@:?*, temos duas possibili-
dades:

(a) y ¢ 2QF ou
(b) t¢[-1+2,1)el/2<<1.

Vamos analisar cada um destes casos separadamente. Vamos supor (a), isto é, y & 2@;?*,
e vamos escrever QY = Uzgs,l) = Blzge,s). Como z € QF e y ¢ 2QF, temos que

iz~ y| > s. Por outro lado, como z € 4RQ§?*, temos que

f 1 1 3 -
IZ“‘Q:ESEZ"Q:Q?E"}'[:EQ?—'CCJS4RS"'§“324‘§7’}S+SS ns.

Entéo,
z—yl<lz—zid+jz—y < Tps+lr—y| < Tl —yl+ iz — vy < 8nlz —y).
Logo,
1—#2
Pt(x.} y) = Cn
(1—t2+tlz—yP)e
a2
-<— cﬂ- 1 t 1
(Q—12+ iz —u?)
= (Sn)n+1cn 1 — tz -1
(Bn)2A~t)P+itz—ylH)®
2
2

(A =22 + 1z —yl?)

Vamos, agora, supor (b), isto é, t ¢ [—1+21,1). Vamos escrever Qf = Ulzgr, 1) = B(ng,s),
7
onde s = h(l) = v2(1 — ). E suficiente supor y € QQ:?* pois, caso contrario, temos o item

(a). Entdo, como z € 4RQY e y € 2Q%", temos que

3
[z—y!g|z—:€Q§!+}$Q;§wyi§4Rs—é—28_<_4-;~2m?73—§—2?7,9:8775.
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Ainda, t < —1+ 2] implica (1 — ) > v2-v2(1 —{} = V25 > —‘g-]z ~ yl. Entéo,

Pt 3 = Bl
TR T

- cn poyey

(!1»,; z - f!1—2f;2 _{_th_ylg)T
1-#

IA
&

Tl

2, 1—$)2 . Z
(3(2) 12— vl + 252 + iz - yP)

IA
£

k1

[ * -2y
B

< (2-68n)°)7F Blay),
0 que encerra a demonstracdo do lema.

Lema 3.2.7 Sejam f, u, Q? e n dados como na Observacdo 5.2.53. Entdo existe uma cons-

tante Cp > 0, tal que para todo (k,j), temos
P*(X(géf')cf“) (IL‘) < Cn 2 (326)
para T € Qi,‘?.

Demonstracio. Se (3 = 5" = QF € Ay entéo (2@;“*) = 5" x [0,1) e daf (2@?*)'3 = {.
Logo, vale (3.26). Vamos supor agora () # S™. Seja z € 4RQ§* M2, o que € possivel pelo
Lema 3.2.5(ii). A desigualdade {3.26)} segue da desigualdade

Pyfz.y) < C, Piz,y), z€QF (y.1)¢20Q%, (3.27)

demonstrada no Lema 3.2.6. Multiplicando ambos os membros de (3.27) por f(y,?) e inte-

grando sobre (2@;?*)‘: com respeito a du(y,t), temos, para z € Q¥

Py f @) = [ . Ple)f(y,0du(y.?)

(2% )
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S G [ PlE0) f(0n 1)ty :
S Ofi Snx;(}l}H(Z’y)f(y’t)dﬂ(y’t)
= Gy P()(E)

< Gy 2,
o que demonstra {3.26).
Observacgao 3.2.8 No gue segue, firaremos n > 30.

Definicao 3.2.9 Sejam f, €, Q;?, Li e n como na Observacdo 8.2.5. Firemos um inteiro
m > 2 satisfazendo 2% > C,, onde a constante C, é a mesma que aparece no Lema 3.2.7
(e, portanto, € a mesma constante C, do Lema 5.2.6) e sd depende da dimensdo n e de 7,

que agora estd firado. Assim, m independe de f. Vamos definir o conjunto
Ef = Qf O (Qpam-1 — Liem),
parak € Z e j € L.

Observacao 3.2.10 Como 1 estd fizado, o partir de agora escreveremos apenas C para

denotar as “novas constantes” C, que dependerem de 7.
Definicgo 3.2.11 Sejom Qi e QF como na Observagio 3.2.3. Definimos QO = U @f

Lema 3.2.12 Sejam (g, Q?, Ly e i como na Observacdo 3.2.53. Seja w uma medida de
Borel finita e ndo negativa sobre S™. Seja E}‘ como na Definicdo 8.2.9. Sek € Z ej e Ly

temos que
Bl <27 (of + 7,
onde
k
;o= P Jiy, t yhduly.t
% = fr .., POx) 0 v 0auv.1)
e

.\1
I

i= o, PO £ duly. 0,
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Demonstragdo. Para z € Ef C Quim— 1, segue de (3.26) e da escolha de m na Definicao

3.2.9 que

P*(Xgééc*f}u’)(x) = P*(f,u)(ﬂ?) - P*(X(Qﬁf*)cf#) (‘T)
= Qk%mwl _ Cf} 216
= kaimmwl . Ek—’rm—?
= 2k

Logo,

B, = [ dw(a)

= o /E . <oy PAE V0050 (4, )duly, 1)de(z)
= 2 [ L P f )ty )

- /23“ y,t)f Py(z,y)dw(z)duly, t)

- f y,t)/ Py(z, y)xgs (z)dw(z)du(y. 1)

= / & P{xgrw)(y, 1) fly, t)duly, t)

= 27%(oF + 7F).

7

Definicdo 3.2.13 Sejam QF e Ly, dados como na Observagio 5.2.9. Seja m o inteiro fizado
na Definicdo 8.2.9. Dados k € Z e J € Ly, definimos o conjunto

HY = {i: Q™ (208 # 0}

Lema 3.2.14 Sejam Q% e Ly dados como na Observagdo 3.2.8. Seja Hf como na Definicdo
5.2.15. Dadosk € Z e j € Ly temos que se i € Hf entdo Q™™ C 30Q%.

Demonstragao. Fixemos k € Z ¢ j € L; e seja ¢ € HF. Entdo QF ™ N2Q% # 0. Seja
z € @FMN2QF . Vamos escrever QfF™ = B(zgiem, di*™) e QF = Blags, df). De (3.20)
13 M




temos

1

1 -+ 51T
ST < d(z, Q) < Tndi

Como Qpum C S, temos que d(z,Q5.,,) < d{z,Q5). Usando este fato e as duas desigual-

dades acima, temos

% 2 2
di ™" < =d(z, ) < Ed(zﬁ %) <
i

3

- Tnds = 14d5. (3.28)

Seja y € Q™. Entdo,

AN

lv—cg:l < ly—2l+lz— zgp]

(A

A

a5 4+ diT™ + 245

A

k a0k k
14d" + 14d" + 24"

it

&
30d;,
0 que encerra a demonstracdo do lema.

Lema 3.2.15 Sejam Qf,f- e Ly dados como na Observagéo 3.2.3. Seja m como na Definicdo
829 Dadosk € Z,1 € Ly € s€ 51 € jo 360 tais que Qf*mQEQﬁs* # @ para 5§ = 1,2
entao

L < df, < 70d",

?O J2 — 31 -~

onde df, ¢ o raio de Q.
Demonstragdo. Sejam z; € QF7™N2Q% " e 2, € Q™ N 26,2;?2*. De (3.20) temos

1
indjfl < d(z, ) < ?ndi,

1 . o
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Entdo se @™ = B(ziem, d¥™) e QF " = Blzps ,d¥) para s = 1,2, temos
Q Js Q Js
) s

1 k
574,

IA

d(zla Q,‘i)

< o = | +d(z2, Q)

IA

121 - ZL‘Q;'_c-:-mi e lm@f*” — Zg[ -+ d(zg, QZ)

A

dEt™ 4 it L ?nd;g,

Mas como i € HJ,

segue de (3.28) que df™™ < 14d%,. Logo,
é—nd;i < 2d;7™ + Tods, < 28dE, + Tnds, < 35nd,,

isto é, df < 70d,. De maneira inteiramente andloga ¢ possivel mostrar que df, < 70d% .

Lema 3.2.16 Eriste uma constante C > 0 tal que para todo () € A temos

#{Q e A:Q2Q"#£0 e 1/14d < d < 14d} < C,

onde d e d' denotam os raios de @ e Q' respectivamente.

Demonstragao. Primeiramente vamos lembrar que, pela Observacido 1.2.9, se @ € A;,
entdo existe zo € @ tal que Q" = B(zg, ¢27%), onde p é uma constante que s6 depende da
dimensao n.

Fixemos @@ € A e suponhamos que Q € A;,. Entao,

ky+4
{QeA:1/14d<d <14d}C |J A (3.29)
k=ko—4
De fato, seja @ € Ay, tal que 1/14 d < d' < 14d. Entdo 1/14 g27%F0 < 027% < 14027%, e
assim kg + log, 14 > k > ko — log, 14. Isto demonstra (3.29). Portanto,
ko-+4
#{Q e A:Q12Q" £V e 1/14d <d <14d} £ D #{Q € A : Q)2Q" # 0}.
k=hkp—4
Vamos primeiramente estimar #{@Q € Ay, : QN2Q" # 0}. Se Q' € A, temos que d’ = 4.

Se tivermos também @ N 2Q" # B, vamos mostrar que
Q' C4Q". (3.30)

77



Seja z € @N2Q"", sejam zg e xg o0s centros das bolas Q* e Q7 respectivamente e seja
w e . Temos
lw—z| <lw—zg| + |lzg — 2zl <d' +2d = 3d,

e assim,
w -zl < |w—zl+lz—10| <3d+d=4d,

o que demonstra (3.30). Do fato da medida de Lebesgue sobre S™ ser doubling, pelo Corolério

1.2.10(ii) e por {3.30), existe uma constante C' > 1 tal que
QT <l =ClR" £l (3.31)
Portanto, por (3.31), temos

#{Q € A, 1 Q20" # 0} = > 1
Qe{Q A, Q)20 #0}
' _
— > Q]
|4Q i QE{Qr

A Q) 2Q' %0}

IA

|

c _

— Q] Y ¢
C

Oe{QeA, Q20 #0) |

!

il
&

(3.32)

Agora, como @ € A,, existe um tnico Q@ € Ag,_;, i = 1, 2, 3, 4, tal que Q C Q.
Entéo, como a desigualdade (3.32) também é vilida se supusermos @ € Ai,..;, e tomarmos

Q' € Ag,..;, temos
#{Q € Apgei 1 Q[)2Q" # 0} < #{Q' € Apo—i : @[ )2Q7 # 0} < C. (3.33)

Pelo Teorema 1.2.5(ii), temos que para todo & > 0, se @ € A, entdo @ é a unido de no

méximo 2" elementos de A,;. Portanto, por (3.32) e por (3.33), temos

#{Q e A: Q20" #0 e 1/14d < d < 14d} <
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ko-+4
< D #HA e A Q)2Q" £ 0}
k=ko—4
ko+4

ko
= > #HQeA: QN2 A0+ Y #{Q €A :Q[2Q7 £0}

k=ko—4 kekn+1

< 50+ 2" #{Q € Ay, : Q[)2Q" # 0}
C,

I A

o que demonstra o lema.

Lema 3.2.17 Sejam Qf e Ly como na Observacdo 3.2.5. Seja m o inteiro da Definigdo
3.2.9. Existe um inteiro positivo C tal que pare todo Q@ € A e todo 0 < M < m — 1 existem

no mdrimo C pares de indices (k,j), com k € Z e j € Ly, satisfazendo
(i) k=M {(mod m);

(i) Os elementos Q% ndo estio entre os elementos {QF ™ };;

(iti) Q = QF™™ para algum i € Ly, tal que Q7™ N2Q5" # 0.

Demonstracdo. Fixemos ¢J € Ae (0 < M < m ~ 1. Existe uma seqgiiéncia de inteiros

congruentes a M mddulo m consecutivos, ki, ks, ..., kn, com n > 1, e uma seqiiéncia
i1, A9, ..., i, tal que @ = QFF™ para o =1, 2, ..., n e tal que @ = QF™ implica
(k,7) = {ks.1s) Para algum o, o =1, 2, ..., n. Observamos que n < oc, pois M Lgem # 0.

Vamos primeiramente mostrar que o resultado é valido para ¢ = 1, isto ¢, existem no

méximo C pares de indices (k;, 7) satisfazendo (i), (ii} e (iii) simultaneamente. Para isto, é

suficiente mostrar que

#{j Q208 £ 0} < C,

para algum inteiro positivo C. Mas, se ij*’m ﬂ?Qfl* # (), entdo, pelo Lema 3.2.14 temos

que QF17™  30Q%". Portanto, se y € Q™ pelo Lema 3.2.5(iii), temos
i i

21

#{7: QR N208 £0) = > 1

Fe(HQET™ 2@ 0}
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j 7

S Z XgOQ"fl v (y)
j 7

< CXQh (y)

= (.

Suponhamos, agora, o > 1 e seja (k,, j) satisfazendo (i), (ii) e (iii}. Temos que ¢ =
Qf:;fm = Qza_l +7, pois 0s k, sflo inteiros consecutivos satisfazendo ky, = M (mod m).

Portanto, @ esté entre os elementos {@Q%},. Por (iii}, temos que Q) 2Q§°’ # (. Portanto,

ko 2 . ko p . *
se d;° é o raio de ;" e d € o raio de ()", temos que
1 k
ng <d;7 < 14d. (3.34)
De fato, seja z € @ 2@?“ Entdo, como z € Q C O, = U, Q% temos por (3.20)

574 < d(z,95) < Tnd,

i
Sdy” < d(z, 9F) < 7 df,

de onde segue {3.34). Mas, pelo Lema 3.2.16, temos que o conjunto Ag = {@ € A
QN2Q7" #0 e 1/14d < d' < 14d} tem no maximo C elementos. Portanto, como Qf" é tal
que @N 2@?"* #hel/ldd < d;“" < 144, devemos ter que Q?" € Ag.

Agora, para cada Q' € Ag existe no maximo um par (k, j) satisfazendo (i}, (ii) e (iii) tal
que Q’fc @'. De fato, fixemos @' € Ag e vamos supor por absurdo que (kq,,51) # (koy, Jo),

ko k . . , .
=@t = Q. Se kyy = k,, entdo j; # j2, 0 que € um absurdo, pois, neste caso

com @
temos Qk” ﬂQk"l = . Portanto, sé podemos ter k,, # k,,. Sem perda de generalidade
podemos assumir k) > k,,. Entdo k,, > k,, +m. Assim §, C O, 1. Por (ii) temos que
Q?fl = ff ? ndo estd entre os elementos {Qf’2+m}i. Portanto, Q;" Pt Qf 727" bara todo 1.
Mas, como k;, > ks, + m, temos entao que Qf;’ - Qf:f Pk Qf 27" hara, algum i. Mas isto

é um absurdo, pois, por construgio dos Q? (veja Observacdo 3.2.3), temos que
Rchg C:# RQ?az-ﬁ'—m- c Qk02+m c nggy
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ko,

e portanto (J;;* n&o € maximal satisfazendo RQ* C %, . Logo, ndo podemos ter (k,,,j1) #

. ko ko o . .. .
(ksy, J2), com Q4" = Q};° = ¢, o que implica que existe no maximo um par (k, j) tal que

(k,j) satisfaz (1), (i), e (iii) e Q¥ = @'. Isto demonstra o lema.

Lema 3.2.18 Sejam () e Qf dados como na Qbservacdo 3.2.3. Seja w uma medida de Borel
finita e ndo negativa sobre 5. Fizemos 0 < 3 < 1, seja m o inteiro fivade na Definigao
3.2.9 e fizemos um inteiro M, 0 < M < m —~ 1. Para todo {z,t) € 5™ x {0,1), temos

(k.jyer
E=M {mod m)

onde

F={(k,j):|EH. > B81Q%. e of > 75},

H

E} é o conjunto da Definicio 3.2.9 e o¥, t¥ estdo definidos no Lema 3.2.12.

Demonstracao. Primeiramente vamos observar que, se Qf* = Blzgs, df), entao temos

3 Xg@,c*($= t)x(ﬁkm)c(x,t) =
(kJ)EF 1 ’
k=M (mod m)

= Z Xg@;c'(x:‘t)X(ﬁk@m)c($7t) + Z Xz@‘;c’ (2:: t)X(ﬁk+m)c (CC? t)

(k.JYEF (kyer

k=M (mod m) k=i (mod m)
2d§>\/§ 2d§g¢’§
= [+l (3.36)

Vamos estimar [ e I] separadamente. Para estimar I, vamos observar que se Q? € A
entdao, pela Observacao 1.2.9, temos que df = 07 = 2v7, onde 7 é dado no Teorema 1.2.7.
Portanto, existe s, > 0 tal que se 5 > s, entdo 267 < /2. Logo, pela Observacio 1.2.4,

Lemos

F= T gt e
(&.jIeF
k=M {(med m)
2d;.=>\/§

Z Xg@%:’(x: t)
(kjIEF !
k=M (mod m)
24?»/5

[
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IA

Z XQQ;C“ (z)

hjlEF
k=M {mod m)
208 >vE

#{(k,5) : 2d5 > V/2}
< S #A,
C,. (3.37)

IA

H

Agora, vamos estimar /7. Temos

V2

k* I
Q = Blags. dj) = b(zQ;;? 1-—5dj)

e assim
2Q5" = Blagy, 2d5) = Ulzge: 1 = V2d).

Portanto, como 2d% < /2, temos
Ak* E* ! k

Também, como

Opem =, 05 = U, (@™ x [ (1QF ™)), 1))

temos que

) = (U@ x [0,07(Q4™)) ) U(@kam)® x [0,1)

Logo,

" UwZ)EF Xgé‘?* (1’7 t)x(ﬁwm}c (CE t)
k=M {mod m)
2ak<vE

= 2 g @ Oxugeafarigertn) (38 +
{k.g)EF J ‘ v
kz=AM (meod m)

2d§5\/§

Y X (B X@eex0 (T )
{(k.J)EF o
k=M {med m}
24;?5\/”2“

= JIT+]IV. (3.38)
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Vamos estimar /1] e IV separadamente. Para estimar I71], fixemos (z,¢) € S™ x [6,1). Se

Z € Qpom, existe um dnico iy = ix{z) tal que z € Ok*m Seja

ki =ki(z)=max{k € Z :2 € Qpim},

e seja
Fu={kj)eF: k= M(mod m), 2d¥ <v2, k <k}
Entao,
L= 2 Xy (#:8) Xugbemxfoa-tarp) (5, )
{(k.jieFuy
= > Xogr (8) Xriovaa ) ©) Xorm(8) X1 ey (B
(k,5YE Far QJ : ﬁd}-l) Q‘lk [B,a 1(‘@& |))

Mas se xppi+(2) Xgr+m(z) = 1 entdo z € Q¥ N2Q% e, portanto, i € HF, o que nos d4
J k23

HI = 3 Xagr(8) Xpiovger 1) () Xgiem (%) X1y om0
hem [-vada) A =205 ™))

< Z X Uix) X1=v2d5 1 (t) x 171k (t)
(k.J)EFM H . 7 ) [0,0ﬁ {iQik ?))

Por outro lado, temos que se X[1-v3a: 1)(1") X{ )(t) = lentdo 1 —v2df <t <

Dt (@5
o H|QET™) e portanto ol — v2d%) > a(t) > |@5T™|. Pela Observagdo 1.1.5, temos

wn_12”

a(l—V2dh) = [U(1,1-v2d%)] = |B(1.2d%)] < 2" (dh)" = Ki(d5)",

com Kl =2 w, ;/n. Agora, pela Observa¢do 1.1.5 e pela Observacio 1.2.9 temos

wnmlzn——l

nyn-l

""m| > |Blz kwm,C]_d;c:—m)l >

CHdE™" = K2,

com K2 = 2"*C7T w,_1/n7™ ! Portanto, se Xglm\/ﬁdf,i)(t) X[ () = 1 entdo

0.0-1(1Q5™)
Ko (d5) > aft) > K (di7™)™. Logo,

I < 30 xgeliv) X[1-vage 1) (8) X

(k)€ Far

) (t)

o020t

< Y XHk i) o e (eft),
-y (Kﬁ(d% o, KL(dE) }
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Agora, seja
={j: Q™ (2Q% #0}.

Para cada Qk“‘m existe um unico j; € I tal que Q“m - . De fato, pela definicdo dos
QF™ temos que RQf:m C Qo Tt = UQ;?. Logo, pela mammahdade dos QF, devemos
ter que existe um tnico QF tal que Qf:m C QF . Observamos que, da maneira como 0s
i, foram escolhidos (de forma que z € QF™™), temos que Qf = QF . Pelo Lema 3.2.15,

temos que se j € Iy entdo df < ’?Odfk_m; onde df _ éoraio de QF . Entéo

<

(£.5Y6F
< 20 xm(ie) x ] (e(t)).

24 ak+m 1 i
(k)P (reetzmr sl )

Sejam, agora, i, np € Z tais que 271 < TOPK. < 2™ e 2™ < K2 < 2% Como

K2 < K}, temos que ny < ny e portanto existe um inteiro positivo r tal que ny = ny + 7.

Portanto,
nr < Xar (i) X - (o(t))
T (aratzmye mironies,_ ]
< Y Xl Xy e o (af))
A (2 2(d5Fn, 9m1(aE ) ]
= Z XH;C W) X/, oy 2 gn . (a(?)). {3.39)
(k. }EF Ny (2 27T 27 2 ey k—-m) }

Pelo Lema 3.2.17, para um fixado Q = Qko ™ existern no méximo C pares de indices (k, 7)

satisfazendo
i) k=M (mod m);
(ii) Os elementos Q¥ ndo estdo entre os elementos {QF"™};;
(ii) Q = Qf::“m = Q7™ para algum 4 tal que Q5™ N 2Q%" #£ 0.

Agora, se (k,j) € F, entdo o elemento Q? n&o estd entre os elementos {Qf*m}z—. De

fato, seja (k, j) € F. Lembramos que E¥ = QF M(Quam-1 — Qpsm). Se QF estivesse entre os
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elementos {Qf*™};, entdo Q% C Qeim e daf terfamos EF = 0, o que implica [E¥|, = 0, o
que é um absurdo para (k,7) € F.
Como df™™ ¢ o raio de @5*™" e nas parcelas da soma de (3.39) temos as condicdes (i),

(ii), (iii) acima, entdo o raio df::m se repete no méaximo C vezes na soma em (3.39). Como

ST C @ETMT™, podemos extrair uma subsegiiéncia {df;fm}s de {di*™}, | estritamente

decrescente, onde cada um de seus termos sdo extraidos de intervalos disjuntos de C termos

da seqgiiéncia original. Pelo Lema 3.2.14 temos que se iy € H¥, entdo Q'™ C 30Q%".

Lembrando que £ € Q™™ e utilizando o Lema 3.2.5(iii), temos

1T < Z Xﬂf(iij
(k>j)EFM

ﬂ} (alt))

(22t o 2magas )

B ’ ; al(l)) +
(k,j)ZEFM XH;C( k) X(Qn?(df;“m)n’gng(di_ck“m)n}( ( ))

+ > X (i) x
(krj}EFM'

](a(t))

(2ﬁ2 {dickwm ), 27 2 (dﬁc—m "

IA

)3 (z_ X m) Yosm i) @O+

k

+ C % (; XH;-CS (%J) X(zwidf;s_m)n, 9r gnz(di’_cs )n} (Oé(ﬁ))

ks—m

IN

2 (Xj: X3°Q§°'($)) Moz, et ] (alt)) +

k

" CZ (Z XSOQ;“*(:C)) X(%?(d’.“ y 2 gna(dke ()
ks 7 Thgm thg—m’ ]
S C Z XQk (.‘I‘)X(?ng (dk"'m}n gng {dk }nj| (Oﬂ(f)) +
k - i ! T’
{e(t))

* CZXQ;:S (x)x(znz(d?‘s o or ame(dhe )
kg thg—m T Miggem 1

85



=C Z X (2n2 (dgc:“m)n, gna gk

k o m

o)+

+ C % X(an(df:s_m)”, ar Qﬂz{df;s_m)n] (Q{(t))

< Cp, (3.40)

pois df;s_m < 2dtw

RIS

Agora vamos estimar ['V. Pelo Lema 3.2.5(iii), segue que

IV = Z Xgéjfs*('r? t) X(Qk+m)°X[G’1)(I?t)
{(kjIEF !
k=M (mod m)
zdfgﬁ

< X (Z Xz@f*(éﬂ)) X (@) ()

k
S C ZXQ;E (m) X{Qk.x.m}c (:E)
k

= C Z Xnk—Qk+m (:E)
k
Com. (3.41)

IA

Substituindoe {3.40) e (3.41) em {3.38). temos
B<C,. (3.42)
De (3.36), (3.37) e (3.42), temos

Z Xg@f*(xst)X(ﬁk_e_m)c (xft) < O'mn

(kJ)eF
k=M (med m)

o que demonstra o lema.

Lema 3.2.19 Sejam Q% e Ly dados como na Observagio 3.2.3 e seja EY como ne Definicdo

3.2.9. Sejamk € Z e j € Ly. Seja w wna medida de Borel finita e ndo negativa sobre S™.
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Seja i € Hf, onde HF € o conjunto dado na Definicéo 3.2.13. Vamos denotar por zft™ o

* , g % - P .
centro de QF™ e por d¥™ o raio de QY. Entéo, para (x,t) € QFT™, temos

P(XE;FW)(I:t) ~ P(Xﬁfw)($f+m?t)
1 —tg k- ! \/2_ k-
N e Pxgy) (m ,’1 - dm ), (3.43)

onde a notagdo A ~ B significa que existem constantes C:, C2 > 0, dependendo somente

de n, tais que CtA < B < C2A.

Demonstragio. Temos que 2Q7™ N Ef =0, jd quesey € BF = QN Qs — Qi)
temos que ¥ & Qpom € logo y € 2Q5™ pois 2Q5™ ¢ RQF™ ¢ Q.
Para demonstrar (3.43) é sufuciente demonstrar a equivaléncia entre os nicleos

1 -t kbm
E2P‘1mﬁdl“c+m‘($’i Y} (3.44)

Py(z,y) = B(2{™",y) ~
i V2 gh+mi
1= |1~ gk

H

para {z,t) € QF*™ ey € Ef De fato, multiplicando cada um dos membros de (3.44) por
Xgr © integrando sobre S™ com respeito 4 medida dw, temos (3.43). Vamos mostrar cada
uma das equivaléncias de {3.44) separadamente.

Se (z,1) € QF ™ entdo z € Q"™ e, portanto, iz — z5°™| < d¥"™. Por outro lado, se

y € E¥ e como 2QF™ NEX =0, entdio |z — y] > dF*™ e |y — 2™ > 2dF™™. Assim,

ef Ty S ezl e~y S ETT Hlr -yl S r -yl + o -yl = 20z — g

e
i e 1 - e ' 3
=yl S o= oE 4 1} - g < Slab - y| 4 oy = Sl g,
Entéo
1—¢?
Pt('x:y) =
(L=t +tlz -yl
< ¢ 1 -t
- " N2 e n
(=02 -+t (2) 1ab — )
1 — ¢#?
— 2’!’1.%"1 Cr, o



e 11—
Pt(xf Y) = ¢ ‘ TIT
(1= 1) +tled™ —y?) 2
— 12
S c’fi. 1 11
2 =
(-02+t(3) 1 - )
< 3n+l Cn 1 — tz .
- (9(1—2)2 + dt|lz —y2)
= gn+l Pz, y).

Isto demonstra a primeira equivaléncia em (3.44}. Vamos agora demonstrar a segunda equi-
valéncia em (3.44). Observamos que para demonstrar (3.43) é suficiente supor 0 < df7™ < 1.
De fato, se 1 < dF™™ < 2, entdo 2Q¥T™ tem raio > 2 e portanto, 2Q5™ = §". Assim, para
que 2QF™ N E¥ = 0, devemos ter E¥ = () e a segunda equivaléncia em (3.43) é trivialmente

satisfeita. Entdo, a partir de agora, vamos supor 0 < d¥*™ < 1. Temos assim

%1 ___ \_/_Edfrmi =1 — i__z_di_c-i-m

2 ; 2

i

e portanto

(-G - (o)

Observamos também que

2

Q“”zmﬂmﬂﬁﬂwﬂﬁmﬁ”@”W=U@?““A§@%)

Logo temos que QFf™* = QF+™" x [1 — @df*m, }). Se (z,t) e Q™ ey e E¥, temos que

™ —y| 2 df*. Da

. 1—¢2
Pt(mfmy) = &n By
((1 =12+ tlzkrm — yi2) 2
1
< e -
-+ . e b

(Slab ™ — yl2 + flakm — yP2)

\ 42

(1(ds=my2 + slas=m - yf2)
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e
(G R O
S n; %1 1_t2 _
Tt L et - )
= 2% - _
O R L Cu
= 212_2—1- le Lt Ay
(- P - ) T
i ! .
5 1mllm__\2/-_2_d§c-2—-m12
1|1~ Lk’
- v k)2 5 kiml | ktm =
(1= 1o m]) "+ [ - oot o)
= 9" I;f? 1 k-t

T 1 - ‘1 _ %E'di_c+m!2 P!lm;./é’f%d:jﬂ»m’(xz Y-

t < 1. Logo, do fato que 0 < df+m < 1, segue que 1 — —-2‘/_-2 <1- %df*‘m <t < 1. Assim,

i nT 1 - t? 1
I)t(kam3 y) ——<-- 27& el 2 P A E ghebrn, (x§+m7 y)
' tTr 1 — %1_ %_Q_dip~:~mi ‘1——-2-%2“ E
Bl 1—1#2 1
< 277 : , P . E(x{C-&—m.y)
- it i 12 7 iy V2 gktm i &)
(=) 1L e

e assim demonstramos uma das desigualdades da segunda equivaléncia de (3.44). Por outro

lado,

1—¢2 o
1-11 %df*m ‘ lp%dfmg(fz y) =
1—¢2 3_11_1/‘)_§d;'9+m2
- 111 ‘"gvédf+m1 [(1 {1 - "gdf*m) w ‘1 _ \?dfmm, E:cf‘“m 3 y;Q R
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1—¢*

= ¢ o
(1= [r= )+ 1= et =] T
i _ 1—1¢ _
@) - farr ot ]
< ¢ - 1 .
(1~1%)2+ Fl — %di”w - yﬂ ’
< e | L=t =
(1—-1)2+ (1= ) [fm yﬂ ’

1 - 2
S Cn Cn t a1
_ 27
[(1 — )2+ |zEm -y } 2
1— 2
< Cyp d 1
{(E—f)g"rl‘, xf*m—yg } :

Isto encerra a demonstragio de (3.44).

Lema 3.2.20 Sejom Q;?, Ly e p como na Observacdo 3.2.3 e seja E;? como na Definicdo
3.2.9. Seja H;-‘ o conjunto dado na Definicdo 3.2.15. Seja w wma medida de Borel finita e

néo negativa sobre S*. Sejam k € Z e j € L. Entdo, para q > 1, temos

S O T ( foen Plspe 81 - 9700 )

i Tk
zEHj

K

(T@w’%ﬁ_l'" /@k_rmf(x,t)(l — £} iz, t)) , (3.45)

onde di(z,t) = (1 — t)%du(z,t) e onde 7§ estd definido no Lema 3.2.12.

Demonstragao. Primeiramente, vamos observar que

205 Qe € |J QFF™,

i frk
zeHj

90



onde H} é o conjunto dado na Defini¢io 3.2.13. Entdo 2@2?*0@“,” C Usien* Q™ e

portanto,
k
¢ = x, t)FP w)lz, tidulz,t
; Aé@,pﬁm Fa, ) P(xgsw)(z, t)dp(z, 1)

< X [ F@ PO (3, t)du(z 1

4170
zEHj‘

Do Lema 3.2.19. temos

Jopin £ P Oxp300) 2 (e )

L= L) [ fe - )t

1
\/_dk+m1

{2

- Plxp) (m

i

1—f? h+m \/'“ k-+m 2\g—
qu+m1 T ——E—a Plxgy) (o7, (1= L) (1= )z, 1)

Tgen (1 = £)7dp(z,

Jyton - )19 - )%z, 1

w12 + +mn! -
Sapem T ar e Ocepe) (7 JL= ) 0 - ) a0
E e —T 1

IA

C
’ Jgpor (1 — D9du(z, 1)

émf@ﬁﬂ—wﬂu—wwmﬁ

o ([Eg‘f+m Pxgrw)(z, £)(1 ~ )~ Ydi(z, t)) wam’ /ka z,t){1 — )z, 1),

onde dii(z, t) = (1 — t)%du(z,t). Somando sobre ¢ € HY, temos (3.43).
Definicao 3.2.21 Sejam Q?,. Ly e u dados como na QObservacdo 3.2.8 e seja g > 1. Para

ke Z e j € Ly, definimos

P L g
Ay = '@§%~ féﬁf(&t)(l £z, t)

e
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LE={s: QF[2QF £0},

onde dfi(z,t) = (1 — t)%du(z, ).
Observacdo 3.2.22 Dqg Definigdo 3.2.21 ¢ de (8.45), temos

F <G Y (/%P(mfw)(x,t)(l—trldﬂcx,ﬂ) ag
z‘er @

<G| ¥ ([ Pameenn -0 dmen) 4| G
seLf | (@8 gl :

L
zEHj

A dltima desigualdade de (3.46) seque do fato que

U Qgc-bmx U U Qfmm

iGH;F se€Lb iQFtmeook)
-
zEHj
e portanto,
~k+mo__ Skbm
iEHr sEL;-“ (:QErm k)
ieHJ‘F

onde Hf € o conjunto da Definicdo 3.2.13.

Definicdo 3.2.23 Sejam Qf como no Observagcdo 5.2.3, Ef como ne Definicdo 3.2.9 e w
uma medida de Borel finita e ndo negativa sobre S™. Fizemos 0 < § < 1. Definimos o
conjunto

G={(k,j): |\E}. > 8lQ%, e of <7},

onde of e 7F estdo definidos no Lema 3.2.12.

Definicao 3.2.24 Sejam Qf como na Observagdo 3.2.3 e Aff como na Definicdo 5.2.21.
Sejam N e M inteiros com 0 < M < m — 1, onde m € o inteiro firado na Definicdo
3.2.9. Seja FES?M 0 conjunto consistindo de todos os indices (k,j) € G, comk > N e

k=M {(mod m), para 0s quais os elementos Qf sdo mazimais. Se FS{L}M estd bem definido,
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sejo FE@’}) consistindo dagueles (k,j} € G comk > N ek =M (mod m) para 0s quais

eriste (t,u) € I‘R?,)M, com QF C Q% e tal que
(a) A% > 24%,
(b) A} < 24%, sempre que QF C2 QL C Q.

Definimos Ty pr = Udsg I”f,?iw e, para ceda (k,j) € G, comk > N ek =M (mod m),

definimos P(Q%) como o menor elemento QY contendo Q% com (t,u) € T ar.

A idéia de introduzir o conjunto I'x 5 fol utilizada em Muckenhoupt-Wheeden [10, pag.

804], Sawyer [14, pag. 540] e Sawyer-Wheeden-Zhao {16, pag. 538].

Lema 3.2.25 Sejam P(Q?) e I'wm como na Definicdo 3.2.2{. Entdo

(i) P(Q}) =@, = Af <24[;

(i) Q’I; Cz Qi e (k,7), (t,u) Elnvy = A? > 2142.

Demonstragdo. Vamos demonstrar (i). Se P(QF) = Qf, entdo Q) é o menor elemento

u
contendo Q%, com (t,u) € Ty . Se QF = QY. temos que @? = (! e assim AR <24t de
onde segue (i). Se QF C.. Q%, como P(Q%) = @, temos que (k,7) ¢ Tvar e (t,u) € v
Como {k,j) ¢ I'n, temos que (k,j) ¢ I“‘S{?}M, para todo n. Ent@o, pela defini¢io dos
I’S\%{, néo existe (v,s) € Iy tal que QF C QY e valem (a) e (b) simultaneamente, isto é,
tal que A¥ > 247 e Al < 247, sempre que Q% Cx Q) C QF. (Observamos que (a) e (b)
dizem que ndo existe (v, 5) € Iy s tal que QF seja maximal em QY satisfazendo A¥ > 24Y).
Em particular, para (v.s) = (¢,u) € Iy s, temos que ndo valem (a) e {b) simultaneamente
{sendo, (k,j) pertenceria a 'y 5r). Se ndo vale (a), temos que Af < 247 = 24, e encerramos
a demontragdo de (i). Se ndo vale (b), entdo existe @ tal que QF C» Qf C @}, e A} > 241,
Neste caso, devemos ter (1,1) ¢ T'w,ar, pois, se (1,i) € Ty, terfamos P(QF) = Q) = Qf
assim, Al = A%, o que é um absurdo, pois estamos supondo Al > 24!. Portanto, (1) ¢
)

T'n ar. Repetindo o raciocinio acima, temos que (a) e (b) da definicéo dos I“SV’M ndc podem

valer simultaneamente para o par (/,7). Ent3o, ou ndo vale (a), isto é, Al < 24!, o que
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é um absudo pois estamos supondo A > 2A4L. ou ndo vale (b), ou seja, existe ({;,i:) tal
que @ Cx @ C QY e Al > 24%. Neste caso, repetindo o argumento anterior, temos que
(l,i1) € T, pois, se (11, 41) € Ty, terfamos que P(Q%) = QFf = Q% e assim, A7 = 4, 0
que € um absurdo, pois estamos supondo A“ > 2A%. Entdo, repetindo 0 mesmo raciocinio,

encontraremos uma cadeia infinita
k ! { i
QF Cz @ Cz @ Cz QF Cz---C @

de elementos de A tais que (I,,4.) ¢ Iy . Portanto supor que no vale (b} é um absurdo,
pois como todos os elementos estio em A, esta seqliéncia deve ser finita. Logo, s6 podemos
ter que ndo vale (a), isto é, A;‘-’ < 2A%. Isto encerra a demonstracao de (i).

Para demonstrar (ii), primeiramente vamos observar que do fato de F;?}M ter sido
escolhido como o conjunto dos indices (k,j) com k > Ne k=M {mod m) para 0s quais 0s
elementos Qk sa0 maximais, temos que os elementos Q’“ tais que (k,7) € FN— '3 520 disjuntos.
Além disso, como I'Y v € 0 conjunto de indices (k,j) tais que existe (f,u) € FA ‘v com
Qf C Qe Q;? é maximal entre todos os elementos de A4 contidos em @F e satisfazendo
A? > 24!, temos que os QF tais que (k,j) € F(lrf'M também sdo disjuntos. De maneira
geral, os elementos QF tais que (k,7) € I‘S{?)M sdo disjuntos. Sejam, agora, Qf Cx @, com
(k,7), (t,u) € Inar. Entdo, (k j) € I‘,{fl) (t,u) F(”}),I com ne < ni, pela construcdo
dos I“E?)M Como (k,j) € T'7Y) Y, existe um tnico (K, j;) € ri M) tal que @ C Q%
satisfazendo (a) e (b). Prosseguindo com o mesmo raciocinio, encontraremos uma seqiiéncia
(ki, ji) € 1‘5{?3; comi=1,..., ny —ng e {kn,—ny, Jn,-no) = (t,u) tal que

Qc @ c@cocau=q.
e tal que A% > 2457 e AL < 24571 sempre que QF C. Q) C QNI Logo,
Al > 24k > 2248 > o> 9mTAY > 247

7

o que demonstra (ii).
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Teorema 3.2.26 Suponha 1 < p < g < oo e sejam w ¢ p medidas de Borel ndo negativas
e finitas sobre S* e S™ x [0,1) respectivamente tais que P*(Xs~xjou4) € LF (5™ w). Sédo

equivalentes:

(i) Eziste uma constante C > 0 tal que, para toda funcdo mensurdvel g > 0,

1

([S”x[QH[P(gw)(“T’ tﬁgd#(iﬁ,ﬁ)) : <C (/n[g(x)épdw(x))%_ (3.47)

(i1) Eriste uma constante C > 0 tal que para todo @ € A temos

e

([snx@ 1)[P(wa)(:6= f)Eqdu($=t)) ) < ClQlu? (3.48)

L[

( [Pt — t>q-1u)<xnp’dw(m))3"’ <o([o-tduen)”.  (349)

Q

Observacgao 3.2.27 Antes de inictarmos o demonstracdo do Teorema 8.2.26, vamos obser-
var que o desigualdade (8.47) vale para toda funcdo mensurdvel g > 0 se e somente se vale
sua desigualdade dual

1 A
i

(LIPUn@rde)” <c ( ) o) f(:t,t}}qfdp(a:;t)) " (3.50)

para toda funcdo mensurdvel f > 0. De fato, supondo vdlida a desigualdade (8.50), utilizando

a Observagao 3.2.2 e a deswualdade de Hélder, temos

1
q

(/ nxmjl)[P(gw)(r,t)]qafp(a:,t)) =

= || Plgw) éém(snx[o,l),p,)

sup
FELT (8™ x[0.1).0)
Hf%iLqI(SnX[D,l).u}s

/S Plow)(e, )7 (2 1)du(a, 1)
% [0,1)



sup ]
= et (shx(o ) !fn g(y)P (fu)(y)dw(y)‘

e (snxpony S

sup | L pr 5
< FELY (S7x[0,1).1) 19 o smapll P2(F1) izw (52,
{lf?iLq’(sﬂx[D,i),#}Sl
sup | *
< FELY (87 %[0,1),) g HL?(Sn,w}“ P(iflp) “L”’(S“=’-")

17824 (sm 10,000 S

\

‘d‘i,_.

= ewmeon (L s@Pa@) ([P0 @F )

I 0% (sm 0,1y 0 S

e

P}
sup . H L
S O pevimonn ([LIs@Pd@)” ([ 17 0F dutz,0)’

HF
;if“Lq’(S“x{G,l),,u}Sl

b

< ¢ ([ ls@prdw)

que é (3.47). Analogamente demonsiramos gue a desigualdade (3.50) € vdlida, supondo a

validade da desigualdade (3.47).

Demonstracdo do Teorema 3.2.26 . Vamos primeiro mostrar que {3.47) implica {3.48)
e (3.49). Seja @ € A Fazendo g(z) = xo(x) em (3.47), obtemos (3.48). Mas (3.47) é equi-
valente a (3.50). Fazendo f(z,1) = xz(z,t)(1 —1)?"' em (3.50) obtemos (3.49). Observamos
que a constante C que obtemos em {3.48) e (3.49) é a mesma constante de (3.47).
Reciprocamente, vamos assumir que existe uma constante C > 0 tal que as desigual-

dades (3.48) e {3.49) sejam validas para todo @ € A. Vamos mostrar que existe uma
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constante C,, > 0, tal que a desigualdade (3.50) é vilida e, portanto, a desigualdade (3.47)
é valida . Seja f > 0 uma funcéo limitada definida sobre 5™ x [0,1). Se {3 e Q? sdo dados

como na Observacdo 3.2.3 e EJ’“ é o conjunto dado na Definicio 3.2.9, temos
UEf = L)QJ{.C n (Qk—i-mml - Qk+m) = m (Q-k-e-mml - kakm) = Qk-i—m—l - Qk-i—m:
7
pois Qpim C Qpumer © Qpam—y C Q. Logo,

E\Qkﬂiwmwl - Qk—im|w = EUE;EIW
J

Portanto,
P Pdu(z) = P g
LPUREP e = S P ()P
< (25 dos(z
o Zfﬂk*m l“ﬂk—i-m ) dwla)
< Qmp z Qkp Jﬂk-‘i—m—l - Qkﬂl"mjw
k
= Cpp szp’sziw
= Cry ZQ”“HE‘“%
!j
= Chyp ( S ER,+ 3 ER,+ Y 2 m)
(kJIEE {k,j)eF (k.j)eCF
= Cp, U+II+1I]), (3.51)
onde

E = {(k,j):|E}ls < BIQFL}
F o= {(kJ):|Efl. > 581Qf. e of >7F}
G = {(k,J):|Efl. > BlQ. e of <7F},

onde cr;-“ e Tf estao definidos no Lema 3.2.12 e onde 0 < 8 < 1 serd escolhido depois. Pode-
mos claramente assumir nas somas acima que \Eféw # 0 e, conseqiientemente 1@;‘ lo # 0,

pois EF C QF. Vamos estimar I, I7 e [1] separadamente.
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1¢ Parte. Vamos estimar [. Temos

[= S g,

{kd)eE

8 2% Qk,
k.j

IA

= gy 2% (Z]Qﬁ,,)

- sxa,

= ,65:3 27| {2 P(f)(5) > 2}

= 8527 ([ xeriaepen (o)

=8 (Z2’°P’x{xzp*wm>>2k}(sc)) duw()

Gy 8 [ 1P (f1)(@)] deo(a), (3.5)

IA

pols

LI Gu@ram = [T e P (ia) >
o0 2k 1

= 3 [ e P >

k....

> T [ Y P ) > 2

E=—0
o

= p277 3 oM |lr PY(fu)(x) >2'“}wa§:%§

krm—00

= G, Z pr X{a:P~{fu)(z)>26} (L) dw(x)

km—o0

= Cp /S“ ( Z Qkp;X{zc:P~(f#}{x)>2k}(x)) d{.u(.’L‘)

k-0
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2% Parte. Vamos estimar I1. Para isto, observamos que

m—1
Y #IEL-Y ¥ 2L, (3.59)

(k.j)eF =D (k.jIEF
k=M (med m)

onde m é o inteiro fixado na Definicdo 3.2.9. Fixemos 0 < M <m — 1. Do Lema 3.2.12, do
fato de estarmos somando sobre (k, j) € F, da desigualdade de Holder, de (3.48), do fato

que p < g e do Lema 3.2.18 segue que

B kP
gt 4+ T
> o s 3 e (20
{k,JIEF (k,JIEF IEj !w
k=M (mod m) k=M (mod m)
- xka}éF

k=M (mod m)

- fk;)EF Eﬂu ( E | /@‘k B f(x’t)P(XEfw)(xv t)d#(il?;t))

< EE ‘Lu

7

s}

k=M (mod m)
o

P
k I3
< kj}g B 51Q}“|w 285 By f(:t,t)P(XEfu)(g:, t)d,u(:r?t))
k=M mod m)
-7 EEk]w o
= GA7 {MZ)GF lQ}ig (Léixmﬁmm f(fE:f)P(XE;cw)(&:,t)d#(:z:?tﬂ

k=M {mod m)}

< C, 87" 3 £ (f Pxgew)(z, t)dulz, t))%
- (rier EQﬂg 235 “
k=M (med m
(/g@.e“_ak @0l dule, t))
. 2
L |E5, : :
< ’8 e J g P = td t
< G673 o J AR L HEREED
k=M (mod m)
5
Uzanﬁk. e 0] du (x’t))
—py iEklw 'P"'F" ’ %
< G 8 QsE L [f(e ) dulx, t)
? (k%éF in lp i /Qf —am

k=M (mod m)
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o

1) [Ekgw 4
= Cp, 87 i — '/A_A flz, )y dulz, t
P (k;)ep lQ}k‘m 2@? ~Qptm ( ) ( )
A=M (mod m)
5
< G377 (/ S %'f(:z:,t)]q'du(:c,t))
: (kéf" 2Q;c “kamh
k=M (med m)}
&
< G5 Lo« et dulat
P IﬁF 20" —nm[ (z,8)17 dulz, 1)
k=M (mod m)
v
q
= C, 87 / Fz ) xomer = (zt)dulz, t
: DO B ER) P R AL D
=M (mod m) )
z
q
= C, 577 f D Xomer A ) dp(z,t
P ’8 §7x[0,1) R [f(.’l? )i XgQ}c qu+m($ ) Ju‘(x )
k=AM {mod m)
_;_77
= Cp 57° f @O Y Xga@,. (@ Hdu(z,t)
SnX;‘O,l) (b jIEF 7 k-
k=M {mod m)
5
4
_ -7 [ 19 o ~
X VR S A L)
k:_“t.h/:f 'Emod ™)
e
S Chgg 877 (/ ) [f(x,t)}qdy(:z,t)) ) (3.54)
87 x{0,1}
e, portanto,
Z
; . i i -
IT < Chpy 577 ([ )gf(n:,t);‘? dp,(z:,t)) ) (3.53)
Smxi0,1)°

3¢ Parte. Vamos, agora, estimar 11l em (3.51). Sejam N e M inteiros com 0 < M < m—1.
Seja
G;\:,M = {(}C,j) eG:kE>Nek=M (mod m)}
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Vamos mostrar que

:
| k kp' r q ¢ -
> (B2 < O ([, O ) (3.56)

(kaj}EGN,M '
onde C,, depende de p e g, mas ¢é independente dos inteiros N e M. Fixemos inteiros N e
M como acima. Usando o Lema 3.2.12, o fato de estarmos somando sobre (k,7) € G, pela

Observacio 3.2.22 e o fato que a cardinalidade de Lf é no méaximo C (o que segue do Lema

3.2.5(iv)}{L¥ é o conjunto dado na Defini¢io 3.2.21), obtemos

k N
.' g'.w}»‘,—_
Y B2 < Y lgglw(f )

k
(kJ)EGN 00 (k3)€G, a0 |E L
27k \7
S Z %E_;:iw ( Ekjé )
(k,73€0 N ar I i iw
ot §E1Ff,, )
- i it ’__k
s 207 Z ka p’(jj)p
(k.J)ECG N 0 IQj?u
, EEL
< 087 Y D

(k.jieGn ’Q_}: pr

v

> ¥ (/

T P

—~ —~ @}_i+m
SEL}.‘ {z‘,qu:c—%chj;} 3
ieH;F
|Ef |
— ! :!, ‘J)
< Crgff™? > : .

b
(k.J)EGN. M EQflw

e (/éﬁmp(x%w)(m)(l—t)-ldg(x:t)) b |y

sEL? Gk ™ k)

*

igHE
(km YT 5 3g
B,
BN D Y= 1o

| P’
() €Gn e |@F Lo
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DY ( Jreor Plxas) (2, 8)(1 - t)"ldzz(:c;t)) A
seLf @b meah: @ 7
icHE
thbm, €Ty ar

Chog 5np’ Z Z E; !w

(kF)EGx e seLt \Q’“ld

I

i

P

> ( /Am P(xgrw)(z, 1) (1 — ) iz, t)) Abmy
i:P(Q?*m)mP(Q‘?) Qi J
Q?+mCQ§

~k;
L our Y A

(b J1EG N, s EQ] lw

7

B

( o)
iEHf:(k-?-m,i}el’N_M Q" 7

= VLV (3.57)

pois, se QFT™ € QF e (k+m, i) ¢ Iy, entdo P(QF™) = P(QF). Vamos usar as condigdes
{3.49) e {3.48) para estimar [V e V respectivamente. Primeiro, notemos que para um
(t,u) € Ty fixado, segue pelo Lema 3.2.25(i), pela Observacdo 3.2.2, pelo fato que a
cardinalidade de L;F é no méximo C, pelo Teorema 2.2.8 aplicado & particdo A, e por (3.49)

que

>y oy gk

(kJ)EGN, seLE:P(QE)=0QY IQJEW

2 (/@m P (X@f“)($=f>(1—t)“ldﬁ(a:,t)) Afrml <
©P(@F =@l i _

< 2 > B

(kJ)eGn m s€LEPQL)=Q4
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A

I

IA

A

(T@ifw ( f, Plxos)(z 01— 1) ditz t)) QA;)

(4 ¥ X B

(k:d)€CGnm seLb:P(QE)=Q4

(TQ%TS /@ P(xqew) (@, t)(1 - t)“ldﬁ(x,tﬂ

G 4) ¥ ¥ B

(kJeGrar s€Lé:P(QF)=Q4

- -1

¢ (4 % Y B

(kJ)ECGN . sell:PQE)=Q}

t}@du(m)p

(e fo xes P gy (1~ 9™ )ty

Gy £ s (g

(koj)EGN M seLb:PQE)=Q}

G, ()Y X |E. (]Q;w /Q P*(xg,(1

(k,j)ECN pm

/czj; P (xg, (1~ f)"””‘#)(y)dw(y))

- z)%}@)%@))

Cy (Ai)pl > L;}( ; /Q;cp*(x@g(lmt)q“‘u)(y)dw(y))pldw(ﬂ

@l

G ()% [, ot (P01 ) )

H

pf

Gy (4 [ [ (Prixg 1 — 07 ) (2]
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SN

= ¢, (a) ( /555 di(z, t))

'
z
!

= C, (43)3’ QLIE. (3.58)
Somando (3.58) sobre {¢,u} € Ty s e usando o fato que p < ¢, temos
- - Y
Vo< Ga7 3 IQUE (AL)
RADIS SR
&
< G 5" ( > 1@ (At) ) : (3.59)
{tbu)eln ar

Para obter a correspondente estimativa para V, notamos que, para um fixado (k,7), pela

desigualdade de Holder, pelo Teorema 2.2.8 aplicado & particao A e por (3.48), temos

;

i ( S [ fyn gl 00 - o) Aé“*m) <

;Qj ’w zer (k+m i)l n ar

’
.
q

icHE i

B (o geumis | Y
< |Qf§|w (Z'Qk | (fk_vP(XquJ)(x,t)(l——t) d,u,(g;}t)))

’
i
2

S ks qr
i HE(k+m Q)€ i1

3

]lew ieH*

i 9y ¢
- Lk (Z Qr (lQim‘ fok_mp(mfwxx,t)uwt)‘ldﬁ(x,ﬂ)) v

’
%
q

(o ey

ier:{k%—m,i)Eﬁv,M
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il

iEfJ.d e g _ ¢
- [Qﬁ;[w?’ (Z /ka (kan /H,,. P(ngw)(xgt)(l—-t) d,u,(:c,t}) d,u(y,t)) .

cHE

¥
&
9

( > e (A“m)“')

i€H i (k+ma) €T N

2
g q
S (Z ]ék-'—m ( Qk&])(}_-ﬁ)mlxéf+m) (y,t)] dﬁ(y,t))
icHk
z
Z EQk——mg (Ak+m)q
iEH}“:{k%»m,i)Gl_'}v I
2
[Ekéw _ e !
< I {MZ(P 1—t)"! ATm) ) diE(y, t
g
, 4
Z l@f-&mm (Ai_c-!-m)q
S H (k+m i}l v,
2
Eklw _ g !
= T (ZJS o) { (Xgrw)(y, )(1 — 1) 1x@§m(y?t)} du(y,t))
w i€ H
g
s \d ¢
2. Q5™ (Af Tm)
z‘EH;F:(k—}m,i)EI‘N,M
2
lEkIw - !
= Cpg O };kakm X@w Ty, 51~ )71 — £)9du(y, )
w 1=
z
Z l@k—}—m[ (Aic+m)
iEH}“:(k-{—m,i)ETmM
il
Efly | op% () |
< i IQk|p ( Z EQk«m (4.%1— )q)

‘Q’“iw

ig H;C dk+mi)el w ar



i
5
4

— [Eklh’ AR+ ket ¢
= Cpg T35 Z |7 ‘;I (Ai )
IQJ il ieHE (k‘

_; : '!'m,i)GF;\:,M

2
ql
P q’
< Cpg > EQfm!Z (Ai'c+m) :
i€HFi(k+md)€ly ar
(3.60)
Somando sobre (£, ) € Gy e usando o fato que p < g, temos
z
, q
- _ . —m\ Y
Vo< G887 S JQr’Cm(a’cm)
e Y€Gn ar \i€HF{k+ma)el v a0
g
, a
— ey s\ E
< G| X )y QF ™ (AFF™)
(kJIECGn a iEHf:{k—&-m,i}Efw,M
z
] q
= e q
< Cpe B (Z XH“ Xffxf a (KA, i) Qk mJ (Afm) )
Lk
&
= C?q (Z XHt m JXTN M(t U)EQiiﬂ (At) )
b
Z
q
c o (5 (Cumo)esar). oo
(t=u)EFN.M 1

Mas, pelo Lema 3.2.14 temos que, se u € H} ™™ entdo Q% C 30Q5™™". Logose z € QY,, temos
ZXHt m(u < z XP;GO”m < CXQt me) C,

pelo Lema 3.2.5(iii), pois na Observacdo 3.2.22 fixamos 1 > 30. Portanto, de (3.61) e da

desigualdade acima, temos

£
Vo< G f@wp’( Z (ZXH““ ) Qti"(4t> )
(tu)€ v ar ]
5
< Cog 5( > QL (Az)q) - (3.62)
(t,u)EFN’N(
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Combinando (3.57}, (3.59) e (3.62), temos que o lado esquerdo de (3.56) é limitado por

ST |ERL2Y < IVeV
(k736G N 1

1
&
q

< cma-p’( 3 EQui"(A‘))

{tu)eTw m
g
= Cpy ,Bmpl ( Z /;m X5 (z,t)dii(z, t) (At) )
(tu) €Dy, 7 5 ¥ 03]
2
o g - ¢
= Cpg 377 (/ > (AL) X5 (:C,t)d,u(z,t)) .(3.63)
Snx[O,lJ (t,u}ErN,}\J b

Mas, fixado (z,t) € §" x [0,1), temos que se (z,t) € QL N QY com (t,u), (v,s) € I'y,r entéo
QL cx QY ou Q¢ cx Q.. Entéo, se (t;,u;) € Iy, t=1,2,3,..., sfo tais que (z,t) € Qf;z e
@«fﬁl Oy Q2 D4 Qs D4 -+, temos, pelo Lema 3.2.25(ii) que

i 1 . 1
qt t 4t 4% iy
y A2 9 uss<22 1f4<'“ 9r— 2A

Logo,

S (4 xg(mt) < (AT +(A2)7 + (AR +

(L)l n ar
= lim ((4%)7 + (A2) - (4)7)
q 1 g
s M (QT 1A3T> +(2r"—2 ) e (AL )

(7) + (5m2) +oe1) (45
g,

< I ! 1 q Al
< Jim (st o1 (4D
< 27 sup (f’-ii

(x,t)E@i

t)

g

, 1

= 27 sup ( ’ / Fly,8)(1 — s)' ~%di(y, 5))
epedy \ QL /2

s

A

(2,8 t}ﬁQ
QEA

2¢ sup. (Q] /f(y:S)(l—s}“qdﬁ(% S))
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i

= 27 (Mzg(z,1))" (3.64)
onde gly, s) = (1~ s)'"*f(y.s) e

Mzg(z,t) = sup (mi— ﬂg(y; s)dR(y, 3))-

eied \ 1@z 7@
Qed

De (3.63), (3.64) e do Teorema 2.2.8 aplicado & partigio Ay (veja Definicdo 1.2.19), obtemos
2

BN < G 87 (/ b (A;i)q' X@a(x,t)dﬁ(x,t))

(k:J)EG?\'M nxio!l) (t,u)EfN.M

/S“x{{),l)[f(x’t)]q,du(x’t)) . (365)

que € (3.36). Agora, por (3.65), temos

r = Y |Ef2¥
(k5)e6

-1
= lim > 3 |EF2¥

N — =
T M0 (h)eG .M

7
E.

< G 87 ([ o0 dutn)) (360

o que encerra a estimativa de [71.

Combinando (3.51), (3.52}, (3.35) e (3.66), temos
P Un@F do@ < 68 [ PUnEF dz) +
% Crpa 87 ([ @0l dutzt) . @67)
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Agora, escolhendo 3 pequeno tal que C,f3 < % e subtraindo o primeiro termo do lado direito
de (3.67) em ambos os membros desta desigualdade, jd que ele é finito por pois P*(fu) <
CP*(xgrxpntt) € LP(S™, w), obtemos (3.50) para f > 0 limitada. Para f > 0 arbitraria,
basta aplicar o Teorema da Convergéncia Monétona. Isto completa a demonstracdo do

teorema.

Observagao 3.2.28 O Teorema 3.2.26 € a versdo para a esfera S™ do Teorema 3.1.8 para o
caso do IR". Para demonstrd-lo foi essenciol estudar com detalhes Sawyer [14], especialmente
o Teorema 3.1.8, em cuja demonstragao Sawyer utiliza as idéias de demonstragdo do seguinte

teorema:

Teorema 3.2.29 (Sawyer [14], Teorema 1, pag. 535) Suponha 1 <p<g< oo equew ¢
i sdo medidas de Borel ndo negativas sobre R*. Sejo T f = K« f, onde K(z) € uma funcdo
radial semicontinua inferiormente, decrescente em |z| e satisfazendo a seguinte condicdo de

crescimento: K{z) < CK(2z), z € R*. Sic equivalentes:

(i) Eziste uma constante C > 0 tal que, para toda funcdo mensurdvel f > 0,

i i

(L rUw@ids@) <o ([ F@rdu)

(1t} Eziste uma constante C > 0 tal que, para todo cubo diddico Q@ C IR", temos

-

1
SCORIE <o

(/}R [T(xqu) (:c)]qdw(x)>

R

< CIQE < 0.

</ﬂ?ﬂ {T(ng)(;c)gp’d#(xﬂ p

Porém, encontramos algumas dificuldades na leitura deste trabalho. Para demonstrar o
Teorema 5.1.8 de modo andlogo ¢ demonstragdo do Teorema 3.2.29, Sawyer inicia da seguinte
forma: Dada uma funcdo mensurdvel, ndo negativa e com suporte compacto f definida sobre

R? %[0, 00), e uma medida u sobre a o-dlgebra de Borel de IR™ x 10, 00), considere o conjunto
Qp = {z € R x [0,00) : P"(fu)(z) > 2%},
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onde k € Z,
P(fme) = [ Pla—y0)f tduly),

R™ x[0,00)

e P(z,t} € o nicleo de Poisson sobre IR“ Este conjunto € aberto e pode ser escrito como
U, J’f, onde Q;‘? 3d0 cubos diddicos (usuais) em IR™ mazimais entre os cubos diddicos Q que
satisfazem RQ C $g, onde R > 3 € uma constante gue $6 depende du dimensdon e RQ) € o
cubo em IR™ x [0,00) gue tem o mesmo centro de Q e lado R vezes o lado de Q. Para estes
conjuntos vale a seguinte propriedade: (Sawyer [14], (2.2)(iii)): Egiste uma constante C tal

que
> xagi (%) < C xa,(2), (3.68)

para todo © € IR™ e para todo k € Z (conseguimos uma desigualdade andloga o esta no
Lema 3.2.5(i)).

Para demonstrar uma desigualdade importante para o obtencdo do Teorema 35.1.8,
Sawyer faz uso do argumento que, pare obié-la, basta seguir “literalmente” os passos da
demonstracdo do Teorema 3.2.29 no contexto do espaco de medida (R*™! x [0, 00}, dw), tro-
cando os cubos diddicos Q% de R™ pelos cubos @f de R™ x [0,00), onde @ denota o cubo de
IR™ x [0,00) que tem Q) como face, e trocando {4 por Qi = U; @f Isto significa que, em de-
terminado momento, necessitamos de uma desigualdade andloga ¢ (3.68) com as respectivas

modificagdes, isto €, deveriamos utilizar a desigualdade
ngaﬁ(:c,t) < C xg, (1), (3.69)
J

para todo (z,t) € R™ x [0,00) e para todo k € Z. Porém, ela ndo é verdadeira. De fato,

se {z,t) ¢ Ok, temos que (z,t) & U, @f Sex € Q?D para algum jo, para que (z,t) & U; @’;,
k
20

0(QE) <t < 30(QK), e assim, (z,t) € Q% x [0,36(Q%)) = 3Q%, e portanto, para este (z, 1),

devemos ter t > £(Q%), onde E(Qfg) € o comprimento do ledo de Qfﬁ. Porém, podemos ter
temos que o membro direito de (3.69) € zero mas o membro esquerdo de (3.69) é positive, o
que mostra que a desigualdade (3.69) ndo é vdlida.

Isto ndo tnvalida o resultado de Sawyer, principalmente porque este resultado é gene-

ralizado em um trabalho posterior (veja Teorema 3.1.6 da Secdo anterior). Além disso,
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conseguimos contornar este problema demonstrando o desigualdade desejada sem fazer uso
de (5.69). Esta foi uma das maiores dificuldades que encontramos no estudo de Sawyer [14],
jd que, para consequir o Teorema 8.2.26 foi essenciol entender com detalhes a demonstracao
do Teorema 3.1.8.

Uma outra dificuldode que encontramos no estudo de Sawyer [14], € um erre que o
autor comete na argumentacdo do demonstracae de outra desigualdade do Teorema 5.1.8 ¢
retifica em um trabalho sequinte (veja Sawyer-Wheeden [15, pag.861] ). Porém, a correcio
se dd para espacos de tipo homogéneo e ndo para IR*. Esta correcdo estd confusa e isto €
observado em Sawyer- Wheeden-Zhao [16, pag. 545]. Além disso, por conter poucos detalhes,
tem dificil compreensao.

Para demonstrar o Teorema 8.2.26, wma das maiores dificuldades que encontramos foi
a estimativa de 11 (veja desigualdade (3.51)), dade no 2° Parte da demonstracdo. Para
obté-la fizemos uso do Lema 3.2.18, cujo demonstracio foi muito trabalhosa e dispensamos

um bom tempo para consegui-la.

Observagao 3.2.30 Vamos mostrar gue podemos encontrar condigdes suficientes para que
(3.47) ocorra, mais fracas que (3.48) e (5.49). Isto serd demonstrado a seguir, no Teorema
3.2.32.

Seja Cy a constante da Observacdo 1.2.9 e sejam ay = 43(4/Cy + 1) e ap > 1. Vamos,
a partir de agora, tomar n > mazx{ay, s}, que permanecerd firo até o final do Capitulo.

Sejam
E = {(kJ): B, < 8nQF 1L}
F'o= {(k,5): 1Ef > B10Q L e of >7f)

G = {(k,j): tEf >B[';7Qk o e of <7},

onde o* e estao definidos no Lema 3.2.12 e onde 0 < 3 < 1 serd escolhido depois. Obser-
vamos que o Lema 3.2.18 continue vdlido se, no lugar do conjunto F' tivermos ¢ conjunio

F', com demonstracdo idéntica. Da mesma forma, se definirmos os conjuntos Uy (veja
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Definicdo 8.2.24) utilizando o conjunto G' no lugar do conjunte G, o Lema 3.2.25 também

€ vdlido, com a mesma demonstragdo.

Lema 3.2.31 Sejam Q% e L como na Observagdo 3.2.5, E¥ como na Defini¢io 3.2.9 e L%
como na Definigdo 8.2.21. Sek, t € Z, u &€ L, e ] € Ly, seja s € Lf tal que QF C Q.
Entao Ef C a; Q7 onde a; estd definido na Observacio 3.2.30.

Ly 7

Demonstragdo. Fixemos k, t, u, j, s, Q% e @ nas condigdes do enunciado. Vamos
escrever Q% = Blzge, df), QF = Blzgs,d¥) e Q1" = Blzg:,d'). Vamos primeiramente

mostrar que, para todo o > 1, temos

* 4 *
aQ* ¢ (— + I) a@t”. (3.70)
¢,
De fato, mostrar (3.70) é equivalente a mostrar que
Blzge,adl) C B(zgy, (4/Ch + Lad).
Pela Observacio 1.2.9, temos que B{zgi, C1d%) C Q% e, como QF C @, temos que
B(zgx, Cidf) € Q, C Q}" = Blzgy, dy).

Seja zg € B(J:Q:g:cidﬁ) tal que |zo — 2ge| > 1/2 C1df. Como zgx, 20 € Bzgy,dL), temos

1
—2-C1df < iZO'—iCQH

[

120 — Tgy | + (gL — Tkl
dy, + d,
2d:,,

IA

i

e, portanto, df < 4/C di,. Agora, seja z € B{zgs, ad®). Entdo

|2 — 21!

IA

1z — zgi| + fzgy — T

AN

ad® + 4t

4
< Ci'é:;“di + di

4 .
(a - 1) Q{du,
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o que demonstra (3.70).

Vamos mostrar agora que, se QF ﬂ?@f* =# (b, entdo
QF c 43QF. (3.71)
Seja z € QFN2Q}". Entdo |z — 79| < dF e |z — zgi] < 2d%, e segue de (3.20) que

grdt < d(z, %) < Tnds

1 ,
§Wd§ < d(z,98) < Tndk.

Portanto,
2 2
d* < Ed(z, 0f) < E'Tnd’; = 14d*.

Entdo, se y € Qf*, {emos

v =zl S ly—zgr| + lmgr — Toxl

IA

df—*r fo;c — z| + 1z — Tk

A

d + 2d5 + d

[A

3-14d" + d*

H

43d~,

o que demonstra (3.71}.
Finalmente, como Qf C Qf', temos de (3.71) que QF C 43Q% se QEN20QY # 0.

Usando este fato e utilizando (3.70} com a = 43, temos

® * 4 % E3
EF cQf c QF c 430f c43<5~+1>Q;§ =a, Q%
i

o que demonstra o lema.

Teorema 3.2.32 Suponha 1 < p < g < oo e sejam w e u medidas de Borel ndo negativas

e finitas sobre S™ e S™ x [0,1) respectivamente. Suponha que P*(xsnxpnp) € L (8™, w).
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Sejam ay e az, como na Observacdo 3.2.30. Se existe uma constante C' > O tal que para todo

@ € A temos

([ ,.Plxew)(a, lfdutz, )" < Clox@’lu5 (3.72)

_é?,
q

<C ( /5(1 — )%ulz, t)) , (3.73)

o e

(faicg'[P*(X@(l - t)q_lu)(z)}prdw(x))

entdo existe uma constante C > 0 tal que, para toda funcdo mensurdvel g > 0,

(/Sﬂxgo,l)[P(gw)(x’ t)}qd#(:r?f))é <C ([sn[g(x)}pdw(x))% : (3.74)

Demonstragao. A demonstracdo deste teorema segue exatamente as mesmas idéias da
demonstracdo do Teorema 3.2.26 e por isso daremos detalhes apenas nos lugares onde as
modificagoes forem relevantes.

Seja f > 0 uma func¢do limitada definida sobre S™ x [0,1). Se O ¢ Qéf sao dados como
na Observagao 3.2.3 e Ef € o conjunto dado na Definicdo 3.2.9, temos, exatamente como em
(3.51},

/SH[P*(fu)(r)}p’dw(z) < Crmyp ( Y ENL+ Y 27BN+ Y 2’“?’116}?%“)

(kj)EE' (k.j)eF" (k.j)eC’
= Cpp I+ 1T +1IIT}, (3.75)
onde B, F' e G’ est@o definidos na Observagdo 3.2.30.
1% Parte. Vamos estimar /. Pelo Lema 3.2.5(iii) e por (3.52), temos

— okt | mk
I = Z 2% IEJ Lo
{(k.7)el’

kp'i ¥
k.3

IA

IA

i ve"

= ,BZk:QW /:, . (Z xﬂQf*{z)) dw(z)

8y 27 (z Xngf‘(ff)dw(iﬁ))
K
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< CO32 | xaule)dulz) :

- ﬁz QkP’iQkiw
k
< G B [ 1P (fu)(&)F dula). (3.76)
2% Parte. Vamos estimar II. Para isto, vamos observar que
-1
= 3 2MEN, =% Y 27EH. (3.77)
{k,jIeF" M=0 (k.jIeF!

k=M (mod m}

Fixemos 0 < M < m — 1. Do Lema 3.2.12, do fato de estarmos somando sobre (%, j) € F7,
da desigualdade de Holder, de (3.72), do fato que 7 > aa (veja Observagio 3.2.30), usando
o fato que vale o Lema 3.2.18 para F' no lugar de F e procedendo exatamente como (3.54),

segile que

i

, | 2 !

(k.1 F? (k.jyeFi
=M (moed ™) k=M (mod m)

i

H 2 F
< > |Ef. (m f?@j?‘—ﬁkm f(fat)P(XE;«W)(iﬁ:?)d#(CC;t))

(k.jleF!
kzM (mod m}

B &
< GS¥ — ( [ [P kw)]q(f;i)d;ﬁ(x,t))
’ woer IMQYTIE \J2@} “
k=M (mod wm}
5
([zé‘fs‘—ﬁk; . ) d“($7t))
i L
: |E%|, L2 ) , Z
s G AT T QS fﬁ,‘ - z, 1N dy(x, t
P e P fTiQf I?i» | i 25% _kalf( ) (z,1)
k=M {mod m)
- Gsr ¥ B ([ enrae)
? i 177@?*[.:: 2@\?‘%@&.:_,,1 C ’
k=M (mod m)
z,
/ 1) 9
< 87 (f,\m §f:.c,t";%w,t)
: (k,jE);F’ QQ;'C S ( ) ( )
k=M {mod m)
; . e
S Croa 7 ([ Vo0 auten)) -
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e, portanto,
7

1< Gy 67 [ e t] dulort)) (3.79)

™ xi0,1

3¢ Parte. Vamos, agora, estimar III em (3.75). Sejam N ¢ M inteiros com 0 < M <m -~ 1.

Vamos ainda denotar por Gy 3 © conjunto
Grypy={k,j)eG k2N e k=M (mod m)}.

Vamos mostrar que

'
>
o

> B2 <G, ( /o m,J[f(z,t)]qfdu(at)) . (3.80)
(kJ1EGN M x[0,1

Usando o Lema 3.2.12, o fato de estarmos somando sobre (£, j) € G', pela Observagio 3.2.22

e procedendo como em (3.57) obtemos

s

ol ek . 275 7
> EFL2ZT < Y IEfL (JE;J )
Fanl LY

(kj) EGN,,M (k,j)EG‘N‘M
< ﬁ—p’ %Ef'w kyp
= - > W(Tj)
(kjieGunm ian »
L B,
< G Y Y
(k§)€G w1 sert NS |
pl
> (f«k,m Plxgrw)(z, t)(1 - t)“ldﬁ(x,t)> Abtm
iZP(Q?"—m):F(Q.‘?) Qz ' 3
Q™ ok
f B,
+ CpoBP Z 5

: (k| F
(k.7YEG N, 01 WQ_;‘ |

4

( S fpn Pl = a0 Ai“m)

igij:{Ic-%m,i}EFN,M

= IV+V (3.81)
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Vamos usar as condigbes (3.73) e (3.72) para estimar IV e V respectivamente.
Primeiro, notemos que para um (t,u) € Ty fixado, se QF ¢ @, entdo §F ¢ QL.

Assim,

Joy PO @ 00 = 07w 1) = [ Plxpse) (2 (1~ 1) xgy (1~ £)%dul, 0
= o PO (@) (1= 007X du(a,

= [, P g (1 =17 ) (whxes (y)dwly)

= [ P, (1= 97 ) () ).
Para um {¢,u) € I'y i fixado, seja
G(t,u) = {(k,j) - existe s € L tal que QF C QL}.

Portanto, temos pela igualdade acima, pelo Lema 3.2.25(i), pelo Lema 3.2.5(i), pelo fato que
a cardinalidade de Lf é no maximo C, pela desigualdade de Hélder, pelo Lema 3.2.31 e por

por {3.73), temos que

* P
(kJ)EGN M s€LF:P(QF)=QL WQ? |
2

)3 ( Jopn Plxess) @82 = t) iz, t)) Apm
3 i

EP(QET™) =Pk
QEtT gk

Fl

(EX P
< > > ;Qgg ((/@ﬁ P(fow)(x,t)(l - t)”ldﬁ(:c,t)) QAi)

(k. J)eGN M sELf:P(Qﬁ}:Qi i

'

<o (ay ¥ 5 -'—%—'-(/E kP*(xéi(l—t)Q"lu)(y)dw(y>)

. Qk|E \JE>
(k3)ECN M s€LE:P(QE)=Q 195 1¥ 3

!

AN

, | »
G () ¥ ([ Pl a -0 e)d0)

kieciy 1@l VB



v Ek,‘;
G (4) ¥ o

(k,7)EG(tu)

[/

Bl f P (xg, (1 — )7 ) (v)de(y)

4

P * - !y
G (1) % /E_k [P (xg, (1~ ) W) 0)dw(v)
(k. fIEG(tu) i

I

< Gy () [ 1P (1 =1 W ()s(o)

2
!

6, (4t ([ 0 - vrduton))”
- c;(A;ff(/%

uw

IN

A

i)

= G (48)7 10U (3:82)

Somando (3.82) sobre (t,u) € Ty s e usando o fato que p < ¢, temos (veja 3.59)

’

E.

f

v <G ﬁ“”( > 1@k (A;)q’)q- (3.83)

(t;u.) El—'N,M
Para obter a correspondente estimativa para V, fixemos (k, 7). Procedendo como em (3.60),

utilizando o Lema 3.2.14, o Lema 3.2.5(i), o fato que a; > 30, 7 > as e (3.72) temos

p,’

R L E

* S [ Pl (@ )1 = 97N 1)) 48| <
QLY \ersnloms e

Joiw i€ HY (k+m )€l n p :
2
[Eklw r q )
< Gog > /"‘k+m [P(Xq;w)} (y,t)dply. 1)

ﬂ?Q} lw {€ HE(k+m )€l v 2 @

!
&
a

'

(Akrm f ak+m?

Z Qi [u (Ai )
iGHf:(k"‘““m:i)G{‘N.M'

2

(BRI ¢
5] = ( /3 o [Plxgre)]” (g, tyduly, t))

Cog a7
" nQE,
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Fil
ql

( S @ (Ai“m)‘”)
iGH;.“:(

.‘C-E—m,'i)EIﬁN!M

e

Cpo A ( | o PO (s t)duty t))
by P Q5 ’ ’
an_? pr Cﬂle

| Ak sm\ ¢
> Qe (Akm)
iGHf:{k-ﬁ-m,i)ef‘N‘M
2
SE’CI L 2 L ’ Yy
Crg — :*:J”““prl@@? & ( > le’mla (Ai'wm)

H
377@3' lw iEH (h+m i} w

IA

i
&
q

< cp,q( > IerT (Af*m)"")

'Eﬂf:(k-i—m,i)Ef;\;,ﬁ,{

Portanto, somando sobre (k, j) € Gy i exatamente como foi feito em (3.61) e (3.62), temos

/
&
q

V< Cp,q (Z(t,u}erg\r,M @i%;z (Ai)qr) (3-84)

Combinandoe (3.81), (3.83) e (3.84), temos que o lado esquerdo de {3.80) é limitado por

3 [E;?iwzkp’ < JV+V
(k.JYEGN M

2

- G ([ B () e aitan) a9

{tﬂ-’:)EFN,M

A partir de agora a demonstragdo prossegue exatamente como a demonstracio do Teo-

rema 3.2.26.

Observacao 3.2.33 Da maneire como foi feito na Observacgdo 1.2.14, podemos identificer
S™ com a bola B = {y € R™ : ly| < 1}, usando a aplicacdo (y,7) —> ry. Se Q@ € A =
Uizo Ak, sejam Q@ = B, se @ = S™ e

Q={sz:a7(Q)<t<1, x€Q} se Q#5™
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Observamos que, se Q # S™ e se Q ¢ A (isto é, se Q nio é metade da esfera S™), entdo @
€ um “come truncado” contido na bola B, cuja base em S™ € o elemento diddico Q.
Se w € ume medida de Borel ndo negativa sobre S™ e se g € uma funcdo real mensurdvel

e ndo negativa, vamos utilizar a notacgdo
ug{(z) = Pgw)(z’,t),

paoraz=tr' e B,0<t<1lez €5

Quando w for a medida de Lebesgue sobre S™, denotada por o, escrevemos uy{z) =
ug(z), como na Definicdo 2.5.5. Entdo podemos enunciar os Teoremas 5.2.26 ¢ 3.2.32 da
seguinte forma:
Teorema 3.2.26 Suponha 1 < p < g < o¢ e segjam w e p medidas de Borel ndo negativas

e finitas sobre S™ e B respectivamente tais que P*(xpu) € LP (S™,w). Sio equivalentes:

(i) Erxiste uma constante C' > 0 tal que, para toda funcbo mensurdvel g > 0,
1 1
([ eatlidut)’ < ¢ ([ lordsa)’. (3.56)
(16} Fziste uma constante C > 0 tal que para todo (J € A temos

(/B[UXQW(Q)}QdM(yﬂé < C|QEW'§ (3.87)

1 1
i’

(1P - i w@P aem)” <o ([ o). s

Teorema 3.2.32 Suponha 1 < p < g < oc € sejam w e u medidas de Borel ndo negativas
e finitas sobre S™ e IB respectivamente tais que P*(xpu) € LIF (5™, w). Sejam a) € ay como

na Observagdo 5.2.30. Se existe uma constante C > O tal que para todo @@ € A temos

(L i) < Cloal} 550

a1

1

([ P - ) weP @) < o ([0 -luhduw)

 je

v, (3.90)
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entdo existe uma constante C > 0 tal que, para toda funcio mensurdvel g > 0,

(/;Béugu(y}]qdy(y))% <C (]n[g(x)]pdw(x))% , (3.91)

Observacao 3.2.34 Como no Capitulo 2 (veja Coroldrio 2.5.18) encontramos condigdes
suficientes para a limitacdo da integral de Poisson de IP(S™ Wdo) em LP(IB, uj, é natural
pensarmos em comparar este resultado com os resultados obtidos neste capitulo. Vamos,
entdo, considerar os Teoremas 3.2.26 ¢ 3.2.32 com p = q e dw = Wdo, onde W € um peso

sobre S™. Neste caso, (3.86) e (8.91) se tornam

| o )Pauty) < € [ [o@FW (@)do(a),
enguanto que (2.22) no Coroldrio 2.5.13 temos

[ s @)Pduty) < C [ lg@FW (@)dorz).

Portanto, se W # 1, o Coroldrio 2.5.13 ¢ os Teoremas §.2.26 e 5.2.32 ddo condicées su-
fictentes para a limitacdo de operadores distintos. Portanto, sé faz sentido pensarmos em
comparar estes resultados para W = 1 e, portanto, para w = o. Neste caso, o Teorema 3.2.26
e o Coroldrio 2.5.16 ddo caracterizagbes da limitagdo da integral de Poisson de LP(S", o)
em LP(IB, ). Logo, podemos enunciar o seguinte resultado, que nos dd uma caracterizac@o

de uma medide de Carleson sobre IB:

Coroldrio 3.2.35 Seja p uma medida ndo negativa e finita sobre IB tal que P*(xpy) €
L¥'(8™). Sdo equivalentes:

(i) 1 € uma medida de Carleson.

(i) Eziste urma constante C > 0 tal que para todo € A,

| Tue@)Peuty) < il (3.92)

L P e - i @ do(z) < € [ (1 = lwiPdu(y) (3.93)
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O corolario seguinte seque do Teorema 3.2.32 e do Coroldrio 2.5.16, e nos diz que
podemos encontrar condigdes suficientes para que uma medida 1 sobre IB sejo uma medida

de Carleson, melhores que (3.92) e (5.93).

Coroldrio 3.2.36 Seja u wma medida ndo negativa e finita sobre IB tal que P*{xpi) €

LP'(S™). Se existe uma constante C > 0 tal que para todo @ € A temos

1

Ll WFdu) < Cla:@l (3.94)

[ P @) ~ ) (@) dotz) < © [ (0 - lwPauty), (393)

onde a; € ay 840 dados na Observagdo 3.2.50, entdo u é uma medida de Carleson.
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