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Abstract

The fundamental base of seismic modeling is the acoustic wave equation that for a medium
with variable velocity require efficients numerical methods to find the equation solution.
The Finite Difference Method (FDM) is widely used to get the solution of the wave equa-
tion because the computational implementation is very easy. Ensuring the convergence
of the method, the approximate solution is reliable. However, the schemes used by FDM
either need a high length to the operator of the spatial derivative or take a sufficiently
dense mesh, that is, the grid is small to ensure an accurate solution. But this requires the
calculus of many operations in the recursion formula. In this dissertation, we analyzed
a scheme of the FDM that use adaptive lengths to the operator of the spatial derivative
assuming a fixed grid. The criterion to choose the lengths depend on the velocity of the
medium. Thereby, in regions of low velocity a long length is used and in regions of high
velocity a short length is enough. The numerical tests show that FDM with the adaptive
length scheme obtains a solution with a similar accuracy to the solution of the FDM with
the long length scheme, but performs a smaller number of operations in the recursion
formula.

Keywords: seismic modeling, acoustic wave equation, finite difference.

Resumo

A base fundamental do modelamento sismico é a equacao da onda actistica, que para meios
com velocidade variavel exige métodos numéricos eficientes para encontrar a solugao da
equagao. O Método de Diferengas Finitas (MDF) é muito usado para obter a soluc¢do da
equacao da onda, pois é de facil implementacao. Uma vez garantindo a convergéncia do
método a solucao aproximada é confiavel. Contudo, os esquemas utilizados pelo MDF ou
utilizam um comprimento longo para os operadores da derivada espacial ou precisam ter
uma malha suficientemente densa, isto é, ter passos pequenos para garantir uma solugao
precisa, porém, isso requer o calculo de muitas operacoes na féormula recursiva do método.
Nesta dissertacgao, analisamos um esquema do MDF' que utiliza comprimentos adaptativos
para o operador da derivada espacial assumindo uma malha computacional com o passo
fixo. O critério que escolhe esses comprimentos depende da velocidade do meio. Pela
relagao entre o comprimento e a velocidade, o método escolhe um comprimento longo em
regioes de baixa velocidade e um comprimento curto nas regioes de alta velocidade. Os
testes numéricos comprovaram que o MDF com o esquema de comprimentos adaptativos
obtém uma solucao com uma precisao similar a solugao do MDF com o esquema que
usa somente comprimentos longos, mas o esquema de comprimento adaptativo realiza um
numero de operacoes menor na féormula de recursao.

Palavras-chave: modelagem sismica, equacao da onda actstica, diferencas finitas.
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Capitulo 1

Introducao

Em muitas areas de pesquisa a modelagem matemaética tem um papel fundamental
para auxiliar a compreensao de problemas da natureza (fisica) colocados sob a forma de
simulagoes numéricas e, geralmente, a solucao desses problemas ¢ obtida ao resolver uma
equacao diferencial. Na geofisica computacional, particularmente na modelagem sismica,
procura-se simular a propagacao de ondas em subsuperficie onde o objetivo é prever a
resposta que um conjunto de sensores obteria, assumindo-se uma estrutura conhecida para
a subsuperficie. Esta técnica de simulagao é uma poderosa ferramenta para interpretacao
sismica e uma parte essencial dos algoritmos de inversao e imageamento.

A base fundamental do modelamento sismico é a equacao da onda actstica que descreve
a propagacao de ondas em um meio actstico. No entanto, a menos do caso particular de
um meio homogéneo (velocidade constante), sdo necessarios métodos eficientes para obter
a simulacao desejada. Os principais métodos utilizados no modelamento sismico podem
ser classificados em trés categorias

1. Métodos Diretos: o modelo geologico é discretizado em um ntmero finito de pontos
(malha) e um método numérico é utilizado para encontrar uma aproximagao para
a solucao da equacao da onda completa.

2. Métodos Assintoticos: a equacao da onda é computada por partes, decompondo em
duas outras equacoes, a iconal e a transporte.

3. Métodos Integrais: utilizam-se as representagoes integrais para o campo de ondas
gerados com a hipotese de fontes pontuais.

Neste trabalho nos restringimos a estudar apenas o caso dos métodos diretos. Mesmo
existindo muitos métodos numéricos que resolvem a equacao da onda, o Método de Dife-
rengas Finitas (MDF) é o mais preferido do que as abordagens por elementos finitos ou
métodos peseudo-espectrais devido ao eficiente uso de memoéria, baixo custo computacio-
nal e facil implementagao. Entretanto, quando comparados com teoria dos raios e feixes
gausianos e métodos integrais, o MDF ainda é mais caro computacionalmente. Muitos
esquemas do MDF utilizam operadores de comprimento fixo para aproximar as derivadas



espaciais e temporais da equacao da onda. A escolha do comprimento é determinada pelo
custo computacional, estabilidade e critérios de dispersao que sejam satisfeitos global-
mente garantindo uma boa aproximagcao da solucao da equacao da onda actstica.

Um desafio constante dos esquemas do MDF é aumentar sua eficiéncia sem prejuizo
da precisao, aumentar a precisao sem prejuizo da eficiéncia, ou amentar ambos. H&
muitas variantes de esquemas que aumentam a eficiéncia sem diminuir a precisao ou que
aumentam a precisao mantendo a eficiéncia. Por exemplo, os esquemas usando malha
com passo variavel (Falk et al., 1996) que aumentam a eficiéncia e as malhas intercaladas
(Virieux, 1986) que aumentam a precisdo. Além do mais, deve-se ter um cuidado com a
palavra eficiéncia, que aqui usamos com o significado de realizar menos operagoes para
gerar a propagacao de ondas.

Outra particularidade do esquema estudado neste trabalho é com relagao aos coefi-
cientes do operador da derivada espacial, que contribuem para reduzir os problemas de
dispersao com a vantangem de aumentar a regiao de estabilidade comparado aos coefi-
cientes convencionais. A ideia para obter esses coeficientes iniciou-se com o trabalho de
Finkelstein e Kastner (2007). E recentemente, Liu e Sen (2009b) desenvolveram um mé-
todo para computa-los usando a relagao de dispersao. Os coeficientes convencionais sao
geralmente obtidos por expansao em série de Taylor junto com a teoria da onda plana
que determina uma série de equacoes lineares muito semelhante ao que o método dos
coeficientes indeterminados obtém (LeVeque, 2007). Outra alternativa para encontrar os
coeficientes do MDF é aplicar métodos de otimizacao (Fornberg, 1998).

O MDF é amplamente usado na geofisica e nao fica restrito somente a modelagem
sismica (Kelly et al., 1976; Virieux, 1984; Holberg, 1987; Marfurt, 1984; Dablain, 1986;
Liu e Sen, 2009a; Chen, 2007), mas também pode ser aplicados na migragao (Claerbout,
1985) e na inversao (Abokhodair, 2009).

O objetivo deste trabalho é analisar o novo esquema do MDF, baseado no recente
trabalho apresentado por Liu e Sen (2011). No qual, fixado os passos da malha com-
putacional pode-se escolher adequadamente os comprimentos do operador da derivada
espacial de acordo com a velocidade do meio, isto ¢, em regioes de alta velocidade usa-se
comprimentos curtos e em regioes de baixa velocidade usa-se comprimentos longos. Essa
adaptagao dos comprimentos contribuem para reduzir o nimero de operacgoes realizado a
cada ciclo de tempo na féomula de recursao do esquema de diferencas.

Esta dissertacao foi organizada da seguinte forma: no Capitulo 2 iniciamos o desen-
volvimento do esquema de diferencas finitas e analisamos os critérios de estabilidade e
dispersao para os dominios unidimensional e bidimensional; no Capitulo 3, mostramos
como é feito a escolha dos comprimentos do operador de acordo com a velocidade; no
Capitulo 4, mostramos os testes computacionais para exibir os resultados do MDF com
o esquema adaptativo (comprimentos variaveis) e comparamos com o esquema do MDF
longo (comprimento fixo baseado na menor velocidade) e com o esquema do MDF curto
(comprimento fixo em 5 pontos). No entanto, para este ultimo, a ideia nao é comparar
o custo das operagoes e sim o custo beneficio entre a precisao da solugao e o tempo ne-
cessario para obté-la. Pois, o esquema curto tem o menor comprimento que poderé ser



utlizado nas simulagoes numéricas; por fim, o Capitulo 5 encerra com as consideragoes
finais discutindo as vantagens e desvantagens do esquema adaptativo e possiveis avangos
que podem ser feitos; no apéndice desenvolvemos os coeficientes convencionais.



Capitulo 2

Diferencas Finitas com Operador
Espacial de Comprimento Fixo

O Método de Diferencas Finitas (MDF) é uma ferramenta poderosa para aproximar
solucoes de equagoes diferenciais. Apesar de existir muitos esquemas de diferencas finitas,
a idéia basica de todos é substituir as derivadas por uma diferenca finita. O esquema que
vamos utilizar serda do tipo centrado, isto é, a aproximagcao das derivadas sera dada por
uma diferenca centrada e, mais importante do que definir o tipo do esquema, é saber
qual a ordem de aproximacao. Em geral, para um esquema centrado, essa ordem esté
relacionada com o tamanho do comprimento do operador usado, isto é, com a quantidade
de pontos vizinhos que a diferenga finita é baseada. Assim, quanto maior o comprimento
melhor serd a aproximacao.

E comum, particularmente para a equacio da onda, usar esquemas com uma aproxi-
macao de segunda ordem no tempo e com uma ordem maior ou igual no espago. Pois,
ja se verificou que esquemas desse tipo conseguem uma boa solugao (Alford et al., 1974).
No entanto, os coeficientes espaciais do esquema sao determinados usando somente a in-
formacao do dominio espacial da equagao da onda através da expansao da série de Taylor
junto com a teoria da onda plana. Porém, o calculo da propagacao de ondas sismicas é
feito nos dominios do espaco e do tempo. Os coeficientes baseados somente no dominio
espacial serao denominados coeficientes convencionais e desenvolvidos no Apéndice A.
Finkelstein e Kastner (2007) mostraram um conjunto de regras que determinam os coefi-
cientes espacias em ambos os dominios e Liu e Sen (2009b) propuseram um método que
determina esses coeficientes. A grande vantagem de usar esses coeficientes no esquema do
MDF é que eles contribuem para o aumento da regiao de estabilidade e reduzem as dis-
persoes numéricas. Com relacao aos coeficientes temporais do esquema, onde utilizamos
uma aproximagao de 2*-ordem, a computacao ¢ feita do mesmo modo que os coeficientes
convencionais (Apéndice A).

Neste capitulo vamos analisar um esquema centrado que resolve a equacao da onda
acustica. Onde o operador da derivada de segunda ordem no espaco terd um comprimento
fixo M e o operador da derivada de segunda ordem no tempo tem uma aproximagao
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de 2%ordem. Também mostramos a vantagem que os coeficientes baseados nos dois
dominios da equacao da onda trazem com relagdo aos coeficientes convencionais. Além
disso, concluimos que, para um caso particular na férmula dos coeficientes dos dominios
da equagao consegue-se obter os coeficientes convencionais.

2.1 Equacao da Onda Unidimensional

Sejam z,t € IR as varidveis espacial e temporal, respectivamente. A equagao da onda
actstica unidimensional (1D) com densidade constante é dada por

S
c*(x)

onde ¢(x) é a funcdo que descreve a velocidade de propagagao da onda, F(z,t) é a fungao
que descreve o termo fonte e U(x,t) é o campo escalar da onda.

Utt_sz :F(l',t), (21)

A solucao da equagao (2.1) pode ser interpretada fisicamente como a propagagao de
ondas sobre uma corda que viaja a uma velocidade ¢(z). No caso da velocidade ser cons-
tante (meio homogéneo), com fonte nula e dada condigoes iniciais, a solugao desta equagao
é conhecida como solugao de d’Alembert. Para os casos com meios ndo-homogéneos (ve-
locidade variavel), s6 é possivel encontrar solugoes através de simulagoes computacionais
utilizando métodos numéricos de discretizagao, nos quais, usamos o MDF.

Para aplicar o MDF aproximamos a derivada de segunda ordem temporal por um
esquema centrado de 2%-ordem e, na derivada de segunda ordem espacial, aplicamos um
esquema centrado de 2M-ésima ordem (comprimento M, com 2M + 1 pontos), ou seja

1 _
Utt<l'j,tg) ~ A_tZ [—2U§ + (Uﬁ L + U?’_l)] s (22)
1 M
Upa(z4,t0) = A7 ao,juf + Z amyj(uﬁ_m + uf+m) , (2.3)
m=1
onde uf = Ulxj, te), v; = xo + jAz, tp = lAt, com j =0,1,...,J el =0,...,L e ay,
comm=20,1,...,Mej=0,1,...,J sao os coeficientes espaciais do MDF'.

Os coeficientes espaciais sao determinados usando os dominios da equacao da onda.
Para conseguir isso, sabe-se que pela teoria da onda plana, o harménico com uma constante
Uy dado por

Ulz,t) = Upe'se=eb), (2.4)

onde ¢ é o ntmero de onda e w é a frequéncia angular é solugao da equagao (2.1) sem o
termo fonte tal que
w? —A(z)€? = 0. (2.5)

Na literatura, a equagao (2.5) é conhecida como a relagao de dispersao, e observe que para
cada nimero de onda £ podemos tomar mais de uma frequéncia que é dada em funcao da
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velocidade.

A equagao discretizada da equagao (2.1) sem o termo fonte, obtida substituindo as
equagoes (2.2) e (2.3) nas derivadas temporal e espacial, ¢ dada por

M
1
¢ ¢ ¢ ¢ - ¢
aoju; + Z U (W + W) R . [—2uf + (uf ' +ui)], (2.6)
m=1 J
onde r; = c(z;)At/Ax sao os ntmeros de Courant. Desse modo, o harmonico (2.4)

discretizado nos pontos (z;,t,) satisfaz o esquema (2.6) apenas para uma determinada
frequéncia. Ou seja, substituindo na equagdo (2.6) e eliminando termos comuns, obtemos

] —i€mAx 1 w —iw
apj + Z U j (€T 4 7% AT) = [—2 + (e e At)} , (2.7)
m=1 J
ou seja,
- 2
aop,; + 2 Z . ; cos(EmAT) = — (cos(wAL) — 1). (2.8)
r
m=1 J

A expressao (2.8) pode ser entendida como a aproximagao numérica (ou discretizada) da
relagao de dispersao (2.5) para essa particular frequéncia. No entanto, pela equagao (2.5) a
frequéncia angular pode ser dada por w;(§) = c(z;)&, ou seja, w;(§)At = r;Ax onde r; =
c(xz;)At/Ax. Desse modo, supondo que a equagao (2.8) permaneca valida ao substituirmos
w por w; a equacao pode ser escrita como
< 2
apj +2 Z A, ; cos(EmAT) ~ =

(cos(érjAz) —1). (2.9)

Aplicando a expansao em série de Taylor na fungao cosseno em (2.9), obtemos

mfo) 2 | — o (1iEAz)?"
G,O]+2Zam3 1+Z ' NT—? [nz:l(—l) W R (210)
Comparando os coeficientes de £2*, para os M primeiros termos, obtemos
0 +2 ) ap; =0 (2.11)
Z m*"a,, ; = 732-”’2, para n=1,..., M. (2.12)

Observe que (2.12) é um sistema de equagoes lineares com Matriz do tipo Vandermonde,
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isto é,
10 20 v MO 1261,1?]' 1
12 22 . MQ 22a . r2.
. . . A S A (2.13)
121\'472 221\.472 o MQM*Q MQ.OLM,]‘ T?M—2

Resolvendo estas equacgoes pela Regra de Crammer, obtemos

M 2 2
(=)™t nmor
am,j:T n2—m2 s m:1,2,...,M, (214)
n=1n#m
e
M
o =~2) ;. (2.15)
m=1
No casoem que r; = Opara j = 0,1,...,.J, aequagdo (2.14) é equivalente a equacao (A.5).

Isto &, os coeficientes convencionais sdo um resultado particular da equagao (2.14). Porém,
observe que s6 foi possivel representar esses coeficientes supondo inicialmente que a relagao
de dispersao também é valida para as frequéncias discretizadas a cada ponto da malha.

Como estamos representando uma equacao diferencial parcial por uma diferenca de
pontos discretos podemos medir a precisao do esquema do MDF pela diferenga dos termos
da equagao (2.9) dada por

M
= |3 |20, +2 Z::l Am,j cos(mEAT) — %(cos('r’ijx) — 1)] ‘ . (2.16)

Aplicando a expanssao em série de Taylor na fungao cosseno e usando as equagoes (2.14) e (2.15),
obtemos

o0

M
2(=1)"
Z Ezn))' ( anam,j . rj?n—2> €2nAx2n—2
’ m=1

n=M+1

E =

. (2.17)

como a discretizagao é dependente apenas da magnitude do passo da malha, podemos ver
que a menor poténcia de Ax na série é 2M, ou seja, a precisao do MDF alcanca uma
ordem de 2M. Além disso, isso mostra que o esquema do MDF é consistente, uma vez
que € — 0 quando Az — 0.

Portanto, definidos os coeficientes, a formula recursiva do esquema do MDF que realiza
a simulac¢do de propagagao de ondas é dada substituindo (2.2) e (2.3) na equagao (2.1),
obtendo

M

uﬁ“ = 2uf - uf_l +773 awuf + Z A, j (uf_m + u§+m) + [e(z;)) AL F(zj,t0), (2.18)

m=1
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onde z; = x9 + jAz, t, = (At, para j = 0,1,...,J, £ =0,1,...,L e an;, ap; sao os
coeficientes dados pelas equagoes (2.14) e (2.15).

2.1.1 Analise de Estabilidade e Dispersao

Como o esquema (2.18) é do tipo explicito, devemos impor alguma condi¢ao sobre At
e Az para que tenha estabilidade numérica e para que problemas de dispersces numéricas
sejam evitados. Em geral, um método numérico é estavel se quaisquer pertubacoes que
a solugao sofra, os erros nao sejam amplificados sem controle. Se a amplificacao existe,
a cada passo de tempo, o erro aumenta fazendo que a solugao “exploda”. Para garantir
a estabilidade usaremos a analise de Von Neumann (Strikwerda, 1989; LeVeque, 2007).
Considerando que o erro mais simples seja dado por

uje = A(E) €74, (2.19)

onde ¢ é o numero de onda, A(§) é o fator de amplificacao e i = v/—1. Como queremos
evitar a amplificacao do erro, uma condi¢ao necessaria e suficiente é ter

A <1, (2.20)

para todo £. Sem perda de generalidade, considere A = A(£). Fazendo a substitui-
cao de (2.19) na formula de recursao (2.18) sem o termo fonte e substituindo ag; pela
equagao (2.15), obtemos

M
AZJrleingx _ 7’? CL07jA€€ij£Ax + Z (. (Aﬂei(jfm)ﬁAac + Agei(j+m)£Aw)
m=1
+ 2A%UEAT _ pt-lpilicAT (2.21)
cancelando os termos comuns, obtemos
A = BA+1=0, (2.22)
onde
M
B; =2+ 2r Z A, j [cos(mEAT) — 1] . (2.23)
m=1

Pela equacao de segundo grau (2.22) temos
B £ /ﬁj? —4
A= R E— (2.24)

Portanto, se |5;] < 2 teremos |A| < 1 que esta de acordo com (2.20), ou seja, o esquema,
é estavel. Com efeito, assumindo, em geral, que o erro aumenta com aumento do niimero
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de onda, podemos considerar o nimero de onda de Nyquist dado por

™

gNyq - E, (225)

como sendo o valor maximo que o ntamero de onda £ pode assumir. Assim, computando
B para § = &nyq teremos

M M
B; =2+ 2r Z (m,j [cos(mm) — 1] = 2 — 477 Z A2m—1,7, (2.26)
m=1 m=1

onde M & a parte inteira da metade de M. Uma vez que da equacdao (2.14) temos
a2m—1,; > 0. Entao o método é estavel se

—-1/2

M
r; < Z A2m—1,j = o(rj). (2.27)
m=1

Portanto, a inequagao (implicita) (2.27) garante a existéncia de uma regiao de estabilidade.
A Figura 2.1 exibe a variacao de o com r; com diferentes comprimentos. Percebe-se, em-
piricamente, que a regiao que sastifaz a inequagao ¢ para r; < 1 para todo j =0,1,...,J
independente do comprimento utilizado. Outro detalhe é que, a regiao de estabilidade
para r; = 0 é sempre menor que para 7; # 0 e, sofre uma reducao com o aumento do
comprimento. Neste caso, 7; = 0, a equac@o dos coeficientes (2.14) é a mesma que dos
coeficientes convencionais, ou seja, os coeficientes obtidos usando a relagao de dispersao
aumentam a regiao de estabilidade do MDF.

-..-.’I“j
2.5 e [—2 1
——M=12
27—0—1\/[:50 !
——M=80 UL

Figura 2.1: Variagao de o com r; para diferentes comprimentos.
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Garantindo a estabilidade e a consisténcia podemos dizer que o MDF é convergente
(LeVeque, 2007). Entretanto, o erro da aproximagao nao detecta oscilagbes na solugao
aproximada, se essas oscilagoes crescem em magnitude podem prejudicar na interpretacao
dos resultados. Essas oscilagoes sao chamadas de dispersoes numéricas. Uma das atri-
buigoes para esse erro acontece porque velocidades de ondas de diferentes frequéncias sao
distintas, essas velocidades recebem o nome de velocidade de fase definida por

v(§,w) = —>5, (2.28)

ou seja, a relacao entre a frequéncia angular w e o nimero de onda & é nao-linear. Con-
sequentemente, para w(§) = c¢(x)¢ para cada x € IR a rela¢do é linear (em ). Ou seja,
quando a velocidade de fase é igual a velocidade de propagacao, nao ocorre dispersao.
Entretanto, dificilmente consegue-se essa igualdade. Uma forma de medir a dispersao
numérica é considerar a razao entre estas velocidades em cada ponto da malha, isto é

o v _wlo)e

T () clxy)

, para j=0,1,...,J. (2.29)

Determinamos w usando a equagao (2.8), ou seja

M
1
> tms[L = cos(EmAn)] ~ 5 [1— cos(wAt)]
m=1 J
M
A 1 A
Z(lm,j sin? (ng $> Y ﬁsin2 (th) , (2.30)
m=1 J
portanto,
2 - EmAx
~ : . 2
w A o arcsin r? Z A, j SIN ( 5 ) , (2.31)

m=1

onde usou-se a seguinte relacio trigonométrica: 2sin®(y/2) = 1—cosy, para todo y inteiro.
Portanto, a equagao (2.29) pode ser escrita como

M

2

Wy = arcsin | |78 Y sin? (?) , (2.32)
J m=1

onde v = {Ax. Pela equagao (2.32) temos V; = ¥(r;,7) e como o maximo namero de
onda é o nimero de onda de Nyquist, computamos U; para vy € [0, 7].

A Figura 2.2 exibe o comportamento da dispersao para diferentes valores de r;, com
os coeficientes convencionais e com os coeficientes obtidos pelas equagoes (2.14) e (2.15),
respectivamente, para um comprimento fixo M = 2. Pela comparacao entre as duas
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observamos uma propriedade comum que €, com o aumento de r; se tem uma melhora na
aproximacao de U; ~ 1 para altos valores de 7. No entanto, a Figura 2.2(b) permanece
mais proxima de ¥; = 1. A Figura 2.3 mostra o comportamento da dispersao para um
comprimento maior, fixado em M = §, e a conclusao é a mesma que foi obtida pela analise
da figura anterior. Isso mostra que os coeficientes dados pelas equagoes (2.14) e (2.15)
reduzem a dispersao numérica. E nota-se pelas Figuras 2.2(b) e 2.3(b) um aumento da
regiao préxima de ¥; = 1 quando aumentamos o valor do comprimento. Também pode
ser obervado pela Figura 2.3(a), como a condigao de estabilidade influéncia no célculo da
dispersao, onde a linha rosa (r; = 0.7) nao é tao suave quanto as outras, e isso é devido
ao fato de estarmos no limite da condigao de estabilidade. Além disso, baseando-se nessas
figuras, podemos sempre garantir a existéncia de valores de I' e 7,4, dado € > 0 e M, tal
que

U, —1]<e se 7<I' e 7 <rma. (2.33)

Portanto, podemos encontrar uma condicao sobre Ax e At, de modo que a condicao de
estabilidade seja satisfeita e que o erro devido a dispersao permanega numa faixa aceitavel.
Para isso, definindo A como o comprimento de onda e f como a frequéncia, e utilizando
propriedades que relacionam niimero de onda & com o A e este com a f, podemos escrever

2rAx 2w fAx
Y=8Ar=—— = C{x) : (2.34)

definindo fy,4, como a frequéncia maxima e ¢,;, = min{c(z;)|j =0,1,...,J}, uma vez
que existe I' e 7,4, podemos escolher Ax pela seguinte condigao

| e
<T Ar < —™ 2.35
YET se Aog gl (2:35)
Uma vez escolhido Az, At pode ser dado por
A max
At < 28 maz. (2.36)

Cmaat

onde ¢pqp = max{c(z;)|j = 0,1,...,J}. Por exemplo, tomando ¢ = 0.08 pela Fi-
gura 2.2(b) teremos I' = 2.3 e 7,4, = 0.5, ou seja, para uma f = 55 Hz, Cpin =
1.5 km/s € ¢paz = 4 km/s temos Az ~ 10 m e At ~ 1.3 ms e tomando o mesmo € para
M = 8 pela Figura 2.3(b), teremos I' = 2.9 e ry,4, = 0.3 implicando que Az ~ 12 m e
At =~ 0.9 ms. Portanto, para cada comprimento escolhido os valores da malha podem ser
diferentes para o mesmo e.
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(a) (b)

0.92r

0.9

Figura 2.2: (a) Variagdo da dispersao com 7 para diferentes valores de r; computados com
os coeficientes convencionais. (b) Variacao da dispersao com ~y para diferentes valores de
r; computados com os coeficientes dados por (2.14) e (2.15).

(a) (b)

11— ——Gmnn - - - - - - W - - - - B - - -4
0.98(
_0.96
=]
0.941
-=- Fxata
—o—T‘j =0.1
0.92f |+1; = 0.3
+7‘j = 0.5
—0—7‘j = 0.7
%% 1 2 3

~

Figura 2.3: (a) Variacao da dispers@o com 7 para diferentes valores de r; computados com
os coeficientes convencionais. (b) Varia¢ao da dispersao com v para diferentes valores de
r; computados com os coeficientes dados por (2.14) e (2.15).

2.2 Equacao da Onda Bidimensional

Sejam (z,z) € IR? a variavel espacial e t € IR a variavel temporal, a equagio da onda
acustica bidimensional (2D) com densidade constante é dada por

1

2(x, 2)

Utt - Ug;x — Uzz == F([E, Z7t), (237)
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onde ¢(z, z) é a fungao que descreve a velocidade de propagagao, F(x, z,t) é o termo fonte
e U(x,z,t) é o campo de onda escalar. Aplicando o mesmo esquema do caso 1D para
aproximar as segundas derivadas no tempo e no espaco, obtemos

U (x5, 2, te) ~ A2 [—QUf',k + (Uﬁl + Uﬁl)} ) (2.38)

LT M
Ug3a;<l’j7 Zky tg) ~ E aojj’kug’k + Z amd-’k(uﬁ_m,k + uﬁ—&—m,k)] s (239)

L m=1

LT M
Uzz(ﬂfj, 2k té) ~ A_z2 Cl()J',kUﬁ,k + Z Cl,m,j,k(u‘?k_m + U?k_’_m)] , (240)

L m=1
onde a,, j, param = 0,1,..., M sao os coeficientes espaciais do MDF, u?k = U(zj, 21, tr)

e com uma discretizagao regular, isto é, Ax = Az = A, onde

r;j = wzo+jA, j=0,...,J;
2 = 2o+ kA, k=0,...,K;
ty, = (At, (=0,...,L, (2.41)

Para encontrar os coeficientes do esquema do MDF, para o caso 2D da equacao da
onda, usando os dominios da equacao da onda, fazemos as mesmas suposicoes realizadas
anteriormente no caso 1D, isto é, sabemos que uma solugao da equagao (2.37) sem o termo
fonte pode ser dado pelo harmoénico bidimensional com constante Uy

Uz, z,t) = Upe!lGertez—wt) (2.42)

onde &, e &, sao os nimeros de ondas nas respectivas coordenadas x e z, e w a frequéncia
angular de modo que

w? — A(z,2)(E2+ €)= 0. (2.43)

A equagdo (2.43) é a relagao de dispersao da equagao da onda 2D. Assim, substituindo
as derivadas aproximadas pelas diferengas finita na equagao (2.37) sem o termo fonte,
obtemos

1 M

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ -
Az | 205kt T D i (U e U e U+ W) |
m=1
T (2 (! ] (2.44)
Jik

Novamente, para uma particular frequéncia na solugao (2.42) nos pontos (x;, 2k, tr), a
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solugdo do harmoénico pode ser aplicada na equagao (2.44) obtendo

M
ao ik + Z .k (cOs(E,mA) + cos(E,mA))

m=1

Tj27k ~ [cos(wAt) — 1], (2.45)

onde 7, = c(z;, z) At/ A s@o os nimeros de Courant. Uma vez que, da equagao (2.43), a
frequéncia w também pode ser discretizada por w; At = r; A, Ou seja, supondo vélida
a substituicdo de wAt da equagao (2.45) por w, ;At, a equacao pode ser escrita como

M
ojk + Z am7j7k(cos(§mmA) + COS(fzmA))

m=1

2
ik

~ [cos(&r;pA) —1]. (2.46)

Aplicando expansao em série de Taylor na fungao cosseno em (2.46), obtemos

M o0 %)
Aok + Y ik (2+ > L n) mQ”fn(H)A2"€2”> R ((Zn;, P IATER (2.47)
n=1 ’ :

onde f,(0) = (cosf)®™ + (sin#)?" para todo n natural, e lembrando que as coordenadas
do ntmero de onda sao &, = £cosf e &, = £sinf, com € sendo o angulo de propagacao
(diregao) da onda plana. Assim, podemos comparar os coeficientes de £** em (2.47) e
obter um sistema semelhante ao obtido no caso 1D, ou seja,

M 2n—2
Z P . ara n=1 M (2.48)
m,j,k f(e)ap PRI .
m=1 n
e
M
Qg gk = —2 Z A, j ks (2.49)
m=1

com a diferenga de ndo conseguir uma formula explicita para a solugao do sistema (2.48).
Porém, a solucao pode ser obtida utilizando um método direto proposto por Bjorck e
Pereyra (1970), que consiste em utilizar interpolagao polinomial utilizando a estrutura da
matriz de Vandermonde. Notemos, também, que os coeficientes de diferencas finitas (2D)
dependem do angulo de propagacao, isto &, am, jx = tm jix(7Tjk, 0)-

O angulo 0 indica a direcao da propagacao de uma onda plana, porém, quando é feita
a modelagem sismica nao temos controle sobre essa dire¢ao, por ser uma propriedade
fisica da onda. No entanto, a fungao f,,(f) tem duas propriedades que podemos usar para
extrair informagoes sobre esse angulo: (i) periodicidade, isto ¢, f,,(0) = f,.(bw/2£6) para
todo b inteiro; (ii) para = 7/8 temos f,(7/8) = f,.(7/8 £ br/4), ou seja, a fungao f,(0)
tem os mesmos valores em oito diregoes, § = (20 — 1) /8 para i/ = 1,...,8 e ndo ha outro
angulo que alcance mais dire¢oes do que este, por causa do periodo definido em (i). Ou
seja, podemos tomar qualquer 6 € [0, 7/2].
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O erro do esquema do MDF 2D é obtida fazendo a diferenga entre os termos da
equagao 2.46 obtendo

M
1 1
= |1z ik + Z A, j i (cOsS(MELA) + cos(mE,A)) — TT(cos(rmkﬁA) - 1)] ‘ . (2.50)
m=1 Jik

Ou seja, aplicando série de Taylor na fungao cosseno e sabendo das equagoes (2.48) e (2.49),

obtemos
- (_1)n =z 2n 2n—2 2n A 2n—2
Z (2n)! Zm A, jnfu(0) =157 | €A
’ m=1

n=M+1

£= : (2.51)

onde a menor poténcia de A é 2M. Desse modo, pela propriedade (ii), se § = 7/8, o
esquema terd precisao da ordem de 2M em pelo menos oito direcoes. Portanto, nesse
sentido 6 = 7/8 sera o melhor angulo para computar os coeficientes (2.49) e (2.48). Além
disso, pode-se concluir que o esquema 2D também é consistente.

Portanto, a férmula de recursao do MDF 2D é dada por

M
uﬁk = rik [2a0,j,kugk + Z am7j7k(u§_m7k + u§+m7k + u?,k—m + U§k+m)]
m=1
+2ufy — it + [e(wy, 2) A F(xj, 2, t), (2.52)

onde os coeficientes sao obtidos por (2.48) e (2.49) com j = 0,1,...,J,k =0,1,..., K,
(=0.1,....L

2.2.1 Analise de Estabilidade e Dispersao

Como feito no caso 1D, devemos investigar para quais valores para A e At devemos
usar no esquema explicito (2.52) para garantir a estabilidade e diminuir os efeitos de
dispersao. Analogamente, usaremos a analise de Von Neumann, onde a equagao (2.19)
com a adi¢ao de mais uma dimensao é dada por

ujy, = A(E) ettt (2.53)

onde &, = £cosh,&, = Esinf e A(€) ¢ o fator de amplifica¢do. Aplicando (2.53) em (2.52)

sem o termo fonte, obtemos a mesma equagao dada por (2.22), isto é,
A = B A+1=0, (2.54)

onde A= A(€) e

M
Bikr =2+ 27"]2',1@ Z Am ik [cOS(MELA) + cos(mE,A) — 2] . (2.55)

m=1
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Ou seja, temos

/a2
Bj,k + 6]'7]{ —4
A= 5 , (2.56)
e, no sentido de Von Neumann, queremos |A| < 1 para que o esquema (2.52) seja estavel,
ou seja, devemos mostrar que |f;x| < 2. Para isso, vamos usar os mesmos argumentos
feitos no caso unidimensional, isto é, o erro aumenta com o aumento do niimero de onda

e assumindo que o nimero de onda de Nyquist nas coordenadas x e z seja 0 maximo
numero de onda nas respectivas coordenadas, ou seja,

™ ™ ™

T
== == 2.57
Svi= Az T A ¢ SwTAITA (2:57)
Tomando &\, € &.y,, €m B obtemos
M M
Bik =2+ 47}2-7,9 Z A, j i [cos(mm) — 1] =2 — 87‘]2»7k Z A2m—1,j.ks (2.58)
m=1 m=1

onde M ¢é a parte inteira da metade de M. Uma vez que da solucdo de (2.48) teremos
aom—1,k > 0, 0 esquema de diferengas finitas sera estavel se

—-1/2

M
rir < |2 Z A2m—1 5.k =0 (rk0). (2.59)
m=1

A estabilidade ¢ garantida satisfazendo inequagao implicita (2.59).

A Figura 2.4 mostra a variacao da regiao ¢ para diferentes comprimentos e observa-se
que, com o aumento do comprimento essa regiao diminui. Além disso, para os pontos
rir = 0 a regiao de o ¢ sempre menor do que os pontos r;; # 0, mostrando que os
coeficientes do MDF, utilizando os dominios da equacao da onda, aumentam a regiao de

estabilidade comparado a regiao de estabilidade dada pelos coeficientes convencionais.

Similarmente ao caso 1D, o esquema é convergente uma vez que garantimos a estabili-
dade e a consisténcia. No entanto, ainda héa o problema de dispersao numérica que ocorre
pelo mesmo motivo que ja foi explicado na analise do caso 1D. Assim, definimos

W= — = ull3 (2.60)

Y
C]vk C]7k

onde v é a velocidade de fase, w ¢ a frequéncia angular, £ o nimero de onda e ¢;, = ¢(z;, )
¢ a velocidade de propagacao da onda.
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Figura 2.4: Variagao de o com r;j, para diferentes comprimentos, com 6 = /8.

Partindo da equagao da relagao de dispersao (2.45), obtemos

2 _ m cos(07) _ msin(6~)
w = x arcsin ]k Z Am,j,k [Slfl ( 5 ) + sin® (T ) (2.61)

onde v = £A. Portanto, substituindo (2.61) em (2.60), obtemos

2 al m cos(67) m sin(607)
\IIN€ = arcsin 7’]2-7]C Z A jk {sinz (Tfy) + sin2 (T’y)]’ (2.62)

Tk

m=1

e veja que W, = V(y,7,k, 0). A Figura 2.5 faz a comparagio de V¥, computados com
os coeficientes convencionais e com os coeficientes dados pela equagao (2.48) e (2.49),
respectivamente, para um comprimento M = 2 e § = 7/8. Observa-se que a Figura 2.5(b)
mostra que a variagao de W, ; ~ 1 é menor ao longo de v € [0,2.7], pois a dispersao para
rjx = 0.6, a linha verde na Figura 2.5(a) a partir de 2.7, fica melhor aproximada do
valor 1. A Figura 2.6 faz a mesma comparacao, mas com um comprimento M = 8§ e,
nesse caso, as variagoes de VU, ;, da Figura 2.6(b) apresentam uma aproximacao melhor do
que as variacoes de ¥;; da Figura 2.6(a) para v € [0,7]. Além disso, observa-se pelas
Figuras 2.5(b) e 2.6(b) que, com o aumento do comprimento, a regiao de V;;, ~ 1 ¢é
aumentada (estirada). Isso mostra que os coeficientes baseados na relagao de dispersao
contribuem para a reducao de dispersao no esquema. Da mesma forma, baseando-se
nestas figuras, particularmente nas Figuras 2.5(b) e 2.6(b), chega-se & mesma conclusao
obtida no caso 1D, isto é, existem valores de I" e r,,,, tal que se verifica (2.33). Portanto,
podemos usar (2.35) e (2.36) como condigao para os valores de A e At.
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(b)
1.06
1.04 h
1.02 0.98
1+
« «0.96
=0.98 o=
0.96 0.94
0.94
0.92
0.92
0.9, 0.9,

Y

Figura 2.5: (a) Variacao da dispers@o com 7 para diferentes valores de r; computados com
os coeficientes convencionais. (b) Variacao da dispersdo com 7 para diferentes valores de
r; computados com os coeficientes dados por (2.48) e (2.49).

(a) (b)
1.5 " " " " " "
-u- Frata . N N
1.4
0.98r
1.3r
< <« 0.961
s 12 >
-=- Fxata
0.94f |—=T1j5 = 0.1
1.1 1 =02
—~Tjk = 0.3
1 0.92F |11 = 0.4
y Tjk = 0.5
3 71k = 0.6
0 90 1 2 3 0 90 1
4 4

Figura 2.6: (a) Variagdo da dispersao com 7 para diferentes valores de r; computados com
os coeficientes convencionais. (b) Variacao da dispersao com ~y para diferentes valores de
r; computados com os coeficientes dados por (2.49) e (2.48).



Capitulo 3

Diferencas Finitas com Operador
Espacial de Comprimento Adaptativo

A escolha do comprimento do operador da derivada espacial na equacao da onda acts-
tica é baseada no custo computacional, estabilidade e no critério de dispersao do MDF. No
capitulo anterior discutimos o esquema do MDF com comprimento fixo, e notamos que os
parametros de passo da malha podem ser escolhidos de acordo o comprimento. Contudo,
ao manter os valores de passos da malha fixos e pelas Figuras 2.2(b) , 2.3(b) , 2.5(b) e 2.6(b),
observa-se que altas velocidades ficam mais aproximadas do valor exato da dispersao, ao
contrario, das baixas velocidades. Isto é, comprimentos longos podem ser usados para
regioes de baixa velocidade e comprimento curtos para regioes de alta velocidade. Desse
modo, no caso do esquema com comprimento fixo, o comprimento a ser usado é base-
ado na menor velocidade para que satisfaca globalmente as condigoes de estabilidade e
dispersao. No entanto, isso mostra que o esquema do MDF de comprimento fixo realiza
operacoes desnecessarias na féormula de recursao e, em consequéncia, aumenta o custo
computacional. Neste capitulo, apresentamos um método que escolhe o comprimento do
operador da derivada espacial de acordo com a velocidade mantendo a ordem de precisao
tao boa quanto do esquema do MDF com comprimento fixo baseado na menor velocidade.

3.1 MDF Adaptativo: caso 1D

O primeiro passo para construir o esquema do MDF adaptativo é mostrar que podemos
fixar o passo da malha computacional sem perder a estabilidade ou precisao do MDF.
Definimos M,,;, como o menor comprimento a ser usado pelo esquema adaptativo, isto
é, para um comprimento M qualquer, sempre temos M > M,,;, > 1. Pelos resultados da
analise de estabilidade e dispersao do capitulo anterior podemos fixar M,,;, e dado € > 0
existem valores de ' € Tz, tal que

lﬁj—llge se Y<T e 1< T (3.1)

19
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onde ﬁj é a equacao (2.32) para M = M,,;,. Ou seja,

<T A 3.2
~y se x < T (3.2)
e Ap
At = M, (3.3)
Cmaat

onde f.: € a frequéncia maxima, c¢,,; a menor velocidade e ¢,,,, a maior velocidade.
Portanto, pelo fato de M,,;, ser o “pior” comprimento, essas condigoes sobre Ax e At
valem para qualquer comprimento M > M,,;,.

Uma vez que os passos da malha computacional, Az e At, estam fixos, para um
comprimento M, definimos o erro do tempo de propagagao de ondas como a diferenca
dos tempos de propagacao de ondas que viajam com a velocidade de fase com os tempos
que viajam com a velocidade de propagacdo da onda (velocidade exata) a cada ponto da

malha. Ou seja,
G
(5-1)

o)

onde ¥; é dada por (2.32) computado para valores

Az Az

v Cj

_Ax

Cj

: (3-4)

T =
substituindo a equagao (2.29) em (3.4), obtemos

Ax
Tj ET(M,CJ') = C_
J

27TfmaxAx
Vi = —
J
para todo 7 =0,1,...,J.
Portanto, para uma taxa maxima de erro 7, podemos escolher M; como o minimo
M > M,,in, tal que
T(M;,¢cj) <n, (3.7)

onde M = M, in, Mppin + 1, .. ..

Em outras palavras, a desigualdade (3.7) verifica quais valores de M torna a afirmacgao
verdadeira, por exemplo, para uma velocidade ¢; testamos 7(M,,;n, c1) < 7, se a desigual-
dade for verdadeira M,,;, serd o comprimento associado a velocidade ¢;, caso contrério,
essa verificacao é feita para os proximos comprimentos até encontrar o primeiro valor de
M que satisfaca a desigualdade. E evidente, que computacionalmente, daremos um limite
maximo para M evitando que essa verificagao seja feita infinitamente.

A Figura 3.1 mostra a aplicagdo do método que escolhe os comprimentos de acordo
com as velocidades, onde a velocidade minima é ¢,,;, = 1.5 km/s e a velocidade méaxima é
Cmaz = 4.5 km/s e usamos M,,;, = 2, Ax = 10 m e At =1 ms. Como é esperado, temos
que o comprimento é inversamente proporcional a velocidade. Além disso, para menores
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valores de 7, teremos maior necessidade em obter comprimentos longos.

100 ;n — o

—n = 1072

B —n = 104

80 n = 10""
60 N

=

40 N
20 &_‘ |

1 1 1 ’\ 1 1 I
1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5

c (km/s)

Figura 3.1: Variagao do comprimento M com a velocidade de propagagao ¢ para diferentes
valores de .

Portanto, o esquema do MDF de comprimento fixo pode ser modificado para um
esquema adaptativo dado por

M
¢

2uf =i ] a0+ Y g (U ) |+ e(e) A F(ag,t). (3.8)

1 —

U;

m=1

onde M; é dado por (3.7) e a,,; sdo os coeficientes de diferencas finitas que de acordo
com as equagoes (2.15) e (2.14) seram dados por

M.
SR G VIGEN | A (3.9)
m,j m2 n2 —m2|’ ’
n=1,n#m
e
M;
Qoj = =2y, (3.10)
m=1

para todo j =0,1,...,.Jem=1,2,..., M.

Veja que o esquema adaptativo foi construido ja garantindo a estabilidade e a dis-
persao numérica baseando-se no pior caso, que é um esquema de comprimento M,,;,. A
vantagem desse esquema é comprovada pelo somatoério da féormula de recursao que faz so-
mente as operagoes necessarias para manter a precisao do método, diferente do esquema
com comprimento fixo que vai escolher o comprimento que vai satisfazer globalmente os
critérios de estabilidade e dispersao para nao perder precisao da solucao.

Um pseudocoddigo, apenas da parte recursiva do MDF, pode ajudar a comparar os
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nameros de operagoes entre o esquema que usa os comprimentos adaptados e do esquema
de comprimento fixo baseado na menor velocidade, ou seja, esse comprimento equivale
a tomar o méaximo de Mj, isto &, M = max M; para todo j = 1,...,J. Desse modo, o
formato do pseudocoddigo pode ser dado por

for /{=1:L do
for j=1:Jdo
soma(j, ) < 0
for m =1:M; do
soma(j, ) < soma(j,0) + a(j,m) * (u(j — m, ) +u(j + m,¥))
end for
u(j, 0+1) < 2u(j, £) —u(j, O~ 1)+7(j) e (soma(j, £)+a(j, 0)<u(j, 0)) +a(j)* F(j, )
end for
end for

Para contarmos o nimero de operagoes (ou “flops”) iniciamos com o lago mais interno,
somatorio na férmula recursiva, que serd o responséavel por fazer o MDF adaptativo ser
mais eficiente. Assim, no lago mais interno temos 2 somas e 1 produto, ou seja, no total
de 3 “flops”, no entanto, contando com a quantidade de vezes que repetimos o lago. E no
lago que computa u fazemos 8 “flops”. Totalizando

L
(=

J M; J
DY I8+ D 3| =8LJ+3) M (3.11)
m=1

1 j=1 = j=1

Para o esquema de comprimento fixo teremos um total de 8L.J 4+ 3JM. Entdo, teremos
J ~

8LJ+3  M; <8LJ+3JM. (3.12)
j=1

Para um modelo de velocidade que exigiré diferentes valores para o comprimento, a desi-
gualdade (3.12) sera estritamente menor.

3.2 MDF Adaptativo: caso 2D

O processo para encontrar o método que escolhe os comprimentos para o esquema 2D
é idéntico ao caso 1D. Uma vez que a malha é regular, isto é, Az = Az = A, podemos
fixar esses parametros baseando-se no menor comprimento M,,;, e definir o erro do tempo
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de propagacao semelhante a equagao (3.4), ou seja,

A 1
(M, ¢ 2 1), 3.13
(M, 34) Cik (‘I’j,k >‘ (3:19)
onde VU, ; é dada por (2.32) com
27 frnaz A
Yik = —f s (314)
Ciok

paratodo 7 =0,1,...,Jek=0,1,... K.

Portanto, dado 7, podemos escolher M;; como o minimo M > M,,;,, tal que
T(Mjg, cj) <, (3.15)

onde M = Mmin’ Mmin + 1, ce

Assim, a férmula de recursao do esquema do MDF adaptativo pode ser dada por

ijk
why = 7 200500 g Y g (U g U )
m=1
+2u =l oy, ) A F (x5, 2, 1), (3.16)

onde M, é dado por (3.15) e os coeficientes a, jx sd@o dados por

Mj.k 2n—2
Z M e = %, para n=1,...,M;, (3.17)
m=1 fn( )
e
M;
ok = —2 Z A j k- (3.18)
m=1

No entanto, neste caso, para o esquema nao sair da regiao da estabilidade, a inequa-
¢ao (2.59) deve ser garantida para um comprimento que seré tomado como o maior valor
a ser utilizado, por exemplo, pela Figura 2.4 temos 7;; < 0.5 para um comprimento
M = 80, assim M = M,,in, Mpin +1,...,80. No entanto, o valor maximo ja deveria ser
empregado para evitar infinitas verificagbes da inequacgao (3.15). Nao é dificil ver que o
ntmero de operagoes no ciclo recursivo seréd dado por

L J K M; J K
SN I8+ D3| =8LIK+3) 0> My, (3.19)
m=1

(=1 j=1 k=1 j=1 k=1

Logo, comparado com o esquema de comprimento M = max M, paratodoj =0,1,...,J
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ek =0,1,..., K, o nimero total de operacgoes sera menor. No pior caso, temos que o
numero de operagoes serao iguais.



Capitulo 4

Experimentos Numéricos

Neste capitulo apresentamos simulagoes numéricas para quatro tipos de modelos de ve-
locidades. Nos dois primeiros modelos a velocidade é uma fun¢ao unidimensional, sendo
um deles com uma velocidade constante, pois, nesse caso, comparamos com a solucao
exata para validar se o método com o esquema adaptativo consegue uma boa aproxi-
macgao. Os dois dltimos sao aplicados em modelos bidimensional de velocidade variavel.
Definimos, também, o termo fonte utilizado e algumas consideracoes que se deve tomar
para poder realizar as simulagoes no ponto de vista numérico. Para realizar as simula-
¢oes, a implementacao foi feita usando rotinas do MATLAB em uma maquina 4 x Dell
PowerEdge R420 com 2 processadores Intel Xeon E5-2450 (16 nucleos cada) 2.50 GHz e
192 GB de RAM.

4.1 Termo Fonte

Consideramos um termo fonte dado por
F(x,t) = d(x —x5)S(1), (4.1)

onde § é a “funcao” delta de Dirac, xg é a posi¢ao da fonte e S é o pulso de Ricker com
frequéncia pico f, dado por,

S(t) = [1 = 2(nf,t)?] e "0, (4.2)

Pela definicao do termo fonte, o pulso de Ricker vai atuar somente na posicao xg, na
modelagem sismica, isso significa uma simulagao de um tnico tiro. Consideramos x =
x para o caso unidimensional e x = (z,z) para o caso bidimensional, além disso, nos
experimentos vamos sempre utilizar uma f, = 20 Hz. A Figura 4.1 mostra a forma
do pulso tanto no dominio do tempo quanto no dominio da frequéncia. Como o pulso
de Ricker no dominio da frequéncia nao ¢ do tipo banda-limitada, isto é, |f(w)] = 0
para |w| > wy, consideramos nos experimentos numéricos uma frequéncia maxima f,,, =

25
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55 Hz, desse modo, frequéncias acima desta nao sao consideradas mesmo com algumas
contribuindo para o valor da amplitude.

0.02}
0.018
0.016y
0.014;

§0.012*
&= 0.01f
0.008¢
0.006¢
0.004¢
0.002;

0.5;

Amplitude

-0.5¢ ‘ 1 ‘ ‘
-0.05 0 0.05 0 20 40 60 80
Tempo (s) Frequéncia (Hz)

Figura 4.1: Pulso de Ricker no tempo (a esquerda) e na frequéncia (a direita).

A discretizagao da fonte dada pela equagao (4.1) é dada por

1 1
F(l‘j,tg) = A_:L‘(Sj’jss(tz) ou F(:L'j, Zk,tg) = F5j7j55k7ks3(té)v (43)
onde jg e kg sao os indices da posigao da fonte na malha e ¢, , denota o delta de Kronecker,
isto é,
_J 1 se p=gq
Opq = { 0 se p#q. (4.4)

4.2 Condicgoes Iniciais e de Fronteira

As formulas de recursao (3.8) e (3.16) necessitam de valores inicias para gerar os valores
do campo de onda. Por isso, utilizamos a seguinte inicializacao

1_ 2 _ 1 _ .2 _
uj =u; =0 ou wuj, =uj, =0, (4.5)

paratodo 7 =0,1,...,Jek=0,1,..., K.

As condicoes de fronteira sao tomadas para evitar reflexoes indesejadas da borda.
Adotamos uma alternativa simples que é considerar uma area de interesse (cor cinza),
representada pela Figura 4.2, tal que o tempo de propagacao,T, de ida e volta quando a
onda reflete na borda preta nao chegue na regiao de interesse. Para o caso bidimensional
a ideia ¢ a mesma com uma dimensao a mais.
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Figura 4.2: Malha computacional.

4.3 Modelo 1

Neste modelo testamos a formula recursiva (3.8) para um meio com velocidade cons-
tante c(x) = ¢y = 2.5 km/s, com fonte na posi¢ao rg = 0, com um tempo maximo de
observacao de 1.2 s, com Az = 16 m, At =3 ms, n = 1073 ¢ M,;, = 2. O modelo de
velocidade estéa representado pela Figura 4.3.

3
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x

2.4~ b

2.3 !
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—23 -2 -1 (0] 1 2 3
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Figura 4.3: Modelo de velocidade onde ¥ indica a posicao da fonte.
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A Figura 4.4 mostra a solu¢ao U(x,t) obtida pelo esquema do MDF adaptativo para
dois instantes de tempo, onde o comprimento (escolhido de acordo com c¢q) foi M = 31.
A Figura 4.5(a) mostra o sismograma da simula¢do numérica que contém todos os tragos
sismicos, e a Figura 4.5(b) é uma imagem mais detalhada da imagem anterior possuindo
alguns tracos a cada 100 m, onde observa-se que nao ha nenhum tipo de reflexao ou
transmissao de ondas uma vez que o meio nao tem interfaces com velocidades diferentes.
Na modelagem sismica, esse tipo de evento é conhecido como onda direta, que geralmente
é caracterizada pelo aspecto linear que aparece no sismograma. Ou seja, os valores das
amplitudes devem ser iguais e, com o passar do tempo, elas se propagam em direcoes
opostas com velocidade cy. Note que a solugao aproximada apresenta essas caracteristicas.
Contudo, a solugao exata da equacao da onda unidimensional com velocidade constante
¢é dada por

Ulz,t) = 107 (cot — |z|)e~ 2om(—lel/co)l”, (4.6)

Portanto, podemos comparar a solugao (4.6) com a solu¢do obtida pelo esquema do MDF
adaptativo com os incrementos de malha ja definido anteriormente, que vamos chamar
de malha 1. Também comparamos a solucao exata com a solucao gerada pelo esquema
adaptativo para uma malha refinada, que vamos denominar malha 2, que é dada por
Az’ = Ax/10 e At = At/10. A Figura 4.6(a) mostra que o esquema adaptativo para ma-
lha 1 tem uma boa aproximacao. Porém, o detalhe mostrado pelas Figuras 4.6(b) e 4.6(c)
apresentam uma pequena diferenca entre as amplitudes e a fase dos pulsos que se pro-
pagam em dire¢oes opostas, indicando que a solug¢ao tem uma pequena influéncia da
dispersao numérica e da malha, mas que nao prejudica na qualidade da solu¢cao numé-
rica. A Figura 4.7(a) compara a solu¢do exata com a solu¢ao do esquema adaptativo
com a malha refinada, onde observa-se que a aproximagao é melhor, e pelos detalhes dos
pulsos nas Figura 4.7(b) e 4.7(c), podemos ver que as amplitudes e a fase estdo melhor
aproximadas. Portanto, o MDF adaptativo pode ser muito preciso quando utiliza-se uma
malha com passos suficientemente pequeno, de modo que ainda satisfaca os critérios de
estabilidade. Veja que, para o esquema adaptativo com a malha refinada, o comprimento
do operador da derivada espacial foi menor, M = 3, isso ocorre por haver menor influén-
cia da dispersao. Ou seja, para um mesmo erro 1 na féormula do tempo de propagagao,
um comprimento menor sera exigido. No entanto, a Figura 4.8(a) mostra que o esquema,
adaptativo com a malha 1 tem um erro de aproximagao na ordem de 1073 e a Figura 4.8(b)
mostra que o esquema adaptativo com malha refinada tem uma aproximacao na ordem
de 1074, ou seja, qualitativamente as duas solucoes sdo muito semelhantes uma vez que
a amplitude obtida ¢ de ordem de 1073. Com isso, podemos afirmar que o esquema do
MDF adaptativo consegue representar a propagacao de ondas com boa qualidade.
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Figura 4.4: Solucao U(z,t) obtida com o esquema adaptativo utilizando a malha 1: (a)
Parat =0.1s; (b) Parat = 1.0 s.
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Figura 4.5: (a) Sismograma da simulag¢ao da propagagao de ondas. (b) Simograma com
tragos a cada 100 m. Obtido pelo campo de onda do esquema adaptativo para malha 1.
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Figura 4.6: (a) Comparacao da solugao exata (linha solida) com a solu¢ao U(z,t) obtida
pelo esquema adaptativo para malha 1 (linha tracejada) com M = 31. (b) Detalhe do
pulso que se propaga a esquerda. (c) Detalhe do pulso que se propaga a direita.
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Figura 4.7: (a) Comparacao da solugao exata (linha solida) com a solu¢ao U(z,t) obtida
pelo esquema adaptativo para malha 2 (linha tracejada) com M = 3. (b) Detalhe do
pulso que se propaga a esquerda. (c) Detalhe do pulso que se propaga a direita.
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Figura 4.8: Diferenca entre as solugoes exata e aproximada obtida pelo esquema adapta-
tivo: (a) Para malha 1; (b) Para malha 2.



Modelo 2 34

4.4 Modelo 2

Neste segundo modelo unidimensional, a velocidade serd variavel, onde a menor ve-
locidade é ¢, = 1.5 km/s e a maior é ¢e = 4 km/s, com a fonte na origem. A
Figura 4.9 exibe o perfil de velocidade que foi utilizado e mostra um modelo com 5 inter-
faces. Os parametros para iniciar a simulacao foram Az = 10 m, At =1 ms, M, = 2
e n = 1072. Com uma malha com distancia total de 8 km, onde a regiao de interesse
teve uma distancia de 6 km. Os testes foram feitos utilizando os esquemas adaptativo,
longo e curto. Sendo que, o esquema longo tem o comprimento baseado na menor ve-
locidade e o esquema curto tem o comprimento dado pelo M,,;,. O tempo méaximo de
propagacao foi de 1.2 s, que foi suficiente para nao apresentar reflexoes da borda na regiao
de interesse da propagagao. As Figuras 4.10 a 4.15 exibem os resultados da propagacao
de ondas para alguns instantaneos (campo de ondas em um tempo fixo) onde, em (a)
a solugao é obtida pelo esquema adaptativo; em (b) pelo esquema longo e em (c) pelo
esquema curto. Podemos observar ao passo do tempo, que as amplitudes do pulso vao se
modificando e isso se deve a atuacao dos coeficientes de reflexdao que é responsavel pela
menor amplitude da onda refletida em relagao a onda transmitida, e pela mudanca do
comprimento do pulso (e inversdo da polaridade) depois que atravessa a interface. Além
disso, ja podemos ver que as solugoes obtidas pelos esquemas adaptativo e longo parecem
ser semelhantes, ao contrario do que é observado para a solugao obtida pelo esquema curto
que, no decorrer do tempo, apresenta muitas oscilagoes causada pela dispersao numeérica.
As Figuras 4.16 e 4.17 representam o sismograma da propagacao de ondas em que, (a)
representa o simograma gerado pelo esquema do MDF adaptativo; em (b) gerado pelo
esquema com o MDF longo; e em (c) gerado com o esquema do MDF curto. No qual, a
Figura 4.16 contém todos os tracos sismicos e a Figura 4.17 contém tragos a cada 250 m.
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Figura 4.9: Modelo de velocidade unidimensional, onde % representa a posicao da fonte.
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Figura 4.10: Solucao U(x,t) para t = 0.2 s obtida pelos esquemas: (a) Adaptativo; (b)

Longo; (c) Curto.
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Figura 4.11: Solucao U(x,t) para t = 0.4 s obtida pelos esquemas: (a) Adaptativo; (b)
Longo; (c) Curto.
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Figura 4.12: Solucdo U(x,t) para t = 0.6 s obtida pelos esquemas: (a) Adaptativo; (b)
Longo; (c) Curto.



Modelo 2 38
x 1072 (2)
5, |
= 0 \ \/\ Yt
5 |
_3 o ‘ 0 3
x (km)
x 107° (F))
57 —
D 0 \ \/\ \/\_IV\
5 N
_3 2 ‘ 0 3
x (km)
x 10°° (?)
8, |
6, |
a4 i
2, |
-
(0]
o i
4t _
_6- -
_3 > ‘ 0 3
x (km)

Figura 4.13: Solugao U(x,t) para t = 0.8 s obtida pelos esquemas:
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Figura 4.14: Solucéo U(x,t) para t = 1.0 s obtida pelos esquemas: (a) Adaptativo; (b)
Longo; (c) Curto.
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Figura 4.15: Solucdo U(x,t) para t = 1.2 s obtida pelos esquemas: (a) Adaptativo; (b)
Longo; (c) Curto.
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Figura 4.16: Sismograma da simulagao obtido pelos esquemas: (a) Adaptativo; (b) Longo;
(c) Curto.



Modelo 2 42

(€]

Figura 4.17: Sismograma contendo tragos sismicos a cada 250 m obtido pelos esquemas:
(a) Adaptativo; (b) Longo; (c) Curto.
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A Figura 4.18 mostra a variacao dos comprimentos, escolhidos pelo método, em funcao
da distancia. Observa-se que os comprimentos escolhidos sao inversamente proporcionais
a velocidade, isto é, para as velocidades 1.5 km/s, 2 km/s, 2.5 km/s, 3 km/s e 4 km/s
foram encontrados os seguintes operadores M = 38,15,10,8 e 6, respectivamente. Ou
seja, o esquema longo teve um comprimento de M = 38. Notamos que a menor ve-
locidade contribui para um valor muito alto do comprimento em comparacao com uma
velocidade mediana, 3 km/s, onde o comprimento foi de M = 9. O valor da frequéncia
maxima, também, contribui para ter comprimentos muitos longos. Pois, quanto maior
essa frequéncia, maiores sao os valores de 7 (nimeros de onda), desse modo, nas regides
de baixa velocidade um maior comprimento vai ser necessario para satisfazer a desigual-
dade (3.7). Um outro fator que contribui para o aumento do valor dos comprimentos é
dado pelo parametro n que é o erro associado ao tempo de propagacao a cada ponto da
malha.
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Figura 4.18: (a) Velocidade em fungao da distancia. (b) Variacdo dos comprimentos em
funcao da distancia.
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Para analisar com mais detalhe a solugao U(z,t) obtida pelo esquema do MDF adap-
tativo, comparamos as solugoes obtidas pelos diferentes esquemas para um tempo de
propagagao t = 0.8 s. Onde tomamos como referéncia de uma boa solugao o esquema
do MDF longo, que mantém maior precisao numérica, uma vez que ¢ simulada com um
comprimento muito longo. A Figura 4.19(a) compara U(z,t = 0.8) obtida pelos esquemas
adaptativo e longo, mostrando que a solucao do esquema adaptativo tem uma precisao
semelhante & solugao do esquema longo, onde nao ha ocorréncia de problemas devido a
dispersao. A Figura 4.19(b) compara as solug¢oes dos esquemas adaptativo e curto, onde
visivelmente nota-se que a solucao obtida pelo esquema curto nao apresenta a mesma
qualidade da solucao do esquema adaptativo, pois existem muitas oscilagoes do pulso por
causa da dispersao numérica. A Figura 4.19(c) compara as solugoes dos esquemas longo
e curto, onde pode-se afirmar que de fato a solucao do esquema curto nao apresenta uma
boa qualidade. Entretanto, a Figura 4.20(a) mostra que, a diferenga entre as solugdes
dos esquemas adaptativo e longo tem um erro na ordem de 107°, ja a diferenca entre
as solugoes dos esquemas longo e curto e dos esquemas adaptativo e curto apresentam
uma diferenga na ordem de 107 como pode ser observado pelas Figuras 4.20(b) e 4.20(c),
respectivamente. Ou seja, uma diferenga de duas casas décimais que pode parecer nao
muito significativa. No entanto, pela qualidade da propagacao, a solucao obtida pelos
esquemas adaptativo ou longo interpretam melhor os campos de ondas para o modelo de
velocidade proposto.

Portanto, o esquema do MDF adaptativo obtém uma boa solu¢ao com uma precisao
semelhante ao esquema do MDF longo. Porém, o esquema adaptativo tem a vantagem
de calcular menos operagbes, na parte recursiva do método (3.8), se comparado com o
esquema longo. Para notar essa diferenca comparamos os métodos em termos do tempo
computacional, inclusive com o esquema curto, que mede o tempo para realizar todas
as iteragoes da formula recursiva inclusive o tempo necessario para obter os operadores.
A Figura 4.21 mostra a comparacao desses tempos para diferentes valores de 7, com
fmaz = 55 Hz. Os resultados que foram analisados nessa secao foram simulados para
n = 1073, ou seja, o esquema adaptativo teve uma reducao de cerca de 51% em relacao ao
esquema longo. O esquema curto teve uma reducao de 80% em relagao ao esquema longo.
Ou seja, o custo beneficio do esquema adapativo é maior com relagao ao do esquema
curto, pois mesmo com um “pequeno” tempo excedente a solugao obtida ¢ mais precisa.
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Figura 4.19: Comparacao de U(z,t = 0.8) entre os esquemas: (a) Adaptativo (linha
solida) e longo (linha vermelha tracejada); (b) Adaptativo (linha sélida) e curto (linha
azul tracejada); (c¢) Longo (linha vermelha tracejada) e curto (linha azul tracejada).
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Figura 4.20: Diferenga de U(x,t = 0.8) entre os esquemas: (a) Adaptativo e longo; (b)
Adaptativo e curto; (¢) Longo e curto.
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Figura 4.21: Duracao de 2399 iteragoes de tempo na férmula recursiva para os esquemas:
longo (barra azul), adaptativo (barra verde) e curto (barra vermelha); (a) Para n = 1071;
(b) Para n = 1073; (c) Para n = 107%; (d) Paran = 107",
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4.5 Modelo 3

No Modelo 3 iremos testar o esquema do MDF adaptativo para o caso de velocidade
bidimensional, que estd representado pela Figura 4.22. O modelo contém dois meios
separados por uma interface localizada a 500 m de profundidade. Os parametros inicias
para gerar o campo de ondas bidimensional sao dados por A = 10 m, At = 1 ms,
n =107 e M, = 2. A fonte foi posicionada em (0,0). A malha utilizada teve uma
distancia de 5 km para os dois eixos espaciais, x e z, onde a regiao de interesse teve
uma distancia de 4 km para os mesmos eixos. O tempo méaximo de observacao foi de
1 s. As Figuras 4.23 a 4.27 mostram os instantaneos da solugao da equacgao da onda
para os diferentes esquemas utilizados. Podemos observar que as solu¢oes dos esquemas
adaptativo e longo sao semelhantes. A solucao do esquema curto sofre efeitos da dispersao
numérica, que modificam os valores da amplitude ao longo da propagacao. Observa-se
que nos tempos iniciais ¢ = 0.1 s5,0.2 s, Figura 4.23, e t = 0.3 s, Figura 4.24(a),(c) e (e), o
campo de onda assume uma geometria de uma circunferéncia indicando que a simulagao
esta sendo coerente com a teoria de propagacao de ondas, onde para uma velocidade
constante, sabe-se que as frentes de ondas assumem essa geometria. Fisicamente, isso
pode ser visto ao atirar uma pequena pedra (a fonte) num lago onde, para condigdes
ideais, vamos observar o mesmo efeito (geometria). Observam-se, também, os efeitos
causados pelo fato do modelo ter uma interface, isto é, amplitudes menores quando hé
reflexdo e transmissao devido ao fator dos coeficientes de reflexao, mudancga lateral da
amplitude devido a variacao dos coeficientes com angulo de incidéncia e a mudanga do
comprimento efetivo do pulso depois que atravessa a interface devido a diferenca entre as
duas velocidades do modelo.
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Figura 4.22: Modelo de velocidade, com a fonte representada por s, onde a cor azul
representa uma velocidade de 1.5 km/s e a vermelha uma velocidade de 3 km/s.
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Figura 4.23: Solugao de U(x, z,t) obtida pelos esquemas: (a) Adaptativo para t = 0.1 s;
(b) Adaptativo para t = 0.2 s; (c) Longo para t = 0.1 s; (d) Longo para t = 0.2 s; (e)
Curto para t = 0.1 s; (f) Curto para t = 0.2 s.
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Figura 4.24: Solugao de U(x, z,t) obtida pelos esquemas: (a) Adaptativo para t = 0.3 s;
(b) Adaptativo para t = 0.4 s; (c) Longo para t = 0.3 s; (d) Longo para t = 0.4 s; (e)
Curto para t = 0.3 s; (f) Curto para t = 0.4 s.
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Figura 4.25: Solugao de U(x, z,t) obtida pelos esquemas: (a) Adaptativo para t = 0.5 s;
(b) Adaptativo para t = 0.6 s; (c) Longo para t = 0.5 s; (d) Longo para t = 0.6 s; (e)
Curto para t = 0.5 s; (f) Curto para t = 0.6 s.
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Figura 4.26: Solugao de U(x, z,t) obtida pelos esquemas: (a) Adaptativo para t = 0.7 s;
(b) Adaptativo para t = 0.8 s; (c) Longo para t = 0.7 s; (d) Longo para t = 0.8 s; (e)
Curto para t = 0.7 s; (f) Curto para t = 0.8 s.
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Figura 4.27: Solugao de U(x, z,t) obtida pelos esquemas: (a) Adaptativo para t = 0.9 s;
(b) Adaptativo para t = 1.0 s; (c) Longo para t = 0.9 s; (d) Longo para t = 1.0 s; (e)
Curto para t = 0.9 s; (f) Curto para t = 1.0 s.
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Como o modelo tem apenas duas velocidades, extraimos um perfil desse modelo para
mostrar a varia¢ao do comprimento de acordo com a velocidade. A Figura 4.28(a) mostra
o perfil da velocidade em funcdo de z (ou profundidade) e a Figura 4.28(b) mostra os
comprimentos escolhidos. Ou seja, o método adapta o esquema do MDF e para a regiao de
alta velocidade usa M = 3 e na regiao de baixa velocidade usa M = 10. Ou seja, o esquema
longo foi simulado com um comprimento fixo em M = 10 para as duas velocidades.

Para medir a precisao da solugao obtida pelos diferentes esquemas, extraimos um pulso
nas coordenadas de z = xg e t = 0.5 s do campo de onda U(z, z,t), isto é, comparamos a
resposta obtida para um “sensor” localizado em xg e para um tempo de observagao dado
por 0.5 s. O pulso obtido pelo esquema longo é fixado como valor de referéncia, pois tem
maior precisao em relagdo aos outros esquemas. A Figura 4.29(a) exibe a comparagao
entre o pulso obtido pelos esquemas adaptativo e longo, onde podemos ver que o esquema
adaptativo obtém uma resposta com uma precisao bem proxima da resposta que é obtida
pelo esquema longo. A Figura 4.29(b) exibe a comparagao entre o pulso obtido pelos
esquemas adaptativo e curto, observa-se que a resposta do esquema curto apresenta pulsos
que oscilam fora de fase prejudicando sua precisao. Comparando o esquema curto com
o esquema longo, representado pela Figura 4.29(c), nota-se que de fato o esquema curto
obtém uma solucao de qualidade inferior a solucao do esquema longo. No entanto, pela
diferenga entre os pulsos que podem ser observados na Figura 4.30, onde em (a) mostra
que a diferenga entre os esquemas adaptativo e longo chega a uma ordem de 10™%; em (b)
essa diferenga alcanca uma ordem de 1073 entre os esquemas adaptativo e curto; e em (c)
obtemos a mesma ordem de 1072 entre os esquemas longo e curto. Ou seja, em valores
a diferenca é pouca, considerando a ordem de grandeza. Mas, a Figura 4.31 mostra que
o esquema adaptativo consegue obter a solugao com custo computacional de cerca de 8%
menor em relacdo ao esquema longo e o esquema curto obtém em 31% menor, ou seja,
o esquema adaptativo tem um tempo excedente aproximadamente de 33% em relacao ao
esquema curto. Portanto, no sentido do custo beneficio, a solugao obtida pelo esquema
curto nao mostra ter desvantagem com relagao a solugao obtida pelo esquema adaptativo.
No entanto, para modelos onde a camada de menor velocidade tiver uma espessura menor
em relacao as camadas de velocidades maiores, o esquema adaptativo consegue reduzir
esse tempo excedente, mostrando-se vantajoso.
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Figura 4.28: (a) Perfil que mostra a variagdo do modelo de velocidade em fungao de z.
(b) Variagdo do comprimento em fun¢ao de z.
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Figura 4.29: Comparagao de U(xg, z,t = 0.5) entre os esquemas: (a) Adaptativo (linha
solida) e longo (linha vermelha tracejada); (b) Adaptativo (linha sélida) e curto (linha

azul tracejada); (c¢) Longo (linha vermelha tracejada) e curto (linha azul tracejada).
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Figura 4.30: Diferenga de U(zg, z,t = 0.5) entre os esquemas: (a) Adaptativo e longo;
(b) Adaptativo e curto; (c¢) Longo e curto.
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Figura 4.31: Duragao de 1999 iteragoes de tempo na férmula recursiva para os esquemas:
longo (barra azul), adaptativo (barra verde) e curto (barra vermelha)
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4.6 Modelo 4

Este ultimo modelo possui mais variacoes de velocidade e um meio com uma velocidade
muito alta comparado ao modelo anterior. A Figura 4.32 exibe o modelo de velocidade
com a fonte localizada em (0,0). Os parametros iniciais da malha A e At sdo os mesmos
que foram utilizados no modelo anterior e o tempo maximo de observacao foi de 0.7 s.
Restringimos um pouco mais o método que escolhe os comprimentos calculando-os com
um 7 = 1077 devido ao meio ter uma heterogeneidade maior, porém, com uma diferenca,
efetiva menor, comparado ao Modelo 3. As Figuras 4.33 a 4.37 exibem as solugoes das
propagagoes obtidas pelos diferentes esquemas do MDF para alguns tempos. Percebe-se
que as solugoes dos esquemas adaptativo, longo e curto mostram-se bem semelhantes e,
diferente dos modelos anteriores a solu¢ao obtida pelo esquema curto tem pouca dispersao
numérica. Podemos observar os mesmos efeitos descritos no modelo anterior quanto a
reflexao e transmissao de ondas.

A Figura 4.38(a) mostra a variagao da velocidade em fun¢do da profundidade fixando
a coordenada x = xg, ou seja, exibimos o perfil de velocidade que contém todas as
velocidades envolvidas no modelo, e a Figura 4.36(b) mostra os comprimentos escolhidos
para as mesmas coordenadas de (a). Observa-se que tivemos uma variagdo de quatro
tipos de comprimentos, M = 24,10, 5,4, ou seja, o critério que escolhe os comprimentos
assume um comprimento igual para uma regiao onde as velocidades tem pouca variacao
entre si. Poderfamos ser mais restritivo com a escolha do comprimento, aumentando
o valor da frequéncia maxima, pois a velocidade esta fortemente ligada as frequéncias
devido a sua relagao com o comprimento de onda, o qual é limitado pelo nimero de onda
de Nyquist. Se isso fosse feito, poderiamos ter conseguido uma maior adaptagao com
respeito aos comprimentos de acordo com a velocidade, porém o comprimento associado
a menor velocidade seria muito mais longo que M = 24.

3.5

Figura 4.32: Modelo de velocidade, onde % ¢é a posi¢ao da fonte, com ¢, = 1.5 km/s e
Crmaz = 4.4 km/s.
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Figura 4.33: Solugao U(z, z,t) obtida pelos esquemas: (a) Adaptativo para ¢t = 0.07 s;
(b) Adaptativo para t = 0.14 s; (c¢) Longo para t = 0.07 s; (d) Longo para t = 0.14 s; (e)
Curto para t = 0.07 s; (f) Curto para t = 0.14 s.
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Figura 4.34: Solugao U(x, z,t) obtida pelos esquemas: (a) Adaptativo para t = 0.21 s;
(b) Adaptativo para ¢t = 0.28 s; (c) Longo para t = 0.21 s; (d) Longo para t = 0.28 s; (e)
Curto para t = 0.21 s; (f) Curto para t = 0.28 s.
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Figura 4.35: Solugao U(x, z,t) obtida pelos esquemas: (a) Adaptativo para t = 0.35 s;
(b) Adaptativo para t = 0.42 s; (c¢) Longo para t = 0.35 s; (d) Longo para t = 0.42 s; (e)
Curto para t = 0.35 s; (f) Curto para t = 0.42 s.
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Figura 4.36: Solugao U(x, z,t) obtida pelos esquemas: (a) Adaptativo para t = 0.49 s;
(b) Adaptativo para t = 0.56 s; (c¢) Longo para t = 0.49 s; (d) Longo para t = 0.56 s; (e)
Curto para t = 0.49 s; (f) Curto para t = 0.56 s.
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Figura 4.37: Solugao U(x, z,t) obtida pelos esquemas: (a) Adaptativo para t = 0.63 s;
(b) Adaptativo para t = 0.7 s; (¢) Longo para t = 0.63 s; (d) Longo para t = 0.7 s; (e)
Curto para t = 0.63 s; (f) Curto para t = 0.7 s.
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Figura 4.38: (a) Perfil de velocidade em fungao de z dado = = xg. (b) Variacao do
comprimento do operador da derivada espacial em funcao de z.
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Para efeito de comparacao entre as solucoes obtidas pelos esquemas adaptativo, longo
e curto em ordem de grandeza, tomamos, U(x, z,t) nas coordenadas © = zg e t = 0.49 s
e, como referéncia, a solugao do esquema do MDF longo, pois tem maior precisao.

A Figura 4.39(a) mostra que o esquema adaptativo se aproxima muito bem da solu-
¢ao obtida pelo esquema longo. A Figura 4.39(b) mostra que as solugoes dos esquemas
adaptativo e curto também sao bem proximas, com pequenas diferencas nas amplitudes.
No entanto, os picos das amplitudes sao praticamente iguais. Do mesmo modo, a com-
paragao entre o esquema longo e o curto representado pela Figura 4.39(c) confirma que
o esquema curto possui uma boa aproximagao. Em valores, os erros entre as solugoes
(U(xg, z,t = 0.49)) obtidas pelos diferentes esquemas sao mostrados na Figura 4.40, onde
em (a), exibe-se o erro entre as respostas obtidas pelos esquemas adaptativo e longo que é
da ordem de 107°; em (b), o erro, entre os esquemas adaptativo e curto, foi de 1072, e esse
mesmo valor é observado em (c), para o erro entre os esquemas longo e curto. Ou seja,
o esquema adaptativo tem uma diferenca de duas casas decimais na ordem de grandeza
se comparado ao esquema curto. E, neste caso, o tempo computacional de 1399 iteracoes
de tempo que pode ser observado na Figura 4.41 na férmula recursiva, para o esquema
adaptativo, teve uma reducao aproximadamente de 34% se comparado ao tempo obtido
pelo esquema longo. Para o esquema curto, a reducao foi de cerca de 56%. Portanto,
levando-se em conta a diferenca na ordem de grandeza, o esquema do MDF adaptativo
mostrou-se mais vantajoso. Porém, a solucao do esquema curto nao é imprecisa e tem
dispersoes numeéricas que nao prejudicam os valores da amplitude uma vez que os picos
das amplitudes e a fase da onda estam bem aproximados.
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Figura 4.39: Comparagao de U(zg, z,t = 0.49) entre os esquemas: (a) Adaptativo (linha
solida) e longo (linha vermelha tracejada); (b) Adaptativo (linha sélida) e curto (linha
azul tracejada); (c¢) Longo (linha vermelha tracejada) e curto (linha azul tracejada).
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Figura 4.41: Duraciao de 1399 iteracoes de tempo na foérmula recursiva com n = 1077,
para os esquemas: longo (barra azul), adaptativo (barra verde) e curto (barra vermelha).



Capitulo 5

Consideracoes Finais

A modelagem sismica tem um papel fundamental na geofisica computacional, pois
ela simula a propagacao de ondas assumindo uma subsuperficie conhecida, obtendo suas
respostas sismicas, que por sua vez, usamos para reproduzir a subsuperficie através de
processamentos sismicos. Se a reprodugao é proxima da subsuperficie (conhecida), ha um
indicativo que os processos utilizados para obté-la sao bons. Uma vez que conseguimos
recriar a subsuperfice apenas tendo a informacao do evento sismico podemos aplicar os
mesmos processos em uma aquisicao real de dados sismicos, isto é, fazemos um processo
inverso. Por isso, é extremamente importante entender como sintetizar respostas sismicas
que aproximam-se o melhor possivel dos eventos observados em dados reais.

Nesta dissertacao resolvemos a equagao da onda actstica, base fundamental do mo-
delamento sismico, através do MDF onde analisamos o esquema de diferencas que usam
comprimentos adaptativos para o operador da derivada espacial. A adaptagao dos com-
primentos foi possivel através do uso de coeficientes do MDF que tem a vantagem de
reduzir a dispersao e aumentar a regiao de estabilidade. A maior contribui¢cao que os
comprimentos adaptativos trazem para o esquema é com relagao a redugao do niimero de
operacoes na féormula recursiva. Pois, em geral, o MDF precisa escolher ou um compri-
mento longo que reduzira a dispersao numérica e terd uma aproximagao mais precisa; ou
um comprimento curto, para o qual, é necessario utilizar uma malha com passo suficiente-
mente pequeno para conseguir uma solugao de boa qualidade. No entanto, esses esquemas
possuem um custo muito alto por conta do ntimero de operagoes que sao realizadas na
formula recursiva.

Os experimentos numeéricos comprovaram que o esquema adaptativo atua como um
bom esquema para reduzir o numéro de operagoes se comparado ao esquema de compri-
mento longo e, em alguns casos no qual podemos citar os Modelos 2 e 4, tem um custo
beneficio melhor do que o esquema que usa comprimento curto, que faz menos operacgoes,
mas a solucao nao é tao precisa quanto a solu¢ao do esquema adaptativo. Vale lembrar
que o comprimento curto ¢ uma aproximagao de 4%-ordem, sendo de certa forma muito
boa para resolver a equacao da onda. Se usassemos o pior comprimento possivel, isto é,
uma aproximacao de 2% ordem, certamente, as solu¢oes seriam mais imprecisas.
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Baseado no objetivo do modelamento sismico e nos testes numéricos o esquema adap-
tativo contribui para obter uma boa aproximacao da solugao da equacao da onda actstica,
para os casos 1D e 2D, mostrando-se ser eficiente computacionalmente se comparado ao
esquema longo. Destacamos dois trabalhos futuros possiveis:

1. Obter os coeficientes espaciais do MDF para uma ordem maior na derivada do
tempo, levando a crer que a solucao ficaria melhor aproximada.

2. Obter um método hibrido que mediria, por algum critério, se valeria a pena adaptar
o comprimento ou se seria melhor manter um baixo comprimento e refinar a malha.



Apéndice A

Coeficientes Convencionais do Esquema
de Diferencas Finitas

Neste apéndice vamos desenvolver os coeficientes do MDF apenas utilizando a ex-
pansao da série de Taylor. Um esquema centrado de diferengas finitas que aproxima a
2N-ésima derivada de uma funcdo p(z), assumindo que essas derivadas existam, pode ser
definida por

J apr(Jffjj) ~ A;QN mz::l [bop(xj) + b, (P(%‘—m) + p(%‘+m))] ) (A1)

onde x; = x¢ + jAz, para j = 0,1,...,J com M > N sendo a quantidade de pontos
que a aproximacao utiliza. Pela teoria de onda plana, substituindo p(x) = pee®® na
equagao (A.1), onde py é uma constante, obtemos

Q

M
(_1)N(£~)2N A;QN Z [bo + bm<e—i§Axm + ei{Azm)]

Q

Z [bg + 2b,, cos(EAxm)] . (A.2)

Ag?N £~
Utilizando a expansdo em série de Taylor na funcéo cosseno em (A.2) ficamos com
N(¢\2N I« - M2 e2n A 120
—D)N(©) zm; bo + 2bp, 2%(— &AL (A3)

comparando os coeficientes de & para os M primeiros termos, obtemos as seguintes equa-
coes

bo+2 by =0, (A.4)
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(2N)1/2, (n=N)

> m™b,, = (A.5)
m=1 0, (n 7é N)

O sistema de equagao (A.5) pode ser reescrita em forma matricial como

10 20 . MO 0

12 22 ... 2 125, :

I 22, !
12N-2 92N-2 jr2N-2 . = (2N)!/2 (A 6)

\ 0

. . T . Msz .

12M-2 92M-2 . pr2M-2 :

0

A matriz deste sistema de equagoes lineares também é conhecida como matriz de Van-
dermonde. Portanto, os coeficientes b,,, para m = 1,..., M sao obtidos resolvendo estas
equacoes.

Como comparamos apenas para os M primeiros termos, podemos definir o erro de
truncamento por

: (A7)

E =

92 Z [((;:37 Z(anbm)€2nAx2n—2N]

n=M+1 " m=1

onde observa-se que a menor poténcia do incremento de malha é 2M — 2N — 2, ou seja,
o esquema de diferencas tem uma ordem de aproximagao de 2M — 2N — 2.

Quando N = 1, para as segundas derivadas, obtemos uma férmula explicita para os
coeficientes b,,, para m = 1,..., M, dada por

2

(_1)m+1 n

by =
m2

(A.8)

n2 — m?2

n=1,n#m

onde by é calculado pela equacao A.4. Na Tabela A.1 listamos os valores dos coeficientes
para M =1,2,3,4.

M b by by b by
1 —2 1

2 —5/2 4/3 —1/12

3

1

—49/18 3/2 —3/20 1/90
—205/72 8/5 —1/5 8/315 —1/560

Tabela A.1: Coeficientes do esquema de diferengas finitas para a segunda derivada.
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