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Abstract

In this dissertation, we study permutations avoiding certain patterns. More specifically, our
focus is on counting such permutations.

Among the many ways to describe a permutation, we adopted the “positional representation
in line” presenting a systematic treatment of this area of forbidden pattern, studying operations,
symmetries, structures, transformations, and especially counting techniques for this purpose.

Keywords: permutations, pattern-avoiding permutations, forbidden patterns, restricted per-
mutation, pattern avoidance.

Resumo

Nesta dissertacao, estudamos permutagoes que evitam determinados padroes. Mais especifica-
mente, nosso principal objetivo é a contagem de tais permutagoes.

Dentre as varias formas de descrever uma permutacao, adotamos a “representagdo posicional
em linha”, apresentando um tratamento sistematico nesta area de padrao proibido, estudando
operacoes, simetrias, estruturas, transformagoes, e principalmente, técnicas de contagem para este

fim.

Palavras-chave: permutacoes, permutagoes evitando padroes, padroes proibidos, permutacao
restrita.
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Introducao

Neste trabalho apresentamos algumas idéias relacionadas a padroes associados a permutacoes.
Um padrao em uma permutacao expressa uma relagao de ordem. Por exemplo, o padrao 213 quer
dizer que a segunda entrada é menor do que a primeira, que por sua vez ¢ menor do que a terceira,
em uma subsequéncia de uma permutacao.

Esta area de padrao em permutacao é relativamente nova e uma primeira aplicagao foi consi-
derada em programagao de computadores por Donald Knuth [11], em 1968, que mostrou que uma
permutacao pode ser ordenada por uma pilha! se, e somente se, ela evita o padrao 231, e que estas
permutacoes que evitam 231 sdo enumeradas pelos nimeros de Catalan.

Uma outra aplicagdo é em biologia, mencionada no livro [9], de 2009, onde os autores afir-
mam que esse problema de permutagao ordenada por pilha é um caso particular de problemas de
rearranjo de genomas.

A elaboracao desta dissertacao nao foi para tratar de mais uma aplicacao, e sim estudar apenas
os resultados tedricos que tém como base artigos de Miklés Bona, que foram compilados no livro
[5], e esta organizada como segue:

No Capitulo 1, relembramos alguns conceitos bésicos: a nocao de padrao e operagoes com
permutacoes. No Capitulo 2, estudamos as permutacoes que evitam um padrao de tamanho 3 e
concluimos que elas sao enumeradas pelos niimeros de Catalan. No Capitulo 3, usamos as simetrias
das operagoes sobre permutacgoes e resultados de outros artigos para reduzir a trés classes de
padrdes de tamanho 4, representadas por 1234, 1324 e 1342. No Capitulo 4, vamos abordar alguns
resultados para o padrao mondétono 1234. No Capitulo 5, deduzimos um limitante superior para
as permutagoes que evitam o padrao 1324. No Capitulo 6, estudamos uma bijecdo entre um tipo
particular de arvores enraizadaa e as permutagoes que evitam o padrao 1342, encontrando uma
formula para enumerar estas permutagoes.

1Pilha é uma estrutura abstrata de dados que, literalmente, empilha as informacées, sendo estas resgatadas na
ordem reversa de armazenamento, isto é, a primeira informacao a ser inserida na pilha é a tltima a ser resgatada.



Capitulo 1

A Nocao de Padrao em Permutacoes

Iniciamos este trabalho, relembrando algumas defini¢oes relacionadas a permutacoes e intro-
duzindo novos conceitos como operacao de simetria e as classes de Wilf. Discutiremos o que vem a
ser um padrao no contexto deste trabalho, e para isto damos a nocao de padrao proibido em uma
permutacao.

1.1 Conceitos Basicos

Definig¢ao 1.1.1. Considere a notagio [n] = {1,2,3,--- ,n}. Qualquer agrupamento linear e alea-
torio dos elementos do conjunto [n] é chamado de uma permutagdo, ou, se quisermos dar énfase
ao fato de que consiste de n entradas, uma n-permutacio. Em outras palavras, uma permutacao
dispoe todos os elementos de [n] de modo que cada elemento seja listado apenas uma vez.

Notacgoes.
S, : conjunto de todas as n-permutagcoes.
|Sy| : cardinalidade de S,, = nimero de n-permutagoes.
Para p € S,,, vamos usar a “notac¢do posicional em linha”:
p=(p1,p2,"**+Pn) OUD = P1P2 - Pn, sendo p; a i-ésima entrada de p.

Exemplo 1.1.2. Seja n = 3, entao [3] ={1,2,3}, S3={123,132,213,231,312,321} e |S;|= 6.
Teorema 1.1.3. |[S,|=n!.

Demonstragdo. Ao construirmos uma n-permutagdo p = p1ps - - - Pn, podemos escolher n entradas
para desempenhar o papel de p;, assim, restam n — 1 entradas para p, e assim por diante, até que
sobre 1 entrada para p,. Pelo principio multiplicativo: n-(n —1)---1 =n! ]

Definicao 1.1.4. Considere a permutagio p = pipa---pn € Sn. Dizemos que (p;,p;) € um par de
entradas revertidas em p se i < j mas p; > p;. Ou seja, entradas revertidas sio um par de
quaisquer entradas de p, tais que a primeira entrada seja a maior.

Exemplo 1.1.5. A permutacio p = 31524 possui quatro pares de entradas revertidas: (3,1), (3,2),
(5,2) e (5,4).



1.2 Padroes e a Classificacao de Wilf

A nocgao de padrao. Considere a permutagiao p = 256413 e a subsequéncia r = (2,5,4) de p,
dizemos que r forma um padrao do tipo ¢ = 132, isto significa que, em r, a primeira entrada de é
a menor entre as trés, a segunda é a maior, e a terceira é maior do que a primeira e menor do que
a segunda; ou seja, ry < r3 < 19 assim como q; < g3 < ¢2. Note que ¢ também é um permutagao,
mas com outro significado, isto é, um padrao expressa a relacdo de ordem entre as entradas de
uma subsequéncia da permutacao p. Por outro lado, nao existe em p uma subsequéncia crescente
de tamanho 4 (¢ = 1234), entdo vamos dizer que p contém o padrao 132, e que p evita o padrao
1234.

Formalizando o conceito de padrao:

Definicao 1.2.1. Considere as permutacoes p = pips---pn € Sp € ¢ = q1q2- - qx € Si. Dizemos
que p contém o padrdo q se existir em p uma subsequéncia de tamanho k, p;,pi, - pi,, cujas
entradas estao na mesma ordem relativa, como aquelas em q, isto €, p;, < p;, & ¢o < @ para
todos 1 < a,b < k. Se p nao contiver q, entao dizemos que p evita q; ou, q ¢ proibido em p. Em
outras palavras, p contém q como um padrdo, se p contiver uma subsequéncia que expresse entre
suas entradas o mesmo tipo de “relagio” que tem as entradas de q.

Notacoes.

Sn(q) :={p € Su; p evita q}.
A, (q) = |Sn(q)| : nimero de n-permutagdes que evitam q.

Exemplo 1.2.2. A permutagao 214653 contém 231 (considere as entradas 463), mas evita 4321. E
a permutacao 3451267 evita o padrao 321, uma vez que nao contém uma subsequéncia decrescente
de tamanho 3, mas contém o padrao 2134 representado pelas entradas 4267 ou 3167.

Consequéncias da Definicao 1.2.1:
Obviamente, se k > n, entdo todo p € S,, evita ¢. Assim, A,(q) = |S,|= n!.
Situacao Especial: Ay(q) = |S|=0!= 1.
Se k = n, entdo q € S,,. Assim, o unico p € S,, que contém ¢ é o préprio q.
Logo, A, (¢) = |S,|—1 =n!—1.
Se k < n, entdo A,(q) é o objeto do nosso estudo.

Observacgao 1.2.3. Sequndo nossa terminologia, um par de entradas revertidas (Definigao 1.1.4)
forma um padrao 21.

A seguir vamos definir a classifica¢ido para padroes, introduzida por Herbert Saul Wilf (1931-
2012), matemadtico e pesquisador nesta area de padroes proibidos.

Definicao 1.2.4. Sejam r e s dois padroes de mesmo tamanho, tais que A,(r) = A,(s), para todo
n, entdo dizemos que r e s pertencem a mesma W-classe (ou, classe de Wilf). Também nos
referimos aos conjuntos S,(r) e S,(s) como W-equivalentes.

Exemplo 1.2.5. Por razoes ébvias, A3(123) =5 = A3(231), entdo 123 e 231 pertencem a mesma
W-classe. E os conjuntos S3(123) e S3(231) sao W-equivalentes.



1.3 Simetrias em Permutacoes

Definicao 1.3.1. Considere a permutacao p = pips - pn € Sn. Definimos as operacoes:
e reversdo de p como p" =pipy---p,, COM P; = Pny1—i, OU S€jG, P" = PpPp—1-""P1 ,
e complementacdo de p como p® = pips---p;, com pi =n+1—p;e

1

e inversdo dep como p~l=p'p;t-pt com pil=j & pi=i.

Exemplo 1.3.2. Seja p = 13524, entdo a sua reversa é p" = 42531, a sua complentar é p¢ = 53142
e a sua inversa é p~t = 14253. Note também que (p")°¢ = 24135 = (p°)".

Observacao 1.3.3. Estas trés operacgoes sobre os padroes preservam as W-classes.
A reversa da complementar € igual a complementar da reversa:

(i) =n+1l-—pi=n+1=pp1 e (P;) = Poyi—i=n+1—puii
:> (pT)C — (pC)’f’.

Representacdo matricial de uma permutagio (referéncia [16]).
Uma permutagao p € S, pode ser representada por P = (6,, ;), uma matriz de permutacao de
ordem n, sendo d,, ; o delta de Kronecker,

1, sep;=7 e

0, caso contrario.

Por exemplo,

p=13524 & P=

Ol W N~
[ eNeNoll o
SO R O O O N
OO O~ O W
_— o O O O =
SO = OO Ot

Sendo P quadrada, podemos enxergar nela, eixos de simetria assim como os eixos do quadrado
da figura 1.1, e relaciona-los com as operagoes. Isto facilita o entendimento das simetrias nas
operagoes.



Figura 1.1: Eixos de Simetrias do Quadrado

Assim, as operacoes definidas em 1.3.1 estao relacionadas com os eixos de simetrias, da seguinte
forma:

e a reversao é uma reflexao em torno do eixo horizontal,
e a complementacao é uma reflexdao em torno do eixo vertical, e

 a inversao é uma reflexdo em torno do eixo da diagonal principal (assim como, a inversa de
uma matriz de permutacao é a sua transposta).

Exemplo 1.3.4. A permutacao p = 13524 e a permutacgdo reversa p" = 42531,

10000 00010
00100 01000
P=10 00 01 P =10 0 0 01
01000 00100
0001O0 10000

Fica entendido que, p evita ¢ < p" evita ¢".
E, também, ¢ e ¢" compartilham a mesma W-classe.

Exemplo 1.3.5. A permutacao p = 13524 e a permutagdo complementar p¢ = 53142,

10000 000O01
00100 00100
P=10 0 0 0 1 P°=11 00 00
01000 00010
00010 01 000

Visto que a complementagao corresponde a comutagao dos simbolos “>" e “<”_ isto é, trocamos
as entradas: a maior com a menor, a segunda maior com a segunda menor, e assim por diante,
efetuando | 5] trocas.

Fica facil ver que, p evita ¢ < p° evita ¢°.

E, ainda, ¢ e ¢° compartilham da mesma W-classe.



Exemplo 1.3.6. A permutacdo p = 13524 e a permutacdo inversa p~' = 14253,

10000 10000
00100 00010
P=1000 01 P1=10 1000
01000 00001
00010 00100

Podemos obter a permutacdo inversa, p~!, de varias formas. Por exemplo, seja p = 1423, a
inversa de p:

« usando a notagdo de ciclos, obtemos [1423]7! = [(1)(243)]7! = (1)(234) = 1342.
o usando a notagdo posicional de duas linhas, p= (1334), também temos p~! = 1342.
« ou, basta reverter os pares do conjunto 1423 = {(1,1),(2,4),(3,2), (4,3)}.

Assim, fica facil ver que p evita ¢ < p~! evita ¢!
E, mais, ¢ e ¢~! pertencem a mesma W-classe.

Permutagoes que contenham um dado padrao, podem conté-lo mais de uma vez; assim, existe
também o ntimero de ocorréncia deste padrdo. E extremamente dificil trabalhar com esta questéo.
Por isso, vamos nos concentrar no caso de permutagoes que evitam um padrao g. Ou seja, vamos
tentar encontrar o nimero A, (q).

1.4 Padroes de Tamanho Dois

Considere a permutacao p = 123---n € S,, cujas entradas formam uma sequéncia crescente.
Logo, p evita o padrao ¢ = 21, pois ¢ é decrescente. E ainda, p é a tnica permutacao que evita
21, pois qualquer outra permutacao em .5, diferente de p vai conter 21, uma vez que teremos, pelo
menos, um par de entradas revertidas.

Assim, para todo p’ € S,,\{p} = p’ contém o padrao 21. Ou seja, A,(21) = 1.

De maneira andloga, a permutagdo p” = n(n — 1) --- 1, cujas entradas formam uma sequéncia
decrescente, é a Uinica permutacao que evita o padrao ¢ = 12.

Logo, para todo p' € S,\{p"} = p’ contém o padrao 12. Ou seja, A,(12) = 1.

Portanto, A,(12) = 1 = A,(21). Implicando em uma tnica W-classe para os padroes de
tamanho dois.

Assim, o primeiro caso nao trivial é o dos padroes de tamanho trés.



Capitulo 2

Padroes de Tamanho Trés

Como vimos no Capitulo 1, é trivial obter o niimero de permutagoes que evitam um padrao
de tamanho dois. A tarefa de calcular tal niimero para padroes de tamanho trés nao é tao trivial,
mas também nao é complicada.

Existem seis padroes de tamanho trés, mas podemos reduzir este niimero examinando as sime-
trias entre eles (Defini¢ao 1.3.1).

Se uma permutacao evita 123, entao a sua reversa evita 321, assim A, (123) = A4,,(321).

Da mesma forma, se uma permutacao evita 132, entao a sua reversa evita 231, a sua comple-
mentar evita 312, e a reversa da sua complementar evita 213. Por isso, também temos

An(132) = A,(231) = A,(312) = A,(213).

Até aqui, temos duas W-classes para os padrdes de tamanho trés. Agora, se existir uma bijecao
do conjunto S,(132) ao conjunto S, (123), entdo teremos A,(123) = A,,(132). Ou seja, somente
uma W-classe para estes padroes, significando que existe apenas um ntimero A, (q), para ¢ de
tamanho 3.

2.1 Classificacoes para Permutacoes

Vamos comecgar com algumas propriedades das entradas em uma permutacoes em S,,.

Defini¢ao 2.1.1. Seja p = pip2---py € S,. Dizemos que pr € uma (entrada) minima da
esquerda para a direita e denotamos por min,, se, para todo i < k, tivermos p; > pr. Ou seja,
uma min,, é uma entrada que € menor do que todas que vém antes dela.

De forma andloga, podemos definir mdzima da esquerda para a direita e, também, mdzima (ou
minima) da direita para a esquerda (max,,, max,,, min,,).

Consequéncias da Definicao 2.1.1:

« A entrada p; sempre serd uma min, ., pois nada existe a sua esquerda.

o A entrada 1 sempre serd uma min,,, pois é a menor de todas.



e A sequéncia das entradas min,, é decrescente.

e Observacoes andlogas valem para as entradas p,, n e as max,,.

Exemplo 2.1.2. Seja p = 6734125, entao as min,, de p sao 6, 3 e 1. E as max,., de p sao 7 e 5.

Agora vamos introduzir a classificagao para permutagdes que leva em consideragdo as min,,,
as max., e também as posicoes que elas ocupam.

Definigao 2.1.3. Sejam x e y duas permutagoes que satisfazem as sequintes regras:
e as min,, de x coincidem com as de vy,
e as posigoes das min,, de x coincidem com as de y e
e condigoes andlogas valem para as max., de x e y.

Entao, dizemos x e y pertencem a mesma classe.
Considerando somente as duas primeiras regras (referentes ds min,,), dizemos que x e y per-
tencerem a mesma classe fraca.

Notacao para classe. Por exemplo, a sequéncia a;_as by denota a classe de permutacoes em
Sg, que tém duas min,,, a; e as, que estdo na primeira e terceira posi¢oes, e uma max,,, by, que
esta na ultima posicao e “_” representa a posi¢ao de uma entrada remanescente.

Exemplo 2.1.4. As permutacoes v = 51234 e y = 51324 pertencem a classe C' : 51___4, pois
satisfazem as condigoes da Definicao 2.1.3. Agora, veja que z = 24315 e v = 24135 possuem as
mesmas min,.,, no entanto nao estao na mesma classe, pois 1 € a quarta entrada em z e é a terceira
entrada em v.

Exemplo 2.1.5. As permutacoes 456312 e 465312 estao na mesma “classe fraca” C': 4 31
As permutagoes 31524 e 34152 nao estao na mesma classe fraca.

2.2 Exibindo uma Bijecao

O lema a seguir descreve a bije¢do procurada.
Lema 2.2.1. Para todo inteiro positivo n, temos A,(123) = A,,(132).
Demonstrag¢io. Considere os conjuntos S, (q), para g € {132,123}. Vamos
(a) construir uma funcao f : S, (132) — 5,,(123), e

(b) mostrar que f é bijetora.



(a) Para p € S5,(132), definimos f(p) da seguinte forma: identificamos a classe fraca a qual
p pertence (isto é, mantemos fixas em suas posigoes todas as min,, de p) e vamos preencher as
demais posigoes de f(p) com as entradas remanescentes, em ordem decrescente.

Ou seja, a permutacao f(p) pertence & mesma classe fraca de p e é obtida da intercalagdo de
duas sequéncias decrescentes: a das min,, e a das entradas remanescentes organizadas em ordem
decrescente. Logo, f(p) sempre evita o padrao 123. Pois, tomamos trés entradas de duas sequéncias
que estao em ordem decrescente, entao, pelo menos, duas entradas sao da mesma sequéncia, ou
seja, estao em ordem decrescente.

Exemplo 2.2.2. Seja p = 67341258, entao f(p) = 68371542, pois:

19 Identificamos a classe fraca C': 6 3 1 __ | a qual p pertence.

29 Organizamos as entradas remanescentes, em ordem decrescente, {8, 7, 5, 4, 2}.
39 Preenchemos as lacunas, obtendo f(p) = 68371542.

Simplesmente, podemos dizer que f reorganiza as m entradas que nao sdo min,,.

Em f(p), todas as entradas remanescentes formam uma sequéncia decrescente, enquanto que
em p, todas as entradas maiores do que uma determinada min,, formam uma sequéncia crescente.

Um algoritmo que execute tal tarefa, faz comparagoes duas a duas, e sempre que nao estiver
em ordem decrescente, ele as troca. Cada passo deste algoritmo move uma entrada menor para a
direita e uma maior para a esquerda, fazendo com que nunca crie uma nova min,,. Assim sendo,
ele acaba em, no maximo, (') passos.

Com o conjunto S,(132) e as min,, fixadas em suas posigoes, f(p) é a tinica permutagdo
evitando 123. Pois, se existissem duas entradas remanescentes = e y que formassem um padrao
12, isto é, x < y, entdo a min_, z que estd mais préoximo de x pelo lado esquerdo, e as entradas x
e y, formariam uma sequéncia crescente zxy, isto é, um padrao 123.

(b) Para provar que f é uma bije¢do, mostraremos que ela tem uma inversa. Seja q € S,,(123).
Identificamos a classe fraca a qual ¢ pertence. E, preenchemos as lacunas, da esquerda para a
direita, com as entradas remanescentes, como segue: Em cada etapa, colocamos a menor entrada
ainda nao colocada que seja maior do que a min, , que esta mais proxima a esquerda e completamos,
em ordem crescente, até a proxima min,,. Chame a permutacao obtida de g(q).

Exemplo 2.2.3. Seja ¢ = 68371542, entdo g(q) = 67341258, pois:
19 Identificamos a classe fraca C': 6 _ 3 1 _ a4 qual q pertence.

29 Organizamos as entradas remanescentes, em subsequéncias crescentes, a partir de cada min,,,

{7, 8}, {4, 5} e {2}.

3¢ Colocamos na primeira lacuna a menor das duas entradas que sdo maiores do que a min,, 6.
Na lacuna entre 3 e 1, colocamos a menor entrada ainda ndao utilizada que seja maior do que 3.
Imediatamente a direita de 1, colocamos a menor entrada ainda ndao utilizada que seja maior
do que 1, isto é, 2.



4° Nos espagos restantes, completamos colocando 5 e 8, obtendo g(q) = 67341258.

A permutacao obtida sempre vai evitar 132. De fato, se houvesse um padrao 132 nela, entao
seria um que comegasse com uma min,., mas isto é impossivel, pois as entradas maiores do que
qualquer min,, dada sao escritas em ordem crescente.

Note, novamente, que g(q) é a tnica permutagao evitando 132 que pertence & mesma classe
fraca que ¢q. De fato, se, por exemplo, duas entradas u < v que sdo maiores do que a min,, a,
estivessem em ordem decrescente (vu), entdo a sequéncia avu formaria um padrao 132.

Portanto, temos que g(f(p)) = p, o que implica que f é uma bije¢ao, provando o lema. ]

Assim, A, (¢q) ndo depende de ¢, desde que o seu tamanho seja trés.

Teorema 2.2.4. Para todo inteiro positivo n, temos

A, (132) = — (?) .

n-+1

Demonstragao. Seja C,, = A, (132). Se tivermos uma n-permutagao evitando 132 na qual a entrada
n se encontra na posi¢ao ¢, entao qualquer entrada a esquerda de n deve ser maior do que qualquer
entrada a direita de n. De fato, se x e y violassem esta condigdo, entao xny seria um padrao 132.
Portanto, o conjunto das entradas a esquerda de n deve ser {n —i+1,n—i+2,--- ,n—1}, e
o conjunto das entradas & direita de n deve ser [n —i]. Assim, existem C;_; possibilidades para
ordenar as entradas a esquerda de n e C,,_; possibilidades para ordenar as entradas a direita de n.
Somando todos os ¢ teremos a recursao C,, ="' ; C;_1C},_;.

Note que, se a entrada n estiver na posicao 1, temos Cj a esquerda de n e C,_; a direita de n,
resultando em Cj - C),_1 possibilidades.

Temos também que Cy = Ap(132) = 0! = 1 (Consequéncias da Definigao 1.2.1).

Assim, a férmula de recorréncia obtida,

n—1
Cn=> CiCnj_u, (2.1)

J=0
juntamente com a condicao inicial, Cy = 1, é a expressao que gera a sequéncia dos nimeros de
Catalan.
Note ainda que, segundo a Definicao 1.2.1, os valores:

Ag(132) = |Spl=0!=1
(132) = |S1|=11=1
2(132) = |Sy|=21=2
coincidem com os primeiros termos (Cy, Cy, Co, Cs, ...) da sequéncia dos nimeros de Catalan, que

é gerada pela equagao de recorréncia (2.1), com a condigdo inicial Cy = 1. Para estes nimeros
existe uma férmula exata (deduzida na préxima se¢do), assim,

An(132) = G = — i : (?) , (2.2)
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provando o teorema. O]

Devido as identidades A,,(132) = A,(231) = A,(312) = A,(213), e A, (123) = A,(321), fica

provado o seguinte resultado:

Corolario 2.2.5. Seja q um padrdo de tamanho trés. Entdo temos

An(q) = C, 1 <2n> .

:n—l—l n

2.3 Numeros de Catalan

A sequéncia: 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862, 16796, 58786, ... , é conhecida como
sequéncia dos nimeros de Catalan - o nome ¢é devido ao matematico belga Eugene Charles Catalan
(1814-1894). Ela aparece em varios problemas de contagem e talvez seja a sequéncia mais famosa
em analise combinatéria.

Exemplo 2.3.1. Seja C,, o nimero de maneiras de especificar a ordem do produto de (n + 1)
parcelas: xq - x1 - To -+ Ty, colocando parénteses, (7 )’
Sen = 3, entdo existem C3 =5 maneiras:

((wo - @1) - w2) - w3, (zo - (21 - 32)) - w3, (zo - m1) - (22 - 3),

xo - ((z1 - x2) - x3) e xy- (1 (9 23))

Solugdo. Note que a dltima multiplicagio fica fora dos (). Suponha que ela esteja entre os
numeros Ty e Trpi1, assim, existem C}y maneiras referentes ao produto xg - xy---xp € Ch_p_1
maneiras referentes ao produto Tyiq - Tpyo - - - Ty. totalizando CyCp__1 maneiras de inserir os ()
para um dado k.

Somando todos os k, temos: C,, = Zz;é ChCh—i—1.

2.3.1 Fo6rmula de Recorréncia

Os nameros de Catalan podem ser descritos recurssivamente:

Co = 1 < condicao inicial,
C, = Cy(Cy =1,

Cy CoCh 4+ C1Cy = 2,

Cs; = CyCy+ C1C1 + CyCy =5,

n—1

C, = Z Ci;Cp_1_;, paran > 1.

1=0

11



2.3.2 Foérmula Explicita

Obteremos uma féormula fechada para os nimeros de Catalan usando a fungao geradora

f(x) = Co+ Crz+ Cox® 4+ Cya’ 4 -+ = ZC’Z:EZ
i=0

Multiplicando a equagao (2.3) por si mesma, teremos

(f(2))* = CoCo + (CoCh + C1Co) + (CoCs + C1C) + CoCo)a®
+(CyC + C1Cy 4 CLCy + C3Co)a® + - - -
Assim,
(f(ZL‘))2 = C(1 + C2IE + 031'2 —+ 041'3 4.

Multiplicando a equagao (2.4) por = e somando Cjy:

Co+a(f(x))” = Co+ Cra + Coa’ + C32° + Cya* + -+ -
Agora, temos uma equacao do segundo grau:

Cota(f@) =f) = a(f(@) = fle)+Co=0,

cujas solugoes sao:
1+1 -4z

2 '
1+V1—dr

2x

fz) =

De (2.3), sabemos que f(0) = Cy = 1. E lim,_,o 00.

Por isso descartamos a solu¢ao com o sinal +, assim

1= (1—4xz)/?
N 22 '

f(x)

Expandindo o binémio:

- e (DS ()(F) 5

RS 0ERESY

* <1> (_1) <_3> (_4) <_5> (_435)5
2 2 2 2 2/)5-4-3-2-1
Efetuando as contas:
1 1 3-1 5-3-1 7-5-3-1
_ 12 _ 4 P R L S 4 fro-ro-d
(1 — 4x) = 1 T 2z 51 Adx i 8z m 16x

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.8)



Subtraindo de 1 esta tltima expressao:

3-1 5-3-1 7-5-3-1

1 1
1 2 L L 3 4 o091 5, .
1 — (1 - 4x) T 2o + 51 4o + —— i 8x” + m 162" + o 32x° +
Dividindo por 2z, obtemos a fungdo (2.8) expandida:
1 1 3-1 5-3-1_ 4 7-5-3-1 4
f(x):ﬂ o 21‘+?4 + 1 8x +T16x + .-

Reescrevendo o produto (2k — 1) - (2k —3)---3-1, com k € IN :

2k —1)- (2k —3)---3-1-(2k) - (2k —2)---4-

2

(2% —1)-(2k—3)---3-1 = ) =D 12

(2K -(2k—1)-(2k—2)- (2k—3)---4-3-2-1
B 2k k- (k—1)---2-1
o (2K)!
2k k!
E, substituindo em (2.9):
2l 41 , 6! 8!
F@) =14 o2+ 5o o ® +‘4l3'238x +‘5'4'2416x +

1/ 2 1 4 1/ 6 1/ 8
=1 I I 2 e 3
/(@) +2(1! 1!)“3(21 2!>x+4<3!3!)$+5<4'4'>x+

Chegamos a expressao da funcao geradora dos niimeros de Catalan

r0-3 1 ()

+i(0)

Deduzindo um limitante superior para os nimeros de Catalan.

Assim, o i-ésimo nimero de Catalan é

2.3.3 Um Limitante Superior

.G (2n)! n-(n—1)"(n-=1)!
by Cp1 A, (n+1)-n!-n! (2n — 2)!
2n-(2n—1)-(2n —2)!n!-(n —1)! . 2n-(2n—1)

pu— ]_. —
nSho (1) nln-(n— Dl (2n—2) nox (ntl)-n

. 2-(2n—1) . 4An—2 , —2/n
= lim ——% = lim = lim

13
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Segue que,

Cn Cn_1 CQ Ol
Cn—l On_Q Cl C() < commn CO

Assim, o n-ésimo nimero de Catalan admite um limitante superior exponencial:

1
n+1\n
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Capitulo 3

Padroes de Tamanho Quatro

Agora, vamos estudar o ntimero A4,,(q) para os padroes ¢ de tamanho quatro. Esta tarefa sera
mais dificil quando comparada ao estudo do Capitulo 2, onde obtivemos uma tnica férmula exata
para o nimero de permutacoes que evitam um padrao de tamanho trés.

3.1 Classificacao dos Padroes de Tamanho 4

Existem 24 padroes de tamanho quatro, que estao listados na tabela 3.1, e organizados de
forma que cada linha da tabela contenha um padrdo ¢ e seus correspondentes simétricos ¢, ¢° e
(g°)", ou seja,

An(q) = Aulq") = An(q°) = Aul(q)") -

Obviamente, todos os padroes de uma mesma linha pertencem a mesma W-classe. Com isto,
conseguimos agrupa-los em 8 W-classes.

# e |7 | @)=

1 || 1234 | 4321
2 || 1243 | 3421 | 4312 2134
3 || 1324 | 4231
4 || 1342 | 2431 | 4213 3124
o || 1423 | 3241 | 4132 2314
6 || 1432 | 2341 | 4123 3214
7| 2143 | 3412
8 || 2413 | 3142

Tabela 3.1: Padroes de tamanho 4, agrupados em 8 W-classes

Note ainda que p evita ¢ < p~! evita ¢~! (Capitulo 1). Deste fato temos, na nossa tabela,
que os padroes nas linhas #4 e # 5 compartilham da mesma W-classe, entdao podemos agrupa-las,
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ficando com 7 W-classes. Pois,

(1342)7' = 1423 = A, (1342) = A, (1423).

g | ¢ | ¢ | @)=0)| " | @) | @] aH))
1234 | 4321
1243 | 3421 | 4312 2134
1324 | 4231
1342 | 2431 | 4213 3124 1423 | 3241 | 4132 | 2314
1432 | 2341 | 4123 3214
2143 | 3412

2413 | 3142

||| e w| o] =3k

Tabela 3.2: Tabela com 7 W-classes. Linhas #4 e #5 agrupadas.

Agora, vamos buscar novas ferramentas para reduzir ainda mais o nimero de W-classes.
O préximo resultado aparece no artigo [3] como teorema geral, de Backelin, West e Xin:

Teorema 3.1.1. Seja k um inteiro positivo qualquer e ¢ uma permutacio no conjunto {k+1, k+
2, .-+, k+r}. Entdo, para todo inteiro positivo n, temos

A,(123 - kq) = A, (k(k — 1) - - 1¢).

Aplicando o Teorema 3.1.1 para k = 2 e r = 2 temos o conjunto {3,4}:

Se g = 43, entdao A,(1243) = A,,(2143). Isto implica que os padroes das linhas # 7 e # 2
pertencem a mesma W-classe.

Se ¢ = 34, entdo A,(1234) = A,(2134). E como ((2134)")¢ = 1243, logo A,(1234) =
A, (2134) = A, (1243). Isto implica que os padroes das linhas # 1 e # 2 pertencem a mesma
W-classe.

Agora, aplicando o Teorema 3.1.1 para k = 3 e r = 1 temos ¢ = 4, entao A, (1234) = A,,(3214).
E como ((3214)")¢ = 1432, temos que os padroes das linhas # 1 e # 6 pertencem a mesma W-classe.

Da aplicacao do Teorema 3.1.1 podemos remover, da nossa lista, as linhas # 2, # 7 e # 6,
deixando apenas a linha # 1 para representa-las.

Agora, restam apenas 4 W-classes representadas pelos padroes 1234, 1324, 1342, e 2413.

Wigsa || 1234 | 4321 | 1243 | 3421 | 4312 | 2134 | 2143 | 3412 | 1432 | 2341 | 4123 | 3214
Wiseq || 1324 | 4231
Wisee || 1342 | 2431 [ 4213 | 3124 | 1423 | 3241 | 4132 | 2314 |
Wouis || 2413 | 3142

Tabela 3.3: Resultado parcial das W-classes para padroes de tamanho 4
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O lema a seguir aparece no artigo [15] de Zvezdelina Stankova, com ele podemos eliminar mais
uma linha da tabela (ou seja, agrupar duas W-classes).

Lema 3.1.2. Para todo inteiro positivo n, temos A,(4132) = A,,(3142).

Este resultado diz que A,,(1342) = A,,(2413),
Assim, ficamos com trés W-classes para analisar:

Wigss || 1234 | 4321 | 1243 \ 3421 \ 4312 \ 2134 \ 2143 \ 3412 \ 1432 \ 2341 \ 4123 \ 3214 \

Wisos || 1324 | 4231
Wisse || 1342 | 2431 | 4213 \ 3124 \ 1423 \ 3241 \ 4132 \ 2314 \ 2413 \ 3142 \

Tabela 3.4: Tabela das 3 W-classes para padrdes de tamanho 4

Portanto, vamos nos concentrar em apenas trés W-classes, e para representa-las tomamos os
padroes mais simples: 1234, 1342 e 1324.

3.2 Evidéncia Numeérica

Julian West apresenta em sua tese de doutrado [18], de 1990, evidéncias que mostram como
A, (q) cresce, partindo de n = 1, para ¢ € {1342,1234,1324}.

# 1120345 |6 | 7 8
A,(1342) | 1 2] 6| 23| 103|512 | 2740 | 15485
A,(1234) |1 2] 6| 23| 103|513 | 2761 | 15767
A,(1324) |12 ] 6|23 |103 | 513 | 2762 | 15793

Tabela 3.5: Evidéncia numérica para padroes de tamanho 4

Estes dados mostram que os numeros A,(¢) ndo dependem apenas de n, como o caso dos
padroes de tamanho 3, dependerdao também do padrdo ¢. Isto é, existem alguns padroes de
tamanho quatro que sdo mais faceis de evitar do que outros.

Ainda, com respeito a estes dados, surgem muitas questoes, duas delas sao imediatas.

Questao 3.2.1. Para todo n > 7, podemos afirmar que A, (1234) < A, (1324)¢
Questao 3.2.2. Para todo n > 6, podemos afirmar que A, (1342) < A, (1234)¢

Na préxima segao, vamos responder sim para a Questao 3.2.1.
A resposta da Questao 3.2.2 também é sim, como veremos no Capitulo 6.
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3.3 Os Padroes 1234 e 1324

Aqui, a palavra classe se refere a classificacao dada na Definicao 2.1.3.
Lema 3.3.1. Cada classe nao vazia contém exatamente uma permutacao evitando 1234.

Demonstragcao. Vamos escolher, arbitrariamente, uma classe C, ou seja, conhecemos suas entradas
que sdo min,, e max,, e as posicdes que ocupam. Se preenchermos as lacunas com as entra-
das remanescentes, em ordem decrescente, obteremos uma permutacao que evita 1234, pois ela é
composta por trés subsequéncias decrescentes: a das min,,, a das max., e a das entradas remanes-
centes. De outra forma, se a permutagao, construida dessa maneira, contivesse um padrao 1234,
entao, pelo principio da casa dos pombos, pelo menos, duas das entradas do padrao 1234 seriam
de uma mesma subsequéncia decrescente, o que seria uma contradi¢ao. Note que, a classe C' é
nao vazia se for possivel escrever as entradas remanescentes, em ordem decrescente, sem entrar em
conflito com as restri¢gdes existentes; caso contrario, C' seria vazia. Portanto, C' contém pelo menos
uma permutacao evitando 1234.

Por outro lado, podemos afirmar que a ordem decrescente das entradas remanescentes € a tinica
que vai resultar em uma permutacao evitando 1234. De fato, se colocarmos duas das entradas
remanescentes, digamos a e b, em ordem crescente, juntamente com a min,, mais proxima de a
pela esquerda e com a max,, mais proxima de b pela direita, formaria um padrao 1234. O

Lema 3.3.2. Cada classe ndo vazia contém pelo menos uma permutacao evitando 1324.

Demonstragao. Observe que, se uma permutacao p = pips - - - p, contiver um padrao 1324, repre-
sentado pela subsequéncia (p;, , pi,, Pis, Piy) €ntao podemos escolhé-lo, desde que p;, seja uma min, ,
e p;, seja uma max.,. De fato, podemos simplesmente tomar qualquer padrao existente p;, pi, i, Pi,;
caso p;, nao seja uma min, ,, podemos substitui-lo pela min,, mais proxima a esquerda p;,; caso p;,
nao seja uma max,,, podemos substitui-lo pela max,, mais proximo a direita p;,. Portanto, para
mostrar que uma permutacgao evita 1324, é suficiente mostrar que ela nao contém um padrao 1324,
tendo uma min,, como primeira entrada e uma max., como tultima entrada. Vamos chama-lo de
um mau padrao. Observe também que uma min,, (max,.) s6 pode ser a primeira (tltima) entrada
no padrao 1324.

Agora pegue qualquer permutagdo contendo 1324. Pelo argumento acima, temos um mau
padrao, representado por p;,pi,pisDi - (Lembre que p;, < pi; < pi, < P f). Troque as entradas p;,
e p;;. Observe que nés podemos fazer isso sem violar a classe a qual pertence, isto é, nenhuma
entrada x vai para a esquerda de uma min,,, que seja maior do que x, e nenhum entrada y vai
para a direita de uma max., que seja menor do que y. A permutacao resultante é da mesma classe
que a original porque a min,, e a max,, nao foram alteradas. Se a permutacao resultante ainda
contiver um padrao 1324, repita este procedimento tantas vezes quanto possivel, ou seja, contanto
que padroes 1324 possam ser encontrados. Note que é crucial que, a cada passo do processo, o
nimero de trocas de nossa permutacao diminua de pelo menos um. Portanto, vamos ter de parar
depois de no maximo (45 ) passos. Entao, a permutacao resultante final serd da mesma classe que
a original, mas nao tera um mau padrao e, portanto, nenhum padrao 1324, como afirmamos. [

Definicao 3.3.3. Uma classe nao vazia que contenha “mais do que uma” permutacao evitando
1324 ¢é chamada de classe forte.
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Teorema 3.3.4. Para todo n > 7, temos A, (1234) < A,,(1324).

Demonstracao. Nos lemas anteriores, vimos que cada classe nao vazia contém exatamente uma per-
mutacao evitando 1234 e pelo menos uma permutacao evitando 1324. Agora, precisamos mostrar
que, para n > 7, existem classes que contenham mais do que uma pemutacao evitando 1324.

Sen =17, entao a classe 3_1 7 5 contém as permutagoes 3612745 e 3416725 que evitam 1324.

Se n > 7, entao basta colocar as entradas n,n — 1,---,8 na frente de 3 1 7 5, sem
adicionais. A classe obtida ird conter novamente duas permutacoes evitando 1324, vindas das
entradas remanescentes, assim ordenadas: (6, 2, 4) e (4, 6, 2).

Entao, mostramos que “pelo menos um” significa “mais do que um”, pelo menos uma vez,
completando a prova do Teorema e respondendo a Questao 3.2.1. O

3.4 Analise Assintdotica

Defini¢ao 3.4.1. Dizemos que as sequéncias {x,}n>1 € {yn}n>1 Sdo assintoticamente iguais
se
Tn

lim — = 1.
n—oo yn

Proposigao 3.4.2. As sequéncias
nao sao assintoticamente guais.

Demonstragio. O ntimero A, (1234) ¢é igual ao nimero de classes fortes de n-permutagoes (Lema
3.3.1). E, numa mesma classe forte, o nimero A,,(1324) é assintoticamente maior do que 4,,(1234).
Com efeito, para n > 7, é muito facil criar, por concatenagdo, classes fortes que terminam em
3 1 7 5. Essas classes contém pelo menos duas permutacoes evitando 1324. Por outro lado,
constituem pelo menos um fator constante de cada classe forte, o que implica a afirmacao. O

Existe uma noc¢ao ‘mais fraca’ de duas sequéncias crescendo aproximadamente a mesma taxa.

Definicao 3.4.3. Dizemos que as sequéncias {x,}n>1 € {Yn}n>1 sdo assintoticamente iguais,
no sentido logaritmico, se

. T
lim /=% =1.
n—oo yn

Definicao 3.4.4. O limite de Stanley- Wilf para um padrao q qualquer é dado por

L(g) = lim  {/An(q) -

No artigo [1], os autores provaram que o limite £(1324) > 9,47, enquanto, segue do Teorema
4.2.5, que o limite £(1234) < 9. Portanto, as sequéncias {A4,(1234)} e {A4,(1324)} ndo sao
assintoticamente igual, mesmo no sentido logaritmico.

Podemos, entao, dizer que é mais facil evitar o padrao 1324 do que evitar o padrao 1234.
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Capitulo 4

O Padrao 1234

Como o padrao 1234 é mondtono, entdo o nimero A, (1234) é um caso particular dos ntimeros
A, (123---k), com k > 2. Com relagao aos padroes mondtonos existe um resultado que fornece
uma férmula assintética e um limitante superior muito bom para os ntmeros A, (123 -- k). Nao
vamos trabalhar com este nimero, apenas abordar alguns fatos. Para k = 4 existe uma férmula
exata.

4.1 As Conjecturas de Stanley-Wilf

As conjecturas a seguir aparecem na tese de doutorado de M. Béna [4], de 1997, e foram
atribuidas a R. P. Stanley e H.S. Wilf.

Conjectura 4.1.1. Seja ¢ um padrdo qualquer. Entdo, existe uma constante cq, tal que para todo
inteiro positivo n,

An(q) < cj. (4.1)

Esta conjectura que serve para todos os padroes; afirma que nao importa qual o tamanho de
¢, o nimero hipotético ¢; ¢ muito pequeno comparado ao nimero total de permutagoes n!.

Note que ela é verdadeira se ¢ tiver tamanho trés. De fato, conforme visto na Se¢ao 2.3.3, para
q de tamanho trés, A,(q) = C, < 4", neste caso ¢, = 4.

A segunda conjectura é uma versao “mais forte” da primeira:

Conjectura 4.1.2. Seja ¢ um padrao qualquer. Entdo existe o limite

L(q) = lim {/A,(q).

n—oo

No artigo [2], de 1999, R. Arratia provou que as duas versoes acima sdo equivalentes. Poste-
riormente, em 2003, no artigo [12], os autores A. Marcus e G. Tardos provaram as conjecturas de
Stanley-Wilf.
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4.2 Padroes Monotonos

Definicao 4.2.1. Dizemos que uma entrada x de uma permutacdo tem graw i se ela for a ultima
entrada de uma subsequéncia crescente de tamanho i, e se nao houver outra subsequéncia crescente
de tamanho i + 1, que termine em x. FEntao, para cada i, as entradas de grau i formam uma
subsequéncia decrescente.

Exemplo 4.2.2. Na permutacio p = 325417698, as entradas x = 9 ou x = 8 tém grau 4, pois
existe pelo menos uma subsequéncia de tamanho 4 que termina em x, e.qg. 3479 ou 2578. E, ainda,
essas entradas de grau 4 formam uma subsequéncia decrescente, (9, 8).

Observagao 4.2.3. Uma permutag¢io p € S,(12---k) pode ser decomposta em k — 1 blocos de-
crescentes de subsequéncias, referentes aos graus 1 <1 < k.

Exemplo 4.2.4. Observe que p = 325417698 € S9(12345), entdo n = 9 e k = 5; assim p pode
ser decomposto em k — 1 = 4 blocos, {(3,2,1),(5,4),(7,6),(9,8)}, referentes, respectivamente, as
entradas de graus 1, 2, 3 e 4

Teorema 4.2.5. Para todo inteiro positivo n e k > 2, temos
An(123--- k) < (B — 1)

Demonstragao. Considerando a Definicao 4.2.1, uma permutacao que evita ¢ pode ser decomposta
em uma uniao de k — 1 subsequéncias decrescentes.

Isto significa que uma permutacao p evitando 12---k é completamente determinada pelas
seguintes parti¢oes ordenadas de [n] em k— 1 blocos. (Uma parti¢ao ordenada é uma partigao cujo
conjunto de blocos é linearmente ordenado.)

1. A particdo P, do conjunto das n entradas de p, sendo: um bloco contendo as entradas de
grau 1, um bloco contendo as de grau 2, e assim por diante.

2. A particao P, das posigcoes das entradas de p: um bloco contendo as posi¢oes das entradas
de grau 1, um bloco contendo as posi¢oes das entradas de grau 2, e assim por diante.

De fato, uma vez que estas parti¢oes sejam conhecidas, as entradas de grau i devem ocupar as
posicoes atribuidas a elas, em ordem decrescente.
Existem, no maximo, (k—1)" possibilidades para cada um dos P; e P,, provando o teorema. [

Observe que, para k = 3, temos que A4,,(123) < 4", concordando com resultados anteriores. A
constante (k — 1)? = 4, fornecida pelo Teorema 4.2.5, ¢ realmente a melhor constante possivel.
O artigo [13], apresenta uma versao mais forte do Teorema 4.2.5:

Teorema 4.2.6. Para todo n, A,(1234---k) é assintoticamente igual a

(k—1)2

Ak W.
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Aqui
212
Ap = %z// i / [D(%,ﬂ@, oy ap) e B2 } dxidxy - - - dxy,

T12>2T2> 2T
sendo D(z1, 22, -, 21) = [ic;(ms — 25), €y = (1/v/2m)F1EF/2,

A integral multipla na férmula acima é avaliada como uma constante.
Este resultado é bastante significativo, ja que mostra que nao importa qual seja k, a constante
(k — 1)? ndo pode ser substituida por um niimero menor.

4.3 A Formula Exata

No artigo [10], de 1990, Ira Gessel provou uma férmula exata para o nimero A4, (1234).
2
"2k (n) 3k*+2k+1—n—2nk
n(1234) =2 - . 4.2
Anl1230) %(’f)(’f) (k+1)%(k+2)(n—k+1) (4.2)

No livro [5], Béna observa que o somatoério do lado direito ndo é sempre nao-negativa, e que
isto diminui as esperancas de uma prova combinatoéria. No entanto, alguns anos mais tarde Gessel
encontrou a seguinte forma alternativa para a sua férmula, conforme [5] na pagina 176.

et O EN D) w

Nesta nova féormula, todos os termos sao nao-negativos, mas ainda existe uma divisao, sugerindo
que uma prova direta combinatoéria seja, provavelmente, dificil de encontrar.
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Capitulo 5

O Padrao 1324

Nao existe uma férmula exata conhecida para o nimero 4,(1324). Entdo vamos buscar um
limitante superior.

No artigo [6], de 2012, Mikl6s Béna fornece um limitante superior para os ntimeros A, (1324).
Para n inteiro positivo:

A, (1324) < (T4 4V/3)" ~ 13,93".

Para isto, Béna tomou como base as idéias apresentadas no artigo [7], de 2011, dos autores
Anders Claesson, Vit Jelinek e Einar Steingrimsson, que apresentaram o limitante:

A, (1324) < 16™.

5.1 Decomposicao em Duas Cores

Os conceitos e resultados nesta se¢ao aparecem no artigo [7]. E, a decomposicao em duas cores
¢ o ponto de partida para Béna, em [6], melhorar o limitante superior.

Definicao 5.1.1. Seja p’ uma permutacao de tamanho k e seja p” uma permutacao de tamanho
m, com k+m =n. Dizemos que a n-permutagdo p = p1pz -+ pn € uma fusd@o de p' e p” se existe
uma parti¢ao do conjunto [n] em dois blocos, I = {iy,ig,--+,ix} e J = {j1,J2,"**,jm}, de modo
que a subsequéncia p;, p;, - - - P, Seja um padrao p', e a subsequéncia pj pj, - - - pj, seja uma padrdo
e

Em outras palavras, p é uma fusdao de p' e p” se pudermos colorir cada entrada de p de vermelho

ou azul, tal que as entradas vermelhas formem um padrao p', e as entradas azuis formem um padrao
/!

D .

Exemplo 5.1.2. A permutacao p = 4751326 € uma fusdo de p' = 123 e p"” = 4132, como pode ser
visto pela escolha I = {1,3,7} e J ={2,4,5,6}, que conduz as subsequéncias 456 e 7132.

Definigao 5.1.3. Seja p = pips -« - pn € Sn(1324), vamos colorir cada entrada de p de vermelho
ou azul, indo da esquerda para a direita, de acordo com as sequintes regras:

1. Se p; for colorido de vermelho e criar um padrdo 132 com todas as entradas vermelhas, entdo
colorir p; de azul, e
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2. se ja existe uma entrada azul menor do que p;, entao colorir p; de azul;
3. caso contrdrio, colorir p; de vermelho.
Vamos chamd-la de decomposi¢do em duas cores para p € S, (1324).

Exemplo 5.1.4. Seja p = 3612745. Entao, a subsequéncia de entradas vermelhas é 36127 e a de
entradas azuis é 45.

O proximo lema mostra que cada permutagao evitando 1324 é uma fusao de duas permutacoes
evitando padroes mais curtos.

Lema 5.1.5. Seja p uma permutagdo evitando 1324. Entao p € uma fusdo de uma permutacdo
que evita 132 e uma permutacao que evita 213.

Por fim, obtiveram o resultado:
“Para todo inteiro positivo n, vale a desigualdade A,,(1324) < 16™.”

5.2 Decomposicao em Quatro Letras

A partir dos conceitos do artigo [7], Bona em [6] apresenta um método que codifica injetivamente
as permutagoes em S, (1324) por um par de palavras de n letras ao longo de um alfabeto finito que
evita um dado fator, melhorando o limitante superior de A, (1324), utilizando uma decomposigao
mais refinada que permite usar um argumento de contagem mais cuidadoso.

Definigao 5.2.1. Considere o alfabeto a = {A, B,C, D} e a permutacio p = p1ps - - pn € Sp(1324)
ja decomposta em duas cores. Vamos marcar cada entrada de p com uma das letras de o, como

seque:
1. Marque as min,_, vermelhas com a letra A,
2. marque as entradas vermelhas que nao sao min,_, com a letra B,
3. marque as entradas azuis que nao sao max., com a letra C, e
4. marque as max., azuis com a letra D.

Vamos chamd-la de decomposigdo em quatro letras para p € S,(1324). E uma entrada
marcada com a letra X serd chamada de entrada do tipo X, sendo X € «.

Definicao 5.2.2. Vamos definir duas palavras, w e z, ambas com n letras sobre o alfabeto . Seja
w = w(p) = wywsy - - - w, a palavra resultante da decomposi¢io acima. Isto é, w; € do tipo de p;,
em p. Seja z = z(p) = 2129+ -+ 2z, a palavra com z; do tipo da entrada i, em p. Vamos dizer que
uma palavra w tem um fator CB se em algum lugar de w, a letra C' for imediatamente sequida

pela letra B.
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Exemplo 5.2.3. Seja p = 3612745. Entao, a subsequéncia de entradas vermelhas é 36127 e a de
entradas azuis € 45. Assim, w(p) = ABABBCD e z(p) = ABACDBB, e tanto w quanto z nao
tém fator CB.

O lema seguinte mostra uma propriedade de w(p), que nos permitird melhorar o limitante
superior para A, (1324).

Lema 5.2.4. Seja p € S,,(1324), entdo w(p) nao tem fator CB.

Demonstra¢io. Vamos supor que p; € p;y1 formem um fator CB em w(p). Isso significa que
Di > Pis1, caso contrario, o fato de p; ser azul forcaria p; 1 ser azul. Além disso, ja que p; nao é
uma max,,, existe uma entrada d a direita de p; (e & direita de p;y1) tal que p; < d. Do mesmo
modo, uma vez que p;;1 nao é uma min,,, existe uma entrada a a sua esquerda tal que a < p;y;.
Contudo, ap;p;+1d é um padrao 1324, que é uma contradigao. O

Lema 5.2.5. Seja p € S,,(1324), entdo nao hd entrada i em p tal que i seja do tipo C' e i+ 1 seja
do tipo B.

Demonstragcdo. Analoga a prova do Lema 5.2.4. Se tal par existisse, ¢+ deveria estar a direita de
¢+ 1, uma vez que i é azul e ¢ + 1 é vermelha. Como ¢ ndo é uma max.,, haveria uma entrada
maior d a sua direita. Como ¢+ 1 ndo é uma min, ., haveria uma entrada menor a a sua esquerda.
Contudo, a(i + 1)id forma um padrao 1324 (contradigao). O

Lema 5.2.6. Seja h,, o numero de palavras de n letras no alfabeto o, que ndo tém fatores CB.

Entao temos ]

Hw) =3 hna" = 1= 5

n>0

Isto implica

TN R COYC (5.1)
Demonstragio. (a) A construgao da relagdo de recorréncia para h,,, referéncia [14].

Para as palavras com n—1 letras, temos o niimero h,,_; de palavras permitidas, que é composto
de um ntmero x de palavras que nao terminam em C' e um nimero y de palavras que terminam
em C. Assim, h, 1 =x+y = x="h, 1 — Y.

Para obtermos palavras permitidas de n letras, basta acrescentarmos uma letra no final das
h,_1 palavras permitidas, da seguinte forma:

» para aquelas que nao terminam em C, podemos acrescentar qualquer letra do alfabeto «,
ficando com 4x palavras permitidas de n letras.

» para aquelas que terminam em C, ndo podemos acrescentar a letra B, ficando com 3y palavras
permitidas de n letras.
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Isto implica que h,, = 4x + 3y = 4(h,—1 —y) + 3y = 4h,_1 — v.

Para achar y, analisemos o ntimero h,,_, de palavras permitidas de n — 2 letras. Acrescentando
a letra C' na posicao n — 1, temos h,,_s palavras permitdas de n — 1 letras que terminam em C.
Logo, y = h,,_2, obtendo

hyy = Ahy_1 — hy_s. (5.2)

Se n =1, temos as palavras: A, B,C e D, entdao hy =4

Se n = 2, temos 16 palavras e uma dela é C'B, entao hy = 15.

Extendendo para n = 0, resulta hy = 1

A equagao (5.2) com as condigoes iniciais hg = 1 e hy = 4, expressa a relagdo que gera os
nuameros h,,

(b) A Funcao geradora para h,, referéncia [14].

Seja
> hpa™ = H(z). (5.3)
m>0
M+ Y it = H) = 3 e = H) — 1 54
m>1 m>1
hz'+ > hpa™=H(x)—1 = > hypa™=H(z)—1—4z. (5.5)
m>2 m>2

A relacao (5.2) implica em

Z hp,z" = Z 4h, 12" — Z Rp_ox™. (5.6)

n>2 n>2 n>2

Ajustando os indices em cada termo, m =n, m =n — 1 e m = n — 2, respectivamente, temos

Z hy,z™ = Z Ah,,z™ T — Z B,z

m>2 m>1 m>0

D hpa™ =4 hpa™ = ) hypa™
m>2 m2>1 m2>0

Z hy,x™ = 4x Z hpr™ — 2 Z hy,x™.
m>2 m>1 m>0

Substituindo conforme (5.3), (5.4) e (5.5) temos

H(z) —1—4x =4z(H(z) — 1) — 2*H(x).
H(z) — 42 — 4z H (z) + 4z + 2*H(z) = 1.
H(z)[1 -4z —2*| = 1.

Expressando H(x), obtemos a fungao geradora procurada,

1

Hz) = 1 —dx + 22

(5.7)
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(c) A férmula exata para h,, referéncia [14].

A equacao (5.2) é uma equacao de diferengas que tem solugao do tipo h, = At", com A:
constante.

Assim, At" — 4At" 1 4+ A2 = 0 = A" 2(t* — 4t + 1) = 0. Buscamos solugdo nao trivial,
entao At" # 0.

A equagdo caracteristica, t* — 4t + 1 = 0 tem solugao:

4+ /12
:T:2:I:\/§.

(5.8)
A solucao geral é dada por:
hy=A-(2+V3)"+B-(2-V3)" (5.9)
Como conhecemos as condi¢Oes iniciais, podemos obter os valores das constantes A e B,
{1:h(0) —AQ+V3)+B2-V3)"=A+B
4="h(1)=A2+V3)' + B2 -V3)' = A2+ V3) + B(2—3)
1=A+1B
4=2(A+B)+V3(A-B)=2+V3(A-B)= —= 2 —A B
A+ B =1 2A_1+£ 3+2\/—
A-—B= Q\F - 23_1_2\{ 3—2f
Assim, a solucdo para a equacao (5.2) é
hnzw.(zﬂﬂ)u?’_?@-(z—\/ﬁ)", (5.10)
como afirmamos. O

5.3 Um Limitante Superior

O lema a seguir, garante que o par de palavras (w, z), (Definigao 5.2.2), determina completa-
mente a permutacgao p evitando 1324.

Lema 5.3.1. Seja H,, o conjunto das palavras de n letras ao longo do alfabeto o, em que nunca
ocorra o fator CB e seja S, (1324) o conjunto de todas as n-permutagoes evitando 1324. Entao, a
aplicagao f : S,(1324) — H,, x H,,, dada por f(p) = (w(p), z(p)) € injetiva.
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Demonstragio. Temos, |H,|= h,. Vamos assumir que w(p) = w e z(p) = z, para algum p €
Sn(1324), tal que f(p) = (w,z) € H, X H,.

Entao w nos diz para quais indices ¢ a entrada p; serda do tipo X, ou seja, os indices ¢ para os
quais a i-ésima letra de w é X, sendo X € {A, B,C, D}. Depois disso, utilizamos z para descobrir
quais as entradas de p sdo do tipo A, B, C' ou D.

Resta mostrar que esta informacao determina completamente p, isto é, que existe no maximo
uma permutacao que evita 1324 e satisfaz todas as exigencias impostas por w e z.

Observe que as entradas do tipo A estao em ordem decrescente nas suas posi¢oes, assim como as
entradas do tipo D. Uma vez colocadas estas entradas, as entradas do tipo B devem ser colocadas
nas suas posicoes, da esquerda para a direita, da seguinte maneira, em cada passo, colocar a menor
entrada disponivel que seja maior do que a entrada tipo A que esté a esquerda. (Caso contrario, um
padrao 132 vermelho sera formado.) Do mesmo modo, as entradas do tipo C' devem ser colocadas
em suas posicoes, agora da direita para a esquerda, de modo que, em cada passo, seja colocada
a maior entrada disponivel, desde que seja menor do que a entrada do tipo D que esta a direita.
(Caso contrario, um padrao 213 azul sera formado.) ]

Observagao 5.3.2. A imagem de f consiste de pares ordenados (w(p), z(p)). Ambas as palavras,
w(p) e z(p), comecam com um A, uma vez que as entradas p; e 1 sempre sido min,, vermelhas em
p. Entdo podemos restringir o contradominio de f, ou seja,

f(p) = (Awy -~ wy, Azy - - - 2,) € ({A} x H,_1)?.
Reescrevendo f da sequinte forma:
f:8,(1324) — ({A} x H,_1)?,
que continua injetiva.
Corolario 5.3.3. Para todo inteiro positivo n, vale a desigualdade
An(1324) < B2, < (2+V3)¥ = (T+4V3)"™. (5.11)

Demonstragio. A injetividade de f (Lema 5.3.1) implica que A, (1324) < h2_,
O resto segue da férmula (5.1):

hy, = 3+62‘/_ (2 +V3)" + 62\/3-(2—\/5)".

Dado que, nesta formula, a segunda parcela é negativa, temos

3+ 2v3
ho< 2225 o vy

E a primeira parcela em (5.1) tem o coeficiente (3 + 21/3)/6 menor do que a base (2 + v/3),
entao

ho < (2+V3) - (2+V3)" = (2+V3)"™.

Fazendo um ajuste no indice, logo

hp—1 < (2+ \/§>n
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Capitulo 6

Formula Exata para o Padrao 1342

Neste Capitulo, vamos fornecer uma formula exata para o nimero de n-permutacoes que evitam
o padrao 1342.

A, (1342) = (1t T2 =30=2) oy (2i—4)! (n —i+ 2)

_1 n—1 2i+1
2 +32 (1) i —2)! 2

=2

A partir desta formula fica simples provar que

A, (1342) < 8", para todo n, e que £(1342) = 8.

O tnico padrao com tamanho maior do que trés para o qual se conhecia uma férmula é o
padrao mondtono 1234 (Capitulo 4). O interessante aqui é que permutagdes evitando 1342 estao
em bijecdo com um tipo especifico de arvores enraizadas.

6.1 Descricdo de Arvores tipo Beta

Preliminares:

Uma arvore é um grafo conexo que nao admite ciclos.

Se a arvore possui n nods, entao, obrigatoriamente, ela deve possuir n — 1 arcos.

A notagao |T'| expressa a quantidade de ndés que a arvore T' possui.

Dizemos que uma &arvore é enraizada, quando ela possui um né diferenciado (a raiz).

A maneira mais facil de resgatar a permutacao que teve suas entradas associadas aos nos de uma
arvore, é através da leitura pés-ordem: para cada nd, primeiro escrever as entradas associadas
aos seus filhos, da esquerda para a direita, depois a entrada associada ao n6é em questao, e fazer
isso de forma recursiva para todos os nos.

No artigo [8], de 1997, os autores, Cori, Jacquard e Schaeffer, introduziram um novo conceito de
arvore enraizada, elas receberam valores agregados aos seus vértices (nés). (Cada né v da arvore
recebe um rétulo (v).) Também deduziram uma férmula que determina a quantidade destas
arvores.
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Defini¢ao 6.1.1. Uma drvore beta com pardmetros a e b, B(a,b), é uma drvore com raiz,
sendo que cada nd v recebe um rétulo [(v), que é um nimero inteiro nao negativo, satisfazendo as
sequintes regras:

1. sew for uma folha, entio l(v) = a (Isto justifica o pardmetro a no nome.),
2. se v for um no interno e vy, vq, - -+, v forem seus filhos, entao
k
a < lv) < b+ U(v;) (Isto justifica o parametro b no nome.),
i=1

3. sewv for o no raiz e vi,vy, -, v forem seus filhos, entdo
k
I(v) = Y l(v;) (Condigdo do nd raiz.).

i=1

Notacoes.
DPA@b) ¢ o conjunto das arvores S(a, b).
D@t = {T ¢ DAb) . |T|=n}, para todo n > 0.
Nota. Para nosso estudo, vamos trabalhar com a = 0 e b = 1, ou seja, arvores (0, 1).

Exemplo 6.1.2. A Figura 6.1 mostra uma darvore 3(0,1) com 15 nds.

Figura 6.1: Uma arvore 5(0,1).
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Seja t, = |DPOY| o0 niimero de arvores 5(0,1) com n nés. Este niimero é dado, em [8], pela
formula

(2n — 2)!
(n+ 1! (n—1)"

De fato, t; = 1, pois s6 existe uma arvore (0, 1) com dois nés (ambos com rétulo zero). Para
n = 3, obtemos t3 = 3, como mostra a Figura 6.2.

th=1¢et,=3-2"2. para n > 2. (6.1)

1 0 0
1 0
0 0 0 0

Figura 6.2: As trés drvores (0, 1) de trés nos.

A partir da equagao (6.1) vamos obter a fungao geradora ordinéria F'(z) = >°° , t,2". Técnicas
de obtengdo de fungdo geradora podem ser estudadas em [14] ou [19]. Aqui, particularmente,
obtivemos F' com o uso do pacote “Wolfram Mathematica 9” (Ver apéndice A).

> > _ (2n —2)!
F(z) =tix + thx" = x + 3.2m72. "
(2) =t nz::z nz:; (n+1)! (n—1)!
—242% + 122 — 1+ (1 — 8z)*?  8x% + 12z — 1+ (1 — 8x)%/?
Flz) =2+ x4+ 122 — 1+ ( x)? 8r7 + 12z — 14 ( ) ' (6.2)
32z 32z
Os numeros t,, também podem ser verificados pela relagao de recorréncia:
8n — 12
ti=1to=1 ¢ t,= Zi—l—ltn_l’ para n > 3. (6.3)
A partir da relagao de recorréncia (6.3), obtemos
tn 8n — 12 8 —12
lim = lim n = lim 7/n =8.
Com isso, um limitante superior exponencial para t, é dado por
tn,  Tp t _
tn . L2 <8.8...8=8" 1 com t; = 1.
th1 th2
Assim sendo,
1/n
tn,  Tpe t
lim t, = lim L 2
n—00 n—oo \ t _1 tn—? tl
— dim (37)"" = lim 8"V =8 (6.4)
o n—oo o n—oo



Definicao 6.1.3. Dizemos que uma permutacio p = p1ps---pn ¢ decomponivel se existir k €
[n — 1], tal que para todo i < k e para todo j > k, tenhamos p; > p;. Em outras palavras,
p € decomponivel se for possivel fazer um corte, de modo que cada entrada antes do corte seja
maior do que cada entrada apds o corte. Se p nao for decomponivel, entdo vamos chamad-lo de
indecomponivel.

Notacoes.
I, ={p € S,; p:indecomponivel}.
I,,(1342) = {p € S,,(1342); p : indecomponivel}.

Exemplo 6.1.4. A permutacio p = 45132 € decomponivel, visto que podemos fazer um corte entre
a sequnda e a terceira entradas, neste caso k = 2 (note que o corte divide p em dois blocos, cada
um deles é uma permutacao indecomponivel.). Ja a permutacao 31425 é indecomponivel.

Existem em S3 trés permutagoes indecomponiveis: 123, 132, e 213, e todas elas evitam 1342.
Coincidentemente, existem trés arvores 5(0,1) em Dg 1) , como visto na Figura 6.2.

Observacao 6.1.5. Toda permutacio pode ser decomposta em 1,2,...,n — 1 ou n blocos, sendo
que cada bloco é uma permutacao indecomponivel.

Se p for decomponivel, entao a entrada n deve estar antes do corte; assim como a entrada 1
deve estar depois do corte. Consequentemente, se p termina com a entrada n, ou inicia com a
entrada 1, p serd indecomponivel.

Podemos dizer que a estrutura de uma arvore 3(0,1) é a soma de duas outras: a estrutura de
arvore propriamente dita e os rétulos em seus nés. Com isto, vamos tratar, nas proximas segoes,
de duas estruturas triviais: arvores constituidas por um tunico caminho e arvores $(0,1) em que
todos os rétulos sao zero. Elas vao corresponder, respectivamente, as permutagoes evitando 231 e
as permutagoes evitando 132. E serdo as ferramentas para lidar com o caso geral.

Antes, porém, vamos ver uma maneira de determinar os rétulos atribuidos aos nés de uma
arvore enraizada dada.

Definicao 6.1.6. Considere p = pips---p,. Dizemos que p; bate p; se existir uma entrada p,,
com a <1 < j, tais que pap;p;j, escritas neste ordem, formem um padrao 132.

Além disso, se existir uma subsequéncia de entradas p;, Piva,s- " s Pitass Pk, € cada entrada nesta
subsequéncia bate a prorima, dizemos que p; atinge pi, sendo que os indices estao em ordem
1<itar<itar<---<ita<k.

Em particular, se x bate y, entao x também atinge y.

Exemplo 6.1.7. Seja p = 3716254. Entdao 7 bate 6, pois (3,7,6) forma um padrdao 132 e 6 bate
2, pois (1,6,2) forma um padrao 132; portanto 7 atinge 2.

Definicao 6.1.8. Seja v; 0 i-ésimo no, na leitura pos-ordem, de uma arvore T dada, no este
associado a entrada p; de p. Definimos o rétulo l(v;) do nd nao raiz v; de T como sendo o
numero de descendentes v; de v; (incluindo o proprio v;), para os quais existe pelo menos um
indice k > i tal que a entrada p; atinja a entrada py. E o rotilo l(v,) do nd raiz obedece a
condi¢ao de raiz (terceiro item da Definigao 6.1.1 ).
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Exemplo. Nos Exemplos 6.2.2, 6.5.4 e 6.5.5 usamos este esquema para rotular arvores que teve
seus nos associados as entradas de uma permutacao.

6.2 Arvores Constituidas por um Unico Caminho

Lema 6.2.1. Existe uma bijecio f do conjunto das n-permutacgoes evitando 1342 que iniciam com
entrada 1 ao conjunto das drvores 5(0,1) com n nés, constituidas por um inico caminho.

Note também que podemos interpretar o dominio de f como o conjunto das permutacoes de
tamanho n — 1 que evitam 231 e cujas entradas estdo no conjunto {2,3,4---,n}.

Demonstragio. Seja p = pipa---pn € S,(1342), tal que p; = 1. Tome uma arvore com n nés (sem
rétulos), formada por um unico caminho, e vamos dar o rétulo I(v;) ao i-ésimo né, conforme a
Defini¢ao 6.1.8. E para cumprir a condigao de né raiz, l[(v,) = l(v,_1).

Exemplo 6.2.2. Seja p = 143265, entdo os rétulos dos nds da drvore f(p) sdo, da folha para a
raiz: 0,1,2,0,1 e 1, como mostra a Figura 6.3. O i-ésimo né do caminho f(p) estd associado a

entrada p;. (Escrevemos os rétulos dos nds entre [ |, para diferencid-los das entradas de p.)
5¢ [1]
Ge [
29 (0]
3 [2
4 [1]
1e [0]

Figura 6.3: A arvore 3(0,1) de p = 143265.

Neste caso, em que p tem p; = 1 e a arvore é constituida por um unico caminho, o rétulo I(v;)
é o nimero de entradas & esquerda de p; (inclusive p;) que sdo maiores do que pelo menos uma
entrada a direita de p;.

Note que, se tivessemos definido f sobre o conjunto de todas as n-permutagoes iniciadas com a
entrada 1, f ndo seria uma bije¢do, pois, por exemplo, as imagens de 1342 e 1432 seriam idénticas.

E facil ver que a imagem f(p) é uma arvore 3(0,1), pois: l(vir1) < I(v;) + 1, para todo v;,
porque pode haver, no maximo, uma entrada contada por [(v;;1) e nao contada por I(v;), a saber,
a entrada p;;1. Todos os rétulos sdo certamente nao negativo e I(vy) = 0.

Para provar que f é uma bijecdo, basta mostrar que tem uma inversa, isto é, seja T uma
arvore (0, 1) constituida por um tinico caminho, podemos encontrar a tinica permutagao p tal que
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f(p) = T. Afirmamos que dada T', podemos recuperar a entrada n da pré-imagem p. Primeiro,
note que p é uma permutagao que evita 1342 e comeca com 1, de modo que qualquer entrada a
esquerda de n deve ser menor do que qualquer entrada a direita de n. Em particular, o n6é anterior
a n deve ter rétulo 0. Além disso, como n é maior do que qualquer outra entrada em p, entao n é a
entrada p; mais a esquerda de p tal que I(v;) > 0, para todo j > i, se existirem entradas a direita
de n, se nao houver, n = p,. Isto é, n correspondera ao né que inicia a sequéncia ininterrupta de
rétulos estritamente positivos que termina no dltimo né (raiz), se existir tal sequéncia. De outro
modo, n corresponderd ao tultimo né.

Uma vez localizada a posi¢ao de n em p, podemos simplesmente excluir de 7" o n6 correspon-
dente a ele e depois diminuir 1 de todos os rétulos, a partir dele. (Se isso significa excluir o dltimo
nd, nds apenas fazemos [(v,_1) ser igual a [(v,_o) para satisfazer a condigao de raiz.) De fato, nés
podemos fazer isso porque o né anterior a n tinha rétulo 0 e os nds depois de n tinham rétulos
positivos (1 ou 2), segundo nosso algoritmo para localizar n. Entdo podemos proceder de forma
recursiva, para encontrar a posicao das entradas n — 1,n — 2,---,1 em p. Isso define a inversa de
f, provando que f é uma bijecao. O]

6.3 Arvores Beta com Rétulos Nulos

Definicao 6.3.1. Um ramo de uma drvore enraizada é uma subdarvore cuja raiz serd um dos filhos
da raiz da drvore original.

Algumas arvores enraizadas podem ter apenas um ramo, isto nao significa, necessariamente,
que ela seja constituida por um tnico caminho.

Lema 6.3.2. Existe uma bijecio g do conjunto das n-permutacoes evitando 132 que terminam em
n ao conjunto das drvores $(0,1) de n nds com todos os rétulos iguais a zero.

Note que podemos descrever o dominio de g como o conjunto de n-permutacoes indecomponiveis
evitando 132, ou como um conjunto de (n — 1)-permutagoes que evitam 132.

Demonstrag¢io. Aqui, podemos pensar nas arvores (0, 1) como &rvores enraizadas sem rétulos.
Vamos construir g indutivamente:
Existe apenas uma arvore (0, 1) ndo rotulada com dois nés, que é a imagem da tnica permu-
tagdo p = 12. Usando inducao, suponha que nés ja construimos g para todo inteiro positivo k < n.
Seja p uma n-permutagao evitando 132. Seja p’ = p1ps - - - pn_1. Entdo hé duas possibilidades:

1* Quando p’ é decomponivel, isto é, nés podemos cortar p’ em varios (pelo menos dois) blocos
Peis,P<2>, ", P<h>, tais que todas as entradas de p.;~ sejam maiores do que todas as entradas
de p<j>, para i < j. Neste caso, g(p) ird ter h ramos, o ramo b; satisfazendo g(p<;~) = b;.
Noés, entéo, obtemos g(p), ligando todos os ramos b; a uma raiz comum. Tendo em conta que
estamos em uma arvore [3(0, 1), o rétulo da raiz é determinado pela soma dos rétulos de seus

filhos.
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2% Quando p’ é indecomponivel. Como p evita 132, isso é equivalente a dizer que p’ termina com
a sua maior entrada n — 1. Neste caso, g(p) terd apenas um ramo by, isto é, a raiz de g(p) tera
apenas um filho. N6s definimos by = g(p).

Mais uma vez, para provarmos que g ¢ uma bije¢do, devemos mostrar que tem uma inversa.
Seja T uma arvore com n nos, sem rétulo, com raiz r. Se r tiver t filhos, digamos que, indo da
esquerda para a direita, sejam as raizes dos ramos by, by, - - -, by, que tém ny, ng, - -+, ny né6s. Entao,
por inducao, para cada ¢, o ramo b; corresponde a uma n;-permutacao evitando 132 que termina
com n,;. Agora, adicione Z;:i 41 1; a todas as entradas da permutacao p; associada a b;, entao
concatenar todos estes blocos e acrescentar n no final para obter a permutacao p associada a T'.

Este procedimento recursivo, sempre retorna a permutacao original, provando a nossa afirma-
¢ao. L]

Exemplo 6.3.3. A permutagio 45631278 corresponde a drvore 3(0,1) com todos os rétulos iguais
a 0 mostrada na Figura 6.4. Para uma fdcil referéncia, podemos escrever p, para a raiz de g(p),
e procedendo de forma andloga para as outras entradas nas subdrvores recursivamente definidas.

Figura 6.4: A arvore 5(0,1) de p = 45631278.

6.4 Normalizacao de Permutacoes

Seria ideal se pudessemos associar as entradas de uma n-permutacao indecomponivel p evitando
1342 aos nés de uma arvore nao rotulada 7' e entao definir os rotulos desta arvore de modo a torna-
la uma arvore 3(0,1). Contudo, a questao é saber qual 7" devemos usar e, se T" for dado, como
saber em que ordem escrever as entradas de p para os nés de T'. No que segue, vamos desenvolver
as nogdes para resolver estas questoes.

Proposicao 6.4.1. Cada classe fraca (Definicao 2.1.3) nao-vazia C de n-permutagoes contém
exatamente uma permutacao evitando 132.

Demonstragcao. Dada uma classe fraca C', preencher as posicoes vazias entre as min,, com as
entradas remanescentes como segue: Em cada passo, coloque a menor entrada que ainda nao
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tenha sido usada, que seja maior do que a min,, anterior. (Fizemos exatamente isto na prova da
bije¢do do Lema 2.2.1.)

Por outro lado, a permutagao resultante sera a tnica permutacao evitando 132 nesta classe
fraca, pois se a qualquer momento nos desviarmos deste procedimento, isto é, colocarmos outra
entrada, nao a menor, criaremos um padrao 132. O

Definicao 6.4.2. Seja p € S,,. Chamamos de normalizag¢do de p, denotamos por N(p), a tinica
permutagdo evitando 132 na classe fraca C' contendo p.

Observacgao 6.4.3. O fato de N(p) evitar 132 significa que em N(p) nao existe qualquer entrada
que atinja outra (Definigao 6.1.6).

Exemplo 6.4.4. Seja p = 356214 na classe fraca C :3___21_, entdo N(p) = 345216.

A normalizagao preserva a indecomposi¢ao da permutacao, como mostra a proposicao.

Fato. Se uma permutacao for cortada em duas partes, tal que toda entrada antes do corte seja
maior do que toda entrada depois do corte, entao o corte deve ser imediatamente a esquerda de
uma min,, .

Demonstragao. De fato, se o corte estiver imediatamente a esquerda de uma entrada b que nao
seja uma min,,, entdo existe uma entrada a a esquerda de b, e consequentemente a esquerda do
corte, tal que a < b. Porém, isto contradiz a posi¢ao do corte, porque todas as entradas a esquerda
do corte, incluindo a, sao maiores do que b. O

Proposicao 6.4.5. Uma permutagio p é indecomponivel se, e somente se, N(p) for indecomponi-
vel.

Demonstragio. Uma permutacao p pertencente a classe fraca C' é decomponivel se, e somente se,
ela tiver uma min,, L > 1, tal que a proxima min,, M, a direita de L, esteja na posicao n — L+ 2.
Isto é equivalente a provar a proposicao.

De fato, vamos assumir que L seja tal min,,. Entao, as n—L+1 posi¢des que precedem M devem
conter as entradas que sdo maiores do que ou iguais a L. Mas, hé precisamente n—(L—1) = n—L+1
entradas que sdo maiores do que ou iguais & L, por isso todas devem preceder M. Assim, depois de
M, todas as entradas sao menores do que L. Portanto, podemos cortar imediatamente a esquerda
de M, e toda permutacao nesta classe é decomponivel.

Agora, vamos supor que tal L nao exista. Entao, para cada L, a min,, M estd, no maximo, na
posicao n — L + 1. (E facil ver que M nao pode estar além da posi¢do n — L + 2, uma vez que nao
existiriam suficientes entradas maiores do que L para preencher a esquerda de M, contradizendo o
fato de que nao existe nenhuma min,, entre L e M.) No entanto, uma vez que existem n — L + 1
entradas que sao maiores do que ou iguais a L, uma destas deve vir apés M. Portanto, nao
podemos cortar imediatamente a esquerda de M. Isso vale para todas as min,, M, provando que
todas as permutagoes em C' sao indecomponiveis. O

Corolario 6.4.6. Se p é uma n-permutacao indecomponivel, entao N(p) sempre termina com a
entrada n.
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Demonstragio. Note que a tinica maneira de uma n-permutacao evitando 132 ser indecomponivel
é ela terminar com a entrada n. Se p é uma n-permutacao evitando 132 e n nao é a ultima entrada,
entdo podemos cortar p imediatamente apds a entrada n. Entao a afirmacao segue da Proposigao
6.4.5. ]

Definicao 6.4.7. Seja T uma drvore 3(0,1). A normalizagdo N(T') de T é a drvore 3(0,1) que
¢ isomorfa a T como uma drvore com todos os rotulos iguais a zero.

Exemplo 6.4.8. A Figura 6.5 mostra duas drvores $(0,1): T e N(T). Elas sdo isomorfas, e
N(T) tem seus rétulos todo nulos.

Figura 6.5: Arvore 5(0,1) T isomorfa a N (T).

6.5 Importancia das Arvores Beta

A seguir, vamos ver duas proposi¢oes que mostram uma maneira simples para localizar a posicao
da entrada n em p, se for dada a arvore 3(0,1) correspondente a p.

Proposicao 6.5.1. Seja p € 1,(1342) e suponha que p, # n, isto é, n nao estd associado ao no
raiz. Entdo cada antecessor de n, incluindo o proprio n, tem um rétulo positivo. Se p, = n, entao
l(v,) =0 e, assim, ndo existe qualquer né com a propriedade acima.

Demonstragio. Se p, = n, entdo nao ha nada a direita de n para atingir, assim [(v,) enumera um
conjunto vazio, produzindo [(v,) = 0.

Entao, suponha que n nao seja o né raiz. Para provar a nossa afirmagao, é suficiente mostrar
que, para qualquer né v; que seja um antecessor de p; = n, existe uma entrada py, tal que k > 4
e n = p; atinja p;. Na verdade, isso implicaria que a entrada p; = n é contada pelo rétulo [(v;),
forgando I(v;) > 0.

Agora, considere a,, = p1 > Gy—1 > -+ > as > a; = 1 as min,, de p.

Se n estiver localizado a direita de a; = 1, entao a;nx seria, obviamente, um padrao 132 para
todo x localizado a direita de n.
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Suponha, entdo, que n esteja localizado entre a, e a,_1, para algum 1 < r < m. Desta forma,
n certamente bate cada entrada x localizada entre n e a,_1, uma vez que a, pode fazer o papel
do 1 no padrao 132, ou seja, a,nx forma um padrao 132. Claramente, n também deve bater, pelo
menos, uma entrada y; a direita de a,_1, caso contrario, p seria decomponivel, cortando-o a direita
de a,_1. Se y; estiver a direita de p;, entdo fazemos com que y; seja escolhido para ser pg. Se
nao, entao y; deve bater pelo menos uma entrada ys que esteja a direita de a,,_1, supondo que y;
esteja localizado entre a,, e a,,_1, pela mesma razao, e assim por diante. Desta forma, obtemos

uma subsequéncia yi,ys, - - -, tal que n atinja cada um dos y; e esta subsequéncia eventualmente
termina a direita de p;, uma vez que, em cada passo, passamos por, pelo menos, uma min,,. Assim,
a proposicao esta provada. O

O tnico problema é que pode haver varios nés com a propriedade que todos os seus antecessores
tenham um roétulo positivo. Se isso acontecer, recorremos a seguinte proposicao para localizar o
n6 associado a n.

Proposicao 6.5.2. Seja p € 1,,(1342) e suponha que p, # n. Entao n € a entrada mais d esquerda
de p que tem a propriedade que cada um dos seus antecessores (incluindo ele proprio) tem um rétulo
POSItivo.

Demonstrag¢io. Suponha que py esteja a esquerda de n e que ambos tenham esta propriedade. (Se
houver vérios candidatos para o papel de pg, escolha o mais a direita). Se p; bate uma entrada y
a direita de n participando do padrao 132, representado por xpgy, entao xpeny é um padrao 1342,
que é uma contradi¢ao. Entao pr nao bate tal entrada y. Em outras palavras, todas as entradas
depois de n sao menores do que todas as entradas antes de p,. Entretanto, p; deve atingir entradas
a direita de n, assim, ele bate alguma entrada v entre p; e n. Esta entrada v, por sua vez, bate
alguma entrada w a direita de n participando do padrao 132 tvw. No entanto, isto implicaria que
tvnw é um padrao 1342, uma contradi¢ao, o que prova a nossa afirmacao. ]

A importancia das arvores (0, 1) pode ser explicada pelo teorema a seguir.

Teorema 6.5.3. Para todo inteiro positivo n, existe uma bijecao F' do conjunto de n-permutagoes
indecomponiveis evitando 1342 ao conjunto DY de drvores 3(0,1) em n nds.

Demonstragio. Seja p € 1,(1342) e faca N(p) = r = riry...7r,. Pelo Corolario 6.4.6, r,, = n.
Como r € S,(132) e r, = n, podemos aplicar o Lema 6.3.2 e obter a arvore S = g(r). Isto é, as
entradas de r estdo em bijecdo natural com os nés de S. Entao, defina F(r) = 5, isto é, g é a
restri¢do de F' para o conjunto [,(132).

Vamos trabalhar sobre a estrutura desta arvore S (sem as entradas de r e sem os rétulos), para
obter uma nova arvore 1" € Dﬁ(o’l), ou seja, T sera isomorfo a S, mas os rétulos serao diferentes.
Estamos construindo 7' = F(p), a partir de S.

Vamos relacionar as entradas de p com os nés de S (obedecendo o procedimento pds-ordem).

Note que as min,, (as folhas) sdo mantidas fixas.
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Exemplo 6.5.4. Seja p = 4621357, entdo N(p) = 4521367, e seja S a drvore sem rétulo associada
a estas permutagoes, mostradas na Figura 6.6, juntamente com a ordem em que as entradas de p
sao escritas para os nds. Note que p e N(p) diferem apenas na transposi¢io (5,6). (Isto é, em
N(p) as posigoes destas duas entradas foram trocadas.)

Figura 6.6: As arvores sem rétulos de p = 4621357 e N(p) = 4521367.

Agora vamos definir o rétulo [(v) de cada né v para a esta nova arvore 5(0, 1). Seja v; o i-ésimo
n6 de T, que esta associado a p;, e o rétulo [(v;) é dado pela Defini¢ao 6.1.8.

Seja F'(p) a arvore ((0,1) definida por estes rétulos. Note que um descendente de v; é uma
entrada da subarvore enraizada em v;.

Primeiro, ¢ facil de ver que F, de fato, age no conjunto D21, Com efeito, seja v um né interno
e sejam vy, v, - - -, v seus filhos. Entdo I(v) < 1+ % I(v;), porque pode haver, no maximo, uma
entrada contada por [(v) e ndo contada por qualquer rétulo de seus filhos, a saber o préprio v. Em
segundo lugar, todos os rétulos sao certamente nao-negativos e todas as folhas, ou seja, as min,,,
tém roétulo 0.

(0,1

Exemplo 6.5.5. No Exemplo 6.5.4 criamos a drvore sem rétulo S para p = 4621357. A aplicagdo
da regra dada pela Defini¢do 6.1.8 mostra que F(p) é a drvore $(0,1) mostrada na Figura 6.7. De
fato, o unico padrao 132 de p é 465 que é contado apenas uma vez, na entrada 6.
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Figura 6.7: A imagem F'(p) de p = 4621357.

Exemplo 6.5.6. Seja p = 58371624, entdo temos N(p) = 56341278, dando origem d drvore sem
rétulo mostrada d esquerda na Figura 6.8. Entdo calculamos os rétulos de F(p) para se obter a
arvore mostrada a direita na Figura 6.8.

Figura 6.8: A drvore S e F(p) para p = 58371624.

Para provar que F' é uma bijecdo, basta mostrar que existe uma inversa. Ou seja, é suficiente
mostrar que para qualquer arvore 7' € D501
Flp)=T.

Vamos provar a afirmacao por inducao em n, no caso de n = 1 é 6bvio. Vamos assumir que
ja provamos a afirmacgao para todo inteiro positivo menor do que n. Com um ligeiro abuso de
notacao, denotamos as bijecoes pertencentes a estes nimeros inteiros menores também por F.
Seja T uma &arvore $(0,1) com n nés. Note que T, mesmo sem seus rétulos, especifica a classe
fraca de qualquer permutagdo suposta p para a qual F(p) = T. p; é a entrada mais & esquerda
(e, portanto, a min,, mais a esquerda) de p, obtido de T". Seja v; a folha mais a esquerda de T
Consideramos os seguintes quatro casos:

), podemos encontrar a tnica permutacio p tal que

12 Vamos supor que v; nao seja o unico filho de seu pai z. Neste caso, podemos simplesmente
remover v; de T. A &rvore restante 7" é uma &arvore (0, 1) valida e que é menor do que T,
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por isso, a nossa hipdtese de inducio, tem uma tnica pré-imagem F~'(T") = p/. Agora, p’ serd
precedido pela entrada p; (e adicionar 1 a todas as entradas em p’ que sdo maiores do que ou
iguais a p;) para obter a tnica pré-imagem F~!(T') = p. Note que a jungao de p; a frente de p/
nao cria um padrao 1342 uma vez que p; é maior do que a primeira entrada de p’, neste caso.

Vamos supor que v; seja o unico filho de seu pai x, mas [(z) = 0. Neste caso, podemos ainda
remover v; de T e proceder como no caso anterior. Note que, neste caso, a entrada associada
a x serd p; + 1.

Vamos supor que vy seja o unico filho de x, e a0 mesmo tempo, I(z) # 0 e existe um antecessor
de z que tem rétulo 0. Seja v o mais préximo antecessor de z, tal que I(v) = 0. Isto significa
que v nao é a raiz de T, uma vez que a Unica maneira da raiz ter rétulo 0 é se todos os seus
filhos tiverem roétulo 0.

Agora remova temporariamente a subarvore T, com raiz em v de T, exceto a raiz v. Em
outras palavras, encolher T, para sua raiz v. Seja 1" a arvore restante. Uma vez que I(v) = 0,
note que a arvore 7" é uma arvore (3(0,1) valida. Como 7" é menor do que T, ela tem uma
Unica pré-imagem p’ sob F', pela nossa hipotese de inducdo. Afirmamos que hé exatamente
uma possibilidade para o conjunto de entradas de p que estdo associados aos nos de T, e ha
exatamente uma possibilidade para a permutacao parcial p, dessas entradas.

Para a primeira afirmacao, note que o conjunto S de entradas associadas aos nés de 7T, é igual ao
conjunto Z de entradas associadas aos nés de T, por N(p). Lembre-se da prova da Proposicao
6.4.1 que o procedimento de normalizacao mantém fixas as min,, de uma permutacao, e entao
colocar a menor entrada elegivel em cada fresta disponivel, procedendo da esquerda para a
direita. (Esta ¢ a tinica forma de obter uma permutacao evitando 132 na classe fraca dada.) Se
S # Z, entao isso significa que este procedimento nao foi seguido e, portanto, um padrao 132
partindo de T, mas terminando fora de T, foi formado, contrariando a suposigao I(v) = 0.

Para a segunda afirmacao, note que T, torna-se uma arvore 3(0,1) se mudarmos o rétulo de
sua raiz v de 0 para a soma do rétulo de seus filhos (que ndo muda nada, j& que nem o rétulo
0 nem o novo rétulo traz nenhuma informacao nova para 7,). Como T, é menor do que T, ele
tem uma unica pré-imagem p, em F pela nossa hipotese de inducao.

As permutacoes parciais p, e p’, e o conjunto S no qual p, é tomado, juntos, determinan a
tinica permutacao F~1(p).

Finalmente, vamos supor que v; seja o unico filho de x, e nenhum antecessor de x tem roétulo
zero, isto é, todos os ndés no caminho de x até a raiz tém rotulos positivos. Pela Proposicao
6.5.2, isso significa que x é o n6 ao qual a entrada n estd associada. Em outras palavras, n
é a segunda entrada da nossa suposta permutagao p. Agora remova = de T (ou seja, conecte
vy diretamente ao pai de z, e diminua os rétulos de cada antecessor de = de 1). Isto pode ser
feito uma vez que todos os rétulos eram positivos. Seja 7" a arvore obtida. Construa a unica
permutagao p’ = F~1(T"), cuja existéncia é garantida pela nossa hipétese de indugdo. Insira n
na sua segunda posicao para obter F~! = p. Isto certamente nio cria um padrdo 1342, uma vez
que n pode apenas desempenhar o papel do 4 em tal padrao, mas existe apenas uma entrada
anterior a n em p.
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Isto prova que F' é uma bijecao, completando a prova do Teorema 6.5.3. O

6.6 A Formula

Corolario 6.6.1. O numero de n-permutagoes indecomponiveis evitando 1342 é
(2n —2)!

1,(1342)|=1 1,(1342)|=3-2"72. , > 2. 6.5
L(1342)/=1 e |L,(1842) oy pamn > (65
Demonstragio. Segue da bijegao F', no Teorema 6.5.3, que |I,,(1342)|= t,, e t,, é dado pela equagao
(6.1). O
Lema 6.6.2. Considere s, = A,(1342) e H(z) = Y02, spa™. Além disso, F(x) é a fungdio
geradora dos numeros t,. FEntdo
< 1 32z
H(x) = F L= = . 6.6
(%) ;( @) =T —F® ~ S et 1= (s (6.6)

Demonstragio. Conhecemos a fun¢do geradora ordindria dos ndmeros ¢, (equacdo (6.2)), dada
por:

_ 8a? 412z — 1+ (1 —8x)3/?
B 32z '

Os coeficientes de F'(z) sdo os nimeros de n-permutagoes indecomponiveis evitando 1342. Qual-
quer permutacao evitando 1342 tem uma decomposicao Unica em permutagoes indecomponiveis.
Esta decomposicao pode consistir de 1,2, ---,n blocos, o que implica que s, = >_"" ; t;5,—;. Pois,
suponha que p = p1py...p, € S,(1342) seja decomposto (com um tnico corte) em dois blocos, tal
que o primeiro bloco tenha tamanho i e seja indecomponivel: p;...p;|p;iy1 ... p,; implicando em
t;s,_; possibilidades para i.

Note que,

F-H = Ztnxn-ZSnx”
n=1 n=0

= (b +tox?® +tax® Ftya* 4+ .. ) - (5o + s17 + S92% + s3a + st L)
= t1507 + (1151 + t280)w? + (159 + tasy +1380)x> + (185 + tasy + tasy + tyse)xt + ...

F(x)

(6.7)

0
= $1T+ 807 + 5327 +suxt + . =D s
n=1

Obtemos:
F-H=3) t,a" ) sa" =) Y tispa" =) spa" = H—s,. (6.8)
n=1 n=0 n=11i=1 n=1

Portanto,
—S, 1

Fo1 2 H® = TRy

como afirmamos. O

(F-1)H=-s, = H= (6.9)

42



Agora que temos a funcao geradora dos nimeros A,,(1342), estamos em condigoes de obter
uma formula explicita para estes niimeros. Essa férmula vai provar o Teorema a seguir.

Teorema 6.6.3. Para todo inteiro positivo n, temos

A, (1342) = (—1)! (Tn _23" -2, 32”:<_1)H i1 m (n —;‘ + 2)

1=2

Demonstragdo. Multiplique o numerador e o denominador de H (z) por (—8x2+20z+1)+(1—8x)%/2.
Depois, simplificando, obtemos

(1 —82)%2 — 822 + 20z + 1
H(x) = : 6.10
(z) 20z + 1) (6.10)

Expandido os binémios da férmula acima (veja Apéndice B), temos

2n — 4)!
1—82)32=1—122+ ) 3.2"* n(Zn— 4!
( ) x+n22 v n!(n—2)

(I4+2)7 =3 (-1)" (” + 2) ", (6.12)

n>0 n

que substituindo em (6.10), reescrevemos a fungao geradora como
2n —4)! n+2
H(z) = |1+ 4z — 42° 3-2”“7( ml -1)" "
(x) ( +4x — 4z —l-n§>:2 nl (= 2)!x n§>:o< ) EAE
cujo coeficiente de " é a férmula para A,,(1342). O

Assim, os primeiros valores da sequéncia dos nimeros A, (1342) sao:
1,2,6,23,103,512, 2740, 15485, 91245, 555662, ...

Corolario 6.6.4. Para todo n, temos A, (1342) < 8".

Demonstragio. Na férmula para A,,(1342), dada pelo Teorema 6.6.3, a ultima parcela do somatoério
é positiva, (—1)°, e é maior do que cada uma das parcelas anteriores que alternam o sinal, logo,

esta tultima parcela ¢ maior do que toda a expressao do lado direito, se n > 8.

2n—4)1 82
7,5, Z;L,L — 2)), < 25 pela féormula de Stirling, provando o

limite superior exponencial para A, (1342). O

Conforme Béna [5] na pagina 175,

Corolario 6.6.5. Temos
L£(1342) = nlg& /A, (1342) = 8.
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Demonstragio. Pelas Conjecturas de Stanley-Wilf 4.1.1 e 4.1.2, o fato de A4,,(1342) < 8" implica

que o limite {/.A,,(1342) existe.

Lembremos que os numeros t,, satisfazem a relagdo de recorréncia (6.3) e o resultado (6.4), e
também temos que t, < s, < 8" = /t, < s < /8" . Portanto, pelo teorema do confronto,
obtemos o resultado. O

Quanto a Questao 3.2.2, temos

lim (/A (1342) = 8 # lim {/A,(1234) = 9.

Isto é, as sequéncias {A4,,(1342)},>1 e {A4,,(1234) },,>1 nao sdo assintoticamente iguais, mesmo

no sentido logaritmico.
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Consideracoes

Como mencionado na introdugao, esta idéia de padrao em permutagao teve um grande impulso
depois das consideragoes feitas por Donald Knuth, na aplicacao em computagao. No entanto, este
trabalho, simplesmente, abordou os resultados teéricos baseados na obra de Miklés Bona.

Os ntmeros de Catalan, C,,, aparecem em varios problemas de contagem e aqui nao podiam
faltar; no Capitulo 2, eles aparecem na contagem das permutacoes em S, que evitam qualquer
padrao de tamanho trés, ou seja, o numero A, (q) = C,, para ¢ de tamanho trés.

Os nimeros A, (q) para padroes ¢ de tamanho quatro dependem de ¢, estes padroes estao
agrupados em trés W-classes, portanto obtemos trés resultados: férmulas exatas para os niimeros
A, (1234) e A,,(1342), e uma cota superior para A, (1324).

Um outro niimero mencionado no texto é o limite de Stanley-Wilf para um padrao ¢, que, até
agora, temos calculado:

4, se q ¢ de tamanho 3,
N _ 2 _
Jim /A, (q) = { (k—1)% seq=123---k,
8, se q = 1342,

Os trabalhos de Bona foram surpreendentes, tanto na idéia da decomposicao em quatros letras
usada para melhorar a cota superior para os nimeros A,,(1324), quanto na bije¢ao entre o conjunto
das arvores beta e o conjunto 1,,(1342), na deducao de A,,(1342).

Um outro objeto também contado pelos ntimeros |1,,(1342)|= t,, aparece no artigo [17], de 1963,
agora, relacionados com os mapas biciibicos enraizados'. Tutte foi enumerando estes mapas (de
acordo com o numero 2(n — 1) de vértices, n > 2) quando ele obteve a fungdo geradora ordinéria
F(z):

—242% + 127 — 1+ (1 — 8z)3/2
F(z) = 59,7 : (6.13)
cujos primeiros valores sao: 1, 3, 12, 56, 288, 1584, 9152, ... .

Note que esta sequéncia dos ntimeros de mapas difere da sequéncia dos niimeros t,, apenas no
deslocamento de uma posicao: 1, 1, 3, 12, 56, 288, 1584, 9152, ... .

'Mapas planares em que cada vértice tem grau trés e ha um lado diferenciado, a raiz.
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Apéndice A
Calculos. Wolfram Mathematica

A férmula, dada em [8], para os nimeros t,, de arvores (0, 1), e a sequéncia de valores a partir
de n = 2.

T

3£ 2~(n-2) * (2n -2)!/((n+1)! % (n-1)1)

3x272* (_24+2n) !
(-1+n)! (1+n)!

Table[T, {n, 2, 11}]

{1, 3, 12, 56, 288, 1584, 9152, 54912, 339456, 2149888}

Lembrando que t; = 1. A mesma sequéncia, com a férmula de recorréncia:

R={t[n] = ((8n-12) / (n+1)) xt[n-1], t[2] == 1}

RecurrenceTable[R, t, {n, 2, 10}]

(-12 +8n) t[-1+n]

1+n

{t[n] , t[2] = 1}

(1, 3, 12, 56, 288, 1584, 9152, 54912, 339456}
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A funcao geradora fornecida pelo “Mathematica”:

® 3x2°2%n (_2 4+ 2n) !
F=x+Z ( ) XxX*n
(-1+n)! (1+n)!

n=2

~1+41-8x +12x-841-8x x-24x?

32 x

F=x+

Efetuando a soma e colocando em evidéncia /1 — 8z, reescrevemos F'(z), e mais uma vez a
sequéncia se repete, agora comegando com ti:

1+ ('\/1—81{) (L-8x) +12 x + 8 %2

32 x

F =

-1+ (1-8x)32+12x+8x?
32 x

F =

Serijes[F, {x, 0, 9}]

F-x+x°+3x +12x*+56x° +288x°+1584 % +

9152 x® + 54912 x° + o[x]?°

i,1, 3, 12, 56, 288, 1584, 9152, 54912,
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Apéndice B

Expansao Binomial

(1 + ax)*

r 1, ser =0.

B.1 Exemplo

Expandindo o binémio (1 — 8z)%/2:

(1—-82)%2 = 1+ =.

. 31 -1 =3
2 2 2 2
Logo:
1 (2%x)*
(1—8x)3/2:1—12x+3-?- o

[e.e]

-3

r=0

(

u
r

) (az)".

(u) {j![u(ul)(uz)---(ur+1)],

se r > 0,




Reescrevendo o produto 1-3--

1-3---(2k—3)- (2k — 1)

-(2k—=3)-(2k—1),com k€ N :

1-3--(2k—=3)-(2k—1)-2-4---(2k —2) - (2k)
2.4 (2k —2) - (2k)

1-2-3-4---(2k—3)-(2k—2)- (2k—1) - (2k)
2k.1.2...(k_1).k

(2Kk)!
ok - k]

Substituindo na expressao expandida:

1 2622 21 2923
o’ — 1 L . .
(1=82)% =1 — 120 + 3. 5 0 + 3 g 5 +
4! 21244 6! 1545
LTI T R TR A I T TR
Obtemos:
2 | 3 4! 4
P2 — 1 ot T g9 2 g A
(1 —8z) =1 12m+322!+321! 3!+322! 4!+
6! a° o (20 —4) 2
3.20 . 3.2~
i 35 o T (-2
Assim,
2n —4)!
1-82)%2 =1 — 12 3-2"+2-<i- n
( ™) x+%:2 n!(n —2)! v
B.2 Exemplo
Expandindo o binémio (1 + )~
3 x z? x3
(1+2) = 14 (=8) 7+ (=3)(=4) - 5 + (=3)(=4)(=5) - 57+
LU4 q;5
+ (=3)(=4)(=5)(=6) - Iy + (=3) (=) (=5)(=6)(=T) - 7 + ..
Logo:
3! =z 41 g2 50 23 6! 2t 7 2°
-3 . . * _ x° _
(La)™ = 1= 5 21 7 TR TRT TR
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3! 4] 51
-3 _ I A IRV R B Tt B
(Lt 2)™ = T+ (21 gy e+ (F1)7 grgp a7 4+ (217 gy a7
6! 7!
+ (=1)* Sl Y (1) STE -2’ 4
Reescrevendo:
3 p 2+ 1)! o (242) 3 (2+3)! 4
(14+2)™° = 1+ (-1) 5111 cx+ (1) o1 @ +(—1) 513 X
s 2+4) 5 (245!

Obtemos:

(1+2)° = 1+ (-1)! <1J{2>x +o(—1)? (2;2> 2+ (=1 <3§2> P+

Ou seja,
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Apéndice C
Formula de Stirling

A férmula de Stirling estabelece uma aproximacao assintética para o fatorial de um nimero.

n n
nl~ v2mn <>
e

A desigualdade de Stirling.

27[_nn+1/2 nn+1/2
n! <
en - — enfl
. N n! ,
Assim, para todo n > 1, a razdo —————— estd sempre entre
) )
nntl/2e—n

V21 = 2,5066... e e=2T71828...
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