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Abstract

It has been considered in this work a problem which play a role of showing the effectiveness of
the content covered in the introductory chapters, as well as it has been an unsolved problem across
the specialized literature. We introduce a particle performing a simple random walk in space, i.e.,
a particle that at each step chooses uniformly one of its neighborhood sites to which it then jumps
into. Fixed its initial position along the boundary of a cube, we are interested in answering the
following question: what is the probability that such particle’s trajectory will never reach the cube
again? In other words, if T is the first return time to the cube, we aim to analyse the asymptotic
behavior of the probability that T is infinite.

Keywords: Random Walk, Martingale, Potential Theory

Resumo

O problema considerado no presente trabalho cumpre o papel de reforcar a eficacia dos métodos
apresentados nos capitulos introdutérios, bem como investiga a resposta de um problema até entao
nao publicado na literatura especializada. Introduzimos uma particula realizando um passeio
aleatorio simples no espago, ou seja, uma particula que a cada passo escolhe uniformemente um
de seus vizinhos para onde ira saltar. Fixando sua posi¢ao inicial ao longo da fronteira do cubo,
pergunta-se: qual é a probabilidade de que a trajetéria de tal particula nunca mais retorne ao
cubo? Em outras palavras, se T é o tempo de primeiro retorno ao cubo, estamos interessados em
descrever o comportamento assintético da probabilidade de que T seja infinito.

Palavras-chave: Passeio Aleatorio, Martingale, Teoria do Potencial
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Introducao

O presente trabalho tem como principal objetivo investigar como ferramentas analiticas classi-
cas podem ser utilizadas para resolver problemas puramente probabilisticos. A abordagem adotada
tem marcada énfase conceitual, ilustrada através de um modelo probabilistico bem conhecido - o
passeio aleatério simples em Z3. O problema apresentado no tltimo capitulo, embora muito par-
ticular, oferece a possibilidade de visualizar como os conceitos operam através de um problema
realistico e concreto como descrito a seguir:

A Medida Harmonica do Cubo: Considere o passeio aleatério em Z3, onde estard imerso um
cubo de lado n. Introduzimos uma particula realizando um passeio aleatério simples, ou seja,
uma particula que a cada passo escolhe uniformemente um de seus vizinhos para onde ira saltar.
Fixando sua posi¢ao inicial ao longo da fronteira do cubo, qual é a probabilidade que tal particula
nunca mais retorne ao cubo? Formalmente, observando sucessivamente a localizagao aleatéria
Xo, X1, ... da particula ao longo do tempo, se 7 é o tempo de primeiro retorno ao cubo e Xg = x
um ponto situado em sua fronteira, estamos interessados em descrever o comportamento assintotico
da func¢ao a seguir quando n — oo

e(z) :=Plr = 00| Xo = z].

Os dois primeiros capitulos foram escritos para servir ao leitor como introdugao aos conceitos
basicos de Cadeias de Markov e Teoria de Martingais. Os resultados que serao utilizados posteri-
ormente sao o Teorema 1, que estabelece o critério de recorréncia e transiénsia do passeio aleatorio
simples em Z¢, e o Teorema 2, utilizado repetidamente na obtencdo de estimativas da medida
harménica do cubo.

O terceiro capitulo apresenta uma contextualiza¢ao histérica da teoria de potencial [Pon09],
e busca entender a incorporacao de métodos analiticos na teoria de probabilidade. Essa tema
foi abordado extensivamente no trabalho de Doob, J.L. [Doo53; Doo59|, principal referéncia do
presente trabalho. O resultado essencial explora o fato de, dado um processo estocéastico { X, }nez+
e o tempo de parada 7 de primeira saida de um subconjunto do espaco de estados, o processo parado
{f(Xpnrr),m > 0} ser um (sub/super) martingal é equivalente a condigdo de f ser (sub/super)
harmonica em tal subconjunto. Ademais, sob certas condigoes, a funcao f fica determinada pelo
processo X através da formula

f(@) =E[f(X;) | Xo=2].

Pelos teoremas de convergéncia e parada de martingais, ¢ possivel garantir em muitos casos a
existéncia de quase toda trajetoria do processo f(X) e assim obter informagao do comportamento



assintotico do processo original X. No contexto de probabilidades de escape (de um objeto B
digamos), buscamos uma fung¢do harménica positiva no complementar de B, com condigao de
fronteira f|op= 0, pois dessa forma anulamos das equagoes os termos irrelevantes para entao obter
as estimativas procuradas.

Finalmente, o iltimo capitulo se concentra na aplicacdo da metodologia acima para o caso es-
pecifico do cubo. Sao analisadas as probabilidades de escape do passeio com ponto inicial situado
na face, cujo comportamento é igual ao da esfera; na aresta é obtida uma cota inferior para tal
probabilidade; e no vértice nao foi possivel aferir informacoes precisas. A abordagem é baseada no
que chamamos de metodologia via fung¢oes de Lyapunov, que consiste em apresentar uma trans-
formacado do processo em questdo e entao obter a partir do novo processo informagoes sobre o
processo original. No caso do vértice entretanto, para encontrar a funcao de Lyapunov apropriada
fez-se necessario resolver uma equacao diferencial cuja solucao nao é conhecida com as condigbes
de fronteira desejadas.



Capitulo 1

Cadeias de Markov

1.1 Introducao

Os Processos Markovianos e a teoria de Passeios Aleatérios constituem uma fonte de modelos
probabilisticos que apresentam interesse tedrico intrinseco, bem como originam um vasto campo
de aplicagdes. De maneira geral, um passeio aleatério é um processo estocastico que modela o
comportamento aleatorio do movimento de uma particula no espaco. A trajetéria de tal particula
¢ descrita por uma série de saltos ao longo de um periodo, que neste trabalho serao abordados em
tempo discreto.

A teoria de passeios aleatorios foi introduzida primeiramente nas correspondéncias trocadas en-
tre os matematicos Blaise Pascal e Pierre de Fermat, interessados em resolver o famoso problema
da ruina do jogador. Depois, ja no inicio do século XX os passeios aleatorios multidimensionais
foram introduzidos e estudados simultaneamente por muitos cientistas e desde entao aplicados em
campos diversos da ciéncia.

A partir de entao emergiram surpreendentes conexdes com influentes dreas da matematica tais
como a andalise harmonica; e a teoria do potencial, interessada nas leis de probabilidade relativas
a uma Cadeia de Markov quando essa visita pela primeira vez um subconjunto especifico de seu
espaco de estados. A curiosa coincidéncia entre probabilidades e potencial elétrico se da pelo fato
de ambas serem solu¢ao do mesmo problema de Dirichlet, através das leis fisicas de conservacao
de energia por um lado, e da perda de memoéria e consequentes equagoes diferenciais, por outro
lado. E como nesse problema, dadas as condigoes de fronteira, temos unicidade, ambas solugoes
(probabilidades de absorcao e potencial) coincidem, criando assim um fértil campo de pesquisa.

1.2 Definicoes

Neste trabalho serao consideradas somente variaveis aleatérias definidas no mesmo espago de
probabilidade (2, F,P), tomando valores em um espago de estados (2, B) enumerével; sendo por-



tanto o conjunto das partes a o-dlgebra natural de conjuntos de Borel.

Um processo estocastico em tempo discreto com espago de estados X é uma sequéncia de var-
idveis aleatorias X, : (2, F) — (X, B) indexado por n € Z

Uma filtracao (de F) é uma sequéncia de o-algebras (F,,n > 0) tal que F,, C F,,41 C F para
todo n > 0. Diremos que o processo estocastico (X,,n > 0) é adaptado a filtragao (F,,n > 0)
se cada X,, é F,-mensuravel. Para qualquer processo (X,,n > 0) podemos definir uma filtragao
minimal na qual o processo é adaptado, bastando definir F,, = o(Xo, X7, ..., X,,), chamada filtragao
natural.

Definicao 1 (Propriedade de Markov). Um processo F,-adaptado (X,,,n > 0) tomando val-
ores em (X, B) é dito uma Cadeia de Markov se para todo B € B, todo n > 0 e todo m > 1,

P Xpim € B| Fo | =P Xpsm € B | X ], a.s.

Defini¢ao 2. A cadeia (X,,,n > 0) é dita homogénea no tempo se a distribui¢do de X, ,; dado
(Xo, X1, ..., X;,) tem dependéncia unicamente em X,, (e ndo em n). Além disso, diremos que o
processo ¢ homogéneo no espago se a distribuicao dos incrementos A,, = X,,;1 — X,, ndo depende
da localizacao atual X,,.

Ao longo do texto serdao consideradas somente cadeias de Markov homogéneas no tempo e
no espaco. A definicdo acima serve portanto somente para elucidar o conceito de homogeneidade,
através do qual é possivel simplificar consideravelmente as dificuldades técnicas da teoria de cadeias
de Markov.

Além disso, as sequéncias (X,,n > 0) e (F,,n > 0) serdao denotadas simplesmente por X,, e F,,
sempre que estiver claro pelo contexto a especificacao das informagoes necessarias sobre o processo.

Usaremos a abrevia¢ao P,[-] =P[-| Xo = 2|, e também E,[-] = E[- | X, = z] respectivamente
para a probabilidade de um evento, e esperanga com respeito a uma cadeia comecando em um
estado inicial fixo x € X.

No caso em que Y é enumeravel, é possivel definir as chamadas probabilidades de transicao
p(z,y) = P[ X1 = y | Xx = z|. Note que p(-, -) ndo apresenta dependéncia em k desde que a
cadeia seja homogénea no tempo. Da mesma forma, p,(z,y) = P[Xin = y | Xi = 2| denota a
probabilidade de a cadeia saltar do estado = para o y em exatamente n passos.

Uma cadeia é dita irredutivel se para todo x,y € ¥, existe um inteiro positivo m = m(x,y)
para o qual P,[X,, = y|] > 0; ou seja, dado um estado qualquer, é possivel atingir qualquer outro
estado através de um numero finito de passos.

Uma varidvel aleatéria 7 € Z1tU{oo} é um tempo de parada com respeito a filtragdo em questao
se {T =n} € F, para todon > 0. Em outras palavras, a qualquer instante da evolucao do processo
é necessario que a regra de parada seja conclusiva, fornecendo a cada momento a decisao de parar



ou nao parar.

Para um processo adaptado X,,, dado B € B, definimos
74 :=min{ n > 1: X, € B}

o tempo de chegada em B, e
g :=min{ n>0:X, € B}

o tempo de entrada em B.
Nao é dificil mostrar que ambas as variaveis acima satisfazem a propriedade de tempo de

parada, o que traduz o fato elementar de ser sempre possivel concluirmos se chegamos ou nao em
um dado subconjunto mensuravel do espaco de estados.

nlicd . + .ot ._
Por simplicidade convencionamos 7, := T(ap € To i= T{a}

Defini¢ao 3. Para uma cadeia de Markov (X,,,n > 0), um estado x € 3 é chamado
o recorrente se P, [ < oo] = 1;
« transiente se P, |77 < oo] < 1.

Ademais, um estado recorrente x é classificado como
« recorrente positivo se E,[7/] < oo;

« recorrente nulo se E,[7;f] = oc.

1.3 Passeio Aleatorio

O passeio aleatorio simples (ou simétrico) foi um dos primeiros processos aleatérios estudados
em probabilidade e ainda exerce um papel fundamental na teoria de probabilidade e aplicagoes.
O passeio aleatério simples é uma cadeia de Markov (X;),ez+ interpretado como a localizagdo (no
espaco de estados ¥ = Z?) de uma particula no tempo t. A evolucio estocastica do processo se
d4 da seguinte forma: dado X, € Z¢, a préxima localizacdo X,,; é escolhida uniformemente entre
os 2d pontos adjacentes a X;. Em outras palavras, as probabilidades de transicao da cadeia de
Markov sao dadas por

L se x é adjacente a y,

IP)[X):H:?J|Xt:517]:{2d ~
0  senao.

Supondo inicialmente que a particula inicie o passeio em algum ponto = de Z¢, X, = z. Uma
questao fundamental atribuida a Polya diz respeito a conhecida classificacao do passeio entre



recorrente ou transiente. Em outras palavras: Qual é a probabilidade de que, em algum mo-
mento, o passeio certamente retorne ao ponto inicial? Em termos da probabilidade de retorno
7.}, gostarfamos de estabelecer algum critério pelo qual podemos verificar quando a igualdade
ph = P,[1 < oo] =1 é verificada. Podemos provar também que uma vez que o passeio retorna ao
ponto inicial, pela propriedade de Markov (ou de forma geral, pela estacionaridade do processo),
o passeio ira retornar ao mesmo ponto infinitas vezes. Por outro lado, se pj < 1 o passeio ira,
com probabilidade 1, visitar o ponto x somente um nimero finito de vezes antes de escapar para
o infinito e nunca mais retornar.

Além disso, é conhecido o fato que se P,[7,7 < oo] = 1, e se é possivel a partir de z atingir
o estado y em um ndmero finito de passos, entao P, [Ter < oo] = 1. Portanto, no caso em que a
cadeia ¢ irredutivel podemos denotar a probabilidade acima simplesmente por py, ja que todos os
estados compartilham do mesmo status quanto a classificagdo apresentada.

O seguinte resultado foi obtido por Pdlya.

Teorema 1 (Teorema de Pélya:). O passeio aleatdrio simples é recorrente em 1 e 2 dimensoes,
mas transiente em 3 ou mais; i.e., p; = ps = 1, mas py < 1 para todo d > 3

O conteudo de teorema foi muito bem capturado pelo aforisma atribuido a Shizuo Kakutani:
“Um homem bébado ira certamente encontrar o caminho de casa, ao passo que um péassaro pode
nao ter a mesma sorte arriscando assim se perder para sempre.” [Durl0)]

Existem muitas provas do teorema acima disponiveis na literatura, sendo mais popular aquela
baseada em argumentos combinatérios (argumento original de Pélya), e aquelas baseadas em teoria
do potencial e redes elétricas, introduzida na abordagem apresentada em [DS84]. No que se segue,
esse resultado serda importante para estabelecer a interpretagao apropriada da teoria de potencial
no contexto de passeios aleatérios. A interpretacao do potencial ird nesse sentido diferir em cada
caso, ja que a classificacdo acima revela uma significativa diferenca de comportamento do feno-
meno em questao. Antes de entrar em tais detalhes, iremos apresentar o conceito de Martingal
que desempenhara papel central para o resto do trabalho.



Capitulo 2

Martingais

2.1 Introducao

Assuma que os jogadores A e B tenham juntos uma fortuna de N moedas. A cada rodada
eles apostam uma moeda e prosseguem indefinidamente até que um deles esteja arruinado. De-
notaremos por P4(z) a probabilidade que, tendo comegado com x moedas, o jogador A venca o
jogo acumulando todas N moedas. A importdncia de encontrar uma forma explicita para Ps(z)
estd relacionada ao problema de como dividir as apostas quando um jogo ¢ interrompido antes
do fim - o que seria feito na mesma propor¢ao das respectivas probabilidades de vencer o jogo.
As primeiras solugoes desse problema podem ser encontradas nas famosas correspondéncias entre
Pascal e Fermat, que apresentaram dois métodos distintos e corretos para calcular Pa(z).

No entanto, serd apresentada a seguir a solucao proposta por DeMoivre em seu classico The
Doctrine of Chances [Moi67]. O principio central utilizado afirma que se a cada rodada ambos
jogadores tem chances iguais de ganhar cada rodada, esse status continua verdadeiro até o fim do
jogo. Apesar de ingénuo, esse principio tem importantes implica¢oes na teoria de probabilidade e
serd essencial para o presente trabalho. Apds analisado o argumento de DeMoivre em sua forma
original, iremos traduzi-lo para a notacao moderna e prosseguiremos com os desenvolvimentos
posteriores desse conceito.

Considere que os jogadores A e B tenham no inicio do jogo respectivamente x e N — x moedas,
e que a cada rodada tenham respectivamente probabilidade p e ¢ de obter uma moeda um do
outro. Vamos considerar inicialmente p = ¢, o chamado jogo justo. Nesse caso, ambos jogadores
irao em média ganhar (e perder) a mesma quantidade de moedas ao longo do tempo (aleatério)
até o término do jogo, e portanto

(N — x)Py(x) = xPg(N — x),
e ja que Pg(N — x) = 1 — P4(z), obtemos P4(z) = /N, e Pg(N —x) = (N — x)/N, ou seja, a

probabilidade de vencer é proporcional a fortuna inicial possuida pelo respectivo jogador.

Suponha agora que p # ¢. A ideia original introduzida por DeMoivre foi ordenar e dividir as
moedas {1,2,...,x},{z + 1,..., N} e atribuir a cada uma um valor diferente através da transfor-
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magao r — (¢/p)®. Ademais, cada aposta é feita de modo que o jogador A sempre aposta sua
moeda mais a direita, e o jogador B sempre a sua moeda mais a esquerda. Portanto, os ganhos
médios serdo respectivamente p(q/p)*™! e q(¢/p)*, ou seja, iguais. Finalmente, através da transfor-
macao - mudando os valores de cada moeda, obtemos um jogo justo. Em suas préprias palavras,
De Moivre afirma que “.. they still play upon equal terms as before: So that, as long as they play
together, they play without advantage or disadvantage. Therefore, the probabilities which they have
respectively of winning are proportional to the sums they are initially possessed of.”

Ora, mas a quantidade que cada jogador possui inicialmente é a soma de uma progressao ge-
ométrica, que pode ser somada sem dificuldade, e cujos resultados sao respectivamente propor-
cionais a (1 — (¢/p)*) e ((q/p)‘” - (q/p)N) - 0 que representa as chances que os jogadores tem de
vencer. Na terminologia moderna, as probabilidades sao

-2
=)
(& -G)

=)

No decorrer dos séculos, o principio em que ambos jogadores irdo em média ganhar (e perder) a
mesma quantidade de moedas até o fim do jogo foi transformado em uma formulacao mais simples
e equivalente: Observando que os incrementos das fortunas de cada jogador sao simétricos, é equiv-
alente definir um jogo justo quando a fortuna de cada um deles permanece em média constante
até o fim do jogo.

de o jogador A vencer,

de o jogador B vencer.

Dessa forma, a fortuna média do jogador A ao final de um jogo justo sera
0(1 — Pa(z)) + NP4(x) = NPa(z),
que pelo principio acima é igual a fortuna inicial, logo Pa(z) = z/N.

X
No caso de p # ¢, observando que a funcgao (%) transforma o processo original em um jogo

justo ja que a fortuna de tal jogador se mantém constante na média

) G =G0 -C)

Ao longo do tempo (aleatério) até o fim do jogo obtemos

() == () oo ()

Finalmente, obtemos de uma maneira mais simples o mesmo resultado



2.2 Teoria de Martingais

O conceito de martingal esta intimamente ligado ao principio da média de uma variavel aleatoria
quando condicionada sobre a informagao disponivel (o-dlgebra de eventos) gerada por um conjunto
de outras variaveis. Para tanto, foi incluida a primeira secao afim de apresentar a definicao e
algumas propriedades da esperanca condicional. Em seguida, defini-se formalmente quais processos
chamamos de martingal, e nas se¢oes posteriores serao enunciados os dois principais teoremas sobre
o tema.

2.2.1 Esperanca Condicional

Lembre-se que
E(X|Z =z =) aP[X = x;|Z = z].

A esperanga condicional de X dado Z, E[X|Z], é uma varidvel Y satisfazendo
se Z(w) = z;, entao Y(w)=y; =E[X|Z = z].

Observe que Y é constante nos eventos elementares {Z = z;} da o-dlgebra G = o(Z). Portanto,
somando Y restrita a {Z = z;} temos

/{ VAP =y P[Z = 2] = S PIX = w2 = 5]PZ = 2]
Z=zj i
— Y2 PIX = 2z = -:/ XdP.
Z;x X=aiz=zl=|

Se escrevermos G; = {Z = z;}, vimos que E[Y1¢,] = E[X1¢,]. E como para todo G € G, 1¢ ¢é
soma de 1g,’s, concluimos que

/GYdP:/GXdP, VG e G.

Intuitivamente, considere que a unica informacgao disponivel com respeito a qual ponto amostral
w foi escolhido é o conjunto de valores Z(w) para toda varidvel G-mensurdvel Z. Entdao Y (w) =
E[X|G] é o valor esperado de X (w) dada essa informacao.

A esperanca condicional, além das propriedades basicas herdadas da esperanca simples, possui
um conjunto de propriedades basicas de simples verificacao que podem ser consultadas em qualquer
livro texto de probabilidade, como por exemplo [Durl0; Wil91].

Definigao 4 (Martingal). Um processo adaptado X é chamado de martingal (com respeito a
({Fn}, P)), se

(i) E|X,|< oo para todo n

(11> E[Xn|~rn—1] - Xn—lu q.c, (n 2 1)



Analogamente definimos supermartingais e submartingais trocando a igualdade acima respectiva-
mente por “§” e (4277

Um supermartingal decresce em média e um submartingal cresce em média, nomenclatura
aparentemente anti intuitiva, mas que no entanto é justificada pela relagdo com as fungoes (sub-
/super) harmonicas. Para um martingal é simples verificar que E[X,] = E[X,,] para todo n fixo e
arbitrario. A secao seguinte investiga sob quais condi¢oes podemos preservar a igualdade quando
0 processo para em um instante aleatorio.

2.3 Teorema de Parada Opcional

2.3.1 Processos previsiveis e estratégias de jogo

Considere o processo X,,, cujos incrementos X,, — X,,_; assumem os valores +£1 quando a n-
ésima rodada resulta em vitéria ou derrota. Em outras palavras, X,, representa a quantidade de
ganhos se estivesse sendo apostada somente uma moeda a cada rodada. Se as apostas fossem feitas
de acordo com uma estratégia de jogo C,,, entdo o ganho total até o tempo n seria

Yn = (C : X)n = Z Ck<Xk - Xk:—l)-
k=1
(A expressao C' - X é o andlogo discreto da integral estocastica [ CdX.)

Formalmente, uma estratégia de jogo é definida por um processo {C,,n > 1} nao negativo,
limitado e previsivel, no sentido de que C,, € F,,_; para todo n. Em outras palavras, C,, é o valor
que sera apostado na n-ésima rodada, quantia necessariamente nao negativa, limitada e decida
com base na informagao disponivel até aquele momento (baseada nas n — 1 rodadas precedentes).
Esse é o significado intuitivo do carater ‘previsivel’ do processo C.

No entanto, nao existe estratégia possivel que supere um jogo desfavoravel. Matematicamente,
dada qualquer estratégia C'; se X é um supermartingal, entdo ¥ = C' - X é um supermartingal.
De fato,

E[Y, — Y, 1|Fn1] = CLE[X,, — X, 1| Fn_1] <0, ou seja,

E[Y, |Foi] < Y (2.3.1)

Suponha, por exemplo, que um jogador decida parar, ao invés de continuar a jogar indefinida-
mente, seja porque ele pensa que ja ganhou o bastante, ou por estar desencorajado pela forma como
o jogo esta caminhando. Observe que uma boa estratégia de jogo é constituida inevitavelmente
pela escolha do momento oportuno de parar. ITlustrativamente, considere a estratégia

C(w) = L fnzr()

onde o jogador aposta sempre uma unidade monetaria até o tempo de parada 7. A transformagao
Xn(w) = X (w) = Xr(w)an(w) é chamada de transformacao com respeito a um sistema de parada
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opcional, e o ganho total é dado por
Yn - (O(T) . X)n = ATAn XO-

Ademais, observe que C'(7) é nio negativo, limitado assumindo somente os valores 0 e 1, e também
previsivel ja que
{C =0} ={r <n—1} € F,_y,

e portanto, tendo em vista o resultado (2.3.1) fica provado o seguinte

Teorema 2. Se X ¢é um supermartingal e 7 é uma tempo de parada, entdao o processo parado
X7 = (X;an,n > 0) é um supermartingal, tal que em particular,

E[X ] < E[X].
valendo a igualdade quando X é um martingal.

Exemplo: Seja X o passeio aleatério simples em Z*, com X, = 0. E conhecido o fato que X é
um martingal. Considere o tempo de parada

T =inf{n: X, = 1}.
Ainda que P17 < oo] = 1, temos entretanto
E[X, rn] = E[Xo] para todo n,
1 = E[X,] £ E[X;] = 0.

Queremos saber as condigoes sob as quais vale a igualdade
E[X,] = E[X(]

para um martingal X.

O seguinte teorema levanta trés condigoes suficientes que garantem a igualdade acima.

Teorema 3 (Parada Opcional de Doob). Seja 7 um tempo de parada e X um supermartingal.
Sob qualquer das condigbes (i), (ii7), e (iii) podemos concluir que X, é integréavel e

E[X;] < E[Xo] (2.3.2)
(i) 7 é limitado (existe K tal que 7(w) < K para todo w);
(ii) 7 é finito q.c., e X é limitado (existe K tal que |X,(w)|< K para todo n e w);
(iii) E[7] < 0o e existe K para a qual

| X (w) = X1 (w)|< K para todo n, w.
Valendo a igualdade se X é um martingal.
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2.4 Teorema de Convergéncia

Uma estratégia muito conhecida pela qual estaremos interessados nesta secao pode ser descrita
da seguinte forma: escolha dois niimeros a e b, com a < b. Espere até que o processo X assuma
um valor inferior a a. Aposte até que esse valor exceda b e entao pare de jogar. Em simbolos, essa
estratégia pode ser traduzida como

Ch1 = lix,<a}s
Cn = Tie, =y lix,a<ny + Lo =0y bix,1<ayy 22 2.

O namero Uyla,b] de cruzamentos em [a, b] feito pela trajetéria n x X, (w) até o tempo N é definido
como o maior nimero inteiro k € Z* para o qual podemos achar

0<s1 <t <sg<ta<...<sp <t <N

com
X (w) <a, Xi(w)>b

(figura??)

Dado o ganho total, i.e., o processo Y := C - X, nao é dificil observar que cada cruzamento
em [a, b] aumenta o valor Y em pelo menos (b — a), enquanto [Xy — a]~ representa uma eventual
perda ao longo do tultimo cruzamento. Dessa maneira

Yn(w) = (b= a)Un[a, bl(w) = [Xn(w) —d]".

Lembrando que se X é supermartingal, entdao Y = C' - X é supermartingal sempre quando C' é
limitado, ndo negativo e previsivel. Concluimos nesse caso que E[Yy] < 0, o que juntamente &
desigualdade acima prova o seguinte resultado.

Teorema 4. Seja X um supermartingal e Uy|a, b] o nimero de cruzamentos em [a, b] até o tempo
N. Entao
(b= a)E[Ux]a, 0] <E[(Xy —a)7].

A desigualdade que pode estendida sem dificuldade para
(b= a)E[Unla, b]] < |a|+E[Xn|< |al+ sup E|X,|.
Além disso, se definirmos Uy |a, b] := limy 1 Uy|[a, b], e supondo que
sup E| X, |< oo,
obtemos E[Us[a, b]] < oo, ou seja,

P[Ux[a,b] = oo] = 0. (2.4.1)
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Teorema 5 (Convergéncia). Seja X um supermartingal tal que sup, E|X,|< co. Entdo, quase
certamente, X, := lim X,, existe e é finito.

Demonstracao.
A :={w : X,,(w) ndo converge para um limite em [—o0, oo}
={w : liminf X, (w) < limsup X, (w)}
= |J {w:liminfX(w) <a <b<limsupX,(w)}
a,beQ:a<b
= U Aa,b
Mas

Aup CH{w : Uxla, b](w) = oo}
Logo, por (2.4.1), P[A,] = 0, e dai que P[A] = 0. Portanto

X :=1lim X, existe q.c. em [—00, o0].
Pelo lema de Fatou
E| Xw|= Elliminf| X, |] < liminf E|X,,|< sup E| X, |< oo.

Concluindo que
P Xy =00 =0
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Capitulo 3

Teoria do potencial

3.1 Introducao histérica

A palavra potencial tem origem do latim potentialis, e sua utilizacdo no contexto da filosofia
representa algo em estado latente mas que nao possui efeito real. A utilizacdo do termo foi
influenciada pelos filésofos naturais do século XVIII, o que levou George Green e Karl Friedrich
Gauss independentemente a utilizaram o termo para se referirem a solucao da equagao

Af =0.

Muitos matematicos eminentes tentaram sem sucesso descrever a solucao através de uma forma
geral. Os primeiros avangos realmente reconhecidos no campo da Teoria do Potencial estao ligados
a Astronomia, cujo objetivo era aprimorar o trabalho de Isaac Newton sobre o movimento dos
corpos celestes.

Segundo A Lei da Gravitacao Universal, o campo de forgas gerado por uma distribui¢ao de
massa ¢(y) com suporte Q C R pode ser expresso por

T —y

Fla)=— [ 27Y_
@ == e =y

o(y)dy, = ¢Q,
(note que o campo é definido somente onde ¢ = 0, i.e., onde nao existe massa).
Nessas condigoes, existe uma funcao f, chamada de campo potencial, satisfazendo F' = V f, onde

1
f) = [ T L (3.1.1)

Essa observacao foi de grande valia pois reduz o estudo de um campo vetorial a analise de uma
unica fungao escalar. Laplace verificou que f satisfazia a equagdo Af = 0 no exterior da regiao
), em coordenadas polares e cartesianas, servindo de base para posteriores investigacoes sobre a
atracao dos corpos.

Curiosamente, a equacgao de Laplace também se mostrou presente no fenoémenos eletromagnéti-
cos e termodinamicos. Tal fato levou os matematicos a pensar que existiria algo por tras dessa
coincidéncia - e a resposta encontra-se na ideia de equilibrio, i.e., que podemos associar a cada um
desses fenomenos uma quantidade cujo o fluxo total em cada regiao seja nulo. Mais explicitamente:

14



(1) O campo de forgas gerado por uma particula (ou carga elétrica) pode ser associado por
analogia aos raios luminosos produzidos por uma fonte pontual. Nesse caso, todos os raios,
que incidem sobre uma regiao que nao contenha tal ponto em seu interior, necessariamente
irao sair dela, e o fluxo total sera nulo.

(74) Num liquido incompressivel, a quantidade de matéria que penetra uma regiao devera ser
compensada pela saida de igual volume, para evitar uma eventual mudanca de densidade do
liquido.

(#4¢) Num sélido homogéneo em equilibrio térmico, as trocas de calor entre as diversas parte do
corpo devem se compensar para que nao ocorram variagoes de temperatura.

Em termos matematicos, a ideia de equilibrio pode ser traduzida pela condicao

/mvmszo,

ou seja, a circulacgao de fluxo do campo ao longo de uma superficie fechada é zero - que sob o
ponto de vista dindmico, (i7) e (i7i), corresponde a impossibilidade de variagdo de massa, carga
ou calor de um sistema conservativo; e sob o ponto de vista estatico (i) manifesta a continuidade
das linhas do campo de forcas, que portanto terao inevitavelmente que atravessar a superficie em
ambos sentidos. Dessa forma, se tomarmos uma distribuigdo de massa com suporte em uma regiao
arbitraria (2,

/Rn\QAde = /de (Vf)dV = /BQVde:O.

Como a regiao foi tomada arbitrariamente, temos portanto
Af=0, 2¢9Q

O fato de Af nao ser nulo no interior de €2 foi constatado por Poisson, quem generalizou a
definicao de potencial, sendo possivel defini-lo também nos pontos onde estao distribuidas a massa
(carga). Explicitamente,

Af(z) =0, r¢Q

Af(l') = —¢($), S Q,
que posteriormente serd chamada de equacio de Poisson. Essa formulacao nos permite estudar o
campo [ definido agora em todo espago, fazendo com que Af coincida com a distribuicao ¢ na

regiao onde é positiva. Uma generalizagao imediata do potencial gravitacional (3.1.1) foi proposta,
colocando em termos gerais o ntcleo (conhecido como nticleo potencial) da transformacao integral

flz) = /QK(:IZ‘ —y)p(y)dy Vo € R (3.1.2)

Nesse contexto, George Green apresentou suas trés identidades unindo a teoria do potencial
Newtoniano junto ao teorema da divergéncia para apresentar uma forma integral da solucao do
seguinte problema: Dada uma distribui¢ao de carga ¢ sobre a superficie 92 de uma regiao limitada
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- qual é o potencial eletrostatico resultante no interior de 2?

Matematicamente, como obter uma representacao do campo f em termos da distribuicao ¢,
i.e., obter f: Q — R tal que

{Af =0 sobre 2 (3.1.3)

f=0o sobre 0f2,

muito conhecido como Problema de Dirichlet, creditado apds propor resolvé-lo através do equiv-
alente problema variacional de minimizacao funcional - chamado de Principio de Dirichlet, rela-
cionado com uma grandeza fisica chamada capacidade, que abordaremos no momento apropriado.

A ideia original aplicada por Green foi aplicar sua segunda identidade na solugdo f, e afim
de suprimir qualquer autoreferéncia em sua representagao, usou um artificio para simplificar a
equacdo traduzindo-a em termos do nucleo K(z,y) e ¢(y). Nao vamos entrar nesses detalhes
(forma explicita da fungao de Green G(z,y) e sua parte regular), nos importando somente com a
forma funcional da representagao integral da solugao de (3.1.3), a saber,

flx)=— /ag aayG(x,y)f(y)dy Va € €, (3.1.4)

a qual depende somente de de G e de f = ¢ somente na fronteira 02, transformando o problema
em explicitar G(x,y) em Q x Q. Essa expressao foi apresentada para evidenciar posteriormente
a analogia quando esses mesmos conceitos forem reapresentados no contexto probabilistico em
espaco discreto.

Ora, mas o que tem a ver a teoria de probabilidade com as equacoes diferenciais referentes ao
potencial de um campo de forcas?

O principal elo se faz através do resultado a seguir que relaciona os conceitos de média e
potencial, motivo pelo qual as equagoes que envolvem tais conceitos encontram o mesmo tipo de
solucao. Defina

1
][ fdu = —/ fdu = média de f ao longo do conjunto 2, desde que u(2) > 0.
Q w(Q) Ja

onde p é usualmente a medida de Lebesgue (volume) do conjunto €.

Teorema 6 (O principio da média). f € C? é solugdo da equagao Af = 0, e somente se,

fla) = ][ag@,r) fas={  rav (3.1.5)

Para cada bola B(x,r) no dominio. [Eva98]
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Em outras palavras, o valor da funcao em cada ponto nada mais é que a média da fungao avali-
ada em todos seus vizinhos. Uma fungao que satisfaca uma das (e portanto as duas) propriedades
do teorema acima é chamada de funcao harmonica com respeito a medida .

A interpretacao do resultado anterior fica ainda mais nitida quando considerado em espaco
discreto. Considere um grafo G = (V, E) onde V é o conjunto de vértices e E o conjunto de
arestas. Dessa maneira, o resultado anterior pode ser expresso:

Uma funcao f: V — R é harmonica quando

fz) =

>, fly

p({y y"“x} {yy~z}

E estaremos particularmente interessados quando g for uma medida de probabilidade. E afim
de consolidar a conexdo com o ambiente discreto, onde estardo definidas nossas distribuigoes de
probabilidade, dedicaremos a préxima secao para apresentar o operador de Laplace discreto.

3.2 O Laplaciano discreto

O operador Ap a seguir pode ser definido sem qualquer dificuldade para grafos quaisquer,
no entanto, com a finalidade de ilustrar a analogia entre os operadores discreto e continuo, va-
mos defini-lo somente em hZ?, o reescalonamento do reticulado dos inteiros, fazendo com que as
defini¢des coincidam quando h N\, 0.

Considere uma funcio f : hZ? — R. Definimos o quociente orientado de diferencas na direcdo
e;, para frente e para tras, respectivamente pelas expressoes

Af(x) = Sf(e + hes) — f (@),

m
= 1
Aif(x) =+ f(@) = flz = hei)].
Observe que as expressoes acima concordam com a intuicdo do que entendemos por variacao
dlre(nonal local de uma fungao. Além disso, os quocientes de ordem superior sao tais que A;(A; f) =

(A f), e serao denotados simplesmente por A?f. A partir da definicio podemos computar sem
dificuldade

N3f(@) = 251+ heo) + [ (& — he:) = 2f(2),

e somando em todas as diregoes obtemos o Laplaciano discreto Ap:

Apf(@) = A(@) + ..+ A3f(r) = Z TR 2 20/()

E um fato bem conhecido que para fungoes suficientemente suaves f definidas no espago con-
tinuo RY, a aproximacdo infinitesimal do operador classico
0? 0?

A=_—— -
0x? T +01:d

(3.2.1)
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¢é obtida tomando o limite
Af(x) = }llirr(l) Apf(z).
%

[CFL67]
Nesse contexto, observando o lado direito da equagao (3.2.1), tomando h = 1, temos que

1 & 1
f(z) = ?d;f(xiei)_?dADf(x)'

E portanto Ap = 0 implica que f é harmonica com respeito a medida de contagem. A aproxi-
macao do Laplaciano continuo através do operador de diferencas de segunda ordem A p nos permite
tragar as mesmas conclusoes (tais como existéncia e unicidade de solugoes) em ambos contextos,
tornando possivel a utilizacao de ferramentas classicas da teoria de equagoes diferenciais afim de
aplica-las no estudo de passeios aleatérios

3.3 Funcao de Green

Algumas ferramentas como a funcao de Green foram apropriadas pela teoria de probabilidade
apos a observacao de curiosas similaridades entre o passeio aleatério e a teoria de valores de
fronteira relativa a equacoes diferenciais elipticas. Nao foi a ultima ocasiao em que dinamica de
fluidos e probabilidade se cruzariam, cujas abordagens, bastante distintas sob o ponto de vista
formal, compartilham o mesmo conjunto de equagoes (o que se deve em grande parte ao principio
da média.)

Esse fato foi observado antes do aparecimento da teoria geral de Processos Markovianos, e uma
excelente referéncia pode ser encontrada em [CFL67], de onde retiramos a citagao:

“Thus we see that the mathematical expectation exists and is none other than the Green’s
function for the difference equation Au =0, (...), then the Green’s function on the mesh goes over
to the Green’s function of the potential equation except for a numerical factor.”

Definigao 5 (Funcao de Green). No contexto probabilistico, dada a posi¢ao inicial da particula
Xo =z, a funcao de Green é definida como o niimero esperado de visitas ao sitio y, i.e.,

g9(z,y) =E, [Z X, = y}] :
n=0
ou equivalentemente, usando o teorema da convergéncia mondtona,
g9(z,y) =Y palz,y).
n=0

Observagao: A funcao de Green depende sempre de um conjunto B, e o respectivo tempo de
primeira visita 7z, definida de forma mais geral e precisa pelo nimero de visitas de x a y antes de
ser absorvido pelo conjunto B, dada pela formula

gz, y) =Y Pu[Xn =y ; n<7p
n=0
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3.4 Funcoes Harmoénicas

Seja f(z) uma funcdo real definida em Z?. Define-se o operador P da seguinte forma.

Em outras palavras, a z-ésima entrada do vetor P f nos informa o valor esperado da funcao f apods
uma unidade de tempo, dado que estavamos no sitio . Em particular, no caso do passeio aleatério
simples, P é dado por

Pia)= 0o 3 flo ).
O operador P ¢ conhecido como operador média da funcao no ponto x, e a partir dele definimos
L=P—1d,
(onde Id é a identidade.)

Defini¢do 6. Uma funcio f : Z¢ — R ¢ dita harmonica se para todo x, Lf(z) = 0 e superhar-
monica se Lf(z) < 0. Em outras palavras, a fungdo f é harmoénica se f = Pf, e superharménica
se f>Pf.

No que se segue, a analise ird inevitavelmente diferir nos casos em que o passeio aleatério sim-
ples é recorrente (d = 1,2) ou transiente (d > 3). A teoria do potencial Newtoniano é centrada
no nicleo potencial (fungdo de Green) g(z,y) = |r — y|™!, ao passo que na teoria do potencial
no plano tal ntcleo é substituido por K(z,y) = In|z — y|~'. Nesse sentido, a teoria do potencial
bidimensional ¢ também conhecida como teoria do potencial logaritmico. No contexto probabilis-
tico, g(x,y) representa o ntimero esperado de visitas ao sitio y, partindo de z. Além disso, a
probabilidade Hg(x) de, partindo de z, chegar no conjunto B pode ser expressa em funcao de g,
e é possivel capturar a informacao essencial do comportamento assintético de tal probabilidade a
partir do comportamento de ¢(0, ) para |z| suficientemente grande. No entanto, quando o passeio
é recorrente g(x,y) = oo para todo x,y, e Hg = 1. Portanto, nesse contexto define-se o nicleo
K(x,y) (andlogo a In|x — y|~!) em termos do niimero de visitas ao sitio y, partindo de x, antes de
visitar a origem.

Embora o trabalho nao esteja focado no caso recorrente, vamos apresentar resumidamente qual
é a construcao da medida harmoénica quando d = 1, 2. No futuro pretende-se abordar a transicao de
fase da medida do quadrado no plano quando calculada nos pontos da aresta proximos ao vértice.
Tal anélise pode ajudar no estudo da medida do cubo onde nao existem informacgoes precisas sobre
a transicao do comportamento da probabilidade de escape quando avaliada na face, aresta e vértice.

O primeiro importante resultado concernente ao passeio recorrente garante para todo y a ex-
isténcia do limite
HB(OO7y) = lim HB(x7 y>7

|x|—o00
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de modo que Hp(oo,-) é uma distribuicdo de probabilidade no conjunto B, chamada medida
harmonica, que pode ser expressa por

ZK_I('ay)

Hp(oo,y) = SK()

onde K~' é o inverso do nticleo K, definido em termos de ggoy Testrito ao conjunto B, e cuja
formula explicita ndo entraremos em detalhes que podem ser encontrados em profundidade em
[Spi76], cap2.

O significado intuitivo da medida Hpg(oo, ) representa a probabilidade de atingir o conjunto
B no ponto y, quando o passeio aleatério tem posicao inicial “no infinito”. A dire¢do de z sera
irrelevante uma vez que o passeio percorrerda um caminho que com alta probabilidade ira circundar
o conjunto B muitas vezes antes de atingi-lo. Quando a particula por fim atingir o conjunto, ela
o fard em uma direcdo estocasticamente independente da direcao inicial do ponto z.

O passeio aleatorio construido através das trajetorias reversas do passeio original p*(z,y) =
p(y, x) nos permite de certo modo interpretar a medida harmoénica no plano como a probabilidade
de escape do passeio reverso, interpretacao cujo sentido se faz somente para o caso transiente.

3.5 Caso transiente

Seja Hp(x) a probabilidade de que um caminho comegando em x encontre alguma vez o con-
junto B, e eg(x), para x em B, a probabilidade de que o caminho partindo de  nunca mais retorne
ao conjunto B. Entao Hg = 1 para x em B, e além disso

HB(JI) = (PHB)(I) + ]l{weB}GB<«T)7
o que implica que Hp é harmonica no exterior de B e superharménica em B. Ou seja

0 r¢ B

LHg(z) = (P —Id)Hg(x) = { —ep(z) z€B

Temos acima a equacao de Poisson. O seguinte desenvolvimento pode ser consultado em partes
na referéncia [DY69]. Considere no contexto discreto o operador G dado por
Gp=¢+ Pop+ P¢p+..+ P'o+ ...,

(onde ¢ > 0 é uma distribuicao de massa ou carga no espago).

Seja
f[=Go,

e observe que

PGo=Go—¢
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implica

Lf=LGh=(P—I1d)Gp=Gd—¢—Gd=—.

Nesse sentido, iremos nos referir a fungdo f = G¢ como o potencial da funcdo ¢; e o operador G
(func¢do de Green) serd chamado ntcleo gerador de potencial no espago. O potencial discreto tem
uma interessante contrapartida probabilistica. Com efeito,

(P"¢)(x an z,9)0(y) = Eap(Xn),

resultando na expressao
n=0 n=0

Tal equacdo sugere a seguinte interpretacdo: considere que todo ponto y € Z% esteja associado a
um o6nus de ¢(y) quando o passeio atinge tal ponto. Entdo G¢(x) é o 6nus médio incorrido ao
longo da trajetéria do passeio aleatério com ponto inicial x.

Lembrando da defini¢ao

2,3) = ipm,y),

podemos escrever explicitamente a expressao para o potencial
=>_g(=,y)e(y)
Y

Teorema 7. Se f = G¢ é o potencial de ¢, e 7 é 0 tempo de chegada no conjunto B, entao
k=0

(e se a particula nunca visita B, dizemos que 7 = 0o e f(X;) =0.)

Demonstracao. De fato, dividindo a trajetéria da particula em duas partes, a parte anterior e
posterior a chegada ao conjunto B, podemos escrever

bastando verificar que

Eo[¢(Xr) + o(Xrp) +...] = Eo f(X5).

Seja Hgl)(x,y) = P,{r = n; X,, = y}, denotando a probabilidade do evento no qual o passeio
atinge o conjunto B no instante n, através do ponto y.

Observagao: A quantidade Hg(z,y) = X, Hj(gn)(x,y) = P.{7 < 00, X, = y} é conhecida no
contexto analitico como ntcleo de Poisson, uma transformacao linear que associa os valores de
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fronteira as respectivas solugoes do problema de Dirichlet.
No caso de cadeias de Markov, podemos escrever

E ¢ T+k ZH y¢<Xk)

somando ambos lados em k e utilizando o teorema de convergéncia mondtona, obtemos

Z]Emﬁb(Xﬂ—k ZZ be Xk ZHB T,y ZEbe Xk
k=0 k=0 n,y
ZZﬂgwwﬂw=Z&ﬁ<wxﬁwN@=xﬂT)

]

Relembrando que uma funcio f(z), (x € Z%) é chamada superharménica se f > Pf. As
fungoes superharmonicas nao-negativas apresentam fortes propriedades e serao chamadas fungoes

excessivas. Observe que se f = G¢, (¢ > 0), entao
f=Pf=—(P—TId)f =—Lf=¢>0,

Portanto, qualquer potencial de funcao positiva é uma funcao excessiva.

Um resultado da teoria de equacgoes diferenciais, conhecido como teorema de Riesz, afirma
reciprocamente que qualquer funcdo excessiva pode ser representada como soma de uma fungao
harmonica nao negativa e o potencial de uma func¢ao nao negativa. Em outras palavras, seja f
uma funcao excessiva e defina f — Pf = ¢, que por definicdo ¢ > 0. Aplicando iterativamente o

operador P no excesso ¢ e somando cada iteragao obtém-se para cada n
¢+ Pp+ ..+ P lp=f—Pf
0 que nos permite majorar
¢+ Pop+..+ P lo=f-P'f<f
Logo, como n ¢é arbitrario, segue que
Gp=0¢+Po+ ..+ Pp" + ... < o0,

e também que o limite

h= e
existe e
f=Gop+ h.

onde Ph = h, i.e., h é harmoénica.
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Considere agora a probabilidade de chegada em B,

Hgp(z) =Y Hp(z,y) = P, {rp < oco}.

yeB

Vamos mostrar que Hp é uma fungao excessiva. Considere a sequéncia de eventos
A, = {A particula visita o conjunto B depois do n-ésimo passo}

Dessa forma, Ag O A;... 2 A, O ... . Note que P,{Ay} = Hp(z), e por definicao que

P {A.} = 3 pule,y)Huly) = P"Hp(x). (3.5.3)

Em particular, PHgp(z) = P,{A:} < P.{Ao} = Hp(x), ou seja, Hg(z) é uma fungao excessiva,
0 que nos permite expressa-la na forma (3.5.2). Explicitamente, denotando o excesso eg = Hp —
PHpg, podemos representar

HB(QZ) = GEB( + hB Z g X y EB +hB( ) (354)

yeB

onde B
hp(x) = lim P"Hp(x) = lim > p,(z,y)Hp(y)

n—oo
yeB

¢ a parte harmonica nao negativa.

De acordo com (3.5.3), hg(z) = limP,{A,} = P,{NA,}. Consequentemente, hp(x) é a proba-
bilidade de que a particula ird visitar o conjunto B infinitas vezes. No caso em que o passeio é
transiente e o conjunto B é finito, temos que hp(x) = 0. Portanto (3.5.4) se reduz a

Hgp(z) = Gep(x), para todo z.

i.e., a probabilidade de chegada no conjunto B ¢é o potencial de uma funcao nao negativa eg, na
qual estaremos particularmente interessados neste trabalho. Observe que

ep(x) = Hg(r) — PHp(x) = P.{Ay} — P.{A} = P, {A\A,} = P.[7} = 9]

chamada de probabilidade de escape, é a probabilidade, estando em B, de deixar o conjunto no
instante inicial e nunca mais retornar. E claro que a fun¢do e tem como suporte o conjunto B,
sendo estritamente positiva somente na fronteira interna do conjunto - sitios onde é possivel sair
do conjunto em apenas um passo.

3.6 Capacidade

O potencial Newtoniano esta estritamente ligado com a nogao de capacidade. A capacidade
eletrostatica de um corpo B é definido da seguinte maneira: considere todas possiveis distribuigoes
de carga em B cujos potenciais em cada ponto do espaco nao exceda 1. E conhecido que dentre tais
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potenciais existe um que assume valor maximo - chamado potencial de equilibrio, e a distribuigao
de carga ¢ correspondente é também chamada de distribuicao de equilibrio. A carga total

cap(B) = [ o(u)dy

da distribuicao ¢ é chamada capacidade do corpo B.

Traduzindo o conceito para o ponto de vista probabilistico, lembrando, onde os potenciais sao
da forma f = G¢, procuraremos desenvolver formulacdes andlogas para funcoes definidas em Z<.
Fixado um subconjunto B, considere a classe de fungoes

Cp={¢>0:G¢p <1 em B, e nula no exterior de B},

cujos potenciais f = G¢, representados como na equacao (3.5.1), tomam o forma

flx) =E. f(X7).

Ora, mas como f < 1, segue que E, f(X,;) < P,{7 < 0o} = Hp(z). Sendo portanto Hp o potencial
de equilibrio, ja que para cada f verificamos que f(z) < Hp(z).

No caso em que o conjunto B é transiente, vimos na se¢ao anterior que Hg = Geg. Conse-
quentemente, g é analogamente chamada de distribuicao de equilibrio, e a capacidade é definida
pela formula

cap(B) = 3 es(x)

zeB
E por fim, define-se a medida harmonica de B por
€EB (ZU

)
hmg(z) = cap(B)’
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Capitulo 4

A medida harmonica do cubo

Seja C), o cubo de lado n e B,, = B(0,n) a bola de raio n. Considere também o passeio aleatdrio
simples (X¢)iez+ em Z*, e o tempo de parada 7¢ = min{t > 1: X, € C,}. Neste capitulo iremos
analisar o comportamento assintético da probabilidade de escape ec, (z) = P,[7d. = oo] para n
suficientemente grande. A principal técnica utilizada consiste em construir uma funcao harmonica
positiva e aplica-la no passeio multidimensional.

O objetivo é investigar o comportamento limite da fungao €, () de acordo com o seu cresci-
mento quando n — oco. Para tanto, dadas duas funcoes f e g, dizemos que elas tem a mesma
ordem de magnitude, escrevendo simbolicamente

fn,z) < g(n,z), n— oo,
se existirem constantes K7, K5 (independentes de z) tal que para todo n,x
Klg<n7x> < f(n,x) < KQg(nv ZE)

Por simplicidade, iremos denotar por Ty, o tempo de saida da bola By,, (k > 0), i.e., Tg, =
min{t > 0 : X; ¢ By,}. Fixe a posi¢do inicial da particula em algum sitio y € B,, e considere
o tempo de parada T = 7o, A Tk, para k > 1. Através da aplicacao f(z) = 1/||z|| podemos
transformar o passeio em um martingal e entao aplicar o teorema de parada opcional:

E[f(Xo)] = E[f(X7)];

entao ] 1 ]
g = %Py[?/m < TCn] + %Py [TCn < ?kn]7

dado que o passeio atinge o cubo no ponto x, digamos, tal que ||z||= cn.
Fazendo k — oo, obtemos P,[7¢, < oo] = ¢, e portanto Py[r¢, = oo] =< ¢, uniformemente

em y quando n — oo. Intuitivamente, essa relacao quer dizer que quando n é grande, uma
vez estando afastado a uma distancia de ordem n do cubo, a partir de entao a probabilidade de
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escape se comporta como uma constante. Utilizando a decomposicao de probabilidade total, e a
propriedade markoviana, obtemos para n suficientemente grande

o, () = Pylre, = o0] = Z P.[7n < 70, | X7, = y|Py[7c, = o0
yEBn

=cC Z Px[?” < TCn|X?n = y] = Px[?n < TCn]a
YEBn

ou seja
Ecn(ﬂi) = Pz[?n < Tcn].

Portanto, a partir de agora, transformando o problema em analisar o termo da esquerda, simplifi-
camos significativamente o estudo do comportamento limite das probabilidades de escape do cubo
(ou qualquer regiao de didmetro de ordem n.)

E conhecido da esfera que €p, =< % A partir desse fato somos levados a conjecturar que a
probabilidade de escape do cubo é da forma e¢, (x) < n%, 0 < v <1, dependendo se x esta na face,
aresta ou vértice. No caso da face, obtivemos a descrigao precisa (ambas cotas inferior e superior);
para a aresta obtivemos uma cota inferior; e para o vértice, apesar de inimeras tentativas, nao foi

possivel obter informagdes sobre 7.

Para tanto, utilizamos a aproximacgao do passeio aleatério multidimensional através do movi-
mento Browniano, ja que as funcoes apresentadas estardo definidas em dominio continuo. Isso
nos possibilita estender os resultados concernentes ao movimento Browniano para o caso discreto
para entao estudar o comportamento assintético dos passeio aleatérios. A aproximacao é feita
pelo acoplamento didadico, ou KMT, que é um acoplamento (X, B,) de um passeio aleatério e um
movimento Browniano construido por subdivisdes bindrias do tempo. O acoplamento é construido
de forma que com alta probabilidade a distancia | Xom — Bam| seja de ordem 1, tornado possivel
majorar o erro da aproximagao pelo niimero de subdivisoes m realizadas. [LL10] capT.

4.1 Face

Seja Xg = x um ponto na face do cubo, e considere a projecao do passeio ao longo da reta
perpendicular a mesma face, passando por z. Observe que tal projecao (Z,),ecz+ é um passeio
aleatorio unidimensional cujos incrementos tem média zero. Sem perda de generalidade podemos
fixar o primeiro passo na direcao do exterior do cubo, e assim Z; = 1. Se 1y e 7,, sdo os tempos de
chegada com respeito ao passeio Z, pelo teorema de parada opcional temos

1 =nP,[r, < 7).
Obtendo assim uma cota inferior, observando que

P.[7n < 70,] > Polrn < 70] = 1/n
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Por outro lado, considerando o ponto x suficientemente centralizado na face, é possivel inscrever
no cubo uma esfera de raio de ordem n que contem o ponto x. Pela monotonicidade da capaci-
dade obtemos a cota superior desejada ja que €, () < €g,(x). Conclui-se entdo que o expoente
apropriado é v = 1, e portanto,

ec, () <1/n

4.2 Aresta

A ideia é utilizada para obter uma cota inferior para a probabilidade de escape partindo da
aresta do cubo.

Considere x = (z1,72) € R? em coordenadas polares (r, ), onde r = ||x|| é a distancia até
a origem e ¢ € (—m, 7] o dngulo, medido no sentido anti-hordrio com relagdo a primeira diregao
coordenada.

Define-se a cunha pelo conjunto W(a) := {x € R?* : r > 0,—a < ¢ < a}. Queremos uma
solucao do seguinte problema de contorno:

Af(r) =0, x€W(a) com condigao de fronteira u|gm)= 0. (4.2.1)

Nesse contexto, observe a funcao f,, : R? — R dada por

fo(x) = r* cos(wyp)
Utilizando a regra da cadeia, ou aplicando o Laplaciano Esférico, verifica-se que f é harmonica em
R2.

Estamos interessados no caso em que w > 1/2, para o qual f, é positiva no interior de
W(r/(2w)), e 0 na fronteira OW(7/(2w)). Em particular, fazendo com que o exterior da cunha
encerre um angulo reto (para que se encaixe no problema exterior de Dirichlet no cubo) é preciso
que 7/(2w) = 3w /4, i.e., que w = 2/3. Desse modo, obtém-se uma funcéo fa/5 : W(3w/4) — [0, 00)
satisfazendo (4.2.1).

Defina os tempo de parada
To=min{t >0:¢p ¢ (—a,a)}
T, =min{t > 0:r =n}
Com respeito ao tempo de parada 7 = 7, A 7,,, € & posicao inicial x = (79, o) = (1,0). Dado isso,
e que M, = f(X;) é um martingal, pelo teorema de parada,

1 =E[f(Xo)] = E[f(X;)] = Kn*’Py[r, < Ta).
Observando a inclusao dos eventos,
P.[1n < To| < Pu[Tn < 70,],

e portanto
ec, (z) > 1/n?3.
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4.3 Veértice

Observacao: Foram feitas tentativas de encontrar a solugao f do problema Exterior de Dirich-
let em R3, harmonica no exterior de um octante, e nula em sua fronteira. Foram exploradas técnicas
para encontrar a solugdo f, dentre elas determinar o espectro do Laplaciano Esférico Ag (ou oper-
ador de Lapalce-Beltrami), cujo menor auto valor A\; (conhecido como constante de Raleigh) pode
ser utilizado para construir a funcao procurada. Existem muitas maneiras teoricas de obter Ay, e
no entanto ele é conhecido apenas em casos muito especificos, como na superficie da esfera e do
toro. Esse tipo de equagao ¢é estudado na teoria actustica de vibragoes e apresenta um arido desafio
até penetrar na teoria de EDP’S pra encontrar novos resultados.
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Apéndice A

Teoria de Campos Vetoriais

A.1 Preliminares motivacoes fisicas

Um campo vetorial f para o qual existe um campo potencial , é chamado um campo conser-
vativo. Tal resultado estd para a teoria matematica de campos, assim como estd o principio de
conservacao de energia para a mecanica de particulas.

Considere um exemplo fisico onde uma particula de massa m movendo ao longo de uma curva
sobre a agao de um campo de forgas f. Se a velocidade da particula no tempo ¢ é v(t), sua energia
cinética é definida por 1/2mwv?(t). Vamos denotar por r(t) a posi¢ao da particula no tempo t. O

trabalho realizado por f durante uma intervalo de tempo [a, b] é frr((f)) fdr.
Pela segunda Lei de Newton temos

flr@®)] = mr"(t) = mv'(t),
onde v(t) denota a velocidade no tempo ¢. Portanto
Flr®)r'(t) = flr@)]o(t) = mo (1).0(t) = gm=(u(t) - v(t) = gm— (v*(2)
Integrando ambos lados de a a b, temos
%T(b) f-dr= /b flr®)]r' (t) = =mws(t) 2= =musd(b) — —mus(a)
r(a) a 2 2

famoso resultado que afirma que o trabalho realizado pelo campo ¢é igual a variagdo de energia
cinética da particula.

O potencial gravitacional Newtoniano formula que a for¢a f que uma particula de massa M,

na origem, exerce em outra particula de massa m é um vetor de magnitude GmM/R?, onde G é
uma constante e r = (z,y, z) a localizagdo da particula de massa m. Pela Lei de Newton

f = —GmM]lr|
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Observe que f é o gradiente do potencial ¢ dado por
¢(x,y,2) = GmM|lr| ™"

chamado potencial Newtoniano.
Observacao: Se r = (z,y, z), observe que V(||r||") = nlr||" 27
Portanto o trabalho realizado pelo campo ao mover a particula do ponto a ao ponto x, pode ser

calculado por
1 1
#(a) — o(a) = Gm (-~ -
Ta rﬂ?
Por outro lado vimos que o trabalho também pode ser calculado pela variacao de energia cinética
Ak(t) da particula ao longo de sua trajetéria, e assim

k(z) — k(a) = ¢(x) — ¢(a) ou ainda

k(x) — ¢(x) = k(a) — ¢(a)
onde a quantidade —¢(z) é chamada energia potencial da particula. Se a é mantido fixo e x varia na
regiao em questao, a equagao acima nos permite concluir que a quantidade k(z) — ¢(x) se mantém
constante. Em outras palavras, se o campo de forcas é gradiente de algum campo potencial, a soma
da energia cinética e energia potencial de uma particula movendo nesse campo é uma constante.
Nesse contexto, precisamos saber quais condi¢bes garantem a existéncia de um campo potencial,
i.e., uma funcao ¢ tal que Vo = f.

Teorema 8 (Condigoes necessarias e suficientes). Seja f um campo vetorial continuo definido em
uma regiao aberta e conexa S C R". Entao sao equivalentes:

i) f é gradiente de algum potencial em S.
ii) A integral de linha de f é independente da escolha de caminho.
iii) A integral de linha de f é zero avaliada em curvas fechadas.
Uma condicao simples muito 1til é a seguinte

Teorema 9. Seja f = (f1,..., fn) um campo vetorial continuamente diferencidvel em uma regiao
aberta S C R". Existe um potencial associado se, e somente se, as derivadas parciais sao rela-
cionadas através das equagoes

dfi _ 0f;

3;1:j N 83:2

i,j=1,..,n
Demonstragcdo. Quando existir o potencial ¢, temos que

0
fi= 9 para cada j =1,...,n.

8(13]'
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Diferenciando ambos lados na direcao 1,

of _ 06 _ 06 _0f
afl:l' 8@81’] 81’]81:1 8.7?]'

lembrando que podemos comutar a ordem das dire¢oes de diferenciacao ja que ¢ deve ser continua.
A reciproca é uma simples consequéncia do Teorema de Green.
O

Antes dos detalhes técnicos, trataremos da motivagao fisica adjacente a quantidade (A.1.1)
abaixo. Pois bem, considere o campo vetorial f = (P, Q) somado tangencialmente ao longo de
uma volta completa em um retangulo qualquer, como na figura A.1. Essa soma foi como definimos
a integral de linha § f - da, que pode ser interpretado como a circulagio de fluxo ao longo do
retangulo. Considere no caso limite, onde o tamanho dos lados tende a zero, que o campo f nao
muda muito quando avaliado ao longo de cada lado. Comegando no ponto (x,y) e tomando a
orientacao anti-horéria, vejamos o que acontece com a aproximacao infinitesimal da circulagao do
fluxo. No primeiro lado, de tamanho Az, considerando o campo constante, a primeira parte da
integral ¢ P'!Axz. Analogamente, nos lados seguintes obtemos respectivamente Q?Ay, —P3Ax e
—Q*Ay. E portanto a integral pode ser expressa como

-
5 Q /f

e

: _f/
(x,y) P
'———g—-—i

Figura A.1: circulagao no retangulo

7§f cdo = P'Az + Q*Ay — P3Ax — Q*Ay = (P — P Az + (Q* — QY Ay,

Aproximando através de um translado vertical do campo, podemos escrever

P} =P+ a—PAy,
dy
e portanto
P

(P! — PHAzx = —%—yAxAy

Analogamente,
2 Q
(Q°—Q%)Ay = %AIAQ
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Finalmente, somando as duas tultimas equagoes obtemos a circulacao total ao longo do nosso
retangulo.

00 oP

Considere agora um retangulo subdividido em subretangulos como os da figura A.1. Queremos
mostrar que a circulacao ao longo desse novo retangulo (ou qualquer curva) é a soma das circulagoes
ao longo de seus subretangulos (ou de suas curvas parciais). Em outras palavras, se dividirmos
uma curva como na figura abaixo, juntando os pontos (1) e (2) acrescendo dois novos circuitos
fechados I'y = I'y + 'y € I'y = 'y 4+ I'yp, temos que a circulagao em I' é igual a circulacao em
I'y + T'5, j& que as integrais ao longo de I'y, terao sinais opostos quando percorridas pelas curvas
Fl (§ FQ

(1)

Ta

(2)
Figura A.2: Decomposicao da circulagao

Portanto se somarmos a circula¢ao (A.1.1) nos subretangulos infinitesimais em uma regiao 5,
com respeito a sua area, obtemos a circulacao do fluxo ao longo de sua fronteira 95, i.e.,

P
/ / @ — 8— dxdy = circulacao ao longo de 0.5
s\ O0x Oy

A.1.1 O Teorema de Green

Lema A.1.1. Assuma que a integral dupla [, f(z,y)dzdy exista quando somada no retangulo

S = la,b] x [¢,d]. Suponha a existéncia de fungées () e P, continuas em S tal que %(x,y) =
9 (z,y) = f(z,y). Entdo
Y

[ pdedy = [1Q0.9) - Qaldy = [ Pe,d) - Pla,e)ds

Demonstrag¢io. (em sala: usa o teorema do valor médio e o limite das somas de Riemann.) a

Teorema 10 (Teorema de Green para retangulos). Sejam P e ) fungoes reais definidas em S =

la,b] X [c,d]. Assuma que as derivadas parciais % e %—I; existem e sao limitadas no interior de S, e

que além disso ambas integrais [g %—gdxdy, s ‘g—ly)dxdy exitam. Denotaremos por a(t) = (z(t),y(t))
a parametrizacao da fronteira S do retangulo S. Entao

7{ Pdz + Qdy
oS

32



existe, e também temos que

00 oP B
//S (89{: - 8y> drdy = 7{88 Pdz + Qdy (A.1.2)

Demonstracao. Pelo Lema anterior, vimos que

/ /S (iff - ?f;) dzdy = / 1Q(b.9) — Qla,y)ldy - ( / '[P, d) - P(x, c)]dm)

Por outro lado, representando a fronteira do retangulo 95 = I'y + 'y + '3 + 'y, como uniao de
seus lados, e usando a propriedade §,5 = S ¢r., vejamos o que acontece em cada um dos lados
PZ'I
Em I'y, temos a parametrizacao a(t) = (t,¢), a <t < b e o Teorema 2 estabelece que

b b
Pdr+ Qdy = ¢ Pdx = / P(a(t))dt = / P(t,c)dt
N1 Iy a

a

Analogamente,
d
74 Pdz + Qdy :/ Q(b, t)dt
I c
b
]{ Pdx + Qdy = — / P(t,d)dt
I's a

d
Pdr + Qdy = — / O(a, t)dt
I's c

Somando as ultimas quatro equagoes obtemos
P
// 0@ _or dxdy:j[ Pdz + Qdy
s\ O0x Oy aS

A partir do retangulo é possivel estender o resultado acima para dominios mais gerais, a saber,
para curvas de Jordan, que sdo tragos I' de parametrizagoes a(t) definidas em [a, b] satisfazendo
ala) = a(b), e sem auto-intersegoes, i.e., a(t;) # a(ty) sempre que t; # to em (a,b]. Tais curvas
dividem o plano em duas regides disjuntas, o interior (parte limitada), e o exterior, sendo a fronteira
comum a curva ['. Apesar da trivialidade da afirmacdo anterior, sua demonstracao ficou aberta
até o desenvolvimento de técnicas da topologia algébrica encerradas no que chamamos homologia.

O

A.1.2 O Teorema de Stokes

Para generalizar o resultado acima para regioes tridimensionas basta perceber que podemos
aproximar a area de uma superficie parametrizada por retangulos infinitesimais, cuja circulagao
de fluxo ao longo de seu bordo sera igual a integral do rotacional sobre a area de toda superficie,
como afirma o
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Teorema 11 (Teorema de Stokes). Considere uma aplicagdo r do plano uv para o espago zyz,
bijetora quando restrita a regiao aberta T cuja fronteira denotaremos por I'. Assuma também a
existéncia de suas segundas derivadas parciais e denote a superficie parametrizada S = r(T) cujo
bordo denotaremos por 9S = r(I"). Se P,Q e R sao campos escalares continuamente diferencidveis
em S, entao

// (M—‘%?>dy/\dz+<ap—%>dmdx+<w—ap>dmdy:72 Pdz + Qdy + Rdz,
S S

oy 0z 0z O or Oy
(A.1.3)
ou simplesmente
//S(rotf) ‘ndS = ésf.da
onde,
oR 0Q oP OR 0Q 0P
- (Y oo T 2 14
rotf <8y 3z>+<82 8x>+<3x 8y> (A-14)
Loopl™
HERERE
/D2 nl5
9/5

Figura A.3: circula¢ao no bordo

Por simplicidade denotaremos o rotacional de um campo f = (P,Q, R) por V X f, somente
uma maneira notacional para computa-lo a partir do determinante simbélico

i j k
rotf:foza% a% %
P Q@ R

que representa a mesma ideia de circulagdo como em (A.1.1), agora circulando ao longo do bordo
da superficie S (fig. A.3), e projetada nos planos yz, zx e xy. Observe que se rotf = 0 para todo
x € S temos novamente que a integral de linha ao redor de qualquer circuito fechado ao longo
da superficie é igual a zero, o que garante a existéncia de um campo potencial. Portanto, para
qualquer campo escalar ¢

jlngb-da:O

Usando o Teorema de Stokes, e imaginando I" como o bordo 95 de uma superficie S, obtemos

//SVX(VQS)dS:O.

Como S é uma superficie arbitraria, temos que

V x (Vo) = 0. (A.1.5)
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A.1.3 Divergéncia e o Teorema de Gauss

Até agora nos restringimos a somar uma integral de linha de um campo vetorial ao longo de
uma curva plana (Green) e de uma curva no espago (Stokes), relacionando tais somas com uma
integral multipla sobre a regido (plana e espacial respectivamente) encerrada pela curva. Agora
estamos interessados em integrar um campo vetorial sobre um volume infinitesimal V' no espaco.
De forma exatamente andloga como chegamos a (A.1.1) e (A.1.4), obtemos que o fluzo total do
campo f = (P, Q, R) que atravessa um cubo infinitesimal, chamado divergente, pode ser calculado
pela expressao

9P 9Q OR
dZUf—%—i-%‘i‘a

Como sempre, o teorema mais geral que sintetiza todos os anteriores ¢ atribuido a Gauss, conhecido
como

Teorema 12 (Teorema da divergéncia). Seja V' um sélido tridimensional limitado por uma su-
perficie fechada e orientavel S, e seja n o vetor unitario normal a S. Se f é um campo vetorial
continuamente diferenciavel em V', temos

///V(divf)dxdydz://sf-nds

Interpretando o gradiente como um operador,

o 0 0
v‘(axaa)

Podemos representar o divergente como

divf=V-f.
Portanto o o o

A.2 A Equacao de Laplace

O operador acima ¢é chamado Laplaciano de uma fungao, e sera denotado por
0*u N 0*u N 0*u
ox?2  Oy? 022

Au=
Utilizando o Teorema da divergéncia

/Aud\/:/ div (Vu)dV = [ Vuds,
1% 1% ov

0 que motiva procurar solucio para o
Problema de Dirichlet:
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A.2.1 As identidades de Green

No trabalho intitulado An essay on the Application of Mathematical Analysis to the Theory of
Eletricity and Magnetism, escrito por Green em 1828, foram apresentadas suas trés identidades,
obtidas a partir do Teorema do Divergente, usadas para definir a funcdo de Green para regides
limitadas. Seu objetivo era estudar as relacoes entre densidade superficial de cargas sobre 9V e o
potencial eletrostatico resultante

Definicao 7. O campo vetorial normal unitario, apontando para o exterior da fronteira de uma
superficie regular em cada ponto x sera denotado por

n(z) = (n1(z), ..., nn(2))
e derivamos na direcao do vetor normal através da expressao

gz::Vu-n

Teorema 13. (Integragio por partes) Sejam u e v € C! no fecho da regiao R C R". Entao

/uxivdV: —/ UV, dV + uvn; dS (A.2.1)
R R OR

Demonstracao.
/(uv):c dV:/uxivdV—l—/ UV, dV
R R R

Aplicando o teorema da divergéncia no lado esquerdo, temos

/uwivd‘/:—/ uv,, dV + uvn;dS i=1,...n
R R OR

Teorema 14. (Identidades de Green)
(i) JrAudV = [yp % s,
(il) [p(Vu-Vo)dV == [pulvdV + [p 2 udsS,
(i) [rudv—vAudV = [yrulds —vddsS.

Demonstrag¢io. Usando (A.2.1) com u substituido por u,, e v = 1, temos

/umimi dV:/ Ug, M; dS
U OR

Somando em i = 1, ...,n obtemos ()
Para obter (i7), basta substituir v por sua derivada v,,. Escrevendo novamente (i7) intercambiando
u e v e entdo subtraindo ambas obtemos (ii7) O
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A.2.2 A férmula da média e principio do maximo

Notagao:
1
][ Jdp = 7/ fdp = média de f ao longo do conjunto E, desde que p(E) > 0.
B u(E) /e
71.71/2
a(n) = volume da bola unitdria em R" = ——
r(s+1)

Teorema 15 (O principio da média). u € C? é harmonica se, e somente se,

u(x) = ][ udS = ][ udV. (A.2.2)
OB(z,r) B(x,r)

Para cada bola B(z,r) no dominio.

Demonstracio. Defina

o) =F  ul)dSy) = e+ rz)ds(),

9B(0,1)

ﬁ@)zﬁ%@nvwx+rd-u$@)

E fazendo uma mudanca de coordenadas y = x + rz,

r

¢(r) = fmr) Va(y) - ="as) = £ oy Vi) maS(y)

- 57[ Au(y)dV =0
nJB(z,r)

E portanto ¢ é constante, implicando

¢(r) = lim ¢(t) = lim u(y) dS(y) = u(z)

t—0 t—0 dB(z,r)

Reciprocamente, suponha que Au # 0, logo existe alguma bola B(z,r) na qual Au > 0 em seu

interior. Mas .

0=¢'(r) = ]{B(m | Du(y)av >0

n

um absurdo. O

Teorema 16 (Principio do maximo). Suponha u € C? harménica em R. Entdo

(i)
maxu = maxu.
& OR
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(ii) Além disso, se R é conexo e existe um ponto xy € R tal que

u(zp) = maxu,
R

entao
u é constante dentro de R.

O mesmo vale para o minimo trocando u por —u.

Demonstragio. Suponha que existe um ponto zy € R onde u(xry) = M = maxp. Entdo para
0 <r < d(xg,0R), o principio do maximo afirma que

M:u(xo):][ udV < M,

B(zo,r)

onde a igualdade sé pode acontecer u(y) = M para todo y € B(xg,r). Portante o conjunto
{z € R | u(x) = M} é simultaneamente aberto e fechado em R, e portanto igual a R ja que R é

conexo . Isso prova (i), o qual prova (7).
[

Teorema 17 (Unicidade). Existe no méximo uma solugao u € C? para o problema de valor de
contorno

Au=0 em R
u=f em OR
Demonstragdo. Suponha que u e u' sao solugoes do problema. Defina w = u — /. Entao Aw =0

em R ew =0 em JR. Pelo principio do maximo temos portanto w = 0 em toda regidao R, i.e.,
u=1u. O

Mais uma importante aplicacao do principio da média:

Teorema 18 (Desigualdade de Harnack). Suponha V' conexo e que V seja um subconjunto com-
pacto em uma regiao U. Entao existe uma constante positiva, dependendo somente de V', tal
que

supu < C'infu
v 14
para toda fun¢do harmoénica nao-negativa v em U.

Em particular

£u(y) < ula) < Cuy

para todos pontos x,y € U. Essas desigualdades afirmam que valores de uma funcao harmoénica
ndo-negativa, dentro de V, sdo compardveis: u nao pode ser muito pequeno (ou grande) em algum
ponto de V' a menos que u seja muito pequeno (ou grande) em todo conjunto V.
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Demonstragio. Seja r:= 1d(V,0U). Escolha z,y € V, |z — y|< r. Entao

1 1 1
_ dv>7/ dV:—][ AV = —u(y).
w@) ][B(M)u ~ a(n)2mrm By o It 2"u(y)

Portanto 2"u(y) > u(z) > shu(y) se z,y € V, |z — y|< r. Finalmente, como V ¢ conexo e V é
compacto existe uma cobertura finita {B;}¥,, todas de raio 7/2, pela qual podemos percorrer o

espaco através das interse¢oes B; N B;_; # () para i = 1,..,n. Entao

1

A.2.3 A Funcao de Green

Apo6s identificada uma solugao explicita pode-se assim reunir solu¢oes mais gerais. Procurando
pelas simetrias, desde que se observou que a equacgao de Laplace é invariante sobre movimentos
rigidos, i.e., transformacgoes ortogonais, é razoavel observar primeiramente as solugdes radiais. Mais
precisamente, considere uma transformacao ortogonal representada pela matriz O, «,, ((’)OT =
OTO = I), vamos mostrar que

v(z) :=u(O(x)) zeR",

implica Av = 0. (Em sala.) Na tentativa de achar a solu¢ao da equagao de Laplace em R = R", é
razoavel supor a forma radial seguinte

onde 7 = |z|= (22 + ... + 22)1/2 e selecionar v, se possivel, para que Au = 0 seja satisfeito. Para
1=1,...,n temos que

or 1 _ T
T 5(30% + ot 22) 22, = Pl # 0.
E portanto
T x? 1 a?
ua:-zvlria Ug; 2 U”’T‘fl‘{‘/T R —
para i =1,....,n, e assim,
" n—1 /
Au =v"(r) v'(r)
r
Entao Au = 0 se, e somente se,
" + n 1 "— 0.
r
Se v' # 0, deduzimos
v 1—n
l 1Y = — =
gl =5 =",

e entao v'(r) = %y para alguma constante a. Consequentemente, se r > 0, temos
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v(r) =

blogr +c n=2
Tn%—i—c n >3

e através de uma bruxaria obtemos as constantes b e c,
Defini¢ao 8 (Solugao Fundamental para a equagao de Laplace).

O(x) i= {Eilogm n=2
>3

1 1
n(n—2)a(n) 2" 2 n=

definida para = € R", x # 0, que por construcao, satisfaz AP = 0.

Defini¢ao 9 (Funcao de Green).

G(l’,y) = CI)(y_g;>_¢x<y)7 x,yER,x#y

onde ¢*, chamado de fungao corretora, satisfaz

Agp* =0 em R
¢° =Py —x) em OR
A férmula explicita depende em qual conjunto (e sua fronteira) estamos procurando pela

solugado. O calculo é conhecido para regides especificas e pode ser encontrado em livros texto
de Equagoes Diferenciais Parciais, como por exemplo (refs.)
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