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Resumo

Nesta tese abordamos alguns problemas relacionados com zeros de polinémios e de fun-
coes inteiras. Estabelecemos formulas explicitas para os polinomios da sequéncia de Sturm,
gerada por um polinémio e pela sua derivada. Como consequéncia, obtemos condi¢oes ne-
cessarias e suficientes para que um polindmio sem zeros miltiplos tenha somente zeros
reais. Provamos também a veracidade de algumas condi¢oes necessarias para a hipotese
de Riemann, estendendo desta forma um resultado anterior de Csordas, Norfolk e Varga

que estabelecem uma conjectura de Poélya.

Palavras-chave: Polindémios, zeros, Funcoes Inteiras, Desigualdades de Turan, Hipotese

de Riemann.
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Abstract

In this thesis we approach problems concerning zeros of polynomials and entire func-
tions. We establish explicit formula for the polynomial in the Sturm sequence, generated
by a polynomial and its derivative. As a consequence, we obtain necessary and sufficient
conditions for a polynomial without multiple zeros to possess only real zeros. We prove
also the truth of certain necessary conditions for the Riemann Hypothesis, thus extending

a previons result of Csordas, Norfolk and Varga who established a conjecture of Polya.

Key words: Polynomials, Zeros, Entire Functions, Turan of Inequality, Riemann Hypothe-

sis.
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Capitulo 1

Introducao

Um dos resultados fundamentais da matematica é o chamado Teorema Fundamental da

Algebra. Ele afirma que, se
p(z) =ag+a1z+...a,2", a, #0,

¢ um polindmio de grau n, ele possui exatamente n zeros zy, zs, . . ., Z,, sendo possivel que
alguns deles se repitam e, neste caso, os zeros sao chamados miltiplos.

Além disso, p(z) pode ser representado da forma
p(z) =an(z —21) ... (2 — 2,).

Representacao similar existe para as fungoes inteiras e ela é conhecida por formula de
Weierstrass.

Uma questao fundamental é a seguinte: dada uma regiao €2 do plano complexo, obter
condigbes necessarias e/ou suficientes sobre os coeficientes do polinomio, ou da funcao
inteira, para que todos os seus zeros pertencam a €.

Por exemplo, quando €2 é um semi-plano ou um disco, esta questao é simplesmente o
problema da estabilidade de solugoes de equagoes diferenciais.

Os temas principais desta tese sao relacionados a questao acima no caso em que €2 é
a reta real. Portanto, este trabalho contém resultados sobre polinomios e funcoes inteiras

que possuem somente zeros reais.



Na literatura, os polinomios algébricos com zeros somente reais sao frequentemente
chamados de Polinomios Hiperbolicos. A classe das funcoes inteiras cujos zeros estao
todos localizados na reta real ¢ denominada de Classe de Laguerre-Polya. E conhecido
que toda tal funcao é de ordem no maximo dois e é limite de polinomios hiperbdlicos, no
sentido da convergéncia uniforme nos compactos do plano complexo.

Vale mencionar que a questao de caracterizar as funcoes da classe de Laguerre-Polya foi
motivada pelo maior problema da matematica na atualidade que ¢ a Hipotese de Riemann.
Esta hipotese afirma que todos os zeros nao-triviais da funcao ¢ de Riemann pertencem
a reta Re(z) = % A simples transformacao linear que leva esta reta ao eixo real reduz a
Hipotese de Riemann ao problema de estabelecer que a funcao obtida através da transfor-
macao, que é conhecida como a funcao £ de Riemann, possui somente zeros reais. Sabe-se
que ¢ é uma funcao inteira de ordem um. Laguerre, provavelmente tentado por esta sim-
ples observacao, nos anos 80 do século X7X obteve alguns resultados sobre as funcoes
inteiras com zeros reais. Na primeira década do século X X, Jensen espalhou rumores de
que havia obtido caracterizagoes fundamentais sobre estas fungoes e condicoes necessarias
e suficientes importantes para a hipodtese de Riemann.

Como ele nao publicou seus resultados, apos seu falecimento foi dado a George Polya o
direito de estudar os manuscritos de Jensen. Apesar das condi¢oes necessarias e suficientes
que Polya encontrou nao parecerem e nem provarem ser promissoras para estabelecer a
hipotese, um resultado bonito e importante tinha sido obtido por Jensen. Associados com

qualquer funcao inteira

Jensen introduziu os poliné6mios

n n n
gn(,2) = 0 + Y1z + A V2",
1 2 n

e provou que 9 é da classe de Laguerre-Polya se, e somente se, todos os polinomios g, (v; z),
que hoje sao chamados polinémios de Jensen, sao hiperbodlicos. Além disso, a sequéncia

gn(¥; £) converge uniformemente para v(z) em todo compacto do plano complexo.



E relativamente facil concluir que se 1(z) possui apenas zeros reais, nao somente

Gn.k(1; 2), mas também os chamados polinoémios de Jensen generalizados

n n j n n
Gni(2) =7 + 1 Ve+1Z + ..o F j V52 + ..o+ n YntkZ s

sao hiperbolicos.

Motivado pela leitura dos manuscritos de Jensen, George Polya, em parte em coauto-
ria com Schur, obteve a caracterizac¢do (denotada aqui por £LP) completa da classe que
chamamos de Laguerre-Polya e estabeleceu varios resultados importantes sobre o assunto.

Levando em consideracao o papel dos polinémios de Jensen, um problema fundamental
é obter caracterizacoes completas para polinomios hiperbdlicos. Existem condicoes ne-
cessarias e suficientes para que um polindémio seja hiperbolico e as mais acessiveis sao as
fornecidas pelo Teorema de Hermite em termos de formas quadraticas que envolvem os co-
eficientes dos polinomios. Por outro lado, o resultado classico de Sturm fornece o nimero
de zeros reais de um polindmio p(z) com coeficientes reais no intervalo (a,b) através das
mudancas de sinal da chamada sequéncia de Sturm, gerada por p(z) e p/'(z). Esta ultima
sequéncia é obtida pelo algoritmo de Euclides e, portanto, exige célculos bastantes comple-
x0s. Alguns dos principais resultados desta tese sao formulas explicitas sobre os polinomios
da sequéncia de Sturm em termos de determinante cuja matriz é a conhecida matriz de
Hurwitz associada a p(z) e que envolve somente p(z) e p'(z). Estes resultados revelam a
relacao estreita entre o Teorema de Hermite e o Teorema de Sturm. Outra consequéncia
imediata destes resultados sao as condicoes necessérias e suficientes para que um polindmio
seja hiperbolico no caso em que ele nao possui zeros multiplos.

Lembramos que a Hipotese de Riemann é equivalente ao fato de que a funcao £(z) de

Riemann pertence a classe de Laguerre-Polya e que £(z) é uma funcao par, isto é,

£(z) = %z%, com 7 > 0.
k=0

Portanto, a hipotese é verdadeira se, e somente se, a funcao &(z) = £(v/2),

&(z) =)

|<>

k _k
'z,

-



possui somente zeros reais e negativos. Entao, pelos resultados de Jensen mencionados
anteriormente, uma condicao necessaria para a veracidade da Hipotese de Riemann é que

os polinomios generalizados

Gok-1(£152) = Fpe1 + 292 + Jpp1 2’

sejam hiperbolicos, o que por seu lado é equivalente ao fato de seu discriminante ser nao-
negativo, isto é,

e = A1k >0, k=1,2,....

Estas desigualdades sao conhecidas na literatura como as desigualdades de Turan. Em
1927 Poélya propods como problema em aberto provar estas desigualdades para os coeficientes
de &(z). Surpreendentemente, o problema de Polya foi resolvido depois de quase seis
décadas, em 1986 por Csordas, Norfolk e Varga [2|. Naturalmente surge a questao sobre a
hiperbolicidade dos polinomios generalizados de Jensen de grau trés associados com &;(z),

que sao dados por
G3k-1(€132) = Fpe1 + 390z + FVe12” + P22 (1.1)

Provamos que um polinémio da forma (1.1) com coeficientes positivos é hiperbolico se, e

somente se, Ve, — Ve k2 > 0 €
AT = Ve—1Ve+1) Tgr — WVer2) — OVt — Fo—1Vet2)” = 0 (1.2)

simultaneamente. As desigualdades (1.2) sao chamadas de desigualdades de Turan de
ordem superior. No Capitulo 4 desta tese provamos as desigualdades (1.2), estabelecendo,
assim, a hiperbolicidade dos polindémios de Jensen generalizados de grau trés e estendendo

o resultado de Csordas, Norfolk e Varga.



Capitulo 2

Definicoes e Resultados Preliminares

Neste capitulo fornecemos definicoes e resultados preliminares que serao utilizados nos
capitulos seguintes. Como as demonstracoes de tais resultados sao um tanto trabalhosas
e, em muitos casos, necessitam de muitos resultados auxiliares, e para que o trabalho nao
fuja dos seus objetivos nao vamos fornecer tais demonstracoes.

As defini¢oes e demonstragoes da se¢ao 2.1 podem ser encontradas em [6].

2.1 Alguns Resultados sobre Formas Quadraticas

Definicao 2.1 Uma forma quadrdtica € um polindmio homogéneo de grau dois em n vari-

aveis x1,Ts, ... T,. Uma forma quadrdtica sempre tem a representacao

n
g apriry (g = ag; i,k =1,2,...n),
ik=1

onde A = (ayx) € uma matriz simétrica.

Se denotarmos o vetor (1, xs,...x,) por x e a forma quadratica por

Az, z) = Z AT T, (2.1)

ik=1

entdao podemos escrever (2.1) como
Az, z) = 27 Az. (2.2)

5



2.1. Alguns Resultados sobre Formas Quadraticas

Uma forma quadratica também pode ser representada na forma
Az, x) = zr:ain, (2.3)
i=1
onde a; #0 (i=1,2,...,7)e
X, = zn:akixk (1=1,2,...7)
k=1

sao formas lineares linearmente independentes nas variaveis (1, s, ..., Z,).

E possivel provar, utilizando a representacdo (2.3), que o niimero de a; positivos é igual
ao posto da matriz A = (a;), além disso o numero total de a; positivos e negativos sao
invariantes independentemente da representagao de A(z,x). Este resultado é conhecido

como a Lei da Inércia de uma Forma Quadratica e ¢ dado da seguinte forma.

Teorema 2.1 Na representagao de uma forma quadrdtica A(x,x) como soma de quadrados

independentes
T
2
Az, x) = E a; X7,
i=1
o numero de a; positivos e negativos € independente da escolha de sua representacao.

Sabendo que o nimero de quadrados positivos e negativos ¢ invariante, podemos definir

o que é signatura de uma forma quadratica

Definicao 2.2 A diferenca o entre o niumero © de quadrados positivos e o nimero v de

quadrados negativos na representacao de A(x,x) é chamado de signatura da forma A(x, ).

O posto r e a signatura ¢ determinam os nimeros 7 e v unicamente, pois r = 7+ v e
o=m—v.
Vamos, agora, enunciar o Teorema de Jacobi. Para este proposito, definimos

1 2 ...k
e D,=A para k= 1,2,...,n como sendo o determinante de ordem

1 2 ... k
k formado pelas primeiras k linhas e primeiras k colunas da matriz A = (a;).

o P(1,D1,Ds,....,D,)eV(1,Dy,Ds,...,D,) como sendo o nimero de permanéncia e
numero de mudancas de sinal, respectivamente, da sequéncia 1, Dy, D, ..., D,, onde

r é o posto da matriz A = (a;)-



2.1. Alguns Resultados sobre Formas Quadraticas

Teorema 2.2 (JACOBI) Se para a forma quadrdtica
Alw,x) =Y agwizy,
ik

onde A tem posto r, as desigualdades

12 ...k
Dy=A 40 (k=1,2,...7) (2.4)
12 ...k

sao satisfeitas, entao o numero w de quadrados positivos e o numero v de quadrados nega-
tiwos de A(x,x) coincidem, respectivamente, com o nimero P de permanéncias de sinal e
o numero V de variacoes de sinal na sequéncia 1, Dy, Do, ..., D, e a signatura € dada
por

O=7T— 2V(1,D1,D2,...,Dr).

n

Defini¢ao 2.3 Uma forma quadrdtica A(z,z) = Zaikxixk ¢ chamada definida positiva
=

se, '

A(z,z) >0, para todo x # 0.

E possivel, através do método de Jacobi, representar uma forma quadratica A(x,z) da

forma
I8
Dy

Az, z) = Dr

X2 (2.5)
k=1

Utilizando a igualdade (2.5) obtemos o seguinte teorema.
Teorema 2.3 Uma forma quadrdtica € definida positiva se, e somente se,

D, >0,Dy>0,...D, > 0.

Teorema 2.4 Seja A(z,x) uma forma quadrdtica definida positiva. Se, para um certo

vetor v, vale (Av,v) =0, entao Av = 0.



2.2. Defini¢oes e Resultados de Analise

2.2 Definicoes e Resultados de Analise

Para uma melhor compreensao do Capitulo 4, fornecemos, nesta secao, as principais defini-
coes e resultados de andlise que serao ali utilizados. Para a demonstracao destes resultados

veja [7].

Defini¢ao 2.4 (FUNGAO INTEIRA) A fun¢ao f é chamada analitica em algum ponto zg
do seu dominio D se existir um p > 0 e uma série de poténcia F(z) = ag+ a1z + ..., com

rato de convergéncia maior ou igual a p, tal que

e a vizinhan¢a Nz, p) pertence a D, onde N(zy, p) € o disco centrado em zy e raio p;
e para todo z pertencente a N(zo,p), se h =z — zy, entdo f(z) = f(zo + h) = F(h).

Se f(z) é analitica em zy dizemos que f(z) é representada por F'(z) em N(z, p). Quando
o dominio de f é todo o plano complexo, dizemos que f é uma Funcao Inteira se f for

analitica em todo ponto z do plano complexo.

Teorema 2.5 Assuma que as fungoes f1(z), f2(2), ... fu(2),... sao inteiras e que elas con-
vergem uniformemente para uma fun¢ao f(z) em qualquer conjunto compacto do plano

complexo. Entao, a fungao limite f(z) € inteira.

Vale mencionar que os polindmios sao fungoes inteiras, desta forma segue do Teorema
anterior que se tivermos uma sequéncia de polinémios convergindo uniformemente para
uma fungao f(z) em qualquer conjunto compacto do plano complexo, entao f(z) é uma
funcao inteira.

Como no Capitulo 4 vamos estudar os zeros de certas funcoes inteiras que sao limites
uniformes de sequéncias de polindémios, cabe mencionar alguns resultados sobre zeros de

polinémios. O primeiro resultado é o conhecido Teorema Fundamental da Algebra.

Teorema 2.6 Todo polindmio p(z) nao constante de grau n com coeficientes complezos,

admite exatamente n zeros. Além disso, p(z) pode ser fatorado na forma

p(2) =an(z —2z1) ... (2 — zn),
onde a, € o coeficiente do maior grau de p(z) € zq,...2, S40 08 seus zeros.
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2.2. Defini¢oes e Resultados de Analise

Como consequéncia do Teorema Fundamental da Algebra temos as chamadas Relagoes
de Vieta, que relacionam os zeros z1, ...z, do polinomio p(z) = >_;_; an—z""* com seus
coeficientes a;. Tal relacao é a seguinte: Se definirmos o} como sendo as somas simétricas

dos zeros zy, ... z,, OU seja,

n n n
o1 = E 2j, Oy = g 2jz, O3 = g AZj%py . Op = 21,%2...%n,
j=1

l,j=1 l,3,p=1
entao

oy, = (-1)’?% k=1,...n. (2.6)

O préoximo teorema, conhecido como Teorema de Hurwitz, afirma que se todas as
fungdes de uma sequéncia {f,,(2)}5° possuem somente zeros reais, entao sua fungao limite

f(2) também tem somente zeros reais.

Teorema 2.7 Se os termos da sequéncia { f,(2)}° sao fungoes analiticas em um dominio
G que tendem uniformemente em G para a funcao f(z) nao identicamente nula, entao
qualquer vizinhanga suficientemente pequena de m zeros de f(z) pertencentes a G contém

exatamente m zeros dos f, para um indice n suficientemente grande.

O teorema seguinte garante que se um polinémio tem somente zeros reais, entao dois

coeficientes consecutivos do polindémio nao podem ser nulos.
Teorema 2.8 Se a equacgao
h(z)=co+crz+...c,2" =0

tem somente raizes reais e se co # 0, entao dois coeficientes vizinhos nao podem se anular.

Mais precisamente, se ¢, =0, 0 <r <n, entao c,_1c,11 < 0.
O proximo teorema garante a convergéncia de produto infinito de funcgoes.

Teorema 2.9 Uma condi¢io necessdria e suficiente para a convergéncia do produto [1°7 (1+

an(2)) € a convergéncia absoluta da série Y~ an(z).

Concluimos esta secao com dois resultados sobre polindmios com somente zeros reais,

o primeiro deles ¢ conhecido como Teorema de Malo-Schur.



2.2. Defini¢oes e Resultados de Analise

Teorema 2.10 Se os zeros do polindomio

q «
p1(2) :a0+fz+...ﬁzm
sao reais e 0s zeros do polindmio
pa(2) :ﬁo+éz+...+&z”
1! n!

sao reais e de mesmo sinal, entao os zeros do polinémio

o By o B

1 24+ ...+ o 2F

p3(z) = apfo +
onde k = min(m,n), sao reais.
Teorema 2.11 Uma condicao necessdria e suficiente para que o polindmio

o a an
p1(z) = ap + 1!z+... e

tenha somente zeros reais € que o polinomio

p1(D)2™ = apz™ + (T) a2 4L (m) apz"
n

tenha somente zeros reais para todo inteiro positivo m, m > n.
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Capitulo 3

Sequéncia de Sturm e Polinémios

Hiperbodlicos

Neste capitulo sao obtidas condi¢oes necessarias e suficientes para que todas as raizes de
um polinémio com coeficientes reais sejam reais. Além disso, dois outros novos resultados
sao estabelecidos, o primeiro propoe uma nova relacao entre os determinantes das chamadas
matrizes de Hankel e o segundo resultado fornece uma forma explicita para se calcular todos
os polinémios gerados pelo algoritmo de Sturm. Ambos os resultados estao fortemente
ligados e serao de grande importancia para concluir o resultado principal.

Iniciamos o Capitulo 3 falando sobre a sequéncia e o Teorema de Sturm.

3.1 Teorema de Sturm.

O Teorema de Sturm trata de um método para se calcular o nimero de raizes reais que
um polindmio com coeficientes reais possui em um dado intervalo qualquer (a,b), onde a e
b sao reais ou +oo.

Para enunciarmos o Teorema de Sturm, primeiramente vamos introduzir alguns resul-
tados e notacoes.

Considere a sequéncia de polindmios reais

Qn(2); @n-1(2), @n-a(2), ., Qu(2), Qo(2) (3.1)



3.1. Teorema de Sturm.

que possui as duas seguintes propriedades com respeito ao intervalo (a, b):

1. Para todo valor de z (a < z < b), se algum @Q,,(2) se anula, entao os dois polinémios
adjacentes Q,,—1(2) e Qm+1(2) tém valores diferentes de zero e sinais opostos, isto &,

para a < z < b segue que se Q,,(z) = 0, entao
Qm-1(2)Qm+1(2) <O.

2. A ultima fungao Qo(z) em (3.1) ndo se anula no intervalo (a, b).

A sequéncia de polindémios (3.1)é chamada de sequéncia de Sturm no intervalo (a, b).

Vamos verificar, agora, que se f(z) é um polindomio de grau n e f'(z) é a derivada de
f(z), entao sempre podemos construir uma sequéncia de Sturm iniciando com f(z) e f'(2).

Para gerar uma sequéncia de Sturm vamos aplicar o algoritmo de divisao de Euclides
para os polinomios f(z) e f'(z) a fim de encontrar o maximo divisor comum entre f(z) e

f'(2), e verificar que o processo de divisao de Euclides gera uma sequéncia de Sturm.

Teorema 3.1 Os polindmios obtidos pelo algoritmo de Euclides a partir dos polinémios

f(z) e f'(2),

f(z) = [(2)A(2) — Qu-a(2)
f'(z) = @Qn-a(2)A1(2) — Qu-s(2)
@Qn-2(2) = Qn-3(2)A2(2) — Qn-4(2)

Qnr1(2) = Quor(2)Ar1(2) = Quria(2)

Q2(2) = Qi(2)An—2(2) — Qo(2),
se, quando f(z) nao possui zeros miltiplos, formam uma sequéncia de Sturm.

Precisamos verificar que a sequéncia

f(Z), f/(Z), Qn—Q(Z)v ) Qo(z),

12



3.1. Teorema de Sturm.

gerada pelo algoritmo de Euclides, satisfaz as duas condigoes citadas na defini¢ao de sequén-
cia de Sturm.

Observe que, no processo de Euclides, tomamos os restos da divisao com sinal negativo.

Podemos notar também que os graus dos polinomios @Q,_,—1(2), 7 = 1,2,...,n — 1,
decrescem estritamente. A divisdo é repetida até obtermos o resto QQo(z) de grau zero, isto
¢, uma constante. Se esta constante ¢ nula, entao ()1(z) é o fator comum entre f(z) e f'(2).

Se esta constante é nao nula entdao f(z) e f'(z) nao tém fator comum diferente de
constante. Por exemplo, se f(z) nao tem zeros miltiplos, entdao f(z) e f'(z) nao tém
fator comum diferente de constante e, consequentemente, o algoritmo de Euclides produz
a sequéncia f(z), f'(2), Qn-2(2),...,Qo(2) com Qy(z) = const # 0.

Para demonstrarmos o Teorema 3.1 precisamos do seguinte resultado.

Lema 3.2 Seja f uma funcao que tem derivadas continuas até ordem k em uma vizi-

nhanca U do ponto c. Sejam

Entao, para todo £ > 0 suficientemente pequeno, temos
fle+e)f'(c+e) > 0,
flc—e)f'(lc—e) < 0.

Demonstra¢ao:O lema afirma que para qualquer raiz ¢ da equagao f(¢t) = 0, a fungao f e

sua derivada tém sinais opostos antes da raiz e mesmo sinal depois da raiz. A demonstragao
¢ baseada na formula de Taylor. Para todo h suficientemente pequeno, precisamente tal

que c+ h, ¢ —h €U, temos

P 170 o S0 Ve

fleshy = fle)+ = 2! (k—1)! K

onde # ¢ algum namero do intervalo (0, 1).

Analogamente,

1
G P A ORI

flleth) = fle)+ = 2! T



3.1. Teorema de Sturm.

onde 6; € (0,1). Como fY(c) =0 para j =0,...,k— 1, entdo
flc+n)  f®(c+06n) h

flc+h)  f®(c+6.h) K

Mas, f*)(t) # 0. De fato desde que f*)(t) é uma funcio continua, existe uma vizinhanca

U, de c tal que f®)(t) # 0 para todo ¢t € U;. Além disso, sign f*)(t) = sign f*)(c) para

todo t € U;. Em particular, para h suficientemente pequeno, temos

sign f®(c + 0h) = sign f¥(c+ 6,h).

Consequentemente,
. fle+h) .
sign ——= = sign h.
e Y
Assim, para h = ¢ e h = —¢ obtemos a afirmacao do lema. [ ]

Vamos agora demonstrar o Teorema 3.1.

Demonstragao. Seja (a,b) um intervalo dado. Vamos, inicialmente, supor que f(z)
nao tem raizes multiplas no intervalo (a,b). Mostremos que Qy(z) # 0 em (a,b) se, e
somente se, f(z) nao tem zeros multiplos em (a,b). De fato, se f(z) tivesse um zero &
com multiplicidade p em (a,b), entdo £ seria um zero com multiplicidade (p — 1) de f'(z)
e, consequentemente, f(z) e f’(z) teriam um fator comum, (z — &)*~!, com & € (a,b).
Reciprocamente, se f(z) nao tem raizes multiplas em (a,b), entao o fator comum entre
f(2) e f'(z) ndo tem raizes em (a,b), pois Qo(z) é uma constante nao nula.

Seja f(c) = 0. Entao, pelo Lema 3.2, f(c—¢) e f'(c — ) tém sinais opostos para todo
e > 0 suficientemente pequeno.

Agora, considere Q),,_,(¢) = 0 paraalgumr = 2,... , n—1. Entao, Q,_,_1(c) e Q,_,41(c)
sao diferentes de zero e, além disso, Q,,—,_1(c) e Qn_,+1(c) tém sinais opostos.

Estas afirmacoes sao consequéncias imediata da relagao

Qn—r—l(z) - Qn—r(z)Ar—l—l (Z) - Qn—r—l—l('z)v

pois para z = ¢, como @, _(c) = 0, segue que Q,_,_1(¢c) = —Qn_r41(C).
Se supomos que um destes dois nimeros é zero, entao, pela relacao de recorréncia,

gerada pelo algoritmo de Euclides, obtemos

@n—r-1(¢) = Qu-r+1(c) = ... = Qu-a(c) = f'(c) = f(c) = 0.
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3.1. Teorema de Sturm.

Assim, c seria raiz multipla de f(z), o que leva a uma contradigao.
O fato de Q(z) # 0 em (a,b) & uma consequéncia da observacao feita de que se f(z)
nao tem raizes multiplas em (a,b) e, entdo, Qy(z) é uma constante diferente de zero.

[sto mostra que a sequéncia

f(2), F(2), Qn-2(2), ... Q1(2), Qu(2),

gerada pelo algoritmo de Euclides, ¢ uma sequéncia de Sturm.

Agora, se (Qp(z) é uma constante nula, isto é, f(z) tem zeros multiplos no intervalo
(a,b), entdao @Q,,(z) é o fator comum nao somente de f(z) e f'(z) mas também de toda a
sequéncia f(2), f'(2), Qn_2(2),...,Qm(2) gerada pelo algoritmo de Euclides. Desta forma,
a sequéncia gerada pelo algoritmo de Euclides nao gera uma sequéncia de Stum. Para resol-
ver este problema basta dividir toda a sequéncia pelo seu fator comum @,,(2) e considerar

a nova sequéncia
fz)  f'(2) @noalz) @maa(2)
Qn(2) Qm(2)" Qm(z) =" Qu(2)

que é uma sequéncia de Sturm.

717

Portanto, o algoritmo de Euclides sempre, gera uma sequéncia de Sturm independen-
temente do polinémio f(z) possuir ou nao raizes multiplas. [
A seguir, vamos definir o que é nimero de mudanca forte de sinal de uma sequéncia,
para que, em seguida, possamos demonstrar o Teorema de Sturm que relaciona o nimero

de raizes de um polindmio com o nimero de mudanca forte de sinal na sequéncia de Sturm.

Definigao 3.1 Por S~ (ay,...,a,) denotaremos o numero das mudangas fortes de sinal na
sequéncia o, , ..., 0. Em outras palavras, este € o niumero de pares da forma (+,—)
ou (—,4) na sequéncia obtida por ag, o, ..., o, descartando-se os zeros da sequéncia e

b

substituindo-se todo numero positivo c; por” +7 e todo nimero negativo por —.

Por exemplo,
S7(-5,6,4,0,—1,2) = 3.
Vamos denotar por S™(z) o nimero das mudangas fortes de sinal na sequéncia de Sturm,
isto é,
S7(2) =57 (f(2), f'(2), Qn-2(2), - . -, Qo(2))-
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3.1. Teorema de Sturm.

Por S~(a) e S7(b) vamos entender como sendo, respectivamente, S~ (a + €) e S™(b — ¢)

onde € é tal que nenhum elemento da sequéncia

f(2), '(2), @n2(2), .., Qo(2)

se anula no intervalo (a,a + €] e [b —€,b).

Agora, podemos enunciar o Teorema de Sturm.

Teorema 3.3 (Sturm). Seja f(z) um polinémio algébrico arbitrdrio de grau n, que nao

tem raizes miltiplas em (a,b). Entdo, o nimero de zeros de f(z) em (a,b) € igual a

S™(a) — S=(b).

Demonstra¢ao. Vamos acompanhar a variagao do nimero S~ (z) de mudangas fortes de
sinal na sequéncia de Sturm quando z se move de a até b. Desde que todas as funcoes desta
sequéncia sao polindémios algébricos e, portanto, sao funcoes continuas, entao a mudanca
do nimero S™(z) pode ocorrer somente quando z passa por uma raiz de uma das fungoes
f(2), f'(z), Qun_a(2), ..., Qi(z). Vamos supor que ¢ € (a,b) e @Q,(c) = 0. Entao, para
e > 0 suficientemente pequeno, pelo Lema 3.2, f(c —¢) e f'(¢ — ) tém sinais opostos, e
f(c+e¢)e f'(c+e) tém o mesmo sinal. Consequentemente, entre f(z) e f'(z) existe uma
mudanca de sinal antes de c e esta mudanca desaparece depois de c. Em outras palavras,
o nimero S~ (z) diminui de um quando z passa pela raiz de f(z).

Vamos observar o que acontece quando z passa por uma raiz de @,_,(z) para algum
r=2,...,n— 1. Seja, entdo, Q,_.(c) = 0. Neste caso, pela Propriedade 1 da sequéncia
de Sturm, Q,_,1+1(c) # 0, Qn_r_1(c) # 0 e Qn_rs1(c)Qn_rr1(c) < 0. Isto significa que
Qn—r11(¢)Qn_rs1(c) < 0 para todo z em uma vizinhanga suficientemente pequena de c e,

portanto,
S_(Qn—r—f—l(z)a Qn—r(z)a Qn—r—l(z)) =1

para todo z desta vizinhanca. Isto mostra que quando z passa por um zero de uma
funcao intermediaria da sequéncia de Sturm o nimero de mudangas S~ (z) nao muda.
Assim, mostramos que S~ (z) diminui de um somente quando z passa por um zero de

f(2). Consequentemente, o nimero de mudangas de sinal que se perde quando z percorre
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3.2. Relacao entre os determinantes das matrizes de Hankel

o intervalo (a,b) é exatamente igual ao numero de raizes de f(z) em (a,b). Suponha que
S~ (a) = meque f(z) possua k zeros no intervalo (a, b). Pelas conclusoes anteriores quando
z estiver em b a sequéncia S~ (z) perde k mudancas de sinal, ou seja, S™(b) = m—k. Assim,
S~(a) — S~(b) = k, o que completa a demonstragao. u

Vale observar que a demonstragao do Teorema de Sturm foi baseada somente nas duas
condicoes para que uma sequéncia seja sequéncia de Sturm. Desta forma, o Teorema de
Sturm sempre é valido toda vez que dois polindmios gerarem uma sequéncia de Sturm.
Também é importante notar que para polindmios com raizes multiplas no intervalo (a, b)
uma modificagdo natural do Teorema de Sturm é valida. De fato, se f(z) tem raizes
miltiplas em (a,b), entao f(z) e f'(z) tem um fator comum @,,(z), que nao é constante e

também é fator comum de @, _2(2),...,Q1(z). Como foi visto anteriormente, a sequéncia

f(z)  f'(2) Qua(2) Qa(2)
Qm(2) Qm(z)" Qm(z) = Qm(2)

¢ uma sequéncia de Sturm.

1

Assim, pelo Teorema de Sturm,

(@ F@ Qe o (@) Qo) Q)

o=5 <Qm<a>’@m<a>""’@m<a>’1) ° (@mw)’ @m<b>"”’@m<b>’1)
i)
Onl?)

contar suas multiplicidades.

¢ o nimero de raizes de em (a,b), isto é, o namero de raizes de f(z) em (a,b) sem

3.2 Relacao entre os determinantes das matrizes de Han-

kel

Nesta se¢ao, primeiramente estabelecemos uma nova relacao entre os determinantes das
matrizes de Hankel, cujos elementos sao exatamente os coeficientes de uma série de po-
téncias dada. Como consequéncia, caracterizamos todos os coeficientes de maior grau dos
polindémios gerados pelo algoritmo de Sturm em termos destes determinantes de Hankel.
Para este proposito, vamos definir o que é o determinante de uma matriz de Hankel
e fazer algumas observagoes relacionadas ao algoritmo de Euclides, que serao uteis para

demonstrar os novos resultados.
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3.2. Relacao entre os determinantes das matrizes de Hankel

.~ . . So , 51, S2 ..

Definicao 3.2 (Determinante de Hankel.) Seja F'(z) = — + — + — + ..., uma série
z 0z z

de poténcias negativas com coeficientes reais. Para inteiros arbitrarios n e k maiores ou

wguals que zero, definimos os determinantes ngn) por

Sn Spn41 - -0 Sntk—1
Sn+1 Sp+2 .- Sn+k
a" = L k=1,2,...
Sntk—1 Sntk - Snt2k—2

Estes determinantes sao chamados de determinantes de Hankel associados com os coe-
ficientes da série de poténcias F'(z).
Seja {Qni1_r}"F uma sequéncia de polindmios, onde @4, é um polindémio de grau

exatamente n + 1 — r, e a sequéncia é obtida a partir do algoritmo de Euclides, isto é,

Qn-i—l—r(z) Q"_l_r(z)

WIO&TZ—FﬂT—W, 7’:1,2,...,71,—1, (32)
com Qn(2) = f(2), Qu-a(2) = f'(2) e
n+l-—r
Quii—r(z)= Y ¢z =12 n+1. (3.3)
j=0

Observe que, de (3.2),

Qni1-r(2) + Qno1-+(2) = (2 + 3:)Qn—r(2).

Logo, em ambos os lados da igualdade acima, temos um polindémio de grau n + 1 — r.

Assim, igualando os coeficientes de maior grau de ambos os lados, obtemos q(()r) = arq((]T+1),
ou seja,
a, = qér)/q(()rﬂ), r=1,2,...,n. (3.4)

Podemos escrever (3.2) da forma

Qn-}—l—r(z) 1 1
Tt 4 B — ———— = apz + B — : 3.5
Qn—r(z) ﬁ 7Qn77'(z) 6 Q12 + ﬁr’-ﬁ-l — Q.- } [€) ( )
Qn—1-r(2) e

18



3.2. Relacao entre os determinantes das matrizes de Hankel

o (z
Continuando este processo, obtemos a seguinte expressao para M em forma de
Qn—r+1(z>
fracao continua
1 1 1
Qn—r(2)
= _, (3.6)
Qn—i—l—r(z)
O‘rz—i_ﬁr - O‘r—i—lz—i_ﬁr—l—l - = anz—i_ﬁn
parar =1,2,...,n.

Agora, enunciamos o primeiro resultado desta se¢ao, onde relacionamos todos os deter-

minantes de Hankel associados a uma dada série de poténcias.

Teorema 3.4 Com r fizo, suponhamos que as séries F.(z) = >, cl(:)/z"“r1 e Fri(z) =

oo (r+l) / k41 .~ :
Yoo Cr /2T sao tais que

1 ™ T
) V24 Y B (). (3.7)

Se os determinantes de Hankel H" sdo definidos por

) e?
HO_1 O Al o7 . o)
o) ),
entao
H}T“):#H}Qb i=1,2....n—r+1. (3.9)

[y

Demonstra¢ao:Multiplicando a igualdade (3.7) por F,.(z) obtemos

r r r r+1 r+1
1= <£+£+£+> (c(_’“;l)z+c(_rl+1)—£—(jg—2)—...>.
z z

1

Igualando os coeficientes em ambos os lados, de 1, 27! e 272 obtemos o seguinte sistema

1 = c(()r)c(f; 2
0 = 7 4 el
0 = D 4 D) _ 0 4D
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3.2. Relacao entre os determinantes das matrizes de Hankel

E facil ver que, do sistema acima,

. ) e
r+1 r+1 r+1
H, [H, 2 [H,
Como ¢ = H"Y | comparando a tltima expressdo sobre ¢/t em (3.10), obtemos
., H(T)
H{Y = ——. (3.11)
[H TP

Assim, em (3.7), é importante que c((f) = Hl(T) # 0. Além disso, de (3.11), concluimos que
c((fﬂ) = Hl(Hl) £ 0 se H2(T) £ 0.

Sejam os polinémios

J J—1
B](T)(z) = Z B e AY)(Z) = Z a1
1=0 =0

7=12...n—1r+1, definidos através das formulas de recorréncia
A (2) = (o142 + Brora) A (2) — AVy(2),

j=23,...n—r+1, (3.12)
B (2) = (ar11jz + Broriy) By (2) — BYy(2),

com
AV =0, A=) =1, B(z)=1e BV(2) = avz + B..

Podemos calcular explicitamente o coeficiente de maior grau, b(()r’j ), visto que, aplicando

sucessivamente a relagao para os Bj, obtemos a seguinte expressao

BJ(T) (2) = (Oér—1+jz+6r—1+j)(04r—2+j2+5r—2+j) cee (Oér+12+ﬂr+1)(BY) (2)+ BoT)(Z)) +H(2),

onde H(z) é um polinémio de grau menor que j, o que nao influencia no coeficiente de

maior grau. Logo, da igualdade acima, utilizando o fato que BY)(Z) = .z + [3,, obtemos

J
(rj) _
bo - H Q141+
=1

Como a relagao de recorréncia para os Agr)(z) ¢ a mesma, podemos encontrar o coefi-
ciente de maior grau dos Ag-r)(z) utilizando o mesmo raciocinio. A unica diferenca é que
AP (2) = 1. Logo,

a? =5 Ja. (3.13)
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3.2. Relacao entre os determinantes das matrizes de Hankel

Para a fungao racional Agr) / B](r), vale

AT (5 1 1
J()( ) = (3.14)
B;"(2)
J orz + 67" — T Q1442 + ﬁr—l—l—j
para j=1,2,....n—1r+ 1.
Fazendo j =n —7r+1 em (3.14) e comparando (3.14) com (3.6), obtemos
A n(2) . Qu(2)
BS"_)Hl(z) Qn—r+1 (Z)
Utilizando a igualdade acima e (3.2), concluimos que
B (. AT,
Z:;l():ozrz+ﬂr J(T() j=1,2,...,n—r. (3.15)
A (2 B ()

Das relagdes de recorréncias (3.12) para Ay)(z) e BJ(-T)(Z), temos a seguinte identidade

AN (2)B(2) — AV (2)BY), (2) = 1.

A prova desta afirmacao segue diretamente por indugao sobre j. Utilizando a afirmacao

acima, temos que

A(T) e A(r) 5 1 ] |
](:)1( ) N ](T’)( ) - (r) (r) - ~J('r) ~2j+1 + 0 ((1/2)2]+2) )
Bji(2)  Bj'(2)  Bjn(2)B; (%)
para j =0,1,...,n —r, onde
NONEE. o1 -
o _b(r,l)%(]’ U —W#O, J=1...,n—r (3.16)
0 o Y%

Portanto, os termos das expansoes em série das fun¢oes racionais Ay) / BJ(»T) sucessivamente

coincidem com mais e mais termos de uma série de Laurent. Seja esta série F,.(z). Logo,

2j+2 - B
By Z HO(1/2)77), =1 on—r+1, (3.17)

onde os valores de ’y](.r)

de f?,(f)

,para j = 1,...,n—r, sdo como em (3.16) e, por enquanto, o valor

++1 € desconhecido.
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3.2. Relacao entre os determinantes das matrizes de Hankel

Temos, entdo, de (3.17), que

1

Bj(r)(z)Fr(z)—Ag.r)(z):%()ﬁjt()((l/z)j“), j=1,...n—r+1,  (3.18)
onde% —b(”% s i=1,...,n—r+1
Comparando as poténcias de 2771 2972 ... 2,1 em (3.18), obtemos
(D) )
TN NN OIS COR )
(3.19)
AP B D) = )
Similarmente, igualando os coeficientes de pt %, co Zjl_l (3.18), segue que
WD A L D )
A0 ) AR DB =0
(3.20)
D A ) D e
N N N 1Y O RN

para j=1,2,....n—r+ 1.
Observe que, da primeira equacao dos sistemas (3.19) e (3.20) fazendo j = 1, obtemos

e

oy = b = % e B =Y = R (3.21)
De (3.10) e (3.21), concluimos que
c(j;” =, e c(_rfrl) = 5. (3.22)
Aplicando a regra de Cramer para b(()r’j ) a0 sistema (3.20), obtemos
WOHD, =7 HD =12 0+ (3.23)
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3.2. Relacao entre os determinantes das matrizes de Hankel

Além disso, substituindo a ultima equagao do sistema (3.20) por

bg-r’j) + zbg-r_’jl) oo 2T Al = BJ(T)(Z)

e aplicando a regra de Cramer para b((f’] ) 20 novo sistema linear, obtemos

— C(()T) Cgr) Cy—)1 Cy) q
e cy) c§21

by = 1B} (2)
DA g &,
1 2 2L

Entao, para que F,.(z) seja a série que satisfaz (3.17), devemos ter
(r) C_
H;7 #0, para j=1,2,...,n—7r+1.

Da expressao (3.13) e da primeira equacao do sistema (3.19), segue tambem que

I
_:%:% i=1,2,....n—r+1. (3.24)
ar bOT‘J HOT‘

Utilizando o fato de que %(»r) = bg’j)&y) e a igualdade (3.23), obtemos

HY
7 = J(+)1 i=1,2,...,n—r+1. (3.25)
Hj
. B} (2)
Multiplicando (3.17) por OIS obtemos
A7 (2)Fr(2)

(r) (r)
By 1 _ B 1 [ 1 +0((1/2)72) |, (3.26)

_ J
(r) G J 2j+1
AV(z)  E(z) AV () B (2) %

7=1,...,n—r+ 1. Portanto, supondo Hl(r) # 0, o produto que esta fora dos colchetes

do lado direito da dltima expressao é

J

(r) rJ) T c
A; (z) Fr(2) (agyﬁ)zy—1+...+a§vﬂ>)(o )

BY(z) 1 b2 4 )




3.2. Relacao entre os determinantes das matrizes de Hankel

isto é,
Bj(»r)(z) I bg’])z2 - 22 N
AP B o)) (cf)?

Da tltima expressao e de (3.26), obtemos

B 1 a0 1 .
A0 F@ g o)

J

Subtraindo (3.7) de (3.15) e usando a ultima relagao, concluimos que

A(»T—"_l) (Z) ,?(7") )
Fr(z) — 2222 = b ) — e = B+ —2——— + 0 ((1/2)¥),
-GN e O

para j = 2,...,n —r + 1. Portanto, de (3.22), temos

(r+1) ~ ()
A (2) T 1

Fo(z) — = L L 0((1/2)%1?), (3.27)
+ B§r+1) (Z) (C(()T)>2 ~2j+1 ( )
para j =1,...,n—r. Como em (3.17), se escrevermos
A(-T+1) (Z) 1 '
J _ ~r+1) 2542\ _
FTH(Z)_B(.Tl)(z)_ j Z2j+1+0((1/Z)J ),j—l,...,n—r,
j

onde, de (3.27),

:y]('r+1) _ (7(3‘:;;2 7 (3.28)
)

entao segue, das igualdades em (3.24), (3.25) e de (3.28), que

r+1 (r+1) ~(7) (r)
L Hy Y Hy o S0+ Vit 1 Hip
r+1)’ r+1) 1 - r - r r)
e H () (H)2 Y,
para j =1,...,n —r. Isto implica em

(r+1) 77 (r)
() _ Hy 7 Hi
J+

(H{")2 1Y,
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3.2. Relacao entre os determinantes das matrizes de Hankel

Se aplicarmos sucessivamente a relagao acima para H ](TH), vamos obter
(r+1) p7(r)
gD H; Hj/y

J+1 r r
()2 17,

(r+1) pr(r)
O Hiy 7 Hi
J

(HIT)>2 HJ(T)

(r+1) 77(r)

HH
j—1 r r
(H{"2 H",
r+1 r
gy - A HY
(H{")2 1"

Observe que, na multiplicagao de todos os termos, H j(':-)h que aparece no denominador da
primeira igualdade acima, se cancela com H ](:)17 que aparece no numerador da segunda
igualdade. Da mesma forma o termo H ]@, que aparece no denominador da segunda igual-
dade, se cancela com o termo HJ(T) no numerador da terceira igualdade. Estes termos
seguem cancelando-se até a tltima igualdade ficando apenas os termos (HI(T))2 no denomi-
nador e o termo H;:)Q. Como aplicamos j vezes este processo, concluimos que

eey  HTY Hi'y

T e

. H : :
Finalmente, como, por (3.11), temos que Hl( = (2”]3, segue, da igualdade acima, que
1
HY

(r+1) _ j+2 _ .

j+1r [Hl(r)]2j+37 J 17 <oy r
Portanto,

1
7 A —— ) j=L12....n—r+1
J r . Jj+1 ) 4y )
[

Observe que, se H]m # 0, para j = 1,2,...,n —r + 1 entdo H;TH) £ 0, para j =
1,2,...,n—r.
Concluindo, se Fi(z) = > -, c,(:)/zkﬂ ¢ uma série tal que H](l) #0,paraj =1,2,...,n,

entao, para r =1,2,...,n, temos
(r) . _
H;7 #0, para j=1,2,...,n—r+1

25



3.2. Relacao entre os determinantes das matrizes de Hankel

Observe, também, que, se Hf(,%) = 0, entao H,S:)_TH =0parar=1,2,...,m.

Como consequéncia direta do Teorema 3.4 podemos enunciar o seguinte lema.

Lema 3.5 A relagao

r r— r—p)]— r— r—p)]— r— r— —1)p—1 r— —_1)p
Hl()_H( p)[HIg p)] S[H( ID)]4[H( ID)] 4[H( ID)]4.”[H2( p)]4( 1) [Hl( p)]4( 1) (3.29)

— Hpt1 p—1 p—2 p—3

¢ valida para todo r,p € N com r > p, onde p é o niumero de passos ao aplicar sucessiva-

mente a relacao

HY
7S p— A (3.30)
Lo P

Demonstra¢ao: Seja j = 1 fixo e vamos aplicar a formula (3.30) p vezes. A demonstracao

serd feita por indugao sobre p. Para p = 1, (3.29) segue diretamente da rela¢ao (3.30)
fazendo j = 1. Suponha que (3.29) seja valida para p, mostremos que é valida para p + 1.

Aplicando a relagao (3.30) para cada termo de (3.29), obtemos

-3 4 —4
g(r—r=1) g(r—r=1) —p— (r—p—1)
Hl(r) ptﬂp |: pth :| [ Hzgf p—1) Hpilp o
[

L N [ e e I IR T
. ) (3.31)
H{ Y e Hy P B
[Hy D) [H{ ) ’
ou seja,
r r—p—1 r—p—1)1— r—p— r—p—1)1— r—p—1)14(—=1)P r—p—1)1m
HY = Hy V) I VPO T (3.82)
Observe que
m = 4{—(2p—1)+(2p—3)—(2p—5)+(2p—7)+. .. +5(=1)P+3(=1)*"'}+3(2p+1)— (2p+3),
ou seja,
m=4{-2p—1)+2p—3)—2p—5)+2p—T7)+ ...+ 5(=1)? + 3(=1)*"" + p}.

Colocando (—1)P*! em evidéncia, temos que

m=4(=1)P"{83-5+7-9+...+(=1)"2p—1)+ (=1)""'p}.
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3.2. Relacao entre os determinantes das matrizes de Hankel

Para completar a demonstragdo basta mostrar que {3 —5+7—-9+ ...+ (—1)?(2p —
1) + (=1)P"'p} = 1. Observe que

B3—5+T—. . +(=1)2p—1)+(-1)P"'p=3+T7+11+..) = (5+9+13+...) +(=1)""'p.

- - 7
g '

S S

Assim, temos a diferenca de duas progressoes aritméticas de razao 4.
Observe que se p é impar, entdao S e S tém o mesmo ntmero n de termos e, além disso,

p=2n+ 1. Assim,

S_S+ (=1)P ' p=[(1+2n)n] — [(3+2n)n] + (—1)"*'p = —2n + p.
Como p = 2n + 1, segue que
{3—-5+7—9+...4+(=1)P2p—1)+ (=1)P"p} = 1.
Se p é par, entao S tem um termo a menos que S. Além disso, p = 2n e, assim,
S—S+ (=) p=[1+2n)n] —[2n+D(n—1)]+ (-1 'p=2n+1—p.

Como p = 2n, segue que

{3—-5+7—9+...4+(=1)P2p—1)+ (=1)P"p} = 1.

]
Aplicando o Lema 3.5, obtemos o seguinte corolério.
Corolario 3.1 A relacao
Hy = HOWED D ) D) PO e (333)
€ valida para todo r € N,
A demonstracao segue diretamente de (3.29) fazendo p =r — 1. n

O seguinte teorema fornece uma forma de calcular todos os coeficientes de maior grau
dos polinémios gerados pelo algoritmo de Sturm em termos dos determinantes das matrizes

de Hankel.
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3.2. Relacao entre os determinantes das matrizes de Hankel

Teorema 3.6 Seja {Q,1-, 'Y, uma sequéncia de polinémios obtidos a partir do algo-
ritmo de Sturm, com Qn(z) = f(z), Qn-1(2) = f'(2) e f(z) € um polinémio sem zeros

maultiplos. Em outras palavras,

Qn—}—l—r(z) Qn—l—r(z)
Y —ar 4 B - 2 r=1,2,...,n— 1. 3.34
e e (3.34)

Se,
n+l—r
Qni1—r(2 Zq] T =12 n 1,
entao, para r =1,2,....,n+1,
r 1 1) 1— 1 1) 1— 1 1 —_1)r—1 1 —1)"

a0 = TS TSP D POV P (3.39)

Demonstra¢ao: A prova serd feita por inducao sobre r. Para r = 3, temos, de (3.4),

) Qél) 1

qdy = = .
Q0o Q0

Utilizando as relagoes (3.24) e (3.30), segue que

Hy"
1
Hl( )]3

3 1 2 1 1)1— 1
W = HOR = 1O _ g0,

Suponha que (3.35) seja valido para r. Mostremos que é verdadeiro para r + 1. Segue,
de (3.4) e (3.21), que
qér—l—l) _ Hl(r)q(()r)

Utilizando a hipotese de indugao para q((]r), temos

r+1 1 1 1 D12(=1)"
a0’ = IS D) [P

Aplicando o Corolario 3.1 para H 1(T), segue que

qér—l—l) _ H(l)[H(l)l]_2[H(1)2]2[HT(,1)3] [H(l ]2( 1)+t

T

]
Na proxima secao vamos obter uma relacao entre os determinantes das matrizes de
Hankel e os determinantes das matrizes de Hurwitz, com o proposito de dar uma nova

versao do Teorema 3.6.

28



3.3. Relacao entre os determinantes das matrizes de Hankel e de Hurwitz

3.3 Relacao entre os determinantes das matrizes de Han-

kel e de Hurwitz

[niciamos esta secao com a definicao de matrizes de Hurwitz relacionadas aos polinémios
f(z) eg(z).
Definicao 3.3 Considere os polinémios com coeficientes reais

f(z) = a,z" + an—1zn_1 +...+tamz+aqo (an = 1)’
g(2) = bz + by 12" bz + by

A Matriz
by bp-1 by ... by ... 0 0 O
an Gp—i1 Qp—o ... ag 0 ... 0 O
0 by, by ... by by ... 0 0
Hon (g, f)=1| 0 a, apn1 ... ag ao O 0
0 0 by, ... by b by 0
0 0 0 ... by ... by by Dby

¢ chamada matriz de Hurwitz de f e g de ordem 2n — 1.

Vamos denotar por

1 ... 2r—2 2r — 1
1 ... 2r—2 2r—1+1

Hy (g, f)

a matriz de ordem 2r — 1 formada pelas primeiras 2r — 1 linhas e pelas primeiras 2r — 2

colunas mais a coluna de indice 2r — 1 +1 de Hs,_1(g, f). Desta forma, definimos

1 ... 2r—2 2r — 1
I I
v;r?—l = v;r?—l
1 ... 2r—2 2r—1+1
como sendo
1 ... 2r—2 2r —1
det ng_l(g, f) (336)
1 ... 2r—2 2r—1+1

, 0 . . o
e por Vo._1 0 determinante Vér)_l, que € exatamente o determinante do menor principal

de ordem 2r — 1 da matriz Ha,1(g, f).
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A seguir forneceremos uma relacao entre os determinantes de Hurwitz e os determinan-

tes de Hankel. Tal relagao se encontra no livro de Gantmacher [6].

Teorema 3.7 Sejam

f(z) = Zan_jzn_j, a, =1
=0

e
g(z) = an_jzn_j.
§=0
Considere
g(2) So 81
F(s) = —g 4+ 22 3.37
(Z) f(Z) 81+Z+Z2‘|‘ ( )
Entao, temos que
Vo =H" (p=1,2,...), (3.38)

onde Va, € o determinante do menor principal de ordem 2p da matriz de Hurwitz Ha,—1(g, f)

e H;,(,O) ¢ o determinante de Hankel associado a F(z) definido em 3.2.

Demonstra¢ao:Se multiplicarmos ambos os lados da igualdade (3.37) por f(z), temos que

So S1
92)=f)(s1+—+—5+...).
z oz
Igualando os coeficientes das poténcias de z, obtemos

anS_1 = b,
ApSo + Ap_15-1 = by
(3.39)
ApSp—1 + Qp_15p—2 + ...+ aps—1 = by
ApSt + G181+ ..+ apS—pn =0 (t=n,n+1,...).
Usando o sistema acima, obtemos uma expressao para os seguintes determinantes de

Hurwitz de ordem 2p
Vo = Ty Ay, (3.40)

onde
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Ap  Gp—1 Ap—2 A2p—1
bn bn—l bn—2 b2p—1
~ 0 ap  Qp—1 .. Q2
VQP = det ! e y
0 by bpo1 ... boypo
1 0 0 0
S_1 So S1 ... Sop-2
0 1 0 0
T, = det
0 S-1 So --- S2p-3
e
Qp  Ap—-1 Ap—2 ... G2p—1
0 Qp An—1 A2p—2
0 0 a Aoy
A, = det ’ s
0 0 0o ... a,

Observe que %gp ¢ o determinante do menor principal de ordem 2p da matriz de Hurwitz
trocando suas linhas, ou seja, Vs, = det(Hay(f, g)).
A relagao (3.40) é valida, pois, do sistema (3.39), temos

1 0 0 ... 0 (p  (p—1 Qp_ ... A2p_1
S_1 So S1 ... Sop—2 0 Qp, Qp—1 .. Q2p—2
0 1 0 0 0 0 ap, (2p—3
H2p(.fa g) = .
0 S-1 S0 ... S2p-3
0 0 0 n,

31



3.3. Relacao entre os determinantes das matrizes de Hankel e de Hurwitz

Agora, como a matriz do determinante A, é triangular superior, temos que A, = (a,)*.
Para calcular 7}, vamos transpor todas as linhas que contém os vetores unitarios e; =
(0,0,...,1,0,...,0) para cima. Como a matriz é de ordem 2p, temos entao que transpor
p — 1 linhas. Sabendo que, ao trocar duas linhas consecutivas de um determinante, tal

determinante fica multiplicado por (—1), temos entdao que ao transpor todas as linhas

e; para cima o determinante 7, fica multiplicado por (—1)p(p§1), pois temos que fazer

1+2+...4p—1trocas de linhas consecutivas. Logo,

1 0 O 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
p(p—1) 0 O 1 0 0 0 0
T,=(-1) de
S_1 S0 S1 Sp—1 Sp Sop—2
0 S_1 So Sp—2  Sp—1 Sop—3
0 0 0 S_1q S0 Sp—1

Sp—1 Sp S2p—2

p(p—1) Sp—2  Sp—1 S2p—3
T,=(-1) det :

S0 S1 cee Spe1

pois um dos blocos é exatamente a matriz identidade. Transpondo todas as linhas do

determinante acima para transformar 7, no determinante da matriz de Hankel precisamos

. (r—1)
novamente multiplicar 7}, por (—1)""2 Y. Desta forma, obtemos que

S0 S1 ... Sp-1
S1 So ... Sp (
_ — 77(0)
T, = = H
Sp—1 Sp S2p—2
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Logo,
S0 S1 Sp—1
s s s
1p.Ap = (an)2p ' ’ 8
Sp—1 Sp ... S2p—2
Assim, da igualdade (3.40), segue que
%Zp = (an)QpH,S” = HIEO) (p=1,2,...), (3.41)

pois a, = 1.

Como nosso objetivo é considerar sequéncias de Sturm geradas a partir do polinémio
f(2) e de sua derivada f'(z), vamos considerar, primeiramente, g(z) um polindomio de grau
n—1. Como ¢(z) tem grau n — 1, isto implica que b, = 0 e, portanto, ao substituir a,, = 1

e b, = 0 nas entradas da primeira coluna de 621,, concluimos que
%2]) - v2p—1'
Segue, de (3.41), que
Vo1 =HY (p=1,2,...). (3.42)

Substituindo (3.42) em (3.35), obtemos diretamente uma nova versao do Teorema 3.6

que é a seguinte.

Teorema 3.8 Seja {Qni1_, "1, com Q, = f e Qu_1 = f' uma sequéncia de polindmios
obtidos a partir do algoritmo de Sturm, onde Q,i1_, $ao polindémios de grau exatamente

n+1—r, com f nao tendo zeros multiplos. Isto €,

Quirld) g Qe g

Qn_r(Z) Qn—r(z) ’

Se denotarmos
n+l—r

Qni1-(2) = Z q](-T)Z"H_’"_j, r=1,2,...n+1,
§=0
entao
0 = [Var_s) 2 [Var ! [Var—o] 2[Var_11)?. .. [Vs]2 0V [V, 200V, g (3.44)
parar =2,3,...,n+ 1.
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Na proxima secao daremos uma versao mais geral do Teorema 3.8, fornecendo nao
somente os coeficientes do termo de maior grau dos polindmios do algoritmo de Sturm,

mas, também, todos os outros coeficientes.

3.4 Polinémios de Sturm e Determinantes de Hurwitz.
Utilizando o algoritmo de Sturm, iniciamos esta se¢ao com o seguinte lema.

Lema 3.9 Aplicando o algoritmo de Sturm para f(z) e f'(z) obtemos que os restos Qn—,(z), r =

2,3,...n, sao dados por

Qn—r(2) = My (2) f(2) + No(2) f'(2), (3.45)
onde M, € um polinémio de grau r — 2 e N, um polinémio de grau r — 1.

Observacao: Apesar de, pela afirmacao deste lema, o polinomio do lado direito ser
aparentemente de grau n + r — 2, seu verdadeiro grau é n — r. Isto é devido ao fato de os
coeficientes das poténcias de 2/, j =n —r+1,...,n+7 — 2, se anularem.

Demonstracao: A prova serd feita por inducao sobre r. Para r = 2 observe que, ao aplicar o
(1)
z
algoritmo de Sturm para os polinomios f e f/, temos que f(z) = (— + q1_2> I'(2) = Qu_al(2).
no n

Isto é,
Qual) = —1+ 2+ 80) pio)
noo(z)=—f(z -+ = Z),
2 n  n?
(1)
onde My = —1 e Ny = (% + qnl—z) sao polinomios de graus respectivamente r — 2 e r — 1.

Suponha valido para r e mostremos que é verdade para r + 1.

Aplicando o algoritmo de Sturm para os polinomios Q,,_,_1(z) e @,_.(z), obtemos

Qn—r—l(z> = lr(Z>Qn—r(Z> - Qn—r—l—l(z)u

onde [,.(z) é um polinomio de grau 1. Utilizando, na igualdade acima, a hipotese de indugao

para Q,_.(2) € Qn_r+1(2), temos

Qn-r-1(2) = l:(2)(My(2) f (2) + Ne(2) f'(2)) = (My-1(2) £ (2) + Naa(2) f(2)),
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ou seja,

@n-r-1(2) = (L:(2)M;(2) = Myr—1) f(2) + (1:(2)No(2) = Np—a1(2)) f'(2)

= M,11(2)f(2) + Neja(2) f'(2),
L-(2)M,(2) — M,_1(z) e

onde M, 1(z) =

Noy1(2) = L(2) N (2) — Nyo—1(2).

Como [,.(z) é de grau 1, segue que M,.1(2) e N,11(z) sao de graus, respectivamente,
r —1 er, o que demonstra nosso Lema. ]
Utilizando o Lema 3.9 é possivel demonstrar o seguinte teorema que é uma generalizacao

do Teorema 3.8.

Teorema 3.10 Seja {Q, i1}, com Qn(2) = f(2) e Qu_1(2) = f'(2), uma sequéncia
de polinémios obtidos a partir do algoritmo de Sturm, onde Q11— € um polindémio monico

de grau exatamente n+ 1 —r, com f nao tendo zeros multiplos. Isto €,

M:aerrgr_M r=1,2,...,n—1. (3.46)

Qn_r(Z) Qn—r(z) 7
Se denotarmos

n—r
Qn-r(2) = Zq](-rJrl)z”_r_j, r=1,2,...n,
§=0
entao

r+1

0\ = (Vo] Va5l [Var o] 2 [Varo . [V [V 2EVT0E) (347)
parar=1,2,.... nej=01,....n—r.

Demonstracao: Sejam

MT(Z) = C,«_QZT_2 + C,«_gzr_3 + ...tz + ¢

NT(Z) = d,«_lzr_l + dr_QZT_2 + ...+ dlz + do.

Da igualdade (3.45), observe que seu lado esquerdo é um polinémio de grau n — 7 e o
lado direito é um polindmio de grau n + r — 2. Entao, igualando a zero os 2r — 2 maiores

coeficientes de M, (2) f(z)+ N, (z) f'(#) e também igualando o coeficiente do termo de maior
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3.4. Polinémios de Sturm e Determinantes de Hurwitz.

grau de Q),_,(z), que ja conhecemos pelo Teorema 3.8, com o coeficiente de grau n — r do

polinomio M, (z)f(z) + N,.(z)f'(z), obtemos o seguinte sistema de 2r — 1 equagoes:

ndr—l + Cr—2 = 0
(n - 1)qgl)dr—1 + Q§1)CT—2 +nd,_p + Cr—3 = 0
(TL - 2)Q§1)dr—l + Q§1)Cr—2 + (TL - 1)Q§1)dr—2 + qy)cr—i’, + ndr—?, +Cog = 0
(n —2r+ 2>Q§1’)—2dr—1 + qéi)_gcr_z + ... = q(()T—H)

onde a matriz de ordem 2r — 1 do sistema acima é

n 1 0 0 . 0 0 0 0
(n—1)gt" g\ n 1 0 0 0 O
(n —2)g}" ¢! (n-1)g" ¢ n 10 0

(n —3)q5" ¢! -2 ¢ m-1Dg” n 1 0
(n—2r+2)¢ , &Y, R

Observe que esta matriz é exatamente a transposta da sub-matriz de Hurwitz H(f'; f) de

ordem 2r — 1.

Resolvendo este sistema pelo método de Cramer, obtemos

onde Ay;_; é o determinante da matriz do sistema excluindo-se a tltima linha e a coluna

1)

de indice 25 — 1. Pelo Teorema 3.8, sabemos o valor de q(()ﬂr . Logo,

_ Nogj_q
V27“—1

Br—; Vool = A lgy,  j=1,2,...1,

onde
Tri1 = [Varos] 2 [Vor 52 [Var_7] 2[Varo]? ... [V52CV [V 20D p =23 n— 1.

Da mesma forma, temos

_ A2j—2
V27‘—1

Oér_j VQT_1FT+1 = Agj_grr+1, j = 2, 3, LT

36
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Desde que a matriz do sistema coincide com a sub-matriz transposta de Hurwitz H(f'; f)
de ordem 2r — 1, entdao A,, é de fato o determinante da matriz Hy,_1(f’; f) excluindo-se

sua ultima coluna e a linha de indice m. Em outras palavras, temos que

0
0
1 ... 2r—1
Br—j =T | Hara L, (3.48)
1 ... 2r—=2
0
0

onde o elemento 1 aparece na linha de nimero 25 — 1 e, similarmente,

0
0
1 ... 2r—1
Qp_j = _Fr—i-l H2r—1 . 5 ) 1 s (349)
Ce r—
0
0

onde o elemento 1 aparece na linha de nimero 2; — 2.
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3.4. Polinémios de Sturm e Determinantes de Hurwitz.

Levando em consideragio a forma explicita de N,.(z) e M,(z), observe que, de (3.48) e

(3.49), temos

N, =T 1 ... 2r—2 . (3.50)

M, =—-T'r 1 ... 2r—2 : (3.51)

0

De fato, se desenvolvermos os determinantes acima pela sua tltima coluna, obtemos exa-
tamente M, e N,.

Observe que as poténcias de z na tltima coluna do determinante (3.50) aparecem nas
posi¢oes impares e as poténcias de z em (3.51) estdo nas posi¢oes pares. Finalmente,

como Q. (2) = M,(z)f(z) + N, (2) f'(2), multiplicando (3.50) por f’(z) e (3.51) por f(2),
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3.4. Polinémios de Sturm e Determinantes de Hurwitz.

obtemos

17/(2)
zr—2f(
o2 f1(2)

N
~—

1 ... 2r—1 _
@Qn—r(2) =1 | Hora : : (3.52)
1 ... 2r=2

Seja D; o determinante da matriz relacionada com (3.52) exluindo-se a tltima coluna
e a j-ésima linha. Entao, ao desenvolvermos o determinante acima pela sua tltima coluna,

temos

n—r\% T r—i r r—i
QF (1 ) = f(2) 217 Daica — [(2) D9 2 Dais
r+
= (blz”_l + b2zn—2 + ... bn_l)(ZT_IDl + ZT_2D3 + ...+ ZT_iDQi_l + ...+ D2r—1)

— (agz" +a12" '+ .. 4 a,) (2" 2Dy + 2" 3Dy 4 ...+ 2" Dy o+ ...+ Dayrs).
(3.53)

Como o lado direito da expressao acima é um polindémio, observe que os coeficientes de

2) sao exatamente by Dy;_1 — apDai_o quando
n—k+r—i=j5 com 1<k<n—-—1¢e 1<i<r

Logo, segue da observagao acima e de (3.53), que

(2 n—r r T )
) - Z (Z bosr—j—iDai—1 — ZanJrr—j—iD?i—?) Z (3.54)
j=0 \i=1 i=2

Fr—l—l
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Os coeficientes do polindomio (3.54) sao determinantes da forma

bn—l—r—j—l
Aptr—j5—2

bn+r—j—2

1 ... 2r—1 )
Hyr : ; (3.55)
1 ... 2r—2

bn—j+1

onde se m > n entao a,, = b,, = 0.

Desta forma, o determinante (3.55) coincide com o determinante da sub-matriz de
Hurwitz H(f’, f) tomando suas 2r — 1 primeiras linhas, suas 2r — 2 primeiras colunas e
acrescentando a coluna de indice n +7r — 7 — 1.

Portanto, igualando os coeficientes dos termos de mesmo grau dos polindémios em (3.54),

concluimos que

¢ =0,V r=12...n

[ |

Observe que o Teorema 3.10 generaliza o Teorema 3.8 no sentido de que é possivel

calcular nao somente os coeficientes dos termos de maior grau dos polinomios da sequéncia
de Sturm, mas também todos os outros coeficientes.

Segue da propria demonstracao do Teorema 3.10 o seguinte corolario.

Corolario 3.2 Sejam f(z) um polindomio sem zeros miltiplos de grau exzatamenten e f'(z)

sua derivada. Entao, os polindomios Q,_., gerados pelo algoritmo de Sturm a partir de f(z)

40



3.5. Caracterizacao dos Polinémios Hiperbdlicos

e f'(z), sao dados da segquinte forma

Zr—lf/(
Zr—2f(
Zr—2f/(

S
2k

1 ... 2r—1 .
Qn—r(2) =L | Hor : , r=2,...n, (3.56)
1 ... 2r—2

2f'(2)
f(2)
f'(2)

onde

— — _1\7 _1\r+1
Fr—l—l = [v2r—3] 2[V27‘—5]2[v2r—7] 2[v2r—9]2 e [v3]2( 2 [v1]2( 2
Observe que o corolario acima fornece um método direto para se calcular os polindémios
obtidos pelo algoritmo de Sturm sem a necessidade de executar o algoritmo de divisao de
Buclides.
Em seguida, vamos estabelecer condicoes necessarias e suficientes para que um polino-

mio possua somente zeros reais.

3.5 Caracterizacao dos Polinémios Hiperbodlicos

Iniciamos estd secao dando dois resultados conhecidos, que fornecem condigoes necessarias
e suficientes para que um polinémio possua somente zeros reais. O primeiro método é o
Teorema de Hermite que utiliza de formas quadraticas (2.1), para dar condi¢oes necessarias
e suficientes para que um poliné6mio tenha somente zeros reais, e o segundo método ¢ uma
consequéncia do Critério de Routh-Hurwitz, que se baseia na positividade dos menores
principais das matrizes de Hurwitz.

Por fim utilizando o Teorema 3.10 conseguimos provar que, apenas os menores de ordens
impares da matriz de Hurwitz sendo positivos, ja garantem que o polinémio possui somente

Zeros reais.
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3.5. Caracterizacao dos Polinémios Hiperbdlicos

Seja
fla) =gV + g+ 4 g =0 (3.57)
uma equacao arbitraria com coeficientes reais e sejam aq, o, . .., , suas raizes.
Denote por
Sm=a"+ay +...+a), m=123,... (3.58)

a correspondente soma de poténcias. Considere a forma quadratica

F(r1,22, .. %) = Y Y SuspaluTy. (3.59)

u=1 v=1

Provaremos o seguinte teorema devido a Hermite.

Teorema 3.11 O nimero de raizes distintas da equagao (3.57) € igual ao posto da forma

(3.59) e o nimero de raizes reais distintas € igual a sua signatura.

Demonstracao:

Substituindo (3.58) em (3.59) obtemos

n n n
_ u+v—2
F(xy,z9,...,2,) = g E a Tyl
T

u=1 v=1 =1

n n v—1
= Z (Z a Z a}f‘lxv> (3.60)
nr:l u=1 v=1
= Z (ZL’l + oz + ...+ Oé:}_lllfn)2.
r=1
Sejam (31, Ba, . .., Ok as raizes reais de (3.57) e py, pa, . .., pr suas corespondentes multi-
plicidades. Sejam 0,0, ..., 8,01, ...,0; as raizes ndo reais da equacio (3.57) de multipli-
cidades qy, ..., q; respectivamente, ou seja

prApet. Ao t2a et Faq)=n
Abrindo o somatorio em (3.60) obtemos
F(xy,29,...,2,) = Z?les(xl + Bszo + ...+ B x,)?

3 g + Gy + 4 72 (3.61)
3 (e A Sema 4+ 0y )2
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3.5. Caracterizacao dos Polinémios Hiperbdlicos

Sempre vamos ter k420 < n. Se k+2[ < n, entao escolhemos n — k — 2[ diferentes nimeros

91,92, - - -, Gn_k—_21, € diferentes também dos nimeros ;. Entao, o determinante
1 . 1 1 1 . 1 1 1 . 1
B B 01 5_1 . 0y Xl 1 « On—k-21
n—1 n—1 571—1 5_"_1 5n—1 5_"_1 n—1 n—1
1 P 1 1 Y l 91 o Gnk—a

é o determinante de Vandermonde, que é diferente de zero, pois todos os elementos da

segunda linha sao dois a dois diferentes. Denotemos por
oy = uf\l) —I—z’vf\l), o " =uy — vy,

5;—1 — ug\”—l) _'_7;,0("—1) 5—)\(n—1) _,(n=1) ; ("—1)'

Entao o determinante

1 .. 1 1 0 .. 1 0 1 .. 1
Br o B u%” U§l) - Ul(l) Ul(l) g1 - Gn-k-2
n— n— n—1 n—1 n—1 n—1 n— n—
1 b k ! “g ) U§ b “l( ) Uz( ) 91 b gn—li—2l

¢ igual ao determinante anterior multiplicado por (2i)! e, como o determinante anterior é
diferente de zero, segue que o determinante acima também é diferente de zero. Consequen-
temente a transformagao linear
Ys = a1 + Bsxo+ ...+ B8, s=1,2,.. .k,
1
Ykt+2r—1 = T1 + Ug\)

Ykton = v&” +... 4 v&"_l):rn, A=1,2,...,1,

x2+...+ug\n_1)xn, )\:1,2,...,1,

yk+21+u:$1+gux2+"'+gg_1$nau:172a"'an_k_2l

tem o determinante nao-nulo. Sobre esta transformacao, (3.61) toma a forma

k I
Zpsyg + Z D (Wer2a-1 + 1Wrr20)” + (Weraa-1 — Weran)’]
s=1 A=1

que ¢ igual a

K ! I
D PI Y 200 a1 — D 20
s=1 A=1 A=1
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3.5. Caracterizacao dos Polinémios Hiperbdlicos

Onde o nimero de quadrados positivos ¢ igual & £+ e o nimero de quadrados negativos é
[. Sabemos de (2.2) que o posto de uma forma quadratica é a soma dos quadrados positivos
com os quadrados negativos, e sua signatura é a diferenca entre os quadrados positivos e
os negativos, logo o posto de F' é (k+1) +1 = k + 2l e sua signatura é (k +1) — | = k.
Assim o teorema esta estabelecido. ]

Do Teorema de Jacobi 2.2 o numero de quadrados negativos na representacao canonica
da forma quadratica F' é igual ao nimero de variacao na sequéncia dos menores principais
da matriz da forma F'. Considerando o teorema anterior e o Teorema de Jacobi segue

diretamente o seguinte resultado.

Teorema 3.12 O numero de diferentes pares de raizes adjuntas da equagao (3.57) € igual

ao numero de variagoes na sequéncia dos determinantes

So St Se ... Sha
S Sy S5 ... S,
So 51
SO = n? PR SQ 53 S4 e Sn+1 ) (362)
S1 Sy

Sn—l Sn Sn—i—l S2n—2

e o numero de raizes distintas € igual ao posto da matriz

So ST S ... S

S; Sy Sy ... S,

S2 Sg S4 e Sn—i—l
Sn—l Sn Sn+1 cee S2n—2

Segue do teorema anterior o seguinte teorema que da condig¢oes para que todas as raizes

de um polinémio sejam reais.

Teorema 3.13 Todas as raizes da equagao (3.57) sao reais se, e somente se, a forma F €
definida positiva, ou seja, se todos os determinantes na sequéncia (3.62) sao nao-negativos
(ver defini¢ao 2.3). O nimero de raizes distintas € igual ¢ ordem do ltimo determinante

nao nulo na sequéncia (3.62).
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Em virtude do Teorema 3.12 temos apenas que mostrar que para uma forma definida
positiva F', no caso quando algum dos determinantes na sequéncia (3.62) é igual a zero,
entao o proximo determinante deve ser zero.

Demonstracao:

Suponha que o determinante |A,,| de ordem m na sequéncia (3.62) seja nulo. Este
determinante corresponde ao determinante da matriz associada a forma quadréatica

Un= i i Su+v—2IuIv~

u=1 v=1

Como |A,,| =0 e U, é definida positiva, vai existir um vetor 7 = (z1, s, ..., 2,) # 0 tal

que
2T A,z = 0.
Considere as formas quadraticas
m—+s m—+s
Um+s = E E Su+v—2xuxv7 s = 1,2,...,71—7”,
u=1 v=1

e seja o vetor com m + s coordenadas, dado da seguinte forma
y = (r1,29,...,2m,0,0,...,0) #0.

Entao, temos que,

Yy Apysy = 2t Az =0 para y #0.

Isto mostra que do Teorema 2.4, |A,,,s| =0 para, s=0,1,...,n—m.

O Teorema 3.13, fornece condigoes necessarias e suficientes para que um polinomio
tenha somente zeros reais, entretanto o método para se verificar tais condi¢oes é um tanto
trabalhoso, pois além de calcular todos os determinantes na sequéncia (3.62), observe que,

as entradas Sy dos determinantes, sao também determinantes calculados da seguinte forma

1 10’1
01 1 20-2
| o2 o1 1 303
Sk - (_l)k ! )
Ok—2 Ok—3 Ok—4 1 (k—=1)op—
Okp—1 Ok—2 O3 o1 koy
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onde 0s 0y sa0 as somas simétricas elementares dos zeros do polinémio f(z) ou seja,
f(2)=2"—ox" 4. 4 (1) top1z + (—1)"0,.

O proximo método é uma consequéncia direta dos dois teoremas abaixo. Este método

da condic¢oes para que um polindémio tenha somente zeros reais e negativos.

Teorema 3.14 Uma condi¢ao necessdria e suficiente para que a equacao com coeficientes

reals

h(z) = aoz" -+ alz"_l +...+ta, = 90(22) + Z¢(22) =0

tenha somente raizes de um dos lados do eizo imagindrio, € que os polindomios p(z) e ¥ (2)

tenham somente zeros reais, negativos e que se entrelacam.

O teorema acima ¢é valido para quaisquer dois polindomios ¢(z) e 1(z) que satisfagam

as hipoteses de seu enunciado, neste trabalho vamos sempre considerar,

1) n 1) n— 1
o(z) =2+ g (g = 1)

2) n— 2) n— 2) n— 2
¥(2) = g2 g2 1 g 4 g

onde q,(f) =(n— k)q,(gl), para k =0,...n — 1.

O seguinte resultado é conhecido como critério de Routh-Hurwitz.

Teorema 3.15 Todas as raizes do polindmio real h(z) tém a parte real negativa se, e
somente se,

Vi >0, VQ>O, ...Vao,_1 >0,

onde Vi sao os determinantes dos menores principais da matriz de Hurwitz definida na

definicao 3.3.

Segue dos Teoremas 3.14 e 3.15 o seguinte resultado que da condigoes para que um

polinomio tenha somente zeros reais e negativos.
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Teorema 3.16 Todas as raizes do polindmio real f(z) sao reais e negativas se, e somente
se,

V1>0, VQ>O, ...VQn_1>O,

onde 0s Vi sao os determinantes dos menores principais da matriz de Hurwitz.

Demonstracao: Suponha que f(z) tenha somente zeros reais e negativos. Desta forma

como os zeros de f e f’ se entrelagam e estao todos do lado esquerdo do eixo imaginério
segue do Teorema 3.14, que os zeros de h(z) = f(2%) + zf'(2?) tem a parte real negativa.

Logo pelo Teorema 3.15 segue que
V>0, Vo>0,...Vy, 1 >0.

Por outro lado suponha que, Vi > 0 para k = 1,2,...2n — 1. Segue do Teorema 3.15,
que todos os zeros de h(z) tém parte real negativa. Logo pelo Teorema 3.14, f(z) possui
somente zeros reais e negativos. ]

O Teorema 3.16 fornece um método mais vantajoso em relacao ao Teorema 3.13, pois
no Teorema 3.16 temos que calcular diretamente, apenas 2n — 1 determinantes de Hurwitz.

Utilizando o Teorema de Sturm, juntamente com o Teorema 3.8, conseguimos mos-
trar que, para um polindmio com coeficientes reais possuir somente zeros reais, basta que

Vor_1 > 0 para k= 1,2,...n. Tal resultado segue da seguinte forma:

Teorema 3.17 O polinomio f(z) = Z?:o q](-l)z”_j com qél) = 1 tem somente zeros re-

ais se, e somente se, todos os menores principais de ordem impar da matriz de Hurwitz

H(f'(2), f(2)) sao maiores ou iguais a zero.

Demonstracao:

Suponha primeiramente que o polinémio f(z) possua somente zeros reais. Pelo Teorema

de Sturm 3.3, o numero de zeros do polinémio f(z) no intervalo (a,b) é igual a
57 (a) = 5 (b),
ou seja,

S™(f(a), f'(a), Qn-2(a), ..., Qo(a)) = S™(f(b), f'(b), @n-2(D), .., Qo(D)).
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Como o polinomio f(z) tem somente zeros reais vamos considerar a = —oo e b = 0.
Neste caso, observe que sinal(f(—o00)) e sinal(f(oo)) sao, respectivamente, (—1)"¢} e ¢,

visto que
1 1

1
_ ol qi D) In
f(z)_z(qo+zn_1+zn_2++zn)

Assim, temos que

é igual a
ST((=1)"qo, (=1)" g5, (=1)" g5, .-, q¢) = S (0. 40 45 - -t ) (3.63)
Pelo Teorema 3.8,
45" = Vars[Vars] [V ol [Varo] *[Varna ] [V W P00
Observando que apenas Vs,_3 na expressao acima nao esta elevado ao quadrado, segue que
sinal(qy) = sinal(Va,_3).

Portanto, substituindo os ¢ na expressao (3.63), obtemos

S_((—l)n, (—1)"_171, (_1)n—2v37 cey v2n_1) - S_(l, n, V3 ceey v2n_1).

Como o polinémio f(z) de grau n tem somente zeros reais, segue, do Teorema de Sturm,

que
n=2S"((—1)", (=1)"'n, (=1)""?Vs,...,Vap_1) =S (1,n,Vs...,Va_1).
Assim para que a igualdade acima seja satisfeita temos que ter
S7(1,n,V3...,Va, 1) =0
ou seja

Vi=n>0, V3 >0, V5>0,...,Vy, 1 >0.
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Agora, se todos os determinantes de ordem impar sao maiores ou iguais que zero, segue

diretamente do Teorema de Sturm que o polinémio f(z) tem somente zeros reais, visto que

S_((—l)n, (—1)"_1n, (—1)n_2V3, ey v2n_1) =N

Portanto,
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Capitulo 4

Funcoes Inteiras da Classe de

Laguerre-Polya

Neste capitulo é introduzido o conceito de Funcoes Inteiras da Classe de Laguerre-
Polya, que sao limites de polindémios com somente zeros reais ou limites de polinémios com
somente zeros reais e de mesmo sinal.

Na secao 4.1 sao fornecidas suas definicoes e os principais teoremas que dao condigoes
necessarias e suficientes para que uma funcao inteira pertenca a classe de Laguerre-Polya.
Na secao 4.2 sao definidos os polindmios de Jensen que estao fortemente relacionados
com as funcoes da classe de Laguerre-Polya através do Teorema de Jensen. Este teorema
fornece condigoes necessérias e suficientes para que uma funcao inteira pertenca a classe de
Laguerre-Polya através dos polinémios de Jensen. Em seguida, na secao 4.3, descrevemos
a forte relacao dos polindmios de Jensen com a famosa Hipotese de Riemann.

Por fim, na secao 4.4, utilizando os polinémios de Jensen, mostramos que as desigual-

dades de Turan de ordem superior sao satisfeitas para a funcao ¢ de Riemann.

4.1 A Classe de Laguerre-Poblya

Iniciamos com duas defini¢coes e em seguida provamos quatro teoremas. Dois deles sao

devidos a Laguerre e descrevem a forma analitica de uma funcao inteira da classe de



4.1. A Classe de Laguerre-Polya

Laguerre-Polya. Os outros dois teoremas que sao um refinamento dos teoremas de Laguerre

e sao devidos a Polya.

Definicao 4.1 Por Ly denotaremos a classe das fungoes inteiras que sao polindmios com
somente zeros reais nao positivos, ou sao limites uniformes de tais polindomios em todo

conjunto compacto do plano complezo.

Definicao 4.2 Por Lo denotaremos a classe das fungoes inteiras que sao polindmios com
somente zeros reais, ou sao limites uniformes de tais polinémios em todo conjunto compacto

do plano complezo.

Claramente L; C Lg, e como as funcoes da classe Ly e Lo foram introduzidas por
) p
Laguerre e Polya, elas sao chamadas de funcoes da classe de Laguerre-Polya.
Os quatro préximos teoremas fornecem uma caracterizacao analitica para as funcoes

de Laguerre-Polya.

Teorema 4.1 Seja

Pn(Z) :ano—l—anlzjt...—l—an,\nz)‘", )\1 < )\2 < ... (41)

uma sequéncia de polindmios com zeros somente reais e nao positivos. Suponha que esta
sequéncia converge uniformemente em todo dominio finito. Entao, seu limite f(z) € uma
funcao inteira e tem a forma
o0
f(z) =bz"e* H (1 + i) , (4.2)

(67
n=1 n

onde a < 0 e b sao constantes reais, m € um inteiro nao negativo, o, >0, n=1,2,... ¢

S L < .

n=1 ay,
Pela definigao de Ly, o Teorema 4.1 é equivalente a afirmar que se f(z) € Ly, entao

F(2) = bame® ﬁ (1 + ain) .

n=1

Demonstracao:
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Suponha que a sequéncia (4.1) converge uniformemente em todo compacto do plano
complexo para f(z). Pelo Teorema de Weierstrass ( Teorema 2.5) a fungao limite f(z) é

analitica em todo dominio compacto, ou seja, f(z) é uma fungao inteira. Seja
f(2) =ap+ a1z +az* +....

Obviamente lim,, . @,y = a,.
Podemos supor que ay # 0. Realmente, seja [ um nimero maior que o maior zero
negativo de f(z). A sequéncia P,(z + ) obviamente converge para f(z + () e f(3) # 0.
Como a, converge para ag, entao, ag # 0 para todo n suficientemente grande. Portanto

podemos considerar a sequéncia de polinomios P,(z)/a,o ou seja,
Pu2) =1+amz+...+ap,2™" M <<... (4.3)

Pelo Teorema Fundamental da Algebra (Teorema 2.6), temos

Po(2) = any, Hiil (2 + ano)
= Ap\,0p1 - - - Qp), Hi\ll <1 + z > 7

Qno

onde —ay1, —Qua, . . ., —Qpy, S30 as raizes de P,(z) em ordem nao crescente.
Pelas formulas de Vieta (2.6),
1

an)\n

Opt ... Qpy, =

Substituindo em (4.4), temos

An
Pn(z) =1l+a,uz+...+ amnz’\" = H (1 +

v=1

a’i) (4.5)

Novamente utilizando as formulas de Vieta, para os nimeros s, definidos a seguir,

temos a igualdade

1 1
Sp=—+—+ ...+ = Qn1
(0751 Qp2 Ap,
0 que mostra que a sequéncia {s,} é limitada. Denotaremos por —ay, —o, . .. 0s zeros da

funcao f(z) ordenados em ordem nao crescente. Pelo Teorema de Hurwitz (Teorema 2.7)

segue que lim, .. a,, = oy, p=1,2,... e, portanto, para qualquer ¢ fixo, temos
. 1 1 1 1 1 1
lim (—+—+...+—):—+—+...+—. (4.6)
n—0o0 \ (pl [67%) Qg aq Qg %
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Como

e {s,} ¢ limitada, segue que s, < K, onde K é uma constante. Assim, de (4.6) e da

desigualdade acima temos

1 1
— 4+ —+...+—<K,
aq [6D) Oy
que mostra que a série
1 1 1
b=—+—+—+

é convergente. Portanto, do Teorema 2.9, a funcao
z z z
o(z) = <1+—> <1+—> ...(1+—>
(03] 9 (7%

Mostraremos, agora, que as funcoes

é inteira.

P’ (2) An
gn(z) = a1 = (2) g (z+ am)

convergem uniformemente para a funcao

IS PP PG o - (4.7)

ay(z — ay)

v=1

em qualquer compacto do plano complexo, onde os polos «, sao isolados por pequenos
discos |z — «a,| < €. Isto pode ser feito pois os polos nao possuem pontos de acumulagao.
Seja R > 0 um namero arbitrario e seja aq, as, ..., o, 0s zeros contidos no disco |z| <
AR, onde A é um namero maior que 1. Se N ¢é suficientemente grande, para todo n > N,

08 POloS (1, A, - . -, Ay estarao no disco |z| < AR e temos ainda que

p
z
lim E = g _
00 a,w — o) = a(z o)

para |z| < R. Para os outros polos oy, com v > p e |z| < R, temos |an,| > AR e pela

desigualdade triangular obtemos
oy + 2| > (A=1DR, |a,+z>(A=1)R.
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4.1. A Classe de Laguerre-Polya

Portanto,
a P a R K
v;ﬂ oz —am) | = v_;l A —DR ~A—1’
ou seja,
- z - K ‘
N ap(z—a)| ~ A=1

2
Seja € > 0 um namero arbitrario. Escolhendo A\ tal que 1 < g, entao

limsup [gn(2) — g(2)] <,

n—oo

para todo € > 0, ou seja, g,(z) converge uniformemente para g(z) quando n — oo no disco
2| <R.
Este limite implica que para todo R > 0, |z| < R e utilizando o fato que lim,, o, a1 = a4

temos de (4.7) que

. Pz p!(2)
lim —/——= =—-0+a; + .
n—se Py(2) e
Como por hipotese P,(z) converge uniformemente para f(z), segue da igualdade acima
que
f'(2) ' (2)
=—0+a + . 4.8
e o) e
Observe que a igualdade (4.8) é equivalente a
(In(f1(2))] = =6 + a1 + [In(e(2))]". (4.9)

Integrando com relagdo a z em ambos os lados da igualdade (4.9), concluimos que, em

qualquer dominio finito,
f(z) = bel™ = p(2).

Provaremos, agora, que a = a; — 0 < 0. Seja € > 0 um nimero arbitrario e seja N tal

que, para p > N,

1 1 1
+ +...+—4+... <e
Qpt1 Opy2 Qn

Da igualdade

. 1 1 1 1 1 1
lim (—— — 4o ) =+ — 4 —,

n—0oo \ (nl Qp2 Qnp
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segue da definicao de limite que

Portanto,

bS]

=1 1
:ZJZ:Zgﬁ Z —>“1
=1 i=1 zp-‘,—l

Como a desigualdade segue para todo € > 0,temos que —da; < 0.
Assim, esta estabelecido que se uma fungao f(z) € Ly, entao ela tem a forma (4.2). m
O seguinte teorema, que foi demonstrado por Poélya, ¢ uma extensao do Teorema de

Laguerre.

Teorema 4.2 Seja a sequéncia de polindmios (4.1), tendo somente zeros reais e nao po-
sitivos, tendendo uniformemente para a fun¢ao f(z) no disco |z| < p. Entao, f(z) € uma
fungao inteira da forma (4.2), onde m € um nidmero inteiro nao negativo, oy, Qs ... $Go
nimeros positivos e a série y a— ¢ convergente. Por outro lado, cada func¢ao inteira da

forma (4.2), sobre as condigoes mencionadas acima, € limite de polinémios com somente

Zeros reats € nao positivos.

Demonstragao: Vamos fornecer a demonstragao dada no livro de Obrechkoff [8].

Pelo Teorema de Weierstrass 2.5 a fungao f(z) é analitica no disco |z| < p. Seja
f(2)=1+ciz+ 2>+ ...

sua expansao em série de Maclaurin. Entao, lim,_. ¢y, = ¢,. Como no Teorema anterior,

podemos restringir a sequéncia de polinomios (4.1) pela sequéncia

Pu(2) = (1—0%) (1—0%12)...(1—(1;).

Observe, da desigualdade triangular e do fato que

2

6—1+Z+§+ 2> 14z,

fazendo z = |u| obtemos

11 +u| <1+ul <el (4.10)
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4.1. A Classe de Laguerre-Polya

Seja R > 0, entdo, de (4.10),

< eKll < KR (4.11)

onde K é uma constante finita. Consequentemente, os polinomios P,(z) sao uniformemente
limitados no disco |z| < R e, assim, eles tendem uniformemente para a fun¢ao f(z) no disco.
Uma vez que R pode ser escolhido arbitrario, estamos entao no caso de Laguerre e assim
o limite f(z) é uma funcao inteira da forma (4.2).
Para estabelecer a implicacao contraria, é suficiente considerar os polindmios
m n
P,(2) :c(z—l) <1—%)HH (1—1) ,
n n el Qly

que claramente tendem uniformemente para a fungao f(z) em cada disco |z| < R. |

Teorema 4.3 Seja a sequéncia de polindmios (4.1), tendo somente zeros reais, conver-
gindo uniformemente para a funcao f(z) no disco |z| < p. Entao f(z) é uma fungao

inteira da forma

f(z) = cem@ b= m ﬁ (1 — i) an | (4.12)

«
n=1 n
onde a > 0 b e c sao constantes reais, m inteiro nao negativo, oy, s, ... SG0 NUMETOS TEALS
[ee]
1
e — < 0.
} : o2
n=1 "

Pela definicao de Ly 0 Teorema 4.3 é equivalente a afirmar que

L _ o—az?+bz m 1_i ﬁ
f(2) € Ly — f(z) = ce z g( an)e

Demonstracao:Suponha que os polindmios

Py(z) = (1_1) (1_1)...(1_ : ):Hcmmnzzu...
(0751 Q2 Ap,

convergem uniformemente em cada disco para uma fungao com expansao de Maclaurin

f(x)=14cz+c?+....

Da mesma forma, como foi feito no Teorema 4.1, se prova que o limite f(z) é uma

funcao inteira.
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4.1. A Classe de Laguerre-Polya

Utilizando as formulas de F. Vieta observe que,

An 1
(2) — 2
ENE 5~ = Cp1 — 2Cn2.
a?’M}

v=1
Assim pelo fato de que lim,,_,o ¢,p = ¢, a série
oy
v=1 0512)
¢ convergente.
Sendo a, g, . .. os zeros da fungao f(z), considere as fungoes racionais

An 1 z 1 An 22
9a(2) = Z (O‘nv - O‘—gw * Z = anv) N Z az, (z — any)

v=1 v=1

0 2

g(Z)Zi(a%*aingz—lav) :Zm

v=1 v=1

Como no Teorema 4.1, prova-se que a funcao g,(z) tende uniformemente para a func¢ao
g(z) em cada disco |z| < p, onde os polos de f(z), contidos neste disco, sao isolados em

discos pequenos.

An An
Como a soma E a,} converge para —c; pela formula de Veita e a soma E ol
v=1 v=1

o0

converge para ¢ — 2co = 271, se denotarmos por 2b a soma E a,?, entdo

v=1

lim g,(z) :2b—|—Z(aiv_|_ 1 ) :—cl—|—2712+%~

n—oo Z — av

v=1

Portanto,
2 > Z z
2) = ce” % Thzm 1— =) eww.
72) Il (1-2)

Para completar a demonstragao basta provar que a > 0.

Para cada p fixo temos
"1 "1
X )=l

e, consequentemente,
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Segue desta ultima desigualdade que a = v, — b > 0, ou seja , que a é um nimero nao
negativo.

[ ]

Novamente Polya obteve um refinamento para o caso Ls, ou seja, um refinamento do

Teorema anterior, que é enunciado a seguir.

Teorema 4.4 Seja a sequéncia de polinomios (4.1), possuindo somente zeros reais, ten-

dendo uniformemente para a fungao f(z) no disco |z| < p. Entao f(z), é uma fungao

inteira da forma (4.12), onde a,b, a,(n = 1,2,...) sao numeros reais, a > 0, m € inteiro
o0

nao negativo e, além disso, a série Z % € convergente. Por outro lado, cada funcao da
n=1 "

forma (4.12) sob as condigoes enunciadas acima, € o limite de polindmios com somente

zeros reais, isto €, f(z) € La.

Demonstracao:Novamente podemos restringir ao estudo dos polindémios

Ao
Pn(Z)IH<1—i) =1+cpz+ e+ ...,

v=1 aTL’U

supondo que eles convergem uniformemente para a fun¢ao f(z) no disco |z| < p.
Entao, f(z) é inteira e tem uma expansao f(z) =1+ ¢z + c2® + .. ..

A sequéncia

@ 1 1 1
Sp’ = 5 + 5 + ...+ 2
anl an2 7l)\n

) é limitada.

.. . . . 2
tende para um limite finito, como vimos no Teorema anterior, e portando st
Entao, da mesma forma, se prova que a série

[e.e]

1
S:Zanz

n=1

¢ convergente. Da desigualdade |(1 — u)e| < eX) onde L ¢ uma constante, obtemos

P (i) e

logo,

P (2)] < ebslel Azl
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4.1. A Classe de Laguerre-Polya

onde A é uma constante e portanto a sequéncia P, (z) tende uniformemente para f(z) em
cada disco |z| < R < oo e o caso considerado reduz ao caso de Laguerre.
Para estabelecer a afirmagao contraria, considere a sequéncia de polinémios
1\" az?\" I z
P.(z)=cl|lz—— 1—— 1+ = H 1——,
n n my, Qy
v=1
onde
1 1 1

gp=b+—+—+...+—.
(€51 (€%) Qp

Observe que se o inteiro m,, cresce rapidamente, quando n tende para o infinito, entao
o polinémio P,(z) tende uniformemente para f(z) em cada dominio finito. Para isto é

suficiente escolher um namero m,, tal que |z| < n para ter
gnz\"™"
‘1 — e InF <1 + L)
mp

Em outras palavras, o conjunto das funcoes da classe L é identicamente ao conjunto

1
< —.
n

das fungoes da forma

F(2) = brzmet ﬁ (1 - i) , (4.13)

n=1 Qn
ondeA > 0 e b; sao constantes reais, m inteiro nao negativo, a,, > 0, n = 1,2,... e
o
1 . . I . .
E — < 00, e 0 conjunto das funcoes da classe Ly sao identicamente ao conjunto das
O
n=1

funcoes da forma
o0
—az2 z z
f(z) = ce @ Fhzym H 1—— |ean (4.14)
A
n=1
onde a > 0 b e ¢ sao constantes reais, m inteiro nao negativo, oy, g, . .. A0 nUMeros reais
[ee]
1
e E — < 00.
a2
n=1 "
Observe que os quatro teoremas anteriores fornecem uma caracterizacao analitica das
funcoes inteiras que pertencem a classe de Laguerre-Polya, porém até o momento esta
caracterizagao é um tanto complicada para se verificar. A seguir vamos fornecer duas de-

finicoes e algumas propriedades que serao de muita utilidade para fornecer caracterizacoes

mais faceis de se verificar.
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4.1. A Classe de Laguerre-Polya

Definigao 4.3 A sequéncia infinita {a, }° € A se, para todo polinémio

b(z) =by+ bz +...b,2"
possuindo somente zeros reais, o polindmio

b(z) * {an} = by + bz z + ... by, 2"
tem somente zeros reais.
As sequéncias pertencentes ao conjunto A serao também chamadas de A-sequéncias.
Definigao 4.4 A sequéncia infinita {3,} € B se para todo polinémio
a(z) =ag+ a1z + ...+ a,2"

possuindo somente zeros reais nao positivos, o polindémio

a(z) * {Bn} = aofo + a1z + ...+ ap,B,2"

tem somente zeros reais.

As sequéncias pertencentes ao conjunto B serao também chamadas de B-sequéncias.

A seguir vamos estabelecer algumas propriedades elementares sobre essas sequéncias.

Observe primeiramente que A C B, pois se {a,}° € A entdo para todo polinémio
b(z) com somente zeros reais o polindomio b(z) * {a,} possui somente zeros reais. Em
particular, considere os polindmios b(z) que possuem somente zeros reais nao positivos,

assim {a,, }¢° € B ou seja, A C B.

Propriedade 4.1.1 Em qualquer sequéncia {a,} € A os termos diferentes de zero ini-
ciam um sequido do outro, e eles tém o mesmo sinal ou formam uma sequéncia com Sinais

alternados.

A 0 . <
Temos que provar que se na sequéncia {o,}§° 0s nimeros ay e ayy, sao diferentes de

zero, entao todos os termos da sequéncia entre oy e ay4, sao diferentes de zero, e que
sinal(c,_1) = sinal(o,1), v=A+1,..., A+ p—1.
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4.1. A Classe de Laguerre-Polya

Demonstracao: Seja

A+1 A

A
a)r” + ay41x s ax T

um polinémio que possui somente zeros reais e sejam ay e ayy, diferentes de zero. Pela
definicao de « o polinomio

A A+1 A
A\OAT" + Arp100 1T+ Ay ag

possui somente zeros reais. Em virtude do Teorema 2.8, dois termos consecutivos da
sequéncia
), .oy Qagp

nao podem ser nulos.
O caso em que somente um «, é nulo também nao pode ocorrer. Visto que, se «, = 0,

entao a,_1 e a,11 devem ser diferentes de zero, logo usando os polinémios
xv—l - xv—l—l e I‘U_l 4 2Y 4 xv—i—l’

que possuem somente zeros reais, e pela definicao de A que os polinémios

Q12" — o2 a2V 4 20,20 4 V!

devem ter somente zeros reais, equivalentemente podemos dizer que os polinémios

2 2
Qy—1 = Q1 T7, Qo1 + 20,0 + QT

possuem somente zeros reais (basta colocar zV~! em evidéncia). Mas, como «, = 0, temos
que
2 2 2
Q1 + 20T + Q17 = Q1 + Q1T
ou seja,

2 2
Qy—1 + 0y p1T° € Qo1 — Q1T

possuem somente zeros reais, o que é impossivel.
O fato de que sinal(a,_1) = sinal(a,y1), segue de que o polindmio av,_; — 41 2? possui
somente zeros reais, pois

2
ay1 — Qpp1z” =0
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4.1. A Classe de Laguerre-Polya

implica que x = +, /Z”:, ou seja, para que x seja real os sinais de a,,_1 € a,1 devem ser
v
iguais. ]

De forma analoga prova-se a seguinte propriedade.

Propriedade 4.1.2 Se em uma sequéncia 3, € B dois termos vizinhos sao iguais a zero,
entao todos 0s termos posteriores ou todos os termos atrds destes sao iguais a zero. Em
particular, quando uwm dos termos anteriores a eles da sequéncia 3, sao iguais a zero e um

dos termos vizinhos € diferente de zero, entao eles tém sinais opostos.

A demonstracao é anéloga para o caso das sequéncias em A, considerando agora os
polinémios

ZL’U +xv+1’ xv—l _|_2xv +ZL’U+1

que possuem somente zeros reais e nao positivos.

Propriedade 4.1.3 Se {(}° € B, entao
B2 = By1Bs1 >0, v=1,2,...
Realmente , visto que o polinémio
2 42 42T v =12, ..
possui somente zeros reais e nao positivos, entao os polinomios
Bp12’ 4 28y2" + By, v =1,2,...
devem ter somente zeros reais. Logo, colocando 2°~! em evidéncia, temos que os polindmios
By_1 + 2Bpx + Bor2?, v=12,...

possuem somente zeros reais. Assim, temos que seu discriminante deve ser maior ou igual

a zero, ou seja,

63 - ﬁv—lﬂv—i—l Z 0.

A propriedade seguinte segue diretamente da defini¢ao.
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Propriedade 4.1.4 Se {a,} € A, {a,}* € A e {5,}5° € B, entio {a,B.}o € B ¢

{ayal }oe € A.

Propriedade 4.1.5 Se
{BulceB e {an}y € A,

entao

B3 eB e {a,}*e A v=0,1,2,....

Demonstragao: Considere o polindmio

bo + bz + ...+ bya"

possuindo somente zeros reais, e seja o polinémio

ap + arx + ...+ a,x”

possuindo somente zeros reais nao negativos.

Os polindémios
box’ + bzt 4 by, agrt + a4+ ayrt T

tem as mesmas propriedades respectivamente.

Entao, os polinomios

ﬁvbol’v + ﬁv+1bll’v+1 4+ ...+ ﬁv+nbnl,n+v’

T’ + Qa1+ gt
ou
/GvbO + ﬁv—l—lblx +...+ ﬁv—i—nbnxna
Qg + Ay 101X + . oo+ Qi@ T"
possuem somente zeros reais, o que completa a demonstracao. [

As sequéncias em A satisfazem & seguinte propriedade.
Propriedade 4.1.6 Se {«a,};° € A, entao
afL — Qpolnio >0, n=2,3,...

e para o, # 0
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Demonstra¢ao:Como o polindomio 2”2 —22" +2"*2 tem somente zeros reais, entao o polino-

n+2

mio 22" "2 — 202" + Qpyoz também possui somente zeros reais. Assim, a primeira,

2 em evidéncia o discriminante

das desigualdades acima segue do fato que colocando 2"~
do polinémio, o,y — 20,22 + 4021, deve ser maior ou igual a zero.

Os zeros de

sao reais. Logo, os zeros de

3 — _
Q2™ — ot =22 + ayy_3=2"

4 3

sao reais, assim para «, # 0 o discriminante

¢ nao negativo, o que completa a demonstragao. [ ]
Os dois teoremas a seguir sao devidos a Polya e Schur e relacionam as sequéncias A e

B com as classes Ly e Ls, respectivamente.

Teorema 4.5 A sequéncia {a,} € A se, e somente se,

Z(Z)akzkELl, n=12,....

k=0

Demonstracao:Como os zeros do polinémio

Z(Z)zk:(l—i—z)", n=1,2,...

k=0

sao reais, entao segue que os zeros do polindmio
- n
k
Zak< )z , n=12 ...
k=0 k
sao também reais. A Propriedade 4.1.1 implica que esses zeros sao de mesmo sinal.
Para demonstrar a volta suponha que o polinémio
" /n
> (k)zk =(1+2)" n=12..
k=0
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tenha somente zeros reais nao positivos e seja
2 m
ag + a1z + agz” + ...+ amz

polinoémio arbitrario possuindo somente zeros reais. Do Teorema de Malo-Schur (2.10),

segue que o polindmio

n n
aoa0+1!a1a1( )z+...+m!amam< )zm,
1 m

possui somente zeros reais. Se substituirmos z por Z obtemos o polinomio

1 1 2 —1
apQg + a1 2 + agtig (1——) 224+ A, <1——) <1——)...(1—m )zm,
n n n n

que também possui somente zeros reais. Para n — 0o, o Teorema de Hurwitz (2.7) implica

que o polinémio

aptp + @10 2 + .. o2
também possui somente zeros reais, ou seja {a, }5° € A. [

Teorema 4.6 A sequéncia {3,} € B se, e somente se,

Z(Z)ﬁkzkeLz, n=1,2,....

k=0

Demonstracao:Da mesma forma como na demonstracao do Teorema anterior, a condicao

necessaria ¢ demonstrada. Para a condicao suficiente basta considerar o polinomio pos-

suindo somente zeros reais nao positivos
bo+biz+...+b,2".

Pelo Teorema de Malo-Schur (2.10) e utilizando a hipotese de que o polinémio ), (Z) B2k

possui somente zeros reais, segue que o polinémio

bofo + 1! (”) bifiz + ... +ml (") b B 2™
1 m

também possui somente zeros reais. Da mesma forma, como foi feito na demonstracao do

Teorema anterior, temos que o polinémio

bgﬂo -+ blﬁlz —+ ... bmﬂmzm

possui também somente zeros reais, ou seja {3, }5° € B. [

Esta demonstracao implica no seguinte Teorema
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Teorema 4.7 Uma B-sequéncia € também uma A-sequéncia se, e somente se, 0s termos
da sequéncia que sao diferentes de zero sao sucessivos e cada termo tem o mesmo sinal ou
mudam de sinal alternadamente.

n
e A n ~ .
De fato, os zeros do polindmio g (k) Bxz" sdo de mesmo sinal se, e somente se, todas

k=0
as hipotese do Teorema sao satisfeitas.

4.2 Polinobmios de Jensen.

Nesta secao vamos introduzir os polinomios de Jensen e, a partir deles seré possivel fornecer
melhores condicoes necessarias e suficientes para que uma funcao inteira pertenca a classe
de Laguerre-Polya.

Inicialmente considere a série

C1 (&) Cn
g(z):co—l—ﬂzjtazz—l—...mz +... (4.15)

convergente em uma vizinhanca de z = 0.
Se denotarmos por D o operador diferencial, entao o polinémio
Jn(g,2) =g(D)z" = Z (Z) " h=T,(2), n=12 ..., (4.16)
k=0
¢ chamado de polindmio de Jensen associado a fun¢ao inteira g(z).
E imediato verificar que a derivada J!(2) ¢ igual a n.J,_1(2).

Vamos denotar por

1
To(g,2) = Ji(2) = 2 J, <g7_)’ n—1.2 ... (4.17)

seu polinoémio reciproco.
Utilizando os polinémios de Jensen podemos enunciar o seguinte teorema que fornece
caracterizacao para uma fungao inteira pertencer a classe de Laguerre-Polya em termos

dos polinomios de Jensen.
Teorema 4.8 Seja f(z) uma fun¢ao inteira. Entao, f(z) pertence a Ly se, e somente se,
Jo(f,z) €Ly, n=1,2,...,
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ou seja, uma funcao inteira f(z) pertence o classe de Laguerre-Pdlya se, e somente se,
para todo n inteiro, o polindémio de Jensen associado a f(z) possui somente zeros reais nao

POSItLVO0S.

Demonstracao: Seja

f(z):co%—%zjt%zz—l—...ELl.

Entao, existe uma sequéncia de polinoémios

Pn(Z):Cno—i-%Z—i-...—'—%Z)\nEL17 n:1,2,...

tal que, em todo disco, P, (z) converge uniformemente para f(z).

Pelo Teorema 2.11, segue que
P _ P p p—1 p p—2
P.(D)zP = ¢z + L) em# + o | Cn2% +...€Ly, p< A\,
Assim, para p fixo e utilizando o Teorema de Hurwitz 2.7, temos

lim P,(D)z" = ez + (]19) 714 (g) P2 = f(D)? = J,(f,2) €Ly, p=1,2,...,

e assim a primeira parte do Teorema esta provada.
Seja

f(z)260+%2+§22+... (4.18)

uma funcao tal que

f(D)2X = J,(f,2) €Ly, p=1,2,....

Vamos provar que f(z) € Ly.

Seja c¢s o primeiro coeficiente diferente de zero, e ay, g, . . ., a,—s 0s zeros do polindmio

(s v
S p

Utilizando as relacoes de Veita temos

/

c
a1y ..y s = (—1)PFL(p — 5)! (4.19)

S
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ap+ s+t a, = —L2(p—s), (4.20)

onde ¢, = A=0,1,2,....

Cx
Al
Utilizando o fato que a média geométrica de niimeros positivos nao excede sua média

aritmética, temos de (4.19) que

/ / p—s
c c
P s+1
(p—s)! o < o
S S
Portanto, da desigualdade acima, segue que
a?
|c;| < A—,
p!

onde A e a sao nimeros positivos. Esta desigualdade mostra que a série (4.18) é convergente
para todo z e, portanto, ¢ uma funcio inteira f(z) para a qual |f(z)] < Ae?l,

Agora, considere o polindémio

1 -1
J, f,E :cojLﬂz—i—g - = )24+ +2(1-222)
b D 1! 2! P p! P

Seja e >0e R > 0. Como f(z) é uma funcao inteira, N pode ser escolhido tal que

o CU
Z o |Z|U<€>
v=N+1 ’
onde |z| < R.
Seja
N e 1 v—1
e85,
I 1 v—1
“l1==)... (1= Y'=h H
R ) B o B R E
¢ N
Co o Co o
=321 3 B o fi) 4 )
v=0 v=N+1

R’ <€, (4.21)
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e para N fixo
lim h,(2) = fi(2). (4.22)

p—00

Assim, (4.21) e (4.22) implicam que em todo dominio finito

lim J? (f,g) = f(2). (4.23)

pP—00

Portanto, f(z) é uma fungao inteira, em todo dominio compacto e é o limite de polinémios

possuindo somente zeros reais nao positivos, ou seja, f(z) € Ly. ]
Da mesma forma como foi provado o Teorema 4.8 para classe L, se prova o seguinte

teorema relacionado a classe Lo.

Teorema 4.9 Seja f(z) uma fun¢ao inteira. Entao, f(z) pertence a La se, e somente se,
Jo(f,z) €La, n=1,2,...,

ou seja, uma funcao inteira f(z) pertence o classe de Laguerre-Pdlya se, e somente se,

para todo n inteiro, o polinémio de Jensen associado a f(z) possui somente zeros reais.

Segue diretamente de (4.23) o seguinte resultado.

Teorema 4.10 Se f(z) € Ly, ou f(z) € La, entdo

I T3 (7.7)

converge uniformemente para f(z) em todo disco |z| < R.

Os Teoremas 4.8 e 4.9 também podem ser enunciados em termos das A-sequéncias e

B-sequéncias respectivamente da seguinte forma.

Teorema 4.11 A sequéncia {a, }° pertence a A se, e somente se,
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Demonstracao:

Suponha que a sequéncia {«,}5° pertenca a A. Pelo Teorema 4.5

Z(Z)akzkeLl, n=12....

k=0
Utilizando o fato que os zeros de um polinémio f(z) e os zeros do polindémio reciproco

f*(2) sao os mesmos, temos que

n

Z <Z)o¢kz”_k ely, n=1,2,....

k=0
Portanto, do Teorema 4.8,
o
Q@
E —72” el
—~ nl
Da mesma forma se prova a implicagao contraria. [ ]

Segue abaixo um resultado andlogo ao Teorema 4.11 sobre as sequéncias em B.

Teorema 4.12 A sequéncia {(3,} pertence a B se, e somente se,
F(z) = f: &z" eL
‘ n! 2

Sua demonstragao é equivalente a do Teorema 4.11
A seguir descreveremos uma breve se¢ao sobre a famosa Hipotese de Riemann, pois tal

hipdtese tem uma forte relacao com os polinémios de Jensen.

4.3 A Hipotese de Riemann.

A Hipotese de Riemann é uma hipotese matematica, publicada pela primeira vez em 1859
por Bernhard Riemann, que declara que os zeros nao-triviais da fungao zeta de Riemann
pertencem todos & "linha critica" Re(z) = 3.

Vamos verificar que o problema sobre a Hipotese de Riemann pode ser resumido a um
problema sobre zeros de polinémios.

A funcao zeta de Riemann ((z) é definida por

(=5~ (4.24)



4.3. A Hipétese de Riemann.

ou, equivalentemente, por

= I (1—;)_1,

p primo

onde z = x + 1y é um nimero complexo.

Observe que a série de Dirichlet (4.24) é convergente para x > 1 e uniformemente
convergente em todo compacto de {x > 14 d}, § > 0. Desta forma, (4.24) define uma
funcao analitica para z > 1.

A fungao zeta de Riemann pode ser estendida analiticamente para todo plano complexo

através da equagao funcional

C(2) = 27" L sin (%) D(1— 2)¢(1 — 2), (4.25)
onde I' é a fungao gamma.
E bem conhecido que os tinicos zeros reais de ((z) sdo —1, =2, —4,... e que ((2) tém

um ndmero infinito de zeros nao reais, chamados de zeros nao-triviais, além disso todos
seus zeros nao reais pertencem a faixa 0 < Re(z) < 1.

Fazendo algumas mudangas na variavel podemos escrever a fun¢ao ((z) da seguinte

, 1 1y == 1. /(2 1 1
§(zz):§<22—1)7r2 1 (§+Z)((z+§)

Observe que ao fazer a transformacao de ((z) para ((z+3) estamos transladando a reta

forma

critica Re(z) = % para o eixo imaginario além disso quando multiplicamos 2 pelo nimero
imaginario ¢ estamos fazendo uma rotacao de noventa graus, desta forma a hipotese de
Riemann ¢é equivalente a afirmar que os zeros nao triviais da fungao £(iz) sao todos reais.

Uma outra forma de representar a funcao £(iz) é a seguinte

€T o0
g<§> = 8/0 (1) cos wtdt, (4.26)
onde
d(t) = Z(2n47rzegt — 3n’re’exp(—niret). (4.27)
n=1

Utilizando a expansao em série da funcao cosseno segue que,

2k

1 /x = T
8¢ <§> - ];(_1) b’“(%)! (4.28)
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com

by, = / 25 0(t)dt, para k> 0.

0
Fazendo z = —z? em (4.28) obtemos a fungao
> 2F k!~

F(z)= Ye—, V&= ——Dbs. 4.29
(2) ;%k! Tk (2k)! k ( )
Observe que a transformacao z = —? faz com que a funcao inteira F'(z) tenha somente

zeros reais negativos, ou seja, que F'(z) pertenga a classe de Laguerre Polya L;. Assim, a
Hipotese de Riemann é equivalente a afirmar que a fungao inteira F'(z) pertenca a classe
L;.

Uma forma de abordar o problema de Riemann é utilizar os polindémios de Jensen, pois
segue do Teorema 4.8 que uma funcao inteira F'(z) pertence a classe Lj se, e somente se,

os polinomios de Jensen associados a F'(z) possuem somente zeros reais e nao positivos.

4.4 Desigualdades de Turan para a funcao ¢ de Rie-
mann.

Uma simples condi¢ao necessaria para uma funcgao inteira
ok
W(2) =D moy (4.30)
k=0
pertencer a classe de Laguerre-Poélya, sao as chamadas desigualdades de Turan

Yo = Y1 Vh—1 > 0,

que sao de fato condigoes necessarias e suficientes para que os polinémios de Jensen associ-
ados a ¥ () de grau dois serem hiperbolicos. As desigualdades de Turan de ordem superior
4(Y2 = Yn—1Vnt+1) (Va1 — Y ¥n+2) — (Y Ynt1 — Yn-17Vnt2)® > 0 sdo também condigdes necessé-
rias e suficientes para que uma fun¢ao da forma (4.30) pertenga a classe de Laguerre-Polya.
De fato, esses dois conjuntos de desigualdades garantem que os polinémios de Jensen de

grau trés sao hiperbolicos.
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Polya conjecturou em 1927 e Csordas, Norfolk e Vargas provaram em 1986 |2|, que as
desigualdades de Turan sao verdadeiras para os coeficientes da funcao £ de Riemann. Nesta
secao provamos que as desigualdades de Turan de ordem superior também sao verificadas
para a funcao ¢ de Riemann estabelecendo a hiperbolicidade dos polindmios de Jensen de
grau trés associados a 1.

Como haviamos dito antes, uma simples condicao necessaria para que & pertenca a classe
de Laguerre-Polya, sao as desigualdades de Turén serem satisfeitas. Uma das formas mais

simples de verificar este fato, baseia-se nos polindmios de Jensen, pois se

n

n .
gn,k(z) = gn,k(wv Z) = Z (j)7k+j'z]a n, k= 07 1a ey (431)

5=0
sao os polindémios de Jensen associados a 1, sabemos do Teorema 4.8 que v pertence a
classe de Laguerre-Polya se, e somente se, g, (%) possul somente zeros reais nao positivos
para todo n,k = 0,1,.... Portanto, se considerarmos todos os polindmios de Jensen de
grau dois

Gok-1(2) = Veo1 + 2962 + Ve4127,
tendo somente zeros reais, implica que seu discriminante tem que ser maior ou igual a zero,
isto é,

Y= Yep1Vee1 >0 k=0,1,.... (4.32)

Uma extensao de (4.32) foi obtida em [4], onde a desigualdade

Hy, =407 = Y—1911) s — W W2) — (Vi1 — We—1i42)® = 0, k€N, (4.33)

é uma condi¢ao necessaria para que a funcao inteira ¢ definida por (4.30) pertenga a classe
de Laguerre-Polya. Chamamos o novo conjunto de desigualdades de Turdn de ordem
superior. A idéia da demonstracao é simples e baseia-se no fato dos polinémios de Jensen
de grau trés gs x(z) serem hiperbolicos. Também, nao ¢ dificil verificar que as desigualdades
(4.32) e (4.33) sao condicoes suficientes para que gsx(z) seja hiperbolico. Fornecemos este

fato através do seguinte lema.
Lema 4.13 Seja k € N. Entao, o polinémio real
93,6-1(2) = Vo1 + 3T + 312”4 Yepoz”,
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com coeficiente do termo de maior grau Yrio nao nulo, € hiperbolico se, e somente se, as

desigualdades

Vi = Vo171 > 0,

4(%3 - 'Vk—l'yk-i-l)(%%-l—l — Ve Vrr2) — (W Vrr1 — %—17k+2)2 >0,

sao satisfeitas simultaneamente.

Demonstracao:

As condicoes necessérias e suficientes do Lema 4.13, seguem diretamente do Teorema

de Hermite (Teorema 3.13) verificando-se que os determinantes

So S1 59
So S1

Ty =S50, Ty = e Ih=1|9 Sy Ss
S1 Sy

Sy Sz Sy

sa0 maiores ou iguais que zero.

De fato, aplicando o Teorema de Hermite para o polindémio

G3k-1(2) = Vet + 31T + 317 + Yppot®

inicialmente construimos as somas simétricas

oy = — Tt 02:3l @z—b. (4.34)

V42 Vi+2 Vie+2
Em seguida, como

So = 3

S = o

Sy = (01)* — 209 ;

Sy = (01)% — 30109+ 303

Sy = (01)* —4(01)%09 + 40103 + 2(09)?

74
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segue de (4.34) que

So = 3
- _3”Yk+1
Vk+2
52 _ 97]%4—1 o 6/7]6

2
Vie+2 Vk+2

—277} 4 n 21y k41 3k
713+2 713+2 Vi+2

Sy =

81741 1089Yi4s n 18+; . 129 1Yk41

Sy = 4 3 2 2
V42 Vi+2 Vi+2 Vi+2

Substituindo os valores de S k = 0,1, 2, 3,4 nas entradas dos determinantes Ty, T} e Ts e

desenvolvendo tais determinantes, obtemos

18(%%“ - 7k—1”¥k+2)

2
V42

Th =3, T\ =

T, — —27(=37 1 + 412 — 67 1 Ve Ve 1 Ve + o1 (49040 T Ve 17k40))

1
Vi+2

Observe que no numerador de 7} temos exatamente a expressao para a desigualdade

de Turdm, multiplicada por 18. Agora, se desenvolvermos

Hy, = 4(%3 - %_1%+1)(%3+1 - %%+2) - (%%H - %—1%+2)27

verifica-se facilmente que

27TH
T2 — b

Vir2
Portanto, as condigOes necessarias e suficientes seguem diretamente do Teorema de
Hermite. u
Vamos considerar agora funcoes inteiras que sao representadas por uma transformada
de Fourier com nucleo par, K(t) sendo positivo e com decaimento suficientemente rapido,

ou seja,

F(z) = % /_ T K()etdt = /0 K (1) cos(zt)dt.
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Entao,

F(Z)ZZ%Z2 : combm::/ K ()dt, m=0,1,2,....

m=0 0

Novamente, fazendo a mudanca de variavel, —z = 22 temos

=k - x* k!
Fi(z) = Z’ka = Zbkma com Vi = @bk-
k=0 k=0

Entao, obviamente, F'(z) pertence & L; se, e somente se, F(z) pertence a Ls. Entao,
a primeira condi¢ao necessaria que Fj(z) deve satisfazer é que as desigualdades de Turan

Ty := 72 — Y_17k+1 S€jam nao negativas para todo k& € N. Observe que

b (2k — 1)bp_s
Tk = C.
berr  (2k + 1)by

onde ¢ := 2k!(k + 1)!/((2k)!(2k + 2)!), entao as desigualdades de Turan sao equivalentes
a

T = (2k + 1)b2 — (2k — 1)by_1bpsy > 0, k € N. (4.35)
Consequentemente uma simples condi¢ao necesséaria para a Hipotese de Riemann é que
(2k + 1)0? — (2k — D)bg_1bepr > 0, k€N, (4.36)

para os nicleos ®(t) definidos em (4.27). Em 1927, Polya [9] conjecturou que as desigual-
dades (4.36) sao verdadeiras. A conjectura de Polya foi provada somente em 1986 por
Csordas, Vargas e Norfolk [2]. A idéia da demonstracao em [2| é estabelecer primeiramente

a seguinte condicao suficiente.

Teorema 4.14 Se K (t) é um nicleo par, positivo, com decaimento suficientemente rapido

e log K(\/1) é concavo para t > 0, isto ¢,
(log K(v1))" <0 para t>0, (4.37)
entao as desigualdades (4.36) sao satisfeitas.

Csordas, Norfolk e Vargas provaram o Teorema 4.14 para o nucleo ®(t) da fungao & de

Riemann, fornecendo o seguinte resultado.
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Teorema 4.15 A funcdo log(®(\/t)) ¢ concova para t > 0.

Uma observagao interessante é que a desigualdade (4.37) é equivalente a

d [ K'(t)
%{tK(t)}<0 for ¢t > 0.

Para demonstracao do Teorema 4.14 veja |3].
Voltado para as desigualdades de Turan de ordem superior, um simples calculo mostra

que Hk = dkj:[k, onde
[K12[(k+ D))
(2k)!(2k + 1)[(2k + 3)1]2

di =

Hy, = 4(2k +3) [(2k + 1)bj, — (2k — 1)by_1bp11] [(2k + 3)bisq — (2 + 1)bbgo]
—(2k 4+ 1) [(2k + 3)bbry1 — (2k — 1)by_1bpy0]®. (4.38)

Em seguida damos a defini¢cao de nicleo admissivel, para que possamos demonstrar o

nosso resultado principal desta secao.

Definicao 4.5 Uma fun¢ao K : R — R € chamada de nicleo admissivel, se ela satisfaz

as sequintes propriedades :
(i) K(t) >0 fort eR,
(ii) K(t) € analitica na faiza }Im z} < 7 para algum 7 > 0,
(iii) K(t) = K(—t) para t € R,
(i) K'(t) <0 parat >0, e
(v) para algum e >0en=0,1,2,...,
K™ (t) =0 (ezp( — [t[**®) =) com t — .

E bem conhecido que o niicleo ®(t) satisfaz essas condigoes.

Temos, entao, o seguinte resultado.
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Teorema 4.16 Se K(t) ¢ um nicleo admissivel com momentos b, = [ t* K (t)dt e
(log K(vt))" <0 para t>0,
entao ]/:I; > 0 para todo k € N,

E interessante observar que a concavidade logaritmica de K (v/f) garante ndo somente
que as desigualdades de Turan sejam validas, mas também as desigualdades de Turan de
ordem superior. Além disso, segue diretamente do Lema 4.13 e dos Teoremas 4.15 e 4.16

o seguinte corolario.
Corolario 4.1 Todos os polinémios de Jensen de grau trés

93.-1(2) = Fp-1 + 3%z + 3Fp412” + Jpgo2®, k€N,
associados com a funcao & de Riemann sao hiperbolicos.

Agora, vamos fornecer uma féormula envolvendo determinantes de integrais, que sera de

muita utilidade para a demonstracao do Teorema 4.16.

Teorema 4.17 Seja as fungoes f1, f2, g1, 92 quadrado integraveis em [0,00). Entao

I f®gi)dt  [5° fi(t)gz(t)dt 1 /°° /OO fi(z1) fi(ze) || g1(z1) g1(x2) s di
= 1 dz2.
I~ fa)gr(t)dt  [5° fa(t)g2(t)dt 2Jo Jo | foa1) falwz) || galz1) galwa)
A demonstracao desta formula pode ser encontrada em [10].
Demonstragao do Teorema 4.16. Seja K(t) um nucleo. Entao, definimos
K'(z1) K'(x2)
Azy, 19) = (@1 4 22) K (21) K (12) { (29 — xp) | @K@ w2K@2) | & (4.39)

1 1

e para qualquer par de inteiros nao negativos m and n,

Im,n/ / LETI;LA(ID.Z’Q) dl’ldl'g.
0 0

Seja,
Tj, = (2k + 1)b} — (2k — 1)bp_1bpya.
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Foi provado em 3| que Zﬁ = Iy, 9. De uma forma similar obtemos uma expressao explicita

para Uy, = (2k + 3)bgbps1 — (2k — 1)by_1bj4o. Visto que

_ b 2k — 1)b,_
o C
bpta (2K + 3)bria

utilizando o fato que b, = [ t** K (t)dt e integrando por partes, obtemos

(2k — Dby = — / RV () dt.
0

Logo,
0 [ReRR@dt [ D gy
SR (fyde [ O gy
Aplicando o Teorema 4.17, obtemos

— 1
U= -

5 [Lok+2.2k + Lok 242

Considere a diferenca Iopi20r — Iog 2k+2. Pela definicao das integrais 1, ,,, segue que

2% 2K 2
D20k — ogoki2 = / / x1as (v — x5) A(x1, x9)dryds.

Denotando a tltima integral por G(z1,x2), como obviamente ela é impar com respeito ao
eixo r1 = @9, isto &, G(z1,x2) = —G(x9, 11), segue que a integral acima é nula e, portanto,

Lokt2.0r = Iog op+2. Isto significa que

Uk = Dpqo0k = Log op12-

Entao, por (4.38),

H,,

42k +3) Ty Tron — (2k +1) Uy (4.40)

= (2k +3) Lok oelokro,2k+2 — (2k + 1) Lopyo ok dok 2k+o- (4.41)

Considere a diferenca Jp = Doy ok lok 2.0k +2 — (2k 4+ 1) Iogi2.9k ok 2k+2, representada na forma

de determinantes por

7 L2 u [ v A(u, v)doldu 77w [T 0P A(u, v)dv]du
k prm—
L2 20 A(u, v)dvldu - [77 P[0 2 A(u, v)doldu
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2k+2

Aplicando o Teorema 4.17 com fi(u) = u?*, fo(u) = v*2, gi(u) = [T v*A(u,v)dv e

g2(u) = [ v 2 A(u, v)dv, obtemos

2k
y g1 (yl ) g1 (yz)
/ / 1 dy,dys,

2k+2 2k+2 9> (yl) 9> (y2)

que é equivalente a

1

g2(y1)  g2(y2)
g1(y1)  91(y2)

dy,dys.

Je = / / vy o1 (y1)or = (y2) (Y1 + va2) § (2 — 1)
Utilizando o Teorema do Valor Médio, a expressao entre chaves acima ¢é igual a

(4o — 92)(y) com w(y) = iéjﬁ e ye ().

Entdo, Ji, > 0, desde que Y'(y) > 0 para todo y € [0, 00).

Obviamente

(1) () = (91(9))? Bg;] — )o1(y) — 02()\(0). (4.42)

Desta forma se usarmos a nota(;éo D, jA(z,y) e Fij(x,y) para a derivada parcial 9"/ F'/0x' 0y’

da fun¢do F(z,y), como g1 (u) = [ v**A(u,v)dv e ga(u) = [;° v**2A(u, v)dv sdo fungoes

uniformemente convergentes com respeito a y em (0, 00), entao

91 (y) = / vF A p(y,v)dv e ghly) = / v 2 A o (y, v)do.
0 0

Assim, o lado direito de (4.42) é igual a

o o0 o0 o0
/ V2 A o (y, v)dv/ v?* Ay, v)dv — / VT2 Ay, v)dv/ v A o(y, v)dv
0 0 0 0
e se escrevermos novamente na forma de determinantes temos

(o)) = | o AW T e Aoy, v)de
2 Ay, v)do [0 A o (y, v)do

Agora, aplicando pela tltima vez o Teorema 4.17, com fi(v) = v*, fo(v) = v*+2

91(v) = A(y,v) e g2(v) = Ayo(y, v), obtemos

(91(»)) / / 2| Awa) Al z) dzidz.

S22 2k Aoy, z1) Aip(y, 22)
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Assim, o lado direito da expressao acima ¢é igual a

1 1
/ / 21 Z2kA (v, 21)A(y, 22)(22 + 21) § (22 — 21) Arowa)  Aroy.z2) dz1dzs.
A(y,z1) Ay,22)

Novamente o Teorema do Valor Médio implica que, para qualquer z, 29, existe z dentro

do intervalo limitado por z; e 23, tal que a expressao dentro das chaves é igual a

Aot

(a2 |52

Portanto, temos que ¢’ > 0 se, e somente se,

DI,OA(Z/? Z):| > (

Poa [ Ay, 2)

Vamos, agora, analisar a expressao

D oA A A —A A
Do { 104y, z)} _ Ay, 2)An(y, 2) 1,02(2/72) 01(y,2). (4.43)
Ay, 2) (A(y, 2))
Observe que, se
K'(y) K'(2)
By, z) = K(y) K(z) ,
K(z) K(y)
entao
Ay, 2) = (22 = y*)B(y, 2),
AI,O = (22 - y2)Bl,0 - 2yB7
Apq1 = (2" — 92)3071 +22B
e

A171 = (22 — y2>Bl,1 + QZBLO — 22/30,1-

Substituindo estd expressao no numerador do lado direito de (4.43), obtemos
AAl,l - Al,vo,l = (y2 - 22)2(331,1 - Bl,oBo,l) + 49232-
Observe que a tultima funcao é positiva para y,z € (0,00), se provarmos que
L =BBy1— BioBoa
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é positiva. Calculos imediatos mostram que

v L= [y(K'(y))* + K(y)(K'(y) — yK"(y)][2(K'(2))* + K (2)(K'(2) = 2K"(2))].

Como
(R0 + KOK'() ~ tK70) =~k ) | ]

entao
a9/

Por outro lado,

{ggli?)} - (ZOQ(K(\/E)))/' < 0 para todo t >0,

o que implica L > 0. Assim,

T 2
i = Lok ok lokto,2k4+2 — Lokr2,28]” > 0

e entao obviamente

(2k + 3) Lok ok ok s 2.9k 42 — (2k + 1)[Lapi2.21)? > 0

que é equivalente a f[; > 0.

Os resultados desta tltima se¢do podem ser encontrados em [5]
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