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Resumo
Nesta tese abordamos alguns problemas rela
ionados 
om zeros de polin�mios e de fun-ções inteiras. Estabele
emos fórmulas explí
itas para os polin�mios da sequên
ia de Sturm,gerada por um polin�mio e pela sua derivada. Como 
onsequên
ia, obtemos 
ondições ne-
essárias e su�
ientes para que um polin�mio sem zeros múltiplos tenha somente zerosreais. Provamos também a vera
idade de algumas 
ondições ne
essárias para a hipótesede Riemann, estendendo desta forma um resultado anterior de Csordas, Norfolk e Vargaque estabele
em uma 
onje
tura de Pólya.

Palavras-
have: Polin�mios, zeros, Funções Inteiras, Desigualdades de Turán, Hipótesede Riemann.
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Abstra
t
In this thesis we approa
h problems 
on
erning zeros of polynomials and entire fun
-tions. We establish expli
it formula for the polynomial in the Sturm sequen
e, generatedby a polynomial and its derivative. As a 
onsequen
e, we obtain ne
essary and su�
ient
onditions for a polynomial without multiple zeros to possess only real zeros. We provealso the truth of 
ertain ne
essary 
onditions for the Riemann Hypothesis, thus extendinga previons result of Csordas, Norfolk and Varga who established a 
onje
ture of Pólya.

Key words: Polynomials, Zeros, Entire Fun
tions, Turán of Inequality, Riemann Hypothe-sis.
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Capítulo 1
Introdução
Um dos resultados fundamentais da matemáti
a é o 
hamado Teorema Fundamental daÁlgebra. Ele a�rma que, se

p(z) = a0 + a1z + . . . anz
n, an 6= 0,é um polin�mio de grau n, ele possui exatamente n zeros z1, z2, . . . , zn, sendo possível quealguns deles se repitam e, neste 
aso, os zeros são 
hamados múltiplos.Além disso, p(z) pode ser representado da forma

p(z) = an(z − z1) . . . (z − zn).Representação similar existe para as funções inteiras e ela é 
onhe
ida por fórmula deWeierstrass.Uma questão fundamental é a seguinte: dada uma região Ω do plano 
omplexo, obter
ondições ne
essárias e/ou su�
ientes sobre os 
oe�
ientes do polin�mio, ou da funçãointeira, para que todos os seus zeros pertençam a Ω.Por exemplo, quando Ω é um semi-plano ou um dis
o, esta questão é simplesmente oproblema da estabilidade de soluções de equações diferen
iais.Os temas prin
ipais desta tese são rela
ionados à questão a
ima no 
aso em que Ω éa reta real. Portanto, este trabalho 
ontém resultados sobre polin�mios e funções inteirasque possuem somente zeros reais. 1



Na literatura, os polin�mios algébri
os 
om zeros somente reais são frequentemente
hamados de Polin�mios Hiperbóli
os. A 
lasse das funções inteiras 
ujos zeros estãotodos lo
alizados na reta real é denominada de Classe de Laguerre-Pólya. É 
onhe
idoque toda tal função é de ordem no máximo dois e é limite de polin�mios hiperbóli
os, nosentido da 
onvergên
ia uniforme nos 
ompa
tos do plano 
omplexo.Vale men
ionar que a questão de 
ara
terizar as funções da 
lasse de Laguerre-Pólya foimotivada pelo maior problema da matemáti
a na atualidade que é a Hipótese de Riemann.Esta hipótese a�rma que todos os zeros não-triviais da função ζ de Riemann perten
emà reta Re(z) = 1
2
. A simples transformação linear que leva esta reta ao eixo real reduz aHipótese de Riemann ao problema de estabele
er que a função obtida através da transfor-mação, que é 
onhe
ida 
omo a função ξ de Riemann, possui somente zeros reais. Sabe-seque ξ é uma função inteira de ordem um. Laguerre, provavelmente tentado por esta sim-ples observação, nos anos 80 do sé
ulo XIX obteve alguns resultados sobre as funçõesinteiras 
om zeros reais. Na primeira dé
ada do sé
ulo XX, Jensen espalhou rumores deque havia obtido 
ara
terizações fundamentais sobre estas funções e 
ondições ne
essáriase su�
ientes importantes para a hipótese de Riemann.Como ele não publi
ou seus resultados, após seu fale
imento foi dado a George Pólya odireito de estudar os manus
ritos de Jensen. Apesar das 
ondições ne
essárias e su�
ientesque Pólya en
ontrou não pare
erem e nem provarem ser promissoras para estabele
er ahipótese, um resultado bonito e importante tinha sido obtido por Jensen. Asso
iados 
omqualquer função inteira

ψ(z) = γ0 +
γ1z

1!
+
γ2z

2

2!
+ . . .+

γkz
k

k!
. . . .Jensen introduziu os polin�mios

gn(ψ, z) = γ0 +

(
n

1

)
γ1z +

(
n

2

)
γkz

2 + . . .

(
n

n

)
γnz

n,e provou que ψ é da 
lasse de Laguerre-Pólya se, e somente se, todos os polin�mios gn(ψ; z),que hoje são 
hamados polin�mios de Jensen, são hiperbóli
os. Além disso, a sequên
ia
gn(ψ; z

n
) 
onverge uniformemente para ψ(z) em todo 
ompa
to do plano 
omplexo.2



É relativamente fá
il 
on
luir que se ψ(z) possui apenas zeros reais, não somente
gn,k(ψ; z), mas também os 
hamados polin�mios de Jensen generalizados

gn,k(z) = γk +

(
n

1

)
γk+1z + . . .+

(
n

j

)
γk+jz

j + . . .+

(
n

n

)
γn+kz

n,são hiperbóli
os.Motivado pela leitura dos manus
ritos de Jensen, George Pólya, em parte em 
oauto-ria 
om S
hur, obteve a 
ara
terização (denotada aqui por LP) 
ompleta da 
lasse que
hamamos de Laguerre-Pólya e estabele
eu vários resultados importantes sobre o assunto.Levando em 
onsideração o papel dos polin�mios de Jensen, um problema fundamentalé obter 
ara
terizações 
ompletas para polin�mios hiperbóli
os. Existem 
ondições ne-
essárias e su�
ientes para que um polin�mio seja hiperbóli
o e as mais a
essíveis são asforne
idas pelo Teorema de Hermite em termos de formas quadráti
as que envolvem os 
o-e�
ientes dos polin�mios. Por outro lado, o resultado 
lássi
o de Sturm forne
e o númerode zeros reais de um polin�mio p(z) 
om 
oe�
ientes reais no intervalo (a, b) através dasmudanças de sinal da 
hamada sequên
ia de Sturm, gerada por p(z) e p′(z). Esta últimasequên
ia é obtida pelo algoritmo de Eu
lides e, portanto, exige 
ál
ulos bastantes 
omple-xos. Alguns dos prin
ipais resultados desta tese são fórmulas explí
itas sobre os polin�miosda sequên
ia de Sturm em termos de determinante 
uja matriz é a 
onhe
ida matriz deHurwitz asso
iada a p(z) e que envolve somente p(z) e p′(z). Estes resultados revelam arelação estreita entre o Teorema de Hermite e o Teorema de Sturm. Outra 
onsequên
iaimediata destes resultados são as 
ondições ne
essárias e su�
ientes para que um polin�mioseja hiperbóli
o no 
aso em que ele não possui zeros múltiplos.Lembramos que a Hipótese de Riemann é equivalente ao fato de que a função ξ(z) deRiemann perten
e à 
lasse de Laguerre-Pólya e que ξ(z) é uma função par, isto é,
ξ(z) =

∞∑

k=0

γ̂k

k!
z2k, 
om γ̂k > 0.Portanto, a hipótese é verdadeira se, e somente se, a função ξ1(z) = ξ(

√
z),

ξ1(z) =

∞∑

k=0

γ̂k

k!
zk,3



possui somente zeros reais e negativos. Então, pelos resultados de Jensen men
ionadosanteriormente, uma 
ondição ne
essária para a vera
idade da Hipótese de Riemann é queos polin�mios generalizados
g2,k−1(ξ1; z) = γ̂k−1 + 2γ̂kz + γ̂k+1z

2sejam hiperbóli
os, o que por seu lado é equivalente ao fato de seu dis
riminante ser não-negativo, isto é,
γ̂2

k − γ̂k−1γ̂k+1 ≥ 0, k = 1, 2, . . . .Estas desigualdades são 
onhe
idas na literatura 
omo as desigualdades de Turán. Em1927 Pólya propós 
omo problema em aberto provar estas desigualdades para os 
oe�
ientesde ξ1(z). Surpreendentemente, o problema de Pólya foi resolvido depois de quase seisdé
adas, em 1986 por Csordas, Norfolk e Varga [2℄. Naturalmente surge a questão sobre ahiperboli
idade dos polin�mios generalizados de Jensen de grau três asso
iados 
om ξ1(z),que são dados por
g3,k−1(ξ1; z) = γ̂k−1 + 3γ̂kz + 3γ̂k+1z

2 + γ̂k+2z
3. (1.1)Provamos que um polin�mio da forma (1.1) 
om 
oe�
ientes positivos é hiperbóli
o se, esomente se, γ̂2

k+1 − γ̂kγ̂k+2 ≥ 0 e
4(γ̂2

k − γ̂k−1γ̂k+1)(γ̂
2
k+1 − γ̂kγ̂k+2) − (γ̂kγ̂k+1 − γ̂k−1γ̂k+2)

2 ≥ 0 (1.2)simultaneamente. As desigualdades (1.2) são 
hamadas de desigualdades de Turán deordem superior. No Capítulo 4 desta tese provamos as desigualdades (1.2), estabele
endo,assim, a hiperboli
idade dos polin�mios de Jensen generalizados de grau três e estendendoo resultado de Csordas, Norfolk e Varga.
4



Capítulo 2
De�nições e Resultados Preliminares
Neste 
apítulo forne
emos de�nições e resultados preliminares que serão utilizados nos
apítulos seguintes. Como as demonstrações de tais resultados são um tanto trabalhosase, em muitos 
asos, ne
essitam de muitos resultados auxiliares, e para que o trabalho nãofuja dos seus objetivos não vamos forne
er tais demonstrações.As de�nições e demonstrações da seção 2.1 podem ser en
ontradas em [6℄.2.1 Alguns Resultados sobre Formas Quadráti
asDe�nição 2.1 Uma forma quadráti
a é um polin�mio homogêneo de grau dois em n vari-áveis x1, x2, . . . xn. Uma forma quadráti
a sempre tem a representação

n∑

i,k=1

aikxixk (aik = aki; i, k = 1, 2, . . . n),onde A = (aik) é uma matriz simétri
a.Se denotarmos o vetor (x1, x2, . . . xn) por x e a forma quadráti
a por
A(x, x) =

n∑

i,k=1

aikxixk, (2.1)então podemos es
rever (2.1) 
omo
A(x, x) = xTAx. (2.2)5



2.1. Alguns Resultados sobre Formas Quadráti
asUma forma quadráti
a também pode ser representada na forma
A(x, x) =

r∑

i=1

aiX
2
i , (2.3)onde ai 6= 0 (i = 1, 2, . . . , r) e

Xi =
n∑

k=1

αkixk (i = 1, 2, . . . r)são formas lineares linearmente independentes nas variáveis (x1, x2, . . . , xn).É possível provar, utilizando a representação (2.3), que o número de ai positivos é igualao posto da matriz A = (aik), além disso o número total de ai positivos e negativos sãoinvariantes independentemente da representação de A(x, x). Este resultado é 
onhe
ido
omo a Lei da Inér
ia de uma Forma Quadráti
a e é dado da seguinte forma.Teorema 2.1 Na representação de uma forma quadráti
a A(x, x) 
omo soma de quadradosindependentes
A(x, x) =

r∑

i=1

aiX
2
i ,o número de ai positivos e negativos é independente da es
olha de sua representação.Sabendo que o número de quadrados positivos e negativos é invariante, podemos de�niro que é signatura de uma forma quadráti
aDe�nição 2.2 A diferença σ entre o número π de quadrados positivos e o número v dequadrados negativos na representação de A(x, x) é 
hamado de signatura da forma A(x, x).O posto r e a signatura σ determinam os números π e v uni
amente, pois r = π + v e

σ = π − v.Vamos, agora, enun
iar o Teorema de Ja
obi. Para este propósito, de�nimos
• Dk = A


 1 2 . . . k

1 2 . . . k


 para k = 1, 2, . . . , n 
omo sendo o determinante de ordem

k formado pelas primeiras k linhas e primeiras k 
olunas da matriz A = (aik).
• P (1, D1, D2, . . . , Dr) e V (1, D1, D2, . . . , Dr) 
omo sendo o número de permanên
ia enúmero de mudanças de sinal, respe
tivamente, da sequên
ia 1, D1, D2, . . . , Dr, onde
r é o posto da matriz A = (aik). 6



2.1. Alguns Resultados sobre Formas Quadráti
asTeorema 2.2 (Ja
obi) Se para a forma quadráti
a
A(x, x) =

n∑

i,k

aikxixk,onde A tem posto r, as desigualdades
Dk = A


 1 2 . . . k

1 2 . . . k


 6= 0 (k = 1, 2, . . . r) (2.4)são satisfeitas, então o número π de quadrados positivos e o número v de quadrados nega-tivos de A(x, x) 
oin
idem, respe
tivamente, 
om o número P de permanên
ias de sinal eo número V de variações de sinal na sequên
ia 1, D1, D2, . . . , Dr e a signatura é dadapor

σ = r − 2V (1, D1, D2, . . . , Dr).De�nição 2.3 Uma forma quadráti
a A(x, x) =

n∑

i,k

aikxixk é 
hamada de�nida positivase,
A(x, x) ≥ 0, para todo x 6= 0.É possível, através do método de Ja
obi, representar uma forma quadráti
a A(x, x) daforma

A(x, x) =
r∑

k=1

Dk−1

Dk

X2
k . (2.5)Utilizando a igualdade (2.5) obtemos o seguinte teorema.Teorema 2.3 Uma forma quadráti
a é de�nida positiva se, e somente se,

D1 ≥ 0, D2 ≥ 0, . . .Dn ≥ 0.Teorema 2.4 Seja A(x, x) uma forma quadráti
a de�nida positiva. Se, para um 
ertovetor v, vale 〈Av, v〉 = 0, então Av = 0.
7



2.2. De�nições e Resultados de Análise2.2 De�nições e Resultados de AnálisePara uma melhor 
ompreensão do Capítulo 4, forne
emos, nesta seção, as prin
ipais de�ni-ções e resultados de análise que serão ali utilizados. Para a demonstração destes resultadosveja [7℄.De�nição 2.4 (Função Inteira) A função f é 
hamada analíti
a em algum ponto z0do seu domínio D se existir um ρ > 0 e uma série de potên
ia F (z) = a0 + a1z + . . ., 
omraio de 
onvergên
ia maior ou igual a ρ, tal que
• a vizinhança N(z0, ρ) perten
e a D, onde N(z0, ρ) é o dis
o 
entrado em z0 e raio ρ;
• para todo z perten
ente a N(z0, ρ), se h = z − z0, então f(z) = f(z0 + h) = F (h).Se f(z) é analíti
a em z0 dizemos que f(z) é representada por F (z) emN(z0, ρ). Quandoo domínio de f é todo o plano 
omplexo, dizemos que f é uma Função Inteira se f foranalíti
a em todo ponto z do plano 
omplexo.Teorema 2.5 Assuma que as funções f1(z), f2(z), . . . fn(z), . . . são inteiras e que elas 
on-vergem uniformemente para uma função f(z) em qualquer 
onjunto 
ompa
to do plano
omplexo. Então, a função limite f(z) é inteira.Vale men
ionar que os polin�mios são funções inteiras, desta forma segue do Teoremaanterior que se tivermos uma sequên
ia de polin�mios 
onvergindo uniformemente parauma função f(z) em qualquer 
onjunto 
ompa
to do plano 
omplexo, então f(z) é umafunção inteira.Como no Capítulo 4 vamos estudar os zeros de 
ertas funções inteiras que são limitesuniformes de sequên
ias de polin�mios, 
abe men
ionar alguns resultados sobre zeros depolin�mios. O primeiro resultado é o 
onhe
ido Teorema Fundamental da Álgebra.Teorema 2.6 Todo polin�mio p(z) não 
onstante de grau n 
om 
oe�
ientes 
omplexos,admite exatamente n zeros. Além disso, p(z) pode ser fatorado na forma

p(z) = an(z − z1) . . . (z − zn),onde an é o 
oe�
iente do maior grau de p(z) e z1, . . . zn são os seus zeros.8



2.2. De�nições e Resultados de AnáliseComo 
onsequên
ia do Teorema Fundamental da Álgebra temos as 
hamadas Relaçõesde Vieta, que rela
ionam os zeros z1, . . . zn do polin�mio p(z) =
∑n

k=0 an−kz
n−k 
om seus
oe�
ientes ak. Tal relação é a seguinte: Se de�nirmos σk 
omo sendo as somas simétri
asdos zeros z1, . . . zn, ou seja,

σ1 =

n∑

j=1

zj , σ2 =

n∑

l,j=1

zjzl, σ3 =

n∑

l,j,p=1

zlzjzp, . . . σn = z1, z2 . . . zn,então
σk = (−1)k an−k

an

k = 1, . . . n. (2.6)O próximo teorema, 
onhe
ido 
omo Teorema de Hurwitz, a�rma que se todas asfunções de uma sequên
ia {fn(z)}∞0 possuem somente zeros reais, então sua função limite
f(z) também tem somente zeros reais.Teorema 2.7 Se os termos da sequên
ia {fn(z)}∞0 são funções analíti
as em um domínio
G que tendem uniformemente em G para a função f(z) não identi
amente nula, entãoqualquer vizinhança su�
ientemente pequena de m zeros de f(z) perten
entes a G 
ontémexatamente m zeros dos fn para um índi
e n su�
ientemente grande.O teorema seguinte garante que se um polin�mio tem somente zeros reais, então dois
oe�
ientes 
onse
utivos do polin�mio não podem ser nulos.Teorema 2.8 Se a equação

h(z) = c0 + c1z + . . . cnz
n = 0tem somente raízes reais e se c0 6= 0, então dois 
oe�
ientes vizinhos não podem se anular.Mais pre
isamente, se cr = 0, 0 < r < n, então cr−1cr+1 < 0.O próximo teorema garante a 
onvergên
ia de produto in�nito de funções.Teorema 2.9 Uma 
ondição ne
essária e su�
iente para a 
onvergên
ia do produto∏∞

n=1(1+

an(z)) é a 
onvergên
ia absoluta da série ∑∞
n=1 an(z).Con
luímos esta seção 
om dois resultados sobre polin�mios 
om somente zeros reais,o primeiro deles é 
onhe
ido 
omo Teorema de Malo-S
hur.9



2.2. De�nições e Resultados de AnáliseTeorema 2.10 Se os zeros do polin�mio
p1(z) = α0 +

α1

1!
z + . . .

αm

m!
zmsão reais e os zeros do polin�mio

p2(z) = β0 +
β1

1!
z + . . .+

βn

n!
znsão reais e de mesmo sinal, então os zeros do polin�mio

p3(z) = α0β0 +
α1β1

1!
z + . . .+

αkβk

k!
zkonde k = min(m,n), são reais.Teorema 2.11 Uma 
ondição ne
essária e su�
iente para que o polin�mio

p1(z) = α0 +
α1

1!
z + . . .

αn

n!
zntenha somente zeros reais é que o polin�mio

p1(D)zm = α0z
m +

(
m

1

)
α1z

m−1 + . . .

(
m

n

)
αnz

ntenha somente zeros reais para todo inteiro positivo m, m > n.

10



Capítulo 3
Sequên
ia de Sturm e Polin�miosHiperbóli
os

Neste 
apítulo são obtidas 
ondições ne
essárias e su�
ientes para que todas as raízes deum polin�mio 
om 
oe�
ientes reais sejam reais. Além disso, dois outros novos resultadossão estabele
idos, o primeiro propõe uma nova relação entre os determinantes das 
hamadasmatrizes de Hankel e o segundo resultado forne
e uma forma explí
ita para se 
al
ular todosos polin�mios gerados pelo algoritmo de Sturm. Ambos os resultados estão fortementeligados e serão de grande importân
ia para 
on
luir o resultado prin
ipal.Ini
iamos o Capítulo 3 falando sobre a sequên
ia e o Teorema de Sturm.3.1 Teorema de Sturm.O Teorema de Sturm trata de um método para se 
al
ular o número de raízes reais queum polin�mio 
om 
oe�
ientes reais possui em um dado intervalo qualquer (a, b), onde a e
b são reais ou ±∞.Para enun
iarmos o Teorema de Sturm, primeiramente vamos introduzir alguns resul-tados e notações.Considere a sequên
ia de polin�mios reais

Qn(z), Qn−1(z), Qn−2(z), . . . , Q1(z), Q0(z) (3.1)



3.1. Teorema de Sturm.que possui as duas seguintes propriedades 
om respeito ao intervalo (a, b):1. Para todo valor de z (a < z < b), se algum Qm(z) se anula, então os dois polin�miosadja
entes Qm−1(z) e Qm+1(z) têm valores diferentes de zero e sinais opostos, isto é,para a < z < b segue que se Qm(z) = 0, então
Qm−1(z)Qm+1(z) < 0.2. A última função Q0(z) em (3.1) não se anula no intervalo (a, b).A sequên
ia de polin�mios (3.1)é 
hamada de sequên
ia de Sturm no intervalo (a, b).Vamos veri�
ar, agora, que se f(z) é um polin�mio de grau n e f ′(z) é a derivada de

f(z), então sempre podemos 
onstruir uma sequên
ia de Sturm ini
iando 
om f(z) e f ′(z).Para gerar uma sequên
ia de Sturm vamos apli
ar o algoritmo de divisão de Eu
lidespara os polin�mios f(z) e f ′(z) a �m de en
ontrar o máximo divisor 
omum entre f(z) e
f ′(z), e veri�
ar que o pro
esso de divisão de Eu
lides gera uma sequên
ia de Sturm.Teorema 3.1 Os polin�mios obtidos pelo algoritmo de Eu
lides a partir dos polin�mios
f(z) e f ′(z),

f(z) = f ′(z)A0(z) −Qn−2(z)

f ′(z) = Qn−2(z)A1(z) −Qn−3(z)

Qn−2(z) = Qn−3(z)A2(z) −Qn−4(z)... ... ....
Qn−r−1(z) = Qn−r(z)Ar+1(z) −Qn−r+1(z)... ... ...

Q2(z) = Q1(z)An−2(z) −Q0(z),se, quando f(z) não possui zeros múltiplos, formam uma sequên
ia de Sturm.Pre
isamos veri�
ar que a sequên
ia
f(z), f ′(z), Qn−2(z), . . . , Q0(z),12



3.1. Teorema de Sturm.gerada pelo algoritmo de Eu
lides, satisfaz as duas 
ondições 
itadas na de�nição de sequên-
ia de Sturm.Observe que, no pro
esso de Eu
lides, tomamos os restos da divisão 
om sinal negativo.Podemos notar também que os graus dos polin�mios Qn−r−1(z), r = 1, 2, . . . , n − 1,de
res
em estritamente. A divisão é repetida até obtermos o resto Q0(z) de grau zero, istoé, uma 
onstante. Se esta 
onstante é nula, então Q1(z) é o fator 
omum entre f(z) e f ′(z).Se esta 
onstante é não nula então f(z) e f ′(z) não têm fator 
omum diferente de
onstante. Por exemplo, se f(z) não tem zeros múltiplos, então f(z) e f ′(z) não têmfator 
omum diferente de 
onstante e, 
onsequentemente, o algoritmo de Eu
lides produza sequên
ia f(z), f ′(z), Qn−2(z), . . . , Q0(z) 
om Q0(z) = const 6= 0.Para demonstrarmos o Teorema 3.1 pre
isamos do seguinte resultado.Lema 3.2 Seja f uma função que tem derivadas 
ontínuas até ordem k em uma vizi-nhança U do ponto c. Sejam
f(c) = f ′(c) = . . . = f (k−1)(c) = 0 e f (k)(c) 6= 0.Então, para todo ε > 0 su�
ientemente pequeno, temos

f(c+ ε)f ′(c+ ε) > 0,

f(c− ε)f ′(c− ε) < 0.Demonstração:O lema a�rma que para qualquer raiz c da equação f(t) = 0, a função f esua derivada têm sinais opostos antes da raiz e mesmo sinal depois da raiz. A demonstraçãoé baseada na fórmula de Taylor. Para todo h su�
ientemente pequeno, pre
isamente talque c+ h, c− h ∈ U , temos
f(c+ h) = f(c) +

f ′(c)

1!
h+

f ′′(c)

2!
h2 + . . .+

f (k−1)(c)

(k − 1)!
hk−1 +

f (k)(c+ θh)

k!
hk,onde θ é algum número do intervalo (0, 1).Analogamente,

f ′(c+ h) = f ′(c) +
f ′′(c)

1!
h+ . . .+

f (k−1)(c)

(k − 2)!
hk−2 +

f (k)(c+ θ1h)

(k − 1)!
hk−1,13



3.1. Teorema de Sturm.onde θ1 ∈ (0, 1). Como f (j)(c) = 0 para j = 0, . . . , k − 1, então
f(c+ h)

f ′(c+ h)
=

f (k)(c+ θh)

f (k)(c+ θ1h)

h

k
.Mas, f (k)(t) 6= 0. De fato desde que f (k)(t) é uma função 
ontínua, existe uma vizinhança

U1 de c tal que f (k)(t) 6= 0 para todo t ∈ U1. Além disso, sign f (k)(t) = sign f (k)(c) paratodo t ∈ U1. Em parti
ular, para h su�
ientemente pequeno, temos
sign f (k)(c+ θh) = sign f (k)(c+ θ1h).Consequentemente,

sign
f(c+ h)

f ′(c+ h)
= sign h.Assim, para h = ε e h = −ε obtemos a a�rmação do lema.Vamos agora demonstrar o Teorema 3.1.Demonstração. Seja (a, b) um intervalo dado. Vamos, ini
ialmente, supor que f(z)não tem raízes múltiplas no intervalo (a, b). Mostremos que Q0(z) 6= 0 em (a, b) se, esomente se, f(z) não tem zeros múltiplos em (a, b). De fato, se f(z) tivesse um zero ξ
om multipli
idade p em (a, b), então ξ seria um zero 
om multipli
idade (p− 1) de f ′(z)e, 
onsequentemente, f(z) e f ′(z) teriam um fator 
omum, (x − ξ)p−1, 
om ξ ∈ (a, b).Re
ipro
amente, se f(z) não tem raízes múltiplas em (a, b), então o fator 
omum entre

f(z) e f ′(z) não tem raízes em (a, b), pois Q0(z) é uma 
onstante não nula.Seja f(c) = 0. Então, pelo Lema 3.2, f(c− ε) e f ′(c− ε) têm sinais opostos para todo
ε > 0 su�
ientemente pequeno.Agora, 
onsidereQn−r(c) = 0 para algum r = 2, . . . , n−1. Então, Qn−r−1(c) eQn−r+1(c)são diferentes de zero e, além disso, Qn−r−1(c) e Qn−r+1(c) têm sinais opostos.Estas a�rmações são 
onsequên
ias imediata da relação

Qn−r−1(z) = Qn−r(z)Ar+1(z) −Qn−r+1(z),pois para z = c, 
omo Qn−r(c) = 0, segue que Qn−r−1(c) = −Qn−r+1(c).Se supomos que um destes dois números é zero, então, pela relação de re
orrên
ia,gerada pelo algoritmo de Eu
lides, obtemos
Qn−r−1(c) = Qn−r+1(c) = . . . = Qn−2(c) = f ′(c) = f(c) = 0.14



3.1. Teorema de Sturm.Assim, c seria raiz múltipla de f(z), o que leva a uma 
ontradição.O fato de Q0(z) 6= 0 em (a, b) é uma 
onsequên
ia da observação feita de que se f(z)não tem raízes múltiplas em (a, b) e, então, Q0(z) é uma 
onstante diferente de zero.Isto mostra que a sequên
ia
f(z), f ′(z), Qn−2(z), . . . Q1(z), Q0(z),gerada pelo algoritmo de Eu
lides, é uma sequên
ia de Sturm.Agora, se Q0(z) é uma 
onstante nula, isto é, f(z) tem zeros múltiplos no intervalo

(a, b), então Qm(z) é o fator 
omum não somente de f(z) e f ′(z) mas também de toda asequên
ia f(z), f ′(z), Qn−2(z), . . . , Qm(z) gerada pelo algoritmo de Eu
lides. Desta forma,a sequên
ia gerada pelo algoritmo de Eu
lides não gera uma sequên
ia de Stum. Para resol-ver este problema basta dividir toda a sequên
ia pelo seu fator 
omum Qm(z) e 
onsiderara nova sequên
ia
f(z)

Qm(z)
,
f ′(z)

Qm(z)
,
Qn−2(z)

Qm(z)
, . . . ,

Qm−1(z)

Qm(z)
, 1,que é uma sequên
ia de Sturm.Portanto, o algoritmo de Eu
lides sempre, gera uma sequên
ia de Sturm independen-temente do polin�mio f(z) possuir ou não raízes múltiplas.A seguir, vamos de�nir o que é número de mudança forte de sinal de uma sequên
ia,para que, em seguida, possamos demonstrar o Teorema de Sturm que rela
iona o númerode raízes de um polin�mio 
om o número de mudança forte de sinal na sequên
ia de Sturm.De�nição 3.1 Por S−(α0, . . . , αn) denotaremos o número das mudanças fortes de sinal nasequên
ia α0, α1, . . . , αn. Em outras palavras, este é o número de pares da forma (+,−)ou (−,+) na sequên
ia obtida por α0, α1, . . . , αn des
artando-se os zeros da sequên
ia esubstituindo-se todo número positivo αi por ” + ” e todo número negativo por −”.Por exemplo,

S−(−5, 6, 4, 0,−1, 2) = 3.Vamos denotar por S−(z) o número das mudanças fortes de sinal na sequên
ia de Sturm,isto é,
S−(z) := S−(f(z), f ′(z), Qn−2(z), . . . , Q0(z)).15



3.1. Teorema de Sturm.Por S−(a) e S−(b) vamos entender 
omo sendo, respe
tivamente, S−(a + ǫ) e S−(b − ǫ)onde ǫ é tal que nenhum elemento da sequên
ia
f(z), f ′(z), Qn−2(z), . . . , Q0(z)se anula no intervalo (a, a+ ǫ] e [b− ǫ, b).Agora, podemos enun
iar o Teorema de Sturm.Teorema 3.3 (Sturm). Seja f(z) um polin�mio algébri
o arbitrário de grau n, que nãotem raízes múltiplas em (a, b). Então, o número de zeros de f(z) em (a, b) é igual a

S−(a) − S−(b).Demonstração. Vamos a
ompanhar a variação do número S−(z) de mudanças fortes desinal na sequên
ia de Sturm quando z se move de a até b. Desde que todas as funções destasequên
ia são polin�mios algébri
os e, portanto, são funções 
ontínuas, então a mudançado número S−(z) pode o
orrer somente quando z passa por uma raiz de uma das funções
f(z), f ′(z), Qn−2(z), . . ., Q1(z). Vamos supor que c ∈ (a, b) e Qn(c) = 0. Então, para
ε > 0 su�
ientemente pequeno, pelo Lema 3.2, f(c − ε) e f ′(c − ε) têm sinais opostos, e
f(c+ ε) e f ′(c+ ε) têm o mesmo sinal. Consequentemente, entre f(z) e f ′(z) existe umamudança de sinal antes de c e esta mudança desapare
e depois de c. Em outras palavras,o número S−(z) diminui de um quando z passa pela raiz de f(z).Vamos observar o que a
onte
e quando z passa por uma raiz de Qn−r(z) para algum
r = 2, . . . , n − 1. Seja, então, Qn−r(c) = 0. Neste 
aso, pela Propriedade 1 da sequên
iade Sturm, Qn−r+1(c) 6= 0, Qn−r−1(c) 6= 0 e Qn−r+1(c)Qn−r+1(c) < 0. Isto signi�
a que
Qn−r+1(c)Qn−r+1(c) < 0 para todo z em uma vizinhança su�
ientemente pequena de c e,portanto,

S−(Qn−r+1(z), Qn−r(z), Qn−r−1(z)) = 1para todo z desta vizinhança. Isto mostra que quando z passa por um zero de umafunção intermediária da sequên
ia de Sturm o número de mudanças S−(z) não muda.Assim, mostramos que S−(z) diminui de um somente quando z passa por um zero de
f(z). Consequentemente, o número de mudanças de sinal que se perde quando z per
orre16



3.2. Relação entre os determinantes das matrizes de Hankelo intervalo (a, b) é exatamente igual ao número de raízes de f(z) em (a, b). Suponha que
S−(a) = m e que f(z) possua k zeros no intervalo (a, b). Pelas 
on
lusões anteriores quando
z estiver em b a sequên
ia S−(z) perde k mudanças de sinal, ou seja, S−(b) = m−k. Assim,
S−(a) − S−(b) = k, o que 
ompleta a demonstração.Vale observar que a demonstração do Teorema de Sturm foi baseada somente nas duas
ondições para que uma sequên
ia seja sequên
ia de Sturm. Desta forma, o Teorema deSturm sempre é válido toda vez que dois polin�mios gerarem uma sequên
ia de Sturm.Também é importante notar que para polin�mios 
om raízes múltiplas no intervalo (a, b)uma modi�
ação natural do Teorema de Sturm é válida. De fato, se f(z) tem raízesmúltiplas em (a, b), então f(z) e f ′(z) tem um fator 
omum Qm(z), que não é 
onstante etambém é fator 
omum de Qn−2(z), . . . , Q1(z). Como foi visto anteriormente, a sequên
ia

f(z)

Qm(z)
,
f ′(z)

Qm(z)
,
Qn−2(z)

Qm(z)
, . . . ,

Q2(z)

Qm(z)
, 1é uma sequên
ia de Sturm.Assim, pelo Teorema de Sturm,

S := S−

(
f(a)

Qm(a)
,
f ′(a)

Qm(a)
, . . . ,

Q2(a)

Qm(a)
, 1

)
− S−

(
Qn(b)

Qm(b)
,
Qn−1(b)

Qm(b)
, . . . ,

Q2(b)

Qm(b)
, 1

)é o número de raízes de f(z)

Qm(z)
em (a, b), isto é, o número de raízes de f(z) em (a, b) sem
ontar suas multipli
idades.3.2 Relação entre os determinantes das matrizes de Han-kelNesta seção, primeiramente estabele
emos uma nova relação entre os determinantes dasmatrizes de Hankel, 
ujos elementos são exatamente os 
oe�
ientes de uma série de po-tên
ias dada. Como 
onsequên
ia, 
ara
terizamos todos os 
oe�
ientes de maior grau dospolin�mios gerados pelo algoritmo de Sturm em termos destes determinantes de Hankel.Para este propósito, vamos de�nir o que é o determinante de uma matriz de Hankele fazer algumas observações rela
ionadas ao algoritmo de Eu
lides, que serão úteis parademonstrar os novos resultados. 17



3.2. Relação entre os determinantes das matrizes de HankelDe�nição 3.2 (Determinante de Hankel.) Seja F (z) =
s0

z
+
s1

z2
+
s2

z3
+ . . ., uma sériede potên
ias negativas 
om 
oe�
ientes reais. Para inteiros arbitrários n e k maiores ouiguais que zero, de�nimos os determinantes H(n)

k por
H

(n)
k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

sn sn+1 . . . sn+k−1

sn+1 sn+2 . . . sn+k

. . . . . . . . . . . .

sn+k−1 sn+k . . . sn+2k−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, k = 1, 2, . . .

e H(n)
0 = 1.Estes determinantes são 
hamados de determinantes de Hankel asso
iados 
om os 
oe-�
ientes da série de potên
ias F (z).Seja {Qn+1−r}n+1

r=1 uma sequên
ia de polin�mios, onde Qn+1−r é um polin�mio de grauexatamente n+ 1 − r, e a sequên
ia é obtida a partir do algoritmo de Eu
lides, isto é,
Qn+1−r(z)

Qn−r(z)
= αrz + βr −

Qn−1−r(z)

Qn−r(z)
, r = 1, 2, . . . , n− 1, (3.2)
om Qn(z) = f(z), Qn−1(z) = f ′(z) e

Qn+1−r(z) =
n+1−r∑

j=0

q
(r)
j zn+1−r−j , r = 1, 2, . . . , n+ 1. (3.3)Observe que, de (3.2),

Qn+1−r(z) +Qn−1−r(z) = (αrz + βr)Qn−r(z).Logo, em ambos os lados da igualdade a
ima, temos um polin�mio de grau n + 1 − r.Assim, igualando os 
oe�
ientes de maior grau de ambos os lados, obtemos q(r)
0 = αrq

(r+1)
0 ,ou seja,

αr = q
(r)
0 /q

(r+1)
0 , r = 1, 2, . . . , n. (3.4)Podemos es
rever (3.2) da forma

Qn+1−r(z)

Qn−r(z)
= αrz + βr −

1
Qn−r(z)

Qn−1−r(z)

= αrz + βr −
1

αr+1z + βr+1 − 1
Qn−1−r(z)

Qn−2−r(z)
...

. (3.5)18



3.2. Relação entre os determinantes das matrizes de HankelContinuando este pro
esso, obtemos a seguinte expressão para Qn−r(z)

Qn−r+1(z)
em forma defração 
ontínua

Qn−r(z)

Qn+1−r(z)
=

1 1 1

αrz + βr − αr+1z + βr+1 − · · · − αnz + βn

, (3.6)para r = 1, 2, . . . , n.Agora, enun
iamos o primeiro resultado desta seção, onde rela
ionamos todos os deter-minantes de Hankel asso
iados a uma dada série de potên
ias.Teorema 3.4 Com r �xo, suponhamos que as séries Fr(z) =
∑∞

k=0 c
(r)
k /zk+1 e Fr+1(z) =

∑∞
k=0 c

(r+1)
k /zk+1 são tais que

1

Fr(z)
= c

(r+1)
−2 z + c

(r+1)
−1 − Fr+1(z). (3.7)Se os determinantes de Hankel H(r)

n são de�nidos por
H

(r)
0 = 1, H(r)

n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c
(r)
0 c

(r)
1 · · · c

(r)
n−1

c
(r)
1 c

(r)
2 · · · c

(r)
n... ... ...

c
(r)
n−1 c

(r)
n · · · c

(r)
2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, n ≥ 1, (3.8)
então

H
(r+1)
j =

1

[H
(r)
1 ]2j+1

H
(r)
j+1, j = 1, 2, . . . , n− r + 1. (3.9)Demonstração:Multipli
ando a igualdade (3.7) por Fr(z) obtemos

1 =

(
c
(r)
0

z
+
c
(r)
1

z2
+
c
(r)
2

z3
+ . . .

)(
c
(r+1)
−2 z + c

(r+1)
−1 − c

(r+1)
0

z
− c

(r+1)
1

z2
− . . .

)
.Igualando os 
oe�
ientes em ambos os lados, de 1, z−1 e z−2 obtemos o seguinte sistema

1 = c
(r)
0 c

(r+1)
−2

0 = c
(r)
1 c

(r+1)
−2 + c

(r)
0 c

(r+1)
−1

0 = c
(r)
2 c

(r+1)
−2 + c

(r)
1 c

(r+1)
−1 − c

(r)
0 c

(r+1)
0

.19



3.2. Relação entre os determinantes das matrizes de HankelÉ fá
il ver que, do sistema a
ima,
c
(r+1)
−2 =

1

H
(r)
1

, c
(r+1)
−1 = − c

(r)
1

[H
(r)
1 ]2

, c
(r+1)
0 =

H
(r)
2

[H
(r)
1 ]3

. (3.10)Como c(r+1)
0 = H

(r+1)
1 , 
omparando a última expressão sobre c(r+1)

0 em (3.10), obtemos
H

(r+1)
1 =

H
(r)
2

[H
(r)
1 ]3

. (3.11)Assim, em (3.7), é importante que c(r)0 = H
(r)
1 6= 0. Além disso, de (3.11), 
on
luímos que

c
(r+1)
0 = H

(r+1)
1 6= 0 se H(r)

2 6= 0.Sejam os polin�mios
B

(r)
j (z) =

j∑

l=0

b
(r,j)
l zj−l e A

(r)
j (z) =

j−1∑

l=0

a
(r,j)
l zj−1−l,

j = 1, 2, . . . n− r + 1, de�nidos através das fórmulas de re
orrên
ia
A

(r)
j (z) = (αr−1+jz + βr−1+j)A

(r)
j−1(z) −A

(r)
j−2(z),

B
(r)
j (z) = (αr−1+jz + βr−1+j)B

(r)
j−1(z) −B

(r)
j−2(z),

j = 2, 3, . . . n− r + 1, (3.12)
om
A

(r)
0 (z) = 0, A

(r)
1 (z) = 1, B

(r)
0 (z) = 1 e B(r)

1 (z) = αrz + βr.Podemos 
al
ular expli
itamente o 
oe�
iente de maior grau, b(r,j)0 , visto que, apli
andosu
essivamente a relação para os Bj, obtemos a seguinte expressão
B

(r)
j (z) = (αr−1+jz+βr−1+j)(αr−2+jz+βr−2+j) . . . (αr+1z+βr+1)(B

(r)
1 (z)+B

(r)
0 (z))+H(z),onde H(z) é um polin�mio de grau menor que j, o que não in�uen
ia no 
oe�
iente demaior grau. Logo, da igualdade a
ima, utilizando o fato que B(r)

1 (z) = αrz + βr, obtemos
b
(r,j)
0 =

j∏

l=1

αr−1+l.Como a relação de re
orrên
ia para os A(r)
j (z) é a mesma, podemos en
ontrar o 
oe�-
iente de maior grau dos A(r)

j (z) utilizando o mesmo ra
io
ínio. A úni
a diferença é que
A

(r)
1 (z) = 1. Logo,

a
(r,j)
0 = b

(r,j)
0 /αr. (3.13)20



3.2. Relação entre os determinantes das matrizes de HankelPara a função ra
ional A(r)
j /B

(r)
j , vale

A
(r)
j (z)

B
(r)
j (z)

=
1 1

αrz + βr − · · · − αr−1+jz + βr−1+j

(3.14)para j = 1, 2, . . . , n− r + 1.Fazendo j = n− r + 1 em (3.14) e 
omparando (3.14) 
om (3.6), obtemos
A

(r)
n−r+1(z)

B
(r)
n−r+1(z)

=
Qn−r(z)

Qn−r+1(z)
.Utilizando a igualdade a
ima e (3.2), 
on
luímos que

B
(r)
j+1(z)

A
(r)
j+1(z)

= αrz + βr −
A

(r+1)
j (z)

B
(r+1)
j (z)

, j = 1, 2, . . . , n− r. (3.15)Das relações de re
orrên
ias (3.12) para A(r)
j (z) e B(r)

j (z), temos a seguinte identidade
A

(r)
j+1(z)B

(r)
j (z) − A

(r)
j (z)B

(r)
j+1(z) = 1.A prova desta a�rmação segue diretamente por indução sobre j. Utilizando a a�rmaçãoa
ima, temos que

A
(r)
j+1(z)

B
(r)
j+1(z)

−
A

(r)
j (z)

B
(r)
j (z)

=
1

B
(r)
j+1(z)B

(r)
j (z)

= γ̃
(r)
j

1

z2j+1
+O

(
(1/z)2j+2

)
,para j = 0, 1, . . . , n− r, onde

γ̃
(r)
0 =

1

b
(r,1)
0

6= 0, γ̃
(r)
j =

1

b
(r,j)
0 b

(r,j+1)
0

6= 0, j = 1, . . . , n− r. (3.16)Portanto, os termos das expansões em série das funções ra
ionais A(r)
j /B

(r)
j su
essivamente
oin
idem 
om mais e mais termos de uma série de Laurent. Seja esta série Fr(z). Logo,

Fr(z) −
A

(r)
j (z)

B
(r)
j (z)

= γ̃
(r)
j

1

z2j+1
+O

(
(1/z)2j+2

)
, j = 1, . . . , n− r + 1, (3.17)onde os valores de γ̃(r)

j , para j = 1, . . . , n− r, são 
omo em (3.16) e, por enquanto, o valorde γ̃(r)
n−r+1 é des
onhe
ido. 21



3.2. Relação entre os determinantes das matrizes de HankelTemos, então, de (3.17), que
B

(r)
j (z)Fr(z) −A

(r)
j (z) = γ

(r)
j

1

zj+1
+O

(
(1/z)j+2

)
, j = 1, . . . , n− r + 1, (3.18)onde γ(r)

j = b
(r,j)
0 γ̃

(r)
j , j = 1, . . . , n− r + 1.Comparando as potên
ias de zj−1, zj−2, . . . , z, 1 em (3.18), obtemos

c
(r)
0 b

(r,j)
0 = a

(r,j)
0

c
(r)
0 b

(r,j)
1 + c

(r)
1 b

(r,j)
0 = a

(r,j)
1... ... ...

c
(r)
0 b

(r,j)
j−1 + · · · + c

(r)
j−2b

(r,j)
1 + c

(r)
j−1b

(r,j)
0 = a

(r,j)
j−1

. (3.19)
Similarmente, igualando os 
oe�
ientes de 1

z
,

1

z2
, . . . ,

1

zj−1
em (3.18), segue que

c
(r)
0 b

(r,j)
j + c

(r)
1 b

(r,j)
j−1 + · · · + c

(r)
j−1b

(r,j)
1 + c

(r)
j b

(r,j)
0 = 0

c
(r)
1 b

(r,j)
j + c

(r)
2 b

(r,j)
j−1 + · · · + c

(r)
j b

(r,j)
1 + c

(r)
j+1b

(r,j)
0 = 0... ... ... ... ...

c
(r)
j−1b

(r,j)
j + c

(r)
j b

(r,j)
j−1 + · · · + c

(r)
2j−2b

(r,j)
1 + c

(r)
2j−1b

(r,j)
0 = 0

c
(r)
j b

(r,j)
j + c

(r)
j+1b

(r,j)
j−1 + · · · + c

(r)
2j−1b

(r,j)
1 + c

(r)
2j b

(r,j)
0 = γ

(r)
j

(3.20)
para j = 1, 2, . . . , n− r + 1.Observe que, da primeira equação dos sistemas (3.19) e (3.20) fazendo j = 1, obtemos

αr = b
(r,1)
0 =

1

H
(r)
1

e βr = b
(r,1)
1 =

−c(r)1

(H
(r)
1 )2

. (3.21)De (3.10) e (3.21), 
on
luímos que
c
(r+1)
−2 = αr e c

(r+1)
−1 = βr. (3.22)Apli
ando a regra de Cramer para b(r,j)0 ao sistema (3.20), obtemos

b
(r,j)
0 H

(r)
j+1 = γ

(r)
j H

(r)
j , j = 1, 2, . . . , n− r + 1. (3.23)22



3.2. Relação entre os determinantes das matrizes de HankelAlém disso, substituindo a última equação do sistema (3.20) por
b
(r,j)
j + zb

(r,j)
j−1 + · · ·+ zj−1b

(r,j)
1 + zjb

(r,j)
0 = B

(r)
j (z)e apli
ando a regra de Cramer para b(r,j)0 ao novo sistema linear, obtemos

b
(r,j)
0




c
(r)
0 c

(r)
1 · · · c

(r)
j−1 c

(r)
j

c
(r)
1 c

(r)
2 · · · c

(r)
j c

(r)
j+1... ...

c
(r)
j−1 c

(r)
j · · · c

(r)
2j−2 c

(r)
2j−1

1 z · · · zj−1 zj




= H
(r)
j B

(r)
j (z).

Então, para que Fr(z) seja a série que satisfaz (3.17), devemos ter
H

(r)
j 6= 0, para j = 1, 2, . . . , n− r + 1.Da expressão (3.13) e da primeira equação do sistema (3.19), segue tambem que

1

αr

=
a

(r,j)
0

b
(r,j)
0

=
H

(r)
1

H
(r)
0

j = 1, 2, . . . , n− r + 1. (3.24)Utilizando o fato de que γ(r)
j = b

(r,j)
0 γ̃

(r)
j e a igualdade (3.23), obtemos

γ̃
(r)
j =

H
(r)
j+1

H
(r)
j

, j = 1, 2, . . . , n− r + 1. (3.25)Multipli
ando (3.17) por B
(r)
j (z)

A
(r)
j (z)Fr(z)

, obtemos
B

(r)
j (z)

A
(r)
j (z)

− 1

Fr(z)
=
B

(r)
j (z)

A
(r)
j (z)

1

Fr(z)

[
γ̃

(r)
j

1

z2j+1
+O

(
(1/z)2j+2

)]
, (3.26)

j = 1, . . . , n − r + 1. Portanto, supondo H(r)
1 6= 0, o produto que está fora dos 
ol
hetesdo lado direito da última expressão é

B
(r)
j (z)

A
(r)
j (z)

1

Fr(z)
=

b
(r,j)
0 zj + · · · + b

(r,j)
j

(a
(r,j)
0 zj−1 + · · · + a

(r,j)
j−1 )(

c
(r)
0

z
+ · · · )

,23



3.2. Relação entre os determinantes das matrizes de Hankelisto é,
B

(r)
j (z)

A
(r)
j (z)

1

Fr(z)
=

b
(r,j)
0 z2

a
(r,j)
0 c

(r)
0

+ · · · =
z2

(c
(r)
0 )2

+ · · · .Da última expressão e de (3.26), obtemos
B

(r)
j (z)

A
(r)
j (z)

− 1

Fr(z)
=

γ̃
(r)
j

(c
(r)
0 )2

1

z2j−1
+O

(
(1/z)2j

)
.Subtraindo (3.7) de (3.15) e usando a última relação, 
on
luímos que

Fr+1(z) −
A

(r+1)
j−1 (z)

B
(r+1)
j−1 (z)

= c
(r)
−2z + c

(r)
−1 − αrz − βr +

γ̃
(r)
j

(c
(r)
0 )2

1

z2j−1
+O

(
(1/z)2j

)
,para j = 2, . . . , n− r + 1. Portanto, de (3.22), temos

Fr+1(z) −
A

(r+1)
j (z)

B
(r+1)
j (z)

=
γ̃

(r)
j+1

(c
(r)
0 )2

1

z2j+1
+O

(
(1/z)2j+2

)
, (3.27)para j = 1, . . . , n− r. Como em (3.17), se es
revermos

Fr+1(z) −
A

(r+1)
j (z)

B
(r+1)
j (z)

= γ̃
(r+1)
j

1

z2j+1
+O

(
(1/z)2j+2

)
, j = 1, . . . , n− r,onde, de (3.27),

γ̃
(r+1)
j =

γ̃
(r)
j+1

(c
(r)
0 )2

, (3.28)então segue, das igualdades em (3.24), (3.25) e de (3.28), que
1

αr+1
=
H

(r+1)
1

H
(r+1)
0

,
H

(r+1)
j+1

H
(r+1)
j

= γ̃
(r+1)
j =

γ̃
(r)
j+1

(c
(r)
0 )2

=
1

(H
(r)
1 )2

H
(r)
j+2

H
(r)
j+1

,para j = 1, . . . , n− r. Isto impli
a em
H

(r+1)
j+1 =

H
(r+1)
j

(H
(r)
1 )2

H
(r)
j+2

H
(r)
j+1

j = 1, . . . , n− r.

24



3.2. Relação entre os determinantes das matrizes de HankelSe apli
armos su
essivamente a relação a
ima para H(r+1)
j , vamos obter

H
(r+1)
j+1 =

H
(r+1)
j

(H
(r)
1 )2

H
(r)
j+2

H
(r)
j+1

H
(r+1)
j =

H
(r+1)
j−1

(H
(r)
1 )2

H
(r)
j+1

H
(r)
j

H
(r+1)
j−1 =

H
(r+1)
j−2

(H
(r)
1 )2

H
(r)
j

H
(r)
j−1... ... ...

H
(r+1)
2 =

H
(r+1)
1

(H
(r)
1 )2

H
(r)
3

H
(r)
2

.

Observe que, na multipli
ação de todos os termos, H(r)
j+1, que apare
e no denominador daprimeira igualdade a
ima, se 
an
ela 
om H

(r)
j+1, que apare
e no numerador da segundaigualdade. Da mesma forma o termo H(r)

j , que apare
e no denominador da segunda igual-dade, se 
an
ela 
om o termo H
(r)
j no numerador da ter
eira igualdade. Estes termosseguem 
an
elando-se até a última igualdade �
ando apenas os termos (H

(r)
1 )2 no denomi-nador e o termo H(r)

j+2. Como apli
amos j vezes este pro
esso, 
on
luímos que
H

(r+1)
j+1 =

H
(r+1)
1

(H
(r)
1 )2j

H
(r)
j+2

H
(r)
2

j = 1, . . . , n− r.Finalmente, 
omo, por (3.11), temos que H(r+1)
1 =

H
(r)
2

[H
(r)
1 ]3

, segue, da igualdade a
ima, que
H

(r+1)
j+1 =

H
(r)
j+2

[H
(r)
1 ]2j+3

, j = 1, . . . , n− r.Portanto,
H

(r+1)
j =

1

[H
(r)
1 ]2j+1

H
(r)
j+1, j = 1, 2, . . . , n− r + 1.Observe que, se H(r)

j 6= 0, para j = 1, 2, . . . , n − r + 1 então H(r+1)
j 6= 0, para j =

1, 2, . . . , n− r.Con
luindo, se F1(z) =
∑∞

k=0 c
(1)
k /zk+1 é uma série tal queH(1)

j 6= 0, para j = 1, 2, . . . , n,então, para r = 1, 2, . . . , n, temos
H

(r)
j 6= 0, para j = 1, 2, . . . , n− r + 1.25



3.2. Relação entre os determinantes das matrizes de HankelObserve, também, que, se H(1)
m = 0, então H(r)

m−r+1 = 0 para r = 1, 2, . . . , m.Como 
onsequên
ia direta do Teorema 3.4 podemos enun
iar o seguinte lema.Lema 3.5 A relação
H

(r)
1 = H

(r−p)
p+1 [H(r−p)

p ]−3[H
(r−p)
p−1 ]4[H

(r−p)
p−2 ]−4[H

(r−p)
p−3 ]4 . . . [H

(r−p)
2 ]4(−1)p−1

[H
(r−p)
1 ]4(−1)p (3.29)é válida para todo r, p ∈ N 
om r > p, onde p é o número de passos ao apli
ar su
essiva-mente a relação

H
(r+1)
j =

H
(r)
j+1

[H
(r)
1 ]2j+1

. (3.30)Demonstração: Seja j = 1 �xo e vamos apli
ar a fórmula (3.30) p vezes. A demonstraçãoserá feita por indução sobre p. Para p = 1, (3.29) segue diretamente da relação (3.30)fazendo j = 1. Suponha que (3.29) seja válida para p, mostremos que é válida para p+ 1.Apli
ando a relação (3.30) para 
ada termo de (3.29), obtemos
H

(r)
1 =

H
(r−p−1)
p+2

[H
(r−p−1)
1 ]2p+3

[
H

(r−p−1)
p+1

[H
(r−p−1)
1 ]2p+1

]−3 [
H

(r−p−1)
p

[H
(r−p−1)
1 ]2p−1

]4 [
H

(r−p−1)
p−1

[H
(r−p−1)
1 ]2p−3

]−4

. . .

[
H

(r−p−1)
3

[H
(r−p−1)
1 ]5

]4(−1)p−1 [
H

(r−p−1)
2

[H
(r−p−1)
1 ]3

]4(−1)p

,

(3.31)ou seja,
H

(r)
1 = H

(r−p−1)
p+2 [H

(r−p−1)
p+1 ]−3[H(r−p−1)

p ]4[H
(r−p−1)
p−1 ]−4 . . . [H

(r−p−1)
2 ]4(−1)p

[H
(r−p−1)
1 ]m. (3.32)Observe que

m = 4{−(2p−1)+(2p−3)−(2p−5)+(2p−7)+. . .+5(−1)p+3(−1)p+1}+3(2p+1)−(2p+3),ou seja,
m = 4{−(2p− 1) + (2p− 3) − (2p− 5) + (2p− 7) + . . .+ 5(−1)p + 3(−1)p+1 + p}.Colo
ando (−1)p+1 em evidên
ia, temos que

m = 4(−1)p+1{3 − 5 + 7 − 9 + . . .+ (−1)p(2p− 1) + (−1)p+1p}.26



3.2. Relação entre os determinantes das matrizes de HankelPara 
ompletar a demonstração basta mostrar que {3 − 5 + 7 − 9 + . . . + (−1)p(2p −
1) + (−1)p+1p} = 1. Observe que
3−5+7−. . .+(−1)p(2p−1)+(−1)p+1p = (3 + 7 + 11 + . . .)︸ ︷︷ ︸

S

− (5 + 9 + 13 + . . .)︸ ︷︷ ︸
eS

+(−1)p+1p.Assim, temos a diferença de duas progressões aritméti
as de razão 4.Observe que se p é ímpar, então S e S̃ têm o mesmo número n de termos e, além disso,
p = 2n+ 1. Assim,

S−S̃ + (−1)p+1p = [(1 + 2n)n] − [(3 + 2n)n] + (−1)p+1p = −2n + p.Como p = 2n+ 1, segue que
{3 − 5 + 7 − 9 + . . .+ (−1)p(2p− 1) + (−1)p+1p} = 1.Se p é par, então S̃ tem um termo a menos que S. Além disso, p = 2n e, assim,

S − S̃ + (−1)p+1p = [(1 + 2n)n] − [(2n + 1)(n− 1)] + (−1)p+1p = 2n + 1 − p.Como p = 2n, segue que
{3 − 5 + 7 − 9 + . . .+ (−1)p(2p− 1) + (−1)p+1p} = 1.Apli
ando o Lema 3.5, obtemos o seguinte 
orolário.Corolário 3.1 A relação

H
(r)
1 = H(1)

r [H
(1)
r−1]

−3[H
(1)
r−2]

4[H
(1)
r−3]

−4[H
(1)
r−4]

4 . . . [H
(1)
2 ]4(−1)r−2

[H
(1)
1 ]4(−1)r−1 (3.33)é válida para todo r ∈ N.A demonstração segue diretamente de (3.29) fazendo p = r − 1.O seguinte teorema forne
e uma forma de 
al
ular todos os 
oe�
ientes de maior graudos polin�mios gerados pelo algoritmo de Sturm em termos dos determinantes das matrizesde Hankel. 27



3.2. Relação entre os determinantes das matrizes de HankelTeorema 3.6 Seja {Qn+1−r}n+1
r=1 , uma sequên
ia de polin�mios obtidos a partir do algo-ritmo de Sturm, 
om Qn(z) = f(z), Qn−1(z) = f ′(z) e f(z) é um polin�mio sem zerosmúltiplos. Em outras palavras,

Qn+1−r(z)

Qn−r(z)
= αrz + βr −

Qn−1−r(z)

Qn−r(z)
, r = 1, 2, . . . , n− 1. (3.34)Se,

Qn+1−r(z) =
n+1−r∑

j=0

q
(r)
j zn+1−r−j , r = 1, 2, . . . n + 1,então, para r = 1, 2, . . . , n + 1,

q
(r)
0 = H

(1)
r−1[H

(1)
r−2]

−2[H
(1)
r−3]

2[H
(1)
r−4]

−2[H
(1)
r−5]

2 . . . [H
(1)
2 ]2(−1)r−1

[H
(1)
1 ]2(−1)r

. (3.35)Demonstração: A prova será feita por indução sobre r. Para r = 3, temos, de (3.4),
q
(3)
0 =

q
(1)
0

α1α2

=
1

α1α2

.Utilizando as relações (3.24) e (3.30), segue que
q
(3)
0 = H

(1)
1 H

(2)
1 = H

(1)
1

H
(1)
2

[H
(1)
1 ]3

= [H
(1)
1 ]−2H

(1)
2 .Suponha que (3.35) seja válido para r. Mostremos que é verdadeiro para r+ 1. Segue,de (3.4) e (3.21), que

q
(r+1)
0 = H

(r)
1 q

(r)
0 .Utilizando a hipótese de indução para q(r)

0 , temos
q
(r+1)
0 = H

(r)
1 {H(1)

r−1[H
(1)
r−2]

−2[H
(1)
r−3]

2 . . . [H
(1)
1 ]2(−1)r}.Apli
ando o Corolário 3.1 para H(r)

1 , segue que
q
(r+1)
0 = H(1)

r [H
(1)
r−1]

−2[H
(1)
r−2]

2[H
(1)
r−3]

−2 . . . [H
(1)
1 ]2(−1)r+1

.Na próxima seção vamos obter uma relação entre os determinantes das matrizes deHankel e os determinantes das matrizes de Hurwitz, 
om o propósito de dar uma novaversão do Teorema 3.6. 28



3.3. Relação entre os determinantes das matrizes de Hankel e de Hurwitz3.3 Relação entre os determinantes das matrizes de Han-kel e de HurwitzIni
iamos esta seção 
om a de�nição de matrizes de Hurwitz rela
ionadas aos polin�mios
f(z) e g(z).De�nição 3.3 Considere os polin�mios 
om 
oe�
ientes reais

f(z) = anz
n + an−1z

n−1 + . . .+ a1z + a0 (an = 1),

g(z) = bnz
n + bn−1z

n−1 + . . .+ b1z + b0
.A Matriz

H2n−1(g, f) =




bn bn−1 bn−2 . . . b0 . . . 0 0 0

an an−1 an−2 . . . a0 0 . . . 0 0

0 bn bn−1 . . . b1 b0 . . . 0 0

0 an an−1 . . . a1 a0 0 . . . 0

0 0 bn . . . b2 b1 b0 . . . 0... ... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 . . . bn . . . b2 b1 b0


é 
hamada matriz de Hurwitz de f e g de ordem 2n− 1.Vamos denotar por

H2r−1(g, f)


 1 . . . 2r − 2 2r − 1

1 . . . 2r − 2 2r − 1 + l


a matriz de ordem 2r − 1 formada pelas primeiras 2r − 1 linhas e pelas primeiras 2r − 2
olunas mais a 
oluna de índi
e 2r − 1 + l de H2n−1(g, f). Desta forma, de�nimos

∇(l)
2r−1 = ∇(l)

2r−1


 1 . . . 2r − 2 2r − 1

1 . . . 2r − 2 2r − 1 + l



omo sendo

det


H2r−1(g, f)


 1 . . . 2r − 2 2r − 1

1 . . . 2r − 2 2r − 1 + l




 (3.36)e por ∇2r−1 o determinante ∇(0)

2r−1, que é exatamente o determinante do menor prin
ipalde ordem 2r − 1 da matriz H2n−1(g, f). 29



3.3. Relação entre os determinantes das matrizes de Hankel e de HurwitzA seguir forne
eremos uma relação entre os determinantes de Hurwitz e os determinan-tes de Hankel. Tal relação se en
ontra no livro de Gantma
her [6℄.Teorema 3.7 Sejam
f(z) =

n∑

j=0

an−jz
n−j , an = 1e

g(z) =

n∑

j=0

bn−jz
n−j .Considere

F (z) =
g(z)

f(z)
= s−1 +

s0

z
+
s1

z2
+ · · · . (3.37)Então, temos que

∇2p = H(0)
p (p = 1, 2, . . .), (3.38)onde∇2p é o determinante do menor prin
ipal de ordem 2p da matriz de Hurwitz H2n−1(g, f)e H(0)

p é o determinante de Hankel asso
iado a F (z) de�nido em 3.2.Demonstração:Se multipli
armos ambos os lados da igualdade (3.37) por f(z), temos que
g(z) = f(z)(s−1 +

s0

z
+
s1

z2
+ . . .).Igualando os 
oe�
ientes das potên
ias de z, obtemos

ans−1 = bn

ans0 + an−1s−1 = bn−1

. . .

ansn−1 + an−1sn−2 + . . .+ a0s−1 = b0

anst + an−1st−1 + . . .+ a0st−n = 0 (t = n, n+ 1, . . .).

(3.39)
Usando o sistema a
ima, obtemos uma expressão para os seguintes determinantes deHurwitz de ordem 2p

∇̃2p = Tp.Ap, (3.40)onde 30



3.3. Relação entre os determinantes das matrizes de Hankel e de Hurwitz
∇̃2p = det




an an−1 an−2 . . . a2p−1

bn bn−1 bn−2 . . . b2p−1

0 an an−1 . . . a2p−2

0 bn bn−1 . . . b2p−2

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .




,

Tp = det




1 0 0 . . . 0

s−1 s0 s1 . . . s2p−2

0 1 0 . . . 0

0 s−1 s0 . . . s2p−3

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .


e

Ap = det




an an−1 an−2 . . . a2p−1

0 an an−1 . . . a2p−2

0 0 a0 . . . a2p−3

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . an




.

Observe que ∇̃2p é o determinante do menor prin
ipal de ordem 2p da matriz de Hurwitztro
ando suas linhas, ou seja, ∇̃2p = det(H2p(f, g)).A relação (3.40) é válida, pois, do sistema (3.39), temos
H2p(f, g) =




1 0 0 . . . 0

s−1 s0 s1 . . . s2p−2

0 1 0 . . . 0

0 s−1 s0 . . . s2p−3

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .







an an−1 an−2 . . . a2p−1

0 an an−1 . . . a2p−2

0 0 an . . . a2p−3

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . an




.
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3.3. Relação entre os determinantes das matrizes de Hankel e de HurwitzAgora, 
omo a matriz do determinante Ap é triangular superior, temos que Ap = (an)2p.Para 
al
ular Tp vamos transpor todas as linhas que 
ontém os vetores unitários ei =

(0, 0, . . . , 1, 0, . . . , 0) para 
ima. Como a matriz é de ordem 2p, temos então que transpor
p − 1 linhas. Sabendo que, ao tro
ar duas linhas 
onse
utivas de um determinante, taldeterminante �
a multipli
ado por (−1), temos então que ao transpor todas as linhas
ei para 
ima o determinante Tp �
a multipli
ado por (−1)

p(p−1)
2 , pois temos que fazer

1 + 2 + . . .+ p− 1 tro
as de linhas 
onse
utivas. Logo,
Tp = (−1)

p(p−1)
2 det




1 0 0 . . . 0 0 0 0

0 1 0 . . . 0 0 0 0... ... . . . ... ... ... ... ...
0 0 . . . 1 0 0 0 0

s−1 s0 s1 . . . sp−1 sp . . . s2p−2

0 s−1 s0 . . . sp−2 sp−1 . . . s2p−3... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 . . . s−1 s0 . . . sp−1




.

Cal
ulando Tp por blo
os, temos que
Tp = (−1)

p(p−1)
2 det




sp−1 sp . . . s2p−2

sp−2 sp−1 . . . s2p−3

. . . . . . . . . . . .

s0 s1 . . . sp−1



,

pois um dos blo
os é exatamente a matriz identidade. Transpondo todas as linhas dodeterminante a
ima para transformar Tp no determinante da matriz de Hankel pre
isamosnovamente multipli
ar Tp por (−1)
p(p−1)

2 . Desta forma, obtemos que
Tp =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s0 s1 . . . sp−1

s1 s2 . . . sp

. . . . . . . . . . . .

sp−1 sp . . . s2p−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= H(0)
p .
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3.3. Relação entre os determinantes das matrizes de Hankel e de HurwitzLogo,
Tp.Ap = (an)2p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s0 s1 . . . sp−1

s1 s2 . . . sp

. . . . . . . . . . . .

sp−1 sp . . . s2p−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.Assim, da igualdade (3.40), segue que
∇̃2p = (an)2pH(0)

p = H(0)
p (p = 1, 2, . . .), (3.41)pois an = 1.Como nosso objetivo é 
onsiderar sequên
ias de Sturm geradas a partir do polin�mio

f(z) e de sua derivada f ′(z), vamos 
onsiderar, primeiramente, g(z) um polin�mio de grau
n− 1. Como g(z) tem grau n− 1, isto impli
a que bn = 0 e, portanto, ao substituir an = 1e bn = 0 nas entradas da primeira 
oluna de ∇̃2p, 
on
luímos que

∇̃2p = ∇2p−1.Segue, de (3.41), que
∇2p−1 = H(0)

p (p = 1, 2, . . .). (3.42)Substituindo (3.42) em (3.35), obtemos diretamente uma nova versão do Teorema 3.6que é a seguinte.Teorema 3.8 Seja {Qn+1−r}n+1
r=1 , 
om Qn = f e Qn−1 = f ′ uma sequên
ia de polin�miosobtidos a partir do algoritmo de Sturm, onde Qn+1−r são polin�mios de grau exatamente

n+ 1 − r, 
om f não tendo zeros múltiplos. Isto é,
Qn+1−r(z)

Qn−r(z)
= αrz + βr −

Qn−1−r(z)

Qn−r(z)
, r = 1, 2, . . . , n− 1. (3.43)Se denotarmos

Qn+1−r(z) =
n+1−r∑

j=0

q
(r)
j zn+1−r−j , r = 1, 2, . . . n + 1,então

q
(r)
0 = [∇2r−5]

−2[∇2r−7]
2[∇2r−9]

−2[∇2r−11]
2 . . . [∇3]

2(−1)r−1

[∇1]
2(−1)r∇2r−3 (3.44)para r = 2, 3, . . . , n+ 1. 33



3.4. Polin�mios de Sturm e Determinantes de Hurwitz.Na próxima seção daremos uma versão mais geral do Teorema 3.8, forne
endo nãosomente os 
oe�
ientes do termo de maior grau dos polin�mios do algoritmo de Sturm,mas, também, todos os outros 
oe�
ientes.3.4 Polin�mios de Sturm e Determinantes de Hurwitz.Utilizando o algoritmo de Sturm, ini
iamos esta seção 
om o seguinte lema.Lema 3.9 Apli
ando o algoritmo de Sturm para f(z) e f ′(z) obtemos que os restos Qn−r(z), r =

2, 3, . . . n, são dados por
Qn−r(z) = Mr(z)f(z) +Nr(z)f

′(z), (3.45)onde Mr é um polin�mio de grau r − 2 e Nr um polin�mio de grau r − 1.Observação: Apesar de, pela a�rmação deste lema, o polin�mio do lado direito seraparentemente de grau n+ r − 2, seu verdadeiro grau é n− r. Isto é devido ao fato de os
oe�
ientes das potên
ias de zj , j = n− r + 1, . . . , n+ r − 2, se anularem.Demonstração: A prova será feita por indução sobre r. Para r = 2 observe que, ao apli
ar oalgoritmo de Sturm para os polin�mios f e f ′, temos que f(z) =

(
z

n
+
q
(1)
1

n2

)
f ′(z) −Qn−2(z).Isto é,

Qn−2(z) = −f(z) +

(
z

n
+
q
(1)
1

n2

)
f ′(z),onde M2 = −1 e N2 =

(
z
n

+
q
(1)
1

n2

) são polin�mios de graus respe
tivamente r − 2 e r − 1.Suponha válido para r e mostremos que é verdade para r + 1.Apli
ando o algoritmo de Sturm para os polin�mios Qn−r−1(z) e Qn−r(z), obtemos
Qn−r−1(z) = lr(z)Qn−r(z) −Qn−r+1(z),onde lr(z) é um polin�mio de grau 1. Utilizando, na igualdade a
ima, a hipótese de induçãopara Qn−r(z) e Qn−r+1(z), temos

Qn−r−1(z) = lr(z)(Mr(z)f(z) +Nr(z)f
′(z)) − (Mr−1(z)f(z) +Nn−1(z)f

′(z)),34



3.4. Polin�mios de Sturm e Determinantes de Hurwitz.ou seja,
Qn−r−1(z) = (lr(z)Mr(z) −Mr−1)f(z) + (lr(z)Nr(z) −Nr−1(z))f

′(z)

= Mr+1(z)f(z) +Nr+1(z)f
′(z),

ondeMr+1(z) =

lr(z)Mr(z) −Mr−1(z) e
Nr+1(z) = lr(z)Nr(z) −Nr−1(z).Como lr(z) é de grau 1, segue que Mr+1(z) e Nr+1(z) são de graus, respe
tivamente,

r − 1 e r, o que demonstra nosso Lema.Utilizando o Lema 3.9 é possível demonstrar o seguinte teorema que é uma generalizaçãodo Teorema 3.8.Teorema 3.10 Seja {Qn+1−r}n+1
r=1 , 
om Qn(z) = f(z) e Qn−1(z) = f ′(z), uma sequên
iade polin�mios obtidos a partir do algoritmo de Sturm, onde Qn+1−r é um polin�mio m�ni
ode grau exatamente n+ 1 − r, 
om f não tendo zeros múltiplos. Isto é,

Qn+1−r(z)

Qn−r(z)
= αrz + βr −

Qn−1−r(z)

Qn−r(z)
, r = 1, 2, . . . , n− 1. (3.46)Se denotarmos

Qn−r(z) =

n−r∑

j=0

q
(r+1)
j zn−r−j , r = 1, 2, . . . n,então

q
(r+1)
j = [∇2r−3]

−2[∇2r−5]
2[∇2r−7]

−2[∇2r−9]
2 . . . [∇3]

2(−1)r

[∇1]
2(−1)r+1∇(j)

2r−1 (3.47)para r = 1, 2, . . . , n e j = 0, 1, . . . , n− r.Demonstração: Sejam
Mr(z) = cr−2z

r−2 + cr−3z
r−3 + . . .+ c1z + c0e

Nr(z) = dr−1z
r−1 + dr−2z

r−2 + . . .+ d1z + d0.Da igualdade (3.45), observe que seu lado esquerdo é um polin�mio de grau n − r e olado direito é um polin�mio de grau n+ r − 2. Então, igualando a zero os 2r − 2 maiores
oe�
ientes deMr(z)f(z)+Nr(z)f
′(z) e também igualando o 
oe�
iente do termo de maior35



3.4. Polin�mios de Sturm e Determinantes de Hurwitz.grau de Qn−r(z), que já 
onhe
emos pelo Teorema 3.8, 
om o 
oe�
iente de grau n− r dopolin�mioMr(z)f(z) +Nr(z)f
′(z), obtemos o seguinte sistema de 2r − 1 equações:

ndr−1 + cr−2 = 0

(n− 1)q
(1)
1 dr−1 + q

(1)
1 cr−2 + ndr−2 + cr−3 = 0

(n− 2)q
(1)
2 dr−1 + q

(1)
2 cr−2 + (n− 1)q

(1)
1 dr−2 + q

(1)
1 cr−3 + ndr−3 + cr−4 = 0... ... ...

(n− 2r + 2)q
(1)
2r−2dr−1 + q

(1)
2r−2cr−2 + . . . = q

(r+1)
0onde a matriz de ordem 2r − 1 do sistema a
ima é




n 1 0 0 . . . 0 0 0 0

(n− 1)q
(1)
1 q

(1)
1 n 1 0 . . . 0 0 0

(n− 2)q
(1)
2 q

(1)
2 (n− 1)q

(1)
1 q

(1)
1 n 1 0 . . . 0

(n− 3)q
(1)
3 q

(1)
3 (n− 2)q

(1)
2 q

(1)
2 (n− 1)q

(1)
1 n 1 0 . . .... ... ... ... ... ... ... ... . . .

(n− 2r + 2)q
(1)
2r−2 q

(1)
2r−2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . n




.

Observe que esta matriz é exatamente a transposta da sub-matriz de Hurwitz H(f ′; f) deordem 2r − 1.Resolvendo este sistema pelo método de Cramer, obtemos
βr−j =

q
(r+1)
0

∇2r−1

∆2j−1,onde ∆2j−1 é o determinante da matriz do sistema ex
luindo-se a última linha e a 
olunade índi
e 2j − 1. Pelo Teorema 3.8, sabemos o valor de q(r+1)
0 . Logo,

βr−j =
∆2j−1

∇2r−1
∇2r−1Γr+1 = ∆2j−1Γr+1, j = 1, 2, . . . r,onde

Γr+1 = [∇2r−3]
−2[∇2r−5]

2[∇2r−7]
−2[∇2r−9]

2 . . . [∇3]
2(−1)r

[∇1]
2(−1)r+1

, r = 2, 3, . . . n− 1.Da mesma forma, temos
αr−j =

∆2j−2

∇2r−1
∇2r−1Γr+1 = ∆2j−2Γr+1, j = 2, 3, . . . r.36



3.4. Polin�mios de Sturm e Determinantes de Hurwitz.Desde que a matriz do sistema 
oin
ide 
om a sub-matriz transposta de Hurwitz H(f ′; f)de ordem 2r − 1, então ∆m é de fato o determinante da matriz H2r−1(f
′; f) ex
luindo-sesua última 
oluna e a linha de índi
e m. Em outras palavras, temos que

βr−j = Γr+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0...
0

H2r−1


 1 . . . 2r − 1

1 . . . 2r − 2


 1

0...
0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (3.48)
onde o elemento 1 apare
e na linha de número 2j − 1 e, similarmente,

αr−j = −Γr+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0...
0

H2r−1


 1 . . . 2r − 1

1 . . . 2r − 2


 1

0...
0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (3.49)
onde o elemento 1 apare
e na linha de número 2j − 2.
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3.4. Polin�mios de Sturm e Determinantes de Hurwitz.Levando em 
onsideração a forma explí
ita de Nr(z) e Mr(z), observe que, de (3.48) e(3.49), temos
Nr = Γr+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

zr−1

0

zr−2

H2r−1


 1 . . . 2r − 1

1 . . . 2r − 2


 0...

x

0

1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (3.50)
e

Mr = −Γr+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0

zr−2

0

H2r−1


 1 . . . 2r − 1

1 . . . 2r − 2


 zr−3

0...
1

0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (3.51)
De fato, se desenvolvermos os determinantes a
ima pela sua última 
oluna, obtemos exa-tamente Mr e Nr.Observe que as potên
ias de z na última 
oluna do determinante (3.50) apare
em nasposições ímpares e as potên
ias de z em (3.51) estão nas posições pares. Finalmente,
omo Qn−r(z) = Mr(z)f(z) +Nr(z)f

′(z), multipli
ando (3.50) por f ′(z) e (3.51) por f(z),
38



3.4. Polin�mios de Sturm e Determinantes de Hurwitz.obtemos
Qn−r(z) = Γr+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

zr−1f ′(z)

zr−2f(z)

zr−2f ′(z)

H2r−1


 1 . . . 2r − 1

1 . . . 2r − 2


 ...

zf ′(z)

f(z)

f ′(z)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (3.52)
Seja Dj o determinante da matriz rela
ionada 
om (3.52) exluindo-se a última 
olunae a j-ésima linha. Então, ao desenvolvermos o determinante a
ima pela sua última 
oluna,temos

Qn−r(z)

Γr+1

= f ′(z)
∑r

i=1 z
r−iD2i−1 − f(z)

∑r
i=2 z

r−iD2i−2

= (b1z
n−1 + b2z

n−2 + . . . bn−1)(z
r−1D1 + zr−2D3 + . . .+ zr−iD2i−1 + . . .+D2r−1)

− (a0z
n + a1z

n−1 + . . .+ an)(zr−2D2 + zr−3D4 + . . .+ zr−iD2i−2 + . . .+D2r−2).(3.53)Como o lado direito da expressão a
ima é um polin�mio, observe que os 
oe�
ientes de
zj são exatamente bkD2i−1 − akD2i−2 quando

n− k + r − i = j 
om 1 ≤ k ≤ n− 1 e 1 ≤ i ≤ r.Logo, segue da observação a
ima e de (3.53), que
Qn−r(z)

Γr+1
=

n−r∑

j=0

(
r∑

i=1

bn+r−j−iD2i−1 −
r∑

i=2

an+r−j−iD2i−2

)
zj (3.54)
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3.4. Polin�mios de Sturm e Determinantes de Hurwitz.Os 
oe�
ientes do polin�mio (3.54) são determinantes da forma
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

bn+r−j−1

an+r−j−2

bn+r−j−2

H2r−1


 1 . . . 2r − 1

1 . . . 2r − 2


 ...

bn−j+1

an−j

bn−j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (3.55)
onde se m > n então am = bm = 0.Desta forma, o determinante (3.55) 
oin
ide 
om o determinante da sub-matriz deHurwitz H(f ′, f) tomando suas 2r − 1 primeiras linhas, suas 2r − 2 primeiras 
olunas ea
res
entando a 
oluna de índi
e n+ r − j − 1.Portanto, igualando os 
oe�
ientes dos termos de mesmo grau dos polin�mios em (3.54),
on
luímos que

q
(r+1)
j = Γr+1∇(j)

2r−1 r = 1, 2, . . . n.Observe que o Teorema 3.10 generaliza o Teorema 3.8 no sentido de que é possível
al
ular não somente os 
oe�
ientes dos termos de maior grau dos polin�mios da sequên
iade Sturm, mas também todos os outros 
oe�
ientes.Segue da própria demonstração do Teorema 3.10 o seguinte 
orolário.Corolário 3.2 Sejam f(z) um polin�mio sem zeros múltiplos de grau exatamente n e f ′(z)sua derivada. Então, os polin�mios Qn−r, gerados pelo algoritmo de Sturm a partir de f(z)
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3.5. Cara
terização dos Polin�mios Hiperbóli
ose f ′(z), são dados da seguinte forma
Qn−r(z) = Γr+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

zr−1f ′(z)

zr−2f(z)

zr−2f ′(z)

H2r−1


 1 . . . 2r − 1

1 . . . 2r − 2


 ...

zf ′(z)

f(z)

f ′(z)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, r = 2, . . . n, (3.56)
onde

Γr+1 = [∇2r−3]
−2[∇2r−5]

2[∇2r−7]
−2[∇2r−9]

2 . . . [∇3]
2(−1)r

[∇1]
2(−1)r+1

.Observe que o 
orolário a
ima forne
e um método direto para se 
al
ular os polin�miosobtidos pelo algoritmo de Sturm sem a ne
essidade de exe
utar o algoritmo de divisão deEu
lides.Em seguida, vamos estabele
er 
ondições ne
essárias e su�
ientes para que um polin�-mio possua somente zeros reais.3.5 Cara
terização dos Polin�mios Hiperbóli
osIni
iamos está seção dando dois resultados 
onhe
idos, que forne
em 
ondições ne
essáriase su�
ientes para que um polin�mio possua somente zeros reais. O primeiro método é oTeorema de Hermite que utiliza de formas quadráti
as (2.1), para dar 
ondições ne
essáriase su�
ientes para que um polin�mio tenha somente zeros reais, e o segundo método é uma
onsequên
ia do Critério de Routh-Hurwitz, que se baseia na positividade dos menoresprin
ipais das matrizes de Hurwitz.Por �m utilizando o Teorema 3.10 
onseguimos provar que, apenas os menores de ordensímpares da matriz de Hurwitz sendo positivos, já garantem que o polin�mio possui somentezeros reais. 41



3.5. Cara
terização dos Polin�mios Hiperbóli
osSeja
f(x) = q

(1)
0 xn + q

(1)
1 xn−1 + . . .+ q(1)

n = 0 (3.57)uma equação arbitrária 
om 
oe�
ientes reais e sejam α1, α2, . . . , αn suas raízes.Denote por
Sm = αm

1 + αm
2 + . . .+ αm

n , m = 1, 2, 3, . . . (3.58)a 
orrespondente soma de potên
ias. Considere a forma quadráti
a
F (x1, x2, . . . , xn) =

n∑

u=1

n∑

v=1

Su+v−2xuxv. (3.59)Provaremos o seguinte teorema devido a Hermite.Teorema 3.11 O número de raízes distintas da equação (3.57) é igual ao posto da forma(3.59) e o número de raízes reais distintas é igual a sua signatura.Demonstração:Substituindo (3.58) em (3.59) obtemos
F (x1, x2, . . . , xn) =

n∑

u=1

n∑

v=1

(
n∑

r=1

αu+v−2
r

)
xuxv

=

n∑

r=1

(
n∑

u=1

αu−1
r xu

v−1∑

v=1

αv−1
r xv

)

=

n∑

r=1

(
x1 + α1x2 + . . .+ αn−1

r xn

)2
.

(3.60)
Sejam β1, β2, . . . , βk as raízes reais de (3.57) e p1, p2, . . . , pk suas 
orespondentes multi-pli
idades. Sejam δ1, δ2, . . . , δl, δ1, . . . , δl as raízes não reais da equação (3.57) de multipli-
idades q1, . . . , ql respe
tivamente, ou seja

p1 + p2 + . . .+ pk + 2(q1 + q2 + . . .+ ql) = n.Abrindo o somatório em (3.60) obtemos
F (x1, x2, . . . , xn) =

∑k

s=1 ps(x1 + βsx2 + . . .+ βn−1
s xn)2

+
∑l

v=1 qv(x1 + δvx2 + . . .+ δn−1
v )2

+
∑l

v=1 qv(x1 + δvx2 + . . .+ δv
n−1

)2

(3.61)42



3.5. Cara
terização dos Polin�mios Hiperbóli
osSempre vamos ter k+2l ≤ n. Se k+2l < n, então es
olhemos n−k−2l diferentes números
g1, g2, . . . , gn−k−2l, e diferentes também dos números βs. Então, o determinante

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 .. 1 1 1 .. 1 1 1 .. 1

β1 .. βk δ1 δ1 .. δl δl g1 .. gn−k−2l

. .. . . . .. . . . .. .

βn−1
1 .. βn−1

k δn−1
1 δ1

n−1
.. δn−1

l δl
n−1

gn−1
1 .. gn−1

n−k−2l

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣é o determinante de Vandermonde, que é diferente de zero, pois todos os elementos dasegunda linha são dois à dois diferentes. Denotemos por
δλ = u

(1)
λ + iv

(1)
λ , δλ

(1)
= u

(1)
λ − iv

(1)
λ ,

..............................

δn−1
λ = u

(n−1)
λ + iv

(n−1)
λ , δλ

(n−1)
= u

(n−1)
λ − iv

(n−1)
λ .Então o determinante

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 .. 1 1 0 .. 1 0 1 .. 1

β1 .. βk u
(1)
1 v

(1)
1 .. u

(1)
l v

(1)
l g1 .. gn−k−2l

. .. . . . .. . . . .. .

βn−1
1 .. βn−1

k u
(n−1)
1 v

(n−1)
1 .. u

(n−1)
l v

(n−1)
l gn−1

1 .. gn−1
n−k−2l

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣é igual ao determinante anterior multipli
ado por (2i)l e, 
omo o determinante anterior édiferente de zero, segue que o determinante a
ima também é diferente de zero. Consequen-temente a transformação linear
ys = x1 + βsx2 + . . .+ βn−1

s xn, s = 1, 2, . . . k,

yk+2λ−1 = x1 + u
(1)
λ x2 + . . .+ u

(n−1)
λ xn, λ = 1, 2, . . . , l,

yk+2λ = v
(1)
λ + . . .+ v

(n−1)
λ xn, λ = 1, 2, . . . , l,

yk+2l+u = x1 + gux2 + . . .+ gn−1
u xn, u = 1, 2, . . . , n− k − 2ltem o determinante não-nulo. Sobre esta transformação, (3.61) toma a forma

k∑

s=1

psy
2
s +

l∑

λ=1

qλ[(yk+2λ−1 + iyk+2λ)
2 + (yk+2λ−1 − iyk+2λ)

2]que é igual a
k∑

s=1

psy
2
s +

l∑

λ=1

2qλy
2
k+2λ−1 −

l∑

λ=1

2qλy
2
k+2λ.43



3.5. Cara
terização dos Polin�mios Hiperbóli
osOnde o número de quadrados positivos é igual à k+ l e o número de quadrados negativos é
l. Sabemos de (2.2) que o posto de uma forma quadráti
a é a soma dos quadrados positivos
om os quadrados negativos, e sua signatura é a diferença entre os quadrados positivos eos negativos, logo o posto de F é (k + l) + l = k + 2l e sua signatura é (k + l) − l = k.Assim o teorema está estabele
ido.Do Teorema de Ja
obi 2.2 o número de quadrados negativos na representação 
an�ni
ada forma quadráti
a F é igual ao número de variação na sequên
ia dos menores prin
ipaisda matriz da forma F . Considerando o teorema anterior e o Teorema de Ja
obi seguediretamente o seguinte resultado.Teorema 3.12 O número de diferentes pares de raízes adjuntas da equação (3.57) é igualao número de variações na sequên
ia dos determinantes

S0 = n,

∣∣∣∣∣∣
S0 S1

S1 S2

∣∣∣∣∣∣
, . . . ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

S0 S1 S2 . . . Sn−1

S1 S2 S3 . . . Sn

S2 S3 S4 . . . Sn+1

. . . . .

Sn−1 Sn Sn+1 . . . S2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (3.62)
e o número de raízes distintas é igual ao posto da matriz




S0 S1 S2 . . . Sn−1

S1 S2 S3 . . . Sn

S2 S3 S4 . . . Sn+1

. . . . .

Sn−1 Sn Sn+1 . . . S2n−2




.

Segue do teorema anterior o seguinte teorema que da 
ondições para que todas as raízesde um polin�mio sejam reais.Teorema 3.13 Todas as raízes da equação (3.57) são reais se, e somente se, a forma F éde�nida positiva, ou seja, se todos os determinantes na sequên
ia (3.62) são não-negativos(ver de�nição 2.3). O número de raízes distintas é igual à ordem do último determinantenão nulo na sequên
ia (3.62). 44



3.5. Cara
terização dos Polin�mios Hiperbóli
osEm virtude do Teorema 3.12 temos apenas que mostrar que para uma forma de�nidapositiva F , no 
aso quando algum dos determinantes na sequên
ia (3.62) é igual a zero,então o próximo determinante deve ser zero.Demonstração:Suponha que o determinante |Am| de ordem m na sequên
ia (3.62) seja nulo. Estedeterminante 
orresponde ao determinante da matriz asso
iada a forma quadráti
a
Um =

m∑

u=1

m∑

v=1

Su+v−2xuxv.Como |Am| = 0 e Um é de�nida positiva, vai existir um vetor xT = (x1, x2, . . . , xm) 6= 0 talque
xTAmx = 0.Considere as formas quadráti
as

Um+s =

m+s∑

u=1

m+s∑

v=1

Su+v−2xuxv, s = 1, 2, . . . , n−m,e seja o vetor 
om m+ s 
oordenadas, dado da seguinte forma
y = (x1, x2, . . . , xm, 0, 0, . . . , 0) 6= 0.Então, temos que,

yTAm+sy = xTAmx = 0 para y 6= 0.Isto mostra que do Teorema 2.4, |Am+s| = 0 para, s = 0, 1, . . . , n−m.O Teorema 3.13, forne
e 
ondições ne
essárias e su�
ientes para que um polin�miotenha somente zeros reais, entretanto o método para se veri�
ar tais 
ondições é um tantotrabalhoso, pois além de 
al
ular todos os determinantes na sequên
ia (3.62), observe que,as entradas Sk dos determinantes, são também determinantes 
al
ulados da seguinte forma
Sk = (−1)k−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1σ1

σ1 1 2σ2

σ2 σ1 1 3σ3... . . . ...
σk−2 σk−3 σk−4 1 (k − 1)σk−1

σk−1 σk−2 σk−3 σ1 kσk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,
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3.5. Cara
terização dos Polin�mios Hiperbóli
osonde os σk são as somas simétri
as elementares dos zeros do polin�mio f(z) ou seja,
f(z) = zn − σ1x

n−1 + . . .+ (−1)n−1σn−1z + (−1)nσn.O próximo método é uma 
onsequên
ia direta dos dois teoremas abaixo. Este métododa 
ondições para que um polin�mio tenha somente zeros reais e negativos.Teorema 3.14 Uma 
ondição ne
essária e su�
iente para que a equação 
om 
oe�
ientesreais
h(z) = a0z

n + a1z
n−1 + . . .+ an = ϕ(z2) + zψ(z2) = 0tenha somente raízes de um dos lados do eixo imaginário, é que os polin�mios ϕ(z) e ψ(z)tenham somente zeros reais, negativos e que se entrelaçam.O teorema a
ima é válido para quaisquer dois polin�mios ϕ(z) e ψ(z) que satisfaçamas hipóteses de seu enun
iado, neste trabalho vamos sempre 
onsiderar,

ϕ(z) = q
(1)
0 zn + q

(1)
1 zn−1 + . . .+ q(1)

n (q
(1)
0 = 1)e

ψ(z) = q
(2)
0 zn−1 + q

(2)
1 zn−2 + q

(2)
2 zn−3 + . . .+ q

(2)
n−1,onde q(2)

k = (n− k)q
(1)
k , para k = 0, . . . n− 1.O seguinte resultado é 
onhe
ido 
omo 
ritério de Routh-Hurwitz.Teorema 3.15 Todas as raízes do polin�mio real h(z) têm a parte real negativa se, esomente se,

∇1 > 0, ∇2 > 0, . . .∇2n−1 > 0,onde ∇k são os determinantes dos menores prin
ipais da matriz de Hurwitz de�nida nade�nição 3.3.Segue dos Teoremas 3.14 e 3.15 o seguinte resultado que dá 
ondições para que umpolin�mio tenha somente zeros reais e negativos.46



3.5. Cara
terização dos Polin�mios Hiperbóli
osTeorema 3.16 Todas as raízes do polin�mio real f(z) são reais e negativas se, e somentese,
∇1 > 0, ∇2 > 0, . . .∇2n−1 > 0,onde os ∇k são os determinantes dos menores prin
ipais da matriz de Hurwitz.Demonstração: Suponha que f(z) tenha somente zeros reais e negativos. Desta forma
omo os zeros de f e f ′ se entrelaçam e estão todos do lado esquerdo do eixo imagináriosegue do Teorema 3.14, que os zeros de h(z) = f(z2) + zf ′(z2) tem a parte real negativa.Logo pelo Teorema 3.15 segue que
∇1 > 0, ∇2 > 0, . . .∇2n−1 > 0.Por outro lado suponha que, ∇k > 0 para k = 1, 2, . . . 2n− 1. Segue do Teorema 3.15,que todos os zeros de h(z) têm parte real negativa. Logo pelo Teorema 3.14, f(z) possuisomente zeros reais e negativos.O Teorema 3.16 forne
e um método mais vantajoso em relação ao Teorema 3.13, poisno Teorema 3.16 temos que 
al
ular diretamente, apenas 2n−1 determinantes de Hurwitz.Utilizando o Teorema de Sturm, juntamente 
om o Teorema 3.8, 
onseguimos mos-trar que, para um polin�mio 
om 
oe�
ientes reais possuir somente zeros reais, basta que

∇2k−1 ≥ 0 para k = 1, 2, . . . n. Tal resultado segue da seguinte forma:Teorema 3.17 O polin�mio f(z) =
∑n

j=0 q
(1)
j zn−j 
om q

(1)
0 = 1 tem somente zeros re-ais se, e somente se, todos os menores prin
ipais de ordem ímpar da matriz de Hurwitz

H(f ′(z), f(z)) são maiores ou iguais a zero.Demonstração:Suponha primeiramente que o polin�mio f(z) possua somente zeros reais. Pelo Teoremade Sturm 3.3, o número de zeros do polin�mio f(z) no intervalo (a, b) é igual a
S−(a) − S−(b),ou seja,

S−(f(a), f ′(a), Qn−2(a), . . . , Q0(a)) − S−(f(b), f ′(b), Qn−2(b), . . . , Q0(b)).47



3.5. Cara
terização dos Polin�mios Hiperbóli
osComo o polin�mio f(z) tem somente zeros reais vamos 
onsiderar a = −∞ e b = ∞.Neste 
aso, observe que sinal(f(−∞)) e sinal(f(∞)) são, respe
tivamente, (−1)nq1
0 e q1

0,visto que
f(z) = zn(q1

0 +
q1
1

zn−1
+

q1
2

zn−2
+ . . .+

q1
n

zn
).Assim, temos que

S−(f(−∞), Qn−1(−∞), . . . , Q0(−∞)) − S−(f(∞), f ′(∞), . . . , Q0(∞))é igual a
S−((−1)nq1

0, (−1)n−1q2
0 , (−1)n−2q3

0, . . . , q
n+1
0 ) − S−(q1

0, q
2
0, q

3
0 . . . , q

n+1
0 ). (3.63)Pelo Teorema 3.8,

q
(r)
0 = ∇2r−3[∇2r−5]

−2[∇2r−7]
2[∇2r−9]

−2[∇2r−11]
2 . . . [∇3]

2(−1)r−1

[∇1]
2(−1)r

.Observando que apenas ∇2r−3 na expressão a
ima não está elevado ao quadrado, segue que
sinal(qr

0) = sinal(∇2r−3).Portanto, substituindo os qr
0 na expressão (3.63), obtemos

S−((−1)n, (−1)n−1n, (−1)n−2∇3, . . . ,∇2n−1) − S−(1, n,∇3 . . . ,∇2n−1).Como o polin�mio f(z) de grau n tem somente zeros reais, segue, do Teorema de Sturm,que
n = S−((−1)n, (−1)n−1n, (−1)n−2∇3, . . . ,∇2n−1) − S−(1, n,∇3 . . . ,∇2n−1).Assim para que a igualdade a
ima seja satisfeita temos que ter

S−(1, n,∇3 . . . ,∇2n−1) = 0ou seja
∇1 = n ≥ 0, ∇3 ≥ 0, ∇5 ≥ 0, . . . ,∇2n−1 ≥ 0.48



3.5. Cara
terização dos Polin�mios Hiperbóli
osAgora, se todos os determinantes de ordem ímpar são maiores ou iguais que zero, seguediretamente do Teorema de Sturm que o polin�mio f(z) tem somente zeros reais, visto que
S−((−1)n, (−1)n−1n, (−1)n−2∇3, . . . ,∇2n−1) = ne

S−(1, n,∇3 . . . ,∇2n−1) = 0.Portanto,
n = S−(−∞) − S−(∞).
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Capítulo 4
Funções Inteiras da Classe deLaguerre-Pólya

Neste 
apítulo é introduzido o 
on
eito de Funções Inteiras da Classe de Laguerre-Pólya, que são limites de polin�mios 
om somente zeros reais ou limites de polin�mios 
omsomente zeros reais e de mesmo sinal.Na seção 4.1 são forne
idas suas de�nições e os prin
ipais teoremas que dão 
ondiçõesne
essárias e su�
ientes para que uma função inteira pertença à 
lasse de Laguerre-Pólya.Na seção 4.2 são de�nidos os polin�mios de Jensen que estão fortemente rela
ionados
om as funções da 
lasse de Laguerre-Pólya através do Teorema de Jensen. Este teoremaforne
e 
ondições ne
essárias e su�
ientes para que uma função inteira pertença à 
lasse deLaguerre-Pólya através dos polin�mios de Jensen. Em seguida, na seção 4.3, des
revemosa forte relação dos polin�mios de Jensen 
om a famosa Hipótese de Riemann.Por �m, na seção 4.4, utilizando os polin�mios de Jensen, mostramos que as desigual-dades de Turán de ordem superior são satisfeitas para a função ξ de Riemann.4.1 A Classe de Laguerre-PólyaIni
iamos 
om duas de�nições e em seguida provamos quatro teoremas. Dois deles sãodevidos a Laguerre e des
revem a forma analíti
a de uma função inteira da 
lasse de



4.1. A Classe de Laguerre-PólyaLaguerre-Pólya. Os outros dois teoremas que são um re�namento dos teoremas de Laguerree são devidos a Pólya.De�nição 4.1 Por L1 denotaremos a 
lasse das funções inteiras que são polin�mios 
omsomente zeros reais não positivos, ou são limites uniformes de tais polin�mios em todo
onjunto 
ompa
to do plano 
omplexo.De�nição 4.2 Por L2 denotaremos a 
lasse das funções inteiras que são polin�mios 
omsomente zeros reais, ou são limites uniformes de tais polin�mios em todo 
onjunto 
ompa
todo plano 
omplexo.Claramente L1 ⊂ L2, e 
omo as funções da 
lasse L1 e L2 foram introduzidas porLaguerre e Pólya, elas são 
hamadas de funções da 
lasse de Laguerre-Pólya.Os quatro próximos teoremas forne
em uma 
ara
terização analíti
a para as funçõesde Laguerre-Pólya.Teorema 4.1 Seja
Pn(z) = an0 + an1z + . . .+ anλn

zλn , λ1 < λ2 < . . . (4.1)uma sequên
ia de polin�mios 
om zeros somente reais e não positivos. Suponha que estasequên
ia 
onverge uniformemente em todo domínio �nito. Então, seu limite f(z) é umafunção inteira e tem a forma
f(z) = bzmeaz

∞∏

n=1

(
1 +

z

αn

)
, (4.2)onde a ≤ 0 e b são 
onstantes reais, m é um inteiro não negativo, αn > 0, n = 1, 2, . . ., e

∑∞
n=1

1
αn
<∞.Pela de�nição de L1, o Teorema 4.1 é equivalente a a�rmar que se f(z) ∈ L1, então

f(z) = bzmeaz

∞∏

n=1

(
1 +

z

αn

)
.Demonstração: 51



4.1. A Classe de Laguerre-PólyaSuponha que a sequên
ia (4.1) 
onverge uniformemente em todo 
ompa
to do plano
omplexo para f(z). Pelo Teorema de Weierstrass ( Teorema 2.5) a função limite f(z) éanalíti
a em todo domínio 
ompa
to, ou seja, f(z) é uma função inteira. Seja
f(z) = a0 + a1z + a2z

2 + . . . .Obviamente limn→∞ anp = ap.Podemos supor que a0 6= 0. Realmente, seja β um número maior que o maior zeronegativo de f(z). A sequên
ia Pn(z + β) obviamente 
onverge para f(z + β) e f(β) 6= 0.Como an0 
onverge para a0, então, a0 6= 0 para todo n su�
ientemente grande. Portantopodemos 
onsiderar a sequên
ia de polin�mios Pn(z)/an0 ou seja,
Pn(z) = 1 + an1z + . . .+ anλn

zλn , λ1 < λ2 < . . . . (4.3)Pelo Teorema Fundamental da Álgebra (Teorema 2.6), temos
Pn(z) = anλn

∏λn

v=1(z + αnv)

= anλn
αn1 . . . αnλn

∏λn

v=1

(
1 + z

αnv

)
,

(4.4)onde −αn1,−αn2, . . . ,−αnλn
são as raízes de Pn(z) em ordem não 
res
ente.Pelas fórmulas de Vieta (2.6),

αn1 . . . αnλn
=

1

anλn

.Substituindo em (4.4), temos
Pn(z) = 1 + an1z + . . .+ anλn

zλn =
λn∏

v=1

(
1 +

z

αnv

)
. (4.5)Novamente utilizando as fórmulas de Vieta, para os números sn de�nidos a seguir,temos a igualdade

sn =
1

αn1
+

1

αn2
+ . . .+

1

αnλn

= an1o que mostra que a sequên
ia {sn} é limitada. Denotaremos por −α1,−α2, . . . os zeros dafunção f(z) ordenados em ordem não 
res
ente. Pelo Teorema de Hurwitz (Teorema 2.7)segue que limn→∞ αnp = αp, p = 1, 2, . . . e, portanto, para qualquer q �xo, temos
lim

n→∞

(
1

αn1
+

1

αn2
+ . . .+

1

αnq

)
=

1

α1
+

1

α2
+ . . .+

1

αq

. (4.6)52



4.1. A Classe de Laguerre-PólyaComo
q∑

v=1

1

αnv

≤
λn∑

v=1

1

αnv

= sne {sn} é limitada, segue que sn < K, onde K é uma 
onstante. Assim, de (4.6) e dadesigualdade a
ima temos
1

α1
+

1

α2
+ . . .+

1

αq

≤ K,que mostra que a série
δ =

1

α1
+

1

α2
+

1

α3
+ . . .é 
onvergente. Portanto, do Teorema 2.9, a função

ϕ(z) =

(
1 +

z

α1

)(
1 +

z

α2

)
. . .

(
1 +

z

αn

)
. . .é inteira.Mostraremos, agora, que as funç�es

gn(z) = an1 −
P ′

n(z)

Pn(z)
=

λn∑

v=1

z

αnv(z + αnv)
onvergem uniformemente para a função
g(z) = δ − ϕ′(z)

ϕ(z)
=

∞∑

v=1

z

αv(z − αv)
(4.7)em qualquer 
ompa
to do plano 
omplexo, onde os pólos αv são isolados por pequenosdis
os |z − αv| < ε. Isto pode ser feito pois os pólos não possuem pontos de a
umulação.Seja R > 0 um número arbitrário e seja α1, α2, . . . , αp os zeros 
ontidos no dis
o |z| <

λR, onde λ é um número maior que 1. Se N é su�
ientemente grande, para todo n > N ,os pólos αn1, αn2, . . . , αnp estarão no dis
o |z| < λR e temos ainda que
lim

n→∞

p∑

v=1

z

αnv(z − αnv)
=

p∑

v=1

z

αv(z − αv)para |z| ≤ R. Para os outros pólos αnv, 
om v > p e |z| ≤ R, temos |αnv| ≥ λR e peladesigualdade triangular obtemos
|αnv + z| > (λ− 1)R, |αv + z| ≥ (λ− 1)R.53



4.1. A Classe de Laguerre-PólyaPortanto, ∣∣∣∣∣

λn∑

v=p+1

z

αnv(z − αnv)

∣∣∣∣∣ <
λn∑

v=p+1

R

|αnv|(λ− 1)R
<

K

λ− 1
,ou seja, ∣∣∣∣∣

∞∑

v=p+1

z

αv(z − αv)

∣∣∣∣∣ ≤
K

λ− 1
.Seja ε > 0 um número arbitrário. Es
olhendo λ tal que 2K

λ− 1
< ε, então

lim sup
n→∞

|gn(z) − g(z)| ≤ ε,para todo ε > 0, ou seja, gn(z) 
onverge uniformemente para g(z) quando n→ ∞ no dis
o
|z| ≤ R.Este limite impli
a que para todoR > 0, |z| ≤ R e utilizando o fato que limn→∞ an1 = a1temos de (4.7) que

lim
n→∞

P ′
n(z)

Pn(z)
= −δ + a1 +

ϕ′(z)
ϕ(z)

.Como por hipótese Pn(z) 
onverge uniformemente para f(z), segue da igualdade a
imaque
f ′(z)

f(z)
= −δ + a1 +

ϕ′(z)

ϕ(z)
. (4.8)Observe que a igualdade (4.8) é equivalente a

[ln(f1(z))]
′ = −δ + a1 + [ln(ϕ(z))]′. (4.9)Integrando 
om relação a z em ambos os lados da igualdade (4.9), 
on
luímos que, emqualquer domínio �nito,

f(z) = be(a1−δ)zϕ(z).Provaremos, agora, que a = a1 − δ ≤ 0. Seja ǫ > 0 um número arbitrário e seja N talque, para p > N ,
1

αp+1
+

1

αp+2
+ . . .+

1

αn

+ . . . < ǫ.Da igualdade
lim

n→∞

(
1

αn1

+
1

αn2

+ . . .+
1

αnp

)
=

1

α1

+
1

α2

+ . . .+
1

αp

,54



4.1. A Classe de Laguerre-Pólyasegue da de�nição de limite que
1

α1

+
1

α2

+ . . .+
1

αp

> a1 − ǫ.Portanto,
δ =

∞∑

i=1

1

αi

=

p∑

i=1

1

αi

+
∞∑

i=p+1

1

αi

≥ a1.Como a desigualdade segue para todo ǫ > 0,temos que −δa1 ≤ 0.Assim, está estabele
ido que se uma função f(z) ∈ L1, então ela tem a forma (4.2).O seguinte teorema, que foi demonstrado por Pólya, é uma extensão do Teorema deLaguerre.Teorema 4.2 Seja a sequên
ia de polin�mios (4.1), tendo somente zeros reais e não po-sitivos, tendendo uniformemente para a função f(z) no dis
o |z| ≤ p. Então, f(z) é umafunção inteira da forma (4.2), onde m é um número inteiro não negativo, α1, α2, . . . sãonúmeros positivos e a série∑∞
n=1

1
αn

é 
onvergente. Por outro lado, 
ada função inteira daforma (4.2), sobre as 
ondições men
ionadas a
ima, é limite de polin�mios 
om somentezeros reais e não positivos.Demonstração:Vamos forne
er a demonstração dada no livro de Obre
hko� [8℄.Pelo Teorema de Weierstrass 2.5 a função f(z) é analíti
a no dis
o |z| < p. Seja
f(z) = 1 + c1z + c2z

2 + . . .sua expansão em série de Ma
laurin. Então, limn→∞ cnp = cp. Como no Teorema anterior,podemos restringir a sequên
ia de polin�mios (4.1) pela sequên
ia
Pn(z) =

(
1 − z

αn1

)(
1 − z

αn2

)
. . .

(
1 − z

αnλn

)
.Observe, da desigualdade triangular e do fato que

ez = 1 + z +
z2

2!
+ . . . ≥ 1 + z,fazendo z = |u| obtemos

|1 + u| ≤ 1 + |u| ≤ e|u|. (4.10)55



4.1. A Classe de Laguerre-PólyaSeja R > 0, então, de (4.10),
|Pn(z)| ≤ e

|z|

„
1

αn1
+ 1

αn2
+...+ 1

αnλn

«

≤ eK|z| ≤ eKR, (4.11)ondeK é uma 
onstante �nita. Consequentemente, os polin�mios Pn(z) são uniformementelimitados no dis
o |z| ≤ R e, assim, eles tendem uniformemente para a função f(z) no dis
o.Uma vez que R pode ser es
olhido arbitrário, estamos então no 
aso de Laguerre e assimo limite f(z) é uma função inteira da forma (4.2).Para estabele
er a impli
ação 
ontrária, é su�
iente 
onsiderar os polin�mios
Pn(z) = c

(
z − 1

n

)m (
1 − az

n

)n
n∏

v=1

(
1 − z

αv

)
,que 
laramente tendem uniformemente para a função f(z) em 
ada dis
o |z| ≤ R.Teorema 4.3 Seja a sequên
ia de polin�mios (4.1), tendo somente zeros reais, 
onver-gindo uniformemente para a função f(z) no dis
o |z| < ρ. Então f(z) é uma funçãointeira da forma

f(z) = ce−az2+bzzm

∞∏

n=1

(
1 − z

αn

)
e

z
αn , (4.12)onde a ≥ 0 b e c são 
onstantes reais, m inteiro não negativo, α1, α2, . . . são números reaise ∞∑

n=1

1

α2
n

<∞.Pela de�nição de L2 o Teorema 4.3 é equivalente a a�rmar que
f(z) ∈ L2 → f(z) = ce−az2+bzzm

∞∏

n=1

(
1 − z

αn

)
e

z
αn .Demonstração:Suponha que os polin�mios

Pn(z) =

(
1 − z

αn1

)(
1 − z

αn2

)
. . .

(
1 − z

αnλn

)
= 1 + cn1z + cn2z

2 + . . .
onvergem uniformemente em 
ada dis
o para uma função 
om expansão de Ma
laurin
f(z) = 1 + c1z + c2z

2 + . . . .Da mesma forma, 
omo foi feito no Teorema 4.1, se prova que o limite f(z) é umafunção inteira. 56



4.1. A Classe de Laguerre-PólyaUtilizando as fórmulas de F. Vieta observe que,
s(2)

n =
λn∑

v=1

1

α2
nv

= c2n1 − 2cn2.Assim pelo fato de que limn→∞ cnp = cp, a série
s =

∞∑

v=1

1

α2
vé 
onvergente.Sendo α1, α2, . . . os zeros da função f(z), 
onsidere as funções ra
ionais

gn(z) =

λn∑

v=1

(
1

αnv

+
z

α2
nv

+
1

z − αnv

)
=

λn∑

v=1

z2

α2
nv(z − αnv)e

g(z) =

∞∑

v=1

(
1

αv

+
z

α2
v

+
1

z − αv

)
=

∞∑

v=1

z2

α2
v(z − αv)

.Como no Teorema 4.1, prova-se que a função gn(z) tende uniformemente para a função
g(z) em 
ada dis
o |z| ≤ ρ, onde os pólos de f(z), 
ontidos neste dis
o, são isolados emdis
os pequenos.Como a soma λn∑

v=1

α−1
nv 
onverge para −c1 pela fórmula de Veita e a soma λn∑

v=1

α−2
nv
onverge para c21 − 2c2 = 2γ1, se denotarmos por 2b a soma ∞∑

v=1

α−2
v , então

lim
n→∞

gn(z) = 2b+

∞∑

v=1

(
1

αv

+
1

z − αv

)
= −c1 + 2γ1z +

f ′(z)

f(z)
.Portanto,

f(z) = ce−az2+bzzm

∞∏

v=1

(
1 − z

αv

)
e

z
αv .Para 
ompletar a demonstração basta provar que a ≥ 0.Para 
ada p �xo temos

lim
n→∞

(
p∑

v=1

1

α2
nv

)
=

p∑

v=1

1

α2
ve, 
onsequentemente,

lim
n→∞

(
λn∑

v=1

1

α2
nv

)
≥

p∑

v=1

1

α2
v

.57



4.1. A Classe de Laguerre-PólyaSegue desta última desigualdade que a = γ1 − b ≥ 0, ou seja , que a é um número nãonegativo.Novamente Pólya obteve um re�namento para o 
aso L2, ou seja, um re�namento doTeorema anterior, que é enun
iado a seguir.Teorema 4.4 Seja a sequên
ia de polin�mios (4.1), possuindo somente zeros reais, ten-dendo uniformemente para a função f(z) no dis
o |z| < p. Então f(z), é uma funçãointeira da forma (4.12), onde a, b, αn(n = 1, 2, . . .) são números reais, a ≥ 0, m é inteironão negativo e, além disso, a série ∞∑

n=1

1

α2
n

é 
onvergente. Por outro lado, 
ada função daforma (4.12) sob as 
ondições enun
iadas a
ima, é o limite de polin�mios 
om somentezeros reais, isto é, f(z) ∈ L2.Demonstração:Novamente podemos restringir ao estudo dos polin�mios
Pn(z) =

λn∏

v=1

(
1 − z

αnv

)
= 1 + cn1z + cn2z

2 + . . . ,supondo que eles 
onvergem uniformemente para a função f(z) no dis
o |z| < p.Então, f(z) é inteira e tem uma expansão f(z) = 1 + c1z + c2z
2 + . . ..A sequên
ia

s(2)
n =

1

α2
n1

+
1

α2
n2

+ . . .+
1

α2
nλntende para um limite �nito, 
omo vimos no Teorema anterior, e portando s(2)

n é limitada.Então, da mesma forma, se prova que a série
s =

∞∑

n=1

1

αn2é 
onvergente. Da desigualdade |(1 − u)eu| < eL|u|2, onde L é uma 
onstante, obtemos
|Pn(z)||ez

„
1

αn1
+ 1

αn2
+...+ 1

αnλn

«

| < eLs|z|2,logo,
|Pn(z)| < eLs|z|2+λ|z|,58



4.1. A Classe de Laguerre-Pólyaonde λ é uma 
onstante e portanto a sequên
ia Pn(z) tende uniformemente para f(z) em
ada dis
o |z| ≤ R <∞ e o 
aso 
onsiderado reduz ao 
aso de Laguerre.Para estabele
er a a�rmação 
ontrária, 
onsidere a sequên
ia de polin�mios
Pn(z) = c

(
z − 1

n

)n(
1 − az2

n

)n(
1 +

gnz

mn

)mn n∏

v=1

(
1 − z

αv

)
,onde

gn = b+
1

α1

+
1

α2

+ . . .+
1

αn

.Observe que se o inteiro mn 
res
e rapidamente, quando n tende para o in�nito, entãoo polin�mio Pn(z) tende uniformemente para f(z) em 
ada domínio �nito. Para isto ésu�
iente es
olher um número mn tal que |z| < n para ter
∣∣∣∣1 − e−gnz

(
1 +

gnz

mn

)mn
∣∣∣∣ <

1

n
.Em outras palavras, o 
onjunto das funções da 
lasse L1 é identi
amente ao 
onjuntodas funções da forma

f(z) = b1z
meλz

∞∏

n=1

(
1 − z

αn

)
, (4.13)ondeλ ≥ 0 e b1 são 
onstantes reais, m inteiro não negativo, αn > 0, n = 1, 2, . . . e

∞∑

n=1

1

αn

<∞, e o 
onjunto das funções da 
lasse L2 são identi
amente ao 
onjunto dasfunções da forma
f(z) = ce−az2+bzzm

∞∏

n=1

(
1 − z

αn

)
e

z
αn (4.14)onde a ≥ 0 b e c são 
onstantes reais, m inteiro não negativo, α1, α2, . . . são números reaise ∞∑

n=1

1

α2
n

<∞.Observe que os quatro teoremas anteriores forne
em uma 
ara
terização analíti
a dasfunções inteiras que perten
em à 
lasse de Laguerre-Pólya, porém até o momento esta
ara
terização é um tanto 
ompli
ada para se veri�
ar. A seguir vamos forne
er duas de-�nições e algumas propriedades que serão de muita utilidade para forne
er 
ara
terizaçõesmais fá
eis de se veri�
ar. 59



4.1. A Classe de Laguerre-PólyaDe�nição 4.3 A sequên
ia in�nita {αn}∞0 ∈ A se, para todo polin�mio
b(z) = b0 + b1z + . . . bnz

npossuindo somente zeros reais, o polin�mio
b(z) ∗ {αn} = b0α0 + b1α1z + . . . bnαnz

ntem somente zeros reais.As sequên
ias perten
entes ao 
onjunto A serão também 
hamadas de A-sequên
ias.De�nição 4.4 A sequên
ia in�nita {βn}∞0 ∈ B se para todo polin�mio
a(z) = a0 + a1z + . . .+ anz

npossuindo somente zeros reais não positivos, o polin�mio
a(z) ∗ {βn} = a0β0 + a1β1z + . . .+ anβnz

ntem somente zeros reais.As sequên
ias perten
entes ao 
onjunto B serão também 
hamadas de B-sequên
ias.A seguir vamos estabele
er algumas propriedades elementares sobre essas sequên
ias.Observe primeiramente que A ⊂ B, pois se {αn}∞0 ∈ A então para todo polin�mio
b(z) 
om somente zeros reais o polin�mio b(z) ∗ {αn} possui somente zeros reais. Emparti
ular, 
onsidere os polin�mios b(z) que possuem somente zeros reais não positivos,assim {αn}∞0 ∈ B ou seja, A ⊂ B.Propriedade 4.1.1 Em qualquer sequên
ia {αn}∞0 ∈ A os termos diferentes de zero ini-
iam um seguido do outro, e eles têm o mesmo sinal ou formam uma sequên
ia 
om sinaisalternados.Temos que provar que se na sequên
ia {αn}∞0 os números αλ e αλ+µ são diferentes dezero, então todos os termos da sequên
ia entre αλ e αλ+µ são diferentes de zero, e que

sinal(αv−1) = sinal(αv+1), v = λ + 1, . . . , λ+ µ− 1.60



4.1. A Classe de Laguerre-PólyaDemonstração: Seja
aλx

λ + aλ+1x
λ+1 + . . .+ aλ+µx

λ+µum polin�mio que possui somente zeros reais e sejam aλ e aλ+µ diferentes de zero. Pelade�nição de α o polin�mio
aλαλx

λ + aλ+1αλ+1x
λ+1 + . . . aλ+µαλ+µx

λ+µpossui somente zeros reais. Em virtude do Teorema 2.8, dois termos 
onse
utivos dasequên
ia
αλ, . . . , αλ+µnão podem ser nulos.O 
aso em que somente um αv é nulo também não pode o
orrer. Visto que, se αv = 0,então αv−1 e αv+1 devem ser diferentes de zero, logo usando os polin�mios

xv−1 − xv+1 e xv−1 + 2xv + xv+1,que possuem somente zeros reais, e pela de�nição de A que os polin�mios
αv−1x

v−1 − αv+1x
v+1, αv−1x

v−1 + 2αvx
v + αv+1x

v+1devem ter somente zeros reais, equivalentemente podemos dizer que os polin�mios
αv−1 − αv+1x

2, αv−1 + 2αvx+ αv+1x
2possuem somente zeros reais (basta 
olo
ar xv−1 em evidên
ia). Mas, 
omo αv = 0, temosque

αv−1 + 2αvx+ αv+1x
2 = αv−1 + αv+1x

2ou seja,
αv−1 + αv+1x

2 e αv−1 − αv+1x
2possuem somente zeros reais, o que é impossível.O fato de que sinal(αv−1) = sinal(αv+1), segue de que o polin�mio αv−1−αv+1x

2 possuisomente zeros reais, pois
αv−1 − αv+1x

2 = 061



4.1. A Classe de Laguerre-Pólyaimpli
a que x = ±
√

αv−1

αv+1
, ou seja, para que x seja real os sinais de αv−1 e αv+1 devem seriguais.De forma análoga prova-se a seguinte propriedade.Propriedade 4.1.2 Se em uma sequên
ia βn ∈ B dois termos vizinhos são iguais à zero,então todos os termos posteriores ou todos os termos atrás destes são iguais a zero. Emparti
ular, quando um dos termos anteriores a eles da sequên
ia βn são iguais a zero e umdos termos vizinhos é diferente de zero, então eles têm sinais opostos.A demonstração é análoga para o 
aso das sequên
ias em A, 
onsiderando agora ospolin�mios

xv + xv+1, xv−1 + 2xv + xv+1que possuem somente zeros reais e não positivos.Propriedade 4.1.3 Se {β}∞n ∈ B, então
β2

v − βv−1βv+1 ≥ 0, v = 1, 2, . . .Realmente , visto que o polin�mio
xv−1 + 2xv + xv+1, v = 1, 2, . . .possui somente zeros reais e não positivos, então os polin�mios

βv−1x
v−1 + 2βvx

v + βv+1x
v+1, v = 1, 2, . . .devem ter somente zeros reais. Logo, 
olo
ando xv−1 em evidên
ia, temos que os polin�mios

βv−1 + 2βvx+ βv+1x
2, v = 1, 2, . . .possuem somente zeros reais. Assim, temos que seu dis
riminante deve ser maior ou iguala zero, ou seja,

β2
v − βv−1βv+1 ≥ 0.A propriedade seguinte segue diretamente da de�nição.62



4.1. A Classe de Laguerre-PólyaPropriedade 4.1.4 Se {αn}∞0 ∈ A, {α′
n}∞n ∈ A e {βn}∞0 ∈ B, então {αnβn}0 ∈ B e

{αnα
′
n}∞0 ∈ A.Propriedade 4.1.5 Se

{βn}∞0 ∈ B e {αn}∞0 ∈ A,então
{βn}∞v ∈ B e {αn}∞v ∈ A, v = 0, 1, 2, . . . .Demonstração: Considere o polin�mio

b0 + b1x+ . . .+ bnx
npossuindo somente zeros reais, e seja o polin�mio

a0 + a1x+ . . .+ anx
npossuindo somente zeros reais não negativos.Os polin�mios

b0x
v + b1x

v+1 + . . .+ bnx
n+v, a0x

v + a1x
v+1 + . . .+ anx

v+ntem as mesmas propriedades respe
tivamente.Então, os polin�mios
βvb0x

v + βv+1b1x
v+1 + . . .+ βv+nbnx

n+v,

αva0x
v + αv+1a1x

v+1 + . . .+ αv+nanx
v+n,ou

βvb0 + βv+1b1x+ . . .+ βv+nbnx
n,

αva0 + αv+1a1x+ . . .+ αv+nanx
npossuem somente zeros reais, o que 
ompleta a demonstração.As sequên
ias em A satisfazem à seguinte propriedade.Propriedade 4.1.6 Se {αv}∞0 ∈ A, então

α2
n − αn−2αn+2 ≥ 0, n = 2, 3, . . .e para αn 6= 0 (

αn−3

αn

)2

−
(
αn−2

αn

)3

≤ 0, n = 3, 4, . . .63



4.1. A Classe de Laguerre-PólyaDemonstração:Como o polin�mio zn−2−2zn+zn+2 tem somente zeros reais, então o polin�-mio αn−2z
n−2 − 2αnz

n + αn+2z
n+2 também possui somente zeros reais. Assim, a primeiradas desigualdades a
ima segue do fato que 
olo
ando zn−2 em evidên
ia o dis
riminantedo polin�mio, αn−2 − 2αnz

2 + αn+2z
4, deve ser maior ou igual a zero.Os zeros de

zn − 3

√
3

4
zn−2 +

1

3
zn−3, n = 3, 4, . . . ,são reais. Logo, os zeros de

αnz
n − αn−2

3

√
3

4
zn−2 + αn−3

1

3
zn−3são reais, assim para αn 6= 0 o dis
riminante

D = −3

[(
αn−3

αn

)2

−
(
αn−2

αn

)3
]é não negativo, o que 
ompleta a demonstração.Os dois teoremas a seguir são devidos a Pólya e S
hur e rela
ionam as sequên
ias A e

B 
om as 
lasses L1 e L2, respe
tivamente.Teorema 4.5 A sequên
ia {αn}∞0 ∈ A se, e somente se,
n∑

k=0

(
n

k

)
αkz

k ∈ L1, n = 1, 2, . . . .Demonstração:Como os zeros do polin�mio
n∑

k=0

(
n

k

)
zk = (1 + z)n, n = 1, 2, . . .são reais, então segue que os zeros do polin�mio

n∑

k=0

αk

(
n

k

)
zk, n = 1, 2, . . .são também reais. A Propriedade 4.1.1 impli
a que esses zeros são de mesmo sinal.Para demonstrar a volta suponha que o polin�mio

n∑

k=0

(
n

k

)
zk = (1 + z)n, n = 1, 2, . . .64



4.1. A Classe de Laguerre-Pólyatenha somente zeros reais não positivos e seja
a0 + a1z + a2z

2 + . . .+ amz
mpolin�mio arbitrário possuindo somente zeros reais. Do Teorema de Malo-S
hur (2.10),segue que o polin�mio

a0α0 + 1!a1α1

(
n

1

)
z + . . .+m!amαm

(
n

m

)
zm,possui somente zeros reais. Se substituirmos z por z

n
obtemos o polin�mio

a0α0 + a1α1z + a2α2

(
1 − 1

n

)
z2 + . . .+ amαm

(
1 − 1

n

)(
1 − 2

n

)
. . .

(
1 − m− 1

n

)
zm,que também possui somente zeros reais. Para n→ ∞, o Teorema de Hurwitz (2.7) impli
aque o polin�mio

a0α0 + a1α1z + . . . amαmz
mtambém possui somente zeros reais, ou seja {αn}∞0 ∈ A.Teorema 4.6 A sequên
ia {βn}∞0 ∈ B se, e somente se,

n∑

k=0

(
n

k

)
βkz

k ∈ L2, n = 1, 2, . . . .Demonstração:Da mesma forma 
omo na demonstração do Teorema anterior, a 
ondiçãone
essária é demonstrada. Para a 
ondição su�
iente basta 
onsiderar o polin�mio pos-suindo somente zeros reais não positivos
b0 + b1z + . . .+ bmz

m.Pelo Teorema de Malo-S
hur (2.10) e utilizando a hipótese de que o polin�mio∑n

k=0

(
n

k

)
βkz

kpossui somente zeros reais, segue que o polin�mio
b0β0 + 1!

(
n

1

)
b1β1z + . . .+m!

(
n

m

)
bmβmz

mtambém possui somente zeros reais. Da mesma forma, 
omo foi feito na demonstração doTeorema anterior, temos que o polin�mio
b0β0 + b1β1z + . . . bmβmz

mpossui também somente zeros reais, ou seja {βn}∞0 ∈ B.Esta demonstração impli
a no seguinte Teorema65



4.2. Polin�mios de Jensen.Teorema 4.7 Uma B-sequên
ia é também uma A-sequên
ia se, e somente se, os termosda sequên
ia que são diferentes de zero são su
essivos e 
ada termo tem o mesmo sinal oumudam de sinal alternadamente.De fato, os zeros do polin�mio n∑

k=0

(
n

k

)
βkz

k são de mesmo sinal se, e somente se, todasas hipótese do Teorema são satisfeitas.4.2 Polin�mios de Jensen.Nesta seção vamos introduzir os polin�mios de Jensen e, a partir deles será possível forne
ermelhores 
ondições ne
essárias e su�
ientes para que uma função inteira pertença à 
lassede Laguerre-Pólya.Ini
ialmente 
onsidere a série
g(z) = c0 +

c1
1!
z +

c2
2!
z2 + . . .

cn
n!
zn + . . . (4.15)
onvergente em uma vizinhança de z = 0.Se denotarmos por D o operador diferen
ial, então o polin�mio

Jn(g, z) = g(D)zn =
n∑

k=0

(
n

k

)
ckz

n−k = Jn(z), n = 1, 2, . . . , (4.16)é 
hamado de polin�mio de Jensen asso
iado a função inteira g(z).É imediato veri�
ar que a derivada J ′
n(z) é igual a nJn−1(z).Vamos denotar por

J∗
n(g, z) = J∗

n(z) = znJn

(
g,

1

z

)
, n = 1, 2, . . . , (4.17)seu polin�mio re
ípro
o.Utilizando os polin�mios de Jensen podemos enun
iar o seguinte teorema que forne
e
ara
terização para uma função inteira perten
er à 
lasse de Laguerre-Pólya em termosdos polin�mios de Jensen.Teorema 4.8 Seja f(z) uma função inteira. Então, f(z) perten
e à L1 se, e somente se,

Jn(f, z) ∈ L1, n = 1, 2, . . . ,66



4.2. Polin�mios de Jensen.ou seja, uma função inteira f(z) perten
e à 
lasse de Laguerre-Pólya se, e somente se,para todo n inteiro, o polin�mio de Jensen asso
iado a f(z) possui somente zeros reais nãopositivos.Demonstração: Seja
f(z) = c0 +

c1
1!
z +

c2
2!
z2 + . . . ∈ L1.Então, existe uma sequên
ia de polin�mios

Pn(z) = cn0 +
cn1

1!
z + . . .+

cnλn

λn!
zλn ∈ L1, n = 1, 2, . . .tal que, em todo dis
o, Pn(z) 
onverge uniformemente para f(z).Pelo Teorema 2.11, segue que

Pn(D)zp = cn0z
p +

(
p

1

)
cn1z

p−1 +

(
p

2

)
cn2z

p−2 + . . . ∈ L1, p < λn.Assim, para p �xo e utilizando o Teorema de Hurwitz 2.7, temos
lim

n→∞
Pn(D)zp = c0z

p+

(
p

1

)
zp−1+

(
p

2

)
c2z

p−2+. . . = f(D)zp = Jp(f, z) ∈ L1, p = 1, 2, . . . ,e assim a primeira parte do Teorema está provada.Seja
f(z) = c0 +

c1
1!
z +

c2
2!
z2 + · · · (4.18)uma função tal que

f(D)zp = Jp(f, z) ∈ L1, p = 1, 2, . . . .Vamos provar que f(z) ∈ L1.Seja cs o primeiro 
oe�
iente diferente de zero, e α1, α2, . . . , αp−s os zeros do polin�mio
(
p

s

)
csz

p−s + · · · +
(
p

p

)
cp.Utilizando as relações de Veita temos

α1α2 . . . αp−s = (−1)p−s
c′p
c′s

(p− s)! (4.19)
67



4.2. Polin�mios de Jensen.e
α1 + α2 + · · ·+ αp−s = −

c′p+1

c′s
(p− s), (4.20)onde c′λ =

cλ
λ!
, λ = 0, 1, 2, . . ..Utilizando o fato que a média geométri
a de números positivos não ex
ede sua médiaaritméti
a, temos de (4.19) que

(p− s)!

∣∣∣∣
c′p
c′s

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
c′s+1

c′s

∣∣∣∣
p−s

.Portanto, da desigualdade a
ima, segue que
|c′p| < A

ap

p!
,onde A e a são números positivos. Esta desigualdade mostra que a série (4.18) é 
onvergentepara todo z e, portanto, é uma função inteira f(z) para a qual |f(z)| < Aea|z|.Agora, 
onsidere o polin�mio

J∗
p

(
f,
z

p

)
= c0 +

c1
1!
z +

c2
2!

(
1 − 1

p

)
z2 + . . .+

cp
p!

(
1 − p− 1

p

)
zp.Seja ǫ > 0 e R > 0. Como f(z) é uma função inteira, N pode ser es
olhido tal que

∞∑

v=N+1

∣∣∣cv
v!

∣∣∣ |z|v < ǫ,onde |z| ≤ R.Seja
J∗

n

(
f, z

p

)
= c0 +

N∑

v=1

cv
v!

(
1 − 1

p

)
. . .

(
1 − v − 1

p

)
zv

+

p∑

n=N+1

cv
v!

(
1 − 1

p

)
. . .

(
1 − v − 1

p

)
zv = hp(z) +Hp(z)e

f(z) =

N∑

v=0

cv
v!
zv +

∞∑

v=N+1

cv
v!
zv = f1(z) + f2(z).Para |z| ≤ R temos

|Hp(z)| <
p∑

v=N+1

∣∣∣cv
v!

∣∣∣Rv < ǫ, |f2(z)| <
∞∑

v=N+1

∣∣∣vv

v!

∣∣∣Rv < ǫ, (4.21)68



4.2. Polin�mios de Jensen.e para N �xo
lim
p→∞

hp(z) = f1(z). (4.22)Assim, (4.21) e (4.22) impli
am que em todo domínio �nito
lim
p→∞

J∗
p

(
f,
z

p

)
= f(z). (4.23)Portanto, f(z) é uma função inteira, em todo domínio 
ompa
to e é o limite de polin�miospossuindo somente zeros reais não positivos, ou seja, f(z) ∈ L1.Da mesma forma 
omo foi provado o Teorema 4.8 para 
lasse L1, se prova o seguinteteorema rela
ionado à 
lasse L2.Teorema 4.9 Seja f(z) uma função inteira. Então, f(z) perten
e à L2 se, e somente se,

Jn(f, z) ∈ L2, n = 1, 2, . . . ,ou seja, uma função inteira f(z) perten
e à 
lasse de Laguerre-Pólya se, e somente se,para todo n inteiro, o polin�mio de Jensen asso
iado a f(z) possui somente zeros reais.Segue diretamente de (4.23) o seguinte resultado.Teorema 4.10 Se f(z) ∈ L1, ou f(z) ∈ L2, então
lim

n→∞
J∗

n

(
f,
z

n

)
onverge uniformemente para f(z) em todo dis
o |z| ≤ R.Os Teoremas 4.8 e 4.9 também podem ser enun
iados em termos das A-sequên
ias e
B-sequên
ias respe
tivamente da seguinte forma.Teorema 4.11 A sequên
ia {αn}∞0 perten
e a A se, e somente se,

f(z) =
∞∑

n=0

αn

n!
zn ∈ L1.

69



4.3. A Hipótese de Riemann.Demonstração:Suponha que a sequên
ia {αn}∞0 pertença a A. Pelo Teorema 4.5
n∑

k=0

(
n

k

)
αkz

k ∈ L1, n = 1, 2, . . . .Utilizando o fato que os zeros de um polin�mio f(z) e os zeros do polin�mio re
ípro
o
f ∗(z) são os mesmos, temos que

n∑

k=0

(
n

k

)
αkz

n−k ∈ L1, n = 1, 2, . . . .Portanto, do Teorema 4.8,
∞∑

n=0

αn

n!
zn ∈ L1.Da mesma forma se prova a impli
ação 
ontrária.Segue abaixo um resultado análogo ao Teorema 4.11 sobre as sequên
ias em B.Teorema 4.12 A sequên
ia {βn}∞0 perten
e a B se, e somente se,

F (z) =

∞∑

n=0

βn

n!
zn ∈ L2Sua demonstração é equivalente à do Teorema 4.11A seguir des
reveremos uma breve seção sobre a famosa Hipótese de Riemann, pois talhipótese tem uma forte relação 
om os polin�mios de Jensen.4.3 A Hipótese de Riemann.A Hipótese de Riemann é uma hipótese matemáti
a, publi
ada pela primeira vez em 1859por Bernhard Riemann, que de
lara que os zeros não-triviais da função zeta de Riemannperten
em todos à "linha 
ríti
a" Re(z) = 1

2
.Vamos veri�
ar que o problema sobre a Hipótese de Riemann pode ser resumido a umproblema sobre zeros de polin�mios.A função zeta de Riemann ζ(z) é de�nida por

ζ(z) =
∞∑

n=1

1

nz
(4.24)70



4.3. A Hipótese de Riemann.ou, equivalentemente, por
ζ(z) =

∏

p primo

(
1 − 1

pz

)−1

,onde z = x+ iy é um número 
omplexo.Observe que a série de Diri
hlet (4.24) é 
onvergente para x > 1 e uniformemente
onvergente em todo 
ompa
to de {x ≥ 1 + δ}, δ > 0. Desta forma, (4.24) de�ne umafunção analíti
a para x > 1.A função zeta de Riemann pode ser estendida analiti
amente para todo plano 
omplexoatravés da equação fun
ional
ζ(z) = 2zπz−1 sin

(πz
2

)
Γ(1 − z)ζ(1 − z), (4.25)onde Γ é a função gamma.É bem 
onhe
ido que os úni
os zeros reais de ζ(z) são −1,−2,−4, . . . e que ζ(z) têmum número in�nito de zeros não reais, 
hamados de zeros não-triviais, além disso todosseus zeros não reais perten
em à faixa 0 ≤ Re(z) ≤ 1.Fazendo algumas mudanças na variável podemos es
rever a função ζ(z) da seguinteforma

ξ(iz) =
1

2

(
z2 − 1

4

)
π

−z
2
− 1

4 Γ

(
z

2
+

1

4

)
ζ

(
z +

1

2

)
.Observe que ao fazer a transformação de ζ(z) para ζ(z+ 1

2
) estamos transladando a reta
ríti
a Re(z) = 1

2
para o eixo imaginário além disso quando multipli
amos z pelo númeroimaginário i estamos fazendo uma rotação de noventa graus, desta forma a hipótese deRiemann é equivalente a a�rmar que os zeros não triviais da função ξ(iz) são todos reais.Uma outra forma de representar a função ξ(iz) é a seguinte

ξ
(x

2

)
= 8

∫ ∞

0

Φ(t) cos xtdt, (4.26)onde
Φ(t) =

∞∑

n=1

(2n4π2e9t − 3n2πe5t)exp(−n2πe4t). (4.27)Utilizando a expansão em série da função 
osseno segue que,
1

8
ξ
(x

2

)
=

∞∑

k=0

(−1)k b̂k
x2k

(2k)!
(4.28)71



4.4. Desigualdades de Turán para a função ξ de Riemann.
om
b̂k =

∫ ∞

0

t2kΦ(t)dt, para k ≥ 0.Fazendo z = −x2 em (4.28) obtemos a função
F (z) =

∞∑

k=0

γ̂k

zk

k!
, γ̂k =

k!

(2k)!
b̂k. (4.29)Observe que a transformação z = −x2 faz 
om que a função inteira F (z) tenha somentezeros reais negativos, ou seja, que F (z) pertença à 
lasse de Laguerre Pólya L1. Assim, aHipótese de Riemann é equivalente a a�rmar que a função inteira F (z) pertença a 
lasse

L1.Uma forma de abordar o problema de Riemann é utilizar os polin�mios de Jensen, poissegue do Teorema 4.8 que uma função inteira F (z) perten
e a 
lasse L1 se, e somente se,os polin�mios de Jensen asso
iados a F (z) possuem somente zeros reais e não positivos.4.4 Desigualdades de Turán para a função ξ de Rie-mann.Uma simples 
ondição ne
essária para uma função inteira
ψ(z) =

∞∑

k=0

γk

zk

k!
(4.30)perten
er à 
lasse de Laguerre-Pólya, são as 
hamadas desigualdades de Turán

γ2
k − γk+1γk−1 ≥ 0,que são de fato 
ondições ne
essárias e su�
ientes para que os polin�mios de Jensen asso
i-ados a ψ(x) de grau dois serem hiperbóli
os. As desigualdades de Turán de ordem superior

4(γ2
n−γn−1γn+1)(γ

2
n+1−γnγn+2)−(γnγn+1−γn−1γn+2)

2 ≥ 0 são também 
ondições ne
essá-rias e su�
ientes para que uma função da forma (4.30) pertença à 
lasse de Laguerre-Pólya.De fato, esses dois 
onjuntos de desigualdades garantem que os polin�mios de Jensen degrau três são hiperbóli
os. 72



4.4. Desigualdades de Turán para a função ξ de Riemann.Pólya 
onje
turou em 1927 e Csordas, Norfolk e Vargas provaram em 1986 [2℄, que asdesigualdades de Turán são verdadeiras para os 
oe�
ientes da função ξ de Riemann. Nestaseção provamos que as desigualdades de Turán de ordem superior também são veri�
adaspara a função ξ de Riemann estabele
endo a hiperboli
idade dos polin�mios de Jensen degrau três asso
iados à ψ.Como havíamos dito antes, uma simples 
ondição ne
essária para que ξ pertença à 
lassede Laguerre-Pólya, são as desigualdades de Turán serem satisfeitas. Uma das formas maissimples de veri�
ar este fato, baseia-se nos polin�mios de Jensen, pois se
gn,k(z) = gn,k(ψ; z) :=

n∑

j=0

(
n

j

)
γk+jz

j , n, k = 0, 1, . . . , (4.31)são os polin�mios de Jensen asso
iados a ψ, sabemos do Teorema 4.8 que ψ perten
e à
lasse de Laguerre-Pólya se, e somente se, gn,k(z) possui somente zeros reais não positivospara todo n, k = 0, 1, . . .. Portanto, se 
onsiderarmos todos os polin�mios de Jensen degrau dois
g2,k−1(z) = γk−1 + 2γkz + γk+1z

2,tendo somente zeros reais, impli
a que seu dis
riminante tem que ser maior ou igual a zero,isto é,
γ2

k − γk+1γk−1 ≥ 0 k = 0, 1, . . . . (4.32)Uma extensão de (4.32) foi obtida em [4℄, onde a desigualdade
Hk := 4(γ2

k − γk−1γk+1)(γ
2
k+1 − γkγk+2) − (γkγk+1 − γk−1γk+2)

2 ≥ 0, k ∈ N, (4.33)é uma 
ondição ne
essária para que a função inteira ψ de�nida por (4.30) pertença à 
lassede Laguerre-Pólya. Chamamos o novo 
onjunto de desigualdades de Turán de ordemsuperior. A idéia da demonstração é simples e baseia-se no fato dos polin�mios de Jensende grau três g3,k(z) serem hiperbóli
os. Também, não é difí
il veri�
ar que as desigualdades(4.32) e (4.33) são 
ondições su�
ientes para que g3,k(z) seja hiperbóli
o. Forne
emos estefato através do seguinte lema.Lema 4.13 Seja k ∈ N. Então, o polin�mio real
g3,k−1(x) = γk−1 + 3γkx+ 3γk+1x

2 + γk+2x
3,73



4.4. Desigualdades de Turán para a função ξ de Riemann.
om 
oe�
iente do termo de maior grau γk+2 não nulo, é hiperbóli
o se, e somente se, asdesigualdades
γ2

k − γk−1γk+1 ≥ 0,e
4(γ2

k − γk−1γk+1)(γ
2
k+1 − γkγk+2) − (γkγk+1 − γk−1γk+2)

2 ≥ 0,são satisfeitas simultaneamente.Demonstração:As 
ondições ne
essárias e su�
ientes do Lema 4.13, seguem diretamente do Teoremade Hermite (Teorema 3.13) veri�
ando-se que os determinantes
T0 = S0, T1 =

∣∣∣∣∣∣
S0 S1

S1 S2

∣∣∣∣∣∣
e T2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

S0 S1 S2

S1 S2 S3

S2 S3 S4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣são maiores ou iguais que zero.De fato, apli
ando o Teorema de Hermite para o polin�mio
g3,k−1(z) = γk−1 + 3γkx+ 3γk+1x

2 + γk+2x
3ini
ialmente 
onstruímos as somas simétri
as

σ1 = −3
γk+1

γk+2

σ2 = 3
γk

γk+2

σ3 = −γk−1

γk+2

. (4.34)Em seguida, 
omo
S0 = 3

S1 = σ1

S2 = (σ1)
2 − 2σ2

S3 = (σ1)
3 − 3σ1σ2 + 3σ3

S4 = (σ1)
4 − 4(σ1)

2σ2 + 4σ1σ3 + 2(σ2)
2

,
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4.4. Desigualdades de Turán para a função ξ de Riemann.segue de (4.34) que
S0 = 3

S1 = −3
γk+1

γk+2

S2 =
9γ2

k+1

γ2
k+2

− 6γk

γk+2

S3 =
−27γ3

k+1

γ3
k+2

+
27γkγk+1

γ2
k+2

− 3γk−1

γk+2

S4 =
81γ4

k+1

γ4
k+2

− 108γkγ
2
k+1

γ3
k+2

+
18γ2

k

γ2
k+2

+
12γk−1γk+1

γ2
k+2

.

Substituindo os valores de Sk k = 0, 1, 2, 3, 4 nas entradas dos determinantes T0, T1 e T2 edesenvolvendo tais determinantes, obtemos
T0 = 3, T1 =

18(γ2
k+1 − γk−1γk+2)

γ2
k+2e

T2 =
−27(−3γ2

kγ
2
k+1 + 4γ3

kγk+2 − 6γk−1γkγk+1γk+2 + γk−1(4γ
3
k+1 + γk−1γ

2
k+2))

γ4
k+2

.Observe que no numerador de T1 temos exatamente a expressão para a desigualdadede Turám, multipli
ada por 18. Agora, se desenvolvermos
Hk = 4(γ2

k − γk−1γk+1)(γ
2
k+1 − γkγk+2) − (γkγk+1 − γk−1γk+2)

2,veri�
a-se fa
ilmente que
T2 =

27Hk

γ4
k+2

.Portanto, as 
ondições ne
essárias e su�
ientes seguem diretamente do Teorema deHermite.Vamos 
onsiderar agora funções inteiras que são representadas por uma transformadade Fourier 
om nú
leo par, K(t) sendo positivo e 
om de
aimento su�
ientemente rápido,ou seja,
F (z) =

1

2

∫ ∞

−∞

K(t)eiztdt =

∫ ∞

0

K(t) cos(zt)dt.
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4.4. Desigualdades de Turán para a função ξ de Riemann.Então,
F (z) =

∞∑

m=0

(−1)mbm
(2m)!

z2m, com bm :=

∫ ∞

0

t2mK(t)dt, m = 0, 1, 2, . . . .Novamente, fazendo a mudança de variável, −z = x2 temos
F1(x) :=

∞∑

k=0

γk

xk

k!
=

∞∑

k=0

bk
xk

(2k)!
, 
om γk :=

k!

(2k)!
bk.Então, obviamente, F (z) perten
e à L1 se, e somente se, F1(z) perten
e à L2. Então,a primeira 
ondição ne
essária que F1(z) deve satisfazer é que as desigualdades de Turán

Tk := γ2
k − γk−1γk+1 sejam não negativas para todo k ∈ N. Observe que

Tk = ck

∣∣∣∣∣∣
bk (2k − 1)bk−1

bk+1 (2k + 1)bk

∣∣∣∣∣∣
,onde ck := 2 k!(k + 1)!/((2k)!(2k + 2)!), então as desigualdades de Turán são equivalentesa

T̃k = (2k + 1)b2k − (2k − 1)bk−1bk+1 ≥ 0, k ∈ N. (4.35)Consequentemente uma simples 
ondição ne
essária para a Hipótese de Riemann é que
(2k + 1)b̂2k − (2k − 1)b̂k−1b̂k+1 ≥ 0, k ∈ N, (4.36)para os nú
leos Φ(t) de�nidos em (4.27). Em 1927, Pólya [9℄ 
onje
turou que as desigual-dades (4.36) são verdadeiras. A 
onje
tura de Pólya foi provada somente em 1986 porCsordas, Vargas e Norfolk [2℄. A idéia da demonstração em [2℄ é estabele
er primeiramentea seguinte 
ondição su�
iente.Teorema 4.14 Se K(t) é um nú
leo par, positivo, 
om de
aimento su�
ientemente rápidoe logK(

√
t) é 
on
avo para t > 0, isto é,

(logK(
√
t))′′ < 0 para t > 0, (4.37)então as desigualdades (4.36) são satisfeitas.Csordas, Norfolk e Vargas provaram o Teorema 4.14 para o nú
leo Φ(t) da função ξ deRiemann, forne
endo o seguinte resultado. 76



4.4. Desigualdades de Turán para a função ξ de Riemann.Teorema 4.15 A função log(Φ(
√
t)) é 
on
ova para t > 0.Uma observação interessante é que a desigualdade (4.37) é equivalente a

d

dt

{
K ′(t)

tK(t)

}
< 0 for t > 0.Para demonstração do Teorema 4.14 veja [3℄.Voltado para as desigualdades de Turán de ordem superior, um simples 
ál
ulo mostraque Hk = dkH̃k, onde

dk =
[k!]2[(k + 1)!]2

(2k)!(2k + 1)![(2k + 3)!]2e
H̃k = 4(2k + 3) [(2k + 1)b2k − (2k − 1)bk−1bk+1] [(2k + 3)b2k+1 − (2k + 1)bkbk+2]

−(2k + 1) [(2k + 3)bkbk+1 − (2k − 1)bk−1bk+2]
2. (4.38)Em seguida damos a de�nição de nú
leo admissível, para que possamos demonstrar onosso resultado prin
ipal desta seção.De�nição 4.5 Uma função K : R −→ R é 
hamada de nú
leo admissível, se ela satisfazas seguintes propriedades :(i) K(t) > 0 for t ∈ R,(ii) K(t) é analíti
a na faixa ∣∣Im z

∣∣ < τ para algum τ > 0,(iii) K(t) = K(−t) para t ∈ R,(iv) K ′(t) < 0 para t > 0, e(v) para algum ε > 0 e n = 0, 1, 2, . . . ,
K(n)(t) = O

(exp(− |t|2+ε
)

=
) 
om t −→ ∞ .É bem 
onhe
ido que o nú
leo Φ(t) satisfaz essas 
ondições.Temos, então, o seguinte resultado. 77



4.4. Desigualdades de Turán para a função ξ de Riemann.Teorema 4.16 Se K(t) é um nú
leo admissível 
om momentos bk =
∫∞

0
t2kK(t)dt e

(logK(
√
t))′′ < 0 para t > 0,então H̃k ≥ 0 para todo k ∈ N.É interessante observar que a 
on
avidade logarítmi
a de K(

√
t) garante não somenteque as desigualdades de Turán sejam válidas, mas também as desigualdades de Turán deordem superior. Além disso, segue diretamente do Lema 4.13 e dos Teoremas 4.15 e 4.16o seguinte 
orolário.Corolário 4.1 Todos os polin�mios de Jensen de grau três

g3,k−1(x) = γ̂k−1 + 3γ̂kx+ 3γ̂k+1x
2 + γ̂k+2x

3, k ∈ N,asso
iados 
om a função ξ de Riemann são hiperbóli
os.Agora, vamos forne
er uma fórmula envolvendo determinantes de integrais, que será demuita utilidade para a demonstração do Teorema 4.16.Teorema 4.17 Seja as funções f1, f2, g1, g2 quadrado integraveis em [0,∞). Então
∣∣∣∣∣∣

∫∞
0 f1(t)g1(t)dt

∫∞
0 f1(t)g2(t)dt

∫∞
0 f2(t)g1(t)dt

∫∞
0 f2(t)g2(t)dt

∣∣∣∣∣∣
=

1

2

∫ ∞

0

∫ ∞

0

∣∣∣∣∣∣
f1(x1) f1(x2)

f2(x1) f2(x2)

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
g1(x1) g1(x2)

g2(x1) g2(x2)

∣∣∣∣∣∣
dx1 dx2.A demonstração desta fórmula pode ser en
ontrada em [10℄.Demonstração do Teorema 4.16. Seja K(t) um nú
leo. Então, de�nimos

A(x1, x2) = (x1 + x2)K(x1)K(x2)



(x2 − x1)

∣∣∣∣∣∣

K ′(x1)
x1K(x1)

K ′(x2)
x2K(x2)

1 1

∣∣∣∣∣∣



 , (4.39)e para qualquer par de inteiros não negativos m and n,

Im,n

∫ ∞

0

∫ ∞

0

xm
1 x

n
2A(x1, x2) dx1dx2.Seja,

T̃k = (2k + 1)b2k − (2k − 1)bk−1bk+1.78



4.4. Desigualdades de Turán para a função ξ de Riemann.Foi provado em [3℄ que 2T̃k = I2k,2k. De uma forma similar obtemos uma expressão explí
itapara Ũk = (2k + 3)bkbk+1 − (2k − 1)bk−1bk+2. Visto que
Ũk =

∣∣∣∣∣∣
bk (2k − 1)bk−1

bk+2 (2k + 3)bk+1

∣∣∣∣∣∣
,utilizando o fato que bk =

∫∞

−∞
t2kK(t)dt e integrando por partes, obtemos

(2k − 1)bk−1 = −
∫ ∞

0

t2k−1K ′(t)dt.Logo,
Ũk =

∣∣∣∣∣∣

∫∞

0
t2kK(t)dt

∫∞

0
t2k −K ′(t)

t
dt

∫∞

0
t2k+4K(t)dt

∫∞

0
t2k+4 −K ′(t)

t
dt

∣∣∣∣∣∣
.Apli
ando o Teorema 4.17, obtemos

Ũk =
1

2
[I2k+2,2k + I2k,2k+2].Considere a diferença I2k+2,2k − I2k,2k+2. Pela de�nição das integrais Im,n, segue que

I2k+2,2k − I2k,2k+2 =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

x2k
1 x

2k
2 (x2

1 − x2
2)A(x1, x2)dx1dx2.Denotando a última integral por G(x1, x2), 
omo obviamente ela é ímpar 
om respeito aoeixo x1 = x2, isto é, G(x1, x2) = −G(x2, x1), segue que a integral a
ima é nula e, portanto,

I2k+2,2k = I2k,2k+2. Isto signi�
a quẽ
Uk = I2k+2,2k = I2k,2k+2.Então, por (4.38),̃

Hk = 4(2k + 3) T̃k T̃k+1 − (2k + 1) Ũk

2 (4.40)
= (2k + 3) I2k,2kI2k+2,2k+2 − (2k + 1) I2k+2,2kI2k,2k+2. (4.41)Considere a diferença J̃k = I2k,2kI2k+2,2k+2−(2k+1) I2k+2,2kI2k,2k+2, representada na formade determinantes por

J̃k =

∣∣∣∣∣∣

∫∞

o
u2k[

∫∞

0
v2kA(u, v)dv]du

∫∞

o
u2k[

∫∞

0
v2k+2A(u, v)dv]du

∫∞

o
u2k+2[

∫∞

0
v2kA(u, v)dv]du

∫∞

o
u2k+2[

∫∞

0
v2k+2A(u, v)dv]du

∣∣∣∣∣∣
.79



4.4. Desigualdades de Turán para a função ξ de Riemann.Apli
ando o Teorema 4.17 
om f1(u) = u2k, f2(u) = u2k+2, g1(u) =
∫∞

0
v2kA(u, v)dv e

g2(u) =
∫∞

0
v2k+2A(u, v)dv, obtemos

J̃k =
1

2

∫ ∞

0

∫ ∞

0

∣∣∣∣∣∣
y2k

1 y2k
2

y2k+2
1 y2k+2

2

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
g1(y1) g1(y2)

g2(y1) g2(y2)

∣∣∣∣∣∣
dy1dy2,que é equivalente a

J̃k =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

y2k
1 y

2k
2 g1(y1)g1 = (y2)(y1 + y2)



(y2 − y1)

∣∣∣∣∣∣
1 1

g2(y1)
g1(y1)

g2(y2)
g1(y2)

∣∣∣∣∣∣



 dy1dy2.Utilizando o Teorema do Valor Médio, a expressão entre 
haves a
ima é igual a

(y2 − y1)
2ψ′(y) 
om ψ(y) =

g2(y)

g1(y)
e y ∈ (y1, y2).Então, J̃k ≥ 0, desde que ψ′(y) ≥ 0 para todo y ∈ [0,∞).Obviamente

(g1(y))
2ψ′(y) = (g1(y))

2

[
g2(y)

g1(y)

]′
= g′2(y)g1(y) − g2(y)g

′
1(y). (4.42)Desta forma se usarmos a notaçãoDi,jA(x, y) e Fij(x, y) para a derivada par
ial ∂i+jF/∂xi∂yjda função F (x, y), 
omo g1(u) =

∫∞

0
v2kA(u, v)dv e g2(u) =

∫∞

0
v2k+2A(u, v)dv são funçõesuniformemente 
onvergentes 
om respeito a y em (0,∞), então

g′1(y) =

∫ ∞

0

v2kA1,0(y, v)dv e g′2(y) =

∫ ∞

0

v2k+2A1,0(y, v)dv.Assim, o lado direito de (4.42) é igual a
∫ ∞

0

v2k+2A1,0(y, v)dv

∫ ∞

0

v2kA(y, v)dv −
∫ ∞

0

v2k+2A(y, v)dv

∫ ∞

0

v2kA1,0(y, v)dve se es
revermos novamente na forma de determinantes temos
(g1(y))

2ψ′(y) =

∣∣∣∣∣∣

∫∞

0
v2kA(y, v)dv

∫∞

0
v2kA1,0(y, v)dv

∫∞

0
v2k+2A(y, v)dv

∫∞

0
v2k+2A1,0(y, v)dv

∣∣∣∣∣∣
.Agora, apli
ando pela última vez o Teorema 4.17, 
om f1(v) = v2k, f2(v) = v2k+2,

g1(v) = A(y, v) e g2(v) = A1,0(y, v), obtemos
(g1(y))

2ψ′(y) =
1

2

∫ ∞

0

∫ ∞

0

∣∣∣∣∣∣
z2k
1 z2k

2

z2k+2
1 z2k+2

2

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
A(y, z1) A(y, z2)

A1,0(y, z1) A1,0(y, z2)

∣∣∣∣∣∣
dz1dz2.80



4.4. Desigualdades de Turán para a função ξ de Riemann.Assim, o lado direito da expressão a
ima é igual a
1

2

∫ ∞

0

∫ ∞

0

z2k
1 z

2k
2 A(y, z1)A(y, z2)(z2 + z1)



(z2 − z1)

∣∣∣∣∣∣
1 1

A1,0(y,z1)

A(y,z1)

A1,0(y,z2)

A(y,z2)

∣∣∣∣∣∣



 dz1dz2.Novamente o Teorema do Valor Médio impli
a que, para qualquer z1, z2, existe z dentrodo intervalo limitado por z1 e z2, tal que a expressão dentro das 
haves é igual a

(z2 − z1)
2D0,1

[
A1,0(y, z)

A(y, z)

]
.Portanto, temos que ψ′ > 0 se, e somente se,

D0,1

[D1,0A(y, z)

A(y, z)

]
> 0.Vamos, agora, analisar a expressão

D0,1

[D1,0A(y, z)

A(y, z)

]
=
A(y, z)A11(y, z) − A1,0(y, z)A0,1(y, z)

(A(y, z))2
. (4.43)Observe que, se

B(y, z) :=

∣∣∣∣∣∣

K ′(y)
K(y)

K ′(z)
K(z)

K(z) K(y)

∣∣∣∣∣∣
,então

A(y, z) = (z2 − y2)B(y, z) ,

A1,0 = (z2 − y2)B1,0 − 2yB,

A0,1 = (z2 − y2)B0,1 + 2zBe
A1,1 = (z2 − y2)B1,1 + 2zB1,0 − 2yB0,1.Substituindo está expressão no numerador do lado direito de (4.43), obtemos

AA1,1 − A1,0A0,1 = (y2 − z2)2(BB1,1 −B1,0B0,1) + 4yzB2.Observe que a última função é positiva para y, z ∈ (0,∞), se provarmos que
L = BB1,1 − B1,0B0,181



4.4. Desigualdades de Turán para a função ξ de Riemann.é positiva. Cál
ulos imediatos mostram que
y2z2L = [y(K ′(y))2 +K(y)(K ′(y) − yK ′′(y))][z(K ′(z))2 +K(z)(K ′(z) − zK ′′(z))].Como

t(K ′(t))2 +K(t)(K ′(t) − tK ′′(t)) = −(tK(t))2

[
K ′(t)

tK(t)

]′
,então

L = (K(y))2

[
K ′(y)

yK(y)

]′
(K(z))2

[
K ′(z)

zK(z)

]′
.Por outro lado,

[
K ′(t)

tK(t)

]′
= (log(K(

√
t)))′′ < 0 para todo t > 0,o que impli
a L > 0. Assim,̃

Jk = I2k,2kI2k+2,2k+2 − [I2k+2,2k]
2 > 0e então obviamente

(2k + 3)I2k,2kI2k+2,2k+2 − (2k + 1)[I2k+2,2k]
2 > 0que é equivalente a H̃k > 0.Os resultados desta última seção podem ser en
ontrados em [5℄
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