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Resumo

Muitos problemas reais podem ser representados ou aproximados como um problema
de programagcao ndo-linear, onde a funcdo objetivo e/ou as restri¢oes sdo néo-lineares.
Dentre estes podemos citar problemas de controle 6timo de producdo e estoque, de-
senho de estruturas mecanicas, otimizacdo de redes elétricas, modelos de risco de
mercado, entre outros (ver [1]).

Destes problemas, considerou-se aqueles onde as varidveis sdo canalizadas. Para
sua resolucao, estudou-se dois algoritmos: BOX-QUACAN, proposto por Friedlander,
Martinez e Santos [13], do tipo regido de confianca, e L-BFGS-B, de Byrd, Lu, Nocedal
e Zhu [3], que trabalha com busca linear.

O enfoque deste estudo estd na aproximacao da matriz Hessiana, necessaria em
ambos os codigos.

O trabalho foi feito com o intuito de se obter resultados mais conclusivos em
relacdo & performance de BOX-QUACAN com as aproximagcdes secantes de banda para a
Hessiana (BOX-QUACAN Modificado). Assim, os resultados numéricos de BOX-QUACAN

Modificado foram comparados com os de L-BFGS-B juntamente com o EASY, uma

versdo de BOX-QUACAN que trabalha com diferencas finitas para aproximar a Hessiana.
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Capitulo 1

Introducao

Muitos problemas reais podem ser representados ou aproximados como um problema
de programacio nao-linear, onde a fungéo objetivo e/ou as restri¢des sdo néo-lineares.
Dentre estes podemos citar problemas de controle 6timo de producéo e estoque, de-
senho de estruturas mecanicas, otimizacdo de redes elétricas, modelos de risco de
mercado, entre outros (ver [1]).

Destes problemas, considerou-se aqueles onde as varidveis sdo canalizadas, ou seja,

que podem ser modelados por

Minimizar f(z)
(1.0.1)
sujeita a [ <z < wu,

onde f : R® — R é uma funcdo ndo-linear, seu gradiente g estd disponivel, os vetores
[ e u representam os limites inferior e superior das varidveis (podem ser —oo e/ou
+00, respectivamente), e o nimero n de varidveis é possivelmente grande (problemas
de grande porte).

Estudou-se dois algoritmos para a resolugdo do problema (1.0.1): BOX-QUACAN,
proposto por Friedlander, Martinez e Santos [13], do tipo regido de confianca, e

L-BFGS-B, de Byrd, Lu, Nocedal e Zhu [3], que trabalha com busca linear.



O enfoque deste estudo estd na aproximacio da matriz Hessiana, necessiria em

ambos os algoritmos.

BOX-QUACAN permite que o usudrio defina a forma desejada para aproximar es-
ta matriz. Optou-se, entdo, por trabalhar com aproximagdes secantes de variacdo
minima que mantém uma estrutura de banda, com o objetivo de economizar memoria,
tornando o método adequado para problemas de grande porte. Esta forma de aproxi-
macdo da Hessiana foi introduzida em [16] onde, além de resultados de convergéncia,
alguns experimentos numeéricos foram apresentados. No entanto, uma andlise mais

aprofundada do desempenho computacional da versdo proposta nio foi feita.

Neste trabalho, com o intuito de se obter resultados mais conclusivos em relacio a
performance de BOX-QUACAN com as aproximagoes secantes de banda para a Hesslana,
experimentos numéricos foram realizados e comparados com o software L-BFGS-B, que
aproxima a Hessiana pela férmula BFGS [9] usando técnicas de memdria limitada. As-
sim, selecionou-se um conjunto de problemas, os quais foram resolvidos por métodos
que tém em comum, fundamentalmente, o uso de aproximacoes Quase-Newton para a

Hessiana, que permitem, de formas diferentes, economia de meméria computacional.

Além disso, considerou-se importante avaliar o desempenho destes algoritmos,
que utilizam atualizacOes secantes para a Hessiana, com uma versao de BOX-QUACAN
que trabalha com diferencas finitas para aproximar as derivadas parciais de segun-

da ordem, implementada em EASY. De fato, em EASY, aproxima-se o produto Bu

V f(z+tu)—V f(z)
t

(onde B ~ V?f(z) e u é um vetor direcdo) pelo quociente , onde

P max(10“20,10“8{1x[1oo), dado que u # 0.

T lloo

Segue entao, no capitulo 2, a descricdo do algoritmo BOX-QUACAN como um algo-

ritmo de regido de confianga para minimizacdo em caixas.



No capitulo 3, faz-se uma discussdo sobre as matrizes de banda obtidas através
de atualizacOes secantes de variacdo minima, que sdo utilizadas para aproximar a
Hessiana no algoritmo descrito no capitulo 2.

O algoritmo L-BFGS-B é apresentado no capitulo 4, onde sdo definidas as aproxi-

magdes BFGS com meméria limitada.

Finalmente, o capitulo 5 descreve os experimentos numéricos. Sao apresentados
os problemas e os critérios de parada usados nos algoritmos. Através de tabelas
contendo os resultados obtidos para cada um dos trés algoritmos, para cada um dos

problemas, féz-se uma andlise geral do desempenho dos algoritmos abordados.



Capitulo 2

Um Algoritmo de Regiao de
Confianca para Minimizacao em
Caixas

2.1 Introducao

Descreve-se a seguir, uma idéia geral de duas estratégias globalizadoras para proble-
mas com restri¢des de canalizagdo: a busca unidimensional e a regido de confianca. E
apresentado também o algoritmo BOX-QUACAN do tipo regiao de confianga, introduzido

por Friedlander, Martinez e Santos [13] para resolver o problema (1.0.1).

2.2 Meétodos com estratégias globalizadoras para pro-
blemas com restricoes de canalizacao

Definem-se métodos locais como aqueles que convergem se a aproximagcao inicial es-
tiver suficientemente préxima de um ponto estaciondrio da funcao f. No entanto,
apesar destes métodos serem muito eficientes, eles falham para determinados proble-

mas. Para contornar esta situacdo, sdo utilizadas estratégias para induzir o método
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a convergir independentemente da aproximacao inicial. Esse tipo de método é cha-
mado de globalmente convergente. Entre as estratégias aplicadas para obtencdo de
convergéncia global, estdo aquelas que utilizam técnicas de busca unidimensional e

aquelas baseadas em regides de confianca. Nos dois procedimentos que serdo descri-

tos, o método é induzido a convergir pela escolha da direcdo e do tamanho do passo

que produzam um efetivo decréscimo da funcdo objetivo f em cada iteracao.

Quando se utiliza estratégia de busca unidimensional, determina-se inicialmente
uma direcdo d a partir de z;, tal que Vf(z) d < 0 (direcdo de descida)e, entdo,
calcula-se um tamanho de passo Ax > 0 de modo que f(zx+ Acd) seja “suficientemente
menor’que f(zy). Se a matriz Hessiana By, ou uma aproximacdo dela, é definida
positiva (ou seja, v’ Byv > 0, para todo vetor v € R, v ndo nulo), entdo uma dire¢do

de descida d é dada pela solucdo do sistema linear Byd = —V f(z).

Quando as aproximacoOes das Hessianas nao sdo definidas positivas, a técnica de
busca unidimensional ndo é adequada devido a dificuldade em determinar-se direcées
de descida. No capitulo 4, descreve-se o algoritmo L-BFGS-B, que utiliza busca uni-

dimensional, desde que mantém aproximacoes definidas positivas para a Hessiana.

Nos métodos que trabalham com regido de confianca, define-se primeiramente uma
aproximacao quadritica para a funcdo objetivo e uma regido ao redor do iterando
atual na qual acredita-se que a aproximacao seja adequada. Dessa forma, encontra-
se um candidato factivel para a préxima iteracdo, nesta regido. Este candidato é
tomado tal que haja uma reducéo suficiente no valor do modelo quadratico da funcao
objetivo. Se o valor da funcdo objetivo, calculado neste ponto, satisfaz a condicao
de decréscimo suficiente, o novo ponto é aceito como o préoximo iterando, podendo a

regido ser aumentada ou ndo. Se a condicao de decréscimo suficiente nao é satisfeita,
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o ponto ¢ rejeitado e o tamanho da regido de confianca é reduzido.
Na k-ésima iteracdo, constréi-se o modelo quadrético para o decréscimo da fungdo

objetivo na vizinhanca do ponto z; definido por

1
g +s) = flze) ~ als) = §3TBk3 +gp s, (2.2.1)

onde gx = V f(z1) e By é uma aproximacdo simétrica para a matriz Hessiana V2 f(xy).
Denotando-se B = {z € R* | | <z < u} como o conjunto factivel, define-se a

regido de confianca como
Br={seR" | zx+s€B, ||Ds|| <A}, (2.2.2)

onde A é um escalar positivo representando o raio da regido de confianca, ||.|| é uma
norma arbitraria em R™ e D é uma matriz de escalamento relacionada com os limites
da regiao factivel.

O subproblema entdo a ser resolvido é

min gx(s). (2.2.3)

N3o é necessdrio que a solucao de (2.2.3) seja obtida de forma exata para que
se tenha convergéncia global do algoritmo principal, como serd visto ao longo deste
capitulo.

Descreve-se abaixo o algoritmo BOX-QUACAN.

2.3 O algoritmo BOX-QUACAN

Descreve-se nesta se¢do, em linhas gerais, o algoritmo BOX-QUACAN para a resolugao do
problema (1.0.1), o qual é um método de regido de confianca, como descrito na se¢ao
2.2. Deve-se ressaltar que a matriz By, que aproxima V2 f(z;), ndo é necessariamente

definida positiva.
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Inicializacao.
Sejam 01, 03, 0, Apip, tails que 0 < 01 < 0 < 1, @ € (0,1) e Apyn >
0. Considere inicialmente um ponto factivel z,, uma matriz simétrica By (a
aproximacdo da Hessiana), uma matriz Dy € R**" (a matriz de escalamento)
e um raio A® > A,;,. Em uma iteracdo k, dados z;, factivel, By, simétrica, Dy,

ndo-singular e A* > A,.;,, obtém-se x4, realizando-se os passos a seguir.

Passo 1 (Define o raio inicial da regiao de confianga).

Faca A « A*.

Passo 2 (Calcula o passo preliminar).

Calcule 3 (A) resolvendo aproximadamente o subproblema

min ak(s)
s.a I<zp+s<u (2.3.1)
| Dis lloo < A,

com ¢i(s) definida como em (2.2.1).

Passo 3 (Testa o decréscimo suficiente).
Se
flzk +3(A)) < flzx) + agr(3:(A)) (2.3.2)

entdo defina sy = 35x(A), Zgs1 = Tg + sk, A = A e pare. Caso contrério,

A Doy € [01]|Di3i(A) |00, 024] € repita o passo 2.

Para se obter a solucéo aproximada de (2.3.1), utiliza-se um algoritmo que mini-
miza quadréticas em uma caixa, denominado QUACAN (ver [2] e [13]). Este combina

iteracoes de gradientes conjugados e gradientes projetados nas diferentes faces de seu
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dominio. Como o algoritmo esté voltado para problemas de grande porte, ele utiliza
somente produtos de matriz-vetor; nenhuma fatoracao de matrizes é necesséria.

Dois parametros usados em QUACAN tém papel importante no desempenho de BOX
e merecem ser destacados. S&o os pardmetros 7 € (0, 1), usado no critério de parada,
e n € (0,1), usado no critério para abandonar uma face da caixa.

O critério de parada utilizado em QUACAN é dado por
HP{V(ZIC(S% BA;JH? < THP{V(JJC(O)?BA&]HZ: (233)

onde P[z,S] denota a projecdo de z no conjunto S e 7 é a precisdo desejada. No
capitulo 5, onde se colocam os experimentos numeéricos realizados, é feito um estudo
sobre o valor usado para 7 neste trabalho.

Com relagado ao critério de abandono de uma face da caixa, isto ocorrerd, em uma

dada iteragdo j (j = 0,1,...) do “solver”quadrético, se a desigualdade

[l ge(z;) | > nll gp(z;) Il

for satisfeita, onde g., denominado “gradiente chopado”, é a componente de g, que
fornece a direcdo de busca para deixar a face, como pode ser visto em [13] e [2]. Se
n ~ 1, as faces s@o mais exploradas antes de seu abandono. Se 1 = 0, as faces sdo
mais frequentemente abandonadas. Seguindo sugestdes de trabalhos anteriores, como
[2] e [12], usou-se, neste trabalho, n = 0.9.

Como foi aqui descrito, o software BOX-QUACAN implementa um método de regido
de conflanca para minimizacdo em caixas. Seus resultados gerais de convergéncia
podem ser encontrados em [13]. Resumidamente, sobre a convergéncia global do
algoritmo, pode-se colocar que, sob certas hipoteses, como continuidade das derivadas

parciais de primeira ordem e supondo que as aproximacoes para as Hesslanas, em cada
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iteracdo k, sao limitadas, todo ponto limite da seqiiéncia gerada pelo método é um

ponto estaciondrio (Karush-Kuhn-Tucker) de (1.0.1).



Capitulo 3

Atualizacoes Quase-Newton com
Estrutura de Banda

3.1 Introducao

Na busca de uma solugdo para o problema

min f(z)
(3.1.1)
s.a ze€QCR

onde f: R* — R, é desejavel que as matrizes Hessianas sejam aproximadas, pois seu
célculo exato pode nao ser possivel ou ser custoso computacionalmente. Uma das
estratégias utilizadas é o uso dos métodos secantes, como descreve-se abaixo.
Considere a solucdo exata x, para o problema (3.1.1). A uma dada iteracgdo %,
seja z; uma estimativa para z, e By uma aproximagdo para VZf(zy). A iteracdo
seguinte determina uma melhor estimativa zy.; para z, e a matriz By é atualizada,
obtendo-se uma aproximacdo By, de V2f(zry1). Estas matrizes devem satisfazer a

equagao secante

Bk+1$k — yk, (312)
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onde sz, yx € R”, sx # 0, sdo definidos por
Sk = Tha1 — Tk 5 Yk = V[ (Tes1) — Vf(2k). (3.1.3)

Do ponto de vista computacional, ¢ importante que se tire proveito da estrutura

do problema para a reducdo do gasto de memoéria com armazenamento e do nimero
de operacdes, tornando o algoritmo mais eficiente.

Em problemas de grande porte, as matrizes Hessianas sao, em geral, esparsas. As-
sim, é desejavel que as aproximacoes para as Hessianas sejam esparsas e simétricas, e
que satisfacam a equagéo secante (3.1.2). Uma técnica para obter estas aproximagoes,

utilizando atualizacdo secante de variacao minima, serd descrita na proxima secdo.

3.2 Atualizacoes secantes de variacao minima

Descreve-se nesta secao a idéia de atualizacao das matrizes Hessianas, na qual procura-
se minimizar a diferenca entre a aproximacgao atual e a anterior, satisfazendo a equacgéo
secante (3.1.2).

A equagdo secante pode ser motivada a partir das propriedades satisfeitas por

uma funcdo quadrética. Seja q(z) = ta "Bz +b'2+¢, B € R™" simétrica, z,b € R",

L
2

c € R Entéo, Vq(z) = Bz +be V¢(z +d) = B(z +d) + b, ¥d € R*. Portanto
Vg(z +d) — Vq(z) = B(z +d) — Bz = Bd. (3.2.1)

Pode-se impor, entdo, que a matriz By.; satisfaca a igualdade (3.2.1) da seguinte

forma:
Vf(xre1) = V(@) = Braa(Ther — zn), (3.2.2)
gerando a equagao secante

Bii1Sk = Y-
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Considere agora o conjunto de matrizes dado por

Qly,s) ={M e RV" | Ms = y}. (3.2.3)

Deseja-se resolver o seguinte problema
min || B — By [|F

s. a B e Q(yk, sk),

onde || . || é definida como a norma de Frobenius e é dada por || B [[r = (327, Y0—; b5;)%

(3.2.4)

Para obter a solugdo de (3.2.4), enuncia-se o lema e o teorema a seguir, cujas
demonstracdes podem ser vistas em [9].

Lemma 3.2.1. Sejam a € R, v € R*, v # 0. Entdo a unica solu¢do para

min [z,

S. a UTJ?:‘—Oé

™y

z = av/(v,v).
Teorema 3.2.2. Sejam B;, € R™" s, yx € R, s # 0, e Q(y,s) como em (3.2.3).

Entao a unica solugcdo para

min B-B
BeQ(yr,sk) H k HF

(yx — Brsk)s,

Briy = By +
<5k: 8k>

(3.2.5)

A equacdo (3.2.5) é conhecida como atualizagio secante de Broyden ou secante de

variacdo minima.
3.3 Métodos secantes esparsos

Desenvolve-se nesta se¢do uma breve teoria sobre métodos secantes esparsos, que tém

como objetivo manter uma dada estrutura de esparsidade nas atualizacOes secantes.
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Seja Z € R™™™ uma matriz cujos elementos sdo 0 ou 1.
Seja SP(Z) o subespago das matrizes n x n com o padrdo de zeros de Z, definido
por

SP(Z) - {M e R™"™ . JMZ‘]’ =0 se Zij = O, 1 < 27] < TL} (331)
Supondo que By € SP(Z), formula-se o seguinte problema:

min || B — By ||r
Ber (3.3.2)
s.a Bs=y, BeSP(Z),

onde, para simplificar a notacdo, usou-se s e y para representar sy e Yy, respectiva-
mente.

Aqui, deseja-se que B satisfaca a equacgdo secante e tenha o mesmo padrao de
esparsidade de Z. Ou seja, temos uma restricio a mais no problema definido em
(3.2.4).

Seja N € R™™" e seja a matriz do operador de projecao Py : R**" — R**" dada

por
O, se Zij = O,
(P2(N)); = (3.3.3)
-[Vz'jy se ZU =1.

Para v € R", defina v; € R” por

O., se Zij = O,
(vi); = (3.3.4)

vj, S€ Zij =1.

Assim, enuncia-se o seguinte teorema:

Teorema 3.3.1. Sejam Z € R™™ uma matriz0—1, SP(Z) definido por (3.3.1) e Pz
por (3.3.3). Considere By, € SP(Z),s,y € R, e definas;, i =1,...,n, por (3.3.4).
Se s, = 0 somente quando y; = 0, entdo a solucao para (3.3.2) é a atualizacdo secante

esparsa
Bjs1 = By + Pz(D" (y — Bgs)s'), (3.3.5)
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onde D € R"™™ ¢ definida por

——, ses; #0,

0, ses; =0, (3.3.6)
0, se 1 # 7,
Prova: ver [10]
Seja A um subespaco afim definido por propriedades tais como simetria e espar-

sidade. Dada uma matriz B € A, reformula-se o problema (3.3.2) como

min H B - Bk HF
Bekrxn (3.3.7)
s.a Be AnQ(y,s).

Neste caso, B deve pertencer a AN Q(y,s). Pode-se ter AN Q(y,s) # 0 ou
ANQ(y,s) = 0. Encontra-se entdo uma matriz B em A que é a projecdo de variagio
minima de By em A mais préxima de Q(y, s).

Definindo-se By € A e 0 subespago paraleloa A, T = {B— B, : B € A}, a solugdo
do problema (3.3.7) é dada pelo

Teorema 3.3.2. Seja s # 0 e sejam P4 e Py projetores ortogonais em A e T,
respectivamente. Seja P uma matriz n X n cuja j-ésima coluna €

{PT (%ﬂ s (3.3.8)

e seja By € A. Se v é uma solug¢do qualquer para

min [ Py — (y = Bys) [|2 (3.3.9)
ou equivalentemente para
. vs'
min | Py { =) s~ (y = Bis) [, (3.3.10)
entao -
_ ‘ S
Bk+1 - Bk -+ PT (;;;) (3311)

¢ a matriz em A mais préxima de By, dentre as matrizes de A que estio a uma
disténcia minima de Q(y, s). Se o minimo € zero, entdo Bx.1 € AN Q(y,s).
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Prova: ver [9].

Deriva-se de (3.3.9) e (3.3.11) a expressio

(3.3.12)

o T
Bis1= By + Py (P [ —Bs)s ) :

5's

onde P denota a pseudoinversa de P (ver em [10]).
Usando-se o teorema 3.3.2, definindo-se A =Y = SP(Z) e P4 = Py = Pz dadas

por (3.3.3), considerando-se

T T
P, = [PZ (eﬂf )J s =i, (3.3.13)

sts
e, consequentemente, P = (-4-)diag(s] s;) (onde diag(s] s;) representa a matriz dia-
gonal, cujos elementos da diagonal sao s;sj, para j = 1,...,n), reescreve-se (3.3.12)

como

Bii1 = By + PZ(diag(s;-rsj))"'(y — Bis)s' (3.3.14)

Para o caso simétrico, utiliza-se o

Teorema 3.3.3. Seja A =71 = SP(Z)N{B € R™" : B = B"}. Obtém-se, para
qualquer matriz M € R™",

P4(M) = Py(M) = -;—PZ(M + M), (3.3.15)

Prova: ver [9].

Nesta situagio, a matriz P do teorema (3.3.2) torna-se

1 )
P = 5—ldiag(s]'s;) + Pz(ss")], (3.3.16)

e a equacdo (3.3.12) pode ser reescrita como

By.1 = By + Pz(vs' +sv'), ondewv =P (y— Bgs). (3.3.17)
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3.4 Aproximacoes de banda para as Hessianas

Com base na teoria desenvolvida para matrizes esparsas, € feito um estudo para um
caso especial em que as aproximagOes para a matriz Hessiana sdo matrizes de banda
simétricas, introduzido em [16].

Seja A C R™ ™ o subespago das matrizes simétricas com (2d + 1) diagonais néo-
nulas, d = 0,1,..., e By a aproximagao para a matriz Hessiana em uma certa iteracao
k. Obtido o passo s, calcula-se Txi1 = 2 +s ey = V f(zpa1) — Vf(z). Assim, Byiq
serd a solucao do problema

min || B — B ||%, (3.4.1)

onde B é o minimizador de || Bs — y||3, B € A.
Usando-se os teoremas 3.3.2 e 3.3.3, resolve-se o problema (3.4.1). Utilizando-se
(3.3.8), mostra-se a seguir como determinar a matriz P.

Seja Z redefinida como

1, seli—j] <d,
0, seli—j|>d,
s definido por

s=1(51,52,-..,8n) " (3.4.3)
es;, i=1,...,n, dado por

0, seZ;=0,
(s1); = (3.4.4)

S5, S€ Zij = 1.
Nota-se, pela definicio acima, que s, tem o mesmo modelo de esparsidade da linha

¢ da matriz Z e que

s s =s, 5. (3.4.5)
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Sejam SP(Z) como definido em (3.3.1), Pz(NN);; definido como em (3.3.3) e A =
SP(ZYN{BeR™" :B=RB"}.

A coluna j da matriz P definida em (3.3.16) é escrita como

Pz(ejs’ + se;-r)s. (3.4.6)

2s5Ts
Observando-se (3.3.3) e (3.4.4), tem-se a j-ésima linha da matriz Pz(e;s™ + se] ),

dada por
s, +[0...0 s; 0...0]. (3.4.7)

Por simetria, a j-ésima coluna é dada por
s;+[0...0 5; 0...0]". (3.4.8)

A partir de (3.4.7) e (3.4.8) obtém-se

Pzlejs’ +se]) = ejs; + sje; . (3.4.9)
E de (3.4.6), chega-se & expressdo abaixo que representa a coluna j de P

.
m({sjsﬂ€j -+ Sij). (3410)

Denotando-se b = y — Bys, reescreve-se o problema (3.3.9) como

i | Py — b 3.4.11
min || P — b, (3.4.11)
A matriz P é uma matriz simétrica com 2d+1 diagonais ndo-nulas, d = 0,1,..., ou

seja, P é uma matriz simétrica de banda. Conhecendo-se esta estrutura a priori, pode-
se armazend-la eficientemente. Utiliza-se a estratégia de armazenamento somente dos
valores da diagonal principal e das d diagonais superiores. A matriz P possui também
algumas propriedades especiais, cujas demonstragdes podem ser encontradas em [16]

e que sdo mencionadas abaixo:
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P1 Seja 1l <j <n. Se s; =0, entdo todos os elementos da coluna j de P sao nulos,
exceto possivelmente o elemento da diagonal principal. Como P € simétrica, o

mesmo ocorre com a linha j.
P2 Os elementos da diagonal principal de P sdo sempre positivos ou nulos.

P3 Se o elemento P;; da diagonal principal de P é nulo, entdo todos os elementos

da coluna (linha) j s&o nulos.
P4 Seja j tal que 1 < j < n. Se P;; =0, entao

a P tem todas as colunas (linhas) nulas até a coluna (linha) j.

b Ascolunas (linhas) j+1, ..., j+d sdo nulas, exceto possivelmente o elemento

da diagonal principal.

P5Ses#0e0<d<n-—2, entdo P é uma matriz semidefinida positiva. Se s # 0

e d=mn-—1, entdo P é uma matriz definida positiva.

Observando-se as propriedades de P acima, ha dois casos a considerar para a

resolu¢do do problema (3.4.11):

i P éinversivel: neste caso, existe uma solucao Unica obtida pela resolucao do sistema
Pv = b. Aqui, todos os elementos da diagonal principal de P sao ndo nulos.
Pode-se mostrar entdo que P é uma matriz definida positiva (ver [16]). A
solucdo do problema (3.4.11) é obtida utilizando-se a fatoracio de Cholesky de
P. Através desta fatoracio, obtém-se P = LL T, onde L é uma matriz triangular
inferior com a diagonal principal positiva e d diagonais inferiores ndo-nulas (ver
[14]). Escreve-se entdo, observando-se o problema (3.4.11), LLTv = b e resolve-

se os sistemas Lc = b e LTv = ¢, obtendo-se a solucdo v, desejada para o
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problema (3.4.11). Faz-se também um armazenamento da matriz L de forma
eficiente. Isto consiste em armazenar-se apenas a diagonal principal e as d

diagonas inferiores ndo-nulas.

ii P é ndo-inversivel: neste caso, o problema (3.4.11) tem infinitas solugdes. A so-
lugdo procurada € a de norma-2 minima, v,, onde || v, |l < || v ]2, para todo v
que satisfaz (3.4.11). Poderia-se utilizar a decomposi¢do em valores singulares
(SVD) para obter-se a solucdo desejada, mas isto é caro computacionalmen-
te (ver [14]). Tirando-se proveito das propriedades P1 a P5, descritas acima,

pode-se obter v, de forma mais eficiente.

Se ha elementos nulos na diagonal principal de P, esta matriz nfo é definida
positiva e, pela propriedade P3, vé-se que é uma matriz singular. Decompde-se
entdao P em n, blocos independentes, com a eliminacio da linha e da coluna
correspondentes ao elemento nulo da diagonal principal. Repete-se este proces-
so para todos os elementos nulos da diagonal principal. Cada bloco, que sera
denotado por 75]'5: para j, = 1,...,np, € uma matriz de banda com todos os
elementos da diagonal principal ndo nulos e, portanto, definida positiva (ver
[16]). Fazendo-se as mudancas correspondentes para b, obtém-se o vetor b,,.
Resolve-se, entdo, os sistemas P,;,7;, = bj,. As solugdes (%.);, podem ser calcu-
ladas como no primeiro caso. Estas fornecem as coordenadas (v.); da solugao
v, procurada, para todo j tal que P;; # 0. Se P;; = 0, faz-se (v,); = 0 para

obter-se a solucao de norma minima.

Analisando-se o caso em que P é uma matriz diagonal, a solucdo v, de norma
.. . . . by

minima é obtida diretamente calculando-se (v,); = 5=, se Pj; # 0 e (v.); =0
77

se ’ij = ().
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Com o que foi desenvolvido até aqui, descreve-se agora como fazer o célculo das
aproximagoes de banda para as Hessianas.

De (3.3.17) tem-se que

Byi1 = By + Pz(ves’ +sv)). (3.4.12)

2sTs

Denotando-se W = v.s' + sv] e W = 54=P;(V), obtém-se a atualizacio da
matriz Hessiana

Brir =By + W (3.4.13)

onde

= Wi se |t — 7| <d,
Wij: 7 l ]l
0, se |i —j| > d.

3.5 Um breve comentario sobre convergéncia

Na resolucao de problemas de minimizacao com restrigoes, uma caracteristica relevan-
te para qualquer algoritmo é que as restrigoes ativas na solugdo possam ser identifi-
cadas em um numero finito de iteracGes. Isto reduzird o algoritmo a um método para
minimizagdo irrestrita e teoremas de convergéncia local para o problema irrestrito
podem ser aplicados (ver [13]).

Na solucdo do problema (3.1.1), onde Q = R”, a cada iteragdo k, tem-se
Tl = T — B,;“1Vf(xk) (351)

com a atualizacao secante de variacdo minima By ; obtida com a solucdo do problema
(3.4.1). Pode-se mostrar que, sob certas hipdteses, a seqliéncia gerada por (3.5.1) tem

convergéncia local superlinear (ver [16]).
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O algoritmo BOX-QUACAN identifica as restrigdes ativas em um ntmero finito de
passos (ver em [13]). Desta forma, o método global para minimizacao com restrigoes
canalizadas, dado pelo algoritmo descrito na secao 2.3, é reduzido a um método global
para minimizagao irrestrita e, nas vizinhancas da solucao z., seu comportamento é
semelhante ao do método local dado por (3.5.1), uma vez que utiliza-se a atualizagéo
(3.4.1) para a aproximacgdo da Hessiana necesséria em BOX-QUACAN.

Ao algoritmo BOX-QUACAN com as atualizacOes (3.4.1) para By, dé-se o nome de
BOX-QUACAN Modificado. Os experimentos numéricos feitos com este algoritmo serdo

descritos e analisados no capitulo 5.



Capitulo 4

Aproximacoes BFGS com Memoéria
Limitada

4.1 Introducao

Descreve-se, neste capitulo, um algoritmo para resolver o problema (1.0.1), proposto
por Byrd, Lu, Nocedal e Zhu, em 1995 [3]. Este algoritmo é baseado no método
do gradiente projetado e usa busca linear, diferentemente do algoritmo BOX-QUACAN
descrito no capitulo 2, que trabalha com regido de confianca. Sao utilizadas atu-
alizacOes quase-Newton com memdria limitada para a aproximacio da Hessiana da

funcdo objetivo. O armazenamento destas aproximacoes é linear em n (ver [4]).

4.2 O algoritmo

Seja zj a aproximagdo para a solugdo do problema (1.0.1) gerada na iteracio k do
método (k = 0,1,...), a partir de zy factivel dado. Denota-se f; o valor da func¢do
f em z , gx, o gradiente de f em z;, e By, matriz simétrica e definida positiva, a

aproximagao para VZ?f(z;). O modelo quadraitico de f em z; é dado por

mi(2) = fo + o7 (z — z0) + %(x — 2) Bulz — 7). (4.2.1)
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Definindo-se
z(t) = Pz — tgr, [, u), (4.2.2)
onde
I, sex; <l
Plz,l,u); =S z; sex; € [l;,u), (4.2.3)
u;  Se IT; > Uy,
calcula-se o ponto de Cauchy generalizado z¢, determinando-se o primeiro minimiza-

dor local de

g (t) = my(z(2)). (4.2.4)

(ver [4])
Os indices das varidveis que chegam a seu limite superior ou inferior em z¢ séo

entdo armazenados em 4(z¢). O problema torna-se

min  {mk(z) : z; = z{, Vi € A(z°)} (4.2.5)

Resolve-se exata ou aproximadamente (4.2.5), ignorando-se as restri¢oes definidas
em (4.2.6), através de um método direto ou iterativo no subespaco das varigveis livres,
ou por uma aproximacao dual, trabalhando-se os limites ativos em (4.2.5) através dos
multiplicadores de Lagrange. Quando um método iterativo é aplicado, z¢ é usado
como aproximacao inicial e as novas aproximacoes para a solugdo do subproblema
devem satisfazer (4.2.6).

Com a solucao aproximada Zy.; obtida, calcula-se o novo ponto z.;, através de

uma busca linear ao longo da direcdo dy = ZTy+1 — Zi, satisfazendo-se a condicdo de
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decréscimo suficiente

F@rar) < flzn) + odrgy de (4.2.7)

e a condicao de curvatura
| 9esdi 1< B g4 die | (4.2.8)

onde A\; é o tamanho do passo e «, 5 € (0,1) sdo pardmetros a serem definidos.
Assim,

Tpr1 = Tg + Apdg. (4.2.9)

Calculando-se o gradiente em z;.; e a nova aproximacdo da Hessiana Bj_ i, repete-se
o processo descrito acima.

No algoritmo, cada aproximacao da matriz Hessiana é definida positiva. Portanto,
a solucdo aproximada Z+1 do problema quadratico (4.2.5) e (4.2.6) define uma diregéo
de descida di = Ty, — 7 para a funcio objetivo f. Para ver isto, nota-se primeiro
que o ponto de Cauchy generalizado z¢, que é um minimizador de my(x) na dire¢do
de méxima descida projetada, satisfaz my(zx) > my(x°) se o gradiente projetado é
ndo-nulo. Desde que Zx.; estd no caminho a partir de z¢ até o minimizador de (4.2.5),
ao longo do qual my decresce, o valor de my em Zy.; nao é maior que seu valor em

x¢. Assim,
- 1
Flae) = mu(zr) > mu(z) > me(Tusr) = f(z6) + g die + idszdk. (4.2.10)

Esta desigualdade implica que g,jdk < 0 se By é definida positiva e di é nao-nulo. Em
[3] ndo é apresentada nenhuma andlise de convergéncia ou estudo da possibilidade de
“zigzag”, mas os autores afirmam que, dado o uso do método de projecao do gradiente
no céalculo do passo, a andlise deve ser similar & feita em [5] e [7] e que “zigzag” é

somente um problema em casos degenerados.
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As préximas secoes abordam a obtencao da matriz Bi.1, o cdlculo do ponto de

Cauchy e um método para minimizacao no subespago das varidveis livres.

4.3 Aproximacoes BFGS com memdria limitada

No modelo quadrético (4.2.1), a Hessiana de f em z; é aproximada por uma matriz
By, a qual, a partir de By dada, ¢é atualizada a cada iteragdo k pela férmula quase-
Newton BFGS proposta por Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno, em 1970 (ver
[10]).

A atualizacdo BFGS é dada por

By.sgs, B .
Byt = By — ESkSK Bk YkYg

, 431
SZB]CSIC y;sk ( )

onde

5k = Tp+1 — Tk, Yk = Ght1 — Gk (4.3.2)

para k=0,1,...

No algoritmo proposto na se¢do 2, as aproximacgoes (4.3.1) sdo obtidas usando-
se memoria limitada. Para ndo armazenar a matriz By a cada iteragdo, o método
armazena um certo numero m dos pares mais recentes {s;,y;},i =k —m,.... k — 1,
k > m, como definidos em (4.3.2), os quais contém informagGes sobre a curvatura da
funcdo. Para £ < m, temos o BF'GS cldssico. Com estes m pares, é possivel definir a
matriz Bj sem precisar explicité-la.

Sejam as n X k matrizes de correcao definidas por

Sk = {507 cee Sk—ﬂ; Yy = {yoa - '7yk—l] (4-3-3)
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e Dy uma matriz diagonal k£ x k£ dada por
Dy, = diag[sy Yo, - - - Sp_1Yk—1)- (4.3.4)

Alguns teoremas, enunciados ao longo deste capitulo, serdo necessarios na imple-
mentacao do método de memoria limitada. As demonstragbes podem ser encontradas
em [4].

Teorema 4.3.1. Seja By uma matriz simétrica e definida positiva e suponha que 0s k
pares {s;, i f__fol satisfazem s;y; > 0. Seja By uma matriz obtida pela atualizagio de
By k vezes usando a férmula BFGS dada pela equacio (4.3.1) e os pares {s;,y:}i2s.
Entao

o STBoSy Li 17 [ STBs
By =By~ | BoSy Yi ] [ T D } vro | (4.3.5)
onde Ly € uma matriz k x k
T - S .7
(Li)ij = {SH% poser=g (4.3.6)
0 caso contrdrio.
A matriz 2k x 2k, indefinida,
S ByS, L
RTOTESR (4.3.7)
L] —-Dy

que aparece na equacgdo (4.3.5), pode ser reescrita a partir de uma reordenagao de

blocos, como:

-Dy L] } | D 0 -D? D;’L] wss)
Ly S7ByS; —LiD;* 0 e | -
onde
JeJy = Sy BySk + LD L) . (4.3.9)
O teorema enunciado abaixo mostra que Ji existe e é ndo-singular.
Teorema 4.3.2. Se By ¢ definida positiva e s{ y; > 0,7 =1,...,k—1, entdo a matriz

Sy BySi + Ly D' L] € definida positiva.
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Calcula-se entdo J, através da decomposicdo de Cholesky de S BoSy+ Ly D; 'Ly .
Com estes resultados, pode-se descrever a implementacao do método de memoria

limitada (MML).
4.4 Iimplementacao do MML

Tirando-se proveito da decomposicdo (4.3.8), a equacdo (4.3.5) pode ser reescrita

como
o ot 17l pi o] T v
BkzgkI—{Yk QkSk} g ka k_.l_ k-I. ’
0 J} ~LyD,?* J; Ok Sy
(4.4.1)
onde
sT_,_ m—1+7) S€ 1> 7,
N S (442

0 caso contrario,

e Sy, Vi e Dy, sdo definidas como em (4.3.3) e (4.3.4), substituindo-se sy € yo POr Sg—m
e Yk_m, respectivamente. Assim, o conjunto de m pares {s;, y;} serd renovado a cada
iteracao, retirando-se o para mais antigo e substituindo-o pelo mais recente. O fator

8, pode ser calculado por

_ YLU
S Uk

, se siyr > 0.

Para se obter os fatores de By da forma acima definida, realiza-se 2mn + O(m?)
multiplicacdes e (4m + 1)n + O(m?) multiplicagbes para o produto Byv ser calcula-
do, como pode ser visto em [3] e [4]. Nota-se que, para m pequeno, o numero de
multiplicacbes serd linear em n.

Para manter a matriz By, definida positiva, descarta-se o par de correcdo {sk, yx}

quando a desigualdade

s;yk > eps|| yx H? (4.4.3)
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nao for satisfeita para um dado eps positivo, préximo de zero. Neste caso, ndo é
retirado o par mais antigo.
Seguindo-se o mesmo raciocinio feito para a matriz By acima, pode-se definir a

matriz BFGS com memoéria limitada Hy, que aproxima a inversa da matriz Hessiana,

como
P 1 \ TAF AT FF
H, = *9-‘] -+ WkMka, (444)
onde
Wk = [ %Yk Sk ] 5
— 0 _R!
M = ~T p-T 1]g T -1
—R;" R (D + 5Y Vi) Ry
e
Sp—me1aiVb-m—1+;) se€1 <7,
(Rg)iy = (Stmmmsibiom-ita) ! (4.4.5)

0 caso contrario.
Maiores detalhes podem ser encontrados em [4].
Existem também férmulas semelhantes & que foi descrita para representacio de
matrizes com memoria limitada baseadas nas atualizacdes SR1 e DFP (ver em [4]).
No algoritmo proposto na secdo 2, utiliza-se a férmula BFGS, uma vez que esta tem

mostrado melhor desempenho computacional (ver [4]).

4.5 O Ponto de Cauchy generalizado

O procedimento aqui descrito determinard o primeiro minimizador local do modelo
quadrético (4.2.1), através do caminho linear por partes obtido pela projecdo dos

pontos ao longo da direcdo de maxima descida, x; — tgx, na regido factivel. Definindo
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20 = z;, determina-se os “breakpoints” em cada coordenada da dire¢do como

(@?—u;)

o se g; <0,
— 01
1 = @-i—g—z—-)- se g; > 0, (451)
o0 caso contrario.
O conjunto {t;,7 =1,...,n} com os pontos em ordem crescente, gera o conjunto

{09 <¥j=1,...,n}

Reescreve-se P(z° —tg, [, u) como

z) —tg; set <t

7Y — t;g; caso contrdrio.

Considerando o intervalo [t77},#], define-se

77t = g (#7)

?

z(t) = 2771 + Atd ™,

onde
At=t -/t
e
. —g; setiTl <t
-1 -
dim = (4.5.3)
0 caso contrario

O modelo quadratico pode entdo ser reescrito como

mz)=f+g (z—2° + %(x — 29 B(z — )

=f+g (7 4+ Atd ) + %(zj“1 + At T B(27 7 + Atd?Y)

onde
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Escrevendo
. 1 . ,
fii=f+g 27+ 527"1TBZJ'1 (4.5.5)
fin=g &+ B (4.5.6)
fi =& Bd! (4.5.7)

representa-se m(x) como

~ ! 1 1" -
m(Al) = fjo1+ [ AL+ §fj_1At2. (4.5.8)
Diferenciando m(At) e igualando a zero, obtém-se At* = _Liz1 Sendo B definida

j—1
positiva, isto define um minimizador se #/~! + At* estd em [t/~!,#). Caso contrario,
o ponto de Cauchy generalizado estd em z(t/~!) se f;_; > 0 e além de ou em z(t/) se
fi-1 <0.

Se no intervalo [t~} #/] o ponto de Cauchy n#o foi encontrado, escreve-se

gl =g 4 AT AP = (4.5.9)

14

e atualiza-se as derivadas direcionais fj'. e f;H, prosseguindo a busca no préximo
intervalo.

Usando a férmula BFGS de memdria limitada, o custo total do procedimento
acima descrito ¢ dado por (2m + 2)n + O(m?) X ni: + nlogn multiplicagdes, onde
Nins denota o numero de intervalos explorados (ver em [3]).

Na préxima secao, mostra-se como completar a resolugdo do subproblema considerando-

se agora o subespago das varidveis livres.
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4.6 Um método direto para minimizacao no subespaco
das variaveis livres

Encontrado o ponto de Cauchy z°¢, minimiza-se o modelo quadratico my agora sobre
o espaco das variaveis livres, forcando os limites do problema. Neste processo de
minimizacao, pode-se aplicar um método direto, do tipo primal, que descreve-se a
seguir. Outras duas alternativas de algoritmos para a minimizacao nesse subespaco
sdo descritas em [3].

Denota-se ¢ como o nimero de varidveis livres no ponto de Cauchy z¢ e F como
o conjunto de indices correspondendo as varidveis livres. Define-se também Z; como
a matriz n X t cujas colunas sdo aquelas da matriz identidade que gera o subespaco
das varidveis livres em z¢ e Ay, matriz n x (n—t), dos gradientes das restrigdes ativas
em z°.

Fixa-se as n —t variaveis que estdao nos seus limites em z°, e resolve-se o problema
quadrédtico (4.2.5) no subespago das t varidveis livres restantes, comecando de z° e

impondo os limites (4.2.6) a estas varidveis.

Assim, dados z € R® e d € R?, considera-se apenas os pontos da forma
T =1°+ Zyd. (4.6.1)

O modelo quadratico é reescrito como

~— 1 a2 -
me(z) =d 7+ §dTBkd + (4.6.2)

onde v é uma constante,

By = Z] By Z, (4.6.3)
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¢ a Hessiana reduzida de my, e
7 = Z; (ge + Bi(z® — zx)) (4.6.4)

é o gradiente reduzido de my em z°. Considerando-se

We=| Y. 6S; |, (4.6.5)
b, 17 17
My=| % , (4.6.6)
Ly 0S7S,

com Lj como em (4.4.2) e denotando-se ¢ = W, (z° — zy), reescreve-se a equagao
(4.6.4) como
¢ = 7, (gr + 0(2° — z) — WipMgc). (4.6.7)

Reformula-se assim o problema como

N 1 s &
min 1 (d) = 7°+ id 'Bid + 7y (4.6.8)

s.a L—28<d <u—af, i€F, (4.6.9)

79

onde o indice ¢ denota a i-ésima componente de um vetor.

O problema (4.6.8) pode ser resolvido por um método direto como o que se des-
creve aqui, e, em seguida, impoe-se (4.6.9) por “backtracking”. A solugdo irrestrita
de (4.6.8) é dada por

A

d* = —B;'7". (4.6.10)

onde B;' é obtida através da férmula de Sherman-Morrison-Woodbury [10].

Para realizar o “backtracking”, se este for necessério, calcula-se

a"=mazr {a: o<1, li—~zf§aa?$ <wu;— x5, 1 € F}, (4.6.11)
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obtendo
d* =o' d". (4.6.12)

A solucao aproximada obtida é dada entdo por

x¢ se 1 & F,

28+ (Zpd*); seie F.

O custo total deste processo é de
2m’t + 6mt + 4t + O(m?) (4.6.14)

multiplicagdes (ver em [3]).



Capituio 5

Experimentos Numéricos

Neste capitulo, sdo apresentados os experimentos numéricos realizados com o ob-
jetivo de se analisar o desempenho de BOX-QUACAN com as atualizagbes de banda
para aproximar a Hessiana (BOX-QUACAN Modificado). Em [16], onde esta versdo
de BOX-QUACAN foi introduzida, poucos testes numéricos foram feitos, pois o objetivo
principal era comparar os resultados obtidos usando diferentes nimeros de diagonais,
nas aproximagdes para V?f(z); ndo houve uma comparacio deste algoritmo com
outros voltados ao mesmo fim, seguindo a idéia de economizar memoria na aproxi-
macdo da Hessiana. Assim, neste trabalho, os resultados obtidos com BOX-QUACAN
Modificado foram comparados com os de L-BFGS-B, um pacote que implementa o
método BFGS com memdria limitada, descrito no capitulo 4. Todos os testes foram
também rodados com EASY, uma versdo de BOX-QUACAN na qual a aproximacgdo para

a Hessiana é obtida por diferencas finitas.

Os algoritmos foram escritos em FORTRAN 77 com precisdo dupla. Os testes
numéricos foram realizados em uma estagdo de trabalho SUN Ultral Creator, com a

opcao de compilador -O para todos os algoritmos.
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5.1 Apresentacao dos problemas

Para as fungdes objetivo do problema (1.0.1), foram escolhidas 7 func¢des que serdo
descritas abaixo. As funcoes 1, 2 e 4 podem ser encontradas em [15], a fungdo 3, em
8], a fungdo 7, em [18] e, finalmente, as funcdes 5 e 6, em [17]. E importante destacar
que a matriz Hessiana das funcoes 1, 2, 3 e 5 possui estrutura de banda. A principio,
isto torna estas fungdes interessantes para o algoritmo BOX-QUACAN Modificado. As

demais funcdes possuem matriz Hessiana densa.

1. Funcao de Rosenbrock (R)

flz) = i[loo(m — 251)° + (1 = 22i-1)°]

3=1

2. Fungédo de Broyden (BROYD)

n

flz) = Z[(3 —22)x; — Tiy — 2Ti41 + 17,

i=1

onde rg = Zpr1 =0

3. Funcéo 7-diagonal de Toint (7D)

n P
x.
f(fL‘) =1+ E l:ci-l - (3 - -2—2)22 -+ 2372'—%—1 - Hp -+ E lSCZ -+ .’l?z'.;_%ip,
=1

=1

onde n é par, p= 2 e Tp = Tp = 0.

4. Fungao Penalty (P)

onde a = 107°.
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5. Funcao de Discretizagdo de um Problema de Valor de Contorno (PVC)
fl) = 122 — zicy — Tipr + 5 (@i + hi+ 1)°1%,

i=1

onde h = —= e zy = zp1 = 0.

6. Funcao de Discretizacdo de uma Integral (I)

n

fl@) = (w+hl(1-t) Y (g + 4+ 1%+t Y (1=t;)(z; +1;+1)%/2)7,

i=1 Jj=1 J=i4+1

onde h = —=, t; = ih e o = Zpyy =0.

7. Funcao de Wolfe (W)
n n n
f@) = ehH (> =)
i=1 i=1 i=1
Com estas fungdes como objetivo, foram resolvidos, inicialmente, problemas de mini-
mizaGao sem restricoes, como sugerido nas referéncias citadas, com excecao da funcao
7. Para esta, a referéncia sugere a caixa 0 < z < 1 e, assim, dé-se 0 nome de Problema
de Wolfe.
Com a solucdo irrestrita obtida, sdo propostas 3 novas caixas que serdo definidas
na secao 5.3. Gerou-se entdo um total de 25 problemas. A secdo 5.3 traz também a

dimensao dos problemas, os pontos iniciais utilizados e os resultados obtidos.

5.2 Definicao de parametros e critérios de parada

Para o algoritmo BOX-QUACAN, descrito no capitulo 2, tanto para a versao BOX-QUACAN
Modificado como para EASY, os valores adotados para os principais parametros ana-

lisados foram 7 = 0.9, Apin = 1074, 7 =05e a = 0.1.
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Para determinar o melhor valor para 7, foram feitos testes com 7 = 0.1 e 7 = 0.5.
Foram calculadas as médias geométricas do nimero total de iteracoes, do nimero de
avaliacoes de funcdo e do tempo gasto para os problemas irrestritos que tém como
funcoes objetivo R, BROYD, 7D e P e para o problema de Wolfe. Observou-se entéao
que os melhores resultados foram obtidos com 7 = 0.5, como pode ser visto nas

tabelas 5.1, 5.2 e 5.3 abaixo.

[n=0lecacc=01 ] n=09eacc=01] n=0leacc=0.5 | n=09eacc=0.5 |
{ 95 [ 106 ; 73 | 65 [

Tabela 5.1: Média geométrica do total de iteracgdes

[p=0leacc=01 | n=09¢eacc=01]n=01leacc=05 ] n=0.9¢eacc=0.5 |
| 284 ] 251 ] 182 g 202 |

Tabela 5.2: Média geométrica do nimero de avaliacoes de funcao

[p=0leacc=01]n=09ceacc=01][n=0leacc=05 | n=09eacc=05
| 5.94 [ 4.86 { 3.06 | 3.21

[
|

Tabela 5.3: Média geométrica do tempo de execugdo(em segundos)

No algoritmo L-BFGS-B, apresentado no capitulo 4, fez-se testes preliminares para
a escolha de m. Estes testes consistiram em resolver problemas de minimizacao
irrestrita, onde as funcdes objetivo foram 1 e 4, com m tomando os valores 5, 10 e
15. Os melhores resultados foram obtidos com m = 15. Assim, nos testes realizados
neste trabalho, adotou-se este valor para m.

Os critérios de parada para os algoritmos descritos sao 0s seguintes:

e (A) - o gradiente projetado é suficientemente pequeno.
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Para os algoritmos BOX-QUACAN Modificado e EASY, usa-se

|| gpcont (‘7") H_<_5g>

onde
Gpeont (.’E) = P((CE' - g('r)) - 'CC?l?u)a
para P(z,l,u); definido como em 4.2.3.

Em L-BFGS-B, esta condicdo ¢ satisfeita quando

190(2) <€,

ou
|9p(2)|
1+ [f(=)])
onde g,(z) = P(g(z), !, u). Trabalhou-se com £, = 107°;

< 10710,

e (B) - é atingido o numero méximo de avaliacbes de funcdo permitido (este

niimero variou de 10000 a 100000, de acordo com a caracteristica do problema);

e (C) - é atingido o nimero méximo de iteragdes permitido (usou-se 1000 ou

10000, dependendo do problema).

Os algoritmos BOX-QUACAN Modificado e EASY também podem ser interrompidos
se o raio da regido de confianga torna-se extremamente pequeno (g4 < 107!9). Isto
sera denotado como critério (D).

Nas tabelas 5.6 a 5.8, 5.10 a 5.19 e 5.21 a 5.26, a coluna RP indica as razoes de
parada dos algoritmos para os testes realizados, de acordo com a notagdo acima.

Todos os algoritmos requerem rotinas em FORTRAN para o célculo do valor da
funcdo objetivo e do gradiente em um ponto z, de uma certa iteracao k£ do algoritmo.

Segue, entdo, a se¢do 5.3 com os resultados numéricos obtidos.
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5.3 Resultados numéricos

Na tabela 5.4 estao descritos alguns parametros utilizados que variaram de acordo
com o problema testado. As colunas itmaz e nafmaz contém, respectivamente, o
nimero maximo de iteracoes e avaliacdes de funcio permitido para cada problema.

No algoritmo L-BFGS-B, By (a aproximacao inicial da Hessiana) estd definida como
a matriz identidade, n x n, enquanto em EASY, By ~ V2f(x,) por diferencas finitas,
como visto no capitulo 1.

Em BOX-QUACAN Modificado, o usudrio tem a opc¢ao de definir a aproximacgao
inicial para a Hessiana By. Uma vez que, nos softwares L-BFGS-B e EASY, By é defi-
nida de formas diferentes, decidiu-se tirar proveito da opc¢do deixada em BOX-QUACAN
Modificado para a escolha de By. Assim, em problemas nos quais uma matriz mais
préxima de V2 f(zy) pdde ser calculada sem um esfor¢o computacional demasiado,
usou-se By como a matriz formada pelas 2d + 1 diagonais principais de V2f(zg). Isto
ocorreu nos problemas que utilizaram as funcoes 1, 2, 3 e 6. No caso da funcéo 1, By

coincidiu com VZf(zq). Para os demais problemas, utilizou-se By = I.

[ | n | d] itmax | nafmax |

R 5000 | 1 1000 10000
BROYD | 3000 | 2 1000 10000
7D 200 1 1000 10000

P 1000 | 1 1000 10000
PVC 3000 | 2 10000 100000

I 500 2 | 10000 100000

A\ 100 0 1000 10000

Tabela 5.4: Parametros utilizados

5.3.1 Tabelas gerais

Nas tabelas 5.6 a 5.8 € 5.10 a 5.19, os resultados numéricos obtidos sdo introduzidos.

Nestas tabelas; a coluna 77t denota o nimero de iteracoes realizadas; a coluna Naf
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registra o numero total de avaliacdes de funcdo; F informa o valor da fungéo no ponto
encontrado; NGP, a norma do gradiente projetado e a coluna 7', o tempo total gasto
pelo algoritmo, em segundos.

Como ja mencionado, a coluna RP contém as razdes de parada dos algoritmos,
de acordo com os critérios que estao descritos na secéo 5.2.

Como colocado na secao 5.1, foram resolvidos inicialmente problemas irrestritos
com as fungoes 1 a 6 descritas. Conhecendo-se a solucéo irrestrita z, dos problemas,

3 novas caixas sao definidas para cada um deles, da seguinte forma:

canalizagao 1 :

14+ (z.); < z; <10+ (z4)s

canalizacao 2 :

=10 + (2.); € 2 < =1+ (z.)s;

canalizacao 3 :

1+ (z4); <2, <10+ (z,);, se i é impar,

—0.95(z.); < z; < 0.95(z,);, se i é par,

parai=1,...,n.

Os pontos iniciais para os problemas irrestritos (z{™") sio apresentados na tabela
5.5 abaixo. Para os problemas que utilizaram a canalizacéo 1, os pontos iniciais foram
(z8)i = (z4): + 10, para i =1,...,n, quando utilizou-se as fun¢Ges 2, 3, 4 e 6. Para as
funcgdes 1 e 5, os pontos iniciais foram os mesmos utilizados nos problemas irrestritos.
Para os problemas com tipo de canalizagdo 2 e 3, os pontos iniciais foram também os

mesmos utilizados nos problemas irrestritos, com as seguintes excecdes: para a funcao
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1 com canalizacédo do tipo 2 e para as funcdes 1 e 4 com canalizacao 3, o ponto inicial

foi (z.); — 10 e (z.); + 10, para ¢ = 1,...,n, respectivamente.
. (1 1 1N\T
Para o Problema de Wolfe, o ponto inicial foi zo = (5,..., 75, s 737)
| funcio | zl™" [
R (3,-.,3)
BROYD (~1,..., -7
7D (=1,...,—1)"
P (=1,...,—1)"
PVC (10—3,...,1073%)"
T (L5 o0, b0y -0, o s —1)7

Tabela 5.5: Pontos iniciais para os problemas irrestritos

Seguem entao abaixo as tabelas com os resultados obtidos.

5.3.2 Problemas irrestritos

| Problema  RP Tit Naf F NGP T |
R A 186 561 2.01D-13  6.48D-07 79.36
BROYD A 17 18 6.76D-14  2.14D-06 1.19
7D A 629 5627 3.94 2.17D-06 15.95
P A 18 25 9.69D-03 1.15D-06 0.18
PVC A 9 10 3.37D-10  4.57D-06 3.79
I B 6462 100008 1.65D-05 1.65D-05 6657.26

Tabela 5.6: Irrestrito: BOX~QUACAN Modificado

| Problema RP Tit  Naof F NGP T ]
R A 40 60 7.92D-17 5.45D-08 4.72
BROYD A 48 56 1.41 1.81D-06 5.71
7D C 1001 1024 1.02D+02 3.35D-03 7.06
P A 11 19 9.69D-03 6.27D-07 0.13
PVC A 198 205 4.86D-09 9.63D-07 5.22
I A 124 152 2.68D-12 9.65D-07 11.31

Tabela 5.7: Irrestrito: L-BFGS-B
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Problema 7 RP Tt Naf F NGP T }
R 0.9 A 76 130 2.47D-15  2.21D-06 3.62
BROYD 0.9 A 23 53 1.12D-14 7.36D-07 1.97
7D 0.9 A 248 337  5.,57D+01  8.27D-07 8.07
P 0.9 A 14 22 1.03D-02 8.94D-08 0.12
PVC 0.9 A 13 11 7.12D-11 7.63D-07  20.91
I 0.9 A 71 107 1.58D-14 1.83D-07  79.54

Tabela 5.8: Irrestrito: EASY

Com os resultados dados nas tabelas acima para os problemas irrestritos, calculou-

se a média geométrica do nimero de iteragoes, do nimero de avaliactes de funcdo e do

tempo, para cada algoritmo. Isto estd representado na tabela 5.9 abaixo. As colunas

MIt, MNaf e MT, representam as médias geométricas do nimero de iteracoes, do

nimero de avaliagoes de funcdo e do tempo, respectivamente.

[ Software I Mit | MNaf | MT |
BOX~QUACAN Modificado 113 335 13.79
L-BFGS~-B 89 112 3.40
EASY 42 62 4.77

Tabela 5.9: Médias geométricas dos problemas irrestritos

5.3.3 Problemas canalizados

Restritos: canalizacdo 1

| Problema  RP Tt Naf F NGP T ]
R A 5 6 2.5D4+3 0.0 0.27
BROYD A 6 7 6.07D-+5 0.0 0.36
7D A 7 8 5.12D+3 0.0 0.01
P A 7 8 2.57D+7 0.0 0.27
PVC C 10000 30064  2.44D-1 1.57D-2  852.00
I A 119 121 1.94D+8 0.0 12.35

Tabela 5.10: Canalizacao 1: BOX-QUACAN Modificado
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| Problema RP Tit Naf F NGP T ]
R A 16 19 2.5D43 3.55D-13 1.85
BROYD A 1 2 6.07TD-+5 0.0 0.14
7D A 1 2 5.12D+3 0.0 0.01
P A 1 2 2.57TD7 0.0 0.17
PVC B 10000 10513 9.80D-2 2.91D-5 669.55
I A 1 2 1.94D+8 0.0 0.14

Tabela 5.11: Canalizacao 1: L-BFGS-B

| Problema RP Tit Naf F NGP T |
R A 3 5 2.5D+3 3.19D-7 0.13
BROYD A 4 5 9.32D+5 0.0 0.01
7D A 4 5 5.12D+3 0.0 0.01
P A 6 7 2.57D+7 0.0 0.16
PVC A 206 207 9.40D-2  8.90D-7 5147.41
I A 9 10 1.94D+-8 0.0 512

Tabela 5.12: Canalizagdo 1: EASY

Restritos: canalizacdo 2

[ Problema RP Tit Naf F NGP T |
R A 8 9 2.5D+3 0.0 0.34
BROYD A 17 18 6.76D-14  2.14D-6 1.43
7D A 300 886 3.05D+2 1.31D-8 12.88
P A 1 2 2.43D+7 0.0 0.02
PVC A 8127 27058 9.33D-2  7.90D-6  9810.00
1 A 1723 20159 4.62D-13  3.05D-6  1090.10

Tabela 5.13: Canalizacdo 2: BOX-QUACAN Modificado

[ Problema RP__ Tt Naj F NGP T |
R A i 2 2.5D+3 0.0 0.11
BROYD A 29 33 7.11D-14 9.10D-7 _ 3.8
7D C 1001 1012  5.93D+2 2.97D-3  28.19
P A 1 2 243D+7 0.0 0.5
PVC C 10000 10593  0.74D-2 _ 3.06D-5 _ 700.97
T A 16 51 9.92D-13_ 0.06D-7 3.8

Tabela 5.14: Canalizagdo 2: L~-BFGS-B
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[Problema RP _ Tit _Naf F NGP T
R A 10 11 2.5D4i3 0.0 0.30
BROYD A 7 10 1.93 3.47D-8 0.29
7D A 43 64 4.7D+2 7.2D-7 6.00
P A 1 2 243D%7 00 0.04
PVC A 168 170 9.33D-2 4.80D-7  4211.09
I A 98 148 8.67D-15  3.04D-7 158.12
Tabela 5.15: Canalizacdo 2: EASY
Restritos: canalizacao 3
| Problema RP Tit Naf F NGP T
R A 6 7 2.33D+6 0.0 0.22
BROYD A 12 14 1.30D+5 9.5D-7 0.72
7D A 11 13 3.70D+3 3.47D-13 0.01
P A 8 9 1.03D-+6 0.0 0.05
PVC A2 3 20di4 0.0 0.08
I A 1 2 4.93D+7 0.0 0.26

Tabela 5.16: Canalizacio 3:

BOX-QUACAN Modificado

[ Problema RP Tit Naf F NGP T
R A 1 2 3.01D+5 0.0 0.14
BROYD A 10 12 1.30D+5 1.96D-7 0.49
D A 15 17 3.67D+3 7.53D-7 0.06
P A 3 5 2.56D+5 2.98D-11 0.04
PVC A 1 2 2.0D+4 0.0 0.15
I A 1 2 4.93D-+7 0.0 0.14

Tabela 5.17: Canalizacdo 3: L-BFGS-B

[ Problema RP Tit Naf F NGP T
R A 5 6 2.33D+6 0.0 0.13
BROYD A 14 29 2.02D+5 1.9D-5 0.67
7D A 7 12 3.70D+3  4.83D-7 0.66
P A 6 7 1.03D-+6 0.0 0.06
PVC A 1 2 2.0D+4 0.0 0.05
I A 3 4 4.93D-+7 0.0 1.84

Tabela 5.18: Canalizagdo 3: EASY
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Problema de Wolfe

E Software RP Tit Naf F NGP T |
BOX-QUACAN Modificado D 30 135 -1.36D+02 2.47D-06 0.30
L-BFGS-B A 23 87 -1.04D--02  2.18D-06 0.06
EASY A 13 31 -1.07D+02 1.47D-06 0.07

Tabela 5.19: Problema de Wolfe

Da mesma forma como foi feita para os problemas irrestritos, calcula-se, para os
problemas restritos, as médias geométricas do nimero de iteracoes, do nimero de

avaliagOes de funcdo e do tempo. Estas estdao representadas na tabela 5.20, abaixo.

| Software | MIt | MNaf | MT |
BOX-QUACAN Modificado 25 43 1.01
L-BFGS-B 10 15 0.59
EASY 9 11 0.82

Tabela 5.20: Médias geométricas dos problemas restritos

5.4 Um exemplo de aplicacao

Com o objetivo de mostrar um problema mais prético, introduz-se um modelo no
qual aloca-se um determinado numero de horas de estudo para uma dada disciplina,
esperando-se um retorno. Isso faz com que menos horas sejam gastas com as demais
disciplinas. Este problema pode ser modelado por:

Maximizar i [a(azi) 11 51.(:5:,)}

i=1 i (5.4.1)

sujeitaa z;, >0, 1=1,...,n,

onde «(z;) é o retorno com o estudo da matéria i e S;(z;) é o fator que influencia

negativamente em cada matéria ¢ enquanto se estuda a matéria j. Para o problema
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em questao, definiu-se
a(z;) = a(l — e )

coma=10ea=12¢

0.05 4 05
Bilzs) = (SR)e + (1= =2

).

Neste problema, a Hessiana é diagonalmente dominante, o que favoreceu muito os
resultados numéricos obtidos com o BOX-QUACAN Modificado. Pode-se comprovar
isto através das tabelas 5.21 a 5.26, abaixo. Para a escolha do parametro d, foram
feitos testes onde d assumiu os valores 0, 1 e 2. Os melhores resultados foram obtidos
quando d = 0 e estes estdo registrados nas tabelas 5.21 e 5.26. Para a aproximacao
inicial para a Hessiana, nos algoritmos BOX-QUACAN Modificado e L-BFGS-B, utilizou-

se By = I e o ponto inicial o = 0 para todos os algoritmos. Os demais parametros

estao como definidos na secdo 5.2.

| Software RP Tter FE  NGP F T |
BOX QUACAN Modificado A 32 33  1665.08 1.38d-5 0.66
L-BFGS-B A 20 23 1665.08 9.47D-07 0.38
EASY A 10 11 1665.08 4.36D-07  0.81

Tabela 5.21: Problema pratico: n = 200 e & = 10

{ Software RP Iter FE NGP F T ]
BOX QUACAN Modificado A 9 10 1998.09 1.12D-5 0.20
L-BFGS~B A 21 24 1998.09 7.0D-7 0.40
EASY A 10 11 1998.09 5.24D-7 0.81

Tabela 5.22: n=200e a =12

5.5 Comentarios e conclusoes

De um modo geral, o desempenho de BOX-QUACAN Modificado, para os problemas

cujas Hessianas da fungéo objetivo tém estrutura de banda (problemas 1, 2, 3 e 5),
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{ Software RP Iter FE NGP F T |
BOX QUACAN Modificado A 31 65  8304.67 3.07d-5 22.72
L-BFGS-B A 22 27 8305.00 8.15D-07 11.20
EASY A 10 11 8304.67 8.03D-07 42.95

Tabela 5.23: Problema pratico: n = 1000 e & = 10

[ Software RP Iter FE NGP F T ]
BOX QUACAN Modificado A 13 14 9965.60 9.41d-6 7.80
L-BFGS-B A 23 26 9965.00 6.61D-07 10.79
EASY A 12 13 9965.60  2.59D-07 49.92

Tabela 5.24: Problema pratico: n = 1000 e & = 12

[ Software RP Iter FE NGP F T
BOX QUACAN Modificado A 40 41  41502.68 4.30D-5 517.560
L-BFGS-B A 21 24 41502.67 2.99D-7  215.50
EASY A 13 14 41502.68 5.98D-7 1762.79

Tabela 5.25: Problema pratico: n = 5000 e @ = 10

[ Software RP Iter FE NGP F T |
BOX QUACAN Modificado A 16 17 49803.21 2.35D-5 218.78
L-BFGS-B A 25 29 49803.21 3.35D-7 256.60
EASY A 12 13 49803.22 4.31D-7  1657.98

Tabela 5.26: n =5000 e & = 12

foi bom. Isto pode ser observado na figura 5.1 abaixo. Esta apresenta o gréfico das
médias geométricas do tempo total de CPU gasto, para cada um dos algoritmos, estes
indicados pelos ntimeros 1, 2 e 3, no eixo que representa o tipo do problema, para
BOX-QUACAN Modificado, L-BFGS-B e EASY, respectivamente. Estas médias envolvem
os resultados dos problemas 1, 2, 3 e 5, para Irrestritos e Canalizados 3, e 1, 2, 3,
para Canalizados 1 (onde o problema 5 ndo converge para BOX-QUACAN Modificado
e L-BFGS-B) e 2 (onde o problema 5 ndo converge para L-BFGS-B).

Deve-se destacar que os problemas 1, 2 e 5 possuem 5000 variaveis, caracterizando

testes de grande porte.
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Figura 5.1: Médias geométricas do tempo de CPU.

Em relacdo aos problemas irrestritos, deve-se notar que o desempenho de BOX-QUACAN
Modificado no problema 6, ndo levando & convergéncia (chegou ao nimero maximo
de avaliagbes de funcdo permitido, ndo convergindo pela norma do gradiente), influ-
enciou muito no célculo das médias geométricas da tabela 5.9. Sem este problema,
obtém-se as médias geométricas dadas na tabela 5.27 abaixo, na qual verifica-se que
o nimero total de iteracoes de BOX-QUACAN Modificado passa a ser menor que o de
L-BFGS-B, tornando-se também mais competitivo em termos de nimero de avaliagoes

de funcao e tempo de CPU.

| Software [ MIt | MNaf [ MT |
BOX~-QUACAN Modificado 50 107 4.00
L-BFGS-B 84 106 2.67
EASY 38 56 2.72

Tabela 5.27: Médias geométricas dos problemas irrestritos com excecao do probl. 6

Fazendo uma anélise geral dos problemas de minimizacdo em caixas testados,
mediante os resultados da tabela 5.20, conclui-se que EASY realiza menos iteracoes e

avaliacoes de funcgdo do que os outros 2 algoritmos, porém gasta mais tempo de CPU.
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Isto confirma resultados de desempenho (em termos de velocidade de convergéncia)
dos métodos do tipo Newton discreto. Se levarmos em conta o tempo de execucgéo
gasto, a implementacao BFGS com meméria limitada mostrou-se a melhor alternativa,
com algumas excecoes, destacando-se, por exemplo, a fungdo 4 com canalizacdo 2.
Neste caso, BOX-QUACAN Modificado apresentou um tempo de execu¢ao bem menor

que o L-BFGS-B, mesmo sendo a Hessiana da fungdo objetivo densa.

Do total de problemas testados, 3 ndo convergiram quando se utilizou o BOX-QUACAN
Modificado e 4 nao convergiram com o L-BFGS-B. Dentre aqueles que nao conver-
giram com o BOX-QUACAN Modificado, o problema de Wolfe parou por gerar ponto
estrangulado quando || g, || = 2.47 x 107%. J& o EASY convergiu para todos os proble-
mas testados, mostrando a implementagdo do tipo Newton discreto ser mais robusta

que as implementagoes Quase-Newton.

Considerando agora o problema pratico, nota-se que, com & = 12, o BOX-QUACAN
Modificado teve um desempenho muito bom em relagdo ao L-BFGS-B e ao EASY
mesmo a Hessiana da funcao objetivo deste problema sendo densa. Com & = 10, o
BOX-QUACAN Modificado mostrou-se competitivo em relagdo ao L-BFGS-B e obteve
um desempenho melhor que EASY. O fato de, como afirmado na secdo 5.4, esta ma-
triz Hessiana ser diagonalmente dominante, sendo que, com & = 12 este critério fica
mais forte, pode ter favorecido o desempenho do BOX-QUACAN Modificado. Tem-se,
assim, um problema de grande porte (n = 1000 e n = 5000), onde o BOX-QUACAN
Modificado teve um comportamento computacional melhor que o dos demais algo-

ritmos.

Com base nos resultados obtidos, pode-se concluir que BOX-QUACAN Modificado é
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uma boa alternativa para os problemas cujas Hessianas da funcao objetivo tém estru-
tura de banda ou “quase-banda”. Para problemas gerais, BOX~-QUACAN Modificado
realizou, na maior parte dos testes, mais iteracoes que os demais métodos, exigindo
um tempo total de CPU maior. No entanto, pode-se afirmar que mostrou-se mais ro-
busto que L-BFGS-B, uma vez que nao convergiu, de fato, somente para 2 problemas,

enquanto L-BFGS-B falhou em 4 testes.
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