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Abstract

In this work we study the main results presented by J. Wilson in [20] which extend the Golod-
Safarevi¢ Inequality [7] to a large class of infinite pro-p and abstract groups. In the first chapter we
present the basic theory of abstract free groups, focusing on finite presentations. Next we study
profinite groups, with focus on pro-p groups. This study ranges from definitions to basic alge-
braic and topological properties, as well as the case of finitely generated groups and the Frattini
subgroup, and notions of completion, free pro-p groups, presentations in the pro-p scenario and
completed group algebras. In the last chapter we study the main results regarding finite presen-
tations of pro-p and abstract groups, following [20] and [21], which include soluble groups and
implications on the structure of certain groups for which the Inequality holds. In the appendixes
we briefly relate the presented theory to pro-p groups of finite rank and homology and cohomology
in the pro-p case.

Keywords: Group Theory, Pro-p Groups, Finitely Presented Groups, Golod-Shafarevich.

Resumo

Neste trabalho estuda-se os principais resultados dados por J. Wilson em [20], relacionados a
Desigualdade de Golod-Safarevi¢ [7] para uma ampla classe de grupos pro-p e abstratos infinitos.
Apresentamos a teoria basica de grupos livres abstratos, levando a nogao de apresentacao de grupos,
com foco em apresentacoes finitas. E feito um estudo sobre grupos profinitos, particularmente no
caso pro-p. Abrange-se defini¢oes, propriedades algébricas e topolédgicas basicas, bem como o caso
de finitos geradores e o subgrupo de Frattini, e conceitos de completamentos, de grupos pro-p livres,
de apresentagoes no caso pro-p e de algebras de grupo completas. No capitulo final estudamos
os resultados principais para grupos pro-p e abstratos finitamente apresentéaveis, seguindo [20]
e [21], que incluem grupos soluveis e implica¢oes na estrutura de certos grupos satisfazendo a
Desigualdade. Os anexos relacionam a teoria aqui apresentada a grupos pro-p de posto finito e
homologia e cohomologia no caso pro-p.

Palavras-chave: Teoria de Grupos, Grupos Pro-p, Grupos Finitamente Apresentaveis, Golod-
Shafarevich.
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Introducao

Na Teoria de Grupos, os problemas de descrever concretamente um dado grupo G e extrair
propriedades do mesmo podem ser abordados de diversas formas. Uma das maneiras mais com-
pactas de se descrever G completamente é através de geradores e relagoes — mais especificamente,
através de uma apresentacao de G. Dados um conjunto de geradores X e um conjunto de rela-
¢oes R, o grupo G com apresentagao (X | R) é o “grupo mais livre possivel” sobre X sujeito as
condigoes definidas por R. Diversos grupos podem ser descritos intuitivamente via geradores e
relagoes, como por exemplo o grupo diedral, grupos ciclicos, grupos abelianos finitamente gerados,
produtos diretos e produtos livres de grupos. Formalmente, uma apresentacdo de G consiste em
um epimorfismo 7 : F' — G, no qual F' é um grupo livre sobre X e ker(w) = (R) (vide Segao 1.2).

A nocao de apresentacao de grupos nao se restringe a classe dos grupos abstratos, mas pode
ser também traduzida a certas classes de grupos topologicos — em particular, a dos grupos pro-
p. Dado p € N um numero primo, um grupo topolégico G é dito pro-p quando G é o limite
inverso de um sistema inverso de p-grupos finitos. Equivalentemente, G é compacto, totalmente
desconexo, e todos os seus subgrupos normais abertos tém indices poténcias de p. Todo p-grupo
finito munido da topologia discreta é, em particular, pro-p. O exemplo classico — e talvez mais
importante, historicamente — de grupo pro-p infinito é o grupo aditivo dos inteiros p-adicos, Z,,
que se comporta no cenario pro-p como o analogo aos inteiros Z no cenario abstrato. Desde a
descoberta dos inteiros p-adicos por K. Hensel no final do século XIX, grupos pro-p emergiram
como ricos objetos de estudo em diversas dreas da matemaética (vide [12], [4], [8], [21], [16]).

Assim como a relacdo entre Z e Z,, alguns conceitos e propriedades podem ser traduzidos do
caso abstrato para o caso pro-p, como a noc¢ao de grupos pro-p livres. No contexto acima descrito,
uma apresentagao (X | R)ﬁ do grupo pro-p G consiste em um epimorfismo continuo 7 : F » = G,

no qual F' » ¢ um grupo pro-p livre com base X e ker(m) = (R§P> (vide Secao 2.4). Em ambos os
cenarios (abstrato e pro-p), um grupo é dito finitamente apresentavel quando admite apresentagao
com finitos geradores e finitas relagoes.

Apresentacoes de grupos sdo um tema central das teorias combinatéria e geométrica de grupos
(vide [13], [3] e [9] para o caso abstrato, e [21] e [16] para geradores e relagbes no caso pro-p).
O problema de se construir uma apresentacao de um grupo pode ser complicado, especialmente
no que tange ao nimero de geradores e de relagoes. Para que G seja finitamente apresentavel, é
necessario que o mesmo seja finitamente gerado. Fixado entdo o nimero de geradores, quantas
relagoes devem ocorrer numa dada apresentacao finita de um grupo (pro-p ou abstrato) G?

Um dos trabalhos de meados do século XX, com grande influéncia em diversas areas da alge-
bra, foi publicado pelos mateméticos russos Evgeny Golod e Igor’ Safarevi¢. Em 1964, os mesmos



provaram, via técnicas de dlgebra nao-comutativa para aneis locais, a célebre Desigualdade de
Golod-Safarevi¢ [7]. As técnicas entdo apresentadas tiveram impacto direto na solucao de 3 im-
portantes problemas em aberto: o problema da finitude das torres de corpos de classes de Hilbert,
na Teoria dos Nimeros; o problema de Kuros, na Algebra Nao-Comutativa; e o problema geral
de Burnside, na Teoria de Grupos (vide Capitulo 3). Nao somente, as técnicas de Golod e Safare-
vi¢ permitiram também estabelecer uma cota inferior para o nimero de rela¢des na apresentacao
de um p-grupo finito, a partir do niimero minimo de geradores de um tal grupo, respondendo
parcialmente a pergunta proposta acima para grupos pro-p finitos.

Desde o Teorema de Golod-Safarevi¢, grupos e algebras com propriedades relacionadas & Desi-
gualdade vém sendo ativamente estudados (vide, por exemplo, [5], para um apanhado geral). Neste
trabalho, estudamos os resultados principais dados por John S. Wilson em seu artigo “Finite pre-
sentations of pro-p groups and discrete groups” [20], no qual o resultado de Golod e Safarevi¢ é
estendido a uma ampla classe de grupos pro-p infinitos, incluindo grupos soluveis e aqueles que
satisfazem a condicao maximal para subgrupos normais. Dentre as consequéncias, estabelece-se
uma versao da Desigualdade para apresentacoes de grupos abstratos, bem como implicagdoes no
numero de geradores de certos subgrupos dos grupos para os quais vale a Desigualdade.

A estrutura deste trabalho é dada como segue.

No Capitulo 1 desenvolvemos a teoria bésica de grupos livres abstratos visando o estudo de
grupos finitamente apresentéveis, seguindo os livros de Rotman [19], Johnson [9] e Cohen [3].

No Capitulo 2 apresentamos os conceitos e algumas propriedades béasicas de espagos e grupos
profinitos, focando entao no caso dos grupos pro-p, seguindo os livros de L. Ribes e P. Zalesskii [16]
e J. Wilson [21]. Primeiramente, introduzimos os conceitos de grupos profinitos e pro-p através
de limites inversos, com alguns exemplos e propriedades, incluindo completamentos e o caso dos
inteiros p-adicos. Em seguida, focamos em grupos pro-p finitamente gerados, relacionando algumas
propriedades ao subgrupo de Frattini. Por fim, é feito o estudo de grupos pro-p livres e apresenta-
¢oes de grupos pro-p, com algumas propriedades de apresentacoes finitas e uma caracterizagao do
grupo pro-p livre finitamente gerado relacionada a dlgebra das séries formais de poténcias sobre o
corpo de ordem prima p.

A parte principal desta Dissertacao, dada no Capitulo 3, consiste no estudo do artigo [20] de J.
Wilson. A forma da Desigualdade de Golod-Safarevi¢ como dada por Wilson é fundamentada na
caracterizagao do grupo pro-p livre com base finita como subgrupo multiplicativo da algebra das
séries formais de poténcias sobre o corpo F,, (ver Teorema 2.4.45). Os resultados principais do caso
pro-p (ver Teoremas 3.2.4 e 3.1.8 e Corolarios 3.2.6, 3.2.7 e 3.2.9) sao aqui apresentados seguindo a
exposi¢ao dada no livro “Profinite Groups” [21] de J. Wilson. As aplicagoes para grupos abstratos
(ver Teorema 3.2.11 e Corolario 3.2.12) sao apresentadas seguindo o artigo [20].

Acrescentamos ainda 2 anexos. O primeiro trata de grupos pro-p de posto finito, visto que os
mesmos satisfazem as condigoes do Teorema 3.2.4 (ver Corolario 3.2.6). Foram incluidas algumas
propriedades e comentarios sobre tais grupos, com poucas demonstragoes. A exposi¢ao aqui dada
segue os textos de Dixon-du Sautoy-Mann-Segal [4] e Wilson [21]. O segundo anexo é sobre
Homologia e Cohomologia de grupos pro-p. A exposicao aqui dada é bastante resumida, sem
demonstragoes, com referéncias a importantes resultados que indicam uma outra abordagem para
o estudo de propriedades de finitude de grupos pro-p — nesse caso, geradores e relagoes. Os teoremas
citados em tal anexo podem ser vistos nos textos de Ribes e Zalesskii [16] e Wilson [21].



Capitulo 1

Grupos Abstratos

Neste capitulo serd feita uma introducao ao estudo de grupos abstratos! livres, a fim de es-
tabelecer a definicdo abstrata de apresentacdo de um grupo. Tal conceito é muitas vezes visto
intuitivamente em cursos de algebra, e é uma ferramenta bastante 1til na construgao de grupos a
partir de certas propriedades definidoras simples - a saber, geradores e relagoes.

1.1 Grupos Livres

Os conceitos basicos e a construgao do grupo livre, apresentados a seguir, seguem as linhas vistas
em Cohen [3] e Rotman [19]. Suas propriedades basicas, bem como um maior aprofundamento no
assunto, podem ser vistas em Cohen [3] e Johnson [9].

Definicao 1.1.1. Dados X um conjunto arbitrario, £' um grupo e i : X — F' funcdo, dizemos que
(F,i) é livre sobre X quando,

dados quaisquer G grupo e f : X — G funcao, existir um tnico homomorfismo de grupos ¢ : F' —
G tal que poi = f. Nesse caso, dizemos que ¢ é o homomorfismo que estende a fungao f.

Exemplo 1.1.2. O grupo trivial, denotado {1} (ou {0}), é livre sobre o conjunto vazio &.

Exemplo 1.1.3. O grupo aditivo dos inteiros Z é livre sobre qualquer conjunto unitario {z} por
meio da (tnica) aplicagdo i(z) = 1 € Z. De fato, sejam (G, -) grupo e f : {r} — G qualquer.

L Alguns autores tratam de grupos abstratos (arbitrarios) como grupos discretos. Evitaremos tal terminologia
para evitar confusdo com os grupos topoldgicos a serem estudados nos capitulos seguintes, que relacionam-se a
grupos que de fato carregam a topologia discreta.



Defina ¢ : Z — G a ser p(n) = f(x)". Tem-se g oi(z) = p(1) = f(x)' = f(x), isto é, poi = f.
Além disso, Ym,n € Z, o(m +n) = f(z)™™" = f(z)™ - f(x)" = ¢(m) - p(n). Portanto, ¢ é
homomorfismo de grupos. A unicidade de ¢ é consequéncia da sua definicao.

Nosso proximo objetivo é provar a existéncia de um grupo livre sobre um conjunto arbitrario
dado. Para isso, estabeleceremos primeiro algumas nocoes e propriedades a serem utilizadas na
demonstracao.

Faremos a construcao classica do grupo livre via palavras reduzidas sobre um conjunto X e
utilizaremos o método de van der Waerden na prova do teorema seguinte para garantir que o
conjunto F' a ser construido é de fato grupo com a operacao que definiremos. A aplicacao i serd
entdo facilmente determinada, e checar que (F, i) é livre sobre X nada mais serd do que um processo
rotineiro.

Seja X um conjunto. Tome agora um conjunto diferente de X, mas para o qual existe uma
bijecao do mesmo com X. Denotaremos tal conjunto por X!, com a bijecao = — z~!. Quando
conveniente, denotaremos os elementos z € X por ! = x € X, para diferencia-los dos elementos
de X~!. Fixe ainda um conjunto unitério disjunto de X e X~! denotado por {\}. Defina
A=XuUX1TU{\}. Com isso, dado a € A com a # A\, podemos escrever a = ¢, no qual ¢ = +1.
Definamos entao

Wo ={(ar,a2,...,an,...) | nEN, a;=AVi>nea; € A{\} Vj <n}.

Tal conjunto é chamado o conjunto das palavras sobre o alfabeto X, e os elementos a; # A
que aparecem como as coordenadas numa palavra w € Wj sao chamados as letras de w. Note
que, no caso n = 1, tem-se a (Gnica) palavra (A, A,..., A,...) € Wy, chamada a palavra vazia, a
qual denotaremos simbolicamente por 1. Dito de outra forma, 1 € W, é a tnica palavra sobre
X que nao possui letras. Evidentemente, tem-se a identificagdo natural X — W, dada por
T (T, A A ).

Dada w = (ay,as,...,an,...) € Wy como acima, definimos o comprimento da palavra w a ser
o inteiro [(w) = n — 1. Ou seja, [(w) é o nimero de letras de w. Em particular, [(w) = 0 se, e s6
se, w = 1. Dizemos ainda que as letras a — (a, A,..., \,...) € Wy, a # A, sdo as (nicas) palavras

de comprimento 1.

Veja que toda palavra sobre X possui apenas um ntimero finito de letras, podendo este ser nulo.
Dada w € Wy, podemos utilizar uma notagdo muito mais pratica. Caso [(w) = 0, ja denotamos
w = 1. Caso l[(w) = k > 1, podemos escrever

— €1 062 €k
w—fL’l :UQ "'iL’k,

com z; € X e ¢; = 1, para denotar a palavra w = (a1, as,...,ax, \, A, ...) € W tal que a; = xjj
e j=1,...,k Note que tal escrita é tnica, pois duas sequéncias (a;);en € (b;)ien sd0 iguais se, e
so se, a; = b; para todo 1.

O conjunto W, possui uma operagao binaria, chamada concatenacao de palavras. Dadas v, w €
Wy arbitrarias, definimos a concatenacao de v e w a ser a palavra vw, construida da seguinte forma:
se v = 1, entdo vw = w; analogamente, se w = 1, entdo vw = v; caso sejam v # 1 # w, escrevendo



v=ytys2 .yl e w = a$a5? - 25F como acima, define-se vw = yd g2 - - yPaSas? - - a5k Segue-
se que toda palavra nao-vazia é a concatenacao de suas letras.

Dada uma palavra w € W, dizemos que v € Wy é uma subpalavra de w quando v =1 ou v =
aitxy, caso sejam w = x'ay? - aff #1e 1 <i<j <k Um prefizo de w = af'ag® - aff #1
é qualquer subpalavra v da forma v = x7'x5? - - xjj ou v = 1, no qual j < k. Analogamente, um
sufizo de w = z7'x3* - - 23F # 1 é qualquer subpalavra v da forma u = 27’25 -+ x;* ou u = 1,
no qual ¢ > 1. Como a unica subpalavra da palavra vazia é ela prépria, convencionamos que seu
tnico sufixo (e seu tnico prefixo) é a prépria palavra vazia 1.

Seja w € Wy. Definimos sua inversa w™' € W, da seguinte maneira: se w = 1, pomos
wl = 1; se w = z7'---27* # 1 pomos wt = x,7*-- 27", Tem-se entdo que 17! = 1 e
(w1 =w, Yw € W,

Dizemos que uma palavra w € Wy é reduzida quando w nao contem subpalavras nao-vazias
da forma vv~!'. Convenciona-se, em particular, que a palavra vazia 1 € W, é reduzida. Note que
a concatenagao de palavras reduzidas nao é necessariamente reduzida, ja que l(w) # 0 implica
que ww~ ! é nao-reduzida. Vé-se ainda que toda subpalavra de uma palavra reduzida é também
reduzida.

Facamos uma observagao importante. Para quaisquer duas palavras reduzidas w,w’ € Wy,
podemos escrever w = uv e w’ = v~ '/, para uma tnica subpalavra maximal v € W, e subpalavras
u de w e v de w'. Com isso queremos dizer que v é o Unico sufizo de w de maior comprimento
tal que v™! é prefixo (de comprimento maximal) da palavra w’. Para garantir isso, basta ver que
as subpalavras v, u ou u' podem ser vazias. Mais precisamente, o caso v = 1 ocorre quando a
(possivel) ultima letra de w nao for o inverso da (possivel) primeira letra de w’, e os outros dois
casos ocorrem quando w~! é prefixo de w’ e vice-versa. Tem-se que a unicidade da escrita de
palavras e a exigéncia de comprimento maximo de v garantem que v é Unica, e também que a
(possivel) dltima letra de u ndo pode ser inversa da (possivel) primeira letra de u'.

Para ilustrar o fato acima, considere w = zx{'z5*x5* e w' = x3 x5 “*x] 'y reduzidas, no qual
x #y. Tem-se que ¥ = 25225 é um sufixo de w tal que w = ud e w’ = v/, no qual u = xz]
e v = z;"'y. Porém, [(0) ndo é a subpalavra de comprimento maximal com tal propriedade,
e portanto v nao pode ser o sufixo maximal como acima. Nesse exemplo, o sufixo procurado é
v =127'25225, e tem-se w = v, W= v ly.

Feitas tais consideragoes, prosseguiremos com a existéncia e unicidade do grupo livre.

Teorema 1.1.4. Seja X um conjunto. Entao:
i. Existem F grupo e i: X — F funcao injetiva tais que (F) 1) é livre sobre X;
ii. Se (Fy,i1) e (Fy,i2) sao livres sobre X, entdo existe um tdnico ¢ : F; — Fy isomorfismo de

grupos tal que ¢ o i1 = is.

Demonstragao. i. (Existéncia) Manteremos a notacgao estabelecida anteriormente. Dado en-
tao X conjunto arbitrario, considere Wy o conjunto das palavras sobre X e a operacao de
concatenacdo, como acima.

Defina F' = {w € Wy | w é reduzida}. Definamos um produto - em F' a ser a seguinte
operacao: dadas w,w’ € F, podemos escrever, de maneira tinica, w = uv e w’ = v~ 4’ como



nos paragrafos acima (v de comprimento maximal); ponha entao w - w' = uu'. Veja que uu’
de fato pertence a F', pois como observado anteriormente, a (possivel) tltima letra de u ndo
é inversa da (possivel) primeira letra de v/, ou seja, uu’ ndo contem subpalavras da forma
tt~!, sendo portanto reduzida. Tal operacio é chamada justaposicao.

Nossa primeira observacao € que, para qualquer w € F, tem-se 1 -w =1lw=w=wl=w-1
ew-wl'=1=w"' w. Assim, a palavra vazia é elemento neutro para -, e todo elemento

de F' admite inverso para tal operacdo. Mostrando associatividade, garantiremos que F' é
grupo com a justaposicao.

Para cada x € X e € = £1, considere as aplicagoes o, : F' — F' definidas por:

%, se w = 1;
Ope (W) = wfwTtas? -2tk se w =72 xF £ 1eat # (277
3 -ak) sew = xitast - atk #£lea® = (af) 7L

Veja que 0,00, = 0,--00,- = idp. Logo, vale a relagio (0,:) "1 = 0,-, e tem-se 0,- € Sp,
no qual Sr denota o grupo das permutagoes (bije¢des) de F'. Considere agora H o subgrupo
de Sp gerado por Xy := {0, | * € X}.

Sendo H = (Xx), tem-se que para todo o € H\{idr} podemos escrever a = o

100-77J20. . .OO—nk
1 T2 T’
no qual z; € X, n; € {—1,1}, e ainda o7 # (o2it1)~!, pois caso contrario poderiamos

Ti4+1
cancelar tais termos inversos da fatoracdo da permutacao a. Além disso, tal fatoragao é
Unica, pois a(l) = z{'xy? - x)* € F C W, e ja observamos que a escrita de uma palavra

¢ tinica. Dessa forma, para cada a € H, existe uma tnica w € F tal que o(1) = w (no
caso a = idp, tem-se w = 1 € F). Afirmamos que, para o, € H com «(l) = w € F e
B(1) =w' € F, vale aof(1) = w-w'. De fato, escreva w = uv e w’ = v~ v’ como na definicio
de justaposi¢io. Denotando d,7,6" € H as (inicas) permutagoes tais que (1) = u, y(1) = v
e §'(1) =/, a fatoragdo de a, 8 € H = (Xx) nosdd a =dovye f=~"10od. Além disso,
tem-se d o y(1) =uv ey 1o d (1) = v 1. Logo,

aoB(l)=(Fo7)o(y " o) (1) = b8 (1) = ur' =w-w.

A associatividade de - em F torna-se imediata. Sejam wi,wq, w3 € F quaisquer, e tome
aq, a9, a3 € H as (lnicas) permutagoes tais que a;(1) = wy, as(1) = wq, asz(1) = ws. Como
H é grupo com a composicao de permutagoes o, tem-se

wy - (we - w3) = a0 (g oasz)(l) = (g 0ag) oas(l) = (wy - ws) - ws.

Portanto, F' é um grupo, com a operacao de justaposicao de palavras.

Como toda palavra unitaria é reduzida, tome 7 : X — F' como sendo a identificagdo natural
r—x=(x,\...,\...) € F C W, Evidentemente, i é injetiva. Afirmamos que (F,i) é
livre sobre X.

Sejam G grupo e f : X — G fungdo. Defina ¢ : FF — G a ser p(1) = 1g e p(w) =
f(x1)e f(xe)®2 - - fxp)®* se w = x7'a5? - - 23F € F\{1}. Por construcdo ¢ oi = f. Dadas
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w,w’ € F quaisquer, escreva w = uv ¢ w = v~ 'u’ como na definicdo de justaposicio. Tem-se
o(w-w') = p((uww) - (v™1)) = p(uu'). Como a (possivel) dltima letra de u ndo é inversa da
(possivel) primeira letra de v/, segue-se da defini¢ao de ¢ que p(uu') = p(u)p(u’). Novamente
da defini¢io, p(@ ') = p(@)~!, Y € F, o que implica p(u)p(u') = p(u)p(v)p() p(u') =
o(u)p(v)p(vHe(u'). Mais uma vez, como a (possivel) tltima letra de u ndo é inversa
da (possivel) primeira letra de v, vale ¢(u)p(v) = @(uv). Analogamente, p(v™)p(u') =
o(v'). Logo,
p(w - w') = pluu') = p(uv)p(vu') = p(w)p(w),

ou seja, ¢ : F' — G é homomorfismo de grupos. Para a unicidade, suponha que ¢ : F' — G
seja também homomorfismo tal que ¢ oi = f. Sendo 1) homomorfismo, tem-se (1) = 15 =

€1 .62

©(1). Para w = 27'a5? ... x7F € F\{1} qualquer, tem-se

d(w) = (att - 25" - ayf) = (a7 (a5?) - (i) = @) (w2) - - ()™
= (Y oi(z)) (Y oi(ws)) - (Yoi(z)™ = flz1)™ flwa)” - ( K
= p(w).

Logo, ¢ é unica. Portanto, (F), ) é livre sobre X.

ii. (Unicidade) Observe primeiro que, da propriedade universal do grupo livre, idg, e idp, sdo

os unicos homomorfismos tais que idp, o i; =

i is 11 e idp, 019 = 19. Novamente da propriedade

Fy X Fy universal, existem tnicos homomorfismos ¢y :

F, — B € Qg : Fy — I tais que (,0102'1 = 19

idp, . p idp, e Vo o‘iQ = @1 Logg, (p10 502) 0 19 :22 e (pg0

1) 04y = i1, e assim a unicidade inicialmente

7 ¥1 S apontada implica @10y = idp, € 0@ = idp,.
l<------- - - - - - - 2

Portanto ¢ := ¢, : Fi — F, é isomorfismo, com
P2 P Ooi = is.

]

Devido ao Teorema 1.1.4, passaremos a tratar do Grupo Livre F' sobre um conjunto X e,
quando conveniente, consideraremos F' como o conjunto das palavras reduzidas sobre X com a
operacao de justaposicao.

A escolha da notagdo i : X — F também é sugestiva: como vimos na demonstracao de
existéncia, ¢ € injetiva, e assim passamos a identificar X como subconjunto de F' via ¢ : X — F.
Com isso, é usual dizermos simplesmente que F' é o Grupo Livre sobre X, omitindo a inclusao i.
Ainda em tais consideragoes, dizemos que X é uma base do grupo F (ao invés da imagem i(X)).
Passamos entao a adotar a notacao F' = F'x quando quisermos especificar o conjunto base.

Como sugerem a notagao e a prova do Teorema 1.1.4, tem-se o seguinte:

Proposigao 1.1.5. Se F' ¢ livre sobre X, entao (X) = F.

Demonstragdo. Segue direto da construcao do grupo livre como o grupo das palavras reduzidas
sobre X, e da sua unicidade a menos de isomorfismo.
O



Note que a base de um grupo livre F' nunca é tnica se F' # {1}. De fato, se F' é livre sobre
X, entdo X! é também uma base de F, pois tanto X ! gera F' como grupo, quanto poderfamos
ter tomado j : X' — F, 27— 27! = (z71,\,..., \,...) na construcio dada no Teorema 1.1.4
e feito a demonstracao dali em diante substituindo X por X!, Assim, faz sentido indagarmos se
ao menos o numero de elementos das bases de F' é invariante.

Proposigao 1.1.6. Sejam X; e X, conjuntos finitos, (F1,i1) e (Fy,i2) grupos livres sobre X e
Xy, respectivamente. Entao F} & Fy, <= |X;| = | X/

Demonstragio. Denote Hom(A, B) o conjunto dos homomorfismos entre os grupos A e B.
Suponha F; e F; isomorfos. Da propriedade universal, para cada funcdo f : X — Z/27Z

existe um tnico homomorfismo ¢ : F — Z/2Z (que estende X; —— F}). Por outro lado, todo
homomorfismo v : F; — Z /27 estende a restri¢do ¥ |x, : X1 — Z/27Z, e pela propriedade universal,
1 é o unico homomorfismo com tal propriedade. Logo, existe uma bijecao entre o conjunto de
fungoes de X a Z/27Z e o conjunto de homomorfismos de F; a Z/27, donde |Hom(Fy,Z/2Z)| =
{f: X1 — Z/2Z | f é funcdo}| = 2™, Analogamente, | Hom(Fy, Z/27Z)| = 21*2I. Como F} = F,
tem-se 2X11 = | Hom(Fy,Z/2Z)| = | Hom(Fy, Z/27)| = 22I. Portanto, | X;| = | X3|.

X, c F X, c o
f />>\Q 7vZ)|X1 N
7.)27 7.)27

Reciprocamente, suponha | X;| = | X;|. Entao existe uma bijegao g : X; — X,. Da propriedade
universal, existe um tnico homomorfismo ¢, : F; — F5 tal que ¢ 013 = i3 0 g. Da mesma forma,
existe um tinico homomorfismo ¢, : Fy — F} tal que g 0y =43 0 g 1. Logo, i1 = @s 0 (iy0g) =
(p2 0 1) 0 iy, donde ¢y 0 1 = idp,, j4 que a identidade é o inico homomorfismo que estende 4.
Analogamente, obtem-se ¢y o 9 = idp,. Portanto, F} = F.

) 7
X, — ' LR X, 2 . P
g gt
’ig 31
F2 Fl

]

Tal resultado é valido também para bases infinitas [3, Proposigao 6, p.12], cuja prova depende



do axioma da escolha, e a qual ndo abordaremos aqui. A invariancia da cardinalidade da base nos
permite estabelecer:

Definigao 1.1.7. Dado Fx o grupo livre com base X, definimos posto(Fx) = | X]|.

Dado qualquer conjunto, ja garantimos a existéncia de um grupo livre sobre tal conjunto.
Ampliamos agora nossa no¢ao de grupo livre para grupos arbitrarios.

Definicao 1.1.8. Um grupo G é dito livre se existe um conjunto X tal que GG é isomorfo ao grupo
livre Fy.

As nocgoes anteriormente estabelecidas apresentam-se de modo andlogo. Se 6 : Fxy — G ¢
isomorfismo, dizemos que #(X) é uma base para G, e que G é livre sobre §(X). Novamente, G
nao possui uma unica base se G # {1} (basta considerar, por exemplo, automorfismos de G e
as respectivas imagens da base). Porém, da Proposigao 1.1.6, a cardinalidade das bases de G
é invariante, e a bijecao nos da |#(X)| = |X|. Dizemos entao que |X| é o posto de G. Assim
como no caso do grupo livre, em que identificamos naturalmente a base X < Fy, podemos,
quando conveniente, identificar a base X como subconjunto de GG por meio da aplicacao injetiva
foi: X — @G.

Evidentemente, se G é um grupo livre, entao GG se comporta como o grupo das palavras reduzidas
sobre sua base, no seguinte sentido: se Fx é livre sobre X com 6 : Fy — G isomorfismo, entao
todo elemento de G da forma g5 --- gi* é nao-trivial, se g1,...,gx € 0(X) e g7 # (¢5it") ! Tal
fato segue da construgdo dada no Teorema 1.1.4. Como consequéncia, subgrupos gerados por
subconjuntos de uma base sdo também livres.

Proposicao 1.1.9. Seja F'x grupo livre com base X C Fx. Se Y C X, entdo (Y) < Fy é livre
com base Y.

Demonstragao. Da observagao acima, o uinico elemento trivial do conjunto de palavras reduzidas
sobre X ¢é a prépria palavra vazia, e o mesmo vale para Y, ja que Y C X. A construgao do grupo
livre sobre Y e a Proposicao 1.1.5 garantem o resultado. O

A propriedade acima nao se restringe somente a subgrupos gerados por elementos de uma base.
Um resultado muito mais forte das teorias combinatoria e geométrica de grupos, devido a J. Nielsen
e O. Schreier, é valido. Citamo-lo a seguir. Referimos ao leitor [9, p. 22], para uma demonstragao
combinatoria via o método do transversal de Schreier, ou [19, pp. 383-384] para uma demonstragao
geométrica utilizando a¢oes de grupos sobre complexos e seus grupos fundamentais.

Teorema 1.1.10. Sejam F um grupo livre e H < F. Entao H é livre e, se [F' : H| e posto(F)
sdo finitos, entao
posto(H) = [F : H](posto(F) — 1) + 1.

Veremos em seguida mais algumas propriedades de grupos livres.



Definicao 1.1.11. Uma palavra reduzida nao-trivial w = a7'x5? - - - af* € Fx\{1} é dita ciclica-
mente reduzida se x7* # (x7*)71, isto é, a primeira letra de w ndo é inversa da ultima letra de w.

Observe que, se w € Fx\{1} é ciclicamente reduzida entao, para cada inteiro positivo n,

W'=wew - we W= www - - - w,

n termos n termos
donde l(w"™) = n - l(w).

Proposicao 1.1.12. Para cada palavra nao trivial w em um grupo livre Fl, existem palavras

u,v € Fx tais que v é ciclicamente reduzida e w = wvu™".

Demonstragio. Seja w = x7'a5? - - - x;F € Fx\{1}. Tem-se que

o = wow = (af e af) (e o).

Da definicao de justaposicao, existem wy, wo, w3 € Fx subpalavras de w tais que simultaneamente
w = wiwy e w = wy 'ws, e ainda w - w = wyws. Na notacdo w = x7'x3’ - - - ¥, queremos dizer que
existe m > 0 tal que

2 _ L E1,.82 Ek—m _E14+m €k—1 €k
W =w-w==2y Ly T Ligm "~ L1 T -

Observe que m = 0 <= w é ciclicamente reduzida, e nesse caso basta tomar u =1 e v = w. Caso

/. . . . Ek—m El14+m\—1

contrario, como a subpalavra ws acima tem comprimento maximal, segue-se que x,* " # (x4 ) "
~ € El— ~ 7 . . .

Ponha entao u = x{'z5* - - - 25" e v =z - - 2,7 Por construcgdo, v é ciclicamente reduzida, e

deduz-se da equacio acima que w = uvu !, O

Corolario 1.1.13. Todo grupo livre é livre de torcao, isto é, o Unico elemento de ordem finita
num grupo livre é o elemento neutro.

Demonstragdo. Seja Fx grupo livre com base X. Lembremos que, para qualquer w € Fl, vale
l(w) =0 <= w=1. Com isso, dada w € Fx\{1} arbitréria, basta provar que I(w") > 0, para
todo inteiro positivo n. Pela Proposicao 1.1.12, podemos escrever w = uvu ™!, no qual v € Fx\{1}
é ciclicamente reduzida e, em particular, [(v) > 1. Dessa forma,

w" = (wou™t) - (wou) - (wou™h) - (wont) = wou !

n termos
Logo, l(w™) > l(v™) =n-l(v) > n > 0, ou seja, w™ # 1. O
Proposicao 1.1.14. Todo grupo é quociente de um grupo livre.

Demonstracao.

Seja G um grupo arbitrario e fixe X um conjunto qualquer para
o qual existe uma bijecao f : X — G, z, — ¢g € G. Considere
entao F'x o grupo livre com base X. Pela propriedade universal,
f existe um homomorfismo ¢ : Fx — G que estende f. Como f
é bijecdo, ¢ é sobrejetiva. Logo, pelo Teorema do Isomorfismo,
Fx/ker(¢) =Im(p) =G.

X— Fx

]
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1.2 Geradores e Relacoes

Estabeleceremos nesta secao as propriedades definidoras de um grupo, previamente mencio-
nadas, que conduzem a uma nocao geral de apresentacoes de grupos. Uma definicao simples de
geradores e relagoes, aqui adotada, é dada em Rotman [19]. Propriedades e exemplos adicionais
podem ser encontrados em Cohen [3], Johnson [9] e Magnus-Karrass-Solitar [13].

A Proposicao 1.1.14 nos permite estabelecer a definicao formal de geradores e relagbes em um
grupo arbitrario, que determinam completamente tal grupo como o “mais livre possivel” restrito
as condigoes (relagoes) dadas.

Recordamos o leitor que, dados H um grupo e S C H, o subgrupo K = (S) gerado pelos
conjugados de elementos? de S ¢ o menor subgrupo normal de H que contem o conjunto S.

Definicao 1.2.1. Dados G um grupo, X um conjunto e R C Fx um subconjunto do grupo livre
com base X, dizemos que o par (X, R) é uma apresentag¢io do grupo G quando G = Fx /N, no
qual N = (Rfx). Nesse caso, os elementos de X sdo ditos os geradores, e os elementos de R sao
ditas as rela¢oes na apresentacao dada.

Equivalentemente, dados G um grupo, X um conjunto e 7w : Fx — G um epimorfismo do grupo
livre com base X sobre G, dizemos que 7 é uma apresentacao de G. Nesse caso, tomando-se um
subconjunto R C Fx tal que ker 7 = (R¥*), retorna-se a notacao acima e diz-se que o par (X, R)
é uma apresentacao de G.

E comum denotar-se G = (X | R) para dizer que (X, R) é uma apresentacdo de G. Outra nota-
gao comum é identificar os elementos r € R por equagbes 7 = 1 na apresentacdo G = (X | R = 1).
Tal notacao é conveniente em certos contextos devido ao epimorfismo 7 : Fx — G com ker(n) =
N = (RF*) pois, no grupo quociente Fx/N = G, os elementos r € R sido todos triviais, isto é,
rN =N = 1FX/N = 1g.

X — Fy

e
.
e

/>}‘\’

L

e
e
e
e

e ~J A\

G " F¢/N

Ainda em tais consideracoes, podemos identificar uma relacao da forma uv~! € R tanto por uma
equacao uv~! = 1 quanto por uma equacao u = v. Quando nenhuma relacao é dada, isto ¢, caso
R = @, costuma-se denotar G = (X | ). Em diferentes contextos pode ser também conveniente
utilizar a definicdo via epimorfismo, isto é, dizer que 7 : F'x — G é uma apresentacao de GG, para
explicitar possiveis contas ou resultados.

Sem maiores comentarios, utilizaremos qualquer uma das notagoes dadas, quando for conveni-
ente.

Exemplo 1.2.2. (X, o) é uma apresentacao do grupo livre Fx. Tais grupos sdo os tnicos a
admitirem apresentagoes sem relacoes.

2Alguns autores denotam K = (S)H.
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Exemplo 1.2.3. (z | z = 1) é uma apresentacao do grupo trivial.
Exemplo 1.2.4. Z/Z, = (z | ") é uma apresentac¢ao do grupo ciclico de ordem n.

Exemplo 1.2.5. Dy, = (z,y | 2" = 1,4*> = 1, (zy)? = 1) é uma apresentagio do grupo diedral de
ordem 2n.

Exemplo 1.2.6. Se G = (X | R) e H = (Y | S), entdo o produto direto é dado por G x H =
(XUY | RUSU{[z,y] : =€ X,y €Y})eoproduto livre é dado por GxH = (X UY | RUS).

Trabalhemos um pouco mais na Definicao 1.2.1. Seria tentador identificar o conjunto de gera-
dores X como subconjunto do grupo G = (X | R). Porém, sendo 7 : F'x — G uma apresentagao
de G, ndo necessariamente a aplicagdo f = 7|x : X C Fx — G é injetiva. Assim, contextualmente,
pode ser mais seguro tratar da familia de geradores {m(z)}.ex de G. Nao somente isso, mas o fato
de ser R C Fx nos da a possibilidade de acrescentar relagdes redundantes na apresentacao dada,
no seguinte sentido: sendo G = (X | R), é possivel que exista S C Fx tal que G = (X | RUS)
também.

Exemplo 1.2.7. Considere G = (x,y | 2"y "}, zyzy 'tz ly™) = (z,y | 2™ =y, zyz = yay).
A segunda relagdo nos da (zy)x(zy)~! =y, e assim y" = ((zy)z(zy)™!)" = (zy)z"(zy)~'. Substi-
tuindo duas vezes a primeira relacdo, obtem-se y" = xyy "ty la~t = py" Tl = zana! = 2",
De volta na primeira relacao, conclui-se que y = 1, e assim a segunda relacao implica z = 1.
Portanto GG é o grupo trivial.

Exemplo 1.2.8. Sejam n € N e R = Upen{z"} C Fluy, e considere G = (z | R). Note que G ¢é
um grupo ciclico. Agora, a primeira relacdo de R é dada por 2" = 1, e assim z*" = 1 para todo
k € N. Dessa forma, os elementos nao-triviais de G sdo aqueles de ordem menor ou igual a n — 1.
Portanto G = Z/nZ.

2 1

Exemplo 1.2.9. Seja G = (z,y | 2%, v?, 27 'y~lzy). A ltima relacdo nos mostra que G' é um
grupo abeliano, e assim todo elemento ¢ € G ¢é da forma g = x™y™, para n,m € Z. Deduz-se
entdo das duas primeiras relacoes que os elementos nao-triviais de G sdo x, 22, y, zy e 22y, de
modo que |G| = 6. Verifica-se que G é o grupo ciclico gerado pelo elemento zy, cuja ordem é 6.
Portanto, G = Z/6Z.

A propriedade intuitiva de ser G = (X | R) o “grupo mais livre possivel” gerado por X e sujeito
as condigoes (relagoes definidoras) determinadas por R pode ser formalizada no seguinte teorema,
devido a W. von Dyck.

Teorema 1.2.10. (von Dyck) Seja G = (X | R) = Fx/N, no qual N = (R*). Sejam ainda H
um grupo, f : X — H fungao e v : F'x — H o homomorfismo que estende f. Se R C ker(y), entao
existe um homomorfismo ¢ : G — H tal que ¥(zN) = f(x), Yo € X. Mais ainda, 1) é sobrejetiva
se H=(f(X)).

Demonstragdo. O teorema é consequéncia do seguinte resultado algébrico classico: Se d : A — B é
homomorfismo e 7 : A — C' é epimorfismo, entao (kerm C keré —> 3!0 : C' — B homomorfismo
tal que o = 0).
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Pelo comentério acima basta mostrar que N C ker(y). Tem-se N =
(RY'x = {grg™' | g € Fx, r € R}. Dado entao n = grg~! € N,
tem-se que (n) = p(grg™") = (g)p(r)p(g)~'. Como R C ker(yp),

f < por hip6tese, segue-se que p(n) = ¢(g)p(g)™' = 1x. Logo, N C

ker(yp). Agora, se H = (f(X)), é imediato que 1 é sobrejetora, ja

H oo é que o conjunto {zN |z € X} gera o grupo G e (xN) = f(x), Vz €
Y X.

]

Corolério 1.2.11. Sejam G = (X | R), Y conjunto arbitrdrio e S C Fxyuy qualquer. Denote
N = (R"™) e N = ((RUS)"™v). Entao existe um homomorfismo ¢ : G — H = (X UY | RUS)
que “fixa” X isto é, (zN) = N, Vo € X.

Demonstragdo. Basta tomar f a composicio X — X UY — Fxoy —» H, ¢ : Fx — H o
homomorfismo que estende f e aplicar o Teorema de von Dyck. O]

1.3 Grupos Finitamente Apresentaveis

Encerraremos este capitulo com o caso particular de nosso interesse, o de apresentacoes finitas.

Definig¢ao 1.3.1. Um grupo G é dito finitamente apresentavel quando admite alguma apresentagao
G = (X | R) tal que X e R sao ambos finitos.

Evidentemente, todo grupo finito é finitamente apresentavel, pois basta tomar o conjunto das
relagoes como o conjunto induzido pela tabela de multiplicacao do grupo, e os geradores como
todos os elementos do grupo. Porém, a medida que a ordem do grupo aumenta, a apresentacao
dada pela tabela de multiplicacao torna-se muito carregada, o que dificulta inferir propriedades do
grupo. Mesmo apresentagoes finitas de grupos de ordem pequena, como no Exemplo 1.2.7, podem
nao fornecer tao trivialmente informagoes sobre o grupo.

Em todo caso, é natural considerar conveniente trabalhar com a menor quantidade possivel de
relacoes. Evidéncia disso é a prépria definicdo de apresentacdo como um epimorfismo 7 : Fiy — G,
pois quanto menos relagoes tivermos, mais “préximo” o quociente G sera do grupo livre Fx, que
por sua vez é um objeto bastante conhecido. Veremos mais adiante condig¢oes que estimam a quan-
tidade de relagdes numa apresentacao, a partir do niimero de geradores. Tal estimativa relaciona-se
& desigualdade de Golod-Safarevi¢ [7]. Uma das implicacdes do Teorema a ser provado é que, caso
seja “pequeno” o ntmero de relagoes (no sentido a ser apresentado), o grupo serd “grande” (no
sentido de admitir certos quocientes infinitos).

Em geral, o problema de se determinar se um dado grupo ¢ finitamente apresentavel é dificil.
Por outro lado, ha algumas situagoes favoraveis — como as dadas abaixo, de subgrupos e extensoes
—nas quais ha condigoes simples para resolver tal problema.

Proposicao 1.3.2. Sejam G = (X | R) um grupo finitamente apresentavel com | X| =de |R| =,
e H < G um subgrupo com indice finito n. Entdo H admite apresentacao finita com d; = n(d—1)+1
geradores e r; = nr relagoes.
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Demonstragio. Denote F' = Fy, m : F — G o epimorfismo proveniente da apresentacao G =

(X | R) 2 F/N, keem = N = (RF). Defina F; = 7 '(H) < F. Tem-se posto(F}) = d; e
[F': F\] =[G : H] = n. Pelo Teorema 1.1.10, F; é grupo livre e vale d; = n(d — 1) + 1.
Como o indice de Fy em F' é n < oo, podemos tomar T = {ty,...,t,} conjunto finito de F' tal

que F'= UL 1;F1. Denote R = {ul, ..., u,}. Para cada f eF, ex1ste (inico) j tal que f € t;F,
digamos f = t; f Com isso, f~tu;f = f 1t_1u2t fe {t; Yuit }Fl Logo, R C kerm = 7~ ({1})

7~ '(H) = Fy. Mais ainda, (R") = ((U}_, RtJ)F1> de modo que o conjunto Ry = U}_, R" gera o
niicleo da restrigao m = 7T|F1 : F —> m’ Logo, 11 = |Ro| = Xj_; [RY| = n - |R| = nr. O

Proposicao 1.3.3. Sejam G um grupo e K <G. Se K e G/K sao finitamente apresentaveis, entao
G é finitamente apresentavel.

Demonstragio. Sejam « : Fx — K e  : Fy — G/K apresentacoes finitas de K e G/K com
ker « = (RFx) e ker § = (S*Y). Sem perda de generalidade, suponha X NY = &. Considere entao
F = Fxyuy o grupo livre com base X UY. Identificaremos aqui Fx — F e Fy — F, e portanto
R,S CF.

Para cada y; € Y, fixe g; € G tal que g; K = ((y;). Defina f: X UY — G a funcao tal que
f(z;) = az;) e f(y;) = gj, Vo, € X, y; € Y. Da propriedade universal do grupo livre, existe um
tnico homomorfismo ¢ : F' — G tal que ¢|xuy = f e, por construgao, ¢ é sobrejetiva. Afirmamos
que existe 7' C F finito tal que ker p = (T'T'), o que implicard o resultado.

Dado s; € S arbitrario, existe t; € Fx < F tal que ¢(s;) = ¢(t;), pois ¢(s;) K = f(s1) = 1k,
isto é, p(s;) € K = Ima. Analogamente para quaisquer y; € Y, x; € X, existe u;; € Fixy < F tal
que (y; 'wiy;) = o(uy), pois (y; wiy;) K = (ﬁ(yj) fa(r:)B(y;)) K = 1o/ = K, ja que a(x;) €
K e K énormal em G. Definamos entdo S = {t;'s; | s, € S}, T = {ui'y; 'y | € X, y; €Y}
eT=RUSUT, e denote N = (TT).

Seja H=(XUY |T) = F/N. Por simplicidade, identifiquemos X e Y com suas imagens em
F/N = H. Por construgao, N C ker ¢, e assim podemos considerar @ o epimorfismo induzido por
¢ em ®: H — G, notando que P satisfaz @(x;) = a(x;) e P(y;) = gj, Vr; € X, y; € Y. Considere
agora H; = (X) < H o subgrupo de H gerado pela imagem de X em H. Como T' D R, as relagoes
R que definem a apresentacdo K = (X | R) sao todas validas em H = (X UY | T'), o que implica
que @, := @|y, : Hy — K é isomorfismo. Mais ainda, vale que @,(h) = «a(zf' -+ z5m), para todo
h € Hy = (X) escrito como palavra reduzida h = x7" - - - 25 sobre X C Fx < F.

Agora, como as relacoes na apresentacio H = (X UY | T) incluem T = {u;jlyj_ Yry; | @ €
X, y; € Y} C T, segue-se que H; = (X) < H é normal, pois os elementos u;; € T foram escolhidos
em Fy < F| ie., sao palavras reduzidas sobre X. Podemos considerar entao o quociente H/H.
Como, por construcao, vale que p(H;) C L, induz-se um epimorfismo @, : H/H; — G/K tal que
©y(hHy) = p(h)K. Mas, nesse caso, as relagbes S que definem a apresentacio G/K = (Y | 5)
sdo todas validas em H/H; = %, pois P(z;) = a(z;) e P(y;) = ¢9; Vo, € X, y; € Y. Isso
significa que @, : H/H; — G /K é isomorfismo.
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Em outras palavras, construimos o diagrama comutativo

K< G - G/K
P1 » (2
Hl(_ H ‘H/Hl

no qual os homomorfismos nas linhas sao as inclusdes e projecdes naturais, respectivamente, e os
dois homomorfismos nos extremos sao isomorfismos. Logo, o homomorfismo % ¢é bijetivo, ou seja,

G~H=(XUY|T). 0

Como vimos na se¢ao anterior, mesmo grupos finitos podem ter apresentacoes infinitas, com
elementos redundantes no conjunto de geradores ou no conjunto de relagdes. Convém também
questionar se a noc¢ao de finitamente apresentavel esta bem-definida, no sentido de que toda apre-
sentacdo de um grupo finitamente apresentavel deveria poder ser “transformada” numa apresen-
tacdo finita. Veremos mais adiante que sim.

O Corolario 1.2.11 do Teorema de von Dyck fornece uma formalizacao do que ocorre ao adici-
onarmos relagoes a apresentacao de um grupo: se nao adicionarmos geradores, obtemos um quo-
ciente da apresentacao original; por outro lado, podemos construir subgrupos da apresentacao se
pudermos (no quociente do grupo livre) “fixar injetivamente” subconjuntos dos geradores, restritos
as relacgoes dadas. Como vimos no Exemplo 1.2.8, tal processo pode resultar num isomorfismo. Isso
significa que podemos tanto adicionar relagoes redundantes a uma apresentagao (Exemplo 1.2.8),
quanto remover geradores (Exemplo 1.2.7), ou ainda modificar o conjunto gerador (Exemplo 1.2.9).
Vejamos agora maneiras de passar de uma apresentacao a outra.

Notemos que se G = (X | R) e S C N = (RFx) é qualquer, entdo vale ainda G = (X | RU S),
ja que relagoes acrescidas por S em nada influenciam no quociente Fx /N = G. Estabelece-se a

Defini¢ao 1.3.4. Dizemos que uma apresentagao (X | RUS) vem da apresentacao (X | R) via
uma transformagio geral de Tietze do tipo I quando S C N = (RFx). Nas mesmas condigdes,
dizemos que (X | R) vem de (X | RU S) via uma transformagio geral de Tietze do tipo I'. Nesse
caso, ambas apresentam o mesmo grupo, isto é, (X | R) = (X | RUS).

Trabalhemos agora no caso de apresentacoes as quais sao adicionados novos geradores. Consi-
dere novamente uma apresentacdo G' = (X | R) e seja Y conjunto tal que X NY = @. Com isso,
para cada elemento de Y podemos fixar um tnico elemento de Fx, definindo-se uma aplicacao
injetiva ¢ : Y — Fx, y — g,. Nessa notacao, defina S = {ygy’1 | y € Y} C Fxuy (aqui, estamos
identificando Fx < Fxyuy, e assim R C RU S C Fxyy). Afirmamos que H = (X UY | RUS)
é também uma apresentacao de G. Para ver isso, construiremos um epimorfismo 3 : H — G e
um homomorfismo a : G — H tais que a o § = idy, o que implicarda que 3 é injetiva e, portanto,
isomorfismo.

Denote N = (RFx) e N = (RUS)Fxwo) o : Fx — Fx/N =G et : Fxoy — Fxuy/N = H

15



XUY ©— Fyuy

Fx

7
»

as projegoes canonicas. Defina uma funcao f : X UY — Fx de
modo que f(z) = z e f(y) = gy, Vo € X,y € Y. Pela pro-
priedade universal do grupo livre, existe um tnico homomorfismo
6 : Fxuy — Fx que estende f, e assim 0(z) = z, 0(y) = g,, Vz €
X, y € Y. Tem-se portanto um epimorfismo pof : Fx,y — Fx /N,
jé aue Fx/N = ({tN}aex) = ({p 0 0(z) bacx). Veja agora que

RUS = RU{ygy1 | y € Y} C ker(po8), pois para quaisquer r € R C Fx C Fxuy, y € Y e
gy € I'x C Fxyuy tem-se

pol(r)=p(r)=rN=N=1¢ Fx/N,

po0(yg,")

= (0(y)0(g,) ") = @(gy)p(g,) ' =1¢€ Fx/N,

ja que 0 fixa X e leva y em g,. Logo, pelo Teorema 1.2.10, existe um epimorfismo 3 : FXUY/]V —»
Fx/N tal que B(xN) =N, Vz € X.

FXUY

XUYC—>FXUY

0
Q
F o
X q (0
2
coix  Ewr gy
N 3 N

Por outro lado, pela propriedade universal do grupo livre, a inclu-
sao de X em X UY C Fxuy e a projecao Fyuy —¢>:\FXUY/N
induzem um (dnico) homomorfismo § : Fxy — Fxyuy/N tal que
§(x) = N, Vo € X. Tem-se que R C ker(§) C Fx, pois como
§fixa X e R C (RUS)Fxw) = N vale §(r) =rN =N =1 €
Fxuy/ N. Mais uma vez, o Teorema 1.2. 10 nos garante que existe
a: Fx/N — FXUY/N tal que a(zN) = xN Vo € X. Mostremos
que o S =1d: FXuy/N — FXUY/N Ja vimos que para qualquer
€ X, ao B(zN) = a(zN) = zN. Agora, para todo y € Y tem-se
yN = gyN pois ygyl eSc((RU S)FXUY> N. Logo, para todo
y €Y, tem-se oo B(yN) = a05(gy ) = a(g,N) = gyN. Ou
seja, a o 8 fixa todos os elementos geradores de Fxy //]\\7, donde
a o 8 = id, como queriamos. Com isso, podemos estabelecer a
seguinte:
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Definigdo 1.3.5. Dizemos que uma apresentacdo (X UY | RU{yg, '}, ev) vem da apresenta-
¢ao (X | R) via uma transformacgao geral de Tietze do tipo II quando X NY = &. Nas mes-
mas condigoes, dizemos que (X | R) vem de (X UY | RU {yg, '} ey) via uma transformagio
geral de Tietze do tipo II'. Nesse caso, ambas apresentam o mesmo grupo, isto é, (X | R) =
(XUY | RU{yg; }yer).

Estamos finalmente em condigdes de relacionar apresentacoes distintas de um mesmo grupo.

Teorema 1.3.6. Dada uma apresentacao de um grupo, qualquer outra apresentagdo do mesmo
grupo pode ser obtida da primeira via uma sequéncia de transformagoes gerais de Tietze.

Demonstragio. Sejam (X | R) e (Y | S) apresentagoes de um mesmo grupo G. Suponhamos
inicialmente que XNY = &. Denote Ny = (R*) e Ng = (S7Y), e considere as projecoes candnicas
¢:Fx - Fx/Np=G, ¢: Fy - Fy/Ng = G. Para cada y € Y, escolha g, € Fy tal que ¢(y) =
©(gy), e para cada x € X, escolha h, € Fy tal que ¢(x) = ¢(h;). Note que, pela construgao dada
anteriormente, (X UY | RU {yg, ' },ey) também é uma apresentacao de G, obtida de (X | R) via
uma transformacio geral de Tietze do tipo II. Denote N = (RU {ygy_l}yey)FXUY) el: Fxuy —»
FXUY/J/V\R = G. Agora, para quaisquer x € X, y € Y, tem-se 0(x) = p(z) e 1 = H(ygy_l), donde
0(y) = 0(9,) = ¢(gy), J& que g, € R C Fx C Fxuy. Mas, por construcao, ¥ (y) = »(gy) = 0(y),
de modo que O(h) = ¥(h), Yh € Fy. Assim, 0(s) = ¢(s) = 1, Vs € S C Ng C Fy, pois
Fy/Ns = G = FXUY/NR. Mais ainda, para qualquer z € X e o correspondente h, € Fy, vale
0(hs) = ¢(hs) = @(x) = 0(x), ou seja, O(zh,') = 1. Com isso conclui-se que os conjuntos S e
{zh;'},ex estdao contidos em Ng. Logo,

(XUY | RU{yg, ' tyey USU{zh,  }oex)

¢ ainda uma apresentagio de G, obtida da apresentacio G = (X UY | RU {yg, '},ey) via uma
transformacao geral de Tietze do tipo I. Por raciocinio andlogo, (X UY | SU {zh,'},cx) é uma
apresentacao de G obtida de G = (Y | S) via uma transformacao geral de Tietze do tipo II, e

(XUY | SU{zh,'}eex URU {yg;l}y€y>

é uma apresentagao de G obtida de G = (X UY | SU{zh,'},ex) via uma transformacio geral
de Tietze do tipo L.

Portanto, (Y | S) é obtida de (X | R) via uma sequéncia de transformagoes gerais de Tietze
do tipo II, tipo I, tipo I e tipo IT’, respectivamente.

Suponhamos s agora que X NY ;é @. Tome X um conjunto tal que | X| = | X, com uma bijecao
r—=z,ecom X NY =0 = X N X. Induz-se assim uma bije¢do R — R, r — 7 e um grupo
Q (Y | R). Tem-se G = @, de modo que (X | R) também é uma apresentacdo de G. Como
XNY =2 =X nX, aplicando-se o raciocinio usado no caso anterior, segue-se que <X | R) vem
de ambas (X | R), <Y | S) via sequéncias de transformagoes gerais de Tietze, e portanto (Y | S)
vem de (X | R) via uma sequéncia de transformagoes gerais de Tietze. O

Proposicao 1.3.7. Sejam G um grupo finitamente gerado e X C G conjunto gerador qualquer
de G. Entao existe subconjunto finito Y C X tal que G é gerado por Y.
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Demonstragio. Sendo G finitamente gerado, existe Z C G finito tal que G = (7). Mas cada z € Z
pode ser escrito da forma z = 27" -+ - 23*, no qual ¢; € {—1,0,1}, Vi. Como Z é finito, existe um
subconjunto finito Y C X tal que Z C (Y), e assim G = (V). O

Proposigao 1.3.8. Sejam GG um grupo finitamente apresentével e (X | R), (Y | S) apresentacoes
de G. Se X, R eY sdo todos conjuntos finitos, entao existe 7' C S tal que G = (Y | T).

Demonstragio. Lembremos que S C (R¥*) implicaque G = (X | RUS) = (X | R), eque XNY =
@ implica que G = (X | R) = (X UY | RU{yg,  }yey) = (X UY | SU{zh, }oex) = (Y | 5).

Sem perda de generalidade, suponha que X NY = @. Aplicando transformagoes de Tietze
do tipo II, obtem-se G = (X | R) = (XUY | RU{yg, ' }yey) = (XUY | SU{zh }oex) =
(Y | S). Isso significa que s = 1g e zh,' = 1g para quaisquer s € S e x € X, de modo
que {zh;'}.ex C ((RU{yg, ' }yey)™ ). Logo, via transformacoes de Tietze do tipo I, vem
G =(XUY | RyU{zh,'}sex), no qual Ry = {yg,"' },ey UR. Note que [{zh, ' },ex| e {yg, ' }yev]
sao finitos, pois X e Y sao finitos.

Agora, R C Fx C Fxuy e {yg, ' }yeyv C Fx C Fxuy, de modo que para cada r € R e g,
podemos escrever r = ai'---a;f e g, = bfl . -b?l, no qual a;,b; € X. Defina Ry C Fxyy um
conjunto com a mesma cardinalidade de R;, obtido por substituir-se em cada palavra w € R; as
(possiveis) letras © € X pelos seus elementos h, € Fy C Fxyy correspondentes. Com isso queremos
dizer que, se w; € Ry é da forma w; = z7' -2 ou wy = ygy_l =qy- bl_5l-~-bf51, z;,b; € X,

entdo o correspondente wy € Ry é da forma wy = (hy, )t -+« (hy, )™ o wy =y - (hy,) ™% -+ - (hy, )%,
respectivamente.
Como zh;! = 1g para todo z € X, vale que wyw,' = 1g para qualquer w; € R; e seu

correspondente wy € Ry. Isso signinfica que os conjuntos R; e Ry representam as mesmas relagoes
em G, donde G = (X UY | RyU{zh '},ex). Mas h, € Fy C Fxuy para todo x € X, donde
Ry C Fy. Logo, via transformagoes de Tietze do tipo II', G = (Y | Ry).

Por serem R e {yg, '}, ey finitos, segue-se que R; é finito e portanto Ry também é finito. Sendo
(Y| S)=G = (Y| Ry), valem Ry C (S™) = ({hsh ' |s€ S, he Fy}) eScC(Ry). Com isso
podemos, para cada wy € Ry, escolher (finitos) elementos de S que aparecem na fatoracao de ws
como elemento de ({hsh™' | s € S, h € Fy}). Defina entdao T'C S o conjunto de tais elementos,
que é finito pois Ry é finito, digamos T = {s1,..., S, }. Logo,

(87) = (Ry”) < (T™) C (8™) = (Ry").
Portanto (Y | T') é uma apresentacao (finita) de G. O

Corolario 1.3.9. Se G é um grupo finitamente apresentavel, entdo toda apresentacao G = (Y | )
admite subconjuntos finitos Z C 'Y, T C S tais que (Z | T') é uma apresentagao (finita) de G.

Demonstragio. Seja G = (X | R) uma apresentacao finita de G, e seja (Y | §) uma apresentacao
qualquer de GG. Como X ¢é finito, G ¢ finitamente gerado, e assim a Proposi¢ao 1.3.7 implica que
existe Z C Y finito tal que Z gera G. Em particular, os elementos de S podem ser vistos como
produtos de elementos de Z e seus inversos. Considere entao a apresentacao G = (Z | S). Como
X, R e Z sao finitos, segue-se da Proposi¢ao 1.3.8 que existe 7' C S finito tal que G = (Z | T),
como queriamos. O
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Capitulo 2

Grupos Pro-p

Este capitulo dedica-se ao estudo de uma certa classe de grupos topoldgicos, a saber, os grupos
pro-p. A abordagem aqui utilizada passa pelo conceito de sistemas e limites inversos e grupos
profinitos. Propriedades, exemplos e caracterizacoes aqui apresentados seguem as linhas dadas em
Wilson [21] e Ribes e Zalesskii [16]. Ao fim do capitulo, introduz-se os conceitos de grupo pro-p
livre e apresentagoes de grupos pro-p, traduzidos do caso abstrato, dado no capitulo anterior, para
o contexto pro-p. Sao também expostos conceitos relacionados as algebras de grupo completas.
Os resultados finais deste trabalho dizem respeito a apresentagoes finitas de grupos abstratos e
pro-p, e a caracterizacao do grupo pro-p livre de base finita dada na tltima secdo deste capitulo
sera essencial em tais resultados.

Recordamos o leitor que um grupo (G, -) é dito um grupo topoldgico quando G é um espago
topolégico para o qual a aplicacio G x G — G, (x,y) — xy~ ', é continua (no qual G x G ¢é
munido da topologia do produto). Referimos ao leitor os livros [14] e [1] para propriedades bésicas
de espagos e grupos topoldgicos, com destaque para espagos (grupos) compactos, Hausdorff e
totalmente desconexos.

Daqui em diante, dado G um grupo topologico, utilizaremos as notagoes H, <. G, Hy <,
G, N1 <. G, N; <, G para dizer que H; é um subgrupo fechado, Hs é um subgrupo aberto, N; ¢é
um subgrupo normal fechado e Ny é um subgrupo normal aberto de GG, respectivamente.

2.1 Limites Inversos

Defini¢ao 2.1.1. Seja (I, =) um conjunto parcialmente ordenado. Dizemos que I é direcionado
quando, para quaisquer ¢,7 € I, existir k € [ tal que : < ke j 2 k.

Exemplo 2.1.2. I = N o conjunto dos ntimeros naturais, com a ordem usual, ¢ direcionado.

Exemplo 2.1.3. Seja X um conjunto. Tome I = P(X) o conjunto das partes de X com a ordem
induzida pela relacao de continéncia de conjuntos: dados A, B € I, pomos A ' B <— A D B.
Entéao (I, =') é direcionado, pois dados A, B € P(X), vale AUB D A, B € P(X).

Exemplo 2.1.4. Analogamente, dados X conjunto e I = P(X), considere em [ a ordem induzida
pela inclusdo de conjuntos: dados A, B € I, pomos A = B <= A C B. Entao (I,=X) é
direcionado, pois dados A, B € P(X), vale ANB C A, B € P(X).
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Defini¢ao 2.1.5. Sejam {X;}ic; uma familia de espagos topolégicos (ou grupos, aneis, médu-
los, grupos topoldgicos, aneis topolégicos, etc.), indexados por um conjunto direcionado I, e
{pi; + Xi = X, | 4,5 € I,i = j} uma familia de aplicagbes continuas (respectivamente, homo-
morfismos, homomorfismos continuos). Dizemos que (X;, ¢;;)r ¢ um Sistema Inverso (ou Sistema
Projetivo) de espagos topoldgicos (respectivamente, grupos, aneis, modulos, grupos topolégicos,
aneis topoldgicos, etc.) indexado! por I quando ¢ = idx, € Yjr © Yij = @i sempre que tais
funcgoes estiverem definidas, sendo 7,7,k € I e i > j > k. Em outras palavras, todos os diagramas
como abaixo, quando definidos, sdo comutativos.

X, 21X,
Pik ¢ ¥
Xk

Exemplo 2.1.6. Dados I um conjunto direcionado qualquer e X um espago topolégico (grupo,
anel, médulo, grupo topolégico, anel topolégico, etc.), defina X; = X, Vi € I, e p;; =idx, Vi,j €
I. Entao (X;, ¢i;)r = (X, idx)s é sistema inverso, chamado de sistema inverso constante.

Exemplo 2.1.7. Sejam I = N com a ordem usual, p € N primo, e G; = Z/p'Z, para cada i € I.
Para i,j € I com i > j, ponhamos ¢;; : G; — G; a ser @;j(n + p'Z) = n+ p’Z, ¥n € Z. Entao
(Gi, wij)1 pode ser visto como sistema inverso de grupos (abelianos finitos), de espagos topolégicos
(na topologia discreta), de aneis, de Z-mddulos, ou ainda de grupos (aneis, Z-médulos) topolédgicos
(na topologia discreta).

Exemplo 2.1.8. Construgoes semelhantes a anterior podem ser feitas de maneira mais geral.
Sejam G um grupo (ou grupo topolégico) e I C P(G) um conjunto de subgrupos normais de G
tal que N1, Ny € I = dN3 € I com N3 < N; N N,y. Defina agora uma relacdo de ordem em
I, semelhante a dada no Exemplo 2.1.4: dados M, N € I, ponha M = N <= M < N. Entao
(I,=) ¢ direcionado. Vé-se que os homomorfismos (respectivamente, homomorfismos continuos)
naturais pyn : G/M — G/N, gM — gN sao tais que os diagramas

PYVN

GV YN, q/N

YvmMm

G /M

comutam, quaisquer que sejam M, N € [ com M < N eV < MNN. Logo, (G/M,pnn); define
um sistema inverso de grupos (respectivamente, grupos topologicos).

L Alguns autores definem sistemas inversos sobre conjuntos (parcialmente ordenados) ndo necessariamente dire-
cionados.
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Definicao 2.1.9. Seja (X;, ¢;;); um sistema inverso de espagos topoldgicos (grupos, aneis, médu-
los, grupos topoldgicos, etc.). Dado X espago topoldgico (grupo, anel, médulo, grupo topoldgico,
etc.) e uma familia de aplicagoes {p; : X — X, | i € I}, dizemos que tal familia é compativel
quando ¢; é continua (respectivamente, homomorfismo, homomorfismo continuo) para todo i € I,
e ainda @;; 0 ¢; = ¢;, sempre que ¢,j € [ e i = j. Em outras palavras, todos os diagramas como
abaixo, quando definidos, s@o comutativos.

X Pi X,
Pj \QN\
X

Defini¢ao 2.1.10. Um Limite Inverso de um sistema inverso (X, ¢;;); de espagos topoldgicos
(grupos, aneis, médulos, grupos topoldgicos, etc.) consiste em um espago topolégico X (grupo,
anel, médulo, grupo topoldgico, etc.) e uma familia de aplicagdes compativeis ¢; : X — X; com a
seguinte propriedade universal: para quaisquer Y espaco topolégico (grupo, anel, médulo, grupo
topolégico, etc.) e ¥; : Y — X, familia de aplicagbes compativeis, existe uma unica aplicagao
continua (respectivamente, homomorfismo, homomorfismo continuo) ¢ : ¥ — X tal que ¢; o ¢ =
v, Vi € I, ou seja, todos os diagramas como abaixo, quando definidos, sdo comutativos.

As aplicagoes ¢; do limite inverso sao chamadas projecoes, porém nao sao necessariamente
sobrejetivas. Alguns autores chamam limites inversos de limites projetivos.

Como de praxe na definicdo de objetos universais, veremos que os limites inversos sao tnicos,
em um certo sentido. Convém também nos perguntarmos sobre a existéncia dos limites inversos.
Ambos os resultados sao dados a seguir.

Teorema 2.1.11. Seja (X, ¢;;); sistema inverso de espagos topoldgicos (grupos, aneis, médulos,
grupos topoldgicos, aneis topoldgicos, etc.). Entao:
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i. Existe (X, ¢;) Limite Inverso de (X, ¢i;)r;

ii. Se (X, ;) e (Y,4;) s@o limites inversos de (X;,¢;;)s, entdo existe um dnico ¢ : X — Y
homeomorfismo (respectivamente, isomorfismo, isomorfismo topolégico) tal que 1; o ¢ =
Dis Vi e I.

Demonstracao. i. Existéncia.

Para fins didaticos, provaremos dois casos: o de sistema inverso de espagos topoldgicos, e o de
sistema inverso de grupos. A primeira razao é que, na construgao do limite, ficara explicitada
a estrutura inerente ao conjunto e as aplicagdes compativeis que o compoem. O segundo mo-
tivo é que os casos em classes como modulos e grupos topoldgicos sao provados de maneira
analoga, bastando substituir pelos conjuntos e aplicacoes respectivas, de maneira apropriada.

Caso 1) Sistema Inverso de Espacos Topologicos.

Considere [];c; X; o Produto Cartesiano dos espacos X;, munido da topologia do produto,
isto ¢, a topologia gerada pela base B = {[l;c;U; | U; C Xj éabertoVj € I, eU; #
X; apenas para finitos indices j}. Considere ainda as projegoes canoénicas 7; : [[;e; Xi —
X;, x = (2;)ier — mj(x) = x;, que sdo continuas na topologia do produto.

Definamos X = {z € [Lie; Xi | wij o mi(x) = mj(x), Vi,j € I tais que i = j}, e ¢; = m|x :
X — X, as restri¢oes das projegoes candnicas a X. Afirmamos que (X, p;) é limite inverso
de (X, @ij)r-

De fato, observe primeiro que as aplicagdes ¢; sao compativeis, pois dados 2,5 € I com
i = j, tem-se que Vo € X, ¢;; 0 9i(x) = ¢;; o mi(x) = mj(x) = ¢;(x). Suponha agora
que Y seja espago topologico e 1; @ Y — X, sejam aplicagoes compativeis. Definamos
VY = TLer Xi, y = (¥i(y))ier. Com isso, ¢ é continua e Im(¢)) C X, pois dados y € Y
arbitrario e j,k € I com j > k,

o o T (YY) = @i o mi((Yi(Y))ier) = wix(¥5(y))
= Ve(y) = e ((Vi(y))ier) = T (¥ (y)).

Logo, ¥ (y) € X. Obtem-se ainda que, para quaisquer y € Y, j € I,
i 0 v(y) = @i((i(y))ier) = mlx (Wi(y))ier) = ¥5(y).

Por fim, a unicidade de v é consequéncia de sua defini¢ao. Portanto, (X, ¢;) é limite inverso
de (X, ¢ij)r1-

Caso 2) Sistema Inverso de Grupos.

Considere [[;c; X; o produto direto dos grupos X;, com a operacao usual coordenada-a-
coordenada, isto é, dados = = (x;)icr, ¥ = (Yi)ier € [licr Xi, 0 produto = -y = (; - Yi)ier-
Considere ainda as projegoes canonicas 7; : [Lic; Xi = X, © = (2;)ier — mj(x) = x;, que
sao homomorfismos de grupos quando consideramos a operacao coordenada-a-coordenada.
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Definamos X = {x € [[;c; Xi | wij o mi(z) = mj(x), Vi,j € [ tais que i = j}, e p; = m|x :
X — X, as restri¢oes das projegoes candnicas a X. Afirmamos que (X, ;) é limite inverso
de (X;, %‘j)L

Para verificar tal afirmacgao, devemos mostrar primeiro que X é subgrupo de [[,c; X;, para que

as aplicagoes ¢; sejam homomorfismos. Dados = = (x;)icr, ¥y = (yi)icr € X arbitrarios e j, k €
I tais que j = k, tem-se que @i o m;(zy~") = @i o mi((ziyi ier) = wa(zy5 ") = wiula;) -
wie(y;) ™", pois pjx ¢ homomorfismo. Mas ¢ji(z;) - iu(y;) ™ = (grom;(2)) (pwom;(y)) ™ =
(mi(x)) - (m1(y)) !, pois z,y € X. Como as projegoes candnicas sio homomorfismos, tem-se
(me(2)) - (me(y)) ™ = me(zy™t). Ou seja, z,y € X implica @i, o m;(xy ') = mp(zy~t), donde
ry~! € X. Logo, X é subgrupo de [,c; X.

Observe que as aplicagoes ¢; sdo compativeis, pois dados 7,5 € [ com i = j, tem-se que
Vo € X, pij o pi(z) = @iy om(x) = m;(z) = pj(x). Sejam agora Y grupo e ¢; : Y — X;
familia de aplica¢oes compativeis. Definamos ¢ : Y — [l;cr Xi, v = (¥:(y))ier. Como cada
¥; é¢ homomorfismo, tem-se que ¢ é homomorfismo, e vale ainda Im(¢) C X, pois dados
y € Y arbitrario e j,k € I com j > k,

o o T (YY) = @i o mi((Yi(Y))ier) = wix(¥5(y))
= r(y) = Wk((%‘(y))zel) (Y (y))-

Logo, ¥ (y) € X. Tem-se ainda que, para quaisquer y € Y, j € I,

wjo () = @i((Wi(y))ier) = ™| x ((¥i(y))ier) = ¥;(y).

Por fim, a unicidade de v é consequéncia de sua definigdo. Portanto, (X, ;) é limite inverso
de (X, @ij)r-

ii. (Unicidade) Sejam (X, ¢;) e (Y, ;) limites inversos de (X;, ¢;;);. Entao existem

o:Y = X, ¥ : X — Y tais que ; 0 ¢ =

©; Vs Ve ;o0 = ¢, Vi € I. Assim, 1; o (1/} o

Xi Y Q) =1 e ;0 (gpow) = ;, Vi € I. Por outro

lado, pela unicidade da aplicacao proveniente da

idy propriedade universal do limite inverso, tem-se

que idy e idyx sao os Unicos morfismos tais que

7 Y oidy = 1 e p; 0idy = ;, Vi € I. Logo,

- &o@:@'dyegbozﬁ:idX,oqueconcluia
¥ demonstracao.

]

Devido ao Teorema 2.1.11, passaremos a tratar do limite inverso de um sistema dado, e uti-
lizaremos a notagao X = lim X;, comumente omitindo as projecoes ¢;, quando nao houver risco
H

de confusdo. Além disso, quando necessario, trataremos do limite inverso como o espago (grupo,
anel, médulo, grupo topolégico, anel topolédgico, etc.) X construido na demonstragdo acima, sem
mencao explicita.

23



Exemplo 2.1.12. O limite inverso do sistema inverso constante (X,idx); nada mais é que o
proprio X, com a aplicacao identidade, pois nesse caso o conjunto X como construido no Teorema
2.1.11 é a diagonal de J];c; X.

Exemplo 2.1.13. Sejam I = N, A um espaco (grupo, anel, médulo, grupo topolégico, etc.), e
-+ A3 C Ay C Ay C A uma cadeia de subespacos fechados (subgrupos, subaneis, submdédulos,
subgrupos fechados, etc.) de A. Para cada i,7 € I com ¢ > j, ponha ¢;; : A; — A; as inclusoes
canonicas. Afirmamos que lién A; = ﬂ A;, com as inclusdes, denotadas ¢; : ﬂ A — A
iel el

De fato, veja primeiro que as aplicacoes ; sao compativeis, pois Va € (J]ie 1A, Vi, jel, i >
7, wij(pi(a)) = pij(a) = a = p;(a). Além disso, tais aplicagoes sdo também morfismos (i.e.,
sdo continuas, sao homomorfismos, sao homomorfismos continuos, etc.) pois as mesmas sao as
inclusoes e A; C A; sempre que @ > j. Verifiquemos agora a Propriedade Universal do limite
inverso. Sejam Y um espago (grupo, anel, médulo, grupo topolégico, etc.) e ¢; : Y — A; familia
de morfismos compativeis. Defina ¢ : Y — N,c; A; tal que ¥(y) = 1;(y), no qual i € I é um
indice qualquer. Precisamos mostrar que v estd bem-definida, isto é, que a imagem de y € Y por
¥ independe da escolha do indice i. Pois, sejam ¢, 5 € [ quaisquer, e y € Y arbitrario. Na ordem
usual de I = N podemos supor, sem perda de generalidade, que i > j. Nesse caso, ;(y) € A;
e ¥;(y) € A;j. Por outro lado, A; C A, e ¢;; : A; = A, é a inclusdo. Logo, v;;(¥i(y)) = ¥i(y).
Como 1; e 1; sao compativeis, obtem-se ¥;(y) = v;;(¢i(y)) = ¥;(y), portanto 1 esta bem-definida.
Mais ainda, ¢ claro que v é morfismo e p; 0y = 1;, Vi € I. Sendo o Limite Inverso inico a menos
de isomorfismo, tem-se lim A; = ﬂ A;.

- iel

Vejamos algumas propriedades topolégicas basicas de limites inversos.

Proposicao 2.1.14. Sejam (X, ;;); sistema inverso de espacos (grupos, aneis, médulos) topolé-
gicos e X = hﬁle Entao:

i. X; Hausdorff, Vi € I = X Hausdorff;

ii. X; Totalmente Desconexo, Vi € I = X Totalmente Desconexo;
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iii.

iv.

X; Hausdorff, Vi € I = X ¢é subespago fechado (respectivamente, subgrupo fechado,
subanel fechado, submédulo fechado) de IT;c; Xi;

X, compacto e Hausdorff, Vi € I = X compacto e Hausdorff;

. X; # &, compacto e Hausdorff, Vi € | — X # @.

Demonstragao. i. Todo subespago de um espago Hausdorftf ¢ Hausdorff, e o produto de espacos

ii.

iii.

iv.

Hausdorff é Hausdorff, na topologia do produto, donde o resultado.

Suponha, por absurdo, que X nao seja totalmente desconexo. Nesse caso, existe A C X
subespago conexo, com pelo menos dois elementos distintos, digamos x = (x;)ier € ¥ = (Y;)icr-
Sendo tais elementos distintos, existe j € I tal que z; # y;. Como ¢; : X — X; ¢
continua, tem-se que ¢;(A) C X; é um subespaco conexo de X;. Porém, ¢; = m;|x, donde
pi(r) = x; # y; = ¢;(y), o que implica que ¢;(A) tem, pelo menos, dois elementos distintos.
Mas, sendo X; totalmente desconexo, a cardinalidade de ¢;(A) é obrigatoriamente igual a 1.
Uma contradi¢ao. Portanto, X é totalmente desconexo.

Para quaisquer j,k € I com j > k, denotemos X, = {x € [Lic; Xi | jx o mj(x) = mp(2)}.
Pelo teorema anterior, X = {x € [Lic; Xi | pij o mi(x) = m;(z), Vi,j € I tais que i > j}.
Visto de outra forma, X = ;-4 Xjr. Como X; é Hausdorff, Vi € I, e as aplicagoes @ o ; :
[Ler Xi = Xk e m @ [lier Xi — Xj sao continuas, Vj,k € I com j >~ k, segue-se que os
conjuntos Xj; sao fechados em [[;c; X;, por serem conjuntos de elementos cujas imagens
por funcgoes continuas, num contradominio Hausdorff, coincidem. Assim, como a intersecao
arbitraria de conjuntos fechados ¢é fechada, segue-se que X é fechado.

Se cada X; é compacto, entdo [[;c; X; é compacto, pelo Teorema de Tychonoff. Como X é
subconjunto fechado de um espaco compacto, segue-se que X ¢é também compacto.

Pelo item anterior, X é compacto. Na notagao do item (iii), os conjuntos X; sao fechados,
e X = (= Xjr- Suponha, por absurdo, que X = @. Sendo X = ;- X;r compacto,
existem um inteiro n e indices ji, ..., jn, k1, ..., kn, € I tais que (), X, . = &. Agora, como
I ¢é direcionado, podemos tomar [ € I tal que | = j. = k., Vr € {1,...,n}. Sendo X, # &,
fixemos z; € X; qualquer. Construamos um elemento x = (x;);er € [I;e; Xi definindo

x; = pu(xy), sei =1
x; € X; qualquer, se v > [.

Agora, veja que x € N'_; X, k,, pois para qualquer r € {1,....,n},

Pirkr © Ty, (z) = %'Tkr(iﬂjr) = S%kr(@ucr (71)) = o, (21) = 28, = 71 (),

contradizendo o fato de ser _; X, = &. Portanto, X # &.
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Proposigao 2.1.15. Sejam (X, ¢;;); sistema inverso de espagos (grupos, aneis, médulos) topolé-
gicos e (X, ;) = 1<iLn X;. Se cada X; é compacto, Hausdorff e ndo-vazio, entao:

i. A colecio B={p;'(U)|i€IelU C X;éaberto} é uma base para a topologia de X;
ii. Se V C X étal que ¢;(V) = X;, Vi € I, entdao V é denso em X;

iii. Dados Y espaco topologico e f : Y — X, tem-se que f é continua se, e somente se, as
compostas ¢; o f sdo continuas Vi € [;

Demonstracao. Novamente, consideremos X = h&n X, como na construcao dada no Teorema 2.1.11,
isto é,
X ={ze[[X:]| pijom(z) =m;(x), Vi,j €I tais que i = j}
iel

e ¢; = T;|x, no qual 7; : [T;e; Xi — X sdo as projegdes candnicas.

i. Lembremos que [[;c; X; é munido da topologia produto, e assim qualquer aberto A C X
¢ da forma A = Xﬂﬂj_ll(Ul) n--- ﬂwj_nl(Un), no qual cada U, é aberto em X . Queremos
provar entdo que para todo a € A, existem i € I e U C X; aberto tais que ¢; '(U) C A.
Seja a = (ag)ger € A. Como I é direcionado, existe i € I tal que i > ji,...,j,. Como cada
aplicagdo Y, @ X, — X, é continua, cada goi_j:(UT) é aberto em X;, 1 <r <n. Além disso,
a; € gai_j:(Ur), ja que ¢;;(a;) = a; para qualquer j com ¢ = j, pois a = (ay)rer € X = lim X;.
Tome entao U = _,; gpfj:(U,n), que é aberto em X; por ser intersecao finita de abertos,
notando que a; € U. Como ¢; : X — X; é continua, o; *(U) é aberto em X, e a € ;' (U)
pois ¢;(a) = m(a) = a;. Afirmamos que ¢; '(U) € A. Dado b = (by)res € @; " (U), tem-
se by € U e (b)) = @i (mi(b) = m;.(b) = b;, € U, para 1 < r < n, de modo que
be XN, (U)N---Nm; (U,) = A, como querfamos.

ii. Para mostrar que V ¢é denso em X, basta mostrar que V N ¢; *(U) # @ para quaisquer i € [
e U C X; aberto, pelo item anterior. Dados entdo tais i e U, como X; # @ e ¢;(V) = X;
vale que o;(V)NU # @, donde V N ; (U) # @.

iii. Se f ¢ continua, entao p;o f é continua pois ¢; é continua. Reciprocamente, se p;of 1 Y — X;
é continua entdo, para qualquer U C X; aberto vale que f~(p;*(U)) = (p;0 )1 (U) C Y
é aberto. Como B = {p;'(U) |i € I e U C X, é aberto} é uma base para a topologia de X
pelo item (i), o resultado segue-se.

]

Nas segOes seguintes estaremos interessados em alguns espagos (particularmente, grupos) que
aparecem como limites inversos de certos sistemas cujos conjuntos subjacentes sao finitos.

Definicao 2.1.16. Dizemos que um espaco topologico X é profinito quando X = @Xi, no qual
cada X; é espaco topologico finito e discreto.
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O prefixo “pro” nesta teoria refere-se usualmente a espagos (grupos, aneis, médulos, etc.) que
sdo limites inversos (limites projetivos). As duas proposigoes anteriores ji nos fornecem boas
propriedades de espacos profinitos, herdadas da finitude dos espacos do sistema inverso associado.

Lema 2.1.17. Sejam X um espaco compacto Hausdorff e C' C X a componente conexa de um

ponto z € X. Entdao C'= (] Y,noqual C, ={Y C X |z €Y, Y ¢é aberto e fechado}.
YeCy

Demonstrag¢io. Denote W = Ny, Y. Como cada tal Y é aberto e fechado em X e C C X ¢
conexo, segue-se que C' C Y, VY € C,, ou seja, C C W.

Para mostrar que W C (', é suficiente mostrar que W é conexo, ja que x € W N C. Sejam
entdo A, B C X abertos tais que W = (ANW)U(BNW)=(AUB)NW e ANB = @&. Sem
perda de generalidade, suponha = € A (e portanto A # &). Tem-se & = (X \ (AUB))NW =
(X\(AUB))N(Nyec, Y). Tem-se que X \ (AU B) e W sao fechados.

Agora, por ser um espago compacto e Hausdorff, X é em particular um espago normal. Logo,
para cada w € W, existem Y,, € C, e Z,, C X abertos tais que w € Y,, C Z,, W C Z, e
(X\(AUB))NZ,, = @. Desse modo, (X \(AUB))N(Upew Zw) = @. Como W ¢é compacto, existem
wy, ..., w, € W tais que W C UL 1Zw e (X\(AUB))N (UL Zw,) = 9. Mas W C Yy, C Zy,
para todo i, donde (X \ (AU B)) N (NiL; Yu,) = 9. Tem-se que W := i, Y, é uma vizinhanca
aberta e fechada de x, o que implica que W D W, e de (X \ (AU B)) N W = & segue-se que
W C AUB, ¢ assim W = (AﬂW) (BNW) -

Tem-se que AQW e BNW sdo abertos, porém (X\(BNWNHNW = ((X\B)UX\W)NW =
(X\B)n W = ANW, o que implica que AN W & fechado, por ser intersecao de fechados. Logo,
W c ANW C A, e portanto B = @. O

Vimos na Proposicao 2.1.14 que todo espaco profinito é compacto, Hausdorff e totalmente
desconexo. A reciproca de fato é valida. Mais especificamente, a Proposicao 2.1.15 e o lema
anterior sao necessarios na prova do seguinte:

Teorema 2.1.18. Seja X um espago topoldgico. Sao equivalentes:
i. X é profinito;
ii. X é compacto, Hausdorff e totalmente desconexo;

iii. X é compacto, Hausdorff e sua topologia admite uma base formada por subespacos simulta-
neamente abertos e fechados.

As primeiras implicagoes do teorema acima sao claras. Na implicagao (iii) = (ii), constroi-
se 0 homeomorfismo X = 1{£n rerX/R, no qual R é a colegao das relagoes de equivaléncia R de X
tais que toda classe de equivaléncia xR de R é um subconjunto simultaneamente fechado e aberto
de X. Referimos ao leitor [16, p. 11] para uma demonstra¢ao completa.

Como veremos adiante, valem caracterizagoes analogas a do Teorema 2.1.18 para outras estru-
turas advindas de limites inversos, como grupos profinitos, grupos pro-p, aneis, médulos e dlgebras
profinitas, dentre outros.
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2.2 Grupos Profinitos e Pro-p

Estudaremos agora dois casos particulares de espagos profinitos.

Definicao 2.2.1. Dizemos que um grupo G é profinito quando G é o limite inverso de um sistema
inverso de grupos finitos, vistos como grupos topologicos através da topologia discreta.

Note entao que todo grupo profinito é um grupo topoldgico, como consequéncia da construcao
dada no Teorema 2.1.11.

Exemplo 2.2.2. Todo grupo finito G é um grupo profinito (com a topologia discreta), por ser o
limite inverso do sistema constante (G, idg).

Nosso caso de maior interesse é uma particularizacao dos grupos profinitos, dada a seguir.

Definicao 2.2.3. Seja p um numero primo. Dizemos que G é um grupo pro-p se G é o limite
inverso de um sistema inverso de p-grupos finitos, vistos como grupos topoldgicos através da
topologia discreta.

Ao tratarmos de grupos pro-p, subentende-se que p é um ntmero primo arbitrario, porém

fixado.
Exemplo 2.2.4. Todo p-grupo finito, munido da topologia discreta, é um grupo pro-p.

Exemplo 2.2.5. O limite inverso G = l{iLn Z/p"Z do sistema inverso dado no Exemplo 2.1.7 é um
grupo pro-p.

Daremos abaixo caracterizacgoes uteis de grupos profinitos e pro-p, analogas ao Teorema 2.1.18,
relacionando sua topologia a estrutura de seus subgrupos normais. Para isso, utilizaremos o resul-
tado seguinte.

Proposigao 2.2.6. Seja G grupo topoldgico compacto.

i. Toda vizinhanga aberta e fechada da identidade 1 € GG contem um subgrupo normal aberto

de G;
ii. Se G é totalmente desconexo, entao F = ﬂ F'N, para todo I' C G fechado.
N<,G
Demonstragao. i. Seja U C G vizinhanca aberta e fechada de 1. Para cada g € U, tem-se

que V, = ¢ U é vizinhanga aberta e fechada de 1, e vale gV, = U. Da continuidade do
produto existem L, e R, vizinhancas abertas e fechadas contendo 1 tais que L,R, C V.
Pondo S, = L, N R,, obtem-se que S, é aberto e fechado, 1 € S, e 5,5, C V,. Assim,
Uger 9S4 € uma cobertura de U por abertos. Por compacidade, existem gi,...,g, € U tais
que U C UL, ¢S, Pondo S =N, Sy, vem 1 € Se US C UL, 95,5 C U, 9V, CU, e
assim S C U. Defina entao T'= S N S~!. Tem-se que T' é uma vizinhanca simétrica de 1,
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aberta e fechada, contida em U. Considere agora H = (T') < G o subgrupo (abstrato) de G
gerado por T. Como T é simétrico, vale que

Hz{l}U(UT-T---T).

n>1 n termos

Logo, H é aberto, e por ser G compacto, H tem indice finito em G. Mais, como T' C S C U,
vale que T - T C US C U, e indutivamente todo produto T"-T'- - - T esta contido em U. Dai
que H C U. Finalmente, defina N = ¢ g 'Hg o cerne de H, seu maior subgrupo o qual
é normal em . Note que N é fechado. Como o indice de H em G é finito, obtem-se que o
indice de N em G é também finito, e portanto N é um subgrupo normal aberto de G tal que
NCHCU.

ii. Tem-se F' C Nyq,g F'N pois FF'=F-1C FN, YN < (.

Por outro lado, Ny, F'N C F << G\ F C G\ (NyacFN) =Uyq,c(G\ FN). Dado
g € G\ F, existe U C G aberto tal que g € UcCG@G \ F, pois F' é fechado. Assim,
= gflﬁ é vizinhanca aberta de 1 € G. Agora, como G é totalmente desconexo, seus
subconjuntos unitarios sao fechados, pois tais conjuntos sao as componentes conexas de G.
Em particular, {1} é fechado e portanto o grupo topoldgico G é Hausdorff. Logo, pelo Lema
2117, {1} =Nyee, Y noqual C; ={Y CG |1 €Y, Y é aberto e fechado}. Em particular,
(G\U)N(Nyec,Y) = @, e assim para cada v € G\ U existe Y, € C; tal que x ¢ Y,. A
compacidade de G nos dé entao que existem Y7, ...,Y, € C; tais que (G\U)N(NL, Y;) = 2.
Dessa forma, V' = (", Y¥; é uma vizinhanca aberta e fechada de 1. Pelo item anterior, existe
um subgrupo normal aberto N<,G tal que N CV C U = ¢ *U. Com isso, gN C U C G\F,

donde gN N F = @. Portanto, G\ F' C Una,c(G\ FN).
m

Teorema 2.2.7. Seja G um grupo topoldgico. Sao equivalentes:
i. G é um grupo profinito;
ii. G é compacto e totalmente desconexo;

iii. G' é compacto, Hausdorff, e seus subgrupos normais abertos formam um sistema fundamental
de vizinhancas N da identidade 1 € G.

Demonstragio. (i) = (ii) Suponha que G seja profinito. Por defini¢do, G = @Gi, no qual
cada G; é grupo finito com a topologia discreta. Entao G é compacto, Hausdorff e totalmente
desconexo, pela Proposicao 2.1.14.

(ii) == (i) Notemos primeiro que G é também Hausdorff, pois o mesmo ¢é totalmente
desconexo, o que implica que suas componentes conexas sao seus subconjuntos unitarios. Em
particular, {1} < G é fechado, e portanto o grupo topoldgico G é Hausdorff. Além disso, todo
subgrupo aberto H de G tem indice finito, pois Uyeq gH = G é uma cobertura de G por abertos
e G é compacto. Em particular, para cada N <, G vale que G/N é um grupo finito.
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Seja N = {N <G | N é aberto}. Para M,N € N, ponha N =< M se M é subgrupo de
N. Com isso, (N, =) é direcionado. Pondo ¢y : G/M — G/N os homomorfismos (continuos)
candnicos, (G/M,pyn)a torna-se sistema inverso de grupos finitos. Denote G = l{iLnG/N , e
considere 6 : G — [Iyen G/N o homomorfismo (continuo) dado por 6(g) = (¢9V)nenr-

Afirmamos que 6 é injetiva. Tem-se ker @ = Nycp N. Como G é totalmente desconexo, {1}
é fechado, e por ser também G compacto, segue-se da Proposigao 2.2.6 que {1} = Nyl - N =

ﬂNGNN:kere. N
Note ainda que Im 6§ C G. Pelo Teorema 2.1.11,
G =1imG/N
—
={z € [[ G/N | prmom(z)=mu(z), VL,M € N tais que L < M}
NeN

NeN

no qual as aplicagoes m); denotam as projegoes candnicas. Em particular, como 6(g) = (N )nen,
tem-se oMk 00(g) = vrr(9K) = gL = 7w 00(g), qualquer que seja g € G. Ou seja, 6(G) C G.

Com isso, tem-se 8 : G — G, sendo # monomorfismo continuo. Agora, 6 é também sobrejetiva.
De fato, mpy(0(G)) = G/M, YM <, G, o que implica que §(G) é denso em G pela Proposicio
2.1.15. Por serem # continua, G compacto e G Hausdorff, vale que 0(G) é fechado em G. Logo,
9(G) =0(G) = G.

Assim, 6 : G — G é isomorfismo de grupos. Sendo 6 continua e bijetiva, G' compacto e G
Hausdorff, segue-se que # é homeomorfismo de espagos topoldgicos, e portanto 6 é isomorfismo de
grupos topolédgicos.

(i) — (iii) Esta equivaléncia é semelhante a provada anteriormente. A primeira implicagdo
segue novamente da Proposicao 2.1.14, em conjunto com o primeiro item Proposicao 2.1.15 — que
implica que os subgrupos normais abertos de G formam um sistema fundamental de vizinhangas
da identidade. A implicagdo contraria ¢ aniloga ao caso (ii) = (i). Basta construir o mesmo
sistema inverso indexado por N' = {N <G | N é aberto}, e considerar seu limite inverso Geo
mesmo homomorfismo continuo 6 : G — G. Tem-se que 6 é injetiva pois, caso contrario, existira
g € ker0\ {1} = (Nyex N) \ {1}, e como N é um sistema fundamental de vizinhancas abertas da
identidade nao existiriam abertos de G separando ¢ de 1, isto é, nao existiriam U,V C G abertos
disjuntos com 1 € U, g € V, contradizendo o fato de G ser Hausdorff. A prova da sobrejetividade
de 6 ¢é analoga, assim como a verificagao de que # é homeomorfismo. n

De modo analogo, prova-se o seguinte:
Teorema 2.2.8. Seja G um grupo topoldgico. Sao equivalentes:
i. G é um grupo pro-p;

ii. G é compacto, totalmente desconexo, e todo subgrupo normal aberto N <, G é tal que G/N
é p-grupo finito;

iii. G é compacto, Hausdorff, e seus subgrupos normais abertos tém indice poténcia de p e
formam um sistema fundamental de vizinhancas N da identidade 1 € G.
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Demonstragdo. Basta mimetizar a demonstracao do Teorema 2.2.7, observando que se G é pro-
p com (G,p;)r = l{iLn(Gi,goij)I, entao ker ¢; tem indice poténcia de p para todo ¢ € I, pois
G/ ker p; = Im p; < G; sendo cada G; um p-grupo finito. O

Pelas construgoes dadas nas demonstragdes acima, todo grupo profinito ou pro-p pode ser
escrito como o limite inverso dos seus quocientes por subgrupos normais abertos G = 1<£n Na,cG/N,
no qual as aplicagoes do limite inverso sao as projecoes candnicas.

Dos teoremas anteriores podemos extrair de imediato propriedades muito tteis de grupos profi-
nitos e pro-p, a saber, que tais classes de grupos topologicos sao “bem comportadas” em relacao a
subgrupos, quocientes e produtos diretos. Isso nos permite construir alguns grupos pro-p a partir
de grupos pro-p ja conhecidos.

Proposicao 2.2.9. Seja G um grupo profinito. Sao validas:
i. H<.G = H é profinito, com a topologia do subespaco;
ii. Na.G = G/N é profinito, com a topologia quociente;

iii. {G)}ren familia de grupos profinitos = []yeca G € grupo profinito, com a topologia do
produto. Em particular, o limite inverso de um sistema inverso de grupos profinitos é ainda
um grupo profinito;

iv. Gprope H <.G = H é pro-p, com a topologia do subespaco;
v. G pro-pe N<4.G = G/N é pro-p, com a topologia quociente;

vi. {G)\}ren familia de grupos pro-p = []yeca G é grupo pro-p, com a topologia do produto.
Em particular, o limite inverso de um sistema inverso de grupos pro-p ¢ ainda um grupo
pro-p.

Demonstragao. i. H é compacto por ser subespaco fechado de um compacto, e H é totalmente
desconexo pois G é totalmente desconexo.

ii. Sendo N fechado em G obtem-se que G/N é Hausdorff. Da continuidade da aplicagao
quociente w(g) = gN € G/N, segue-se que G/N é compacto. Pela construgdo da topologia
quociente e pelo Teorema da Correspondéncia de (sub)grupos, segue-se que os subgrupos
normais abertos de G/N formam uma base de vizinhancas abertas da identidade 1 € G/N.

iii. Na topologia do produto, o produto de espacos totalmente desconexos é totalmente desconexo
e, do Teorema de Tychonoff, o produto de compactos é compacto. A segunda afirmacao segue
da construcao dada no Teorema 2.1.11, pois o limite inverso de um sistema inverso de grupos
(pro)finitos é um subgrupo fechado do produto direto de tais grupos (andlogo ao item (iii)
da Proposigao 2.1.14).
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iv. J4 vimos que H é profinito. Basta provar que seus subgrupos normais abertos tém indice
poténcia de p. Seja entao M <, H. Como H é fechado em G, sua topologia é induzida pela
topologia de G, de modo que {H NN | N <, G} é um sistema fundamental de vizinhancas
abertas de 1 € H. Em particular, existe N <, G tal que H N N C M, e assim [H : M]
divide [H : H N N]. Do Teorema do Isomorfismo, H/(N N H) = (HN)/N = n(H), no qual
7 : G — G/N denota a projecao candnica. Como G/N ¢é p-grupo finito e 7(H) < G/N, o
resultado segue-se.

v. Anélogo ao item (ii).

vi. Analogamente ao item (iii), ja temos que G := [[en G é compacto e Hausdorff. Seja N <,G.

Basta provar que o indice [CA; : N] é poténcia de p. Pela definicao da topologia do produto

e pelo terceiro item do Teorema 2.2.8, existem finitos indices A1,..., A, € A e Ny, <, Gy,

tais que N := N, ng(NAi) <, N, donde existe um epimorfismo natural @/N — @/N Mas

G/N = G/(N- 1 T (Ny,)) =TTy Gy, /Ny, de modo que G/N ¢é produto direto finito de
p-grupos finitos, sendo portanto p-grupo finito.

O

2.2.1 Inteiros p-adicos e Completamentos

A demonstracao dada para os teoremas 2.2.7 e 2.2.8 aponta uma maneira construtiva de obter
grupos profinitos e pro-p a partir de grupos conhecidos: se G é um grupo abstrato, podemos visua-
lizar G como grupo topolégico com uma topologia “adequada”, e assim o grupo G = liLn Na.cG /N

serd profinito ou pro-p. Mais ainda, G possui imagem homomorfica (continua) ¢(G) densa em G,
pela aplicagao natural ¢(g) = (¢9/N)nya,c. Melhor, se ¢ é injetiva, podemos identificar naturalmente
G < G e assim G = G. Daremos um exemplo de tal construcao no caso em que o grupo dado ¢ o
anel dos inteiros Z.

Definigao 2.2.10. Sejam G um grupo abstrato e N(G) = {N <G | [G : N] < oo} a familia de
seus subgrupos normais de indice finito. Podemos tornar G' um grupo topolégico pondo N (G)
a ser um sistema fundamental de vizinhancas abertas? do elemento neutro 1 € G. Nesse caso,
chamamos tal topologia de topologia profinita do grupo abstrato G. Analogamente, dado p € N
primo e considerando N,(G) = {N <G | [G : N] < 00 e G/N é p-grupo}, dizemos que a topologia
induzida® por N,(G) é a topologia pro-p do grupo abstrato G.

Fixe p € N um ntimero primo. Ao invés da topologia usual (discreta) de Z, considere a topologia
induzida pela familia de seus p-subgrupos, isto é, sua topologia pro-p. Denote Z = hm Z./p'7Z. Por

construcao, Z é grupo (de fato, anel) pro-p, e a aplicagao ¢ : Z — Z dada por «(n) = (n +p'Z)ien
é continua, nas topologias acima consideradas. Tem-se que ¢ € injetiva, pois ker t = N,y p'Z = {0},
donde identificamos naturalmente Z —» Z e, como vimos, Z = Zp.

2Note que N1, N2 <G com [G : N1],[G : Na] < 00 = [G: N1 N Ny < cc.
3Similarmente, N; N Ny tem indice poténcia de p caso Ni e Ny tenham tal propriedade.
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Obteremos agora uma bijecao que permite uma util identificacao para o anel pro-p Zp. Seguindo
uma tradicao da teoria dos niimeros, denote

L, = Zaipi|ai€Z, 0<a;<p
>0
o conjunto da somas (inteiras) infinitas formais sobre poténcias do niimero primo fixado p.

Proposicdo 2.2.11. Denote ¢;, ¢;; as projegoes canonicas no limite inverso (Zp, Vi)N = lgl(Z /P'7Z,

@i;)n. Existem fungoes ; : Z, — Z/p'Z, funcao injetiva v : Z — Z,, e uma bije¢io ¢ : Z, — Zp
tais que, para quaisquer z,7 € N com ¢ > j, o diagrama abaixo comuta:

Z

7|7
Demonstrag¢ao. A existéncia de v : Z — Z, é consequéncia do fato de que todo ntimero inteiro
z pode ser descrito “em base p”, isto €, de maneira Unica como uma soma z = ;5 a;p’ com
0 < a; < p, no qual tal soma é finita se z > 0, notando que a expansao de —1 € Z é dada pela
soma formal 3~;5q(p — 1)p’. Nesse sentido, identificamos v(z) = Y ;50 a;p’ como a inclusao natural
de Z em Z,.
Definamos agora ; : Z, — Z/p'Z por

k>0 k=0

1—1
i (Z akpk) =Y ap* +p'Z.

Com tal definigao, as aplicagoes v; sao compativeis com as aplicacoes ¢;; do sistema inverso, isto
€, pij 0 Vi = ;. R
Seja entao ¢ : Z, — Z, dada por

n—1
2= Y aph o (n(2))5 = (Z axpt +p"z) .
n>1

k>0 k=0
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Congruéncias médulo p’ para um inteiro z € Z garantem que v o v(z) = 1(z). Além disso, é
também imediato da definicdo de ¢ que ¢; oY) = 1);. Resta mostrar que ¢ é uma bijecao.

Suponha que ¥(z1) = ¥(22), com z; = Yspap’, 22 = Y ;50p'. Entdo, para todo n € N,

o aipt+pZ = Y1) aipt+pZ. Assim, ag—ag = mop para algum mg € Z. Como 0 < ag, dg < p,

vem ag = agp, de modo que a; — a; também é miltiplo de p e, de modo analogo, a; = a.
Indutivamente, a; = a;, Vi > 0, ou seja, z; = 2z3. Logo, 1 é injetiva.

Seja x = (xy, + P"Z)pen € Zp. Ponha ay = z;. Sendo (Zp,goi)N = l}Ln(Z/piZ, ©ij)N, tem-se
Ty + PL = P30 pa1(x) = p1(x) = 1 + pZ, e assim existe a; € Z com 9 —x1 =a1p e 0 < ay < p.
Logo, 9 = x1 + a1p = ag + a1p = 21-1:0 a;p'. Repetindo-se tal processo iteradamente, obtem-se
por indugdo que para cada n € N, existem aq, . . ., a, tais que z,, = >7°1 a;p’ e 0 < a; < p. Ponha
2= 2250 a;p' € Z,, no qual os indices a; sdo como acima. Segue-se que

B(2) = (Ga(2)ner = (z asp' +p”Z> .

i=0
Portanto, 1) é sobrejetiva. O]

Devido a proposicao anterior, podemos tornar Z, = {35 a;p | a; € Z, 0 < a; < p} um anel
topolégico, comutativo e com elemento unidade, através da bijecao ¢ : Z, — Zp. Basta definir em
Z,, a topologia

7={U CZ, | ¥(U) C Z, é aberto},
com as operagoes de soma z; + 20 = ¥ (¥(z1) + ¥(22)) e produto 2125 = ¥ ((21)Y(22)).
Com isso, Z, ¢ isomorfo, como anel topoldgico, a Zp. Mais ainda, devido a comutatividade do
diagrama dado na Proposicao 2.2.11, passamos a identificar livremente Z, = Zp = 1{121 Z./p'7 com
as aplicagoes ¢; : Z, — Z/p'Z definidas em 2.2.11, e assim Z, é um anel pro-p. Z, é chamado o
anel dos inteiros p-ddicos.

Observamos ainda que, novamente devido a comutatividade do diagrama dado em 2.2.11, as
operacoes de soma e produto em Z,, como definidas acima, estendem a soma e produto usuais

de Z e, da maneira como construimos, 7 <~ Z, ¢ um mergulho de aneis topoldgicos (ainda
considerando em Z a topologia pro-p). Passamos a identificar Z < Z,, e como vimos Z = Z,.
Dessa forma, as operagoes em Z, coincidem com as operacoes de somas formais? (nesse caso,
comutativas), isto é,

(Z az’pi) + (Z bz‘pi) = Z(ai +b)p' e (Z aipi) ' (Z bjpj) = Z (i: ajbi—j) P

A identificacao de liLnZ /p'Z como o anel das somas infinitas sobre poténcias de p nos permite
extrair propriedades uteis de tal anel, algumas listadas a seguir.

Proposicao 2.2.12. Seja Z, = {iLnZ/piZ o anel dos inteiros p-adicos, com os homomorfismos
continuos 1; (Y50 a;p7) = Xi_g a;p’ + p'Z. Sao vélidos:

“Note que aqui as operacoes a; + b; e a;b; sdo feitas da maneira usual, podendo-se depois reescrever a soma e o
produto em novas expansoes p-adicas com a exigéncia de que os coeficientes ndo sejam multiplos de p.
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ii.

iii.

iv.

vi.

. keryp; = p'Z,, {p'Z,}i>0 é um sistema fundamental de vizinhangas abertas do 0, e Z,,/p'Z, =

Z/p'Z, i > 0;
Z,, ¢ um dominio de integridade;
Z, admite uma cadeia descendente de ideais fechados
Zy 2 pLy 2 p°Ly 2p°Ly 2 -+ -,

no qual ;o p'Z, = {0}. Além disso, pZ, ¢ o tnico ideal maximal de Z,, e tem-se U(Z,) =
Ziy \ pZy, no qual U(Z,) é o grupo das unidades de Z,;

Z,, é nao-enumeravel;

Para quaisquer G grupo pro-p e f : Z — G homomorfismo continuo (sendo Z munido da
topologia pro-p), existe um tinico homomorfismo continuo 6 : Z, — G tal que 0|z = f;

Dado G grupo pro-p, existe um tnico homomorfismo continuo Z, x G — G, denotado
(2,9) = g%, tal que: g" =g-g---g, Vn € Z; g7 = g*1 g™ e (¢7)* = g7*2, Va1, 20 € L.
—_—

n termos
Mais ainda, se g1, go € G comutam, entao (g192)* = gig5.

Demonstragao. i. Tem-se que p'Z, = 1272, aj—ip) |a; € Z, 0 <a; <p}ekeryy; = {>50ap’ €

ii.

iii.

Zy | ;;B a;p’ é multiplo de p'}, ou seja, p'Z, = ker ;. As outras afirmagoes entao seguem
da identificagdo (Z,, ¥;)n = h&n 7./p'7Z, notando que cada 1); é sobrejetiva.

Sejam z1 = 3 ;5 a;pt, 7 = >0 b;p’ ambos nao-nulos, isto é, existem i e j menores possiveis
tais que a; # 0 # b;. Denote 2120 = 3y~ cxp®, pondo 0 < ¢, < p para todo k. Nesse caso,
tem-se que ¢;; = a;b; mod p. Como 0 < a;,b; < p, segue-se que ¢;;; # 0, e assim 2122 # 0.

Como p'Z, = kervy; = 1;1({0}), cada p'Z, é¢ um ideal fechado de Z,, e as inclusdes sdo
evidentes. Sendo Z,/pZ, = F, o corpo de ordem p, tem-se que pZ, ¢ um ideal maximal. E
pZ, ¢ tnico pois se z € Z, \ pZ,, entdo z ¢ uma unidade, o que implica que cada ideal nao
contido em pZ, é o proprio Z,. Verifiquemos entdo que Z, = U(Z,) U pZ,.

Dado z € Zj, \ pZy, tem-se z = > ;5 a;p' com 0 < apg < p. Com isso, existe by € Z tal que
0<by<peapby=1 mod p, digamos agbg = 1 + cop com 0 < ¢y < p. Assim,

2by = (ao + Zaipl) bo =1+ w,

i>1

no qual w = cop + by Yy a;p’ € pZ,. Mostrando que 1+ w € U(Z,), obter-se-& z(by(1 +
w)™1) =1, ie., 2 € U(Z,). Definindo-se s, = Y7 '(—w)’ para cada n € N, obtem-se que
1+w)(l+s,) =1—w" e l+p"Z, Como {p"Z,}tnen é um sistema fundamental de
vizinhancas abertas do 0 e N,enp"Z, = {0}, segue-se que w" — 0 e lim,_, s, converge,
digamos a s. Assim, a continuidade da soma e do produto garantem que (1 +w)(1 +s) =
(1+w)(1+lims,) = lim(1 —w"™) = 1, ou seja, 1 + w admite inverso multiplicativo 1 + s,
como queriamos.
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iv.

vi.

Como Zp, = {3 ;>0 a;p’ | a; € Z, 0 < a; < p} estd em bijecdo com o conjunto das sequéncias
infinitas cujos termos estdo em {0,1,...,p — 1}, basta aplicar o Método da Diagonal de
Cantor para obter o resultado.

Sejam G grupo pro-p e f : Z — G homomorfismo continuo. Identifiquemos novamente
(Zp, i)y = 1}31 Z/p'Z. Pela construcao dada no Teorema 2.2.8, podemos escrever G =

l(iLanogG/M, com as projegoes canonicas ¢y : G — G/M e pyynG/M — G/N se M < N.
Para cada M <, GG, como [ ¢é continua, existe ¢ minimal tal que p'Z C f~YM). Logo, existe
tinico homomorfismo continuo fy : Z/p'Z — G/M tal que fy(z + p'Z) = f(2)M. Defina
entao a familia de homomorfismos continuos
)i i far
Oy 2y, — Z)p'Z — G/M, M <, G.
Tem-se que pyn o Oy = Oy sempre que M < N. Pela propriedade universal do limite
inverso, existe tnico homomorfismo continuo ¢ : Z, — G tal que ¢ 0 0 = 0y, ou seja,

om0 0|z = oo f, para qualquer M <, G. Afirmamos que 0|z = f. Para cada z € Z, tem-se
0(2)(f(2))7! € ker ppy = M, para todo M <, G. Assim,

0(z)(f(z)" e [ M={1},

M<,G

ou seja, 6(z) = f(z), como querfamos. Por fim, se 7 : Z, — G ¢é outro homomorfismo
continuo tal que 7|z = f, tem-se 7|z = f = 0|z e, sendo Z denso em Z,, segue-se que 7 = 6.

Para cada g € G, a aplicac@o potenciacao f, : Z — G, f,(n) = ¢g" é homomorfismo continuo,
nas topologias consideradas, e possui as propriedades de soma e produto do enunciado.
Logo, pelo item anterior, cada tal funcdo estende-se a um tnico homomorfismo continuo
0, :Z, — G, g° := 0,(%), com as propriedades do enunciado. Definindo-se a acao continua
Ly, x G — G por (z,g) — 6,4(z), o resultado segue-se.

m

Observe que, como Z, ¢ um dominio de integridade, podemos construir Q, o seu corpo de
fracoes, chamado o corpo dos numeros p-ddicos.

O método aqui apresentado, via limite inverso, nao é a tnica maneira de se construir o anel
dos inteiros p-adicos Z,. De fato, as propriedades topolégicas de Z, vistas acima garantem que tal
anel é exatamente o mesmo que pode ser construido através da métrica induzida pela valora¢do
p-ddica, chamada a métrica p-ddica, | - |,. Define-se tal métrica no corpo dos nimeros racionais
Q, e o corpo dos numeros p-adicos @@, ¢ tomado como o quociente do espago métrico completo
com relagao a | - |, (que é um anel) pelo ideal maximal das sequéncias que tendem a zero na
métrica dada. Z, é entdao obtido como o anel de valoracao Z, = {x € Q, | |z|, < 1}. Referi-
mos ao leitor o texto de Gouvéa [8] para a abordagem acima descrita dos nimeros p-adicos. Na
Secao 3.3 de [8] (em particular, [8, Corolario 3.3.5]) tem-se a verificagdo de algumas das propri-
edades aqui descritas, que garantem que ambas as construgoes produzem o mesmo anel topoldgico.
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Como visto no item (v) da Proposicao 2.2.12, Z, possui uma propriedade universal. Mais ainda,
se inspecionarmos a demonstracao de tal resultado, vemos que as tnicas propriedades utilizadas
foram as advindas do limite inverso Z, = @Z/plz. Alternativamente, dizemos que Z, é o

completamento pro-p de Z, e a propriedade universal supracitada nos leva a:
Definicao 2.2.13. Seja G um grupo abstrato.

i. Munindo G da topologia profinita, dizemos que um par (@ ,L) é um completamento profinito
de G, no qual G é um grupo profinito e ¢+ : G — G é homomorfismo continuo, quando

U(G) =G e,
¢G—" .¢
f ////\Q
H}

para quaisquer H grupo profinito e f : G — H homomorfismo continuo, existir um tnico
¢ : G — H homomorfismo continuo tal que g ot = f;

ii. Analogamente, munindo G da topologia pro-p, dizemos que um par (ézw v) é um completa-
mento pro-p de GG, no qual G’p é um grupo pro-pev: G — @p ¢ um homomorfismo continuo,
quando v(G) = @p e, para quaisquer H grupo pro-p e f : G — H homomorfismo continuo,
existir um tunico ¢ : @p — H homomorfismo continuo tal que pov = f.

Antecipadamente, ja fixamos acima a notagdo para completamentos pois, como de praxe com
objetos universais, mostra-se a unicidade dos completamentos, a menos de isomorfismo topolégico.

Teorema 2.2.14. Seja G' um grupo arbitrario. Entao:

~

i. Existem (@, t) e (Gp,v) completamentos profinito e pro-p de G, respectivamente;

ii. Se Gy e Gy sdo completamentos profinitos (ou pro-p) de G com respectivas fungoes ¢ : G —

G e 13 : G — G4, entao existe um tnico isomorfismo de grupos topologicos ¢ : G; — G tal
que Qo L] = Ly.

Demonstragcdo. A existéncia de completamentos de um grupo qualquer ja foi essencialmente ve-
rificada, e por isso apenas a esbocaremos aqui. Primeiramente, deve-se notar que ambos N :=
N(G) ={N<G |[G: N] < o0} eN, :=N,(G) ={N<G | [G: N] < 00 e G/N é p-grupo} sdo dire-
cionados, similarmente ao Exemplo 2.1.8. Define-se entdo G = l(iglNeNG/N e @p = lim nen, G/N,
com as aplicacdes naturais ¢(g) = (9N)nen € v(g9) = (9N)new,. Ambas sao homomorfismos
continuos, pelas definicbes das topologias profinitas e pro-p. De maneira analoga ao feito nas
demonstracdes dos teoremas 2.2.7 e 2.2.8, 1(G) C G e v(G) C G, sio densos. E, de modo inteira-
mente andlogo ao feito na prova do item (v) da Proposi¢ao 2.2.12, Ge @p possuem as respectivas
propriedades universais dos completamentos profinito e pro-p.
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Verifiquemos a unicidade no caso profinito (o caso pro-p ¢é inteiramente andlogo). Da pro-
priedade universal dos completamentos, existem Unicos ¢ = ¢ : @1 — @2 e Py : @2 — @’1
homomorfismos continuos tais que (p o ps) oy = 13 € (Y2 0p) ot = 11. Mais uma vez da universa-
lidade, idal e ida2 sao os unicos homomorfismos continuos tais que idaQ Olg = Ly € idal oL = L.
O resultado segue-se. O

Como consequéncia da construcao dos completamentos, as aplicagoes ¢ : G — Gev:G— @p
sao injetivas se, e somente, G é um grupo, respectivamente, residualmente finito ou residualmente
p, isto é, a interse¢do de seus subgrupos normais de indice finito é trivial (respectivamente, a
interse¢ao de seus subgrupos normais cujos indices sao poténcias de p é trivial).

2.3 Grupos Pro-p Finitamente Gerados

Definicao 2.3.1. Sejam G um grupo profinito e X C (. Dizemos que X gera G como grupo
topoldgico quando o subgrupo abstrato (X) é denso em G, isto é, G = (X). Quando X ¢ finito,
dizemos que G é finitamente gerado (como grupo topoldgico). Nesse caso, denotamos d(G) como
sendo a menor cardinalidade dentre os conjuntos geradores de G. Caso G nao seja finitamente

gerado, denotamos d(G) = oo.

Quando nao houver risco de confusdo, diremos simplesmente que o conjunto X gera o grupo
profinito G, ao invés de dizer que X gera G topologicamente.

Exemplo 2.3.2. O grupo abeliano aditivo Z, é gerado, como grupo topoldgico, por {1}, pois
(1) =Z e Z = Z,. Assim como Z ¢é o tinico grupo ciclico infinito, seu andlogo pro-p Z, é o tinico
grupo pro-p prociclico (i.e., um grupo topolédgico que é o limite inverso de p-grupos ciclicos finitos).

Exemplo 2.3.3. De maneira geral, devido ao item (vi) da Proposicdo 2.2.12, todo grupo pro-p
prociclico G (ou seja, tal que d(G) = 1) pode ser caracterizado por G = (9) = {¢* | z € Z,}, para
algum g € G\ {1}.

Exemplo 2.3.4. Analogamente a Z,, o completamento profinito 7 = l(iglneNZ/nZ de Z ¢ tal que
d(Z)=1,pois (1) =Z e Z =17.

Assim como subgrupos de indice finito em grupos abstratos finitamente gerados sdo também
finitamente gerados, tem-se um resultado semelhante no caso profinito:

Proposicao 2.3.5. Se G é um grupo profinito com d(G) < co e H <, GG, entdo H também é
finitamente gerado.

Demonstragio. Tome um subconjunto finito X € G tal que G = (X). Defina X = X U X .
Tem-se que X é finito, X! = X, e vale ainda G = @ Como H é aberto e G é compacto, o
indice n = [G : H] é finito. Logo, podemos tomar 7' = {ty,...,t,} C G tal que G = U | Ht;,
e podemos supor que 1 € T, digamos ¢t; = 1. Para cada g € G, denote s, o elemento de T tal
que Hg = Hs,. Com isso, defina Y = {tz(s;,) ™' | # € X, t € T}. Como X e T sdo finitos, ¥

é também finito. Denote K = (Y). Por construgdo, K é (topologicamente) finitamente gerado
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e K <. H. Mostremos que de fato vale K = H. Dados k € K, x € X et € T, tem-se que
ktr = ktx(si) 'siy € KT. Em particular, como 1 € KT, obtem-se que X C KTX C KT,
e indutivamente qualquer produto finito X - X --- X estd contido em KT. Por ser X = X!
segue-se que (X) < KT. Mas K <. G e T é ﬁmto donde G = (X) € KT C G. Ou seJa
Wl Ht; = G = Kt;, e conclui-se que H C K. O

Definicao 2.3.6. Dado um grupo profinito GG, a intersecao de todos os seus subgrupos mazimais
abertos (préprios) é dita o subgrupo de Frattini de G, denotado ®(G).

Note que o subgrupo de Frattini ®(G) é um subgrupo normal fechado. Isso segue do fato
de que ®(G) é um subgrupo caracteristico do grupo profinito G, isto é, para cada automorfismo
continuo f : G — G vale f(®(G)) C ®(G). Tal afirmagdo é consequéncia da propriedade de que
isomorfismos (no caso, continuos) preservam subgrupos maximais. Fica definido entdo o grupo
profinito G/®(G), chamado o quociente de Frattini de G.

No caso de grupos pro-p, o subgrupo de Frattini possui propriedades interessantes. Comecare-
mos com alguns resultados basicos, do caso geral.

Defini¢ao 2.3.7. Um elemento g de um grupo profinito G é dito um ndo-gerador quando a
implicagdo (G = (X,9) = G = (X)) for verdadeira, para qualquer conjunto de geradores
X C G. Em outras palavras, g pode ser omitido de qualquer conjunto de geradores de G.

Proposigao 2.3.8. Para qualquer G grupo profinito, ®(G) = {g € G | g é nao-gerador }.

Demonstragao. Denote N = {9 € G| g é ndo gerador}.

Lembremos que todo subgrupo aberto de um grupo topoldgico é também fechado. Seja H
subgrupo aberto maximal (préprio) de G. Dado g € G um nao-gerador, suponha, por absurdo,
que g ¢ H. Considere o subgrupo (H,g). Tem-se (H) = H = H C G, de modo que (H,g) = G
j& que H é maximal (préprio). Como g é nao-gerador, (H,g) = H # G, uma contradi¢ao. Logo,
g€ H eassim N C &(G).

Reciprocamente, seja g € ®(G) e suponha, por absurdo, que g ¢ N. Isso significa que existe
X C G tal que (X,g) = G mas (X) # G. Como (X) é fechado, tem-se (X) = Nyey N(X), n
qual N = {N C G | N é subgrupo normal aberto}. Podemos tomar entdo M <, G maximal com
respeito as propriedades de conter @ e nao conter g. Nesse caso, M ¢ de fato subgrupo maximal
de G, poisse M C H <, G, entao H > (X, g) = G. Com isso, g ¢ M D ®(G), uma contradigao.
Portanto g € N, isto é, ®(G) C N, como queriamos. a

Proposigao 2.3.9. Sejam G grupo profinito, H subgrupo fechado de G, e X C ®(G) qualquer.
Se G = (H,X), entdao G = H. Em particular, se H®(G) = G, entdao G = H.

Demonstragio. Como ®(G) é o conjunto dos nao-geradores de G, tem-se que G = (H, X) = (H) =
H=H. ]

Lema 2.3.10. Seja G grupo profinito finitamente gerado. Entao d(G) = d(G/®(G)).

Demonstragio. Denote 7 : G — =% a projecio candnica. Evidentemente, d(G) > d(G/P(G)).

B(G)
Seja X C G tal que 7(X) gera G/®(G) e d(G/®(G)) = |X|. Entdo G = 77 1((7(X))) =
(X)P(GQ) = (X, ®(G)) = (X), pela Proposicao 2.3.9. Logo, d(G/®(G)) > d(G). O
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Daremos agora a caracterizacao mais forte do subgrupo de Frattini no caso pro-p.

Teorema 2.3.11. Seja G um grupo pro-p. Entao:

i.

Todo subgrupo maximal aberto (préprio) de G tem indice p;

ii. O quociente de Frattini G/®(G) ¢ um espago vetorial sobre o corpo F, de ordem p. Em

iii.

particular, se G é finitamente gerado, entdo G/®(G) = 17 Fp;

®(G) = G'GP, no qual G? = {¢? | g € G} é o subgrupo das p-poténcias de G, e G’ = [G, G]
¢ o subgrupo dos comutadores.

Demonstracao. i. Seja M subgrupo maximal aberto de GG. Entao M ¢ fechado, e M tem indice

ii.

finito em G por ser G compacto. Considere Mg = Nyeq g~ ' Mg o cerne de M em G, seu maior
subgrupo o qual é normal em G. Como [G : M| < oo, o indice de Mg em G é também finito.
Tem-se que Mg é subgrupo (normal) fechado de G. Logo, G=0G /Mg é um p-grupo finito,
e M = M/Mg 6 um 1 subgrupo maximal de G. Considere Ng(M M)={geG|g'Mg= M}

o normalizador de M em G e
1(G) =G > %(G) = [G,G] = G > 1(G) = [1(G),G] > ...

a série central descendente de G. Como todo p-grupo finito é nilpotente, a série central
descendente de G estabiliza no subgrupo trivial, e portanto existe indice 7 tal que %H(G) <

M mas v;(G) € M. Como ['yZ(G) M] [%(G) G] = v,11(G) < M, segue-se que 7;(G) <
N~(M) e, em partlcular M G Ng(M). Como M é subgrupo maximal de G, segue-se que

N. 5(M )= G isto é, M é normal em G. Agora, a maximalidade de M implica que o p-grupo
finito G / M nio possui subgrupos nao-triviais. Logo, M tem indice p em G, e portanto

G/Mg
MM

G M] = —[G: M] =

Escreva ®(G) = (1] M., sendo {M,},er, a familia de todos os subgrupos maximais abertos
AeL
de . Considere o homomorfismo

G
f:G—— —
)\GLMA

g —— (gMy)rer-

Tem-se que ker(f) = Nyer, My = ©(G). Pelo item anterior, G/M), = F,, e assim Im(f) é um
subespaco do espaco vetorial H F,. O resultado segue-se do Teorema do Isomorfismo.
AeL
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iii. Como G/®(G) é espago vetorial sobre o corpo F,,, vale que G/®(G) é abeliano e cada elemento
g € G/®(G) é tal que ()P = 7. Logo, G'GP C ®(G).
Seja agora a € G\G'GP arbitrario. Mostremos que a ¢ ®(G). Como G é Hausdorff e
compacto, existem Uy, U; C G abertos disjuntos tais que a € U; e G'GP C U,. Note que

1 € U,, ja que G'GP é subgrupo. Pelo Teorema 2.2.8, existe N subgrupo normal aberto de
G tal que N C a 'U; e N C Uy, de modo que aN NG'GP = @. Considere os p-grupos finitos

G'GPN
N

H=G/NeK= <H,
e denote @ = alN € H. O quociente H/K é um grupo abeliano finito com a propriedade de
que para todo h € H tem-se h? € K. Segue-se da Classificacdo de Grupos Abelianos Finitos
que H/K é isomorfo a uma soma direta finita @}, F,. Como aNNG'G? = &, tem-se que aK
é um elemento nao-trivial de H/K = @, F,. Sendo F, ciclico de ordem prima p, podemos
construir M subgrupo maximal do p-grupo finito H = G/N tal que sua projegdo em H/K
é um subgrupo maximal que nao contem akK, no qual @ = aN. Isso significa que podemos
obter M subgrupo maximal aberto de G tal que a ¢ M D ®(G). Portanto, ®(G) C G'GP.
m

Em outras palavras, o teorema acima nos diz que o quociente de Frattini G/®(G) de um grupo
pro-p G é seu quociente maximal abeliano de expoente p.

Encerramos esta se¢do com uma equivaléncia que relaciona a quantidade de geradores de um
grupo pro-p a estrutura topoldgica de seu subgrupo de Frattini.

Proposicao 2.3.12. Seja G um grupo profinito finitamente gerado. Para cada n € N, G admite
apenas um numero finito de subgrupos normais abertos cujos indices sao iguais a n.

Demonstragio. Se N <, G, entao N = ker py, para algum epimorfismo ¢y : G — X, no qual
X é um grupo finito com |X| = n = [G : N]. Agora, como G é finitamente gerado, cada tal
epimorfismo ¢y fica unicamente determinado pelas imagens por ¢y dos geradores de G no grupo
finito X. Logo, o conjunto {¢n | ¢y : G - X é epimorfismo} é finito. Como existe apenas uma
quantidade finita de grupos X cuja cardinalidade é n, o resultado segue-se. O

Teorema 2.3.13. Seja G um grupo pro-p. G ¢é finitamente gerado se, e somente se, seu subgrupo
de Frattini ®(G) é aberto.

Demonstragcao. Suponha G finitamente gerado. Pelo Teorema 2.3.11, cada subgrupo maximal
aberto M de G tem indice indice p. Pela Proposicao 2.3.12, existe apenas uma quantidade finita
de tais subgrupos maximais abertos, digamos Mj, ..., M,. Ou seja, ®(G) = N, M;. Logo, ®(G)
é aberto, por ser a intersecao finita de abertos.

Reciprocamente, suponha ®(G) aberto. Sendo entao ®(G)<,G, vale que o quociente de Frattini
G/®(G) é um p-grupo finito, donde existe X C G conjunto finito tal que 7(X) gera G/®(G), no
qual 7 : G — G/®(G) denota a projegio candnica. Com isso, G = (X)®(G) = (X), pela
Proposicao 2.3.9. O
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2.4 Grupos Pro-p Livres e Apresentacoes de Grupos Pro-p

Nesta secao fazemos um paralelo ao estudo feito no Capitulo 1 sobre grupos livres abstratos.
Novamente via uma propriedade universal define-se, agora no cenario pro-p, um objeto analogo
ao grupo livre abstrato (1.1.1). Nosso objetivo é traduzir para o contexto pro-p a nogao de apre-
sentagoes (1.2.1) e apresentagoes finitas (1.3.1), e estudar algumas propriedades de grupos pro-p
finitamente apresentaveis. As nogoes de grupo pro-p livre aqui usadas seguem as linhas de [16].

Definicao 2.4.1. Sejam X um espago topoldgico profinito, F' um grupo pro-p e i : X — F uma
aplicacao continua tal que a imagem de X por ¢ gera F' como grupo topoldgico, isto é, F' = (i(X)).
Dizemos que F' (com a aplica¢do i) é um grupo pro-p livre sobre o espago profinito X quando,

dados quaisquer G grupo pro-p e f : X — G fungao continua com (f(X)) = G, existir um unico
homomorfismo continuo ¢ : F' — G tal que poi = f. Nesse caso, dizemos que ¢ é o homomorfismo
(continuo) que estende a func¢do continua f, e dizemos ainda que X é uma base de F.

Semelhante ao que ocorre no caso abstrato, tem-se os seguintes resultados basicos.

Proposigao 2.4.2. Se F' é um grupo pro-p livre sobre um espaco profinito X com a aplicagao
i: X — F, entdo ¢ é injetiva e 1 ¢ i(X).

Demonstragio. Se X = {x}, segue-se da propriedade universal do grupo pro-p livre que existe um
tnico homomorfismo continuo ¢ : F' — F, tal que poi(z) =1 € F,, donde ¢(X) Nkerp = @.
Suponha agora que X tenha pelo menos dois elementos, e sejam z,y € X distintos. Conside-
remos a colecao R de todas as relagoes de equivaléncia R de X tais que suas respectivas classes
laterais zR C X sao subespagos simultaneamente abertos e fechados em X. Pelo item (iii) do
Teorema 2.1.18, existe R € R tal que as classes laterais xR e yR sao distintas. Considere o espago
X/R com a topologia quociente, G o p-grupo finito G =F, & F,, e I X/R — G uma aplicacao
continua qualquer tal que f(zR) = (1,0) e f(yR) = (0,1). Ponha f : X — G a composicio
f=fommnoqual m: X - X /R denota a projecao candnica. Tem-se entdo que f é continua e,
da universalidade do grupo pro-p livre, existe inico homomorfismo continuo ¢ : F' — G tal que
poi= f. Como f(x)# f(y), vem i(x) # i(y), e assim ¢ ¢ injetiva. Além disso, por construgao,
{i(x),i(y)} Nker ¢ = &, de modo que a arbitrariedade de z,y € X implica que 1 ¢ i(X). O

Teorema 2.4.3. Seja X um espaco profinito. Entao:
i. Existem F' grupo pro-p e i : X — F fungdo continua tais que F' (com a fungdo i) é grupo

pro-p livre sobre X;
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ii. Se F} e Fy sao grupos pro-p livres sobre X, com respectivas fungoes i : X — Fleiy : X — Fy,
entao existe um tunico isomorfismo de grupos topolédgicos ¢ : Fy — F5 tal que @ oy = is.

Demonstragado. i. Seja Fx o grupo livre abstrato (1.1.1) com base X, identificando o espago
X — Fx, e considere

N ={N<Fx | [Fx: N]époténcia de p e, Vg € Fx, gN N X & aberto em X }.

Tem-se entdao que N é conjunto direcionado, pela ordem induzida pela inclusao de conjuntos
(analogamente ao Exemplo 2.1.8). Ponha (F, on )z = @NGN(FX/N, ounN)n,ei: X = Fa

restri¢ao a X do homomorfismo natural ¢ : Fx — lim Fx /N dado por ¢(g) = (¢N)nen. Como

para cada M € N as composigoes ¢y o i(x) = £ M sao continuas, segue-se da Proposigao
2.1.15 que ¢ é continua. Sejam agora G um grupo pro-p e f : X — G continua tal que
(f(X)) = G. Verifiquemos para F' a propriedade universal de grupo pro-p livre. Como

G ¢é o limite inverso de p-grupos finitos, digamos (G, ;) = l(iEI(Gjﬂ/ij), basta verificar
a propriedade para cada p-grupo G; e as aplicacoes continuas f; = ¥;o f : X — G

assumindo G; = (f;(X)). Ou seja, queremos mostrar que existe um tnico homomorfismo
continuo p; : F' — G; tal que ¢, 0oi = f;. Por ser Fx o grupo livre (abstrato) com base X,
existe (inico) epimorfismo (de grupos abstratos) ¢; : Fx — G, tal que ¢;|x = f;. Como G,
é p-grupo finito, tem-se H := ker ¢; € N, e a composi¢ao ¢; : F LN Fx/H —Gj éo
tnico homomorfismo continuo tal que ¢; oi = f;.

ii. Da universalidade do grupo pro-p livre, idp, e idp, sdo os inicos homomorfismos continuos tais
que idp, 011 = i1 € idp, 01y = 19. Novamente da universalidade, existem tinicos homomorfismos
continuos @1 : F1 — Fy e ¢y @ Fy, — F| tais que 91 041 = iy € g 019 = 17. Logo,
(p10pg) 0l =iy e (w30 1) 0ip = iy, e assim a unicidade inicialmente apontada implica
©1 0 @9 = idp, € Py 01 = idp. Portanto ¢ := ¢y : Fy — F é isomorfismo de grupos
topologicos.

]

Mais uma vez, temos unicidade do objeto universal em questao, e passamos a tratar do grupo
—_—

pro-p livre sobre um espago profinito X, denotado F'(X) - Dado entao um grupo pro-p G, dizemos

—

que G ¢é livre com base X quando G é isomorfo (como grupo topoldgico) ao grupo pro-p livre F/(X) »
sobre o espaco profinito X.

—

Uma observagao. Alguns autores consideram o grupo pro-p livre F/(X )p com uma restricao a

—_—

mais: a aplicagio i : X — F(X), deve convergir a 1, isto é, todo aberto de F/()?)p contem todos os
pontos de i(X), & exce¢ao de um ntimero finito de tais pontos. Um tal grupo as vezes é denotado
Fy (X), o grupo pro-p livre restrito. A razao para nao considerarmos tal restrigao neste trabalho
se deve ao nosso interesse em grupos finitamente apresentaveis: se a base X do grupo pro-p livre

F(X), ¢ finita (espago topolégico discreto compacto), entdo F(X), coincide com o grupo pro-p
livre restrito £} (X).
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Daqui em diante particularizaremos nosso estudo de grupos pro-p livres aqueles que possuem
base finita. Em particular, resultados obtidos na Secao 2.3 valem para tais grupos.

—

Nao a toa escolhemos a notagao F(X )p para representar o grupo pro-p livre com base X. De
fato, a demonstracao dada no Teorema 2.4.3 evidencia a ligacdo entre o grupo livre abstrato e o
grupo livre pro-p, a saber, via o completamento pro-p, visto na Sec¢ao 2.2.1. A seguir enunciamos
resultados estabelecendo tal ligacao.

Proposicao 2.4.4. Seja F = F(X)p o grupo pro-p livre sobre um conjunto finito X com n
elementos. Entao qualquer conjunto de geradores de F' com n elementos ¢ uma base de F'. Além
disso, se X é uma outra base de F, vale | X| = n.

Demonstra¢io. Denote X = {x1,...,z,} esejaY = {y1,...,y,} C F um outro conjunto gerador
de F'. Da universalidade, considere ¢ : F' — F o (inico) homomorfismo continuo tal que ¢(z;) = y;.
Tem-se entao que ¢ é epimorfismo. Queremos garantir que ¢ é isomorfismo de grupos topologicos.
Se ¢ for injetiva entao ¢ sera também homeomorfismo, ja que F' é compacto. Basta mostrar entao
a injetividade de ¢. Para cada n € N, considere N,, = {N < F | N é abertoe [F : N] = n} e
a funcio ¥, : N,, — N, dada por ¥, (N) = o }(N). Tem-se que ¥, é injetiva e, como N, é
finito pela Proposicao 2.3.12, segue-se que V¥,, ¢ uma bije¢do. Mas, se M é um qualquer subgrupo
normal aberto de F', entdao M é um p-grupo finito, e assim existem n € N e N € N,, tais que
M =V,(N) = ¢ *(N). Em particular, M D ¢ '({1}) = ker ¢, donde ker ¢ C Ny r N = {1}.
Agora, seja X = {z1,...,2m} outra base de F' e suponha, por absurdo, que m # n. Sem perda
de generalidade, suponha m > n. Considere f : X — F dada por f(z) = x;, ﬁl\g 1< n,e

f(zi) = 1, caso contrério. Da universalidade, existe homomorfismo continuo ¢ : F(X), — F que
estende f, e ¢ é evidentemente sobrejetivo. Por argumento inteiramente analogo ao acima, obtem-
—_—

se que ker¢p C e ey, N = {1}, donde F(X), ¢ isomorfo a F', uma contradigdo. Portanto,

1X| = n. 0

Em decorréncia da proposicao acima, estabelecemos a:

—

Definigao 2.4.5. Dado um grupo pro-p livre ' = F(X), com base X, definimos posto(F') = | X/,
a cardinalidade de uma (qualquer) base de F.

Note que posto(?(?)p) = d(F/(Y)p), i.e., a cardinalidade da base de f(?)p é obrigatoriamente
seu numero minimal de geradores.

Teorema 2.4.6. Seja Fy o grupo livre abstrato sobre um conjunto finito X. Entao o com-
pletamento pro-p F, de Fx é o grupo pro-p livre com base X. Em particular, posto(Fx) =

posto(F(X),).

Demonstragio. Segue imediatamente da construgao do grupo pro-p livre F'(X) , dado no Teorema
2.4.3, e da proposicao anterior. ]

Citemos ainda o seguinte resultado, analogo ao caso abstrato dado no Teorema de Nielsen-
Schreier 1.1.10.
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—

Teorema 2.4.7. Sejam F'(X )p o grupo pro-p livre sobre um espago finito X e H subgrupo aberto

—

de FI(X )p. Entdao H é um grupo pro-p livre com base finita, e

—

posto(H) = [F(X), : H] (posto(F/(-)?)p) —1)+1

Referimos ao leitor [21, Teorema 5.4.4, p. 82] ou [16, Teorema 3.6.2, p. 118] para demonstragoes
do resultado acima. Tal teorema, assim como diversas outras conexoes entre grupos abstratos
e grupos pro-p, sao devidos a ligacdo entre ambos os casos via completamentos. O Teorema
2.4.6 evidencia mais ainda tal ligacao, e assim alguns resultados do cenario abstrato podem ser
traduzidos, com uma certa adequacgao ao contexto, ao cenario pro-p.

Proposicao 2.4.8. Todo grupo pro-p é quociente de um grupo pro-p livre.

Demonstragdo. Seja G um grupo pro-p arbitrario e fixe X C G um subespago profinito tal que

—

(X) =G, e denote f: X — G a inclusdo. Considere F'(X), o grupo pro-p livre com base X. Pela

—

universalidade, existe um homomorfismo continuo ¢ : F'(X), — G que estende f. Como F(X), ¢
compacto e (X) é denso em G e ¢ é homomorfismo continuo, segue-se que ¢ é sobrejetiva. O

Assim como no caso abstrato, gragas a proposicao acima podemos formalizar as noc¢oes de
apresentacoes e apresentacoes finitas de grupos pro-p.

—

Definigao 2.4.9. Dados G um grupo pro-p, X um espago profinito e R C F(X )p um subconjunto
do grupo pro-p livre com base X, dizemos que o par (X, R) é uma apresentacao do grupo pro-p

—

G quando G = F(X), /N, no qual N = (RFX)n) ¢ o menor subgrupo normal fechado de F/()?)p
contendo R. Nesse caso, os elementos de X sao ditos os geradores de GG, e os elementos de R sao
ditas as relagdes na apresentacao dada, e denotamos G = (X | R>15 para dizer que (X, R) é uma
apresentacao do grupo pro-p G. -

Equivalentemente, dados G um grupo pro-p, X espago profinito e 7 : F'(X) , = G um epimorfismo
continuo do grupo pro-p livre com base X sobre GG, dizemos que 7 é uma apresentagdo de G. Nesse

caso, tomando-se um subconjunto B C F(X), tal que kerm = (RFX)) | retorna-se & notacio
acima e diz-se que o par (X, R) é uma apresentagao de G.

Definicao 2.4.10. Um grupo pro-p G é dito finitamente apresentdvel quando admite alguma

apresentacdo G = (X | R), tal que X e R sejam ambos finitos.

Definigao 2.4.11. Dado N subgrupo normal fechado de um grupo pro-p G, definimos dg(N)
a ser a menor cardinalidade dentre os subconjuntos de G que geram N como subgrupo normal
fechado de G. Em outras palavras, se R C G é um conjunto de cardinalidade minima tal que

N = (R%), entao dg(N) = |R| (podendo ser |R| = o).

Em particular, se 7w : F(X )p —» (G é uma apresentacao de um grupo pro-p G, entao o numero de

relagoes em tal apresentagao é dF/()?) (ker 7).
P

—

Motivados pela ligacao entre o grupo livre abstrato Fx e o grupo pro-p livre F/(X) ,» estabele-
cemos o seguinte:
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Teorema 2.4.12. Se G é um grupo abstrato com apresentagao finita (X | R), entdo o completa-

mento pro-p G admite apresentacao (finita) (X | R);, como grupo pro-p.

Demonstragio. Basta checar a propriedade universal do completamento pro-p (2.2.13) para o grupo

- —

(X | R);, observando que a prépria construgao de F'(X), ¢é feita via o completamento pro-p de
Fx, como na prova do Teorema 2.4.3. O

Formalmente, o resultado acima nos permite construir diversos grupos pro-p através de apresen-
tagoes finitas de grupos abstratos, bem como traduzir algumas propriedades de grupos abstratos
finitamente apresentaveis — com um certo cuidado topoldgico — para o cenario pro-p. Daqui em
diante utilizaremos tal construcao livremente, sem maiores comentarios.

Exemplo 2.4.13. O grupo aditivo dos inteiros p-adicos Z, ¢ finitamente apresentavel, com Z, =
(1]2),.

p

Exemplo 2.4.14. Mais geralmente, todo grupo pro-p livre ¢ finitamente apresentavel. Como no
caso abstrato, tais grupos sao os tnicos a admitirem apresentagoes sem relagoes.

Exemplo 2.4.15. Todo p-grupo finito é finitamente apresentédvel, visto como grupo pro-p (cf. [21,
p. 239]).

Prosseguiremos com alguns resultados acerca de apresentacoes finitas de grupos pro-p, com par-
ticular interesse na quantidade de relagoes a partir da quantidade de geradores numa apresentacao
dada.

As préximas proposicoes sao analogas ao que ocorre no caso abstrato: certos subgrupos de indice
finito e extensoes de grupos pro-p finitamente apresentaveis também sao finitamente apresentaveis.

Proposigdo 2.4.16. Sejam G = (X | R), grupo pro-p finitamente apresentavel com |X| = d e
|IR| = r, e H <, G com indice n. Entao H admite apresenta¢ao finita com d; = n(d — 1) + 1
geradores e r; = nr relagoes.

Demonstragio. Replicaremos a demonstragao dada no caso abstrato (cf. Proposicao 1.3.2).

o —

Denote F' = F(X),, m: F' - G o epimorfismo proveniente da apresentacio G = (X | R); =
F/N, kerm = N = (RF). Denote por F} = 7~ '(H) <, F. Tem-se posto(F}) = d; e, pelo Teorema
2.4.7, Fy é grupo pro-p livre e vale que posto(Fy) = dy = [F': Fi](d — 1) 4+ 1. Sendo [G : H] = n,
vem [F': F] =n, ou seja, d; =n(d—1) + 1.

Como o indice de F} em F é n, podemos tomar T" = {t1,...,t,} conjunto finito de F tal que
F = " t;F}. Denote R = {uy,...,u,}. Para cada f € F, existe (dnico) j tal que f € ¢;F,
digamos f = tjf. Com isso, f~tu;f = f’ltj_luitjf € {tj_luitj}Fl. Logo, R C kerm = m1({1}) C
7 '(H) = Fi. Mais ainda, (RF) = ((Uj_;R%)), de modo que o conjunto Ry = Uj_; RY gera
(topologicamente) o nicleo da restrigdo m; = 7|p, : F1 — H. Logo, r = |[Ro| = X}, |RY]| =
n-|R| = nr. O

Proposicao 2.4.17. Sejam G um grupo pro-p e K<.G. Se K e G/K sao finitamente apresentaveis,
entdo G ¢ finitamente apresentavel.
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Demonstragao. Basta replicar a prova dada no caso abstrato (cf. Proposicao 1.3.3), bastando
readequar os conceitos: grupos abstratos por grupos pro-p, homomorfismos por homomorfismos
continuos, e subgrupos por subgrupos fechados. O

Os préximos lemas visam a demonstracao da proxima proposicao, que estabelece relagoes entre
o numero de geradores e relagdoes em apresentagoes distintas de um mesmo grupo pro-p.

Lema 2.4.18. Sejam F' um grupo pro-p livre sobre um conjunto finito X, F} subgrupo fechado
gerado por X; C X e Nj <. Fi. Denote N o menor subgrupo normal fechado de F' contendo
N1 U (X \ X1). Se dp, (N7) < oo, entao dp(N) = dp, (N1) + | X \ X

Demonstragio. Provando-se o caso em que X \ X; = {y} é unitario, o caso geral segue-se por
aplicagao iterada de tal resultado.

Denote dp, (N1) = m, isto é, N; é gerado, como subgrupo normal (fechado) de Fj, por m
elementos. Entao N é gerado, como subgrupo normal fechado de F', por até m + 1 elementos, ou
seja, dp(N) <m + 1.

Suponha, por absurdo, que dp(N) < m + 1. Entao p™™' > |N/®(N)| = |N/[N, N|N?| >
|IN/[N, FIN?|. Seja K = (y'). Como X \ X; = {y}, vale F' = F1 K, e assim N, K <. F, pois ambos
sao normais (fechados), e vale ainda N;K = N. Da propriedade universal de F', existe um tnico
epimorfismo continuo 6 : F' — F tal que 6(z) = x, Vo € X; e 6(y) = 1. Com isso, §(N) = Nj.
Considere a composi¢ao ¢ : N s, N » N1 /[Ny, Fi]NY. Tem-se que K[N, F|NP C ker g,
pois K[Ny, F1]NY C kerp e p(K[N, FINP) = o(K[N1 K, F1K](N1K)?P) C ([N, F1]N7). Como
também vale [N, FIN? < KI[N, F]NP?, obtem-se epimorfismos continuos N — N/[N, F|N?P —
N/K[N, FIN? — N /[Ny, F1]N? induzidos pelas projegoes naturais e por ¢. Logo,

[N : [N, FIN?] > [N : K[N, FIN?| > [Ny : [Ny, Fi]NP] = p™.

Agora, se fosse [N : [N, F|NP| = p™, as projecoes acima implicariam K C [N, F|N? C [F, F|Fr =

—

®(F), o que ndo pode ocorrer pois y € X e o subgrupo de Frattini de F' = F(X)p ¢ o conjunto

de seus nado-geradores. Logo, [N : [N, F|N?] > p™. Sendo N/[N, F|NP um quociente abeliano

(finitamente gerado) de p-tor¢ao de N, tem-se que [N : [N, F|N?| > p™*1. Ou seja,

[N, N]N?| = |V, F]Ne
uma contradi¢do. Portanto, dp(N) = m + 1, como queriamos. ]

Lema 2.4.19. Seja GG um grupo pro-p finitamente apresentavel, digamos com apresentacao finita

T /(?)p — (G, e denote F = F(X)p, N = kerm. Se H é um grupo pro-p e K <. H é tal que
G = H/K, entao K é finitamente gerado como subgrupo normal fechado de H (i.e., dg(K) < o0)
ed(F)—dp(N)<d(H)—-dy(K).

Demonstrag¢io. Denote d = d(G) e o0 : H — G o epimorfismo continuo tal que kero = K. Tem-se
que |G/®(G)| = p?, e assim podemos escolher X = {z1,... 240} C F base de F tal que G/®(G)
é gerado pela imagem de X; = {x1,x9,...,24} C X pela composta F' - G — G/®(G). Denote
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Fy o subgrupo pro-p livre de F' com base X;. Como ®(G) é o conjunto dos nao-geradores de G,
tem-se que a restricdo m|p, : Fi — G é sobrejetiva, e assim F' = FiN. Para cada i = 1,...,d,
escolha h; num conjunto gerador de H tal que o(h;) = m(z;), e considere Hy = (hq,... hq) <. H.
Similarmente, 0|y, : Hy — G é sobrejetiva e H = H{K. Da propriedade universal de Fj, existe
um tdnico epimorfismo continuo 7 : Fy — H; tal que 7(z;) = h;, e assim 7|p, = o|g, o 7. Como 7
¢ sobrejetiva e kero|y, = Hi N K e kerm|p, = F1 NN, segue-se que 7(F1NN)=H NK e

dg,(HiNK) <dp (FiNN).

Agora, considere @ : H/®(H) - G/P(G) o epimorfismo induzido por ¢ : H — G. Como

o(h;) =m(x;) e H = (h1,...,hq) e aimagem de {m(xy),...,7(z4)} em G/P(G) gera tal quociente,

segue-se que a restricao de 7 a H;(pgj) é uma bijecao, e assim | nggl ) | = p¢. Logo, porser H = H| K,

podemos tomar S = {s1, Sa,...,8,} C K tal que
H/(I)(H) = <h‘1q)<H)> ce >hdq)<H)7 51(D<H)7 SR qu)<H)>7

no qual m = d(H) — d. Denote Ky = (SH) <. H. Tem-se entdao que Ky <, K, H = H1Kj e
K = (H, N K)K,, donde

du(K) <dg,(HNK) +d(H) —d.

De modo andlogo, obtem-se que dp(N) < dp, (F; N N) 4+ d(F) — d. Mas, como F élivite e N é o
menor subgrupo normal fechado de F' contendo F1 NN e X \ X, segue-se do Lema 2.4.18 que tal
desigualdade é de fato uma igualdade. Assim,

d(F) —dp(N)=d—dr (F1NN) <d—dy,(HNK) <d(H) —dp(K).

Proposigao 2.4.20. Seja G um grupo pro-p finitamente apresentavel. Sao validos:

i. O nimero inteiro def(G) = d(F/(?)p) — A5z (ker ) é um invariante de G, isto ¢, independe

da apresentacdo 7 : F'(X), — G (tal nimero é chamado a deficiéncia de G);

ii. Se G = (X | R), com |X|=ne|R| =r, entdo G também admite apresentacdo com d(G)
geradores e r — (n — d(G)) relagdes;

iii. Se G admite apresentagdo com n = d(G) + m geradores e 7 = m relagoes, m > 0, entao G é
um grupo pro-p livre.

Demonstragao. i. Sejam Fi; e Fy dois grupos pro-p livres com epimorfismos continuos m; :
Fy - Gemy: Fy - G. Entao, pelo Lema 2.4.19, d(Fy) — dp, (kermy) < d(Fy) — dp, (ker mg) <
d(Fy) — dp, (kermy).

—

ii. Considere m : F'(X), — G a apresentacdo de G dada no enunciado, com ker m = (RFCO),
Tome 79 : F' — G uma apresentacdo de G com F um grupo pro-p livre com posto(F') =
d(G). O ntmero de relagoes em tal apresentagao é dp(ker my). Pelo item anterior, d(G) —
dp(kerm) = n — r, e o resultado segue-se.

iii. Basta notar que, pelo item (i), G é um grupo pro-p livre se, e s6 se, def(G) = d(G).
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2.4.1 Algebra de Grupo Completa, Séries de Poténcias e o Grupo Pro-
p Livre

Esta secdo tem carater objetivo, e por tal razao evitaremos nos estender nos conceitos e fatos
aqui apresentados. Nosso interesse ¢ apresentar uma importante caracterizacao do grupo pro-p
livre com base finita, através do estudo de R-algebras (R anel com unidade), dlgebras de grupos,
e algebras de séries formais de poténcia, no caso pro-p.

Serao dadas algumas defini¢oes e resultados que traduzem para os casos profinito e pro-p as
nogoes de algebra de grupo e moédulo profinito. Demonstragdes dos resultados aqui enunciados
podem ser vistas em [21] e [16].

Recordamos o leitor que um anel (R, +,-) é dito um anel topolégico quando R é também um
espago topoldgico tal que o grupo abeliano (R, +) é um grupo topolégico e o produto - : RXx R — R
é continuo. Seguindo as defini¢oes 2.1.16 e 2.2.1, um anel topolégico R é profinito quando é o
limite inverso de aneis finitos, munidos da topologia discreta. De modo inteiramente analogo a
caracterizagao para grupos, tem-se o resultado abaixo, cuja demonstracao omitiremos.

Teorema 2.4.21. Seja R um anel topologico. Sao equivalentes:
i. R é profinito;
ii. R é compacto, Hausdorff e totalmente desconexo;

iii. R é compacto e o elemento nulo 0 € R admite um sistema fundamental de vizinhancas
abertas que consiste nos ideais abertos de R.

Similarmente, dizemos que um anel profinito é pro-p quando seus ideais abertos tém indice
(vistos como subgrupos aditivos) poténcias de p.

De agora em diante, assumiremos que todo anel R admite elemento unidade 1 € R,
e que homomorfismos (continuos) entre aneis (topolégicos) f : Ry — Ry preservam o elemento
neutro multiplicativo, isto é, f(1g,) = 1g,.

Diferentemente do que ocorre no caso de um anel topoldgico geral R, no qual seu grupo das
unidades U(R) nao é necessariamente um grupo topolégico (com a topologia do subespaco), o
grupo das unidades de um anel profinito R é um subespago fechado e é um grupo profinito. Isso
segue do fato de que R é o limite inverso R = h£n R/ J; sendo J; seus ideais abertos, de modo que

U(R) = lim ¢/ (R/J;) é limite inverso de grupos finitos. A titulo de referéncia, enunciamos abaixo

tal resultado, cuja demonstragao pode ser vista em [21, Lema 7.1.1].

Proposicao 2.4.22. Seja R um anel profinito. Entao seu grupo das unidades U(R) é fechado, e
é um grupo profinito, com a topologia do subespaco.

Prosseguiremos agora com a noc¢ao de algebras sobre um anel dado.

Definig¢ao 2.4.23. Seja R um anel comutativo com elemento unidade. Dizemos que um par (A, )
é uma R-dlgebra quando A é um anel e i : R — Z(A) é um homomorfismo (de aneis) de R no
centro de A.
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Como de costume, omitimos a aplicacao i : R — Z(A) e dizemos simplesmente que o anel A é
uma R-algebra.

Exemplo 2.4.24. Todo anel A é uma Z(A)-algebra via a inclusdo Z(A) — A.
Exemplo 2.4.25. Mais geralmente, A é uma R-algebra, para qualquer R subanel de Z(A).

Exemplo 2.4.26. Seja F um corpo de caracteristica zero. Entao o anel M,,(F) das matrizes n x n
sobre F é uma F-algebra, via a bijecao F «— Z(M,(F)) ={«a- I, | a € F}.

Se (A,i) é uma R-dlgebra podemos, em um certo sentido, visualizar R como uma familia de
escalares agindo sobre o anel A, via a identificagdo dada pelo homomorfismo i : R — Z(A). Com
isso, para r € R e a € A, denotamos um produto i(r) - a (= a-i(r) ) simplesmente por ra (= ar).

Dadas A, B duas R-dlgebras, dizemos que um homomorfismo (de aneis) f : A — B é um
homomorfismo de R-dlgebras quando f(r-a) =r- f(a), Vr € R.

Definigao 2.4.27. Dados G um grupo e R um anel comutativo, a dlgebra de grupo® R[G] do grupo
GG sobre o anel R é o anel das somas formais

R[G] = {Z reg | T4 € R e ry =0 exceto para uma quantidade finita de elementos g € G} ;
com as operagoes de soma e produto naturais, isto é,
o Y 1eg+ 5,9 =>.(rg+ s4)g (soma dos coeficientes termo-a-termo);

o (Xre9)- (X snh) =3, 1(rgsn)(gh) (somatério duplo dado pela distributividade e o produto
em G).

Note que ha inclusoes naturais G — R[G| e R — R|G| dadas por g — lg-ger — 1r-
g, respectivamente. Com isso, o grupo (multiplicativo) das unidades U(R[G]) contem G como
subgrupo, e R[G] contem R como subanel. Mais ainda, R[G] ¢ de fato uma R-algebra. Veja que
o anel R[G] é comutativo se, e somente se, G é um grupo abeliano.

Observamos ainda que R[G| pode ser caracterizado pela seguinte
propriedade universal: para toda R-algebra A e para qualquer f :
G — U(A) homomorfismo do grupo G no grupo das unidades U(A),
f existe um tnico homomorfismo de R-algebras ¢ : R[G] — A tal que
v|le = f. Dizemos entao que ¢ é o homomorfismo (de R-algebras)
que estende o homomorfismo (de grupos) f.

G RG]

A
Exemplo 2.4.28. Tome R = Z o anel dos inteiros e G = (x) = Z o grupo ciclico infinito gerado
1
por {z}. Entdo Z|G] = @ Za" = Z {x, } é 0 Anel de Polinémios de Laurent.

nez z

E a partir da propriedade universal dada acima que baseia-se o analogo a algebra de grupos
para o caso profinito, a ser dado na sequéncia.

®Alguns autores denotam RG ou [RG].
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Defini¢ao 2.4.29. Seja R um anel profinito comutativo. Dizemos que um par (A,i) é uma R-
algebra profinita quando A é um anel profinito e i : R — Z(A) é um homomorfismo continuo (de
aneis topoldgicos) de R no centro do anel profinito A.

Definicao 2.4.30. Dados GG um grupo profinito e R um anel profinito, a dlgebra de grupo completa
R[G] do grupo G sobre o anel R é a R-dlgebra profinita tal que G C U(R[G]) e que satisfaz a
seguinte propriedade universal:

G R[G]
f //

ui)

para toda R-algebra profinita A e para qualquer f : G — U(A) homomorfismo continuo do grupo
profinito G no grupo das unidades U(A), existe um tinico homomorfismo continuo de R-dlgebras
¢ : R[G] — A tal que ¢|¢ = f. Dizemos entao que ¢ é o homomorfismo continuo (de R-4lgebras)
que estende o homomorfismo continuo (de grupos) f.

Alguns comentarios acerca de tal definicao devem ser feitos. Primeiramente, observamos que
o conceito acima de fato estd bem definido, isto é, faz sentido falar da algebra de grupo completa
(e em particular fixar sua notagao R[G]), pois como de praxe a propriedade universal nos garante
a unicidade (a menos de isomorfismo continuo de R-algebras) do objeto universal em questao.
Em segundo lugar, lembramos que U(A) é na verdade um grupo profinito, com a topologia do
subespaco, pela Proposicao 2.4.22.

O resultado natural a ser considerado, tendo em vista a defini¢ao, é o seguinte.

Teorema 2.4.31.  i. A inclusdo G — R[G] estende-se a um mergulho R[G] — R[G] da
algebra de grupo na élgebra de grupo completa, sendo a imagem de R|G| densa em R[G];

ii. Para quaisquer G grupo profinito e R anel profinito comutativo, existe a algebra de grupo
completa R[G], que é construida como R[G] = lim yq,cR[G/N];

iii. Para todo H subgrupo normal de G, a projecao canoénica 7 : G — G/H induz um epimorfismo
entre as algebras de grupo completas my : R[G] — R[G/H], cujo nicleo é o fecho do ideal
Iy de R[G] gerado pelo conjunto {r(h—1) | r € R, h € H}.

Assim como o completamento de um grupo abstrato é seu “correspondente” na classe dos grupos
profinitos, a algebra de grupo completa é o correspondente profinito a algebra de um grupo. De
fato, no teorema acima a construcao da algebra de grupo completa é andloga a do completamento
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de grupos visto anteriormente. A analogia se estende também ao fato de que a dlgebra R|G| é
densa em sua algebra completa R[G]. A verificacao das propriedades acima pode ser vista em [21,
Proposicao 7.1.2].

Trataremos agora de médulos no caso profinito.

Defini¢ao 2.4.32. Sejam R um anel topologico e (M, +) um grupo abeliano topolégico. Dizemos
que M é um R-médulo topolégico (a direita) quando existe uma aplicagdo continua

MxR—M
(m,r) —— mr
tal que, Ym,my,ms € M, r,r,r9 € R, valem:
i. (my +mo)r = myr + mor;
ii. m(ry + 7o) = mry + mrg;
iii. m(rire) = (mry)rs;
iv. ml =m.

Em outras palavras, o anel R age continuamente (& direita) sobre o grupo abeliano (M, +) respei-
tando a distributividade. De modo analogo define-se R-modulos topoldgicos a esquerda.

Exemplo 2.4.33. Todo espaco vetorial real de dimensao finita ¢ um R-médulo topologico.

Definicao 2.4.34. Seja R um anel profinito com elemento unidade. Dizemos que M é um R-
modulo profinito quando M é o limite inverso de R-moédulos finitos.

Assim como no caso de grupos, tem-se uma caracterizacao simples de R-moédulos profinitos
através de sua topologia.

Teorema 2.4.35. Sejam R um anel profinito e M um grupo abeliano profinito. Se M ¢é também
um R-moédulo (abstrato), entdo as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

i. M é um R-modulo profinito;
ii. M é um R-moédulo topologico;
iii. o conjunto de submédulos abertos de M forma uma base de vizinhancgas abertas do 0 € M.

A demonstragdo do teorema acima se d4 de modo analogo ao teorema 2.2.7, atentando-se a
construcdo de R e M como limites inversos e fazendo uso de propriedades como as vistas na
Proposicao 2.1.15.

Exemplo 2.4.36. Semelhante ao que ocorre no item (vi) da Proposigao 2.2.12, o completamento
profinito Z = @Z/nZ de Z age continua e homomorficamente sobre qualquer grupo abeliano

profinito A via a “potenciagao”, a € A a*, z € Z. Com tal acao, todo grupo abeliano profinito
é um Z-médulo. Similarmente, todo grupo abeliano profinito que é também grupo pro-p é um
Z,-mobdulo.
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Exemplo 2.4.37. Todo ideal fechado I de um anel profinito R é um R-modulo profinito.

Defini¢ao 2.4.38. Dado R um anel arbitrdrio, dizemos que um R-moédulo (& direita) M é finita-
mente gerado quando existem my,...,m, € M tais que M = {>°" , m;r; | r; € R}. Andlogo para
modulos a esquerda.

Veja que a definicdo acima engloba tanto os casos de médulos topoldgicos quanto modulos
profinitos. Diferentemente do caso de geradores (topolégicos) de um grupo profinito, nao ha
necessidade de exigir que o submdédulo gerado por my, ..., m, seja denso no médulo profinito M,
fato que se deve ao seguinte resultado, cuja demonstracao é dada em [21, Lema 7.2.2].

Proposicao 2.4.39. Sejam R um anel profinito, M um R-médulo profinito, e {my,...,m,} C M.
Entao:

i. N={>X",myr; | r € R} é um submddulo fechado de M;

ii. M finitamente gerado = todo homomorfismo f : M — L de R-mdédulos é continuo, no
qual L é R-moédulo profinito.

Como toda &lgebra de grupo completa R[G] é, em particular, um anel profinito, podemos
naturalmente considerar médulos sobre tais dlgebras. A titulo de referéncia, citamos a 1util pro-
posicao abaixo, cujo resultado é natural e nos diz que homomorfismos continuos que preservam
as acoes de G e R em um R[G]-médulo sao de fato homomorfismos de R[G]-médulos (cf. [21,
Proposicao 7.2.5]).

Proposicao 2.4.40. Sejam G um grupo profinito e R um anel profinito comutativo. Suponha
que M e N sejam R[G]-mo6dulos e que uma fungao f: M — N seja:

e continua;
e homomorfismo de R-modulos;
e homomorfismo de G-mdédulos.
Entao f é um homomorfismo de R[G]-md6dulos.
Passemos, finalmente, ao estudo das algebras de séries de poténcias em nosso caso de interesse.

Definicao 2.4.41. Seja R um anel comutativo com elemento unidade. Dado T' = {t1, ..., 4} con-
junto finito, considere M7 o conjunto dos mondémios sobre as incégnitas nao-comutativas tq, . . ., tq,
isto é, M7 ¢é o subconjunto do grupo livre Frr formado por elementos da forma ¢t = 1et =t --- {7,
no qual ¢;; € T"e a; > 1, qualquer que seja 1 < j < d.

Uma série formal de poténcias sobre as incognitas ndo-comutativas tq, . ..,t; € uma expressao da

forma Z rit, no qual r, € R. Denotamos por R[ty,...,tq] o conjunto das séries formais de
te My

poténcias sobre as incognitas nao-comutativas ty,.. ., ,.
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A primeira observagdo acerca da definicdo acima é a mais natural possivel: como R é um
anel comutativo com elemento unidade, podemos tornar facilmente R[ty,...,ts] um anel, com
as operagoes de soma usual (compativel, portanto, com a soma de R), e o produto dado pelo
produto de séries de poténcias, isto é, induzido pela distributividade. Note que tal produto é
compativel com o produto de R, e a multiplicagdo de monoémios no produto de séries é induzida
pelo produto do grupo livre Fp com base T' = {ty,...,t;}. Mais ainda, tem-se a inclusdo natural
R < R[ty,...,t;] dada por r + 1 - 1y,, e assim R[ty,...,t4] torna-se uma R-algebra.

A segunda observacao também consiste de um resultado esperado:

Proposigao 2.4.42. Se R é profinito, entdo R[ty,...,ts] é uma R-dlgebra profinita.

Demonstragio. Este resultado é garantido por construcao analoga a feita no exemplo dos inteiros
p-adicos (cf. Teorema 2.2.14) e na prova de existéncia das dlgebras completas (cf. Teorema 2.4.31),
fundadas na nocao de completamentos.

Considere o anel profinito de polindémios Rl[ty, ..., t4] nas incégnitas nao-comutativas ty, . .., t4.
Para cada k > 1, defina [}, = ({t{' ---t{™ € Mp | o+ - -+au, > k}) oideal de R[ty, ..., 14] gerado
pelos monomios de graus maiores ou iguais a k. Note que Iy = (t1,...,tq) DL D+ DI D+,

: . . Rlt1,..t Rlt1,ta] : :
ficando definidas as projecoes naturais ¢;; : [1} tal h} ’ d], t > 7, e podemos considerar
1

@R[tl, ..., tq]/Ix. Entdo o anel (abstrato) R[t,...,ts] é isomorfo ao anel {iLnR[tl, oo tal /I,

através do isomorfismo

Zrtti(z rss—i—lk) ,
keN

teMr sEMr

no qual t = ¢! ---t{™ € My, e os mondmios correspondentes s = 7! - - - t{™ no segundo membro
sao aqueles para os quais ay + - -+ + oy, < k.

Com isso, para que R[t,...,t4] torne-se anel topolégico, basta definir sua topologia como
sendo a topologia proveniente da bijecao ¢, isto é, A C R[ty,...,tq] é aberto se, e somente se,
©(A) C lim R[ty, ..., tq)/I} é aberto, definindo também as operagoes u+v = o~ (p(u) + ¢ (v)), u-
v = Yp(u) - ¢(v)). Como tais operagoes estendem naturalmente a soma e produto de R, as
mesmas coincidem com a soma e produto usuais de séries de poténcias.

Por fim, da construcdo acima vemos que R[tq,...,t4] é limite inverso das R-algebras profinitas
Rlty, ..., tq]/ I}, e portanto R[ty,...,ts] é também R-dlgebra profinita. ]

Facamos algumas observacoes importantes. Devido a natureza da construcao dada acima,
algumas propriedades de R[ti, ..., 4] carregam certa semelhanca com o anel dos inteiros p-adicos
Z,. Similarmente ao que ocorre em Z, com os ideais p*Z,, definimos para cada k > 1 os ideais
Iy=({t3) - -tim € My | aq + -+ auy, > k}), agora em R[ty,. .., 1], gerados pelos monémios de
grau maior ou igual a k. Tem-se que tais ideais sdo abertos (portanto fechados) por serem os nicleos
das projegoes ¢ do limite inverso construido na Proposigao 2.4.42. Com isso, {/j}ren forma um
sistema fundamental de vizinhangas abertas do 0 € R[ty,...,tq] (compare com alguns resultados
da Proposigao 2.2.12). Particularizando para o anel I} = (t1,...,ts) gerado pelas incognitas de
R[t1,...,tq], tem-se que R[t1,...,tq]/ 11 = R[t1,...,tq]/ ker o1 = R. Mais ainda, cada quociente
R[t1,...,ta]/Ix ¢ um R-mdédulo finitamente gerado.
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Com tais nogbes em mente, passamos ao nosso caso de interesse, o da algebra (profinita) das
séries formais de poténcias sobre o corpo F, de ordem prima p. Note que, nesse caso, o ideal
I = (t1,....ta) C F,[t, ..., ta satisfaz F,[ty,...,tqs]/1 = F,, sendo portanto maximal. Além
disso, cada quociente Fy[ty, ..., t4]/I; é um F,-espaco vetorial de dimensdo finita. O resultado
seguinte afirma que tal algebra sempre contem um grupo pro-p, diferente, evidentemente, do
proprio p-grupo finito F,.

Proposicao 2.4.43. Seja [F, o corpo de ordem prima p. Entao a classe lateral G = 1 + I; do

ideal I1y = (t1,...,tq) de Fp[t1,...,t4] é um grupo pro-p com relacdo a multiplicacdo no anel
F,lt1, ..., ta]-
Demonstragio. Primeiro, G é fechado para o produto de F,[t1, ..., 4], pela distributividade e por

ser I; ideal. Em segundo lugar, construamos o inverso multiplicativo de 1 + f € 1 4 I; arbitrario.
Para cada n € N, defina s, = X0 (—f) = —f + f2— f2+ - + (= f)"" . Tem-se entdo que
1+ f)1+s,) =1—f" Como f €I} = (t,...,tq), tem-se f" € I, para todo n € N. Defina
s = lim,,_ S,. Pela continuidade da soma e do produto,

1+ HA+s)=0+f)1+1lims,) =lm(1+ f)(1+s,) =lim(l—f)=1-0=1.

Portanto, G = 1 + I; é grupo multiplicativo.

Para ver que G é pro-p, considere as projegoes ¢y, : F,[t1, ... ta] = Fy :=TF,[t1,...,t4]/I; dadas
pelo limite inverso na Proposi¢ao 2.4.42. Tem-se que cada F,[t1,...,t4]/I; tem dimensdo finita
sobre F,,, digamos p/*. Além disso, ¢ (1) é ideal de Fy, = Fp[ty,. .., ta|/I; com Fy/op(I;) = Fp,
pela defini¢do de I;. Como pi(G) = ¢p(1 + 1) = 1 + @p(I1), obtem-se |op(G)| = p’* /p = p*~ 1,
Sendo G = l{iLn ©r(G) por construcao, segue-se que G é pro-p. n

Antes de provar o resultado principal desta secao, enunciamos o seguinte lema, cuja demons-
tragao pode ser encontrada em [21, pp. 120 e 121].

Lema 2.4.44. i. Se A é uma R-algebra profinitae ay,...,aq € Asdo tais que a;,-a;, - - - a;, = 0,
para algum n € N e para quaisquer i; € {1,...,d}, entdo existe um unico homomorfismo
continuo de R-algebras ¢ : R[t1,...,ts] — A tal que p(t;) = a;, Vi=1,...,d;

ii. Dado p um nimero primo, se R ¢ um anel finito com cardinalidade |R| = p" ¢ G < U(R) ¢é
um p-subgrupo, entdo (g1 —1)-(g2—1)--- (9o —1) =0, Vg1,...,9. € G.

Provemos entdo o seguinte: todo grupo pro-p livre com base finita pode ser mergulhado numa
algebra de séries formais de poténcias com coeficientes inteiros médulo p.

Teorema 2.4.45. Sejam d € N, e considere F},[ti,...,t4] a algebra de séries formais de poténcias
sobre o corpo de ordem prima p. Defina z; = 1+t;, para 1 <1 < d. Entao o subgrupo multiplicativo
fechado G = (z1,...,2q) <. U(EF,[t1,...,ta]) é o grupo pro-p livre com base X = {z1,..., 24}
Mais ainda, F,[t1, ..., ts] = F,[G].
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Demonstrag¢io. Pela Proposicao 2.4.43, como X C 1+ I, segue-se que G = (xq,...,x4) C 1+ I3
¢ um grupo pro-p. Mostremos que Fy[t1,...,tq] = F,[G]. Se-
X ——F,[t,... 1, Jam A uma [F,-dlgebra profinita, e f : X — U(A) continua. Ob-
serve que basta considerar o caso em que A é finita, pelo Teo-
rema 2.4.31, pois a algebra F,[U/(A)] mergulha num conjunto denso
da algebra completa F,[U/(A)]. Nesse caso, A tem cardinalidade
p™ para algum m € N, e assim U(A) é um p-grupo, digamos
U(A)| = p*. Tem-se entdao que (a; — 1)---(ax — 1) = 0, para
quaisquer as,...,a; € U(A), pelo item (ii) do Lema 2.4.44. Em
particular, (f(x;,) —1)---(f(z;,) —1) =0, para 1 <iy,... i <d,
donde existe ¢ : Fp[t1, ..., tqs] = A homomorfismo continuo tal que
o(t;) = f(z;) — 1 para todo 7, pelo item (i) do Lema 2.4.44. Como
temese (z;) = p(1+ ) = (1) + lts) = 1+ f(z) — 1 = f(z:), ou seja, pla = f-

Agora, dado f : G — U(A) homomorfismo continuo, A dlgebra profinita, pode-se estender f|x
via o argumento acima a um homomorfismo continuo de F,-algebras profinitas ¢ : F,[t1,...,ts] —
A, que evidentemente estende f pois G = (x1,...,x4). Tal homomorfismo é tnico, pois p(t;) =
f(z;) — 1, para todo i, o que garante que ¢ é unicamente determinado nos monémios que geram
(topologicamente) a algebra de séries de poténcias F,[tq,. .., t4].

Por fim, o fato de G ter a propriedade universal do grupo livre pro-p sobre X segue por aplicacao
da propriedade universal de F,[G] obtida acima. De fato, se H é grupo pro-pe g : X — H é fungado
continua, estende-se g unicamente a um homomorfismo continuo ¢ de F,[ti, ..., t4] na algebra de
grupo completa F,[H], de modo que existe um tnico homomorfismo continuo de G em H que
estende g, a saber, a restricao ¢|q.

X< G Tyt b
g
H %

F,[H]
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Capitulo 3

A Desigualdade de Golod-Safarevi¢ para
Apresentacoes de Grupos Pro-p e
Abstratos

O famigerado teorema publicado por E. Golod e I. Safarevi¢ em 1964 [7] teve seu reconhecimento
evidenciado por se relacionar a solucao de 3 importantes problemas em aberto.

Em Algebra Comutativa e Teoria Algébrica dos Ntmeros, Golod e Safarevi¢ solucionaram
o problema proposto por P. Furtwangler sobre as titulares torres de corpos de classes, que se
perguntava se a torre de corpos de classes de Hilbert de um dado corpo numérico K seria sempre
finita [15, p. 413]. Apés quase 4 décadas em aberto [17, p. 232, Golod e Safarevic¢ foram capazes
de construir uma torre infinita de corpos de classes de Hilbert [7], mostrando que o problema, em
geral, tem resposta negativa.

Em 1941, A. Kuro$ prop0s, no contexto de dlgebras associativas, problemas analogos aos pro-
blemas de Burnside da teoria de grupos, apresentando solugoes para casos especificos, focando em
aneis comutativos (cf. [11, p. 240]). Mais de 20 anos depois, o trabalho de Golod e Safarevi¢
[7] permitiu solucionar (negativamente) um dos problemas no caso Nao-Comutativo, através da
construcao de nil dlgebras associativas de dimensao infinita, finitamente geradas, e cujos elementos
sao algébricos [6].

Os supracitados problemas de W. Burnside, propostos pelo mesmo no comeco do século XX, tém
até hoje grande impacto na Teoria de Grupos pela ampla quantidade de trabalhos desenvolvidos na
area visando suas respectivas solugoes. Um dos questionamentos, conhecido como o Problema Geral
de Burnside, é formulado para grupos abstratos como segue: “Seria finito todo grupo finitamente
gerado e de tor¢io?”

Sabemos que a resposta ¢ afirmativa, por exemplo, no caso de grupos abelianos, devido a Clas-
sificagdo dos Grupos Abelianos Finitamente Gerados. Porém, a resposta final para tal problema
foi dada também devido ao trabalho de Golod e Safarevic ([7], [6]), ap6és mais de 60 anos e diver-
sas tentativas de solucao definitva. Golod mostrou como construir p-grupos infinitos, de torgao,
e finitamente gerados, [6] usando as técnicas dadas por ele e Safarevi¢ [7], concluindo ser falsa,
portanto, a resposta para a pergunta acima.

Enunciemos entao o Teorema, que responde — ao menos parcialmente, para o caso de grupos
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pro-p finitos — o nimero de relagoes que deve ocorrer em certas apresentagoes finitas:

Desigualdade de Golod-Safarevi¢ [7]. Se G é um p-grupo finito, com ntmero minimo de
relagoes r(G) e nimero minimo de geradores d(G) (no sentido pro-p), entao!

d(G)*

(@) = =

(G-S)

As consequéncias do resultado acima, mencionadas anteriormente, advém de implicacoes es-
truturais nos grupos (e nas algebras) para os quais a desigualdade é estabelecida. As ferramentas
desenvolvidas por Golod e Safarevi¢, bem como construces mais gerais envolvendo desigualdades
com certas séries (reais) de poténcias, que implicam em particular no resultado acima, foram ativa-
mente estudadas nas tltimas 4 décadas. Referimos ao leitor o survey de M. Ershov [5], por exemplo,
para a definicdo, propriedades e resultados importantes dos chamados Grupos de Golod-Safarevic.

E natural questionar quais outras classes de grupos pro-p satisfazem a desigualdade acima, ou
ao menos alguma forma da mesma. Pode-se questionar, também, se grupos abstratos finitamente
apresentaveis também possuem relacao com alguma forma da desigualdade acima enunciada. Um
dos trabalhos desenvolvidos em meados das tdltimas 4 décadas, relativo a Desigualdade e a Grupos
de Golod-Safarevi¢, foi o artigo “Finite presentations of pro-p groups and discrete groups”, de J. S.
Wilson [20], do inicio da década de 90. Em tal trabalho, Wilson estende a desigualdade (G-S) para
uma ampla classe de grupos pro-p, explicitando uma propriedade estrutural satisfeita por grupos
para o qual ndo vale a desigualdade. Tais grupos pro-p sdo também grupos de Golod-Safarevié e
sdo, obrigatoriamente, infinitos. A questdao sobre o “tamanho” dos grupos de Golod-Safarevi¢ foi
tornada mais precisa com o importante teorema de Zelmanov [23], a ser mencionado ao fim da
Subsecao 3.2.1. Em [20], Wilson apresenta, também, uma versao da desigualdade para o caso de
grupos abstratos, obtida gracas a noc¢ao de completamento pro-p.

Neste capitulo desenvolveremos, de maneira relativamente objetiva, as ferramentas que visam
a demonstracao do teorema de Wilson. Em seguida, explicitaremos certas classes de grupos pro-p
para os quais vale a desigualdade a ser obtida, e mostraremos algumas aplicagoes da teoria aqui
desenvolvida, tanto no cenario pro-p, quanto no cenario abstrato. A construcao da desigualdade,
como aqui exposta, segue as linhas dadas em [21]. As aplicages para grupos abstratos seguem o
artigo [20].

3.1 Grupos pro-p finitamente apresentaveis

Nosso objetivo nesta secdo é apresentar a Desigualdade de Golod-Safarevié estendida para
grupos pro-p finitamente apresentaveis, atentando-nos a estrutura de grupos para o qual nao vale
a desigualdade — tais grupos sao, em particular, infinitos.

Seguindo notacao tradicional da teoria de aneis e corpos, dados R um anel e um subconjunto
Y C R, denotaremos (Y) C R o ideal (bilateral) gerado por Y, i.e., o menor ideal de R que contem
o conjunto Y. Se R for anel topolégico, (Y) denota o menor ideal fechado de R que contem Y.

LA forma da Desigualdagle aqui dada possui uma ligeira melhoria comparada & original em [7], creditada a
trabalhos independentes de E. Vinberg e W. Gaschiitz (cf. [17]).
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Daqui em diante, denotaremos P = F,[t1,...,t;] a algebra das séries formais de po-
téncias em d incégnitas ndo-comutativas, estudada ao fim da Secao 2.4.1. Recordemos que,
para cada k > 1, definimos I, C P o ideal gerado por mondémios de grau maior ou igual a k, que
sdo abertos (e fechados).

Lema 3.1.1. Para todo v € I;, existem tunicos uq,...,uq € P tais que v = Zle u;t;.

Demonstragio. Seja v = 25:1 a;t;b; € I, a;,b; € P, um elemento arbitrario de I;. Como [} =
(t1,...,tq), podemos reescrever % | a;t;b; € I, como uma soma finita v = e CoW, NO qual
cw € Pewe W =UW, sendo cada W; = {t;,---t; | r > 1, t; =t;} o conjunto dos mondmios
cujo ultimo termo ¢ ¢;. Dessa forma,

d d
=Y aw=Y Y au=Y| ¥ttt
weWw =1 weW; i=1 w:tjl "'tjrfltiewi
Basta definir u; = Z cutj, ---tj,_, € P. A unicidade dos coeficientes u; segue-se do
w:th“'tjr—1ti€Wi
;- . d
fato de serem tnicos os coeficientes a;,b; € P em >0 | a;itib; = v = >, ey CoW. O

Como a familia {I;}r>; forma um sistema fundamental de vizinhangas abertas do 0 € P,
podemos estabelecer a:

Definicao 3.1.2. A fungao grau de P é a fungdo ¢ : I; \ {0} — N que associa a cada v € I; \ {0}
o (tnico) nimero natural k tal que v € Ix\Ix41. Convenciona-se ainda que 6(0) = oo, de modo
que §(0) > 0(v), Vv € I;.

Com a defini¢ado acima, os elementos de I; sao aqueles de grau pelo menos 1, os elementos de
I, possuem grau maior ou igual a 2, e assim por diante.

O seguinte resultado, creditado a E. B. Vinberg, fornece a base para os teoremas que virdo a
seguir.

Teorema 3.1.3. Sejam S C I; e J = (5) o ideal (fechado) de P gerado por S. Para cada k € N,
considere S, = {v € S| 6(v) = k}. Se |Sk| < 00, Vk € N, entao:

k
P
i ¢ —1>deg_1 — Z |Sj|ck—j, Yk > 1, no qual ¢, = dimgp, (),

j=1 J+ Ik+1

ii. I, C J para algum n = 1 —dy + og(y) > 0 para qualquer y € [0,1) tal que a série (real)
de poténcias os(y) = > |Sk|y" converge.

k=1

Demonstracao. i. A ideia da prova consiste em construir certos espacos vetoriais sobre I, e
obter a desigualdade calculando as dimensoes de tais espacos.
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Para cada k € N, considere a unido (disjunta) WU;<;S;. Como cada S; é finito, podemos
ordenar tal conjunto, digamos U;<S; = {v1,..., vy}, de modo que se tenha §(v;1) > 0(v;)

k
para 1 <i < m. Denote k; = §(v;). Por defini¢do, m = Z S| e k; =7 sewv; €5;.
j=1

Defina

— = P — P P
A’“_@<J+1k_ki+l> b=, OO

i=1

d cbpias

Tem-se que Ay, e By sdo F,-espagos vetoriais de dimensao finita, sendo

dimﬂ:p Ek =d- (dim]}rp ) = defl, (§]

J+ 1

dime Zk = Z dime <P> = Z Ck—k, =
i=1

J+ ki1 =

k
= cp1 - [Si] +epa - |So| - e[Skl = D [Sjler—
=1

Como I; é o ideal de P gerado por mondmios de grau maior ou igual a 1, tem-se F, = P/I;.
P/(J + I141)

Como P/} & ————=
M= L0 T

. . P . [1 . [1
1=d P/)=d — | —=d — | = —d .
1m]Fp( /1) 1, (J—i— Ik+1> HHE <J+[k+1> * TR (J—i— [k+1>

Logo, das observacoes acima, precisamos mostrar que

, obtem-se que

dim]pp Zk + dlmFP ( Z dlmFP Fk

I
J 4+ I

Sejam entao
Ak:P@---@P eB:P@---@P.

m cdpias d cépias

Para cada (aq,...,a,) € A, considere o elemento >ty ajv; € Ih. Pelo Lema 3.1.1, existem
unicos wy, ..., wy € P tais que

m d

Z CLjUj = Z wzt,

j=1 i=1
Fica portanto bem-definida a aplicacao

(I)Ak—>B

(@1, ..., ap) — (w1, ..., wy),
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no qual os w; sao como acima. Tal aplicagdo é uma transformacao linear de F,-espacos
vetoriais, pois a unicidade dos coeficientes dados no Lema 3.1.1 faz com que

O((ay,...,am) +a-(ay,...,a,)) =P((a1,...,an)) +a-2((d],...,a,,)),
para quaisquer a;, a; € P, 1<j<m,equalquer o € F,. Defina agora

vV:B—1

d
(ul, . ,Ud) — Zuztz
=1

E imediato que ¥ ¢ linear e sobrejetiva. Tem-se entdo um diagrama

) g
Ak B " Il
q1 q2 q3
_ _ I
A B _
‘ ‘ J + I

no qual qi, ¢z, g3 sa0 as projecoes canonicas. A proxima etapa desta demonstracao consiste
em obter aplicagoes lineares ¢ : Ay — By e ¢ : By — I1/(J + Ix4+1) de modo a fechar o
diagrama acima, tornando-o comutativo.

Por defini¢ao, tem-se

m

ker g1 = @(J—i— Iy—k;11), kerqe = (J + 1) @@(J—l— I) e kerqz = J + Ijyq.

J=1

d cépias

Afirmamos que kergq; C kergy o . Seja (ai,...,a,) € kerq;. Como {vy,...,v,} C I,
segue-se do Lema 3.1.1 que existem decomposicoes tnicas v; = Ele w;it; no qual w;; € P

para quaisquer 7, j. Assim,
m
Z ;Wi tz
j=1

@((al,...,am)) = (iajwlj,...,iajwdj). (*)

m m d d
d_au; =) a (Z wz‘ﬂz‘) =)
j=1 j=1 =1 i=1

7

Com isso,

Sendo (ay, ..., a,) € kerqi, escreva a; = A\j + p1j, no qual A\; € J e p; € Ix_y,41, de modo
que

m m m
D ajwi; =) Awi + D 1w
=1 j=1 j=1
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Agora, Z?: 1 Ajwij € J pois A; € J para todo j, e qun:l (;w;; € Iy, pois caso contrério teria-se
O(5Ly mjwiz) < k, o que implicaria

m d m

j=1 i=1j=1
m d m
=0 D_my Yy _wigti | =0 | > v
j=1  i=1 j=1
>k—ki+1+kj=k+1,
o que nao pode ocorrer. Logo, >, a;w;; € J + I, € assim d((ay,...,a,)) € ker gy, como
queriamos. Por ser ker ¢, C ker gy o @, a aplicacao
(Yol Zk _— Ek
a((ar, ... ,am)) —> g2 o ®((a,...,an))
¢ bem-definida, linear, e por construgao satisfaz p o q; = ¢ 0 .

Afirmamos também que ker go C ker gz o W. Seja (uq,...,uq) € ker g e escreva u; = \; +
com X\; € J, p; € I. Tem-se uit; = Nt; + ity € J + g e assim U((ug,...,uq)) =
Zle u;t; € J 4 I 1 = ker q3, como queriamos. Por raciocinio analogo ao anterior, induz-se
uma aplicacio linear v : By — I, /(J + Ix41) tal que 1 o go = gz 0 V.

Tem-se entao o diagrama comutativo

o v

Ay

Sy
4
~

—

qQ1 q2 q3

ISP
AN
= -

J+ I

I
J+ I
Primeiramente, v é sobrejetiva pois ¥ e g3 sao sobrejetivas e o diagrama comuta.

Mostremos agora que Im ¢ = kery e Im =

Tem-se Im ¢ C ker 1) pois, dado @ € Ay, podemos escrever @ = q;((a1, ..., a,)), para algum
(ay,...,am) € A, e entdo, usando a igualdade (*),

vopoqi((al,...,am)) =vogod®((a,...,an)) =qgoVod((ay,...,an)) =

m m d m
= (30 U (Z AWyjy .-y Z CleUdj) = (3 (Z (Z ajwij) tz) )
=1

j=1 i=1 \j=1
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no qual os wy; sdo os (lnicos) elementos de P tais que }.7', ajv; = e (Z}”Zl ajwij) tis

como explicitados anteriormente. Como v; € S C J + I;11, segue-se que

s I
%) ey ) = E vl =0€ —.
Yoo ql((al a )) qs3 (j:l ajvj) T+ Ioes

Resta verificar que kert) C Im .

Facamos antes uma observagao. Considere J; o ideal (abstrato) de P gerado por {v;t; | 1 <
Jj<m, 1<i<d}, edenote por 371, Pv; o conjunto {37, a;v; | a; € P}. Entao

kerq3 = J+Ik+1 = ZPU]' + Jl +Ik+1.
j=1

Para provar tal afirmacio, considere inicialmente J o ideal abstrato de P gerado por S. Tem-
se que J + Iyy1 = J + Ip41, pois a [F,-4lgebra quociente P/, é finita (e portanto discreta),
o que implica que as imagens de J e J em P/I} coincidem. Veja que podemos reescrever
J+ Iy = J. + I}.41, no qual Jy. é o sub-ideal de J gerado por U;<S; = {v1,...,v,} C S.
Tal reescrita ¢ possivel pois S é a uniao disjunta dos S; e Iy11 D Ujsp41S;, por definigao.
Sendo Jj, ideal (abstrato) gerado por {vy, ..., v, }, podemos explicitar

m

7 ! /

Ji = { E aymivymy; | ay € Fp, my,m} € MT}
i=1

(no qual, lembremos, My é o conjunto dos mondmios sobre {t;,...,t4}). Vale entdo a
decomposicao Jy = 37, Pv; + Ji. De fato, dado 370, aymjvym’ € Ji, se m; = 1 tem-se
aymyv; € Pv;. Caso contrario, m; ¢ mondmio pertencente a I, e podemos escrever v;m; =
(vjti)lij, no qual I;; € Myp. Isso significa que m’; # 1 implica a;m;jv;m); = a;m;(viti)l; € Ju,
pela definicao de J;. Obtivemos portanto as igualdades

kGI"Q3: J+Ik+1 :j+]k+1 :jk+jk+1 :vaj+J1+Ik+1-

Jj=1

Seja entdo b € By, tal que 1(b) = 0. Podemos escrever b = ga((uy, ..., uq)), para algum
(u1,...,uq) € B. Tem-se

0=2vb) =voq((u,...,us))=qso¥((ur,...,uq)) = gs (Z%E) )
isto é,

d m
Zuztl S kerq3 = ZPU]' + Jl + Ik+1.

i=1 j=1
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Escreva
d m
Zuztz = Z (IjUj + f,
i=1 j=1

noqual a; € Pe f € Jy+ Iyp1. Como Iy D Ji + Ii41, segue-se do Lema 3.1.1 que existem
unicos by, ...,b; € P tais que

d

f=> bit; € i + Lij1.

i=1
Afirmamos que b; € J + I}, para todo ¢ = 1,...,d. Primeiramente, escreva f = a + (3, com
ae Jiepely. Como I} D I, aplicando-se o Lema 3.1.1, reescreva 3 = Zle Bit;. Mas
I D Ipyq e I € o ideal gerado pelos monodmios de grau maior ou igual a k, de modo que os
termos f3; acima podem ser tomados em [, ou seja,

d
BZZ@‘Q com (3; € I, paratodoi=1,...,d.

i=1
Em segundo lugar, por serem a € J; e J; o ideal gerado pelos elementos v;t;, tem-se
o= Z 0ijv;tinij, para certos d;;,1;; € P.
i?j

Como I} D J = (5), aplicando-se mais uma vez 3.1.1 podemos reescrever
o= Z Ozijl)jtz‘ + Z&ijvjmijti, em que o, &ijy m;; € P.
2% 2
Ja que cada v; é elemento do ideal J, tem-se que os termos o;;v;, &;jv;m,; pertencem a J.
Com isso,
f = Z bztz = Z(Z Oém"Uj)fz‘ —+ Z(Z &ijvjmij)ti =+ Z ﬁztz,
i i i i

donde b; = (32, avijv;+3; djjvyme;)+6; € J+1I, ¥i=1,...,d. Obtivemos assim a igualdade

d m
Z(ul —b)t; = Zajvj, no qual b; € J + I, para todoi=1,...,d.
i=1 j=1
Tomando-se o elemento (ay, ..., a,) € Ag, vale que ®((a,...,a,)) = (U1 — b1, ..., ug — by).
Como kergo = (J + L)) P - - - P(J + Ii), vale (by,...,by) € ker o, e assim

d cépias
b=qa((ur, . ua)) = qa((ur = by, ..o ua —ba)) = 2o ®((ar, ..., am)) = poq((ar,. .. an)),
ou seja, b € Im ¢, como querfamos.
Tem-se portanto a seguinte sequéncia exata de transformacoes lineares

- ¥ - (0 I
A B
k k J+]k+1’

64



isto é, Imp =kervy e Imv = I, /(J + Ix11). Pelo Teorema do Isomorfismo,

_ I
dimp By = dimp ker ¢ + dimg, Im ) = dimy, Im ¢ + dimp | ———— |,
p P p P P J + Ik+1

dimg, Ay, = dimg, ker ¢ + dimg, Im .

Portanto,
I

di Ap + di e
lme k IIHFP <J+ Ik+1

) — dimg, ker ¢ = dimg, By,
A

isto é, dimp, Ay + dimg, <J—|—[
k+1

) > dimg, B, como querfamos demonstrar.

ii. Sejaby =1 € R e para cada k € N defina b, = ¢, —¢_1. Considere a série (real) de poténcias
P
J+T 41 )
estabilizam, de modo que by = 0 a partir de um certo indice. Ou seja, 5(y) é um polindémio
em R. Considere agora a série (real) de poténcias v(y) = S5, cxy®. Como by = ¢ — cp1

para todo k € N, tem-se ¢, = Zf:o b;. Com isso, dado qualquer y € [0, 1), vale

1Y) = i <§k: bi) Y= i Zk:biyiy’“‘i = <;§ y’“) (2 bzyl> = f(_sz

k=0 \i=0 k=0 i=0

By) = 2 bey*. Como I, C J para algum n € N, as dimensoes ¢, = dimFP(

pela convergéncia da série geométrica. Logo, v(y) converge para todo y € [0, 1).

Fixe entdo y € [0,1) tal que os(y) = 332, |Sk|y* convirja em y. Multiplicando-se a desigual-
dade do item (i) por y*, obtem-se

k

ey — " > deyt = > 1Sl iy",
j=1

donde

0o 0 0 [e’e) k
Yooyt =y > ( > de—w’“‘ly) -3 ( ISjlijk—jy’“‘j>
k=0 k=0 e

k—1=0 k=0 \j=1

=dy> ay — (Z ISi|yi> (Z ijj) :
1=0 i=0 =0

isto é, 'y(y)—ﬁ > dyy(y)—os(y)7(y) ou, equivalentemente, 1—dy+os(y) > (v(y)-(1—y)) "
O resultado segue-se da continuidade de v(y) e (1 —y)~! em [0, 1).
[l

Corolario 3.1.4. Sejam (e )rey uma sequéncia em I; C P, ey € [0,1). Dados S C I, J = (5)
e os(y) = 2, [Sk|y* como no teorema anterior, se og(y) converge em y e 1 — dy + o5(y) < 0,
entao existe K ideal fechado de P tal que:
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i. I, € K qualquer que seja n € N;
ii. JC K;
iii. P/K ¢ infinito;
iv. ey + K € P/K é nilpotente para todo k € N.

Demonstragio. Pela continuidade de og(y) e 1/(1 —y) em y € [0,1), podemos tomar ¢ € N
suficientemente grande de modo que

1—dy+og(y) + ———— < 0.
s() q(1—y)

Sendo y € [0, 1), dado n € N, vale que

qzqu:yq_|_..._|_y‘1_|_..._|_y”q+...+y”q
k=1

q fatores q fatores
~1 2q—1 ng— ng—1 L —y™
§(1+...+yq )+(yQ+...+yq )+...+(yQQ+...+yq ):ﬁ
—_——— —

q fatores

Logo,
iqu— lim (iqu> < g ! lim (1_ynq) :qil(l—y) !
s n—00 P - n—00 1— Y ’
e com isso
oo ok 1
1—dy—|—as(?/)+2y <l—-dy+osly) + —— <0.
=1 q(1—y)

Defina R = SU{e?* | k € N}. Tem-se S C R C I;. Como d(ey,) > 1, vale §(el*) > gk, donde

L—dy+ S |Sely" + 3 0@ <1—dy+os(y) + 3 y™ <0,
k=1 k=1 k=1

Agora, por construgdo, cada conjunto Ry := {v € R | 6(v) = k} ¢é finito. Além disso,

Ry = {el'} U {v € § | 8(v) = 8(ef")} = (e} U Sy

Logo, definindo-se a série (real) de poténcias or(y) = 352, | Ri|y*, vale op(y) = os(y)+>22, Yo,
com og(y) convergindo em y € [0,1). Substituindo-se na desigualdade acima, tem-se 1 — dy +
or(y) < 0.

Tome entao K o ideal fechado de P gerado por R. Por definigdo, J C K. Pelo item (ii) do
Teorema 3.1.3, #n € N tal que I, C K, o que implica também que P/K ¢ infinito. Por fim,
denotando-se 7 : P — P/K a projegao candnica, segue-se que 7(ey) é nilpotente para todo k € N,
pois por construcdo el € R C K. O
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A préxima proposigao estd intimamente relacionada ao Teorema A dado por Wilson em [20].

—

Antes de prova-la, precisaremos do lema abaixo. Daqui em diante, denotaremos F' = F(X )p
o grupo pro-p livre de posto d, em que X = {z1,...,24}, e o identificaremos como subgrupo
multiplicativo da algebra de séries formais de poténcias P = F,[ty,...,ts] via o homomorfismo
continuo tal que x; — 1 4 ¢;, como no Teorema 2.4.45.

Lema 3.1.5. Sejam K um ideal fechado de P e F' o grupo pro-p livre com base {x1,...,xq},
mergulhado em P via x; — 1 +t¢;. Denote q : P - P/K a projegao candnica. Entao ¢(F) C P/K
é finito se, e somente se, [,, C K para algum n.

Demonstrag¢io. Suponha I,, C K para algum n, e considere o homomorfismo (continuo) canoénico
P/I, - P/K. Tem-se que P/I, é finito, de modo que P/K também é finito, e portanto ¢(F') C
P/K ¢ finito.

Reciprocamente, se ¢(F") é finito, considere V' o F,-subespaco vetorial (abstrato) de P/K gerado
por ¢(F). Entao V ¢ finito. Mais precisamente, V' ¢ uma F,-subalgebra finita, sendo portanto
fechado em P/K. Mas, pelo Teorema 2.4.45, P é a algebra de grupo completa de F, e assim a
F,-dlgebra P/K é gerada (topologicamente) por ¢(F'). Logo, V = P/K. Dail que K = ¢~ *({0}) é
aberto em P. Como {/, },en é um sistema fundamental de vizinhangas abertas do 0 € P, segue-se
que existe n € N tal que I,, C K. O

Proposicao 3.1.6. Sejam S C I, J = (S) e og(y) como no Teorema 3.1.3, e F' 0 grupo pro-p
livre com base {z1, ..., x4}, mergulhado em P via z; — 1+4t;. Denote por 7 : P — P/J a projegao
candnica. Entdao ou 1 —dy+og(y) > 0 Vy € [0, 1), ou todo subgrupo abstrato, denso e enumeravel
G < w(F) admite um grupo de p-tor¢ao infinito como imagem homomorfica, isto é, existem H
grupo e ¢ : G — H epimorfismo tais que H é infinito e a ordem de h é uma poténcia de p, para
todo h € H.

Demonstra¢do. Suponha que exista y € [0,1) tal que 1 — dy + os(y) < 0, e seja G < w(F)
um subgrupo abstrato, denso e enumeravel. Como F' C 1+ [;, existe um conjunto enumerével
E={l14e | ke N} Cl+1 tal que 7(F) = G. Como (ex)peny € I1 € 1 —dy + 05(y) < 0,
segue-se do Corolério 3.1.4 que existe K C P ideal fechado tal que J C K, P/K é infinito e g(ey) é
nilpotente para todo k € N, no qual ¢ : P — P/K é a projegao candnica. Considere o epimorfismo
(continuo) canénico

$:P/J— P/K
a+Jr——a+ K.

Pondo H = ¢(G) e ¢ = §|¢ : G — H, obter-se-4 o resultado. De fato, dado g = (1 +¢ex)+ J € G,
existe n € N tal que e} € K, pois q(ex) € P/K é nilpotente. Assim,

p" n
<1+ek)p"=2(pi>62=1+ei €1+K,
=0

pois p > 2 ¢é primo e os coeficientes binomiais sdo calculados em F, C P = F,[t1,...,ts]. Com
isso, p(g)"" = p((1+ex) +J)P" =14+ K =1y € H C P/K, ou seja, H é um grupo de p-torgao.
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Agora, q(F) C P/K é infinito, pois caso contrario teria-se I,, C K para algum n, pelo Lema 3.1.5,
o que nao pode ocorrer devido ao Corolédrio 3.1.4. Como G é denso em 7(F') C P/J, segue-se que
H = ¢(G) é denso em ¢(F), e portanto H é também infinito. O

Antes de estabelecer o teorema principal desta secao, voltaremos a considerar o subgrupo de
Frattini.

Lema 3.1.7. Seja F' o grupo pro-p livre com base {x1, ..., x4}, mergulhado em P via x; — 1 +1;.
Sejam ainda ®(F') o subgrupo de Frattini de F' e I3 o ideal de P gerado pelos monémios de grau
maior que 1. Sao validos:

i. O(F)C1+ Iy

ii. Se G é um grupo pro-p com d(G) =d e tal que G = F/N, com N <. F, entdo N C 1 + I5.

Demonstragao. i. Tem-se ®(F) <, FF C 1+ I;. Observemos primeiro que P/l é comutativo.
De fato, sejam u,v € P e considere suas imagens @, € P/I,. Como P = F,+ I, é suficiente
mostrar o resultado para u,v € I;. Nesse caso, vale uv — vu € Iy pois §(u),d(v) > 1, o que
implica §(uv) = d(vu) > 2. Logo, uv —vu = 0 € P/I,.

Dados entao g,h € F, escreva g = 1+wu e h =1+ v, no qual u,v € I;. O comutador [g, h]
satisfaz

g, B+ 1> = (1+u)(1+v)(1+u) T (14+0) T 4+ L = (T+u)(T+u) " (T+o)(14+o) T I = 1+ 1,

pela comutatividade de P/I5. Além disso,

P
gF=0+uf=> <p>u"— 1+uf €1+ 1y,
i—0 \"
pois (f) €F,edw) =p-o(u) >2. Como ®(F) = [F, F|FP, pelo item (iii) do Teorema
2.3.11, segue-se que (F) C 1+ Is.

ii. Pelo item (ii) do Teorema 2.3.11, [F : ®(F)] = p? = [G : ®(G)] = [F/N : ®(F/N)).
Denotando-se 7w : F' — F/N o epimorfismo (continuo) canénico, obtem-se w =n(®(F)) =
n([F, F]FP) = [n(F),n(F)|x(F)» = ®(F/N). Com isso,

p' = [F: ®(F)] = [F/N : ®(F/N)] = [F/N : (2(F)N)/N] = [F : ®(F)N],

donde N C ®(F)N C ®(F) C 1+ L.
0

Estamos agora em condicoes de generalizar a Desigualdade de Golod-Safarevi¢ para uma ampla
classe de grupos pro-p.
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Teorema 3.1.8. [20, Theorem A] Seja G um grupo pro-p com uma apresentagao finita com
n > 1 geradores e r > 1 relagoes, e suponha d = d(G) > 1. Entao ou

1
r>n+-d*—d
4
ou, para todo subgrupo abstrato, denso e enumeravel A de GG, existe K <.G tal que ATK é um grupo
de p-torgao infinito.

Demonstrag¢io. Denote d(G) = d.

Dada uma apresentagdo de G' com n geradores e r relagdes, a Proposicao 2.4.20 nos diz que
existe também apresentacao de G com n = d geradores e 7 = r —n + d relagdes. Assim, se 77 > %,
vem r —n +d > d*/4, isto é, r > n + d*/4 — d. Basta entdo provar o resultado para o caso de
n = d geradores, ou seja, mostrar que r > d?/4.

—

Tome G = (x1,...,24 | 21,...,2), apresentagao de G, com F' = F(X), o grupo pro-p livre
com base X = {w1,...,24} ¢ R = {2z1,...,2,} C F. Denote N = (RF) e mergulhe F' em
P =TF,[t1,...,tq] via z; — 1+ t,.

Suponha que G néo satisfaga a Desigualdade, isto ¢, r < d?/4. Considere o polindémio f : R —
R, f(y) =ry? —dy + 1. Tem-se d* — 4r > 0, daf que

d Vd?—4 d Vd?z -4 d Vd?2—4
O<f—|—7re(0,1)ﬂ ——774,*—1—770 #* 9.
2r 2r 2r 2r 2r 2r

Logo, existe y € [0,1) tal que f(y) =1 —dy +ry?> < 0. Como G = F/N, vale N C 1+ I, pelo
Lema 3.1.7. Em particular, 6(z; — 1) > 2, Vz; € R. Tome S = {z; —1,..., 2. — 1} e considere J o
ideal fechado de P gerado por S e og(z) a série (real) de poténcias como no Teorema 3.1.3. Entao
os(r) = X7, %=~ ¢ um polindémio. Em particular, para =y € [0,1) como acima,

l—dy+os(y) =1—dy+y°@ Y 442D <] —dy+92 4+ =1—dy+ry°> <0.
—_—

r fatores

Denote 7w : P — P/J a projegao candnica. Como G = F/N e 1+ N C J, tem-se o epimorfismo
(continuo) canénico q : G — w(F) C P/J. Segue-se da Proposi¢do 3.1.6 que todo subgrupo
abstrato, denso e enumeravel de G possui um grupo de p-tor¢ao infinito como imagem homomorfica.

m

Observamos que a estimativa dada acima para apresentagoes finitas é boa, visto que existem
apresentacoes de grupos pro-p que atingem o limitante inferior da Desigualdade. De fato, tome
G =12Z,®Zy,= (z,y|[z,y]),- Em tal apresentacio, n = d(G) = 2 e r = 1, e portanto r =
n+d(G)?/4—d(Q).

3.2 Aplicagoes
Nesta secao apresentamos algumas aplicagoes da teoria desenvolvida na sec¢ao anterior, in-

cluindo grupos satisfazendo a Desigualdade, consequéncias a estrutura de certos subgrupos de
grupos que a satisfazem, e alguns resultados para grupos abstratos.
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3.2.1 Aplicacoes para grupos pro-p

E natural questionar quais outras classes de grupos pro-p satisfazem a desigualdade dada no
Teorema 3.1.8, e se a mesma de fato generaliza a Desigualdade (G-S). Vejamos algumas classes
de grupos pro-p para o qual a mesma ¢ valida e verifiquemos o caso finito em seguida.

Lema 3.2.1. Seja G um grupo abstrato ou profinito. Se G é um grupo de torgao finitamente
gerado e soluvel, entao G ¢é finito.

Demonstragio. Considere G' = [G,G] o subgrupo derivado e G/G’ a abelianizagdo de G (ou
G’ = |G, @], no caso profinito, pois aqui devemos considerar subgrupos fechados para preservar
a topologia profinita em G/G’). Como todos os elementos de G tém ordem finita, os elementos
de G/G' possuem a mesma propriedade. Logo, por ser abeliano e finitamente gerado, G/G’ é
um grupo finito, pela Classificacdo de Grupos Abelianos Finitamente Gerados. Ou seja, o indice
[G : G'] é finito, e portanto G’ é finitamente gerado (note que, no caso profinito, G' = [G,G] é
aberto). Considerando-se G” = G = [G", ("] (ou G? = [G’,G"]), obtem-se de modo analogo
que G® ¢ finitamente gerado. Podemos aplicar tal processo iteradamente sobre a série derivada,
obtendo-se que todos os subgrupos derivados de G sao finitamente gerados. Como G é soluvel,
digamos, de classe n, obtem-se que G"~1 = G~V /{1} =2 G~ /G ¢ grupo finito. Com isso, o
(n — 2)-ésimo subgrupo derivado G(~2 > G~ ¢ também finito, por ser unido disjunta de finitas
cépias do subgrupo finito GV, Indutivamente sobre os fatores da série derivada, obtem-se que
G ¢é finito. O]

Definicao 3.2.2. Diz-se que um grupo profinito G satisfaz a Condicao Maximal para Subgrupos
Normais (abreviadamente max-n) quando toda famflia nao-vazia N de subgrupos normais fechados
de G admite elemento maximal N € N (com respeito a inclusao).

Devido ao Lema de Zorn tem-se, em particular, que se G satisfaz max-n, entdo toda cadeia
ascendente
Nl ScNQ chcNk’ Sc

de subgrupos normais fechados de G admite elemento maximal, i.e., exite um indice ¢ tal que
N; > Ny, para todo k.

Lema 3.2.3. Sejam S C I, J = (5) e 0s(y) como no Teorema 3.1.3, e F' o grupo pro-p livre
com base {z1,...,x4}, mergulhado em P via x; — 1+ t;. Denote por 7 : P — P/J a projegao
candnica. Se o grupo 7(F) é solivel ou satisfaz max-n, entao 1 — dy + o5(y) > 0, Vy € [0,1).

Demonstrag¢do. Suponha m(F") solivel, e suponha por absurdo que 1 —dy + og(y) < 0 para algum
y € [0,1). Como F' = (1+ty,...,1+1t4), o subgrupo abstrato A = (1 + 7 (ty),...,1+7(ty)) <
7(F') é denso e enumeravel. Logo, pela Proposicao 3.1.6, existe epimorfismo ¢ : A — B tal que B
é um grupo de p-tor¢ao infinito. Mas 7(F') é soluvel e finitamente gerado, e assim A e B também
sao soluveis e finitamente gerados. Logo, pelo Lema 3.2.1, B ¢ finito. Uma contradi¢ao. Portanto,
1 —dy+os(y) >0, Yy € [0,1).

Antes de prosseguir com a segunda etapa da demonstracao, uma definicdo: diremos que um
grupo H é um contra-exemplo se existe R C [, satisfazendo as hipéteses do Teorema 3.1.3 tal que
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H=qg(F)el—dy+ogr(y) <0 para algum y € [0,1), no qual K ¢é o ideal fechado de P gerado
por R, q: P — P/K é a proje¢ao candnica e a série (real) og(y) é como no Teorema 3.1.3.

Suponha entdao que G = 7(F') satistaz max-n, e suponha por absurdo que 1 — dy + og(y) < 0
para algum y € [0,1). Nesse caso, G é um contra-exemplo.

Note agora que, como G satisfaz max-n, entdo existe um grupo pro-p quociente C' = G/N
tal que menhum quociente préprio de C é contra-exemplo. De fato, considere a familia N de
subgrupos normais fechados de G tais que G/N é contra-exemplo, para cada N € N. Por max-
n, existe N € N, N <. G, o maior subgrupo normal fechado de G para o qual C = G/N é
contra-exemplo. Portanto, qualquer quociente préoprio de C' nao é contra-exemplo.

Assim podemos, sem perda de generalidade, supor que C' = G acima, isto é, supor que nenhum
quociente préprio de G é contra-exemplo (pois caso contrario basta passar a um quociente préprio
adequado de G e fazer a construgao a partir daf).

Lembremos que F' C 1+ 1. Seja v € F'\ (14 J) arbitrario. Tem-se 7(v) =7(v —1+1) # 1.
Defina R = SU{v—1} e considere K o ideal fechado de P gerado por R, ¢ : P — P/K a projegao
candnica e H = ¢(F') aimagem de F' em P/K. Considere ainda o epimorfismo (continuo) canonico
¢:P/J— P/K. Tem-se H=gon(F)=¢(G)e porn(v)=q(v) =q(v—1+1) =1y, de modo
que H = ¢(F) C P/K é um quociente proprio de G = 7(F) C P/J. Como nenhum quociente
proprio de G é contra-exemplo, vale que 1 — dz + og(z) > 0, Yz € [0,1). Em particular, para
v =1y, vem 1 —dy+ og(y) > 0. Mas R = SU {v — 1}, donde ox(y) = o5(y) + y°*Y e assim
1 —dy+os(y) +y°@Y > 0. Como lim,,_,. y" = 0, podemos fixar m € N o maior inteiro positivo
tal que

1 —dy+os(y) +y™ > 0.

Logo, (v — 1) > m. Como a escolha de v € F'\ 1+ J é arbitraria, segue-se que v — 1 € J para
qualquer v € F satisfazendo 6(v — 1) > m.

Agora, para qualquer u € F, vale que (u — 1)P" = Y07, (p;n)(—l)pm*iui = u”" — 1, donde
S(uP" — 1) =p™-6(u—1)>p™-1>m. Logo, u?" — 1€ J, Yu € F, ou seja, G é um grupo de
p-torgao.

Dados uy, us € F, escreva uq; = 14wy, uy = 14wy com wy, wy € I;. Tem-se ul_l = 1+s4, uz_1 =
1+ s2, no qual 1 = Ypsy (—wi)¥, s2 = Y51 (—w2)' € I} como no Teorema 2.4.45. Tem-se que o

comutador de u; e uy satisfaz

[ur, ug] = (1 + wi) (L4 w2) (1 + s1)(1 + s2) = (14 (1 + wi)wz(1 + s1))(1 + 52)
=1+ 50+ (wo + wiws)(1 + 51 + 52 + 5152)
= (1 4+ 89 + wy + waS) + Was1 + WaS189 + WiWs + W1 WaS + WWaSy + W1W2S1S2
= 1 4 w981 + w8152 + Wiwa + WiwWas1 + WiWaS2 + W1W25152
=1 mod I,

isto é, §([ug, us] — 1) > 2. Indutivamente, considerando-se um comutador (normado & esquerda)
[u1,...,u,) den > 3 elementos de F', se 0([uy, ..., u,—1]—1) > n—1 entdo, denotando-se u,, = 1+w,
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comw, €1 e \=[uy,...,up1]| —1€ Il,_1, s, = Zk21(—wn)k cl, o= ZlZ;L(—)\)l €I, 1, vem

[Ug, .y Up 1, un] = [T+ XN u,) = (T4 X1+ uy)(1+0)(1+ s,)
=14 w,o + w,08, + A\w,, + A\w,o + Aw, S, + \w,08,

=1 mod I,.
Ou seja, uq,...,u, € F implica §([u,...,u,] — 1) > n. Em particular, o comutador de m + 1
elementos uy, ..., up,y1 quaisquer de F' é tal que [uy,...,upus1] — 1 € J. Logo, G é um grupo

nilpotente (de classe no méaximo m), e portanto solivel.

Com isso, pelo Lema 3.2.1, G = n(F) C P/J é finito, donde existe n tal que I,, C J, pelo Lema
3.1.5. Consequentemente, 1 — dy + os(y) > 0, pelo Teorema 3.1.3. Uma contradigdo. Portanto,
1 —dy+os(y) >0, Vy € [0,1). O

Teorema 3.2.4. Seja G um grupo pro-p finitamente apresentavel, com uma apresentagao com
n > 1 geradores e r > 1 relagoes, e suponha d(G) > 2. Se G é soluvel ou G satisfaz max-n, entao

>t id(G)2 _d(@).

Demonstrag¢io. Denote d(G) = d. Novamente pela Proposigao 2.4.20, G admite apresenta¢ao com
n = d geradores e T = r — n + d relagdes, e portanto basta mostrar que r > d?/4.

Tome G = (z1,...,24 | 21,...,2); apresentacdo de G, com F' = F(X), o grupo pro-p livre
com base X = {w1,...,24} ¢ R = {2z1,...,2,} C F. Denote N = (RF) e mergulhe F' em
P= Fp[[tl,...,td]] via x; — 14+ ¢;.

Suponha, por absurdo, que r < d*/4. Considere f : R — R, f(y) = ry?> — dy + 1. Como
d* — 4r > 0, existe y € [0,1) tal que f(y) =1 —dy +ry?> < 0. Sendo G = F/N,vale N C 1 + I,
pelo Lema 3.1.7. Em particular, §(z; — 1) > 2, Vz; € R. Tome S = {21 —1,..., 2. — 1} e considere
J o ideal fechado de P gerado por S e og(x) a série (real) de poténcias como no Teorema 3.1.3.
Para = y € [0,1) como acima, obtem-se 1 — dy + o5(y) = 1 —dy +y?*=1) ... 4 ¢0E=-D <
1 —dy+ry* <O0.

Denote 7w : P — P/J a projegao candnica. Como G = F/N e 1+ N C J, tem-se o epimorfismo
(continuo) candnico ¢ : G — w(F) C P/J. Agora, G é soluvel ou satisfaz max-n, e portanto
7(F) é soltvel ou satisfaz max-n. Logo, pelo Lema 3.2.3, 1 — dy + o5(y) > 0, Vy € [0,1). Uma
contradi¢do. Portanto r > d?/4. ]

O Teorema de Golod-Safarevic¢ originalmente enunciado torna-se uma consequéncia direta do
resultado acima.

Exemplo 3.2.5. Todo p-grupo finito G com d(G) > 2, visto como grupo pro-p, satisfaz a Desi-
gualdade de Golod-Safarevi¢. De fato, como p-grupos finitos sio soltveis (por serem nilpotentes)
e finitamente apresentaveis (como grupos pro-p), a afirmagao segue-se do Teorema 3.2.4. Em par-
ticular, numa apresentagdo de G com nimero minimo de geradores d(G) e ndmero minimo de
relagoes r(G), vale

d(G)?

r(G) > 1
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O proximo corolario aqui apresentado afirma que a Desigualdade também é valida para grupos
pro-p de posto finito, com pelo menos dois geradores. Resultados basicos sobre grupos pro-p de
posto finito podem ser encontrados no Anexo 1.

Corolario 3.2.6. Seja G um grupo pro-p de posto finito com d(G) > 2. Para qualquer apresen-
tacao de G com n > 1 geradores e r > 1 relacgoes, vale

>t id(G)Q —d(G).

Demonstracio. Como G tem posto finito, G ¢é finitamente apresentavel, pelo Teorema I1.0.25.
Agora, todo grupo pro-p de posto finito satisfaz max-n, pelo Corolario 1.0.28. O resultado segue-se
do Teorema 3.2.4. O

Nos préximos corolarios obteremos propriedades de certos subgrupos de grupos pro-p satisfa-
zendo o Teorema 3.2.4. Tais resultados abrangem os dados por Wilson em [20, Corollary A, sobre
(i) o crescimento do niimero de geradores de subgrupos abertos em certos grupos pro-p finitamente
apresentdveis e (ii) sobre os nucleos de aplicagoes de tais grupos sobre o grupo pro-p livre com 1
gerador, Z,,.

Recordamos o leitor que todo subgrupo de um grupo soltavel é também soltvel. Consequente-
mente, todo subgrupo aberto, com pelo menos 2 geradores, de um grupo pro-p finitamente apre-
sentavel e solivel também satisfaz a Desigualdade de Golod-Safarevi¢. Podemos obter o mesmo
resultado para grupos pro-p que satisfazem max-n. De fato, Wilson mostra em [22], em particular,
que a condi¢do maximal para subgrupos normais é herdada por subgrupos de indice finito, e tal
propriedade traduz-se para subgrupos abertos de grupos profinitos, bastando considerar subgrupos
fechados e agdes continuas. Com isso, podemos provar o seguinte:

Corolario 3.2.7. Seja GG um grupo pro-p finitamente apresentavel que é soluvel ou satisfaz max-n.
1
Entéo existe uma constante ¢ > 0 tal que d(H) < ¢[G : H]z, para todo subgrupo aberto H de G.

Demonstragio. Considere uma apresentacdo G = (X | R), com |X| = n geradores e |R| = r
relagoes. Seja H subgrupo aberto de G com [G : H| = h. Suponha inicialmente d(H) > 2. Pela
Proposigao 2.4.16, H admite apresentagao com d; = h(n — 1) + 1 geradores e r = hr relagoes.
Como G ¢é solavel ou satisfaz max-n, o mesmo vale para H. Logo, pelo Teorema 3.2.4,

1 1 4 4 1
hr > h(n—1)+1+ Zd(H)Q —d(H)=h(n—1)+ Zd(H>2 — Zd(}” +1= h(n—1)+ Z(d(H) —2)2
ou seja, (d(H) —2)? < 4(r — n + 1)h. Com isso,

A(H) <2(r —n+ Y22 42 < 2(r —n 4+ 1)Y2RY2 £ 2012 = (2(r — n +1)/2 1 2)n1/2.

Basta por ¢ = 2(r —n +1)/2 42 > 0. Caso seja d(H) = 1, tem-se também d(H) =1 < c-11/2 <
c[G : HY/2. O
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Exemplo 3.2.8. O corolario anterior nos da uma condi¢ao necessaria para que um grupo pro-p seja
imagem homomorfica (continua) de um grupo pro-p finitamente apresentavel e solivel. Daremos
exemplo de um grupo pro-p que nao pode ser uma tal imagem.

Seja T um grupo pro-p prociclico infinito, isto é, T' = Z,, e seja R = F,[T]. Evidentemente,
R ¢ um F,[T]-médulo livre de posto 1. Como T = Z,, seus subgrupos T*", r € N, satisfazem
[T : T?"] = pr. Além disso, podemos considerar um conjunto X = {z,2s,...,2,r} C T tal que
T =W 2T

Afirmamos que R ¢ o F,[T?" J-médulo livre com base X. De fato, sejam M um F,[T7"]- -médulo
topolégico e f: X — M funcdo. Note que f ¢é continua, pois X ¢ discreto. Como T" = Wb 1szp
fica bem definida a aplicacdo continua f : T — M dada por f(zg) = f(zi)g, Va; € X, g € T? .
Agora, a algebra de grupos F,[T] é um F,-mddulo livre com base 7', de modo que f estende-se
unicamente a um homomorfismo ¢ : F,[T] — M, e como F,[T] é denso em R = F,[T7], obtem-se
um unico homomorfismo continuo ¢ : R — M tal que ¢(z;) = f(x;) para todo x; € X. Por fim,
como a base X ¢é finita, segue-se que R é de fato o F,[T%" ]-mddulo livre (topoldgico) com base X.

Com isso, podemos escrever R = F,[T? |z1 & - - - @& F,[T? ]z,. Considere o submédulo (77" —
R ={at’ —a|a € R, t € T}. Tem-se que a agao do grupo T?" sobre o F,[T7"]-m6dulo (TPT%)R
é trivial, e assim ﬁ ¢ um espaco vetorial sobre [F,, de dimensao p".

Seja entao o grupo pro-p G = R x T, induzido pela agao natural de T" sobre R. Por construcao,
seus subgrupos fechados R xT?", r € N, tém respectivos indices [G : RxT?'] = p", sendo portanto
abertos. Considere ainda a projecdo candnica R xT? —» ﬁ x TP . Como a acdo de T?" sobre
ﬁ é trivial, vem ﬁ x TP = % x TP" e como
de dimensdo p", segue-se que d(R x T?") > d(

ﬁ ¢ um [Fj,-espaco vetorial
@R X T") 20+ L.

Ou seja, para cada r € N, construimos H <, G tal que d(H) > p” + 1. Portanto, ndo existe uma
constante ¢ > 0 tal que d(H) < c[G : H]z para todos os subgrupos abertos H de G, ¢ assim nao
existe G grupo pro-p finitamente apresentavel e soluvel tal que G é imagem homomérfica (continua)

de G, pelo corolario anterior.

Corolario 3.2.9. Seja G um grupo pro-p finitamente apresentavel e solivel. Se K é um subgrupo
normal fechado de G tal que G/K = Z,, entao K é finitamente gerado.

Demonstragcao. Notemos primeiro que G pode ser escrito como o produto semi-direto de K por
um subgrupo 7" < @G isomorfo a Z,. De fato, como G/K = Z, e Z, é um grupo pro-p livre
(com 1 gerador), existe tinico homomorfismo (continuo) p : Z, — G tal que 7 o p = idz,, no qual
7 : G — Z, é o homomorfismo (continuo) com kerm = K. Ou seja, G = kerm xImp =K x T, no
qual T'=Imp = Z,,.

Mostremos que K ¢ finitamente gerado. Como d(K) = d(K/®(K)), é suficiente mostrar que
K/®(K) é finito. Pelo Teorema 2.3.11, K/®(K') é um F-espaco vetorial, e por ser G = K T tem-
se que T age continuamente (via conjugacao) sobre K, induzindo-se portanto uma agao natural de
F,[T] sobre K/®(K). Em outras palavras, K/®(K) é um F,[1]-mddulo. Considere agora q : F' —
G apresentacao finita de G, no qual F' é grupo pro-p livre de posto finito e ker ¢ = (RF), R finito.
Seja Ky = ¢~ '(K) < F. Obtem-se a apresentagao Z, = G/K = (F/kerq)/(Ky/kerq) = F/Kj.
Sendo Z, finitamente apresentével, tem-se Ko = (R{'), no qual Ry é finito. Assim, K = ¢(Kj) =
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q((REY) = (q(Ry)), com q(Ry) finito. Como a agao de T' < G sobre K se d4 via conjugagao,
segue-se que K/®(K) ¢ finitamente gerado como [F,[T]-médulo.

Como T' = Z, é grupo pro-p livre com 1 gerador, segue-se do Teorema 2.4.45 que a algebra
de grupos completa F,[T] ¢ isomorfa & algebra de séries formais de poténcias em uma variavel
F,[x]. De tal isomorfismo segue-se que F,[T] é um Dominio de Ideais Principais, pois [F,, é corpo,
e tem-se também que [F,[T]/J é finito para qualquer ideal J # {0}, pois os ideais de [F,[x] sdo da
forma (z%), a > 0. Dail que existem ideais .Jy, ..., J, de F,[T7] tais que K/®(K) pode ser escrito
como uma soma direta

RITI BTl
J1 Jn
pela Estrutura de Médulos Finitamente Gerados sobre Dominios de Ideais Principais. Por outro
lado, G é um grupo pro-p finitamente apresentével e soltvel, o que implica que G nao pode ter o
grupo G = F,[T] x T do exemplo acima como imagem homomérfica (continua). Em particular
K nao pode ter o médulo F,[T] como imagem homomorfica, de modo que nenhum fator ,,[[ Iy
decomposicao acima pode ser isomorfo a F,[T7]. Equivalentemente, tem-se que J; # {0} para todo

i, e portanto K /®(K) é finito por ser soma direta finita de fatores finitos.
[

Encerramos esta subsecio com alguns comentarios acerca de Grupos de Golod-Safarevi¢. Tal
nogao passa por desigualdades relativas a série og(y) do Teorema 3.1.3 de Vinberg.

Dado G = (X | R);, considere S = R —1 C I; C P e a série associada os(y), como na
demonstragao do Teorema 3.1.8. Se existe y € [0,1) para o qual 1 —dy+og(y) < 0 (em particular,
se G ndo satisfaz a Desigualdade de Golod-Safarevic), dizemos que G é um Grupo de Golod-
Safarevi¢ (cf. [5] e [23] para uma formulacio mais geral).

Como evidenciado pela implicacao estrutural dada no Teorema 3.1.8, grupos de Golod-Safarevic
sdo necessariamente infinitos. Em [20], Wilson se questiona sobre o “qudo grandes” podem ser os
grupos de Golod-Safarevi¢. Em tais consideracoes, ele conjectura que tais grupos contém subgrupos
livres de posto maior ou igual a dois.

Um dos resultados mais significativos quanto a estrutura de grupos de Golod-Safarevi¢ é pre-
cisamente o seguinte:

Teorema de Zelmanov [23]. Todo grupo de Golod-Safarevi¢ contem um grupo pro-p livre néo-
abeliano.

O resultado acima, provado em [23], responde positivamente & conjectura de Wilson. Uma das
consequéncias de tal teorema é que, se G é de Golod-Safarevi¢ e I' é um p-grupo finito, entdo G
admite subgrupo normal aberto N tal que I' é um quociente continuo de N [23, p. 224].

3.2.2 Aplicacoes para grupos abstratos

Consideraremos agora aplicagoes dos resultados das se¢oes anteriores no contexto abstrato.

Exemplo 3.2.10. (A construgdo de Golod [6] e o Problema Geral de Burnside). A
teoria desenvolvida na Secao 3.1 nos permite construir grupos finitamente gerados de p-tor¢ao com
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infinitos elementos, no qual p é um nimero primo qualquer. Fixe n um ntmero de geradores, e

considere F', o grupo pro-p livre com base {x1,...,7,}. Mergulhando ﬁp em P =T,[ty,....t,]
via z; = 1+1t;, tome S =@ C I C P. Entdo J = (5) = {0}, de modo que P/J = P. Agora, o
subgrupo abstrato A = (z1,...,2,) é denso em F), = (z1,...,2,), pois F}, é o completamento pro-

p de A. Além disso, A é enumerdvel, por possuir finitos geradores. Logo, pela Proposicao 3.1.6,
se tomarmos n adequado, obteremos um grupo B como imagem homomérfica de A (portanto
finitamente gerado) tal que B ¢é infinito e seus elementos tém ordens poténcias de p.

O préximo teorema estabelece uma versao da Desigualdade para grupos abstratos.

Teorema 3.2.11. [20, Theorem B] Seja G um grupo abstrato finitamente apresentével, com
uma apresentagdo com n > 1 geradores e r > 1 relagoes, e denote d = d(G/[G, G]). Entao ou

1
an—i—Z(dQ—l)—d,

ou existe um nimero primo p para o qual existe N<G tal que G/N é um grupo infinito, enumeravel,
de p-tor¢ao e residualmente finito.

Demonstra¢io. Como G é finitamente apresentével, o grupo abeliano G/[G, G| é finitamente ge-

rado. Logo, da Decomposicao de Grupos Abelianos Finitamente Gerados, existem m,ny,...,n; €
7 tais que
G Z Z
e SLD - DPLO— DD —F,
[G7 G] ¥ nlz nkZ
m fatores
no qual m e k sdo minimais e ni|ng, ng|ns,...,ng_1|ng. Em particular, d(G/|G,G]) = m + k.

Agora, se a tor¢ao de G/[G, G| é nula, vem G/[G,G]G? =F, & --- & F, (m fatores) para qualquer
nimero primo p, de modo que d(G/|G, G|G?) = d(G /|G, G]). Se a tor¢ao de G/[G, G| é nao-nula,
entdo ny # 0, e assim existe um ndimero primo p tal que p|n;, 1 <i < k. Logo,

YR/ YAROY/
PZ/miZ PZ /i Z p @ PO Oy

m fatores m-—+k fatores

G o

e tem-se novamente d(G/[G,G|G?) = d(G/|G, G]). Fixe entdo um tal primo p como acima.
Ponha G' = (X | R) apresentagao com |X| =n, |R|=r e considere Fx o grupo livre abstrato

com base X = {xy,...,2,} e escreva R = {uy,...,u,} C Fx. Seja ainda F, = F(X), o comple-

tamento pro-p de Fx, ou seja, o grupo pro-p livre com base X. Tem-se R C Fy — Fp, e com

isso Gp = (X | R) = F,/ (RF») ¢ o completamento pro-p de G, tendo portanto uma apresentacio
(como grupo pro-p) com n geradores e r relagoes. Do Teorema 2.3.11, o quociente de Frattini de

>~

G, ¢ seu quociente maximal abeliano de expoente p, de modo que

~ 2 1P Gy e ¢ a o\
d(Gp) = d(G,/P(Gy)) =d (M) = dimp, G.GlGr d ([G, G]GP> =d(G/|G,G]).

Denote d = d(G,) = d(G/[G,G]).
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Suponha inicialmente d = 1. Nesse caso, G‘p / @(ép) ¢ um F,-espaco vetorial unidimensional.
Como G, = (X | R), = (21, ., Tn | w1, ..., u),, tem-se

Gy, Fo@ - -@Fz, V

(I)(ap) N Z ]Fpui o S,

1<i<r

donde 1 = dimpp(@p/cb(@p)) = dimV —dimS =n—dimS > n—r, ouseja, r >n—1=
n+ 3(d?*—1)—d.

Suponha agora d > 1. Nesse caso, segue-se do Teorema 3.1.8 que ou r > n + %dQ —d >
n-+ i(al2 — 1) — d ou, para todo A subgrupo abstrato, denso e enumeravel de @p, existe K <. @p tal

que AYK ¢é grupo infinito de p-tor¢do. Suponha que estejamos no segundo caso. Pelo fato de que

G é subgrupo (abstrato) denso em seu completamento @p, podemos tomar N < G de modo que
G/N = 25 < G,/K é um grupo infinito, enumeravel e de p-torgao. Resta mostrar que G/N ¢
residualmente finito. Como K<.G), o quociente G,/ K é grupo pro-p, sendo portanto residualmente
p, i.e., a intersegao de seus subgrupos normais cujos indices sao finitos (de fato, poténcias de p) é
o grupo trivial. Em particular, seu subgrupo G/N < G,/K ¢ residualmente finito. n

Em particular, assim como no caso pro-p aqui apresentado, o Teorema 3.2.11 é valido para
grupos abstratos soliveis finitamente apresentaveis. Consequentemente, tem-se o:

Corolario 3.2.12. [20, Corollary B] Seja G um grupo abstrato finitamente apresentavel e
suponha que nao existam p primo e A, K < G tais que K <A e A/K é um grupo infinito, de p-
torcao, enumeravel e residualmente finito. Entao existe uma constante ¢ > 0 tal que d(H/[H, H]) <
clG : H]%, para todo subgrupo H de G com indice finito.

Demonstragio. Considere uma apresentagio G = (X | R) com |X| = n geradores e |R| = r
relagoes. Seja H subgrupo de G de indice finito, e denote [G : H] = hed = d(H/[H, H]). Suponha
inicialmente d > 2. Pela Proposi¢ao 1.3.2, H admite apresentagao com d; = h(n—1)+1 geradores
e r = hr relagdes. Por hipétese, nao existe N < H tal que H/N é um grupo infinito, de p-torgao,
enumeravel e residualmente finito. Logo, pelo Teorema 3.2.11, hr > h(n—1)+1+ i(al2 —1)—d=
h(n—1) — 1 + 1(d* — 4d + 4), donde

>

1 1
(r—n+1+>h=hr—h(n—1)—|—4h>hr—h(n—l)—l— (d—2)%

4

B~ =
e

Com isso,
5 1/2 5 1/2 5 1/2
d<2(r—n+4> hl/2+2<2(r—n+4> hi/2 4 2p1/? = 2(r—n+4> +2) W2,

Basta por ¢ = 2(r —n+2)1/2 42 > 0. Caso seja d = 1, tem-se também d < c- 12 <[G:Hjz2. O
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Anexo 1

Grupos Pro-p de Posto Finito

Neste anexo compilamos alguns resultados relacionados a uma classe mais restrita de grupos
pro-p finitamente gerados: os grupos pro-p de posto finito'. Tais grupos satisfazem diversas pro-
priedades e caracterizacoes fortes e, dentre grupos pro-p, sdo por si so ricos objetos de estudo.
Referimos ao leitor o texto de Dixon, du Sautoy, Mann e Segal [4] para um tratamento mais com-
pleto sobre grupos pro-p de posto finito. As propriedades e resultados aqui enunciados visam uma
aplicacao do Teorema 3.2.4, sendo portanto propriedades relacionadas a geradores e relagoes em
apresentagoes pro-p.

O subgrupo de Frattini ®(G) = [G, G]GP de um grupo pro-p G e sua rela¢ao com a quantidade
de geradores de G serd novamente utilizado. Recordemos que, dado G um grupo profinito, d(G)
denota a cardinalidade minima de um conjunto gerador de G (como grupo topoldgico).

Defini¢ao 1.0.13. Seja G um grupo pro-p. Definimos o posto de G, denotado rk(G), a ser o
menor n € N U {0,00} tal que todo subgrupo fechado de G é gerado por n elementos. Ou seja,
rk(G) = sup{d(H) | H <. G}.

Exemplo 1.0.14. Todo p-grupo finito, visto como grupo pro-p, tem posto finito.

Exemplo 1.0.15. O anel dos inteiros p-adicos Z, tem posto finito igual a 1, pois todos os seus
subgrupos (ideais) sdo gerados por um tnico elemento.

Exemplo 1.0.16. E importante ressaltar a distin¢do entre o posto (i.e., cardinalidade da base) de
um grupo pro-p livre e o posto (rk) de um grupo pro-p. Apesar de ser Z, um grupo pro-p livre
com posto(Z,) < oo, este é o tnico grupo pro-p livre nao-trivial Fj; com posto(F;) = m < oo
tal que rk(F}) < co. Isso segue do fato de que, se m > 2, entdo o grupo livre (abstrato) F' com
base de cardinalidade m admite subgrupo livre cuja base ¢ infinita, somado ao fato de que Fj; é o
completamento pro-p de F' (Teorema 2.4.6).

Exemplo 1.0.17. O nicleo N da aplicagao natural GL,,(Z,) — GL,(Z,/pZ,) = GL,(F,) é um
grupo pro-p de posto finito (cf. [21, Proposigao 8.5.1]).

N4o confundir com o posto de um grupo livre!
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Defini¢ao 1.0.18. Seja G um grupo pro-p. Dizemos que G ¢é p-possante? quando p é {mpar e
|G,G] < GP ou quando p = 2 e [G,G] < G*. Se for [G,G] < GP*, dizemos que G é extra
p-possante.

Evidentemente, se G é extra p-possante, entdo G é p-possante. Ambas as defini¢oes coincidem
no caso p = 2. Vale também a seguinte caracterizacao:

Lema 1.0.19. Seja G um grupo pro-p. Sao equivalentes:
i. G é p-possante;
ii. Se p =2, entdo G/G* é abeliano, ou, se p é impar, entdo G /GP é abeliano.
Demonstragio. Segue imediatamente do Teorema 2.3.11. O

Definicao 1.0.20. Dado G um grupo pro-p, definimos sua série de Frattini indutivamente como
a seguinte cadeia de subgrupos:

PY(G) =G, YG) := ®(Q) e, parai > 1, dH(G) = d(PY(G)).

Como o subgrupo de Frattini é normal e caracteristico, a série acima é de fato uma série normal
descendente de subgrupos fechados

9. OTTHG) <. D1(E) <, - - < PHG) <. (G) <. G

Definicao 1.0.21. Um grupo pro-p G é dito p-saturdvel, ou uniformemente p-possante, ou simples-

mente uniforme, quando G ¢ finitamente gerado, p-possante, e os indices da sua série de Frattini
sao constantes®; isto é, [®/(G) : P(GQ)] = [G : ®(GQ)], Vi > 0.

Grupos pro-p uniformes nao sao meramente finitamente gerados, mas sim finitamente apresen-
taveis. Mais adiante mostraremos que todo grupo pro-p de posto finito admite apresentacao finita,
e utilizaremos o fato abaixo.

Proposigao 1.0.22. Todo grupo pro-p uniforme é finitamente apresentavel.

Uma demonstragao direta do resultado acima pode ser vista em [4, Proposigao 4.32], utilizando
uma variante do lema abaixo, que também é necessario para a prova do nosso proximo teorema.

Lema 1.0.23. Se G é um grupo pro-p com posto finito rk(G) < oo, entao existe H <, G tal que,
para todo K <, G com K C H, valem:

i. K é extra p-possante;

2Do inglés, “powerful pro-p groups”. Nao confundir com grupos potentes — “potent groups” Um grupo pro-
p é dito p-potente quando o (p — 1)-ésimo termo da sua série central descendente estd contido no subgrupo das
p-poténcias.

3 A principio, o conceito de grupo pro-p uniforme G exige estabilidade nos indices [P;(GQ) : Pi11(GQ)] = [G : P»(G)],
no qual P;(G) = G e Pi(G) = [P,—1(G), G](P;i—1(G))? (cf. [4, Defini¢do 4.1]). Porém, se G é p-possante e finitamente
gerado, entdo P;y1(G) = ®(G) (cf. [4, Teorema 3.6]).
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ii. [K,H] < ®(K);
iii. A fungao pot : K — K dada por pot(k) = kP induz um epimorfismo

POt : K/D(K) —er ®(K)/0*(K).

Referimos ao leitor [21, Proposigao 8.5.2] para uma demonstragao completa do lema acima. O
principal teorema desta secao é o seguinte:

Teorema 1.0.24. Todo grupo pro-p G de posto finito rk(G) < oo admite um subgrupo normal
aberto uniforme.

Demonstragio. Precisamos obter U<,G finitamente gerado e p-possante tal que [®*(U) : ®1(U)] =
U :®U)|, Vi>0.

Como G tem posto finito, segue-se do Lema 1.0.23 que existe H <, G tal que todo K <, G contido
em H é extra p-possante, [K, H] < ®(K) e existe um epimorfismo K/®(K) — ®(K)/P*(K),
induzido pela aplicagdo k +— k. Em particular, o proprio H é extra p-possante e [H : ®(H)| >
[®(H) : ®?(H)]. Note que [H : ®(H)] é finito, pois H/®(H) é um p-grupo finito.

Tome entdo o subgrupo de Frattini ®(H) <, H. Como H é normal em G e ®(H) é um
subgrupo caracteristico de H, vale que ®(H) também é normal em G. Como G tem posto fi-
nito, H é finitamente gerado e portanto ®(H) é aberto em H, pelo Teorema 2.3.13. Sendo H
aberto em G, segue-se que ®(H) <, G, contido em H, e estamos, portanto, nas hipiteses do Lema
1.0.23. Tem-se entao que ®(H) é extra p-possante, e portanto p-possante, e que existe epimorfismo
O(H)/P*(H) —~ P*(H)/P3(H). Agora, a finitude de rk(G) implica que ®(H), ®*(H) e ®3(H)
sao finitamente gerados, sendo portanto todos abertos, e satisfazendo novamente as hipoteses do
Lema 1.0.23. Aplicando-se os argumentos acima iteradamente sobre a série de Frattini de H,
obtem-se a cadeia

oy @ (H) <, ®(H) <y - - - <1, PP (H) <, D*(H) <, ®(H) <, H <, G,
e a sequéncia nao-negativa nao-crescente
[H: ®(H)] > [®(H) : ©*(H)] > -+ > [®'(H) : @ (H)] > -+ > 0.

Logo, a sequéncia acima estabiliza, isto ¢, existe n € N tal que [®"™(H) : @™ (H)| = [®"(H) :

O"t(H)|, Ym > n.
Defina U = ®*(H) = ®(@®™Y(H)). Por construcio, U <, G e [®(U) : & (U)] = [U :
®(U)], Vi > 0. Por fim, U é finitamente gerado pois G tem posto finito. Portanto, U é uniforme.
[

Face ao fato de que grupos pro-p uniformes sao finitamente apresentaveis, tem-se ainda o
seguinte resultado:

Teorema 1.0.25. Todo grupo pro-p G de posto finito rk(G) < oo é finitamente apresentavel.
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Demonstragio. Pelo Teorema 1.0.24, G admite um subgrupo normal aberto uniforme U, que é
finitamente apresentavel pela Proposigao 1.0.22. Sendo U aberto e normal, G/U é um p-grupo
finito, sendo portanto finitamente apresentavel. Logo, pela Proposicao 2.4.17, G é finitamente
apresentavel. O

Recordemos que, se N é um subgrupo normal de G, dg(N) denota a menor cardinalidade
|R| tal que N é gerado, como subgrupo normal fechado de G, pelo conjunto R. Uma aplicagao
do teorema anterior relacionada & Desigualdade de Golod-Safarevi¢ é dada no Corolario 3.2.6,
com o auxilio da préxima proposicao. Antes de demonstra-la, enunciamos o seguinte lema, cuja
demonstracao pode ser vista em [21, Lema 12.1.1].

Lema 1.0.26. Seja G um grupo pro-p. Se N <. G e N <, G sio tais que N<NeN=NL, no

qual L = [N, G|NP, entdo N = N.

Proposicao 1.0.27. Seja G um grupo pro-p. Entdo G satisfaz max-n se, e somente se, dg(N) <
0, VN <. G.

Demonstragcdo. Suponha que G satisfaz max-n e seja N <. G. Considere K a familia de todos os
subgrupos normais fechados de G tais que K C N e dg(K) < oo, para cada K € K. Por max-n,
existe K elemento maximal de K, digamos gerado por um conjunto finito X como subgrupo normal
fechado de G. Afirmamos que K = N. Caso contrario, existiria um elemento g € N \ K, e assim
o subgrupo normal fechado gerado por X U {g} seria topologicamente finitamente gerado como
subgrupo normal, e inteiramente contido em N, o que contradiz a maximalidade de K. Logo,
dg<N ) < Q.

Reciprocamente, suponha dg(N) < oo, VN <. G, e seja N' = {N, | A € A} uma familia ndo-
vazia de subgrupos normais fechados de G. Defina N = Jycp NA <. G e L = [N, G]N? <. N. Como
d(N) < oo por hipdtese, obtem-se que N/L é um grupo finito. Assim, [V : N)L] < oo para cada
N, € N, e sendo N = Uycp NAL obtem-se que de fato vale N = Jycp NaL, pois L e cada N, sao
fechados. Logo, existe n € A tal que N = N, L. Segue-se do Lema 1.0.26 que N = N,, € N. Como
Ny C N para todo A € A, conclui-se que N é um elemento maximal da familia A'. Ou seja, G
satisfaz max-n.

L]
Corolario 1.0.28. Todo grupo pro-p G de posto finito rk(G) < oo satisfaz max-n.
Demonstragio. Segue imediatamente da Proposigao 1.0.27 e da defini¢ao de rk(G) (1.0.13). H

Em particular, o corolario acima e o Corolario 3.2.6 garantem um resultado originalmente
devido a H. Koch [10]: grupos pro-p que sdao p-ddicos analiticos satisfazem a Desigualdade de
Golod-Safarevi¢ (i.e., grupos topolégicos que admitem estrutura de variedade analitica sobre /8
e cujas operagoes de produto e tomar a inversa sao analiticas sobre Z, — devido a essa definicao,
tais grupos sao as vezes chamados grupos de Lie p-ddicos). Tal afirmacao se deve a caracterizagao
— dentre diversas outras — de que um grupo pro-p é p-adico analitico se, e somente se, ¢ um grupo
pro-p de posto finito (cf. [4, Corolario 8.34]). Referimos novamente ao leitor o texto [4] para essa
e outras caracterizagoes de grupos pro-p de posto finito, e para um tratamento aprofundado de
grupos p-adicos analiticos.
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Anexo 11

Homologia e Cohomologia de Grupos
Pro-p

Esta secdo tem carater expositivo. Este trabalho foi desenvolvido sobre o estudo de grupos
pro-p finitamente gerados e finitamente apresentaveis e, como ocorre no caso de grupos abstratos,
tais propriedades de finitude sao intimamente ligadas ao estudo da (co)homologia de tais grupos.

A teoria de homologia e cohomologia, no caso abstrato, é desenvolvida sobre médulos para aneis
associativos e tem enfoque no caso das algebras de grupo Z[G], no qual Z é o anel dos inteiros e
G é um grupo (abstrato) dado. Através de tal teoria é possivel extrair propriedades de finitude
do grupo G relacionando-as aos grupo (médulos) de (co)homologia de G. Referimos ao leitor os
textos de Rotman [18] e Brown [2] para introdugdes as teorias de homologia e cohomologia.

No caso de grupos profinitos e pro-p também desenvolve-se teoria de (co)homologia, nesse caso
sobre modulos profinitos e pro-p, e com a exigéncia de que os homomorfismos considerados sejam
continuos. No caso pro-p, o anel base em geral é o corpo F, com p elementos ou o anel Z, dos
inteiros p-adicos, com enfoque nas dlgebras F,[G] ou Z,[G], no qual G é um grupo pro-p dado.
Referimos ao leitor [16, Capitulos 6 e 7] e [21, Capitulos 9 a 11] para textos sobre homologia e
cohomologia de grupos profinitos e pro-p.

Citaremos aqui alguns resultados importantes relacionados a geradores e relacdes para apre-
sentagoes de grupos pro-p, cujas demonstragoes podem ser vistas nas referéncias dadas. Daqui em
diante, denotaremos H'(G) := H'(G,F,) a i-ésima cohomologia do grupo pro-p G com coeficientes
em I,

Teorema 11.0.29. [16, Teorema 7.7.4] Seja G um grupo pro-p. Sao equivalentes:
i. H*(G) = 0;
ii. G é um grupo pro-p livre.

Teorema I1.0.30. [16, Corolario 7.7.5] Todo subgrupo fechado de um grupo pro-p livre é
também um grupo pro-p livre.

Recordemos que, dado G um grupo profinito, d(G) denota a cardinalidade minima de um
conjunto gerador de G (como grupo topoldgico), e se N <. G é tal que R C N tem cardinalidade
minima com N = (R%), denota-se dg(N) = |R|.
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Teorema I1.0.31. [16, Teorema 7.8.1] Se G é um grupo pro-p, entdo d(G) = dimg, H'(G).
Definicao I1.0.32. Dados G um grupo pro-p finitamente gerado e 7 : F/()?)p — (G uma apresen-
tagao de G, com |X| = d(G) e N = ker, definimos o posto de relagoes de G a ser a quantidade
minima de relages rr(G) = dF/()?) (N) na apresentacao dada (podendo ser co).

Teorema 11.0.33. [16, Teorema 7.8.3] Se G ¢ um grupo pro-p finitamente gerado, entao rr(G) =
dime HQ(G>

Em particular, o teorema acima implica que o conceito de posto de relagoes dado em I1.0.32
independe da escolha de um conjunto minimal de geradores para G. Mais ainda, um grupo pro-p GG
¢ finitamente apresentavel se, e somente se, as dimensoes (sobre F,) de suas primeiras cohomologias
H'(G) e H*(G) sao finitas. A deficiéncia de um grupo pro-p finitamente apresentavel G (Proposigao
2.4.20) pode ser definida alternativamente como sendo def(G) = dimg, H'(G) — dimg, H*(G).

Via dimensoes cohomolégicas, o Teorema de Golod-Safarevi¢ (G-g) pode ser reescrito da se-
guinte forma: se G é p-grupo finito, entao

(dimg, HY(G, F,))?

dimg, H(G,F,) > i

No caso particular de grupos pro-p finitos, tem-se ainda o seguinte:

Teorema I1.0.34. [16, Proposigao 7.8.4] Se G é um p-grupo finito, entdao rr(G) — d(G) =
d(H3(G,Z)).

Encerramos este anexo referindo-nos ao seguinte resultado importante, devido a Michel Lazard
(cf. [12, Segao 2.5 e Proposicao 2.5.7.1].

Teorema I1.0.35. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado tal que o médulo graduado gr(F,[G])
é uma algebra polinomial sobre F,. Entdao H(G,F,) := @, H'(G) é a &lgebra exterior de H'(G).

Com relacdo aos resultados apresentados no Anexo I, tem-se o seguinte: como gr(F,[G]) é
uma &lgebra polinomial se, e s6 se, G é um grupo pro-p uniforme (cf. [21, Secao 8.7]), e também
por ser d(G) = dimg, H'(G), o teorema acima implica que, se G ¢ uniforme, entdo H(G,F,) ¢ a
algebra exterior de um F,-espago vetorial de dimensdo d(G). Isso nos dd uma outra alternativa
para mostrar que todo grupo pro-p de posto finito é finitamente apresentavel.

Uma demonstracdo do Teorema I1.0.35 e das observagoes acima podem ser vistas em [21,
Secao 11.6].
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