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Abstract

In this work we study the main results presented by J. Wilson in [20] which extend the Golod-
Šafarevič Inequality [7] to a large class of infinite pro-p and abstract groups. In the first chapter we
present the basic theory of abstract free groups, focusing on finite presentations. Next we study
profinite groups, with focus on pro-p groups. This study ranges from definitions to basic alge-
braic and topological properties, as well as the case of finitely generated groups and the Frattini
subgroup, and notions of completion, free pro-p groups, presentations in the pro-p scenario and
completed group algebras. In the last chapter we study the main results regarding finite presen-
tations of pro-p and abstract groups, following [20] and [21], which include soluble groups and
implications on the structure of certain groups for which the Inequality holds. In the appendixes
we briefly relate the presented theory to pro-p groups of finite rank and homology and cohomology
in the pro-p case.

Keywords: Group Theory, Pro-p Groups, Finitely Presented Groups, Golod-Shafarevich.

Resumo

Neste trabalho estuda-se os principais resultados dados por J. Wilson em [20], relacionados à
Desigualdade de Golod-Šafarevič [7] para uma ampla classe de grupos pro-p e abstratos infinitos.
Apresentamos a teoria básica de grupos livres abstratos, levando à noção de apresentação de grupos,
com foco em apresentações finitas. É feito um estudo sobre grupos profinitos, particularmente no
caso pro-p. Abrange-se definições, propriedades algébricas e topológicas básicas, bem como o caso
de finitos geradores e o subgrupo de Frattini, e conceitos de completamentos, de grupos pro-p livres,
de apresentações no caso pro-p e de álgebras de grupo completas. No capítulo final estudamos
os resultados principais para grupos pro-p e abstratos finitamente apresentáveis, seguindo [20]
e [21], que incluem grupos solúveis e implicações na estrutura de certos grupos satisfazendo a
Desigualdade. Os anexos relacionam a teoria aqui apresentada a grupos pro-p de posto finito e
homologia e cohomologia no caso pro-p.

Palavras-chave: Teoria de Grupos, Grupos Pro-p, Grupos Finitamente Apresentáveis, Golod-
Shafarevich.
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Introdução

Na Teoria de Grupos, os problemas de descrever concretamente um dado grupo G e extrair
propriedades do mesmo podem ser abordados de diversas formas. Uma das maneiras mais com-
pactas de se descrever G completamente é através de geradores e relações – mais especificamente,
através de uma apresentação de G. Dados um conjunto de geradores X e um conjunto de rela-
ções R, o grupo G com apresentação 〈X | R〉 é o “grupo mais livre possível” sobre X sujeito às
condições definidas por R. Diversos grupos podem ser descritos intuitivamente via geradores e
relações, como por exemplo o grupo diedral, grupos cíclicos, grupos abelianos finitamente gerados,
produtos diretos e produtos livres de grupos. Formalmente, uma apresentação de G consiste em
um epimorfismo π : F ։ G, no qual F é um grupo livre sobre X e ker(π) = 〈RF 〉 (vide Seção 1.2).

A noção de apresentação de grupos não se restringe à classe dos grupos abstratos, mas pode
ser também traduzida a certas classes de grupos topológicos – em particular, à dos grupos pro-
p. Dado p ∈ N um número primo, um grupo topológico G é dito pro-p quando G é o limite
inverso de um sistema inverso de p-grupos finitos. Equivalentemente, G é compacto, totalmente
desconexo, e todos os seus subgrupos normais abertos têm índices potências de p. Todo p-grupo
finito munido da topologia discreta é, em particular, pro-p. O exemplo clássico – e talvez mais
importante, historicamente – de grupo pro-p infinito é o grupo aditivo dos inteiros p-ádicos, Zp,
que se comporta no cenário pro-p como o análogo aos inteiros Z no cenário abstrato. Desde a
descoberta dos inteiros p-ádicos por K. Hensel no final do século XIX, grupos pro-p emergiram
como ricos objetos de estudo em diversas áreas da matemática (vide [12], [4], [8], [21], [16]).

Assim como a relação entre Z e Zp, alguns conceitos e propriedades podem ser traduzidos do
caso abstrato para o caso pro-p, como a noção de grupos pro-p livres. No contexto acima descrito,
uma apresentação 〈X | R〉p̂ do grupo pro-p G consiste em um epimorfismo contínuo π : F̂ p ։ G,

no qual F̂ p é um grupo pro-p livre com base X e ker(π) = 〈RF̂ p〉 (vide Seção 2.4). Em ambos os
cenários (abstrato e pro-p), um grupo é dito finitamente apresentável quando admite apresentação
com finitos geradores e finitas relações.

Apresentações de grupos são um tema central das teorias combinatória e geométrica de grupos
(vide [13], [3] e [9] para o caso abstrato, e [21] e [16] para geradores e relações no caso pro-p).
O problema de se construir uma apresentação de um grupo pode ser complicado, especialmente
no que tange ao número de geradores e de relações. Para que G seja finitamente apresentável, é
necessário que o mesmo seja finitamente gerado. Fixado então o número de geradores, quantas
relações devem ocorrer numa dada apresentação finita de um grupo (pro-p ou abstrato) G?

Um dos trabalhos de meados do século XX, com grande influência em diversas áreas da álge-
bra, foi publicado pelos matemáticos russos Evgeny Golod e Igor’ Šafarevič. Em 1964, os mesmos
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provaram, via técnicas de álgebra não-comutativa para aneis locais, a célebre Desigualdade de
Golod-Šafarevič [7]. As técnicas então apresentadas tiveram impacto direto na solução de 3 im-
portantes problemas em aberto: o problema da finitude das torres de corpos de classes de Hilbert,
na Teoria dos Números; o problema de Kuroš, na Álgebra Não-Comutativa; e o problema geral
de Burnside, na Teoria de Grupos (vide Capítulo 3). Não somente, as técnicas de Golod e Šafare-
vič permitiram também estabelecer uma cota inferior para o número de relações na apresentação
de um p-grupo finito, a partir do número mínimo de geradores de um tal grupo, respondendo
parcialmente à pergunta proposta acima para grupos pro-p finitos.

Desde o Teorema de Golod-Šafarevič, grupos e álgebras com propriedades relacionadas à Desi-
gualdade vêm sendo ativamente estudados (vide, por exemplo, [5], para um apanhado geral). Neste
trabalho, estudamos os resultados principais dados por John S. Wilson em seu artigo “Finite pre-
sentations of pro-p groups and discrete groups” [20], no qual o resultado de Golod e Šafarevič é
estendido a uma ampla classe de grupos pro-p infinitos, incluindo grupos solúveis e aqueles que
satisfazem a condição maximal para subgrupos normais. Dentre as consequências, estabelece-se
uma versão da Desigualdade para apresentações de grupos abstratos, bem como implicações no
número de geradores de certos subgrupos dos grupos para os quais vale a Desigualdade.

A estrutura deste trabalho é dada como segue.
No Capítulo 1 desenvolvemos a teoria básica de grupos livres abstratos visando o estudo de

grupos finitamente apresentáveis, seguindo os livros de Rotman [19], Johnson [9] e Cohen [3].
No Capítulo 2 apresentamos os conceitos e algumas propriedades básicas de espaços e grupos

profinitos, focando então no caso dos grupos pro-p, seguindo os livros de L. Ribes e P. Zalesskii [16]
e J. Wilson [21]. Primeiramente, introduzimos os conceitos de grupos profinitos e pro-p através
de limites inversos, com alguns exemplos e propriedades, incluindo completamentos e o caso dos
inteiros p-ádicos. Em seguida, focamos em grupos pro-p finitamente gerados, relacionando algumas
propriedades ao subgrupo de Frattini. Por fim, é feito o estudo de grupos pro-p livres e apresenta-
ções de grupos pro-p, com algumas propriedades de apresentações finitas e uma caracterização do
grupo pro-p livre finitamente gerado relacionada à álgebra das séries formais de potências sobre o
corpo de ordem prima p.

A parte principal desta Dissertação, dada no Capítulo 3, consiste no estudo do artigo [20] de J.
Wilson. A forma da Desigualdade de Golod-Šafarevič como dada por Wilson é fundamentada na
caracterização do grupo pro-p livre com base finita como subgrupo multiplicativo da álgebra das
séries formais de potências sobre o corpo Fp (ver Teorema 2.4.45). Os resultados principais do caso
pro-p (ver Teoremas 3.2.4 e 3.1.8 e Corolários 3.2.6, 3.2.7 e 3.2.9) são aqui apresentados seguindo a
exposição dada no livro “Profinite Groups” [21] de J. Wilson. As aplicações para grupos abstratos
(ver Teorema 3.2.11 e Corolário 3.2.12) são apresentadas seguindo o artigo [20].

Acrescentamos ainda 2 anexos. O primeiro trata de grupos pro-p de posto finito, visto que os
mesmos satisfazem as condições do Teorema 3.2.4 (ver Corolário 3.2.6). Foram incluídas algumas
propriedades e comentários sobre tais grupos, com poucas demonstrações. A exposição aqui dada
segue os textos de Dixon-du Sautoy-Mann-Segal [4] e Wilson [21]. O segundo anexo é sobre
Homologia e Cohomologia de grupos pro-p. A exposição aqui dada é bastante resumida, sem
demonstrações, com referências a importantes resultados que indicam uma outra abordagem para
o estudo de propriedades de finitude de grupos pro-p – nesse caso, geradores e relações. Os teoremas
citados em tal anexo podem ser vistos nos textos de Ribes e Zalesskii [16] e Wilson [21].
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Capítulo 1

Grupos Abstratos

Neste capítulo será feita uma introdução ao estudo de grupos abstratos1 livres, a fim de es-
tabelecer a definição abstrata de apresentação de um grupo. Tal conceito é muitas vezes visto
intuitivamente em cursos de álgebra, e é uma ferramenta bastante útil na construção de grupos a
partir de certas propriedades definidoras simples - a saber, geradores e relações.

1.1 Grupos Livres

Os conceitos básicos e a construção do grupo livre, apresentados a seguir, seguem as linhas vistas
em Cohen [3] e Rotman [19]. Suas propriedades básicas, bem como um maior aprofundamento no
assunto, podem ser vistas em Cohen [3] e Johnson [9].

Definição 1.1.1. Dados X um conjunto arbitrário, F um grupo e i : X → F função, dizemos que
(F, i) é livre sobre X quando,

X
i ✲ F

G

f

❄✛

ϕ

dados quaisquer G grupo e f : X → G função, existir um único homomorfismo de grupos ϕ : F →
G tal que ϕ ◦ i = f . Nesse caso, dizemos que ϕ é o homomorfismo que estende a função f .

Exemplo 1.1.2. O grupo trivial, denotado {1} (ou {0}), é livre sobre o conjunto vazio ∅.

Exemplo 1.1.3. O grupo aditivo dos inteiros Z é livre sobre qualquer conjunto unitário {x} por
meio da (única) aplicação i(x) = 1 ∈ Z. De fato, sejam (G, ·) grupo e f : {x} → G qualquer.

1Alguns autores tratam de grupos abstratos (arbitrários) como grupos discretos. Evitaremos tal terminologia
para evitar confusão com os grupos topológicos a serem estudados nos capítulos seguintes, que relacionam-se a
grupos que de fato carregam a topologia discreta.
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Defina ϕ : Z → G a ser ϕ(n) = f(x)n. Tem-se ϕ ◦ i(x) = ϕ(1) = f(x)1 = f(x), isto é, ϕ ◦ i = f .
Além disso, ∀m,n ∈ Z, ϕ(m + n) = f(x)m+n = f(x)m · f(x)n = ϕ(m) · ϕ(n). Portanto, ϕ é
homomorfismo de grupos. A unicidade de ϕ é consequência da sua definição.

Nosso próximo objetivo é provar a existência de um grupo livre sobre um conjunto arbitrário
dado. Para isso, estabeleceremos primeiro algumas noções e propriedades a serem utilizadas na
demonstração.

Faremos a construção clássica do grupo livre via palavras reduzidas sobre um conjunto X e
utilizaremos o método de van der Waerden na prova do teorema seguinte para garantir que o
conjunto F a ser construído é de fato grupo com a operação que definiremos. A aplicação i será
então facilmente determinada, e checar que (F, i) é livre sobre X nada mais será do que um processo
rotineiro.

Seja X um conjunto. Tome agora um conjunto diferente de X, mas para o qual existe uma
bijeção do mesmo com X. Denotaremos tal conjunto por X−1, com a bijeção x 7→ x−1. Quando
conveniente, denotaremos os elementos x ∈ X por x1 = x ∈ X, para diferenciá-los dos elementos
de X−1. Fixe ainda um conjunto unitário disjunto de X e X−1, denotado por {λ}. Defina
A = X ·∪X−1 ·∪ {λ}. Com isso, dado a ∈ A com a 6= λ, podemos escrever a = xε, no qual ε = ±1.
Definamos então

W0 = {(a1, a2, . . . , an, . . .) | n ∈ N, ai = λ ∀i ≥ n e aj ∈ A\{λ} ∀j < n}.

Tal conjunto é chamado o conjunto das palavras sobre o alfabeto X, e os elementos ai 6= λ
que aparecem como as coordenadas numa palavra w ∈ W0 são chamados as letras de w. Note
que, no caso n = 1, tem-se a (única) palavra (λ, λ, . . . , λ, . . .) ∈ W0, chamada a palavra vazia, a
qual denotaremos simbolicamente por 1. Dito de outra forma, 1 ∈ W0 é a única palavra sobre
X que não possui letras. Evidentemente, tem-se a identificação natural X →֒ W0 dada por
x 7→ (x, λ, . . . , λ, . . .).

Dada w = (a1, a2, . . . , an, . . .) ∈ W0 como acima, definimos o comprimento da palavra w a ser
o inteiro l(w) = n− 1. Ou seja, l(w) é o número de letras de w. Em particular, l(w) = 0 se, e só
se, w = 1. Dizemos ainda que as letras a 7→ (a, λ, . . . , λ, . . .) ∈ W0, a 6= λ, são as (únicas) palavras
de comprimento 1.

Veja que toda palavra sobre X possui apenas um número finito de letras, podendo este ser nulo.
Dada w ∈ W0, podemos utilizar uma notação muito mais prática. Caso l(w) = 0, já denotamos
w = 1. Caso l(w) = k ≥ 1, podemos escrever

w = xε1

1 x
ε2

2 · · ·xεk

k ,

com xj ∈ X e εj = ±1, para denotar a palavra w = (a1, a2, . . . , ak, λ, λ, . . .) ∈ W0 tal que aj = x
εj

j

e j = 1, . . . , k. Note que tal escrita é única, pois duas sequências (ai)i∈N e (bi)i∈N são iguais se, e
só se, ai = bi para todo i.

O conjunto W0 possui uma operação binária, chamada concatenação de palavras. Dadas v, w ∈
W0 arbitrárias, definimos a concatenação de v e w a ser a palavra vw, construída da seguinte forma:
se v = 1, então vw = w; analogamente, se w = 1, então vw = v; caso sejam v 6= 1 6= w, escrevendo
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v = yδ1

1 y
δ2

2 · · · yδl

l e w = xε1

1 x
ε2

2 · · ·xεk

k como acima, define-se vw = yδ1

1 y
δ2

2 · · · yδl

l x
ε1

1 x
ε2

2 · · ·xεk

k . Segue-
se que toda palavra não-vazia é a concatenação de suas letras.

Dada uma palavra w ∈ W0, dizemos que v ∈ W0 é uma subpalavra de w quando v = 1 ou v =
xεi

i · · ·xεj

j , caso sejam w = xε1

1 x
ε2

2 · · ·xεk

k 6= 1 e 1 ≤ i ≤ j ≤ k. Um prefixo de w = xε1

1 x
ε2

2 · · ·xεk

k 6= 1
é qualquer subpalavra v da forma v = xε1

1 x
ε2

2 · · ·xεj

j ou v = 1, no qual j ≤ k. Analogamente, um
sufixo de w = xε1

1 x
ε2

2 · · ·xεk

k 6= 1 é qualquer subpalavra u da forma u = xεi

i x
ε2

2 · · ·xεk

k ou u = 1,
no qual i ≥ 1. Como a única subpalavra da palavra vazia é ela própria, convencionamos que seu
único sufixo (e seu único prefixo) é a própria palavra vazia 1.

Seja w ∈ W0. Definimos sua inversa w−1 ∈ W0 da seguinte maneira: se w = 1, pomos
w−1 = 1; se w = xε1

1 · · ·xεk

k 6= 1 pomos w−1 = x−εk

k · · ·x−ε1

1 . Tem-se então que 1−1 = 1 e
(w−1)−1 = w, ∀w ∈ W0.

Dizemos que uma palavra w ∈ W0 é reduzida quando w não contem subpalavras não-vazias
da forma vv−1. Convenciona-se, em particular, que a palavra vazia 1 ∈ W0 é reduzida. Note que
a concatenação de palavras reduzidas não é necessariamente reduzida, já que l(w) 6= 0 implica
que ww−1 é não-reduzida. Vê-se ainda que toda subpalavra de uma palavra reduzida é também
reduzida.

Façamos uma observação importante. Para quaisquer duas palavras reduzidas w,w′ ∈ W0,
podemos escrever w = uv e w′ = v−1u′, para uma única subpalavra maximal v ∈ W0 e subpalavras
u de w e u′ de w′. Com isso queremos dizer que v é o único sufixo de w de maior comprimento
tal que v−1 é prefixo (de comprimento maximal) da palavra w′. Para garantir isso, basta ver que
as subpalavras v, u ou u′ podem ser vazias. Mais precisamente, o caso v = 1 ocorre quando a
(possível) última letra de w não for o inverso da (possível) primeira letra de w′, e os outros dois
casos ocorrem quando w−1 é prefixo de w′ e vice-versa. Tem-se que a unicidade da escrita de
palavras e a exigência de comprimento máximo de v garantem que v é única, e também que a
(possível) última letra de u não pode ser inversa da (possível) primeira letra de u′.

Para ilustrar o fato acima, considere w = xxε1

1 x
ε2

2 x
ε3

3 e w′ = x−ε3

3 x−ε2

2 x−ε1

1 y reduzidas, no qual
x 6= y. Tem-se que ṽ = xε2

2 x
ε3

3 é um sufixo de w tal que w = uṽ e w′ = ṽ−1u′, no qual u = xxε1

1

e u′ = x−ε1

1 y. Porém, l(ṽ) não é a subpalavra de comprimento maximal com tal propriedade,
e portanto ṽ não pode ser o sufixo maximal como acima. Nesse exemplo, o sufixo procurado é
v = xε1

1 x
ε2

2 x
ε3

3 , e tem-se w = xv, w = v−1y.
Feitas tais considerações, prosseguiremos com a existência e unicidade do grupo livre.

Teorema 1.1.4. Seja X um conjunto. Então:

i. Existem F grupo e i : X → F função injetiva tais que (F, i) é livre sobre X;

ii. Se (F1, i1) e (F2, i2) são livres sobre X, então existe um único ϕ : F1 → F2 isomorfismo de
grupos tal que ϕ ◦ i1 = i2.

Demonstração. i. (Existência) Manteremos a notação estabelecida anteriormente. Dado en-
tão X conjunto arbitrário, considere W0 o conjunto das palavras sobre X e a operação de
concatenação, como acima.

Defina F = {w ∈ W0 | w é reduzida}. Definamos um produto · em F a ser a seguinte
operação: dadas w,w′ ∈ F , podemos escrever, de maneira única, w = uv e w′ = v−1u′ como
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nos parágrafos acima (v de comprimento maximal); ponha então w · w′ = uu′. Veja que uu′

de fato pertence a F , pois como observado anteriormente, a (possível) última letra de u não
é inversa da (possível) primeira letra de u′, ou seja, uu′ não contem subpalavras da forma
tt−1, sendo portanto reduzida. Tal operação é chamada justaposição.

Nossa primeira observação é que, para qualquer w ∈ F , tem-se 1 ·w = 1w = w = w1 = w · 1
e w · w−1 = 1 = w−1 · w. Assim, a palavra vazia é elemento neutro para ·, e todo elemento
de F admite inverso para tal operação. Mostrando associatividade, garantiremos que F é
grupo com a justaposição.

Para cada x ∈ X e ε = ±1, considere as aplicações σxε : F → F definidas por:

σxε(w) =





xε, se w = 1;

xεxε1

1 x
ε2

2 · · ·xεk

k , se w = xε1

1 x
ε2

2 · · ·xεk

k 6= 1 e xε 6= (xε1

1 )−1;

xε2

2 · · ·xεk

k , se w = xε1

1 x
ε2

2 · · ·xεk

k 6= 1 e xε = (xε1

1 )−1.

Veja que σxε ◦σx−ε = σx−ε ◦σxε = idF . Logo, vale a relação (σxε)−1 = σx−ε , e tem-se σxε ∈ SF ,
no qual SF denota o grupo das permutações (bijeções) de F . Considere agora H o subgrupo
de SF gerado por ΣX := {σx | x ∈ X}.
SendoH = 〈ΣX〉, tem-se que para todo α ∈ H\{idF} podemos escrever α = σn1

x1
◦σn2

x2
◦· · ·◦σnk

xk
,

no qual xi ∈ X, ni ∈ {−1, 1}, e ainda σni
xi
6= (σni+1

xi+1
)−1, pois caso contrário poderíamos

cancelar tais termos inversos da fatoração da permutação α. Além disso, tal fatoração é
única, pois α(1) = xn1

1 x
n2

2 · · ·xnk

k ∈ F ⊂ W0 e já observamos que a escrita de uma palavra
é única. Dessa forma, para cada α ∈ H, existe uma única w ∈ F tal que α(1) = w (no
caso α = idF , tem-se w = 1 ∈ F ). Afirmamos que, para α, β ∈ H com α(1) = w ∈ F e
β(1) = w′ ∈ F , vale α◦β(1) = w ·w′. De fato, escreva w = uv e w′ = v−1u′ como na definição
de justaposição. Denotando δ, γ, δ′ ∈ H as (únicas) permutações tais que δ(1) = u, γ(1) = v
e δ′(1) = u′, a fatoração de α, β ∈ H = 〈ΣX〉 nos dá α = δ ◦ γ e β = γ−1 ◦ δ′. Além disso,
tem-se δ ◦ γ(1) = uv e γ−1 ◦ δ′(1) = v−1u′. Logo,

α ◦ β(1) = (δ ◦ γ) ◦ (γ−1 ◦ δ′)(1) = δ ◦ δ′(1) = uu′ = w · w′.

A associatividade de · em F torna-se imediata. Sejam w1, w2, w3 ∈ F quaisquer, e tome
α1, α2, α3 ∈ H as (únicas) permutações tais que α1(1) = w1, α2(1) = w2, α3(1) = w3. Como
H é grupo com a composição de permutações ◦, tem-se

w1 · (w2 · w3) = α1 ◦ (α2 ◦ α3)(1) = (α1 ◦ α2) ◦ α3(1) = (w1 · w2) · w3.

Portanto, F é um grupo, com a operação de justaposição de palavras.

Como toda palavra unitária é reduzida, tome i : X → F como sendo a identificação natural
x 7→ x = (x, λ, . . . , λ, . . .) ∈ F ⊂ W0. Evidentemente, i é injetiva. Afirmamos que (F, i) é
livre sobre X.

Sejam G grupo e f : X → G função. Defina ϕ : F → G a ser ϕ(1) = 1G e ϕ(w) =
f(x1)ε1f(x2)ε2 · · · f(xk)εk se w = xε1

1 x
ε2

2 · · ·xεk

k ∈ F\{1}. Por construção ϕ ◦ i = f . Dadas
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w,w′ ∈ F quaisquer, escreva w = uv e w = v−1u′ como na definição de justaposição. Tem-se
ϕ(w ·w′) = ϕ((uv) · (v−1u′)) = ϕ(uu′). Como a (possível) última letra de u não é inversa da
(possível) primeira letra de u′, segue-se da definição de ϕ que ϕ(uu′) = ϕ(u)ϕ(u′). Novamente
da definição, ϕ(ŵ−1) = ϕ(ŵ)−1, ∀ŵ ∈ F , o que implica ϕ(u)ϕ(u′) = ϕ(u)ϕ(v)ϕ(v)−1ϕ(u′) =
ϕ(u)ϕ(v)ϕ(v−1)ϕ(u′). Mais uma vez, como a (possível) última letra de u não é inversa
da (possível) primeira letra de v, vale ϕ(u)ϕ(v) = ϕ(uv). Analogamente, ϕ(v−1)ϕ(u′) =
ϕ(v−1u′). Logo,

ϕ(w · w′) = ϕ(uu′) = ϕ(uv)ϕ(v−1u′) = ϕ(w)ϕ(w′),

ou seja, ϕ : F → G é homomorfismo de grupos. Para a unicidade, suponha que ψ : F → G
seja também homomorfismo tal que ψ ◦ i = f . Sendo ψ homomorfismo, tem-se ψ(1) = 1G =
ϕ(1). Para w = xε1

1 x
ε2

2 . . . xεk

k ∈ F\{1} qualquer, tem-se

ψ(w) = ψ(xε1

1 · xε2

2 · · ·xεk

k ) = ψ(xε1

1 )ψ(xε2

2 ) · · ·ψ(xεk

k ) = ψ(x1)ε1ψ(x2)ε2 · · ·ψ(xk)εk

= (ψ ◦ i(x1))ε1(ψ ◦ i(x2))ε2 · · · (ψ ◦ i(xk))εk = f(x1)ε1f(x2)ε2 · · · f(xk)εk

= ϕ(w).

Logo, ϕ é única. Portanto, (F, i) é livre sobre X.

ii. (Unicidade) Observe primeiro que, da propriedade universal do grupo livre, idF1
e idF2

são

F1
✛ i1

X
i2 ✲ F2

F1

idF1

✻

ϕ1 ✲✛

ϕ2

✛

i 1

F2

idF2

✻

i
2

✲

os únicos homomorfismos tais que idF1
◦ i1 =

i1 e idF2
◦ i2 = i2. Novamente da propriedade

universal, existem únicos homomorfismos ϕ1 :
F1 → F2 e ϕ2 : F2 → F1 tais que ϕ1 ◦ i1 = i2
e ϕ2 ◦ i2 = i1. Logo, (ϕ1 ◦ ϕ2) ◦ i2 = i2 e (ϕ2 ◦
ϕ1) ◦ i1 = i1, e assim a unicidade inicialmente
apontada implica ϕ1◦ϕ2 = idF2

e ϕ2◦ϕ1 = idF1
.

Portanto ϕ := ϕ1 : F1 → F2 é isomorfismo, com
ϕ ◦ i1 = i2.

Devido ao Teorema 1.1.4, passaremos a tratar do Grupo Livre F sobre um conjunto X e,
quando conveniente, consideraremos F como o conjunto das palavras reduzidas sobre X com a
operação de justaposição.

A escolha da notação i : X → F também é sugestiva: como vimos na demonstração de
existência, i é injetiva, e assim passamos a identificar X como subconjunto de F via i : X →֒ F .
Com isso, é usual dizermos simplesmente que F é o Grupo Livre sobre X, omitindo a inclusão i.
Ainda em tais considerações, dizemos que X é uma base do grupo F (ao invés da imagem i(X)).
Passamos então a adotar a notação F = FX quando quisermos especificar o conjunto base.

Como sugerem a notação e a prova do Teorema 1.1.4, tem-se o seguinte:

Proposição 1.1.5. Se F é livre sobre X, então 〈X〉 = F .

Demonstração. Segue direto da construção do grupo livre como o grupo das palavras reduzidas
sobre X, e da sua unicidade a menos de isomorfismo.
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Note que a base de um grupo livre F nunca é única se F 6= {1}. De fato, se F é livre sobre
X, então X−1 é também uma base de F , pois tanto X−1 gera F como grupo, quanto poderíamos
ter tomado j : X−1 → F, x−1 7→ x−1 = (x−1, λ, . . . , λ, . . .) na construção dada no Teorema 1.1.4
e feito a demonstração dali em diante substituindo X por X−1. Assim, faz sentido indagarmos se
ao menos o número de elementos das bases de F é invariante.

Proposição 1.1.6. Sejam X1 e X2 conjuntos finitos, (F1, i1) e (F2, i2) grupos livres sobre X1 e
X2, respectivamente. Então F1

∼= F2 ⇐⇒ |X1| = |X2|.

Demonstração. Denote Hom(A,B) o conjunto dos homomorfismos entre os grupos A e B.
Suponha F1 e F2 isomorfos. Da propriedade universal, para cada função f : X → Z/2Z

existe um único homomorfismo ϕ : F → Z/2Z (que estende X1
⊂
i1✲ F1). Por outro lado, todo

homomorfismo ψ : F1 → Z/2Z estende a restrição ψ|X1
: X1 → Z/2Z, e pela propriedade universal,

ψ é o único homomorfismo com tal propriedade. Logo, existe uma bijeção entre o conjunto de
funções de X a Z/2Z e o conjunto de homomorfismos de F1 a Z/2Z, donde |Hom(F1,Z/2Z)| =
|{f : X1 → Z/2Z | f é função}| = 2|X1|. Analogamente, |Hom(F2,Z/2Z)| = 2|X2|. Como F1

∼= F2,
tem-se 2|X1| = |Hom(F1,Z/2Z)| = |Hom(F2,Z/2Z)| = 2|X2|. Portanto, |X1| = |X2|.

X1
⊂

i1 ✲ F1

Z/2Z

f

❄✛
∃!ϕ

X1
⊂

i1 ✲ F1

Z/2Z

ψ|X1

❄✛

ψ

Reciprocamente, suponha |X1| = |X2|. Então existe uma bijeção g : X1 → X2. Da propriedade
universal, existe um único homomorfismo ϕ1 : F1 → F2 tal que ϕ1 ◦ i1 = i2 ◦ g. Da mesma forma,
existe um único homomorfismo ϕ2 : F2 → F1 tal que ϕ2 ◦ i2 = i1 ◦ g−1. Logo, i1 = ϕ2 ◦ (i2 ◦ g) =
(ϕ2 ◦ ϕ1) ◦ i1, donde ϕ2 ◦ ϕ1 = idF1

, já que a identidade é o único homomorfismo que estende i1.
Analogamente, obtem-se ϕ1 ◦ ϕ2 = idF2

. Portanto, F1
∼= F2.

X1
⊂

i1 ✲ F1

X2

g

❄

F2

i2

❄

∩

✛

ϕ
1

X2
⊂

i2 ✲ F2

X1

g−1

❄

F1

i1

❄

∩

✛

ϕ
2

Tal resultado é válido também para bases infinitas [3, Proposição 6, p.12], cuja prova depende
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do axioma da escolha, e a qual não abordaremos aqui. A invariância da cardinalidade da base nos
permite estabelecer:

Definição 1.1.7. Dado FX o grupo livre com base X, definimos posto(FX) = |X|.

Dado qualquer conjunto, já garantimos a existência de um grupo livre sobre tal conjunto.
Ampliamos agora nossa noção de grupo livre para grupos arbitrários.

Definição 1.1.8. Um grupo G é dito livre se existe um conjunto X tal que G é isomorfo ao grupo
livre FX .

As noções anteriormente estabelecidas apresentam-se de modo análogo. Se θ : FX → G é
isomorfismo, dizemos que θ(X) é uma base para G, e que G é livre sobre θ(X). Novamente, G
não possui uma única base se G 6= {1} (basta considerar, por exemplo, automorfismos de G e
as respectivas imagens da base). Porém, da Proposição 1.1.6, a cardinalidade das bases de G
é invariante, e a bijeção nos dá |θ(X)| = |X|. Dizemos então que |X| é o posto de G. Assim

como no caso do grupo livre, em que identificamos naturalmente a base X ⊂
i✲ FX , podemos,

quando conveniente, identificar a base X como subconjunto de G por meio da aplicação injetiva
θ ◦ i : X →֒ G.

Evidentemente, seG é um grupo livre, entãoG se comporta como o grupo das palavras reduzidas
sobre sua base, no seguinte sentido: se FX é livre sobre X com θ : FX → G isomorfismo, então
todo elemento de G da forma gε1

1 · · · gεk

k é não-trivial, se g1, . . . , gk ∈ θ(X) e gεi

i 6= (gεi+1
i+1 )−1. Tal

fato segue da construção dada no Teorema 1.1.4. Como consequência, subgrupos gerados por
subconjuntos de uma base são também livres.

Proposição 1.1.9. Seja FX grupo livre com base X ⊂ FX . Se Y ⊆ X, então 〈Y 〉 ≤ FX é livre
com base Y .

Demonstração. Da observação acima, o único elemento trivial do conjunto de palavras reduzidas
sobre X é a própria palavra vazia, e o mesmo vale para Y , já que Y ⊆ X. A construção do grupo
livre sobre Y e a Proposição 1.1.5 garantem o resultado.

A propriedade acima não se restringe somente a subgrupos gerados por elementos de uma base.
Um resultado muito mais forte das teorias combinatória e geométrica de grupos, devido a J. Nielsen
e O. Schreier, é valido. Citamo-lo a seguir. Referimos ao leitor [9, p. 22], para uma demonstração
combinatória via o método do transversal de Schreier, ou [19, pp. 383-384] para uma demonstração
geométrica utilizando ações de grupos sobre complexos e seus grupos fundamentais.

Teorema 1.1.10. Sejam F um grupo livre e H ≤ F . Então H é livre e, se [F : H] e posto(F )
são finitos, então

posto(H) = [F : H](posto(F )− 1) + 1.

Veremos em seguida mais algumas propriedades de grupos livres.
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Definição 1.1.11. Uma palavra reduzida não-trivial w = xε1

1 x
ε2

2 · · ·xεk

k ∈ FX\{1} é dita ciclica-
mente reduzida se xε1

1 6= (xεk

k )−1, isto é, a primeira letra de w não é inversa da última letra de w.

Observe que, se w ∈ FX\{1} é ciclicamente reduzida então, para cada inteiro positivo n,

wn = w · w · w · · ·w︸ ︷︷ ︸
n termos

= www · · ·w︸ ︷︷ ︸
n termos

,

donde l(wn) = n · l(w).

Proposição 1.1.12. Para cada palavra não trivial w em um grupo livre FX , existem palavras
u, v ∈ FX tais que v é ciclicamente reduzida e w = uvu−1.

Demonstração. Seja w = xε1

1 x
ε2

2 · · ·xεk

k ∈ FX\{1}. Tem-se que

w2 = w · w = (xε1

1 x
ε2

2 · · ·xεk

k ) · (xε1

1 x
ε2

2 · · ·xεk

k ).

Da definição de justaposição, existem w1, w2, w3 ∈ FX subpalavras de w tais que simultaneamente
w = w1w2 e w = w−1

2 w3, e ainda w ·w = w1w3. Na notação w = xε1

1 x
ε2

2 · · ·xεk

k , queremos dizer que
existe m ≥ 0 tal que

w2 = w · w = xε1

1 x
ε2

2 · · ·x
εk−m

k−m x
ε1+m

1+m · · ·xεk−1

k−1 x
εk

k .

Observe que m = 0 ⇐⇒ w é ciclicamente reduzida, e nesse caso basta tomar u = 1 e v = w. Caso
contrário, como a subpalavra w2 acima tem comprimento maximal, segue-se que xεk−m

k−m 6= (xε1+m

1+m )−1.
Ponha então u = xε1

1 x
ε2

2 · · ·xεm
m e v = x

ε1+m

1+m · · ·xεk−m

k−m . Por construção, v é ciclicamente reduzida, e
deduz-se da equação acima que w = uvu−1.

Corolário 1.1.13. Todo grupo livre é livre de torção, isto é, o único elemento de ordem finita
num grupo livre é o elemento neutro.

Demonstração. Seja FX grupo livre com base X. Lembremos que, para qualquer w ∈ FX , vale
l(w) = 0 ⇐⇒ w = 1. Com isso, dada w ∈ FX\{1} arbitrária, basta provar que l(wn) > 0, para
todo inteiro positivo n. Pela Proposição 1.1.12, podemos escrever w = uvu−1, no qual v ∈ FX\{1}
é ciclicamente reduzida e, em particular, l(v) ≥ 1. Dessa forma,

wn = (uvu−1) · (uvu−1) · (uvu−1) · · · (uvu−1)︸ ︷︷ ︸
n termos

= uvnu−1.

Logo, l(wn) ≥ l(vn) = n · l(v) > n > 0, ou seja, wn 6= 1.

Proposição 1.1.14. Todo grupo é quociente de um grupo livre.

Demonstração.

X ⊂ ✲ FX

G

f

❄✛

ϕ

Seja G um grupo arbitrário e fixe X um conjunto qualquer para
o qual existe uma bijeção f : X → G, xg 7→ g ∈ G. Considere
então FX o grupo livre com base X. Pela propriedade universal,
existe um homomorfismo ϕ : FX → G que estende f . Como f
é bijeção, ϕ é sobrejetiva. Logo, pelo Teorema do Isomorfismo,
FX/ ker(ϕ) ∼= Im(ϕ) = G.
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1.2 Geradores e Relações

Estabeleceremos nesta seção as propriedades definidoras de um grupo, previamente mencio-
nadas, que conduzem a uma noção geral de apresentações de grupos. Uma definição simples de
geradores e relações, aqui adotada, é dada em Rotman [19]. Propriedades e exemplos adicionais
podem ser encontrados em Cohen [3], Johnson [9] e Magnus-Karrass-Solitar [13].

A Proposição 1.1.14 nos permite estabelecer a definição formal de geradores e relações em um
grupo arbitrário, que determinam completamente tal grupo como o “mais livre possível” restrito
às condições (relações) dadas.

Recordamos o leitor que, dados H um grupo e S ⊂ H, o subgrupo K = 〈SH〉 gerado pelos
conjugados de elementos2 de S é o menor subgrupo normal de H que contem o conjunto S.

Definição 1.2.1. Dados G um grupo, X um conjunto e R ⊂ FX um subconjunto do grupo livre
com base X, dizemos que o par (X,R) é uma apresentação do grupo G quando G ∼= FX/N , no
qual N = 〈RFX 〉. Nesse caso, os elementos de X são ditos os geradores, e os elementos de R são
ditas as relações na apresentação dada.
Equivalentemente, dados G um grupo, X um conjunto e π : FX ։ G um epimorfismo do grupo
livre com base X sobre G, dizemos que π é uma apresentação de G. Nesse caso, tomando-se um
subconjunto R ⊂ FX tal que kerπ = 〈RFX 〉, retorna-se à notação acima e diz-se que o par (X,R)
é uma apresentação de G.

É comum denotar-se G = 〈X | R〉 para dizer que (X,R) é uma apresentação de G. Outra nota-
ção comum é identificar os elementos r ∈ R por equações r = 1 na apresentação G = 〈X | R = 1〉.
Tal notação é conveniente em certos contextos devido ao epimorfismo π : FX → G com ker(π) =
N = 〈RFX 〉 pois, no grupo quociente FX/N ∼= G, os elementos r ∈ R são todos triviais, isto é,
rN = N = 1FX/N = 1G.

X ⊂ ✲ FX

G
❄
✛
∼=✲

✛

∃!π

FX/N

❄❄

Ainda em tais considerações, podemos identificar uma relação da forma uv−1 ∈ R tanto por uma
equação uv−1 = 1 quanto por uma equação u = v. Quando nenhuma relação é dada, isto é, caso
R = ∅, costuma-se denotar G = 〈X | 〉. Em diferentes contextos pode ser também conveniente
utilizar a definição via epimorfismo, isto é, dizer que π : FX ։ G é uma apresentação de G, para
explicitar possíveis contas ou resultados.

Sem maiores comentários, utilizaremos qualquer uma das notações dadas, quando for conveni-
ente.

Exemplo 1.2.2. (X,∅) é uma apresentação do grupo livre FX . Tais grupos são os únicos a
admitirem apresentações sem relações.

2Alguns autores denotam K = 〈S〉H .
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Exemplo 1.2.3. 〈x | x = 1〉 é uma apresentação do grupo trivial.

Exemplo 1.2.4. Z/Zn = 〈x | xn〉 é uma apresentação do grupo cíclico de ordem n.

Exemplo 1.2.5. D2n = 〈x, y | xn = 1, y2 = 1, (xy)2 = 1〉 é uma apresentação do grupo diedral de
ordem 2n.

Exemplo 1.2.6. Se G = 〈X | R〉 e H = 〈Y | S〉, então o produto direto é dado por G × H =
〈X ∪ Y | R ∪ S ∪ {[x, y] : x ∈ X, y ∈ Y }〉 e o produto livre é dado por G∗H = 〈X ∪ Y | R ∪ S〉.

Trabalhemos um pouco mais na Definição 1.2.1. Seria tentador identificar o conjunto de gera-
dores X como subconjunto do grupo G = 〈X | R〉. Porém, sendo π : FX ։ G uma apresentação
de G, não necessariamente a aplicação f = π|X : X ⊂ FX → G é injetiva. Assim, contextualmente,
pode ser mais seguro tratar da família de geradores {π(x)}x∈X de G. Não somente isso, mas o fato
de ser R ⊂ FX nos dá a possibilidade de acrescentar relações redundantes na apresentação dada,
no seguinte sentido: sendo G = 〈X | R〉, é possível que exista S ⊂ FX tal que G = 〈X | R ∪ S〉
também.

Exemplo 1.2.7. ConsidereG = 〈x, y | xny−n−1, xyxy−1x−1y−1〉 = 〈x, y | xn = yn+1, xyx = yxy〉.
A segunda relação nos dá (xy)x(xy)−1 = y, e assim yn = ((xy)x(xy)−1)n = (xy)xn(xy)−1. Substi-
tuindo duas vezes a primeira relação, obtem-se yn = xyyn+1y−1x−1 = xyn+1x−1 = xxnx−1 = xn.
De volta na primeira relação, conclui-se que y = 1, e assim a segunda relação implica x = 1.
Portanto G é o grupo trivial.

Exemplo 1.2.8. Sejam n ∈ N e R =
⋃
k∈N{xkn} ⊂ F{x}, e considere G = 〈x | R〉. Note que G é

um grupo cíclico. Agora, a primeira relação de R é dada por xn = 1, e assim xkn = 1 para todo
k ∈ N. Dessa forma, os elementos não-triviais de G são aqueles de ordem menor ou igual a n− 1.
Portanto G ∼= Z/nZ.

Exemplo 1.2.9. Seja G = 〈x, y | x3, y2, x−1y−1xy〉. A última relação nos mostra que G é um
grupo abeliano, e assim todo elemento g ∈ G é da forma g = xnym, para n,m ∈ Z. Deduz-se
então das duas primeiras relações que os elementos não-triviais de G são x, x2, y, xy e x2y, de
modo que |G| = 6. Verifica-se que G é o grupo cíclico gerado pelo elemento xy, cuja ordem é 6.
Portanto, G ∼= Z/6Z.

A propriedade intuitiva de ser G = 〈X | R〉 o “grupo mais livre possível” gerado por X e sujeito
às condições (relações definidoras) determinadas por R pode ser formalizada no seguinte teorema,
devido a W. von Dyck.

Teorema 1.2.10. (von Dyck) Seja G = 〈X | R〉 = FX/N , no qual N = 〈RFX 〉. Sejam ainda H
um grupo, f : X → H função e ϕ : FX → H o homomorfismo que estende f . Se R ⊂ ker(ϕ), então
existe um homomorfismo ψ : G→ H tal que ψ(xN) = f(x), ∀x ∈ X. Mais ainda, ψ é sobrejetiva
se H = 〈f(X)〉.

Demonstração. O teorema é consequência do seguinte resultado algébrico clássico: Se δ : A→ B é
homomorfismo e π : A→ C é epimorfismo, então (kerπ ⊆ ker δ =⇒ ∃!θ : C → B homomorfismo
tal que θ ◦ π = δ).
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X ⊂ ✲ FX

H

f

❄
✛

ψ

✛

ϕ

G

❄❄

Pelo comentário acima basta mostrar que N ⊂ ker(ϕ). Tem-se N =
〈R〉FX = {grg−1 | g ∈ FX , r ∈ R}. Dado então n = grg−1 ∈ N ,
tem-se que ϕ(n) = ϕ(grg−1) = ϕ(g)ϕ(r)ϕ(g)−1. Como R ⊂ ker(ϕ),
por hipótese, segue-se que ϕ(n) = ϕ(g)ϕ(g)−1 = 1H . Logo, N ⊂
ker(ϕ). Agora, se H = 〈f(X)〉, é imediato que ψ é sobrejetora, já
que o conjunto {xN | x ∈ X} gera o grupo G e ψ(xN) = f(x), ∀x ∈
X.

Corolário 1.2.11. Sejam G = 〈X | R〉, Y conjunto arbitrário e S ⊂ FX∪Y qualquer. Denote
N = 〈RFX 〉 e N̂ = 〈(R ∪ S)FX∪Y 〉. Então existe um homomorfismo ψ : G→ H = 〈X ∪ Y | R ∪ S〉
que “fixa” X, isto é, ψ(xN) = xN̂, ∀x ∈ X.

Demonstração. Basta tomar f a composição X →֒ X ∪ Y →֒ FX∪Y ։ H, ϕ : FX → H o
homomorfismo que estende f e aplicar o Teorema de von Dyck.

1.3 Grupos Finitamente Apresentáveis

Encerraremos este capítulo com o caso particular de nosso interesse, o de apresentações finitas.

Definição 1.3.1. Um grupoG é dito finitamente apresentável quando admite alguma apresentação
G = 〈X | R〉 tal que X e R são ambos finitos.

Evidentemente, todo grupo finito é finitamente apresentável, pois basta tomar o conjunto das
relações como o conjunto induzido pela tabela de multiplicação do grupo, e os geradores como
todos os elementos do grupo. Porém, à medida que a ordem do grupo aumenta, a apresentação
dada pela tabela de multiplicação torna-se muito carregada, o que dificulta inferir propriedades do
grupo. Mesmo apresentações finitas de grupos de ordem pequena, como no Exemplo 1.2.7, podem
não fornecer tão trivialmente informações sobre o grupo.

Em todo caso, é natural considerar conveniente trabalhar com a menor quantidade possível de
relações. Evidência disso é a própria definição de apresentação como um epimorfismo π : FX ։ G,
pois quanto menos relações tivermos, mais “próximo” o quociente G será do grupo livre FX , que
por sua vez é um objeto bastante conhecido. Veremos mais adiante condições que estimam a quan-
tidade de relações numa apresentação, a partir do número de geradores. Tal estimativa relaciona-se
à desigualdade de Golod-Šafarevič [7]. Uma das implicações do Teorema a ser provado é que, caso
seja “pequeno” o número de relações (no sentido a ser apresentado), o grupo será “grande” (no
sentido de admitir certos quocientes infinitos).

Em geral, o problema de se determinar se um dado grupo é finitamente apresentável é difícil.
Por outro lado, há algumas situações favoráveis – como as dadas abaixo, de subgrupos e extensões
– nas quais há condições simples para resolver tal problema.

Proposição 1.3.2. Sejam G = 〈X | R〉 um grupo finitamente apresentável com |X| = d e |R| = r,
eH ≤ G um subgrupo com índice finito n. EntãoH admite apresentação finita com d1 = n(d−1)+1
geradores e r1 = nr relações.

13



Demonstração. Denote F = FX , π : F ։ G o epimorfismo proveniente da apresentação G =
〈X | R〉 ∼= F/N, kerπ = N = 〈RF 〉. Defina F1 = π−1(H) ≤ F . Tem-se posto(F1) = d1 e
[F : F1] = [G : H] = n. Pelo Teorema 1.1.10, F1 é grupo livre e vale d1 = n(d− 1) + 1.

Como o índice de F1 em F é n <∞, podemos tomar T = {t1, . . . , tn} conjunto finito de F tal
que F = ·∪ni=1tiF1. Denote R = {u1, . . . , ur}. Para cada f ∈ F , existe (único) j tal que f ∈ tjF1,
digamos f = tj f̃ . Com isso, f−1uif = f̃−1t−1

j uitj f̃ ∈ {t−1
j uitj}F1 . Logo, R ⊆ kerπ = π−1({1}) ⊂

π−1(H) = F1. Mais ainda, 〈RF 〉 = 〈(∪nj=1R
tj )F1〉, de modo que o conjunto R0 = ∪nj=1R

tj gera o
núcleo da restrição π1 = π|F1

: F1 ։ H. Logo, r1 = |R0| =
∑n
j=1 |Rtj | = n · |R| = nr.

Proposição 1.3.3. Sejam G um grupo e K ⊳G. Se K e G/K são finitamente apresentáveis, então
G é finitamente apresentável.

Demonstração. Sejam α : FX ։ K e β : FY ։ G/K apresentações finitas de K e G/K com
kerα = 〈RFX 〉 e ker β = 〈SFY 〉. Sem perda de generalidade, suponha X ∩Y = ∅. Considere então
F = FX∪Y o grupo livre com base X ∪ Y . Identificaremos aqui FX →֒ F e FY →֒ F , e portanto
R, S ⊂ F .

Para cada yj ∈ Y , fixe gj ∈ G tal que gjK = β(yj). Defina f : X ∪ Y → G a função tal que
f(xi) = α(xi) e f(yj) = gj, ∀xi ∈ X, yj ∈ Y . Da propriedade universal do grupo livre, existe um
único homomorfismo ϕ : F → G tal que ϕ|X∪Y = f e, por construção, ϕ é sobrejetiva. Afirmamos
que existe T ⊂ F finito tal que kerϕ = 〈T F 〉, o que implicará o resultado.

Dado sl ∈ S arbitrário, existe tl ∈ FX ≤ F tal que ϕ(sl) = ϕ(tl), pois ϕ(sl)K = β(sl) = 1G/K ,
isto é, ϕ(sl) ∈ K = Imα. Analogamente, para quaisquer yj ∈ Y, xi ∈ X, existe uij ∈ FX ≤ F tal
que ϕ(y−1

j xiyj) = ϕ(uij), pois ϕ(y−1
j xiyj)K = (β(yj)−1α(xi)β(yj))K = 1G/K = K, já que α(xi) ∈

K e K é normal em G. Definamos então S̃ = {t−1
l sl | sl ∈ S}, T̃ = {u−1

ij y
−1
j xiyj | xi ∈ X, yj ∈ Y }

e T = R ∪ S̃ ∪ T̃ , e denote N = 〈T F 〉.
Seja H = 〈X ∪ Y | T 〉 = F/N . Por simplicidade, identifiquemos X e Y com suas imagens em

F/N = H. Por construção, N ⊆ kerϕ, e assim podemos considerar ϕ o epimorfismo induzido por
ϕ em ϕ : H → G, notando que ϕ satisfaz ϕ(xi) = α(xi) e ϕ(yj) = gj, ∀xi ∈ X, yj ∈ Y . Considere
agora H1 = 〈X〉 ≤ H o subgrupo de H gerado pela imagem de X em H. Como T ⊃ R, as relações
R que definem a apresentação K = 〈X | R〉 são todas válidas em H = 〈X ∪ Y | T 〉, o que implica
que ϕ1 := ϕ|H1

: H1 → K é isomorfismo. Mais ainda, vale que ϕ1(h) = α(xε1

1 · · ·xεm
m ), para todo

h ∈ H1 = 〈X〉 escrito como palavra reduzida h = xε1

1 · · ·xεm
m sobre X ⊂ FX ≤ F .

Agora, como as relações na apresentação H = 〈X ∪ Y | T 〉 incluem T̃ = {u−1
ij y

−1
j xiyj | xi ∈

X, yj ∈ Y } ⊂ T , segue-se que H1 = 〈X〉 ≤ H é normal, pois os elementos uij ∈ T̃ foram escolhidos
em FX ≤ F , i.e., são palavras reduzidas sobre X. Podemos considerar então o quociente H/H1.
Como, por construção, vale que ϕ(H1) ⊆ L, induz-se um epimorfismo ϕ2 : H/H1 → G/K tal que
ϕ2(hH1) = ϕ(h)K. Mas, nesse caso, as relações S que definem a apresentação G/K = 〈Y | S〉
são todas válidas em H/H1 = 〈X∪Y | T 〉

〈X〉
, pois ϕ(xi) = α(xi) e ϕ(yj) = gj ∀xi ∈ X, yj ∈ Y . Isso

significa que ϕ2 : H/H1 → G/K é isomorfismo.
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Em outras palavras, construímos o diagrama comutativo

K ⊂ ✲ G ✲✲ G/K

H1

ϕ1

✻

⊂ ✲ H

ϕ

✻

✲✲ H/H1

ϕ2

✻

no qual os homomorfismos nas linhas são as inclusões e projeções naturais, respectivamente, e os
dois homomorfismos nos extremos são isomorfismos. Logo, o homomorfismo ϕ é bijetivo, ou seja,
G ∼= H = 〈X ∪ Y | T 〉.

Como vimos na seção anterior, mesmo grupos finitos podem ter apresentações infinitas, com
elementos redundantes no conjunto de geradores ou no conjunto de relações. Convém também
questionar se a noção de finitamente apresentável está bem-definida, no sentido de que toda apre-
sentação de um grupo finitamente apresentável deveria poder ser “transformada” numa apresen-
tação finita. Veremos mais adiante que sim.

O Corolário 1.2.11 do Teorema de von Dyck fornece uma formalização do que ocorre ao adici-
onarmos relações à apresentação de um grupo: se não adicionarmos geradores, obtemos um quo-
ciente da apresentação original; por outro lado, podemos construir subgrupos da apresentação se
pudermos (no quociente do grupo livre) “fixar injetivamente” subconjuntos dos geradores, restritos
às relações dadas. Como vimos no Exemplo 1.2.8, tal processo pode resultar num isomorfismo. Isso
significa que podemos tanto adicionar relações redundantes a uma apresentação (Exemplo 1.2.8),
quanto remover geradores (Exemplo 1.2.7), ou ainda modificar o conjunto gerador (Exemplo 1.2.9).
Vejamos agora maneiras de passar de uma apresentação a outra.

Notemos que se G = 〈X | R〉 e S ⊂ N = 〈RFX 〉 é qualquer, então vale ainda G = 〈X | R ∪ S〉,
já que relações acrescidas por S em nada influenciam no quociente FX/N ∼= G. Estabelece-se a

Definição 1.3.4. Dizemos que uma apresentação 〈X | R ∪ S〉 vem da apresentação 〈X | R〉 via
uma transformação geral de Tietze do tipo I quando S ⊂ N = 〈RFX 〉. Nas mesmas condições,
dizemos que 〈X | R〉 vem de 〈X | R ∪ S〉 via uma transformação geral de Tietze do tipo I’. Nesse
caso, ambas apresentam o mesmo grupo, isto é, 〈X | R〉 = 〈X | R ∪ S〉.

Trabalhemos agora no caso de apresentações às quais são adicionados novos geradores. Consi-
dere novamente uma apresentação G = 〈X | R〉 e seja Y conjunto tal que X ∩ Y = ∅. Com isso,
para cada elemento de Y podemos fixar um único elemento de FX , definindo-se uma aplicação
injetiva ι : Y → FX , y 7→ gy. Nessa notação, defina S = {yg−1

y | y ∈ Y } ⊂ FX∪Y (aqui, estamos
identificando FX →֒ FX∪Y , e assim R ⊂ R ∪ S ⊂ FX∪Y ). Afirmamos que H = 〈X ∪ Y | R ∪ S〉
é também uma apresentação de G. Para ver isso, construiremos um epimorfismo β : H ։ G e
um homomorfismo α : G→ H tais que α ◦ β = idH , o que implicará que β é injetiva e, portanto,
isomorfismo.

Denote N = 〈RFX 〉 e N̂ = 〈(R ∪ S)FX∪Y 〉, ϕ : FX → FX/N ∼= G e ψ : FX∪Y → FX∪Y /N̂ ∼= H
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X ∪ Y ⊂ ✲ FX∪Y

FX

f

❄✛

θ

as projeções canônicas. Defina uma função f : X ∪ Y → FX de
modo que f(x) = x e f(y) = gy, ∀x ∈ X, y ∈ Y . Pela pro-
priedade universal do grupo livre, existe um único homomorfismo
θ : FX∪Y → FX que estende f , e assim θ(x) = x, θ(y) = gy, ∀x ∈
X, y ∈ Y . Tem-se portanto um epimorfismo ϕ◦θ : FX∪Y → FX/N ,
já que FX/N = 〈{xN}x∈X〉 = 〈{ϕ ◦ θ(x)}x∈X〉. Veja agora que

R ∪ S = R ∪ {yg−1
y | y ∈ Y } ⊂ ker(ϕ ◦ θ), pois para quaisquer r ∈ R ⊂ FX ⊂ FX∪Y , y ∈ Y e

gy ∈ FX ⊂ FX∪Y tem-se
ϕ ◦ θ(r) = ϕ(r) = rN = N = 1 ∈ FX/N,

ϕ ◦ θ(yg−1
y ) = ϕ(θ(y)θ(gy)−1) = ϕ(gy)ϕ(gy)−1 = 1 ∈ FX/N,

já que θ fixa X e leva y em gy. Logo, pelo Teorema 1.2.10, existe um epimorfismo β : FX∪Y /N̂ ։

FX/N tal que β(xN̂) = xN, ∀x ∈ X.

X ∪ Y ⊂ ✲ FX∪Y

FX

θ

❄

G =
FX
N

ϕ
❄❄

✛

β

✛✛

ϕ
◦ θ

FX∪Y

N̂
= H

ψ

❄❄

X ⊂ ✲ FX

X ∪ Y
❄

∩

FX∪Y
❄

∩

H =
FX∪Y

N̂

❄❄

✛
α

✛

δ

FX
N

= G

ϕ

❄❄

Por outro lado, pela propriedade universal do grupo livre, a inclu-
são de X em X ∪ Y ⊂ FX∪Y e a projeção FX∪Y

ψ✲✲ FX∪Y /N̂
induzem um (único) homomorfismo δ : FX → FX∪Y /N̂ tal que
δ(x) = xN̂, ∀x ∈ X. Tem-se que R ⊂ ker(δ) ⊂ FX , pois como
δ fixa X e R ⊂ 〈(R ∪ S)FX∪Y 〉 = N̂ , vale δ(r) = rN̂ = N̂ = 1 ∈
FX∪Y /N̂ . Mais uma vez, o Teorema 1.2.10 nos garante que existe
α : FX/N → FX∪Y /N̂ tal que α(xN) = xN̂, ∀x ∈ X. Mostremos
que α ◦ β = id : FX∪Y /N̂ → FX∪Y /N̂ . Já vimos que para qualquer
x ∈ X, α ◦ β(xN̂) = α(xN) = xN̂ . Agora, para todo y ∈ Y tem-se
yN̂ = gyN̂ , pois yg−1

y ∈ S ⊂ 〈(R ∪ S)FX∪Y 〉 = N̂ . Logo, para todo
y ∈ Y , tem-se α ◦ β(yN̂) = α ◦ β(gyN̂) = α(gyN) = gyN̂ . Ou
seja, α ◦ β fixa todos os elementos geradores de FX∪Y /N̂ , donde
α ◦ β = id, como queríamos. Com isso, podemos estabelecer a
seguinte:
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Definição 1.3.5. Dizemos que uma apresentação 〈X ∪ Y | R ∪ {yg−1
y }y∈Y 〉 vem da apresenta-

ção 〈X | R〉 via uma transformação geral de Tietze do tipo II quando X ∩ Y = ∅. Nas mes-
mas condições, dizemos que 〈X | R〉 vem de 〈X ∪ Y | R ∪ {yg−1

y }y∈Y 〉 via uma transformação
geral de Tietze do tipo II’. Nesse caso, ambas apresentam o mesmo grupo, isto é, 〈X | R〉 ∼=
〈X ∪ Y | R ∪ {yg−1

y }y∈Y 〉.

Estamos finalmente em condições de relacionar apresentações distintas de um mesmo grupo.

Teorema 1.3.6. Dada uma apresentação de um grupo, qualquer outra apresentação do mesmo
grupo pode ser obtida da primeira via uma sequência de transformações gerais de Tietze.

Demonstração. Sejam 〈X | R〉 e 〈Y | S〉 apresentações de um mesmo grupo G. Suponhamos
inicialmente que X∩Y = ∅. Denote NR = 〈RFX 〉 e NS = 〈SFY 〉, e considere as projeções canônicas
ϕ : FX ։ FX/NR = G, ψ : FY ։ FY /NS = G. Para cada y ∈ Y , escolha gy ∈ FX tal que ψ(y) =
ϕ(gy), e para cada x ∈ X, escolha hx ∈ FY tal que ϕ(x) = ψ(hx). Note que, pela construção dada
anteriormente, 〈X ∪ Y | R ∪ {yg−1

y }y∈Y 〉 também é uma apresentação de G, obtida de 〈X | R〉 via
uma transformação geral de Tietze do tipo II. Denote N̂R = 〈(R ∪ {yg−1

y }y∈Y )FX∪Y 〉 e θ : FX∪Y ։

FX∪Y /N̂R = G. Agora, para quaisquer x ∈ X, y ∈ Y , tem-se θ(x) = ϕ(x) e 1 = θ(yg−1
y ), donde

θ(y) = θ(gy) = ϕ(gy), já que gy ∈ R ⊂ FX ⊂ FX∪Y . Mas, por construção, ψ(y) = ϕ(gy) = θ(y),
de modo que θ(h) = ψ(h), ∀h ∈ FY . Assim, θ(s) = ψ(s) = 1, ∀s ∈ S ⊂ NS ⊂ FY , pois
FY /NS = G = FX∪Y /N̂R. Mais ainda, para qualquer x ∈ X e o correspondente hx ∈ FY , vale
θ(hx) = ψ(hx) = ϕ(x) = θ(x), ou seja, θ(xh−1

x ) = 1. Com isso conclui-se que os conjuntos S e
{xh−1

x }x∈X estão contidos em N̂R. Logo,

〈X ∪ Y | R ∪ {yg−1
y }y∈Y ∪ S ∪ {xh−1

x }x∈X〉

é ainda uma apresentação de G, obtida da apresentação G = 〈X ∪ Y | R ∪ {yg−1
y }y∈Y 〉 via uma

transformação geral de Tietze do tipo I. Por raciocínio análogo, 〈X ∪ Y | S ∪ {xh−1
x }x∈X〉 é uma

apresentação de G obtida de G = 〈Y | S〉 via uma transformação geral de Tietze do tipo II, e

〈X ∪ Y | S ∪ {xh−1
x }x∈X ∪R ∪ {yg−1

y }y∈Y 〉

é uma apresentação de G obtida de G = 〈X ∪ Y | S ∪ {xh−1
x }x∈X〉 via uma transformação geral

de Tietze do tipo I.
Portanto, 〈Y | S〉 é obtida de 〈X | R〉 via uma sequência de transformações gerais de Tietze

do tipo II, tipo I, tipo I’ e tipo II’, respectivamente.
Suponhamos agora que X ∩Y 6= ∅. Tome X̃ um conjunto tal que |X̃| = |X|, com uma bijeção

x 7→ x̃, e com X̃ ∩ Y = ∅ = X̃ ∩ X. Induz-se assim uma bijeção R → R̃, r 7→ r̃ e um grupo
G̃ = 〈X̃ | R̃〉. Tem-se G̃ ∼= G, de modo que 〈X̃ | R̃〉 também é uma apresentação de G. Como
X̃ ∩ Y = ∅ = X̃ ∩X, aplicando-se o raciocínio usado no caso anterior, segue-se que 〈X̃ | R̃〉 vem
de ambas 〈X | R〉, 〈Y | S〉 via sequências de transformações gerais de Tietze, e portanto 〈Y | S〉
vem de 〈X | R〉 via uma sequência de transformações gerais de Tietze.

Proposição 1.3.7. Sejam G um grupo finitamente gerado e X ⊂ G conjunto gerador qualquer
de G. Então existe subconjunto finito Y ⊂ X tal que G é gerado por Y .
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Demonstração. Sendo G finitamente gerado, existe Z ⊂ G finito tal que G = 〈Z〉. Mas cada z ∈ Z
pode ser escrito da forma z = xε1

1 · · ·xεk

k , no qual εi ∈ {−1, 0, 1}, ∀i. Como Z é finito, existe um
subconjunto finito Y ⊂ X tal que Z ⊂ 〈Y 〉, e assim G = 〈Y 〉.
Proposição 1.3.8. Sejam G um grupo finitamente apresentável e 〈X | R〉, 〈Y | S〉 apresentações
de G. Se X, R e Y são todos conjuntos finitos, então existe T ⊆ S tal que G = 〈Y | T 〉.
Demonstração. Lembremos que S ⊂ 〈RFX 〉 implica queG = 〈X | R ∪ S〉 = 〈X | R〉, e queX∩Y =
∅ implica que G = 〈X | R〉 = 〈X ∪ Y | R ∪ {yg−1

y }y∈Y 〉 = 〈X ∪ Y | S ∪ {xh−1
x }x∈X〉 = 〈Y | S〉.

Sem perda de generalidade, suponha que X ∩ Y = ∅. Aplicando transformações de Tietze
do tipo II, obtem-se G = 〈X | R〉 = 〈X ∪ Y | R ∪ {yg−1

y }y∈Y 〉 = 〈X ∪ Y | S ∪ {xh−1
x }x∈X〉 =

〈Y | S〉. Isso significa que s = 1G e xh−1
x = 1G para quaisquer s ∈ S e x ∈ X, de modo

que {xh−1
x }x∈X ⊂ 〈(R ∪ {yg−1

y }y∈Y )FX∪Y 〉. Logo, via transformações de Tietze do tipo I, vem
G = 〈X ∪ Y | R1 ∪ {xh−1

x }x∈X〉, no qual R1 = {yg−1
y }y∈Y ∪R. Note que |{xh−1

x }x∈X | e |{yg−1
y }y∈Y |

são finitos, pois X e Y são finitos.
Agora, R ⊂ FX ⊂ FX∪Y e {yg−1

y }y∈Y ⊂ FX ⊂ FX∪Y , de modo que para cada r ∈ R e gy
podemos escrever r = aε1

1 · · · aεk

k e gy = bδ1

1 · · · bδl

l , no qual ai, bj ∈ X. Defina R2 ⊂ FX∪Y um
conjunto com a mesma cardinalidade de R1, obtido por substituir-se em cada palavra w ∈ R1 as
(possíveis) letras x ∈ X pelos seus elementos hx ∈ FY ⊂ FX∪Y correspondentes. Com isso queremos
dizer que, se w1 ∈ R1 é da forma w1 = xε1

1 · · ·xεk

k ou w1 = yg−1
y = y · b−δl

l · · · b−δ1

1 , xi, bj ∈ X,
então o correspondente w2 ∈ R2 é da forma w2 = (hx1

)ε1 · · · (hxk
)εk ou w2 = y · (hbl

)−δl · · · (hb1
)−δ1 ,

respectivamente.
Como xh−1

x = 1G para todo x ∈ X, vale que w1w
−1
2 = 1G para qualquer w1 ∈ R1 e seu

correspondente w2 ∈ R2. Isso signinfica que os conjuntos R1 e R2 representam as mesmas relações
em G, donde G = 〈X ∪ Y | R2 ∪ {xh−1

x }x∈X〉. Mas hx ∈ FY ⊂ FX∪Y para todo x ∈ X, donde
R2 ⊂ FY . Logo, via transformações de Tietze do tipo II’, G = 〈Y | R2〉.

Por serem R e {yg−1
y }y∈Y finitos, segue-se que R1 é finito e portanto R2 também é finito. Sendo

〈Y | S〉 = G = 〈Y | R2〉, valem R2 ⊂ 〈SFY 〉 = 〈{hsh−1 | s ∈ S, h ∈ FY }〉 e S ⊂ 〈RFY

2 〉. Com isso
podemos, para cada w2 ∈ R2, escolher (finitos) elementos de S que aparecem na fatoração de w2

como elemento de 〈{hsh−1 | s ∈ S, h ∈ FY }〉. Defina então T ⊂ S o conjunto de tais elementos,
que é finito pois R2 é finito, digamos T = {s1, . . . , sm}. Logo,

〈SFY 〉 = 〈RFY

2 〉 ⊂ 〈T FY 〉 ⊂ 〈SFY 〉 = 〈RFY

2 〉.

Portanto 〈Y | T 〉 é uma apresentação (finita) de G.

Corolário 1.3.9. Se G é um grupo finitamente apresentável, então toda apresentação G = 〈Y | S〉
admite subconjuntos finitos Z ⊂ Y, T ⊂ S tais que 〈Z | T 〉 é uma apresentação (finita) de G.

Demonstração. Seja G = 〈X | R〉 uma apresentação finita de G, e seja 〈Y | S〉 uma apresentação
qualquer de G. Como X é finito, G é finitamente gerado, e assim a Proposição 1.3.7 implica que
existe Z ⊂ Y finito tal que Z gera G. Em particular, os elementos de S podem ser vistos como
produtos de elementos de Z e seus inversos. Considere então a apresentação G = 〈Z | S〉. Como
X, R e Z são finitos, segue-se da Proposição 1.3.8 que existe T ⊂ S finito tal que G = 〈Z | T 〉,
como queríamos.
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Capítulo 2

Grupos Pro-p

Este capítulo dedica-se ao estudo de uma certa classe de grupos topológicos, a saber, os grupos
pro-p. A abordagem aqui utilizada passa pelo conceito de sistemas e limites inversos e grupos
profinitos. Propriedades, exemplos e caracterizações aqui apresentados seguem as linhas dadas em
Wilson [21] e Ribes e Zalesskii [16]. Ao fim do capítulo, introduz-se os conceitos de grupo pro-p
livre e apresentações de grupos pro-p, traduzidos do caso abstrato, dado no capítulo anterior, para
o contexto pro-p. São também expostos conceitos relacionados às álgebras de grupo completas.
Os resultados finais deste trabalho dizem respeito a apresentações finitas de grupos abstratos e
pro-p, e a caracterização do grupo pro-p livre de base finita dada na última seção deste capítulo
será essencial em tais resultados.

Recordamos o leitor que um grupo (G, ·) é dito um grupo topológico quando G é um espaço
topológico para o qual a aplicação G × G → G, (x, y) 7→ xy−1, é contínua (no qual G × G é
munido da topologia do produto). Referimos ao leitor os livros [14] e [1] para propriedades básicas
de espaços e grupos topológicos, com destaque para espaços (grupos) compactos, Hausdorff e
totalmente desconexos.

Daqui em diante, dado G um grupo topológico, utilizaremos as notações H1 ≤c G, H2 ≤o
G, N1 ⊳c G, N2 ⊳o G para dizer que H1 é um subgrupo fechado, H2 é um subgrupo aberto, N1 é
um subgrupo normal fechado e N2 é um subgrupo normal aberto de G, respectivamente.

2.1 Limites Inversos

Definição 2.1.1. Seja (I,�) um conjunto parcialmente ordenado. Dizemos que I é direcionado
quando, para quaisquer i, j ∈ I, existir k ∈ I tal que i � k e j � k.

Exemplo 2.1.2. I = N o conjunto dos números naturais, com a ordem usual, é direcionado.

Exemplo 2.1.3. Seja X um conjunto. Tome I = P(X) o conjunto das partes de X com a ordem
induzida pela relação de continência de conjuntos: dados A, B ∈ I, pomos A �′ B ⇐⇒ A ⊇ B.
Então (I,�′) é direcionado, pois dados A, B ∈ P(X), vale A ∪B ⊇ A,B ∈ P(X).

Exemplo 2.1.4. Analogamente, dados X conjunto e I = P(X), considere em I a ordem induzida
pela inclusão de conjuntos: dados A, B ∈ I, pomos A � B ⇐⇒ A ⊆ B. Então (I,�) é
direcionado, pois dados A,B ∈ P(X), vale A ∩B ⊆ A,B ∈ P(X).
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Definição 2.1.5. Sejam {Xi}i∈I uma família de espaços topológicos (ou grupos, aneis, módu-
los, grupos topológicos, aneis topológicos, etc.), indexados por um conjunto direcionado I, e
{ϕij : Xi → Xj | i, j ∈ I, i � j} uma família de aplicações contínuas (respectivamente, homo-
morfismos, homomorfismos contínuos). Dizemos que (Xi, ϕij)I é um Sistema Inverso (ou Sistema
Projetivo) de espaços topológicos (respectivamente, grupos, aneis, módulos, grupos topológicos,
aneis topológicos, etc.) indexado1 por I quando ϕii = idXi

e ϕjk ◦ ϕij = ϕik sempre que tais
funções estiverem definidas, sendo i, j, k ∈ I e i � j � k. Em outras palavras, todos os diagramas
como abaixo, quando definidos, são comutativos.

Xi

ϕij ✲ Xj

Xk

ϕik

❄✛
ϕ j
k

Exemplo 2.1.6. Dados I um conjunto direcionado qualquer e X um espaço topológico (grupo,
anel, módulo, grupo topológico, anel topológico, etc.), defina Xi = X, ∀i ∈ I, e ϕij = idX , ∀i, j ∈
I. Então (Xi, ϕij)I = (X, idX)I é sistema inverso, chamado de sistema inverso constante.

Exemplo 2.1.7. Sejam I = N com a ordem usual, p ∈ N primo, e Gi = Z/piZ, para cada i ∈ I.
Para i, j ∈ I com i ≥ j, ponhamos ϕij : Gi → Gj a ser ϕij(n + piZ) = n + pjZ, ∀n ∈ Z. Então
(Gi, ϕij)I pode ser visto como sistema inverso de grupos (abelianos finitos), de espaços topológicos
(na topologia discreta), de aneis, de Z-módulos, ou ainda de grupos (aneis, Z-módulos) topológicos
(na topologia discreta).

Exemplo 2.1.8. Construções semelhantes à anterior podem ser feitas de maneira mais geral.
Sejam G um grupo (ou grupo topológico) e I ⊂ P(G) um conjunto de subgrupos normais de G
tal que N1, N2 ∈ I =⇒ ∃N3 ∈ I com N3 ≤ N1 ∩ N2. Defina agora uma relação de ordem em
I, semelhante à dada no Exemplo 2.1.4: dados M,N ∈ I, ponha M � N ⇐⇒ M ≤ N . Então
(I,�) é direcionado. Vê-se que os homomorfismos (respectivamente, homomorfismos contínuos)
naturais ϕMN : G/M → G/N, gM 7→ gN são tais que os diagramas

G/V
ϕV N✲ G/N

G/M

ϕVM

❄
ϕM

N

✲

comutam, quaisquer que sejam M,N ∈ I com M ≤ N e V ≤ M ∩N . Logo, (G/M,ϕMN)I define
um sistema inverso de grupos (respectivamente, grupos topológicos).

1Alguns autores definem sistemas inversos sobre conjuntos (parcialmente ordenados) não necessariamente dire-
cionados.
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Definição 2.1.9. Seja (Xi, ϕij)I um sistema inverso de espaços topológicos (grupos, aneis, módu-
los, grupos topológicos, etc.). Dado X espaço topológico (grupo, anel, módulo, grupo topológico,
etc.) e uma família de aplicações {ϕi : X → Xi | i ∈ I}, dizemos que tal família é compatível
quando ϕi é contínua (respectivamente, homomorfismo, homomorfismo contínuo) para todo i ∈ I,
e ainda ϕij ◦ ϕi = ϕj, sempre que i, j ∈ I e i � j. Em outras palavras, todos os diagramas como
abaixo, quando definidos, são comutativos.

X
ϕi ✲ Xi

Xj

ϕj

❄✛
ϕ i
j

Definição 2.1.10. Um Limite Inverso de um sistema inverso (Xi, ϕij)I de espaços topológicos
(grupos, aneis, módulos, grupos topológicos, etc.) consiste em um espaço topológico X (grupo,
anel, módulo, grupo topológico, etc.) e uma família de aplicações compatíveis ϕi : X → Xi com a
seguinte propriedade universal: para quaisquer Y espaço topológico (grupo, anel, módulo, grupo
topológico, etc.) e ψi : Y → Xi família de aplicações compatíveis, existe uma única aplicação
contínua (respectivamente, homomorfismo, homomorfismo contínuo) ψ : Y → X tal que ϕi ◦ ψ =
ψi, ∀i ∈ I, ou seja, todos os diagramas como abaixo, quando definidos, são comutativos.

X ✛ ψ
Y

Xi

✛

ψ i
ϕ
i

✲

Xj

ϕij

❄✛

ψ
j

ϕ
j

✲

As aplicações ϕi do limite inverso são chamadas projeções, porém não são necessariamente
sobrejetivas. Alguns autores chamam limites inversos de limites projetivos.

Como de praxe na definição de objetos universais, veremos que os limites inversos são únicos,
em um certo sentido. Convém também nos perguntarmos sobre a existência dos limites inversos.
Ambos os resultados são dados a seguir.

Teorema 2.1.11. Seja (Xi, ϕij)I sistema inverso de espaços topológicos (grupos, aneis, módulos,
grupos topológicos, aneis topológicos, etc.). Então:
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i. Existe (X,ϕi) Limite Inverso de (Xi, ϕij)I ;

ii. Se (X,ϕi) e (Y, ψi) são limites inversos de (Xi, ϕij)I , então existe um único ϕ̄ : X → Y
homeomorfismo (respectivamente, isomorfismo, isomorfismo topológico) tal que ψi ◦ ϕ̄ =
ϕi, ∀i ∈ I.

Demonstração. i. Existência.

Para fins didáticos, provaremos dois casos: o de sistema inverso de espaços topológicos, e o de
sistema inverso de grupos. A primeira razão é que, na construção do limite, ficará explicitada
a estrutura inerente ao conjunto e às aplicações compatíveis que o compõem. O segundo mo-
tivo é que os casos em classes como módulos e grupos topológicos são provados de maneira
análoga, bastando substituir pelos conjuntos e aplicações respectivas, de maneira apropriada.

Caso 1) Sistema Inverso de Espaços Topológicos.

Considere
∏
i∈I Xi o Produto Cartesiano dos espaços Xi, munido da topologia do produto,

isto é, a topologia gerada pela base B = {∏j∈I Uj | Uj ⊂ Xj é aberto ∀j ∈ I, e Uj 6=
Xj apenas para finitos índices j}. Considere ainda as projeções canônicas πj :

∏
i∈I Xi →

Xj, x = (xi)i∈I 7→ πj(x) = xj, que são contínuas na topologia do produto.

Definamos X = {x ∈ ∏i∈I Xi | ϕij ◦ πi(x) = πj(x), ∀i, j ∈ I tais que i � j}, e ϕi = πi|X :
X → Xi as restrições das projeções canônicas a X. Afirmamos que (X,ϕi) é limite inverso
de (Xi, ϕij)I .

De fato, observe primeiro que as aplicações ϕi são compatíveis, pois dados i, j ∈ I com
i � j, tem-se que ∀x ∈ X, ϕij ◦ ϕi(x) = ϕij ◦ πi(x) = πj(x) = ϕj(x). Suponha agora
que Y seja espaço topológico e ψi : Y → Xi sejam aplicações compatíveis. Definamos
ψ : Y → ∏

i∈I Xi, y 7→ (ψi(y))i∈I . Com isso, ψ é contínua e Im(ψ) ⊂ X, pois dados y ∈ Y
arbitrário e j, k ∈ I com j � k,

ϕjk ◦ πj(ψ(y)) = ϕjk ◦ πj((ψi(y))i∈I) = ϕjk(ψj(y))

= ψk(y) = πk((ψi(y))i∈I) = πk(ψ(y)).

Logo, ψ(y) ∈ X. Obtem-se ainda que, para quaisquer y ∈ Y, j ∈ I,

ϕj ◦ ψ(y) = ϕj((ψi(y))i∈I) = πj|X((ψi(y))i∈I) = ψj(y).

Por fim, a unicidade de ψ é consequência de sua definição. Portanto, (X,ϕi) é limite inverso
de (Xi, ϕij)I .

Caso 2) Sistema Inverso de Grupos.

Considere
∏
i∈I Xi o produto direto dos grupos Xi, com a operação usual coordenada-a-

coordenada, isto é, dados x = (xi)i∈I , y = (yi)i∈I ∈
∏
i∈I Xi, o produto x · y = (xi · yi)i∈I .

Considere ainda as projeções canônicas πj :
∏
i∈I Xi → Xj, x = (xi)i∈I 7→ πj(x) = xj, que

são homomorfismos de grupos quando consideramos a operação coordenada-a-coordenada.
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Definamos X = {x ∈ ∏i∈I Xi | ϕij ◦ πi(x) = πj(x), ∀i, j ∈ I tais que i � j}, e ϕi = πi|X :
X → Xi as restrições das projeções canônicas a X. Afirmamos que (X,ϕi) é limite inverso
de (Xi, ϕij)I .

Para verificar tal afirmação, devemos mostrar primeiro queX é subgrupo de
∏
i∈I Xi, para que

as aplicações ϕi sejam homomorfismos. Dados x = (xi)i∈I , y = (yi)i∈I ∈ X arbitrários e j, k ∈
I tais que j � k, tem-se que ϕjk ◦ πj(xy−1) = ϕjk ◦ πj((xiy−1

i )i∈I) = ϕjk(xjy−1
j ) = ϕjk(xj) ·

ϕjk(yj)−1, pois ϕjk é homomorfismo. Mas ϕjk(xj) ·ϕjk(yj)−1 = (ϕjk ◦πj(x)) ·(ϕjk ◦πj(y))−1 =
(πk(x)) · (πk(y))−1, pois x, y ∈ X. Como as projeções canônicas são homomorfismos, tem-se
(πk(x)) · (πk(y))−1 = πk(xy−1). Ou seja, x, y ∈ X implica ϕjk ◦ πj(xy−1) = πk(xy−1), donde
xy−1 ∈ X. Logo, X é subgrupo de

∏
i∈I Xi.

Observe que as aplicações ϕi são compatíveis, pois dados i, j ∈ I com i � j, tem-se que
∀x ∈ X, ϕij ◦ ϕi(x) = ϕij ◦ πi(x) = πj(x) = ϕj(x). Sejam agora Y grupo e ψi : Y → Xi

família de aplicações compatíveis. Definamos ψ : Y → ∏
i∈I Xi, y 7→ (ψi(y))i∈I . Como cada

ψi é homomorfismo, tem-se que ψ é homomorfismo, e vale ainda Im(ψ) ⊂ X, pois dados
y ∈ Y arbitrário e j, k ∈ I com j � k,

ϕjk ◦ πj(ψ(y)) = ϕjk ◦ πj((ψi(y))i∈I) = ϕjk(ψj(y))

= ψk(y) = πk((ψi(y))i∈I) = πk(ψ(y)).

Logo, ψ(y) ∈ X. Tem-se ainda que, para quaisquer y ∈ Y, j ∈ I,

ϕj ◦ ψ(y) = ϕj((ψi(y))i∈I) = πj|X((ψi(y))i∈I) = ψj(y).

Por fim, a unicidade de ψ é consequência de sua definição. Portanto, (X,ϕi) é limite inverso
de (Xi, ϕij)I .

ii. (Unicidade) Sejam (X,ϕi) e (Y, ψi) limites inversos de (Xi, ϕij)I . Então existem

X
ϕi ✲ Xi

✛ ψi
Y

X

idX

✻

✛ ϕ̄

ψ̄

✲

ϕ i

✲

Y

idY

✻
✛

ψ
i

ϕ̄ : Y → X, ψ̄ : X → Y tais que ϕi ◦ ϕ̄ =
ψi e ψi ◦ ψ̄ = ϕi, ∀i ∈ I. Assim, ψi ◦ (ψ̄ ◦
ϕ̄) = ψi e ϕi ◦ (ϕ̄ ◦ ψ̄) = ϕi, ∀i ∈ I. Por outro
lado, pela unicidade da aplicação proveniente da
propriedade universal do limite inverso, tem-se
que idY e idX são os únicos morfismos tais que
ψi ◦ idY = ψi e ϕi ◦ idX = ϕi, ∀i ∈ I. Logo,
ψ̄ ◦ ϕ̄ = idY e ϕ̄ ◦ ψ̄ = idX , o que conclui a
demonstração.

Devido ao Teorema 2.1.11, passaremos a tratar do limite inverso de um sistema dado, e uti-
lizaremos a notação X = lim

←−
Xi, comumente omitindo as projeções ϕi, quando não houver risco

de confusão. Além disso, quando necessário, trataremos do limite inverso como o espaço (grupo,
anel, módulo, grupo topológico, anel topológico, etc.) X construído na demonstração acima, sem
menção explícita.
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Exemplo 2.1.12. O limite inverso do sistema inverso constante (X, idX)I nada mais é que o
próprio X, com a aplicação identidade, pois nesse caso o conjunto X como construído no Teorema
2.1.11 é a diagonal de

∏
i∈I X.

Exemplo 2.1.13. Sejam I = N, A um espaço (grupo, anel, módulo, grupo topológico, etc.), e
· · ·A3 ⊂ A2 ⊂ A1 ⊂ A uma cadeia de subespaços fechados (subgrupos, subaneis, submódulos,
subgrupos fechados, etc.) de A. Para cada i, j ∈ I com i ≥ j, ponha ϕij : Ai → Aj as inclusões
canônicas. Afirmamos que lim

←−
Ai =

⋂

i∈I

Ai, com as inclusões, denotadas ϕi :
⋂

j∈I

Aj → Ai.

De fato, veja primeiro que as aplicações ϕi são compatíveis, pois ∀a ∈ ⋂i∈I Ai, ∀i, j ∈ I, i ≥
j, ϕij(ϕi(a)) = ϕij(a) = a = ϕj(a). Além disso, tais aplicações são também morfismos (i.e.,
são contínuas, são homomorfismos, são homomorfismos contínuos, etc.) pois as mesmas são as
inclusões e Ai ⊂ Aj sempre que i ≥ j. Verifiquemos agora a Propriedade Universal do limite
inverso. Sejam Y um espaço (grupo, anel, módulo, grupo topológico, etc.) e ψi : Y → Ai família
de morfismos compatíveis. Defina ψ : Y → ⋂

i∈I Ai tal que ψ(y) = ψi(y), no qual i ∈ I é um
índice qualquer. Precisamos mostrar que ψ está bem-definida, isto é, que a imagem de y ∈ Y por
ψ independe da escolha do índice i. Pois, sejam i, j ∈ I quaisquer, e y ∈ Y arbitrário. Na ordem
usual de I = N podemos supor, sem perda de generalidade, que i ≥ j. Nesse caso, ψi(y) ∈ Ai
e ψj(y) ∈ Aj. Por outro lado, Ai ⊂ Aj, e ϕij : Ai → Aj é a inclusão. Logo, ϕij(ψi(y)) = ψi(y).
Como ψi e ψj são compatíveis, obtem-se ψi(y) = ϕij(ψi(y)) = ψj(y), portanto ψ está bem-definida.
Mais ainda, é claro que ψ é morfismo e ϕi ◦ψ = ψi, ∀i ∈ I. Sendo o Limite Inverso único a menos
de isomorfismo, tem-se lim

←−
Ai =

⋂

i∈I

Ai.

⋂

i∈I

Ai ✛
ψ

Y

Ai
✛

ψ iϕ
i

✲

Aj

ϕij

❄✛

ψ
jϕ

j

✲

Vejamos algumas propriedades topológicas básicas de limites inversos.

Proposição 2.1.14. Sejam (Xi, ϕij)I sistema inverso de espaços (grupos, aneis, módulos) topoló-
gicos e X = lim

←−
Xi. Então:

i. Xi Hausdorff, ∀i ∈ I =⇒ X Hausdorff;

ii. Xi Totalmente Desconexo, ∀i ∈ I =⇒ X Totalmente Desconexo;

24



iii. Xi Hausdorff, ∀i ∈ I =⇒ X é subespaço fechado (respectivamente, subgrupo fechado,
subanel fechado, submódulo fechado) de

∏
i∈I Xi;

iv. Xi compacto e Hausdorff, ∀i ∈ I =⇒ X compacto e Hausdorff;

v. Xi 6= ∅, compacto e Hausdorff, ∀i ∈ I =⇒ X 6= ∅.

Demonstração. i. Todo subespaço de um espaço Hausdorff é Hausdorff, e o produto de espaços
Hausdorff é Hausdorff, na topologia do produto, donde o resultado.

ii. Suponha, por absurdo, que X não seja totalmente desconexo. Nesse caso, existe A ⊂ X
subespaço conexo, com pelo menos dois elementos distintos, digamos x = (xi)i∈I e y = (yi)i∈I .
Sendo tais elementos distintos, existe j ∈ I tal que xj 6= yj. Como ϕj : X → Xj é
contínua, tem-se que ϕj(A) ⊂ Xj é um subespaço conexo de Xj. Porém, ϕj = πj|X , donde
ϕj(x) = xj 6= yj = ϕj(y), o que implica que ϕj(A) tem, pelo menos, dois elementos distintos.
Mas, sendo Xj totalmente desconexo, a cardinalidade de ϕj(A) é obrigatoriamente igual a 1.
Uma contradição. Portanto, X é totalmente desconexo.

iii. Para quaisquer j, k ∈ I com j � k, denotemos Xjk = {x ∈ ∏i∈I Xi | ϕjk ◦ πj(x) = πk(x)}.
Pelo teorema anterior, X = {x ∈ ∏i∈I Xi | ϕij ◦ πi(x) = πj(x), ∀i, j ∈ I tais que i � j}.
Visto de outra forma, X =

⋂
j�kXjk. Como Xi é Hausdorff, ∀i ∈ I, e as aplicações ϕjk ◦ πj :∏

i∈I Xi → Xk e πk :
∏
i∈I Xi → Xk são contínuas, ∀j, k ∈ I com j � k, segue-se que os

conjuntos Xjk são fechados em
∏
i∈I Xi, por serem conjuntos de elementos cujas imagens

por funções contínuas, num contradomínio Hausdorff, coincidem. Assim, como a interseção
arbitrária de conjuntos fechados é fechada, segue-se que X é fechado.

iv. Se cada Xi é compacto, então
∏
i∈I Xi é compacto, pelo Teorema de Tychonoff. Como X é

subconjunto fechado de um espaço compacto, segue-se que X é também compacto.

v. Pelo item anterior, X é compacto. Na notação do item (iii), os conjuntos Xjk são fechados,
e X =

⋂
j�kXjk. Suponha, por absurdo, que X = ∅. Sendo X =

⋂
j�kXjk compacto,

existem um inteiro n e índices j1, ..., jn, k1, ..., kn ∈ I tais que
⋂n
r=1 Xjrkr

= ∅. Agora, como
I é direcionado, podemos tomar l ∈ I tal que l � jr � kr, ∀r ∈ {1, ..., n}. Sendo Xl 6= ∅,
fixemos xl ∈ Xl qualquer. Construamos um elemento x = (xi)i∈I ∈

∏
i∈I Xi definindo




xi = ϕli(xl), se i � l

xi ∈ Xi qualquer, se i ≻ l.

Agora, veja que x ∈ ⋂nr=1 Xjrkr
, pois para qualquer r ∈ {1, ..., n},

ϕjrkr
◦ πjr(x) = ϕjrkr

(xjr) = ϕjrkr
(ϕlkr

(xl)) = ϕlkr
(xl) = xkr

= πkr
(x),

contradizendo o fato de ser
⋂n
r=1 Xjrkr

= ∅. Portanto, X 6= ∅.
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Proposição 2.1.15. Sejam (Xi, ϕij)I sistema inverso de espaços (grupos, aneis, módulos) topoló-
gicos e (X,ϕi)I = lim

←−
Xi. Se cada Xi é compacto, Hausdorff e não-vazio, então:

i. A coleção B = {ϕ−1
i (U) | i ∈ I e U ⊂ Xi é aberto} é uma base para a topologia de X;

ii. Se V ⊂ X é tal que ϕi(V ) = Xi, ∀i ∈ I, então V é denso em X;

iii. Dados Y espaço topológico e f : Y → X, tem-se que f é contínua se, e somente se, as
compostas ϕi ◦ f são contínuas ∀i ∈ I;

Demonstração. Novamente, consideremosX = lim
←−

Xi como na construção dada no Teorema 2.1.11,
isto é,

X = {x ∈
∏

i∈I

Xi | ϕij ◦ πi(x) = πj(x), ∀i, j ∈ I tais que i � j}

e ϕi = πi|X , no qual πj :
∏
i∈I Xi → Xj são as projeções canônicas.

i. Lembremos que
∏
i∈I Xi é munido da topologia produto, e assim qualquer aberto A ⊂ X

é da forma A = X
⋂
π−1
j1 (U1)

⋂ · · ·⋂ π−1
jn (Un), no qual cada Ur é aberto em Xjr . Queremos

provar então que para todo a ∈ A, existem i ∈ I e U ⊆ Xi aberto tais que ϕ−1
i (U) ⊆ A.

Seja a = (ak)k∈I ∈ A. Como I é direcionado, existe i ∈ I tal que i � j1, . . . , jn. Como cada
aplicação ϕmn : Xm → Xn é contínua, cada ϕ−1

ijr (Ur) é aberto em Xi, 1 ≤ r ≤ n. Além disso,
ai ∈ ϕ−1

ijr (Ur), já que ϕij(ai) = aj para qualquer j com i � j, pois a = (ak)k∈I ∈ X = lim
←−

Xi.

Tome então U =
⋂n
r=1 ϕ

−1
ijr (Ur), que é aberto em Xi por ser interseção finita de abertos,

notando que ai ∈ U . Como ϕi : X → Xi é contínua, ϕ−1
i (U) é aberto em X, e a ∈ ϕ−1

i (U)
pois ϕi(a) = πi(a) = ai. Afirmamos que ϕ−1

i (U) ⊆ A. Dado b = (bk)k∈I ∈ ϕ−1
i (U), tem-

se bi ∈ U e ϕijr(bi) = ϕijr(πi(b)) = πjr(b) = bjr ∈ Ur para 1 ≤ r ≤ n, de modo que
b ∈ X ⋂

π−1
j1 (U1)

⋂ · · ·⋂ π−1
jn (Un) = A, como queríamos.

ii. Para mostrar que V é denso em X, basta mostrar que V
⋂
ϕ−1
i (U) 6= ∅ para quaisquer i ∈ I

e U ⊂ Xi aberto, pelo item anterior. Dados então tais i e U , como Xi 6= ∅ e ϕi(V ) = Xi

vale que ϕi(V )
⋂
U 6= ∅, donde V

⋂
ϕ−1
i (U) 6= ∅.

iii. Se f é contínua, então ϕi◦f é contínua pois ϕi é contínua. Reciprocamente, se ϕi◦f : Y → Xi

é contínua então, para qualquer U ⊆ Xi aberto vale que f−1(ϕ−1
i (U)) = (ϕi ◦ f)−1(U) ⊆ Y

é aberto. Como B = {ϕ−1
i (U) | i ∈ I e U ⊂ Xi é aberto} é uma base para a topologia de X

pelo item (i), o resultado segue-se.

Nas seções seguintes estaremos interessados em alguns espaços (particularmente, grupos) que
aparecem como limites inversos de certos sistemas cujos conjuntos subjacentes são finitos.

Definição 2.1.16. Dizemos que um espaço topológico X é profinito quando X = lim
←−

Xi, no qual
cada Xi é espaço topológico finito e discreto.
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O prefixo “pro” nesta teoria refere-se usualmente a espaços (grupos, aneis, módulos, etc.) que
são limites inversos (limites projetivos). As duas proposições anteriores já nos fornecem boas
propriedades de espaços profinitos, herdadas da finitude dos espaços do sistema inverso associado.

Lema 2.1.17. Sejam X um espaço compacto Hausdorff e C ⊂ X a componente conexa de um
ponto x ∈ X. Então C =

⋂

Y ∈Cx

Y , no qual Cx = {Y ⊆ X | x ∈ Y, Y é aberto e fechado}.

Demonstração. Denote W =
⋂
Y ∈Cx

Y . Como cada tal Y é aberto e fechado em X e C ⊂ X é
conexo, segue-se que C ⊂ Y, ∀Y ∈ Cx, ou seja, C ⊆ W .

Para mostrar que W ⊆ C, é suficiente mostrar que W é conexo, já que x ∈ W ∩ C. Sejam
então A,B ⊂ X abertos tais que W = (A ∩W ) ∪ (B ∩W ) = (A ∪ B) ∩W e A ∩ B = ∅. Sem
perda de generalidade, suponha x ∈ A (e portanto A 6= ∅). Tem-se ∅ = (X \ (A ∪ B)) ∩W =
(X \ (A ∪B)) ∩ (

⋂
Y ∈Cx

Y ). Tem-se que X \ (A ∪B) e W são fechados.
Agora, por ser um espaço compacto e Hausdorff, X é em particular um espaço normal. Logo,

para cada w ∈ W , existem Yw ∈ Cx e Zw ⊂ X abertos tais que w ∈ Yw ⊆ Zw, W ⊂ Zw e
(X\(A∪B))∩Zw = ∅. Desse modo, (X\(A∪B))∩(

⋃
w∈W Zw) = ∅. Como W é compacto, existem

w1, . . . , wn ∈ W tais que W ⊂ ⋃n
i=1 Zwi

e (X \ (A ∪ B)) ∩ (
⋃n
i=1 Zwi

) = ∅. Mas W ⊂ Ywi
⊂ Zwi

para todo i, donde (X \ (A ∪ B)) ∩ (
⋂n
i=1 Ywi

) = ∅. Tem-se que W̃ :=
⋂n
i=1 Ywi

é uma vizinhança
aberta e fechada de x, o que implica que W̃ ⊃ W , e de (X \ (A ∪ B)) ∩ W̃ = ∅ segue-se que
W̃ ⊂ A ∪B, e assim W̃ = (A ∩ W̃ ) ∪ (B ∩ W̃ )

Tem-se que A∩W̃ e B∩W̃ são abertos, porém (X \(B∩W̃ ))∩W̃ = ((X \B)∪(X \W̃ ))∩W̃ =
(X \B) ∩ W̃ = A ∩ W̃ , o que implica que A ∩ W̃ é fechado, por ser interseção de fechados. Logo,
W ⊂ A ∩ W̃ ⊂ A, e portanto B = ∅.

Vimos na Proposição 2.1.14 que todo espaço profinito é compacto, Hausdorff e totalmente
desconexo. A recíproca de fato é válida. Mais especificamente, a Proposição 2.1.15 e o lema
anterior são necessários na prova do seguinte:

Teorema 2.1.18. Seja X um espaço topológico. São equivalentes:

i. X é profinito;

ii. X é compacto, Hausdorff e totalmente desconexo;

iii. X é compacto, Hausdorff e sua topologia admite uma base formada por subespaços simulta-
neamente abertos e fechados.

As primeiras implicações do teorema acima são claras. Na implicação (iii) =⇒ (ii), constroi-
se o homeomorfismo X ∼= lim

←−
R∈RX/R, no qual R é a coleção das relações de equivalência R de X

tais que toda classe de equivalência xR de R é um subconjunto simultaneamente fechado e aberto
de X. Referimos ao leitor [16, p. 11] para uma demonstração completa.

Como veremos adiante, valem caracterizações análogas à do Teorema 2.1.18 para outras estru-
turas advindas de limites inversos, como grupos profinitos, grupos pro-p, aneis, módulos e álgebras
profinitas, dentre outros.
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2.2 Grupos Profinitos e Pro-p

Estudaremos agora dois casos particulares de espaços profinitos.

Definição 2.2.1. Dizemos que um grupo G é profinito quando G é o limite inverso de um sistema
inverso de grupos finitos, vistos como grupos topológicos através da topologia discreta.

Note então que todo grupo profinito é um grupo topológico, como consequência da construção
dada no Teorema 2.1.11.

Exemplo 2.2.2. Todo grupo finito G é um grupo profinito (com a topologia discreta), por ser o
limite inverso do sistema constante (G, idG).

Nosso caso de maior interesse é uma particularização dos grupos profinitos, dada a seguir.

Definição 2.2.3. Seja p um número primo. Dizemos que G é um grupo pro-p se G é o limite
inverso de um sistema inverso de p-grupos finitos, vistos como grupos topológicos através da
topologia discreta.

Ao tratarmos de grupos pro-p, subentende-se que p é um número primo arbitrário, porém
fixado.

Exemplo 2.2.4. Todo p-grupo finito, munido da topologia discreta, é um grupo pro-p.

Exemplo 2.2.5. O limite inverso G = lim
←−

Z/pnZ do sistema inverso dado no Exemplo 2.1.7 é um
grupo pro-p.

Daremos abaixo caracterizações úteis de grupos profinitos e pro-p, análogas ao Teorema 2.1.18,
relacionando sua topologia à estrutura de seus subgrupos normais. Para isso, utilizaremos o resul-
tado seguinte.

Proposição 2.2.6. Seja G grupo topológico compacto.

i. Toda vizinhança aberta e fechada da identidade 1 ∈ G contem um subgrupo normal aberto
de G;

ii. Se G é totalmente desconexo, então F =
⋂

N⊳oG

FN , para todo F ⊂ G fechado.

Demonstração. i. Seja U ⊂ G vizinhança aberta e fechada de 1. Para cada g ∈ U , tem-se
que Vg = g−1U é vizinhança aberta e fechada de 1, e vale gVg = U . Da continuidade do
produto existem Lg e Rg vizinhanças abertas e fechadas contendo 1 tais que LgRg ⊆ Vg.
Pondo Sg = Lg ∩ Rg, obtem-se que Sg é aberto e fechado, 1 ∈ Sg e SgSg ⊆ Vg. Assim,⋃
g∈U gSg é uma cobertura de U por abertos. Por compacidade, existem g1, . . . , gn ∈ U tais

que U ⊆ ⋃n
i=1 giSgi

. Pondo S =
⋂n
i=1 Sgi

vem 1 ∈ S e US ⊆ ⋃n
i=1 giSgi

S ⊆ ⋃n
i=1 giVgi

⊆ U , e
assim S ⊆ U . Defina então T = S ∩ S−1. Tem-se que T é uma vizinhança simétrica de 1,
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aberta e fechada, contida em U . Considere agora H = 〈T 〉 ≤ G o subgrupo (abstrato) de G
gerado por T . Como T é simétrico, vale que

H = {1} ∪

⋃

n≥1

T · T · · ·T︸ ︷︷ ︸
n termos


 .

Logo, H é aberto, e por ser G compacto, H tem índice finito em G. Mais, como T ⊆ S ⊆ U ,
vale que T · T ⊆ US ⊆ U , e indutivamente todo produto T · T · · ·T está contido em U . Daí
que H ⊆ U . Finalmente, defina N =

⋂
g∈G g

−1Hg o cerne de H, seu maior subgrupo o qual
é normal em G. Note que N é fechado. Como o índice de H em G é finito, obtem-se que o
índice de N em G é também finito, e portanto N é um subgrupo normal aberto de G tal que
N ⊆ H ⊆ U .

ii. Tem-se F ⊆ ⋂N⊳oG FN pois F = F · 1 ⊆ FN, ∀N ≤ G.

Por outro lado,
⋂
N⊳oG FN ⊆ F ⇐⇒ G \ F ⊆ G \ (

⋂
N⊳oG FN) =

⋃
N⊳oG(G \ FN). Dado

g ∈ G \ F , existe Ũ ⊂ G aberto tal que g ∈ Ũ ⊆ G \ F , pois F é fechado. Assim,
U = g−1Ũ é vizinhança aberta de 1 ∈ G. Agora, como G é totalmente desconexo, seus
subconjuntos unitários são fechados, pois tais conjuntos são as componentes conexas de G.
Em particular, {1} é fechado e portanto o grupo topológico G é Hausdorff. Logo, pelo Lema
2.1.17, {1} =

⋂
Y ∈C1

Y , no qual C1 = {Y ⊆ G | 1 ∈ Y, Y é aberto e fechado}. Em particular,
(G \ U) ∩ (

⋂
Y ∈C1

Y ) = ∅, e assim para cada x ∈ G \ U existe Yx ∈ C1 tal que x /∈ Yx. A
compacidade de G nos dá então que existem Y1, . . . , Yn ∈ C1 tais que (G\U)∩ (

⋂n
i=1 Yi) = ∅.

Dessa forma, V =
⋂n
i=1 Yi é uma vizinhança aberta e fechada de 1. Pelo item anterior, existe

um subgrupo normal aberto N ⊳oG tal que N ⊆ V ⊆ U = g−1Ũ . Com isso, gN ⊆ Ũ ⊆ G\F ,
donde gN ∩ F = ∅. Portanto, G \ F ⊆ ⋃N⊳oG(G \ FN).

Teorema 2.2.7. Seja G um grupo topológico. São equivalentes:

i. G é um grupo profinito;

ii. G é compacto e totalmente desconexo;

iii. G é compacto, Hausdorff, e seus subgrupos normais abertos formam um sistema fundamental
de vizinhanças N da identidade 1 ∈ G.

Demonstração. (i) =⇒ (ii) Suponha que G seja profinito. Por definição, G = lim
←−

Gi, no qual
cada Gi é grupo finito com a topologia discreta. Então G é compacto, Hausdorff e totalmente
desconexo, pela Proposição 2.1.14.

(ii) =⇒ (i) Notemos primeiro que G é também Hausdorff, pois o mesmo é totalmente
desconexo, o que implica que suas componentes conexas são seus subconjuntos unitários. Em
particular, {1} ≤ G é fechado, e portanto o grupo topológico G é Hausdorff. Além disso, todo
subgrupo aberto H de G tem índice finito, pois

⋃
g∈G gH = G é uma cobertura de G por abertos

e G é compacto. Em particular, para cada N ⊳o G vale que G/N é um grupo finito.
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Seja N = {N ⊳ G | N é aberto}. Para M,N ∈ N , ponha N � M se M é subgrupo de
N . Com isso, (N ,�) é direcionado. Pondo ϕMN : G/M ։ G/N os homomorfismos (contínuos)
canônicos, (G/M,ϕMN)N torna-se sistema inverso de grupos finitos. Denote Ĝ = lim

←−
G/N , e

considere θ : G→ ∏
N∈N G/N o homomorfismo (contínuo) dado por θ(g) = (gN)N∈N .

Afirmamos que θ é injetiva. Tem-se ker θ =
⋂
N∈N N . Como G é totalmente desconexo, {1}

é fechado, e por ser também G compacto, segue-se da Proposição 2.2.6 que {1} =
⋂
N⊳oG 1 · N =⋂

N∈N N = ker θ.
Note ainda que Im θ ⊆ Ĝ. Pelo Teorema 2.1.11,

Ĝ = lim
←−

G/N

= {x ∈
∏

N∈N

G/N | ϕLM ◦ πL(x) = πM(x), ∀L,M ∈ N tais que L ≤M}

= {(gNN)N∈N ∈
∏

N∈N

G/N | gLM = gMM, ∀L,M ∈ N tais que L ≤M},

no qual as aplicações πM denotam as projeções canônicas. Em particular, como θ(g) = (gN)N∈N ,
tem-se ϕKL ◦πK ◦ θ(g) = ϕKL(gK) = gL = πL ◦ θ(g), qualquer que seja g ∈ G. Ou seja, θ(G) ⊆ Ĝ.

Com isso, tem-se θ : G→ Ĝ, sendo θ monomorfismo contínuo. Agora, θ é também sobrejetiva.
De fato, πM(θ(G)) = G/M, ∀M ⊳o G, o que implica que θ(G) é denso em Ĝ pela Proposição
2.1.15. Por serem θ contínua, G compacto e Ĝ Hausdorff, vale que θ(G) é fechado em Ĝ. Logo,
θ(G) = θ(G) = Ĝ.

Assim, θ : G → Ĝ é isomorfismo de grupos. Sendo θ contínua e bijetiva, G compacto e Ĝ
Hausdorff, segue-se que θ é homeomorfismo de espaços topológicos, e portanto θ é isomorfismo de
grupos topológicos.

(i) ⇐⇒ (iii) Esta equivalência é semelhante à provada anteriormente. A primeira implicação
segue novamente da Proposição 2.1.14, em conjunto com o primeiro item Proposição 2.1.15 – que
implica que os subgrupos normais abertos de G formam um sistema fundamental de vizinhanças
da identidade. A implicação contrária é análoga ao caso (ii) ⇒ (i). Basta construir o mesmo
sistema inverso indexado por N = {N ⊳ G | N é aberto}, e considerar seu limite inverso Ĝ e o
mesmo homomorfismo contínuo θ : G → Ĝ. Tem-se que θ é injetiva pois, caso contrário, existira
g ∈ ker θ \ {1} = (

⋂
N∈N N) \ {1}, e como N é um sistema fundamental de vizinhanças abertas da

identidade não existiriam abertos de G separando g de 1, isto é, não existiriam U, V ⊂ G abertos
disjuntos com 1 ∈ U, g ∈ V , contradizendo o fato de G ser Hausdorff. A prova da sobrejetividade
de θ é análoga, assim como a verificação de que θ é homeomorfismo.

De modo análogo, prova-se o seguinte:

Teorema 2.2.8. Seja G um grupo topológico. São equivalentes:

i. G é um grupo pro-p;

ii. G é compacto, totalmente desconexo, e todo subgrupo normal aberto N ⊳o G é tal que G/N
é p-grupo finito;

iii. G é compacto, Hausdorff, e seus subgrupos normais abertos têm índice potência de p e
formam um sistema fundamental de vizinhanças N da identidade 1 ∈ G.
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Demonstração. Basta mimetizar a demonstração do Teorema 2.2.7, observando que se G é pro-
p com (G,ϕi)I = lim

←−
(Gi, ϕij)I , então kerϕi tem índice potência de p para todo i ∈ I, pois

G/ kerϕi ∼= Imϕi ≤ Gi sendo cada Gi um p-grupo finito.

Pelas construções dadas nas demonstrações acima, todo grupo profinito ou pro-p pode ser
escrito como o limite inverso dos seus quocientes por subgrupos normais abertos G = lim

←−
N⊳oGG/N ,

no qual as aplicações do limite inverso são as projeções canônicas.
Dos teoremas anteriores podemos extrair de imediato propriedades muito úteis de grupos profi-

nitos e pro-p, a saber, que tais classes de grupos topológicos são “bem comportadas” em relação a
subgrupos, quocientes e produtos diretos. Isso nos permite construir alguns grupos pro-p a partir
de grupos pro-p já conhecidos.

Proposição 2.2.9. Seja G um grupo profinito. São válidas:

i. H ≤c G =⇒ H é profinito, com a topologia do subespaço;

ii. N ⊳c G =⇒ G/N é profinito, com a topologia quociente;

iii. {Gλ}λ∈Λ família de grupos profinitos =⇒ ∏
λ∈Λ Gλ é grupo profinito, com a topologia do

produto. Em particular, o limite inverso de um sistema inverso de grupos profinitos é ainda
um grupo profinito;

iv. G pro-p e H ≤c G =⇒ H é pro-p, com a topologia do subespaço;

v. G pro-p e N ⊳c G =⇒ G/N é pro-p, com a topologia quociente;

vi. {Gλ}λ∈Λ família de grupos pro-p =⇒ ∏
λ∈Λ Gλ é grupo pro-p, com a topologia do produto.

Em particular, o limite inverso de um sistema inverso de grupos pro-p é ainda um grupo
pro-p.

Demonstração. i. H é compacto por ser subespaço fechado de um compacto, e H é totalmente
desconexo pois G é totalmente desconexo.

ii. Sendo N fechado em G obtem-se que G/N é Hausdorff. Da continuidade da aplicação
quociente π(g) = gN ∈ G/N , segue-se que G/N é compacto. Pela construção da topologia
quociente e pelo Teorema da Correspondência de (sub)grupos, segue-se que os subgrupos
normais abertos de G/N formam uma base de vizinhanças abertas da identidade 1 ∈ G/N .

iii. Na topologia do produto, o produto de espaços totalmente desconexos é totalmente desconexo
e, do Teorema de Tychonoff, o produto de compactos é compacto. A segunda afirmação segue
da construção dada no Teorema 2.1.11, pois o limite inverso de um sistema inverso de grupos
(pro)finitos é um subgrupo fechado do produto direto de tais grupos (análogo ao item (iii)
da Proposição 2.1.14).
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iv. Já vimos que H é profinito. Basta provar que seus subgrupos normais abertos têm índice
potência de p. Seja então M ⊳o H. Como H é fechado em G, sua topologia é induzida pela
topologia de G, de modo que {H ∩ N | N ⊳o G} é um sistema fundamental de vizinhanças
abertas de 1 ∈ H. Em particular, existe N ⊳o G tal que H ∩ N ⊆ M , e assim [H : M ]
divide [H : H ∩N ]. Do Teorema do Isomorfismo, H/(N ∩H) ∼= (HN)/N = π(H), no qual
π : G → G/N denota a projeção canônica. Como G/N é p-grupo finito e π(H) ≤ G/N , o
resultado segue-se.

v. Análogo ao item (ii).

vi. Analogamente ao item (iii), já temos que Ĝ :=
∏
λ∈Λ Gλ é compacto e Hausdorff. Seja N⊳oĜ.

Basta provar que o índice [Ĝ : N ] é potência de p. Pela definição da topologia do produto
e pelo terceiro item do Teorema 2.2.8, existem finitos índices λ1, . . . , λn ∈ Λ e Nλi

⊳o Gλi

tais que Ñ :=
⋂n
i=1 π

−1
λi

(Nλi
) ⊳o N , donde existe um epimorfismo natural Ĝ/Ñ ։ Ĝ/N . Mas

Ĝ/Ñ = Ĝ/(
⋂n
i=1 π

−1
λi

(Nλi
)) ∼= ∏n

i=1 Gλi
/Nλi

, de modo que Ĝ/Ñ é produto direto finito de
p-grupos finitos, sendo portanto p-grupo finito.

2.2.1 Inteiros p-ádicos e Completamentos

A demonstração dada para os teoremas 2.2.7 e 2.2.8 aponta uma maneira construtiva de obter
grupos profinitos e pro-p a partir de grupos conhecidos: se G é um grupo abstrato, podemos visua-
lizar G como grupo topológico com uma topologia “adequada”, e assim o grupo Ĝ = lim

←−
N⊳oGG/N

será profinito ou pro-p. Mais ainda, G possui imagem homomórfica (contínua) ι(G) densa em Ĝ,
pela aplicação natural ι(g) = (gN)N⊳oG. Melhor, se ι é injetiva, podemos identificar naturalmente
G →֒ Ĝ e assim G = Ĝ. Daremos um exemplo de tal construção no caso em que o grupo dado é o
anel dos inteiros Z.

Definição 2.2.10. Sejam G um grupo abstrato e N (G) = {N ⊳ G | [G : N ] < ∞} a família de
seus subgrupos normais de índice finito. Podemos tornar G um grupo topológico pondo N (G)
a ser um sistema fundamental de vizinhanças abertas2 do elemento neutro 1 ∈ G. Nesse caso,
chamamos tal topologia de topologia profinita do grupo abstrato G. Analogamente, dado p ∈ N
primo e considerando Np(G) = {N ⊳G | [G : N ] <∞ e G/N é p-grupo}, dizemos que a topologia
induzida3 por Np(G) é a topologia pro-p do grupo abstrato G.

Fixe p ∈ N um número primo. Ao invés da topologia usual (discreta) de Z, considere a topologia
induzida pela família de seus p-subgrupos, isto é, sua topologia pro-p. Denote Ẑp = lim

←−
Z/piZ. Por

construção, Ẑp é grupo (de fato, anel) pro-p, e a aplicação ι : Z→ Ẑp dada por ι(n) = (n+piZ)i∈N
é contínua, nas topologias acima consideradas. Tem-se que ι é injetiva, pois ker ι =

⋂
i∈N p

iZ = {0},
donde identificamos naturalmente Z →֒ Ẑp e, como vimos, Z = Ẑp.

2Note que N1, N2 ⊳ G com [G : N1], [G : N2] <∞ =⇒ [G : N1 ∩N2] <∞.
3Similarmente, N1 ∩N2 tem índice potência de p caso N1 e N2 tenham tal propriedade.
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Obteremos agora uma bijeção que permite uma útil identificação para o anel pro-p Ẑp. Seguindo
uma tradição da teoria dos números, denote

Zp =




∑

i≥0

aip
i | ai ∈ Z, 0 ≤ ai < p





o conjunto da somas (inteiras) infinitas formais sobre potências do número primo fixado p.

Proposição 2.2.11. Denote ϕi, ϕij as projeções canônicas no limite inverso (Ẑp, ϕi)N = lim
←−

(Z/piZ,

ϕij)N. Existem funções ψi : Zp → Z/piZ, função injetiva ν : Z → Zp, e uma bijeção ψ : Zp → Ẑp
tais que, para quaisquer i, j ∈ N com i ≥ j, o diagrama abaixo comuta:

Z

Zp ✛ ψ ✲
✛

ν

⊃

Ẑp

⊂

ι

✲

Z/piZ
✛

ϕ i
ψ
i

✲

Z/pjZ

ϕij

❄✛

ϕ
j
ψ

j

✲

Demonstração. A existência de ν : Z → Zp é consequência do fato de que todo número inteiro
z pode ser descrito “em base p”, isto é, de maneira única como uma soma z =

∑
i≥0 aip

i com
0 ≤ ai < p, no qual tal soma é finita se z ≥ 0, notando que a expansão de −1 ∈ Z é dada pela
soma formal

∑
i≥0(p− 1)pi. Nesse sentido, identificamos ν(z) =

∑
i≥0 aip

i como a inclusão natural
de Z em Zp.

Definamos agora ψi : Zp → Z/piZ por

ψi


∑

k≥0

akp
k


 =

i−1∑

k=0

akp
k + piZ.

Com tal definição, as aplicações ψi são compatíveis com as aplicações ϕij do sistema inverso, isto
é, ϕij ◦ ψi = ψj.

Seja então ψ : Zp → Ẑp dada por

z =
∑

k≥0

akp
k 7→ (ψn(z))n≥1 =

(
n−1∑

k=0

akp
k + pnZ

)

n≥1

.
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Congruências módulo pi para um inteiro z ∈ Z garantem que ψ ◦ ν(z) = ι(z). Além disso, é
também imediato da definição de ψ que ϕi ◦ ψ = ψi. Resta mostrar que ψ é uma bijeção.

Suponha que ψ(z1) = ψ(z2), com z1 =
∑
i≥0 aip

i, z2 =
∑
i≥0 ãip

i. Então, para todo n ∈ N,∑n−1
i=0 aip

i+pnZ =
∑n−1
i=0 ãip

i+pnZ. Assim, a0−ã0 = m0p para algum m0 ∈ Z. Como 0 ≤ a0, ã0 < p,
vem a0 = ã0, de modo que a1 − ã1 também é múltiplo de p e, de modo análogo, a1 = ã1.
Indutivamente, ai = ãi, ∀i ≥ 0, ou seja, z1 = z2. Logo, ψ é injetiva.

Seja x = (xn + pnZ)n∈N ∈ Ẑp. Ponha a0 = x1. Sendo (Ẑp, ϕi)N = lim
←−

(Z/piZ, ϕij)N, tem-se
x2 + pZ = ϕ2 ◦ ϕ2,1(x) = ϕ1(x) = x1 + pZ, e assim existe a1 ∈ Z com x2 − x1 = a1p e 0 ≤ a1 < p.
Logo, x2 = x1 + a1p = a0 + a1p =

∑1
i=0 aip

i. Repetindo-se tal processo iteradamente, obtem-se
por indução que para cada n ∈ N, existem a0, . . . , an tais que xn =

∑n−1
i=0 aip

i e 0 ≤ ai < p. Ponha
z =

∑
i≥0 aip

i ∈ Zp, no qual os índices ai são como acima. Segue-se que

ψ(z) = (ψn(z))n∈N =

(
n−1∑

i=0

aip
i + pnZ

)

n∈N

= x.

Portanto, ψ é sobrejetiva.

Devido à proposição anterior, podemos tornar Zp = {∑i≥0 aip
i | ai ∈ Z, 0 ≤ ai < p} um anel

topológico, comutativo e com elemento unidade, através da bijeção ψ : Zp → Ẑp. Basta definir em
Zp a topologia

τ = {U ⊆ Zp | ψ(U) ⊆ Ẑp é aberto},
com as operações de soma z1 + z2 = ψ−1(ψ(z1) + ψ(z2)) e produto z1z2 = ψ−1(ψ(z1)ψ(z2)).
Com isso, Zp é isomorfo, como anel topológico, a Ẑp. Mais ainda, devido à comutatividade do
diagrama dado na Proposição 2.2.11, passamos a identificar livremente Zp = Ẑp = lim

←−
Z/piZ com

as aplicações ψi : Zp ։ Z/piZ definidas em 2.2.11, e assim Zp é um anel pro-p. Zp é chamado o
anel dos inteiros p-ádicos.

Observamos ainda que, novamente devido à comutatividade do diagrama dado em 2.2.11, as
operações de soma e produto em Zp, como definidas acima, estendem a soma e produto usuais

de Z e, da maneira como construímos, Z ⊂
ν✲ Zp é um mergulho de aneis topológicos (ainda

considerando em Z a topologia pro-p). Passamos a identificar Z →֒ Zp, e como vimos Z = Zp.
Dessa forma, as operações em Zp coincidem com as operações de somas formais4 (nesse caso,
comutativas), isto é,


∑

i≥0

aip
i


+


∑

i≥0

bip
i


 =

∑

i≥0

(ai + bi)pi e


∑

i≥0

aip
i


 ·


∑

j≥0

bjp
j


 =

∑

i≥0




i∑

j=0

ajbi−j


 pi.

A identificação de lim
←−

Z/piZ como o anel das somas infinitas sobre potências de p nos permite
extrair propriedades úteis de tal anel, algumas listadas a seguir.

Proposição 2.2.12. Seja Zp = lim
←−

Z/piZ o anel dos inteiros p-ádicos, com os homomorfismos

contínuos ψi(
∑
j≥0 ajp

j) =
∑i−1
j=0 ajp

j + piZ. São válidos:

4Note que aqui as operações ai + bi e aibj são feitas da maneira usual, podendo-se depois reescrever a soma e o
produto em novas expansões p-ádicas com a exigência de que os coeficientes não sejam múltiplos de p.
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i. kerψi = piZp, {piZp}i≥0 é um sistema fundamental de vizinhanças abertas do 0, e Zp/piZp ∼=
Z/piZ, ∀i ≥ 0;

ii. Zp é um domínio de integridade;

iii. Zp admite uma cadeia descendente de ideais fechados

Zp ⊇ pZp ⊇ p2Zp ⊇ p3Zp ⊇ · · · ,
no qual

⋂
i≥0 p

iZp = {0}. Além disso, pZp é o único ideal maximal de Zp, e tem-se U(Zp) =
Zp \ pZp, no qual U(Zp) é o grupo das unidades de Zp;

iv. Zp é não-enumerável;

v. Para quaisquer G grupo pro-p e f : Z → G homomorfismo contínuo (sendo Z munido da
topologia pro-p), existe um único homomorfismo contínuo θ : Zp → G tal que θ|Z = f ;

vi. Dado G grupo pro-p, existe um único homomorfismo contínuo Zp × G → G, denotado
(z, g) 7→ gz, tal que: gn = g · g · · · g︸ ︷︷ ︸

n termos

, ∀n ∈ Z; gz1+z2 = gz1gz2 e (gz1)z2 = gz1z2 , ∀z1, z2 ∈ Zp.

Mais ainda, se g1, g2 ∈ G comutam, então (g1g2)z = gz1g
z
2.

Demonstração. i. Tem-se que piZp = {∑∞j=i aj−ipj | aj ∈ Z, 0 ≤ aj < p} e kerψi = {∑i≥0 aip
i ∈

Zp |
∑i−1
j=0 ajp

j é múltiplo de pi}, ou seja, piZp = kerψi. As outras afirmações então seguem
da identificação (Zp, ψi)N = lim

←−
Z/piZ, notando que cada ψi é sobrejetiva.

ii. Sejam z1 =
∑
i≥0 aip

i, z2 =
∑
j≥0 bjp

j ambos não-nulos, isto é, existem i e j menores possíveis
tais que ai 6= 0 6= bj. Denote z1z2 =

∑
k≥0 ckp

k, pondo 0 ≤ ck < p para todo k. Nesse caso,
tem-se que ci+j ≡ aibj mod p. Como 0 < ai, bj < p, segue-se que ci+j 6= 0, e assim z1z2 6= 0.

iii. Como piZp = kerψi = ψ−1
i ({0}), cada piZp é um ideal fechado de Zp, e as inclusões são

evidentes. Sendo Zp/pZp ∼= Fp o corpo de ordem p, tem-se que pZp é um ideal maximal. E
pZp é único pois se z ∈ Zp \ pZp, então z é uma unidade, o que implica que cada ideal não
contido em pZp é o próprio Zp. Verifiquemos então que Zp = U(Zp) ·∪ pZp.
Dado z ∈ Zp \ pZp, tem-se z =

∑
i≥0 aip

i com 0 < a0 < p. Com isso, existe b0 ∈ Z tal que
0 < b0 < p e a0b0 ≡ 1 mod p, digamos a0b0 = 1 + c0p com 0 < c0 < p. Assim,

zb0 =


a0 +

∑

i≥1

aip
i


 b0 = 1 + w,

no qual w = c0p + b0
∑
i≥1 aip

i ∈ pZp. Mostrando que 1 + w ∈ U(Zp), obter-se-á z(b0(1 +
w)−1) = 1, i.e., z ∈ U(Zp). Definindo-se sn =

∑n−1
i=1 (−w)i para cada n ∈ N, obtem-se que

(1 + w)(1 + sn) = 1 − wn ∈ 1 + pnZp. Como {pnZp}n∈N é um sistema fundamental de
vizinhanças abertas do 0 e

⋂
n∈N p

nZp = {0}, segue-se que wn → 0 e limn→∞ sn converge,
digamos a s. Assim, a continuidade da soma e do produto garantem que (1 + w)(1 + s) =
(1 + w)(1 + lim sn) = lim(1 − wn) = 1, ou seja, 1 + w admite inverso multiplicativo 1 + s,
como queríamos.

35



iv. Como Zp = {∑i≥0 aip
i | ai ∈ Z, 0 ≤ ai < p} está em bijeção com o conjunto das sequências

infinitas cujos termos estão em {0, 1, . . . , p − 1}, basta aplicar o Método da Diagonal de
Cantor para obter o resultado.

v. Sejam G grupo pro-p e f : Z → G homomorfismo contínuo. Identifiquemos novamente
(Zp, ψi)N = lim

←−
Z/piZ. Pela construção dada no Teorema 2.2.8, podemos escrever G =

lim
←−

M⊳oGG/M , com as projeções canônicas ϕM : G։ G/M e ϕMNG/M ։ G/N se M ≤ N .

Para cada M ⊳o G, como f é contínua, existe i minimal tal que piZ ⊆ f−1(M). Logo, existe
único homomorfismo contínuo f̃M : Z/piZ → G/M tal que f̃M(z + piZ) = f(z)M . Defina
então a família de homomorfismos contínuos

θM : Zp
ψi✲✲ Z/piZ

f̃M✲✲ G/M, M ⊳o G.

Tem-se que ϕMN ◦ θM = θN sempre que M ≤ N . Pela propriedade universal do limite
inverso, existe único homomorfismo contínuo θ : Zp → G tal que ϕM ◦ θ = θM , ou seja,
ϕM ◦ θ|Z = ϕM ◦ f , para qualquer M ⊳oG. Afirmamos que θ|Z = f . Para cada z ∈ Z, tem-se
θ(z)(f(z))−1 ∈ kerϕM = M , para todo M ⊳o G. Assim,

θ(z)(f(z))−1 ∈
⋂

M⊳oG

M = {1},

ou seja, θ(z) = f(z), como queríamos. Por fim, se τ : Zp → G é outro homomorfismo
contínuo tal que τ |Z = f , tem-se τ |Z = f = θ|Z e, sendo Z denso em Zp, segue-se que τ = θ.

vi. Para cada g ∈ G, a aplicação potenciação fg : Z→ G, fg(n) = gn é homomorfismo contínuo,
nas topologias consideradas, e possui as propriedades de soma e produto do enunciado.
Logo, pelo item anterior, cada tal função estende-se a um único homomorfismo contínuo
θg : Zp → G, gz := θg(z), com as propriedades do enunciado. Definindo-se a ação contínua
Zp ×G→ G por (z, g) 7→ θg(z), o resultado segue-se.

Observe que, como Zp é um domínio de integridade, podemos construir Qp o seu corpo de
frações, chamado o corpo dos números p-ádicos.

O método aqui apresentado, via limite inverso, não é a única maneira de se construir o anel
dos inteiros p-ádicos Zp. De fato, as propriedades topológicas de Zp vistas acima garantem que tal
anel é exatamente o mesmo que pode ser construído através da métrica induzida pela valoração
p-ádica, chamada a métrica p-ádica, | · |p. Define-se tal métrica no corpo dos números racionais
Q, e o corpo dos números p-ádicos Qp é tomado como o quociente do espaço métrico completo
com relação a | · |p (que é um anel) pelo ideal maximal das sequências que tendem a zero na
métrica dada. Zp é então obtido como o anel de valoração Zp = {x ∈ Qp | |x|p ≤ 1}. Referi-
mos ao leitor o texto de Gouvêa [8] para a abordagem acima descrita dos números p-ádicos. Na
Seção 3.3 de [8] (em particular, [8, Corolário 3.3.5]) tem-se a verificação de algumas das propri-
edades aqui descritas, que garantem que ambas as construções produzem o mesmo anel topológico.
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Como visto no item (v) da Proposição 2.2.12, Zp possui uma propriedade universal. Mais ainda,
se inspecionarmos a demonstração de tal resultado, vemos que as únicas propriedades utilizadas
foram as advindas do limite inverso Zp = lim

←−
Z/piZ. Alternativamente, dizemos que Zp é o

completamento pro-p de Z, e a propriedade universal supracitada nos leva à:

Definição 2.2.13. Seja G um grupo abstrato.

i. Munindo G da topologia profinita, dizemos que um par (Ĝ, ι) é um completamento profinito
de G, no qual Ĝ é um grupo profinito e ι : G → Ĝ é homomorfismo contínuo, quando
ι(G) = Ĝ e,

G
ι ✲ Ĝ

H

f

❄✛

ϕ

para quaisquer H grupo profinito e f : G → H homomorfismo contínuo, existir um único
ϕ : Ĝ→ H homomorfismo contínuo tal que ϕ ◦ ι = f ;

ii. Analogamente, munindo G da topologia pro-p, dizemos que um par (Ĝp, ν) é um completa-
mento pro-p de G, no qual Ĝp é um grupo pro-p e ν : G→ Ĝp é um homomorfismo contínuo,
quando ν(G) = Ĝp e, para quaisquer H grupo pro-p e f : G → H homomorfismo contínuo,
existir um único ϕ : Ĝp → H homomorfismo contínuo tal que ϕ ◦ ν = f .

Antecipadamente, já fixamos acima a notação para completamentos pois, como de praxe com
objetos universais, mostra-se a unicidade dos completamentos, a menos de isomorfismo topológico.

Teorema 2.2.14. Seja G um grupo arbitrário. Então:

i. Existem (Ĝ, ι) e (Ĝp, ν) completamentos profinito e pro-p de G, respectivamente;

ii. Se Ĝ1 e Ĝ2 são completamentos profinitos (ou pro-p) de G com respectivas funções ι1 : G→
Ĝ1 e ι2 : G→ Ĝ2, então existe um único isomorfismo de grupos topológicos ϕ : Ĝ1 → Ĝ2 tal
que ϕ ◦ ι1 = ι2.

Demonstração. A existência de completamentos de um grupo qualquer já foi essencialmente ve-
rificada, e por isso apenas a esboçaremos aqui. Primeiramente, deve-se notar que ambos N :=
N (G) = {N⊳G | [G : N ] <∞} eNp := Np(G) = {N⊳G | [G : N ] <∞ e G/N é p-grupo} são dire-
cionados, similarmente ao Exemplo 2.1.8. Define-se então Ĝ = lim

←−
N∈NG/N e Ĝp = lim

←−
N∈Np

G/N ,
com as aplicações naturais ι(g) = (gN)N∈N e ν(g) = (gN)N∈Np

. Ambas são homomorfismos
contínuos, pelas definições das topologias profinitas e pro-p. De maneira análoga ao feito nas
demonstrações dos teoremas 2.2.7 e 2.2.8, ι(G) ⊂ Ĝ e ν(G) ⊂ Ĝp são densos. E, de modo inteira-
mente análogo ao feito na prova do item (v) da Proposição 2.2.12, Ĝ e Ĝp possuem as respectivas
propriedades universais dos completamentos profinito e pro-p.
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Verifiquemos a unicidade no caso profinito (o caso pro-p é inteiramente análogo). Da pro-
priedade universal dos completamentos, existem únicos ϕ := ϕ1 : Ĝ1 → Ĝ2 e ϕ2 : Ĝ2 → Ĝ1

homomorfismos contínuos tais que (ϕ ◦ϕ2) ◦ ι2 = ι2 e (ϕ2 ◦ϕ) ◦ ι1 = ι1. Mais uma vez da universa-
lidade, id

Ĝ1
e id

Ĝ2
são os únicos homomorfismos contínuos tais que id

Ĝ2
◦ ι2 = ι2 e id

Ĝ1
◦ ι1 = ι1.

O resultado segue-se.

Como consequência da construção dos completamentos, as aplicações ι : G→ Ĝ e ν : G→ Ĝp

são injetivas se, e somente, G é um grupo, respectivamente, residualmente finito ou residualmente
p, isto é, a interseção de seus subgrupos normais de índice finito é trivial (respectivamente, a
interseção de seus subgrupos normais cujos índices são potências de p é trivial).

2.3 Grupos Pro-p Finitamente Gerados

Definição 2.3.1. Sejam G um grupo profinito e X ⊂ G. Dizemos que X gera G como grupo
topológico quando o subgrupo abstrato 〈X〉 é denso em G, isto é, G = 〈X〉. Quando X é finito,
dizemos que G é finitamente gerado (como grupo topológico). Nesse caso, denotamos d(G) como
sendo a menor cardinalidade dentre os conjuntos geradores de G. Caso G não seja finitamente
gerado, denotamos d(G) =∞.

Quando não houver risco de confusão, diremos simplesmente que o conjunto X gera o grupo
profinito G, ao invés de dizer que X gera G topologicamente.

Exemplo 2.3.2. O grupo abeliano aditivo Zp é gerado, como grupo topológico, por {1}, pois
〈1〉 = Z e Z = Zp. Assim como Z é o único grupo cíclico infinito, seu análogo pro-p Zp é o único
grupo pro-p procíclico (i.e., um grupo topológico que é o limite inverso de p-grupos cíclicos finitos).

Exemplo 2.3.3. De maneira geral, devido ao item (vi) da Proposição 2.2.12, todo grupo pro-p
procíclico G (ou seja, tal que d(G) = 1) pode ser caracterizado por G = 〈g〉 = {gz | z ∈ Zp}, para
algum g ∈ G \ {1}.

Exemplo 2.3.4. Analogamente a Zp, o completamento profinito Ẑ = lim
←−

n∈NZ/nZ de Z é tal que

d(Ẑ) = 1, pois 〈1〉 = Z e Z = Ẑ.

Assim como subgrupos de índice finito em grupos abstratos finitamente gerados são também
finitamente gerados, tem-se um resultado semelhante no caso profinito:

Proposição 2.3.5. Se G é um grupo profinito com d(G) < ∞ e H ≤o G, então H também é
finitamente gerado.

Demonstração. Tome um subconjunto finito X̃ ⊂ G tal que G = 〈X̃〉. Defina X = X̃ ∪ X̃−1.
Tem-se que X é finito, X−1 = X, e vale ainda G = 〈X〉. Como H é aberto e G é compacto, o
índice n = [G : H] é finito. Logo, podemos tomar T = {t1, . . . , tn} ⊂ G tal que G = ·∪ni=1Hti,
e podemos supor que 1 ∈ T , digamos t1 = 1. Para cada g ∈ G, denote sg o elemento de T tal
que Hg = Hsg. Com isso, defina Y = {tx(stx)−1 | x ∈ X, t ∈ T}. Como X e T são finitos, Y
é também finito. Denote K = 〈Y 〉. Por construção, K é (topologicamente) finitamente gerado
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e K ≤c H. Mostremos que de fato vale K = H. Dados k ∈ K, x ∈ X e t ∈ T , tem-se que
ktx = ktx(stx)−1stx ∈ KT . Em particular, como 1 ∈ KT , obtem-se que X ⊆ KTX ⊆ KT ,
e indutivamente qualquer produto finito X · X · · ·X está contido em KT . Por ser X = X−1,
segue-se que 〈X〉 ≤ KT . Mas K ≤c G e T é finito, donde G = 〈X〉 ⊆ KT ⊆ G. Ou seja,
·∪ni=1Hti = G = ·∪ni=1Kti, e conclui-se que H ⊆ K.

Definição 2.3.6. Dado um grupo profinito G, a interseção de todos os seus subgrupos maximais
abertos (próprios) é dita o subgrupo de Frattini de G, denotado Φ(G).

Note que o subgrupo de Frattini Φ(G) é um subgrupo normal fechado. Isso segue do fato
de que Φ(G) é um subgrupo característico do grupo profinito G, isto é, para cada automorfismo
contínuo f : G → G vale f(Φ(G)) ⊆ Φ(G). Tal afirmação é consequência da propriedade de que
isomorfismos (no caso, contínuos) preservam subgrupos maximais. Fica definido então o grupo
profinito G/Φ(G), chamado o quociente de Frattini de G.

No caso de grupos pro-p, o subgrupo de Frattini possui propriedades interessantes. Começare-
mos com alguns resultados básicos, do caso geral.

Definição 2.3.7. Um elemento g de um grupo profinito G é dito um não-gerador quando a
implicação (G = 〈X, g〉 =⇒ G = 〈X〉) for verdadeira, para qualquer conjunto de geradores
X ⊂ G. Em outras palavras, g pode ser omitido de qualquer conjunto de geradores de G.

Proposição 2.3.8. Para qualquer G grupo profinito, Φ(G) = {g ∈ G | g é não-gerador }.
Demonstração. Denote Ñ = {g ∈ G | g é não gerador}.

Lembremos que todo subgrupo aberto de um grupo topológico é também fechado. Seja H
subgrupo aberto maximal (próprio) de G. Dado g ∈ G um não-gerador, suponha, por absurdo,
que g /∈ H. Considere o subgrupo 〈H, g〉. Tem-se 〈H〉 = H = H ( G, de modo que 〈H, g〉 = G
já que H é maximal (próprio). Como g é não-gerador, 〈H, g〉 = H 6= G, uma contradição. Logo,
g ∈ H e assim Ñ ⊆ Φ(G).

Reciprocamente, seja g ∈ Φ(G) e suponha, por absurdo, que g /∈ Ñ . Isso significa que existe
X ( G tal que 〈X, g〉 = G mas 〈X〉 6= G. Como 〈X〉 é fechado, tem-se 〈X〉 =

⋂
N∈N N〈X〉, no

qual N = {N ⊂ G | N é subgrupo normal aberto}. Podemos tomar então M ≤o G maximal com
respeito às propriedades de conter 〈X〉 e não conter g. Nesse caso, M é de fato subgrupo maximal
de G, pois se M ( H ≤o G, então H ≥ 〈X, g〉 = G. Com isso, g /∈ M ⊃ Φ(G), uma contradição.
Portanto g ∈ Ñ , isto é, Φ(G) ⊆ Ñ , como queríamos.

Proposição 2.3.9. Sejam G grupo profinito, H subgrupo fechado de G, e X ⊂ Φ(G) qualquer.
Se G = 〈H,X〉, então G = H. Em particular, se HΦ(G) = G, então G = H.

Demonstração. Como Φ(G) é o conjunto dos não-geradores de G, tem-se que G = 〈H,X〉 = 〈H〉 =
H = H.

Lema 2.3.10. Seja G grupo profinito finitamente gerado. Então d(G) = d(G/Φ(G)).

Demonstração. Denote π : G ։
G

Φ(G)
a projeção canônica. Evidentemente, d(G) ≥ d(G/Φ(G)).

Seja X ⊂ G tal que π(X) gera G/Φ(G) e d(G/Φ(G)) = |X|. Então G = π−1(〈π(X)〉) =
〈X〉Φ(G) = 〈X,Φ(G)〉 = 〈X〉, pela Proposição 2.3.9. Logo, d(G/Φ(G)) ≥ d(G).
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Daremos agora a caracterização mais forte do subgrupo de Frattini no caso pro-p.

Teorema 2.3.11. Seja G um grupo pro-p. Então:

i. Todo subgrupo maximal aberto (próprio) de G tem índice p;

ii. O quociente de Frattini G/Φ(G) é um espaço vetorial sobre o corpo Fp de ordem p. Em
particular, se G é finitamente gerado, então G/Φ(G) =

⊕d(G)
i=1 Fp;

iii. Φ(G) = G′Gp, no qual Gp = {gp | g ∈ G} é o subgrupo das p-potências de G, e G′ = [G,G]
é o subgrupo dos comutadores.

Demonstração. i. Seja M subgrupo maximal aberto de G. Então M é fechado, e M tem índice
finito em G por ser G compacto. Considere MG =

⋂
g∈G g

−1Mg o cerne de M em G, seu maior
subgrupo o qual é normal em G. Como [G : M ] <∞, o índice de MG em G é também finito.
Tem-se que MG é subgrupo (normal) fechado de G. Logo, G̃ = G/MG é um p-grupo finito,
e M̃ = M/MG é um subgrupo maximal de G̃. Considere N

G̃
(M̃) = {ḡ ∈ G̃ | ḡ−1M̃ḡ = M̃}

o normalizador de M̃ em G̃, e

γ1(G̃) = G̃ ≥ γ2(G̃) = [G̃, G̃] = G̃′ ≥ γ3(G̃) = [γ2(G̃), G̃] ≥ . . .

a série central descendente de G̃. Como todo p-grupo finito é nilpotente, a série central
descendente de G̃ estabiliza no subgrupo trivial, e portanto existe índice i tal que γi+1(G̃) ≤
M̃ mas γi(G̃) ( M̃ . Como [γi(G̃), M̃ ] ≤ [γi(G̃), G̃] = γi+1(G̃) ≤ M̃ , segue-se que γi(G̃) ≤
N
G̃

(M̃) e, em particular, M̃ ( N
G̃

(M̃). Como M̃ é subgrupo maximal de G̃, segue-se que
N
G̃

(M̃) = G̃, isto é, M̃ é normal em G̃. Agora, a maximalidade de M̃ implica que o p-grupo
finito G̃/M̃ não possui subgrupos não-triviais. Logo, M̃ tem índice p em G̃, e portanto

[G : M ] =

∣∣∣∣∣
G/MG

M/MG

∣∣∣∣∣ = [G̃ : M̃ ] = p.

ii. Escreva Φ(G) =
⋂

λ∈L

Mλ, sendo {Mλ}λ∈L a família de todos os subgrupos maximais abertos

de G. Considere o homomorfismo

f : G ✲✲
∏

λ∈L

G

Mλ

g ✲ (gMλ)λ∈L.

Tem-se que ker(f) =
⋂
λ∈LMλ = Φ(G). Pelo item anterior, G/Mλ

∼= Fp, e assim Im(f) é um
subespaço do espaço vetorial

∏

λ∈L

Fp. O resultado segue-se do Teorema do Isomorfismo.
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iii. ComoG/Φ(G) é espaço vetorial sobre o corpo Fp, vale queG/Φ(G) é abeliano e cada elemento
g ∈ G/Φ(G) é tal que (g)p+1 = g. Logo, G′Gp ⊂ Φ(G).

Seja agora a ∈ G\G′Gp arbitrário. Mostremos que a /∈ Φ(G). Como G é Hausdorff e
compacto, existem U1, U2 ⊂ G abertos disjuntos tais que a ∈ U1 e G′Gp ⊂ U2. Note que
1 ∈ U2, já que G′Gp é subgrupo. Pelo Teorema 2.2.8, existe N subgrupo normal aberto de
G tal que N ⊂ a−1U1 e N ⊂ U2, de modo que aN ∩G′Gp = ∅. Considere os p-grupos finitos

H = G/N e K =
G′GpN

N
⊳ H,

e denote a = aN ∈ H. O quociente H/K é um grupo abeliano finito com a propriedade de
que para todo h ∈ H tem-se hp ∈ K. Segue-se da Classificação de Grupos Abelianos Finitos
que H/K é isomorfo a uma soma direta finita

⊕n
i=1 Fp. Como aN∩G′Gp = ∅, tem-se que aK

é um elemento não-trivial de H/K ∼= ⊕n
i=1 Fp. Sendo Fp cíclico de ordem prima p, podemos

construir M̃ subgrupo maximal do p-grupo finito H = G/N tal que sua projeção em H/K
é um subgrupo maximal que não contem aK, no qual a = aN . Isso significa que podemos
obter M subgrupo maximal aberto de G tal que a /∈M ⊃ Φ(G). Portanto, Φ(G) ⊂ G′Gp.

Em outras palavras, o teorema acima nos diz que o quociente de Frattini G/Φ(G) de um grupo
pro-p G é seu quociente maximal abeliano de expoente p.

Encerramos esta seção com uma equivalência que relaciona a quantidade de geradores de um
grupo pro-p à estrutura topológica de seu subgrupo de Frattini.

Proposição 2.3.12. Seja G um grupo profinito finitamente gerado. Para cada n ∈ N, G admite
apenas um número finito de subgrupos normais abertos cujos índices são iguais a n.

Demonstração. Se N ⊳o G, então N = kerϕN , para algum epimorfismo ϕN : G ։ X, no qual
X é um grupo finito com |X| = n = [G : N ]. Agora, como G é finitamente gerado, cada tal
epimorfismo ϕN fica unicamente determinado pelas imagens por ϕN dos geradores de G no grupo
finito X. Logo, o conjunto {ϕN | ϕN : G ։ X é epimorfismo} é finito. Como existe apenas uma
quantidade finita de grupos X cuja cardinalidade é n, o resultado segue-se.

Teorema 2.3.13. Seja G um grupo pro-p. G é finitamente gerado se, e somente se, seu subgrupo
de Frattini Φ(G) é aberto.

Demonstração. Suponha G finitamente gerado. Pelo Teorema 2.3.11, cada subgrupo maximal
aberto M de G tem índice índice p. Pela Proposição 2.3.12, existe apenas uma quantidade finita
de tais subgrupos maximais abertos, digamos M1, . . . ,Mn. Ou seja, Φ(G) =

⋂n
i=1 Mi. Logo, Φ(G)

é aberto, por ser a interseção finita de abertos.
Reciprocamente, suponha Φ(G) aberto. Sendo então Φ(G)⊳oG, vale que o quociente de Frattini

G/Φ(G) é um p-grupo finito, donde existe X ⊆ G conjunto finito tal que π(X) gera G/Φ(G), no
qual π : G ։ G/Φ(G) denota a projeção canônica. Com isso, G = 〈X〉Φ(G) = 〈X〉, pela
Proposição 2.3.9.
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2.4 Grupos Pro-p Livres e Apresentações de Grupos Pro-p

Nesta seção fazemos um paralelo ao estudo feito no Capítulo 1 sobre grupos livres abstratos.
Novamente via uma propriedade universal define-se, agora no cenário pro-p, um objeto análogo
ao grupo livre abstrato (1.1.1). Nosso objetivo é traduzir para o contexto pro-p a noção de apre-
sentações (1.2.1) e apresentações finitas (1.3.1), e estudar algumas propriedades de grupos pro-p
finitamente apresentáveis. As noções de grupo pro-p livre aqui usadas seguem as linhas de [16].

Definição 2.4.1. Sejam X um espaço topológico profinito, F um grupo pro-p e i : X → F uma
aplicação contínua tal que a imagem de X por i gera F como grupo topológico, isto é, F = 〈i(X)〉.
Dizemos que F (com a aplicação i) é um grupo pro-p livre sobre o espaço profinito X quando,

X
i ✲ F

G

f

❄✛

ϕ

dados quaisquer G grupo pro-p e f : X → G função contínua com 〈f(X)〉 = G, existir um único
homomorfismo contínuo ϕ : F → G tal que ϕ◦i = f . Nesse caso, dizemos que ϕ é o homomorfismo
(contínuo) que estende a função contínua f , e dizemos ainda que X é uma base de F .

Semelhante ao que ocorre no caso abstrato, tem-se os seguintes resultados básicos.

Proposição 2.4.2. Se F é um grupo pro-p livre sobre um espaço profinito X com a aplicação
i : X → F , então i é injetiva e 1 /∈ i(X).

Demonstração. Se X = {x}, segue-se da propriedade universal do grupo pro-p livre que existe um
único homomorfismo contínuo ϕ : F → Fp tal que ϕ ◦ i(x) = 1 ∈ Fp, donde i(X) ∩ kerϕ = ∅.

Suponha agora que X tenha pelo menos dois elementos, e sejam x, y ∈ X distintos. Conside-
remos a coleção R de todas as relações de equivalência R de X tais que suas respectivas classes
laterais zR ⊂ X são subespaços simultaneamente abertos e fechados em X. Pelo item (iii) do
Teorema 2.1.18, existe R ∈ R tal que as classes laterais xR e yR são distintas. Considere o espaço
X/R com a topologia quociente, G o p-grupo finito G = Fp ⊕ Fp, e f̃ : X/R → G uma aplicação
contínua qualquer tal que f̃(xR) = (1, 0) e f̃(yR) = (0, 1). Ponha f : X → G a composição
f = f̃ ◦ π, no qual π : X ։ X/R denota a projeção canônica. Tem-se então que f é contínua e,
da universalidade do grupo pro-p livre, existe único homomorfismo contínuo ϕ : F → G tal que
ϕ ◦ i = f . Como f(x) 6= f(y), vem i(x) 6= i(y), e assim i é injetiva. Além disso, por construção,
{i(x), i(y)} ∩ kerϕ = ∅, de modo que a arbitrariedade de x, y ∈ X implica que 1 /∈ i(X).

Teorema 2.4.3. Seja X um espaço profinito. Então:

i. Existem F grupo pro-p e i : X → F função contínua tais que F (com a função i) é grupo
pro-p livre sobre X;
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ii. Se F1 e F2 são grupos pro-p livres sobreX, com respectivas funções i1 : X → F1 e i2 : X → F2,
então existe um único isomorfismo de grupos topológicos ϕ : F1 → F2 tal que ϕ ◦ i1 = i2.

Demonstração. i. Seja FX o grupo livre abstrato (1.1.1) com base X, identificando o espaço
X →֒ FX , e considere

N = {N ⊳ FX | [FX : N ] é potência de p e, ∀g ∈ FX , gN ∩X é aberto em X}.

Tem-se então que N é conjunto direcionado, pela ordem induzida pela inclusão de conjuntos
(analogamente ao Exemplo 2.1.8). Ponha (F, ϕN)N = lim

←−
N∈N (FX/N, ϕMN)N , e i : X → F a

restrição aX do homomorfismo natural ι : FX → lim
←−

FX/N dado por ι(g) = (gN)N∈N . Como
para cada M ∈ N as composições ϕM ◦ i(x) = xM são contínuas, segue-se da Proposição
2.1.15 que i é contínua. Sejam agora G um grupo pro-p e f : X → G contínua tal que
〈f(X)〉 = G. Verifiquemos para F a propriedade universal de grupo pro-p livre. Como
G é o limite inverso de p-grupos finitos, digamos (G,ψj) = lim

←−
(Gj, ψjk), basta verificar

a propriedade para cada p-grupo Gj e as aplicações contínuas fj := ψj ◦ f : X → Gj

assumindo Gj = 〈fj(X)〉. Ou seja, queremos mostrar que existe um único homomorfismo
contínuo ϕj : F → Gj tal que ϕj ◦ i = fj. Por ser FX o grupo livre (abstrato) com base X,
existe (único) epimorfismo (de grupos abstratos) ϕ̃j : FX ։ Gj tal que ϕ̃j|X = fj. Como Gj

é p-grupo finito, tem-se H := ker ϕ̃j ∈ N , e a composição ϕj : F
ϕH✲ FX/H

∼=✲ Gj é o
único homomorfismo contínuo tal que ϕj ◦ i = fj.

ii. Da universalidade do grupo pro-p livre, idF1
e idF2

são os únicos homomorfismos contínuos tais
que idF1

◦i1 = i1 e idF2
◦i2 = i2. Novamente da universalidade, existem únicos homomorfismos

contínuos ϕ1 : F1 → F2 e ϕ2 : F2 → F1 tais que ϕ1 ◦ i1 = i2 e ϕ2 ◦ i2 = i1. Logo,
(ϕ1 ◦ ϕ2) ◦ i2 = i2 e (ϕ2 ◦ ϕ1) ◦ i1 = i1, e assim a unicidade inicialmente apontada implica
ϕ1 ◦ ϕ2 = idF2

e ϕ2 ◦ ϕ1 = idF1
. Portanto ϕ := ϕ1 : F1 → F2 é isomorfismo de grupos

topológicos.

Mais uma vez, temos unicidade do objeto universal em questão, e passamos a tratar do grupo
pro-p livre sobre um espaço profinito X, denotado F̂ (X)p. Dado então um grupo pro-p G, dizemos

que G é livre com base X quando G é isomorfo (como grupo topológico) ao grupo pro-p livre F̂ (X)p
sobre o espaço profinito X.

Uma observação. Alguns autores consideram o grupo pro-p livre F̂ (X)p com uma restrição a

mais: a aplicação i : X → F̂ (X)p deve convergir a 1, isto é, todo aberto de F̂ (X)p contem todos os
pontos de i(X), à exceção de um número finito de tais pontos. Um tal grupo às vezes é denotado
F r
p̂ (X), o grupo pro-p livre restrito. A razão para não considerarmos tal restrição neste trabalho

se deve ao nosso interesse em grupos finitamente apresentáveis: se a base X do grupo pro-p livre
F̂ (X)p é finita (espaço topológico discreto compacto), então F̂ (X)p coincide com o grupo pro-p
livre restrito F r

p̂ (X).
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Daqui em diante particularizaremos nosso estudo de grupos pro-p livres àqueles que possuem
base finita. Em particular, resultados obtidos na Seção 2.3 valem para tais grupos.

Não à toa escolhemos a notação F̂ (X)p para representar o grupo pro-p livre com base X. De
fato, a demonstração dada no Teorema 2.4.3 evidencia a ligação entre o grupo livre abstrato e o
grupo livre pro-p, a saber, via o completamento pro-p, visto na Seção 2.2.1. A seguir enunciamos
resultados estabelecendo tal ligação.

Proposição 2.4.4. Seja F = F̂ (X)p o grupo pro-p livre sobre um conjunto finito X com n
elementos. Então qualquer conjunto de geradores de F com n elementos é uma base de F . Além
disso, se X̃ é uma outra base de F , vale |X̃| = n.

Demonstração. Denote X = {x1, . . . , xn} e seja Y = {y1, . . . , yn} ⊂ F um outro conjunto gerador
de F . Da universalidade, considere ϕ : F → F o (único) homomorfismo contínuo tal que ϕ(xi) = yi.
Tem-se então que ϕ é epimorfismo. Queremos garantir que ϕ é isomorfismo de grupos topológicos.
Se ϕ for injetiva então ϕ será também homeomorfismo, já que F é compacto. Basta mostrar então
a injetividade de ϕ. Para cada n ∈ N, considere Nn = {N ⊳ F | N é aberto e [F : N ] = n} e
a função Ψn : Nn → Nn dada por Ψn(N) = ϕ−1(N). Tem-se que Ψn é injetiva e, como Nn é
finito pela Proposição 2.3.12, segue-se que Ψn é uma bijeção. Mas, se M é um qualquer subgrupo
normal aberto de F , então M é um p-grupo finito, e assim existem n ∈ N e N ∈ Nn tais que
M = Ψn(N) = ϕ−1(N). Em particular, M ⊇ ϕ−1({1}) = kerϕ, donde kerϕ ⊆ ⋂N⊳oF N = {1}.

Agora, seja X̃ = {z1, . . . , zm} outra base de F e suponha, por absurdo, que m 6= n. Sem perda
de generalidade, suponha m > n. Considere f : X̃ → F dada por f(zi) = xi, se 1 ≤ i ≤ n, e

f(zi) = 1, caso contrário. Da universalidade, existe homomorfismo contínuo ϕ : F̂ (X̃)p → F que
estende f , e ϕ é evidentemente sobrejetivo. Por argumento inteiramente análogo ao acima, obtem-

se que kerϕ ⊆ ⋂
N⊳oF (X̃)p̂

N = {1}, donde F̂ (X̃)p é isomorfo a F , uma contradição. Portanto,

|X̃| = n.

Em decorrência da proposição acima, estabelecemos a:

Definição 2.4.5. Dado um grupo pro-p livre F = F̂ (X)p com base X, definimos posto(F ) = |X|,
a cardinalidade de uma (qualquer) base de F .

Note que posto(F̂ (X)p) = d(F̂ (X)p), i.e., a cardinalidade da base de F̂ (X)p é obrigatoriamente
seu número minimal de geradores.

Teorema 2.4.6. Seja FX o grupo livre abstrato sobre um conjunto finito X. Então o com-
pletamento pro-p F̂ p de FX é o grupo pro-p livre com base X. Em particular, posto(FX) =

posto(F̂ (X)p).

Demonstração. Segue imediatamente da construção do grupo pro-p livre F̂ (X)p dado no Teorema
2.4.3, e da proposição anterior.

Citemos ainda o seguinte resultado, análogo ao caso abstrato dado no Teorema de Nielsen-
Schreier 1.1.10.
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Teorema 2.4.7. Sejam F̂ (X)p o grupo pro-p livre sobre um espaço finito X e H subgrupo aberto

de F̂ (X)p. Então H é um grupo pro-p livre com base finita, e

posto(H) = [F̂ (X)p : H](posto(F̂ (X)p)− 1) + 1.

Referimos ao leitor [21, Teorema 5.4.4, p. 82] ou [16, Teorema 3.6.2, p. 118] para demonstrações
do resultado acima. Tal teorema, assim como diversas outras conexões entre grupos abstratos
e grupos pro-p, são devidos à ligação entre ambos os casos via completamentos. O Teorema
2.4.6 evidencia mais ainda tal ligação, e assim alguns resultados do cenário abstrato podem ser
traduzidos, com uma certa adequação ao contexto, ao cenário pro-p.

Proposição 2.4.8. Todo grupo pro-p é quociente de um grupo pro-p livre.

Demonstração. Seja G um grupo pro-p arbitrário e fixe X ⊆ G um subespaço profinito tal que
〈X〉 = G, e denote f : X →֒ G a inclusão. Considere F̂ (X)p o grupo pro-p livre com base X. Pela

universalidade, existe um homomorfismo contínuo ϕ : F̂ (X)p → G que estende f . Como F̂ (X)p é
compacto e 〈X〉 é denso em G e ϕ é homomorfismo contínuo, segue-se que ϕ é sobrejetiva.

Assim como no caso abstrato, graças à proposição acima podemos formalizar as noções de
apresentações e apresentações finitas de grupos pro-p.

Definição 2.4.9. Dados G um grupo pro-p, X um espaço profinito e R ⊂ F̂ (X)p um subconjunto
do grupo pro-p livre com base X, dizemos que o par (X,R) é uma apresentação do grupo pro-p

G quando G ∼= F̂ (X)p/N , no qual N = 〈RF̂ (X)p〉 é o menor subgrupo normal fechado de F̂ (X)p
contendo R. Nesse caso, os elementos de X são ditos os geradores de G, e os elementos de R são
ditas as relações na apresentação dada, e denotamos G = 〈X | R〉p̂ para dizer que (X,R) é uma
apresentação do grupo pro-p G.
Equivalentemente, dados G um grupo pro-p, X espaço profinito e π : F̂ (X)p ։ G um epimorfismo
contínuo do grupo pro-p livre com base X sobre G, dizemos que π é uma apresentação de G. Nesse

caso, tomando-se um subconjunto R ⊂ F̂ (X)p tal que kerπ = 〈RF̂ (X)p〉, retorna-se à notação
acima e diz-se que o par (X,R) é uma apresentação de G.

Definição 2.4.10. Um grupo pro-p G é dito finitamente apresentável quando admite alguma
apresentação G = 〈X | R〉p̂ tal que X e R sejam ambos finitos.

Definição 2.4.11. Dado N subgrupo normal fechado de um grupo pro-p G, definimos dG(N)
a ser a menor cardinalidade dentre os subconjuntos de G que geram N como subgrupo normal
fechado de G. Em outras palavras, se R ⊂ G é um conjunto de cardinalidade mínima tal que
N = 〈RG〉, então dG(N) = |R| (podendo ser |R| =∞).

Em particular, se π : F̂ (X)p ։ G é uma apresentação de um grupo pro-p G, então o número de
relações em tal apresentação é d

F̂ (X)p

(kerπ).

Motivados pela ligação entre o grupo livre abstrato FX e o grupo pro-p livre F̂ (X)p, estabele-
cemos o seguinte:

45



Teorema 2.4.12. Se G é um grupo abstrato com apresentação finita 〈X | R〉, então o completa-
mento pro-p Gp̂ admite apresentação (finita) 〈X | R〉p̂, como grupo pro-p.

Demonstração. Basta checar a propriedade universal do completamento pro-p (2.2.13) para o grupo

〈X | R〉p̂, observando que a própria construção de F̂ (X)p é feita via o completamento pro-p de
FX , como na prova do Teorema 2.4.3.

Formalmente, o resultado acima nos permite construir diversos grupos pro-p através de apresen-
tações finitas de grupos abstratos, bem como traduzir algumas propriedades de grupos abstratos
finitamente apresentáveis – com um certo cuidado topológico – para o cenário pro-p. Daqui em
diante utilizaremos tal construção livremente, sem maiores comentários.

Exemplo 2.4.13. O grupo aditivo dos inteiros p-ádicos Zp é finitamente apresentável, com Zp =
〈1 | ∅〉p̂.

Exemplo 2.4.14. Mais geralmente, todo grupo pro-p livre é finitamente apresentável. Como no
caso abstrato, tais grupos são os únicos a admitirem apresentações sem relações.

Exemplo 2.4.15. Todo p-grupo finito é finitamente apresentável, visto como grupo pro-p (cf. [21,
p. 239]).

Prosseguiremos com alguns resultados acerca de apresentações finitas de grupos pro-p, com par-
ticular interesse na quantidade de relações a partir da quantidade de geradores numa apresentação
dada.

As próximas proposições são análogas ao que ocorre no caso abstrato: certos subgrupos de índice
finito e extensões de grupos pro-p finitamente apresentáveis também são finitamente apresentáveis.

Proposição 2.4.16. Sejam G = 〈X | R〉p̂ grupo pro-p finitamente apresentável com |X| = d e
|R| = r, e H ≤o G com índice n. Então H admite apresentação finita com d1 = n(d − 1) + 1
geradores e r1 = nr relações.

Demonstração. Replicaremos a demonstração dada no caso abstrato (cf. Proposição 1.3.2).

Denote F = F̂ (X)p, π : F ։ G o epimorfismo proveniente da apresentação G = 〈X | R〉p̂ ∼=
F/N, kerπ = N = 〈RF 〉. Denote por F1 = π−1(H) ≤o F . Tem-se posto(F1) = d1 e, pelo Teorema
2.4.7, F1 é grupo pro-p livre e vale que posto(F1) = d1 = [F : F1](d− 1) + 1. Sendo [G : H] = n,
vem [F : F1] = n, ou seja, d1 = n(d− 1) + 1.

Como o índice de F1 em F é n, podemos tomar T = {t1, . . . , tn} conjunto finito de F tal que
F = ·∪ni=1tiF1. Denote R = {u1, . . . , ur}. Para cada f ∈ F , existe (único) j tal que f ∈ tjF1,
digamos f = tj f̃ . Com isso, f−1uif = f̃−1t−1

j uitj f̃ ∈ {t−1
j uitj}F1 . Logo, R ⊆ kerπ = π−1({1}) ⊂

π−1(H) = F1. Mais ainda, 〈RF 〉 = 〈(∪nj=1R
tj )F1〉, de modo que o conjunto R0 = ∪nj=1R

tj gera
(topologicamente) o núcleo da restrição π1 = π|F1

: F1 ։ H. Logo, r1 = |R0| =
∑n
j=1 |Rtj | =

n · |R| = nr.

Proposição 2.4.17. Sejam G um grupo pro-p e K⊳cG. Se K e G/K são finitamente apresentáveis,
então G é finitamente apresentável.
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Demonstração. Basta replicar a prova dada no caso abstrato (cf. Proposição 1.3.3), bastando
readequar os conceitos: grupos abstratos por grupos pro-p, homomorfismos por homomorfismos
contínuos, e subgrupos por subgrupos fechados.

Os próximos lemas visam a demonstração da próxima proposição, que estabelece relações entre
o número de geradores e relações em apresentações distintas de um mesmo grupo pro-p.

Lema 2.4.18. Sejam F um grupo pro-p livre sobre um conjunto finito X, F1 subgrupo fechado
gerado por X1 ⊂ X e N1 ⊳c F1. Denote N o menor subgrupo normal fechado de F contendo
N1 ∪ (X \X1). Se dF1

(N1) <∞, então dF (N) = dF1
(N1) + |X \X1|.

Demonstração. Provando-se o caso em que X \ X1 = {y} é unitário, o caso geral segue-se por
aplicação iterada de tal resultado.

Denote dF1
(N1) = m, isto é, N1 é gerado, como subgrupo normal (fechado) de F1, por m

elementos. Então N é gerado, como subgrupo normal fechado de F , por até m+ 1 elementos, ou
seja, dF (N) ≤ m+ 1.

Suponha, por absurdo, que dF (N) < m + 1. Então pm+1 > |N/Φ(N)| = |N/[N,N ]Np| ≥
|N/[N,F ]Np|. Seja K = 〈yF 〉. Como X \X1 = {y}, vale F = F1K, e assim N1K ⊳c F , pois ambos
são normais (fechados), e vale ainda N1K = N . Da propriedade universal de F , existe um único
epimorfismo contínuo θ : F ։ F1 tal que θ(x) = x, ∀x ∈ X1 e θ(y) = 1. Com isso, θ(N) = N1.

Considere a composição ϕ : N
θ|N✲✲ N1

✲✲ N1/[N1, F1]N
p
1 . Tem-se que K[N,F ]Np ⊆ kerϕ,

pois K[N1, F1]N
p
1 ⊆ kerϕ e ϕ(K[N,F ]Np) = ϕ(K[N1K,F1K](N1K)p) ⊆ ϕ([N1, F1]N

p
1 ). Como

também vale [N,F ]Np ≤ K[N,F ]Np, obtem-se epimorfismos contínuos N ։ N/[N,F ]Np
։

N/K[N,F ]Np
։ N1/[N1, F1]N

p
1 induzidos pelas projeções naturais e por ϕ. Logo,

[N : [N,F ]Np] ≥ [N : K[N,F ]Np] ≥ [N1 : [N1, F1]N
p
1 ] = pm.

Agora, se fosse [N : [N,F ]Np] = pm, as projeções acima implicariam K ⊆ [N,F ]Np ⊆ [F, F ]F p =

Φ(F ), o que não pode ocorrer pois y ∈ X e o subgrupo de Frattini de F = F̂ (X)p é o conjunto
de seus não-geradores. Logo, [N : [N,F ]Np] > pm. Sendo N/[N,F ]Np um quociente abeliano
(finitamente gerado) de p-torção de N , tem-se que [N : [N,F ]Np] ≥ pm+1. Ou seja,

pm+1 >

∣∣∣∣∣
N

[N,N ]Np

∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣

N

[N,F ]Np

∣∣∣∣∣ ≥ pm+1,

uma contradição. Portanto, dF (N) = m+ 1, como queríamos.

Lema 2.4.19. Seja G um grupo pro-p finitamente apresentável, digamos com apresentação finita
π : F̂ (X)p ։ G, e denote F = F̂ (X)p, N = kerπ. Se H é um grupo pro-p e K ⊳c H é tal que
G ∼= H/K, então K é finitamente gerado como subgrupo normal fechado de H (i.e., dH(K) <∞)
e d(F )− dF (N) ≤ d(H)− dH(K).

Demonstração. Denote d = d(G) e σ : H ։ G o epimorfismo contínuo tal que kerσ = K. Tem-se
que |G/Φ(G)| = pd, e assim podemos escolher X = {x1, . . . , xd(F )} ⊂ F base de F tal que G/Φ(G)
é gerado pela imagem de X1 = {x1, x2, . . . , xd} ⊆ X pela composta F ։ G ։ G/Φ(G). Denote
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F1 o subgrupo pro-p livre de F com base X1. Como Φ(G) é o conjunto dos não-geradores de G,
tem-se que a restrição π|F1

: F1 → G é sobrejetiva, e assim F = F1N . Para cada i = 1, . . . , d,
escolha hi num conjunto gerador de H tal que σ(hi) = π(xi), e considere H1 = 〈h1, . . . , hd〉 ≤c H.
Similarmente, σ|H1

: H1 → G é sobrejetiva e H = H1K. Da propriedade universal de F1, existe
um único epimorfismo contínuo τ : F1 ։ H1 tal que τ(xi) = hi, e assim π|F1

= σ|H1
◦ τ . Como τ

é sobrejetiva e kerσ|H1
= H1 ∩K e kerπ|F1

= F1 ∩N , segue-se que τ(F1 ∩N) = H1 ∩K e

dH1
(H1 ∩K) ≤ dF1

(F1 ∩N).

Agora, considere σ : H/Φ(H) ։ G/Φ(G) o epimorfismo induzido por σ : H ։ G. Como
σ(hi) = π(xi) e H1 = 〈h1, . . . , hd〉 e a imagem de {π(x1), . . . , π(xd)} em G/Φ(G) gera tal quociente,
segue-se que a restrição de σ a H1Φ(H)

Φ(H)
é uma bijeção, e assim |H1Φ(H)

Φ(H)
| = pd. Logo, por serH = H1K,

podemos tomar S = {s1, s2, . . . , sm} ⊂ K tal que

H/Φ(H) = 〈h1Φ(H), . . . , hdΦ(H), s1Φ(H), . . . , smΦ(H)〉,
no qual m = d(H) − d. Denote K0 = 〈SH〉 ⊳c H. Tem-se então que K0 ≤c K, H = H1K0 e
K = (H1 ∩K)K0, donde

dH(K) ≤ dH1
(H ∩K) + d(H)− d.

De modo análogo, obtem-se que dF (N) ≤ dF1
(F1 ∩ N) + d(F ) − d. Mas, como F é livre e N é o

menor subgrupo normal fechado de F contendo F1 ∩N e X \X1, segue-se do Lema 2.4.18 que tal
desigualdade é de fato uma igualdade. Assim,

d(F )− dF (N) = d− dF1
(F1 ∩N) ≤ d− dH1

(H ∩K) ≤ d(H)− dH(K).

Proposição 2.4.20. Seja G um grupo pro-p finitamente apresentável. São válidos:

i. O número inteiro def(G) := d(F̂ (X)p)−dF̂ (X)p

(kerπ) é um invariante de G, isto é, independe

da apresentação π : F̂ (X)p ։ G (tal número é chamado a deficiência de G);

ii. Se G = 〈X | R〉p com |X| = n e |R| = r, então G também admite apresentação com d(G)
geradores e r − (n− d(G)) relações;

iii. Se G admite apresentação com n = d(G) +m geradores e r = m relações, m ≥ 0, então G é
um grupo pro-p livre.

Demonstração. i. Sejam F1 e F2 dois grupos pro-p livres com epimorfismos contínuos π1 :
F1 ։ G e π2 : F2 ։ G. Então, pelo Lema 2.4.19, d(F1)−dF1

(kerπ1) ≤ d(F2)−dF2
(kerπ2) ≤

d(F1)− dF1
(kerπ1).

ii. Considere π1 : F̂ (X)p ։ G a apresentação de G dada no enunciado, com kerπ1 = 〈RF̂ (X)p〉.
Tome π2 : F ։ G uma apresentação de G com F um grupo pro-p livre com posto(F ) =
d(G). O número de relações em tal apresentação é dF (kerπ2). Pelo item anterior, d(G) −
dF (kerπ2) = n− r, e o resultado segue-se.

iii. Basta notar que, pelo item (i), G é um grupo pro-p livre se, e só se, def(G) = d(G).
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2.4.1 Álgebra de Grupo Completa, Séries de Potências e o Grupo Pro-
p Livre

Esta seção tem caráter objetivo, e por tal razão evitaremos nos estender nos conceitos e fatos
aqui apresentados. Nosso interesse é apresentar uma importante caracterização do grupo pro-p
livre com base finita, através do estudo de R-álgebras (R anel com unidade), álgebras de grupos,
e álgebras de séries formais de potência, no caso pro-p.

Serão dadas algumas definições e resultados que traduzem para os casos profinito e pro-p as
noções de álgebra de grupo e módulo profinito. Demonstrações dos resultados aqui enunciados
podem ser vistas em [21] e [16].

Recordamos o leitor que um anel (R,+, ·) é dito um anel topológico quando R é também um
espaço topológico tal que o grupo abeliano (R,+) é um grupo topológico e o produto · : R×R→ R
é contínuo. Seguindo as definições 2.1.16 e 2.2.1, um anel topológico R é profinito quando é o
limite inverso de aneis finitos, munidos da topologia discreta. De modo inteiramente análogo à
caracterização para grupos, tem-se o resultado abaixo, cuja demonstração omitiremos.

Teorema 2.4.21. Seja R um anel topológico. São equivalentes:

i. R é profinito;

ii. R é compacto, Hausdorff e totalmente desconexo;

iii. R é compacto e o elemento nulo 0 ∈ R admite um sistema fundamental de vizinhanças
abertas que consiste nos ideais abertos de R.

Similarmente, dizemos que um anel profinito é pro-p quando seus ideais abertos têm índice
(vistos como subgrupos aditivos) potências de p.

De agora em diante, assumiremos que todo anel R admite elemento unidade 1 ∈ R,
e que homomorfismos (contínuos) entre aneis (topológicos) f : R1 → R2 preservam o elemento
neutro multiplicativo, isto é, f(1R1

) = 1R2
.

Diferentemente do que ocorre no caso de um anel topológico geral R, no qual seu grupo das
unidades U(R) não é necessariamente um grupo topológico (com a topologia do subespaço), o
grupo das unidades de um anel profinito R é um subespaço fechado e é um grupo profinito. Isso
segue do fato de que R é o limite inverso R = lim

←−
R/Ji sendo Ji seus ideais abertos, de modo que

U(R) = lim
←−
U(R/Ji) é limite inverso de grupos finitos. A título de referência, enunciamos abaixo

tal resultado, cuja demonstração pode ser vista em [21, Lema 7.1.1].

Proposição 2.4.22. Seja R um anel profinito. Então seu grupo das unidades U(R) é fechado, e
é um grupo profinito, com a topologia do subespaço.

Prosseguiremos agora com a noção de álgebras sobre um anel dado.

Definição 2.4.23. Seja R um anel comutativo com elemento unidade. Dizemos que um par (A, i)
é uma R-álgebra quando A é um anel e i : R → Z(A) é um homomorfismo (de aneis) de R no
centro de A.
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Como de costume, omitimos a aplicação i : R→ Z(A) e dizemos simplesmente que o anel A é
uma R-álgebra.

Exemplo 2.4.24. Todo anel A é uma Z(A)-álgebra via a inclusão Z(A) →֒ A.

Exemplo 2.4.25. Mais geralmente, A é uma R-álgebra, para qualquer R subanel de Z(A).

Exemplo 2.4.26. Seja F um corpo de característica zero. Então o anel Mn(F) das matrizes n×n
sobre F é uma F-álgebra, via a bijeção F←→ Z(Mn(F)) = {α · In | α ∈ F}.

Se (A, i) é uma R-álgebra podemos, em um certo sentido, visualizar R como uma família de
escalares agindo sobre o anel A, via a identificação dada pelo homomorfismo i : R → Z(A). Com
isso, para r ∈ R e a ∈ A, denotamos um produto i(r) · a (= a · i(r) ) simplesmente por ra (= ar).

Dadas A,B duas R-álgebras, dizemos que um homomorfismo (de aneis) f : A → B é um
homomorfismo de R-álgebras quando f(r · a) = r · f(a), ∀r ∈ R.

Definição 2.4.27. Dados G um grupo e R um anel comutativo, a álgebra de grupo5 R[G] do grupo
G sobre o anel R é o anel das somas formais

R[G] =
{∑

rgg | rg ∈ R e rg = 0 exceto para uma quantidade finita de elementos g ∈ G
}
,

com as operações de soma e produto naturais, isto é,

•
∑
rgg +

∑
sgg =

∑
(rg + sg)g (soma dos coeficientes termo-a-termo);

• (
∑
rgg) · (

∑
shh) =

∑
g,h(rgsh)(gh) (somatório duplo dado pela distributividade e o produto

em G).

Note que há inclusões naturais G →֒ R[G] e R →֒ R[G] dadas por g 7→ 1R · g e r 7→ r ·
1G, respectivamente. Com isso, o grupo (multiplicativo) das unidades U(R[G]) contem G como
subgrupo, e R[G] contem R como subanel. Mais ainda, R[G] é de fato uma R-álgebra. Veja que
o anel R[G] é comutativo se, e somente se, G é um grupo abeliano.

G ⊂ ✲ R[G]

A

f

❄✛

ϕ

Observamos ainda que R[G] pode ser caracterizado pela seguinte
propriedade universal: para toda R-álgebra A e para qualquer f :
G→ U(A) homomorfismo do grupo G no grupo das unidades U(A),
existe um único homomorfismo de R-álgebras ϕ : R[G]→ A tal que
ϕ|G = f . Dizemos então que ϕ é o homomorfismo (de R-álgebras)
que estende o homomorfismo (de grupos) f .

Exemplo 2.4.28. Tome R = Z o anel dos inteiros e G = 〈x〉 ∼= Z o grupo cíclico infinito gerado

por {x}. Então Z[G] =
⊕

n∈Z

Zxn = Z
[
x,

1
x

]
é o Anel de Polinômios de Laurent.

É a partir da propriedade universal dada acima que baseia-se o análogo à álgebra de grupos
para o caso profinito, a ser dado na sequência.

5Alguns autores denotam RG ou [RG].
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Definição 2.4.29. Seja R um anel profinito comutativo. Dizemos que um par (A, i) é uma R-
álgebra profinita quando A é um anel profinito e i : R → Z(A) é um homomorfismo contínuo (de
aneis topológicos) de R no centro do anel profinito A.

Definição 2.4.30. Dados G um grupo profinito e R um anel profinito, a álgebra de grupo completa
RJGK do grupo G sobre o anel R é a R-álgebra profinita tal que G ⊂ U(RJGK) e que satisfaz a
seguinte propriedade universal:

G ⊂ ✲ RJGK

U(A)

f

❄

A
❄

∩

✛

ϕ

para toda R-álgebra profinita A e para qualquer f : G→ U(A) homomorfismo contínuo do grupo
profinito G no grupo das unidades U(A), existe um único homomorfismo contínuo de R-álgebras
ϕ : RJGK→ A tal que ϕ|G = f . Dizemos então que ϕ é o homomorfismo contínuo (de R-álgebras)
que estende o homomorfismo contínuo (de grupos) f .

Alguns comentários acerca de tal definição devem ser feitos. Primeiramente, observamos que
o conceito acima de fato está bem definido, isto é, faz sentido falar da álgebra de grupo completa
(e em particular fixar sua notação RJGK), pois como de praxe a propriedade universal nos garante
a unicidade (a menos de isomorfismo contínuo de R-álgebras) do objeto universal em questão.
Em segundo lugar, lembramos que U(A) é na verdade um grupo profinito, com a topologia do
subespaço, pela Proposição 2.4.22.

O resultado natural a ser considerado, tendo em vista a definição, é o seguinte.

Teorema 2.4.31. i. A inclusão G →֒ RJGK estende-se a um mergulho R[G] →֒ RJGK da
álgebra de grupo na álgebra de grupo completa, sendo a imagem de R[G] densa em RJGK;

ii. Para quaisquer G grupo profinito e R anel profinito comutativo, existe a álgebra de grupo
completa RJGK, que é construída como RJGK = lim

←−
N⊳oGR[G/N ];

iii. Para todoH subgrupo normal deG, a projeção canônica π : G։ G/H induz um epimorfismo
entre as álgebras de grupo completas πH : RJGK ։ RJG/HK, cujo núcleo é o fecho do ideal
IH de RJGK gerado pelo conjunto {r(h− 1) | r ∈ R, h ∈ H}.

Assim como o completamento de um grupo abstrato é seu “correspondente” na classe dos grupos
profinitos, a álgebra de grupo completa é o correspondente profinito à álgebra de um grupo. De
fato, no teorema acima a construção da álgebra de grupo completa é análoga à do completamento
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de grupos visto anteriormente. A analogia se estende também ao fato de que a álgebra R[G] é
densa em sua álgebra completa RJGK. A verificação das propriedades acima pode ser vista em [21,
Proposição 7.1.2].

Trataremos agora de módulos no caso profinito.

Definição 2.4.32. Sejam R um anel topológico e (M,+) um grupo abeliano topológico. Dizemos
que M é um R-módulo topológico (à direita) quando existe uma aplicação contínua

M ×R ✲ M

(m, r) ✲ mr

tal que, ∀m,m1,m2 ∈M, r, r1, r2 ∈ R, valem:

i. (m1 +m2)r = m1r +m2r;

ii. m(r1 + r2) = mr1 +mr2;

iii. m(r1r2) = (mr1)r2;

iv. m1 = m.

Em outras palavras, o anel R age continuamente (à direita) sobre o grupo abeliano (M,+) respei-
tando a distributividade. De modo análogo define-se R-módulos topológicos à esquerda.

Exemplo 2.4.33. Todo espaço vetorial real de dimensão finita é um R-módulo topológico.

Definição 2.4.34. Seja R um anel profinito com elemento unidade. Dizemos que M é um R-
módulo profinito quando M é o limite inverso de R-módulos finitos.

Assim como no caso de grupos, tem-se uma caracterização simples de R-módulos profinitos
através de sua topologia.

Teorema 2.4.35. Sejam R um anel profinito e M um grupo abeliano profinito. Se M é também
um R-módulo (abstrato), então as seguintes afirmações são equivalentes:

i. M é um R-módulo profinito;

ii. M é um R-módulo topológico;

iii. o conjunto de submódulos abertos de M forma uma base de vizinhanças abertas do 0 ∈M .

A demonstração do teorema acima se dá de modo análogo ao teorema 2.2.7, atentando-se à
construção de R e M como limites inversos e fazendo uso de propriedades como as vistas na
Proposição 2.1.15.

Exemplo 2.4.36. Semelhante ao que ocorre no item (vi) da Proposição 2.2.12, o completamento
profinito Ẑ = lim

←−
Z/nZ de Z age contínua e homomorficamente sobre qualquer grupo abeliano

profinito A via a “potenciação”, a ∈ A 7→ az, z ∈ Ẑ. Com tal ação, todo grupo abeliano profinito
é um Ẑ-módulo. Similarmente, todo grupo abeliano profinito que é também grupo pro-p é um
Zp-módulo.
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Exemplo 2.4.37. Todo ideal fechado I de um anel profinito R é um R-módulo profinito.

Definição 2.4.38. Dado R um anel arbitrário, dizemos que um R-módulo (à direita) M é finita-
mente gerado quando existem m1, . . . ,mn ∈M tais que M = {∑n

i=1 miri | ri ∈ R}. Análogo para
módulos à esquerda.

Veja que a definição acima engloba tanto os casos de módulos topológicos quanto módulos
profinitos. Diferentemente do caso de geradores (topológicos) de um grupo profinito, não há
necessidade de exigir que o submódulo gerado por m1, . . . ,mn seja denso no módulo profinito M ,
fato que se deve ao seguinte resultado, cuja demonstração é dada em [21, Lema 7.2.2].

Proposição 2.4.39. Sejam R um anel profinito, M um R-módulo profinito, e {m1, . . . ,mn} ⊂M .
Então:

i. N = {∑n
i=1 miri | ri ∈ R} é um submódulo fechado de M ;

ii. M finitamente gerado =⇒ todo homomorfismo f : M → L de R-módulos é contínuo, no
qual L é R-módulo profinito.

Como toda álgebra de grupo completa RJGK é, em particular, um anel profinito, podemos
naturalmente considerar módulos sobre tais álgebras. A título de referência, citamos a útil pro-
posição abaixo, cujo resultado é natural e nos diz que homomorfismos contínuos que preservam
as ações de G e R em um RJGK-módulo são de fato homomorfismos de RJGK-módulos (cf. [21,
Proposição 7.2.5]).

Proposição 2.4.40. Sejam G um grupo profinito e R um anel profinito comutativo. Suponha
que M e N sejam RJGK-módulos e que uma função f : M → N seja:

• contínua;

• homomorfismo de R-módulos;

• homomorfismo de G-módulos.

Então f é um homomorfismo de RJGK-módulos.

Passemos, finalmente, ao estudo das álgebras de séries de potências em nosso caso de interesse.

Definição 2.4.41. Seja R um anel comutativo com elemento unidade. Dado T = {t1, . . . , td} con-
junto finito, considere MT o conjunto dos monômios sobre as incógnitas não-comutativas t1, . . . , td,
isto é, MT é o subconjunto do grupo livre FT formado por elementos da forma t = 1 e t = tα1

i1 · · · tαm

im ,
no qual tij ∈ T e αj ≥ 1, qualquer que seja 1 ≤ j ≤ d.
Uma série formal de potências sobre as incógnitas não-comutativas t1, . . . , td é uma expressão da
forma

∑

t∈MT

rtt, no qual rt ∈ R. Denotamos por RJt1, . . . , tdK o conjunto das séries formais de

potências sobre as incógnitas não-comutativas t1, . . . , td.
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A primeira observação acerca da definição acima é a mais natural possível: como R é um
anel comutativo com elemento unidade, podemos tornar facilmente RJt1, . . . , tdK um anel, com
as operações de soma usual (compatível, portanto, com a soma de R), e o produto dado pelo
produto de séries de potências, isto é, induzido pela distributividade. Note que tal produto é
compatível com o produto de R, e a multiplicação de monômios no produto de séries é induzida
pelo produto do grupo livre FT com base T = {t1, . . . , td}. Mais ainda, tem-se a inclusão natural
R →֒ RJt1, . . . , tdK dada por r 7→ r · 1MT

, e assim RJt1, . . . , tdK torna-se uma R-álgebra.
A segunda observação também consiste de um resultado esperado:

Proposição 2.4.42. Se R é profinito, então RJt1, . . . , tdK é uma R-álgebra profinita.

Demonstração. Este resultado é garantido por construção análoga à feita no exemplo dos inteiros
p-ádicos (cf. Teorema 2.2.14) e na prova de existência das álgebras completas (cf. Teorema 2.4.31),
fundadas na noção de completamentos.

Considere o anel profinito de polinômios R[t1, . . . , td] nas incógnitas não-comutativas t1, . . . , td.
Para cada k ≥ 1, defina Ik = ({tα1

i1 · · · tαm

im ∈MT | α1 + · · ·+αm ≥ k}) o ideal de R[t1, . . . , td] gerado
pelos monômios de graus maiores ou iguais a k. Note que I1 = (t1, . . . , td) ⊃ I2 ⊃ · · · ⊃ Ik ⊃ · · · ,
ficando definidas as projeções naturais ϕij : R[t1,...,td]

Ii
→ R[t1,...,td]

Ij
, i ≥ j, e podemos considerar

lim
←−

R[t1, . . . , td]/Ik. Então o anel (abstrato) RJt1, . . . , tdK é isomorfo ao anel lim
←−

R[t1, . . . , td]/Ik,
através do isomorfismo

∑

t∈MT

rtt
ϕ✲


 ∑

s∈MT

rss+ Ik



k∈N

,

no qual t = tα1

i1 · · · tαm

im ∈ MT , e os monômios correspondentes s = tα1

i1 · · · tαm

im no segundo membro
são aqueles para os quais α1 + · · ·+ αm < k.

Com isso, para que RJt1, . . . , tdK torne-se anel topológico, basta definir sua topologia como
sendo a topologia proveniente da bijeção ϕ, isto é, A ⊂ RJt1, . . . , tdK é aberto se, e somente se,
ϕ(A) ⊂ lim

←−
R[t1, . . . , td]/Ik é aberto, definindo também as operações u+ v = ϕ−1(ϕ(u) +ϕ(v)), u ·

v = ϕ−1(ϕ(u) · ϕ(v)). Como tais operações estendem naturalmente a soma e produto de R, as
mesmas coincidem com a soma e produto usuais de séries de potências.

Por fim, da construção acima vemos que RJt1, . . . , tdK é limite inverso das R-álgebras profinitas
R[t1, . . . , td]/Ik, e portanto RJt1, . . . , tdK é também R-álgebra profinita.

Façamos algumas observações importantes. Devido à natureza da construção dada acima,
algumas propriedades de RJt1, . . . , tdK carregam certa semelhança com o anel dos inteiros p-ádicos
Zp. Similarmente ao que ocorre em Zp com os ideais pkZp, definimos para cada k ≥ 1 os ideais
Ik = ({tα1

i1 · · · tαm

im ∈MT | α1 + · · ·+ αm ≥ k}), agora em RJt1, . . . , tdK, gerados pelos monômios de
grau maior ou igual a k. Tem-se que tais ideais são abertos (portanto fechados) por serem os núcleos
das projeções ϕk do limite inverso construído na Proposição 2.4.42. Com isso, {Ik}k∈N forma um
sistema fundamental de vizinhanças abertas do 0 ∈ RJt1, . . . , tdK (compare com alguns resultados
da Proposição 2.2.12). Particularizando para o anel I1 = (t1, . . . , td) gerado pelas incógnitas de
RJt1, . . . , tdK, tem-se que RJt1, . . . , tdK/I1 = RJt1, . . . , tdK/ kerϕ1

∼= R. Mais ainda, cada quociente
RJt1, . . . , tdK/Ik é um R-módulo finitamente gerado.
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Com tais noções em mente, passamos ao nosso caso de interesse, o da álgebra (profinita) das
séries formais de potências sobre o corpo Fp de ordem prima p. Note que, nesse caso, o ideal
I1 = (t1, . . . , td) ⊆ FpJt1, . . . , tdK satisfaz FpJt1, . . . , tdK/I1

∼= Fp, sendo portanto maximal. Além
disso, cada quociente FpJt1, . . . , tdK/Ik é um Fp-espaço vetorial de dimensão finita. O resultado
seguinte afirma que tal álgebra sempre contem um grupo pro-p, diferente, evidentemente, do
próprio p-grupo finito Fp.

Proposição 2.4.43. Seja Fp o corpo de ordem prima p. Então a classe lateral G = 1 + I1 do
ideal I1 = (t1, . . . , td) de FpJt1, . . . , tdK é um grupo pro-p com relação à multiplicação no anel
FpJt1, . . . , tdK.

Demonstração. Primeiro, G é fechado para o produto de FpJt1, . . . , tdK, pela distributividade e por
ser I1 ideal. Em segundo lugar, construamos o inverso multiplicativo de 1 + f ∈ 1 + I1 arbitrário.
Para cada n ∈ N, defina sn =

∑n−1
i=1 (−f)i = −f + f 2 − f 3 + · · · + (−f)n−1. Tem-se então que

(1 + f)(1 + sn) = 1 − fn. Como f ∈ I1 = (t1, . . . , td), tem-se fn ∈ In, para todo n ∈ N. Defina
s = limn→∞ sn. Pela continuidade da soma e do produto,

(1 + f)(1 + s) = (1 + f)(1 + lim sn) = lim(1 + f)(1 + sn) = lim(1− fn) = 1− 0 = 1.

Portanto, G = 1 + I1 é grupo multiplicativo.
Para ver queG é pro-p, considere as projeções ϕk : FpJt1, . . . , tdK→ Fk := Fp[t1, . . . , td]/Ik dadas

pelo limite inverso na Proposição 2.4.42. Tem-se que cada Fp[t1, . . . , td]/Ik tem dimensão finita
sobre Fp, digamos pjk . Além disso, ϕk(I1) é ideal de Fk = Fp[t1, . . . , td]/Ik com Fk/ϕk(I1) ∼= Fp,
pela definição de I1. Como ϕk(G) = ϕk(1 + I1) = 1 + ϕk(I1), obtem-se |ϕk(G)| = pjk/p = pjk−1.
Sendo G = lim

←−
ϕk(G) por construção, segue-se que G é pro-p.

Antes de provar o resultado principal desta seção, enunciamos o seguinte lema, cuja demons-
tração pode ser encontrada em [21, pp. 120 e 121].

Lema 2.4.44. i. Se A é uma R-álgebra profinita e a1, . . . , ad ∈ A são tais que ai1 ·ai2 · · · ain = 0,
para algum n ∈ N e para quaisquer ij ∈ {1, . . . , d}, então existe um único homomorfismo
contínuo de R-álgebras ϕ : RJt1, . . . , tdK→ A tal que ϕ(ti) = ai, ∀i = 1, . . . , d;

ii. Dado p um número primo, se R é um anel finito com cardinalidade |R| = pn e G ≤ U(R) é
um p-subgrupo, então (g1 − 1) · (g2 − 1) · · · (gn − 1) = 0, ∀g1, . . . , gn ∈ G.

Provemos então o seguinte: todo grupo pro-p livre com base finita pode ser mergulhado numa
álgebra de séries formais de potências com coeficientes inteiros módulo p.

Teorema 2.4.45. Sejam d ∈ N, e considere FpJt1, . . . , tdK a álgebra de séries formais de potências
sobre o corpo de ordem prima p. Defina xi = 1+ti, para 1 ≤ i ≤ d. Então o subgrupo multiplicativo
fechado G = 〈x1, . . . , xd〉 ≤c U(FpJt1, . . . , tdK) é o grupo pro-p livre com base X = {x1, . . . , xd}.
Mais ainda, FpJt1, . . . , tdK = FpJGK.
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Demonstração. Pela Proposição 2.4.43, como X ⊂ 1 + I1, segue-se que G = 〈x1, . . . , xd〉 ⊂ 1 + I1

X ⊂ ✲ FpJt1, . . . , tdK

U(A)

f

❄

A
❄

∩

✛

ϕ

é um grupo pro-p. Mostremos que FpJt1, . . . , tdK = FpJGK. Se-
jam A uma Fp-álgebra profinita, e f : X → U(A) contínua. Ob-
serve que basta considerar o caso em que A é finita, pelo Teo-
rema 2.4.31, pois a álgebra Fp[U(A)] mergulha num conjunto denso
da álgebra completa FpJU(A)K. Nesse caso, A tem cardinalidade
pm para algum m ∈ N, e assim U(A) é um p-grupo, digamos
|U(A)| = pk. Tem-se então que (a1 − 1) · · · (ak − 1) = 0, para
quaisquer a1, . . . , ak ∈ U(A), pelo item (ii) do Lema 2.4.44. Em
particular, (f(xi1)− 1) · · · (f(xik)− 1) = 0, para 1 ≤ i1, . . . , ik ≤ d,
donde existe ϕ : FpJt1, . . . , tdK→ A homomorfismo contínuo tal que
ϕ(ti) = f(xi)− 1 para todo i, pelo item (i) do Lema 2.4.44. Como
xi = 1 + ti,

tem-se ϕ(xi) = ϕ(1 + ti) = ϕ(1) + ϕ(ti) = 1 + f(xi)− 1 = f(xi), ou seja, ϕ|G = f .
Agora, dado f : G→ U(A) homomorfismo contínuo, A álgebra profinita, pode-se estender f |X

via o argumento acima a um homomorfismo contínuo de Fp-álgebras profinitas ϕ : FpJt1, . . . , tdK→
A, que evidentemente estende f pois G = 〈x1, . . . , xd〉. Tal homomorfismo é único, pois ϕ(ti) =
f(xi) − 1, para todo i, o que garante que ϕ é unicamente determinado nos monômios que geram
(topologicamente) a álgebra de séries de potências FpJt1, . . . , tdK.

Por fim, o fato de G ter a propriedade universal do grupo livre pro-p sobre X segue por aplicação
da propriedade universal de FpJGK obtida acima. De fato, se H é grupo pro-p e g : X → H é função
contínua, estende-se g unicamente a um homomorfismo contínuo ψ de FpJt1, . . . , tdK na álgebra de
grupo completa FpJHK, de modo que existe um único homomorfismo contínuo de G em H que
estende g, a saber, a restrição ψ|G.

X ⊂ ✲ G ⊂ ✲ FpJt1, . . . , tdK

H

g

❄

FpJHK
❄

∩

✛

∃!ψ
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Capítulo 3

A Desigualdade de Golod-Šafarevič para
Apresentações de Grupos Pro-p e
Abstratos

O famigerado teorema publicado por E. Golod e I. Šafarevič em 1964 [7] teve seu reconhecimento
evidenciado por se relacionar à solução de 3 importantes problemas em aberto.

Em Álgebra Comutativa e Teoria Algébrica dos Números, Golod e Šafarevič solucionaram
o problema proposto por P. Furtwängler sobre as titulares torres de corpos de classes, que se
perguntava se a torre de corpos de classes de Hilbert de um dado corpo numérico K seria sempre
finita [15, p. 413]. Após quase 4 décadas em aberto [17, p. 232], Golod e Šafarevič foram capazes
de construir uma torre infinita de corpos de classes de Hilbert [7], mostrando que o problema, em
geral, tem resposta negativa.

Em 1941, A. Kuroš propôs, no contexto de álgebras associativas, problemas análogos aos pro-
blemas de Burnside da teoria de grupos, apresentando soluções para casos específicos, focando em
aneis comutativos (cf. [11, p. 240]). Mais de 20 anos depois, o trabalho de Golod e Šafarevič
[7] permitiu solucionar (negativamente) um dos problemas no caso Não-Comutativo, através da
construção de nil álgebras associativas de dimensão infinita, finitamente geradas, e cujos elementos
são algébricos [6].

Os supracitados problemas de W. Burnside, propostos pelo mesmo no começo do século XX, têm
até hoje grande impacto na Teoria de Grupos pela ampla quantidade de trabalhos desenvolvidos na
área visando suas respectivas soluções. Um dos questionamentos, conhecido como o Problema Geral
de Burnside, é formulado para grupos abstratos como segue: “Seria finito todo grupo finitamente
gerado e de torção?”

Sabemos que a resposta é afirmativa, por exemplo, no caso de grupos abelianos, devido à Clas-
sificação dos Grupos Abelianos Finitamente Gerados. Porém, a resposta final para tal problema
foi dada também devido ao trabalho de Golod e Šafarevič ([7], [6]), após mais de 60 anos e diver-
sas tentativas de solução definitva. Golod mostrou como construir p-grupos infinitos, de torção,
e finitamente gerados, [6] usando as técnicas dadas por ele e Šafarevič [7], concluindo ser falsa,
portanto, a resposta para a pergunta acima.

Enunciemos então o Teorema, que responde – ao menos parcialmente, para o caso de grupos
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pro-p finitos – o número de relações que deve ocorrer em certas apresentações finitas:

Desigualdade de Golod-Šafarevič [7]. Se G é um p-grupo finito, com número mínimo de
relações r(G) e número mínimo de geradores d(G) (no sentido pro-p), então1

r(G) ≥ d(G)2

4
. (G-Š)

As consequências do resultado acima, mencionadas anteriormente, advêm de implicações es-
truturais nos grupos (e nas álgebras) para os quais a desigualdade é estabelecida. As ferramentas
desenvolvidas por Golod e Šafarevič, bem como construções mais gerais envolvendo desigualdades
com certas séries (reais) de potências, que implicam em particular no resultado acima, foram ativa-
mente estudadas nas últimas 4 décadas. Referimos ao leitor o survey de M. Ershov [5], por exemplo,
para a definição, propriedades e resultados importantes dos chamados Grupos de Golod-Šafarevič.

É natural questionar quais outras classes de grupos pro-p satisfazem a desigualdade acima, ou
ao menos alguma forma da mesma. Pode-se questionar, também, se grupos abstratos finitamente
apresentáveis também possuem relação com alguma forma da desigualdade acima enunciada. Um
dos trabalhos desenvolvidos em meados das últimas 4 décadas, relativo à Desigualdade e a Grupos
de Golod-Šafarevič, foi o artigo “Finite presentations of pro-p groups and discrete groups”, de J. S.
Wilson [20], do início da década de 90. Em tal trabalho, Wilson estende a desigualdade (G-Š) para
uma ampla classe de grupos pro-p, explicitando uma propriedade estrutural satisfeita por grupos
para o qual não vale a desigualdade. Tais grupos pro-p são também grupos de Golod-Šafarevič e
são, obrigatoriamente, infinitos. A questão sobre o “tamanho” dos grupos de Golod-Šafarevič foi
tornada mais precisa com o importante teorema de Zelmanov [23], a ser mencionado ao fim da
Subseção 3.2.1. Em [20], Wilson apresenta, também, uma versão da desigualdade para o caso de
grupos abstratos, obtida graças à noção de completamento pro-p.

Neste capítulo desenvolveremos, de maneira relativamente objetiva, as ferramentas que visam
a demonstração do teorema de Wilson. Em seguida, explicitaremos certas classes de grupos pro-p
para os quais vale a desigualdade a ser obtida, e mostraremos algumas aplicações da teoria aqui
desenvolvida, tanto no cenário pro-p, quanto no cenário abstrato. A construção da desigualdade,
como aqui exposta, segue as linhas dadas em [21]. As aplicações para grupos abstratos seguem o
artigo [20].

3.1 Grupos pro-p finitamente apresentáveis

Nosso objetivo nesta seção é apresentar a Desigualdade de Golod-Šafarevič estendida para
grupos pro-p finitamente apresentáveis, atentando-nos à estrutura de grupos para o qual não vale
a desigualdade – tais grupos são, em particular, infinitos.

Seguindo notação tradicional da teoria de aneis e corpos, dados R um anel e um subconjunto
Y ⊂ R, denotaremos (Y ) ⊆ R o ideal (bilateral) gerado por Y , i.e., o menor ideal de R que contem
o conjunto Y . Se R for anel topológico, (Y ) denota o menor ideal fechado de R que contem Y .

1A forma da Desigualdade aqui dada possui uma ligeira melhoria comparada à original em [7], creditada a
trabalhos independentes de È. Vinberg e W. Gaschütz (cf. [17]).
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Daqui em diante, denotaremos P = FpJt1, . . . , tdK a álgebra das séries formais de po-
tências em d incógnitas não-comutativas, estudada ao fim da Seção 2.4.1. Recordemos que,
para cada k ≥ 1, definimos Ik ⊂ P o ideal gerado por monômios de grau maior ou igual a k, que
são abertos (e fechados).

Lema 3.1.1. Para todo v ∈ I1, existem únicos u1, . . . , ud ∈ P tais que v =
∑d
i=1 uiti.

Demonstração. Seja v =
∑d
i=1 aitibi ∈ I1, ai, bi ∈ P , um elemento arbitrário de I1. Como I1 =

(t1, . . . , td), podemos reescrever
∑d
i=1 aitibi ∈ I1 como uma soma finita v =

∑
w∈W cww, no qual

cw ∈ P e w ∈ W = ·∪Wi sendo cada Wi = {tj1 · · · tjr | r ≥ 1, tjr = ti} o conjunto dos monômios
cujo último termo é ti. Dessa forma,

v =
∑

w∈W

cww =
d∑

i=1

∑

w∈Wi

cww =
d∑

i=1




∑

w=tj1
···tjr−1

ti∈Wi

cwtj1 · · · tjr−1


 ti.

Basta definir ui =
∑

w=tj1
···tjr−1

ti∈Wi

cwtj1 · · · tjr−1
∈ P . A unicidade dos coeficientes ui segue-se do

fato de serem únicos os coeficientes ai, bi ∈ P em
∑d
i=1 aitibi = v =

∑
w∈W cww.

Como a família {Ik}k≥1 forma um sistema fundamental de vizinhanças abertas do 0 ∈ P ,
podemos estabelecer a:

Definição 3.1.2. A função grau de P é a função δ : I1 \ {0} → N que associa a cada v ∈ I1 \ {0}
o (único) número natural k tal que v ∈ Ik\Ik+1. Convenciona-se ainda que δ(0) = ∞, de modo
que δ(0) ≥ δ(v), ∀v ∈ I1.

Com a definição acima, os elementos de I1 são aqueles de grau pelo menos 1, os elementos de
I2 possuem grau maior ou igual a 2, e assim por diante.

O seguinte resultado, creditado a È. B. Vinberg, fornece a base para os teoremas que virão a
seguir.

Teorema 3.1.3. Sejam S ⊂ I1 e J = (S) o ideal (fechado) de P gerado por S. Para cada k ∈ N,
considere Sk = {v ∈ S | δ(v) = k}. Se |Sk| <∞, ∀k ∈ N, então:

i. ck − 1 ≥ dck−1 −
k∑

j=1

|Sj|ck−j, ∀k ≥ 1, no qual ck = dimFp

(
P

J + Ik+1

)
;

ii. In ⊆ J para algum n =⇒ 1− dy + σS(y) > 0 para qualquer y ∈ [0, 1) tal que a série (real)

de potências σS(y) =
∞∑

k=1

|Sk|yk converge.

Demonstração. i. A ideia da prova consiste em construir certos espaços vetoriais sobre Fp e
obter a desigualdade calculando as dimensões de tais espaços.
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Para cada k ∈ N, considere a união (disjunta) ·∪j≤kSj. Como cada Sj é finito, podemos
ordenar tal conjunto, digamos ·∪j≤kSj = {v1, . . . , vm}, de modo que se tenha δ(vi+1) ≥ δ(vi)

para 1 ≤ i ≤ m. Denote ki = δ(vi). Por definição, m =
k∑

j=1

|Sj| e ki = j se vi ∈ Sj.

Defina

Ak =
m⊕

i=1

(
P

J + Ik−ki+1

)
e Bk =

P

J + Ik

⊕
· · ·

⊕ P

J + Ik︸ ︷︷ ︸
d cópias

.

Tem-se que Ak e Bk são Fp-espaços vetoriais de dimensão finita, sendo

dimFp
Bk = d ·

(
dimFp

P

J + Ik

)
= dck−1, e

dimFp
Ak =

m∑

i=1

dimFp

(
P

J + Ik−ki+1

)
=

m∑

i=1

ck−ki
=

= ck−1 · |S1|+ ck−2 · |S2|+ · · ·+ ck−k · |Sk| =
k∑

j=1

|Sj|ck−j.

Como I1 é o ideal de P gerado por monômios de grau maior ou igual a 1, tem-se Fp ∼= P/I1.

Como P/I1
∼= P/(J + Ik+1)
I1/(J + Ik+1)

, obtem-se que

1 = dimFp
(P/I1) = dimFp

(
P

J + Ik+1

)
− dimFp

(
I1

J + Ik+1

)
= ck − dimFp

(
I1

J + Ik+1

)
.

Logo, das observações acima, precisamos mostrar que

dimFp
Ak + dimFp

(
I1

J + Ik+1

)
≥ dimFp

Bk.

Sejam então
Ak = P

⊕
· · ·

⊕
P

︸ ︷︷ ︸
m cópias

e B = P
⊕
· · ·

⊕
P

︸ ︷︷ ︸
d cópias

.

Para cada (a1, . . . , am) ∈ Ak, considere o elemento
∑m
j=1 ajvj ∈ I1. Pelo Lema 3.1.1, existem

únicos w1, . . . , wd ∈ P tais que
m∑

j=1

ajvj =
d∑

i=1

witi.

Fica portanto bem-definida a aplicação

Φ : Ak ✲ B

(a1, . . . , am) ✲ (w1, . . . , wd),
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no qual os wi são como acima. Tal aplicação é uma transformação linear de Fp-espaços
vetoriais, pois a unicidade dos coeficientes dados no Lema 3.1.1 faz com que

Φ((a1, . . . , am) + α · (a′1, . . . , a′m)) = Φ((a1, . . . , am)) + α · Φ((a′1, . . . , a
′
m)),

para quaisquer aj, a′j ∈ P, 1 ≤ j ≤ m, e qualquer α ∈ Fp. Defina agora

Ψ : B ✲ I1

(u1, . . . , ud) ✲
d∑

i=1

uiti.

É imediato que Ψ é linear e sobrejetiva. Tem-se então um diagrama

Ak
Φ ✲ B

Ψ ✲✲ I1

Ak

q1

❄❄
Bk

q2

❄❄
I1

J + Ik+1

q3
❄❄

no qual q1, q2, q3 são as projeções canônicas. A próxima etapa desta demonstração consiste
em obter aplicações lineares ϕ : Ak → Bk e ψ : Bk → I1/(J + Ik+1) de modo a fechar o
diagrama acima, tornando-o comutativo.

Por definição, tem-se

ker q1 =
m⊕

j=1

(J + Ik−kj+1), ker q2 = (J + Ik)
⊕
· · ·

⊕
(J + Ik)︸ ︷︷ ︸

d cópias

e ker q3 = J + Ik+1.

Afirmamos que ker q1 ⊂ ker q2 ◦ Φ. Seja (a1, . . . , am) ∈ ker q1. Como {v1, . . . , vm} ⊂ I1,
segue-se do Lema 3.1.1 que existem decomposições únicas vj =

∑d
i=1 wijti no qual wij ∈ P

para quaisquer i, j. Assim,

m∑

j=1

ajvj =
m∑

j=1

aj

(
d∑

i=1

wijti

)
=

d∑

i=1




m∑

j=1

ajwij


 ti.

Com isso,

Φ((a1, . . . , am)) = (
m∑

j=1

ajw1j, . . . ,
m∑

j=1

ajwdj). (*)

Sendo (a1, . . . , am) ∈ ker q1, escreva aj = λj + µj, no qual λj ∈ J e µj ∈ Ik−kj+1, de modo
que

m∑

j=1

ajwij =
m∑

j=1

λjwij +
m∑

j=1

µjwij.
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Agora,
∑m
j=1 λjwij ∈ J pois λj ∈ J para todo j, e

∑m
j=1 µjwij ∈ Ik pois caso contrário teria-se

δ(
∑m
j=1 µjwij) < k, o que implicaria

k + 1 > δ




m∑

j=1

µjwij


+ 1 ≥ δ




d∑

i=1

m∑

j=1

µjwijti




= δ




m∑

j=1

µj
d∑

i=1

wijti


 = δ




m∑

j=1

µjvj




≥ k − kj + 1 + kj = k + 1,

o que não pode ocorrer. Logo,
∑m
j=1 ajwij ∈ J + Ik, e assim Φ((a1, . . . , am)) ∈ ker q2, como

queríamos. Por ser ker q1 ⊂ ker q2 ◦ Φ, a aplicação

ϕ : Ak ✲ Bk

q1((a1, . . . , am)) ✲ q2 ◦ Φ((a1, . . . , am))

é bem-definida, linear, e por construção satisfaz ϕ ◦ q1 = q2 ◦ Φ.

Afirmamos também que ker q2 ⊂ ker q3 ◦ Ψ. Seja (u1, . . . , ud) ∈ ker q2 e escreva ui = λi + µi
com λi ∈ J, µi ∈ Ik. Tem-se uiti = λiti + µiti ∈ J + Ik+1 e assim Ψ((u1, . . . , ud)) =∑d
i=1 uiti ∈ J + Ik+1 = ker q3, como queríamos. Por raciocínio análogo ao anterior, induz-se

uma aplicação linear ψ : Bk → I1/(J + Ik+1) tal que ψ ◦ q2 = q3 ◦Ψ.

Tem-se então o diagrama comutativo

Ak
Φ ✲ B

Ψ ✲✲ I1

Ak

q1

❄❄ ϕ ✲ Bk

q2

❄❄ ψ✲ I1

J + Ik+1

q3
❄❄

Mostremos agora que Imϕ = kerψ e Imψ =
I1

J + Ik+1

.

Primeiramente, ψ é sobrejetiva pois Ψ e q3 são sobrejetivas e o diagrama comuta.

Tem-se Imϕ ⊂ kerψ pois, dado a ∈ Ak, podemos escrever a = q1((a1, . . . , am)), para algum
(a1, . . . , am) ∈ Ak, e então, usando a igualdade (*),

ψ ◦ ϕ ◦ q1((a1, . . . , am)) = ψ ◦ q2 ◦ Φ((a1, . . . , am)) = q3 ◦Ψ ◦ Φ((a1, . . . , am)) =

= q3 ◦Ψ




m∑

j=1

ajw1j, . . . ,
m∑

j=1

ajwdj


 = q3




d∑

i=1




m∑

j=1

ajwij


 ti


 ,
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no qual os wij são os (únicos) elementos de P tais que
∑m
j=1 ajvj =

∑d
i=1

(∑m
j=1 ajwij

)
ti,

como explicitados anteriormente. Como vj ∈ S ⊂ J + Ik+1, segue-se que

ψ ◦ ϕ ◦ q1((a1, . . . , am)) = q3




m∑

j=1

ajvj


 = 0 ∈ I1

J + Ik+1

.

Resta verificar que kerψ ⊂ Imϕ.

Façamos antes uma observação. Considere J1 o ideal (abstrato) de P gerado por {vjti | 1 ≤
j ≤ m, 1 ≤ i ≤ d}, e denote por

∑m
j=1 Pvj o conjunto {∑m

j=1 ajvj | aj ∈ P}. Então

ker q3 = J + Ik+1 =
m∑

j=1

Pvj + J1 + Ik+1.

Para provar tal afirmação, considere inicialmente J̃ o ideal abstrato de P gerado por S. Tem-
se que J + Ik+1 = J̃ + Ik+1, pois a Fp-álgebra quociente P/Ik+1 é finita (e portanto discreta),
o que implica que as imagens de J e J̃ em P/Ik+1 coincidem. Veja que podemos reescrever
J̃ + Ik+1 = J̃k + Ik+1, no qual J̃k é o sub-ideal de J̃ gerado por ·∪j≤kSj = {v1, . . . , vm} ⊂ S.
Tal reescrita é possível pois S é a união disjunta dos Sj e Ik+1 ⊃ ·∪j≥k+1Sj, por definição.
Sendo J̃k ideal (abstrato) gerado por {v1, . . . , vm}, podemos explicitar

J̃k =





m∑

j=1

αjmjvjm
′
j | αj ∈ Fp, mj,m

′
j ∈MT





(no qual, lembremos, MT é o conjunto dos monômios sobre {t1, . . . , td}). Vale então a
decomposição J̃k =

∑m
j=1 Pvj + J1. De fato, dado

∑m
j=1 αjmjvjm

′
j ∈ J̃k, se m′j = 1 tem-se

αjmjvj ∈ Pvj. Caso contrário, m′j é monômio pertencente a I1, e podemos escrever vjm′j =
(vjti)lij, no qual lij ∈MT . Isso significa que m′j 6= 1 implica αjmjvjm

′
j = αjmj(vjti)lij ∈ J1,

pela definição de J1. Obtivemos portanto as igualdades

ker q3 = J + Ik+1 = J̃ + Ik+1 = J̃k + Ik+1 =
m∑

j=1

Pvj + J1 + Ik+1.

Seja então b ∈ Bk tal que ψ(b) = 0. Podemos escrever b = q2((u1, . . . , ud)), para algum
(u1, . . . , ud) ∈ B. Tem-se

0 = ψ(b) = ψ ◦ q2((u1, . . . , ud)) = q3 ◦Ψ((u1, . . . , ud)) = q3

(
d∑

i=1

uiti

)
,

isto é,
d∑

i=1

uiti ∈ ker q3 =
m∑

j=1

Pvj + J1 + Ik+1.
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Escreva
d∑

i=1

uiti =
m∑

j=1

ajvj + f,

no qual aj ∈ P e f ∈ J1 + Ik+1. Como I1 ⊃ J1 + Ik+1, segue-se do Lema 3.1.1 que existem
únicos b1, . . . , bd ∈ P tais que

f =
d∑

i=1

biti ∈ J1 + Ik+1.

Afirmamos que bi ∈ J + Ik para todo i = 1, . . . , d. Primeiramente, escreva f = α + β, com
α ∈ J1 e β ∈ Ik+1. Como I1 ⊃ Ik+1, aplicando-se o Lema 3.1.1, reescreva β =

∑d
i=1 βiti. Mas

Ik ⊃ Ik+1 e Ik é o ideal gerado pelos monômios de grau maior ou igual a k, de modo que os
termos βi acima podem ser tomados em Ik, ou seja,

β =
d∑

i=1

βiti com βi ∈ Ik, para todo i = 1, . . . , d.

Em segundo lugar, por serem α ∈ J1 e J1 o ideal gerado pelos elementos vjti, tem-se

α =
∑

i,j

δijvjtiηij, para certos δij, ηij ∈ P.

Como I1 ⊃ J = (S), aplicando-se mais uma vez 3.1.1 podemos reescrever

α =
∑

i,j

αijvjti +
∑

i,j

α̃ijvjmijti, em que αij, α̃ij,mij ∈ P.

Já que cada vj é elemento do ideal J , tem-se que os termos αijvj, α̃ijvjmij pertencem a J .
Com isso,

f =
∑

i

biti =
∑

i

(
∑

j

αijvj)ti +
∑

i

(
∑

j

α̃ijvjmij)ti +
∑

i

βiti,

donde bi = (
∑
j αijvj+

∑
j α̃ijvjmij)+βi ∈ J+Ik, ∀i = 1, . . . , d. Obtivemos assim a igualdade

d∑

i=1

(ui − bi)ti =
m∑

j=1

ajvj, no qual bi ∈ J + Ik para todo i = 1, . . . , d.

Tomando-se o elemento (a1, . . . , am) ∈ Ak, vale que Φ((a1, . . . , am)) = (u1 − b1, . . . , ud − bd).
Como ker q2 = (J + Ik)

⊕
· · ·

⊕
(J + Ik)︸ ︷︷ ︸

d cópias

, vale (b1, . . . , bd) ∈ ker q2, e assim

b = q2((u1, . . . , ud)) = q2((u1 − b1, . . . , ud − bd)) = q2 ◦Φ((a1, . . . , am)) = ϕ ◦ q1((a1, . . . , am)),

ou seja, b ∈ Imϕ, como queríamos.

Tem-se portanto a seguinte sequência exata de transformações lineares

Ak
ϕ ✲ Bk

ψ✲✲ I1

J + Ik+1

,
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isto é, Imϕ = kerψ e Imψ = I1/(J + Ik+1). Pelo Teorema do Isomorfismo,

dimFp
Bk = dimFp

kerψ + dimFp
Imψ = dimFp

Imϕ+ dimFp

(
I1

J + Ik+1

)
,

dimFp
Ak = dimFp

kerϕ+ dimFp
Imϕ.

Portanto,

dimFp
Ak + dimFp

(
I1

J + Ik+1

)
− dimFp

kerϕ = dimFp
Bk,

isto é, dimFp
Ak + dimFp

(
I1

J + Ik+1

)
≥ dimFp

Bk, como queríamos demonstrar.

ii. Seja b0 = 1 ∈ R e para cada k ∈ N defina bk = ck−ck−1. Considere a série (real) de potências
β(y) =

∑∞
k=0 bky

k. Como In ⊂ J para algum n ∈ N, as dimensões ck = dimFp

(
P

J+Ik+1

)

estabilizam, de modo que bk = 0 a partir de um certo índice. Ou seja, β(y) é um polinômio
em R. Considere agora a série (real) de potências γ(y) =

∑∞
k=0 cky

k. Como bk = ck − ck−1

para todo k ∈ N, tem-se ck =
∑k
i=0 bi. Com isso, dado qualquer y ∈ [0, 1), vale

γ(y) =
∞∑

k=0

(
k∑

i=0

bi

)
yk =

∞∑

k=0

k∑

i=0

biy
iyk−i =

(
∞∑

k=0

yk
)(

∞∑

l=0

bly
l

)
=

β(y)
1− y ,

pela convergência da série geométrica. Logo, γ(y) converge para todo y ∈ [0, 1).

Fixe então y ∈ [0, 1) tal que σS(y) =
∑∞
k=1 |Sk|yk convirja em y. Multiplicando-se a desigual-

dade do item (i) por yk, obtem-se

cky
k − yk ≥ dck−1y

k −
k∑

j=1

|Sj|ck−jyk,

donde

∞∑

k=0

cky
k −

∞∑

k=0

yk ≥



∞∑

k−1=0

dck−1y
k−1y


−

∞∑

k=0




k∑

j=1

|Sj|yjck−jyk−j



= dy
∞∑

l=0

cly
l −

(
∞∑

i=0

|Si|yi
)

∞∑

j=0

cjy
j


 ,

isto é, γ(y)− 1
1−y
≥ dyγ(y)−σS(y)γ(y) ou, equivalentemente, 1−dy+σS(y) ≥ (γ(y)·(1−y))−1.

O resultado segue-se da continuidade de γ(y) e (1− y)−1 em [0, 1).

Corolário 3.1.4. Sejam (ek)k∈N uma sequência em I1 ⊂ P , e y ∈ [0, 1). Dados S ⊂ I1, J = (S)
e σS(y) =

∑∞
k=1 |Sk|yk como no teorema anterior, se σS(y) converge em y e 1 − dy + σS(y) < 0,

então existe K ideal fechado de P tal que:
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i. In 6⊆ K qualquer que seja n ∈ N;

ii. J ⊆ K;

iii. P/K é infinito;

iv. ek +K ∈ P/K é nilpotente para todo k ∈ N.

Demonstração. Pela continuidade de σS(y) e 1/(1 − y) em y ∈ [0, 1), podemos tomar q ∈ N
suficientemente grande de modo que

1− dy + σS(y) +
1

q(1− y)
< 0.

Sendo y ∈ [0, 1), dado n ∈ N, vale que

q
n∑

k=1

yqk = yq + · · ·+ yq︸ ︷︷ ︸
q fatores

+ · · ·+ ynq + · · ·+ ynq︸ ︷︷ ︸
q fatores

≤ (1 + · · ·+ yq−1

︸ ︷︷ ︸
q fatores

) + (yq + · · ·+ y2q−1) + · · ·+ (ynq−q + · · ·+ ynq−1) =
1− ynq
1− y .

Logo,
∞∑

k=1

yqk = lim
n→∞

(
n∑

k=1

yqk
)
≤ q−1 lim

n→∞

(
1− ynq
1− y

)
= q−1(1− y)−1,

e com isso

1− dy + σS(y) +
∞∑

k=1

yqk ≤ 1− dy + σS(y) +
1

q(1− y)
< 0.

Defina R = S ∪ {eqkk | k ∈ N}. Tem-se S ⊆ R ⊆ I1. Como δ(ek) ≥ 1, vale δ(eqkk ) ≥ qk, donde

1− dy +
∞∑

k=1

|Sk|yk +
∞∑

k=1

yδ(e
qk

k
) ≤ 1− dy + σS(y) +

∞∑

k=1

yqk < 0.

Agora, por construção, cada conjunto Rk := {v ∈ R | δ(v) = k} é finito. Além disso,

Rδ(eqk

k
) = {eqkk } ∪ {v ∈ S | δ(v) = δ(eqkk )} = {eqkk } ∪ Sδ(eqk

k
).

Logo, definindo-se a série (real) de potências σR(y) =
∑∞
k=1 |Rk|yk, vale σR(y) = σS(y)+

∑∞
k=1 y

δ(eqk

k
),

com σR(y) convergindo em y ∈ [0, 1). Substituindo-se na desigualdade acima, tem-se 1 − dy +
σR(y) < 0.

Tome então K o ideal fechado de P gerado por R. Por definição, J ⊆ K. Pelo item (ii) do
Teorema 3.1.3, ∄n ∈ N tal que In ⊆ K, o que implica também que P/K é infinito. Por fim,
denotando-se π : P ։ P/K a projeção canônica, segue-se que π(ek) é nilpotente para todo k ∈ N,
pois por construção eqkk ∈ R ⊂ K.
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A próxima proposição está intimamente relacionada ao Teorema A dado por Wilson em [20].

Antes de prová-la, precisaremos do lema abaixo. Daqui em diante, denotaremos F = F̂ (X)p
o grupo pro-p livre de posto d, em que X = {x1, . . . , xd}, e o identificaremos como subgrupo
multiplicativo da álgebra de séries formais de potências P = FpJt1, . . . , tdK via o homomorfismo
contínuo tal que xi 7→ 1 + ti, como no Teorema 2.4.45.

Lema 3.1.5. Sejam K um ideal fechado de P e F o grupo pro-p livre com base {x1, . . . , xd},
mergulhado em P via xi 7→ 1 + ti. Denote q : P ։ P/K a projeção canônica. Então q(F ) ⊂ P/K
é finito se, e somente se, In ⊆ K para algum n.

Demonstração. Suponha In ⊆ K para algum n, e considere o homomorfismo (contínuo) canônico
P/In ։ P/K. Tem-se que P/In é finito, de modo que P/K também é finito, e portanto q(F ) ⊂
P/K é finito.

Reciprocamente, se q(F ) é finito, considere V o Fp-subespaço vetorial (abstrato) de P/K gerado
por q(F ). Então V é finito. Mais precisamente, V é uma Fp-subálgebra finita, sendo portanto
fechado em P/K. Mas, pelo Teorema 2.4.45, P é a álgebra de grupo completa de F , e assim a
Fp-álgebra P/K é gerada (topologicamente) por q(F ). Logo, V = P/K. Daí que K = q−1({0}) é
aberto em P . Como {In}n∈N é um sistema fundamental de vizinhanças abertas do 0 ∈ P , segue-se
que existe n ∈ N tal que In ⊆ K.

Proposição 3.1.6. Sejam S ⊂ I1, J = (S) e σS(y) como no Teorema 3.1.3, e F o grupo pro-p
livre com base {x1, . . . , xd}, mergulhado em P via xi 7→ 1+ti. Denote por π : P ։ P/J a projeção
canônica. Então ou 1−dy+σS(y) ≥ 0 ∀y ∈ [0, 1), ou todo subgrupo abstrato, denso e enumerável
G ≤ π(F ) admite um grupo de p-torção infinito como imagem homomórfica, isto é, existem H
grupo e ϕ : G ։ H epimorfismo tais que H é infinito e a ordem de h é uma potência de p, para
todo h ∈ H.

Demonstração. Suponha que exista y ∈ [0, 1) tal que 1 − dy + σS(y) < 0, e seja G ≤ π(F )
um subgrupo abstrato, denso e enumerável. Como F ⊂ 1 + I1, existe um conjunto enumerável
E = {1 + ek | k ∈ N} ⊂ 1 + I1 tal que π(E) = G. Como (ek)k∈N ∈ I1 e 1 − dy + σS(y) < 0,
segue-se do Corolário 3.1.4 que existe K ⊆ P ideal fechado tal que J ⊆ K, P/K é infinito e q(ek) é
nilpotente para todo k ∈ N, no qual q : P ։ P/K é a projeção canônica. Considere o epimorfismo
(contínuo) canônico

ϕ̃ : P/J ✲✲ P/K

a+ J ✲ a+K.

Pondo H = ϕ̃(G) e ϕ = ϕ̃|G : G→ H, obter-se-á o resultado. De fato, dado g = (1 + ek) + J ∈ G,
existe n ∈ N tal que enk ∈ K, pois q(ek) ∈ P/K é nilpotente. Assim,

(1 + ek)p
n

=
pn∑

i=0

(
pn

i

)
eik = 1 + ep

n

k ∈ 1 +K,

pois p ≥ 2 é primo e os coeficientes binomiais são calculados em Fp ⊂ P = FpJt1, . . . , tdK. Com
isso, ϕ(g)p

n

= ϕ̃((1 + ek) + J)p
n

= 1 + K = 1H ∈ H ⊂ P/K, ou seja, H é um grupo de p-torção.
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Agora, q(F ) ⊂ P/K é infinito, pois caso contrário teria-se In ⊆ K para algum n, pelo Lema 3.1.5,
o que não pode ocorrer devido ao Corolário 3.1.4. Como G é denso em π(F ) ⊂ P/J , segue-se que
H = ϕ̃(G) é denso em q(F ), e portanto H é também infinito.

Antes de estabelecer o teorema principal desta seção, voltaremos a considerar o subgrupo de
Frattini.

Lema 3.1.7. Seja F o grupo pro-p livre com base {x1, . . . , xd}, mergulhado em P via xi 7→ 1 + ti.
Sejam ainda Φ(F ) o subgrupo de Frattini de F e I2 o ideal de P gerado pelos monômios de grau
maior que 1. São válidos:

i. Φ(F ) ⊂ 1 + I2;

ii. Se G é um grupo pro-p com d(G) = d e tal que G ∼= F/N , com N ⊳c F , então N ⊂ 1 + I2.

Demonstração. i. Tem-se Φ(F ) ⊳o F ⊂ 1 + I1. Observemos primeiro que P/I2 é comutativo.
De fato, sejam u, v ∈ P e considere suas imagens u, v ∈ P/I2. Como P = Fp+I1, é suficiente
mostrar o resultado para u, v ∈ I1. Nesse caso, vale uv − vu ∈ I2 pois δ(u), δ(v) ≥ 1, o que
implica δ(uv) = δ(vu) ≥ 2. Logo, uv − vu = 0 ∈ P/I2.

Dados então g, h ∈ F , escreva g = 1 + u e h = 1 + v, no qual u, v ∈ I1. O comutador [g, h]
satisfaz

[g, h]+I2 = (1+u)(1+v)(1+u)−1(1+v)−1 +I2 = (1+u)(1+u)−1(1+v)(1+v)−1 +I2 = 1+I2,

pela comutatividade de P/I2. Além disso,

gp = (1 + u)p =
p∑

i=0

(
p

i

)
ui = 1 + up ∈ 1 + I2,

pois
(
p
i

)
∈ Fp e δ(up) = p · δ(u) ≥ 2. Como Φ(F ) = [F, F ]F p, pelo item (iii) do Teorema

2.3.11, segue-se que Φ(F ) ⊂ 1 + I2.

ii. Pelo item (ii) do Teorema 2.3.11, [F : Φ(F )] = pd = [G : Φ(G)] = [F/N : Φ(F/N)].
Denotando-se π : F → F/N o epimorfismo (contínuo) canônico, obtem-se Φ(F )N

N
= π(Φ(F )) =

π([F, F ]F p) = [π(F ), π(F )]π(F )p = Φ(F/N). Com isso,

pd = [F : Φ(F )] = [F/N : Φ(F/N)] = [F/N : (Φ(F )N)/N ] = [F : Φ(F )N ],

donde N ⊆ Φ(F )N ⊆ Φ(F ) ⊂ 1 + I2.

Estamos agora em condições de generalizar a Desigualdade de Golod-Šafarevič para uma ampla
classe de grupos pro-p.
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Teorema 3.1.8. [20, Theorem A] Seja G um grupo pro-p com uma apresentação finita com
n ≥ 1 geradores e r ≥ 1 relações, e suponha d = d(G) > 1. Então ou

r ≥ n+
1
4
d2 − d

ou, para todo subgrupo abstrato, denso e enumerável A de G, existe K⊳cG tal que AK
K

é um grupo
de p-torção infinito.

Demonstração. Denote d(G) = d.
Dada uma apresentação de G com n geradores e r relações, a Proposição 2.4.20 nos diz que

existe também apresentação de G com ñ = d geradores e r̃ = r−n+ d relações. Assim, se r̃ ≥ d2

4
,

vem r − n + d ≥ d2/4, isto é, r ≥ n + d2/4 − d. Basta então provar o resultado para o caso de
n = d geradores, ou seja, mostrar que r ≥ d2/4.

Tome G = 〈x1, . . . , xd | z1, . . . , zr〉p̂ apresentação de G, com F = F̂ (X)p o grupo pro-p livre
com base X = {x1, . . . , xd} e R = {z1, . . . , zr} ⊂ F . Denote N = 〈RF 〉 e mergulhe F em
P = FpJt1, . . . , tdK via xi 7→ 1 + ti.

Suponha que G não satisfaça a Desigualdade, isto é, r < d2/4. Considere o polinômio f : R→
R, f(y) = ry2 − dy + 1. Tem-se d2 − 4r > 0, daí que

0 <
d

2r
+

√
d2 − 4r

2r
e (0, 1)

⋂(
d

2r
−
√
d2 − 4r

2r
,
d

2r
+

√
d2 − 4r

2r

)
6= ∅.

Logo, existe y ∈ [0, 1) tal que f(y) = 1 − dy + ry2 < 0. Como G = F/N , vale N ⊂ 1 + I2, pelo
Lema 3.1.7. Em particular, δ(zi − 1) ≥ 2, ∀zi ∈ R. Tome S = {z1 − 1, . . . , zr − 1} e considere J o
ideal fechado de P gerado por S e σS(x) a série (real) de potências como no Teorema 3.1.3. Então
σS(x) =

∑r
i=1 x

δ(zi−1) é um polinômio. Em particular, para x = y ∈ [0, 1) como acima,

1− dy + σS(y) = 1− dy + yδ(z1−1) + · · ·+ yδ(zr−1) ≤ 1− dy + y2 + · · ·+ y2

︸ ︷︷ ︸
r fatores

= 1− dy + ry2 < 0.

Denote π : P ։ P/J a projeção canônica. Como G = F/N e 1 +N ⊂ J , tem-se o epimorfismo
(contínuo) canônico q : G ։ π(F ) ⊂ P/J . Segue-se da Proposição 3.1.6 que todo subgrupo
abstrato, denso e enumerável deG possui um grupo de p-torção infinito como imagem homomórfica.

Observamos que a estimativa dada acima para apresentações finitas é boa, visto que existem
apresentações de grupos pro-p que atingem o limitante inferior da Desigualdade. De fato, tome
G = Zp ⊕ Zp = 〈x, y | [x, y]〉p̂. Em tal apresentação, n = d(G) = 2 e r = 1, e portanto r =
n+ d(G)2/4− d(G).

3.2 Aplicações

Nesta seção apresentamos algumas aplicações da teoria desenvolvida na seção anterior, in-
cluindo grupos satisfazendo a Desigualdade, consequências à estrutura de certos subgrupos de
grupos que a satisfazem, e alguns resultados para grupos abstratos.
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3.2.1 Aplicações para grupos pro-p

É natural questionar quais outras classes de grupos pro-p satisfazem a desigualdade dada no
Teorema 3.1.8, e se a mesma de fato generaliza a Desigualdade (G-Š). Vejamos algumas classes
de grupos pro-p para o qual a mesma é válida e verifiquemos o caso finito em seguida.

Lema 3.2.1. Seja G um grupo abstrato ou profinito. Se G é um grupo de torção finitamente
gerado e solúvel, então G é finito.

Demonstração. Considere G′ = [G,G] o subgrupo derivado e G/G′ a abelianização de G (ou
G′ = [G,G], no caso profinito, pois aqui devemos considerar subgrupos fechados para preservar
a topologia profinita em G/G′). Como todos os elementos de G têm ordem finita, os elementos
de G/G′ possuem a mesma propriedade. Logo, por ser abeliano e finitamente gerado, G/G′ é
um grupo finito, pela Classificação de Grupos Abelianos Finitamente Gerados. Ou seja, o índice
[G : G′] é finito, e portanto G′ é finitamente gerado (note que, no caso profinito, G′ = [G,G] é
aberto). Considerando-se G′′ = G(2) = [G′, G′] (ou G(2) = [G′, G′]), obtem-se de modo análogo
que G(2) é finitamente gerado. Podemos aplicar tal processo iteradamente sobre a série derivada,
obtendo-se que todos os subgrupos derivados de G são finitamente gerados. Como G é solúvel,
digamos, de classe n, obtem-se que G(n−1) = G(n−1)/{1} ∼= G(n−1)/G(n) é grupo finito. Com isso, o
(n− 2)-ésimo subgrupo derivado G(n−2) ⊲G(n−1) é também finito, por ser união disjunta de finitas
cópias do subgrupo finito G(n−1). Indutivamente sobre os fatores da série derivada, obtem-se que
G é finito.

Definição 3.2.2. Diz-se que um grupo profinito G satisfaz a Condição Maximal para Subgrupos
Normais (abreviadamente max-n) quando toda família não-vaziaN de subgrupos normais fechados
de G admite elemento maximal N ∈ N (com respeito à inclusão).

Devido ao Lema de Zorn tem-se, em particular, que se G satisfaz max-n, então toda cadeia
ascendente

N1 ≤c N2 ≤c · · · ≤c Nk ≤c · · ·
de subgrupos normais fechados de G admite elemento maximal, i.e., exite um índice i tal que
Ni ≥ Nk, para todo k.

Lema 3.2.3. Sejam S ⊂ I1, J = (S) e σS(y) como no Teorema 3.1.3, e F o grupo pro-p livre
com base {x1, . . . , xd}, mergulhado em P via xi 7→ 1 + ti. Denote por π : P ։ P/J a projeção
canônica. Se o grupo π(F ) é solúvel ou satisfaz max-n, então 1− dy + σS(y) ≥ 0, ∀y ∈ [0, 1).

Demonstração. Suponha π(F ) solúvel, e suponha por absurdo que 1− dy+ σS(y) < 0 para algum
y ∈ [0, 1). Como F = 〈1 + t1, . . . , 1 + td〉, o subgrupo abstrato A = 〈1 + π(t1), . . . , 1 + π(td)〉 ≤
π(F ) é denso e enumerável. Logo, pela Proposição 3.1.6, existe epimorfismo ϕ : A։ B tal que B
é um grupo de p-torção infinito. Mas π(F ) é solúvel e finitamente gerado, e assim A e B também
são solúveis e finitamente gerados. Logo, pelo Lema 3.2.1, B é finito. Uma contradição. Portanto,
1− dy + σS(y) ≥ 0, ∀y ∈ [0, 1).

Antes de prosseguir com a segunda etapa da demonstração, uma definição: diremos que um
grupo H é um contra-exemplo se existe R ⊂ I1 satisfazendo as hipóteses do Teorema 3.1.3 tal que
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H ∼= q(F ) e 1 − dy + σR(y) < 0 para algum y ∈ [0, 1), no qual K é o ideal fechado de P gerado
por R, q : P ։ P/K é a projeção canônica e a série (real) σR(y) é como no Teorema 3.1.3.

Suponha então que G = π(F ) satistaz max-n, e suponha por absurdo que 1− dy + σS(y) < 0
para algum y ∈ [0, 1). Nesse caso, G é um contra-exemplo.

Note agora que, como G satisfaz max-n, então existe um grupo pro-p quociente C = G/N
tal que nenhum quociente próprio de C é contra-exemplo. De fato, considere a família N de
subgrupos normais fechados de G tais que G/N é contra-exemplo, para cada N ∈ N . Por max-
n, existe N ∈ N , N ⊳c G, o maior subgrupo normal fechado de G para o qual C = G/N é
contra-exemplo. Portanto, qualquer quociente próprio de C não é contra-exemplo.

Assim podemos, sem perda de generalidade, supor que C = G acima, isto é, supor que nenhum
quociente próprio de G é contra-exemplo (pois caso contrário basta passar a um quociente próprio
adequado de G e fazer a construção a partir daí).

Lembremos que F ⊂ 1 + I1. Seja v ∈ F \ (1 + J) arbitrário. Tem-se π(v) = π(v− 1 + 1) 6= 1G.
Defina R = S∪{v−1} e considere K o ideal fechado de P gerado por R, q : P ։ P/K a projeção
canônica e H = q(F ) a imagem de F em P/K. Considere ainda o epimorfismo (contínuo) canônico
ϕ̃ : P/J ։ P/K. Tem-se H = ϕ̃ ◦ π(F ) = ϕ̃(G) e ϕ̃ ◦ π(v) = q(v) = q(v − 1 + 1) = 1H , de modo
que H = q(F ) ⊂ P/K é um quociente próprio de G = π(F ) ⊂ P/J . Como nenhum quociente
próprio de G é contra-exemplo, vale que 1 − dx + σR(x) ≥ 0, ∀x ∈ [0, 1). Em particular, para
x = y, vem 1 − dy + σR(y) ≥ 0. Mas R = S ∪ {v − 1}, donde σR(y) = σS(y) + yδ(v−1) e assim
1− dy + σS(y) + yδ(v−1) ≥ 0. Como limn→∞ y

n = 0, podemos fixar m ∈ N o maior inteiro positivo
tal que

1− dy + σS(y) + ym ≥ 0.

Logo, δ(v − 1) > m. Como a escolha de v ∈ F \ 1 + J é arbitrária, segue-se que v − 1 ∈ J para
qualquer v ∈ F satisfazendo δ(v − 1) > m.

Agora, para qualquer u ∈ F , vale que (u − 1)p
m

=
∑pm

i=0

(
pm

i

)
(−1)p

m−iui = up
m − 1, donde

δ(up
m − 1) = pm · δ(u − 1) ≥ pm · 1 > m. Logo, up

m − 1 ∈ J, ∀u ∈ F , ou seja, G é um grupo de
p-torção.

Dados u1, u2 ∈ F , escreva u1 = 1+w1, u2 = 1+w2 com w1, w2 ∈ I1. Tem-se u−1
1 = 1+s1, u

−1
2 =

1 + s2, no qual s1 =
∑
k≥1(−w1)k, s2 =

∑
l≥1(−w2)l ∈ I1 como no Teorema 2.4.45. Tem-se que o

comutador de u1 e u2 satisfaz

[u1, u2] = (1 + w1)(1 + w2)(1 + s1)(1 + s2) = (1 + (1 + w1)w2(1 + s1))(1 + s2)

= 1 + s2 + (w2 + w1w2)(1 + s1 + s2 + s1s2)

= (1 + s2 + w2 + w2s2) + w2s1 + w2s1s2 + w1w2 + w1w2s1 + w1w2s2 + w1w2s1s2

= 1 + w2s1 + w2s1s2 + w1w2 + w1w2s1 + w1w2s2 + w1w2s1s2

≡ 1 mod I2,

isto é, δ([u1, u2] − 1) ≥ 2. Indutivamente, considerando-se um comutador (normado à esquerda)
[u1, . . . , un] de n ≥ 3 elementos de F , se δ([u1, . . . , un−1]−1) ≥ n−1 então, denotando-se un = 1+wn
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com wn ∈ I1 e λ = [u1, . . . , un−1]− 1 ∈ In−1, sn =
∑
k≥1(−wn)k ∈ I1, σ =

∑
l≥1(−λ)l ∈ In−1, vem

[u1, . . . , un−1, un] = [1 + λ, un] = (1 + λ)(1 + un)(1 + σ)(1 + sn)

= 1 + wnσ + wnσsn + λwn + λwnσ + λwnsn + λwnσsn

≡ 1 mod In.

Ou seja, u1, . . . , un ∈ F implica δ([u1, . . . , un] − 1) ≥ n. Em particular, o comutador de m + 1
elementos u1, . . . , um+1 quaisquer de F é tal que [u1, . . . , um+1] − 1 ∈ J . Logo, G é um grupo
nilpotente (de classe no máximo m), e portanto solúvel.

Com isso, pelo Lema 3.2.1, G = π(F ) ⊂ P/J é finito, donde existe n tal que In ⊆ J , pelo Lema
3.1.5. Consequentemente, 1 − dy + σS(y) > 0, pelo Teorema 3.1.3. Uma contradição. Portanto,
1− dy + σS(y) ≥ 0, ∀y ∈ [0, 1).

Teorema 3.2.4. Seja G um grupo pro-p finitamente apresentável, com uma apresentação com
n ≥ 1 geradores e r ≥ 1 relações, e suponha d(G) ≥ 2. Se G é solúvel ou G satisfaz max-n, então

r ≥ n+
1
4
d(G)2 − d(G).

Demonstração. Denote d(G) = d. Novamente pela Proposição 2.4.20, G admite apresentação com
ñ = d geradores e r̃ = r − n+ d relações, e portanto basta mostrar que r ≥ d2/4.

Tome G = 〈x1, . . . , xd | z1, . . . , zr〉p̂ apresentação de G, com F = F̂ (X)p o grupo pro-p livre
com base X = {x1, . . . , xd} e R = {z1, . . . , zr} ⊂ F . Denote N = 〈RF 〉 e mergulhe F em
P = FpJt1, . . . , tdK via xi 7→ 1 + ti.

Suponha, por absurdo, que r < d2/4. Considere f : R → R, f(y) = ry2 − dy + 1. Como
d2 − 4r > 0, existe y ∈ [0, 1) tal que f(y) = 1− dy + ry2 < 0. Sendo G = F/N , vale N ⊂ 1 + I2

pelo Lema 3.1.7. Em particular, δ(zi− 1) ≥ 2, ∀zi ∈ R. Tome S = {z1− 1, . . . , zr− 1} e considere
J o ideal fechado de P gerado por S e σS(x) a série (real) de potências como no Teorema 3.1.3.
Para x = y ∈ [0, 1) como acima, obtem-se 1 − dy + σS(y) = 1 − dy + yδ(z1−1) + · · · + yδ(zr−1) ≤
1− dy + ry2 < 0.

Denote π : P ։ P/J a projeção canônica. Como G = F/N e 1 +N ⊂ J , tem-se o epimorfismo
(contínuo) canônico q : G ։ π(F ) ⊂ P/J . Agora, G é solúvel ou satisfaz max-n, e portanto
π(F ) é solúvel ou satisfaz max-n. Logo, pelo Lema 3.2.3, 1 − dy + σS(y) ≥ 0, ∀y ∈ [0, 1). Uma
contradição. Portanto r ≥ d2/4.

O Teorema de Golod-Šafarevič originalmente enunciado torna-se uma consequência direta do
resultado acima.

Exemplo 3.2.5. Todo p-grupo finito G com d(G) ≥ 2, visto como grupo pro-p, satisfaz a Desi-
gualdade de Golod-Šafarevič. De fato, como p-grupos finitos são solúveis (por serem nilpotentes)
e finitamente apresentáveis (como grupos pro-p), a afirmação segue-se do Teorema 3.2.4. Em par-
ticular, numa apresentação de G com número mínimo de geradores d(G) e número mínimo de
relações r(G), vale

r(G) ≥ d(G)2

4
.
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O próximo corolário aqui apresentado afirma que a Desigualdade também é válida para grupos
pro-p de posto finito, com pelo menos dois geradores. Resultados básicos sobre grupos pro-p de
posto finito podem ser encontrados no Anexo I.

Corolário 3.2.6. Seja G um grupo pro-p de posto finito com d(G) ≥ 2. Para qualquer apresen-
tação de G com n ≥ 1 geradores e r ≥ 1 relações, vale

r ≥ n+
1
4
d(G)2 − d(G).

Demonstração. Como G tem posto finito, G é finitamente apresentável, pelo Teorema I.0.25.
Agora, todo grupo pro-p de posto finito satisfaz max-n, pelo Corolário I.0.28. O resultado segue-se
do Teorema 3.2.4.

Nos próximos corolários obteremos propriedades de certos subgrupos de grupos pro-p satisfa-
zendo o Teorema 3.2.4. Tais resultados abrangem os dados por Wilson em [20, Corollary A], sobre
(i) o crescimento do número de geradores de subgrupos abertos em certos grupos pro-p finitamente
apresentáveis e (ii) sobre os núcleos de aplicações de tais grupos sobre o grupo pro-p livre com 1
gerador, Zp.

Recordamos o leitor que todo subgrupo de um grupo solúvel é também solúvel. Consequente-
mente, todo subgrupo aberto, com pelo menos 2 geradores, de um grupo pro-p finitamente apre-
sentável e solúvel também satisfaz a Desigualdade de Golod-Šafarevič. Podemos obter o mesmo
resultado para grupos pro-p que satisfazem max-n. De fato, Wilson mostra em [22], em particular,
que a condição maximal para subgrupos normais é herdada por subgrupos de índice finito, e tal
propriedade traduz-se para subgrupos abertos de grupos profinitos, bastando considerar subgrupos
fechados e ações contínuas. Com isso, podemos provar o seguinte:

Corolário 3.2.7. Seja G um grupo pro-p finitamente apresentável que é solúvel ou satisfaz max-n.
Então existe uma constante c > 0 tal que d(H) < c[G : H]

1

2 , para todo subgrupo aberto H de G.

Demonstração. Considere uma apresentação G = 〈X | R〉p̂ com |X| = n geradores e |R| = r
relações. Seja H subgrupo aberto de G com [G : H] = h. Suponha inicialmente d(H) ≥ 2. Pela
Proposição 2.4.16, H admite apresentação com d1 = h(n − 1) + 1 geradores e r1 = hr relações.
Como G é solúvel ou satisfaz max-n, o mesmo vale para H. Logo, pelo Teorema 3.2.4,

hr ≥ h(n− 1) + 1 +
1
4
d(H)2− d(H) = h(n− 1) +

1
4
d(H)2− 4

4
d(H) +

4
4

= h(n− 1) +
1
4

(d(H)− 2)2,

ou seja, (d(H)− 2)2 ≤ 4(r − n+ 1)h. Com isso,

d(H) ≤ 2(r − n+ 1)1/2h1/2 + 2 < 2(r − n+ 1)1/2h1/2 + 2h1/2 = (2(r − n+ 1)1/2 + 2)h1/2.

Basta pôr c = 2(r − n+ 1)1/2 + 2 > 0. Caso seja d(H) = 1, tem-se também d(H) = 1 < c · 11/2 ≤
c[G : H]1/2.
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Exemplo 3.2.8. O corolário anterior nos dá uma condição necessária para que um grupo pro-p seja
imagem homomórfica (contínua) de um grupo pro-p finitamente apresentável e solúvel. Daremos
exemplo de um grupo pro-p que não pode ser uma tal imagem.

Seja T um grupo pro-p procíclico infinito, isto é, T ∼= Zp, e seja R = FpJT K. Evidentemente,
R é um FpJT K-módulo livre de posto 1. Como T ∼= Zp, seus subgrupos T p

r

, r ∈ N, satisfazem
[T : T p

r

] = pr. Além disso, podemos considerar um conjunto X = {x1, x2, . . . , xpr} ⊂ T tal que
T = ·∪pr

i=1xiT
pr

.
Afirmamos que R é o FpJT p

r

K-módulo livre com base X. De fato, sejam M um FpJT p
r

K-módulo
topológico e f : X →M função. Note que f é contínua, pois X é discreto. Como T = ·∪pr

i=1xiT
pr

,
fica bem definida a aplicação contínua f̃ : T → M dada por f̃(xig) = f(xi)g, ∀xi ∈ X, g ∈ T pr

.
Agora, a álgebra de grupos Fp[T ] é um Fp-módulo livre com base T , de modo que f̃ estende-se
unicamente a um homomorfismo ϕ̃ : Fp[T ] → M , e como Fp[T ] é denso em R = FpJT K, obtem-se
um único homomorfismo contínuo ϕ : R → M tal que ϕ(xi) = f(xi) para todo xi ∈ X. Por fim,
como a base X é finita, segue-se que R é de fato o FpJT p

r

K-módulo livre (topológico) com base X.
Com isso, podemos escrever R = FpJT p

r

Kx1⊕ · · · ⊕FpJT p
r

Kxpr . Considere o submódulo (T p
r −

1)R = {atpr−a | a ∈ R, t ∈ T}. Tem-se que a ação do grupo T p
r

sobre o FpJT p
r

K-módulo R
(T pr−1)R

é trivial, e assim R
(T pr−1)R

é um espaço vetorial sobre Fp, de dimensão pr.
Seja então o grupo pro-p G = R⋊T , induzido pela ação natural de T sobre R. Por construção,

seus subgrupos fechados R⋊T p
r

, r ∈ N, têm respectivos índices [G : R⋊T p
r

] = pr, sendo portanto
abertos. Considere ainda a projeção canônica R⋊T p

r

։
R

(T pr−1)R
⋊T p

r

. Como a ação de T p
r

sobre
R

(T pr−1)R
é trivial, vem R

(T pr−1)R
⋊ T p

r ∼= R
(T pr−1)R

× T pr

, e como R
(T pr−1)R

é um Fp-espaço vetorial

de dimensão pr, segue-se que d(R⋊ T p
r

) ≥ d( R
(T pr−1)R

× T pr

) ≥ pr + 1.
Ou seja, para cada r ∈ N, construímos H ⊳o G tal que d(H) ≥ pr + 1. Portanto, não existe uma

constante c > 0 tal que d(H) < c[G : H]
1

2 para todos os subgrupos abertos H de G, e assim não
existe G grupo pro-p finitamente apresentável e solúvel tal que G é imagem homomórfica (contínua)
de G, pelo corolário anterior.

Corolário 3.2.9. Seja G um grupo pro-p finitamente apresentável e solúvel. Se K é um subgrupo
normal fechado de G tal que G/K ∼= Zp, então K é finitamente gerado.

Demonstração. Notemos primeiro que G pode ser escrito como o produto semi-direto de K por
um subgrupo T ≤ G isomorfo a Zp. De fato, como G/K ∼= Zp e Zp é um grupo pro-p livre
(com 1 gerador), existe único homomorfismo (contínuo) ρ : Zp → G tal que π ◦ ρ = idZp

, no qual
π : G։ Zp é o homomorfismo (contínuo) com kerπ = K. Ou seja, G ∼= kerπ⋊ Im ρ = K ⋊ T , no
qual T = Im ρ ∼= Zp.

Mostremos que K é finitamente gerado. Como d(K) = d(K/Φ(K)), é suficiente mostrar que
K/Φ(K) é finito. Pelo Teorema 2.3.11, K/Φ(K) é um Fp-espaço vetorial, e por ser G ∼= K⋊T tem-
se que T age continuamente (via conjugação) sobre K, induzindo-se portanto uma ação natural de
FpJT K sobre K/Φ(K). Em outras palavras, K/Φ(K) é um FpJT K-módulo. Considere agora q : F ։

G apresentação finita de G, no qual F é grupo pro-p livre de posto finito e ker q = 〈RF 〉, R finito.
Seja K0 = q−1(K) ⊳ F . Obtem-se a apresentação Zp ∼= G/K ∼= (F/ ker q)/(K0/ ker q) ∼= F/K0.
Sendo Zp finitamente apresentável, tem-se K0 = 〈RF

0 〉, no qual R0 é finito. Assim, K = q(K0) =
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q(〈RF
0 〉) = 〈q(R0)G〉, com q(R0) finito. Como a ação de T ≤ G sobre K se dá via conjugação,

segue-se que K/Φ(K) é finitamente gerado como FpJT K-módulo.
Como T ∼= Zp é grupo pro-p livre com 1 gerador, segue-se do Teorema 2.4.45 que a álgebra

de grupos completa FpJT K é isomorfa à álgebra de séries formais de potências em uma variável
FpJxK. De tal isomorfismo segue-se que FpJT K é um Domínio de Ideais Principais, pois Fp é corpo,
e tem-se também que FpJT K/J é finito para qualquer ideal J 6= {0}, pois os ideais de FpJxK são da
forma (xα), α ≥ 0. Daí que existem ideais J1, . . . , Jn de FpJT K tais que K/Φ(K) pode ser escrito
como uma soma direta

FpJT K

J1

⊕ · · · ⊕ FpJT K

Jn
,

pela Estrutura de Módulos Finitamente Gerados sobre Domínios de Ideais Principais. Por outro
lado, G é um grupo pro-p finitamente apresentável e solúvel, o que implica que G não pode ter o
grupo G = FpJT K ⋊ T do exemplo acima como imagem homomórfica (contínua). Em particular,
K não pode ter o módulo FpJT K como imagem homomórfica, de modo que nenhum fator FpJT K

Ji
na

decomposição acima pode ser isomorfo a FpJT K. Equivalentemente, tem-se que Ji 6= {0} para todo
i, e portanto K/Φ(K) é finito por ser soma direta finita de fatores finitos.

Encerramos esta subseção com alguns comentários acerca de Grupos de Golod-Šafarevič. Tal
noção passa por desigualdades relativas à série σS(y) do Teorema 3.1.3 de Vinberg.

Dado G = 〈X | R〉p̂, considere S = R − 1 ⊂ I1 ⊂ P e a série associada σS(y), como na
demonstração do Teorema 3.1.8. Se existe y ∈ [0, 1) para o qual 1−dy+σS(y) < 0 (em particular,
se G não satisfaz a Desigualdade de Golod-Šafarevič), dizemos que G é um Grupo de Golod-
Šafarevič (cf. [5] e [23] para uma formulação mais geral).

Como evidenciado pela implicação estrutural dada no Teorema 3.1.8, grupos de Golod-Šafarevič
são necessariamente infinitos. Em [20], Wilson se questiona sobre o “quão grandes” podem ser os
grupos de Golod-Šafarevič. Em tais considerações, ele conjectura que tais grupos contêm subgrupos
livres de posto maior ou igual a dois.

Um dos resultados mais significativos quanto à estrutura de grupos de Golod-Šafarevič é pre-
cisamente o seguinte:

Teorema de Zelmanov [23]. Todo grupo de Golod-Šafarevič contem um grupo pro-p livre não-
abeliano.

O resultado acima, provado em [23], responde positivamente à conjectura de Wilson. Uma das
consequências de tal teorema é que, se G é de Golod-Šafarevič e Γ é um p-grupo finito, então G
admite subgrupo normal aberto N tal que Γ é um quociente contínuo de N [23, p. 224].

3.2.2 Aplicações para grupos abstratos

Consideraremos agora aplicações dos resultados das seções anteriores no contexto abstrato.

Exemplo 3.2.10. (A construção de Golod [6] e o Problema Geral de Burnside). A
teoria desenvolvida na Seção 3.1 nos permite construir grupos finitamente gerados de p-torção com
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infinitos elementos, no qual p é um número primo qualquer. Fixe n um número de geradores, e
considere F̂ p o grupo pro-p livre com base {x1, . . . , xn}. Mergulhando F̂ p em P = FpJt1, . . . , tnK
via xi 7→ 1 + ti, tome S = ∅ ⊂ I1 ⊂ P . Então J = (S) = {0}, de modo que P/J = P . Agora, o
subgrupo abstrato A = 〈x1, . . . , xn〉 é denso em F̂ p = 〈x1, . . . , xn〉, pois F̂ p é o completamento pro-
p de A. Além disso, A é enumerável, por possuir finitos geradores. Logo, pela Proposição 3.1.6,
se tomarmos n adequado, obteremos um grupo B como imagem homomórfica de A (portanto
finitamente gerado) tal que B é infinito e seus elementos têm ordens potências de p.

O próximo teorema estabelece uma versão da Desigualdade para grupos abstratos.

Teorema 3.2.11. [20, Theorem B] Seja G um grupo abstrato finitamente apresentável, com
uma apresentação com n ≥ 1 geradores e r ≥ 1 relações, e denote d = d(G/[G,G]). Então ou

r ≥ n+
1
4

(d2 − 1)− d,

ou existe um número primo p para o qual existe N⊳G tal que G/N é um grupo infinito, enumerável,
de p-torção e residualmente finito.

Demonstração. Como G é finitamente apresentável, o grupo abeliano G/[G,G] é finitamente ge-
rado. Logo, da Decomposição de Grupos Abelianos Finitamente Gerados, existem m,n1, . . . , nk ∈
Z tais que

G

[G,G]
∼= Z⊕ · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸

m fatores

⊕ Z
n1Z
⊕ · · · ⊕ Z

nkZ
,

no qual m e k são minimais e n1|n2, n2|n3, . . . , nk−1|nk. Em particular, d(G/[G,G]) = m + k.
Agora, se a torção de G/[G,G] é nula, vem G/[G,G]Gp ∼= Fp⊕ · · · ⊕Fp (m fatores) para qualquer
número primo p, de modo que d(G/[G,G]Gp) = d(G/[G,G]). Se a torção de G/[G,G] é não-nula,
então n1 6= 0, e assim existe um número primo p tal que p|ni, 1 ≤ i ≤ k. Logo,

G

[G,G]Gp
∼= Z/pZ⊕ · · · ⊕ Z/pZ︸ ︷︷ ︸

m fatores

⊕ Z/n1Z
pZ/n1Z

⊕ · · · ⊕ Z/nkZ
pZ/nkZ

∼= Fp ⊕ · · ·Fp ⊕ Fp ⊕ · · · ⊕ Fp︸ ︷︷ ︸
m+k fatores

,

e tem-se novamente d(G/[G,G]Gp) = d(G/[G,G]). Fixe então um tal primo p como acima.
Ponha G = 〈X | R〉 apresentação com |X| = n, |R| = r e considere FX o grupo livre abstrato

com base X = {x1, . . . , xn} e escreva R = {u1, . . . , ur} ⊂ FX . Seja ainda F̂ p = F̂ (X)p o comple-
tamento pro-p de FX , ou seja, o grupo pro-p livre com base X. Tem-se R ⊂ FX →֒ F̂ p, e com

isso Ĝp = 〈X | R〉p̂ = F̂ p/〈RF̂ p〉 é o completamento pro-p de G, tendo portanto uma apresentação
(como grupo pro-p) com n geradores e r relações. Do Teorema 2.3.11, o quociente de Frattini de
Ĝp é seu quociente maximal abeliano de expoente p, de modo que

d(Ĝp) = d(Ĝp/Φ(Ĝp)) = d


 Ĝp

[Ĝp, Ĝp](Ĝp)p


 = dimFp

G

[G,G]Gp
= d

(
G

[G,G]Gp

)
= d(G/[G,G]).

Denote d = d(Ĝp) = d(G/[G,G]).
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Suponha inicialmente d = 1. Nesse caso, Ĝp/Φ(Ĝp) é um Fp-espaço vetorial unidimensional.
Como Ĝp = 〈X | R〉p̂ = 〈x1, . . . , xn | u1, . . . , ur〉p̂, tem-se

Ĝp

Φ(Ĝp)
∼= Fpx1 ⊕ · · · ⊕ Fpxn∑

1≤i≤r

Fpui
=:

V

S
,

donde 1 = dimFp
(Ĝp/Φ(Ĝp)) = dimV − dimS = n − dimS ≥ n − r, ou seja, r ≥ n − 1 =

n+ 1
4
(d2 − 1)− d.

Suponha agora d > 1. Nesse caso, segue-se do Teorema 3.1.8 que ou r ≥ n + 1
4
d2 − d >

n+ 1
4
(d2− 1)− d ou, para todo A subgrupo abstrato, denso e enumerável de Ĝp, existe K ⊳c Ĝp tal

que AK
K

é grupo infinito de p-torção. Suponha que estejamos no segundo caso. Pelo fato de que
G é subgrupo (abstrato) denso em seu completamento Ĝp, podemos tomar N ⊳ G de modo que
G/N ∼= AK

K
≤ Ĝp/K é um grupo infinito, enumerável e de p-torção. Resta mostrar que G/N é

residualmente finito. Como K⊳cĜp, o quociente Ĝp/K é grupo pro-p, sendo portanto residualmente
p, i.e., a interseção de seus subgrupos normais cujos índices são finitos (de fato, potências de p) é
o grupo trivial. Em particular, seu subgrupo G/N ≤ Ĝp/K é residualmente finito.

Em particular, assim como no caso pro-p aqui apresentado, o Teorema 3.2.11 é válido para
grupos abstratos solúveis finitamente apresentáveis. Consequentemente, tem-se o:

Corolário 3.2.12. [20, Corollary B] Seja G um grupo abstrato finitamente apresentável e
suponha que não existam p primo e A,K ≤ G tais que K ⊳ A e A/K é um grupo infinito, de p-
torção, enumerável e residualmente finito. Então existe uma constante c > 0 tal que d(H/[H,H]) ≤
c[G : H]

1

2 , para todo subgrupo H de G com índice finito.

Demonstração. Considere uma apresentação G = 〈X | R〉 com |X| = n geradores e |R| = r
relações. Seja H subgrupo de G de índice finito, e denote [G : H] = h e d = d(H/[H,H]). Suponha
inicialmente d ≥ 2. Pela Proposição 1.3.2, H admite apresentação com d1 = h(n−1)+1 geradores
e r1 = hr relações. Por hipótese, não existe N ⊳ H tal que H/N é um grupo infinito, de p-torção,
enumerável e residualmente finito. Logo, pelo Teorema 3.2.11, hr ≥ h(n− 1) + 1 + 1

4
(d2− 1)− d =

h(n− 1)− 1
4

+ 1
4
(d2 − 4d+ 4), donde

(
r − n+ 1 +

1
4

)
h = hr − h(n− 1) +

1
4
h > hr − h(n− 1) +

1
4
≥ 1

4
(d− 2)2.

Com isso,

d < 2
(
r − n+

5
4

)1/2

h1/2 + 2 < 2
(
r − n+

5
4

)1/2

h1/2 + 2h1/2 =

(
2
(
r − n+

5
4

)1/2

+ 2

)
h1/2.

Basta pôr c = 2(r−n+ 5
4
)1/2 + 2 > 0. Caso seja d = 1, tem-se também d < c · 1 1

2 ≤ c[G : H]
1

2 .
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Anexo I

Grupos Pro-p de Posto Finito

Neste anexo compilamos alguns resultados relacionados a uma classe mais restrita de grupos
pro-p finitamente gerados: os grupos pro-p de posto finito1. Tais grupos satisfazem diversas pro-
priedades e caracterizações fortes e, dentre grupos pro-p, são por si só ricos objetos de estudo.
Referimos ao leitor o texto de Dixon, du Sautoy, Mann e Segal [4] para um tratamento mais com-
pleto sobre grupos pro-p de posto finito. As propriedades e resultados aqui enunciados visam uma
aplicação do Teorema 3.2.4, sendo portanto propriedades relacionadas a geradores e relações em
apresentações pro-p.

O subgrupo de Frattini Φ(G) = [G,G]Gp de um grupo pro-p G e sua relação com a quantidade
de geradores de G será novamente utilizado. Recordemos que, dado G um grupo profinito, d(G)
denota a cardinalidade mínima de um conjunto gerador de G (como grupo topológico).

Definição I.0.13. Seja G um grupo pro-p. Definimos o posto de G, denotado rk(G), a ser o
menor n ∈ N ∪ {0,∞} tal que todo subgrupo fechado de G é gerado por n elementos. Ou seja,
rk(G) = sup{d(H) | H ≤c G}.

Exemplo I.0.14. Todo p-grupo finito, visto como grupo pro-p, tem posto finito.

Exemplo I.0.15. O anel dos inteiros p-ádicos Zp tem posto finito igual a 1, pois todos os seus
subgrupos (ideais) são gerados por um único elemento.

Exemplo I.0.16. É importante ressaltar a distinção entre o posto (i.e., cardinalidade da base) de
um grupo pro-p livre e o posto (rk) de um grupo pro-p. Apesar de ser Zp um grupo pro-p livre
com posto(Zp) < ∞, este é o único grupo pro-p livre não-trivial Fp̂ com posto(Fp̂) = m < ∞
tal que rk(Fp̂) < ∞. Isso segue do fato de que, se m ≥ 2, então o grupo livre (abstrato) F com
base de cardinalidade m admite subgrupo livre cuja base é infinita, somado ao fato de que Fp̂ é o
completamento pro-p de F (Teorema 2.4.6).

Exemplo I.0.17. O núcleo N da aplicação natural GLn(Zp) → GLn(Zp/pZp) ∼= GLn(Fp) é um
grupo pro-p de posto finito (cf. [21, Proposição 8.5.1]).

1Não confundir com o posto de um grupo livre!
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Definição I.0.18. Seja G um grupo pro-p. Dizemos que G é p-possante2 quando p é ímpar e
[G,G] ≤ Gp ou quando p = 2 e [G,G] ≤ G4. Se for [G,G] ≤ Gp2 , dizemos que G é extra
p-possante.

Evidentemente, se G é extra p-possante, então G é p-possante. Ambas as definições coincidem
no caso p = 2. Vale também a seguinte caracterização:

Lema I.0.19. Seja G um grupo pro-p. São equivalentes:

i. G é p-possante;

ii. Se p = 2, então G/G4 é abeliano, ou, se p é ímpar, então G/Gp é abeliano.

Demonstração. Segue imediatamente do Teorema 2.3.11.

Definição I.0.20. Dado G um grupo pro-p, definimos sua série de Frattini indutivamente como
a seguinte cadeia de subgrupos:

Φ0(G) := G, Φ1(G) := Φ(G) e, para i ≥ 1, Φi+1(G) := Φ(Φi(G)).

Como o subgrupo de Frattini é normal e característico, a série acima é de fato uma série normal
descendente de subgrupos fechados

· · · ⊳c Φi+1(G) ⊳c Φi(G) ⊳c · · · ⊳c Φ2(G) ⊳c Φ(G) ⊳c G.

Definição I.0.21. Um grupo pro-p G é dito p-saturável, ou uniformemente p-possante, ou simples-
mente uniforme, quando G é finitamente gerado, p-possante, e os índices da sua série de Frattini
são constantes3, isto é, [Φi(G) : Φi+1(G)] = [G : Φ(G)], ∀i ≥ 0.

Grupos pro-p uniformes não são meramente finitamente gerados, mas sim finitamente apresen-
táveis. Mais adiante mostraremos que todo grupo pro-p de posto finito admite apresentação finita,
e utilizaremos o fato abaixo.

Proposição I.0.22. Todo grupo pro-p uniforme é finitamente apresentável.

Uma demonstração direta do resultado acima pode ser vista em [4, Proposição 4.32], utilizando
uma variante do lema abaixo, que também é necessário para a prova do nosso próximo teorema.

Lema I.0.23. Se G é um grupo pro-p com posto finito rk(G) < ∞, então existe H ⊳o G tal que,
para todo K ⊳o G com K ⊆ H, valem:

i. K é extra p-possante;

2Do inglês, “powerful pro-p groups”. Não confundir com grupos potentes – “potent groups”! Um grupo pro-
p é dito p-potente quando o (p − 1)-ésimo termo da sua série central descendente está contido no subgrupo das
p-potências.

3A princípio, o conceito de grupo pro-p uniforme G exige estabilidade nos índices [Pi(G) : Pi+1(G)] = [G : P2(G)],
no qual P1(G) = G e Pi(G) = [Pi−1(G), G](Pi−1(G))p (cf. [4, Definição 4.1]). Porém, se G é p-possante e finitamente
gerado, então Pi+1(G) = Φi(G) (cf. [4, Teorema 3.6]).
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ii. [K,H] ≤ Φ(K);

iii. A função pot : K → K dada por pot(k) = kp induz um epimorfismo

pot : K/Φ(K) ✲✲ Φ(K)/Φ2(K).

Referimos ao leitor [21, Proposição 8.5.2] para uma demonstração completa do lema acima. O
principal teorema desta seção é o seguinte:

Teorema I.0.24. Todo grupo pro-p G de posto finito rk(G) < ∞ admite um subgrupo normal
aberto uniforme.

Demonstração. Precisamos obter U⊳oG finitamente gerado e p-possante tal que [Φi(U) : Φi+1(U)] =
[U : Φ(U)], ∀i ≥ 0.

Como G tem posto finito, segue-se do Lema I.0.23 que existe H⊳oG tal que todo K⊳oG contido
em H é extra p-possante, [K,H] ≤ Φ(K) e existe um epimorfismo K/Φ(K) ✲✲ Φ(K)/Φ2(K),
induzido pela aplicação k 7→ kp. Em particular, o próprio H é extra p-possante e [H : Φ(H)] ≥
[Φ(H) : Φ2(H)]. Note que [H : Φ(H)] é finito, pois H/Φ(H) é um p-grupo finito.

Tome então o subgrupo de Frattini Φ(H) ⊳o H. Como H é normal em G e Φ(H) é um
subgrupo característico de H, vale que Φ(H) também é normal em G. Como G tem posto fi-
nito, H é finitamente gerado e portanto Φ(H) é aberto em H, pelo Teorema 2.3.13. Sendo H
aberto em G, segue-se que Φ(H) ⊳o G, contido em H, e estamos, portanto, nas hipóteses do Lema
I.0.23. Tem-se então que Φ(H) é extra p-possante, e portanto p-possante, e que existe epimorfismo
Φ(H)/Φ2(H) ✲✲ Φ2(H)/Φ3(H). Agora, a finitude de rk(G) implica que Φ(H), Φ2(H) e Φ3(H)
são finitamente gerados, sendo portanto todos abertos, e satisfazendo novamente as hipóteses do
Lema I.0.23. Aplicando-se os argumentos acima iteradamente sobre a série de Frattini de H,
obtem-se a cadeia

· · · ⊳o Φi+1(H) ⊳o Φi(H) ⊳o · · · ⊳o Φ3(H) ⊳o Φ2(H) ⊳o Φ(H) ⊳o H ⊳o G,

e a sequência não-negativa não-crescente

[H : Φ(H)] ≥ [Φ(H) : Φ2(H)] ≥ · · · ≥ [Φi(H) : Φi+1(H)] ≥ · · · ≥ 0.

Logo, a sequência acima estabiliza, isto é, existe n ∈ N tal que [Φm(H) : Φm+1(H)] = [Φn(H) :
Φn+1(H)], ∀m ≥ n.

Defina U = Φn(H) = Φ(Φ(n−1)(H)). Por construção, U ⊳o G e [Φi(U) : Φi+1(U)] = [U :
Φ(U)], ∀i ≥ 0. Por fim, U é finitamente gerado pois G tem posto finito. Portanto, U é uniforme.

Face ao fato de que grupos pro-p uniformes são finitamente apresentáveis, tem-se ainda o
seguinte resultado:

Teorema I.0.25. Todo grupo pro-p G de posto finito rk(G) <∞ é finitamente apresentável.
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Demonstração. Pelo Teorema I.0.24, G admite um subgrupo normal aberto uniforme U , que é
finitamente apresentável pela Proposição I.0.22. Sendo U aberto e normal, G/U é um p-grupo
finito, sendo portanto finitamente apresentável. Logo, pela Proposição 2.4.17, G é finitamente
apresentável.

Recordemos que, se N é um subgrupo normal de G, dG(N) denota a menor cardinalidade
|R| tal que N é gerado, como subgrupo normal fechado de G, pelo conjunto R. Uma aplicação
do teorema anterior relacionada à Desigualdade de Golod-Šafarevič é dada no Corolário 3.2.6,
com o auxílio da próxima proposição. Antes de demonstrá-la, enunciamos o seguinte lema, cuja
demonstração pode ser vista em [21, Lema 12.1.1].

Lema I.0.26. Seja G um grupo pro-p. Se Ñ ⊳c G e N ⊳c G são tais que Ñ ≤ N e N = ÑL, no
qual L = [N,G]Np, então Ñ = N .

Proposição I.0.27. Seja G um grupo pro-p. Então G satisfaz max-n se, e somente se, dG(N) <
∞, ∀N ⊳c G.

Demonstração. Suponha que G satisfaz max-n e seja N ⊳c G. Considere K a família de todos os
subgrupos normais fechados de G tais que K ⊆ N e dG(K) < ∞, para cada K ∈ K. Por max-n,
existe K elemento maximal de K, digamos gerado por um conjunto finito X como subgrupo normal
fechado de G. Afirmamos que K = N . Caso contrário, existiria um elemento g ∈ N \K, e assim
o subgrupo normal fechado gerado por X ∪ {g} seria topologicamente finitamente gerado como
subgrupo normal, e inteiramente contido em N , o que contradiz a maximalidade de K. Logo,
dG(N) <∞.

Reciprocamente, suponha dG(N) < ∞, ∀N ⊳c G, e seja N = {Nλ | λ ∈ Λ} uma família não-
vazia de subgrupos normais fechados de G. Defina N =

⋃
λ∈Λ Nλ ⊳cG e L = [N,G]Np ⊳cN . Como

dG(N) <∞ por hipótese, obtem-se que N/L é um grupo finito. Assim, [N : NλL] <∞ para cada
Nλ ∈ N , e sendo N =

⋃
λ∈Λ NλL obtem-se que de fato vale N =

⋃
λ∈Λ NλL, pois L e cada Nλ são

fechados. Logo, existe η ∈ Λ tal que N = NηL. Segue-se do Lema I.0.26 que N = Nη ∈ N . Como
Nλ ⊆ N para todo λ ∈ Λ, conclui-se que N é um elemento maximal da família N . Ou seja, G
satisfaz max-n.

Corolário I.0.28. Todo grupo pro-p G de posto finito rk(G) <∞ satisfaz max-n.

Demonstração. Segue imediatamente da Proposição I.0.27 e da definição de rk(G) (I.0.13).

Em particular, o corolário acima e o Corolário 3.2.6 garantem um resultado originalmente
devido a H. Koch [10]: grupos pro-p que são p-ádicos analíticos satisfazem a Desigualdade de
Golod-Šafarevič (i.e., grupos topológicos que admitem estrutura de variedade analítica sobre Zp
e cujas operações de produto e tomar a inversa são analíticas sobre Zp – devido a essa definição,
tais grupos são às vezes chamados grupos de Lie p-ádicos). Tal afirmação se deve à caracterização
– dentre diversas outras – de que um grupo pro-p é p-ádico analítico se, e somente se, é um grupo
pro-p de posto finito (cf. [4, Corolário 8.34]). Referimos novamente ao leitor o texto [4] para essa
e outras caracterizações de grupos pro-p de posto finito, e para um tratamento aprofundado de
grupos p-ádicos analíticos.
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Anexo II

Homologia e Cohomologia de Grupos
Pro-p

Esta seção tem caráter expositivo. Este trabalho foi desenvolvido sobre o estudo de grupos
pro-p finitamente gerados e finitamente apresentáveis e, como ocorre no caso de grupos abstratos,
tais propriedades de finitude são intimamente ligadas ao estudo da (co)homologia de tais grupos.

A teoria de homologia e cohomologia, no caso abstrato, é desenvolvida sobre módulos para aneis
associativos e tem enfoque no caso das álgebras de grupo Z[G], no qual Z é o anel dos inteiros e
G é um grupo (abstrato) dado. Através de tal teoria é possível extrair propriedades de finitude
do grupo G relacionando-as aos grupo (módulos) de (co)homologia de G. Referimos ao leitor os
textos de Rotman [18] e Brown [2] para introduções às teorias de homologia e cohomologia.

No caso de grupos profinitos e pro-p também desenvolve-se teoria de (co)homologia, nesse caso
sobre módulos profinitos e pro-p, e com a exigência de que os homomorfismos considerados sejam
contínuos. No caso pro-p, o anel base em geral é o corpo Fp com p elementos ou o anel Zp dos
inteiros p-ádicos, com enfoque nas álgebras FpJGK ou ZpJGK, no qual G é um grupo pro-p dado.
Referimos ao leitor [16, Capítulos 6 e 7] e [21, Capítulos 9 a 11] para textos sobre homologia e
cohomologia de grupos profinitos e pro-p.

Citaremos aqui alguns resultados importantes relacionados a geradores e relações para apre-
sentações de grupos pro-p, cujas demonstrações podem ser vistas nas referências dadas. Daqui em
diante, denotaremos H i(G) := H i(G,Fp) a i-ésima cohomologia do grupo pro-p G com coeficientes
em Fp.

Teorema II.0.29. [16, Teorema 7.7.4] Seja G um grupo pro-p. São equivalentes:

i. H2(G) = 0;

ii. G é um grupo pro-p livre.

Teorema II.0.30. [16, Corolário 7.7.5] Todo subgrupo fechado de um grupo pro-p livre é
também um grupo pro-p livre.

Recordemos que, dado G um grupo profinito, d(G) denota a cardinalidade mínima de um
conjunto gerador de G (como grupo topológico), e se N ⊳c G é tal que R ⊂ N tem cardinalidade
mínima com N = 〈RG〉, denota-se dG(N) = |R|.
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Teorema II.0.31. [16, Teorema 7.8.1] Se G é um grupo pro-p, então d(G) = dimFp
H1(G).

Definição II.0.32. Dados G um grupo pro-p finitamente gerado e π : F̂ (X)p ։ G uma apresen-
tação de G, com |X| = d(G) e N = kerπ, definimos o posto de relações de G a ser a quantidade
mínima de relações rr(G) = d

F̂ (X)p

(N) na apresentação dada (podendo ser ∞).

Teorema II.0.33. [16, Teorema 7.8.3] SeG é um grupo pro-p finitamente gerado, então rr(G) =
dimFp

H2(G).

Em particular, o teorema acima implica que o conceito de posto de relações dado em II.0.32
independe da escolha de um conjunto minimal de geradores para G. Mais ainda, um grupo pro-p G
é finitamente apresentável se, e somente se, as dimensões (sobre Fp) de suas primeiras cohomologias
H1(G) eH2(G) são finitas. A deficiência de um grupo pro-p finitamente apresentávelG (Proposição
2.4.20) pode ser definida alternativamente como sendo def(G) = dimFp

H1(G)− dimFp
H2(G).

Via dimensões cohomológicas, o Teorema de Golod-Šafarevič (G-Š) pode ser reescrito da se-
guinte forma: se G é p-grupo finito, então

dimFp
H2(G,Fp) ≥

(dimFp
H1(G,Fp))2

4
.

No caso particular de grupos pro-p finitos, tem-se ainda o seguinte:

Teorema II.0.34. [16, Proposição 7.8.4] Se G é um p-grupo finito, então rr(G) − d(G) =
d(H3(G,Z)).

Encerramos este anexo referindo-nos ao seguinte resultado importante, devido a Michel Lazard
(cf. [12, Seção 2.5 e Proposição 2.5.7.1].

Teorema II.0.35. SejaG um grupo pro-p finitamente gerado tal que o módulo graduado gr(FpJGK)
é uma álgebra polinomial sobre Fp. Então H(G,Fp) :=

⊕∞
i=0 H

i(G) é a álgebra exterior de H1(G).

Com relação aos resultados apresentados no Anexo I, tem-se o seguinte: como gr(FpJGK) é
uma álgebra polinomial se, e só se, G é um grupo pro-p uniforme (cf. [21, Seção 8.7]), e também
por ser d(G) = dimFp

H1(G), o teorema acima implica que, se G é uniforme, então H(G,Fp) é a
álgebra exterior de um Fp-espaço vetorial de dimensão d(G). Isso nos dá uma outra alternativa
para mostrar que todo grupo pro-p de posto finito é finitamente apresentável.

Uma demonstração do Teorema II.0.35 e das observações acima podem ser vistas em [21,
Seção 11.6].
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