UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica - IMECC

Departamento de Matematica

Familias Normais de Aplicacoes Holomorfas

em Espacos de Dimensao Infinita

Tese de Doutorado

Paula Takatsuka

Orientador: Prof. Dr. Jorge Mujica

Dezembro de 2006
Campinas-SP



Familias Normais de Aplicacoes Holomorfas em

Espacos de Dimensao Infinita

Banca Examinadora

1 Prof. Dr. Ary Oroziinbo Chiacchio
2 Prof. Dr. Jorge Tulio Mujica Ascui
3 Profa. Dra. Luiza Amalia de Moraes
4 Prof. Dr. Mdrio Carvalho de Matos

5 Profa. Dra. Mary Lilian Lourenco

1

Este exemplar corresponde a redacao
final da tese devidamente corrigida
e defendida por Paula Takatsuka e

aprovada pela comissao julgadora.

Campinas, 15 de Dezembro de 2006.

1,450 )

Prof. Dr. Jorge TukgXlhjica Ascui
tntado

Tese apresentada ao Instituto de
Matematica, Estatistica e Computacao
Cientifica, UNICAMP, como requisito
parcial para obtencao do Titulo de

DOUTOR em Matematica.



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DO IMECC DA UNICAMP
Bibliotecaria: Maria Jilia Milani Rodrigues — CRB8a /2116

Takatsuka, Paula
TF139f Familias normais de aplicagdes holomorfas em espagos de

dimensio infinita / Paula Takatsuka -- Campinas, [S.P. :s.n.], 2006.

Orientador : Jorge Tulio Mujica Ascui
Tese (doutorado) - Universidade Estadual de Campinas, Instituto

de Matematica, Estatistica e Computagdo Cientifica.

1. Aplicagdes holomorfas. 2. Espagos localmente convexos. 3.
Funcdes holomorfas. 1. Mujica, Jorge, 1946-. II. Universidade Estadual
de Campinas. Instituto de Matematica, Estatistica e Computagdo

Cientifica. III. Titulo.

Titulo em inglés: Normal families of holomorphic mappings on infinite dimensional spaces.

Palavras-chave em inglés (Keywords): 1. Holomorphic mappings. 2. Locally convex spaces.
3. Holomorphic functions.

Area de concentragio: Matematica - Analise

Titula¢do: Doutora em Matematica

Banca examinadora: Prof. Dr. Ary Orozimbo Chiacchio (IMECC-UNICAMP)
Prof. Dr. Jorge Tulio Mujica Ascui IMECC-UNICAMP)
Profa. Dra. Luiza Amalia de Moraes (UFRJ)
Prof. Dr. Mario Carvalho de Matos (IMECC-UNICAMP)
Profa. Dra. Mary Lilian Lourengo (USP-Sao Paulo)

Data da defesa: 15/12/2006

Programa de Pés-Graduagio: Doutorado em Matematica ;




Tese de Doutorado defendida em 15 de dezembro de 2006 e aprovada

Pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

My 0 liap 0

Prof. (a). Dr (a). ARYYOROZIMBO CHIACCHIO

m S YWooon,

Prof. (a). Dr (a)\‘LUIZA AMALIA DE MORAES

WWﬂ%M

Prof. (a) Dr. (a) MARY LILIAN LOURENCO




Agradecimentos

Agradeco:

primeiramente a Deus, experimentado e pensado de tantas formas diversas ao longo destes
anos, mas que certamente experienciei durante a realizacao deste trabalho;

ao querido Prof. Dr. Jorge Mujica, por quem tenho profundo respeito, admiracao e
carinho, por sua grande competéncia e dedicagao na conducao desta pesquisa e pela presteza e
bondade com que sempre se dispos a me ajudar; uma pessoa incrivel, por quem tive a sorte de ser
orientada durante todos estes anos;

a todos os professores da banca examinadora, pelas sugestoes cuidadosas que contribuiram
para melhorar a exposicao deste trabalho;

a UNICAMP e a CAPES, pela concessao das bolsas;

aos amigos de curso e de pesquisa, de perto e de longe, entre eles Po Ling, Sénia, Dani,
Lulu e Edson, pelo carinho, amizade, e pelos bons momentos e aprendizado que tivemos juntos;
agradeco também as observacoes da Dani referentes a tese; e em especial Lu e Ximena, que me
acompanharam bem de perto com uma amizade linda;

aos professores, as secretarias e a biblioteca do IMECC, pelo grande apoio e ajuda de todos
com que sempre pude contar;

a minha familia, por fazerem parte de todos os momentos importantes da minha vida,
principalmente minha mae, minha tia Neuza, minha avd, e meus tios de Campinas;

e muito especialmente ao Romario, meu esposo querido, que me acompanhou de maos
dadas em cada passo do meu doutoramento, me encorajando sempre, me fortalecendo, e as vezes
até fragilizando por excesso de carinho e cuidado; pelas inimeras vezes que vocé me ajudou e por
todas as coisas que vocé me ensinou e inspirou; por ter sido verdadeiramente imprescindivel na

realizacao de cada etapa deste trabalho.

Muito obrigada.

11



Resumo

Este trabalho estende teoremas classicos da teoria de funcoes holomorfas de uma variavel
complexa para espagcos localmente convexos de dimensao infinita. Serao dadas vérias carac-
terizacoes de familias normais, nao apenas com relagao a topologia compacto-aberta, mas
também para outras topologias naturais no espaco de aplicagoes holomorfas. Teoremas de
tipo Montel e de tipo Schottky, bem como outros resultados correlatos, serao estabelecidos
em dimensao infinita para as diferentes topologias. Teoremas de limitacao universal sobre
familias de funcoes holomorfas que omitem dois valores distintos serao formulados para

espacos de Banach.

Abstract

The present work extends some classical theorems from the theory of holomorphic functions
of one complex variable to infinite dimensional locally convex spaces. Several characteri-
zations of normal families are given, not only for the compact-open topology, but also for
other natural topologies on spaces of holomorphic mappings. Montel-type and Schottky-
type theorems and various related results are established in infinite dimension for these
different topologies. Universal boundedness theorems concerning families of holomorphic

functions which omit two distinct values are formulated for Banach spaces.

v



Sumario

Introducao 1
1 Familias Normais na Topologia Compacto-Aberta 4
1.1 A Topologia Compacto-Aberta . . . . . . . . . . ... ... .. ... ..... 5
1.2 O Teorema de Montel . . . . . . . . . . .. ... ... ... 8
1.3 Familias Normais em um Ponto . . . . . . . .. ... .. ... ... ..... 15
2 A Normalidade em Diferentes Topologias 18
2.1 Topologias no Espago de Funcoes Holomorfas . . . . . ... ... ... ... 18
2.2 Germes de Funcoes Holomorfas e a Topologia 7, . . . . . . .. .. ... ... 20
2.3 Familias 7-Normais em H(U) . . . . . . ... 21
2.4 Familias Fracamente Normais . . . . . . . . . . ... ... . ... ...... 28
3 Funcoes Holomorfas com Valores Excepcionais 38

3.1 Funcoes Holomorfas com Valores Excepcionais em Espacos Localmente Con-
VEXOS & o v v e e e e e e e e e e 38

3.2 Um Teorema de Tipo Schottky para Dominios Estrelados em Espacos de
Banach . . . . . . . . 45

3.3 Um Teorema de Tipo Schottky para Dominios Arbitrdarios em Espacos de
Banach . . . . . . . . 48
Bibliografia 51



Introducao

O teorema classico de Bolzano-Weierstrass afirma que toda seqiiéncia limitada de pontos
em R" admite uma subseqiiéncia convergente. Um teorema classico de Montel estende esta

propriedade a seqiiéncias de fungoes holomorfas de uma variavel complexa:

“Une suite infinie de fonctions analytiques et bornées a l'intérieur d’un domaine
simplement connexe, admet au moins une fonction limite a lintérieur de ce

domaine” — Paul Montel, 1907.

Se denotarmos por (H(U), 7. ) o espago H(U) das fungoes holomorfas em um aberto U C C,
munido da topologia compacto-aberta 7., o teorema afirma que cada seqiiéncia limitada em
(H(U), 7.) admite uma subseqiiéncia convergente. Esta propriedade se estende imediata-
mente de seqiiéncias a familias, e o termo familia normal, introduzido por Montel em 1912,
passou a designar familias de funcoes holomorfas onde toda seqiiéncia admite uma sub-
seqiiéncia convergente em (H(U), 7.). Assim, uma versdo do teorema classico de Montel

para familias normais afirma que cada familia limitada em (H(U), 7. ) é normal.

Este processo de extrair subseqiiéncias convergentes de um conjunto de fungoes foi usado
primeiramente em 1899 por David Hilbert, em sua demonstracao do Principio de Dirichlet
(Hilbert [9], pp. 13-14). Montel foi o primeiro a reconhecer o grande significado deste
processo para a teoria de fungoes. Ele publicou este teorema em 1907, em sua tese (Montel

[14], pp. 298-302), mais tarde conhecido como o Teorema de Montel.

Em linguagem moderna, o Teorema de Montel afirma que cada familia § limitada em
(H(U), 7.) é relativamente 7.-compacta. Se U é um aberto de um espaco de Banach
E, entdo ainda é verdade que cada familia limitada em (H(U), 7.) é relativamente 7.-

compacta. Mas se E tem dimensao infinita, entao o espago (H(U), 7. ) ndo é metrizavel, e



em geral s6 podemos afirmar que cada rede em § admite uma subrede convergente. Como
¢ bem mais conveniente trabalhar com seqiiéncias do que com redes, é importante obter

condigbes equivalentes para que uma familia § C H(U) seja normal.

O tema central deste trabalho sao as familias normais. Provaremos versoes do Teorema
de Montel e de varios resultados que dizem respeito a familias normais em dimensao infinita,
e daremos varias condi¢oes equivalentes para que uma familia seja normal, nao apenas com
relacao a topologia compacto-aberta, mas também para outras topologias naturais no espaco

de fungoes holomorfas.

No decorrer do estudo das generalizagoes dos teoremas sobre familias normais, mais es-
pecificamente, durante a tentativa de estender um teorema classico de Montel sobre funcoes
holomorfas com valores excepcionais que reconhece familias normais, conhecido como o
Critério Fundamental, fez-se necessaria uma versao em dimensao infinita do Teorema de
Schottky, que limita o crescimento de uma funcao holomorfa que omite dois valores em sua
imagem por uma constante universal que depende apenas do valor tomado pela funcao na
origem. A partir de entao, estabelecemos versoes do Teorema de Schottky em dimensao
infinita, o que direcionou nosso estudo as familias de fungoes holomorfas que omitem valo-
res em sua imagem, quando passamos a examinar o “tamanho” da imagem de uma fung¢ao

holomorfa com valores excepcionais.

O primeiro capitulo contém versoes em dimensao infinita de varios teoremas classicos da
teoria de familias normais de funcoes holomorfas de uma variavel complexa. Neste capitulo,
o conceito de normalidade é abordado no sentido usual, ou seja, munindo o espaco das
fungoes holomorfas com a topologia compacto-aberta. Vamos provar versoes do Teorema de
Montel para espagos localmente convexos e estabelecer condigoes necessarias e/ou suficientes
para que uma familia seja normal. Alguns destes resultados generalizam versoes incorretas
enunciadas anteriormente por Hu e Yue [10] e Kim e Krantz [11]. Alguns resultados deste

capitulo foram publicados em [19].

Dando continuidade ao estudo de condicoes equivalentes a normalidade de uma familia,
no segundo capitulo serao consideradas outras topologias que aparecem de modo natural

no espaco das funcoes holomorfas. Seguindo o que foi feito no primeiro capitulo, vamos



provar teoremas de tipo Montel em dimensao infinita e investigar condigoes necessarias
e/ou suficientes para que uma familia seja normal, agora munindo o espago das fungdes
holomorfas com as topologias 7, 7, e 75 que, em dimensao infinita, diferem da topologia
compacto-aberta.

Também serd feita uma investigagao sobre familias fracamente normais em espacgos de
funcoes holomorfas com imagem em espacos duais, munidos da topologia compacto-fraca™-
aberta. Teoremas de tipo Montel, bem como alguns resultados relacionados, e condigoes
necessérias e/ou suficientes para a normalidade fraca serdo estabelecidos na ultima segao
deste capitulo. Um destes resultados generaliza uma versao incorreta enunciada anterior-

mente por Kim e Krantz [11].

O terceiro e ultimo capitulo retine resultados sobre familias normais de fungoes holomor-
fas com valores excepcionais. Provaremos versoes do Teorema de Schottky em dimensao
infinita para espacos localmente convexos, a partir do qual serao obtidas versoes em di-
mensao infinita do Critério Fundamental e do famoso Pequeno Teorema de Picard. Estes
resultados foram publicados em [19].

Foram obtidos também alguns resultados de tipo Schottky para espacos de Banach. Para
dominios estrelados, provaremos que uma familia limitada na origem de func¢oes holomorfas
com dois valores excepcionais esta contida e é limitada em H,(U), o espago das fungdes
holomorfas de tipo limitado em U. Para dominios arbitrarios, provaremos que uma familia
limitada em algum ponto de func¢oes holomorfas com dois valores excepcionais esta contida
e é limitada em Hy(U), o espago de fungoes holomorfas introduzido por Matos [13] em 1972
e recentemente redescoberto por Dineen e Venkova [6]. Estes resultados serao publicados

em [18].

Esta tese nao contém capitulos preliminares, uma vez que sua compreensao exige apenas
um conhecimento béasico da teoria de varidveis complexas e de topologia geral, e alguma
experiéncia com a teoria de espacos de Banach. No decorrer deste texto, incluimos as

definicoes e resultados sobre espacos vetoriais topologicos que se fizeram necessarios.

E com grande prazer que fago constar aqui meus sinceros agradecimentos a todos aqueles

que de algum modo incentivaram e contribuiram para a conclusao deste trabalho.



Capitulo 1

Familias Normais na Topologia

Compacto-Aberta

Neste capitulo, vamos definir a topologia compacto-aberta e introduzir o conceito de familias
normais de fungoes holomorfas no sentido usual, ou seja, munindo o espaco das funcoes
holomorfas com a topologia compacto-aberta. Vamos provar versoes do Teorema de Montel
em dimensao infinita e estabelecer condi¢oes necessarias e suficientes para que uma familia

seja normal. Sera também abordada a nocao de familias normais em um ponto.

Fixemos primeiramente algumas notacoes que serao adotadas neste trabalho. A menos
que seja mencionado o contrario, X denotara um espaco topoldgico, F' um espaco de Banach
e E um espaco localmente convexo. De maneira usual, vamos denotar por FX o espaco
vetorial de todas as aplicagoes f : X — F e por C(X, F) o espago vetorial das aplicagoes
continuas de X em F. Se U ¢é um aberto nao vazio de E, denotaremos por H(U, F') o
espago vetorial de todas as aplicagoes holomorfas de U em F. Quando F' = C (o corpo dos
nimeros complexos), o espaco das fungoes continuas C(X, F) serd denotado simplesmente

por C(X) e, da mesma forma, denotaremos H(U, F') simplesmente por H(U).



1.1 A Topologia Compacto-Aberta

Defini¢ao 1.1 A topologia compacto-aberta é a topologia localmente convexa em C(X, F)

definida pela familia de seminormas da forma:

Py f o sup |l f(2)]),
reK

onde K wvaria entre todos os subconjuntos compactos de X.

Esta topologia, que denotaremos por 7., também é conhecida como a topologia da con-
vergéncia compacta, pois é a topologia da convergéncia uniforme sobre cada subconjunto
compacto de X.

Da mesma forma, uma familia limitada em (C(X, F), 7.) ou 7.-limitada é uma familia

uniformemente limitada sobre cada subconjunto compacto de X.

Proposicao 1.2 Seja U um subconjunto aberto nao vazio de um espaco localmente convezo.

Entao H(U, F) € um subespago vetorial fechado de (C(U, F), T.).

Demonstragao: Ver Barroso ([1], Proposition 30.1). 1

Lembremos que um espaco topoldgico X é dito um k-espag¢o se um conjunto A C X
for aberto, sempre que AN K for aberto em K para cada subconjunto compacto K de X.
Exemplos de k-espagos sao os espacgos localmente compactos e os espacos que satisfazem
a primeira condi¢ao de enumerabilidade, i.e., todo ponto possui um sistema fundamental
enumeravel de vizinhancas. Portanto todo espago metrizavel é um k-espago. Se X é um
k-espaco e Y é um espaco topologico qualquer, entao uma aplicacao f : X — Y é continua

se, e somente se, a restri¢ao f|. for continua, para cada subconjunto compacto K de X.

Da proposi¢ao acima segue que se F for um k-espaco localmente convexo, o limite para a
topologia compacto-aberta de uma seqiiéncia de aplicagoes holomorfas em U é também uma
aplicacao holomorfa em U, o que estende o cldssico Teorema de Weierstrass (Montel [15],
Théoreme 8). Com efeito, se {f,},_; C H(U, F) e f, — f na topologia conpacto-aberta,
entdo a restri¢ao f|, é continua, para todo K C U compacto, e portanto f é continua em
U, pois neste caso U é um k-espago. Mas H (U, F) é um subespago fechado de (C(U, F), 7.),
e portanto f € H(U, F).



Definicao 1.3

a) Uma familia § C FX é dita ser localmente limitada se para cada a € X existem uma

vizinhanga V' C X de a e uma constante ¢ > 0 tal que ||f(z)|| < ¢ para todo x € V e

fesg.

b) Uma familia § C FX ¢ dita ser equicontinua se para cada a € X e € > 0 existe uma

vizinhanga V' C X de a tal que || f(z) — f(a)|]| < e paratodoz € Ve f €.

Proposicao 1.4 Sejam E um espaco localmente convexo, U C E um subconjunto aberto e

§ C H(U,F). Considere as sequintes afirmagoes:

(a) § € localmente limitada;
(b) § € equicontinua e pontualmente limitada.
(¢) § € limitada em (H(U, F), 7.);
Entao (a) e (b) sdo equivalentes e ambas implicam (c). Além disso, se E for metrizdvel,
entao todas as condigoes acima sao equivalentes.
Demonstragao:
(a) = (b): Sejam a € U, V C U uma vizinhanca de a e ¢ > 0 tais que:

| f(2)]| <e¢, paratodoz € Ve feF.

Podemos supor que V O By(a,7) = {z € E : a(z) < r}, para algum r > 0 e alguma

seminorma continua a em E. Segue da desigualdade de Cauchy que:

If@ = s@l < Y IP*@@-al < Y -T (alz=a)" — 0,

quando a(x — a) — 0, donde obtemos a equicontinuidade de §.

Além disso, é claro que toda familia localmente limitada é pontualmente limitada.

(b) = (a): Sejaa € U. Como § é pontualmente limitada, existe ¢ > 0 tal que || f(a)|| < ¢,
para toda f € §. Além disso, existe uma vizinhanca V' C U de a tal que ||f(z) — f(a)] < 1,

paratodo x € V e f € §, visto que § ¢é equicontinua. Logo, temos:

IF@) < 1f(=) = f)l + [f@)] < c+1,

6



para todo x € V e f € §, o que prova que § é localmente limitada.

(a) = (c): Como § é uniformemente limitada em alguma vizinhanca de cada ponto de

U, segue que § é claramente uniformemente limitada sobre cada conjunto compacto de U.

Agora suponhamos que E seja metrizavel e digamos que § nao seja localmente limitada.
Logo, existem a € U e seqiiéncias {f,} C § e {a,} C U tais que a,, — a e || fu(an)|| > n,

para todo n. Com isto, a seqiiéncia { f,,} nao é limitada sobre o compacto:
K :={a,:neN}uU{a},

e desta forma, § nao é 7.-limitada. Isto prova (c¢) = (a), o que fecha o ciclo de equivaléncias.

Uma outra prova da implicagdo (c) = (a) da proposigdo acima consta também em

Dineen ([5], Example 3.20(a)).

A topologia da convergéncia pontual ou topologia produto de Tychonoff é a topologia

localmente convexa 7, definida em FX pelas seminormas da forma:

S sup [ f(2)]],

€A
onde A varia entre todos os subconjuntos finitos de X.

Proposicao 1.5 A topologia compacto-aberta e a topologia da convergéncia pontual indu-

zem a mesma topologia em cada subconjunto equicontinuo de C(X, F).

Demonstracao: Ver Mujica ([17], Proposition 9.11). 1

Definig¢ao 1.6 Diremos que uma familia § C C(X, F) é pontualmente relativamente com-
pacta se para cada x € X o conjunto §(x) = {f(z) : f € F} C F for relativamente

compacto.

Vale observarmos que em C" todo conjunto limitado é relativamente compacto. Em
particular, toda familia § C C(X) pontualmente limitada é pontualmente relativamente

compacta.

A seguir vamos enunciar o cldssico Teorema de Arzela-Ascoli:

7



Teorema 1.7 Cada familia equicontinua e pontualmente relativamente compacta de C(X, F)

¢ relativamente compacta em (C(X, F), 7).

Demonstracao: Ver Dugundji ([7], Theorem XI1.6.4). I

Como H(U, F) é fechado em (C(U, F), 7.), é importante percebermos que quando se
tratar de uma familia de aplicagdes holomorfas § C H(U, F'), onde U é um aberto nao
vazio de um espaco localmente convexo, entao nas condi¢oes do teorema acima temos que

na verdade § é relativamente compacta em (H(U, F), 7.).

1.2 O Teorema de Montel

Vamos a seguir introduzir o conceito de familias normais de funcoes holomorfas.

Definicao 1.8 Seja E um espaco localmente convexo e U um subconjunto aberto de F.
Uma familia § C H(U) é dita 7.-normal ou simplesmente normal se cada seqiiéncia em §

possui uma subseqiiéncia convergente em (H(U), 7. ).

Enunciamos abaixo o teorema classico de Montel (Montel [15], Se¢ao 10) a respeito de

familias de fungoes holomorfas de uma varidavel complexa:

Teorema 1.9 (Montel) Seja U um subconjunto aberto de C. Entao toda familia limitada

em (H(U), 7.) é normal.

Observemos que no caso em que (H(U), 7.) é metrizavel (por exemplo quando U C C"),
os conceitos de normalidade e compacidade relativa coincidem. Logo, podemos enunciar a

seguinte versao equivalente do Teorema de Montel:

Teorema 1.10 Seja U um subconjunto aberto de C. FEntao cada familia T.-limitada em

H(U) € relativamente T.-compacta.

Se U é um aberto de um espaco de Banach, entao ainda é verdade que cada familia
limitada em (H(U), 7.) é relativamente compacta (ver Mujica [17], Proposition 9.16). Mas

se F tem dimensao infinita, entdo o espago (H(U), 7.) ndo é metrizavel, e em geral s6
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podemos afirmar que cada rede limitada possui subrede convergente. Como é bem mais
conveniente trabalhar com seqiiéncias do que com redes, é importante obter condigoes
necessarias e suficientes para que uma familia § C H(U) seja normal.

Daremos a seguir um primeiro resultado nesta direcao, que estende o Teorema de Mon-
tel para espacgos de Banach separaveis. E um resultado ja conhecido, inclusive versoes bem
mais gerais e completas serao dadas adiante neste trabalho (Teoremas 1.12 e 1.16), con-
tudo optamos por demonstra-lo a fim de elucidar as diferentes técnicas utilizadas para se

trabalhar com normalidade. Esta técnica foi proposta em ([17], Exercise 9.F).

Teorema 1.11 Sejam E um espago de Banach separavel e U um subconjunto aberto de E.

Entao toda familia limitada em (H(U), 7.) € normal.

Demonstragao: Usaremos o processo da diagonal de Cantor:

Seja § uma familia limitada em (H(U), 7.) e consideremos uma seqiiéncia { f,}>2; em
§. Por hipdtese, existe um subconjunto D = {aj,as,---} C U denso em U. Como § é
uniformemente limitada em cada subconjunto compacto de U, temos em particular que
{fn} é pontualmente limitada.

Assim, como {f,(a;)} é uma seqiiéncia numérica limitada, podemos extrair uma sub-
seqiiéncia {f\"(a1)} convergente. Por sua vez, {f."(as)} é uma seqiiéncia numérica li-
mitada; logo, podemos extrair uma subseqiiéncia { fn(Q)(ag)} convergente. Analogamente,
como { fn(Q)(CL:g)} ¢ uma seqiiencia numérica limitada, podemos extrair uma subseqiiéncia
{13 (a3)} convergente, e assim por diante.

Prosseguindo indutivamente, obtemos para cada k& € N uma subseqiiéncia { fn(k)(ak)}
de { fn(k_l)(ak)} convergente. Mostraremos que a seqiiéncia diagonal { fn(")} converge na
topologia compacto-aberta.

Observemos primeiramente que { fn(n)} converge em cada ponto a; € D, pois por cons-
trugao temos que {fn(n)(ak)} é, a menos dos k — 1 termos iniciais fl(l)(ak), s k(fl_l)(ak),
uma subseqiiéncia de { fn(k)(ak)}, que é convergente.

Disto segue que { fn(")} converge pontualmente em todo U. Com efeito, considere x € U
ee > 0. Como { fn(")} constitui uma familia equicontinua, existe uma vizinhanca V C U

de x tal que:

n

@)~ [0 @) [ < S VeV Vn.



Além disso, podemos tomar a; € V, ja que D é denso em U, e como {fn(n)(ak)} ¢ conver-

gente, existe N tal que:
£ @) = £ (@) | < 5, W ngm 2 N,
Logo, para n,m > N, temos:

@)= £ @) | <UD )= 1, 00 |+, (@)= £ ) [+ ) = £ ) | < e

Ou seja, { £ (z)} C C é de Cauchy, e portanto convergente.
Finalmente, em se tratando de uma familia equicontinua de fung¢des holomorfas, de
acordo com a Proposigao 1.5 a convergéncia pontual coincide com a convergencia uniforme

em cada parte compacta de U, donde obtemos finalmente a convergéncia de { fn(")(x)} em

(HU), ). I

Segundo a Proposicao 1.4, toda familia § C H(U) localmente limitada é 7.-limitada, e
em espacos metrizaveis a reciproca também é verdadeira. Daremos agora uma generalizagao
do resultado acima para espagos localmente convexos separaveis, por meio de técnicas bem

diversas das utilizadas na demonstragao anterior.

Teorema 1.12 Sejam E um espaco localmente convexo separdvel e U wum subconjunto

aberto nao vazio de E. Entao toda familia localmente limitada § C H(U) € normal.

Demonstragao: Como E é separdvel, existe um subconjunto D = {zy,z9,---} C U
denso em U. Defina X, := m, para cada n e X := [~ X,. Cada X,, é compacto por
hipdtese, e portanto temos do Teorema de Tychonoff que X é um espago métrico compacto.
Seja {fr},, uma seqiiéncia em §. Para cada k, denotemos por z/* o elemento de X
dado por (fi(x1), fr(xa),-+). Ou seja, {x/k},_, é uma seqiiéncia em X. Logo, existe uma
subseqiiéncia {2/ };—, convergente. Vamos provar que {f, },—, converge em (H(U), 7.).
Como § é localmente limitada, e portanto equicontinua, basta provar que { f, },—, con-
verge pontualmente em todo U. Para tanto, seja y = (y1,v2,---) € X o limite de {a/x};_ .
Ou seja, y, = lim fx:(z,). Em outras palavras, {fi, }.—; converge pontualmente em cada
Ty Finalmenté, :ejam r€Uee>0. Como {f },y constitui uma familia equicontinua,

existe uma vizinhanca V' C U de z tal que:
Fu(@) = ful@)| < 5, Va €V, Ve
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Como D é denso em U, existe algum x,, € V. Além disso, { fx,(z,)} é convergente, de modo

que existe I € N tal que:
€ .
’sz(xn) - fkj(xn” < g, Vi,7>1.

Logo, para i,5 > I, temos:

e () = fioy (@) | < () = S (n) |+ Ui () = Sy (@) [ 4 [ fiy (@) = fo; (2) | < e

Ou seja, { fr,(z)} C C é uma seqiiéncia de Cauchy, e portanto convergente. A fungao limite
f ¢ G-holomorfa, e como {fi,} é localmente limitada, f também é localmente limitada, e

portanto holomorfa. |

Se U é um subconjunto aberto nao vazio de um espago localmente convexo E, entao pelo
Teorema de Arzela-Ascoli (1.7) toda familia localmente limitada § C H(U) ¢ relativamente
compacta em (H(U), 7.). Desta forma, quando F é separdvel, em F° a topologia 7.
coincide com a topologia 7,, da convergéncia pontual em cada ponto de uma seqiiéncia densa
D = {z,} C U, sendo esta tultima claramente metrizavel, pois é gerada pela seqiiéncia de
seminormas {p, } dadas por p,(f) :=|f(z,)|- Da densidade de D segue que Elpgl(()) =0,
ou seja, 7;, ¢ uma topologia de Hausdorff. Como 7. é mais fina que 7,,, a aplicacao identidade
id : (F° 7.) — (§° 7,) é uma bijecao continua de um espaco compacto sobre um espaco
de Hausdorff, e é portanto um homeomorfismo. Poderiamos também provar o Teorema 1.12
combinando estes resultados, pois de fato isto nos mostra que § © é compacta e metrizivel

para 7.. Esta abordagem foi utilizada por Boyd e Dineen em ([2], p. 34) no caso em que E

é um espaco metrizavel.

11



Também no caso em que E é metrizavel, o Teorema 1.12 foi enunciado em 1992 por Hu
e Yue ([10] Theorem 2.1), porém os autores utilizam o fato de que se D é um subconjunto
denso de um conjunto aberto U entao D N K é um subconjunto denso de K, para cada
subconjunto compacto K C U, o que em geral nao é verdade. E facil encontrar exemplos
em que D N K é vazio. Por exemplo, K = {z} com x ¢ D.

No caso em que F é um espaco de Banach, este resultado foi enunciado em 2003 por
Kim e Krantz ([11], Theorem 1.8), mas a demonstracao estd incompleta. Na verdade os
autores provam que, para cada subconjunto compacto K C U fixado, toda seqiiéncia em §

admite uma subseqiiéncia que converge uniformemente em K.

O préximo resultado estende um teorema sobre propagagao da convergéncia de funcoes
holomorfas na topologia compacto-aberta. Ele generaliza o Teorema de Stieltjés (Montel
[15], Théoreme 15) conhecido para fungdes de uma varidvel complexa. Vamos designar por

dominio um subconjunto aberto e conexo de F.

Teorema 1.13 Sejam E um espago localmente convexo separdvel, U C E um dominio, e
seja { fn}o—y uma seqiéncia localmente limitada em H(U). Se {fn}._, converge pontual-

mente em algum aberto V- C U ndo vazio entdo {f,},_, converge em (H(U), 7).

Demonstragao: Seja K C U um compacto e suponhamos por um momento que existam
g0 > 0, duas seqiiéncias estritamente crescentes {my},_;, {nr},—; C N e uma seqiiéncia

{wk}zozl C K tais que:
| frny, (k) — fu,, (k)| > €0, para todo k.

Para cada k, considere a fungao holomorfa gi := f,,, — fn,. Como a seqiiéncia {f,},_; ¢
localmente limitada, temos que § = {g : k£ € N} constitui uma familia localmente limitada,
e portanto normal. Logo, existe uma subseqiiéncia {g, };—; convergente em (H(U), 7.),
digamos a uma funcao g. Como os valores de g, convergem a zero em cada ponto de V/,
temos que g é identicamente nula em V. Assim, pelo Principio da Identidade (Mujica
[17], Proposition 5.7), temos que g é identicamente nula em todo U. Ou seja, {gx, (z)},—,
converge uniformemente a zero em todo K. Mas isto é um absurdo, ja que |gx(xx)| > €o,

para todo k. |
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Vale observar que a demonstragao do Principio da Identidade apresentada em [17] para
aplicagoes holomorfas entre espagos de Banach também é vélida para fungoes holomorfas

definidas em espacos localmente convexos.

A hipétese de separabilidade é realmente indispensével no Teorema 1.11 (e portanto no

Teorema 1.12) como podemos ver no préximo exemplo:

Exemplo 1.14 Considere o espaco de Banach nao separavel E = (> e seja § = By a bola
unitdria fechada em E’. Claramente § ¢ um subconjunto localmente limitado de H(FE),

mas afirmamos que § nao é uma familia normal.

De fato, seja {g; };-ozl C § a seqiiéncia dos funcionais lineares canonicos definidos por:

wj - {gn}::l €EFE — £j e C.

Se § fosse normal, esta seqiiéncia admitiria uma subseqiiéncia que converge em (H(E), 7. ).

Entretanto, dada qualquer subseqiiéncia {¢;, },_;, podemos definir x = {¢;};_, € E onde

&, = (—1)* para todo k e &; := 0 para j # ji, de modo que {p;, (z)},—, = {(=1)F},_, é a

seqiiéncia alternada de escalares que nao converge, uma contradicao.

Proposicao 1.15 Sejam E um espago localmente convexo, U um subconjunto aberto nao

vazio de E' e § C H(U). Considere as sequintes afirmagoes:
(a) § € localmente limitada.
(b) § € equicontinua e pontualmente limitada.
(¢) § € relativamente compacta em (H(U), 7).
(d) § € limitada em (H(U), 7).

Entao (a) e (b) sdo equivalentes e cada afirmagdo acima implica a afirmacao sequinte.

Além disso, se E for metrizavel, entao todas as condi¢oes sao equivalentes.

Demonstragao:
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As implicagoes (a) < (b) e (b) = (c) seguem, respectivamente, da Proposi¢ao 1.4 e do
Teorema de Arzela-Ascoli (1.7). E se o fecho § de § em (H(U), 7.) for compacto entdo F,
e portanto §, ¢ limitado em (H(U), 7.), o que prova (c) = (d).

No caso em que F é metrizavel, toda familia 7.-limitada é localmente limitada (Proposigao

1.4), o que fecha o ciclo de equivaléncias. |

Finalmente, a partir das consideracoes anteriores a respeito de familias de fungoes holo-
morfas, unindo as hipoteses de separabilidade e metrizabilidade vamos estabelecer condicoes

necessarias e suficientes para que uma familia seja normal.

Teorema 1.16 Sejam E um espago localmente convexo separdvel, U um subconjunto aberto

nao vazio de E e § C H(U). Considere as sequintes afirmagoes:
(a) § € localmente limitada.
(b) § € equicontinua e pontualmente limitada.
(¢) § € relativamente compacta em (H(U), 7).
(d) § € normal.
(e) § € limitada em (H(U), 7).

Entao (a) e (b) sdo equivalentes e cada afirmagdo acima implica a afirmacao sequinte.

Além disso, se E for metrizdvel, entdo todas as condicoes sao equivalentes.

Demonstragao:

As implicagoes (a) < (b) = (c) seguem diretamente da proposi¢ao anterior.

Com a hipétese adicional de separabilidade, obtemos a metrizabilidade de subconjuntos
compactos de (H(U), 7.), j& que o mesmo argumento utilizado no final da pagina 11 mostra
que em subconjuntos compactos de (H(U), 7.) a topologia 7. coincide com a topologia 7,
da convergéncia em cada ponto de uma seqiiéncia densa D = {x,,} de U, e com isto, quando

o fecho § é compacto, e portanto metrizavel, entdao toda seqiiéncia em §, e portanto em g,
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admite uma subseqiiéncia convergente, ou seja, § é normal. Isto prova a implicagao (c) =
(d).

Vamos assumir agora que § seja normal, e seja K C U um subconjunto compacto.
Suponhamos por um momento que exista uma seqiiéncia { f,} em § tal que:

sup | fn(x)| > n, para todo n.
zeK

Como § é normal, {f,} admite uma subseqiiéncia { f,,,} convergente em (H(U), 7. ), diga-
mos para f. Temos que f(K) é compacto, logo limitado. Ou seja, existe M < oo tal que
sup |f(z)| < M. Assim,
reK
n; < sup | fo,(x)] < sup [ fn, () — f(2)] + sup | f(z)], para cada i.
zeK zeK zeK

Fazendo 7 — oo, obtemos um absurdo. Logo, § é limitada na topologia 7., o que finalmente
prova (d) = (e).

Novamente, a metrizabilidade de E implica que toda familia 7.-limitada é localmente

limitada, fechando o ciclo de equivaléncias. |

1.3 Familias Normais em um Ponto

Antes de estender os seguintes teoremas de tipo Montel (Montel [15], Se¢ao 19) vamos

estabelecer algumas definigoes:

Defini¢ao 1.17 Seja § C H(U) e seja V' C U um subconjunto aberto. Dizemos que § é
normal em V' se cada seqiiéncia em § possui uma subseqiiéncia uniformemente convergente
em cada parte compacta de V. Neste caso, diremos que cada seqiiéncia em § possui uma

subseqliéncia que converge em (H(V), 7).

Quando V' = U, esta definicao simplesmente coincide com a definicao de uma familia

normal.

Definicao 1.18 Uma familia § C H(U) é dita normal em um ponto xy € U se existir uma

vizinhanga aberta V' C U de x( onde a familia seja normal.
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Uma familia normal em um aberto U é evidentemente normal em cada um de seus
pontos. Provaremos a seguir que a reciproca também ¢é verdadeira para espagos localmente

convexos metrizaveis separaveis. Antes disso, vamos precisar do seguinte resultado:

Teorema 1.19 Sejam E um espago localmente convero, U C E um aberto e {V,},_, uma
seqiiéncia de abertos em U. Se uma familia § C H(U) € normal em cada V,,, entio § é

o0
normal em |J V.

n=1

Demonstragao: Considere uma seqiiéncia {f,}._, C §. Como § é normal em cada V,,,
entao em particular {f,} possui uma subseqiiéncia { fél)} uniformemente convergente em
cada compacto de V. Por sua vez, { fT(ll)} possui, em particular, uma subseqiiéncia { f7(12)}
uniformemente convergente em cada compacto de V5. E por ser subseqiiéncia de { f,(ll)},
{ fém} ¢ também uniformemente convergente em cada compacto de V3. Ou seja, { fT(LQ)}
converge uniformemente em cada compacto de V; U V5. Da mesma forma, { féQ)} admite
uma subseqiiéncia { fr({g)} uniformemente convergente em cada compacto de V3 U Vo U V.
Procedendo assim por diante, obteremos para cada k uma subseqiiéncia { fék)} de { f,gkil)}
uniformemente convergente em cada compacto de V3 U --- U V,. Vamos mostrar que a
seqiiéncia diagonal { f,g")} converge em cada parte compacta de U V.

n=1

Seja K C U V,, compacto. Como U V,, forma uma cobertura aberta de K, podemos

n=1 n=1

extrair uma subcobertura finita e portanto K C V3 U---UV}, para algum k. Ora, {fﬁ")} é,

2(2), e ,ili_ll), uma subseqiiéncia de {j}gk)}, que

a menos dos k — 1 primeiros termos fl(l),
converge uniformemente nos compactos de V; U --- UV}, donde concluimos finalmente que
{ qu,n)} ¢ uniformemente convergente em K. Por hipétese, a funcao limite é holomorfa em

cada V,,, e portanto holomorfa em U V. |

n=1

Tendo provado o resultado anterior, o proximo teorema agora segue facilmente:

Teorema 1.20 Sejam E um espaco localmente convexo metrizavel separdvel e U C E
aberto. Entdo uma familia § C H(U) é normal se, e somente se, ela é normal em todos o0s

pontos de U.

Demonstragao:
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Para provar a implicacao nao trivial vamos assumir que § seja normal em cada ponto
de U, ou seja, para cada z € U existe uma vizinhanca aberta V,, C U de x onde § ¢ normal.

E claro que U = |J V,, e como todo espago métrico separdvel é um espago de Lindeldf,
zeU

oo
existe uma subcobertura enumeravel de | J V., ou seja, U = |J V,,, e o resultado segue
zeU n=1

imediatamente do Teorema 1.19. |

Pode ser 1til observarmos que, em decorréncia deste teorema, para provar que uma
familia § C H(U) é normal podemos sempre supor sem perda de generalidade que U é uma

bola, no caso em que E for um espaco separavel e metrizavel.

Alguns dos resultados deste capitulo foram publicados em [19].
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Capitulo 2

A Normalidade em Diferentes

Topologias

Daremos continuidade ao estudo de condigoes que nos garantem a normalidade de uma
familia. Outras topologias naturais em H(U) serao consideradas, bem como outros espagos

de aplica¢oes holomorfas e um novo conceito de normalidade serao abordados neste capitulo.

Vamos denotar por E um espaco localmente convexo e U um subconjunto aberto nao

vazio de FE.

2.1 Topologias no Espaco de Funcoes Holomorfas

Diferentemente do que ocorre em C”, em dimensao infinita aparecem varias outras topolo-
gias de modo natural no espago das fung¢oes holomorfas H(U), além da topologia compacto-
aberta. Vamos definir a seguir algumas destas topologias, para as quais obtivemos os
resultados estabelecidos na préxima secao. Para mais detalhes sobre estas topologias, re-

comendamos Dineen [5].

Defini¢ao 2.1 Uma seminorma p : H(U) — R é dita portada por um compacto K C U se

para cada vizinhanga V' de K contida em U existe uma constante ¢(V') > 0 tal que:

p(f) < (V) sup |f(z)],

zeV
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para toda f € H(U).
A topologia de Nachbin, que denotaremos por 7, é a topologia localmente convexa em
H(U) definida pela familia de todas as seminormas em H(U) que sao portadas por algum

subconjunto compacto de U.

Defini¢ao 2.2 Uma seminorma p : H(U) — R é dita portada por uma cobertura aberta V

de U se existem uma constante ¢(V) > 0e Vi, --- |V, € V tais que:

p(f) <c(V)  sup [f(2)],

zeVilU--UVa

para toda f € H(U).

A topologia Ty é a topologia localmente convexa em H(U) definida pela familia de todas
as seminormas em H(U) que sao portadas por todas as coberturas abertas de U.

A topologia 75 é a topologia localmente convexa em H(U) definida pela familia de todas

as seminormas em H(U) que sdo portadas por todas as coberturas abertas enumeraveis de

U.

Observacgoes 2.3
a) Se E tem dimensao finita, entdo 7. = 7, = 7y = Ts.

b) J4 em dimensao infinita, é claro que 7, < 75. Além disso, toda seminorma p, que
define a topologia 7, é claramente portada pelo proprio compacto K. Por sua vez,
se p é uma seminorma em H(U) portada por um compacto K e V é uma cobertura
aberta de U, entao K admite uma subcobertura finita V; U--- UV, de V. Ou seja,
tomando ¢(V) = ¢(V), onde V.=V, U--- UV, segue que p é portada por V. Desta
forma, temos observado que:

Te < Tw <A < 75,

Além disso, se I/ é um espaco de Lindelof entao as topologias 7y e 75 coincidem. Em

particular, 7, = 75 em espacos de Banach separaveis.

c) Se E é metrizavel entao as topologias 7., 7,, T\ e 75 definem os mesmos conjuntos

limitados em H(U) (Mujica [16], Proposicién 11.2).
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2.2 Germes de Funcoes Holomorfas e a Topologia 7,

Dado um subconjunto compacto nao vazio K C FE, definimos:
hK) = U {H(U) : UC FE aberto e UDK }.

Sejam fi, fo € h(K), ou seja, fi € H(Uy), fo € H(Us), com Uy,Us C E abertos contendo
K. Dizemos que fi; = fo mod K se o conjunto {x € Uy NUs : fi(z) = fo(z) } for uma
vizinhanga de K em FE.

A equivaléncia médulo K é uma relagao de equivaléncia em h(K). Cada classe de
equivaléncia é chamada germe de funcgoes holomorfas de K. Denotamos o conjunto destes
germes por H(K), ou seja:

H(K):=hK)/ =.

A projegao candnica 7 : f € h(K) — [f] € H(K) induz por restrigao uma aplicac¢do
natural 7, : H(U) — H(K) para cada U C E aberto contendo K.

Se definirmos em H(K) as operagoes:
Ll + [fe] = [filoy o, + Foloyon,)
AL = A

munimos H(K) com uma estrutura de espago vetorial que torna cada aplicacao natural

7, : H(U) — H(K) uma aplicagao linear.

Desta forma, as imagens naturais de H(U) em H(K), com U C E aberto contendo K,

formam uma colecao dirigida de subespacos vetoriais cuja unido é todo o espaco H(K).
Munindo H(U) com a topologia 7,,, denotamos a topologia indutiva localmente convexa

em H(K) com respeito a familia de aplicagoes:
{m, : (H{U),7,) — H(K) | U C E aberto contendo K}
também por 7,. Ou seja:

Definigao 2.4 A topologia T, é a topologia localmente convexa mais fina em H(K) que
torna cada aplicagao m, : (H(U),7,) — (H(K),7,) continua, para todo U C E aberto

contendo K, e escrevemos:

(H(K),7,):=ind (H{U),,).

UDK
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Defini¢ao 2.5 A topologia T, é a topologia projetiva localmente convexa em H(U) com

respeito a familia de aplicacoes:
{m, :H{U) - (H(K),7,) | K CU compacto nao vazio}.

Em outras palavras, 7, é a topologia localmente convexa menos fina em H(U) que torna
cada aplicacao m, : (H(U), 7. ) — (H(K), 7, ) continua, para todo K C U compacto nao
vazio, e escrevemos:
(HU), 7 ) := I?fcogj(H(K)’Tw ).
Notemos que 7. < 7, < 7, e com isto as topologias 7., T, 7, T € Ts definem todas os

mesmos conjuntos limitados em H(U) sempre que E for metrizavel.

2.3 Familias 7-Normais em H(U)

Seguindo o que foi feito na secao 1.2, vamos investigar condi¢oes necessarias e suficientes
para garantir a normalidade em H(U), agora munido com as topologias 7, 7, € Ts que, em
dimensao infinita, diferem da topologia compacto-aberta.

Serao pecas fundamentais nesta investigagao alguns resultados de Garcia e Mujica, que
vamos enunciar adiante (Teorema 2.12 e Corolario 2.13). Mas antes disso, vale relembrar-
mos algumas nogoes sobre espacos vetoriais topoldgicos. A menos que seja mencionado o
contrario, F denota um espaco localmente convexo de Hausdorff e U denota um subconjunto

aberto de F.

Recordemos que um conjunto A C E é dito equilibrado se A\x € A sempre que x € A e
IA| <1, esexg € Aentao A é dito xg-equilibrado se o conjunto A — xq for equilibrado. O
conjunto A é dito absorvente se A absorve todos os pontos de F, ou seja, para cada z € F

existe 0 > 0 tal que Az € A sempre que |A| < 0.

Dado um subconjunto absorvente A C E, denotamos por p4 o funcional de Minkowski

de A, ou seja, a funcao definida por:
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pAZE—>R
r— inf{a >0:2 € aA}.

Se, além de absorvente, A for também convexo e equilibrado, entdao p4 define uma semi-
norma em F.
Dado um subconjunto convexo, equilibrado e limitado B C FE, denotamos por Eg o

subespaco vetorial de E gerado por B, ou seja,

EB: D?’LB,

n=1
(semi)normado pelo funcional de Minkowski pg. Na verdade, o fato de B ser limitado faz

com que o funcional de Minkowski de B defina uma norma em Epg, ou seja, nestas condig¢oes

Ep é um espago normado.

Definicao 2.6 Dizemos que um espaco localmente convexo E satisfaz a condi¢ao de con-
vergéncia de Mackey estrita se, para cada subconjunto limitado A C F, existe um subcon-
junto B C F convexo, equilibrado e limitado tal que A C Ep, e os espacos E e Eg induzem

a mesma topologia em A.

E importante percebermos que, como o espaco Eg neste caso é normado, em espagos que
satisfazem a condicao de convergéncia de Mackey estrita segue que todo conjunto limitado

é normavel.

Definicao 2.7 Dizemos que E é um espaco quase-normdvel se, dada uma vizinhanca de
zero V C FE, existe uma vizinhanca de zero W C E tal que a cada ¢ > 0 corresponde um

subconjunto limitado Bs C E que satisfaz:
W C Bs+0V.

Vale ressaltar o fato de que todo espaco de Banach é quase-normével. Na verdade, todo

espaco OF infratonelado é quase-normavel, a saber:

Definicao 2.8 Seja E um espaco vetorial topoldgico.

a) Um conjunto A C E é chamado de tonel se A é fechado, convexo, equilibrado e

absorvente.
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b) Um conjunto A C E é dito bornivoro se A absorve cada limitado de F, ou seja, dado

B C F limitado, existe § > 0 tal que AB C A sempre que |[\| < 4.
c) E é dito tonelado se cada tonel em F é uma vizinhanga de zero.

d) E é dito infratonelado se cada tonel bornivoro em E é uma vizinhanga de zero.

O dual E’ de E, munido da topologia da convergéncia uniforme sobre os limitados de
E, é chamado o dual forte de E, e é denotado por E;. Diremos que & C E’ é fortemente

limitado se ® é limitado em E}, ou seja, ® é uniformemente limitado sobre cada limitado

de F.

Definicao 2.9 Um espaco DF é um espago localmente convexo H com as seguintes pro-

priedades:

i) H admite uma seqiiéncia fundamental de limitados;

ii) Toda unido enumeravel fortemente limitada de subconjuntos equicontinuos do dual

H' de H é um conjunto equicontinuo.

Segue do Teorema de Banach-Steinhaus que todo espaco de Fréchet (i.e. um espago
localmente convexo metrizavel completo) é tonelado, logo infratonelado. E de acordo com
Mujica [16] (Observacién 13.2 e Corolario 16.9), todo espaco infratonelado satisfaz a con-
digao ii) da Definicdo 2.9, e em particular todo espago de Banach é um espago ©F in-

fratonelado, e portanto quase-normavel.

Assim como espagos quase-normaveis, outros importantes conceitos podem ser expressos

através de inclusao de conjuntos:

Definicao 2.10 Dizemos que FE é um espaco de Schwartz se, dada uma vizinhanca de
zero V C FE, existe uma vizinhanca de zero W C E tal que a cada § > 0 corresponde um

subconjunto finito As; C E que satisfaz:
W C As +0V.

Com motivagao no Teorema de Montel em teoria classica de fungdes complexas (Teorema

1.10), define-se:
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Definicao 2.11 Um espaco localmente convexo E é dito semi-Montel se todo subconjunto
limitado de E é relativamente compacto. Um espacgo semi-Montel infratonelado é dito um

espaco de Montel.

Claramente, todo espago E semi-Montel é quase-completo (i.e. cada subconjunto fechado
e limitado de F é completo). Reciprocamente, ha também uma caracterizacao para espagos
semi-Montel quase-completos em termos de inclusao de conjuntos: um espago localmente
convexo quase-completo E é semi-Montel se, e somente se, para cada vizinhanca de zero
V C FE, cada subconjunto limitado B C F e cada ¢ > 0, existe um subconjunto finito
As C F tal que:
B C As+0V.

Estas representagoes mostram que espacos de Schwartz sao quase-normaveis e que
espagos quase-completos de Schwartz sao semi-Montel. Em particular, todo espago de
Fréchet-Schwartz é um espaco de Montel. Mais ainda, um espaco localmente convexo com-

pleto E' é um espaco de Schwartz se, e somente se, E/ é semi-Montel e quase-normavel.

Finalmente estamos nas condigoes de enunciar os resultados de Garcia e Mujica:

Teorema 2.12 (GARCIA E MUuJICA) Seja U um subconjunto aberto de um espago de

Fréchet separdvel E. Entao as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
a) E é quase-normdvel;
b) (H(U), ) satisfaz a condigao de convergéncia de Mackey estrita.
c) (H(U), 7,,) satisfaz a condi¢ao de convergéncia de Mackey estrita;

d) (H(U), 15) satisfaz a condi¢cdo de convergéncia de Mackey estrita;

Se uma destas condigoes (e portanto todas) é satisfeita, entdo T., 7, € T5 induzem a

mesma topologia em cada subconjunto limitado.

Demonstracao: Ver Garcia e Mujica ([8], Theorem 2.1). I

Corolario 2.13 Seja U um subconjunto aberto de um espaco de Fréchet E. FEntdo as

sequintes condicoes sao equivalentes:
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a) E é um espago de Schwartz;

b) (H(U), 7x) € um espago semi-Montel que satisfaz a condigcao de convergéncia de

Mackey estrita.

c) (H(U), 1,) é um espaco semi-Montel que satisfaz a condi¢cdo de convergéncia de

Mackey estrita;

d) (H(U), 15) € um espago semi-Montel que satisfaz a condi¢ao de convergéncia de Mack-

ey estrita;

Demonstracao: Ver Garcia e Mujica ([8], Corollary 2.3). 1

Vamos generalizar o conceito de normalidade:

Definicao 2.14 Seja E um espaco localmente convexo e U um subconjunto aberto de
E. Vamos denotar por 7 as topologias 7., 7, ou 75. Uma familia § C H(U) é chamada

T-normal se toda seqiiéncia em § possui uma subsequiéncia convergente em ( H(U), 7).

Proposicao 2.15 Sejam E um espaco localmente convexo metrizavel e U um subconjunto

aberto de E. Entao:
a) Toda familia § C H(U) 7,-normal € -limitada.
b) Toda familia § C H(U) 7,-normal € 7,-limitada.
c) Toda familia § C H(U) 75-normal é ts-limitada.

Demonstragao: Com efeito, se denotarmos por 7 as topologias 7., 7, ou T7s, como as
topologias 7, 7, € Ts sao mais finas do que a topologia compacto-aberta, segue diretamente

que toda familia 7-normal é 7.-normal, e portanto 7.-limitada = 7-limitada. |

Teorema 2.16 Sejam E um espaco de Fréchet quase-normdvel separdvel, U C E um sub-

conjunto aberto e § uma familia em H(U). Entdo as sequintes condigdes sao equivalentes:
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a) § € T.-normal.
b) § € relativamente T,-compacta.
c) § é 1,-normal.
d) § € relativamente 7,,-compacta.
e) § € ts-normal.

f) § € relativamente T5-compacta.

Diante do resultado provado por Garcia e Mujica e das observagoes acima, a demons-

tracao deste teorema torna-se bastante direta:

Demonstracao: Segue de uma s6 vez do Teorema 2.12 que (H(U), 7)), (H(U), 7.) e
(H(U), 15) satisfazem a condi¢ao de convergéncia de Mackey estrita, e por conseguinte,
obtemos em particular a metrizabilidade de conjuntos limitados para estas topologias.

Assim, seja § uma familia em H(U) e vamos denotar por 7 as topologias 7, 7, ou Ts.
Uma vez que tanto familias 7-normais quanto relativamente 7-compactas sao 7-limitadas,
e portanto metrizaveis, de fato 7-normalidade e T-compacidade relativa coincidem em §, o
que prova as equivaléncias (a) < (b), (¢) < (d), (e) < (f).

Segue da ultima afirmacao do Teorema 2.12 que 7, 7, e 75 induzem a mesma topologia

em cada subconjunto limitado, e isto completa a demonstracao. |

Como espacos de Banach sao em particular espagos de Fréchet quase-normaveis, pode-

mos enunciar o seguinte:

Corolario 2.17 Sejam E um espaco de Banach separdvel, U C E um subconjunto aberto

e § uma familia em H(U). Entao as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
a) § € T.-normal.
b) § € relativamente T,-compacta.

c) § € 1,-normal.
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d) § € relativamente 7,-compacta.
e) § € Ts-normal.

f) § € relativamente t5-compacta.

Para espacos de Fréchet-Schwartz obtivemos uma série de equivaléncias para cada uma
das topologias 7,7, e 7s5. Vale observar que todo espaco de Fréchet-Schwartz é separavel.

Alids, todo espaco de Fréchet-Montel é separavel (ver Kéthe [12], p. 370).

Teorema 2.18 Sejam E um espaco de Fréchet-Schwartz, U C E um subconjunto aberto.
Se denotarmos por T as topologias T, T, ou Ts, entdo para cada familia § C H(U) as

sequintes condicoes sao equivalentes:
a) § € T-normal.
b) § € relativamente T-compacta.
c) § € T-limitada.
d) § € Te.-limitada.
e) § € T.-normal.
f) § € relativamente T.-compacta.
g) § € equicontinua e pontualmente limitada.

h) § ¢é localmente limitada.

Demonstragao: A equivaléncia (a) < (b) segue do teorema anterior, uma vez que espagos
de Schwartz sao quase-normaveis. E segundo o Corolério 2.13 de Garcia e Mujica, os espagos
(H(U), ) s@o semi-Montel, donde obtemos a equivaléncia fundamental (b) < (c). Com
a metrizabilidade de F, sabemos que (c¢) < (d). As demais equivaléncias sao fornecidas

diretamente pelo Teorema 1.16. |
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2.4 Familias Fracamente Normais

Sejam E um espago localmente convexo, F' um espago de Banach e seja F'' o dual topolégico
de F. Seja U um subconjunto aberto de E e seja H(U, F"') o espaco vetorial de todas as
aplicagoes holomorfas de U em F'’. Nesta se¢ao, vamos estabelecer um teorema de tipo
Montel para familias em H(U, F'') e obter resultados para estas familias sobre condig¢oes
relacionadas a normalidade, seguindo os Teoremas 1.15 e 1.16. Para tanto, vamos munir

este espago de uma topologia fraca e introduzir o conceito de normalidade fraca.

Considere as seguintes seminormas em H(U, F'):

Prp(f) = sup |f(z)(y)l,

z€K, yeB

onde K C U compacto e B C F' finito.

Definigao 2.19 A topologia localmente convexa em H (U, F'') definida pela familia de semi-

normas acima é chamada a topologia compacto-fraca*-aberta, que denotaremos por 7.

O espago (H(U, F'), ;) é Hausdorff, uma vez que (] p, , ' {0} = {0}, onde K varia
K,B
entre todos os subconjuntos compactos de U e B varia entre todos os subconjuntos finitos

de F.

Para cada y € F', consideremos a aplicacao:
Ty H(U, F') — (H(U), 7)
f=1y
onde f, denota a funcao holomorfa dada por f,(z) := f(z)(y), para cada x € U. Se

denotarmos por Uk, . = {f € H(U) : p,.(f) < e} as vizinhancas bésicas de zero em

(H(U), 7.), entao os conjuntos:

N7 (Uko) = ({fE€HW.F') : my(f) € U.o}

yeB yeDB

= (Y {feHWUF') : sup|f(a)(y)| <}

yeB rzeK
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= {feHUF') : sup [f(x)(y)l<c}

z€K, yeB
com B C F finito, K C U compacto e £ > 0, formam uma base de vizinhancas de zero em
H(U, F'") para a topologia 7. Em outras palavras, 7 é a topologia projetiva em H(U, F'’)
com relacao a familia de aplicagoes {m, : y € F'}.
Além disso, a colegdo {m, : y € F} separa pontos em H(U, F''). Com efeito, sejam
f # g em H(U,F') e suponhamos por um momento que 7,(f) = m,(g), para todo y € F.

Assim,
f(@)(y) = fylx) = m(f)(z) = 7y (9)(x) = gy(x) = g(2)(y),
para todo y € F. Ou seja, f(z) = g(x) para cada x € U, e dai f = g, uma contradigao.

Com isto, temos que a aplicacao:

m: (H(U,F'), 17)— H(H(U)> 7e)

[ (7Ty<f) )yeF = (fy)yeF

¢ um mergulho. Ou seja, 7 ¢ um homeomorfismo entre (H(U, F''), 77) e um subespago de

[[ (H(U), 7).

yeF

Como F'’ é um espago de Banach, podemos também munir o espaco H(U, F'') com
a topologia compacto-aberta. A relacao entre as topologias compacto-fraca*-aberta e

compacto-aberta é dada pela seguinte:
Proposicao 2.20 A topologia T € menos fina que a topologia T,.
Demonstragao: Sejam K C U compacto, B C F' finito e £ > 0 e seja:

V= Ukpe = {f €HUFY : swp |f@)y)] <<}

zeK, yeB
uma vizinhanga basica de zero em H(U, F'') para a topologia 7. Tomemos entao a seguinte

vizinhanca de zero para a topologia 7.:
€
W=Ukg={feHUF') : gscglgﬂf(x)H < g7 onde M =max [|y|.
Afirmamos que W C V. Com efeito, se f € W entao:

swp_f(@))l = suwp @I < 32 M= e

z€K, yeB zeK, ye

€
M
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ou seja, f € V e isto completa a demonstracao. |

Porém ambas as topologias possuem os mesmos conjuntos limitados:
Proposicao 2.21 As topologias T e 7. definem os mesmos conjuntos limitados em H(U, F").

Demonstragao: E claro que todo conjunto 7.-limitado é 7)-limitado, visto que 77 < 7.
Agora seja X C H(U, F’) 7i-limitado, ou seja, dados K C U compacto e B C F finito,

existe ¢, , < oo tal que:

sup |F@)B)] < cpr ¥ f € X.
zeK, yeB

Em particular, para cada K C U compacto, a familia {f(x) : x € K, f € X} C F'é

pontualmente limitada. Logo, pelo Teorema de Banach-Steinhaus, existe M < oo tal que:
If@)| <M, Vze K,V feLX,

ou seja, X é uniformemente limitado sobre cada subconjunto compacto de U. Em outras

palavras, X é 7.-limitado. |

Definicao 2.22 Uma familia § C H(U, F'’) é chamada fracamente normal ou 7 -normal

se toda seqiiéncia em § possui uma subseqiiéncia convergente em ( H(U, F'), 7).

Proposicao 2.23 Se E ¢ metrizavel entao o limite de cada seqiiéncia em H(U,F') que

converge para a topologia T € também uma func¢ao holomorfa.

Vamos provar esta proposi¢ao lembrando o seguinte resultado enunciado em (Mujica
[17], 8.D) para espagos de Banach. Vale mencionar que este resultado continua vélido para

FE metrizavel:

Lema 2.24 Sejam E e F espagos de Banach e U C E aberto. Uma fungao f:U — F' é
holomorfa se, e somente se, para cada y € F a fungio x € U — f(x)(y) € C € holomortfa.
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Demonstragao da Proposigao: Seja {f,}._, uma seqiiéncia em H(U, F’). Para cada

y € F, considere as fungoes:

U Sc
z = fu(2)(y).

Vamos assumir que a seqiiéncia {f,}._, converge a uma funcdo f na topologia 7. Em
particular, para cada y € F', a seqiiéncia { fn(y)}::l C 'H(U) converge na topologia 7. para
a fungao:

fy(@) = f(z)(y).
Como a funcao f, ¢ o limite de uma seqiiéncia de funcoes holomorfas para a topologia
compacto-aberta e EJ é um k-espago, temos que f, é holomorfa, para cada y € F', e pelo

lema segue que f é holomorfa. |

Provaremos agora um primeiro resultado de tipo Montel para a topologia 7. Uma
versao bem mais geral e completa serd provada no Teorema 2.27, porém utilizando técnicas

totalmente diversas da demonstragao que daremos a seguir:

Teorema 2.25 Sejam E um espaco localmente convexo metrizdvel e separdvel, F' um es-
paco de Banach separavel e U um subconjunto aberto de E. Entao todo subconjunto limitado

de (H(U,F'), 7}) é 7F-normal.

[

Demonstragao: Seja {f;},—, uma seqiiéncia limitada em ( H(U, F'), 7). Ou seja, dados

K C U compacto e B C F finito, existe ¢, , < oo tal que:

sup | f5(z)(y)| < ¢y py V.
zeK, yeB

Defina para cada y € F' o funcional linear:
éy : F' = C
p = oY),

e para cada y € F' e j € N, defina as seguintes fung¢oes holomorfas:

¢y,j = (Sy O f] € H(U)
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Note que, para cada y € F, a seqiiéncia {¢y,j};°:1 é limitada em (H(U), 7.). Logo, segue
do Teorema 1.12 que a seqiiéncia {¢y,j};°:1 ¢ normal, para cada y € F.

Por hipétese, existe um subconjunto D = {y;,ys, -} C F denso em F. Vamos usar
aqui novamente o processo da diagonal de Cantor:

A seqiiéncia {¢y, ;},=; = {0y, o f;},=, admite uma subseqiiéncia {d,, o fj(l)};o:1 conver-
gente em (H(U), 7.). Por sua vez, a seqiiéncia {d,, o fj(l)};(’:1 admite uma subseqiiéncia
{6y, 0 fj(z)};o:1 convergente em (H(U), 7.), e assim por diante.

[e’s}

Prosseguindo indutivamente, obtemos para cada k uma subseqiiéncia {J,, o fj(k)} i1
de {d,, o j‘“j(k_l)};o:1 convergente em (H(U), 7.). Vamos provar que a seqiiéncia diagonal
{j‘“jm};o:1 converge em (H(U, F'), 7).

Sejam K C U compacto e B C F finito. Podemos supor sem perda de generalidade que
B = {y}, com y € F, e assim ficamos reduzidos a mostrar que, fixado y € F, a seqiiéncia
{j‘“j(j)(x)(y)}j-oz1 converge uniformemente para x € K.

Para tanto, consideremos primeiramente o caso particular em que y = y, € D. Temos
que {fj(j)(x)(yk)};ozl = {0y, o fj(j)(x)};ozl, e a sequiéncia {0y, ofj(j)};o:1 é, a menos dos k — 1

termos iniciais d,, ofl(l), Oy of2(2), e, Oy, ofk(fl_l), uma subseqiiéncia de {d,, ofj(k)}oo

j=1, que

converge na topologia 7.. Ou seja, {d,, o fj(j)(oc)};oz1 converge uniformemente para x € K.
Agora seja y € F arbitrario. Observe que a familia {fj(j)(x) €K, jeN}yCF'é
pontualmente limitada:

()
sup M <c .
ek, je |fg ( )(y)| K, {y}

Logo, pelo Teorema de Banach-Steinhaus, existe M < oo tal que:

sup |19 (@)]| < M.

zeK, jeN

Assim, dado € > 0, existe y € D tal que ||y —yi|| < 35 E como foi visto acima, a seqiiéncia

{ fj(j ) (x)(yk)}jozl é uniformemente convergente para x € K; logo, existe J tal que:
@) we) ~ 1@ )] < 5, Vi 2 L Ve e K.

Finalmente, para todo i, 7 > J e para todo x € K, temos:

5@ - 1V @) <

£7@w) - V@l + 157 @ ) - L@l + 157 @ ) - £ @) <
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1@ ly=well + 152 @ )~ 2@ )] + 1I£2@N-ly—mll < S+5+5 = e

E assim temos provado que { fj(j ) (a:)(y)};ozl ¢ uma seqiiéncia numérica uniformemente de
Cauchy para x € K, e portanto uniformemente convergente em K, para cada y € F.
Ou seja, provamos que a seqiiéncia { fj(j )};021 converge na topologia 7). A proposicao

acima nos garante que a funcao limite é holomorfa, e o teorema esta provado. |

Agora, analogamente ao que foi feito em 1.15 e 1.16, vamos obter resultados relativos a

topologia compacto-fraca*-aberta para familias em H (U, F'').

Proposicao 2.26 Sejam E um espaco localmente convexo, F' um espag¢o de Banach e U
um subconjunto aberto de E. Seja § uma familia em H(U, F'). Considere as sequintes

afirmacgoes:
(a) § € localmente limitada.
(b) § € equicontinua e pontualmente limitada.
(¢) § € relativamente compacta em (H(U, F'), 7}).
(d) § ¢é limitada em (H(U,F'), 77).

Entao (a) e (b) sdo equivalentes e cada afirmac¢ao acima implica a afirmagao sequinte.

Além disso, se E for metrizavel, entao todas as condicoes sao equivalentes.

Demonstragao:

A equivaléncia (a) < (b) segue da Proposigao 1.4.

Suponhamos entao que § seja equicontinua e pontualmente limitada. Para cada y € F',

consideremos a familia:

Sy={f, : f€F} c H),
onde f, denota a funcao holomorfa dada por f,(z) = f(z)(y), para cada x € U. Vamos
provar que cada §, ¢ equicontinua e pontualmente limitada.

Para tanto, fixemos y € F. Se y = 0, a afirmacao é clara. Caso contrario, para provar

a equicontinuidade de §,, sejam a € U e ¢ > 0. Como § ¢ equicontinua, existe uma
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vizinhanga V' C U de a tal que:
If(x) — fla)] < m para todox € Ve f € .

Em particular,
€

() - 1@) ()] = o7 0w - r@w <

Iyl Iyl lyll

ou seja,

|fy(x) — fy(a)| < e, paratodoxzeVef,eg,

0 que prova que §, ¢ equicontinua.
Agora seja a € U. Se ||f(a)|| < ¢ para toda f € § entdo, em particular, temos:
1
()| = o @l < e
ou seja, |f,(a)] < |ly|| - ¢ para toda f, € §y, e com isto provamos que §, é pontualmente
limitada.
Assim, aplicando o Teorema de Arzerla-Ascoli (1.7), obtemos que cada §, é relativa-

mente compacta em (H(U), 7.) e disto segue que [[ §, é compacto, pelo Teorema de
yeF

Tychonoff.
Via a aplicagdo 7 : (H(U,F'), 77 ) — [] (H(U), 7. ), podemos mergulhar a familia
yeF
§ no espago [[ (H(U), 7.), e com esta identificacdo podemos escrever § C [] §,. Desta
yer yeFr

forma, temos que § C [] S_y, sendo este Gltimo um conjunto compacto. Portanto, § é
yer

compacto, e a implicagdo (b) = (c) esta provada.
A implicagao (c¢) = (d) é trivial.

Se I/ é metrizavel entao toda familia 7)-limitada = 7.-limitada é localmente limitada

(Proposicao 1.4), o que fecha o ciclo de equivaléncias. |

Se E e F forem separaveis, podemos obter condi¢oes necessérias e/ou suficientes para

que uma familia seja fracamente normal:

Teorema 2.27 Sejam E um espaco localmente convexo separdvel, F' um espaco de Banach
separdvel e U um subconjunto aberto de E. Seja § uma familia em H(U, F'). Considere

as sequintes afirmagoes:
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(a) § € localmente limitada.

(b) § € equicontinua e pontualmente limitada.

(¢) § € relativamente compacta em (H(U, F'), 7).
(d) § € 7}-normal.

(e) § € limitada em (H(U,F"), 72).

Entao (a) e (b) sdo equivalentes e cada afirmac¢ao acima implica a afirmagao sequinte.

Além disso, se E for metrizavel, entao todas as condi¢oes sao equivalentes.

Demonstragao:

As implicagoes (a) < (b) = (c) seguem diretamente da proposi¢ao anterior.

Com a separabilidade dos espacos E e F', obtemos a metrizabilidade dos conjuntos
compactos de (H(U, F'), 7F). Com efeito, sejam Dy = {x1,x9, ...} um subconjunto denso
em U e Dr = {y1, 92, ...} um subconjunto denso em F. Afirmamos que em subconjuntos
compactos de (H(U, F''), 77) a topologia 7} coincide com a topologia 7" gerada pelas
seminormas dadas por p,..(f) = |f(2,)(ym)|, sendo esta dltima claramente metrizavel.
Da densidade de Dy e de Dp segue que n(]n Poam {0} = {0}, ou seja, 7* é uma topologia
de Hausdorff. Agora, para provarmos a aﬁ’rmagéo, basta observarmos que se B C H(U, F'')
¢ Tr-compacto, como 7. é claramente mais fina que 7, temos que a aplicacao identidade
id : (B, 7)) — (B, 7)) é uma bijecao continua de um espago compacto sobre um espago de
Hausdorff, e portanto é um homeomorfismo. Isto prova a nossa afirmacao. Com isto, a
implicacdo (¢) = (d) torna-se imediata, visto que se o fecho §T: ¢ compacto, e portanto

., ~ [N . ~ T . TN .
metrizavel, entao toda seqiiéncia em § ©, e portanto em §, admite uma subseqiiéncia 7.7-

convergente, ou seja, § € 7,-normal.

Vamos assumir agora que § seja 7 -normal, e sejam K C U um subconjunto compacto
e B C F um subconjunto finito. Suponhamos por um momento que exista uma seqiéncia

{fn} em F tal que:

sup | fu(x)(y)| > n, para todo n.
zeK, yeB

Como § é 7f-normal, {f,} admite uma subseqiiéncia { f,,, } convergente em (H(U, F'"), 1),

digamos para f. Temos que f(K) é compacto, e portanto limitado. Logo, existe ¢ < oo tal
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que sup || f(x)]| < c¢. Assim, se tomarmos M = max ||y||, teremos:
zeK yeEB

ng < sup |fo,(z)(y)] < sup |fu,(2)(y) — f(@)(W)] + sup [f(2)(y)] <

zeK, yeB z€K, yeB z€K, yeB

< Ssup | fri(2)(y) = f(2)(y)| + Sup £ @I [ <
< sup  |fu,(2)(y) — fl2)(y)] + M,

zeK, yeB

para cada ¢. Fazendo ¢ — oo, obtemos uma contradi¢cao. Logo, § é 77 -limitada, o que

finalmente prova (d) = (e).

Mais uma vez, a metrizabilidade de F implica que toda familia 77-limitada = 7.-limitada

é localmente limitada, fechando o ciclo de equivaléncias. |

Encerramos este capitulo ilustrando o fato de que as hipéteses de separabilidade, tanto
de F quanto de F', sao ambas fundamentais nos teoremas 2.25 e 2.27. Adaptando o Exemplo

1.14, vemos o que pode ocorrer se F' nao for separavel, mesmo que E o seja:

Exemplo 2.28 Considere £ = C, F' = {* e denotemos por L(E, F') o espago vetorial
das transformagoes lineares continuas de F em F'. Seja § = Eﬁ(EJT‘/) a bola unitaria
fechada em L(E, F'). Claramente § é um subconjunto localmente limitado de H(E, F''),

mas afirmamos que § nao ¢ uma familia 7-normal.

Com efeito, tomemos {T}};_, C L(E, F') a seqiiéncia de transformacoes lineares dadas
por:
Tj:peE — ¢l €F'

onde goﬂ denota o funcional linear definido da seguinte maneira:

o Abatnm €F — g €C
Notemos que ||Tj|| = 1 para todo j, ou seja, {T;};2; C §. Porém, esta seqiiéncia nao
admite subseqiiéncia 7-convergente, pois se {7}, },_, ¢ uma subseqiiéncia, podemos definir
x = {fj};ozl € F onde &, := (—1)" para todo k e & := 0 para j # j, de modo que

{T;,(1)(z)}—y = {(—1)*},_, ¢ a seqiiéncia alternada de escalares, que nao converge.

E de maneira completamente simétrica, para o caso em que E nao é separavel, mesmo

que F' o seja, podemos construir o seguinte:
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Exemplo 2.29 Considere F = (* e F' = C. Entao a bola unitaria fechada § = EE(E,F/)
em L(E, F') é claramente um subconjunto localmente limitado de H(E, F'’), e no entanto

§ nao é uma familia 7-normal.
Basta tomarmos {7}};_, C L(E, F') a seqiiéncia de transformagdes lineares dadas por:
&) € B g, € F
onde P denota o funcional linear definido da seguinte maneira:
P AEF — A eC.

Da mesma forma, temos que {T]};O:1 ¢ uma sequéncia em § que nao admite subseqiiéncia
Ti-convergente, pois se {7}, },_,; é qualquer subseqiiéncia, podemos definir z € F como
no exemplo acima, de modo que {7}, (z)(1)},—; = {(—1)*},_, é a seqiiéncia alternada de

escalares, que nao converge.
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Capitulo 3

Funcoes Holomorfas com Valores

Excepcionais

Este capitulo ¢é voltado ao estudo de fungoes holomorfas que omitem valores na sua imagem.
Serao estabelecidas versoes em dimensao infinita de teoremas classicos da teoria de fungoes
holomorfas de uma variavel complexa. Vamos estender um critério sobre familias normais
e investigar a imagem de funcoes holomorfas com valores excepcionais, obtendo resultados

no contexto geral e para os espagos de fungoes de tipo limitado H,(U) e Hq(U).

3.1 Funcoes Holomorfas com Valores Excepcionais em

Espacos Localmente Convexos

Antes de provarmos os resultados propriamente sobre func¢oes holomorfas com valores ex-
cepcionais, vamos estender um teorema sobre zeros de fungoes holomorfas decorrente do
conhecido Teorema de Hurwitz (Conway [4], Theorem VIL2.5, Corollary VIL2.6). E um
resultado de interesse intrinseco, que vamos precisar para provar alguns teoremas desta

secao.

Teorema 3.1 Sejam E um espago localmente convexo, U C E um dominio, e seja { fu}.,_,
uma seqiéncia em H(U) que converge a f na topologia 1.. Se cada f, nunca se anula em

U entio f =0 ou f também sao se anula em U.
Demonstragao:
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Primeiro Caso: Vamos assumir que U seja convexo.

Suponhamos que exista xg € U tal que f(z9) = 0. Vamos provar entao que f(z) =0,

para todo x € U.

Para tanto, seja x € U. Defina:
A={AeC : :xp+Nx—1z) €U}

Como U é convexo, o conjunto aberto A também é convexo, e em particular conexo.

Ou seja, A C C é um dominio. Para cada n, a fungao:

gn(A) == ful o+ Az = 20) )

é holomorfa em A e nunca se anula. Se definirmos:
g(A) = f(zo + Az — 20) ),

entao g, — ¢ uniformemente sobre os subconjuntos compactos de A. Logo, segue do
Teorema de Hurwitz para fungoes holomorfas de uma variavel complexa (Conway [4],
Corollary VII.2.6) que ¢ = 0 ou g nao se anula em A. Mas 0 € A e g(0) = f(z) =0,
e portanto g = 0. Em particular, 0 = g(1) = f(z), donde concluimos que f = 0.

Caso Geral:

Considere A :={z € U : f(x) = 0}.

A é obviamente fechado em U. Vamos provar que A também é aberto em U. Para
tanto, seja a € A e seja V' C U uma vizinhanga aberta e convexa de a. Em particular,
temos que {f,} é uma seqiiéncia de fungdes holomorfas em V' que convergem a f
uniformemente sobre os subconjuntos compactos de V' e que nunca se anulam em V.
Como V' é convexa, segue do primeiro caso que f =0 em V ou f nao se anula em V.

Mas f(a) = 0. Logo, f =0 em V, ou seja, V C A, e a afirmacao estd provada.

Ora, A é um subconjunto aberto e fechado de U. Como U é conexo, temos que A = U

ou A = @. Em outras palavras, f =0 ou f nao se anula em U, como queriamos. 1
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Os proximos resultados dizem respeito diretamente a funcoes holomorfas com valores

excepcionais, a saber:

Definicao 3.2 Quando uma funcao f : £ — C nao assume um valor a € C, dizemos que

a é um valor excepcional de f.

Vamos comecar estendendo um resultado sobre fungoes que admitem uma regiao excep-
cional (Montel [15], Se¢ao 17). Porém, uma versdo bem mais forte serd dada mais adiante
(Teorema 3.9). Antes disto, daremos uma extensao do conceito de familias normais.

Denotaremos por C,, o plano complexo estendido, ou seja, C,, = C U {o0}.

Definigao 3.3 Uma familia § C H(U) é dita C-normal se cada seqiiéncia em § ou admite
uma subseqiiéncia convergente em (H(U), 7. ), ou admite uma subseqiiéncia que diverge a

infinito uniformemente sobre cada subconjunto compacto de U.

Teorema 3.4 Sejam E um espago localmente convexo separdvel, U C E um dominio e
S CH(U). Se existem a € C e m > 0 tais que | f(x) — a| > m para toda f € §F e para todo

x €U, entio § ¢ C-normal.

Demonstragao: Seja {f,}, _, uma seqiiéncia em §. Considere a familia G das seguintes
funcoes:

, com f €E€F.
a

Cada g € G é holomorfa e é limitada em moédulo por 1/m em todo U. Em particular, G
é localmente limitada, e portanto normal pelo Teorema 1.12. Logo, {g,},—,; admite uma
subseqiiéncia {g,, },, convergente na topologia 7., digamos a uma funcao h. Como cada
fn, € sempre finita, entao cada g,, nunca se anula. Logo, de acordo com o Teorema 3.1, ou
h = 0 ou h também nao se anula em U. Se h = 0, entdo f,, (r) — oo nas partes compactas

de U; se h nunca se anula, entao a funcao:

1
flz):=a+ m
¢ holomorfa em U e f,, — f em (H(U), 7.), como queriamos. I
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A principal ferramenta utilizada na demonstragao dos proximos resultados é a extensao
do cléassico Teorema de Schottky, que daremos a seguir. Se denotarmos o disco aberto e o

disco fechado em C respectivamente por:
Az, R) ={2€C: |z — 2| < R}

Az, R) ={2€C: |z — 2| <R},
o Teorema de Schottky classico afirma que para cada 0 < o < 00 e 0 < § < 1 existe uma
constante ¢(a, ) tal que, se f € H(A(0,1)) é uma fungao que omite os valores 0 e 1 com
|£(0)] < a, entao:
[f(2)] < e(a, B), ¥ = € A0, ).
Citamos Carathéodory ([3], p. 201) ou Montel ([15], p. 86) para esta versao do Teorema
de Schottky.

Nota: Ha um erro de digitacao na versao do Teorema de Schottky enunciada no livro de

Conway ([4], p. 298), onde a constante 3 deveria ser estritamente menor do que 1. De fato,

1

as fungoes f,(z) = =, com p > 1, constituem um contra-exemplo para o enunciado do

teorema para 3 = 1.

Daremos a seguir extensoes deste teorema. Sao resultados que garantem a limitacao
de funcgoes holomorfas com valores excepcionais em subconjuntos proprios e equilibrados
do dominio, ainda que estes subconjuntos sejam extremamente grandes, limitacao esta que

depende apenas do valor tomado pela funcao na origem.

Teorema 3.5 Para cada 0 < a < 00 ¢ 0 < 3 < 1 existe uma constante c(a, 3) tal que,
dados um espacgo localmente convero E e um conjunto aberto e equilibrado U C FE, se

f € H(U) € uma funcao que omite os valores 0 e 1 com |f(0)] < «, tem-se que:

[f(@)| < cla,8), ¥V o€ pU.
Demonstragao: Sejam «, § e f satisfazendo as condigoes acima. Para cada x € U, defina:
A, ={ eC: xxeU}.
Notemos que cada A, D A(0,1) pois U é equilibrado, e as fungoes:
92(A) == f(Az)
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sao holomorfas em A, (e portanto em A(0,1)), omitem os valores 0 e 1, e ainda |g,(0)| =
= |f(0)] < a, para todo x € U. Logo, aplicando o classico Teorema de Schottky, obtemos
uma constante c(a, 3) tal que |g.(\)| < e(a, 3), para todo A € A(0,3) e x € U. Em

particular,
£ (Bz)| = 19:(8)| < c(a, B)

para todo x € U, e o teorema esta provado. |

Observacao 3.6 Em virtude da continuidade de f, a desigualdade |f(z)| < c(a,3) se
estende ao conjunto fechado U, com 0 < 3 < 1.

Podemos enunciar também a seguinte forma mais geral:

Corolario 3.7 Para cada 0 < a < 00 € 0 < 3 < 1 existe uma constante c(«, 3) tal que,
dados um espaco localmente convexo E e um conjunto aberto e equilibrado U C FE, se

f € H(zo+ U) € uma fungao que omite os valores 0 e 1 com |f(xg)| < v, tem-se que:
[f(@)] < c(e, B), V & € o+ BU.

Demonstragao: Basta considerar a funcao g(z) := f(zo + x), x € U. I

Podemos sempre supor que os dois valores excepcionais a e b de uma funcao f sao 0 e

Ha)=a ¢ também holomorfa e omite os valores 0 e 1. E

1, pois a funcao ¢ dada por p(x) := ===

como a limitacao depende apenas dos valores excepcionais e do valor assumido pela fungao

no ponto xy, podemos estender o Teorema 3.5 para familias de fungoes holomorfas:

Corolario 3.8 Sejam E um espago localmente convexo e U C E um conjunto aberto e

equiltbrado. Entao para cada 0 < a < o0 e 0 < 3 <1, a familia:
Sa={f€H(xo+U) : f omite os valores 0 e 1, e |f(zo)| < a'}

¢ uniformemente limitada em xq+ BU.
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Demonstracgao: Paracada 0 < a <ocoe0 < ( < 1, a familia §, é uniformemente limitada

em xo + SU pela constante de Schottky c(a, 3). I

Vamos agora estender um teorema de Montel (Conway [4], Theorem XII.4.1), também
mencionado como Critério Fundamentalno livro de Montel ([15], Segao 32), que nos permite

reconhecer familias normais:

Teorema 3.9 Sejam E um espaco localmente convexo separdvel e U C E um dominio.
Entao toda familia de func¢oes holomorfas em U que possuem dois valores excepcionais

distintos a e b € Cy-normal.

Demonstragao: Seja § a familia de todas as fungoes holomorfas em U que possuem a e
b como valores excepcionais (podemos sempre supor que os dois valores excepcionais das
funcoes de § sao 0 e 1, pois substituindo, se necessario, cada f € § pela funcao ¢ dada
por p(x) = %, obtemos uma familia de fungoes holomorfas que téem 0 e 1 como valores
excepcionais, e que serd igualmente normal ou nao).

Fixe um ponto qualquer zy € U e defina as seguintes familias:

G:={fed: [flw)l <1} e H:={feF: [f(xo) =1}

E claro que § = G UH. Para provar o resultado, vamos mostrar que G é normal e que H é
Cyo-normal.

Como E é separavel, para provar a normalidade de G, pelo Teorema 1.16 ¢é suficiente
provar que G é localmente limitada. Para tanto, consideremos a € U e seja v uma curva
em U que liga x¢ a a. Sejam Vy,Vy,---,V, C U vizinhancas de zg,x1, -+ , 2, = a no
traco da curva vy, onde Vi, = xy + Ui, com Uy aberto e equilibrado e z, + 2U, C U para
0 < k <n, e tais que x_1 e x; estejam em V;_1 NV}, para 1 < k < n. Vamos provar que G
¢ uniformemente limitada em V,,.

Note que cada funcao de G é em particular holomorfa em xy + 2U,, onde 2U, é aberto
e equilibrado, omite os valores 0 e 1, e ¢ limitada em xy por &« = 1. Logo, aplicando
o Corolério 3.8 para « = 1 e § = 1/2, obtemos uma constante ¢y := c(a, 3) tal que G
seja uniformemente limitada por ¢y em Vy. Em particular, temos que z; € 1}, ou seja,

|f(z1)] < ¢o, ¥V f € G. Podemos ent@o aplicar novamente o Coroldrio 3.8 para o = ¢ e
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B = 1/2, obtendo assim uma constante ¢; tal que G seja uniformemente limitada em V; por
c1. Prosseguindo desta forma, vamos obter finalmente que G é uniformemente limitada por
uma constante ¢, em V,,, como queriamos.

Para provar que ‘H é C,-normal, considere a familia:

ﬁ::{l/f:fG'H}.

Note que HC g, e portanto H é normal. Logo, se {f,}._, é uma seqiiéncia em H, existem
uma subseqiiéncia { f,, },—; e uma funcao f € H(U) tal que {1/ f,, },—, converge para f na
topologia 7.. Como cada f,, é sempre finita, a seqiiéncia 1/f,, nunca se anula. Logo, de
acordo com o Teorema 3.1, ou f =0 ou f nao se anula em U. Se f =0, entdo f,, (x) — oo
uniformemente nas partes compactas de U; se f nunca se anula, entao 1/f é holomorfa e

fo, = 1/f em (H(U), 7.), e 0 teorema estd provado. I

Vamos concluir esta segao estendendo o cldssico Pequeno Teorema de Picard (Conway
[4], Theorem XII.2.3), que nos garante que a imagem de cada fungao inteira ndo constante

¢ todo o plano complexo, a menos de um 1nico possivel ponto:

Teorema 3.10 Se uma funcdo inteira em um espaco localmente convexro ndo se reduz a

uma constante, entao ela possui no maxrimo um valor excepcional.

E facil provar este teorema diretamente do Pequeno Teorema de Picard para funcoes de

uma variavel complexa, como podemos ver a seguir:

Demonstragao: Seja F um espago localmente convexo e seja f € H(E) uma fungdo com
dois valores excepcionais distintos. Para cada z € F, a funcao f, : C — C dada por
fz(A) == f(Ax) é inteira e omite dois valores distintos. Logo, pelo Pequeno Teorema de
Picard para funcoes de uma variavel complexa, temos que cada f, é uma funcao constante.

Desta forma, temos:
f(x) = fo(1) = f(0) = f(0)

para todo = € E, ou seja, f é constante. |

Porém, vamos dar uma prova da generalizacao do Pequeno Teorema de Picard como

mais uma aplicacao do Teorema de Schottky, utilizando o conceito de familias de fungoes
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holomorfas com valores excepcionais:

Outra demonstragao: Seja F um espago localmente convexo e suponhamos que uma
fungao inteira f tenha dois valores excepcionais distintos a e b (aqui novamente podemos

supor que os dois valores excepcionais sao 0 e 1, pois substituindo, se necessario, a fungao
f(@)—a

;o> obtemos uma funcao inteira que tem 0 e 1 como

f pela fungao ¢ dada por p(z) :=
valores excepcionais, e que serd igualmente constante ou nao).

Fixe uma vizinhanca aberta e equilibrada de zero U C F, e para cada n defina U,, := 2"U
e fu(z) = f(2"2).

Cada f,, é uma funcao inteira, e em particular é holomorfa em 2U. Além disso, 0 e 1
sao valores excepcionais de cada f, em 2U e f,(0) = f(0), para todo n. Logo, aplicando o
Teorema 3.5 para cada f, e para a = | f(0)| e § = 1/2, obtemos uma constante C' := ¢(«, [3)
tal que:

|fu(x)| <C, YV zxelUeVn.

Finalmente, cada = € F pertence a algum U,,, e f assume em cada U,, os mesmos valores
que f, assume em U, que por sua vez sao limitados por C'. Ou seja, f é limitada em todo

E, e pelo Teorema de Liouville (Mujica [17], Proposition 5.10), f é constante em E. 1

A prova do Teorema de Liouville dada em [17] para aplicagoes holomorfas entre espagos
de Banach é igualmente valida para funcgoes holomorfas definidas em espacos localmente

convexos.

3.2 Um Teorema de Tipo Schottky para Dominios

Estrelados em Espacos de Banach

Nesta sec¢ao, utilizamos a versao do Teorema de Schottky em dimensao infinita estabelecida
no Teorema 3.5 para investigarmos quando func¢oes holomorfas com valores excepcionais
sao de tipo limitado. Mais precisamente, vamos provar que se U é um dominio estrelado
em um espaco de Banach E e § C H(U) é uma familia de fung¢oes holomorfas que omitem

dois valores distintos e é limitada na origem, entao § é uniformemente limitada em cada
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conjunto U-limitado. Em particular, § estd contida e é limitada em H,(U), o espago das

fungoes holomorfas de tipo limitado em U.

Definigao 3.11 Sejam F um espaco de Banach e U C E.

a) Dizemos que um conjunto U C E ¢ estrelado se A\x € U, para todo z € U e X € [0, 1].
Isto significa que todos os segmentos ligando a origem a outros pontos de U estao

contidos em U.

b) Um conjunto U C E é dito xg-estrelado se o conjunto U — zq é estrelado, ou seja,
(1 = ANzo+ Az € U, para todo x € U e A € [0,1]. Neste caso, todos os segmentos

ligando xg a outros pontos de U estao contidos em U.

E claro que todo conjunto xg-equilibrado é zg-estrelado, e se U é convexo entao U é

xro-estrelado para cada zy € U.

Dados U C E um subconjunto aberto e z € U, denotamos por dy(x) a distancia de

x € U a fronteira de U, isto é:

dy(z) =sup{r >0: B(z,r) CU}.

Teorema 3.12 Seja U um subconjunto aberto estrelado de um espaco de Banach e seja:
U, ={zeU:|z||<n e dy(x)>1/n}

para cada n € N. Entdo para cada 0 < o < oo, eziste uma seqiéncia {c,(a)},_, de
constantes positivas tais que, dada uma fungao f € H(U) que omite os valores 0 e 1, e que

satisfaz | f(0)| < a, entdo:
|f(x)] < en(a) para todo x € U, e n € N.

Demonstragao: Para cada n, vamos considerar a envoltoria estrelada de U,, ou seja,
Vo i=st(U,) ={)\x : 2 € U,, A € [0,1] }. Entao U, C V,, C U e cada V,, é¢ um conjunto

aberto e estrelado.
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Seja ng o primeiro indice n € N tal que 0 € U,,. Fixe n > ng e seja ¢ := #. Afirmamos
que:

B(y,2¢) C U para todo y € V,,. (1)

Com efeito, seja y = Az, com = € U, e A € [0,1]. Vamos distinguir dois casos:

(i) Assuma que 0 < XA < 5. Entédo, como ||z| < n, segue que |[Az| < 5=, e portanto:

B(\z,22) = B(\z, #) c B()\x, %) c B(o, %) cU

(ii) Assuma que # < A < 1. Entéao, como B(x, %) C U, segue que:

U > AB(;U, %) - B()\x, %) 5 B(Ax, 2—7113> — B(\z, 2¢).

Isto prova (1). Note também que V,, C B(0, me), onde m = 4n*.
Agora sejam f e « satisfazendo as condigoes do teorema. Vamos mostrar a existéncia

de constantes a < a; < as < --- < «y, tais que:
|f(x)] < oy para todo z € V,, N B(0,ke), 1 <k <m. (2)

De fato, como 0 € V;,, B(0,2¢) C U e |f(0)] £ a, uma aplicagao do Corolario 3.7 nos

fornece uma constante a; := c(a, ) > a tal que:
|f(z)] < ay para todo x € B(0,¢).

Suponhamos entao que a desigualdade (2) ocorra para algum k, com 1 < k < m — 1.
Dado z € V,, N B(0,(k + 1)), tomando y := k—fl x temos que y € V, N B(0,ke) e
z € B(y,e). Como B(y,2¢) C U e |f(y)| < a, novamente pelo Coroldrio 3.7 obtemos uma
constante a1 > ay, tal que |f(x)] < agyq. Isto prova (2).

Como U,, C V,, C B(0,me), segue que:
|f(z)] < ap, para todo x € U,.

Logo, se n > ng podemos tomar ¢,(«) := «,,. Caso contrario, temos que U, C U,, e

portanto podemos tomar ¢, () := ¢, (a). Isto completa a demonstragao. I

Podemos também enunciar a seguinte forma mais geral:
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Corolario 3.13 Seja U um subconjunto aberto e xg-estrelado de um espaco de Banach e
seja:

Uy ={xeU:|lz—zf| <n e dy(x)>1/n}
para todo n € N. FEntdo para cada 0 < o« < oo, ewiste uma seqiéncia {c,(a)},_, de
constantes positivas tais que, dada uma funcao f € H(U) que omite os valores 0 e 1, e que

satisfaz | f(xo)| < a, entdo:

|f(z)| < cnler) para todo x € U,, e n € N.

Definigao 3.14 Um conjunto A C U ¢é dito U-limitado se A é limitado em F e a distancia
de A & fronteira de U é positiva, ou seja, existe ¢ > 0 tal que A+ B(0,e) C U.

Defini¢ao 3.15 Uma funcao f € H(U) é dita ser de tipo limitado se f é limitada em cada

subconjunto U-limitado de U.

O espaco vetorial de todas as fungoes holomorfas f : U — C de tipo limitado é denotado
por Hy(U). Vamos munir H,(U) com a topologia da convergéncia uniforme sobre todos os
subconjuntos U-limitados de U.

Os conjuntos {U,},_; definidos anteriormente constituem uma seqiiéncia fundamental
de conjuntos U-limitados de F, isto é, cada U, é um conjunto U-limitado e cada conjunto
U-limitado esta contido em algum U,,.

Desta forma, quando U é xg-estrelado, o Corolario 3.13 nos garante em particular que

se uma funcao f € H(U) omite dois valores entao f € H,(U). Mais geralmente:

Corolario 3.16 Seja U um subconjunto aberto e xy-estrelado de um espago de Banach e
seja § C H(U) uma familia de fungoes que omitem dois valores distintos. Se a familia § é

limitada no ponto xy € U, entdo § € um subconjunto limitado de Hy(U).

3.3 Um Teorema de Tipo Schottky para Dominios

Arbitrarios em Espacos de Banach

Dando continuidade aos resultados obtidos na Secao 3.2, vamos estabelecer um teorema

de tipo Schottky para dominios arbitrarios em espacos de Banach. Sem a hipdtese de ser
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estrelado, provamos que se U C E é um dominio e § C H(U) é uma familia de fungdes
com dois valores excepcionais distintos, limitada em algum ponto, entao § é uniformemente

limitada em cada bola estritamente contida em U.

Teorema 3.17 Seja U um dominio num espago de Banach e seja xg € U. Seja 0 < a < 00.
Entao para cada a € U e 0 < r < dy(a), existe uma constante c(a,r,«) > 0 tal que, dada

uma funcao f € H(U) que omite os valores 0 e 1, e que satisfaz |f(xo)| < «, entdo:
|f(z)| < c(a,r,a) para todo x € B(a,r).

Demonstragao: Se a é um ponto de U, seja v um caminho em U ligando zy ao ponto
a. Como o trago de v é compacto e conexo, podemos tomar um numero finito de bolas
B(zg,10), B(x1,71),...,B(xn, 1) = B(a,dy(a)) em U com centros no trago de v tais que
Ty1 € Ty estejam em By N By e B(wg, 2ry) C U para 0 <k <n— 1.

Aplicando o Coroldrio 3.7 na bola B(xo,2ry) obtemos uma constante oy := ¢(«, 3) tal
que:

|f(z)] < ap, paratodo x € B(xg,7)-

Uma segunda aplicacao do Coroldrio 3.7 nos fornece uma outra constante a; := ¢(ap, %) tal
que:

|f(z)] <oy, paratodo x € B(xy,71).

Prosseguindo desta forma, para o ultimo passo deste processo indutivo, notemos primeira-
mente que cada 0 < r < dy(a) é da forma r = (dy(a), com 0 < < 1, e como
|f(a)] < a,_1, o Coroldrio 3.7 nos fornece por fim a constante c(a,r, o) = c(a,_1, )
tal que:

|f(z)] <c(a,r,a), paratodo x € B(a,r),

o que completa a demonstracao. |

Este teorema nos leva a considerar um espaco de fungoes holomorfas de tipo limitado
entre Hy(U) e H(U) recentemente estudado por Dineen e Venkova [6], o espago das fungoes

holomorfas em U que sao limitadas nas bolas estritamente contidas em U, denotado por:

Hd(U) = {f c H(U) : ||f||B(a,'r) <oo, YVaeUe VO<r< dU(a)},
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onde || - ||par) é a seminorma em Hy(U) definida por || f||g@,y = sup |f(x)]. Vamos
z€B(a,r)

munir H,(U) com a topologia da convergéncia uniforme em todas estas bolas. Como toda

bola estritamente contida em U é U-limitada, segue claramente que:
Hy(U) € Ha(U) € H(U),

e Dineen e Venkova [6] deram exemplos em que H,(U) = Hy(U) e também Hy,(U) # Hq(U).

Notemos que o espago Hq(U) é um caso particular dos espagos H.(U) estudados por
Matos em [13].

Seguindo as notacoes de Dineen e Venkova, no Teorema 3.17 foi provado, em parti-
cular, que se uma fun¢do f € H(U) omite dois valores distintos entao f € Hy(U). Mais

geralmente:

Corolario 3.18 Seja U um dominio em um espago de Banach e seja § C H(U) uma
familia de funcoes que omitem dois valores distintos. Se a familia § € limitada em algum

ponto xg € U, entdo § € um subconjunto limitado de Hq(U).

Se E possui dimensao finita, entdo H,(U) = H4(U) e as conclusdes do Coroldrio 3.16 e do
Corolério 3.18 coincidem. Mas se E tem dimensao infinta, em geral Hy,(U) # Hq(U), como
Dineen e Venkova mostraram, e neste caso as conclusoes do Corolério 3.16 sao estritamente

mais fortes do que as do Corolario 3.18.

Os resultados da Segao 3.1 foram publicados em [19]. Os resultados das Segoes 3.2 e 3.3

serao publicados em [18].
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