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Abstract

In this work we will give the basic theory of symmetries of differential equations. The goal of
this work is searching for invariant solutions of differential operators which are defined on vector
bundles with respect to the transverse action of a Lie group in such bundle.

Keywords: Symmetry, Jet Space, Invariant Solution, Invariant Section, Tranversality, Differ-
ential Operator, Lie Group, Fiber Bundle, Topology.

Resumo

Neste trabalho, apresentaremos a teoria basica de simetrias de equagoes diferenciais, focando na
busca por solugoes invariantes de operadores diferenciais definidos em fibrados vetoriais com relacao
a acao transversal de um grupo de Lie no fibrado em questao.

Palavras-chave: Simetria, Espago de Jato, Solucao Invariante, Secao Invariante, Transversa-
lidade, Operador Diferencial, Grupo de Lie, Fibrado, Topologia.
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Introducao

Modelos matematicos que descrevem fendmenos do mundo real quase sempre sao descritos por
um sistema de equagoes diferenciais parciais (EDP’s). Por isso, existe um interesse pratico em
obter suas solugbes. Com o advento dos computadores, mesmo que muitos problemas tenham
sido (e continuem sendo) resolvidos numericamente, solugoes explicitas de EDP’s que surgem em
problemas de fisica e geometria diferencial sao de grande interesse. Solugoes explicitas podem ser
usadas, dentre tantos exemplos, em testes de precisao e comparacao de algoritmos numéricos que,
por sua vez, sao amplamente usados em outras areas do conhecimento, aprimorando-os. O maior
avanco, no sentido de obter solucgoes explicitas de EDP’s, foi iniciado pelo mateméatico noruegués
Marius Sophus Lie (1842-1899), na segunda metade do século XIX. Ele observou que muitos
dos métodos particulares para obtencao de solugdes de equagdes diferencias ordindrias estavam
contidos em uma teoria mais geral, que estaria intimamente ligada com grupos a 1-parametro. Lie
obteve um teorema andlogo ao de Evariste Galois sobre a solubilidade de equag¢des polinomiais
por meio de radicais, que garante que uma equagao diferencial ordinaria de ordem n é soluvel
por quadraturas, ou seja, usando apenas operagoes elementares de soma, produto, exponenciais
e calculo de primitiva de fungoes reais, admite-se um grupo de simetria n— dimensional solivel
(veja Teorema 2.64 [24]). Exceto pelo resultado acima mencionado, o que Lie desenvolveu para
EDP’s foi considerado de valor limitado, pois nao dava conta de construir as solucdes gerais da
EDP considerada. Além disso, sua teoria de integracdo de Algebras de Lie para obtencdo de um
grupo de transformacoes era apenas local e obtinha apenas grupos locais. A partir da acdo de um
grupo infinitesimal, ou Algebra de Lie, como é conhecido atualmente, resgatamos um grupo local
de transformacgoes juntamente com uma acao local. Podemos observar esses fatos nos segundo e
terceiro teoremas fundamentais de Lie, em versao moderna (extraido de [13]):

(Lie’s Second Fundamental Theorem) Each local Lie group determines a unique Lie alge-
bra of infinitesimal transformations, each of which corresponds uniquely to a (local) one
parameter subgroup.

(Lie’s Third Fundamental Theorem) Each finite dimensional Lie algebra determines a local
Lie group in such a fashion that it is the algebra of infinitesimal transformations of the local

group.

Compare com [27] paginas 211 a 213. A partir de entdo, podendo classificar os grupos locais a
partir das algebras, que sao objetos algébricos possivelmente mais trataveis, Lie, dentre outros
matematicos como Wilhelm Killing, Friedrich Engel, Elie Cartan, inclue-se em um programa di-
recionado a classificar as algebras de Lie. Nesse sentido, é notavel o teorema de Lie que afirma,



essencialmente ser, uma algebra de matrizes triangulares superiores, qualquer dlgebra de Lie so-
lavel sobre um corpo algebricamente fechado (contetdo do teorema 2.24 de [29]). A formulagao
global da teoria de Lie ocorreu somente no trabalho de Palais [9], onde é demonstrado que, uma
acao infinitesimal de uma algebra de Lie de dimensao finita é integrada a uma ac¢ao de um grupo de
Lie cujo a acao infinitesimal adjacente é a acao da dlgebra em questao se, e somente se, os campos
desta dlgebra sdo completos. E necessdrio mencionar que é devido a Cartan a integracio de uma
algebra de Lie a um grupo de Lie (global), cujo a prova é baseada no Teorema de Ado. Convém
evidenciar uma nota dada em Olver [24] pagina 68, afirmando ser anterior a Lie o resultado que
garante a reconstrucao do grupo através de seus geradores infinitesimais. Diga-se de passagem, o
conceito de grupo local que citamos nao é o mesmo de semigrupo, este sendo um conjunto fechado
para multiplicacdo apenas e o primeiro um conjunto ”isomorfo'a uma vizinhanga da identidade
de algum grupo de Lie. Semigrupos sao usados em geometria diferencial, teoria de controle e
algebra topoldgica, pra citar alguns (veja por exemplo trabalhos do pesquisador Luiz A. B. San
Martin). Pode-se afirmar que a ligacdo entre algebra e topologia, geometria e/ou fisica, nunca
foi tao fortemente percebida antes do surgimento dos grupos de Lie. Dizia um dos colaboradores
de Lie, grande geometra Felix Klein: "os objetos de estudos em geometria sao as propriedades
invariantes de figuras geométricas sob a acdo de grupos especificos de transformagoes". Em to-
pologia podemos apreciar o notavel resultado devido a Weyl (veja [16] para quatro demonstragoes):

Teorema: Seja G um grupo de Lie compacto e conexo com algebra de Lie g. Entao, o grupo
fundamental de GG ¢ finito se, e somente se, g ¢ semi-simples

Em geral, podemos entender uma simetria como uma operacao que mantém invariante uma
forma. Podemos entender, portanto, que um grupo é de simetria de algum conjunto se ele mantém
invariante este conjunto, ou seja, se ele age em tal conjunto (aqui porém com sentido levemente
diferente do que conhecido em matematica). Assim, naturalmente surge uma nogao de simetria
de uma equagao diferencial, que é propriedade do grupo em transformar soluc¢oes da equacao em
novas solugdes. A principio, a fim de obter simetrias de uma equacao diferencial, precisariamos
considerar um grupo agindo em um espaco de fungoes, que eventualmente tem dimensao infinita.
Isso, todavia, pode ser contornado e o ponto de partida é o seguinte resultado:

Teorema: Se um grupo de Lie conexo age suavemente em um variedade M e zero é valor
regular de fungao suave F : M — R!, entdo, o conjunto F~1(0) é invariante por G se, e somente
se, X,F' = dF,(X,) = 0 para cada p tal que F/(p) = 0 e todo gerador infinitesimal X da agdo de
G em M.

Ao considerarmos genericamente um grupo de Lie G agindo em um aberto M C X x U C
R™" onde procuramos solugoes da forma u = f(z) de um sistema de equacgoes diferenciais
A = 0, podemos induzir uma agdo no espaco das derivadas destas fungoes (neste espago uma
fungao fica representada por sua ordem de contato em cada ponto), denominados espagos de
jatos de M. Interpretando um sistema de equagoes diferenciais como subvariedade do espaco de
jatos de M da forma A~!(0), poderemos aplicar os critérios infinitesimais de invariancia dado
pelo teorema acima, obtendo uma algebra de Lie de tal modo que cada um de seus elementos



corresponde a um grupo a l-pardmetro que serd um subgrupo do grupo total de simetria da EDP
estudada. O ponto é obter, a partir de um gerador infinitesimal genérico, um campo no espaco
de jatos, processo este denominado prolongamento de campos, cujo seus coeficientes dependem
dos coeficientes dos geradores infinitesimais dados inicialmente. Quando aplicamos esses campos
estendidos na funcao A, restrito a condicdo A = 0, obtemos equagoes diferenciais envolvendo
as derivadas dos coeficientes dos geradores infinitesimais genéricos que comegamos (linearizacao).
Estes sao facilmente solucionados, permitindo obter tais geradores e, por conseguinte, obter o
grupo total de simetria. A grosso modo, em linguagem moderna, o que apresentamos acima é a
teoria inicialmente desenvolvida por Lie para equacoes diferenciais.

O grupo de simetria de uma EDP permite obter solucoes a partir de outras solugoes ja exis-
tentes. O avango para produzir solu¢oes novas, independente de conhecer alguma solu¢ao ou nao,
estd baseado em considerar solugoes cujo o grafico nao é afetado (localmente) pela a¢ao do grupo.
Essas solugoes especiais recebem o nome de solugoes invariantes e constituem praticamente tudo
que se sabe sobre solucoes explicitas de EDP’s. Segundo Olver, Sophus Lie ja havia trabalhado
na busca por solugoes invariantes em seu ultimo artigo obtendo resultados gerais como os discuti-
dos nesta dissertagao, mas somente apos os trabalhos de Ovsiannikov este topico foi evidenciado
tornando-se foco de pesquisa inicialmente na antiga Unidao Soviética e posteriormente na Europa
e Estados Unidos ( [24] nota ao capitulo III).

O método de solugbes invariantes é o que mais se aproxima do resultado obtido por Lie andlogo
ao de Galois para EDP’s, uma vez que se o grupo estudado age com oérbitas s—dimensionais,
conseguimos reduzir o problema ao estudo de um sistema de equacoes diferenciais com s varidveis
a menos. Em aplicagdes praticas do método e, mesmo para justificar rigorosamente o método
das solucOes invariantes, é crucial assegurar a existéncia de invariantes locais da ac¢ao. Aparece
primeiramente na tese de doutorado de Olver a justificativa rigorosa deste método baseado no
trabalho de Palais, usando a teoria de espagos quociente, estes que por sua vez tem relagao direta
com a construgdo de invariantes globais. Olver demonstra existir uma correspondéncia biunivoca
entre as solugoes invariantes de uma equagao diferencial e a solu¢oes invariantes de um operador
diferencial definido nos espaco das orbitas. Para tanto, considerando que ao tomarmos o quociente o
espaco resultante pode nao ser um espaco euclidiano, faz-se necessario uma generalizagdo da nog¢ao
de espacos de jatos a fim de obter uma defini¢ao satisfatoria de um sistema de equacgoes diferenciais
definidos em uma variedade. Nesta generalizacao, perde-se a nocao de variaveis dependentes e
independentes. Ja que a uma solucao invariante f estd associada uma subvariedade localmente
invariante, a saber, seu gréfico, pois f(g-x) = g- f(z) para g préximo da identidade, ao procurarmos
uma solugao invariante que passa por algum ponto p precisamos garantir, ao menos, que por
p passa subvariedades invariantes. A condicao para que isso ocorra esta ligada ao conceito de
transversalidade infinitesimal. Desta forma, existe outro motivo que compele-nos a desconsiderar
a nocao de variaveis dependentes ou independentes. Diga-se de passagem, ao fixarmos varidveis
dependentes e independes, solugoes que nao correspondem ao grafico de funcao nessas coordenadas
podem ser interpretadas como solugoes a multiplos valores, estas com grande uso fisica.

Usando a linguagem de fibrados resgatamos a nocao de varidveis dependentes e independentes.
Baseado no trabalho [1], no caso de uma agao transversal, podemos mostrar que h& uma correspon-
déncia biunivoca entre as soluc¢oes invariantes de um operador diferencial e as solugoes invariantes
de um operador definido no fibrado quociente. Os resultados principais que garantem tanto a



existéncia do operador reduzido no fibrado quociente como a correspondéncia entre a segoes deste
fibrado e as se¢oes invariantes do fibrado em questao, sao:

(Classificagdo de Agoes Transversais em Fibrados) Se um grupo de Lie G age transver-
salmente e suavemente em 7 : £ — M, onde 7 é uma submersao sobrejetiva, e agdo de G em M é
regular, entao sao validas:

i A acdo de G em E é regular e se M for Haussdorff também E serd uma variedade Hausdorff;

ii 7: F — M ¢é uma submersao tal que o diagrama abaixo comuta

E- ", R

n

M Mo A

iii Se 7 : E — M é um fibrado com fibra F também sera um fibrado 7 : £ — M com mesma
fibra F' e

iv Se 7 ¢é fibrado, entao serd fortemente equivalente ao fibrado pullback pr, : WM*(E) — M com
acao canodnica de G.

(Classificagdo das Segées Invariantes) Seja m : £ — M uma submersdo sobrejetiva e
considere (G agindo suavemente e transversalmente em F. Se a acao em M ¢é regular, entdao para
qualquer aberto U C M ha uma correspondéncia biunivoca entre as se¢des suaves §: U — E e as
secoes G-invariantes s : 3/ (U) — E.

O primeiro resultado garante a estrutura de fibrado no quociente e mostra que a acao de G em
E herda propriedades da acdo de G em M, dentre elas, a regularidade, que é mais dificil checar no
espago total. O segundo nos dé a correspondéncia entre se¢oes invariantes. A classificacdo expli-
cita do espago de todas as segoes invariantes de um fibrado é um problema importante em fisica
e geometria diferencial. Nele estd incluida, por exemplo, a caracterizacdo de métricas, conexoes e
formas invariantes, dentre outros. No caso de agoes transitivas na base podemos estudar, ainda,
pontos fixos da acao induzida em cada fibra pelo respectivo grupo de isotropia.

O presente trabalho esta organizado da seguinte maneira:

No Capitulo I, daremos nocoes de variedades diferenciaveis e grupos de Lie de forma sucinta,
omitindo demonstragoes de resultados classicos, com énfase na parte de agoes de grupos e agoes
infinitesimais, onde provaremos o resultado classico, intimamente ligado com a reducao da ordem
de um sistema de equacoes diferenciais, o qual versa que, sob as condigdes de uma agao regular, o
espaco quociente tem uma estrutura de variedade diferenciavel com a projecao natural sendo sub-
mersao onde, eventualmente, perderemos a propriedade Hausdorff. Daremos outra caracterizacao
de agao regular , alternativa a dada em Olver [24], usadas extensivamente em [1] na obtencao de
seus principais resultados e mostraremos que ambas sao equivalentes.
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No Capitulo II, analisaremos um sistema de equacoes diferenciais por um ponto de vista ge-
ométrico, com a introducao dos espacos de jatos em espacos euclidianos, e daremos um método
para encontrar o grupo de simetria de uma dada equacao, especificamente, a dlgebra de Lie do
grupo em questao, que é gerada pelos campos provenientes da ag¢ao prolongada do grupo no espago
de jatos; uma generalizacao de espagos de jatos para variedades arbitrarias aparece ao fim do ca-
pitulo, permitindo obter uma definicdo do que é um sistema de equagoes diferencias definidos em
uma variedade arbitraria. Mostraremos, com auxilio do Teorema de Frobenius, a existéncia de um
conjunto completo de invariantes pela acao de um grupo de Lie em uma variedade suave, ou seja,
conjunto de fungoes suaves a valores reais que sao constante nas orbitas, no caso em que o grupo
de estudo ¢ finito dimensional; essas solugoes sao usadas no procedimento pratico de encontrar
solugoes invariantes assim como na estruturacao do espaco de érbitas.

No Capitulo III, abordaremos rapidamente o conceitos de fibrado e fibrados de jatos de secoes,
mostrando algumas estruturas de fibrados dos espacgos de jatos, finalizando com uma defini¢ao de
operador diferencial entre fibrados.

No dltimo capitulo introduzimos o espago de jatos invariantes de um fibrado 7 : £ — M, local
adequado para buscar solugoes invariantes, fazendo inicialmente de modo mais geral. Introduzimos
o conceito de agao transversal em fibrados, como dada em [1] e [2], comparando com a nogao de
acao infinitesimalmente transversal e, nestas condi¢oes, mostramos que por cada ponto passara um
subvariedade globalmente invariante que é a saturacao de qualquer localmente invariante passando
pelo ponto em questdo. Dois teoremas centrais sao apresentados, ambos extraidos de [1], mencio-
nados anteriormente. Usando tais resultados caracterizaremos o fibrado I*(7) — M em termos da
aplicacdo quociente my; : M — M/G e do espago J*(7), onde T o g = my o 7. Juntando ambos
resultados principais mostraremos que dado um operador diferencial A, existe operador reduzido
A, de modo que a solugoes invariantes de A estdo em correspondéncia biunivoca com a solugoes
do operador reduzido. Finalizamos apresentando o kinematic bundle, maior conjunto onde a agao
de um grupo de Lie é transversal atentando ao fato que nem sempre tal conjunto é uma variedade
suave.

O Trabalho é suplementado pelo apéndice A, onde damos a definicdo de particdo da unidade
e, como aplicacao, caracterizamos as fungoes suaves de uma subvariedade mergulhada N C M
como sendo aquelas que admitem uma extensao em um aberto U C M contendo a subvariedade
em questao. Mantivemos este apéndice, embora parega supérfluo, pois tentavamos entender as
derivadas de ordem superior de uma funcao entre variedades e, desta forma, trabalhando em
espacos euclidianos com a extensao da funcao, ficaria mais facil o entendimento.

O apéndice B é um complemento ao trabalho, essencial para a teoria. Mostra-se nele que a
acao estendida ao espago de jatos é, no caso nao projetivo, apenas uma acao local e suave, sendo
global no caso projetivo. E a partir deste fato que garantimos a suavidade da acdo estendida no
espaco de jatos invariantes.

Mais detalhes introdutérios sobre os assuntos a serem abordados serao dados nos inicios de
cada capitulo.

Este trabalho almeja apenas ser um texto em portugués introdutério ao assunto de Grupos
de Lie aplicada ao estudo de equacgoes diferenciais culminando em um resultado moderno sobre
solugoes invariantes de operadores diferenciais definidos em fibrados. Foi feito um esforco para
terminar em um texto auto-contido com intengao de permitir ao aluno que orientar-se por essas



notas recorréncia minima a outras referéncias. Questoes que por ventura possam aparecer, ou
mesmo sugestoes que o estudante queira compartilhar, encorajamos-o a entrar em contato pelo
enderego elizeucleber@yahoo.com.br. Com certeza sera bem recebido.



Capitulo 1

Nocoes de Variedades Diferenciaveis e
Grupos de Lie

1.1 Introducao

Este capitulo tem por objetivo apresentar a teoria basica das variedades diferenciaveis e dos
grupos de Lie. Daremos énfase na teoria de agdes de grupos de Lie em variedades diferenciaveis,
que, por sua vez, ¢ um topico basico, para interpretarmos geometricamente o problema de encontrar
solugoes de equacoes diferenciais.

1.2 Variedades Diferenciaveis

Na maior parte desta dissertacao, trabalharemos com variedades diferenciaveis Hausdorff e
segundo contavel. Havera, no entanto, um momento em que a condicao Hausdorff tera de ser
eliminada da definicao abaixo, mantendo sempre, porém, a condicao de enumerabilidade. Eli-
minar tal propriedade faz-se necessario para estudar variedades quocientes, que surgem quando
estruturamos o espago de 6rbitas de maneira natural.

Definicao 1.2.1. Seja M um espaco topologico Hausdorff e com base enumerdvel de abertos.
Considere A = {ba,Un}tacr uma familia onde U, C M sdo abertos e ¢, : U, — V. C R™
homeomorfismo, V aberto, tal que M =, U,; sempre que os dominios de duas funcoes quaisquer
ba € Qg se interceptam, as fungoes ¢, o qbgl e ¢ o ¢t sio difeomorfismos suaves (dizemos que
essas fungoes sio C™ compativeis) Dizemos, entdo, que a familia A é um atlas suave para M e
as fungoes ¢, sao denominadas cartas. Um atlas é mazimal se nao esta contido propriamente em
qualquer outro atlas B (contido, aqui, significa que as cartas de A sao C*° compativeis com as
cartas de B incluindo a continéncia usual). O espago M serd denominado variedade suave quando
admitir atlas suave maximal.

Por vacuidade, se duas cartas nao tém pontos em comum em seus respectivos dominios, elas
sdo C™ compativeis. Uma variedade é dita de classe C*, suave ou analitica, se as funcdes com-
postas ¢, o qﬁgl forem de classe C*, suaves ou analiticas, respectivamente. Neste trabalho, serdo
consideradas somente variedades suaves.



Todo atlas A determina um tnico atlas maximal, que, por sua vez, é determinado pelo conjunto
de todas as cartas que sao C*° compativeis com todas as cartas de A.

Seja M uma variedade suave. Para cada ponto p € M podemos encontrar uma carta ¢ tal que
o(p) = 0. Nessas condigdes, diremos que essa carta estd centrada em p. Se p apenas pertence ao
dominio da carta diremos que ¢ é carta ao redor de p.

Definicao 1.2.2. Sejam M e N duas variedades suaves e F': M — N uma fung¢do. Dado p € M,
diremos que F' € suave em p se dadas duas cartas ¢ e ¢ ao redor de p e F(p), respectivamente, a
fungdo o F o ¢! é suave em p. A funcio F € dita suave se for suave em todos os pontos de M.

Observe que nao especificamos o dominio da funcdo 1 o F o ¢~!. Faremos diversas vezes tal
omissao para deixar o texto menos carregado, e a composta fica definida onde tem sentido. O
conjunto de todas as fungoes suaves f : M — R serda denotado por C*°(M).

Definicao 1.2.3. Seja M wvariedade suave. Uma derivacio em um ponto p € M € uma funcao
X : C®(M) — R que satisfaz

(a) X(f +9) = X(f) +X(g9);
(b) X(f -g) = X(f) - 9(p) + f(p) - X(g).
O espago tangente a M em um ponto p, denotado por T,M, € o conjunto das derivagoes em p.

Sejam ¢ carta ao redor de p e f: M — R suave. A funcdo 0|, definida por

9]
ox?
¢ um elemento de T,M e, mais ainda, 7,M ¢ um espago vetorial de dimensao finita gerado pelo
conjunto {0 |p, ..., Omlp}, onde m é a dimensao da variedade M. E essencial a hipétese de M ser

suave, como pode ser notado na demostracio. Para variedades que sdo apenas C*, esse espaco tem
dimensao infinita (veja [17]).

8l|pf =

lp-1p) (fo ™)

Definigao 1.2.4. Seja F : M — N funcao suave. Definimos a derivada de F' em p como a fungdo
F,: T,M — Tp@) N dada por
F.X(g) = X(go F),

onde g € C*(N).

Outro simbolo que usaremos para derivada de uma funcao ¢ o cldssico dF,, onde, eventualmente,
o ponto p podera ser omitido, escrevendo apenas dF'. Ele é util quando estamos trabalhando com
fungoes carregadas de indices. Abaixo listamos algumas propriedades basicas da derivada. Sendo
M, N e P variedades suaves e F': M — N, G : N — P fungoes suaves, vale:

(a) Fi:T,M — Tp@)N esta bem definido e é linear.
(b) (FoG),=F,o0G,

(¢) (1n)s: T,M — T,M é o mesmo que o mapa 1y : T,M — T,M
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(d) Se F ¢ um difeomorfismo entdao F, é um isomorfismo e (F,)™! = (F71),.
Observe que dessa forma podemos escrever F' sem ambiguidade.

O préximo exemplo da uma caracterizagao do espacgo tangente como derivadas de curvas que
moram na variedade. A titulo de esclarecimento, a fungao 0|y aplica-se a fungoes suaves f : U C
R — R, U aberto, calculando a derivada de f no tempo t = 0.

Exemplo 1.2.5. (Espaco tangente como diferenciais de curvas) Seja M variedade suave n-dimensional,
entao o espaco tangente a M em p tem a seguinte caracterizagao:

ToM = {a.(0o); o : (—€,€) = M curva suave com «(0) = p}.

Observemos que a, é uma aplicacao de TyR em TpM e passemos a demonstracao desse fato.
Sejam ¢ carta em p com ¢(p) = xo e derivagio X = > | 2'0;|, representado em coordenadas,
mostraremos que X é a derivada de uma curva. Definindo a(t) = ¢! (tz! + xl, ..., tz" + 17),
observemos que «(0) = p e, para € suficientemente pequeno, « : (—e,e) — M é uma fungao
diferenciavel. Dada f : M — R suave, colocando 3(t) = (tz! + z}, ..., tx™ + tf}) , temos que

a(Otlo).f = Oilo(f o ) = Ailo((f 0 67") 0 B()) =

=Y Oilsr(fod™) - (67)(0) = Zl(ai|pf) ot = (Q_2'Oi)f = X .
i=1 i= i=1
Pelo exposto acima, concluimos o, (9;]p) = X. De fato, toda derivada de curva é uma derivagao;
com efeito, dada a curva « : (—¢, €) — M suave, observando que a(t) = ¢~ Lo(doa(t)) = ¢~ o B(t),
temos que . (dlo) € Im ¢! = T,M (uma vez que 9;|, = (¢~1) * (8;) e o conjunto {0;],} gera
T,M). Identificaremos TyR com R, escrevendo o’ (0) ao invés de a.(d:|y). Nada ha de especial com
0 e, analogamente, vemos que o (ty) é tangente a a(ty).

O conjunto TM = U,T,M admite uma estrutura natural de variedade diferencidvel, com
dimensao igual ao dobro da dimensao de M, de modo que a fun¢ao projecao

m:TM — M,

dada por m(X € T,M) = p, seja submersdao. Dado {(¢a,U,)} um atlas para M, a estrutura
de TM é obtida considerando o atlas maximal gerado pelo atlas {(®,,7'(U,)}, onde, dado
X =" x"(‘?i|p escrito em coordenadas, a expressao para ®, é

1.3 Teorema da Funcao Inversa, de Sard e Subvariedades

Nessa secao, enunciaremos alguns dos teoremas essenciais para o estudo de topologia diferencial,
e algumas consequéncias interessantes, tais como caracterizacao de certas subvariedades. Para uma
demonstragao do Teorema da Funcao Inversa veja Munkres [21] e para o de Sard veja Milnor [20].
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Teorema 1.3.1 (Teorema da Funcao Inversa). Sejam M e N wvariedades suaves e F': M — N
fungdo suave. Se (F.), € isomorfismo, entdo existe aberto U, conezo, contendo p, tal que F : U —
F(U) é um difeomorfismo.

Teorema 1.3.2 (Teorema da Funcio Implicita). Seja U C R™xR¥ aberto. Escreva as coordenadas
canénicas de U por (z,y) = (24, ...,2™,y*, ...,y%). Se a fungio F : U — RF € suave, com F(zq,y0) =

0 eak xk matriz '
OF"
(Tyj(xmyO))ij

inversivel, entdo existem vizinhancas Ve W de xq e yo, respectivamente, e fungdo suave g : U —
W, tal que F(x,y) =0 em V x W se, e somente se, y = g(x).

Definicao 1.3.3. Sejam M e N wvariedades suaves e F': M — N suave. Definimos posto de F' em
p como o posto de (F),; diremos que F' € imersao se F, for injetiva para todo p. Caso F. tenha
posto mazrimo para todo p e seja sobrejetiva diremos que F' é submersao.

Definicao 1.3.4. Uma variedade suave N, contida em outra variedade suave M, é dita subvarie-
dade de M se a fungdo v : N — M dado por i(x) = x for uma imersao.

Em geral, seja N variedade e suponha que F' : N — M seja imersao injetiva. Entao dizemos
que N é subvariedade de M identificando N com F(N). Um elemento X € T,N sera identificado
com (, X € T,M; dessa forma teremos T, N C T,M. Observe que previamente uma subvariedade
tem sua topologia dada. Sendo U aberto em M, entdo (*{(UNN) = YU) N YN) = HU)
aberto. Como ¢ é difeomorfismo (decretemos a estrutura em F(N) como sendo tal que F' seja
difeomorfismo) em sua imagem temos que U NN = ((U) é aberto em N. Concluimos assim, que
os abertos da topologia de N como subespago de M sao abertos de N. Mas hé subvariedades
que possuem mais abertos que somente os herdados de M, como exemplo temos a figura “8",
como subvariedade de R?. Uma subvariedade cuja topologia intrinseca coincide com a topologia
herdada da variedade ambiente é dita subvariedade mergulhada, ou regular; neste trabalho sao
de interesse somente subvariedades mergulhadas.

Uma subvariedade imersa N em M, de mesma dimensdao de M ¢ regular. Isso segue pois o
fato de ¢ ser imersao permite concluir que também é uma submersao (argumentos de dimensao dos
espagos tangentes). Assim é um difeomorfismo local em virtude do Teorema da Fungao Inversa e,
logo, fungao aberta, concluindo que as topologias intrinseca e induzida coincidem.

Para fungoes suaves f : U C M — R, onde U é aberto, usaremos a notacao (fi), = df,. A
funcao linear df, : T,M — TR ~ R pode ser interpretada como um elemento de (7,M)*, o dual
de T,M. Note que se ¢ = (2') for uma carta ao redor de p entdo

dx',(0/027|,) = 5;,

onde o ultimo simbolo representa o simbolo de Kronecker. Em geral quando T : V — W é uma
transformacao linear entre espacos vetoriais, podemos definir um operador transposto 7™ : W* —
V* dado por



Esse operador recebe esse nome pois quando os espagos vetoriais em questao sao de dimensao finita
a matriz desse operador linear tem relagdo com a transposta da matriz de T'. Além disso, quando
o operador T' é injetivo entdo T™* serd sobrejetivo e se T for sobrejetivo T™ serd injetivo (supondo
finita as dimensoes dos espacos em questdao). No contexto diferencial, o transposto da aplicagao
linear F,, onde F': M — N ¢é uma fungao suave, ¢ denominado pushfoward e pode ser definido
alternativamente na base por

F*(da') = d(Foz') onde F*: (TppN)* — (T,M)".
De fato temos as igualdades
F*(da)(X) = d(F 0 2')(X) = (2 0 F).(X) = (¢').(F.(X)) = da' (F.(X)) = (F.)*(da")(X),
mostrando que o operador transposto de F, coincide com F*.

Proposicao 1.3.5. Sendo M, N e P variedades suaves, sao validas:

(i) Se fungio suave v : N — M € tal que (i.), € injetiva e ¢ = (x*) é carta ao redor de 1(q) = p,
algum subconjunto de {x' o1} define uma carta ao redor de g € N.

ii) Se a funcao suave w: M — P ¢é tal que (m,), € sobrejetiva e v = (y') € carta ao redor de m(p),
ii) S i M — P € tal p € sobrejeti ! t dor d
o conjunto {y* o w} pode ser completado a uma carta (y' o 7,¢) ao redor de p para alguma
funcao suave ¢ : U C M — R™7P,

Demonstragio. Como ¢, é injetiva entdo o mapa (u.)* : (I,M)* — (T,N)* é sobrejetor.
Assim, o conjunto {(z,)*(dz’) = d(z" o 1)} gera (T,N)* e podemos extrair um subconjunto
{d(z" o), ...,d(x' o)} linearmente independente que forma uma base para (T, N)*. A fungao
= (2" ot,...,x" 01), definida préximo de ¢ € N chegando em R”, é uma carta ao redor de
q pois, simbolizando a projecdo na i-ésima coordenada de um vetor (z%,...,2") € R™ por 27,
temos que
(¥2)"(d2") = ¥*(d2’) = d(2’ 0 ¢p) = d(z" 01).

Isso mostra que o mapa (¢,)* é necessariamente bijetor pois leva base em base. Segue que
1, € bijetor, ja que seu transposto é bijetor e, pelo Teorema da Funcao Inversa, 1 define
um difeomorfismo préoximo de ¢, ou seja, define uma carta ao redor de ¢, completando a
demonstracao do primeiro item.

Sendo (') carta ao redor de ¢ € N, o conjunto 3 = {d(y* o w)} é linearmente independente,
pois caso o
Y d'd(y'om) =0
entao para todo X € T,M tem-se
0= dd(y om)X =) a'y,om(X) = (3_a'y).(mX) = ()" (Q_a'dy’)(X),

mostrando que o funcional (7,)*(3 a'dy’) = 0, mas como 7, é sobrejetiva entdo (m,)* é
injetiva e, consequentemente, > a'dy’ = 0 concluindo que a’ = 0 ji que {dy’} ¢ base dual
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a {0/0y'}. Dado uma carta ¢ = (z') ao redor de p € M o conjunto {d(y’ o 7),dx’} gera
(T,M)* de modo que, em virtude de f ser linearmente independente, podemos extrair uma

base da forma | |
{d<y1 o 7T), ceey d<yn o 71-)’ d:L'h, s dx]m*"}'

Se ¢ = (2%, ...,z entdo a funcio
(yl or, ...y " om, ()
define uma carta ao redor p. O
Uma consequéncia do Teorema da Fungao Inversa é o seguinte resultado:

Teorema 1.3.6 (Teorema do Posto). Sejam M e N wariedades suaves com dimensées m e n,
respectivamente, e F' : M — N fung¢do suave com posto constante k. Entao, para cada p € M,
existem cartas (¢,U) e (¢, V) com ¢(p) =0 e Y(F(p)) =0, tais que

F(o~Yat,...,2™)) = ¢~ (2!, ...,2%,0,...,0),
onde o numero de zeros é n — k.
Gostaria de destacar uma simples e util consequéncia desse Corolario.
Proposicao 1.3.7. Considere w: M — N submersdo suave. Sao vdlidas:
a m € uma mapa aberto;

b Se w € sobrejetiva, uma funcdo f: N — P € suave se, e somente se, mo f é suave.

Demonstragio. Dados W C M aberto e ponto p € W, tomemos cartas (¢, U) e (V') como
no teorema anterior, ao redor de p e 7(p), respectivamente, de maneira que

Ypomog t(at, ..., 2™ = (2!, ..., 2").

Temos que 1) oo ¢~ H AU NW)) = pry o (U NW), onde pri(z,u) = x, é um conjunto
aberto, pois ambas pry e ¢ sao mapas abertos. Desse modo

T(WNU) =4~ (priog(UNW)) C (W)

é aberto contendo m(p), seguindo que 7 é aberto. Como para qualquer p podemos tomar
cartas da forma acima, existe fungao s : V' — M suave que passa por p satisfazendo wos = Iy;
em outras palavras existem secoes locais passando por p. A funcao s é dada por

s=¢ " oroy,

onde «(z!,...,2") = (z!,...,2™,0,...,0). Claramente
Yomos(qg) =vomod Tt oroy(q) =(g),
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de modo que mo s = Iy, e s(m(p)) = ¢~ 0 1(0) = ¢~ 1(0) = p. Com isso, dados f: N — P e
g € N, tomemos p € M tal que 7(p) = ¢ e segdo local s com s(q) = p. A fungdo f pode ser
escrita proximo de ¢ como

f(r)=(fom)os(r)
uma vez que f om é suave, f serd suave proximo de cada ponto ¢ € N como composta de
funcoes suaves. O

Definicao 1.3.8. Mantendo as notacoes acima, dizemos que q € N € valor regular se, para todo
p, tal que F(p) = q, (F.), tem posto mdzimo.

Uma demonstragiao da préxima proposi¢ao poderd ser encontrada em [17].

Proposicao 1.3.9. Com as notagoes anteriores, se ¢ € N € tal que (F)), é sobrejetiva para cada
p € F~'({q}), entao F~'({q}) € subvariedade mergulhada de dimensio m — n.

Proposicao 1.3.10. (Espaco tangente de imagens inversas de valores requlares) Sejam F : M —
N suave e ¢ € N walor reqular. Escreva P = F~'({q}). Entdio, dado p € P, vale a igualdade
T,P =ker F.

Demonstragio. Dado X € T,P, seja a(t) curva em P tal que o'(0) = X e a(0) = p. Temos que
F.X = 0oF(a(t)) = 0o(q) = 0. Segue que T,P C ker Fx. Sendo m e n as dimensoes de M e
N, respectivamente, temos n + dim(ker F,) = dim(Im F) + dim(ker F}) = m = n + dim(7,P).
Logo dim(7,P) = dim(ker F,) com T,P C ker Fx. Seguindo o resultado. O

O préximo teorema é uma ferramenta muito poderosa no estudo das variedades diferenciaveis.
Uma demonstrac¢ao pode ser encontrada na referéncia [20]. Logo abaixo provamos uma consequén-
cia simples e 1til para ilustrar o uso desse resultado.

Teorema 1.3.11 (Teorema de Sard). Seja F': M — N mapa suave com N n-dimensional. Entao
o conjunto CritF = {q € N; Posto(Fy), < n, para algum p com F(p) = q } tem medida nula (Aqui
um conjunto A C M € dito de medida nula em M se, para toda carta (¢,U), ¢(UNA) tem medida
nula em R™; medida de Lebesgue).

Observe que dado ¢ € N com g ¢ Im F, g ndo é ponto critico de F', ou seja, ¢ ¢ CritF. Isso
segue por vacuidade, pois caso contrario deveria existir p tal que Posto (F.), < n e F(p) = q.
Aplicaremos esse resultado para demonstrar o seguinte lema que também pode ser provado usando
o Teorema do Posto.

Lema 1.3.12. Seja F': M — N suave, injetiva e sobrejetiva. Se F, é sempre injetiva ou sempre
sobrejetiva entao F ¢é difeomorfismo.

Demonstracio. E suficiente mostrar que F, é sobrejetiva. De fato, observe que sendo F, bijetiva
para cada ponto p, existira GP suave que é inversa de I’ em uma vizinhanca de p, onde F é
difeomorfismo, garantida pelo Teorema da Funcio Inversa; F' : U — F(U). Claro que G = F~!
em F(U), seguindo que F~! é localmente suave. Se M e N tiverem mesma dimensao (e logo seus
espagos tangentes também terdo mesma dimensao) entdo F, necessariamente sera sobrejetiva e
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poderemos concluir o resultado. Posto isso, suponha que dim M < dim N = n (claro que o outro
caso nao é possivel pois F, é injetiva; novamente entra as dimensoes dos espacos tangentes). Isso
implica que (F}), tem posto menor que n para todo p, permitindo concluir que Crit F' = F(M) =
N, uma vez que F' é sobrejetiva, contrariando o teorema de Sard. O caso F), sempre sobrejetiva é
uma simples aplicacdo do Teorema do Posto. O

O seguinte teorema, que pode ser demonstrado com auxilio do Teorema de Sard, afirma, es-
sencialmente, que toda variedade suave estd mergulhada em algum RY.

Teorema 1.3.13 (Teorema de Withney). Toda variedade suave n-dimensional pode ser imersa
em R*" e mergulhada em R*"™! (no 4ltimo caso como uma subvariedade fechada).

1.4 Campos Vetoriais

O conceito de campo vetorial, que nada mais é do que uma secao suave do fibrado TM — M,
far-se-4 uma ferramenta e serd usada para construir, efetivamente, o grupo (ou subgrupos do
grupo total) de simetria de uma equacao diferencial. A partir de critérios infinitesimais (que serao
singularidades de certos campos), obteremos uma algebra de Lie formada por campos vetoriais e,
integra-la, permitira encontrar, por conseguinte, um grupo conexo GG que tem como sua algebra
de Lie a algebra dada inicialmente. Ao fim desta secao, ficard claro o que significa integrar um
campo apenas e como isso gera uma agao de algum grupo 1-dimensional em uma variedade M.

Definicao 1.4.1. Uma fung¢io X : M — TM tal que X(p) = X, € T,M € denominada campo
vetorial (alternativamente, X € secao do fibrado TM — M, isto €, mo X = Iy). O campo é dito
suave se a fungdo X for suave.

Ambos conceitos de fibrado e se¢ao serdo discutidos com mais detalhes no Capitulo 3.

Como foi comentado mais acima, uma curva « : I — M suave determina, em cada ¢, um
elemento o (t) € TowyM. Mas serd que dado um campo suave X e um ponto p € M, existe uma
curva « definida em algum intervalo I, com «(0) = p, tal que X seja a derivada de «a, ou seja,

o' (t) = X(a(t)),

para cada t € I? Isso de fato ocorre. Para vermos, considere ¢ carta ao redor de p e o curva suave
em M com inicio em p. Escreva 3(t) = ¢ o a(t) de modo que a(t) = ¢~(B(t)). Em coordenadas

X(a(t)) =>" ¢ (a(t)di]ae

e
, _ " dp
Q (t) = Qb 1*(8t(51(t)7 e 75 (t)) = Z Ealwa(t)
(Para esclarecer a tltima igualdade, seja dado 8 : I — U C R", onde U é dominio de ¢. A derivada
, dp
dessa curva em t é dada por 5 (t) = 3 i@z\ (1), uma vez que estamos identificando T,R™ com
R"; estaremos corriqueiramente escrevendo essa derivada da forma usual. Entao

dp? dp? dp?
Ai(p o B)=0"".0> £ai|ﬂ(t)) => Ci ¢ (Bilsw) = Cgaz‘|ﬁ(t))'
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Escrevendo .
F(u) = (¢"o¢7 (),
para obter uma curva « tal que o (t) = X (a(t)), com a(0) = p, é equivalente a resolver o sistema

de equagoes diferencias abaixo:
B(t) = F(B(t))
LS s 4

Como a funcao F' é suave, esse sistema tem tnica solu¢ao 3 definida em um intervalo maximal
(veja [17]). Isso permite concluir que existe tnica curva «, definida em um intervalo maximal,
satisfazendo o requerido com «(0) = p, pois se a;, as satisfazem o problema inicialmente proposto,
com «;(0) = p, entdo B; = ¢ o «; satisfaz (1.4.1) com mesma condigao inicial. Devido a unicidade,
B1 = P2 em seu dominio comum de definicdao e, portanto, a; = as. Denominaremos essa tnica
curva definida em um intervalo aberto conexo maximal de curva integral de X que passa por p.
Dessa forma é possivel definir o fluxo de um campo X, ®(p,t) = ®P(¢), onde a curva PP(t) é a
Unica curva (no sentido que esta definida em um intervalo aberto conexo maximal) que soluciona
o problema acima com condi¢ao inicial ®?(0) = p (ou seja, para calcularmos ®(p,t) achamos a
solugdo «a do problemas acima e depois avaliamos ela em t). E possivel mostrar que o dominio D
de ® é um aberto de M x R e que o fluxo de X satisfaz as seguintes propriedades

Proposicao 1.4.2.

(a) Colocando M; = {p;(p,t) € D}, a func¢io ®,: My — M, dada por ®.(p) = ®(p,t) € difeomor-
fismo em sua imagem (quando M é compacta vale D = M X R) e valem:

(b) &, 0d, =P, quando a composta estiver definida;
(c) Para cada t, (9;).X = X em ®,(M,).

Para uma demonstracao desses fatos consulte [17].

Logo mais, o leitor podera perceber que existéncia do fluxo de um campo é crucial para o
desenvolvimento de toda a teoria de simetrias de equagoes diferencias, uma vez que os grupos de
simetrias serdao obtidos integrando fluxos, denominados geradores infinitesimais da a¢do do grupo
(observe que no caso de M ser compacta o item b diz que existe uma acao a de R em M, dada
por a(t,p) = ®(p,t)). J& na préxima segao, onde daremos a nogao de grupos de Lie e definiremos
0 mapa exp, ver-se-a como esse fato é importante.

Para finalizar esta se¢do, vamos definir algebricamente o que ¢ o colchete de Lie de dois campos
e listar algumas propriedades dessa operacao. Uma definicdo geométrica pode ser encontrada
em [4]. Dados campo X e f : U C M — R suaves, podemos definir a fungdo variacdo de f na
diregdo de X, por X f(p) = X, f. Essa funcdo ¢é suave, uma vez que descrita em coordenadas,
X =Y 2'0;, temos

Xf(p) = Y2 ), f.

e as funcoes x' assim como a associagdo p — 0;|pf sdo suaves.
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Definicao 1.4.3. Dados X,Y campos suaves em M, definimos o colchete de Lie entre esses
campos, denotado por [X,Y], por

(X Y,(f) = X, (V) = Yo (XS)

Listamos abaixo algumas propriedades do colchete de Lie:
(a) [X,Y], € T,M;
(b) [X,Y] define um campo de vetores em M:;
(c) [X,Y]=—[V, X];
(d) Dados a,b € R, [aX 4+ bY, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z] e, logo, [,] é bilinear;
(e) se (u') é um sistema de coordenadas, entdo

(X, Y] =) (X" 0Y7/ou' —Y" - OX7 |ou")D/ow;

1]
(f) se F: M — N é um difeomorfismo, entao F,X é campo em N e F,[X,Y]| = [F.X,F.Y] e
(g) [X. Y], Z]+[[Y. 2], X] +[[2,X],Y] = 0.

Um espago vetorial g, munido com uma fungao bilinear que satisfaz (c) e (g) acima é denominado
algebra de Lie (um 6timo texto sobre algebras de Lie é [29]).

1.5 O Teorema de Frobenius

O Teorema de Frobenius afirma que, se para cada ponto p de uma variedade suave M
escolhermos um subespaco W,, C T,M, de maneira suave (o0 que tornaremos preciso abaixo),
entao, sob certas condi¢oes, existe uma tunica subvariedade maximal conexa N contida em M tal
que T,N = W,. A fim de exemplificar, imagine a bola maci¢a B" C R" de raio 1, e para cada ponto
p associe o subespago W, =< p >+ (complemento ortogonal do subespago gerado por p). Nao é
dificil perceber que a variedade que passa por p e cujo o espaco tangente em p é < p >+ é a esfera
S™(||p||) (de raio norma de p), exceto quando p = 0 que nao existira tal subvariedade. Adiante,
falaremos de fungoes que sao invariantes pela agdo de um grupo e com auxilio do teorema de
Frobenius sera possivel mostrar que existem func¢oes desse tipo e, mais ainda, que essas fungoes de
certa forma formam uma base para o espaco das fungoes invariantes. Poderemos mostrar também
com auxilio desse teorema que as orbitas da acao de um grupo G em M sao subvariedades. Entre
outras coisas pode-se discutir com auxilio desse teorema quando certas equagoes diferencias parciais
possuem solugao.
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Definicao 1.5.1. Uma n-dimensional distribuicio D é uma escolha, para cada p € M, de um
subespago n-dimensional D, de T,M. A distribuicio é dita suave se, para cada p € M, existe
vizinhanga U de p e campos suaves Xy, ..., X, que geram D em cada ponto p € U, ou seja, D, =<
{(X1)p, s (X0)p} >. Um campo X € dito pertencer a distribuicio D se X, € D, para cada p.
Uma distribuicio suave é dita involutiva se, para quaisquer X eY € D suaves, tem-se [X,Y] € D.

Definicao 1.5.2. Uma subvariedade (N,v) de M ¢é dita subvariedade integral de uma distribuicao
D, se
Vu(T,N) = Dy

para cada p € N.
Para esclarecer, (IV, 1) ser subvariedade de M significa que ¢ : N — M é uma imersao.

Definicao 1.5.3. Uma subvariedade N de M € dita quase reqular se, para quaisquer espago topo-
légico P localmente conexo e fungao continua f : P — M, tal que f(P) C N, tem-se f : P — N
continua.

Proposicao 1.5.4. Se N ¢ quase reqular e f : P — M ¢é fun¢ao suave, com f(P) C N, entdo a
funcao f: P — N ¢é suave.

Demonstragio. Seja © € P e ¢ € N tal que f(zr) = q. Dado p € M existem cartas (¢,U) e
(,U x V) ao redor de p e q, respectivamente, tais que 1) ot o ¢ '(u) = (u,0) (consequéncia
do Teorema do Posto). Como N é quase regular, o conjunto W = f~1(¢~1(U)) é aberto em P.
Mostrando que f restrita a esse aberto é suave concluiremos que f é suave, pois z foi tomado
arbitrariamente. Observe que nesse aberto

V() =voufly) =vorod od(f(y)) = (6(f(y)),0).

Entdo temos que ¢ o f = 1 09 o f é suave, permitindo concluir que f = ¢ 1o (do f): W — N ¢é
suave como composta de fungoes suaves. ]

Teorema 1.5.5 (Teorema de Frobenius). Seja D uma n-dimensional distribuicio suave e involu-
tiva em M. Existem, para cada p € M, uma subvariedade integral da distribuicao D contendo p e
um sistema de coordenadas, (¢,U) ao redor de p, tal que os conjuntos

{'=ci=n+1,..,m}

sdo subvariedades integrais de D, para cada upla constante (c',...,c"). Se (N,v) é subvariedade
integral tal que (N) C U entdo ¥(N) estd contido em algum slice {z' = cte} e, ainda mais,
para cada p existe uma Unica subvariedade conexa integral maximal (ou seja, nao estd contida
propriamente em nenhuma outra subvariedade conexa integral contendo p) e tais subvariedades
sao quase requlares (veja [30] B.5.).

Duas ideias para construir a subvariedade conexa integral maximal:
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a) Seja F, o conjunto de todas as subvariedades integrais conexas que contém p. O conjunto
p
Z(p) = Uner, N admite uma estrutura de variedade que o torna a tinica subvariedade integral
conexa maximal que contém p. Além disso, cada subvariedade N € F, é aberta em Z(p)
(veja [17]).

(b) Outra construgao é tomar o conjunto de todos o pontos que podem ser ligados a p por uma
curva suave por partes e que tem derivadas morando em D. Esse conjunto seré a subvariedade
conexa integral maximal passando por p (veja [12]).

1.6 Transversalidade

Para escrevermos esta se¢do usamos a referéncia [11]. Sabemos que dada fungao suave
F : M — N, se q é valor regular de F, entdo F~'(q) é uma subvariedade mergulhada de M.
Uma questdo surge naturalmente: dado P subvariedade de N, sob que condigoes F'~1(P) é um
objeto geométrico razoavel, como uma variedade por exemplo? Localmente qualquer subvariedade
mergulhada P é dado por ¢g~!(0) para alguma funcio suave g : N — RP, (consequéncia de 1.3.5),
de modo que, localmente, F~'(P) = (go F')~!(0). Se 0 for valor regular de go F entao, localmente,
F~1(P) serd uma subvariedade; claro que ser localmente uma subvariedade, ou seja, para cada
ponto existe um aberto que contém esse ponto e é subvariedade, nao implica que o conjunto em
questao seja subvariedade; ainda é necessario que as dimensoes desse abertos se mantenham a
mesma e, sendo assim, um conjunto que é localmente subvariedade sera de fato uma subvariedade.
Segue, consequentemente, uma condicao suficiente para que F'~1(P) seja subvariedade mergulhada,
a saber, que (F o g), seja sobrejetora em cada ponto p tal que g o F'(p) = 0 e para cada funcao
g. Essa suficiéncia, como foi descrita acima, nao é pratica, pois precisariamos ter em maos as
funcoes que descrevem P localmente, o que é, na maioria dos casos, apenas virtualmente possivel.
Passamos entdao a uma leitura diferente dessa condi¢ao. Observado que

(g0 F)s)p = (9:)r(p) © (Fi)p,

uma vez que, para uma ¢ arbitraria que descreva localmente P, g, é sobrejetiva, afirmamos que

deve-se ter
Im(Fy)p + Trp) P = Trp)N.

Observe que isso ¢ o mesmo que Im(Fy), + ker(g.)rp) = Trp)yN (veja 1.2.5). Com efeito, segue
do seguinte fato geral: se T : V. — W, S : W — L sao transformagcoes lineares, com S sobrejetiva
entao, se vale

Im T+ ker S =W,

aplicando S em ambos o lados obtemos
Im(SoT)=S(W)=1L

e, portanto, S oT é sobrejetiva. Reciprocamente, dado w € W, se l = S(w) = SoT(v) (assumindo
a composta sobrejetiva também) entao teremos S(w —T(v)) = 0, concluindo w—T(v) = z € ker 5,
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ou seja, w € Im T +ker S; aqui w foi tomado arbitrariamente concluindo a igualdade. Lendo dessa
forma, a condicao suficiente comentada anteriormente fica descrita como:

Im(F*)p + TF(p)P = TF(p)N,

que é uma condic¢ao intrinseca, nos libertando de analisar cada funcao ¢g. Baseado na discussao
precedente surge a seguinte definigao:

Definicao 1.6.1. Uma funcgdo suave F': M — N é transversal a uma subvariedade mergulhada P
se, para cada p € F~Y(P), satisfaz a equagdo

]m(F*)p + Ty = TF(p)N'

Em particular, quando F' é submersao entao F' ¢ transversal a qualquer subvariedade mergu-
lhada. De acordo com o exposto acima é valida a seguinte proposicao:

Proposigao 1.6.2. Se F': M — N ¢é transversal a uma subvariedade mergulhada P, entdo F~'(P)
¢ subvariedade e sua dimensao € igual a codimensao de P em N.

Quando consideramos N e P duas subvariedades de M, e « : N — M a inclusao, se ¢ for
transversal a P, significa que i "!(P) = P N N ¢ subvariedade. A condigdo de transversalidade
acima, diz que Im(i.), + T P = Tip M, de modo que

T,N +T,P = T,M,

permitindo obter um critério para verificar quando N N P ¢é subvariedade.

Se M C X x U é subvariedade (m-dimensional), onde X e U sao subvariedades de dimensao
r e s, respectivamente, m = r + s, dada uma subvariedade N de dimensao r, quando existe funcao
suave f: V C X — U (V aberto) tal que N = Graff? Dado p = (zg,u) € M, definindo o espago
vertical a esse ponto por U,, = {(x¢,u);u € U}, as condi¢bes para que isso ocorra sao dadas na
seguinte proposigao:

Proposicao 1.6.3. A wvariedade N € grdfico de alguma f se, e somente se, pra todo py € M,
valem:

(1) U,, € transversal a N.
(2) NNU,, tem no mdzximo um ponto.

Demonstragcao. No caso em que vale apenas o primeiro item para algum p, € M previamente
fixado, podemos garantir localmente o segundo item, uma vez que N N U, ¢ uma variedade 0-
dimensional (pois T,,,U,, N T,,,N = 0). Observe que aqui transversalidade é equivalente a T,, N N
Th,Up, = 0, uma vez que

m=r+s=dm(T,,N +1,U,) =

dim T,, N + 1, U, — dim(T,,N N T, U,,) =7+ s — dim(T,, N N T, U, ).

Suponha inicialmente que N = {(z, f(x));f : V € X — U} (uma vez que M ¢é subvariedade
de mesma dimensao M é aberta em X x U; entao seus espagos tangentes coincidem e estaremos
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usando a identificagao T,,M = T, N x T,,,U,,). Sendo X = (X, Xs) € T,,,N N T,,U,,, entdao por
um lado

X = Oo(a(t), f(a(t)),

pois é tangente a N e por outro lado ¢ igual

Otlo(zo, B(t)),

por ser tangente a U, para certas curvas suaves a e 3. Concluindo que o' (0) = X; = 9;|o(z0) = 0,
Xy = fu(X71) = 0 e, necessariamente, X = 0. Claramente (2) ocorre. Reciprocamente, suponha
que (1) e (2) ocorram com uma subvariedade N. Se provarmos que a funcao

7T11N—>7T1(N)CX,

dada por restringir a funcao projecdo na primeira coordenada a subvariedade N é um dife-
omorfismo, teremos que N = {(z,m o (m) !(x));x € m(N)}, ou seja, é grafico da fungao
myo (m)~t : m(N) — U. Demonstremos isso. Se (zg,up) = (29, u1), entdo a propriedade (2)
diz que uy = uq, ou seja, m; € injetiva e, logo, bijetiva. Esta funcao também ¢é suave pois é restricao
de fungao suave. Além disso, dado X = (X1,X3) € T,N, (m) * (X) = Olomi(ai(t), aa(t)) =
Oloa1(t) = Xy, concluindo que (m1).X = 0 se, e somente se, X; = 0. Mas entao teremos também
que X € T,U,, acarretando em X = 0 em virtude de (2). Donde 7 é uma imersao (logo (V)
é subvariedade de X) bijetiva, logo um difeomorfismo (vide 1.3.12). Podemos concluir a partir
de dimm;(N) = dim N = dim X, que 7;(N) é um aberto em X, portanto N é de fato grafico de
fungao definida em um aberto de X chegando em U. [

1.7 Grupos de Lie e campos invariantes

Um grupo de Lie é uma variedade diferenciavel G' que é um grupo e para o qual as operagoes
multiplicagao e inversao,
p:GXxGE—-G i:G— G,

das por p(g,h) = gh e i(g) = g~', sdo suaves.

Dado G um grupo de Lie denotaremos seu elemento neutro por 1. Considere g = T1G e
seja V' € g. Pondo Dy(h) = hg temos um difeomorfismo de modo que D, define um campo de
vetores em G pondo, para cada g € G, X(g) = (D,).(V) (a diferencial é em g = 1). Esses campos
satisfazem uma propriedade interessante, a saber, sdo invariantes por translacoes a direita. Mais
precisamente temos

((Dg)u)n(X(h)) = ((Dg)e)n((Dn)«(V)) = (Dng)« (V) = X (hg),

ou, escrito de outra forma, (D,),X = X. Por outro lado, se X é campo satisfazendo (D,).X = X,
entao ele é unicamente determinado por seu valor em 1, pois

X(g) = X(1-g) = (Dg)«(X(1)).
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Poderiamos ter falado sobre campos invariantes a esquerda, mas como, por convenc¢ao, tra-
balharemos com agoes a esquerda, os campos que irao nos interessar, portanto, devem ser os
invariantes a direita. Como foi mencionado anteriormente o conjunto Y(G) dos campos suaves em
G formam uma &algebra de Lie. H4 uma subalgebra muito importante que destacamos na seguinte
proposicao:

Proposicao 1.7.1. O conjunto ]m)d(G), dos campos invariantes a direita, é uma dalgebra de Lie
de dimensdo finita, cujo o colchete é dado pelo colchete entre campos, como definido na secao de
campos. Mais ainda, o espago vetorial Inv’(G) € isomorfo a g e isso permite munir g com uma
estrutura de dlgebra de Lie isomorfa a Inv(G).

Demonstragio. Temos para campos invariantes X e Y e constantes a e b que (D,).(aX +bY) =
a(Dy) X +b(dy).Y = aX +bY e (D,).[X,Y] = [(D,).X,(D,).Y] = [X,Y], mostrando que Inv*(G)
é subalgebra. A funcao

Veg— Xelnw'(G),

como definida acima, e
X env’(G) = X(1) € g,

sao lineares e uma inversa da outra, como pode ser checado. Assim, dados Ve W € g, e os
respectivos campos correspondentes X e Y, definimos

[V, W] =X, Y](1).
Com esse colchete, g é uma algebra de Lie isomorfa a Inv?(G). O

Em nosso trabalho serda mais interessante trabalhar com a algebra formada por campos; com
essa correspondéncia basta conhecer o espaco tangente em 1 para conhecer os campos invariantes.
Por isso denotaremos Inv?(G) por g simplesmente.

1.8 Aplicacao Exponencial

A funcdo que iremos definir agora é de suma importancia para o estudo de grupos de
Lie, uma vez que ela permite transportar informagoes (ou mesmo construir grupos através de) da
algebra de Lie para o grupo. A esséncia da teoria de Lie, a partir de fatos algébricos em relagao
a algebra de Lie, podemos inferir em resultados de natureza diversas no grupo; por exemplo, um
grupo de Lie conexo é abeliano se, e somente se, sua algebra é abeliana; um grupo de Lie compacto
¢ compacto se, e somente se, sua dlgebra de Lie é compacta (veja [30]), etc. Sabemos que a cada
campo X € g, estd associado um fluxo ®x = Px(g,t), definido em algum aberto de G x R. No
caso de campos invariantes, esse aberto é todo espaco G x R, ou seja, campos invariantes sao
completos (ver [30]). Em virtude das propriedades dadas na se¢ao de campos, temos uma notagao
sugestiva para representar o fluxo de campos completos, essa é dada por

®(g,t) = (exptX)g;
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entao vale a igualdade (exp(t+s)X)g = (exptX)(exp sX)g, que segue do fato de valer, para todos
tes € R, aigualdade &, o &, = ®;,,,. Vamos tornar a férmula acima uma multiplicagdo entre
elementos de G, com a definigao da fungao exp. A fungao exponencial pode ser definida da seguinte
forma: Seja X € g e considere ® o fluxo associado a X. Definimos

exp : g — G dada por

expX = d(1,1)

(observe que o primeiro 1 é o elemento neutro de G). Outra forma de definir exp é tomar V' € T1G
e considerar a tinica curva ®(t) em G que satisfaz ®(0) = 1 e ®'(0) = V, definindo-a por exp V =
®(1). Usaremos o que for mais conveniente. Observe que se X é o campo invariante associado a V',
entdo exp X = exp V' (mantendo a coeréncia das identifica¢oes), pois uma vez que, sendo ® o fluxo
de X, tem-se que ®!(t) = ®(1,¢) é curva satisfazendo ®(0) =1 e 9;]o®'(t) = X (®'(0)) = X(1) =
V. Dessas observagoes exp X = ®(1,1) = ®'(1) = exp V. Além disso a curva X; = exp tX satisfaz
X,(0) = 1 e X,(0) = X(1), que estaremos identificando com X, ou seja, estaremos escrevendo
OrloexptX = X. A seguinte proposicao retine algumas propriedades da aplicacdo exponencial.

Proposicao 1.8.1. Seja X € g. Para todos s et € R tem-se:

(a) exptX = ®(1,1).

(b) De fato temos ®(g,t) = exptX - g.

(c) exp(t+s)X = (exptX) - (expsX).

(d) exp(—tX) = (exptX)~!

(e) exp € suave.

(f) Existe V' wizinhanga de 0 tal que expV — exp(V') é um difeomorfismo.

Demonstragio. Os itens (c) e (d) seguem facilmente de (a) e (b).

(a) Observe que ¥(g,t) = ®x(g,st) é o fluxo de sX. Entdo expsX = ¥(1,1) = Px(1,s) para
todo s € R.

(b) Denote X;(h) = ®x(h,t). Sendo a(t) = Dy(X;(h)), observe que a(0) = hg e, também,
a'(t) = (Dg)u(0ele(Xe(h))) = (Dg) (X (Xi(h))) = X(Xi(h) - g) = X(a(t)); a tltima igualdade ¢
devido a invariancia de X. A curva 5(t) = ®x(hg,t) satisfaz a mesma condigao inicial de « e claro
que 3'(t) = X(B(t)). Concluindo que essa duas curvas sao iguais devido a unicidade da solucéo.
Com h =1 temos

expX -g=o(1,1)-g=a(l) = (1) = ®x(g,1) = (exp X)g,

esse 1ltimo é a notagao do fluxo.

(e) Para ver que exp é suave, primeiro defina V(g,X) = (X(g),0) € TG & g campo suave
em TG @ g. O fluxo desse campo é dado por @y ((g,X),t)) = (exptX - g, X); de fato, observe
que @y (9. X).0)) = (exp0X - g.X) = (9. X) ¢ &lolexptX - g, X) = (@uloDylexp1X), dhlo(X)) =
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(Dy)«(X),0) = (X(D,4(1)),0)) = (X(g),0) (esse campo é claramente completo). Entao exp é
dado de acordo com o diagrama:

v by

Gpg— G

GogoR

g

exp X =m o Py o (X), onde «(X) = ((1,X), 1), é suave como composta de funcoes suaves.

(f) Agora sejam dados, X € Tog = g e curva a(t) = tX que satisfaz a(0) = 0 e o' (0) = X.
Entao (exp,)o(X) = loexp(tX) = X, uma vez que [(t) = exp(tX) é a curva que resolve o
problema 3(0) = 1 e 3(0) = X. Segue que (exp,)o é ndo singular e, de acordo com Teorema da
Funcao Inversa, ela é um difeomorfismo proximo de 0. O

Proposicao 1.8.2. Seja G grupo de Lie e denote por Gy a componente conexa da identidade.
Entio Gy € subgrupo de G e, dado V' wvizinhanga aberta de 1 (contida em Gy ), tem-se

Go=J V"

n>0

Além disso dados g € Gg, existem Xq, ..., Xy € g tais que

g =-exp Xy - ... exp Xi.

Demonstragio. Escreva f(g,h) = gh™!, definida em G x G. Essa fungao ¢ suave e, como Gy x Gy
é conexo, tem-se f(Go X Gy) conexo. Por outro lado, esse conjunto intersepta Gy (1 pertence a
ambos), permitindo concluir que f(Gy x Go) UG é conexo, como uniao de conexo que tem ponto
comum. Segue que f(Gy x Go) C Go, pois Gy é um conexo maximal e, logo, Gy é subgrupo.
Agora ¢ facil notar que U,~o V" é um subgrupo de Gy que é aberto, pois cada V" é aberto em
virtude de p ser continua. Mas subgrupos que sao abertos também sao fechados (pois, em geral G
pode ser escrito como unido disjunta de classes laterais e, se H é aberto, cada classe gH é aberto).
Logo segue a igualdade em virtude da conexidade de . Para provar o ultimo fato tome V' como
garantido pelo tltimo item da proposi¢ao acima. O

Definicao 1.8.3. Um homomorfismo entre grupos de Lie é uma funcao ¢ : G — H que satisfaz
o(gh) = ¢(g)p(h). Um homomorfismo entre dlgebras de Lie é uma transformagdo linear 0 : g — b
que satisfaz O[X,Y] = [0X,0Y].

Sejam G, H grupos de Lie e ¢ : G — H um homomorfismo suave. Entao identificando g, h com
TG e T1H, respectivamente, a fungao (¢.); : g — b é um homomorfismo de dlgebras de Lies e
vale

p(exptX) = exp(to.X).

Em qualquer texto que versa sobre grupos de Lie é possivel encontrar uma demonstragao para esse
fato, visto que é essencial para o estudo da teoria de Lie (por exemplo [30]).

Um conjunto de fung¢des que merecem atencao especial sdo os automorfismo de G, dados por
Cy(h) = g *hg. Elas satisfazem C, o C), = Cy;. A fungdo Ad : G — Gl(g) definida por Ad(g) =
(Cy)« é uma representacao de G em g e , isso por si s6, é interessante; estamos representando
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o grupo, de modo (talvez) nao trivial, em sua algebra. Por exemplo, suponha G conexo e seja
g € G tal que Ad(g) = 0. Segue que para cada X € g, 0 = (Cy).X = 9|og ' exptXg, permitindo
concluir que gexptX = exptX -g. Logo pela conexidade de GG, a proposicao 1.8.2 permite concluir
que g € Z(G). Em particular, se a representagao adjunta é trivial e G é conexo entao G é abeliano.
Outra representagao importante é ad : g — GI(g) dada por ad(X)(Y) = [X,Y]. Valem as seguintes
relagoes entre essas duas representacoes:

(a) (Ad,); = ad(X).
(b) Ad(exp X) = exp(ad(X)).

1.9 Acoes de Grupos e Ac¢oes Inifinitesimais

A nocao de agao de grupo em variedade, surge quando Sophus Lie considera o problema de
estender o resultados obtidos por Galois, sobre solubilidade por radicais de equacoes polinomiais,
as equacoes diferenciais ordindrias ou parciais. No caso das equagoes diferencias ordinarias, temos
um resultado andlogo ao obtido por Galois, como expoe [24] (Teorema 2.64). O livro de Bluman
e Kumei [5] trabalha com uma linguagem semelhante a usada nos primeiros trabalhos de Lie,
usando acoes de grupos a l-parametro, ao invés de definir acdo de grupo em variedade, como ¢
feito neste trabalho. Escolhemos trabalhar com ac¢oes de grupo em variedades pois acreditamos
que, além de ter como consequéncia um estudo tedrico mais simples e (talvez) rico, permite-nos
estudar solugoes invariantes de maneira que nao seria possivel fazer apenas com a linguagem dos
grupos a l-parametro; estudar solucoes invariantes de equacoes diferenciais definidas em fibrados
se faz somente quando consideramos um grupo “agindo no fibrado”.

Definicao 1.9.1. Seja M uma variedade suave, G um grupo de Lie. Uma acao de G em M ¢é
uma fungdo suave
V:GxM—M

satisfazendo:
(@) W(g, U(h,x)) = ¥(gh, )
(b) V(e,z) ==
Se escrevemos ¥(g, ) = g essas propriedades podem ser reescritas como:
(a) g(hx) = (gh)x

(b) ex ==z
Para todos elementos z € M e g € G.

Definicao 1.9.2.

(a) Considere G agindo suavemente em uma variedade suave M. A orbita de um elemento p € M
¢ definida como sendo o conjunto {gp;g € G} =G -p = O(p).
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(b) O grupo de isotropia de um elementop € M é G, ={g € G; gp =Dp}.

Observe que, como V|gy gy : G x {p} — M ¢é a restri¢ao da agao ¥ ao espaco G x {p}, tem-se
que G, = \Iflalx{p}({p}) é subgrupo fechado, logo subgrupo de Lie (Veja [30] 5.4).

E f4cil notar que duas érbitas ou sdo iguais ou tem intersecio vazia, de modo que podemos
definir uma relacao de equivaléncia, onde as classes sao as érbitas dos elementos de M. Isso permite
construir o espago topolégico M/G = {O(p);p € M} com a topologia quociente, que é a menor
topologia (com menos abertos) que torna o mapa 7 : M — M /G dado por m(p) = O(p) continuo,
ou seja, V. C M/G é aberto se, e somente se, 7~ 1(V) é aberto. Consequentemente uma funcio
f:M/G — Y é continua se, e somente se, 7 o f é continua, como pode ser verificado. Dado U

aberto em M, uma vez que
T (m(U)) = U gU

geG

¢ aberto (cada fungao g é um difeomorfismo; g = W|4yar), concluimos que 7(U) é aberto e, entéo,
a funcdo 7w é aberta. Esse quociente no contexto do estudo de equacgoes diferencias significara
reducao da ordem das equagoes (redugao do nimero de variaveis).

Observacao 1.9.3. Corriqueiramente estaremos fazendo identificagoes. Isso aqui significa o se-
guinte: Seja dada uma relagao & em um espago topolégico X e considere o espaco quociente X /.
Se existe f : X — Y tal que f é continua, sobrejetora, assume valores diferentes nas orbitas e é
constante em cada drbita, entdo Y é homeomorfo a X/R. Permitindo identificar X /R com Y via
o homeomorfismo.

Estamos interessados em saber quando o espago M /G é uma variedade suave tal que a projegao
seja uma submersao. No caso da agao ser regular, o que definiremos em breve, provaremos que o
quociente satisfaz as propriedades de variedade exceto, talvez, a propriedade de ser Hausdorff. Isso
faz com que consideremos uma nocao mais ampla de variedade, suprimindo o axioma Hausdorff.
Palais em seu artigo A Global Formulation of the Lie Theory of Group Transformation faz um
estudo de variedades quocientes mesmo sem a hipétese de serem Hausdorff e, em alguns resultados,
identificando onde essa hipdtese é necessaria. De qualquer maneira podemos retirar os pontos onde
o axioma Hausdorff falha e aplicar os resultados que iremos desenvolver ao longo deste trabalho. O
seguinte teorema, mesmo nao sendo de utilidade pratica para nosso trabalho, diz sob que condigoes
o quociente proveniente de uma ac¢ao de grupos ¢ uma variedade suave. Uma demonstracao dessa
versao pode ser encontrada em [7] (III pg 60) ou, para uma generalizagdo em variedades modeladas
em espagos de Banach, veja [18].

Teorema 1.9.4. Seja G agindo suavemente em uma variedade M e m : M — M/G o mapa
quociente. Se o conjunto R = {(z,y);7(z) = 7w(y)} € uma subvariedade fechada de M x M,
entdo o espago topoldgico M /G admite uma unica estrutura de variedade suave tal que m seja uma
submersao.

Observe que no caso de M/G ser variedade suave tal que m é uma submersao teremos que o
conjunto R = (m x 7) 7! (7(1),7(1)) énecessariamente, uma subvariedade fechada.

Defini¢ao 1.9.5. Seja g uma dlgebra de Lie e denote Y(M) a dlgebra de Lie dos campos de
vetores em M. Uma agdo infinitesimal em M é um homomorfismo de g — Y (M).
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Uma acgao de G em M nos permite obter uma acao infinitesimal 6 da algebra de Lie de G
em M da seguinte forma:

X (p) := OfoexptX - p = OfoV,(exptX) = (V,).(X)
para X € g com ¥,(g) = gp. Observe que ¢ um homomorfismo pois
[0X,0Y] = [(¥)«(X), (¥p) (V)] = (¥p).[X, Y] = 0[X, Y]

A algebra de Lie de G, é dada por {X € g; exptX -p=p V t}. Diferenciando em ¢ = 0
obtemos a caracterizagao:
Gp =ker 0.

Uma questao importante é saber se uma dada acao infinitesimal de uma algebra g em M ¢é
proveniente de uma acao infinitesimal de um grupo de Lie G, isto é, se existe um grupo G que
age suavemente em M, com &algebra de Lie g , tal que, a acao infinitesimal induzida pela acao de
(G, seja a acao infinitesimal de g dada inicialmente. Uma resposta para essa pergunta pode ser
encontrada em Palais [9], Teorema X pagina 72, diz que uma condigio necesséria e suficiente para
que isso ocorra é que os campos (X ) sejam completos para cada X € g.

Exemplo 1.9.6. Considere M = R? e seja g a algebra de Lie gerada por 9, e x0,. Em geral vale
a seguinte formula (veja 1.4.3)

(a0, + b0y, cO, + dO,] = (ac, + bey, — ca, — day)0, + (ad, + bd, — cb, — dby)0,.

Aplicando ao nosso caso particular, obtemos [0,, 20, = 0,. Essa dlgebra é isomorfa a dlgebra

gerada pelas matrizes
01 10
A_<0 0) e B_<0 0).

Considere g a algebra gerada por {A, B} e G = expg, subgrupo de GL(2). Existe uma acao ¥
de G em M, cujo a acao infinitesimal é dada por

A— 0, B— x0,.

A aplicagao exponencial em GL(n) é dada por

expA =Y 1/il - A’

=1

para A € GL(n,R) (veja [30]). Assim temos que

t
exptA:<(1) i) e eXptB:<% (1]>

Isso nos da uma expressao para os elementos de G
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(5 7)

com « > 0, que pode ser identificado com R-y x R. Seja p = (z9,yo) € M. Para determinar como
se da a agao de G em M encontraremos o valor de

fla, B) = ¥y(a, ),
sabendo que devemos ter
OiloexptA-p=0of(1,t) =0, e OlopexptB-p=0of(e',1) = 240,
de acordo com a definicdo de agdo infinitesimal. Sendo f = (f!, f?) precisamos resolver
Olof(1,t) = flﬁé?x + fQﬁay =0, e Oilof(e',0) = f',0. + £2.0, = 700,
com condigdo inicial dada por f(1,0) = 1-p = p. Esse problema é facilmente solucionado obtendo

\Dp(aaﬁ) = f(a7ﬁ) = (QZ'DOK + /Bay())7
ou seja, a agdo de G é M é a agdo candnica (A,p) — A - p.

Esse exemplo mostra uma maneira de encontrar, explicitamente, o grupo e a agao deste na
variedade a partir de uma acao infinitesimal. A forma como abordamos, elementar, é impraticavel
na maioria dos casos. Esse exemplo serve apenas para esclarecer o que significa integrar uma acao
infinitesimal e sugerir que o problema nao ¢ simples.

A acao infinitesimal que G’ induz numa variedade que esteja agindo, M, nos permite associar
uma distribuicao

Dy(p) = {6X(p); X € g}.

No caso em que a dimensao da distribuicao nao varia, podemos garantir que ela é integravel e que,
se G é conexo, as variedades integrais maximais dessa distribuicdo sdo as orbitas de G (veja [30]
Teorema 12.8).

Proposicao 1.9.7. SeV :G x M — M ¢é uma acao suave, entdo, para cada p € M, o conjunto
G/G, admite uma estrutura de variedade suave, de modo que m : G — G/G, é submersao e a
fungio ¥, : G/G, — G - p, dada por V,(9G,) = gp, é um difeomorfismo.

Demonstragio. Consideremos a agao natural
G, x G — G,

dada por (h,g) — hg. Mostraremos que R = {(g9,k); w(9) = n(k)} = {(9,k); gk ' € G,} é
uma subvariedade mergulhada e fechada de G x G. Sobre a funcio F : (¢,k) € G x G — gk™! €
0 0
GG, podemos dizer que é submersao, pois F,(X,Y) = a—p(z*X) + a—Z(Y), onde p representa o a
g
fungao produto do grupo e i a a fungao inversa e que vale a igualdade F~!(G,) = R. Uma vez

que G, ¢ subvariedade mergulhada, pois G, ¢ subgrupo de Lie fechado, os resultados da secao
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sobre transversalidade garantem que R = F'~(G,,) é subvariedade mergulhada fechada de G x G.
O resultado do teorema anterior nos garante que G/G, ¢é variedade suave e 7 : G — G/G, ¢é
submersao.

Agora demonstraremos que a fungao ¥, é difeomorfismo. Observe que ®, estd bem definida,
pois se g 'h € G, entdo g 'hp = p = D,(9G,) = ,(hG,). O fato de 7 ser submersdo, permite
concluir que f : G/G, — P ¢ suave se, e somente se, m o f é suave. No nosso caso, temos
®, 0o m(g) = gp e a associagdo ¥V, : ¢ — gp € G -p é suave (pois G - p é quase regular em
virtude do Teorema de Frobenius juntamente com o comentario acima). Segue que @, ¢ suave.
Essa funcdo é claramente sobrejetiva e, se ®,(9G,) = P,(hG,) = gp = hp, entdo g~ 'h € G,.
Logo ®, ¢ uma bijegao suave. Por outro lado temos que ((®, o 7),), = (¥,,),. Mas lembre que
(Wp,)g(X) = 0(X)(gp), ou seja, Im(¥,,_), = Dy(gp) que por sua vez é o espago tangente a G - p no
ponto gp. Isso diz que a transformacao linear

(Wp)s 0 m

é sobrejetiva em cada g, concluindo que ((V,).)4q, € sobrejetiva em cada ponto gG,. Como ambas
as dimensoes de G - p e G/G, sdo iguais a dim G — dim G,,, concluem-se que (¥,), é isomorfismo
em cada ponto e, consequentemente, juntando as afirmacoes, ¥, ¢ um difeomorfismo. O

Exemplo 1.9.8. Quando GL(n) age naturalmente em R", a érbita de cada elemento ndao nulo é
R™ — {0}, e a 6rbita do 0 é {0}. Observe que as drbitas de cada elemento sdo variedades regulares.

Exemplo 1.9.9. Considere o subgrupo H de SO(3), dada pelas matrizes de rotagdo em torno do
eixo z; é facil ver que é um subgrupo fechado e logo de Lie. Ele age suavemente em S?, j& que é
a restrigio da acdo de GI(3) em R? que é suave e, claramente, tem-se SO(3) x S? é subvariedade
de GL(n) x R™. As 6rbitas dessa acdo num ponto p € S? sdo obtidas por interceptar S com um
plano que passa por p e é paralelo ao plano z = 0. Disso, se p # N, S (norte e sul), cada 6rbita é
difeomorfa a S!. A érbita de N e P sao, respectivamente, {N} e {P}. Em particular observe que
S?/H pode ser identificado com [—1, 1], que é uma variedade suave com fronteira.

Definicao 1.9.10. A acio de G ¢é dita regular se as drbitas tem todas mesma dimensao e,
para cada ponto p € M, existe aberto U contendo p de modo que cada orbita intersepta U em um
conjunto conexo por caminhos. Se a dimensdo das orbitas nao variam a acdo é dita semi-regular.

Exemplo 1.9.11. Considere Z? agindo em R? por translacao ((m,n),(z,y)) — (m + x,n + y).
O grupo Z? é um subgrupo fechado de R? e logo é grupo de Lie. A érbita de um ponto (z,y)
sao subvariedades (z,y) + Z? e todas tém mesma dimensao; além disso cada quadrado aberto de
tamanho 1 em R? passa no maximo um ponto de cada 6rbita (se passam (x,y) e (z,w), tem-se

r—z=m<1,y—w=mn<1)logo a acao é regular. O quociente pode ser identificado com o
Torus T?.

Teorema 1.9.12. Seja M wvariedade suave e G grupo de Lie agindo em M reqularmente com
orbitas k-dimensionais. Entdo existe uma estrutura em M /G que o torna uma variedade suave
nao necessariamente Hausdorff. Se m: M — M/G € a projecao quociente tem-se:

(a) 7(p) = m(q) se, e somente se, p e q estao na mesma orbita.
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(b) 7 é suave.

(c) O mapa
Ty & TpM — Tﬂ-(p)M/G

é sobrejetor com kernel dado por g, = {0(X)(p); X € g}.

Demonstragao. Inicialmente o fato de G agir regularmente diz que para cada p € M existe aberto
U tal que a intersecao de cada orbita com U é um conjunto conexo por caminhos. Cada érbita
de G pode ser escrita como uniao enumeravel de variedades integrais conexas maximais dada pela
distribuigao D, (veja [30]). Seja (v = (y'), U) carta em p chegando em R* x R™~* tal que cada fatia
{y*1 =l ..., y™ = ¥} determina uma subvariedade integral da distribuicdo D, (pedago de uma
6rbita). Podemos supor sem perda de generalidade que U é tal que sua intersegao com cada drbita
¢ um conjunto conexo por caminhos (devido a agao ser regular). Isso é o mesmo que dizer que cada
6rbita intersepta no maximo uma fatia (pois uma fatia é determinada por ¥ =1(U x {(c!, ..., c*)});
se ONU tem mais que duas fatias, digamos, O NU = Uyep ¥ U x {(c'4)}), entdo, por um lado,
»(ONU) deve ser conexo e por outro igual a |, U x {(c’4)}. Esse conjunto por sua vez é desconexo
pois o conjunto dos A deve ser enumeravel em virtude de O ser segundo contavel e aquela uniao
envolver abertos disjuntos de ). Denote por (¢,,U,) as cartas obtidas acima. O fato de cada
Orbita interceptar cada aberto U, em no maximo uma fatia determina, sem ambiguidade, uma
associagdo O — (¢, ..., c¥), que por sua vez é dada por tomar um representante p de O e calcular
7o 0 1(p). Entdo uma maneira de tentar definir uma carta é colocar

£V, = R™F

dada por £(Q) = pry 0 ¥,(p), onde p é algum representante (pry(z,y) = y). A definicdo de &,
tem sentido para drbitas que interceptam U, e isso sugere como definir os abertos V:

Vo ={0 € M/G;m71(0)NU, # 0},

ou seja, V, = m(U,) que é aberto. Esses abertos formam uma base para a topologia quociente
de M/G, uma vez que essa topologia é obtida por projetar os abertos de M e os conjuntos W,
formam uma base para a topologia de M. Entao M /G é segundo contével. Suponha essas cartas
geram uma estrutura suave em M /G. Entao nessas coordenadas teremos

504 omo wail(ua U) =,

donde 7 é suave. Em particular, dessa ultima igualdade concluimos que

T (0ilp) =0, se i=1,..,k,

m (i) = Blog) se i>k,

Ou seja, , é sobrejetiva. Além disso, dado X = 37, a'd;|, € T,M descrito em coordenadas temos
que

T X = Z aiﬁi]p;

i=k+1
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logo esse elemento é nulo se, e somente se, a**' = ... = a™ = 0. Isso é o mesmo que dizer que X é

tangente a 6rbita O(p); mas lembrando que o espago tangente a 6rbita O(p) em p é o conjunto g,
concluimos que ker 7, = g,. Somente mais um fato precisa ser mostrado pra cumprir o prometido
pelo teorema, a saber, que as fun¢oes de transigao sao suaves. Suponha que U, NUp # @. Escreva

Yo © wﬂ_l(ua U) = (ﬂ(u, U), T)(u’ U))

Quando fixamos v, o elemento ¢5_1(u, v) estd sempre na mesma érbita, independente de u. Dessa
forma a segunda coordenada de 9, o wﬁ_l(u, v) também nao depende do valor de u, ou seja, temos
9(u,v) = 9(v). Com essas observagdes podemos concluir que &, o €5~ é suave. De fato, sabemos
que &3 ' (v) determina uma 6rbita O(p) tal que 1z(p) = (*,v). Por outro lado &,(O(p)) = ¥, pois
é dado por projetar a segunda coordenada de ¥, (p) = (*,0). Foi exposto acima como v e ¥ se
relacionam permitindo concluir que

€a0 &5 (v) = T(v)

é suave. Trataremos agora o caso U, N Uz = @. Tome g tal que gU, N Uz # & (existe desde que
Vo.NVs # &; entdo assuma isso). Dado uma carta ¢, como descrita acima, seja (¢, = o091, gU,)
carta e a respectiva carta &, em M/G. Dado ¢ € gU, N Uz temos que &,(O(q)) = m 01 o g~ (q);

como ¢ = gp para algum p € U,, tem-se que
£a(O(q)) =m0 0 g7 (gp) = m 0 ¥(p) = &(O(p)).

Ou seja, &, e &, coincidem em seu dominio comum de defini¢do. Pelo que foi demonstrado acima,
mais o que acabamos de concluir, temos que a fun¢ao

504 o 5671 = ga o fﬁil
é suave. O]

Observagao 1.9.13. Tremos denotar por M o quociente de uma variedade suave M por um grupo
de Lie G e por p os elementos de M, ou seja, o elemento 7(p) seréd representado por p.

Exemplo 1.9.14. Suponha que G age em M suavemente e que M seja variedade Hausdorft.
Entao pode-se concluir que a acao é regular? O exemplo 77 mostra que pode ocorrer do quociente
ser variedade suave e Hausdorff (nesse caso com fronteira), sem que as érbitas possuam mesma
dimensdo. Seja agora R x Zy agindo em R? por (¢,4)-(z,y) = (t+z,iy), onde aqui Zy = {—1,+1}.
Essa acdo é suave, a drbita de um ponto (2o, o) é a unido das retas y = yp e y = —yo e todas
as Orbitas tem mesma dimensao. O quociente M pode ser identificado com o intervalo semi-
aberto [0,00) que é uma variedade Hausdorff. Porém, como pode ser notado, qualquer aberto
contendo (0, 0) é tal que sua intersecdo com qualquer 6rbita O(z,y) com x # 0 ou é vazia ou tem
duas componentes conexas. Se agissemos em R? — {y = 0} teriamos uma agao regular com M
equivalente a (0, c0).
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Exemplo 1.9.15. Considere agao suave de (Rsg,-) em R* — {0} dada por (z,y) — (tz,t7'y). A
6rbita O(x,y) é uma hipérbole passando por (z,y) quando x,y # 0. Os outros casos sao O(0,y),
que é a semi-reta 1/t -y, e O(z,0) que é a semi-reta tx; entdo fica simples concluir que essa agao
¢ regular. Considere um aberto V' que contenha o elemento O(0,1). A sequéncia (1/n,1) para
n grande se encontra em U = 7 !(V), de modo que esse aberto deve conter todas as drbitas
O(1/n,1) para n grande. Escolhendo t, = n tem-se que (¢,/n,1/t,) € U para todos esses n's.
Em virtude dessa sequéncia convergir para (1,0), qualquer aberto que contenha esse ponto, deve
conter todos os pontos dessa sequéncia a partir de um certo n. Dessa forma ndo exitem abertos
disjuntos que separam as 6rbitas O(1,0) e O(0,1), j4 que a imagem inversa desses abertos deve
conter as érbitas O(1/n, 1) para n grande.

Exemplo 1.9.16. Considere M = R?* — {0} e a acdo de (R,+) em M definida por (¢, (r,6)) —
(re ¢+ (1 —e79),0 + €), escrita em coordenadas polares. Quando ¢ — oo, € (r,0) — (1,0), de
modo que cada 6rbita dessa acdo é uma espiral que fica tendendo a tangenciar S! e a 6rbita de
(1,0) é S!. Geometricamente é facil perceber que cada orbita é uma variedade mergulhada. No
entanto qualquer aberto contendo algum ponto de S!' é tal que cada érbita passa infinitas vezes
por esse aberto, ou seja, a intersecdo de cada orbita com esse aberto é um conjunto desconexo.
Concluindo que a agdo nao é regular. Esse exemplo mostra que exigir que a acao seja regular é
bem mais forte que exigir apenas que as érbitas sejam variedades mergulhadas.

Outra maneira de inferir se uma agao é regular (extraida de [1] como defini¢do de agao regular),
a qual estaremos trabalhando para obter os principais resultados dessa dissertagao, ¢ dada na
proposicao abaixo.

Proposicao 1.9.17. Se as orbitas da acao de um grupo de Lie G em uma variedade suave M
tém dimensdo constante e, para cada p € M, exitem secoes continuas

(:WcCcG/G,—- G, n:VCcM/G— M,

que passam por 1 e p, respectivamente, onde V- e W sdo abertos e tal que, x : V x W — U, dada
por

x(9,7) = ¢(@) - n(a),
¢ um homeomorfismo, com U aberto em M contendo p, entio a ag¢io de G em M é reqular (veja
1.9.10) e reciprocamente.

Demonstragio. (a) Para cada p tome W conexo (logo conexo por caminhos, pois estamos em
variedades que sdo localmente espagos euclidianos), dado de acordo com as hipdteses da
proposigao. Seja O(q) uma 6rbita e gg, Go tal que ((go) - 7(do) = ¢. Afirmamos que

O(q) NU = ¢(W) - n(q)-

Observe que uma continéncia é clara. Por outro lado, se p € O(q) N U entdao p = gq =
¢(g1) - n(q1). Aplicando 7y, em ambos os lados dessa ultima igualdade, usando o fato de 7
ser secao e a forma de ¢ dado acima, obtemos

G =7(q) = m(9q) = 7(n(q@)) = 7(q) = 7(n(@) = .
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Assim, quando W é escolhido conexo tem-se que O(q) NU é conexo. E claramente podemos
diminuir U tanto quanto queira concluindo que a acao ¢ regular.

(b) Suponha, reciprocamente, que a acao seja regular. Sabemos que o quociente M & ' uma va-
riedade (ndo necessariamente Hausdorff) tal que a projegao natural 7 : M — M é uma
submersao, com ker 7, = T,0(q). Também G /G, é uma variedade suave iremos identificar
G/G, com G - p de acordo com 1.9.7. Assim uma segdo local G/G, — G com relacdo a
T, corresponde a uma se¢do local G - p — G com relagdo a (¢,) ! o mg, onde 1, é um
difeomorfismo entre G/G, e G - p. Seja p € M. Existem segoes locais (e suaves)

C:WCGp—=G, n:VCcM—M

tais que
((p) =1, n(n(p)) =p,

uma vez que 7 : M — Meng: G — G, sao submersoes tais se¢oes existem. Defina
x: W xV — M dada por

x(¢,9) = (@) - n(@)-
(Aqui o simbolo g ndo tem nada a ver com 7(g)). Dado (X,Y) € T,0(p) x Tw(p)]\? tem-se
() (X Y) = ()« (X) + (cp) (V)

onde X~ (q) = x(¢,7(p)) € xp(7) = x(p, 7). Mostrando que essa soma é todo o espago T, M
concluiremos que x é um difeomorfismo definido em um aberto contendo (p, 7(p)), chegando
em um aberto que contém p, concluindo a reciproca. Observando que

T © (Xr(p))+(X) = 0,
que se¢oes sao imersoes e que ker 7, = T,0(p), temos
Im(Xr(p))« = ker ..

Por outro lado
e 0 (Xp)«(Y) = Oilo(m o n(m(a(t))) = dlo(m(a(t))) =Y.

Dessa forma, se {Y;} é uma base de Ty, M e {X;} uma base de ker 7. entdo {(x,).Y:, X;}
¢ uma base de T,M, de acordo com o Teorema do Nicleo e da imagem dado em Algebra
Linear (uma vez que {m.((x,)«Y;) = Y;} é base); portanto x. é sobrejetiva (logo bijetiva),
concluindo o resultado.

[

O seguinte exemplo d4 um critério para testar quando uma agao nao é regular.

Exemplo 1.9.18. Suponha que G age suavemente em M e que exista sequéncia p* tal que
(a) limp' = p;
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(b) p' € O(p'); V i
(c) O@p') # O(p).

Entao a acdo de G em M nao é regular. Por contradi¢ao, se a acdo for regular, considere os
elementos da definicdo de acdo regular para p. Para i grande o suficiente, tem-se que p' € U e,
portanto, pode ser escrito como p' = ((g;) - n(q), com q fixo, pois todos os p’ estdo na mesma
6rbita, e p = ((g) - n(qo). Ou seja, temos que

limp* = lim x(7:,9) = X(7, P);

1

aplicando x~" e usando o fato de ser um homeomorfismo, tem-se

(7.%) = x~'(lim x(7, 7)) = lim x " (x(7,9)) = lim(g;, 7).

Essa ultima igualdade mostra, em particular, que gg = g donde O(p') = O(p). Disso segue que as
condigoes (a),(b) e (c) sdo incompativeis com uma agao regular.

Exemplo 1.9.19. Quando uma érbita O(q) # M é densa, temos que a agdo nao pode ser regular
pois podemos tomar p ¢ O(q) e uma sequéncia ¢' — p com ¢* € O(q), como O(q') # O(p) teremos
pelo exemplo anterior que a agao nao é regular.

Mostramos acima que nas condi¢oes de uma agdo regular o espago M/G é uma variedade
suave (nao necessariamente Hausdorff), tal que 7 é uma submersdo. Disso concluem-se que R =
7Y (M/G) ¢ uma variedade mergulhada de M. A condigao do quociente ser Hausdorff ou néo esta
amarrada no fato de R ser ou nao um conjunto fechado. O préximo teorema é o mais geral sobre
quando o quociente M /G é variedade suave Hausdorff com 7 submersao.

Teorema 1.9.20. Seja G grupo de Lie agindo suavemente uma uma variedade M. O quociente
M admite uma estrutura_suave tal que m: M — M seja uma submersao se, e somente se, a acao
de G em M ¢ regular e M é Hausdorff.

Demonstragio. Sendo a agdo regular e M espago Hausdorff, o quociente M /G admite uma tnica
estrutura suave tal que 7 : M — M seja submersao de acordo com o teorema ?7. Reciprocamente
tem-se que sendo M Hausdorff e 7 submersdo, entdo 7—!({p}) é uma subvariedade mergulhada
de dimensao m — k, logo a acdo é semi-regular. A reciproca ja foi demonstrada no item (b) da
proposicao 1.9.17. De fato, existem se¢Oes suaves

C:WCG/Gy—G, n:VCM— M,

como no item (b) da proposi¢ao 1.9.17. Como ja foi checado nesse item a fungao y é localmente
difeomorfismo, caracterizando o fato de a acgao ser regular. O]

Observagao 1.9.21. Quando alguma orbita nao é fechada entao o quociente M néo é Haussdorff,
uma vez que pontos sao fechados em espagos Hausdorff e

Op) =7~ ({p}).

A reciproca desse fato nao é valida em geral, pois no exemplo 1.9.15 todas as orbitas sao fechadas
mas o quociente nao é Hausdorff.
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Capitulo 2

Simetria de Equacoes Diferenciais

2.1 Introducao

No trabalho de Sophus Lie, Differentialgleichungen, Leipzig (1891), encontra-se, transcrito para
o inglés, o seguinte trecho (extraido de [22]):

The older examinations on ordinary differential equations as found in standard books are not
systematic. The writers developed special integration theories for homogeneous differential
equations, for linear differential equations, and other special integrable forms of differential
equations. However, the mathematicians did not realize that these special theories are all
contained in the term infinitesimal transformations, which is closely connected with the term of a
one parametric group.

Podemos concluir, partir deste trecho, que S. Lie estava inclinado a generalizar os métodos utili-
zados para solucionar equacoes deferenciais, ordinarias e parciais, procurando, também, explicar
os truques especiais que eram expostos nos livros sobre o assunto e, ainda hoje, truques esses, que
sao ensinados nos cursos basicos sobre equagoes diferencias. O mesmo problema que ocorre no co-
legial, memorizar métodos para solucionar problemas sem entender o que esta por traz do método,
ou, o que é o mesmo, qual motivacao do método utilizado, ocorre nas universidades, quando nos
referimos a esse topico. Isso segue da omissdao da teoria bésica sobre aplicagoes de grupos de Lie
ao estudo de equacgoes diferencias, mas esta é outra questao que foge do escopo deste texto. Este
capitulo tentara desenvolver tal teoria basica em um texto, que por pouco, seria auto-contido.

2.2 Simetria de equacoes algébricas

Nesta secao, daremos os rudimentos de teoria que versa sobre como grupos agindo em
uma variedade nos da solucoes de equacoes diferenciais. Para iniciar o estudo, considere G' grupo
de Lie agindo suavemente em uma variedade M e F' : M — N suave. Uma questao central no
desenvolvimento da teoria é saber quando um sistema do tipo

F(p)=gq
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é invariante por GG. Ser invariante por G significa que dado g € G e p solugao do sistema temos gp
solugao do sistema, ou seja,

F(gp) = q.

A resposta para esse problema tem estrita relagdo com a obtencao de solugoes e equacoes diferen-
ciais. Veremos que uma equagcao diferencial em M pode ser interpretada como uma subvariedade
mergulhada (sob certas restricoes com relacdo a equacdo) do espaco de jato, J¥(M), de M, que
por sua vez, poderd ser interpretado como imagem inversa de zero por alguma funcao suave A,
definida em J*(M) — R!Y. A acdo de G em M sera prolongada a uma acdo de G no espaco de
jatos de M e, quando ocorrer da funcao A ser invariante pela agao de G, sera equivalente a dizer
que G transforma func¢oes que sdo solugoes da equacao A em novas solugoes. Denominaremos GG
grupo de simetria de A, e escreveremos G C Sim(A). O que ocorre é que quando G é grupo de
simetria de uma equacao A ele transforma solugoes da referida equagao e novas solugoes. Isso
permite construir, a partir de solugoes triviais, solugées nao triviais além de podermos investigar
solucoes que sao invariantes pela agao do grupo. Uma questao natural pode surgir: como saber
que grupos sao grupos de simetria de uma dada equagao? Teremos uma boa resposta para essa
questao mostrando um método para calcular, efetivamente, os grupos de simetria de uma dada
equagao, que serda obtido por integrar uma ac¢ao infinitesimal de algebra de Lie g em M. Com
o auxilio do resultado dado em Palais [9], Teorema X, Teremos associado uma agao de algum
grupo de Lie G, cujo a édlgebra de Lie é g, e esse grupo com sua agao sera o grupo de simetria da
equagao que usamos para obter a algebra g. A principio é pratico considerar grupos a 1-parametro
e a partir de operagoes sucessivas desses grupos em uma dada solugao ir obtendo novas solugoes.
Todavia, para um estudo mais profundo da equacao é necessario entender como se dé a agao de
todo o grupo, ou pelo menos de um subgrupo finito de todo o grupo (pois os grupos e simetrias
podem ter dimensao infinita, mas nos restringiremos apenas a grupos finitos; para uma discussao
sobre grupos de dimensao infinita veja [27]). O préximo resultado caminha no sentido de obter
tais resultados.

Proposicao 2.2.1. Seja G grupo de Lie conexo agindo suavemente em uma variedade M. Uma
funcao suave f: M — R é G—invariante se, e somente se,

Xp(f) =0
para todo p € M e todo gerador infinitesimal X de G.

Demonstragio. Se f é G—invariante, entdo para todop € M, X € 0(g) e t € R, tem-se

flexptX -p) = f(p).

Diferenciando em ¢t = 0, obtemos
(f)p(X) = X, f = 0.
Reciprocamente, se X,(f) = 0 para cada p € M, teremos, para cada t € R,

Oslof(exp(s + )X - p) = Oslof(exp s X - (exptX - p)) = Xexpexp)(f) =0
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(lembre-se que em geral X, = O0s|pexp sX - p)
Dessa forma, a curva t — f(exptX - p) é constante, como em ¢t = 0 é igual a f(p) devemos ter,
em particular,

flexp X -p) = f(p).

Dado g € G podemos escrevé-lo da forma g = exp X - ... - exp X, pois G é conexo (veja 1.8.2).
Entao aplicando repetidamente o que obtemos acima concluiremos que
flgp) = f(p)
m

Exemplo 2.2.2. A conexidade exigida para demonstragao do teorema é essencial. Por exemplo,
considere Zs = {—1,+1} agindo em R por (—1,z) — —x. Como a algebra de Lie de Z5 é nula, a
condicao do teorema acima é verificada trivialmente. Mas observe que as tinicas fun¢oes invariantes
de R para R sado as funcoes pares.

Teorema 2.2.3. Seja G grupo de Lie conexo agindo suavemente em M e F : M — R! funcdo
suave. Considere o sistema

F(p)=0

tal que o posto de (Fy), seja mdzimo para os valores de p tais que F(p) = 0. Entao G € grupo de
simetria do sistema acima Se, e somente se,

Xp(F) = dF,(Xp) =0

para todo p € F~1(0) e todo gerador infinitesimal X da agdo de G em M.

Demonstragio. Seja p € M tal que F(p) = 0. Se G é grupo de simetria do sistema, teremos para
cada t € R que F(exptX) - p = 0. Diferenciando em ¢ = 0 obtemos o “somente se” do teorema.
Reciprocamente, seja p € M tal que F(p) = 0 e suponha que X,(F) = dF,(X,) = 0 para todo
X € g. Entao, uma vez que o espago tangente de a F~1(0) em p é dado pelo kernel de dF,, X,, é
tangente a subvariedade mergulhada F~1(0) para cada p € F~1(0) e, consequentemente, a curva
integral de X passando por p, exp(tX) - p, estd contida em F~*(0) para todo ¢ préximo o suficiente
de 0, ou seja,
Fexp(tX)-p) =0

para t proximo de zero. Assim, a funcao

d:teR — F(exptX - p)

se anula em um aberto que contém zero. Como o conjunto ¢ tais que §(t) # 0 é aberto, a conexidade
de R nos garante que ¢ é constante, concluindo o resultado para exponenciais. Uma vez que G é
conexo, concluimos que tal resultado vale em todo G, ou seja,

F(gp) =0 para todo p tal que F(p) = 0.
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Observacgao 2.2.4. Este resultado € valido mesmo para uma agao local (fung¢io ¥ : D C GXxM —
M, D aberto contendo {1} x M, satisfazendo as propriedades de a¢io desde que as operagoes
envolvidas estejam definidas)

Exemplo 2.2.5. Seja G = SO(2,R) agindo em M = R? — {0} e em S!. O gerador infinitesimal
em ambos os casos ¢ dado por X = —y0, + z0,. Dado F' : M — R temos que XF' = —aF, + yF,
e, desta maneira, as fungoes invariantes sdo obtidas resolvendo a equacao diferencial

—xF, +xF, = 0.

Por teoria geral de equagoes diferenciais obtemos tais func¢oes resolvendo o sistema caracteristico
correspondente (veja [18] pagina 287)

de/—y = dy/z

obtendo como solugao F(z,y) = 2 + y?. Claramente qualquer funcio H(F(z,y)) ¢ também G
invariante. Em particular, as tnicas funcoes invariantes em S! sdo as funcoes constantes.

Se GG é grupo a l-parametro agindo em M com gerador infinitesimal dado em coordenadas
X =0 + ... + (" Opm,
entao um invariante local da acdo de G em M ¢é o obtido resolvendo o sistema caracteristico

dz! dz™

IS
(veja [24] pg. 87 para mais detalhes)

Exemplo 2.2.6. Considere GG agindo suavemente em M e seja F' : M — R! funcdes suave
G'—invariante. Uma vez que F(gp) = F(p) para cada g € G e p € M, a funcao F é cons-
tante nas érbitas. A reciproca é imediata, pois se F|o@)) = cte, temos F(gp) = f(p) para cada
g € G. Assim, por exemplo, as fun¢des invariantes pela acdo de R em T?, acio essa que gera o
fluxo irracional, devem ser constantes, pois cada érbita proveniente desta acao é densa no Torus.

Definicao 2.2.7. Considere G agindo suavemente em M. Uma funcio F : U C M — N ¢ dita
localmente G—invariante se, para cada p € U, exite V), vizinhanga de 1 € G tal que para cada g
nessa vizinhanga, sempre que gp € U, tem-se se F(gp) = F(p). Um subconjunto S C M € dito
localmente G—invariante se, dado p € S, existe V), vizinhanga da identidade tal que gp € S sempre
que g € V.

2.3 Funcoes Invariantes

Estaremos interessados em encontrar fung¢oes que sao invariantes pela agdo de um grupo de
simetria de uma certa equacao fixa e que, também, sdo solugoes dessa equacao. Dado um grupo
de Lie G agindo regularmente em uma variedade M existe, para cada p € M, um conjunto de
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invariantes globais (para agdo semi-regular somente garantimos a existéncia de invariantes locais
proximo de cada p) definidos préximo de p, de modo que todos os outros invariantes definidos
proximos de p sao obtidos através destes invariantes. Além disso, essas fungoes sdo independentes
no sentido da definicao abaixo:

Definicao 2.3.1. Sejam (', ....,¢* : M — R funcées suaves. Dizemos que essa colecio é funcional-
mente dependente se, para cada p € M, existe U vizinhanca de p e F : R¥ — R funcdo suave que
nao se anula em qualquer aberto de R™, de modo que

F(¢*(x),...,¢"(x)) =0 para todo q € U.

O seguinte teorema caracteriza quando um conjunto de fungoes ¢ linearmente funcionalmente
dependente. Para o roteiro que seguiremos na demonstragao necessitaremos de uma caracterizagao
de conjuntos fechados em uma variedade M, a saber, se S C M é um conjunto fechado, entao
existe f : M — R suave tal que S = f7!(0), uma demonstracido pode ser encontrada em ( [15],
Teorema 1.5. Nessa referéncia o resultado ¢ demonstrado para o caso em que M = R". O caso geral
mostra-se tomando M mergulhada como uma subvariedade fechada de R para algum N, como
garantido pelo Teorema de Whitney, de modo que S C R serd fechado; obtendo F' : RV — R
suave tal que S = F~1(0) tome f = F|j; teremos o resultado). Gostaria de ressaltar que o roteiro
para demonstragao desse teorema é dado em Olver na “Nota” referente ao capitulo 2.

Teorema 2.3.2. Seja ¢ = (¢,...,¢%) : M — R¥ suave. Entdo (*,...,C* é linearmente funcional-
mente dependente se, e somente se, d(, tem posto menor que k para cada p € M.

Demonstracao. Suponha Posto d¢, < k para todop € M. Pelo Teorema de Sard o conjunto
{¢(p)/Posto d¢, < k} tem medida nula em A, de modo que Im ¢ ndo contém abertos. Seja
U C M aberto com fecho compacto e K = ((U). K é fechado pois é imagem de compacto por
fun¢ao continua em R* que é Hausdorff. Considere f suave tal que K = F~1(0). Entdo F nao se
anula em abertos (pois se anula apenas em K e int(K) = int({(U)) = &). Observando que

F(¢*(x),...,¢"(x)) =0 paratodo p€U,

concluimos que (!, ..., ¢* sdo funcionalmente dependentes. Reciprocamente, suponha que para
algum p € M, d(, tenha posto maximo, de modo que em algum aberto contendo p deverd ter
posto maximo, logo constante nesse aberto. Em virtude Teorema do Posto, existe coordenadas ¢
e ¢ ao redor de p e ((p), respectivamente, com

CO ¢_1<$1, 7~Tn) = ¢_1(x17 ...,ka),

de tal maneira que se existisse aberto U, tal que F({(y)) = 0 para todo ¢ € U,, entdo, em
U, N ¢~ (Ime), terfamos

0=F(Co¢ Nzy,.,w,)) = Foy Hzy,...,75) paratodo (zq,...,7,) € U,N¢ ' (Img).

Em particular, F o4~! se anularia em um aberto. Como v é carta, concluirfamos que F se anula
em abertos, ou seja, o conjunto (', ...,(" seria funcionalmente dependente. Portanto nio existe
ponto p € M tal que d(, tenha posto maximo. O
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O préximo teorema, fornecerd uma maneira de encontrar os invariantes definidos localmente
de uma acao regular suave.

Teorema 2.3.3. Seja G um grupo de Lie agindo reqularmente em uma variedade M com orbitas de
dimensao s. Para cada p € M existe exatamente m — s invariantes funcionalmente independentes
¢t ..., (™ definidas em wma vizinhanca de p. Mais ainda, qualquer outro invariante da acdo do
grupo proximo de p € da forma

F(p) = G(¢(p), -, ¢"(p))

para alguma funcao suave G.

Demonstragio. O fato da acao ser regular permite concluir que M é uma variedade suave (nao
necessariamente Hausdorff) de dimensao m — s tal que 7w é submersao e, qualquer carta definida
em M /G, permite construir invariantes. De fato, sejam p € M e (n = (n*,...,n™*), V) carta em
p e M. As funcdes suaves

C=nlom . (" =n""Cor

definidas em 7!(V) sdo invariantes locais, pois claramente temos

¢'(99) = 1" o m(gq) = n' om(q) = ('(q)-
Além disso, se ¢ = (¢*) entdo
C* = T O Ty
tem posto maximo, pois 7, e 7, sdo sobrejetivas. Portanto o conjunto ¢?, ..., ("™ % é funcionalmente
linearmente independente. Para completar, considere F': 771(V) — R™~* fungao suave invariante.
Completando o conjunto ¢* a uma carta ¥ (p) = (¢(p), {(p)), teremos que em 7~(V') cada érbita é

determinada por um slice {¢ = cte}. Dessa maneira, em virtude de F' ser constantes nas orbitas,
teremos que a fungdo F o ¢ ~!(u,v) é independente de u, ou seja,

Foy ™ (u,v) = Gv).
Escrevendo de outra forma, com p = ¢~ (u,v), tem-se

F(p) =G(((p)).
0

Observagao 2.3.4. O teorema anterior vale no caso de agoes semi-requlares. A demonstragdo
seque tomando um sistema de coordenadas ¢ = (') préximo de p, de modo que as drbitas sao
slices (5t = ¢t ..., (™ = ™% e esses serdo 0s invariantes, mas ndo necessariamente globais. A
diferenca aqui é que a intersecao de uma orbita com um aberto onde estao definidos os invariantes
pode ser um conjunto nao conexo e, consequentemente, podemos garantir a invariancia em cada
“pedaco” apenas, ou seja, a invariancia ocorre para g prorimo de 1 apenas. Com efeito, sabemos
que, a restricio Y]gxoq) : G x O(q) = O(q) da agdo de G em M define uma agao suave, O(q) ¢é
uma uniao enumerdvel de fatias e cada fatia € aberta na variedade O(q). Desta forma, se S é a fatia
que contém q, entdo para cada g € \I/\alxo(q)(S) (aberto em G contendo 1) temos ('(gq) = ('(q).
Se F' ¢é outra fungao localmente invariante definida em algum aberto de M, entao, analogamente,
temos que ela € da forma F(p) = G({(p)).
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Exemplo 2.3.5. Quando consideramos G o subgrupo deNS@?’ formado pelas matrizes de rotagao
em torno do eixo z agindo em S?, obtemos o quociente M = [—1,1]. Neste caso ndo temos que
7 : M — M é uma submersao, uma vez que 7~ (1) = {N} é O—variedade e nao uma 1—variedade
como esperado. A partir da férmula

=22 =y)Y2 sez >0
m(x,y,2) = { —(1-— 2 _ y2)1/2, se 2 <0

conclufmos que m, = (0, —22%(1 — 22 —yo)~V/2, —2y%(1— 2% —y,) ~/?) acarretando em (.)0,0,1) = 0.
Exemplo 2.3.6. Considere a agdo canonica de G = SO(n) em M = R" — {0}. As 6rbitas dessa
acgao sao esferas, de modo que M pode ser identificado com (0, 00) via

T M— M
dada por 7(p) = ||p||. Assim, temos uma fungao globalmente invariante

C:M =R
dada por ((p) = ||p|| e todos os outros invariantes sdo da forma

p— F(llpll)
para alguma funcao suave F'.

Exemplo 2.3.7. Seja G = R. agindo em M = R? — {0} por (¢, (x,y)) — (tx,t?y). As érbitas
da acdo de GG sdo semi-pardbolas ou semi-eixo. A expressdao para m(xg,¥yo) é dada resolvendo a
equacao

(t$0)2 + (t2y0)2 =1.

O teorema anterior nos diz sobre existéncia de invariantes, mas esse exemplo deixa claro que nao
temos um método eficiente para descobri-los; de fato, o problema passa por caracterizar M e obter
uma férmula explicita para 7.

Sobre os dois exemplos temos de imediato que no primeiro hd invariantes definidos em todo
M, pois o quociente M pode ser parametrizado por uma carta apenas. No segundo exemplo, no
entanto, ndo podemos parametrizar S! com uma carta apenas. Serd que isso é suficiente para
mostrar que nao existe invariantes (nao triviais, pois toda fungao constante é invariante) definidos
em todo M? Como veremos, sob certas restrigoes sobre a acdo poderemos mostrar que existem
invariantes definidos em toda variedade M e eles estao em correspondéncia biunivoca com as
fungoes definidas em M. Gostarfamos de destacar mais um resultado:

Proposicao 2.3.8. Se G age suavemente e reqularmente com orbitas de dimensao s em uma
variedade M, entdo:

(a) wuma fungao F : M — R! ¢ G—invariante se, e somente se, existe funcio suave F:M—R
tal que F(Z) = F(x) para todo x € M;

41



(b) uma subvariedade n—dimensional N de M ¢é G—invariante se, e somente se, existe uma
(n — s)—dimensional subvariedade mergulhada N de M tal que N = 7~ Y(N);

(c)a subvamedade S ={z; F(x)=0} é G—invariante se, e somente se, existe uma subvariedade
= {7; F(Z) = 0} determinada por alguma fungio suave F : M — R! satisfazendo
W(S) =5.

Demonstragdo. (a) Sendo F' invariante por G estd bem definida e é suave a funcdo suave F
M — P dada por F(Z) = F(x). Se existe F satisfazendo F(Z) = F(z), necessariamente
tem-se F|o(y) = cte.

(b) Se N é subvariedade invariante por G, entio N = 7(N) é uma subvariedade de M. Com efeito,
note inicialmente que N necessariamente ¢ uma unidao de oérbitas, N = U,eny G - . Dado
O(z) C N, tome (¢, ..., (™ %) carta ao redor ¥ € M e complete o conjunto (*or,...,(™ *or
a uma carta (¢' om,y',...,y°) definida em um aberto U de M ao redor de z (veja 1.3.5).
Necessariamente, uma vez que (y/) é carta para a subvariedade O(z), algum subconjunto
(Chom,....,¢("=om,y! ...,y*) é carta em N ao redor de x, definida em NNU, de maneira que
as fungoes (¢, ..., ¢"*) formam um sistema de coordenadas em m(N) definidas no aberto
(N NU). Rec1pr0camente se N é subvariedade mergulhada (n — s)—dimensional de M,
seguird que N =7 1(N ) é subvariedade n dimensional, pois a subvariedade mergulhada N
é transversal a m, uma vez que 7 é submersao. Claro que N é G invariante.

(c) (veja versdo local abaixo, 2.3.10) Pelo item anterior juntamente com o fato de que N =
{z; F(z) = 0} é uma subvariedade G—invariante, N = m(N) serd subvariedade e, mais
que isso, fechada. Isso pois m ¢ mapa aberto e, uma vez que N ¢ uniao de orbitas temos
a igualdade 7(M — N) = n(M) — n(N) = M — N; consequentemente existe F : M — R
suave tal que N = F~1(0) (veja caracterizacio de fechados usada para demonstrar 2.3.2)
e, claramente, podemos definir F com contradominio em R!, satisfazendo o requerido. A
reciproca ¢ imediata.

[]

Observagao 2.3.9. Sobre o resultado acima, item (c), nao havemos falado muito. Uma questao
surge naturalmente: Se temos F : M — R suave tal que N = F~1(0) é subvariedade, seria possivel
encontrar uma fungao suave G : M — R! tal que N = G=(0) e 0 é valor regular de G. Certamente
¢ necessdrio que dim N = m — 1. E suficiente? De fato ndo podemos garantir isso. A faiza de
Mébius M? pode ser mergulhada como uma subvariedade fechada de RN para algum N (Teorema
de Whitney). Portanto pode ser escrita como f~1(0), f: RY — R suave. Definindo F : RN — R?
por F(x) = (f(z),0), ainda temos que M? = F~(0) e claramente tal G nio pode ser encontrada,
pois imagem inversa de valor reqular é orientdvel. Com rela¢io ao item (c), se tivermos 0 valor
reqular de F' consequimos F tal que 0 é valor reqular de F'?

Observagao 2.3.10. Vejamos uma demonstra¢io da versao local do item (c) que nos é mais
interessante. Suponha N = F~1(0) G-invariante. Seja xg € N e carta (1, ...,("™* ao redor de Ty.
Pondo (' o) = ( existem coordenadas (z%,...,x'm=) = T tal que

ag#o
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de modo que y = (x) = (((z),T) é carta ao redor de xo com dominio U. Observe que os pontos
(y, 7o) e (y,Z) estao na mesma drbita. Necessariamente, devido a invariincia de N, quando
vy, 9) € N, deve se ter

0=Fot ! (y,z0) = F o' (y, 2).

Isso nos da uma formula para F, a saber,
F(z) = F oy~ (((x), 7o),

pois ocorrendo B
0= F(z) = Foy™'(((x),7) = F oy~ (((x),70) = F,

tem-se F(x) = 0 e reciprocamente. A wversdo € local no sentido que temos F definida apenas no
dominio U da carta vp. Por outro lado, se 0 € valor reqular de F' entao deve ser valor reqular de F
e, naturalmente, podemos encarar essa fung¢io como uma fung¢io em w(U) C M, jd que € constante
nas orbitas.

Considere agora E = M x N e suponha que os invariantes possam ser consequidos da forma
nt(x),...,n™ 5 (x), Mz, u), ..., (" (x,u). Quando questionamos se uma fung¢io u = f(x) é invariante
pela agio de G em E, o problema se torna equivalente determinar se o conjunto N = F~1(0) ¢
invariante por G ou nao, onde F(x,u) = u — f(x). Assim, quando tal conjunto for invariante a
fungio F terd a forma B

F(a,u) = F oy~ (n(), ((, u), T).

2.4 Acao em Espacos de Funcoes

Nesta secao, veremos como a agao de um grupo de Lie G em M x N, M e N variedades
suaves, transforma uma dada funcao suave f : M — N em outra fungao suave denotada por gf.
Considerando pry : £ = M x N — M a proje¢ao na primeira coordenada, denotaremos por S(F)
o espaco da funcgoes suaves s : M — FE tais que

pryos = Iy,

ou espago das segoes de E com relacio a pr;. Sendo s(p) = (s'(p),s*(p)) entdo, de w(s(p)) =
s*(p) = p, concluimos que secdes tem a forma

s(p) = (p, f(p))

para alguma funcao suave f : M — N. Suponha que um grupo de Lie G age suavemente em
E. Dado uma secao s, sua imagem I', que é uma subvariedade de F, é transformada em uma
subvariedade g-I'y = {gp, p € I's} (pois g é difeomorfismo), para cada g € G. Uma questao surge
imediatamente: quando essa subvariedade representa a imagem de uma se¢do? Podemos garantir
que gl'y é a imagem de uma secao desde que g esteja proximo da identidade; porém poderemos
garantir que a se¢ao é definida somente em abertos (segdo local) de M e, ocasionalmente, nao
para todo M. Mais geralmente quando a a¢ao de G é transversal (que definiremos posteriormente)

43



poderemos garantir que essa subvariedade é imagem de uma se¢ao local para cada g. Para concluir
a afirmagdo acima escreva

9(p; @) = (Py(p, q), (P, q))

9(s(p)) = (7, Q)

Observe que p = @, 0 s(p) e a para cada g, ¢, 0 s ¢ uma fungio suave de M para M. Fixado p
afirmamos que a associagao
g€ G —det((P,059).), (2.4.1)

é continua. Sendo s =1 x f, observando que

®,05(q) =pryoVo (lg x f)(g,9),

onde 1g é a identidade de G, ¥ a acao de G em M e pr; é a projecdo na primeira coordenada,
podemos concluir que associagao dada em (2.4.1) é suave resolvendo o seguinte problema geral: se
® .G x M — M é uma funcao suave, entdao a associacao

g € G — det(0D/0pl(g,p0))

é continua. E ficil concluir essa afirmacio fazendo o estudo dessa funcio em coordenadas.
Como det(®; 0 s), =1 e, pelo fato de termos uma associagdo continua em (2.4.1), concluimos
que préoximo de 1
det(®, 0 8). #0;

com o auxilio do Teorema da Funcao Inversa, podemos garantir que para cada g proximo o suficiente
de 1 poderemos escrever

q= ((I)g o S)_1<q)7
numa vizinhanca de p. Consequentemente
(95)(p) = 7 = Qy(s(p)) = Qg 050 (Dy05)7'(p),
definida em algum aberto de M.

Exemplo 2.4.1. Considere G agindo em E = M x N suavemente e suponha que g(p,q) =
(Dy(p), 2y(p,q)) (esse tipo de acdo é denominado acdo projetiva). Nessas condicoes, temos que G
age em M por (g,p) = ®,(p). Entao p= (,)"! e a fungdo transformada assume a forma

(s9)(p) = Qoso0 (q)g)il(p»

Note que aqui g - I'y é o grafico de uma funcao suave pois podemos obter p em funcao de p
globalmente.

Neste ultimo exemplo, observamos que se G age projetavelmente em E = M x N entao existe
uma agao suave de G em M dada por gp := m o ¥(g, (p,q)) = ®,(p); observe que essa regra estd
bem definida. Denotaremos, nesse caso, V,; a acao de E projetada em M.
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2.5 Espacos de Jatos de Espacos Euclidianos

Quando definimos uma variedade suave carregamos uma noc¢ao de diferenciabilidade, permi-
tindo que pensemos em problemas que envolva essa nocao, como por exemplo, descobrir uma
funcao suave a partir de informacoes sobre suas derivadas. Em espagos euclidianos, esse tipo de
problema é estudado com auxilio de equagoes diferenciais, que é facilmente definida. Ja em va-
riedades, para definir uma nocao de equacao diferencial, necessitaremos introduzir o conceito de
espacos de jatos, e uma equacgao diferencial tornar-se-a um objeto geométrico, uma subvariedade
desse espago. Com o ferramental desenvolvido em se¢oes anteriores para o estudo de equagoes al-
gébricas (onde demos um critério de invariancia pela acdo de um grupo), iremos construir solugoes
de equagoes diferenciais entre espacos euclidianos (ou abertos de espagos euclidianos); no entanto,
para aplicar o que desenvolvemos, precisamos substituir uma equacao diferencial definida algebri-
camente por um objeto geométrico do tipo “A~(0)”. O local correto para definicio de “delta” é
o que denominamos espago de jato.

Na se¢ao anterior mostramos que quando G age suavemente em M x N, para cada g préximo
o suficiente de 1 e cada p € M, o grupo transforma uma se¢ao s em uma secao local g-s € I',. A
essa altura ja podemos definir o que significa G ser grupo de simetria de uma equacao diferencial
A. Fixemos a partir de agora £ = X x U, onde X e U sao abertos de espagos euclidianos, as
coordenadas (z') sendo as varidveis independentes e (u') as varidveis dependentes.

Definicao 2.5.1. Um grupo G agindo suavemente em E = M x N € grupo de simetria de uma
equagio diferencial A se G transforma solugoes de A em novas solugoes, ou seja, se u = f(x) é
uma solugao (que corresponde a segio s = 1y X f dada por s(z)=(x,f(x))) entio g - s € solugao

quando estiver definida.

Aqui um sistema de equagoes diferenciais estda sendo denominado com equagdo diferencial
apenas. Dado M variedade e f : M — R, denotaremos por

ok f

OxQxdz...O0xk

f =

as derivadas de ordem k de f, onde J = (ji, ..., jx) é uma k—upla de inteiros com 1 < j; < ... <
Jr < m. Existem precisamente
m+k—1
my — L

derivadas de f de ordem k (veja [28]). Sendo f = (u') existem, para cada p € M, n - mj nlumeros
u®y que representam as derivadas das componentes da funcao f no ponto p.

Definigdo 2.5.2. Dado s = 1y x f € T, f = (u'), definimos o k—jato de s em um ponto q de
seu dominio por

i*s(q) = (s(q), 0,(u")(q)),

onde i varia entre 1 e n e sio tomadas todas a uplas J = (J1,--+ ,ji1) com j1 < jo < -+ < j e
| < k. Eventualmente usaremos a notagao Oy|,u = wy(q).
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Pela definicao anterior, entendemos que o k-jato de uma se¢do s em um ponto ¢, carrega toda
informagao sobre o valor de s em ¢ assim como os valores de todas a possiveis derivadas até ordem
k das funcoes coordenadas u’ avaliadas no ponto ¢q. Quanto a ordem em relacdo as uplas J nao
precisamos nos preocupar. Convencionaremos j°s = s; definiremos o k—jato do espaco E como

sendo o conjunto
JHE) = E x R™™ x ... x R"™*

e, deste modo, teremos j*s(q) € J*(E). As coordenadas de J*(E) seré representada por (z, u’, u?),
onde i e J variam como na defini¢do acima. Usando polindémios de Taylor (veja exemplo abaixo)
podemos mostrar que um elemento u'®) € J*(E) é o k—jato de uma secdo em algum ponto ¢g. O
espaco de jato de ordem k de E, J*(E), tem dimensao dada por m+4n+n-m;+...4+n-my, := m+mk),

Exemplo 2.5.3. Considere E =U xV CR2x R e s = 12 X f uma secao em E. O 2-jato de s é
dado por

j's = (s,0[/0x,0[ |0y, 0" [ |0x*, 0" f |0x0y, 07 [ | Oy*).

Dado u® = (2, y, u, Uz, Uy, Ugz, Usy, Uyy) € J*(E), considerando o polinémio de Taylor

flz,w) =u+uy(z — ) +uy(w —y) + %(2 —z)? + Ugy(w — ) (W — y) + %(w — )2

temos que f(z,y) = w e, por continuidade, préximo de (z,y), podemos garantir que f determina
uma secdo local em E de tal modo que j's(z,y) = u®.

Uma equacao diferencial definida em E que envolva derivadas de ordem até k pode ser inter-
pretada como um objeto geométrico (uma subvariedade, sob certas restrigdes) no espago de jatos
J¥(E). Com efeito, qualquer fungio suave

A JNE) = R

tal que A71(0) é uma subvariedade de J*(F), subvariedade essa que denotaremos por A também,
determina uma equacdo diferencial de modo que, se s é uma secdo tal que j*s(p) € A para cada
p no dominio de s, entao s é solucao da equagao A.

Exemplo 2.5.4. Considere a equacdo u; = y,, onde procuramos solucoes em £ = R? x R.
Podemos reescrevé-la geometricamente como

A:JHE) >R

dado por A(m, t, U, Uy, Us, Uge, Ust, Ust) = Us — Uz Observe que A™1(0) ¢é subvariedade mergulhada
de J%(E) e a segdo s(x,t) = (z,t,exp(t — x)) é tal que

§%s(x,t) = (z,t,exp(t — ), —exp(t — x), exp(t — x), exp(t — x), — exp(t — ), exp(t — z)),
logo A(j%s(z,y)) = exp(t — z) — exp(t — z) = 0, concluindo que s é solugao de A.

Dado secio s com relagdo a pry : E — M, temos que j*s, que é dada por j¥s(p € E) = k—ésimo
jato de s em p, é uma secido com relacdo a m; : J¥(E) — E. Afirmar que s é solucio de A é o
mesmo que Imj*s C A.
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2.6 Acao Prolongada

O modo como passamos a entender uma equacao diferencial, a saber, uma subvariedade mer-
gulhada do espaco de jatos, é crucial para que possamos aplicar o que desenvolvemos nas segoes
anteriores sobre sistemas de equagoes algébricas. Quando G age em E ele transforma uma dada
secao s € I', em nova se¢ao e com isso também transforma as derivadas de s. Isso nos da natu-
ralmente uma acio de G em J¥(E) para cada k, esta é obtida avaliando as derivadas da secio gs
em ®,(gp) = T. Rigorosamente, seja uo*) € J*(E) e encontre segio tal que j*s(xq) = uo™. Por
exemplo, o polinémio de Taylor de ordem k (veja 2.5.3)

) u® g,
u'(a) = e —w0)’
J .

(aqui J = (j1,...,51) com 0 < j; < k, (x — x0)” = (27" — x?)..(a? — 2o?), T = (J1, s J1), Ji €

Yz),...,u"(z))
satisfazendo o requerido. Desta maneira, préximo de 1 € G, (gs)(T) esta definida e é uma segao
local em gzy = Tg. Calculando as derivadas de gs em Ty obtemos a acdo de G em uo™, a qual
denotaremos por W, ou seja,

Ui(g,ul?) = g-ul) = j*(g5)(Ts). (2.6.1)

Observacao 2.6.1. Na verdade o que podemos garantir € que essa regra define uma a¢ao suave
local de G em J*(E) (veja apéndice B), pois nio podemos garantir que dada uma secio sempre gs é
uma secao . Uma agao local é, portanto, uma agao onde sempre vale: 1p = p; g(hp) = (gh)p, desde
que ambos os lados estejam definidos e se gp estd definido deve também estar definido g~'p e valer
g(g7p) = p. Em outras palavras, uma acdo suave local é uma fungio W :D C G x M — M onde
D ¢ aberto, ¥ suave e valem as propriedades de agdo quando estiverem definidas; em particular
para g e h proximos de 1 devem wvaler tais propriedades.

Exemplo 2.6.2. Considere G = SO(2) x Ry agindo em £ = R x R? por
(Ag, €)(z,u,v) = (Ag(x,u), e 'v),

onde Ag(z,u) = (zcos — usinf, zsinf + ucosh). Seja up™ = (2° u° 1% u,°,v,°) € JHE) e
s(z) = (z,u’ +u,2(x — 2°), 0" +v,°(x — 2°)) secdo tal que jls(zy) = ueW. Para simplificar escreva
s(x) = (z,ax + b, cx + d). Sendo
(A@,E)S(ZE) = (T’ u, U),
temos que
T =xcosf — (ax + b)sind

de modo que isolando x obtemos
bsinf + T
r=———
cosf — asinf’

portanto
u(T) = xsinf + (x 4+ b) cos = x(sinf 4+ acosf) + beosh =
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sinf + a cos 0 _— b
- T+ —
cosf —asinf cosf —asinf

Com relagdo a v temos

IV e'e o
U(.T)ZE 1<C$+d):mx+€ 1'(

chsin 6
cosf —asinf

Assim
sinf + a cos @ e le

7 (95)(@) = ((99)()

Substituindo a, b, ¢ e d, a acdo prolongada em uy") é dada por (g = (A, €))

(Ag,€) - Uo(l) = jl(gs)(ﬁ)

"cosh —asinf’ cosh —asinfh’

segundo nossa definigao. Eliminando os sub/super-indices obtemos a agdo de G em J'FE

sin @ 4 u, cos 0 e,

(Ag, €)(z,u,v, Uy, vy) = (Ag(z,u), e v

).

"cos — u,sin @’ cos O — u, sin 0

Observe que essa agao é definida desde que u, # cot §; entdo temos uma acao local em contraste
com a a¢ao de G em E que é linear (para cada 6, € temos que (A, €) é uma transformagao linear
em FE) e definida globalmente.

Dado uma equagao diferencial A : J¥(E) — R!, suponha que A71(0) seja uma subvariedade
mergulhada G—invariante. Se uma secao s for solucao de A e gs uma secao local entao, de

A(j*s(x)) =0
para todo x € Dom s, obtemos que

0= A(*s(2)) = Alg - j*s(x)) = A (95)())

para todo T € Dom (gs).
Por outro lado, sabemos que se 0 é valor regular de A a subvariedade A™!(0) é G—invariante
se, e somente se,

X®A" =0

para todo gerador infinitesimal X*) da acdo de G em J*E, como consequéncia do teorema 2.2.3.
Destaquemos esse fato:

Teorema 2.6.3. Suponha que um grupo de Lie conexo G age suavemente em E = M x N C R™t"
e que 0 seja valor reqular de A : J*E — R!. Se

X®A =0

sempre que A =0 e para todo gerador infinitesimal X*®) da acio de G em J*E, entdo G equacdo

A.
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Para obter a reciproca desse resultado necessitamos também que a equagao A seja localmente
soluvel no sentido da definicao abaixo:

Definicao 2.6.4. Um sistema de equagoes diferenciais A : J*E — R! ¢ dito localmente solivel se,
dado uok) € JEE existe secio s tal que j*s(xo) = uék) e s seja solugao de A. Caso A tenha posto
mdximo quando A = 0 e seja localmente soluvel diremos que A é um sistema ndo degenerado de

equagoes diferenciais.

O fato de G ser grupo de simetria da equagdo A nio implica que A~*(0) seja uma subvariedade
invariante por G e, logo, ndo podemos aplicar o Teorema 2.2.3, que permitira concluir que X ® A =
0 quando A = 0. Mas supondo que A seja niao degenerada poderemos garantir que A~'(0) é uma
subvariedade invariante por G e, consequentemente, em virtude de 2.2.3, concluiremos a reciproca
teorema anterior.

Teorema 2.6.5. Seja A : J*E — R! um sistema de equagdes diferenciais nio degenerado. Entdo
um grupo conexo G € grupo de simetria de A se, e somente se,

XHA =0

sempre que A =0 e para todo gerador infinitesimal X da acio de G em J*E.

Demonstragdo. Seja u(()k) € A71(0) e s secio local tal que j¥s(z) = u((]k), com s solucao de A. Para

g proximo de 1 estd bem definida a se¢ao gs e essa é solugdo de A, em virtude de G ser grupo de
simetria de A. Assim, A(j%(gs)(z)) = 0 para cada z € Dom(gs). Uma vez que

0 = A(*(g)(@)) = Alg - ull?)

e u(()k) é arbitrdrio concluimos que A7!(0) é invariante por G e o resultado segue. [

Agora precisamos determinar quais sdo o geradores infinitesimais da acdo ¥, de G em J*E para
poder aplicar o critério de invariancia e determinar quando uma equagao ¢é invariante pela acao
estendida de G (adiantamos que nao sairemos com uma agao fixada e depois procuraremos equagoes
que sdo invariantes, mas sim, a partir de uma equacao e a aplicacao de critérios infinitesimais sobre
a mesma, obter um grupo que sera grupo de simetria da equacgao diferencial em questao e, talvez,
conseguir solugoes da mesma). Segundo nossa definigdo, os geradores infinitesimais da agao de G
em J*(E), que denotaremos por X ¥, sao dados por

X® (™) = 9y|g exp(tX) - u®

onde u®) € J*(E), X € g. Suponha que esses campos estendidos possam ser obtidos em funcio
dos coeficientes (%, ¢, do gerador infinitesimal da acdo de G em E,

oo, 0 " 0
QX:ZCaxi—FZlQﬁa%;

(passaremos a escrever apenas X ao invés de #(X)). Entdao poderemos aplicar um campo genérico
X®) definido em J¥E a uma equacdo diferencial A e questionar quais as condicdes sobre os
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coeficientes de X ®) para termos X ®(A) = 0 quando A = 0. Isso permitird que consiga descobrir
quem sao as funcoes (¥, ¢, e assim obter uma algebra de Lie gerada por esses campos. Integrando
obtemos um grupo G junto com sua acdo ¥ em F, e esse grupo deverd ser grupo de simetria da
equacao A. E certo que devemos estar sujeitos as restricoes que os teoremas que usamos exigem,
como por exemplo que a funcao A deve ter posto maximo nos pontos tais que A = 0.

Observacao 2.6.6. Podemos definir uma equacao diferencial em E como sendo um conjunto
fechado contido em J*(E). Nessas condigoes existe fungio suave

A JNE) = R

tal que esse fechado é dado por A71(0), veja a caracterizagio de fechados dada em 2.3.2. Porém,
para aplicar os critérios infinitesimais, necessitamos que 0 seja um valor reqular e isso nos direciona
a considerar uma equagio diferencial como sendo uma subvariedade mergulhada de J*(E) pois,
sendo assim, para cada ponto em A, existe aberto U C J*(E) tal que

ANU = AH0)

e 0 é valor reqular de A. Se s é solucio de A entdo serd solugio de A, pois quando A(yk(s)(:v)) =0
¢ 0 mesmo que dizer que j*s(x) € A = A(j%s(z)) = 0; mais que isso, podemos dizer que os sistemas
A e A sdo equivalentes em A NU. Aqui estamos usando também o simbolo A para representar a

variedade dada por A~1(0).

Definigao 2.6.7. Seja E = M x N aberto de R™™. Um equagdio diferencial definida em E é
uma subvariedade merqulhada A de J*E. Uma solucio de A é uma segio local s que satisfaz
Im (j*s) C A.

Caminharemos no sentido de descobrir como sao os geradores infinitesimais da acao de G' em
J¥(E). Examinemos um caso particular:

Exemplo 2.6.8. Suponha que a agdo de G ¢é dada por g(x,u) = (z,Q(x,u)). Nessas condi¢oes
um gerador infinitesimal genérico assume a forma

- 0
X = az::l Qﬁa%
Escrevendo exp tX (z,u) = (z, Qf (z,u)) (aqui QF = Qg ;x), tem-se que
A0Sl = da-
Uma secao s = 1)y X f transformada pelo fluxo de X é dada por

(ts)(z) = (2,8 o s(x)),

de modo que, diferenciando as n tultimas coordenadas da funcao ts e avaliando em T = x, obteremos
a agao prolongada

(ts)~ 0 8

o a o - a "L 00 s
uj = e () = axj\x[(Qtos) |=— 8:5 Q% 0s) ;

+ 30 G @) 55
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Dessa forma a acdo em J'E dada pelo fluxo de X é dada por (exptX)u®) = 1™, onde

— &0y UNOI9)
uf = Z O (x,u) + z_:uj 50 (x,u).

O gerador infinitesimal assume a forma

X0 =X+ 33 60l a

a=1j=1 ug

e ¢ obtido diferenciando em ¢ = 0 a expressao obtida para QT? acima, ou seja, temos

N o0y " oy 0 N 0 o
(bj( a1‘/|0u Zatloa i Zujat|08 8 Za Zat| Q +Zuja gat‘ (Q >_
000 K 094
N ; ox’ +ﬁz_:1uJ8u5’
onde acima usamos que 0; — = ——0; quando aplicado em fungbes suaves.

oxd  O0xI

No exemplo anterior, para calcular o valor de ¢} em 1M, tomamos uma secdo s que represente
esse ponto e diferenciamos a fungao ¢, o s(x) com respeito a =7, ou seja,

55u) = ~{gu o 5](x).

Sem ficarmos apegados a se¢ao que representa, podemos entender esse processo como diferenciar
b, u) com respeito a ¥’ e tratar u como uma fungao de = (lembre que u representa as coordenadas
e a principio ndo tem sentido dizer que u é uma fungao de ). O resultado dessa operacao sera
denominado derivada total de ¢, (x,u) com respeito a 27 e sera denotado por

maa n aa
Dyoulr.) =3 . FY g i

Observe que se ¢ : ' — R é suave e s uma secdo em F entdo a derivada total satisfaz

, 0
(Dj¢)(]13) = %((b 0 s).
A seguinte definicao é sugerida pelas ideias acima

Definicao 2.6.9. Seja P : J*E — R suave. A derivada total de P com respeito a 2/ é a tnica
fungdo suave D;P : J*'E — R tal que para qualquer se¢io suave s deve valer a propriedade

0

, B
(D;P)o = 5

—(Poj"s).
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A proposicao abaixo mostra a forma geral assumida pelas derivadas totais.

Proposicao 2.6.10. Dado P : J*E — R suave entio D;P assume a forma geral

n

D,P =

a=1 J
onde , para J = (j1, ..., J1),
N ak+1ua
LT Attt

e a soma varia sobre todos os J's com 0 < #J < k.

Demonstragdo. Seja s secao suave arbitraria. Usando a regra da cadeia temos que

2poita="3 itstay- 20 oy

=1

07 s

lembrando que j*s(z) = (x, s%(z), ﬁ)’ (onde aqui J assume todos os valores possiveis tais que
x

0 < #J < k) das m primeiras coordenadas da soma acima ficamos apenas com

or
o s(@),

uma vez que para 1 <[ < m temos
9(j"s)’
ox?
Para [ > m, digamos | = (J,a) (e isso significa que estamos considerando a entrada em J*E que
é dada pelo simbolo algébrico u% e logo y' = u%) temos que

ajksl
(8.7)2> (1:) or Z'LL _qu

— 5.

ficando com

T (Pots) = 00 4 3 S ug o (s(a),

i
O a=1 J

obtendo o resultado. Observe que em particular vale

ZZ Uy

a=1 J 8UJ
O
Exemplo 2.6.11. Se E = R? x R temos
_opP oP oP oP oP oP
Y e Ty e, T e, T e g, T gy,
e
opP oP oP oP oP oP
DyP = D\ P = En + Uy 5 + umyau + uyyauy + umya + Uayy 5 — +



A derivada total de ordem superior para J = (ji, ..., ji) é definida recursivamente por
DJ = D]lDJQD]l

Com isso em maos, podemos enunciar o resultado que nos diz como calcular os geradores infinitesi-
mais de uma acao a 1—parametro de R em E, que é o que necessitamos para descobrir e geradores
infinitesimais da acao de um grupo G em FE.

Teorema 2.6.12. Seja

m

0 " 0
X = zgl(x,u)% + z_:lqba(x,u)—

(63
= ou

um campo de vetores definido em E = M x N aberto de R™™". Suponha que esse campo seja
completa de modo que seu fluro defina uma acao de R em E. Entdo o gerador infinitesimal de
agio de R em J*(E) é dado por

X0 =X+ 3 Yol
a=1 J aua

onde os coeficientes ¢? (u®) sdo dados por

Pa = Dyl — D Cuf) + D Cluls
i=1 i=1

e}
ug,; foi definido acima e uy = E (ou seja, u$ representa a coordenada em J*(E) obtida por

calcular a derivada da a—ésima coordenada de uma segio s com respeito a x°).

Este Teorema é demonstrado por indugao sobre k na referéncia [24] pagina 110. Em [23], a
partir da pagina 117, encontra-se uma prova. O préximo resultado nos diz que dado uma equacgao
diferencial A definida em J*(E) o conjunto dos campos X em F tais que,

X®A=0

quando A = 0, formam uma algebra de Lie, subalgebra da algebra de Lie dos campos de vetores

de M.
Teorema 2.6.13. Sejam X,Y campos definidos em E. Entdo vale
(a) (aX +bY)® =aX® £ by ® o b R;
(b) [X, y](k) — [X(k)’y(k)]
Demonstracdo. A linearidade é uma simples aplicacao do ultimo teorema. Para ver, escreva

mog o n
ngcaxl_"angai

(63
=1 u
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moog a9
V=2 Xt L b

O coeficiente gb( X1byya de (aX + bY)®)| de acordo com o tltimo teorema, é dado por

m m

Dl(age + b&a) — (O ac’ +bxu] + > (¢F + xu§, =

i=1 =1

:a[DJ(¢a Z +ZCUJ1, +bDJ ZX +ZXUJ1 a’gb{X)a—i_b(ﬁ‘(]Y)on

i=1
onde usamos o fato de que D ser linear (direto da deﬁnlgao de D J); por comparagao de coeficientes,
concluimos o item (a). Para provar o item (b) assumiremos que X,Y sdo completos e geram uma
algebra de dimensao finita (no caso geral pode-se proceder usando a férmula para computar o
prolongamento de campos dada acima, mas é um pouco complicado trabalhar com tantos indices).
Usaremos também a seguinte caracterizacao do colchete de Lie:

[X,Y](p) = Ot|i—o+(t, p)

onde ¥ (t,p) = exp(—+/eX) exp(—+/€Y) exp(—v/eX) exp(v/eX) exp(y/€Y)p e o simbolo (exptX)p
representa o fluxo de um campo X (veja [24] Teorema 1.33). Essa curva pode ser estendida
suavemente para um aberto de R contendo [0, 00) e denotaremos sua extensao pelo mesmo simbolo
Y(t,p). O fato de X, Y gerarem uma &dlgebra de dimenséo finita g, permite obter um grupo G que
age suavemente em FE tal que g seja o conjunto de geradores infinitesimais da a¢ao de G em E.

YT (@) = Olo(exp t[X, Y] - ul) = (W) ([X,Y]) = Olo[ Wy 0 v(1)] =
= o (t) - u® = O+ (t, u®) = [X B Yy O] (4, k)
onde ¥(t) = exp(—/eX)exp(—/€Y) exp(—+/eX) exp(1/eX) exp(y/€Y), usando o fato de que a

diferencial é independente da curva em questdo ¢ ¥, (g) = gu'®) como usual, onde ¥ denota a
acdo de G em JFE. O

Uma prova simples dessa proposicao pode ser encontrada em [24] Teorema 2.39.

Corolario 2.6.14. Seja A uma equagdo diferencial definida em J*E. O conjunto de todos os
campos X em E tais que XA = 0 quando A = 0 forma wma dlgebra de Lie g em M. Mais
ainda, se essa dlgebra é de dimensdo finita e todos os campos sao completos, existe um grupo
de Lie G agindo suavemente em E cujo o conjunto dos geradores infinitesimais da acao € g e,
consequentemente, G € grupo de simetria da equagdo A.

Exemplo 2.6.15. Considere a equacao nao linear da onda dada por
A uy = A (u) gy,
com E =R? x R. A equacdo A pode ser reescrita como

A:J’E >R

o4



A(ta T, U, Uty Ugy Uty Uy ua:x) = Uy — Cz (u)uxx

Observe que

A*:(O 0 —ug2cc, 0 1 0 —c2(u))

e logo tem posto maximo. Seja

0 0 0
X = T(t7 z, u)a + C(xa ta u)gz + ¢($7 ta u)%
campo em F. Temos que os campos estendidos assumem a forma
(1) _ t T 0
XY =X+ gb + o EW
e
X(2) ¢:1:x ¢xt ¢tt
8Utt
Quando aplicamos X em A ficamos com
0
X(Q)A = ¢87<_C2(u)uzx) - CQ(U)QSMC + ¢tt.
u

Deste modo, precisamos apenas dos coeficientes ¢*® e ¢'*. De acordo com a férmula de prolonga-
mento
(bmc = D?g(¢ - CU’SE - Tut) + Cua::m: + TUggt,

calculando separadamente obtemos

(a)

(b)

()

D2(1u;) = Dy[Tugy + (Tp + Tutiy)uy] =

TUgzt + (Tx + Tu“x)”xt + (Tx + Tu“x)“xt + [Txx + TzuUg + TyUgzy + (Txu + Tuuux)ux]ut-
Juntando os termos e evidenciando os mondmios uy, us, U2, Uy, etc, obtemos

3 2
_Cuuuz - Tuuug;ut + (¢u - 2Cx)uxx - 27—xuxt - Sguua:uxx — TyUtUgy — 27—uua}u1’t'

Em virtude da simetria entre z e t obtemos ¢' apenas trocando z por ¢ e ¢ por 7. Mas facamos a
conta para conferir.

¢tt = th(¢ — Qg — Tut) + (Ut + TU

25



D?(Cb) = Di(pr + utir) = dur + Purtis + (Put + Puutie) Ut + Pyt

D?(Cux) = Di[(G + Cutg) g + Quigt] =
(G + Cug)uar + [t + Cruttr + Cutigs + (Gru + Cuatie) et + Cuigyr + (G + Cutty) Uy

D} (tuz) = Dy[(7e 4 Tute)us + Tug] =
= (7 + Tt + [T + Teutle + Tuty + (T + Tuale) Uy + Ty + (74 + Totly) U

Ficamos com
" = oy + (204, — T )ur — Gty + (G — QTtu)u? — 2Cu Ut Uy
_Tuuuf - Cuuu?ux + (¢u - QTt)utt - 2<tuxt - 37—uututt - Cuuxutt - 2Cuutu:ct-

Precisamos, agora, determinar os coeficientes ¢, 7, ¢ supondo que
(2) 9 2 2 TT tt
XYA = gb%(—c (W) tgy) — “(u)p™ + 0" =0
quando A = 0. Assim, substituindo na equagao acima s por ¢®(u)ug,, obtemos

X(2)A - _2¢C cCylgy — CQ(“){¢$$ + (2¢mu - wa)um — TraUyg + (¢uu - 2<zu)ui - QTmuuxut

_Cuuui - Tuuui«ut + (¢u - ZCr)umz - QTxuzt - 3Cuuxumm — Ty UtUgy — 27—u“m“mt}+
¢tt + (2¢tu - Ttt)“t - Cttuz + (¢uu - 2Ttu)u? - QCtuutu;t
_Tuuu? - guuufum + (¢u - 27—15)02“@‘:1: - 2Ctua:t - 3Tuut62uzx - Cuua:CQUx:c - 2Cuutuxt~

Para essa expressao se anular é necessario todos os elementos que acompanham os monomios se
anulem. A informagao esta contida na tabela abaixo.
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monomio coeficiente itens
1 _CQ(bmz + ¢tt (a)
Uy — (2030 + Coz) — Gt | (D)
uazn _02(¢uu - 2Cru) <C>
Uy CTop + 200 — T (d)
U? Cbuu - 27—tu (e)
ul 2l (f)
u? —Tuu (g)
Ugzy 2¢Ccu - 202(<¢E — Tt) (h)
Uyt 2¢2 7, — 26, (1)
Uz Uy 2C2Txu - 2Ctu (.])
Ugp Uy 2c2¢, (k)
Ul —2¢2T, 1)
Uy Ugy 2027, (m)
Ugt Ut —2Gy (n)
u?uy Ty (o)
uxu? _guu (p)

Iremos analisar as restricoes que obtemos acima para descobrir os coeficientes de um gerador
infinitesimal arbitrario. A partir de (m) concluimos que

= fl(x ).
Por (k) concluimos que
¢= f2(x7 t),
e de (e)
¢ = [ t)+ [z, t)u.

Os itens que ainda podem nos informar algo sao

a) ¢tt =cC ¢1’x
b) Ct 2Cmac
) C Tex = Tit

)

(
(
(d
(h) ¢cey + (G —7) =0
(i) 7 =

Sendo c(u) ndo constante entdo, como 7,( nao dependem de u, o item (b) e (d) nos diz que
Tt = Cow = Tux = Cu = 0. Juntando essa informagao com a dada em (i), 7, = ¢, = 0, ficamos com

¢ =a'z +d*

T =dt + .
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Usando isso em (h) obtemos que nos abertos onde ¢ # 0
pc, + cla' —a®) = 0.

Para que isso valha independente de ¢ é necessério que a! = a® e ¢ = 0. Logo os geradores
infinitesimais tem a forma
X = (ax 4 b)0, + (at + d)0,

e, portanto, a algebra de Lie dos invariantes de A é gerada por
X'=0, X*=0, X* =10, +10,,
que correspondem aos grupos a 1—parametro
Gy (z,t,u) = (x + € t,u)
Gy : (z,t,u) = (x,t+€,u)
Gs: (x,t,u) — (e“x, et u).
Se f for solucao, entdao também serao as fungoes transformadas
ut = f(x —e,t)
u? = f(z,t —¢)
u' ' fle x, e ).

Ainda podemos investigar

/gbdu = —(a' — a®) Cdu

Cy

para obter mais simetrias quando particularizamos c¢. Como exemplo, se ¢ = A(u + B)?, A, B, D
contantes com D > 0, ficamos com

/{f3(:c,t) + e Duddu = (@b — @) /{;(u + B)}du

2 2
B
S, hu+ [ )= = —(a! — ) (= + —u + E).
P ut 10" = (@ =)+ Bt )
1
Derivando com relacao a u duas vezes obtemos que f* = —E(a1 —a?) e, logo, f3 = —(a'—a®)B/D,

o que nos da mais uma simetria
X* = Dx0, — (B + u)d,,
simetria essa que gera o grupo
Gy (x,t,u) = (ePa,t, (e — B)u),
com correspondente funcao transformada

u?: (e € — B)f(e Pu,t).
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2.7 Espaco de Jatos, Uma Generalizacao

Haviamos interpretado uma equacao diferencial definida em um espaco euclidiano como uma
subvariedade do espaco de jatos deste espago, e uma solucao da equacdo como uma se¢do s de
modo que o jato desta secdo em cada ponto de seu dominio esteja inteiramente contida nesta
subvariedade, que, como mencionamos, para aplicar critérios infinitesimais, é interessante que seja
uma subvariedade regular. O que trabalhamos para espagos euclidianos permite que possamos
definir o que vem a ser uma equacao diferencial em uma variedade arbitraria. A generalizacao que
esta secao propoe expor é necessaria pois, ao tornarmos rigoroso o método para encontrar solugoes
invariantes, precisaremos trabalhar em espacos quocientes e, como sabemos, mesmo quando o
espaco € euclidiano nao temos, necessariamente, uma estrutura simples no espaco quociente.

Nesta secao o simbolo E representara uma variedade suave arbitraria de dimensao m + n.
Dado p € E e m € N denotemos por I'y(m) o conjunto formado por todas as subvariedades
mergulhadas de E cujo a dimensdo é m e que passam por p. Dado I' € I',(m) existe carta

(= (zt, ..., 2™ ul, ..., u™), W), (W) =X x U, com p € W, tal que
UNT =¢ (Im s),

onde s : X — X x U é uma se¢do suave. A grosso modo, é o mesmo que dizer que I' é
localmente grafico de fungdo (ou imagem de secdo); de fato, nesse sentido qualquer subvarie-
dade mergulhada I' é grafico de funcao préximo de qualquer um de seus pontos. Isso ocorre
pois para qualquer subvariedade m—dimensional I' contida em RY e p € T' existe uma projecao
pry(zt, ..., 2™) = (2%, ... 2') tal que pry|r é uma carta (veja 1.3.5); assim, se ¢(z!,...,2") =
(%, ..., xt pr(z!, ..., x")), onde pr é a projecio das coordenadas remanescentes, I' serd dada lo-
calmente por ¢~ '{(z,pro (pry|r)~!(z)); = = (z',...,2™) € R}. Definiremos uma relagao ~; em

I',(m) decretando que I' ~ A se

7*51(6(p) = j*s2(6(p)),

quando I" e A forem imagens s; e s9, respectivamente, no sentido acima, com relagdo a uma carta
previamente fixada ¢. Quando as variedades I" e A se relacionam segundo a relagao definida
anteriormente diremos que elas tem contato de ordem k em p. Fixado m, definiremos o espago
de jatos de ordem k de E por

JYE = | Tpm)/~y

pelE

e denotaremos a classe determinada por I € I',(m) pelo simbolo jiT.

Exemplo 2.7.1. Duas subvariedades mergulhadas m—dimensionais tem contato de ordem 1 em
p se, e somente se, seus planos tangentes coincidem em p. Pois se, localmente

F=¢"H( f(x)); v€X}te A=¢"{(z,g(r)); z€X},

os seus respectivos planos tangentes em p sao dados por ¢, ' [Ty (Graf f)] e ¢! [Ty, (Graf g)], e
como T, (Graf f) é gerado pelo conjunto

of! af" ,
{(0,...,1;,...,0, o (), ..., o (x)); i=1,..,m},
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com 1; significando que apenas na entrada i temos o valor 1, se j;F = j;A entao seus planos
tangentes coincidem em p. Por outro lado se

T.(Graf f) = T,(Graf g),

mostraremos que jlf = jlg, concluindo a reciproca. As fungoes F(z) = (z, f(z)) e G(z) =
(x,g(z)) sao parametrizagoes (inversas de) para M = Graf f e N = Graf g, respectivamente, e
suas inversas sdo dadas respectivamente por ¢ = pr; |y e & = pry|n (pry e pry sdo as projegoes na
primeira e segunda entrada respectivamente). Escrevendo z = (z,u) temos que

T.N — (5*)27

(G): = (pri)zlra = (Proy)-

com isso, obtemos a igualdade

(F)e = [(¢):] 7 = [(6):] 7 = (Gu)a
concluindo o proposto, a saber, jlf = jlg.
Proposicao 2.7.2. A relagdo ~y, estd bem definida.

Demonstragio. Se proximo de p , I' for dada localmente por

o {(z, f(z)), veU}edp {(y,9v), yeV}, UV CR"

e A localmente por

¢~ {(z,h(x)), v€Ulev {(y,s(y). yeV}, UVCR"

também préximo de p, com j¥f(xg) = j¥h(zo) (aqui identificamos f com a secio 1 x f), onde
¢z, f(xy)) = p (claro que supondo p € T'N A), da igualdade

Yooz, f(x) = (y,9(y)),

obtemos
y=pr,0to6 o (1x f)(z) = () (2.7.1)
com &y : U — V difeomorfismo préximo de p (aqui pr, representa a projegao na coordenada
y). Assim,

g(y) =pr,ovo¢ o (1 x f)(z) =pr,opod ' o(lx f)od; (y) (2.7.2)

e, analogamente,
s(y) = pr, 090 ¢~" o (1x h) o (y).
Como consequéncia do Lema B.0.15, as derivadas de 5;1 e 8, sdo iguais em yo = 6 1(zp) até
) s

ordem k, uma vez que as derivadas de f e h coincidem até essa ordem em x,. Se j’“h xo) = j’f (70)
e 7% f(h(xg)) = j*g(h(z0)) em z¢, entdo

75 (f o h)(wo) = j*(g © ) (x0),

novamente em devido a B.0.15, permitindo concluir que j*g(yo) = 7*s(yo), em virtude das férmulas
para g e s dadas acima. O]
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Dado carta ¢ = (x,u) em py = (xg, ug) e subvariedade I" passando por p, se ¢(I") é transversal
ao espaco Uy, = {(xg,u), u € U}, entdo existe f tal que

I'= ¢’1{(z,f(x)), LS X}

onde, possivelmente, X precise ser diminuido para que tenhamos ¢(I') N U, = po. Portanto, com
relacao a carta ¢, todas as classes da relagao ~j sao completamente determinadas pelas secoes
locais de X x U. Iremos dar uma estrutura de diferenciabilidade para J*E. Optamos por uma
exposicao elementar sobre o fato de J*E ser uma variedade suave. No artigo Symmetry Groups
and Invariant Solutions of Partial Differential Equations [25] encontra-se uma exposi¢do deste
fato, assim como estudo de solugoes invariantes, porém fazendo uso de uma linguagem rebuscada,
no que toca a Matematica, de modo que para ser feito sua leitura precisamos de pré-requisitos que
o presente trabalho dispensa (veja por exemplo a identificacdo dada na proposigao 3.11 do referido
artigo). Talvez assim ficamos com um trabalho mais denso mas quase que auto-contido. Dado
(¢ = (x,u), W) carta em E, definiremos uma carta em J*E,

(or = (7, u,uy), Wy),

onde

Wi = U {JiT: T 6 transversal a U,} com ¢, dada por ¢¢(j5T) = (6(p), 9, £(4(p)))

peW

onde J varia todos os indices simétricos com 1 < #J < k e tal que I' seja grafico de f proximo
de p. A funcdo ¢ estd bem definida em virtude da definicdo de ~. A topologia em J*E, como
usual, é dada pela base

B={or'(U): UCou(Wy) U aberto },
¢

onde ¢ percorre o conjunto de cartas de algum atlas suave A que gere a estrutura de £. Afirmamos
que a familia

{¢k7 Wk}
gera um atlas suave para j ¥E e, portanto, esse espaco admite uma estrutura suave. A demonstragao

desse fato seguird nas proximas linhas.

Proposicdo 2.7.3. A fungées de transicio vy o ¢! sdo suaves.

Demonstragio. Sejam (¢ = (z,u), W) e (¢ = (y,v), P) cartas em E. Sendo ¢(W) = X x U, dado
uk) = (x,u,uy) € Wy, podemos encontrar um polinémio P, : X X U tal que seu valor em x seja
u e suas derivadas avaliadas em z sejam iguais u; para cada upla J, de modo que a subvariedade
I' = ¢~ !(Graf (P,w)) satisfaz ¢y (jiT) = (z,u,uy), onde ¢(p) = (z,u). Identificaremos o ponto
(z,u,u’) com (z, P, ). Temos entdo

wk © ¢;1(l’, Pu(k>> = wk © ¢;1($,U,UJ) = wk(jgr) = (w(p)van(Wl © w(P))%
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onde g = g(y) é fungdo que representa a subvariedade I' nas coordenadas (y,v). Na primeira
entrada, temos a associagdo u — ¥ o ¢~ '(z,u) que é suave. Na outra entrada, temos a associacio

(:C7 Pu<k)) — an<y)7

onde y = pry o ¢ oy~ (x,u). Segundo as férmulas obtidas na proposi¢io anterior que relacionam
g(y) com f(z), especificamente as férmulas dadas pelas equagoes 2.7.1 e 2.7.2, onde f é uma fungao
que representa I' com respeito a carta ¢, essa associagao pode ser reescrita como

(I’,Pu(k)) — (y7 Pu(k)) — 6J|’A/{7TU © ¢ o ¢_1 © (]‘ X Pu(k)) © [ﬂ-y o ¢ o ¢_1 © (]‘ X Pu(k))}_l}a

que é suave. Para o leitor ficar seguro quanto a ultima afirmacao sugerimos a leitura do Apéndice
B. O

O seguinte exemplo serd usado para provar a préxima proposicio; esta assegura que J*FE é
Hausdorff e segundo contavel.

Exemplo 2.7.4. Seja G,,,(V) a Variedade de Grassmann dada por construir uma estrutura suave
no conjunto formado pelos subespacos m-dimensionais do espaco vetorial de dimensao finita V
(veja [17]). Afirmamos que

JlRm—i—n ~ Rm—‘rn X Gm(Rm+n)

Pelo exemplo 2.7.1 sabemos que duas variedades m—dimensionas I' e A tem contato de ordem 1
p se, e somente se, seus respectivos planos tangente coincidem em p. Assim, naturalmente temos,
sem ambiguidade, a associacao bijetiva

I:ﬁF% (p, T,T).

Vamos lembrar rapidamente como é dada a estrutura de diferenciabilidade de G,,(V) para mos-
trarmos que a associagdo acima ¢ um homeomorfismo; aqui dimV = m + n. Tome P subespaco
m—dimensional e () subespago tal que

V=Pa&Q.

Seja Ug o conjunto formado pelos subespacos de dimensao m que interceptam P trivialmente e
L(P,Q) o conjunto das transformacoes lineares de P em ) (que pode ser identificado com R™").
A funcao

b L(P,Q) = Ug

dada por
Y(A) ={zv+ Az; z € P}

é tal que ¥~! é carta. Voltando ao problema, mostraremos que a funcao / em coordenadas é
difeomorfismo. Dado A arbitrariamente, tome (¢ = (y,v), W = R™*") carta tal que A é localmente
grafico com relagao a ¢ (tome tal carta como sendo uma permutagdo das coordenadas (z'), ou
seja, ¢(z') = (oW ... 20" 7)) para alguma permutacio o). O aberto W; contém todas as
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subvariedades que sdo transversas a V = ¢~ !1({0} x R"), ou seja, tais que seu espago tangente
intersepta trivialmente V'; colocando

P=<ell . em>e Q=V,

de maneira que valha a decomposigao R™™ = P @ @, é simples concluir que I : W, — W x Uy é
i

bije¢ao. Escrevendo convenientemente as coordenadas de ¢1(W;) por (y, v, ﬁ)’ teremos
)
-1 -1 of. ~1 1
(¢X¢ )OIO(bl (y7vaayj>_<¢xw )OI<]pF)7

para alguma subvariedade I' que é localmente grafico de f com respeito a ¢. O tangente da
subvariedade I" em p é dado por ¢; [T, (Graf f)], onde ¢~ (y, f(y)) = p (observe que ¢, = ¢). Nao
é dificil ver que

(0 x ™) o I(5,T) = (y, A),
com ‘
af’

Concluimos a partir da igualdade acima que que (¢ x ¥~!) o T o1t =1, logo difeomorfismo
e, em particular, |y, é um homeomorfismo. Um simples argumento baseado no fato de I ser
bijecao e homeomorfismo local permite concluir que I ¢ um homeomorfismo. Concluimos que de
fato JIR™™ ¢ Hausdorff e segundo enumeravel; por definicao, portando, uma variedade suave.
Resumindo, temos a equivaléncia entre variedades suaves

JlRern ~ Rm+n % Gm(Rm+n)
Proposicio 2.7.5. A topologia de J*E ¢ Hausdorff e sequndo contdvel.

Demonstragio. (a) (Segundo enumerdvel) Tome uma base enumeravel {W"},cy de E formada
por dominios de cartas ¢". Considerando todas as permutacoes das coordenadas de R™",

¢ (. am) = (2°W), L o)),
o conjunto
W},
tal que W™? = Dom (¢° o ¢™) é uma base enumeravel para a topologia de J*E.

(b) (Propriedade Hausdorff) Sejam FE e S variedades suaves difeomorfos via a fun¢ao F'. Defina
JFE - JFE — J*S pondo JFF(jET) = jllii(p)(F(F)). Se ¢ é carta para S entdo ¢ o F' é carta
para F e teremos que

b0 (J'F) o (po F)it =1,

ja que se T for escrita localmente como (¢ o F)™*{(z, f(x))} entdo F(T') pode ser escrita
como ¢ (z, f(z))}. Concluimos entdo que J*F é um difeomorfismo em coordenadas e,
logo, J¥E é um homeomorfismo. Se W for aberto coordenado de E, dominio de uma carta
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¢ = (21, ..., 2™™), entdao JEW C J*E é aberto. Com efeito, considere (¢7, W¢) carta tal que,
se ¢(p) = (x',...,2™*"), entdao ¢7(p) = (270, ..., 27"*") & permutacao de {1,...,m +n};
vale a igualdade J*W = |, W7, pois claramente W° C J*W para toda o e, dado uma
subvariedade I" de W, ela é escrita como grafico de funcao com relagao a ¢ para alguma
permutacio o. Como consequéncia, se W é qualquer aberto de E teremos que J*W é aberto

de JFE.

Mostraremos inicialmente que J'E é Hausdorff. Dado j;F Jq LA distintos, se p # ¢ basta
tomar vizinhancas coordenadas W e P depeq, respectlvamente disjuntas, e teremos W; e P;
sao abertos disjuntos contendo, respectivamente, ]pF e Jp 'A (aqui nada tem de especial com
k=1). Se p = ¢, tome W aberto difeomorfo a R™*" contendo p. Sem perca de generalidade,
podemos supor que I' e A sdo subvariedades de W. De acordo com o exemplo (2.7.4) e o
que concluimos no pardgrafo anterior temos j'W ~ R™™ x G,,(R™™) (homeomorfismo)
permitindo concluir que J'W é Hausdorff; separando ij de le em J'W acarreta em uma
separacdo em J'E, ja que J'W é aberto no espaco J'E, portanto J'E é Hausdorff. Para
finalizar, observamos que a aplicacao

™ J'E — J'E

dada por ij = Jp IT" ¢ continua, pois em coordenadas é uma projecio. Se I' e A podem ser
escritas como graﬁcos de fungoes com relagdo a uma carta (¢, W), p € W, entao

7.]pA € Wk

e logo podem ser separados por abertos disjuntos (estdo no dominio de uma mesma carta).
Caso contrario, necessariamente seus planos tangentes em p sao distintos, de modo que

permitindo, via a continuidade de ¥, separar ]pF de ]1’;/\ por abertos disjuntos e isso completa
a demonstracao da proposicao.
m

Posto a estrutura de J*E, destacamos alguns fatos elementares:

(a) As fungoes
. J*E — J°E

dadas por
s (j,T) = ;T

com s < k (se s > k essa associagdo dependerd de representante), sdo submersoes, pois fixado
uma carta ¢ temos que ¢, o ¥ o ¢! é uma projecio.

(b) Dado uma subvariedade mergulhada I', a fungao

" T = J'E
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dada por j*(p) = j;;f‘ é um mergulho, pois dado carta ¢ = (z,u) tal que I'" é localmente
grafico de u = f(x), temos que § = m, o ¢|r é carta e, em coordenadas, j* é dada por

¢k ojk © 5_1(1') = (ili’, f(x),an(ilf))

concluindo que j* ¢ imersdo. Por outro lado, os abertos de I' sdo dados por W N T com W
aberto de FE, e é facil notar que vale a igualdade

J*WNT) = JW N (),
concluindo que j* é mergulho. Denotaremos essa subvariedade mergulhada por j*T.
(c) Se F: E — P é um difeomorfismo, entao a fungao
JVE L JFE — JFP
dada por J*F(jIT) = jllé(p)(F(F)) ¢ um difeomorfismo.
Se um grupo de Lie G age suavemente em uma variedade suave F, ele induz uma acao suave
U, :GxJ'E— JE

dada por \I/k(g,jjjf‘) = Jkg(j;ff‘) (veja (c) acima), que denotaremos simplesmente por ¢ - j;fF.
Escolhendo um sistema de coordenadas locais (¢ = (z,u),W), de modo que x represente as
variaveis independentes e u as dependentes, perceberemos que, essencialmente, essa a¢ao ¢ a mesma
que a acao estendida definida anteriormente (veja 2.6.1). De fato, se I' é localmente gréfico de
u = f(x) entao localmente

gl =go ¢ {(=z, f(x))}.

Para escrevermos isso na forma ¢~ *{(z, h(x))}, precisamos que
(2, h(z)) = dpogo¢™(z, f(x)).
Observe que para g suficientemente proximo de 1, a regra
g-(z,u)=¢ogo¢ (z,u) (2.7.3)
define uma agao suave local em ¢(W) = X x U. Também préximo de 1,
g9-(z, f(z)) = (Z,(gf)(®)) = (g5)(T).

Como g - jﬁOF = j!’;po (gT") é determinado pelas derivadas até ordem k de ¢gf no ponto g, temos

Oe(g - jpT) = g+ j*s(xo),

onde do lado direito temos a acao estendida definida pela equagao 2.6.1.
Para concluir que Wy, é suave, basta mostrar que g — Wy (g, j]’,fF) é suave uma vez que j]’;F —
Wi(g,j50) = JFg(jiT') é claramente suave. Dado h € G temos que hI' é gréfico de u = f(z) com
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relacdo d = ¢ o h~!. Iremos concluir que para g préximo de h tem-se que gI' é grafico com relacdo
a 0. Observe que localmente

d(gr) = d0gh™ o0~ H(z, f(2))} = gh™{(z, f(2))},

onde usamos a notagdo dada na equagao 2.7.3. A questdo agora é: quando gh~'(z, f(x)) =
(z,u(7))? Sabemos que isso ocorre desde que gh™! esteja préximo de 1 ou, equivalentemente,
desde que g esteja préximo de h, em virtude da continuidade da associacao g — ¢g~!. Posto isso,
para g proximo de h, a associacao, onde zg = d(gp) e s =1 x f,

g = 0k 0 Wi(g, jiT) = 6k (jb,oT) = (gh™") - j*s(x0),

é suave, pois do lado direito temos a ac¢ao estendida (veja Apéndice B) com relagao a agdo definida
acima pela equacao 2.7.3. Isso completa o argumento que justifica a suavidade de Wy.

No caso mais geral de espagos de jatos nao precisamos nos preocupar quanto ao dominio da
acao estendida uma vez que, agora, independente da subvariedade em questao ser transversa ou
nao com relagdo a um dado sistema de coordenadas previamente fixado, ela estda definida para
todo GG. Mais sobre a estrutura dos espacgos de jatos como apresentado neste trabalho pode ser
encontrado em [25]. Para finalizar esta se¢do, a qual objetivivamos entender o que vem a ser um
equacao diferencial entre variedades, faremos uma ultima definicao.

Definicao 2.7.6. Seja E uma variedade suave e m € N. Um sistema de equacoes diferenciais de
ordem k definida em E é uma subvariedade mergulhada fechada A de J*E. Uma solucdo de A\ é
uma subvariedade mergulhada m— dimensional I C E tal que j*T estd contida em A.

Se M e N sao variedades suaves, m—dimensional e n—dimensional, respectivamente, um pro-
blema em que pretendamos encontrar funcoes f : M — N a partir de informagoes sobre suas
derivadas, pode ser interpretado como o problema de encontrar o grafico de f, ou seja, uma sub-
variedade mergulhada de E = M x N. Ao traduzirmos esse problema como “uma subvariedade
mergulhada de J*E”, poderemos encontrar solugoes (subvariedades) que podem nao ser transver-
sas a N em todos seus pontos, e deste modo nao poderao ser ser escritas como grafico de funcao
f: M — N. Assim, algumas solugoes poderao apenas ser interpretadas como regras multivalentes
f: M — N. Uma solugdo I' que corresponda a uma funcao f, ou seja, Graf f = I' é entendida
como uma solucao classica, de outro modo serd dita solucao nao-classica. Veremos no préximo
capitulo, uma consequéncia de 3.1.8, que uma solugao nao-classica ¢ limite de solucgoes classicas.
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Capitulo 3

Fibrados, Acoes Projetivas e Operadores
diferenciais Entre Fibrados

3.1 Fibrados

Muitos problemas em Matematica e Fisica podem ser descritos por considerar fungoes suaves
entre variedades. A uma funcao suave f : M — N, temos associado uma nova fungao suave s =
Ixf: M — MxN cujoaimagem ¢ o grafico de f com a propriedade pryos = I e, reciprocamente,
se s: M — M x N é tal que m o s = I, temos bem definida uma tnica funcao f : M — N
dada por f = pr, o s; o espago M é denominado espaco base e M x N espago total. Uma das
vantagens de olhar sob esse ponto de vista é que permite uma generalizagao da nocao de cartesiano
de variedades e também de funcdes entre variedades. Como exemplo, quando 7 : E — M ¢é uma
submersao entao, localmente, em virtude do Teorema do Posto, podemos olhar £ como produto
cartesiano com M funcionando como “espaco base” e E “espaco total”, mas nao necessariamente
E é um cartesiano trivial; nesse caso uma se¢ao s : M — FE, ou seja, tal que mos = I;, nos dd uma
generalizacao da nocao de fungéo entre variedades com a imagem de s funcionando, de certa forma,
como o grafico de uma fungao suave (isso ocorre de fato em coordenadas). O conceito de fibrado
nos permite essa generaliza¢do e é mais rico que uma simples tripla (E, 7, M), onde 7 : E — M
é submersao (tal tripla é denominada variedade de fibras), em virtude de exigir trivializagoes
locais em sua definicao. Grande parte do trabalho poderiamos trabalhar apenas com uma tripla
que é apenas uma variedade de fibras mas, ao estudarmos equagoes diferenciais entre variedades
naturalmente surge uma relagdo com o que iremos definir como fibrado vetorial. Assumiremos de
agora em diante que todas as variedades sao conexas.

Defini¢ao 3.1.1. Uma variedade de fibras é uma tripla (E,x, M) tal que 7 : £ — M ¢é uma
submersdo. A variedade M é denominado espaco base e E espago total. O conjunto 7=!(z) := E,
é denominado fibra sobre x.

Exemplo 3.1.2. A fungao 7 : E =R3>—0 — M = S? dada por 7(x) = ‘:c| define a uma estrutura
T

de variedade de fibras na tripla (F,m, M). Observe que E, é r — 0, onde r é a reta passando por
x e 0. Em particular todas as fibras sao difeomorfas. No caso da submersao 7 : TM — M onde
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7(X,) = = temos que cada fibra, além de serem difeomorfas entre si, admitem naturalmente uma
estrutura de espaco vetorial, TM, = T, M. Se considerarmos F = m; : R2—0 — R teremos que nem
todas as fibras sdo difeomorfas entre si, pois Ey = {(0,y); vy # 0} é desconexo; se considerarmos
F : R — E uma se¢ao que associa a cada ponto x um vetor for¢a F'(x) necessariamente qualquer
particula langada de um certo ponto xy ndo poderia passar pelo ponto (0,0), isso parece irreal ja
que nesse caso estamos tratando de um problema fisico e ndo ha impossibilidade imediata de um
movimento aleatério ter tal restrigao.

A defini¢ao de fibrado da um caracteristica comum as fibras, a saber, que todas sao difeomorfas
mas é mais forte que isso.

Defini¢ao 3.1.3. Uma tripla (E, 7, M) é dita fibrado (ou feixe de fibras) se para cada = € M
exite uma tripla (W,, F, d,), denominada trivializagdo ao redor de x, onde W, é vizinhanca de z
e
O i HW,) — W x F,
¢ um difeomorfismo satisfazendo
Tlx-1(w,) = Pry © 0y

Observe que por essa definicdo 7 é automaticamente uma submersao e, nao é dificil mostrar,
dada duas trivializagoes (W, Fy, d,) e (W,, F,,d,) as variedades F, e F, sdo difeomorfas; deno-
minamos F' = F, como fibra tipica. Caso as fibras tenham uma estrutura adicional e as fungoes

trivializantes preservem essa estrutura, dizemos que o fibrado em questao é de tal estrutura. O
fibrado tangente T'M de uma variedade suave M é um fibrado vetorial, veja defini¢ao abaixo:

Definicao 3.1.4. Um fibrado vetorial é um fibrado 7 : £ — M tal que cada fibra
E,={p € E; n(p) = x} é um espaco vetorial e, para cada x € M, existe trivializacdo ao redor
dez, §: 7 Y(U) — U x R", tal que a restrigao

pryod: E, - R"
é isomorfismo de espagos vetoriais para cada x € U.

Cada fibrado vetorial admite uma secao especial, a se¢do nula, que associa cada x € M ao
elemento nulo de F,, ou seja,

((x) =0.

Se (p) = (m, ¢(p)) é carta trivializacao para o fibrado m, com ¢ isomorfismo nas fibras, temos a
seguinte representagao para a se¢ao nula

e reciprocamente.
O seguinte exemplo de construcao de fibrados a partir de outros fibrados serd usado adiante.
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Exemplo 3.1.5. Seja 7 : £ — M um fibrado e p : H — M uma funcao suave. O fibrado pullback
de m por p é a tripla (p*E, p*m, H) onde

p*E ={(h,p) € HxE; p(h)=mn(p)}

e p*m é definida por
p'm(h,p) = h.

Isso é de fato um fibrado com mesma fibra de 7. Inicialmente observe p*E = (p x m)"*(Ays), onde
Ay ={(z,z); x € M}. Além disso, a subvariedade mergulhada A, é transversal a p x 7, uma vez
que dado (X,Y) € T,M xT, M, x = p(h) = 7(p), vale a igualdade (X,Y) = (0,Y —X)+ (X, X) €
(pXx7)(Z) +T(22)Anr; de fato existe Z tal que (0,Y — X) = (p.(0), (74)p(Z)), pois 7 é submersao,
lembrando que (7 X p), = 7. X p, : T,E x T,H com as devidas identificacoes. Logo temos que
p*E é uma subvariedade mergulhada do cartesiano H x E. Sejam h € H, p(h) = x, e trivializagao
local
6o i T (Wy) = Wy x F

para m. A funcdo A, (k,p) = (k, pry 0 9,(p)) é uma trivializagao local para p*E ao redor de h,
Ag: (pm) " p (Wa)) — p (W) x F.
As fungoes \j, sao claramente suaves e é simples concluir que sao bijetivas. Como

(An)s = (pro0dy)s x 1

concluimos que (). é sobrejetiva e consequentemente serd isomorfismo. Portanto as fungdes A,
sao difeomorfismos, concluindo que (p*E, p*m, H) é um fibrado com fibra igual a de 7.

Defini¢ao 3.1.6. Um subfibrado de um fibrado (F,m, M) é determinado por uma subvariedade
E' de E tal que a tripla (E', 7|, 7(E')) venha a ser um fibrado. Denominaremos 7|, subfibrado
de 7.

Uma carta ¢ = (z°,u®) é um sistema adaptado para o fibrado 7 : £ — M se (x') é um sistema
de coordenadas para M e vale z'(p) = 2 o m(p). Todo fibrado (inclusive variedade de fibras)
admite uma sistema adaptado de cartas ao redor de cada ponto, pois se (z') é um sistema de
coordenadas ao redor de z, em virtude das fungoes (z') o 7 := (z') serem independentes, podem
ser completadas a um sistema sistema de coordenadas (z',u®) em E. Uma segao s : M — FE ¢é
uma funcao suave que satisfaz m o s = 1);. A seguinte proposicao da as condigdes para que uma
subvariedade m—dimensional seja imagem de uma secao local.

Proposicao 3.1.7. Seja w : E — M uma submersao. Dado uma subvariedade mergulhada T’
de E, m—dimensional, temos que T corresponde a imagem de uma se¢io suave s (possivelmente
local) se, e somente se, sao satisfeitas:

a) 'N E, tem no mdximo uwm ponto.
p

(b) Dado X, € T,T', se m.(X,) =0 entio X = 0.
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Demonstragio. Denotaremos Ker m, = Vert,(7), conjunto dos X, € T,E tais que m,(X,) =
0. Se é valido os itens acima a fungdo a restrigao w|p : I' — 7(I") é difeomorfismo pois, pela
propriedade (a) é injetiva e se (7|p).(X,) = m(X,) =0, X, € T,I" entdo X, = 0 de acordo
com (b). Logo, por argumento de dimensdo, concluimos que (7|r), isomorfismo sempre. A
funcdo m|! é a requerida secdo. Reciprocamente, se ' =1Im s, s : U C M — E secdo suave,
entdo 7|r o s = 1y e os itens acima seguem dessa igualdade. O

Com relacao ao fibrado trivial £ = M x N temos claro a nocao de variaveis independentes e
variaveis dependentes, a saber, as coordenadas de M fazem o papel das varidveis independentes.
Generalizando em um fibrado m : £ — M, o espago base serd interpretado como o espago das
varidveis independentes. Observe que se ¢ = (z°,u®) é um sistema adaptado de coordenadas em p
e s uma secao local entao

progosod(z) = porosod(al) = (2')
segue que, em coordenadas, s é da forma

s(x') = (a', f (")), (3.1.1)

onde f(z') = pryo ¢ oso¢l(x?), e isso deixa claro o que significa M servir como espago das
variaveis independentes. Denotaremos s = u® o s.

Uma vez que temos coordenadas independentes bem definidas em um fibrado « : £ — M,
¢ possivel definir uma nocao de espaco de jatos que assemelha-se a que definimos na secao 2.5.
Considerando I',(7) o conjunto das segoes locais com relacao a m, definidas numa vizinhanga de
x, ja temos bem definida uma relagao ~j nesse conjunto, pois identificando uma secao local com
uma subvariedade regular m—dimensional temos a continéncia

Lu(m) € Ty(m) (3.1.2)

onde o conjunto da direita é formado pelas subvariedades mergulhadas m-dimensionais que
passam por s(x) (veja secdo 2.7). Dado s,7 € I'g) (), definimos a relagao s ~j 7, se s(z) = r(z)

e
a\J\(uoz 050 (zi)—l) ol g ol e
Oxi...0x" @ @) = " ggd T g
para todas as uplas simétricas J = (iy, ..., 4;) com #J < k. De fato, observe que

u®oso (x')t = f(a"),

f dada em 3.1.1. Como ja foi provado na ultima se¢do do capitulo anterior, essa relagdo estd bem
definida, ou seja, independe da escolha de um sistema adaptado de cartas. Pondo

T = U Talm)/ ~x

rzeM

denominaremos esse espaco por espaco de jatos de 7. Seus elementos serdo denotados por j¥s(x),
com s sec¢ao. Ele admite uma estrutura de variedade suave cujo as cartas sao dadas por

oMl s

Or(j"s(2)) = (2 (), s (2), 55 1a);
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onde ¢ = (z,u) é um sistema adaptado de cartas. A diferenca entre J*(7) e J*(E) é que no
tltimo permitimos “mudancas das varidveis independentes”, enquanto em J*(7) temos fixados as
coordenadas independentes que é dada em relacdo a uma carta adaptada. Observe que temos a
seguinte caracterizacao

JE(m) = {j;fF € J*E; T,I' N Vert,(r) = 0}.

A préxima proposicao mostra que, de certa forma, J¥E é o acabamento (completamento) de J*(7r)
assim como o espaco projetivo é o acabamento do espago Euclidiano. Mais que isso, permitird inferir
que solugoes de equagoes diferencias no sentido nao-classico (onde permitimos fungdes multivalentes
como sendo solugoes) é limite de solugoes no sentido classico.

Proposicao 3.1.8. Seja 7 : E — M um fibrado. O espaco J*(r) é aberto e denso em J*(E).

Demonstracio. A forma como foi construida sua estrutura de diferenciabilidade permite concluir
imediatamente que J*(7) ¢ aberto em J*E. A densidade seguird dos seguintes fatos:

(a) Se f: X — Y é continua, aberta, sobrejetiva entdo, se A é denso em Y, f~!(A) sera denso
em X. Observando que 7 : J*E — J'E satisfaz essas propriedades, mostrando que J!(7) é
denso em J'E concluiremos, em virtude da igualdade

(m) (' (m) = (),
que J*(m) é denso em J*E,

(b) Considere G = G,,,(R™*") a variedade de Grassmann (veja 2.7.4). Dado @ subespaco
n—dimensional, afirmamos que o conjunto

Vertg ={P € G; PNQ =0}

¢ denso em G. Para ver isso, escreva R""" = P’ @& @)’ e considere aberto Uy dominio de uma
carta ¢ em G. Os abertos bésicos de G sdo dados por ¢y ~*(V) com V aberto de ¢(Ug/) = R™,
1 percorrendo o atlas natural para G, de acordo com 2.7.4. Consideraremos um aberto
basico arbitrdrio de G e mostraremos que Vertg o intersepta, ou seja, Vertg Ny~ (V) # &;
equivalentemente existe matriz A € V' tal que

(WA ={z+Az; € P}H)NQ=0.

Fixados uma base z',...,2™ de P' e 3!, ...,y" de Q, a ultima igualdade ocorre se, e somente
se, existe A tal que

T(A) = det(z! + Aa', e + A"yt y") £ 0;

mas observe que T é um polindmio em R™” e, necessariamente, nao se anula em abertos,
a menos que seja identicamente nulo, mas esse nao é o caso, pois se z!,..., 2™ é base de P,
definindo Ax? = 27 — 27 temos que T'(A) # 0.
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(c¢) Uma vez que as subvariedades I" que sao gréaficos de uma segao suave préximo de p com relagao
a pr; : R™ — R" sdo caracterizadas por satisfazerem

T,I'Nn(0xR") =0

e o conjunto Vertxgrny (conjunto dos planos tangentes que interceptam trivialmente 0 x R")
¢ denso em G,,(R™™), devido ao item anterior, dado aberto

UxV C Rern % Gm(Rm+n> ~ JlRm+n

e p e U, existe T,I" = (p, T,I") € J'(pry) tal que (p,T,T') € U x V, ou seja, J'(pr;) é denso
em J'R™™. Seja ¢ = (z%,u”), com dominio W = ¢~ }(IW; x WW,), um sistema adaptado
de cartas. Nao ¢ dificil concluir os seguintes fatos: J'W ¢ difeomorfo a J'(¢(W)) via

(') (p, T,I') = (¢(p), ¢(T,T)), vale a igualdade
JHm) N J'W = {T,T € J'W; T, nVert,(r) = 0}

e (J'¢)(Vert,(m)) = Vertyp)(pry) = Vertoxrn). Dessa forma, dado (¢(p), Ty o(I')) €
JY(pry) N (J'¢) (W), garantido pelo que fizemos no inicio deste item,

T¢(p))¢(r) N Verty(p) (pr;) =0,

logo T,I" N Vert,(7) = 0, concluindo que (p, T,T") € J'(7) N J*W, mostrando a densidade de
JY(m) em JY(E). Isso completa a demonstragdo da proposigio.

Exemplo 3.1.9. Seja pr; : E =S"xS™ — S" fibrado trivial. Dada se¢do s em coordenadas,
com relacdo a uma carta ¢ = (y'), por s(é(x)) = (¢(x), f(d(x))), f: S* — S™, a partir da
igualdade f(¢(x)) - f(¢(x)) =1 obtemos as relagoes

ai’wf'f<x>:06

(05120:f) - f(x) + 05l f - Oilaf = 0;

lembrando que 9;f : S" — R™*! é dada por x — 9;|o(f o ¢~ 1)(te; + ¢(z)). Considerando o
fibrado trivial Pr; : R*1 x R™+! — R+ obtemos a caracterizaciao

J*(pry) = {(x,u, 0u, Ojju) € J*(Pry); vz =u-u=1; Qu-u=0e dyju-u+0u-0u =0}

Exemplo 3.1.10. Considere pr; : R x M — R fibrado trivial, com M variedade suave.
Uma secao s(t) = (¢, «(t)) corresponde a uma curva t — «(t) definida em M de modo que é
simples concluir a equivaléncia J'(pr;) = TM.
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3.2 Fibrados de Jatos

Estudando nas coordenadas candnicas as fungoes
mf JYE = J'E, | <k,

dadas por 7} (jET') = jIT', concluimos que sio projecdes e, logo, submersoes. Mais que isso, de fato
(J*E,7f, J*E) é um fibrado. Se 7 : E — M for um fibrado, também serd um fibrado

T s JE(T) = M,
onde m(j*s(x)) = x = 7o 7¥(j%s(z)), onde aqui consideramos 7§ : J*(r) — E dada por
78 (j%s(x)) = s(z), que nada mais é que a restrigao de 75 : J*E — E ao espago J*(r).

Proposigao 3.2.1. 7f : J*E — J'E é um fibrado, 1 <1 < k.

Demonstragio. Seja (¢ = (x,u), W) carta ao redor de p € E. Uma trivializagdo ao redor dos
elementos jé)F onde ' e W é

§: (a)H(Wy) = Wy — Wi x RY,

onde 5(j5f) = (j]ljf,pr o gbk(j;ff)) (para definicdo de ¢y veja secao 2.7), onde pr é a funcdo que
projeta as derivadas de ordem maior que [. Dessa forma, a funcao ¢ ¢é bijetiva, pois se j]l)F = j(l]A

concluimos que ¢ (L) = ¢(j4A) e, como ¢ = ¢ x (progy) (por definicio £ x g(x) = (f(z), g(x)),
segue que 0 é injetiva; é simples perceber que essa funcao é sobrejetiva e claramente é suave. Uma
vez que vale

(¢ x 1)obdog,t = (domogy') xpr,

concluimos que 4, é sobrejetiva e, mais ainda, se
0= (¢l © 7le © qblzl)*(X» Y) X (pl‘)*(X, Y) = (X’ Y)v

necessariamente (X, YY) = 0, concluindo que d, é injetiva e por conseguinte § é difeomorfismo. Para
finalizar, observe que

Ty (jaT) = jiI' = pry 0 6(jiT),

seguindo que  é uma trivializacao. m

Para mostrar que 7§ : J*E — E é um fibrado nio d4 para fazer uma demonstracio analoga
a da proposi¢do anterior, pois nenhuma fibra de 7% estd contida em abertos coordenados Wj.
Mostraremos inicialmente que os jatos de espacos euclidianos sao fibrados triviais e usaremos esse
fato para trivializar localmente 75 : J*E — E.

Proposicao 3.2.2. w} : JFR™ — R™* ¢ um fibrado trivial.
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Demonstragio. Sejam p € R™™" = E e F = (nf)71(0) = T'y(m)/ ~1. Dado p € E, uma vez que
F,:qeE—=q—peck

é um difeomorfismo, G, = J*F, : J*E — J*E é um difeomorfismo e carrega difeomorficamente
(78)~Y(p) em F. Definindo
§:J'E—-EXF

por 5(]’5F) = (g, Gq(jgf‘)) = (q,78(T — q)), demonstraremos que essa fungao é uma trivializagao
global. Para qualquer subvariedade mergulhada m-dimensional I' de £ e p € I, existe carta ¢ em
E ao redor de p, dada por ¢(z?, ..., 2™t = (270, .. 270 7™+ para alguma permutacio
o, logo uma transformagao linear, tal que I' é grafico de funcao com relagdo a ¢ (veja inicio da
segdo 2.7). Definindo 1¥(q) = ¢(¢ — p), obtemos uma carta ao redor de 0 € E. Escrevendo
or(J0T) = (¢(q), 01 f (pry 0 9(q))) = (a,b), onde f é a funcdo que representa a subvariedade I' com
relacdo a carta ¢, 6 em coordenadas sera dada por

[ % (pry 0 6)] 0.8 0 671 (0, b) = [ X (13 0 )] (g, J4(T — @) (3:2.1)
sendo ¢(p) = (xo, ug) € facil concluir, usando que ¢ é linear, a igualdade
Vv, u) = ¢z + 20, u + ).

Assim, se ¢(q) = (z1,u1), um simples cdlculo mostra que I' — ¢ podera ser escrita localmente como

T —p=9¢ -z, flx) —uw)} =0 H{y, fly +21) —w)},
de modo que
pry © P, (T = p)) = (Osly=of (y + 1)) = (9 f (1)) = b;
(observe que x; = pry o ¢(q)). Portando

(3.2.1) = (Yo ¢ '(a),b)

permitindo concluir que a associacdo dada na equagao (3.2.1) é suave. A fungdo 0 é claramente
uma bijecdo e, como é um difeomorfismo local, é um difeomorfismo. Claro que (7§)~1(E) = J*E
e vale 7§ o (5(]’51“) = q = pry(q, j5(T' — q)), concluindo a proposicio. ]

Observagao 3.2.3. Aqui convém dar a nog¢io de isomorfismo entre fibrados. Sejam 7 : E — M
fibrado e p: P — N funcao suave. Se existirem difeomorfismos [ e g tais que o diagrama abaizo
comuta

E—"s-M
f
PN
entdo p também serd fibrado. Nessas condigoes, se § : mY(U) — U x F é uma trivializagio
local, 6(p) = (w(p), h(p)), entao € ficil concluir que

A f(rmH(U)) = g(U) x F,

Q
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dada por Nq) = (p(q),h(f7(q))) , € uma trivializagio local de p e, dada trivializa¢ao local de
p, obtemos, analogamente, trivializacao local de w. Dizemos nesse caso que esses fibrados sao
isomorfos. Assim, se E € difeomorfo a P via a fungdo H entao, a partir do sequinte diagrama
comutativo

Jkp L gk p
ERE
0 0

FE— .p

concluimos que as trivializacoes locais de w§ : J*E — E nos dd trivializacoes locais de w§ : JEP —
P e reciprocamente.

Proposigao 3.2.4. Seja E uma variedade suave. Entio 7 : J*E — E é um fibrado.

Demonstragio. Seja (¢,U) um sistema de coordenadas em E tal que ¢(U) = R™" (por simpli-
cidade, pois aqui poderiamos considerar apenas que ¢(U) é difeomorfo a R™*" de acordo com o
que comentamos acima). A partir do diagrama

ok
JU Cc JFE~—~UCE

T

Jk]Rm-‘rn o Rm—i—n

: il

Rern % F L> Rern

onde F' =Tg(m)/ ~y e 4 trivializacao global (veja proposicao anterior), podemos concluir que uma
trivializacao é

A= (¢"' x1p)odo Jrg.

Observe que A é um difeomorfismo como composta de difeomorfismos (J¥¢ ¢é difeomorfismo pois
¢ o ¢). Por outro lado, temos que

pry 0 A(j,T) = (67" x 1p) 08 0 J*6(j,T) = pry o (67" x 1) 0 8(jg(,) (4(T))) =

=pry o (67" x 1p)(8(p), *) = pry(p, *) = p = 75 (52T,

concluindo a igualdade
T = pr; o \.

Para finalizar, basta observar que de fato J*U = (7§)~1(U). O

Proposigao 3.2.5. Considere o fibrado trivial pr, = R™ x M — R™. Entao ny : J*(pry) — R™ é
um fibrado trivial.
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Demonstragio. Seja d, : R™ — R™ dada por 0,(y) = +y. Dado s € I';(pry) (veja 3.1.2) podemos
definir a secdo r € I'g(pr;) por
r(y) = (¥, pra(s(62(y))))

cujo as derivadas em 0 dependem apenas dos valores das derivadas de s em x. Desta forma, a
funcao
§: JE(pry) —=R™ x Ty(pr,)

J* ()~ (2, 51(0))

define um difeomorfismo, como pode ser facilmente checado, e tem-se que

pry 0 0(j"s(x)) = m5 o pry(5*s(x)).
[l

Proposicao 3.2.6. Ser : E — M é um fibrado também serd 7y, - J*(7) — M dado por m, = womf.
Demonstragio. Considere § : W = 77 1(U) — U x F uma trivializagio local de modo que U seja
difeomorfo a R™. Considere a restrigao |y : W — U, que é um fibrado trivializado pela fungao 9.
E simples notar que (78)~4(W) = J*(7|w) e, definindo J*6(j*s(z)) = 7¥(d(s(x))) temos o seguinte
diagrama comutativo
T () = T (pr)

J{ﬂwowg \Lprloﬂ'g

U U
com J*§ difeomorfismo (essa funcio ¢é a restrigao de J*§ : J*W — J*(U x F') ao espago J*(7|w) e,
essa por sua vez, ¢ um difeomorfismo). Uma vez que U ¢ difeomorfo a R™, entao pryorf : J*(pr;) —
U é um fibrado trivial, em virtude da ultima proposi¢do juntamente com o que observamos em

3.2.3. Assim, novamente pela observagao 3.2.3, podemos trivializar 7|y onf : J*(7) — U, concluido
que y, : J*¥(7) — M ¢é um fibrado. O

Para o leitor interessado em saber mais sobre a estrutura dos espagos de jatos em fibrados
sugerimos a leitura de Saunders [31].

3.3 Acoes Projetivas

Sem: E — M é um fibrado, quando consideramos G agindo suavemente em E podemos
estender a acdo de G a uma acio suave Uy em J¥E e a uma acio suave local em J*(r), dada por
g-j%s(z) = j%(gs)(T). A agao em J*(m) é na verdade a restricio de ¥}, a algum conjunto aberto
U tal que

IxEcUcCGxJE,
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isso porque quando I" representa localmente imagem de uma secao suave s6 podemos garantir que
gl é localmente imagem de uma se¢ao suave quando g estd proximo o suficiente de 1 € G. Porém,
quando consideramos agoes projetivas, de acordo com a definicdo abaixo, entao a agao sera global
e igual a restrigao

Wl Gsh(n)-
Definicao 3.3.1. Seja 7 : E — M uma variedade de fibras e suponha que G age suavemente em

E. Dizemos que agao é projetiva se tivermos 7(gp) = 7(gq) sempre que 7(p) = 7(q).

Uma consequéncia imediata é que no caso projetivo podemos definir uma agdo suave de G
em M decretando que gz = m(gp), onde w(p) = z; observe que essa associagdo independe do
representante em F,. Por outro lado é suave pois

lgxm:GxE—->GxM

é¢ uma submersao e, sendo Vg e ¥,; as acoes de G em E e de G em M, respectivamente, temos
que
Waro (1 xm)(g,p) = VEe(g,p)

é suave (lembre-se que se 7 : X — Y é submersao entao g : Y — Z é suave se, e somente se, 7 0 g
é suave). Com isso, temos o seguinte diagrama comutativo:

]fg]f
M2 M

No caso projetivo, se s é uma se¢ao local em z, entdao 7o g(s(x)) = gz e, escrevendo y = g~ 'z,
vemos que a funcdo gs := g o so g ! é uma secio suave com dominio g(Dom s). Desta forma

podemos escrever acdo de G em J*(7) simplesmente por

g-j*s(z) = j*(gs)(gx)

(observe que nesse caso T = gzr).

Vamos definir uma nocao de secao invariante, com relacdo a agdes projetivas, de maneira a
manter a coeréncia entre a nocao de subvariedade localmente invariante; uma vez que estamos
sempre associando uma sec¢ao a sua imagem a coeréncia ¢ necessaria.

Definigao 3.3.2. Seja m : £ — M uma submersao no qual G age projetavelmente. Definimos
uma acao de G no espaco das segoes locais de m pondo

(gs)(x) := g *s(gz), sempre que gz € U.
Uma secao local s : U C M — E é dita G invariante se gs = s.

Podiamos ter definido uma secao invariante com sendo tal que sua imagem é uma subvariedade
localmente G-invariante e, como consequéncia, essa definicao seria um caso particular.
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3.4 Operadores Diferenciais Entre Fibrados

No capitulo 2 comecamos a trabalhar a nocao de sistema de equacoes diferenciais como sendo
uma subvariedade mergulhada fechada do espago de jatos da variedade em questao (veja 2.7.6).
Daremos um generalizagao dessa nogao formalizando o conceito de operador diferencial entre fibra-
dos. Uma motivacao lidica: suponha por exemplo que A7!(0) seja uma subvariedade mergulhada
de J¥E, onde A : J*E — R! é suave e 0 valor regular dessa funcdo. Sabemos que um grupo G esté
contido em Sim(A) se ele mantém a subvariedade A invariante. Essa subvariedade corresponde a
uma secio A do fibrado vetorial pry : J*E x Rl — J*E (pr; sendo a proje¢io no primeiro fator),
no qual G age projetavelmente por g(z,y) := (gx,y), dada por A(j5T') = (jiT', A(jiT)), onde aqui
usamos o simbolo A com dois significados 6bvios. Sabemos que estd bem definida uma agao de
G no espago das segoes de pry, uma vez que temos uma acao projetiva. Assim, se tivermos que
gA = A, ou seja,

g-AGT) =g (Alg - 4iT)) =g (g 52T, Alg - o)) = (JiT, A(g - j3T)),

entdo quando A(jFT) = 0 (zero da fibra ' (j*T')), 0 mesmo devera ocorrer com A(g-jFT); isso
corresponde a nocao de G ser grupo de simetria da equacao A. Essa maneira de ver o problema
nos direciona para a seguinte definicao:

Definicao 3.4.1. Seja E uma variedade suave. Um operador diferencial em E é um secao suave
A definida em um fibrado vetorial p : D — J*E. Um operador diferencial determina uma equacio
diferencial dada por A = 0. Uma soluc¢dao do problema A = 0 é uma subvariedade I' tal que
A(j5T) = 0 (elemento nulo do espaco vetorial p~'(j5T)) para cada p € T,

Pelos comentarios acima, essa definicao engloba nossa definicao de sistema de equagoes di-
ferenciais definido em E. De fato se A é uma subvariedade mergulhada fechada de J*E existe
funcdo suave A : j*(7) — R! tal que A = A~Y0) (vide 2.3.2. Estamos escrevendo R! mas o
teorema que garante a existéncia de A mostra que essa fungdo tem contradominio R; para nés é
interessante que 0 seja valor regular e, caso nao seja, localmente poderemos caracterizar A com
tal, contudo precisamos dessa caracterizagdo para conseguir a se¢do A) e, entdao, podemos definir
asecdo A : JFE — J*E x R! pondo A(j}’,ff) = (j}’,fF,A(j;fF)) de modo que o problema ]’T e A
torna-se equivalente a A(jT') = (j}T,0) = 0. Quando 7 : E — M é um fibrado, o problema de
encontrar solucdes de A = 0 (suponha aqui que A C J*(r)) consiste em encontrar se¢oes de 7 tais
Ao j¥s: M — D seja a secdo nula.

Exemplo 3.4.2. Dados M variedade e campo X : M — T'M suaves, podemos definir um operador
A JYpry) — JY(pry) x TM, onde pry : R x M — R é a projecio no primeiro fator, decretando
que

!

A(jla(t)) = (7ra(t), a (t) — X(a(t))).

As solugdes do problema A = 0 sdo as curvas integrais do campo X.
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Capitulo 4

Solucoes Invariantes

4.1 Introducao

A procura por solugoes invariantes € um dos poucos métodos que permite obter solucoes ex-
plicitas de sistemas de equacoes diferenciais. O método se baseia no fato de existirem invariantes
locais para acao de de um grupo G em M sob certas restrigoes sobre a a¢ao. Descreveremos um
método, que estara parcialmente justificado nas préximas linhas, do procedimento para encontrar
solugoes invariantes. As demonstracgoes rigorosas e generalizagoes das ideias trabalhadas nessas
linhas seguirdo nas subsequentes se¢oes. Suponha que G age em M x N C R™*™ projetavelmente
com Orbitas s—dimensionais e que tenhamos uma agao regular. Dado py = (zo,y0) € M x N
existem m — s invariantes locais y* = n’(x), invariantes com relacao a agao de G' em M, definidos
préximo de zy. Pondo n'(z,y) = n'(z), o conjunto y* forma um conjunto de invariantes locais da
acao de G em M x N proximo de pg. Podemos completar esse conjunto com mais n invariantes
v' = (*(z,y) de modo que tenhamos um conjunto completo de m + n — s invariantes para a agao
de G em M x N. Escrevendo

y:n(I)v v:C(x,u) (4'1'1)

para cada fungao invariante u = f(z), temos associado uma tnica fun¢do v = h(y) envolvendo
as novas variaveis, sob certas restricdes sobre a acao. Lembramo que uma func¢ao f é invariante
pela acao de G se as fungoes f e gf coincidem em seu dominio comum de definigao (e sempre que
gf representar uma fungao). Vejamos como é possivel obter essa associagdo. Como o conjunto
n',...,n™ * é independente existe uma upla Z = (2%, ..., z%"—*) tal que

o
03

é nao singular. Usando o Teorema da Fung¢ao Implicita podemos obter as remanescentes entradas
7, que denominaremos varidveis principais, em funcao de (Z,y), ou seja, T = 0(Z, y) para alguma
funcao suave 9; as coordenadas ¥ denominaremos variaveis paramétricas. Suponha também que
possamos obter u em funcao de x e v, u = 5(36, v) para alguma fungao suave J. Como veremos isso
sempre sera possivel quando tivermos uma ac¢ao infinitesimalmente transversal. Assim teremos

)

u=19(z,7,v) =

(Z,0(Z,y),v) =9(Z,y,v) (4.1.2)
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com ¥ suave. Seja u = f(z) fun¢do suave invariante pela acdo de G. Devido a 4.1.1 e 4.1.2 temos
que

f(x) =u=9(,y,0) = 0(F,n(x), ((, f(x))) (4.1.3)

Observe que pondo h(y) = h(n(z)) = ((z, f(z)), temos bem definida uma fun¢do suave, pois
quando n(z) = n(z) necessariamente x = gz para algum ¢ e, consequentemente,

Cla, f(2) = Clg(x, f(2))) = (2, (9/)(2) = C(2, f(2)),

uma vez que f e gf coincidem em seu dominio comum de definicdo em virtude da invariancia de
f. Por outro lado h(y) é suave pois h o n(x) é suave; veja argumento abaixo do ponto de vista de
espacos quocientes. Isso mostra que a funcao f deve assumir a forma

u= f(z) =0 n(x), h(n(z)))

onde v = h(y) é uma fungdo suave e temos a associacao f — h, devido a 4.1.3. Reciprocamente,
dada fungao suave h(y), ao obtermos implicitamente uma fun¢ao v = f(x) a partir da equacao

v =z, u) =z, f(x) = h(n(z)) (4.1.4)

uma vez que devem valer as igualdades

(g, (9f)(gx)) = C(g(x, f(2))) = C(z, f(x)) = h(n(z)) = h(n(gr)) = ((gz, f(gx)),

onde usamos 4.1.4 e o fato que ( e 1 serem G—invariantes, obtemos as duas igualdades

(9f)(gz) = V(gz,y,v) e f(gr) =V (gT,y,v) (4.1.5)

ja que u = Y(Z,y,v) é obtido a partir da equagdo v = ((x,u) de acordo com 4.1.2. Isso diz que
resgatamos uma fungdo invariante a partir de um funcdo suave h(y). Observe que essa funcao
necessariamente tem a forma

f(I) = 19(5’ yvv) = 79(53\777@)’ h(n@)),

onde usamos a segunda igualdade dada em 4.1.5 juntamente com 4.1.4. E interessante reescrever
esse processo na linguagem dos espacos de érbitas, pois uma correspondéncia interessante surgira.
Observe o diagrama:

MxN-"—= M

l’ﬂMXN iﬂM

MxN-Z~ M

onde Ty« N € Ty A0 as projegoes quocientes e T(x,u) = T; claramente essa regra é uma fungao,
jé que quando ocorrer (z,u) = g(y,v) = (g, Q(y,v)), entio 7(z,u) = T = § = 7(y,v), ¢ é suave
pois vale

Tomysn(z,u) =my om(x,u).
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Sabemos que y = 1(Z) 1= n(z) é carta ao redor de 7y € M e (y,v) = (1 X C)(TET/U) = (n(x),{(z,u))

—_—~——

é carta ao redor de (zg,yy) € M x N. Uma fungao da forma v = h(y) corresponde a uma segao
da variedade de fibras determinada por 7 dada por

5(z) = (n x Q)" (n(x), h(n(x)));

de fato, pois (n x ¢)((x,u) = (n(z),¢(z,u)) implicando em (n x )~} (n(x),*) = (z,*) e disso
mos = 1. Juntando tudo o que fizemos até entao obtemos uma correspondéncia entre as segoes
locais de 7 e as fungbes u = f(x) que sdo G—invariante. A partir de agora iremos tomar a dire¢ao
de estudar, com relagao a um fibrado 7 : £ — M no qual G age suavemente e projetavelmente, a
correspondéncia entre as se¢oes invariantes de 7 e as segoes de 7 : E — M.

Suponha agora que tenhamos uma equacio diferencial A(z,u®) = 0. Se procuramos uma
solugao invariante, pelo que fizemos acima é necessario que localmente

para alguma funcao suave h(y). Quando expressamos as derivadas de u em termos das derivadas
de h e n com relagao a y, o jacobiano da funcao u etc., obtemos

ou 9 .. 09 0v0n  090vdn
Usando o fato que T = §(Z, y) podemos obter 277 em termos de y, z assim obtendo
x
ou . ov
87.1’ — 791(377?/7 v, @)

0
Continuando o processo de diferenciacao, usando a regra da cadeia e substituindo a—n quando
x

ocorrer chegaremos a uma féormula geral
u™ = 9,(z,y, ™).

O que de fato ocorre ¢ que quando substituimos u™ na equacio A = 0 obteremos uma equagao
A(z,y,v™) que corresponde a uma equagio A(y,v™) definida em M; cada solucio dessa equacio
nos dara uma solucao invariante da equacao A e reciprocamente. Como ja ressaltamos podemos
ter quocientes com estruturas topoldgicas interessantes (por exemplo R?/Z = T?) e assim se faz
necessario o uso da linguagem de espacos de jatos para tornar rigoroso o método anteriormente
mencionado. A seguir, construiremos o espaco de jatos invariante, formado por classes de subva-
riedades invariantes pela acdao de G, denotado por I¥, e mostraremos que existe uma identificacdo
natural I*/G ~ J*(E/G). Com relacio a um fibrado  : E — M, teremos um correspondente
I*(7). Muitos exemplos interessantes de aplicacdo do método descrito acima poderdo ser encon-
trados na referéncia [14].
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4.2 O Espaco de Jatos Invariantes

Quando procuramos solugoes invariantes podemos nos restringir a um espago menor que todo
o espaco de jatos J¥E, esse espaco, que denominaremos espaco de jatos invariante e denotaremos
por I*. é formado por classes de subvariedades que sdo localmente G—invariantes. A seguinte
proposic¢ao nos garante que ao invés de trabalharmos com subvariedades localmente G —invariantes
podemos trabalhar com subvariedades G—invariantes permitindo dar uma definicdo de I* mais
facil de ser tratada.

Proposicao 4.2.1. Se G age suavemente e reqularmente em E e porp € E passa uma subvariedade
n—dimensional N que é localmente G invariante (ou seja, para todo v € N existe V, vizinhanga
del € G tal que V.- N C N ), entao existe uma subvariedade GN , n—dimensional, G—invariante
passando por p.

Demonstragio. Seja A = {(¢a, Us)} atlas para N. Entao {(¢09,9 ' (U,))} define um atlas suave
para GN = {gz; g € G e x € N}. Seja {U,} base enumeravel para a topologia de N de modo que
VokWar C U, onde V,;, é vizinhanga 1, Wy, aberto em N e U,, = U, Wy (para ver que é possivel
construir tal base, usa-se o fato que dado = € N existe vizinhanca V, de 1 tal que V, N C N e
logo a restrigdo Wy, «n : Vi, X N — N estd bem definida e é continua). Para cada upla (n, k) tome
vizinhanga S, de 1 com S, = S;kl e S2, C Vup. Podemos escrever G como G = Uy, GrmnkSnk
(uma vez que, em geral, se G = Uyeg gV, V vizinhanca de 1, podemos extrair uma subcobertura
enumeravel), consequentemente {gm..SuWnr} € base para a topologia de GN. De fato, dado
gz € g(U) (aberto bésico de GN) entao para alguma upla (n, k), v € W, C U, C U (pois {U,} é
base para N e U, = U, Wyi) e também g = gnrh com h € S,i. Assim,

concluindo que é base. Se U for aberto de E entao GNNU é aberto de GN, pois dado gr € GNNU
existe aberto V de N, gz € gV, de maneira que gz € gV NU = g(VNg 'U) e este conjunto é aberto
de GN uma vez que V N g~ 1U é aberto em N. Concluimos, por conseguinte, que a topologia de
GN ¢ Hausdorff. Para completar, uma vez que a agao ¢ regular e temos GN variedade invariante,
a proposigao 2.3.8 nos assegura que 7(GN) = 7(N) = N é uma subvariedade. Observe que em
geral se P = U, O(x,) é unido de 6rbitas, dado O(v) € m(P) necessariamente O(v) C P e logo
v € P. Com isso podemos mostrar que N é subvariedade mergulhada, pois dado aberto bésico gU
em G N existe aberto V' de F tal que U = NNV (considere aqui U # &). Dessa forma, temos que

m(gU)=7n(VAN)=7n(G(VNN)) =rn(GVNGN)=n(GV)Nr(GN) =n(V)Nxn(N),

pois se O(v) € 7(GV N GN) concluiremos, pelo que dissemos acima, que v € GV N GN, pois
esses conjuntos sao uniao de érbitas uma vez que sao invariantes. Pelo fato de N ser subvariedade

mergulhada e transversal a m concluimos que NG = 7~ !(N) é subvariedade mergulhada. ]

Nas condicoes de uma acao regular, devido a proposicao anterior, podemos usar a seguinte
caracterizagdao do espago de jatos invariante:

I"={jT e J'E; GI =T} (4.2.1)
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Caminharemos no sentido de dar uma estrutura de diferenciabilidade para esse espago sempre
considerando fixada uma acao regular de G em FE.

Observagao 4.2.2. Quando temos um fibrado (ou apenas uma submersao) m : E — M, podemos
definir o espaco de jatos invariantes de 7, denotado por I*(r), que é formado por jatos de seges
locais que sao invariantes (ou seja, sua imagem é uma subvariedade G invariante; levemente
diferente de 3.3.2); aqui, porém, ndo podemos garantir que por todo ponto p € E existe uma se¢do
local s tal que s(x) = p e s seja G—invariante. Para que isso ocorra precisaremos exigir mais sobre
a agdo de G em M, a saber, que a acdo seja infinitesimalmente transversal. Se j]’;F € I*¥ eT pode
ser escrita, localmente ao redor de p, como imagem de uma segdao local s, entao claro que s é se¢ao
localmente invariante e teremos, portanto, que j}’;F € I¥(n). De fato vale a igualdade

I*(z) = I" N J*(x).

Precisamos eliminar uma possivel confusio que surge ao lermos essa intersecao considerando a
caracterizagio dada em (4.2.1). Nao necessariamente os elementos jKU € I*(m) sao tais que
gl =T'. Um exemplo simples: considerando a a¢do de SO(2) em pry : R x R — R, entdao uma
subvariedade invariante conexa de dimensao 1 é um circulo com centro na origem e nenhum circulo
é imagem de segao com rela¢ao a pry.

Lema 4.2.3. Se I', A sdo subvariedades mergulhadas G—invariantes (ou podem ser localmente
apenas) com jiU' = jiA, entdo jE(A) = jE(T).

Demonstragdo. O resultado seguira facilmente mostrando que é possivel construir um sistema de
coordenadas (t,y,v) ao redor de p tal que as 6rbitas de G sao dadas pelos slices {(y,v) = cte} e
ambas as subvariedades I' e A possam ser escritas localmente como graficos v = f(y) e v = g(y),
respectivamente, com f e g independente de ¢t. Dividiremos a demonstracao em duas partes, onde
na primeira mostraremos o fato mencionado neste paragrafo.

(a) Seja ¢!, ..., (™"~ um sistema de coordenadas para O(p) e complete o conjunto (*o 7y, a uma
carta ¢ = (t/,(" omyy) ao redor de p (veja 1.3.5). Como (¢ o mpr)|o(g) = cte nenhuma dessas
fungoes pode fazer parte de um sistema de coordenadas para qualquer érbita e, consequen-
temente, se (£, (% o ) é carta para I, necessariamente deveremos ter [ = s uma vez que
algum subconjunto de {#/, (% oy} devera formar uma carta para O(p) C T cujo a dimensio
¢ s. Como ¢(I') e ¢(A) tem contato de ordem k em ¢(p), existe uma projecio pr = pr, ) que
é carta tanto para ¢(I") tanto para ¢(A) ao redor de ¢(p) e que envolve todas as t—entradas
(de fato todas as coordenas t devem fazer parte, uma vez que pro ¢ = (t/*, (% o my) seré
carta para I' e logo um subconjunto de {t/*, (% o 7} serd carta para O(p)). Dessa forma,
sendo f = (prlsm) " e g = (pr|sa)) " localmente essas subvariedades assumem a forma

{6, fly. ) e {(y,t,9(y, 1)},

concluindo que I' e A localmente sdo dadas por

oty fty)re oty g(t,y)}

83



respectivamente. Proximo de p uma oOrbita contida em I' assume localmente as formas

{g; pryod(q) = (cr,e2)} e o H{(t,y, f(t,y))},

com ¢y e ¢y constantes. Isso permite concluir que

(c1, f(t, 1)) = (c1, ¢2)
para todo t concluindo que f é independente de t.

(b) Por outro lado, definindo N
¢(q) = pry 0 ¢(q) (4.2.2)

obtemos uma carta ao redor de p. Quando g € I' teremos

o(@) = (y(q), f(¥(2))),

mostrando que T é localmente dada por (5_1{(34, f(y))}. Agora é simples concluir o resultado,
pois se I' e A tem contato de ordem k em p, entao as derivadas f e g com relagao a y coincidem
até ordem k. Como as derivadas com relagdo a t coincidem, pois sao nulas, concluimos que
j}’;F = j}’;A e reciprocamente.

]

O espaco invariante tem uma estrutura natural de diferenciabilidade onde as cartas sao dadas
por "desconsiderar as ¢ derivadas’. Para concluir isso, seja (¢ = (,y,v), V') carta tal que ¢ = (y,v)
¢ carta em M como no lema acima. Entao as funcoes 6, dadas por

05(75T) = (t(p), ok (FE(T))),

definidas em I* NV, onde I = mp(I), formam um atlas suave. O lema anterior garante que essas
funcoes independem de representante. Quando 5¢(j§1“) = Jy( jf;A) concluimos que p = ¢ e, consi-
derando a igualdade ¢y, ( ]g«(f)) = o, ( j};«(]\), o lema anterior nos garante que j;;F = j]’;A, concluindo
que 04 ¢ uma bijegao (a funcdo d4 age como a funcdo ¢ desconsiderando as ¢ derivadas da funcao
que representa a subvariedade I', j4 que essas se anulam; essa observacao ja seria suficiente para
concluir a suavidade das funcoes de transicao). Observe a partir da caracteriza¢do dos abertos
basicos de I* que a topologia gerada por esses deve ser a mesma que a topologia induzida de J*E,
ja que ao redor de qualquer ponto de F podemos encontrar coordenadas que determinam as érbitas
via slices, o que permite construir as cartas do lema anterior. Verifiquemos que esse atlas é suave
e que a estrutura é compativel com a de J¥E, ou seja, que a inclusio ¢ uma imersdo.

(1) Dadas duas cartas ¢ = (t,y,v) e ¢ = (s,u,w) como no lema anterior, escreva (a,b) =
) — = 1 s
5u(GET) = (5(p), Gr(E(E))), assimm G (b) = 75(F), de modo que

550 (84)M(a,b) = 8,(jAT) = (t(p). Sx(GE(D)) = (t(p). du 0 By (b)):
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A segunda coordenada varia suavemente e independente da variacao de a, de acordo com a
formula. Quando fixamos b permanecemos na mesma Orbita de modo que temos a igualdade

t(p) = tos '(a),

concluindo que as fungdes de transi¢ao sao suaves (diretamente, reescrevendo (a, b) = (a, by, bo, bs)
onde (b1, bs) corresponde aos valores de (y(p),v(p)) = (y(p),v(p))), ficamos com t(p) =
to ¢~ 1(a,by,by) que é uma associagao suave).

(2) Vejamos como fica a inclusdo ¢ : I* — J*E nas coordenadas ¢, e d,. Escreva conveniente-
mente, como usual,

(ty,0,00) = (6, F(9), 05 () = (t(p), ok (FA(T)) = 65(JyT),

onde v = f(y) representa a classe de [ em pcomv=f (t,y) representando a classe de I" em
p, com f constante com relacao a t. Ficamos com

0108, (ty,v,05) = o 0 1(T) = di(jT) = (6(p), 0y f(6(p)))

/ . / . . ~ ~
onde agora os indices J consideram as t derivadas da funcao f, que neste caso sao todas
nulas. Aplicando uma permutacao ¢ na igualdade acima de modo que as t derivadas figurem
nas ultimas coordenadas ficamos com a igualdade

—1 -1
¢kOLO(5¢ (t,y,'U,’U])—O' (t,y,v,vJ,O,...,O),
concluindo que a inclusao é uma imersao.

A acdo de G em J¥E mantém invariante o espaco I* e dessa forma est4 bem definida e é suave
a acao
Uy G x M — IF,

De fato, quando I' é G—invariante entao g - j*T = jg,(g - T') = j¥ (T') (essa observagao também é
valida quando I' é apenas localmente invariante uma vez que teremos g-I" localmente G—invariante).

O lema anterior nos diz que uma subvariedade I', G-invariante, é tal que sua ordem de contato
em um ponto p determina a ordem de contato em todos os pontos de p, uma vez que necessariamente
da igualdade jéi(F) = j;’?(A) seguird que ng = jéfA sempre que ¢ = p. Por outro lado, uma vez que
vale a igualdade g - j}’;F = jgpf, juntando o que dissemos imediatamente acima, é possivel perceber

que a orbita determinada por j]’;F com relacdo a acdo de G em I* é completamente determinada
pelo elemento jg(F) € J¥(E). De fato temos o difeomorfismo:

Proposigio 4.2.4. [* ~ J*(E).
Demonstragio. Sendo 7y, : JFE — JFE a projecao canodnica, considere a bem definida fungao

M (AT = j5(D).
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Essa funcdo é uma bijecido pois quando jiT' # jFT" entdo, ou p # ¢, e claramente esses elementos sdo
associados a elementos distintos via 7(%), ou caso estejam na mesma érbita, ter-se-a que j;;l" # j]’;A
para algum p, logo para todos ¢ com 7(q) = 7(p) e, pelo lema anterior, ambos sao levados em
elementos distintos via 7*); novamente o lema anterior garante a sobrejetividade. Para verificar
que essa associacdo é suave basta estudar a suavidade de 7 o | x. Seja ¢ = (t,y,v) carta como

no lema anterior. Escrevendo como usual

(tv y’U7UJ) = (t7 Y, f(y)a an(y)) = (t(p), %k(]g(f)) = 5¢(]5F)7

onde, f = f(t,y) é uma funcdo suave que presenta a classe de I' em p e é constante com relagao a
t, e ¢ é dada por (4.2.1), obtemos a igualdade

Ef © (W(k) © Wk’I"’) © (5(;1(t,y,v,vj) = é;k(]g'(f‘)) = (y> f(y>7a]f(y)) = (y7U>UJ)>

concluindo a suavidade (isso era de se esperar uma vez que (/) é carta para érbitas e a funcao 7%
nio sente a variacdo de pontos numa mesma 6rbita). Mais que isso, concluimos que 7% o 7| é
uma submersio e, como m|;x também é submersdo, teremos que 7*) serd submersao e bijetiva,
portanto difeomorfismo em virtude de 1.3.12. n

Observacgao 4.2.5. O leitor atento deve ter notado que para argumentacao acima Ser vdlida,
mesmo o enunciado da proposi¢ao ter sentido, € necessdrio que a agdo restrita de G em I* seja
reqular, pois caso contrdrio ndao tem sentido o quociente I¥ /G = I* no contexto diferencidvel. Para
eliminar esse problema, poderiamos usar a bijecdo natural ™) : IF — J’“(E) e decretar a estrutura
de I* de modo que essa funcdo seja difeomorfismo, mas para nés o mais coerente serd demonstrar
que a acao de G em I* é reqular (veja 4.4.7).

Se A é uma sistema de equacoes diferenciais definido em FE, espago onde G age regularmente
e suavemente, com G grupo de simetria de A, ao procuramos solugoes invariantes estamos pro-
curando subvariedades tais que j*I' C A N I*, uma vez que solucdes sdo subvariedades I' tais
que j;fF € A para cada p € I' que ¢ mesmo que j*I" ser subvariedade de A. Quando ocorrer de

A N I* ser uma subvariedade de I*, e logo serd uma subvariedade fechada ji que A é fechada (
I* — (ANTIF) = (J*E — A) N IF), teremos

A=a®(AnT)

serd uma subvariedade mergulhada fechada de J*(E) e, logo, um sistema de equacdes diferenciais
definido em E; mais que isso, as solugoes invariantes de A estardo em correspondéncia biunivoca
com a solugoes de A. Aqui hd um porém, nao podemos garantir que a intersegao seja uma
subvariedade mergulhada de J*E, por isso iremos referir a A como sistema reduzido.

Teorema 4.2.6. Dado um sistema de equagoes diferenciais A definidos em E, espago no qual G
age regularmente e suavemente, se G € grupo de simetria de A, entdo cada solugao I' do sistema

reduzido A corresponde a uma solugio T' = 7= 1(T') de A, G—invariante, e reciprocamente.
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Demonstragio. Se j*T ¢ AN I* entdo 7 (5*T) = j¥T) ¢ A = a®(A N I¥), mostrando que
solugoes invariantes correspondem a solugoes de A. Rec1procamente dado I' solucao de A, a
subvariedade I = 7~ (T") ser4 solucdo de A, pois quando Jy ET) € A, para algum ¢ € O(p) temos

que j#(T') € A (lembre que A =7®(ANI®)): uma vez que G é grupo de simetria de A, teremos

g jqr_.]gqgr_]gpFGA

A essa altura um exemplo nos ajudara a colocar os pés no chao.

Exemplo 4.2.7. (Equacao de Burgers) Considere a equagao A : uy + utt, + ty, = 0, cujo o grupo
de simetria é dado por integrar os campos X; = 0., Xo = 0y, X3 = 20, + 2t0;, — u0,, X4 = t0, + 0,
e X5 = xtd, + t?0; + (v — tu)d,. O grupo associado a X, tem agao dada por

Gy (x,t,u) = (x + et t,u+e€),

e cada orbita ¢ determinada pela sua intersecao com o plano x = 0 de modo que tem-se a iden-
tificacio R?*/G, ~ R?  Os invariante sdo dados por y = n(z,t) =t e v = ((z,t,u) = u — z/t
(essa agao é projetiva e estaremos colocando as coisas na forma como foi abordada na introdugao).
Ficamos com v = v + x/t = v+ y/t, onde aqui x faz o papel de Z. Calculando as derivadas,

w = v+ (tye = Y) /12 =01, Up = Vo, Upw = Vaw = 0,
e substituindo na equacao A ficamos com
A:v+v/t=0=tvo,+v=0,
cuja solugdo é v = 1/t + ko levando nas solugoes invariantes
u=(x+ko)/t.

As subvariedades invariantes podem ser parametrizadas por fungoes v = f(t) com relagao a carta
global (z,t,v) = ¢(z,t,u) = (x,t,u — x/t), ou seja, uma subvariedade invariante tem a forma

Li{(x,t, f(t) + /1), (2,1) € R?*}.
A carta &, é global para I e
06 (s L) = (2,8, F(1), fi(t), fur(t)),

sendo que em J?(IR3) o espaco invariante ¢ dado por
gb?( ;ttu ): (x7tvf(t)aoaft(t)a070>ftt(t))-

Uma vez que procuramos obter A precisamos determinar quem é a subvariedade obtida por A.
Fixando a carta 1 = (z,t,u), a subvariedade A serd dada por A = ;' (A71(0)), onde

A(x, b oy Uy ) = U+ Uy + Uy
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Vejamos o que é preciso para ocorrer j2I' € I® N A. Como I' é da forma ¢~ '{(z,t, f(t))}, se
escrevemo-a na forma {(z,¢,g(z,t))} ficamos com a relacao

f(t) = g(z,t) —x/t,

e, deste modo, como g, = 1/t, gzx =0, ¢ = f; — x/t?, ficamos com
0= Ao @Z)Q(jégx,t,u)r) - A([E,t,f(t) + ZE/t, ]-/t?ft - I/tQ,O, *, *) =

fo—x/t + (f(t) + /)1t = up +u/t = 0 = tu, +u,

que ¢é independe da varidvel paramétrica © = T como prometido pela teoria geral. Dessa forma,
escrevendo A = tu; +u entdo I® N A =5 (A71(0)). Como

% © wil(j(Qx,t,u)Ff) = (ta f(t)> ft? ftt)

~ —_ 1 o~
vemos que, de fato, A = 7@ (I N A) =4, (A7(0)) e a teoria geral nos garante que todas a
solugbes invariantes por G sao dadas pelas solugoes de A.

Considere agora o grupo

Gy : (z,t,u) — (ez, e*t, e “u).

O ponto (0,0,0) tem 6rbita 0—dimensional. Entao restringiremos nossa aten¢ao para £ = R? — 0
onde a agao é regular. Quando (z,t) # 0 temos que (e‘x, e*t, e “u) intersepta uma tnica vez o
cilindro S* x R e dado qualquer ponto (z, ¢, u) no cilindro temos que r = ex, t=e*y, u=e“u

/ / 1 —e*x
, o =uxfe, Yy = e Por outro lado, quando (z,t) = 0 temos que as
orbitas de Ly = {(0,0,e u),u > 0} e L_ = {(0,0,e “u),u < 0} ndo poderdo ser separadas por
abertos disjuntos no quociente. Desse modo, o quociente E/G3 pode ser identificado com S' x R
mais os pontos infinitamente préximos {L;} e {L_}, logo ndo é um espago Hausdorff. Um fato
geral, suponha que M e N sao espagos topologicos com M Hausdorff e N nao Hausdorff, digamos
p e g em N nao sao separaveis por abertos disjuntos. Suponha que f : M — N é continua com
f(z) = p. Como f é continua, temos que f(z,) — f(x) = p para qualquer sequéncia x, — x.
Entao, se existir infinitos valores de k tais que f(x,, ) é diferente de p, necessariamente concluiremos
que lim f(z,,) = ¢, pois ¢q esta infinitamente préximo de p. Seguiria que f assume dois valores em
x, 0 que nao é possivel. Portanto, qualquer sequéncia x,, que convirja a z é tal que f(z,) é quase
constante, ou seja, a partir de um certo ng, f(r,) = p sempre que n > ny.

Quando escrevemos uma subvariedade mergulhada I'/G de E//G3 como grafico de funcao I'/G =
¢~ (x, f(z))} ndo poderemos ter, por exemplo L, € I'/G, pois L, seria imagem da fungio
continua x — ¢~ !(z, f(z)), e de acordo com o argumento anterior nao é possivel obter tal funcio
f, pois a associacio x — ¢ (x, f(z)) ¢é bijetiva. Nestes casos, precisamos considerar regras
multivalentes, permitindo que f possa assumir dois valores, por exemplo, f(z) =Ly e f(z) = L_,
de modo que fora desses pontos f seja uma funcao suave, teremos eliminado o problema. Por isso,
vamos nos restringir a subvariedade S! x R de E/G35 que é Haussdorff. Um conjunto independente
de invariantes para agao de G é

com u = u/e"

n=t"'2% (=au.
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Tratando 1 como varidvel independente e ¢ como dependente obtemos, onde ¢ = Cn»
uy = 0[¢(n) /x] = ¢ Jx = —t*x(

Uy = (mm{l —()/2* = -7+ 2-1¢
Uge = 227 5C + x’lflC/ + 4at 2"

que ao substituirmos na equacao A nos da a equacao

Acan*¢" +n2¢—2-n)¢ +¢2-¢) =0

Para o leitor interessado no estudo da Equacao de Burgers sugerimos a leitura de [32].

4.3 A Hipdtese de Transversalidade

Na se¢ao anterior mostramos que cada solucao invariante de um sistema de equacoes diferencias
corresponde a uma solugdo em um sistema reduzido definido no espaco quociente, Teorema 4.2.6.
Quando consideramos 7 : £ — M um fibrado e um sistema de equagoes diferencias em F, podem
surgir solugoes, via o método das solugoes invariantes, que nao correspondem a solugoes classicas,
ou seja, que nao sao segoes do fibrado m. Por exemplo, se consideramos G : (z,t,u) — (z,t+ €, u)
agindo no fibrado trivial pri,,; : £ = R? x R — R? teremos que £ = R? Considerando os
invariantes y = x + u e v = u, y fazendo papel das novas variaveis independentes e v a nova
varidvel dependente, qualquer funcdo v = h(y) definida em F/G determina uma subvariedade de
E dada pela equacio u = h(x + u), exceto quando h'(y) # 1. Assim, a funcio v = h(y) = y é
tal que a subvariedade invariante dada pela equacdo u = h(z + u) é o plano z = 0, que nao pode
ser escrito como gréfico de fungdo u = f(z,t). Esse fenomeno, porém, ndo ocorrera se a agao for
infinitesimalmente transversal, o que definiremos abaixo. Antes, um exemplo onde a agdo nao é
infinitesimalmente transversa.

Exemplo 4.3.1. considere SO(2) agindo em R? — 0, cujo as érbitas sdo circulos. As subvariedades
localmente invariantes de dimenséao 1 conexas devem ser pedaco de circulo. A partir disso, fica claro
que pelos pontos da reta x = 0 nao passa nenhuma subvariedades localmente G—invariante que é
dada pelo grafico de uma fungao suave u = f(x). Esse problema serd eliminado caso solicitemos
que a acao seja infinitesimalmente transversal no sentido que as érbitas sejam transversais ao
espaco U,. Veja a proposicao:

Proposigao 4.3.2 (Transversalidade das érbitas). Considere G agindo suavemente e reqularmente
no fibrado trivial pry : E = M x N — M. Se para cada p € E, tem-se que T,0(p) N T,U, = 0
(nesse caso dizemos a ag¢do ser infinitesimalmente transversal em p), entdo existe uma subvariedade
localmente invariante (logo existe uma invariante) passando por p que pode ser parametrizada
localmente por grifico de fung¢io u = f(x) para alguma fungio suave f.

Demonstragao. A condigao de transversalidade infinitesimal pode ser reescrita como g,N7T,U, = 0,
onde aqui tem-se que g, = 17,0(p) = ker((7g)+)p, 7r : E — E a projegao natural. Com isso temos
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que ((mg)s)p(T,U,) = V é uma subespago de dimensao n de Tw(p);,E . Qualquer subvariedade T

passando por p que satisfaz T5(I')) NV = 0 sdo tais que 77 1(T) serd uma subvariedade invariante
que poderd ser escrita como gréafico de fungao u = f(z) préximo de p, uma vez que é mergulhada
e transversa a subvariedade U, por construcao, veja 1.6.3. [

Vejamos como isso pode ser interpretado do ponto de vista infinitesimal. Sejam
X =) Gz, u)0y + > OF (2, 1) Oye,

=1,...,7, os geradores infinitesimais da acdo de G em E. A condicao de transversalidade em p
é equivalente a

Posto(Gh(p))mxr = Posto(C(p), ¢ () m-nyr = dim O(p) (4.3.1)

Com efeito, uma vez que o conjunto { Xy} gera 7,0(p), o lado direito da igualdade acima sempre é
valido de modo que podemos supor r = s, ja que é possivel extrair um conjunto gerador linearmente
independente. Supondo valido a igualdade dada em (4.3.1), se ocorrer

v="> ad"Xi(p) =D b"Oyelp
k=1 «

(isso é o mesmo que v € g, N T,U,) teremos necessariamente que

Z akcz(p)@xl = 07
ki

uma vez que o conjunto {0,i|y, Oy} ¢ linearmente independente. Essa igualdade é equivalente a

(Cli(p))a =0, a= (alv i) a’s)

concluindo que a = 0, pois posto de (¢ (p)) é maximo, e logo obtendo a condig¢io de transversalidade
infinitesimal. Reciprocamente, escrevendo Xy, = Y}, + Z, onde Yy, = 35, (1(p)0yi, se Y = 3., a'Y;
(é 0 mesmo que supor Posto(¢i(p)) < s) obtemos a igualdade

Xj = ZGZ}/Z + Zj = ZCLZ<Xk — Zk)
i#] i#]

permitindo concluir que X; — 37, aX; = — Dit a'Z; € g, N T,U, = 0 contradizendo o fato de
{X}} ser um conjunto linearmente independente.

A proposicao anterior nos diz que nas condi¢oes de uma agao regular e infinitesimalmente
transversal podemos garantir que por cada ponto passa uma fungao u = f(z) G—invariante definida
localmente. Mas nem sempre podemos garantir que existe uma funcao globalmente definida G-
invariante passando por todos os pontos (desconsiderando o caso trivial f = cte). Logo mais, no
contexto de agOes projetivas e transversais em fibrados, teremos um resultado que nos garante a
existéncia de se¢Oes globais, porém a transversalidade neste contexto sera levemente diferente da
transversalidade infinitesimal.
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Exemplo 4.3.3. Considere G : (z,y,u) — (x + €,y + €u,u) com varidvel dependente u. A agao
é regular com gerador infinitesimal dado por X = 0, + ud,. Como Posto(1,u) = Posto(1,u,0)
sempre, temos uma agao transversalmente infinitesimal. Agora, veja que a fungao Q.o(1x f)(z,y) =

(x + €,y +ef(z,y)), cujo a derivada é
1 0
efe 14€fy

ndo é inversivel para os € s e pontos (z,y) tais que f, # 0 com ¢ = —1/f,. Quando f, # 0 (isso
acarretara que ef nao estard definida se e = 1/ f,) poderemos isolar y na igualdade y = y+ef(z, y)
obtendo y =7 — €f(x, g(z)) para alguma fungio suave g. Com isso

(ef)(x,y) = f(l’ —6Y— Ef(ZE - E,g(.T - 6)))

Se préoximo de cada ponto (g, yo) € para € # fy(x,y) vale (ef)(z,y) = f(x,y) nao é dificil concluir
que necessariamente f = cte.

A garantia do Teorema 4.2.6 depende da regularidade da acdo de G em I®). Nossos préximos
passos caminham no sentido de garantir esse fato. Além disso é interessante obter solugoes globais
que, dependendo da equacao, talvez seja tinico objetivo, como equagoes que surgem da Geometria.
Como queremos resolver equagoes com variaveis independentes fixas (no sentido clssico) usaremos
a linguagem dos fibrados como ferramenta e, para tanto, tendo em vista a proposi¢ao 4.3.2, que
restringe quando conseguimos se¢oes invariantes locais do fibrado trivial m : M x N — N, preci-
samos obter uma definicdo que generaliza o conceito de transversalidade infinitesimal que temos
dado. O desenho abaixo indica que o problema ocorre quando uma orbita intersepta uma fibra
em mais de um ponto (7w(p) = 7(gp) com gp # p). Assim, a transversalidade deve falhar quando
ocorrer 7(gp) = w(p) com gp # p. Neste caso, porém, as érbitas precisam ser conexas, ja que se
tivéssemos ¢ ¢ O(p) a transversalidade infinitesimal ainda seria satisfeita.

Definicao 4.3.4. Seja 7 : E — M uma submersao e considere G agindo suavemente em FE.
Dizemos que agao de G em E ¢é transversal se € projetdvel e vale w(gp) = 7(p) se, e somente se,

gp = Pp-.

Proposicao 4.3.5. Seja m : E — M wuma submersdo e considere G agindo suavemente projeta-
velmente em E. Se, sempre que m(gp) = w(p) implicar gp = p entdo vale,

Vert,(m) N T,0(p) = 0.

Demonstragao. Observe que no caso do fibrado trivial pr; : M x N — N isso equivale condigao
de transversalidade infinitesimal. Seja X, € Vert,(7) N T,0(p). Claramente X, = X(p) onde X é
elemento do conjunto dos geradores infinitesimais da acao de G em E. Como a agao é projetavel,
se 7(p) = m(q) entdao temos . (X (p)) = m.(X(q)), pois, em primeiro lugar

m(gp) = gn(p) = gm(q) = 7(g9)
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M x=T(p)

Figura 4.1: Ac¢ao nao transversal em g.

e, segundo, considerando V,(g) = gp, temos
7 (X(9)) = 72 0 (,).(X (p)) = Bllom 0 Wy(exp tX) = Oom(exptX - p) =

Olom(exptX - q) = m.(X(q)).

Dessa forma X (q) € Vert,(m) sempre que ¢ € E,, onde x = 7(p). Isso mostra que o campo X
restringe-se a um campo X |g, em E,, de modo que a curva integral exptX - p do campo X com
inicio em p € E, coincide com a curva integral de X |g, e, consequentemente, temos que exp tX -p €
E, para t préximo de zero Por outro lado, dado curva « contida em E, temos que w(«a(t)) = =,
concluindo que T,(E,) = Vert,(m) (pois T,(E;) C Vert,(m) e suas dimensoes coincidem). Para
concluir, usando que m(exptX - p) = w(p) implica exptX - p = p, concluimos, diferenciando em ¢ e
avaliando em ¢ = 0, que X, =0, com X, € T,(E,) = Vert,(r) e X, € T,0(p). O

Outra caracterizacao de uma agao transversal é dada pela seguinte proposicao

Proposicao 4.3.6. Seja m : E — M submersao e considere G agindo suavemente em E. A
agio de G em E € transversal se, o somente se, O(p) é difeomorfa a O(n(p)) via a restricio

Tlow) : O(p) = O(x(p)).

Demonstragio. Sendo a agao transversal a restricao 7 : O(p) — O(w(p)) é um difeomorfismo. Com
efeito, a igualdade 7(gp) = w(hp) = 7(h~'gp) = m(p) nos da h™'gp = p, pois a agio é transversal,
seguindo que a restricao é injetiva e também permitindo concluir que estd bem definida. Se
tivermos m,(X(¢)) = 0 a transversalidade diz que X(q) = 0, em virtude da proposigao anterior,
pois teremos X (p) € T,0(p) N Vert,(w) = 0. A sobrejetividade de , segue do fato da agao ser
projetavel, uma vez que vale a igualdade X (z) = OyfpexptX - 7(p) = O¢|om(exptX - p) = m (X (p)).
A reciproca ¢é imediata. n

O préximo exemplo ajudara a completar o teorema 4.2.6.

Exemplo 4.3.7. Se G age suavemente regularmente em FE, entdo a acao de G em

moliw =p: 1% = E
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é transversal. Observe que essa agao é projetiva, uma vez que

pog(ikT) = p(ji gT) = gp = g(p(jil)).

A restricao

5+ O(j,T) = O(p)
é um difeomorfismo, pois uma vez que d4(jy,I') = (t'(gp), cte) concluimos que (t')]o(r) é uma
carta para O(jiT') e como (t')|o(,) também é carta para O(p) fica facil ver que nessas coordenadas a
restrigdo 75 é a identidade. Assim, a caracterizacio de transversalidade dada na tltima proposigao

garante que a ac¢ao ¢ transversal.

Exemplo 4.3.8. Considere a acio de G = SO* em E = (R? — 0) x R com gerador infinitesimal
X =20, —y0, + 0,. A acado dada por

(z,y,u) — (rcos —ysinh, xsind + ysind, u + 0)

tem como Orbitas espirais com base em circulos centrados na origem contidos no plano zy. A acao
satisfaz o critério infinitesimal de transversalidade mas nao é transversal pois as orbitas nao sao
difeormorfas.

Além do critério infinitesimal de transversalidade o que precisa satisfazer uma agao projetiva
a fim de termos uma agao transversal? A condigdo gz = 7(gp) = 7(p) = x implicar gp = p pode
ser relida como G, = G,; observe que naturalmente temos G, C G,. Investigando quando gz = x
implica em g € G, sob as condi¢oes de uma agao infinitesimalmente transversal, somos conduzidos
a concluir que G, ser conexo é uma condicao suficiente para termos uma acgao transversal. Com
efeito, dado X € g,

(X (p)) = Opfom(exptX - p) = Oi|oexptX - & = Ofoxr =0

concluindo que X (p) € T,0(p) N Vert,(m) = 0. Assim X € g,, uma vez que g, = {X; X(p) =0},
e logo exptX - p = p para todo t. Sendo G, conexo todos seus elementos podem ser escritos
como produto de exponenciais permitindo inferir que G, = G, concluindo a suficiéncia (s6 pra
lembrar X (p) = OiloexptX -p = (¥,).(X), onde ¥, (g) = gp, dai 7.(X(p)) = O|omo ¥V ,(exptX) =
Aulo(exp X - p)).

4.4 Classificacao de Acoes Transversas em Fibrados

Estaremos caminhando no sentido de solucionar o problema de quando a restricaio da acao
estendida ao espaco de jatos invariante é regular e quando temos uma correspondéncia entre
secOes invariantes de F com as segOes invariantes de F /G, problema esse, que estd relacionado
com o problema de encontrar solu¢des globais de sistema de equacgoes diferenciais definido na
variedade E. Na linguagem dos fibrados, interpretamos uma equagao diferencial como uma segao
A : J¥(m) — D onde p : D — J*(r) é um fibrado vetorial (h4 nogdes mais gerais, veja [25] pagina
515 defini¢do 4.1). No caso projetivo o problema de quando G é grupo de simetria de A equivale
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a A ser secao G—invariante. Conseguiremos garantir que nas condi¢bes de uma agao projetiva
e transversal a existéncia de um operador diferencial tal que todas as solugoes invariantes de A
estdao em correspondéncia biunivoca com a solugoes de A. Os dois seguintes resultados, extraidos
do trabalho [1], formam o principal ferramental usado para justificar rigorosamente o método da
solugoes invariantes no caso de agoes transversais em fibrados.

Teorema 4.4.1 (Classificacdo das Agoes Transversas). Se um grupo de Lie G age transversal-
mente e suavemente em ™ : E — M, onde m é uma submersao sobrejetiva, e agio de G em M ¢é
reqular, entao sao validas:

i A acio de G em E € reqular e se M for Haussdorff também E serd uma variedade Hausdorff:

ii 7: E— M é uma submersao tal que o diagrama abaizo comuta

£

iii Serw:E — M éum fibrado com fibra F também serd um fibrado 7 : E — M com mesma fibra
Fe

iv se m € fibrado, entao serd fortemente equivalente ao fibrado pullback 7 : WM*(E) — M com
agao canonica de G.

Teorema 4.4.2 (Classificagdo das Segoes Invariantes). Seja 7 : E — M uma submersdo sobreje-
tiva e considere G agindo suavemente e transversalmente em E. Se agio em M ¢ reqular entdo
para qualquer aberto U C M hé uma correspondéncia biunfvoca entre as se¢oes suaves §: U — E
e as segoes G-invariantes s : w34 (U) — E.

Segue abaixo um lema técnico que serd usado para demonstrar os teoremas de classificacao
citados acima.

Lema 4.4.3. Suponha que G aja suavemente e projetavelmente em w : E — M, onde w é um
mapa aberto, e que a acao em M seja reqular. Dado p € E eV wvizinhanca de p existe W C V
vizinhanga de p com a sequinte propriedade: para qualquer q € W er € E tal que

(r)en(W) e
ii m(r) e w(q) estao na mesma orbita em M,
entdo existe g € G com gq € V e w(gq) = m(r)

Demonstragio. A figura 4.2 abaixo ilustra as condigbes e conclusdo do lema. Uma vez que 7(q)
e m(r) estdo na mesma Orbita existe g € G tal que gn(q) = 7(r) e dai tem-se 7(gq) = 7(r). No
entanto, nao temos garantia que gq € V. Esse ¢ o ponto do lema, mostrar que tomando g préoximo
de 1 poderemos mover o ponto g para um ponto que esta tanto na fibra de » quanto no aberto V.
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Figura 4.2: Condigdo do Lema

Tome vizinhanca simétrica A = A~! com A? C B do elemento 1 € G e V) C V vizinhanca de p tal
que B -V, C V (é possivel obter o par (B, V) pois a acdo de G em E é suave). Sejam

r=mn(p), T=my(z)eM, §=G,€G/G,

e secoes continuas

C:WcCG/Gy—G, n:VcM—M
com ((§) =1, n(Z) =z tal que x : V x W — U dada por

x(h, @) = ¢(h) - n(@)

seja um homeomorfismo com U aberto em M; ja que a agao de G em M ¢ regular isso é possivel.
Uma vez que o mapa 7 : E — M ¢ aberto, podemos diminuir os abertos V,W e U de modo que

Ucn(Vo), ((W)cA
(a ultima continéncia nao necessita de hipdtese sobre 7). Afirmamos que o aberto

W =a"YU)NV,
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satisfaz as condigdes do lema. Seja ¢ € W e r € E tal que y = 7(q) e z = 7(r) estdo na mesma
orbita e 2 € W. Como m(W) C U temos que y,z € U e, para certos elementos h keWe
Y,z € V, y e z poderao ser escritos como

=x(h,5) =<¢()-n(m) e z=x(k,2) = (k)0

Como y esta na mesma 6rbita de z as igualdades

am(y) = au(C(h) - n(@) = qu(n(y)) =y e

au(2) = an(C(R) - n(2)) = qu(n(2)) = 2

permitem concluir que § = Z. Uma vez que (W) C A tem-se que g = ((k)((h) ' € A-A' C Be
logo gqg € B-W C B -V, C V. Ou seja, conseguimos manter gq no aberto V' valendo a igualdade

m(gq) = g - C(h) -n(@) = C(k) -n(@) = C(k) - n(Z) = = = w(r).
O

Proposigao 4.4.4. Considere G agindo suavemente e transversalmente em 7 : E'— M, onde 7 é
um mapa aberto, E e M wvariedades suaves (nao necessariamente Hausdorff) tal que mp; : M — M
seja submersdo. Entdo se M for Hausdorff a variedade E serd Hausdorff.

Demonstragio. Para mostrar esse resultado, dados o6rbitas disjuntas O(p) N O(q) = @ iremos
encontrar abertos V e W, G—invariantes, que as separam, concluindo assim que

peqe(V), ¢€qe(W), e qg(V)Nqe(W)=2

(a tltima conclusao seguindo do fato dos abertos V' e W serem G—invariantes), com gqg(V) e
qe(W) abertos, uma vez que 7 : F — FE é um mapa aberto. Sejam x = w(p) e y = m(q). Se
ocorrer

O(z)NO(y) = 2,
entao dado abertos disjuntos ‘N/, W C M contendo 7 e 1, respectivamente, os abertos
n (g (V) e mH(myf (V)

sdo abertos disjuntos contendo p e ¢ respectivamente (em geral, quando vale w(gp) = gn(p) = gz
para todo g, tem-se que O(p) C 7 1(O(z)) e quando U C M é G—invariante necessariamente
7~ }(U) é invariante ji que 7(p) = x € U entdo 7(gp) = gz € U). A outra possibilidade,

O(z) N Oly) # &,

é possivel de ser contornada devido a transversalidade juntamente com o resultado do lema anterior.
Suponha, sem perda de generalidade, que 7(p) = 7(q) (uma vez que O(z) = O(y) e as restrigdes
m:0(p) = O(x) enm: O(g) — Ox) sao difeomorfismos em virtude da acdo ser transversal).

96



Separando p de ¢ por abertos disjuntos U e V, respectivamente, dados W e Z abertos como no
lema anterior com relagao aos abertos U e V, respectivamente, os abertos

leGWGQQZGZ

separam as Orbitas de p e de g respectivamente, sao G—invariantes por construcao e disjuntos. Com
efeito sao disjuntos, pois se ()1 N Q2 # & conseguimos uma igualdade hq = kr com h € W,r € Z
e certos elementos h,k € G. Isso diz que 7(q) e m(r) estdo na mesma érbita em M e, devido as
escolhas dos abertos W e Z dadas pelo lema anterior, conseguimos elemento g € GG satisfazendo

g9q €U, n(gp) =m(r) = m(k™"hq)
de modo que a hipétese de transversalidade permite inferir a seguinte contradi¢ao
gp=klgg=reUnNnZcUnV =g,
concluindo que E é Hausdorff. O

O seguinte lema da a férmula para construir se¢oes invariantes de 7 : E — M quando tem-se
G agindo transversalmente em 7. No caso de uma acao projetiva m : £ — M, onde 7 é mapa
aberto, é possivel obter mapa aberto 7 tal que o diagrama abaixo comuta

E—"s=M
J(WE \LWM
E—">M
Basta definir 7(7wg(p)) = mar o w(p). Observe que
™ 0 7(99) = (g7 (p)) = mar 0 w(p) = 7(p),

mostrando que 7 esta bem definida. Ela é continua pois m o mg = m; o ™ € continua e aberta pois
7(m(U)) = mp ow(U) e mp o é aberto.

Lema 4.4.5. Considere G agindo suavemente e transversalmente em m : E — M, onde m é
submersao. Sep € E e x € M satisfazem

7(p) = mu(x),
entao existe um unico p € E tal que

p=me(p), r=r(p).

Demonstragdo. Inicialmente existe pg € E tal que p = mg(po), pois o mapa 7 é sobrejetor, e vale
a igualdade

T (7 (po)) = 7 (7r(po)) = 7(P) = Tu (),
de modo que existe g € G satisfazendo = = gn(pg). O elemento gp, satisfaz o requerido. Ele é
tnico pois, se existirem p e ¢ satisfazendo as hipéteses do teorema entdao mg(p) = mr(q) de modo
que ¢ = gp para algum g; juntando isso com x = 7(p),z = w(q) e a hipdtese de transversalidade,
concluimos de 7(p) = w(gp) que p = gp = q. ]
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Quando a agao é transversal uma secao s : U C M — FE corresponde a uma se¢do invariante

s:my Y(U) C M — E que se relacionam pela férmula
S(my(x)) == mp(s(z)). (4.4.1)

Essa regra estd bem definida pois sendo s G—invariante tem-se s(gz) = gs(x) para todos g e z,
de modo que 7wg(s(z)) = mp(gs(x)) = mr(s(gz)). Para obter s a partir de § de modo que valha
(4.4.1), para cada z € M precisamos obter p, € E tal que

m(p.) = (@) = e (p) ==

Uma vez que 7(p) = mp(x) o lema anterior garante que existe um tnico p, satisfazendo o requerido.
A secao s sera dada por

s(x) = p.
A unicidade do lema anterior nos garante que de fato temos uma secdo invariante pois, em virtude
do ponto gp, satisfazer

Te(9p:) = TE(P2) = S(mu(2)) = 5(mMm(g7)), 7(9p2) = g7(p2) = gz,

concluimos, pela definicao de s, que

s(gz) = gps = gs(x).

Mostramos, portanto, a associacdo biunivoca § — s. Quando 7 é uma submersao naturalmente
qualquer secao s : U C M — FE é suave, em virtude de m o s = I, ser suave. Quando temos
s invariante a suavidade de 5 seguird quando 7 for uma submersdo, caso este que estaremos
trabalhando. Fica portanto estabelecido 4.4.2 a menos da suavidade de 7.

Para demonstrar a regularidade da agdo de G em E a partir da regularidade de G em M
necessitamos construir se¢oes de acordo com a equivaléncia dada em 1.9.17. O passo inicial vem
na seguinte proposicao que nos mostra como secoes suaves 1 : V € M — M nos dé secOes continuas
ng 7 Y (V)CE—E.

Proposigao 4.4.6. Se G age suavemente transversalmente em 7 : £ — M e M ¢ variedade suave
tal que myr seja submersao, dado segao n @V C M — M existe uma unica se¢ao ng : V) C
E — F tal que o diagrama

(V)

o

n

comuta e essa se¢ao ¢ continua.

Demonstragio. Observe que uma se¢ao ng : U C E — F induz uma secio n: 7~r((~]) — M pondo
n(w(p)) = mone(p) de modo que seja natural que comecemos da igualdade no 7 = mong a fim de
obter a segao ng. Nessas condigbes, para que ng(p) = p é necessario que

Te(p) =D e mone(p) =now(p).
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Seja dado p € 7 1(V) e escreva x = o 7(p). Uma vez que vale a igualdade my/(x) = 7(p) o lema
4.4.5 garante que existe um unico p tal que

p=me(p) e r=r(p).

Defina ng(p) = p. Claramente ng é uma secao tal que o diagrama acima comuta. A intengao
dessa proposicao segue no caminho de provar que E admite uma estrutura de diferenciabilidade
tal que mg seja submersao; desse modo é necessario que ng seja continua e esse tipo de secao deve
existir a fim de que a acao de G em FE seja regular. Passemos a provar essa ultima parte. Seja
U aberto em E. Para verificar que g é continua, dado ponto p tal que ng(p) € U, mostraremos
que existe aberto W c 7 1(V) contendo p de modo que ng(W) C U, como usual. Para termos
ne(q) = q € U necessariamente deve ocorrer

gemp(U)N(mom) tor(U)

(pois mg o ng = 1 e devido a comutatividade do diagrama acima). Dado ponto ¢ nessa inter-
sec¢ao, existem ¢, qo € U satisfazendo

me(q) =q e m(q) =no7(q). (4.4.2)

Se tivéssemos ¢; = ¢o entdo necessariamente ng(q) = ¢ = ¢2 € U como gostariamos. Ou se
para algum g, gq; fosse tal que 7(q2) = 7(9q1) e g1 € U, entao

me(9q) = 1e(@) =7 e m(gq) = m(ge) =no7(q)

e novamente temos ng(§) = gg1 € U. Observe que 7(q;) e m(g2) estdo na mesma érbita, pois
aplicando 7 e 7y, nas equagoes dadas em (4.4.2), respectivamente, obtém-se

Tomp(q) =7mu(m(q)) =7(q) e Tu(Te(g)) = 7y ono7(q) = 7(q).

Dessa forma, se tomarmos W C U vizinhanga de ng(p) dado pelo lema 4.4.3, de acordo com o que
argumentamos, teremos que

VTVV =mp(W)N (no7) ™ om(W)

é aberto satisfazendo ng(p) € ng(W) C U como queriamos.
[

Corolario 4.4.7. Se G age transversalmente em m : EE — M, m submersdo, e G age reqularmente
em M, entdo a acio de G em E € regular.

Demonstragdo. A agao é semi-regular, pois a 6rbita de um ponto p € E é difeomorfa, via a restricao
de 7, a 6rbita de 7(p), de acordo com a proposi¢ao 4.3.6 e, uma vez que 6rbitas em M tem mesma
dimensao, o mesmo ocorrera com as F—odrbitas. Dado p € E, sendo z = 7(p), podemos encontrar
secoes suaves

C:WcCG/Gy—G, n:VcM—M
com ((G,) =1, n(my(z)) =z tal que y : V x W — U dada por

x(9,9) = <) -n(@)
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¢ um homeomorfismo suave (logo difeomorfismo), uma vez que G age regularmente em M. Seja
ng a se¢do correspondente a 1 dada pela proposicao anterior. Com essa secao e a se¢ao ( temos os
ingredientes necessarios para mostrar que a agao de G em M é regular; verificaremos que a fungao

xg  Wxi (V)= E
definida naturalmente por
xe(9,9) = ¢(9) - ne(q)
¢ um homeomorfismo. De fato np passa por p, pois sendo 75 (p) = p (€ 71V, pois 7(mp(p)) =
iy o w(p) = mar(z) € V), temos
no7(p) =noromp(p) =nomyon(p)=nomy(zr)=x

(essa tltima igualdade deve seguir pois sendo n(y) = = entdo ¥ = my(n(y)) = mu(x) e esse tal
y deve existir pois n passa por z) de modo que a proposi¢ao anterior nos garante que ng(p) = p.
Avaliando o digrama

Wxa (V) “—E
lIdX;I: lﬂ—
W x V-2 M

vemos que ele comuta,
(moxr(g,p) =7(C(g) - ne()) =((B) mons(P) =((g) nom(p) =xo (lax7)(g,D))
Se a funcdo Yy admite uma inversa e xz' (p) = (3, D) entdo
me(p) = 7r o xE(9,p) = 7&(C(9) - ne(D)) = 7e(n=(p)) = D,

consequentemente tem-se que xz' (p) = (¥, 7(p)). Por outro lado o diagrama sugere que a primeira
coordenada de x5 tem a forma

p = pryox” (7 (p)).
Devido as obervagoes anteriores a funcao continua

U :p— (pryox Hm(p)), mu(p))

¢ candidata a ser a inversa de yg. Verificando
Voyg=(pryox tomoxg)x (mpoxg)=1x1

pois mo xg = x o (1 X T) e xg é segdo de 7mg. Para finalizar, basta mostrar que ygp o ¥ = 1.
Escrevendo ¥(p) = (g,p) temos

xe © ¥(p) =¢(g) - ne(p)
logo, usando a férmula de ¥, a comutatividade do diagrama acima e a igualdade 7 om = mp; o7
obtemos as igualdades

Te(Xxe o ¥(p) = me(e(p)) =D = T&(p) (4.4.3)
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m(xg o ¥(p)) = xo (1 x7)oW(p)=x(priox ' on(p),Tomp(p)) =

= x(pry o x " (7(p)), T (w(p)) = 7(p) = x; (4.4.4)
escrevendo w(p) = x, temos my(x) = mp o w(p) = T o mr(p) = 7(p) de modo que em acordo com
lema 4.4.5 o ponto p é tnico satisfazendo

me(p) = p,7(p) = z,

e observe pelas igualdades (4.4.7) e (4.4.4) que o ponto xgo V¥ (p) também satisfaz essa propriedade.
Portanto ygo ¥ = 1. [

Concluimos que nas condigoes de uma agao transversal tal que M seja variedade suave (nao
necessariamente Hausdorff) poderemos garantir que E serd uma variedade suave em virtude do
corolario anterior, que garante a regularidade da acao de G em E. Com isso tem-se que

T:E—>M
é suave, pois T o Ty = myr o ™ é suave e g € submersao. De fato 7 é submersao:
Proposicao 4.4.8. Se G age reqularmente nas variedades E e M, m: E — M € submersao, e a

acdo € projetiva, entdo estd bem definida a funcio 7@ : E — M, dada por T(re(p)) = mu(m(p)) e,
além disso, essa funcao € uma submersao.

Demonstragdo. Para provar que 7 é submersao, observamos um fato geral: se 7 : £ — M é uma
submersao, entdo dado X € T,F existe secdo s : U C M — E tal que s.(Y) = X para algum Y.
Com efeito, dado arbitrariamente p € E tome cartas (¢ = ¢ x x,U), (¥, V) ao redor de p e 7(p),
respectivamente, tais que

pomopi(au) = a.
Sendo ¢(U) = (V) x W, dado X € T,E, ¢.(X) = (X1,Xy), tome funcao f : (V) — W
com f.(X;) = Xy (pode-se tomar f linear satisfazendo f(X;) = Xs, por exemplo). A segao
2 — (2, f(2)) corresponde a uma secio s : x — ¢~ L((x), f(¥(x)) satisfazendo s,(Y) = X onde
Y =47 (Xy), pois

de fato é uma secao pois a igualdade
pomos(z) =y omod(P(z), f((z)) = ¢(v)

permite concluir que m o s = I;. Voltando ao problema inicial, dado X e T;(];)]\Aj tome Y € T,F

tal que X = (mar o)« (Y) e secdo s de g tal que s*(?) =Y para algum Y € E. Entao
7.(Y) = (Fomp)0s.(Y) = (maom)(Y) = X,

concluindo que 7 é submersao. O
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Os resultados obtidos até agora so exigem que 7 : E — M seja uma submersao no qual G age
transversalmente e suavemente. No caso de m ser um fibrado podemos dizer mais, que ™ é um
fibrado com mesma fibra de 7. Segue abaixo uma defini¢do e alguns resultados elementares que
serao usados para mostrar a ultima afirmacao.

Definicao 4.4.9. Seja 7 : E — M um fibrado e
U:n ' (W) =W xF

trivializagao local de w, V(p) = (w(p),(p)). Diremos que ¥ é G—invariante quando ocorrer
Y(gp) = (w(gp), ¥ (p));

sempre que ambos os lados estiverem definidos.

A nogao de invaridncia fica mais clara definindo a agao local em W x F por g- (z, f) = (gz, f).
Nessas condigoes a trivializagao é invariante se ocorrer

g-¥(p) = Y(gp).

(1) Uma trivializagao invariante local de 7 nos dé uma trivializagdo 7. Veja o diagrama abaixo

W) —2—=W x F

lﬂ'E lexl

Te(r V(W) —= 1y (W) x F
onde U(p) := 1y x 1(¥(p)). Observe que

T X H(W(gp)) = (mar(m(gp)), ¢ (gp)) = (mar(m(p)), ¥(p)) = mar x 1(¥(p))

de modo que ¥ estd bem definida e ¢ suave pois U o 7 = (mpr X 1) o W é suave.

(2) E vilida a igualdade
mp(r (W) =7 (m (W)).

Escrevendo mp(m1(W)) = X teremos
A(X) =T omp(r (W) = my o m(m ™ (W) = mpr (W),

concluindo que X C 7 !(my(W)). Por outro lado, dado p € 7 (7 (W)) entdo 7(p) =
my(x), com z € W. O Lema 4.4.5 garante que existe um unico p satisfazendo wg(p) = p e
7(p) = x € W. Observe que p = mg(p) € mg(7—(WW)), concluindo a outra continéncia.

(3) A funcao ¥ 6 um difeomorfismo. Ela é sobrejetiva por construgio e quando ocorrer \Tl(ﬁ) =
U(q) deve valer

(mar(7(p)), ¥(p)) = (mar(7(q)), ¥(q)),
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de modo que 7(p) = m(gq) para algum g € G, acarretando em

V(gq) = (m(9q),¥(9q)) = (7(p),¥(q)) = ¥(7(p),¥(p)) = ¥(p),

e sendo ¥ difeomorfismo entao gqg = p e logo p = ¢. Portanto T é bijecao. De fato ¢ um
difeomorfismo, pois (7 X Ig). o ¥, (7g). sdo sobrejetivas e vale a igualdade VU, o (1), =
(mar X 1)« o W, mostrando que W, é sobrejetiva e logo bijetiva.

O proximo resultado, inspirado nas observagoes anteriores, constroe trivializagoes invariantes pela
acao de G' de modo a cobrir todo o espaco F.

Proposigao 4.4.10. Se G age suavemente e transversalmente em um fibrado m : E — M e M é
uma variedade suave, entao 7 : EE — M serd um fibrado com mesma fibra de 7.

Demonstragdo. Iremos mostrar que para cada ponto py € E ¢é possivel obter uma trivializacao
invariante por G. Com isso, as ultimas observagoes garantem que 7 serda um fibrado com mesma
fibra de w. Uma vez que 7 é um fibrado e a acdo de G em M ¢é regular para cada ponto py € E é
possivel obter aberto trivializante U de xy = m(pg) e segdes suaves

C:WCG/Gyy—G e n:VCM—M
com ((Ggy) =1, n(mar(xo)) = o tal que x : V x W — U dada por
X(9,9) = ¢(9) - n(q)

é um difeomorfismo. Considere as fungoes dadas no diagrama abaixo

(V X W) <> U
| \

pri W i M o
% < G

o(x) =Copryox '(z) e M) =nopryox ' (x).

Se x(9,9) = ¢(g) - n(q) = x entdo AN(x) = n(q) = n(mum(z)), seguindo que A é G—invariante e
AU) Cc U. Além disso vale a igualdade
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o mapa ¥ (p) = (7(p), ¥ (p)) é trivializagdo G —invariante. Com efeito, dado p € 771(U) e g tal que
gp € 7 H(U), escrevendo = = 7(p), as igualdades

m(o(m(gp)))~" - gp) = o(gx) ™" - gz = Agz) = Mz) =o(2) " -z =n(o(z) " -p)e

(o (m(gp)) " - gp) = 75 (p)

juntamente com o lema 4.4.5 nos garante que

Y(gp) = ¥(p).

Uma vez que

U(p) = (n(p), (o (z)™" - p)) = (o(x) - w(o(z) ™ - p), d(o(x) ™" - p)) = (. f)

entdo (\(z), f) = (w(o(z)™ - p),¢(c(x)™t - p)) = ®(o(z)™! - p) de modo que aplicando &~ em
ambos os lados da tultima igualdade obtemos a inversa de ¥

Uz, f) = o(x) - 2 (A(2), f)
concluindo o resultado. O

Corolario 4.4.11. Considere w : E — M fibrado vetorial no qual G age transversalmente e
suavemente e, para todo g € G ex € M, g : B, — E, seja isomorfismo de espagos vetoriais
(diremos que G age por automorfismos). Entao o fibrado 7 : E — M ¢ um fibrado wvetorial e
0€ E, é o zero da fibra E, se, e somente se, 0 for zero da fibra E;@.

Demonstragio. Este corolario segue imediatamente da proposicao anterior, pois se ®(p) = (7(p), ¢(p))
é trivializagao com ¢ isomorfismo em cada fibra e ¥(p) = (7(p), d(o(w(p))~" - p) trivializagao G
invariante associada dada pela proposigdo anterior entdo, como a funcio p — ¢(o(n(p))~! - p) é
linear quando restrita as fibras E,, ja que g : B, — E,, ¢ isomorfismo linear para todo g € G ¢

xr € M, e as trivializacoes de 7 sao dadas por

U(p) = (mar(m(p)), (o (m(p)) " - p),

concluimos que o
pry © U E;(’qv) — R"

é isomorfismo quando restrito a fibra E;(qv) para cada ¢, mostrando que 7 é vetorial. Mais ainda,
dado 0 € Er(y) o elemento nulo do espago vetorial (), temos que ele estd no dominio de alguma
carta U e

¥(0) = (7(0), pry 0 ¥(0)) = (7(0),0),

concluindo que 0 é o zero da sua respectiva fibra. Reciprocamente, seja p € F tal que p é zero da
sua fibra Bz . Como

U(p) = (7(0),0),
temos que ¢(o(m(p)) ™" - p) = 0, concluindo que p é zero de sua fibra Ey,).
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A proéxima proposicao completa a demonstragao de 4.4.1 e a seguinte defini¢ao se faz necessério:
se m; © E; — M sao dois fibrados nos quais G age projetavelmente entdo E; é fortemente
equivalente a F, se existe um difeomorfismo ) equivariante de E; para Ey (¢(gp) = g1 (p)), que
cobre a identidade de M, ou seja, my 0 ¢ = 7.

Proposicao 4.4.12. Se G age transversalmente e regularmente no fibrado © : E — M, entao

7 E — M ¢€ fortemente equivalente ao fibrado pulback pry : w3, (E) — M com a agao candnica de

G.

Demonstragao. Lembremos que o conjunto

v (E) ={(z,p) € M x E/G; mu(x) =7(D)}
(veja exemplo 3.1.5). Uma fun¢do natural de E para M X E é dada por

Y(p) = (7(p), 7(p)),

veja o diagrama

E Y (B)
-
M la M

O diagrama ¢ bem definido, pois a imagem de ¢ estd contida em 7},(E) ja que my(7(p)) =
7(me(p)). Mais que isso, a restrigao de ¢ : £ — m},(F) é uma bije¢do pois sé existe um ponto que
estd numa mesma fibra e érbita dadas, em outras palavras, o lema 4.4.5 nos garante que dado x

com 7y (x) = 7(p) entdo existe unico ponto p satisfazendo 7mr(p) = p e m(p) = x, de modo que se

b(p) = (7(p), me(p)) = (2,p) = (7(q), 7e(q)) = ¥(q),

entao necessariamente p = ¢, pois ambos p, ¢ satisfazem a condi¢do do lema 4.4.5. Observe que
essa funcao satisfaz

V(gp) = (7(gp), 7(gp)) = (97(p), Te(p)) = 9(7(p), TE(p)) = 91 (p)

pois aqui consideramos a acdo candnica de G em M x F, dada por g(x,y) = (gz,y), mostrando
que a funcao ¥ é equivariante. O diagrama acima comuta,

pry o Y (p) = 7(p),

mostrando que ¢ cobre a identidade de M. Resta apenas verificar que ¢ é um difeomorfismo.
Para isso mostraremos que 1, é injetiva e usaremos o resultado 1.3.12 para concluir que 1) sera
um difeomorfismo. Dado X € T,E se 1,.(X) = 0, entdo ambos 7.(X) e (7g).(X) se anulam, de
modo que X ¢é vertical e ao mesmo tempo pertence a 1,0(p) = ker(mg). e, consequentemente, a
proposicao 4.3.5, nos garante que X = 0. ]
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Dados (z,p), (z,q) € 7%, (E) = X que estejam na mesma fibra, podemos, via o difeomorfismo
1 dado pela proposicao anterior, definir uma soma e multiplicacdo por escalar em X, pondo

(xvﬁ> + (xvz]v) = ¢(¢_1(I7ﬁ) + 77/)_1(1],(7)) e

a(z,p) = P(ap™" (z,p)).
E simples notar que as operacoes acima estdao bem definidas, ja que uma vez que ¢~ (x, p), "' (z, §) €
E, entao podemos soma-los, e definem um estrutura de espago vetorial em X,. Com isso podemos
garantir que 7%, (E) — M é um fibrado vetorial.

No caso em que a acao de G em 7 se comporta bem com relagdo a estrutura de espago vetorial
de cada fibra, entao garantimos que 7 é fibrado vetorial. Mas se a acdo de G nao se comportar

bem com relagao a essa estrutura, ainda podemos garantir que 7 é fibrado vetorial?

4.5 Solucgoes Invariantes de Equacoes Diferencias Defini-
das em Fibrados

Aplicaremos os resultados obtidos na se¢ao anterior para demonstrar que dado um operador
diferencial com relacao a um fibrado © : E — M, no qual G age suavemente e transversalmente,
digamos A : J¥(7r) — D, com p : D — J¥(r) fibrado vetorial, existe um tinico operador diferencial

Al k(1) — Dy, onde Dy — I*(7) é um subfibrado de p, de modo que todas as solugdes invariantes
de A sao obtidas através das solugoes de A e reciprocamente.

Teorema 4.5.1. Suponha que G age suavemente e transversalmente em w: E — M. Entao

(a) I*(w) é uma subvariedade invariante e mergulhada de J*(r);

(b) A agio de G em I*(m) € transversal e reqular com relagio a restricio da submersio w§ :

I*(7) — E;

—_—~—

(c) I¥(r) é difeomorfo a J(7);

(d) 7, : I¥(m) — M é um fibrado com mesma fibra de J*(7) no qual G age transversalmente,
mais que isso, € equivalente ao fibrado pullback 74, (J*(%)).

Demonstragio. (a) Sabemos que J*(r) C J*E é aberto. Uma vez que I*(r) = I* N J*() temos
que I*(7) é aberto em I* e, este por sua vez sendo uma subvariedade mergulhada de J*(E),
permite concluir que I*(7) é uma subvariedade mergulhada de J*E. Como estd contida no
aberto J*(r) é, portanto, uma subvariedade mergulhada de J*(r). Para finalizar o primeiro
item, seja dado secao local invariante s : U — E. Colocando r(x) = gs(¢~'z), r: g(U) — E,
entdo 7 ¢ secdo local invariante, pois se hx € gU, entdao g~'z € U e g thg(g~'z) € U de
modo que

hr(z) = hgs(g~'z) = g(g~"hg)s(g 'x) = gs(g~'hgg 'x) = gs(g~'hx) = r(hx),
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onde usamos o fato de s ser invariante. Entdo g - j*s(z) = j*r(gx) concluindo que I*(7)
¢ G'—invariante (isso é valido mesmo para agdes nao projetivas e a demonstracado é muito
simples).

(b) A acio de G em I*(m) é a restricio da acdo de G em I*, que por sua vez ¢ transversal de
acordo com o exemplo 4.3.7. Logo a acdo de G em [*(r) é transversal. O Teorema 4.4.7
garante, portanto, que a acdo de G' em I*(m) é regular, uma vez que a acio de G em E ¢é
regular.

(c) Para mostrar o terceiro item vamos concluir que a restricio de 7 : I*/G — J*(E) a I*(n)
define o difeomorfismo

p=nh . ]/k\/(w) — J*(7)

dado por p(j*¥s(z)) = j*s(my(x))), onde s é dado pelo teorema 4.4.2. Para ver isso, seja

I' =Im s. Entao,

—~—

p(3s(x)) = plik D)) = 5% (T) = 5*5(mu (2));
a ultima igualdade segue pois, uma vez que
s(mu(z)) = mp(s(x)),
temos que Im s = f, concluindo.

(d) A transversalidade no quarto item segue pois a acio de G em ambos n§ : I*¥(7) — E e
m: E — M é transversal e m, = m o f. Concluiremos que duas formas que 7, : I*(7r) — M
¢ um fibrado. Primeiramente, seja t = (t'), i = 1,..., s, definidos em V = 7(U), U aberto de
E, de modo que t|opy) : VN O(m(p)) = t(V N O(n(p))) defina uma carta para todo p € U
(veja demonstragao de 4.2.3). Defina

611 (m) " H(V) € IF(m) — t(V) x J*(F)

pondo §,(j*s(x)) = (t(x)), j*3(ma(x))) (onde consideramos aqui 7, como sendo a restrigio
de 7, + J*(w) — M a I*(m)). Observe que vale a igualdade 6; = t x (7® o 7yi(,)), onde
Trk(ry € @ projegao natural e 7 foi definido na demonstracio do terceiro item. Néo ¢ dificil
concluir que 6, é difeomorfismo em sua imagem, j& que as 6rbitas de I*(7) sdo difeomorfas
as orbitas de M via a projecao m. Seja agora

Sy (7))t (V) C JHF) = mp(V) x F

trivializagao local. Tomando U suficientemente pequeno tal trivializacdo existe. Uma vez
que a restrigao 7 : O(p) — O(w(p)) é um difeomorfismo, nao é dificil concluir que a fungao

53 V= t(V) X 7TM(V)

dada por d3(z) = (t'(n(z)), mar(m(x))) é um difeomorfismo. Observando que vale a igualdade
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7" o iy 0 () TH(V) = (F) N (ma(V)),

o diagrama abaixo estd bem definido

(m) " (V) L

HV) x (7) " (mu (V))
im
t(V)xmpy(V) X F
i(ag)—lu
VxF

A funcio A = [(d3) "t x 1]o(1xds)0d; é um difeomorfismo e é simples verificar que 7, (j*s(z)) =
pr; o A(j*s(x)), concluindo que I*(7) ¢ fibrado com mesma fibra de 7. Por fim, considere a
funcao

H:I*r) — JH7F) x M

dada por H(j*s(z)) = (j*3(mu(2)), ), ou seja, H = (7™ o mp(py) x mp. A funcio suave H
é um difeomorfismo em sua imagem, imagem esta que é igual a 73, (J*(7)) (veja 3.1.5 para
defini¢do de fibrado pullback). Mais que isso, o digrama abaixo comuta

I%(m) — 3, (J* (7))

-k

M—r M

mostrando a equivaléncia de fibrados e, ao mesmo tempo, essa comutatividade pode ser usada
para concluir que 7 : I*(w) — M é fibrado, equivalente a 74,7, caso nio tivéssemos provado
esse fato. Observe que essa equivaléncia que argumentamos por tltimo segue imediatamente
do item (iv) do Teorema 4.4.1.

m

Sen: E — M fibrado e p : D — J*(r) fibrado vetorial no qual um grupo de Lie G age por
automorfismos suavemente e transversalmente (veja 4.4.11), entao a restrigao

p:Dr=p (I*(m)) = I*(m)

define um subfibrado equivalente ao fibrado pullback 1*p, onde ¢ : I*(7) — J*(7) é a inclusdo, veja
o diagrama comutativo

D —L° I*(m)

L

pH(IH(m)) S I¥(m)
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Assim, um operador diferencial A definido em E, G-invariante, restringe-se a uma sec¢ao invariante
Ar = Al - I*(m) — D;. Suponha que a a¢do de G em p : Dy — I*(7) seja transversal. Entao,
como Ay é secao invariante o Teorema 4.4.2 garante que existe tinica se¢ao

A:JH7) = D;/G

que satisfaz A o 7¥) = p, 0 A;, ou seja,

A(r M (j%s(x))) = A(G*3(ma(2))) = 7, (Ar(5*s(x))) (4.5.1)

—_~—

onde estamos usando a identificacao J*(7) = I*(7) via a funcao 7*) dada pelo item (c) proposicao

—~—

anterior, e isso significa dizer que 7*) faz papel da projecio natural Trk(my o 1 (1) — I*(r). Devido
ao corolario 4.4.11, tem-se que p : D — J¥(7) é um fibrado vetorial e, mais ainda, podemos
garantir que as solucoes invariantes da equagdo A = 0 (ou, o que é o mesmo, as solugoes de Ay)
¢ obtida a partir da solugbes da equagao AN = 0. Por fim, se s for solugao de Ay, entao, usando
(4.5.1) e o coroldrio 4.4.11, concluimos que ANOjk§(7rM(3:)) = 0 para cada x e, portanto, § é solucao
de A. Reciprocamente, se 3 for solugdo de A entdo, para cada z, mp,(A;(j*s(x))) = 0, logo pelo
coroldrio 4.4.11, tem-se que A;(j*s(x)), mostrando que s é solucio de Az, logo solucao invariante.
O diagrama abaixo nos indica a fungoes envolvidas. Antes, para melhor leitura do diagrama,
observaremos um simples fato: com relacao a sequéncia de fibrados no qual G age regularmente e
transversalmente,

PLsF-_To M,

com 7 o p fibrado. Se s é secao de 7 e r secdo de p, ambas invariantes, com respectivas secoes s e
r com relagdo a 7 e p, respectivamente, garantidas por 4.4.2; entao vale

De fato, a unicidade dada em 4.4.2 juntamente com a igualdade

7o s(my(x)) = F(me(s(x))) = mp(r(s(x))) = 7p((ros)(z))

nos garante a acertativa.
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7T’DI

A(j*3(ma (2)))=0

TE

M—/——-==M

™™

Considerando o fibrado trivial 7 = pry : M x N — M, com G agindo regularmente em F,
dado um sistema de equagoes diferencias A, ou seja, uma subvariedade fechada mergulhada de
JFE, digamos A = A7Y(0) com 0 valor regular de A : J*E — R!, podemos considerar a restricio
A : J¥(m) — R' (abusando de notagdes) e enxergar A como uma segao

A J¥7w) = D = J*x) x R,

dada por A(j*s(x)) = (5%s(z)), A(j*s(z))), onde p = pr; : D — J¥(m) é um fibrado vetorial no
qual G age suavemente e transversalmente por automorfismos, ao decretarmos a acao de G em D
pela regra g(a,b) = (ga,b). J& discutimos anteriormente que G ser grupo de simetria da equagao
diferencial A ¢ equivalente a segao A ser G—invariante. Como antes, podemos obter um operador
A, associado ao operador A;, ou seja, secio de Dy — I*(n)/G C J";E Se considerarmos a acao
projetiva e regular em M, temos bem definida a funcao suave,

%:E—)M,

dada por 7(mr(p)) = mm(7(p)), que é uma submersao (veja 4.4.8). Se s é uma segdo invariante
de 7 entdo a fungao 5(mpy (7)) = me(s(r)) é uma secao da variedade de fibras determinada por 7
Sendo I' é imagem de s é simples notar que I" é imagem de S e, deste modo, sendo s solugao de A;
temos, para cada x,

0= mp, (Ar(7"5(2))) = Al (7"5(2))) = Al (75 D)) = AGES D),

mostrando que s é solucdo de A, onde a primeira igualdade é garantida pelo corolario 4.4.11.
Para mostrar a reciproca (que terd carater local), precisamos supor que a acao de G em E é
infinitesimalmente transversal. Nessas condig¢oes valem:
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1 T é transversa a (7). (Vert,(r)) para cada p com mp(p) € T. Claro, pois se p = (x,), como
Vert,(m) = {z} x N, entao ocorrendo

(75).(0, X) = 5,(2) (4.5.2)

para algum certos X € TyN e Z € TFM(r)M , aplicando 7, em ambos os lados de (4.5.2),
obtemos B B

0= (ma)e 0mu(0,X) =Tu 0 (mg)«(0,X) =T 08.(2) = Z,
concluindo a afirmacgao.

2 Dado p € ' = (mg) !(I") existe aberto U vizinhanga de p tal que U NT representa a imagem de
alguma se¢ao de . Esse fato segue assim como em 4.3.2 juntamente com o item anterior, o
qual garante que I' é transversal ao espago vertical Vert,(m) para cada p € T..

Suponha que a segao s : UcM-— §([7) C E seja solucao de A, ou seja, pondo [ = Im (3),

tivermos A(j;i(g)(F))zo. Pelo que observamos, dado p € E tal que mg(p) € I', existe aberto U

contendo p tal que U NI é imagem de uma se¢ao s. Como mg(s(x)) = s(my(y)) para algum y,

concluiremos, aplicando 7 em ambos os lados, que 7y (y) = ma(2). Ou seja, existe a relagao

S(mu () = mr(s(x)),

permitindo concluir que

7o, (A1(15(2))) = Al (775(x))) = A (75 ) = Al T) = 0,
j4 que 3§ é solucdo e, consequentemente, usando novamente 4.4.8, tem-se A;(j¥s(z)) = 0, ou
seja, s é solucao de A;. O que fizemos é mais geral, pode-se considerar 7 : © — M variedade
de fibras no qual a acio de G é projetavel e infinitesimalmente transversal, p : D — J¥(m)
fibrado vetorial no qual G age transversalmente por automorfismos e teremos os mesmos resultados.
Considerando agoes projetivas generalizamos o Teorema 3.4.1 de Olver [24], aqui, porém, com
carater local, como mencionado anteriormente. Se pedissemos que a apenas A; fosse invariante
por GG, obteriamos solugoes invariantes além das que o método que propomos pode proporcionar.
Tal método, denominado Nonclassical Method for Group-Invariant Solutions, é geralmente usado
quando a um dado sistema de equagoes diferenciais, o qual G é um grupo de simetria associado,
precisamos acrescentar novas equacgoes; para o leitor interessado nesse método sugerimos a leitura

de [26].

4.6 Consideracoes Finais

Na condigdes de uma agao transversa de um grupo de Lie G em uma fibrado (ou variedade de
fibras) 7 : £ — M, demonstramos que a acao de G em E herda algumas propriedades da acdo de
G em M, como a regularidade e a estrutura Hausdorff no espago de orbitas E desde que M o seja.
As reciprocas desses resultados, ou mesmo o enfraquecimento da hipdtese de transversalidade
para uma acao apenas infinitesimalmente transversal, ndo permitem que consigamos obter tais
resultados. Vejamos alguns contra-exemplos.
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Exemplo 4.6.1. Considere G um grupo de Lie agindo suavemente e livremente (gp = p entao
g = 1) em uma variedade M com érbitas densas (por exemplo o agao de R em T? que gera o fluxo
irracional) e livremente em uma variedade N tal N seja Hausdorff (por exemplo N = R? com acio
de R dada por t(z,u) = (x +t,u)). Considere a a¢do produto nos fibrados pr; : M x N — M e
pry : E =M x N — N, que sao ambas transversais pois a acao em ambas M e N ¢é livre. Com
a acao ¢ regular na base de pr,, aplicando o resultado 4.4.7, concluimos que a agao em M x N
é regular. Observe porém que a acao em M nao é regular pois as Orbitas sdo densas, ou seja, o
espaco base de pr; nao herda a regularidade do espaco total.

Exemplo 4.6.2. Seja M =R? — 0, E = M x Ry e considere G = R agindo em

pry: E— M

por O(x,y,u) = (ez,e Yy, e®u), ¢ > 0. Podemos projetar a acdo a de G em E a uma acao

regular M dada por 0(z,y) = (e“z, e %y) e teremos que M nio é Hausdorff (veja 1.9.15). Uma
vez que a agdo na base é regular, sendo a acao transversal (pois é livre), podemos garantir que a
acao em FE é regular. Por outro lado, cada érbita atravessa o plano u = 1 exatamente uma vez de
modo que podemos identificar E com R2 — 0, concluindo que E ¢ Hausdorff. Esse exemplo mostra
que pode ocorrer a situagao onde as acoes em E e M sao regulares, na condi¢oes de uma agao

transversal no fibrado pr;, com E Hausdorff mas M nao.

Exemplo 4.6.3. Seja M =R? —0e F = M x R e considere a acao de gerada pelo campo
X =20, — ydy + (1 + cosu)dy, = X + (1 + cosu)d,.

Se up = km, k € Z, entao X (z,y,up) = 200y — Y0, de modo que a 6rbita do do ponto (xo, yo, uo)
é um circulo contido no cilindro 2% + y* = 22 + y3. Para (k — 1)7 < ug < k7 a 6rbita do ponto
em questao é uma espiral contida no cilindro mencionado mas entre os circulos de altura (k — 1)7
e km deste cilindro. Para ug miltiplo de 7 temos a curva integral dada por

Q(xo,yo,uo) = <A9<x07y0>7u0)7

com Ay € SO* agindo de maneira usual. Se (k — 1)7 < up < k7 entdo a curva integral serd dada
por
a(0) = 0(zo, yo, uo) = (Ag(x0, yo), 2arctg(tg(uo/2) +0));

com efeito, verificaremos que Jy|pa(0) = X (a(f)). Observe que vale «(0) = (xq, Yo, ug) €

1
1+ (tg(uo/2) + 6)

Doloar(60) = X ((0)) + Dplo(2arctg(te(uo/2) + 0)) = X (a(6)) + 2 5 Ou.

Como 1+ cos(u((f)) = 1+ cos(2arctg(tg(uo/2) +6))), escrevendo w = arctg(tg(uo/2) + 0) entao
1+ cos(2w) = 1+ cos® w — sen*w = 2cos” w = 2/(tg’w + 1) =

1/(1+ (tg(uo/2) + 60)°),
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concluindo, por fim, que vale dy|pa(f) = X (a(#)). Uma vez que 1 = Posto (z, —y) = Posto (z, —y, 1—
sen u) para todos (z,y,u) € E e (x,y) € M concluimos que a agao ¢ infinitesimalmente transver-
sal (veja o comentario apés a proposicao 4.3.2) e observe que agdo de G em M é regular com M
Hausdorff. Geometricamente é facil perceber que essa a¢ao nao é regular em E, pois a quando 6
tende para um dos infinitos a espiral tende a tangenciar um dos circulos no qual esta contida.

Um exemplo onde temos uma acao apenas infinitesimalmente transversal regular em ambos F
e M, com M Hausdorff mas E nao, podera ser encontrado em [1] exemplo 4.4, intricado, diga-se
de passagem.

Nas condigoes de uma agao nao transversal de um grupo de Lie G em um fibrado (ou variedade
de fibras) 7 : E— M, podemos considerar em E o maior conjunto onde a ac¢ao é transversal,

KE) ={p € E; para todo g € G tal que w(gp) = 7(p) tem-se gp = p},

a fim de aplicar os resultados principais do capitulo, desde que a restricao 7w : k(E) — M seja
um subfibrado de 7 (ou apenas uma submersao no caso de variedade de fibras). H4 um descri¢ao
alternativa desse conjunto. Se p € k(E) entao, sempre que g € Gr(,) teremos 7(gp) = gn(p) = 7(p),
forcando entao que gp = p. Reciprocamente, se gp = p sempre que g € Gr(,), necessariamente
teremos p € k(F). Desta forma obtemos a caracterizacao

KE)= |J{p € E:; gp=pparatodoge G,}.
xeEM

Esse conjunto é invariante pela agao de G, pois dado h € G e g € k(E) temos que para cada
g € Grnp) ocorre

g (hp) = n(hp) implicando em h~'ghn(p) = 7(p) e logo h™'ghp = p.

Em diversas aplica¢oes como estudo da Fquacoes de Navier-Stokes, estudo de operadores harmao-
nicos, estudo das Fquacgoes de Finstein, o problema em questao podera ser descrito em termos de
um operador diferencial definido em um fibrado onde algum subgrupo do grupo (total) de sime-
tria da equacao estudada age projetavelmente. Quando a agdo nao é transversal mas a restri¢do
7w k(E) — M é um fibrado (kinematic bundle), é possivel aplicar os resultados apresentados
neste capitulo. O leitor interessado nestas aplica¢oes podera consultar o artigo [2], onde diversos
exemplos sao apresentados.

Diversos problemas de geometria diferencial e fisica estao relacionados com a determinagao de
objetos invariantes pela acao de um grupo de Lie em uma variedade M; dentre esses objetos, po-
demos mencionar campos vetoriais, formas diferenciais, frames, operadores diferenciais, conexoes,
métricas, etc., todos podendo ser interpretados como se¢oes de um fibrado vetorial conveniente. Se
GG age suavemente em uma variedade M esta agdo induz uma agao projetiva nos fibrados vetoriais

TM — M, AT*M — M, J*M xR = J*M, T"M o0 T*M - M
dadas, respectivamente, por
gXP = (dg)p<Xp)7 (gw)P<U17 ] Uk) = wgp<<dg)p(vl)7 ] (dg)}?(vk))v
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90, Tsv) = (93,5 0) e g3 gig(p)da’], © da?ly) = D~ gis(g 7 p)d(a" © g)|g-1, @ d(a7 0 g)lg-1,.
i<j i<j

Obter secoes invariantes destes fibrados corresponde a obter campos invariantes, formas invariantes,
operadores diferenciais invariantes e métricas invariantes, caso que (g;;(p))) é simétrica positiva
definida para cada p € M.

Ao considerarmos uma agao regular ou semi-regular de um grupo de Lie G em uma variedade
M podemos construir um conjunto de dim M — s invariantes pela a¢do de G (invariantes absolutos),
onde s é a dimensao das Orbitas de (G, sendo esse invariantes globais ou locais, respectivamente.
Quando consideramos G agindo projetivamente por automorfismos em um fibrado vetorial 7 : £ —
M e s uma secao invariante, entao em coordenadas vale

g-s(x) = (92, u(g, ) - u(z)) = s(gr) = (92, u(gr)),

onde, para cada x e g onde houver sentido, p(g,z) serd um operador linear inversivel definido na
fibra tipica. Isso faz com que consideremos uma nocao relativa de invariante, uma vez que neste
caso temos

u(gz) = plg, x) - u(z).
Esta nocao esta associada ao conceito de multiplier representation, definido da seguinte forma:

Seja V um espago vetorial , G um grupo de Lie e M uma variedade suave todos de dimensao finita.
Um multiplier representation é uma funcao suave

G x M — GL(V)
que satisfaz
w(gh, ) = p(g, hx) - w(h,z) e p(1,2) =1 para todos gh € G e x € M.
Um invariante relativo de peso p é uma funcao R : M — V que satisfaz
R(gz) = p(g,z)R(x) para todos x € M e g € G.

Com um multiplier representation definido em M podemos enxergar GG agindo por automorfismo
no fibrado vetorial M x V e um invariante relativo torna-se-a uma secao invariante deste fibrado.
Em Olver [10] é estudada a existéncia de invariantes relativos ou, de acordo com a abordagem
geométrica descrita acima, de se¢Oes invariantes. Portanto, o teorema 5.4 do referido artigo é uma
caso particular de teorema 4.4.2 no caso em que a restricdo m : k(E) — M é um fibrado vetorial
no qual G age por automorfismos.

Quando um grupo de Lie G age projetivamente em um fibrado 7 : F — M (ou variedade de
fibras) e a agao na base é transitiva (G -z = M para qualquer = € M), entdo o espago das se¢oes
invariantes de 7 é parametrizado pelo conjunto de pontos fixos da acao de subgrupo de isotropia
em uma unica fibra. De fato, dados zp € M e K = G, grupo de isotropia de zj, temos bem
definida uma agao de K em E,,. Denote em geral o conjunto de pontos fixo de uma acao de um
grupo G em um conjunto X por X¢. Seja ¢y € E,, um ponto fixo desta acio, ou seja, kqy = qo
para todo k € K. Entao a restricao

m:G-q—>G-rg=M
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é um difeomorfismo. E injetiva ja que se gro = m(g9q0) = 7(hqy) = hx entdo h~'g € K e logo
h=tgqy = qo. Como é claramente sobrejetiva, entdo é um difeomorfismo. Assim, obtemos a secao
s = (7lgq) ' : M — E que é G—invariante (se y = hxy entdo s(gy) = s(ghzy) = g(hqy) =
gs(hzo) = gs(y)). Portanto, um ponto fixo nos dd uma se¢do invariante. Reciprocamente, se s é
segao invariante, é simples concluir que gy = s(xy) é um ponto fixo da acdo de K em E,,. Observe
que uma se¢ao invariante é tal que sua imagem esté contida em k(E) (ela se fatora através de
k(E)), pois se m(gs(x)) = m(s(x)), deve ocorrer gz = x e, logo, gs(z) = s(gx) = s(x). Desta forma
sempre podemos considerar uma se¢do invariante com imagem em k(F) (essa conclusao é geral
nas condigoes de uma agao projetiva). Quando ocorrer da restrigdo 7 : k(E) — M ser um fibrado
(ou apenas k(£) for subvariedade com a restri¢ao 7|y g) submersao), uma vez que M é um ponto

nas condigoes de uma agao transitiva, uma se¢do s : M — k(E) corresponde a escolha de uma

—_~—

ponto p € k(E) e, desta forma, teremos uma associagdo biunivoca entre segoes invariantes de 7 e

—_~—

os elementos do espaco k(E) obtendo assim, naturalmente, uma estrutura de variedade suave nos
espaco das secoes invariantes de E e logo estruturando o espacgo dos pontos fixos da agao de K em
N =F,,.

Em geral ndo podemos garantir que k(F) é uma variedade suave, mas em algumas situagoes
poderemos garantir que esse conjunto tem boa estrutura. Por exemplo, se N é uma variedade
Riemanniana na qual K age por isometrias (quando a agao for prépria sera possivel obter uma
métrica em N invariante por K, veja [19] corolario 1.27, e logo essa métrica é K —invariante),
podemos mostrar que cada componente conexa do conjunto de pontos fixos pela pela agao de K
¢ uma subvariedade mergulhada. Com efeito, seja p um ponto fixo desta acdo. Entao fica bem
definida uma acao

K xT,N — T,N

dada por gX = (dg),X. Dado € > 0 tal que a exponencial Riemanniana
exp, : B(0) C TyN — exp,(B(0)) C N

¢ difeomorfismo, pelo fato de g-exp,(tX) ser uma geodésica com inicio em gp e velocidade (dg),(X)
(pois gp = p) devera ser igual a exp,((dg),(tX)) para t < € (veja [8] proposicoes 2.7 e 2.9),
concluindo que
exp,(g - X) = g - exp,(X),
ou seja, 0 mapa exp, ¢ equivariante. Observe que conjunto de pontos fixos pela agao de G em
T,N,
(T,N)® = Nyex ker(dg, — 11, n),

¢ um subespaco fechado. Notando que os abertos B.(0) e U = exp,(B.(0)) sdo K —invariantes (o
primeiro pois vale ||g- X|| = ||(dg),(X)|| = ||.X]|| para todo X e o segundo pois qualquer ponto em
U ¢ da forma exp,(X) para algum X, de modo que exp,(g- X) = g-exp,(X) € U) e vale

exp, ((T,N)¥ 1 B.(0)) = exp, ((B(0))°) = UX = NK nU

poderemos concluir o resultado. A tltima igualdade permite concluir que N¥ N U é uma varie-
dade mergulhada (imagem por difeomorfismo da intersegdo de um aberto com uma subvariedade
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regular). E simples notar que NX ¢ fechado e, consequentemente, cada uma de suas componentes
conexas deverd ser fechada. Dado ¢ € na fronteira de U*, se tivéssemos dim(T,N)* # dim(T,,N)¥,
digamos maior, entdo haveria mais direcoes em T, N fixadas por K. Isso levaria a mais direcoes
fixadas em V' = exp,(B;(0)). Isso porém nao pode ocorrer pois V N U # @. Concluindo portanto
que cada componente conexa de N¥ ¢ uma subvariedade mergulhada fechada de N. Podemos
mostrar mais:

Proposicao 4.6.4. Suponha que G age suavemente, reqularmente e projetavelmente em uma vari-
edade de fibras m: E — M, e que a acao em M seja transitiva. Se a acao de G em E for propria,
entdo cada componente conexa de k(F) é uma variedade mergulhada.

Demonstragdo. Sejam xg € M, N = E, e K = G,,. A agdo de G sendo propria permite concluir
que a restricico K x N — N é propria e, logo, pelo que argumentamos acima, cada componente
conexa de N¥ é uma subvariedade mergulhada de N e, necessariamente, de E. O ponto aqui é
observar que

KE)= | gN*. (4.6.1)

geK

B simples notar que se y = hxy entao G, = gGr,h™ de modo que se gp € gN¥ . para todo
h e Gy, = gGIog_la h = gkg‘1 com k € G, teremos

h(gp) = gkg~"(gp) = gkp = gp,

mostrando gN® C k(E) para todo g € G. Se q € k(E), 7(q) = gzo para algum g € G; como para
qualquer h € Gy, = gG,,G™! tem-se hq = ¢, sendo h = gkg™' com k € G,, entdo hq = gkg™'q = q
e, variando k concluimos que g~'q € N¥, ou seja, ¢ € gN¥. Considere a restricio

7TE|NK2NK—>/(\E/)CE.

Ela estd bem definida e é sobrejetiva em virtude da igualdade (4.6.1). E injetiva, pois dados
p,q € N¥ que estdo na mesma 6rbita, gp = ¢ para algum g, entao da igualdade 7(gp) = ¢ = 7(q),
conclue-se que g € G,, = K, donde ¢ = gp = p. Concluimos entao destas consideragoes que se C

é uma componente conexa de NX entao mg|yx(C) = 7(C) é uma componente conexa de k(FE)
e também uma subvariedade mergulhada de E, pois C é uma subvariedade mergulhada de E, em
virtude do que concluimos na discussdo acima (aqui estamos usando o fato da acdo de G em E
ser regular e, por conseguinte, E ser variedade eventualmente nao Hausdorff, veja 2.3.8). Segue
que 75 (C) é uma subvariedade mergulhada de E, novamente em virtude de 2.3.8, mostrando que
cada componente conexa de k(E) é subvariedade mergulhada (claro que nao podemos garantir a
conexidade de 7" (5 ), de modo que as componentes conexas de k( E') serao dadas pelas componentes
conexas dos conjuntos 75" (C) quando variamos C.) O

Em virtude da exposicao de diversas situagoes onde procuramos obter se¢des invariantes de um
fibrado (ou variedade de fibras) conclue-se que é importante assegurar a existéncia do kinematic
bundle (ou apenas mostrar que k(F) é uma subvariedade de E' com a restri¢ao de 7 submersao). Nas
condig¢oes onde um grupo compacto G age isometria em um fibrado vetorial hermitiano é possivel
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assegurar tal existéncia (veja [6] lema 1.2). Vale ressaltar, porém, que obter uma caracterizagao
deste fibrado ndo é uma tarefa simples, como o leitor podera apreciar nos exemplos de [2]. A dltima
proposigao indica a possibilidade do conjunto k(E) nao ser uma variedade e, pelo que entendemos
da leitura dos artigos principais [1], [2] e [3], a caracterizagdo deste espa¢o ndo é conhecida em
geral, ocorrendo apenas em exemplos particulares.
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Apéndice A

Uma Caracterizacao de Funcoes Suaves
em Subvariedades

Este apéndice é um suplemento ao Capitulo I e tem por objetivo mostrar que, se N é uma
subvariedade mergulhada de uma variedade M, entao uma funcao f : N — P é suave se, e
somente se, admite uma extensao suave F : V. C M — P, para algum aberto V' contendo N. Além
disso a diferencial de f é a restricao da diferencial de F' ao espago tangente de V.

Proposicao A.0.5. Seja N uma variedade contida em R™ e f: N — P funcao arbitrdria. Se f
admite uma extensio suave definida em algum aberto de R", entao f € suave e (f.), = (F)p|r,m-

Demonstragdo. Observe que nao estamos considerando N subvariedade mergulhada, apenas uma
variedade contida em R™; caso fosse mergulhada entdo a conclusao da proposicao seria imediata-
mente imediatamente valida, uma vez que a restricao é dada por

F|y =Fou,

onde ¢ é a inclusdo de N em R". Seja (¢,U) carta em p € N. Considere a func¢ao diferencidvel
Glz,y) = 6}(x) + (0,y), onde (z,y) € H(U) x R™™. Temos que

f(p) =FoGoiod(p),

onde i(z) = (z,0), e logo f é diferencidvel como composta de fungoes diferenciaveis. Mais ainda,
se o é curva em N, entao

/

fo(@(0)) = Fu(Oi|oG 0@ o ga(t))) = Fi(a (0)),

seguindo que f, é a restricao de F,. O]

Proposicao A.0.6. Seja N subvariedade mergulhada de R™ e f : N — P suave. Entdo, dado
p € N existe aberto W de R™ contendo p e func¢ao suave F' definida em W tal que F|now = f|naw -

Demonstragio. Seja (¢,U) carta centrada em p € N e V aberto em R” tal que U = VN N. A
funcao
G(z,y) = ¢~ (z) +(0,y),
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como definida na proposi¢ao anterior, é tal que G, é sempre nao singular, como pode ser verificado,
e portanto um difeomorfismo local. Observando que G(0,0) = p, podemos usar o Teorema da
Fungao Inversa e obter aberto W de R™ que é mapeado difeomorficamente em G(W) C V', com
p € G(W). Um vez que G '(q) = G(¢p~ o &(q) + (0,0)) = G H(G(é(q),0)) = (6(q),0), a extensao
é dada por

F=fo¢ omoG™,

definida em G(W). O

A extensao global é bem mais delicada. Como exemplo, a funcao identidade I : St ¢ B! — S!
nao pode ser estendida devido a uma restrigdo topolédgica; em particular, a extensao seria continua
e, intuitivamente, seria o mesmo que dizer que o disco pode ser 'rasgado'continuamente para
se transformar no circulo (podemos argumentar formalmente esse fato usando teoria de grupo
fundamental). No proximo teorema, usaremos o fato que toda cobertura por abertos de uma
variedade suave M admite partigdo da unidade (veja [17]), por isso segue a defini¢ao abaixo:

Defini¢ao A.0.7. Dada U = {Uy}ren cobertura arbitraria de uma variedade suave M, a particao
da unidade subordinada d cobertura U é uma cole¢io de fungoes suaves, {ay : M — R}, com as
sequintes propriedades:

(i) 0 < ax(p) < 1, para todos A € A ep € M;
(ii) supp ay C Uy;

(iii) o conjunto de suportes {supp ax}ren € localmente finito, ou seja, dado p € M eziste vizi-
nhanga de p que intersepta no mdzimo um niumero finito de conjuntos supp «; e

(iv) Yoaea an(p) =1 para todo x € M.
A préxima proposicao exemplifica uma aplicagdo da existéncia de particdo da unidade

Proposicao A.0.8. Sejam U aberto em M e p € U. FEziste aberto V.C U contendo p e fungdio
suave f: M — R, f(q) > 0 para todo q € M, tal que g € V' se, e somente se, f(q) > 0.

Demonstragcio. Tome W aberto contento p cujo fecho esta contido em U. Considere a cobertura
{U,M —W?} de M e particio da unidade {«, 3} subordinada a essa cobertura. O conjunto aberto
V ={q € M; «a(q) > 0} juntamente com a fungdo a : M — R satisfazem o requerido; de fato
a(p) =1jadque {supp B} C M —-W, pé M —W e alq) + B(q) =1 para todo ¢ € M. ]

Teorema A.0.9. Com as notagoes da proposicio anterior , com P = R¥, f admite uma extensdo
em um conjunto aberto de R™ que contém N.

Demonstragdo. Acima construimos para cada p € N uma funcdo FP que estende f, mas cujo
o dominio nao contém inteiramente a subvariedade N. Diminuindo U,, podemos considerar os
abertos V,, como sendo iguais a F?(W,,). Desde que N = U, U,, existe uma cobertura enumeravel
{U;} que cobre N. Considere o conjunto aberto S de R"™ dado por S = U;V; (claro que N C S,
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pois cada U; C V;). Tome {o; : N — R};, particdo da unidade subordinada a cobertura A = {V;}
de S . Queremos definir a extensdo como

F(p) = 3 aslp) (),

F : S — R* O problema é que as funcoes F' ndo estdo definidas em todo S, apenas em
subconjuntos abertos de S; desse modo precisamos redefini-las de modo conveniente. Observe que
soma acima nos importa a acao de F" dentro de suppa; apenas (supp o; = {x € S; «;(x) # 0}).
Cobrindo S com os abertos {V;, S —supp «;}, sejam 1, 5 partigdo da unidade subordinada a essa
cobertura. A funcao definida em S por

Bi- F'(q), se g €V,
0, seqé¢V,

é suave e quando ¢ € supp «; ela coincide com F?(q). Portanto, passamos a considerar na soma
essas fungoes que acabamos de redefinir. Tal soma é finita, uma vez que «; ¢é diferente de zero
apenas em uma quantidade finita de abertos V;, permitindo concluir que F' é diferenciavel e, se
q€N,
Flg)=> ai(@F'(9)= Y al@F(q) =) f(g) = f(a)-
i=1 i; QESUpp oy i=1

]

Proposicao A.0.10. Se N subvariedade merqulhada de M e f : N — R* suave, entio f admite
uma extensao I em algum aberto de M contendo N e f, é a restricao de F.

Demonstragio. Pelo Teorema de Whitiney, existe mergulho H : M — H(M) C RY para algum
N. Podemos afirmar que H(N) é subvariedade mergulhada de RY (pois ¢é igual a H o i(N)).
A funcio f o H™!| () ¢ diferenciavel e, pela proposicao anterior, existe uma extensao suave
G:W CRY - RF. A funcdo G o Hl|g-1w) é a extensao suave de f. O fato que f, é a restricao
de F, segue de uma simples manipulacao da féormula da extensao junto com a primeira proposicao
desta secao. O

Observacao A.0.11. Prova-se analogamente com auxilio do Teorema de Withiney que se f :
N — P admite uma extensdao suave em V. C M aberto, onde M ¢é a variedade ambiente de N,
entdo f € suave.

Exemplo A.0.12. Seja N = R — 0 subvariedade mergulhada de M = R e f : N — R definida
por f(x) = 1/x. Essa fungdo é suave mas nao admite extensao global em todo M. Esse exemplo
lidico mostra que extensoes mais gerais s6 podem ser tomadas em abertos da variedade ambiente,
mesmo quando ambos espagos tem topologia simples.

O dltimo resultado pode ser mais geral, no sentido em que podemos substituir o contradominio
na proposicao anterior, por uma variedade arbitraria. Considere inicialmente P mergulhada em
R*, entdo existe uma retragao suave r : U C R* — P onde U ¢é a vizinhanga tubular de P (em
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particular a vizinhanca tubular contém a variedade P. Uma retracao r é uma funcao que satisfaz
rlp = I; veja [17] para tais resultados e defini¢do de vizinhanca tubular). Como foi mostrado
acima, existe uma extensdo F de f em um aberto V de M, mas com contradominio sendo RF.
Considerando W = VN F~Y(U), defina G =ro F : W — P. Essa é uma extensao suave de f, pois,
quando ¢ € N, tem-se G(q) =ro F(q) =ro f(q¢) = f(q), uma vez que f(N) C P e r é retragio.
Novamente com o auxilio do teorema de Whitiney podemos mostrar o resultado mesmo para uma
variedade arbitraria P, nao necessariamente mergulhada em algum espago euclidiano. Resumindo:

Teorema A.0.13. Seja N subvariedade mergulhada em alguma variedade M e f : N — P funcao.
Entdo f ¢ suave se, e somente se, admite uma extensao suave F definida em algum aberto de M
contendo N. Além disso, f. é a restricao de F.

O préximo exemplo mostra que podemos estender, em geral, apenas fungoes definidas em
subvariedades mergulhadas. Dessa forma o teorema acima é o mais geral possivel.

Exemplo A.0.14. Considere M = R? e N a subvariedade imersa dada por f : [ = (—37/2,37/2) —
M, onde

(1) = { (—cos(t+m),sin(t +7) —2), se —3n/2<t< —7/2
(cost,sint), se —7m/2<t<3m/2

Geometricamente é possivel perceber que essa subvariedade nao é mergulhada (o problema ocorre
em (0,—1); essa figura é um circulo unido com um semi-circulo). Considere a fun¢do suave g :
N — (7/2+ 1) dada por
9(a) = /2 + [~ (@)

A funcdo ¢ nao admite extensdo continua em qualquer aberto de M. Isso ocorre pois se G é
tal extensao, aproximando (0,—1) por valores f(t,) € N tais que t, — —37/2 teremos que
G(f(tn)) = g(f(t,)) = /2 + t, — —m; mas por outro lado temos que G(0,—1) = ¢(0,1) = 0.
Logo G nao pode ser continua e tal extensao nao existe.
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Apéndice B

Suavidade da Acao Estendida

Quando um grupo de Lie G age suavemente em uma variedade £ = M x N (aqui podiamos
considerar F como sendo um aberto de M x N e tudo ocorreria igualmente; esta escolha esta
de acordo com a intencao de estudar equacoes diferencias em fibrados e, podemos dizer, que é
meramente estética) permite que prolonguemos (estendamos) a uma agao em J¥(E), veja segio
2.6. Este apéndice tem o proposito de demonstrar que de fato temos uma acao, porém local, e
suave. O seguinte lema aparece, essencialmente, no livro de Saunders [31].

Lema B.0.15. Sejam f,g : U CR*" - W CR™ F:VCR" U eG: W — G(W) fungées
suaves, U,V e W abertos. Assuma que 0y f(yo) = 959(v0), para todas uplas I = (iy,...,is), com
s=0,1,2,....k. Entao vale

I1(f o F)(zo) = 0r(go F)(xo) e 0r(Go f)(xo) = 91(G o g)(wo),

para cada I como acima, onde F(xy) = yo. Além disso, se f e g sdo difeomorfismos proximo de
Yo, serd valido

01f ! (20) = 019" (%),
onde zo = f(vo) = 9(vo)-

Demonstragio. Suponha por simplicidade que W = R. Quando #I = 1, podemos aplicar a Regra
da Cadeia obtendo

5o P =2 SL W) G0 = 21w 55 0)

onde y = F(z), H: JY(F) - R, H = H(y,u,uy) com J = (j) onde 1 < j < n (observe que H
é suave), permitindo concluir o resultado para esse caso, uma vez que por hipdtese as derivadas
de f e g coincidem em yy = F(zy) e a formula depende apenas dos valores dessas fungoes em g
e de suas derivadas nesse ponto. Partindo por indugao, suponhamos que para #1 < s, 9;(f o F)
dependa apenas de y e 0;f(y) onde J varia entre 0 e #1, ou seja, tenhamos

O1(foF)(y)=H(y,0,f(y)), 0<#I<s,
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para alguma fungao suave H : J°(E) — R, y = F(z). Dessa forma, usando a notagao (I,i) =
(11, ...,1s,1), aplicamos novamente a Regra da Cadeia obtemos

0 " OH OF* OH
Ura(f o F)y) = 5 5 H(y, 0rf(y)) = k; af or ;87 8xl [0, f(F(z))] =
" OH aFk OH n OF*
Z y axz ; aUJ {];1 a(Jﬂ)f( (I)) amz }7
lembrem que representamos as coordenadas de J*(E) por (z,u,uy), J = (j*, -+ j°) com j! < ... <

j?, de modo que —— corresponde a derivada na dire¢do da entrada wu .

Ou,

Segue, por inducdo, que O (f o F') depende apenas de y e das derivadas de f até ordem
#1+ 1. Isso permite concluir o resultado. O caso 9;(G o f) segue de modo andlogo. Para finalizar,
usaremos esses dois resultado para demonstrar a tltima afirmacao.

Pelo que demonstramos acima as derivadas de f~'o fo gt = ¢! coincidem com as de
flogog ™t = f~!ateordem k em g~'(2), onde g~!(zy) = yo, ou seja, em zy = g(yo), concluindo
a ultima afirmacao. O]

Dado secdo s : M — E que represente um elemento uo® € J¥(E), préximo de 1 € G, (gs)(T)
estd definida e é uma secao local ao redor de grg = 7y. Calculando as derivadas de gs em Z
obtemos a acdo de G em uo™, a qual denotaremos por Uy, ou seja,

Ui(g,uy)) = g - ul? = *(gs)(70). (B.0.1)

Teorema B.0.16. A regra ¥, : D C G x J¥(E) — J*(E) dada pela equacio acima define uma
agio suave local de G em J*(E).

Demonstragio. (a) Essa associagdo é independente da escolha da fungdo s. Se sq, sy sdo duas
secoes que tem derivadas de ordem ate k iguais em xy, uma vez que as fungoes gs; sao dadas
por

(951) (@) = Qg 0 510 (D4 05:) ' (T),

(veja se¢ao 2.4), aplicamos o lema anterior concluindo o resultado.

(b) Uy, satisfaz as regras de uma agdo. Uma vez que 1s = s para uma segao arbitraria, temos que
Uy (1, u®) = 1uy® = uy®. As funcdes g(hs) e (gh)s, onde s = 1 x f é uma secdo local, sdo
iguais, pois em alguma vizinhanca W; de 1 € G temos que ghs é se¢do e vale

(ghs)(@) = (gh)(z,u) = g(h(z,u)) = gh(z,u),

onde u = f(x). Por outro lado, em alguma vizinhanca V;, hs é uma segio e vale

(hs)(T) = h(z,u).

Aplicando g na igualdade acima obtemos que em uma vizinhanca U; vale
(g(hs))(x) = g(hs(T)) = g(h(z,u)) = gh(z,u).
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Entao para g, h € Wi N V; N U; podemos garantir que (gh)s = g(hs) na interse¢ao de seus
dominios, permitindo concluir que as derivadas de (gh)s sao iguais as de g(hs) nessa interse-
cdo e, portanto, (gh)uy® = g(hue®) uma vez que ambos sio completamente determinados
pelas derivadas de (gh)s e g(hs) respectivamente.

(c) Para demonstrarmos que agao é suave suporemos a agao de G em F projetiva e depois iremos
para o caso geral. Neste caso, dado uma secao local qualquer s, sabemos que gs é uma se¢ao
para cada g € G definida em g~'(Dom s). Observe que a nao validade disso é justamente
o que impede de termos a acdo definida em todo G x J*E, pois podemos garantir que gs
é secao para g proximo da identidade apenas e a definicao dessa acdo necessita que gs seja
uma se¢ao quando s representa um ponto u(k); portanto, para o caso de acao projetiva, Wy
esta definida em todo G x J*E. Segue nos sub-itens abaixo a demonstracio que ¥y, é suave:

(cl) Se f: M — R é suave, (¢,U) uma carta em M entao a fungao definida em U por

q— 6J|qf
dada por
g €U = ls1p(f oo™
é suave, como pode ser verificado facilmente pelo leitor.

(c2) Sendo s =1 x f, podemos escrever a funcao transformada gs por
(95)(z) = Qgos097 (z),
permitindo concluir que a associagao
(9,2) € G XM — (gs)(x) € E

é suave como composta de fungoes suaves.

(c3) Considerem H* = (gs)® as fungdes coordenadas de gs. Fixe uma carta ¢ x 1 em
G x (g7 'Dom s); a associagio

(9:%) = Oslga)H*,
como foi definido em (c1) é suave e, portanto, também serd suave a composigao
9 = (9, 920) = 9sl(g,920)H"-
Vamos concluir que a restricao Wy Gx{u)y> PATA cada u(()k) fixado em J*E, é suave,
onde s representara o ponto uék), ou seja, tal que j*s(zy) = uék). Observando que as
coordenadas dessa restricao sao dadas por

6J|gona

e (ue a associacao

9= 079,900 H* = 0] (p(g).g00) [H® © (™" X 1)] = 0| gu H*

é suave, concluimos o resultado (a tltima igualdade segue uma vez que estamos tomando
derivadas somente com respeito a segunda coordenada).
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(c4) Mostrando que, para cada g a restrigdo Wy |4y« + g € suave, concluiremos, juntando (c3)
e (c4), que a agao estendida é suave. Para simplificar a demonstragao suporemos ha uma

finica variavel dependente u. Cada ponto de ull) € JHE) = E x R"™ x .. x Rv™k =
E x RY pode ser identificado com um polindémio

P, (z) =upg + Z :c—xo
\J\#O

definido em W C X — U, para algum aberto W que depende de u®), que por
sua vez pode ser identificado com uma secao local 1x X P,y : W € X — U (no
caso de n varidveis dependentes poderfamos associar u*) com uma secio do tipo 1x x
(P, ...,P,w™), onde P,m™ representa todas as coordenadas dadas pelas "derivadas

de ordem até k de u®'", ou seja, representa a upla (u*,u§) com 0 < |J| < k). Para

trabalhar sem ser afetado por essa dependéncia, observe que a funcao
(%, Pu(k)) € X x Jk(E) — Pu(k) (%) eR

é suave (estamos usando a identificacio u'®) = P, ), permitindo concluir que em uma
vizinhanca W x W), ¢ X x J*(E) de (x, u(()k))

1><Pu(k>2W—>U

é secao para todo u® € W,. Com isso em maos, fixado ¢ estd bem definida e é suave
a associagao (que é composta de fungoes suaves).

(l’,Pu(k))GWXWk%QgO(IXP(k)) (ZL‘)GU

Denotando por H = H(z, Pu<k)) essa associacdo, por 7 a projeciao de J*(E) em X, ou

seja, 7T1(Pu(k)) = 1 e escrevendo = = (P, &) ), observamos que a associagao
0

P, = (gom(P,w), Pyw) = (92, P,w) — 0y (g2, P o) H =

= OslgeHp ),

onde Hp . (v) = H(x,P,w), ¢ suave. Observe que essa associagdo corresponde a

'J—ésima'entrada da associagao (g, u™) — Wy (g, u®). Concluimos entdo que W (g1 (k)
¢ suave. Juntando ambos resultados de (¢3) e (c4) concluimos que ¥ é suave.

(d) Comparando o caso geral e o de agdes projetivas, mostrado acima, surge inicialmente o
problema de saber se a associagao

(9,7) = (gs)(z)

é suave. No caso geral temos que
(95)(z) = Qgos0(¢g05) " (z) = [0 Vo (lg x 5)|(g, (g0 5) " (z))
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é definido préximo de 1 € GG e o dominio de s é possivelmente diminuido. O que nao permite
concluir imediatamente se essa associagao é suave é que nao sabemos se

(9,2) = (Dg05)" (x)

é suave. Mas de fato isso vale; o Teorema da Funcgoes Implicita nos garante uma demonstracao
do problema particular abaixo e nele esta contida a ideia para escrevermos a demonstracao
para nosso caso.

(d1) Seja F': R" x R™ — R™ suave tal que F, seja difeomorfismo para cada x. Entao a
fungdo H(z,y) = (F.) (y) é suave. Claramente é suave quando fixamos x e para yq
fixado temos que

F(z,H(x,y0)) = F, o H(z,v0) = yo.

Por outro lado

oF 0F,,
87y|(x0,H(xo,y0)) = Tylyo

é nao singular. Pelo Teorema da Funcao Implicita, existe aberto B C R™ contendo xq
e Unica fungao suave g : B — R™ tal que g(x¢) = H(xo, o) €

F(x, 9(x)) = o

para x € B. Necessariamente em B deve-se ter g(z) = H(x,yo) = F.(yo), concluindo o
problema pois x( é arbitrario.

(d2) O tltimo detalhe que necessita ser esclarecido ao aplicar a demostracdo dada em (c),
mais especificamente o argumento dado em (c4), é que nao temos certeza de que se
mudarmos de uma secao 1 X P,k € J kE para outra préxima 1 x P ) teremos ainda
que g(1x P, ) é uma secao local; ou seja, isso é o mesmo que a questao sobre o dominio
de W, ser ou nao aberto. Para resolver esse problema basta observar que a associagao

($7 g, Pu(k)) — det[(q)g © Pu““))*]ﬂc

é continua. Consequentemente, em um aberto de M x G x J*E est4d bem definida a
secao g(1 x P, ). Lembrem-se que precisavamos inverter a fungao ®,0 P, ) para definir
a secao transformada. O leitor devera convencer-se que essa demonstracao é facilmente
adaptada para o caso em que hd mais que uma variavel dependente.

]
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