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INTRCDUCAC

Uma ccnstante preocupacgac do homem tem sido a de poder
controlar a evolugaco no tempo de certos dispositiveos ou mecanis-
mos por ele manipulados, segundo regras pré-estabelecidas. Por es
te motivo, muitos sistemas de controle tém sido estudados por en-
genheiros desde epocas remotas. Assim, nos seculos XVII e XVIIT,
Huygens e Watt estudaram, pela primeira vez, o problema da estabi
lidade de um oscilador harmonico sujeito a pequenas vibragces, dan
do inicio a um importante trabalho de pesquisa gue continua ate

05 dias de hoje.

Apesar disto, durante muitos anocos, ag tecnicas emprega-
das para o estudo dos sistemas de controle foram desenvolvidas pa
ra casos particulares e o desenho de sistemas automaticos era es-
sencialmente uma arte. Foli somente na década de 1940, com a cres-
cente necessidade de sistemas de automacgidc cada vez mais sofisti
cados, que se iniciou o desenvolvimento de uma teoria sistematica
dos gistemas de controle. Este desenvolvimento se valeu, numa pri
meira fase, da aplicacac de meétodos opcracicnais, conhecidos des-
de os principios deste seculo, aos sistemas de controle relativa-
mente simples regidos por sistemas de equagOes diferenciais linea

ras.

A utilizacgao de métodos operaciocnais, do tipo transfor-
madas de Laplace ou Fourier, esta baseada numa descricac matemati

ca de sistemas conhecida como de "entrada-salida" pois, conhecida
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a relagao existente entre a "entrada" ou exitagao ult) aplicada
ao sistema e a resposta ou "saida" vt} observada em cada ins-
tante de tempo t, € possivel obter a relagao existente entre as
transformadas Ul{s}) ¢ Y(s), ae ﬁ(.} e y{.) respectivamente,
para cada valor da frequéncia s . Este procedimento permite trans
formar um problema no dominio do tempo, num problema no dominio

da fregquencia.

Varios conceitos, resultados e tecnicas importantes, fo
ram estabelecidas por meio destes métodos, figurando em destaque
os diagramas de Bode ¢ Nyquist, a largura da faixa de frequencias,
etc. Porem, os métodos operacionais e a analise ao nivel das fre-
guéncias nao bastaram para o estudo de sistemas mais complexos,
tornando necesséfio que a abordagem dog sistemas de controle se
fizesse diretamente no dominio do tempo. A formulagac, por Evans
em 1948, cdo método do lugar das Raizes foi um passo decisivo nes-
ta direcgao, peis enlagou magistralmente os métodos de analise tan

to no dominio da freguencia como no dominio do tempo.

Para o estudo de sistemas no dominio do tempo, € neces-
sario dispor de informac¢des que caracterizem a estrutura do siste
ma, dificilmente fornecidas por relacoes do tipo entrada-saida .
Esta dificuldade conduziu a definicao de "estado" de um sistema .
0 conceito de estado inicialmente utilizado proveio das c¢ieéencias
fisicas, onde se entende por estado, as variavels que no seu con-
juntc contém toda a informacao, sobre © passado do sistema, rele-

vante para a determinacao de seu comportamento futuro. Posterior-



iii

mente e devido a diversidade dos possiveis sistemas, tem-se formu

lado definicgoes maigs abstratas de estado.

0 reconhecimento da impertancia deo conceito de estado
foi decisiva no avango ulterior da teoria, pois permitiu utilizar
teorias matematicas que vinham sendo estabelecidas desde os traba

lhos de H. Poincarél

Para os objetivos deste trabalho, os sistemas de contro

le considerados serao sempre descritos por equagoes diferenciaisg:
x{t) = £(t, x(t), ult)) (1)

onde x{t} representa o estade do sistema e ult} o parametro
de controle exercido sobre o sistema, ambos no tempo t . Deste mo
do, cconhecida a fungdo de controle ul(.), o estado do sistema evo
lui conforme a equagao diferencial (1). Usualmente, a fungae ul.)
esta sujeita a algumas restricoes, chamando-se "controles admis-

siveis" aguelas que satisfazem a todas as restrigdes impostas.

De inicio, até aproximadamente 1965, o avanco da teoria
esteve centrado nos sistemas autonomos com estades e controles a
nimero finito de variaveis, especialmente sistemas lineares auto-
nomos descritos por equac¢oes diferenciais do tipo:

X(t) = Ax(t) + Bul{t) , (2)

1. POINCARE, H., "Sur les courbes definies par les equations differentielles",
J. Math. Pures er Appl., part 3, 1 (1885}, pp. 167-244, Part 4, 2 (1886) ,
pp. 151-217.
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onde x(t) € nfh uf{t) € R" e AeB s3c matrizes de nxn e

nxm respectivamente.

0s conceitos fundamentais da teoria desenveolvida sao a
controlabhilidade, estabilidade, observabilidade, identificacéo. e
controle otime. Neste trabalho estaremos apenas interessados nos
dois primeiros, que sac objeto de pesguisa relevante desde aproxi

madamente 1960.

Um sistema é dito controlavel em [t ,t;] se para qual
quer par de estados X, € X existe um controeole admissivel

u{.}) definido em [to,t tal que a solugao correspondente de

11

X, € x(tl} = Xq. Para sistemas lineares,

(1) verifica x(to)
o seqguinte criterio & fundamental: O sistema (2) e controlavel em
[to'tl]’ com t_ < tl' se e somente se o posto da matriz

(B, AB, a°B,...,A""*B] & igual a n.

No que diz respeito a estabilidade, o sistema (2} chama

—se assintoticamente estabilizavel se existe uma matriz F e cons

—ut
Me s ; Para

A

tantes M > 0 e uw > 0 tais que ]lexp {A-+BF}t”

todo t > 0. Sabe-se também que um sistema (2) controlavel, é es

tabilizavel.

Entretanto, tais sistemas podem Ser considerados sim
ples no sentido de gue os estados compoem-se apenas de um numero
finito de variaveis. Surgem porcm, de maneira natural, muitos sis
temas de grande interesse para os quais isto nao ocorre, motivo

pelo qual houve, durante os ultimos vinte anos, um extenso traba-



lho de pesquisa sobre sistemas n controle com estados em algum

espac¢o de Banach.

Seguindo as ideias de Fattorini ([13]), © principal ins
trumento matematico utilizado € a teoria de semigrupos fortemente
continuos., Por meio desta, e possivel desenveolver uma teoria abs-
trata de controle em espagos de Banach arbitrarios abrangendo um

grande numero de casos especificos.

Ademais, todos os conceitos da teoria de controle em di
mensdo finita podem ser formalmente estudados em dimensao infini-
ta, necessitando-se, porém, de hipOteses adicionais para a genera

lizagac dos resultados.

Neste trabalho, abordamocs alguns problemas da tecoria

abstrata de controle em espagos de Banach.

O capitulo I esta dedicado a estabelecer as notagdes e
revisar, bem como estender alguns resultados conhecidos que serao

usados com frequéncia nos capltulos subsequentes.

No capitulo II demonstramos, mediante condigoes sufi-
cientemente gerais, que um sistema de controle com estados num es
pago de Banach de dimensaoc infinita nac pede ser controlavel, o
qual estende e unifica alguns resultados obtidos por Triggiani
(1311, (321, (33]1). A técnica utilizada permite também caracteri
zar agueles slstemas de controle para os quals o operador linear
definido, através da formula de variagac das constantes, e compac

to. Finalmente, obtemos alguns resultados que relacionam a compa
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cidade deste operador com a estabilidade assintotica do sistema.

0O capitulo I1I1I consta de dois paragrafos. No primeiro
estudamos a estabilidade, da controlabilidade e da controlabilida
de aproximada de um sistema diante de certas perturbagtes. No se—
gundo, através do emprego de transformadas, reduzimos o estudo da
controlabkilidade aproximada de um sistema arbitrario a de um sis-
tema definide por um operador linear limitado, generalizando as-

sim um resultado de Fattorini {[14]).

No capitulo IV, com base em resultados de Triggiani ([31}]),
estudamos a estabilidade assintotica de sistemas de contreole sub-

metidos a certos tipos de perturbacgoes continuas.

0 caitulo V esta dedicado a definicao e ao estudo de al
guns conceitos de auto-acessibilidade. Estabelecemos alguns resul
tados que caracterizam sistemas auto-acessiveis e essencialmente
auto~acessiveis ¢ estudamos, em particular, os sistemas definidos
por operadores lineares limitados. Utilizando os resultados do ca
pitulo I, apresentamos varias classes de sistemas lineares que
nio s3o auto-acessiveis. No Uultimo paragrafo, estendemos, dentro
do contexto deste trabalho, uma propriedade geometrica estabeleci
da por Kobayashi e Shimemura ([20]) para sistemas de controle do

tipo (2).



CAPITULO I

FUNDAMENTOS E NOTAGOES

§1. SISTEMAS DE CONTROLE EM ESPACCS DE BANACH

Neste capitule E denotara sempre um espago de Banach
real ou complexo com norma ||.” e {T(t):t > 0} um semigrupo
fortemente continuo em E, (também chamado de classe CO]. 0s re-—
sultados gerais da Teoria de Semigrupbs de Classe CO que sgerao

utilizados podem ser encontrados em [10]}, [18] ou [28].

Um sistema de controle linear e autonomo scobre E sera

uma famlilia de eguagoes diferenciais da forma
(1) x(t) = Ax(t) + Buf(t), t >0 :

onde X(t) € E representa 0 estado do sistema no Lempo t ;
A:;D({A) CE — E & um operador linear, gerador infinitesimal do
semigrupo T(t); B:U —+ E € um operador linear limitado e U
€ um espacgo de Banach, que chamaremos de "espaco dos controles"

Diremos também que os controles admissiveis sao p-integraveis ,
l <p <=, seenm(l), ul.} e uma fungao p-integravel no senti-
do de Bochner. Indicaremos por £p(O,E;U) o espaco das funcgoes
p-integraveis definidas sobre [0,E] e com valores em U e por
tP(0,%;U) o espaco das classes de equivaléncia de funcdes iguais
em quase toda parte. Maiores esclarecimentos podem ser encontra-

dos em [7].



1.1 DEFINICAQ: O sistema (1) diz-se exatamente controlavel em
[0,£] por controles p-admissiveis se for possivel atingir em tem

po t =t e a partir de x(0) = 0, qgualquer x € E, através

das solugoes de (1) e com controles u(.) € fp(O,E;U)

Como a solugao fraca de (1), com condigao i1nicial
x{0) = 2 ¢ dada por:
t
(2) x({t) = T(t)xO + J T(t-s8) Bul(s)ds
0

€& claro que a definicao anterior € equivalente 3 sobrejetividade

da aplicacao linear limitada,

(3) Gy 1P(o,5;0) — E

t
uf.)y —r J T(t-s) Bu(s)ds .

Chamaremos de "espago de controlabilidade em tempo t”,
ac conjunto Z(E) = Im(GF) e "espago de controlabilidade em tem

po finito" a 2 = U Z{(t), t » O.

1.2 DEFPINICAO: © sistema {1) diz-se exatamente controlavel em

tempo finito, com controles p-admissiveis, se 2Z = L.

Do Teorema de Baire, segue facilmente gque todo sistema
exatamente controlavel em tempo finito €& exatamente controlavel

em [0,t], para algum €, [22].



1.3 DEFPINIGAQ: O sistema (1) diz-se aproximadamente controlavel

em [0,t], (resp. em tempc finitc) se 2Z(t) = E, (resp. 2 = E}.
1.4 PROPOSICAQO [14}]:

_ b ~
i. x' € 2(5)”7 e B' T(t)' x' = 0, Wt € [0,¥].

ii. O sistema (1} é aproximadamente controlavel em [0,t], (resp.

em tempoe finitc), se e somente se
(4) B' T(t} 'x' = 0, ¥t € [0,t] {resp. ¥t > 0} = x' =0 .
Consideraremos tambem sistemas com restricgoes. Um sig

tema de controle com restricoes € um sistema do tipo (1) em que

05 controles pertencem a um subconjunto ¢ C U previamente fixa

do. Denctaremos estes sistemas por
(5) x(t) = Ax(t) +Bu(t), u€agq.

Chamaremos {(t) o© conjunto dos controles admissiveis

definidos em {0,t}, isto &,
S8 = {u € PO,5;u) : ul.) € q)
e, a medida do possivel, omitiremos t escrevendo simplesmente

3. Neste caso, definimos os conjuntos

Z{E} = ImGg)| _ e 2
Q(t)

como anteriormente,



Para os sistemas com restrigoes, temos os seguintes con
ceitos de controlabilidade, onde V¥V dencta o sistema das vizi~

nhancas de 0 em E.

1.5 DEFINIGAQO: © sistema (5) diz-se

i. Localmente exatamente controlavel em {0,t] se existe

VvV €V tal que V C Z(t).

ii. Localmente exatamente controlavel em tempo finito se existe

V&€V tal que V C Z,

iii. Localmente aproximadamente controlavel em [0,E] se existe

V €V tal que V C Z(f).

iv. Localmente aproximadamente contrclavel em tempeo finito se

existe V €V tal que V C Z.

§2. ESTABILIDADE ASSINTOTICA DE SISTEMAS DE CONTROLE

Como no paragrafo anterior, T(t) representa um semi-
grupo fortemente continuo, com gerador infinitesimal A, operan-

do no espag¢o de Banach U .

2.1 DEFINICAO: T(t) chama-se uniformemente assintoticamente es

e_ut

tavel se ||T(t) || <M , com wu >0 .

Datko, [9] mostrou que esta definigao & equivalente a

lim T(t) = 0, na topologia uniforme de B(E), o espaco dos ope-
Tt
radores lilneares limitados em E .



2.2 DEFINICAQ: T(t) chama-se fortemente assintoticamente estd-

vel, se para tode x € L, lim T{t)x = 0.
T+

2.3 DEFINICAD: T(t) chama-se fracamente assintoticamente esta-
vel se para todo x € E e para todo x' € E',

lim «<Ti(t)x,x'> = 0 .
Lt

Nao & dificil ver ([6]) que, em consequéncia do Tecre-
ma de Banach-Steinhauss, todo semigrupo fracamente assintotica-
mente estavel ¢ uniformemente limitade, i.e., existe M > 1 tal

que ||T(e) | <M, ¥t >0,

2.4 DEFINICAO: © sistema {1} diz-se:

i, Uniformemente assintoticamente estavel se o semigrupo T(t)

gerado por A € uniformemente assintoticamente estavel.

ii. Uniformemente assintoticamente establlizavel se existe um
opcrador linear limitado F:E - U tal gque A +BF & gera-
dor infinitesimal de um semigrupo de classe CO e uniforme-

mente assintoticamente estavel.

2.5 OBSERVACAO: Sabemos que se A gera um semigrupo T{t) de

classe CD tal que ||T(t) H < M et & p € p{E), entao A+ D

também & gerador infinitesimal de um semigrupoc S(t} de classe

C e
0

<M o (0 IBJIRES

|sit) ] ([10], [28]).



Analogamente, definem-se os sistemas fortemente (fraca

mente) assintoticamente estabilizaveis.

Neste trabalho, omitiremos habitualmente o qualitativo
"assintoticamente" quando nos referirmos a estes tipos de estabi

lidade.

Seja T{t) um semigrupo de classe CO e

w (T) = 1im lﬁ_ﬂﬂﬂfﬂﬂ_

. I
| - b

limite este chamado o "tipo" do semigrupo.

Com a terminologla de Triggiani [31], (tambem Curtain-
Pritchard, [7]), diz-se gue o gerador infinitesimal A de T(t)
satisfaz a Hipotese de Crescimento Espectral (S.G.A.: Spectral

Growth Assumption) sc
sup Re o(A} = 0, (T}

onde o¢(A) denota o espectro de A. E sabido gque csta condigao
nem sempre € realizada ([18], {3%]) mas Triggiani mostrou que
ela é verdadeira pelo menos no caso em que T(t) €& um semigrupo
compacto ou diferenciavel. Usando o teorema 2.19 de Davies,
[10]1, & imediato estender a demonstragao de Triggiani ac caso em
que T(t) e apenas uniformemente continuo para t > a e algum
a > 0, caso este gue inclul os semigrupos compactos e diferen-

ciavels. MNote-so que  se A satisTaz a condicdao B5.G.A. e



sup Re g(A) < 0 podemos concluir que T(t) e uniformemente es-

tavel.

Diz-se também que A satisfaz a Hipdtese de Decomposi-
cao Espectral (D.S.A.: Decomposition Spectrum Assumption) se
existe uma curva de Jordan fechada e retificavel r , que separa
0 espectro de A em dols conjuntos espectrais GS{A) e ou(A}
tais que cu(A) esta contido no interior de T (e logo é um con

junteo limitado} e existe & > 0 de tal forma gque
o (8) C {d: Re (W< -8} e o (a) C {A: Re (A)> - &} .

Seja E=E_®E =& decomposig¢ao, em espagos invariantes para A,

induzida sobre E pela decomposigao do espectro de A {Taylor,
[30]); As e Au as restricoes de A a ES e Eu, respectivamen
te, e P a projegao sobre Eu. Nestas condicOes o sistema (1)

também se decompdoe em dois sistemas:

: _ ; _ . = - . A}
{6) xs{t} = A X, + (I-P) Bu; XS(t) E. e A_: D(A) Es—> E_
{7} x {t) = A X +PBu; ¥ (t) €F e A :E = E

11 u u u u u ] 1l
xﬁ(t) = P x(t), xs(t} = (I-P} x (t) e Au & um operador 1i-

near limitado.

Triggiani ([31]) demonstrou o seguinte tedrema, melho-

rado em [7] e que sera fundamental no capituloc IV.

2.6 TEOREMA: Consideremcs o sistéma (1) e suponhamos que:



i. A satisfaz a condigac D.S.A.
ii. AS satisfaz a condigao S.G.A.

iii. O sistema {(7) € uniformemente estabilizavel.

Entac o sistema (1) & uniformemente estabilizavel.
Naturalmente a condigdo ii. sO tem a finalidade de ga-

rantir que o sistema (6) € uniformemente estavel.

§3. CONCEITOS METRICOS PARA QPERADORES LINEARES

Neste paragrafo vamos estudar certos conceitos de dis-
tancia entre subespacos fechados e suas conseguéncias que serio

fundamentals no desenvolvimento do presente trabalho.

Sejam E , I' espa¢os de Banach, B(E,F) o© espago das
aplicagbes lineares limitadas de E em F e B{E) = B(E,E}. Uti-
lizaremos também as seguintes notactes: ¢(E,F} indica o conjun
to dos operadores lineares fechados, definidos sobre subespagos
de E e a valores em F, C(gy = C(E,E}), S(E) indica o cénjun—
toc dos subespacgos lineares fechados de E e S a esfera unita-

E
ria de E, i.e.,

S {x €E: [|x]|] = 1}

E

Se A & ((E} chamamos conjunto resolvente de A, de-

notado por p{A), ao conjunto

(L €€ : (AI-a)"T € Bia))
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e espectro de A, denotado por o{A), ao complementar de p (A}
em € . Para x € p(A), escrevemos
-1
R{x,A} = (aI-3)
este operador sendo chamade © operador resolvente de A . Quando

nac ha possibilidade de confusao, utilizamos o termo ‘'"resolven-

te" tanto para © conjunto como para © operador resolvente.

Todas as definigdes, comoc tambem a maioria dos resulta
dos que daremos neste paragrafo, podem ser encontrados no livro

de Kato, [19].

3.1 DEFINICAO: Sejam M,N € S{(E); M,N # {0}; definimos
§(M,N) = sup {d{u,N) : u & SM}

=
S(M,N) = méx {&(M,N), s(N,M)} ,

onde df{u,N) denota a distancia de u a N.

3.2 PROPOSICAQ: Nas condicgbes da definigdo anterior,

1. 8(M,N) = S(N,M)

ii.  8(M,N) 0 «® M=N

iii. 0 < §(M,N) < 1

iv. Se ¥ > 8(M,N), entdo ¥y €M, a3y € N tal que |y < §llvll

V. Se estendcrmos adefinicao de § e § a todo S(E) pondo
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§{(0,N) = 0, W¥N € S(E) e 6(M,0) =1 se M# {03, entio

§ se torna uma quase-métrica em S{E}, i.e.,

§(M,L) < 2(3(M,N)-+6(N,L}), ¥ L,M,N € S{E)

DEMONSTRACAOQ: vVer Kato, [19].

A sequir sempre consideraremos ExF normado por

el = dlxlly + lyllgy vxer, wer

Se T & C(E,F) e DI(T) indica o dominio de T, entao
o grafico de T, GI(T}) = {(x,T{x)) : x € D(T}}, &, pela defini-
cao de operador linear fechado, um subespa¢o linear fechado de

ExPF. Assim faz sentido a definig¢do seguinte:

3.3 DEFINICAO: Sejam §,T € C(E,F), definimos

§{T,8) = §(G(T}, G(8))
e
§(T,8) = §(G(T), G(S))
E claro que estas definig¢oes induzem propriedades me-
tricas em C(E,F) similares aquelas da proposigao 3.2 para S(E).

Também temos a seguinte:

3.4 PROPOSICAQ: Sejam T,S & C(E,F}.

i. Se & > &§(T,8) entdo para todo x € D(T), existe y & D(S)
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tal gue ”x—y\

s llmosylly < Sllxllg e sl
ii. 8¢ T : D(T} €E — F for limitado e s > &(T,S8) entlo pa

ra todo x € D(T), existe y € D{(S}) tal que

eyl + Mox-syll, < 3 lizlh lxdl -

DEMONSTRACAO: Ambas propriedades segquem imediatamente da propo-
sicao 3.2 iv. ©Note-se que em ii., D{T} deve ser um subespaco

fechado de E .

Sabemos que em B(E,F), o conjunto das aplicacoces so-
brejetivas €& aberto na topologia uniforme. Necessitaremos da ge

neralizacio deste fato em termos da distancia §

Se BE e BF indicam as bolas unitarias fechadas de

E e [, respectivamente, ¢ se f:E — F € uma aplicagao 1li-

near limitada e sobrejetiva, entao existe y > 0 tal que
Y BF < f{BE], ou scja, para tode y € F, existe x € I tal que
1 .
y = f{x) e |hﬂ{ < 5 Hy\L Seja
Y{f) = wsup {y » 0 : TBg < f{BF)} f_]if” .

A demcnstragac que segue € uma gencrallzacao natural

da que aparece em [25], tecorema viii.3.

3.5 LEMA: Sejam U, E espagos de Banach; U, & U, E. CE .

i = 1,2, subespagos lineares fechados e
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aplicacoes lineares limitadas tais que:

i, £y & sobrejetiva,

1ii. &(E,,B) < 8 ,
e —2— (L4 |[£{) (1+8) + 8<1 .
)
1

y{£
Entao f2 & sobrejetiva e

Y(E) (1-g) - a(iep) (L+[£ [

(8) Y, >

(1+8) (1ra(Ll«|[£,}]))

DEMONSTRAGAO: Seja v , 0 < y < §(fl)' tal gque

% (l-+]|fl|[) (1+8) + g<l

e ponhamos y = %—(l-+]‘f1”)

Seja vy € E2' Hy[[ < 1l e yl = ¥V .

(a) Existe y, € E, tal que lel—§31|_5 B“yl|" (da proposicdo

3.2 iv). Logo Hiﬁjl < 1+ 8.
1+8

EBExiste X € Uy tal que ?I = fl(xlj o |1le £ (ja que
£y € sobrejetival.
Existe %, €U, tal que Hxl—zl\l + ”§E-f2{Zl)” < ull+g), (de

ii. e da proposigao 3.4 ii).

Assim, se y, = yl-fz(zl) entdo

”Ygll = HY1—§I||'+ H§1 'f2(zl)|| < B + ufll+p)
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Hle < (1+8) (u+%} .

{b) Baseados na mesma ideia que em {(a), definimos indutivamente

e {z,) €U

sequéncias (yk)k CE,, (§£)k - B (xklk < Uy k) 5
tais que:
Y1 T Y~ B {70
lyy,; v g I < sllye Il
B,y = Vi1 sl i% vyl e
I N | I e Y C SN I T I | E N DR | FS |
Logo,
Vo1 = Y1~ fp (2 +2y+.0..2))
v ]l < (B« u(l+gh >0, k » +o, e
Izl < ep) Eow (g w2t
Paortanto, podemes definir 2z = k;I Zy s Z e U2 ’ e
Bl (18 (u+D)
L~ (B+ ull+ 8))
e fz{z) = y. Isto mostra que f, & sobrejetiva e da formula

anterior, utilizando o fato que vy foi arbitrario, obtcmos a f6£

mala (8).

3.6 COROLARIO: Sejam S,T € B(E,F}, T sobrejetiva e



[|T-sf] < e < y(T).

Entac S & sobrejetiva e y{(8) > y(T}-€ .

T 1+e

DEMONSTRACAO: Observando gue §(T,S) j_|]T—S , © resultadoc se-

gue imediatamente do lema 3.5 com B = 0.

Seja A um conjunto e consideremos as aplicacoes
f:rhA — B(Ul,El} e g: A — B(U2,E2). EF natural colocar
§(f,9) = sup {8(£(X),g(r)) : % € A}

obtendo-se entao o scguinte resultado:

3.7 CORQLARIO: Sejam Ei e U, i = 1,2, subespagcs lineares

l!’

fechados de E e U, regpectivamente, e

f: 8 — B(Ul,El): g : A ~— B(Uz,Ez)
duas aplicagoes com dominio A compacto. Se £, e continua e
f(x) & sobrejetiva, para todo x» € A, entao existe § > 0 tal

gque as condigoes G[EZ,EI) < & e §(f,g) < § implicam a socbre-

jetividade de g{i), ¥x € A.

DEMONSTRACAOQ: Ponhamos
M o= sup (JJe|] : 2 €Y e ¥ = inf {(Y(E(V)) : » € A},

E claro que M < +» @ verificamos a seguir que Yy > 0. Dc fato,

para cada A € A, sejam Y(A) = Y{£E{(A)), e(X) = % Y(x) e
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A(A) = fu€ep: ||ftw)-£)]] < e}

A{ix) & um conjunto aberto em A e, para cada yu € A(Ar), segue

do corolario antericr que

Y(x) -% y{x)

Y > - ) o
143 700 2rrin)

Como A € compacto, resulta que

Yy = inf {y{u) : uw € A} > O
Seja agora 6 > 0 tal que % (L+M) (1+68) + & < 1 .
Y
8e §(E,,E ) <8 e §{£(x),g(r)}} entao pelo lema

3.5, seque imediatamente que g{)) e sobrejetiva, ¥y € 4.

Com cstce corolario podemos generalizar © teorena iv.

3.1 de [19]. Para isto necessitamos do seguinte conceito:

3.8 DEFINICAC: Se K,L €C E sao compactos, escrevenos

p{K,L) = sup {d{k,L) : k € K}

3.9 LEMA: Seja E um espago de Banach, P,0,S5,T &€ B(E}, onde
P e Q sao projecoes, Ep = Im(P) e EQ = Im(Q). Se EP (resp.

j ¢ invariante por S (resp. T) e se SP = 5 B PQ = T B .

E
P Q

Q

entado ¥n » 0, dg > 0 tal que

HPHQ“ < e e |s-ril < ¢ = p<g(TQ),g(sP}) < -
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DEMONSTRACAO: (a) Seja KX C p(SP) compacto. Entao existe € > O

tal que K & p(TQ) desde que I|S—TI| < e € ||P—Ql| < E.

Para mostrar esta afirmacio, observamos inicialmente

que {kI—SP)_l = B(EP) e AI-T.:E. —~ E., para todo A €K .

Q Q Q
Em seguida, consideramos

a = sup {1+ ]||R(A,8 )] (2+]|rz-g]]) : » € xR}
e 6 tal que 0 < &, < a_l
1 1 )
se ||s-T|| < 5, e |e-0f| < 81 entdo :\I—TQ deve

ser injetor, para tode A € K. Com efeito, se nao fosse assim,

existiria x € EO’ x £ 0, tal que

0 = lx-—TQx = le-—kPx-+APx-—SPx-+SPx-—TQx

{(AI-9) (Q—P)xv+{AI—SP)PX-+(S~T)X .

H

Portanto, escrevendo y = PX, obteriamos

(AL-8 )y = -(AI-8) (Q-P}x - (S-T)x ,
donde

Ivll < lrousll @« Jhaz-sly o lixll sy
e finalmente,

=]l < lo=ell Ix]l + Iyl <8 aslirGusy | axlha-sihy l«ll

< 8y e x|l

o gue implica x = 0.

Por outra parte, se chamamos f{x} = AI-S_ € B{EP) e

p
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glr) = AI—TQ & B{EQ), obtemos aplicagdes

f: R — B(BP) e g : K — B(EQ)

A aplicagao f & claramente continua, para a topologia

uniforme de B(EP} e f(x) ¢é& sobrejetiva, W¥x € K.

Por outro lado,

S{EQ,EP) = sup {d{y,EP) : y E EQ’ Hy]l = 1}
< sup (lly-e Il :y €5y, [lyll =13 < llo-pll ,

e
s(EM) ,ga)) = s(G(E(N) ), Glg(a)))

= sup (d(u, Glg(\)) : ue GEG)), Jlull = 1y

< sup { |[x-0x[ + [[EMx-gyox|| = x €55, [[x]} + [[F0x]| =1

< le=oll @+ [al + flzlh+ lis-ll
e portanto, pelo corolario 3.7, existe 6, > 0 tal que se
llp-ol|| < §, e |s-1]] < §,, entao g()) & sobrejetiva para

gqualquer X € K.

Seja ¢ = min {8,,86,}. se |[lp-Qff < e e |[[s-7f] < ¢
entao AI—TQ deve ser bijetiva e, pelo teorema da inversa conti

nua de Banach, seque que X & p(TQ)_

{b) A demonstragao se completa como em [19], teorema iv.3.1l. Des

de que TQ ¢ limitada,
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o(Ty) € r€e: |a] < izl
e, para n > 0, o conjunto

K = {(x€¢: [al <|ir)] e dfd,e(s;)) > n)

€ um conjunto compacto contido em p(SP). Por (a), existe e > 0
tal que se ||p-g|| < e e }[S—T|| < e, entaoc K C D(TQ). bDaqui,
para todc uw € c{TQ), d(u,c(SP)) < n, © gue pela definicao 3.8

significa dizer que

p{o(TQ), c[SP)l < .

3.10 DEFINICAQ: Seja (X,1) um espago topoldgico, E:X » S(E)

e A:X —» C(E,F) aplicac¢oes e £ € X.

i. Diz-se que E € inferiormente §-gemicontinua em EO se pa-
ra gqualquer ¢ > 0, existe uma vizinhanca V de Ly tal

que 5(&(50}, E(£)) < e, ¥ €V.

ii. Diz-se que E ¢ superiormente §-semicontinua em £, S€ pa-
ra qualquer e > 0, existe uma vizinhanga V de go tal

que 6(%(5), E{CO)) < £, WE &V,

iii. Diz-se que E ¢ §&-continua em £, Se para qualquer ¢ >0,
existe uma vizinhanga V de Eo tal que 5(&(%;, E{g)) < ¢,

VE € V.

iv. Diz-se que A ¢ inferiormente é&-semicontinua (resp. supe-

riormente é-semicontinua; &-continua) se a aplicagao
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X —» S(EXF), g — GI(A(E))

e inferiormente §-semicontinua (resp. superiormente §-semi

continua; §-continua).

3.11 LEMA: Seja {X,r) um espaco topoldgico e A:X —s C(E)

uma aplicacgao.

i. Se A & uma aplicacdo §-continua, A & um conjunto compacto
nao vazio, A C €, e £ € X tal que A C p(A(go)), entao
existe uma vizinhanca V de 50 tal que
fa) & < p(A(gR)), ¥ €V, e
(b} R{X) :V — B(E), ¢ — R(},A(€)) e continua, na topo

logia uniforme de B(E), para tode i € 4, uniforme-

mente em A, A € A

ii. Reciprocamente, se existe X € N p{a(g)}, & € X, tal gque

R(A} & continua, entao A :X —> C(E) & é-continua.
DEMONSTRACAO: Vide [19], paginas 204-206.

Este lema mostra que a §-continuidade de uma aplicagao
A:X - C(E}), e um conceito bastante restritivo:; mesmc assim,

dispomos de um exemplo importante.

3.12 IL.EMA: Suponha que A : X — ((E) seja de tal forma gue
D(A(g)) = D & independente de { e que cxiste A e N plAlE))

Z & X. Se
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i. R{A) :X — BI(E), ¢ —» R{),A(£)) & localmente limitada (em
norma) e

ii. Para cada £, € X, }aR(A)(go) X — B(E), ¢ » Alg) RO ()

é continua (na topologia uniforme de BI(E) }.

Entdo A & §-continua,.

DEMONSTRACAQ: Ponhamos R(A,E) R(A,A(£)). Pelo lema 3.11.ii.,

1

e suficiente mostrar que R{A} & continua. Se £, € X,

IRy -r e = |IROA £) (AGE) —A(E)) RAE ) |

I A

IR el llace rix, 5 -ate) ROye ) |l
a tese sendo agora consequéncia das hipdteses i. e 1ii.

OBSERVAGAO: Segue, do Teorema de Banach-Steinhauss, gue a condi
gao i. do lema anterior é satisfeita desde que X wverifique o 1@
Axioma da Enumerabilidade e gue R({A) : X — B(E} seja 1-forte-

mente continua.

Consideramos agora A € C{(E) tal gue p(A) # o, con
digao que sempre estara realizada quande A for gerador infinite
simal de um semigrupc de classe Co' Sabemos neste caso (Taylor,
[30)) que toda decomposigao do espectro o¢(A) em conjuntos es-

pectrais disjuntos cl(A) e 02(A), induz uma decomposigao

E = E, 9F

1 5 em subespagos invariantes por A; se ademais 02(A)

€ limitado, entdo A}, & um operador linear limitado. Esta de
2
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composigdao & continua no seguinte sentido, (Kato, [12], teorema

iv.3.16}.

3.14 TEOREMA: Seja A € C(E} e suponhamos que of{A) esteja se-
parado em dois conjuntos espectrais cl(A) e UZIA) por uma cur

va de Jordan retificavel T .

Se E = EI(A)EBEztA) ¢ a decomposi¢do correspondente

induzida sobre E, entao existe § > 0 tal que:

i. Para qualguer B &€ (C(E} com E(A,B) < §, O espectro o (B)
também esta separado por I em dois conjuntos espectrais

cl(B) e Gz(B).

ii. Se FE = El(B}EBEZ(B) €& a decomposigac correspondente induzi

da sobre E e se PA e PB s80 as projecoes sobre El{A}

e El(B), respectivamente, entao Py —+ P, & o 0 (na to-

pologia uniforme de operadores).



CAPITULO II

CONTROLABILIDADE E ESTABILIDADE PARA SISTEMAS
COM NUCLEO COMPACTO

§1. INTRODUCAO

Seja

(1) x(t) Ax(t) + Bult) ,

It}

um sistema de controle e

t
(2) Glu(.)}) ( T(t-s) Bu(s)ds

0
o funcional correspondente, tais como foram definides no capitu-
lo I, §1.
Na seérie de artigos [32], [33] e [34], Triggiani mos—
trou que se ({T(t): t > 0} & um semigrupo compacto para t > 0
ou se B & um operador compacto entdo G € um operador compacto.

£ claro que nestas condigoes, se E & de dimensao infinita entio

o sistema (1)} nao pode ser exatamente controlavel.

No que segue, vamos generalizar estas ideias, a um con
texto mais abstrato, © que nos permitira obter alguns resultados

no estudo da controlabilidade e estabilidade de gistemas linea-

res.
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§2. COMPACIDADE DO OPERADOR INTEGRAL

Sejam E e U espagos de Banach, B(U,E) o espaco das
aplicagdes lineares limitadas de U em E, com a topologia uni-
forme de operadores e K(U,E} o subespaco fechado das aplica-

gdes compactas.

Indicamos por I a um qualguer dos intervalos [0,%]

ou (0,t], T > 0 e escrevemos: Iy = (8,81, 0 < & < k.

A segulr tomaremos, para nucleos, funcdoes f:IxU + E

e analisaremos as seguintes condigoes:

2.1 Para cada s € I, a aplicacao fs: U > E, fs(u) = f{s,u),

& linear compacta, isto &, fS € K(U,E).

2.2 pPara cada u £ U, a funcgao fu: I > E, fu(s) = f(s,u) e
continua ¢ o conjunto {fu :u &€ L} €& eqguicontinuo em

J
C{J;E}), quando J C© I & compacto e L € U & limitado.

2.3 [Existe uma fungac nao-negativa n, n € L9, R) , algum g,

1 < g <>, tal que I|fS“ < n{s}), quase sempre.

2.4 OBSERVACOES
1) No caso em que I = [0,t], a condigdo 2.2 se reduz & condi-
¢do mais simples: {f :u & L} e equicontinuo em C{I;L) '

guande L C U & limitado.

2} Se definirmos fl : I » B(U,E) por fl(s] = fs’ entdo a con-

tinuidade de f, implica a condigao 2.2 para f. Isto segue
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diretamente da definig¢ao da topologia uniforme em B{U,E).

3) se f satisfaz as condigdes 2.1 e 2.2 entdo, como consequén-
cia imediata do Teorema de  Ascoli-Arzela, o conjunto

{fu :u €L, L CU € limitado} € relativamente compacto
J

em C(J;E).

2.5 LEMA: Se f satisfaz as condigoes 2.1 e 2.2, se J C1I e
compacto e se L €U & limitado, entao f{JxL) € relativamen-

te compacto em E .

DEMONSTRACAO: Como E é completo, basta mostrar que £(JxL) &

precompacto. Seja ¢ » 0 arbkitrario. Por 2.1 e para qualquer

5 € J, fS(L) & relativamente compacto em E ., logo existem

nis}) € N e xl(s),...,x{s} €L tais que |!fs(u) - xi(s}H E_%r
- ni{s}

para algun 1, 1 =1,2,...,n{s) e para todo u € L. Tambén

por 2.2, sabemos que {fu :u € L} € equicontinuoc em C{J;E) ,
J
portanto, para todo s € J, existe 6{s) » 0 tal que t e J e

ls-t| < §(s) entao
€
e (s) - £, (1) o= flfgw -t <5, wen
Sejam Sy1Bps ey S cJ tais que 0s intervalos
[s. - B(Sj}, sj+-6(sj)], j = 1,2,...,m sao uma cobertura de J
e chamemos x. . = x,(s.}, 3 = 1L1,2,...,m; i =1,2,...,n{s.).
1,] 13 J

Das afirmagoes anteriores segue agora imediatamente gque
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nis.)
m J
f{TxL) C U u B_(X. .,g) ,
j=1  i=1 E 1]
onde B_(x. .,e) denota a bola fechada, com centro x, . e
E 1,3 1,2

raio ¢, em E, o que completa a demonstracgao.

2.6 COROLARICO: Suponhamos que f satisfaga as condigOes 2.1,

2.2 e 2.3, e seja p 0o expoente conjugado de g entao:

1) Se uf{.) € LP(1;U) e f(s) = f(s, uls)) entdo f é m—

mensuravel, onde m denota a medida de Lebesgue em I .

2) Se I = (0,t] e se § » 0, existe um conjunto K(g) C E,
K(§8) compacto e absolutamente convexo tal que

{fis,u(s)) : s €1 u e £p(I;U) e |lu(s)|| < 1} € K(8).

6 r
3) se I = [0,t], existe um conjunto K € E, compacto e absolu
tamente convexo tal que

{f(s,u(s)):s € I, ueP1;00 e |uts)]l< 13 CK

4) Se o C I é m-mensuravel, entdoc a aplicagao GU: LpUhU)+-E,

Gc(u(.)) = J f(s,u(s))ds €& linear e limitada.
g

DEMONSTRACAQ:

1} Para tode u € U fixado, fu : I » E & continua, logo m-men

suravel, ([27)), e para todo s € I, fS : U > E & continua,

logo o resultado seque do Lema de Caratheodory, na forma dada

por Delfour-Mitter, [11].

2) Como {f(s,u(s)) :s €I, u€ Piruy, lusil] < 11 ¢ £(IgxUy),
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onde U denota a bola unitaria fechada de U, a afirmacio é

1

imediata pelo lema 2.5 e o Teorema de Mazur.
3} Igual demonstracao que em 2}.

4) A aplicacdo s » f(s,u(s)) é m-mensuravel por 1) e commo
“f(s,u(s}}“ < n(s}liu(s)ll, com n € fq(I;EU a u€E£p(IﬂD,
segue que f(s,u(s)) & integravel, {[27]}, e portanto G0 es

ta bem definida.

A linearidade de GCo & consequencia da linearidade de

fs e as desigualdades:

le el - HJ f(s,uls))as|| < J I£(s,u(s))||as
a g
t
< Jon(s) l[utsi]las < ”“qu ’IUJIP ’
acarretam que G é limitada com |[GUH < [anq .
No gue segue, escreveremos G, quando o = T © G

quando o = I.

2.7 LEMA: Se f satisfaz as condigoes 2.1, 2.2 e 2.3, para al-
gum ¢q <+ = e se p & o expoente conjugado de g, entao

g = ]_im+ G
6+0

gr Rha topologia uniforme de operadores.

DEMONSTRACAO: Com efeito,
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t t
lew) -6, ]l - HJ f(s,u{s))ds—J £(s,u(s))ds]|
0 5

) §
P J 1 £(s,utsh)]]ds < J nts) luts)||as
0 0
1 1

5 = s 1
. (J lu sy P 5_([ n(s) Tas) Hul|_,
0 0 P

SO

8
< (J n(s)9as)
0

loygo,

§ 1
G-—GGH < (J nis)9as)d — o )
0

§ — 0

ja que g <+ @,

2.8 TEOREMA: Se f satisfaz as condigdes 2.1, 2.2 e 2.3, Com

1) I = {(0,8] ¢ 1 < q <= ou

2) I = [0,f] e 1 < q < =,

e se p €& o expoente conjugado de g, entdoc em ambos 0s casos O
operador G : Lp(U,E,U) - E, G{u) = JS fi{s,ul(s)}ds ¢ linear

compacto.

DEMONSTRACAQ: £ claro que pelo lema 2.7 gque guando 1 <q < =,
é suficiente mostrar que Gs & um operador compacto, para cada

!

éd > 0.

Consideremos primeiro g = 1, i.e., p = = @ seja

M

U. a bola unitaria fechada de L7(1;u). se u(.) € g¥ Seni-

1 1

pre possivel altera-la convenientemente, num conjunto de medida

nula, de tal forma que J|u(s)H <1, ¥s €I, Logu por 2.6.2,
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fi{s,u(s)) € K(d} se s € IG e portanto,
t

G () = f £(s,uis))ds € (E-s) K(6) ,
&

logo GG e um operador linear compacto.

seja agora 1 <« g < =, logo 1 <« p < =, Seja Y  uma

n
func¢io em escada, isto &, ¢ = 1 v Uy onde uy €U e
i=1 i
¥ , i=1,2,...,n sao as fungdes caracteristicas dos conjun-
.
1
tos o, C I, Lebesgue mensuraveis e disjuntos. Assim,
1
' . I|PyP
& = {¥% mlo.)nu, }
il el
e
t t n
GG(P] = J fis,v(s))ds = J fis, £ ¢ (s)u.)ds
. 1
é § i=1 i
n t n
= T J mU (=) f(s,ui)ds = I J f(s,ui)ds;
=1 ‘8 i i=1 Yo, N1
i &
como f(s,u) € ||ul] K(s), para todo s € 1., entdo
n
G (¥) € (1 m(oimzéltluiH} K(§)
i1=1
—~ n ra—
se |lv]l. <1, entdo r mig, NI ) [Jull <« 1+T, 1ogo
P i=1 8 ST

Gglw) € (L+1t) K(8)
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Como o conjunte das fungoes em escada e denso em
£P(1,0) entio G, (U)) € (1+E) (x(6)), onde uY & a bola unita-
ria fechada de Lp(I,U), e portanto G @ um operador linear

compacto.

Finalmente, uma simples adaptacac da demonstragao fei-
ta anteriormente, utilizando a parte 3) do lema 2.6 em lugar da
parte 2), mostra que G ¢ um operador linear compacto guando

q=®, 4i.e., p=1, e I = [0,E].

§3. CONTROLABILIDADE DE SISTEMAS LINEARES AUTONOMOS

Para uma primeira aplicagdc dos resultados do paragra-
fo anterior, consideraremos semigrupos mais gerais do que cs for
temente continuos.

Seja T(t) € B(E); diz-sc que a familia ({T(t) : £t > 0}

e umn semigrupo de operadores se:

3.1 Ti(t+s}) = T(t) T(s}), para todo s,t > 0, e

3.2 Para tode x € E, a aplicagac (0,+=) > E, t > T(t)x é
m-mensuravel.
Nestas condigOes, € conhecido, ([18]1), que HT(t)‘E é
limitada para t € [a,B], 0 < a < B e, para todo x € E, a
aplicagao (0,+=) » &, t - T{t)x & continua.

3.3 PROPOSICAQ: Seja ({T(t) :t > 0} um semigrupo de operadores

em £, B € B(U,E} e 1 < p <« =. Se as geqguintes condigoes fo-



rem satisfeitas:

1) Existe n € £qoc{0,m;ﬂu ;, com g o expoente conjudado de p,

1
tal gue |[T(t]” < n(t}) , gquase sempre.
2) T{t) .B €& um operador compacto, para todo t > 0, entao
G: LP(O,E;U) + B, u(.) [E T{s)Bu(t-s)ds , & um operador

compacto, para qualquer t > 0.

DEMONSTRACAO: BEm virtude do teorema 2.8, & suficiente mostrar

que a fungao
£f:{(0,t] xU — E, f(s,u) = T{(s) Bu

satisfaz as condigOes 2.1, 2.2 e 2.3,

Como fS = T{s)B €& uma aplicacgdo linear compacta e co
mo |Ifsjl < n(s)‘hBH, & imediato que f satisfaz as condig¢des

2.1 e 2.3.

Para mostrar gue a condicao 2.2 se verifica, utilizare
mos a observacdo 2.4.2, isto &, mostraremos que fl:(O,a + B({U,E},
fi(s) = £, € continua. Para isto consideraremos 6§ > 0 e Uy
[

a bola unitaria fechada de U.

Sabemos, pela hipotese 2), que TL%}B(Ul) CK, KCE

& compacto. Definamos entao

h : K ~» &, hSM)=THs+%x—T@bg s € [0,1] .

Temos, pela continuidade, em % ; da funcac T(.)x que
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hs(x) + 0, quando s » 0, para todo x € K. Além do mais, as

aplicacoes hs’ s € [0,11 sao equicontinuas, visto que

| A

§
\|hS(X)-hS{y)|\ HT(S~F%]{X~Y}H + HT(g)(X—y)H

(M + HT(%)“) ==yl .

| A

onde M = sup {JPP{5+ %”}: s € [0,111}.

Logo como K € compacto, hs(x) -+ 0, guando s »+ 0
uniformemente com relagao a x € K, e portanto, se Sys8, 2 2.6,
u € U1 e s, > s,, obtemos

lhey () () - £, (s,) ]| = “fsl{u) —fs2(u)” - HT(sl)Bu—T(sz)BuH
= [IT(sz—G)[T(sl-sz-rg)x-—T{g)x]H
< liris,~ar |l lln, . ]l
— 2 sl~52
< Nl ||,

onde X

ik

T{%}Bll, s = 8;-5, e N = sup {re)] : 8 <t < sy+ll.

Consequentemente, come x € K, |’fl(s )—-fl(sz}H — 0

1
quando s = s,~s, * 0, e portanto, fl & continua em Sy > 28,
Como ¢ > 0 foi tomado arbitraric, concluimos que fl e conti-

nua.

0 teorema 2,8. 1), mostra entdao que a aplicacao

t
A Lp(O,E:U) + E, Alu) = J T({s)Bul{s) ds
0
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D

um operador linear compacto e como a aplicac¢aoc

il
c
P
3

i:1P¢0,8,u) — P, Lo, j {u) (s)

continua, obtemos finalmente a compacidade de G = Ao .

ol

Em particular, se T{t) & um semigrupo fortemente con
tinuo entio |7 (1) |] < Mewt, para certas constantes M > 1 e
w € R e, para todo x € B, a fungao [0,+w) » E, t » T{t)x
é continua, logo se B for um operador lincar limitado, temos es

tabelecido © sequinte teorema:

3.4 TEOREMA: Seja {T(f) :t > 0} um semigrupo fortemente contl

nuoc em B{E) e B € B(U,E). Para 1 < p < «» define-se

¢:P0,5;u) — E, G(u)

t
J T(s) Bu(t-s}ds
0

Se

| A
ull
1¥
e
W
}_l
O
]

1) T{s)B & compacto, para tedo s, 0 < s

2) B €& compactoc e p > 1,
entao G & um operader linear compacto.

Nos coreolarios gue seguem vamos considerar sistemas de
contreole lineares e autonomos.

x(t) = Ax{t) +Bu(t),

com "estados" x{(t) € E e "controles" ul(t) € U, onde E e U

230 espagos de Banach, com E de dimensao infinita.
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3.5 COROLARIO: Em qualquer uma das hipoteses:

1} Existe T > 0 tal que T{s)B & compactec para 0 < s < t e

p > 1,

2) B é compacto e p > 1,

o sistema de controle (1), com controles admissliveis em

£EOC(IU}LH nao € exatamente controlavel em tempo finito.

DEMONSTRAGCAO: Como foi observado no capitulo I, se o sistema
x(t) = Ax{t) +DBu{t) fosse exatamente controlavel em tempo fini--
to, entaoc existiria t1 > 0 tal que o sistema seria exatamente

controlavel em [O,tl].

No caso da hipcotese 1) e supondo tl > £ resulta, por
ser T(t)B = T(t-t)T(t)B compacto, para todo t > t, que T(s)B

& compacto para 0 < s < t,.

Concluimos entdc pelo teorema 3.4, gque a aplicagao

t
1
G: Lp(O,tl;U) — E, G{u) = J T{S)]Bu{tl-s)ds
0

& compacta, para p > 1 no caso da hipdOtese 1), e para p>1

nc casc da hipotese 2} .

Como E tem dimensac infinita, G nao pode ser sobreje
tora e logo o sistema ndo pode ser exatamente controlavel (capi-

tulo I.81).

Sdao de especial intcresse na teoria de controle os gis

temas ditos de "posto finito", ou seja aqueles sistemas para os
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quais Im{B) tem posto finito, habitualmente por ser o© espacge
U de dimensao finita.
Sabemos pelo que precede que estes sistemas nac podem

ser exatamente controlaveis, quando E tem dimensdc infinita. Ha

no entanto muitos sistemas de posto f£inito que sao aproximadamen

te controlaveis em [0,t], isto &, E C Im(G). Neste caso, pa-
ra todo x € E, com ||x|| < 1, existe uma sequéncia
(un(x)(.))n C LP(O,E;U), de controles admissiveis, tal que,

G(un(x)) +~ X, n » +», e conforme Rudin, ([29], lema 4.13), po-
demos afirmar que Hlun(x)“g): n>1, x¢€E, ]Ix” < 1} nao
e limitado.

No caso dos sistemas de controle com restrigoes, o co-

rolario 3.5 pode ser reformulado como Segue:

3.6 COROLARIO: <Consideremos um sistema de controle com restri-

coes:
(3) x{t) = Ax(t) +Bult), u{t) CgCcu,

definido sobre um espaco de Banach E, de dimensao infinita e po
nhamos V = S _{p}, B_ =B ,- Entdo, para qualquer uma das hip9

teses:

iy
| A
1
m

1) Existe t > 0 tal que T(s)B € compacto para 0 <
p>1l, ou

2) Bv a compacto.e p > 1.
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0O sistema de controle {3) nac & localmente exatamente controla-

vel em tempo finito, por contreles admissiveis em fﬁoc(mf;U}.

DEMONSTRACAOD: Se (3) fossc localmente exatamente controlavel em

tempo finito, entao o sistema de controle sem restricgdes
x(t) = Ax(t)+ B, vI(t),

com v{.} € £§Octm+;V} seria exatamente controlavel, o qual nao

é possivel em virtude das hipoteses e do corolario 3.5.
Assim temos gue se E tem dimensaoc infinita e T(t)B

@ compacto para t € (0,t], o sistema de controle

-

x{t) = Ax(t) + Bult) ,

onde A €& ¢ gerador infinitesimal de T(t), nao € exatamente
controlavel. A seguir, abandonando as hipoteses de compacidade
mostramos outro resultado de carater geral de falta de controla-

bilidade exata para sistemas lineares.

3.7 TEOREMA: Se o sistema de controle (1) & exatamente controla
vel em [0,t] por controles admissiveils p-integraveis, para al-
gum p, 1 < p < =, e o semigrupe (T(t} :t > 0} é diferencia-

vel para t > to > 0, entaoc A & um operador linear limitado.

DEMONSTRAGCAO: Se (1) é exatamente controlavel em [0,t], a apli

cacao

t
c:P(0,5;u) — B, G{u) = [ T(t-s) Bul(s)ds
0



& sobrejetora.

Se definirmos

t-3
G :Lp(O,E;U) — B, Gé(u) = J T(E—S]IBu(s)dS
0

o lema 2.7 nos garante que G = 1im+ Gs, nha topoclogia uniforme
§~+0

de operadores,

Portanto, (Lang, [25], tecrema viii.3), existe § > 0

tal que G6 & sobrejetora e como

t-8
T(a)J T(t-6-s) Bul(s)ds ,

G. (u}
8 0

concluimos que T(8) ¢é sobrejetiva.

Seja n € W tal que t =nd > to' Pelas propriedades

dos semigrupos, T{t) = T(ngé) = T(é)n € também sobrejetora, e
como T({t) e diferenciavel, ([28]), E = T(t)(E) € nD(A) CE ,
ou seja D{(A} = E e A & um operador linear limitado.

Como na maioria das aplicagoes os semigrupos sao com-
pactos ou analiticos, vemos através deste teorema gue o conceito
de controlabilidade c¢xata nao ¢ conveniente na tecria de contro-

le em espacgos de dimensao infinita.

Nesta ordem de ideias, outras consequéncias imediatas

para a teoria de semigrupos saoc as seguintes:

3.8 COROLARIO: Sejam A e B geradores infinitesimais, com domi

niocs D(A} e DI(B}) respectivamente, dos semigrupos fortemen-
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te continuos T(t) e S5(t) respectivamente. Se i € p(A) Np(B)
e S{t) (R{a,A) -R(2,B)) & compacto para t € (O,tl], entao

R(A,B){T(tl}-S(t1))R{A,B] & um operador compacto.

DEMONSTRAGAQ: Sabemos ({28], lema 3.4.1) que para todo x € E,

1
R(?\,B)(T(tl)-S{t'l)}R{;\,A)x = f S(S)(R(J\,A)—R(A,B)}T{tl—s)xds.
0

E claro que ul(s) = T(tl—s)x € £m(0,t1;E] e que a apli
cagao E — fm(O,tl;E), x — u{.,}) & linear e limitada. 0O resul
tado segue entao do teorema 3.4.1, onde B €& substituido por

R(Xx,A} —=R{x,B).

E bem conhecido que se A & o gerador infinitesimal de
um semigrupo {T{t} : £ > 0} fortemente continuo e se D e outro
operador linear, com Dom{A) € Dom{D), o operador A +D nao é
em geral o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe CO P

nem mesmo quando D € relativamente limitado com relacao a A ,

isto e, quando existem constantes a,b > 0 tais quc
Iox{l < allax|| +bllx|l , wx € pom(a), (r101).

Porem ha casos em que tal acontece como, por exemplo,
quando D & um operador linear limitado ou, mais geralmente quan
do D pertence a classe de perturbacdoes de A, segundo a termino

logia de Davies, ([1071).

Nestes casos se chamamos S(t) ao semigrupo gerado

por A +D, obtemos:
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t
{4) S(tlx = Ti{t)x + I T(t-s) DS(s)xds, ¥x €F
0

E também conhecido, ([3]), que se E e um espago de
Hilbert, se D €& limitado e se T(t) € compacto, para todo

t > 0, cntdo S(t) também é compacto, para todo t > 0.

E possivel porém, afirmar um pouéo mais. Suponhamos
que D & um operador linear relativamente limitado em relagac a
A e que 0 < a <1, Neste caso A+D ¢ um operador linear fe-
chado, ([19]), e se for o gerador infinitesimal de um semigrupoc
S{t) de classe CO, entao a fungdo s — DS(s}x & continua,

para tode x € D{A). A Ultima afirmagac segue do fato que
DS{s)x = DR(A,A+D) S(s) {AI-A-D}x ,

para A € p(A+D) e gue DRI{A,A+D) € EB(E}, ([19]). Nestas condi
goes, demonstra-se também, na referéncia acima, que a formula (4)
€& valida para todoc x € D(A). Podemos agora estabelecer o se-

guinte resultado:

3.9 TEOREMA: Scja A o gerader infinitesimal de um semigrupo
{T(t) : £t > 0} fortemente continuo e D um operador linear tal

gque Dom(A} C Dom(D). Suponhamos ainda que:
1. D é relativamente limitado com relagdqo a A e a < 1,

2. A+D e gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente con-

tinuo {S(t} :t > 0},
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3) Para cada t » 0, existe p, 1 <p < », tal que a aplicacédo

Jy o D{A) — fp(O,t;E), Xx — DS{.)x e linear e limitada.
4) T(t) & compacto para toedo t > 0.

Nestas condigoes o semigrupo S{t} e compactec para to

do t > 0.
DEMONSTRACAD: Pelas consideracOes anteriores,
t

S(tlx = T{t)x + J T(tws) DS{s)xds, ux € D(A)
0

e a aplicagao J esta bem definida, ja que DS(.)x ¢ conti-

t

nua.

Como a integral na formula precedente define um opera-
dor linear limitado sobre D(A} e como este ultimo conjunto e
denso em E, se chamarmos Et a extensao de J, @ E, entao

t -
Sitix = T(t)x =+ JOT(t—s) Jt{x)(s}ds, ¥x € E.

Pelo teorema 3.4.1), G{u) = jg T(t-s) u(s) ds, define
um operador linear compacto sobre Lp(O,t;E) . @ portanto
S(t) = T(t) +GodJ € tambem um operador compacto, para todo t > 0.

L

Por ultimo, estudamos neste paragrafo a reciproca do
teorema 3.4: Assumindo a compacidade do operador G examinaremos
o que pode ser dito a respeito de T(t) e B. Para efeito do
proximo resultado sera conveniente deixar explicito o intervalo

[0,E] de trabalho, assim denotaremos
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t
G(t) :Lm(O,t;U) -— E, G{t) {u) = J T(t-s) Bu(s}ds .
0

3.10 TEOREMA: Se o semigrupo {T{t) :t > 0}, com gerador infi-
nitesimal A, & diferenciavel e Gt} e um operador compacto,

para algum +t, > 0, entac T(t)B e compacto, para todo t > 0.

1
DEMONSTRACAC: Realizamos a demonstrag¢ao em varios passos:

1) Para todo t, 0 < t < t G(t} & um operador linear compac-

li‘
to.

De fato, isto e imediato se observamosg que para cada

u(.) € £*(0,t;U), a funcdo u definida por:

0 se s € [O,tl—t]

unls-t,+t) se s € (t ]

1 l_t’ t

1
pertence a [7(0,t;0), lull) = [[T]], e G(e)(u) = el (@.

NOo gue segue, © £s5pago Lm(U,tl;U) serd denotado de F,

e quando Y & Lw(O,tl;F}, 0 (1) denotara a restricao ¥(T) (o,1]"
F

para qualquer ¢ € [O’tl]'

2) Se P € B(E) € tal que a aplicacac [0,«] -+ B{(E), t =+ PT(t),
& continua na topologia uniforme de operadores, entdao o opera-

dor linear:

1

wl:L"”{O,tl;F) — B, Wl(»o) = Jo PGty (P(r))dx
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€ compacto. E claro que a afirmagdo ficara demonstrada se moSs-

tramos que a fungao £ :[O,tl]}<F + E definida por:

T

IO,T]) = JOPT(T—S)I3U(S)GS

f(t,u(.)) = pa(n (2]

satisfaz as condigoes 2.1, 2.2 e 2.3. Examinemos cada condicao

separadamente.

{a} Em primeiro lugar, £ satisfaz a condigac 2.1 pois %_:F-+E,

@ linear ¢ compacta por ser G{t} compacto e P limitado.

(b} Quantoc a condigao 2.2, devemos mostrar gque © conjunto

{fu: u € L} e equicontinuo, quando L € F & limitado.

Scia ty = [O,tl] e € > 0 arbitrario. Se 1 E[O,tﬂ,

e sem perda de generalidade podemos supor gue t_ < T, entiao sao

validas as seguintes relacoes:
t
T

o
\|J PTI(L —s]]Bu{s)ds-—J I?T{r—s)Bu(s)dsH
0 © 0

he (e ) - (0l
t

hl HJ “(PT(t_-s) ~PT(r~s)) Buls)ds| +
0

.
Hf PT{i-s) Bu(s)ds||

t
o

Como L CF & limitado, existe M > 0 tal que HU‘L < M, pa

ra todo u € L; e sendo PT{t) continua para t € [O,tl], exis
te ry > 0 tal que HPT(t us}-—PT(T—s)ll < —° ’ quando
' O =
2m||B ][ ¢,

|T-to‘ < rl 2 5 & [O,to]. Portanto,
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t
o)
|\J (PT (L -s)-—PT(T—s))B11(s)H < £,
0 © - 2

Por outra parte, existe r, > 0 tal gue:

T T
I J PT (v-s) Bu(s)ds|| < wu|B]| J lipT(1-5) ||ds < % .,
s s
guando [T—to[ ST,

Concluimos que se |T—t0| < min {rl,rz}, entao
fegteg) £l < ey
para todo u € L.

(c} Finalmente, como 7T{t) ¢& uniformemente limitadc nos interva
los limitados, existe N » 0 tal que para cada 71 € [O'tl]’

e u & F,

T
el = IIJ PT(1-s) Bu(s)ds|| < w«q|lufl .
0 *

Logo [|fTH < N1, pelo gqual f satisfaz a condicao 2.3 com g = 1.

Portanto, do teorema 2.8.1), segue que o operador li-

near Wl e compacto.

3) T{tO}B & um operador compacto, para todo tO > 0.
Seja FO = Cl(O,tl;U) e 1 a inclusao canonica de F,
em L”(o,tl;p), i.e., para todo u{.) € F_, Z(u(.))(s) = ul.),

para todc s & {O,tl].
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1 € uma aplicacdo linear limitada, 1logo a aplicaééo

W=W oft: F, — E @ compacta.

se ul.) € Fo' a funcac x(t) = G(t)(u(.)) & uma solu

¢ao forte do problema de Cauchy, ([181):
x(t) = Ax{(t) +Bult), x(0) = 0 .

Por outra parte, se {T{(t):t > 0} € um semigrupo diferencia-
vel, P = AﬁP{tO} € B(E), para todo £y > 0, e a aplicacao
t — PT{t) €& continua na topologia uniforme de operadores, para

t >0, {[28]), logo

Yy 2
T(tO)G{tl)(u(.)) = JO T(tO)AG(S)(u(.))ds-rJO T{to)Bu(s}ds
by ty
= J PG(S}(U(-)}dS-FT(tO)B J ul(s)ds .
§] 0
se U, & a bola unitaria fechada de U, u, €0, e ui{s) = U
para todo s € [O,tl}, entao uf.) €& Fo e |Iu{.)H < 1. Da

formula anterior,

1
T(e) Bu, = g (T(E)G(E) () =W u(.)))

Como G(tl) ¢ W sao operadores lineares compactos, temos que
T{to)B(Ul) e relativamente compactce e portanto, T{tO]B e um

operador linear compacto.

3.11 COROLARIN: Se A €& um operador linear limitado em o) e
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G(tl) € compacto, para algum t, > 0, entac B & um operador

linear compacto.

DEMONSTRACEO: £ imediata ja que se A € B(E), entao T(t) = expl{t &)
define um grupo de classe CO. Como B = T(—tl)T(tl)B, do teo-

rema 3.10 seque que B & compacto.

§4. COMPACIDADE E ESTABILIDADE ASSINTOTICA DE SEMIGRUPOS

Neste paragrafo fazemos duas aplicag¢Oes dos conceitos
anteriores a estabilidade assintdotica de semigrupos, tal como fo

ra definida no capitulo I.§2.

Quanto a possibilidade de estabilizar assintoticamente
um semigrupo utilizando operadores lineares compactos, Gibsgon,
({16]), mostrou que se E & um espago de Hilbert, D um cperador
linear compacto e A o© gerador infinitesimal de um semigrupo
{T(t) : > 0} de classe Co’ contrative e fortemente assintoti
camente estavel, entdo o semigrupo gerado por A+ D nao pode
ser uniformemente estavel, a menos gue T(t) também o seja. Sua
demonstracao baseia-se no fato de que D € um limite uniforme de
operadores de posto finito, fato gue sabemos nac ser verdadeiro
em espacos de Banach arbitrarios. No entanto, o©s resultados de
Gibson continuam validos para espacgos de Banach e serac demons-

trados com hipoteses menos restritivas.

4.1 TEOREMA: Seja E um espacgo de Banach. D € pg(E} um opera-
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dor compacto ¢ A o gerador infinitesimal de um semigrupo
{(T(t) : t > 0} de classe CO e fortemente assintoticamente esta
vel. Se o semigrupo gerado por A+D e uniformemente assintoti
camente estavel, entao T(t) tambem deve ser uniformemente as-

sintoticamente estavel.

DEMONSTRACAO: Seja {S{t) :t > 0} o semigrupo gerado por A+D.

Sabemos gue, para todo x € E,

t
T(t)x + J T{t-s) DS{s)xds |,
0

1l

S{t)x
e que, pele teorema 3.4.2., o operador

t
G(t) : L7(0,t;E) — E, G(t){u) = j T{t-s) Du{s)ds
0

& compacto.
Temos também gue a aplicacao linear,
J{t) : & — LT(0,t;8), Jlt)x = S{.)x ,
- L -ut -
é limitada e se [|s(t)|] < ne™%, w0, entio |[gt)] <n.
Portanto, o operador H{t) = G(t) oJ{t) & compacto, isto €,

S{t) ~T{t) & um operador linear compacto em I .

Enfim podemos escrever:

(5) S(t+to)—T(t+tO) = (S(t)+T(t))(S(to}—T(tO))v+S(t)T(tO)—T(t)S(tO) .

Ut,tO > 0, Utilizaremos esta 1qualdade para mostrar dgue
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HS(t)-T(t)” — 0, t s+ s, o0 que acarretara trivialmente que

“T(t)“ — 0, t + +»,

Seja £ > 0 arbitrario.

(a) Como {T(t) :t > 0} & fortemente assintoticamente estavel,
as aplicagdes T(t) devem ser uniformemente limitadas, isto &,

HT(t)H < M, para algum M > 1 e para tecdo t > 0.
—ut

Logo, se x €E e lell.i 1, [lT{t)S(to)xIJ < MNe ©,
portanto existe t_ > 0 tal que |fT(t)S(tO}|[ j_%, ¥t > 0.
(b) Existe t, >0 tal que |[[s)m(e )| < Mne Pt < z, ¥E> to.

{c) (S(t)+T(t)HS(tO)-Tf%J)X + 0, t » o, para gualquer x € R,
ﬁois 5(t) e T(t) sao fortemente estaveis. Mas se Eq & a
bola unitaria fechada de E, entao {S(to)—T(tO))(El) é rela-
tivamente compacto e como {S(t}+T(t) : t > 0} € umconjunto equi
continuo de operadores lineares, segue que (S(t}+T(t))(S{tO}—-T(tO))x + g,

t + +w, uniformemente para tode x € El’ ou seja, existe t2

tal que

listeysTery s y-tie Hxll < 5, %t >t, e wx €5y,

De {(a), (b) e (c) e de (5) resulta que [/s(t}-Tit}] < ¢,
para todo t > max {to+tl,to+t2}, isto e, HS(t)—T{t)” — 0,

t + +w,

4.2 OBSERVACAQ: (omo, no teorema anterior, a hipdtese de T{t)

ser fortemente estavel & de dificil verificacao, indicamos uma
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condigao equivalente que parece ser mais abordavel:

0 semigrupe {T(t) :t > 0} & fortemente assintoticamen

te estavel se e somente se:

1) lim T{t})x existe para todo x € E, e
t 4o

2) Im(A) & denso em E ,

DEMONSTRACAO: £ imediato que a condicao necessaria em vista da
relagao bem conhecida,
t
T(tix-%x = A J T{s) xds ,
0
para todo x & E.

Reciprocamente, suponhamos que 1) e 2) esta verificado

e seja X = lim T(t)x, para cada x € E. £ imediato que x &
t ++o
invariante por T{(s), s > 0, logo x €D{(A) e BAx = 0.
Em particular, se y € Im(a), entdo y = 0, pois

y = Ax, para algum x € D(A),

y = lim T(t)y = lim Titlax -= lim AT{t})x ,

b >4 t 4+ t 5t

e como A & um operador linear fechado, resulta gue

vy = A lim T{t)x = Ax = 0 .
t 4o

De 1) e do Teorema de Banach-Steinhauss obtemos a limitacgao uni-
forme de T(t) e como Im(A) & densc em E, resulta finalmente

que x = 0, para todo x € E.
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4,3 TEOREMA: Seja E um espaco de Banach de dimensao infinita e
A o gerador infinitesimal de um semigrupo {T(t} :t > 0} de clas
se Co em B(E}). Se D € B(E) é& um coperador linear compacto
tal que o semigrupo gerado por A +D € uniformemente assintoti-
camente estavel, entao para qualquer t > 0, I-T(t) nao & um

operador compacta.

DEMONSTRACAQ: Suponhamos gue existe t, > 0 tal que IJTH%Q é
um operador compacto e seja {3{t) :t > 0} o semigrupo gerado

por A+ D.
Nestas condigtes, para todo Xx € E,

t
o

{S(to}—I}X = (T(to)—I]x+ JO T(to—s] DS{s}lxds .

ot
o

Como H(to}x = ] T{tO—S)IJS(S)X¢iS define um operador linear
0
compacto em E , resulta que S(to)—I & compaclto.

Seja C = {t » 0:5(t)-I & compacto}. Como C é um se

migrupc aditivo, {Cuthbert, [8]) entao :ntO € C, para todo

[of

n € N. Por outro lado, como S(t) uniformemente estavel,
S(nto)—I + -1, n » +=, a convergéncia sendo uniforme, acarreta

que I e compactc. Checamos assim a um absurdo pois E tem di-

mensao infinita.



CAPITULO III

CONTROLABILIDADE DE SISTEMAS LINEARES PERTURBADOS

Este capitulo & dedicado ao estudo da controlabilidade
de sistemas de controle lineares do tipo X = Ax + Bu, tal como
foram definidos no capitulo I.8§1, guando A e B s3o submetidos

a perturbacoes.

§1. SISTEMAS CONTINUAMENTE PERTURBADOS

De forma geral vamos supor que (X,t) & um espaco to-
pologico e que assim como nos capitulos anteriores, E e U re-
presentam espacos de Banach. Para cada £ € X, & dado um sis

tema
(1) x(t) = Alg) x(t) +Blg) ult),

do tipo considerado no capitulo T.§1, onde A{f) e gerador infi
nitesimal de um semigrupo (T(g) (t} :t » 0} de classe CO e
B{¢) € B(U,E}. Denotaremos por T(t,g) a transformagao Ti{) (t),

para cada &£ € X e t > 0.

Nestas condig¢oes, definimos a aplicacao

(2) G:X — B(LF(O,t;0);E), 1 <p < =,
por
- t
Gle) (ul.)) = J T(t-s,e) Be)u(s)ds
0

Utilizaremos © seguinte lema, cuja demonstragac segue
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imediatamente de Lang, ([25], teorema viii.3).

1.1 LEMA: Sejam {X,1) um espago topoldgico, E e F espagos
de Banach @& P: X -» B{E,F) uma aplica¢ado continua. Se P(go},
£, € X, & sobrejetora, entdo existe uma vizinhanca V de £
tal que P(f) & sobrejetora, para tode £ &€ V.

1.2 PROPOSICAO: Dado p, 1 <p < =, se para todo £ € X e

e > 0, existe uma vizinhancga VE(EO) C X de £, © uma funcao

£ LE) € £9(0,t;R"), com g o expoente conjugado de p, tal
que |[£_(5 ) Hq <€ e
(3) lTts, e)Ble) - T(s, e )BEN] < £ (e ) (),

gquase sempre e para todo & € VE(EO), entio G & continua.

DEMONSTRACAO: Seja F,O EX e ¢ > 0,

- - t
| ¢e) () =G(g ) (|| = ]|J (T (t—s,£)B{g) - T(t-s,t )B(t ))u(s)ds|
O 0 O O

t
‘ JO £ (s )(s) Jluts)|lds , we €V (5,),

< e ey lall

1.3 COROLARIO: Se ({X,d} € um espago mnmetrico e se existe
f € £q(0,tﬁR+) tal que HT(s,g)B(E)—T(s,EO)B(EO)H < f(s)d(g:gol;

guase sempre, entdaoc G & continua.
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DEMONSTRACAO: Para todo e > 0 e £q € X, ponhamos

{g: d(g,gol < ﬁ} e fs(EO) = %:E, onde a constante

M > 0 é escolhida de modo gue ||qu < M. E imediato que com

v (g,)
estes dados recaimos nas hipdteses da proposicdo 1.2.

1.4 COROLARIO: Se ({X,1) € um espago topolcgico, se T,:X — B(E),
T (£) = T(s, &), €& equicontinua em s € [0,t] e se B:X » B(U,E)

é continua, entidc G é continua, para qualquer p, 1 <p<w
DEMONSTRACAQ: Seja EO €X e ¢ >0,

Irts.e0BE)-ris,eimie ) || < llTts,e) @& -BEe ) ||+ [l (-1 (e ))Be6) |

< MNrse )l lse-se)ll + Nt - el sl

| A

M B -BE) ||+ my i ) -r () ||

< e, ¥Ws & [0,t], WEEV (),

onde Ve{io) & uma vizinhanca de EO, logo G € continua,

1.5 TEOREMA: Se o sistema (1) €& exatamente controlavel em [0, t]

para £ = EO @ se Af(.) e B(.}) =atisfazem as condicgodes de

1.2, 1.3 ou l.4, entac existe uma vizinhanca V(go} de go tal

que o sistema (1) €& exatamente controlavel em [0,t}, para tedo

£ EV(EO).

DEMONSTRACAO: Nas condigoes de 1.2, 1.3 ou 1.4, G e continua

e G(io) & sobrejetor, com o gqual o resultado seque do lema

1.1.
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Em continuacao, daremos varios exemplos de sistemas pa
ra ©s quais se aplica o resultado anterior. Inicialmente exibi-
mos um sistema que satisfaz as condigoes da proposicac 1.2, senm

satisfazer aquelas do ceorolaric 1.4,

1.6 EXEMPLO: Neste exemplo utilizaremos os semigrupos de potén-—

cias na terminologia de Hille-Phillips, ([18]).

1) Semigrupos de Poténcias:

Seja E o espago das fungdes reais e continuas defini-
das sobre [0,1], com a topologia da convergéncia uniforme, e EO
o subespacgo fechado das fungoes que se anulam em zero.

Seja g € Er tal que gl(x}) > 0 para x > 0. Defini-

mNos

T(t) :E  — B, f — T(t)f =g .£ t>0

Naoc & dificil mestrar que T(t) & um semigrupo forte-
mente continuc {que nao & uniformemente continuo) sobre E,-
2) Seja X = [0,a), a >0 e h:X — R uma fungac gue satis-

faz as condicoces:
(a} h é& continua ¢ hi{g) > 0, para tedo ¢ € X.

{b) Para cada n € X, tem-se pelo menos uma das segulntes con-
dicoes:
{b.1) h":0 <s <1} e equicontinuo em n ,

(b.2) Existe k > 0, 0 <8 <1 e § > 0 tal que
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le-n] <6 = |h(e)®=h®] < k|e-n]®5, ws € (0,1].

{(c} Existe pelo menos um ponto Eo € X com relagao ac qual a
condicdo (b.l) nao é satisfeita (e portanto nesse ponto te-

mos (b.2)).

E facil ver gue tais fungoes existem. Tomemos pPor exem
plo h: [O,%]~+ R, definida por hig) = %1—/€l Ve-se imed%atg
mente que esta h satisfaz as condig¢oes (a) e (b.1l) quando g > 0.
Para & = 0, nao temos a condigao (b.l) mas temos (b.2), pois

1s
2

S 1 1 S 1,s
‘5’“;5‘| = |G- <k

3} Com a funcao h do item 2}, definimos
g(&} : [0,1] — R por g(g){z} = h(Eg) .2z, ¥ €X .

E claro que g{t}) satisfaz as condigoes de 1), defi-
nindo assim um semigrupo de potencias gue denotaremos por

{T(t,8) : £ > 0}. Seja T, como em 1l.4. Temos

[T te) - _(m]] liT(s,E) £=~T (s, n) £]]
S i lpr<1

- Ssup | (T(s,£)£) (2)—{(T(s,n) ) (2} |
Hprl z €1{0,1]

= sup |h(€)S.zs.f(z)—h(n)szsf(z)|
||f|[p<1 z € [0,1]

Ih(8)S-n(m ®|
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Portanto a familia {T,:0 < s < 1} & equicontinua em
£ # £or Sem s€~-10 em €, €0 corolario 1.4 nao se aplica neste

caso.

Entretantoc, como em go

e tor-z eyl = Inter®nie )] < xle-g I°-F
em consequéncia de (b.2) e como
1 6.5 -k 8
J klg-£ |7 %as - (1-{g-5,1")
0 g 1n |€—£0J

Concluimos que todas as condigoes da propeosicaoc 1.2 estao verifi

cadas desde que a aplicagao B: X — B(U,E) seja continua.

Vejamos agora varios exemplos para os quais as condi-

¢oes mais restritivas do corolaric 1.4 estd3o satisfeitas.

1.7 EXEMPLC: Se A : X - B(E) é continua, entdc as aplicagoes

TS: X — B{E) sao equicontinuas, Ws & [0,t].

DEMONSTRACAO: Neste casc os semigrupos gerados por A(E) SA0

da forma T(t,t) = exp (tA({f)) e & conhecidc que
S
T_{E)-T = J A{g) Tlr,g)dr ,
s 0

portanto o resultado & uma aplicagao direta do Lema de Gronwall,

([171) .

Sabemos que todo semigrupoc Tt} de classe CO com
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DEMONSTRACAQ: Seja £, €X e e > 0.

lT(s, e)x-T (s, 6 )x]] = "iif [F(7 aflx..F(g ;Eoflx]H y
Mas,
firc, 0, e)Mixll < Ir@, 0-r&, e x|l
<nllrc,or-re, el lxll < n. 2 ellxll < e e llxl]

para todo £ € VE(EO], vizinhanga de EO. Portanto,
||Tstz>_ws(g0)\[ < te, Vs €[0,t], W& EV_(E)

Finalmente um ultimo exemplo surge na teoria de Tanabe
~Sobolevsky para eguacgoes diferenciais lineares néao autonomas, co
mo se encontra em Ladas, {([24]), ou Friedman, ([15]). Embora nes
ta teoria o espa¢o X ¢ apenas um intervalo [O,to], as proprie
dades que usaremos sao de imediata generalizagao a um espago mé-

trico X arbitrario.

1.10 EXEMPLO: Seja (X,d) um cspago metrico e A(f), & € X o

gerador infinitesimal do semigrupo fortemente continuo
{T(t,§) : £ > 0}. Sc as condigoes seguintes estiverem satisfei-
tas:

1) D{A(g}) = D, para tcdo & € X;

2) ||T(t£ )H & uniformemente limitado tanto em ¢ como em t ,

dentro de intervalos limitados;
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gerador infinitesimal A & obtido como o limite

T(t)x = lim (% R(%,A))“ x, t >0

i

este sendc um caso particular de um fato mais geral, a saber, se
F{p) € B(E), p > 0 & uma familia que satisfaz certas condig¢Oes
especials, ([10], [281), entdo T(t)x = lim F{%)n><, t > 0, de
fine um semigrupo fortemente continuo. nNo exemplo que segue va
mos supor que as aplicagdes Flp,t) € B(E}, ¢ € X, satisfaz

aquelas condi¢Oes gerando, em consequéncia um semigrupo T(t,£).

Antes porém faremos uma peguena observagao.

1.8 OBSERVACAO: Sejam T,S € B(E) aplicagbes contrativas. En-

tio, |lT"=s"}] < nl7=s]], ¥n € w.

DEMONSTRACAO: 17 +1_s™ = 2" g™)4(T-5)s” e o resultado segue

por indugao sobre n .

1.9 EXEMPLO: Seja Fl(p,g) € B(E), o > 0, £ € X, uma familia

de aplicagctes contrativas tal que

T(t,E)x - lim F(S, £)%x, t > 0, ¥x €L,
n-+w n
define um semigrupc fortemente continuo T(t,g). Se % F(p,£)
& continua em &, uniformemente em p, para p € (O,po] e al-
gum e _ > 0, entao as aplicagoes T, :X — B(E) sao equiconti-~

nuas em s € [0,t].
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3) Para cada ¢ _ € X, existe uma vizinhanca V de £, € umele

0]
mente ) & p(A(gO]) tal que
C, g )
@ flaire, ol < 2=, we @], wev,
t
) [ -atg NrROGLAE NI <c, ate,e ), wev,
entdo || T(s,8)-T(s,g )l < k(g )dlg,5), ¥s € [0,t ], VEE V.

No estudo da controlabilidade de um sistema k::Ax+But
com B &€ B(U,E), uma das questdes que se apresenta & a de encon
trar o menor numero pessivel de controles que garanta sua contreo
labilidade. Isto Justifica o estudo da estabilidade da controla

bilidade de sistemas do tipo:
(4) x . (t) = A(g) g (8) +B(E) u (8),

onde xg{t) € E(L), ug(t} €U(g) e E(g), Ulg), & &€ X, s5a0

familias de subespagos vetoriais fechados dos espagos de Banach
fixados E e U respectivamente; BI(&} € B{U(%),E(f)) e Al(g)
€ o gerador infinitesimal de um semigrupo {T(t,£} :t > O} de

classe C, em B(E(£)), X sera apenas um espac¢o topoldgico e

denotaremos por A, B, U e E as seguintes aplicagoes:

A:X — O(B), & — A(E)}; B:X — C(U,E), & — B(E)

U:X — S(U), £ —U{E); E:X — S(E), £ — E(£).

Para as notag¢oes aquil usadas e as correspondentes defi
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nigoes de continuidade, veja o capitulo I. §3.

1.11 TEOREMA: Sejam E,U espag¢os de Banach, (X,1) um espaco
topeologico, U(E) € S(U), E(£) € S(E); A(E) € B(E(E)) e
B{g) € B(U(&),E(£)), para todo £ € X, tais que:

1) A e 8-continua,

2) B & inferiormente g§-semi-continua e
3) E é superiormente S-semi-continua.

Se o sistema de controle {4) & exatamente controlavel
em [0,t] para € = 50 entdo existe uma vizinhanca V C X de
£q tal que (4) e exatamente controlavel em [0,t], para todo
£ €V.

DEMONSTRACAO: Nas quatro primeiras etapas da demonstragao esta-

belecemos algumas formulas Uteis.

Sejam U, LU, Ei CE, i = 1,2, subespagos vetoriais

fechcedos.
(a) Se B. € B{U,,E.) e A. € B{(E.}, i = 1,2, entao
i 1’71 i i

§(A1By,A,B) < (L« |IBy|[) @« |[a,]D) (s ,By +s(a A0

Para mostrar esta formula, consideremos (u, A, B, u} € G(AlBl}

171
com |\u“ +i\AlB]1ﬂ| = 1. Pela proposigao I.3.4i, dado € > 0 ,
existe v € u, tal que Hu—v“ + HBlu—Bsz < (6(Bl,Bz)+g)(\hﬂ|+HBluH)

e z €E, tal que HBlu—z“ +‘hﬁ31u—n2zﬂ i_(GUﬁfAz%m){HB1UH+“A1BIUHL
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Portanto,

lu=vll + a8 umamyvll < [lu=vll « (|28 u-n,z]] + [iayz-2,8,0]]

< lumvll « 12 s uengell + la,ll (lle-syall + I8 u-s,v]))
< Qsllayihitsepy) vy lull+fiBully+ (s a ) +e) dirpull+ [[a8un
< (1+\|A2HN5(Bl,Bz)+a(Al,A2}+2e](Hu}h+”Blu[y+HAlBluH)
< L+ [{a,haelisy I (s (B Byl 45 (a],8,) +26)

A férmula segue agora da definicdo I.3.3 pois e >0 &
arbitrario.

(b) 6{A?,Ag) < n{1+IIA2I|}k(1+¢|Al|!)““16(Al,A2), n>2 e k= ( 2}.

Mostramos esta formula por indugao sobre n. O caso

n = 2 & consequéncia de (a) com A, = By e A, =B,. Obtemos

tamben por (a) as desigualdades:

n+l n+l, n . n
1 By y = §(Ay . A A, LA

(A 17 8y - By

< eflad|h aslag (D (s ag,n,) +8 (a7, A5))

I

o flag 1D aellay 1 oy @eling iy allay h

G(Al’AZ}

|~

n+1

- el A+flag ihMmenr sy .5,

2

(c) se (1+|[B[ly6(8,,B) < 1, entdo

1
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(1+flz Iy &B,,B)) + [|B ]

B, ] =
2 l—(l+“Bl||)6(B2,Bl)

Para a demonstragdo, tomemos vV € U2’ l{v” < 1 e
e > 0 arbitraric. Pela proposicdo I.3.4.1i, existe u € U, tal

que

Iv-ull+|[Byv-Boul] < (s(By,B ) (llvil+][B, vID

e portanto

sl < Byl tstey,m w0 ivll-liByell)
< By fl (ellu-vily+ (s im,, 3 +e) Ul vl +|IB,v]])
< Alsyll+ sty mpyee) (v +llz,vlh (e flB, Iy
Logo,
e, il < H131||+(1+HBlH)6(132,131} ,
1-(1+]|By [hs (B,,B,)
visto que € > 0 & arbitrarice ||v|| < 1.

(d) Denotemos por V o0 espagc de Banach,

Un+l = {(uo'ul""‘un) Puy € U}, ne N,

n
com a norma |\{uo,ul,...,un}|\ = iig“uil| e por Vi, i= 1,2,
+1

o espaco U? , correspondente ao subespago vetorial fechado
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Ui de U.
n .
Seja C,:V, — E;, C,(u_,uj,...,u) = I Ai By Uy,
§=0
i = 1,2. Nestas condicoes,
(n+l)
1 2n—
s,y < elle I sl DPsts, B0+ 20 s [T aellay [h 22 s a2

n > 1. Para mostrar esta formula fazemos as seguintes considera

coes:

é{cl,cz) = 5{G(cl),G(c2)}, G(Cl),G{Cz) C VXE,

- Sup a(§,G(C,)) = Sup _ Inf ||a-7]l,
onde Sl ¢ a esfera unitaria em G{Cl). Logo se u € Sl’ entao
- n+l
u = {u,Cl(u)), com u € Ul , u = (uo,ul,...,un), =
) n n i
(5) Nl = = Hugdl+ll z a8 uldll = 1.
i=0 i=0
Seja € » 0 arbitrario, novamente pela proposigao

. . . n+l
I.3.4.1i, deduzimos que existe Vv € V2 = U2 ’ v o= hkfvl""’vh)’
tal que
(8) lu-vo |« llByuy-Byvi [ < 6By, By ved (fjug (I +|[B uy D),
i =0,1,...,n. Sabemcs além do mais gue existem z, = Eo

i=1,2,...,n tais que:
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(7) IIBlui—ziIM[AiBlui—A;zi|! < (G{Ai,Aé)%:}(”Blui”-r-HAiBlui“}.
Portanto, se v o= (V,sz} € G(Cz), podemos escrever
em vista de (6) e (7):
§(C.,C,) <« su u-v
1
e
o n n 5 ;
loell = = flegmvlle T @de u-ads, vl
i=0 i=0
i 2oLi 1
< f o, ~v. ||+ llBu -8, || + : HA18111 S I A e |
i=0 izl |
< gyl lmag Byl e £ ISl ey By I+ Ime -8, )
i=0 i=1
“Z\ u —Z\ Z. H
is1 1 l
0 i
f‘iio Lol |53 Cllay I} + [Bpug [y (8B B ) )+
n i i ii
iil (Lefla, [} ) dllByu ] + |27 B u D) (8(a],a5)+)
e de (b},

I
< Qellay I ey mor e o dlhyllellnga I
1=
0 i ;) i-1
I Qulla b asliaglh = aelay ™ oy a) el (lmyu i+

2B |
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e donde por (5},

la-v]| < (}_+|[A2H)n(l+[|Bl”)(G(Bl,B2)+e) +

n+l
ella, 2 sl h® 7t esh iyl ey, a,) +
n i i
= I (e llay i aeffay i sy 1 {lug -
1=

Como € > 0 foi escolhido arbitrariamente, a formula G(Cl,czl

estd demcnstrada.

{e) voltande aco nosso probklema, definamos para cada £ € X, a

n+1l

aplicagao C(g} :U(¢) — E(£) por

C(g}(uo,ul,..-,un} = A(g)l Blg) u, ,

i e1 3

i=0

donde n € N ¢ escolhido conforme especificamos abaixo.

Se o sistema (4} €& exatamente contreolavel em [0,t] pa

ra £ = Eo’ exliste n € W tal que C(go) e sobrejetiva ([22]).

Como A(.) & é-~continua, obtemos por {¢), fazendo

B, = A{E ) e B, = A}, que HA(g)H é localmente limitada
numa vizinhanca de &O.
Por (d) e pelo fato que A(.)}) e B(.) sao inferior-

mente 8-semi-continuas, também obtemos que C & inferiormente §-—

semi-continua. Como E(.) € superiormente §-semi-continua, de-
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duzimos do lema T.3.5, que existe uma vizinhanga VvV € X de €
tal que C(&) & sobrejetiva, para tode & €V, ou, de forma equi
valente, ([22]), que o sistema {4) & exatamente controlavel em

[0,t] para qualquer £ €V,

No capitulo II estabelecemos condigoes bastante gerais
mediante as quais um sistema de controle, num espag¢o de dimensac
infinita, nao pode ser exatamente controlavel (corolario II.3.5
e teorema I1.3.7). Para tals sistemas, o conceito de controlabi
lidade exata e de pouca utilidade, sendo mais conveniente traba-
lhar com o0 conceltoc de controlabilidade aproximada, tal como fo-

ra definido no capitule I. §1.

Portanto € natural estudar a estabilidade da controla-
bilidade aproximada para sistemas continuamente perturbados, do

tipo (1).

Utilizaremos as seguintes notagoes. Sendo E um espa-
co de Banach, E' representa o seu espago dual e as topologlas
fracas em E e E' induzidas pela dualidade (E,E') serao deno-—

tadas por of{E,E') ¢ o(E',E}, respectivamente.

Para um sistema de controle do tipo {1}, isto &, do ti
po %(t) = A{£) x(t) +BE Y ult), com ¢ € X, definimos, para

t > 0 fixado, a aplicagac J(t) : XxE'> U', (£,x") — B"{£)T"(t,5}x .

Temos ¢ntao o seguinte teorema:

1.12 TEOREMA: Se, para todo ¢t € [O,to]r as aplicagoes J(t)
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sao {txo(E',E),0(U',U))-continuas e se o sistema (1) & aproxi
madamente controlavel para £ = go no intervalo {O,to], entao
existe uma vizinhangca V C X de Eqr tal que para tedo ¢ £V,

o sistema (1) e aproximadamente controlavel em [O'to]'

DEMONSTRACAO: (a) Pela hipOtese de controlabilidade para § =g
e pela proposigao I.1.4 existe, para todo x' € E', um elemento

t = tix') E [O,tO]. tal que B'(EO}T'(t(x'),EO) x!' £ 0.

Seja E! a bola unitaria fechada de E'. Do Teorema

1

de Alacglu, sabemos que Ei € «(E',E)-compacto.

(b} Para todo x' € Ei, consideremos a aplicagao:

E' = U', y" = BUE )T (L(x"),E )Y
Por serem as aplicactes J(t) continuas, resulta que
a aplicacido acima € também continua e portanto existe uma vizi-

nhanca aberta W({x') de x' tal que B‘[EO}T'(t(x'},EO) y' £0,

para todo y' € W(x').

Tomemos xi € Ei, i=131,2,...,m, de modo que
Wi = W(xi) geja uma cobertura de Ei e chamemos ti O valor
t{x!'}, i = 1,2,...,m.
i

(c) Seja vy o= J(t) XxH.’ i=1,2,...,m. A aplicagao ¢4 e
1

continua, epara tede y' € W, pi{go,y'} £ 0. Logo existem

() C 3 iz "y C W, i 2]
Vi(EO,y ) © X, wvizinhanca de go, e Wi(y ) C Wl, vizinhanga
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aberta de y', tais que

0, (€,2°) #0, Wig,z') € V(g ,y')xu, ly') .

E claro que a familia de vizinhangas {ﬁihﬂ) :1i=1,2,...

.y YU E Wi} e uma cobertura de Ei, com 0 qual deve existir

uma sub-familia finita {ﬁk {y8) : 1 <3 <n, y! € Wy } gque
j ) ] ]
continua sendc uma cobertura de Ei.
n
. . n \
Seja VI(E ) _ Vk.{go’yj)‘
=1 7]
Se ¢ € V(EO) e x' € Ei, entao x' € ij{ya}, para
algum j = 1,2,...,n. Como (£,x') € V{Eo’yﬁ)}{&k (yé), segue

3
que B’(E)T'(ti,g}x' £ 0 para um indice i = 1,2,...,m tal que
ij (yj} CwW,.

Pecrtanto, o sistema (1) & aproximadamente controlavel

em [O,to}, para tedo £ € V{EO).

1.13 OBSERVACQOES: (a) Com o argumento da demcnstragac anterior,
podemos de fato obter o mesmo resultade utilizando gualquer topo

logia localmente convexa separada em U' no lugar de o(U',U).

(b} A condicao de que as aplicagoes J(t) sejam continuas é bas
tante restritiva. Em particular, se para um sistema x = Ax +Bu,
aproximadamente contrclavel em tempo finitec as aplicagoes
E' —- U', x' — B'T(t)'x', forem (g(E',E),o({U',U))-contlinuas

para todo t > 0, entao o sistema sera aproximadamente controla
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vel em [O,to], para algum to > 0. A demonstracao deste fato

& muito similar a do teorema anterior.

Um casc no qual & simples verificar que as aplicagoes
J(t) sado fracamente continuas acontece quando as aplicagdes
B(g) T(t,g) sao localmente de posto finito com relacdo a £ . Es

tudaremos este caso mais detalhadamente.

1.14 1EMA: Sejam U e LI espagos de Banach e T{}:U—E, £ €X

uma familia de aplicagdes lineares.

Entac as aplicagoes T(&)' : E' — U', £ € X, sao

(s(E',E),0(U',U)} equicontinuas se e somente se para cada u € U,

n
existem Xy EE e Vitg} € K, com ) |vi(£)| <1, tais que
i=1
n
T(glu = % ui(g)xi, qualguer gue seja g € X.
i=1

DEMONSTRACAOD: 1Isto & uma consequéncia direta da definicao das

topologias fracas e de Tecrema de Hahn-Banach,

1.15 COROLARIO: Sejam E e U espacos de Banach: (X,1) um es-
pago topologico e B:X — B{U,E}) e T(t,.) :X — B{(E} aplica-

goes t-uniformemente continuas.

Se para tode EO € ¥, existe uma vizinhanca VvV de EO
e um subespag¢o vetorial F € E, de dimensao finita, tal que
Im{T(t,5)B(&)) CF, para tocdo [ €V entac as aplicagodes

J(t) : XxE' — U' sdac (txo(E',E}; o(U',U))-continuas.
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DEMONSTRACAO: Sejam £ € X e x! €E'.

(a) E claroc que as aplicagdes TI(t,E)B(E) sdo equicontinuas nu-
ma vizinhanca V(go} de Eo' Seﬁ perda de generalidade, pode-
mos supor que Im(T(t,§)B(g)) CF, ¥ € V(EO} e portanto, em
virtude do lema 1.14, as aplicagoes . B(§)'T(t,£)' : E' — U’,

£ € V(EO), sdoc (o{E',E);0o(U',U))—~equicontinuas.

(b) J(t){EO,Xé]-J(t}(E,x‘) = B{ED)'T(t,EO}'Xé—B{E)'T(t,E}'X'

= BUE) 'THE, €)' (x -x")+(B(E ) '"T(t,§ ) "~BIE) "T(t,8)")x]

Sejam W e W1 vizinhancas de 0 em U' para a topo-

logia o(U',U0) tais que Wl+wl E_W.

Pela equicontinuidade das aplicagGes  B(E)'T(t,£)"’

r

£ € V(EO), existe uma wvizinhanca V(xé) de Xé em E' tal que

B(g}'T(t,g}'{xé—x') C W para todo x' € V(xé}.

lf
Por outro lado, a aplicagao X — B{U,E}, & » T(t,£)B(&},
& t-uniformemente continua, e portanto a aplicacao X —» U,

E > B(E)'T{t;E}'Xé & (r; ¢ {U',U})-continua. Existe entac uma

vizinhanca Vl(go} < V(go) de Eo tal que

B(ﬁol'T{t,go)'xé-B(E)'T{t,g)'xé S Wl,

para todo & € V](EO) e isto acarreta que

J(t}(ao,xé) -J(t) (g,x") € W, +W, C W,

1

para todo (£,x') € Vl{go)j{V(xé), ou seja, obtemos a continui-
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dade de J(t}.

O caso mais comum dos sistemas de posto finito, & aque
le em gque a dimensac de U e finita. E imediato neste caso, que
para efeito das hipoteses do corclario anterior, a topoleogia uni

forme em B(U,E) pode ser substituida pela topologia forte.

1.16 EXEMPLO: Seja E um espaco de Hilbert e A um operador li-
near normal compacto injetive ou normal com reseclvente compacto
em B(E), gerador infinitesimal de um semigrupo {T(t) : t > 0}

de classe C0 em B{E).

Sejam (Aj). e (ﬁjk) as familias de

J>1 k=1,2,...,rj

valores proprios ¢ vetores proprios ortoncrmais correspondentes,

([30}).
- ) ~ m
Se B:C — E e a aplicacgao definida por Bu = uibi’
i=1
bi €E e u-= (ul,...,um}, entao Triggiani, ([36]), demonstrou
gue o sistema =x{t) = Ax(t) +Bu(t) & aproximadamente controli-
vel em f{CG,t], t > QO se e somente se o posto da matriz
By = {<b1'¢jk”’k:1,2,...,rj e Ty 3= 1,2,...
i=1,2,....,m
Seja agora X um espa¢o topoldgico e Al(f), £ e X,

uma familia de operadores lineares que satisfazem as condigles
anteriores, com valores proprios Aj(g), i =1,2,... e vetores

proprios @jk(g), 1 =1,2,... e k = l,2,...,rj.

Se o sistema x(t) = A(E) x(t) +B(E) u(t) & aproximada
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mente controlavel em £ = 50 e se B.(E) = (<bi(g), wjk(€)>) '

r.
entdo a aplicacao Bj t X — B{Egu]R 3y & tal gue Bj(goj ) so
brejetiva para todo j = 1,2,... . Portanto, ([29]), existe

Ir.
Yy 2 0 tal que [[Bj(EOVy“ > Yj”Y“r v € R J.

r,

Se alem disso as aplicagdes X — B(R", r 7),

E -+ éL Bj(EJ, i=1,2,..., tém a seguinte condig¢dc de equiconti
J

nuidade: para todo ¢ > 0, existe V C X wvizinhanca de EO tal

que ~L—HBj(E)—Bj(€O]H < €, W¥g €YV, entdao existe uma vizinhan

J

ga V0 CX de £y tal gue para todo £ € v o sistema

x(t) = A(E)x(t) + B(£) u(t) 2 aproximadamente controlavel em [0,t].

Para isto consideramos

1
vy = teex :[Byta-aie |l < gvr
entao
By vl = e -8y + B (e )yl
> g vl - [Tmye) -y ) vl
1

2oy il = llsy -y cepll Ml > 5 vy livll

para todo ¢ € Vo' Logo, ([291), Bj(g) €& sobreijetora, o que,

pelos resultados de Triggiani, mostra a afirmacgao.

Finalmente, denctemos por Z{g) o espac¢o de controla-
bilidade para o sistema x{t) = Al(g) x{t) + BLg) ult), £ € X, is

to e, Z(&) = Im(G(E)). Temos assim definida uma aplicacgao
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g — 7Z(g), a valores no conjunto dos subespac¢os lineares de E,

sendo gque o subespago Z(g) nao €, em geral, fechado.

1.17 PROPOSIGCAQ: Se a aplicacao G:X — B(Lp(O,t:U);E} e T-
uniformemente continua e se Z:X — S(E), entdo 2 € uma apli-

cacao inferiormente d-semi-continua.

DEMONSTRACAQ: Seja £, € X. Por definigao,

§(2(g,),2(6)) = Sup {d(x,2(£)) :x € Z(E), =l = 13,
e é(go) : tF(0,£;0) — 7(g,) & linear sobrejetiva. Como Z(f )
& um espago de Banach, segue que é(go} & aberta e existe ¥ > 0

e u € Lp{O,t;U) tal que, para todo x € Z(EO}, é(&o)u = X e
all < 2115l . zoge,

t
X = JO T(t—s,so) B(EO) u{s}) ds .

seja € >0 e V(E) = {6 €x: ||GE) -G )| < evl.
Se vy = J; T(t-s,£)B{E)u(s)ds, & € V(EO), entdo vy € Z{g)} e
atx,z(e)) < |lx=yll = llete pu-Gorull < e

Concluimos entao que G(Z(EO),Z(E)} < g, para todo

£ € V(ﬁo) e isto completa a demonstracao.

Em continuacao, damos dois exemplos ilustrando o fato
de que a proposig¢ac anterior nac pode ser substancialmente melho

rada.
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1,18 EXEMPLO: Pode ocorrer gque, dentro das hipdteses da proposi
gao 1.17, a aplicacac Z ndo seja superiormente é-semi-continua.
Isto fica claro ao se considerar os sistemas perturbados x({t) =
= Ax(t) + £EBu(t) com EE€X =R e A e B tais que o sistema
seja exatamente controlavel em [0,t], para & # 0. Entao
Z(0) = {0} e Z{(g) = E, para todo & # 0, logo 6(Z{(£),Z2{0)) =1,
para todo & # 0.

1.19%9 EXEMPLO: A condigao de que G seja continua na topologia

uniforme em B(LP(0,1;U):E) & essencial. Para construir um con

tra-exemplo, consideremos um sistema exatamente controlavel
k(t) = Ax{t) +Bu(t), onde A ¢ gerador infinitesimal de um se-
migrupo {T(t) :t > 0} de classe C_ e B um operador linear
limitado de imagem fechada e Im(B} C E. E imediato gue tais sis
Z =
temas existem, pois basta considerar U = Bfn, E = Ifh m < n,
e matrizes A e B tais gue o posto da matriz [B,AB,...,An_lB]
seja igual a n, ({[26]).
Seja agora E £ R,
) £ < O
hig) =

1 £ >0

A(E) = h(f£)A e consideremos a familia de sistemas x{t) = A(£)x(t) +Bu(t).

(a) Se & < 0, entaoc Z(g) = Im(B), ja que
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t
J T(t-s,£) Bul(s) ds
0

X € Z(g) = x

t t
J Bu(s) ds = B J ul{s) ds
0 0

(b) se £ > 0 entao Z(f) = E.

Concluimos portanto, como consequencia do Teorema de

Hahn-Banach ([12}, lema II1.3.12), gque

6 (2{(0),Z2(&}) § (E, Im(B))

sup {d(x,Im(B)) : x € E, |[x]] = 1} =1,

guando § < O.

§2, REDUCAO A SISTEMAS LINEARES CONTINUCS

Seja
(8) x{t) = Ax(t) + Bult} , t >0,

um sistema linear autonomo onde A e o gerador infinitesimal de

um semigrupe {T{t) : t > 0} de classe C0 em B(E).

Sabemos gque A é um operador linear fechado ndac neces-
sariamente limitado ¢ com dominio denso em E. Vamos agora tomar

para controles admissiveis as funcoes essencialmente limitadas.

Se 7 representa o espag¢o de controlabilidade em tempo

finito, (definigdo I.1.1), e % o0 espaco de controlabilidade
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aproximada em tempo finito, por definigdo o sistema (8) & aproxi

madamente controlavel em tempo finito se Z = E.
Pattorini, ([14]), mostrou que

g+ - (x' € E' : B'T(t)'x' =0, ¥t » 0}.

Além do mais, se ag € ¢ tipo do semigrupc T(t), (capitulo I.
§2), se pO(A) € a componente conexa de p(A) que contém o con
junto {A: A € p(A) e Rel(r) > w } e se Z(A) é o espaco de

controlabilidade aproximada em tempo finito do sistema
(9) x{t) = R(3,A) x(t) +Bult), A € o _(a),

entdo Z(x) = Z. Concluimos que 0s sistemas (8) e (9) sac equi-
valentes ao que diz respeito a controlabilidade aproximada em tem
po finito. O sistema (9) sendo no entanto definido em termos de

um operador linear limitado, a saber, R(A,A).

Enfim, verifica-se facilmente que

X' € Z[)&}"L = B' exp (tR(X,A)N' x" =0, ¥t >0

= p' R(x,A)x' = 0, ¥n

%
<

Neste paragrafo, vamos generalizar esta idéia de redu-
zir o estudo da controlabilidade aproximada do sistema geral (8)
ao estudo da controlabilidade aproximada de um sistema definido
por um operador linear limitado, utilizando para isto um calculo

operacional.
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Suponhamos gue a cada elemento £, numa algebra de fun
- ¢bes F, onde f:qQ CC — €, esta associado um operador linear
limitado, indicado por f(Aa), de tal maneira que a aplicacao
Tyl F — B(E}), f — f£{(a), defina um calculoc operacional, isto

e, T, & um homomorfismo de algebras.

Podemos entao definir o sistema,
(10) x(t) = f(A) x(t) + Buit) ,
através do qual relacionaremos as propriedades de controlabilida

de aproximada dos sistemas (8) e (10).

Numa primeira etapa, estabeleceremos alguns resultados
utilizando o calculo operacional de Dunford-Taylor. Para as nota
¢Oes e 0s resultados pertinentes, vide Taylor, [30].

Seja f € UW(A). A aplicacaco f(A) é entao definida

por

{11) f(a) = £(=)T +

J f{z) R(z,A)dz ,
29i Jr

onde T é uma tragetoria fechada, fronteira de um dominio de Cau
chy D tal que Ue(A) CD e DCA(f). oe(A) indica o espec-

tro estendido de A, isto &,

[0 (A) se A & limitado,
Ue (A) =
io(A) U {«} se A nao é limitado.

Chamaremos Z(f) © espaco de controlabilidade aproximada em tem
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po finito do sistema (10},

- — .1
2.1 PROPOSICAO: Se T C pO(A), entao El Cz(f) .

DEMONSTRACKO: Se x' € ZF

entao B'T(t)'x' = 0, para  todo
t > 0 e portanto, <x', T(t)Bu> = 0 para todo u €U e t »0.
Logo, «<x',Bu> =0 e como R(z,A) & a transformada de Laplace

de T({t) quande Rel{z) > W s temos em  consequéencia que

<X', R(z,A)Bu>» = 0 se z € DO(A).
Por outro lado,

w k
<x', E@NFBu»

1l
™~
e

<x', exp(t £(A})Bu>
k=0
k .
= £ ET<XH H%A)Bu>
k=0 ™°
v K K 1 [
= r —~—|—<X', (f (“’)I+§-*:—J £ (2) Riz,A)dz} Bu »
o K! LR

Logo, x' €& Z(f]i .

2.2 COROLARIO: Se o sistema (10) é aproximadamente controlavel

em tempo finito, entac ¢ sistema (8) também o &.

DEMONSTRACAO: Se Z(f) = E entao z(f)i = {0}, El = {0} e fi

nalmente % = E.

A recliproca dos resultados anteriores & trivialmente
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falsa, visto que podemos considerar um sistema (8) que seja apro

ximadamente controlavel em tempo finito e para o qual Im(B) # E .

BS8e f = 0, naturalmente f € U (ay, f£(a) =0 e Zz(f} = Im(B).

Podemos, nao obstante, esperar que sob certas condi-
goes adequadas o coreolaric 2.2 admita uma reciproca. POr exem-

plo, se % € p (A) e f£(2) = (}\»-z)_l entao f{A) = R(A,A) e,

comc foi observado anteriormente, teremos neste casc Z = Z{f)

Para poder generalizar este fato, fazemos a sequinte hipdtese.

2.3 HIPOTESE: Sejam f e I tais como na proposicdo 2.1, @ €€
um aberto contendo ' e H(R) o conjunto das fungces analiticas

em . Se h € {l{g) verifica a condicao

[ ef(z)t hiz} dz 0, ¥t > O,
r

entao h = 0.

2.4 TEQOREMA: Suponhamos que f satisfaz a hipotese 2.3, Entaoc o
sistema {(8) ¢ aproximadamente controlavel em tempo finito se e

somente se o sistema (10) tambem o &.

DEMONSTRACAQ: DBasta mostrar que E(f}l C El. Para isto, seja
x' € ?{f}l, entio
= R X
«x', expit f(AY}IBu> = <x', ¢ T f{A) Bu->
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™ k
= <x', L -]E-‘—{fk(m)I + 21. I fk(z) R(z,A)dz} Bu »
k=0 - w1l T
= Kk 1 k
= I + {7 (=} <x',Bu> + . £f7{z) «<x', R{z,A)Bu> dz}
k! 2nl
k=0 T
= 21. J ef(z)t <x', R{z,A) Bu>dz = 0 ,
i fn

para tcdo uw €U e t > 0.

Como h(z) = <x', R(z,A) Bu> & uma fungdo analitica

em {A} seque, pela hipdtese 2.3, que h = 0 e, derivando em

Po

relagdao a z, também obtemos que
n
<x', Rn(Z,A) Bu> = 0,

para todo z € QO(A), u€U e n >1. Logo, B'Rn(Z,A'PXI::O

e portanto, conforme Fattorini, {[14])}, concluimos que x'€ Zl.

No proximo exemplo exibimos algumas fungdes f para as
quais a hipotese 2.3 ¢ satisfeita. Isto ocorre, em particular,

para as funges f{z) = ('A—z)_1 com A € pO(A).

2.5 EXEMPLO: Se f tem um polo simples num ponto z interior a

-, entao f satisfaz a hipotese 2.3.

DEMONSTRAGAO: Para simplificar as notagles, suponhamos que

(z}), com f.(z) analitico a a # O.

- - __‘2'
z = 0., Entao £f(z) = 24 £ 1

1
Seja



T f.(z)t
Tty Rl ¢
o k fo(z)t
1 J (at)” 1 1
= : (L —F— =) e h{z)dz
27 Jp k=0 KPgK
Pela convergencia uniforme para |zl >r >0 e notando que

0 € int (-T), segue que

] k  k f.(z)t
1 a t J 1 1
W = m—— ¥ — e h{z} dz
2w i k=0 k! T zk
w k ,k . I,(z2)t
) 1 a® % 2 1 (k1)
R TS L Y Ry o hiz)) (),
k=1
ou seja
o k .k
o = —at 1 =25 ey -0, w0
k=0 k! {k+1)! -
fl(z}t
com gt(z) = e h{z}, e portantoc
w k .k
(12) r At g =0, w0l
k=0 k! (k+1)!
(k) £,(0)0t
Pode-se verificar que (qt (z)) (0} = e Pk(t), on

de Pk(t) é um polindmic de grau k, com termo constante igual

a h(k}(OJ, k > 0. Agora, ntilizande a continuidade em t =0
e avaliando a expressao (12) repetidamente em t = 0, obtemos
gue hk(O] = 0, para todo k > 0. Como h & analitica, conclui

0.

mos que h
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Este exemplo generaliza-ce a fungoes f gue possuem um

numero finito de polos.

Completamos, a sequir, estas aplicacoes da transforma-
da de Dunford-Tavlor com uma proposigac que sera utilizada poste

riormente.

2.6 PROPOSICAO: Seja (X,t) um espaco topologico e para todo

E € X, seja A(g}) um operador linear fechado em E .

Suponhamos gue f € U_(A(g)) para todo ¢ € X e que

existe um dominic de Cauchy D tal que
o, (A(g)) €D CDC alf)

Nestas condigoes, se existe A, € p (A(E) tal que a
aplicacao RO} _,.) : X — B(E), ¢ — R{x, ,Alg)) & continua na

topologia uniforme de F(E), entaoc a aplicagao
f{a{.)} : X — B(E), g — f£(a(g))

& também continua na topologia uniforme de B{(E).

DEMONSTRACAC: Seja EO € X. Pelo lema I.3.11.ii a aplicacaoc
A:¥X — (¢(BE) ¢é& §-continua. Se T e a fronteira de D, entaoc T
& compacto (ja gue D é um dominio de Cauchy) logo, pelo lema
I.3.11.i, existe uma vizinhanca V de Eo tal que és aplicagoes

R{A,.) : VvV — B{E), & — R{x,A(tf)), sao continuas na topoclogia

uniforme de B(E) e uniformemente com relagac a i, quande
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A ETr .
A continuidade de f(A(.}) segue entado da propria de-

finigdo da transformada de Dunford-Taylor,

1
21l

F(A(E)) = f(w)I + J £(z) R(z,A(t})dz .
r

0 calcule operacional de Dunford-Taylor, acima conside
rado, tem o inconveniente de funcionar apenas para fungoes £ ana
liticas no infinito. Com isto, ficam excluidas fun¢des cano z%,
o gue nos impede de aplicar este calculo para estudar sistemas
definidos por poténcias fracionarias de um operador linear A .

Estudaremos no entanto este tipo de sistemas utilizando resulta-

dos ¢ue podem ser encontrados em [23], (veja também [3] e [211).

De modo geral, suponhamos que A e um opoerador linear

fechado e densamente definido, verificando

p(-Aa) 2 Zw = {x:tw < ‘Arg{x)! < n}l U {0}
e
][R{A,WA)[| < 1 , ¥x € e para algum o &€ [0,%).
TSPy 0
Por ser P(-A) um conjunto aberto em € , e clarc que
exigste r > 0 tal que {3 :Jx[ < r} C p (~A}). Da teoria dos se-

mi-grupos analiticos, sabemos que as condigdes anteriores sao ve

Tr - L) » * .
rificadas para w < 5 SC e somente se A e o gerador infinitesi

mal de um semigrupo analitico e uniformemente limitado, (Davies,

[101).
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Seja F a algebra das fungoes analiticas definidas em
€, com eventual corte no eixo real negativo, e tais que existe
v > 0 para o qual AYf(}) — 0, gquando |A\ — +=, uniformemen

te na regiao -m+e < Brg{i) < 7—-¢, com 0 < € < «,

Para cada f &€ F, define-se

{13) f(-a) = - 1 J f{z) R(z,-A) dz ,
r

2ni

onde T e uma trajetoria como a indicada na Figura 1.

v .
. ®
. .. " \ w
A /\ H
Y j I }
.
[ N ~
p i
h i ~
F ~

Figura 1

Pode-se mostrar que f{-A) esta bem definido e que a
correspondéncia F — B(E}, £ — f£{-A), define um calculo ope-—
racional.

Suponhamos agora que A satisfaz as condigoes anterio-
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res e € o gerador infinitesimal de um semigrupo {T{t}) : £ > 0}
de classe C,- Nosso objetivo € relacionar a controlabilidade

aproximada do sistema (8) com a do sistema.
(14) x{t) = -f(-a) x(t) + Bult) .

Tomemos w < % e T uma trajetoria contida em o, (A),
(0 que € possivel pois L, a pO(A) contem uma regiao angular) e
seja 2Z{f) o espaco de controlabilidade aproximada em tempo fi-

nito do sistema (14}.

2.7 PROPOSICAO: Nas condigdes anteriores, EL < Z(f)i .
DEMONSTRACAO: Analoga aquela da proposigao 2.1.

2.8 COROLARTIO: Retomemos as condigoes anteriores e seja « > 0.
Se o sistema

(15) () = —(-A)"% x(£) + Bult)

& aproximadamente controlavel em tempo finito, entdo o sistema

(8} goza da mesma propriedade.

DEMONSTRACAO: Por definicao, (-a)~% = f£(-a) com f(z} = z7% .
Sabemos que S{a) = {—A}'a, a > 0, define um semigru
po analitico, ([2]). Seja A4 o seu gerador infinitesimal, pode-

mos entao estudar a controlabilidade do sistema
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(16) x{t) = A x{t) + B ult).

Na demonstragao do ncosso proOximo teorema precisaremos

do seguinte lema, ([40]).

2.9 LEMA: Seja T uma trajetoria do tipo considerado anterior-
mente, (Figura 1), e h uma funcao analitica definida numa regiao

angular ¢ em torno do eixo real negativeo, (Figura 2), e conten-

do a I'.
Se Ih(Z)‘ < SANE , B >0, ¥z € g, e se
1+|z\B
-t
J p: hi{z)dz = 0, 1-p8 < t < 1,
r
entac h = 0,
DEMONSTRACAO:
']* A
\\ !
p v
( ——— .__‘.... _.---i..
T‘\\ N .: k
— 5 3 RN _ ‘ ]| >
o
T - > ;
T L

Figura 2 Figura 3
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Da hipotese seqgue imediatamente que

Iw = J z_t h{(z)dz = 0, 1-B < t < 1, ¥e » G,
L

€

onde IL_ & a trajetoria indicada na Figura 3. Mas

Ie = J ((mr-ie)_t l’1(—r--:?.e:)--(—r+i.=:)"t hi-r + ig))dr +
0
n/2 . .
jel-t ele(l_t) he ele)de
—-n/2
= it ¢ (r) .
: J 2i ©™fe ° sen(rt) -e'"F sen(t ¢_(r)))h(-r-ic)ar +
¥
S ~it(ﬂ—¢€(x}}
r e (h{~r —ie) ~h{-r + ieg})dr =+
'
al
2 i el*t eie{l_t} hie eie}de = 0
J.. ¥
2
onde ¢E(r) = Arc tg {%—). Logo,

H
Law]
-

lim IE = 0 = J r-t h{-r)dr 1-B < t < 1,
0

+
¢+ 0

=)
e portanto, fazendo r = e, obtemos

J es(l—t} hi{-e°}ds = 0, 0« 1-t <.

Da analiticidade e da unicidade da transformada de La-

place de h, ([37], teorema II.ba), obtemos finalmente que h=0.
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2.10 TEOREMA:

O sistema (8) & aproximadamente controlavel

=l

tempo finito se e somente se ¢ sistema (16) também o &.
DEMONSTRACAQ: Se Zj & o espacgo de controlabilidade aproximada
em tempo finitc do sistema (16), basta mostrar que 7t

1

(a) Vejamos inicialmente que Z- C A

A
<x', R{z,A} Bu> = Q,

Se x' € El
<x'; Bu»> = 0 e

e z E pO(A). Portanto,

«x', S{(a) Bu>» =

J » Y R(A,~A) Budx >
r

= 21. J % «x', R(=3,A) Bu»dx =
mL T

=L
ZA -

entao

quaisquer que sejam u€ U

o,

L
para todo « > @, e x' € ZA‘
: : ' =k t
{(b) Reciprocamente, seja x' € Z, € hi{x}) = «x'", R(-%,A)Bu> cam
u €U e =ir€ pO(A}. A funcao h e anallitica em @Q = EwLJD(OJﬂ
-1
para algum r > 0, onde D(0,r} = {z :‘zi <r}. Comoc x' € Z 4
temos
0 = <x', S{a) Bu>
= <x', (-a) "% Bu>
1 - |
= )Y <x', R{-x,A)Bu>dx, Vo > 0,
2ni el
r
e como |hi(n)] < —S —, segue do lema 2.9, com B =1, que

l+|A|
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hi{x}) =0 = <x',R{(~X,A)Bu> = 0.
Derivando a ultima expressao com relacido a i , obte-
mos que <x‘,R(—1,A)nBu> =0, ¥n > 1. Concluimos entac, {[14])

que x' € El.

Se -A satistaz as condigoes gerais indicadas interior
mente, entdo (-a)%, &« > 0, estd bem definido como um operador
)_Cf-

. . . 1 ~ -
linear fechado. Se ademais o < 5 r entao -{-A e gerador
infinitesimal de um semigrupo analitico e podemos considerar a

familia de sistemas

(17) K(8) = —(-M)® x(t) +Bu(t), 0 < <.
_)l“t
Como ft = e € 4, & >0, entao {(23]1), o semi-
grupo Uu(t) gerado por -(-A)% & dado por
1 2%t 1
(18) U (£) = ~==- e R(y,-A)dx, £ 0, 0 « o < =.
o 2ol r 2

2.11 PROPOSICAO: Se o sistema (17) & aproximadamente c¢ontrola-
- 1 - . - -
vel em tempo finitoc e 0 < g < 5 entao © sistema (8) € também

aproximadamente controlavel em tempo finito.

DEMONSTRAC@O: Seja x' © Ei'. Sabemos entao que <« x' R{),-A)Bu> = 0,

para todo u < U, logo por {(18), <x', Uu{t)Bu > = 0 o portan-
-] -

to x' € z2v, onde Zu & o espago de controlabilidade aproxima-

da em tempo finito do sistema (17). Dal segue que 7t - 7t



CAPITULO IV

ESTABILIDADE ASSINTOTICA DE SISTEMAS LINEARES PERTUREBADOS

§1. INTRODUCAQ

Dedicamos este capitulc aoc estudo da estabilidade assin
totica de sistemas de controle lineares continuamente  perturba-
dos. Come anteriormente, E e U indicam espagos de Banach arbi-
trarios mas X estard agora restringido a classe dos espagos nor-

mados. Vamos considerar os sistemas
(1) x(t) = A(g) x{t) + B(g) u{t), W& EX,

onde A(t} € C(E) & gerador infinitesimal de um  semigrupo
{T(t,g) : £t > 0} de classe CO em B(E) e B(g} € B{U,E), para

tode ¢ € X.

Nosso objetivo consiste em estabelecer condicoes median
te as quais possamos garantir gue tode sistema {1) uniformemente
estabilizavel (definicdo I.2.4) para £ = Eqr também verifica es

ta propriedade numa vizinhanca V C X de Ese

0O desenvolvimento que segue esta baseado fundamentalmen
te nos teoremas I.2.6, I.3.14 assim como na existencia de certos
operadores lineares correspondentes a evolucao de subespacos veto

riais.



§2. EVOLUCAO DE SUBESPACOS

Comoc nos capitulos anteriores, consideramos a aplicacao
A:X ~~ C(E), £ — A(g). Se A é g-continua {(definigao I.3.10 )
e se, para £ € X, é dada uma decomposigdo do espectro U(A(EO))
em conjuntos espectrais disjuntos ql(go) e 02(50) tais que
cl(go) esta contido no interior de uma curva de Jordan retifica-
vel fechada I e o,{(g ) no seu exterior, entao pelo teorema I,

3.14, existe uma vizinhanca V € X de Eo tal que, para todo

E €V, o espectro o(g) = a(A(g)) também se decompde em conjun-
tos espectrais ol[g} e 02{5] com cl[a Cintr e az(g}f;ext r.
Denotemos por L[ = El(g} ] Ez(g) a decomposigac corres
pondente de I em subespacos invariantes por A(f). Como cl(m c
Cint T ¢ um conjunto limitado, concluimos ([30]1) que B, (£} <
- B - = = 1 =
CD{a(g)} e, se escrevermos A, (g) A(E) £, (£) ND(A(E)) i
= 1,2, entao Al(g) € B{Elli)}. Denotaremos por P({£) a proje

cac de E sobre El[a).
2.1 LEMA: <Com as hipoteses e notagoes anteriores temos:
1) A; v — ({E} €& é-continua, i = 1,2,

2) HA :V —~ R~ & localmente limitada.

M
DEMONSTRAGCAO: 1} Faremos a demonstracdo por A

Sejam £,n €V e ¢ » 0. Temos que calcular 6(%1(5),

Al(n)) e para isto, pomos u = (X,Al{g}xl & G{Al(i)) com
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[l = {lx]] +J1Al(a)Xf[ = 1. Como A & é-continua, existe W,&V,

1

vizinhanca de n tal que &(a(g),a(n)) < e, para todo £ & W,

Portanto, existe vy € D(A{n)) tal que
|x-vll + [ae)yx-a(myll < e[=]] + [laterx]]).

Seja z = P{n)y € El(n) ND(A(n)) = D{Al(n)); entao

dw,Ga, () < flxzll + ||a, (©x2, nz|

IA

[P (g)se (v ]| + [|a, €)x-a (mP(m)y ]|

leer-em) ]| b+ | eyl flx-vll + lPE)ate)xP tiamyl]

I A

IA

It -pmd || (fixl + {2, @] + llp ) [[{]ix=yl + [[ate) x-amiy|])

e )P} || + ellptnt ]

| A

Come P:V — B{E} e continua, na topologia uniforme
de EB(E) '(proposigéo IIT.2.6 @ 0 fato de P(EL) ser a transforma
da de Dunford-Taylor da fung¢ao f definida mais adiante), existe
uma vizinhanga W, de n tal que HP(E)—P(n)“ < By para todo
£ € W2.

Logo, para todo £& W =W,NW,, §(a (€),A (n)) < e(L+flptn) |]).
Repetindo o mesmo raciocinio com 5(Al(n),AJ(g)), concluimos a
§- continuidade de Al'
2) Ndo & dificil mostrar que e possivel escolher a curva T e do-

minios de Cauchy 2, e 8y, com g limitado de maneira que
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Qlﬁ a, = g, ol{g} Cint 1 C R, e 02(5) C Q,, para todo g € V.

(1 se 1 €gq
Definimos f(r) =¢ e g{x) = x.£(r).
LO se ) € 2

Entao, £,9 €U (A(8), (notagoes de [30]) e P(g) = £(a(g)})
bem como g {A(g)) = A(g).P{L}, {{30], lema 5.6-D) sao as trans-
formagoes de bunford-Taylor de f e g respectivamente. Ponhamos

e,

Al(g) = g{A{E}} € B(E). E imediato que A (E) = il(g)\El[E)

pela proposigac III.2.6, a aplicagao Ay iV — B(E), £ - il(a}

é continua na topologia uniforme de B(E}; como HAl(E)” < Hil(ﬂ

E

segue que ‘IAl\[ € localmente limitada.

0 espago X sendo normado, utilizaremos as sequintes no
tagdes. Para cada par §&,n € X, denotamos por [&£,n] © segmen-—

to ligando & a n , quer dizer,

(t,n] = {{1-t)g+tn : t € [0,11}

e, se P:X -— B(E) & uma aplicagac, chamamocs V[F

>

P a varia-—
, Nl
¢do total da fungac P : [0,1] — B(E}, £t — P1-t)E + tn). Com

estas notacgdes estabelecemos a defini¢ac e o lema que seguem.

2.2 DEFINICAO: Seja P: X — B(E) uma aplicacac. Diz-se que P

& localmente de variagao limitada se para todo s € X, existe

M > 0 e uma vizinhanga V de EO tal qgue V[E n]P < M, para
. ¥

qualquer ¢,n € V.
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2,3 LEMA: Seja P:X — B(E) uma aplicacao localmente de varia-
gao limitada, localmente uniformemente continua na topologia uni-

forme de B(E) e tal gque P(r}) e uma projecaoc para cada ¢ € X.

Entdo para todo £, € X, existe uma bola BE(EO) de

centro £ e radio € > 0, e um operador continuo
Q :BE(EO)X BQ(EO) —+ B(E)

que satisfaz as propriedades:

l) P(E) Q(Ern) = Q{Ernl P(n} = Q(Ern)r VE;n & BE(E'O)I
1) Qe {Im(P(n))) € Im(Ble)), We,n €B_(c),
1ii1) Q(Ern) Q{an} = I, Vﬁrn EBE(EO);

iv) 0(g,8) =1, ¥EEB_(£).

A demonstracdo deste lema sera omitida uma vez gque =
completamente analoga a feita em [23], paginas 297-307, para um
intervalo [0,T] em lugar de X. No presente caso a compacidade
de {[0,T] & substituida pela hipdtese de continuidade uniforme
leocal da projecao P, 1sto €, para todo £, € X, existe uma vizi
nhanca VvV de 50 tal que P :V — B(E) €& uniformemente conti-

nua, na topologia uniforme de BI(E).

voltando as notagoes iniciails, teremos sempre uma decom
posigaoc E = El(ﬁ) @ EZ{E}, para todo § € V C X, e Pl(g) sera
a projecdo sobre E,(£). A seguir damos um exemplo no qual P(.)

e de variacgao limitada.
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2.4 EXEMPLO: Suponhamos que D{A{(¢)} = D & independente de ¢ ,
e que existe B € ({(E), B:D - E, tal que B_l € B{(E) e

1) Af{.) B—l: V — B{(E) e de variacao limitada.

2) B R(.,A(.)) : TxV — B(E), (\,E)— BR(A,B(E)), & limitada;

uniformemente em * e £,

Nestas condicdes P :V — BI(E) é& de variacao limitada.

DEMONSTRACAO: Como ja foi dito na demonstragac do lema 2.1.2,

P{g) € a transformada de Dunford-Taylor de f, isto €,

Pg) = — J R(3,A(E)) ax
2re r

Seja D o conjunto das partigoes d :{O'tlﬂé'°“'tnqjl}

de [0,1] e ponhamos | da \ = n; entao
v P = |<;J |l Pl(l-t)e+tn] —PL(t, Ye+t, —nll|
£ = S THIEHENT S RLIE R g,
L Su li‘ \\I (ROVGAT{(L-t ) e+t n]}-R{XNA[(Q-t, )g+t nl)}dkll.
Tangep i1 dr veod , =l |

Logo, de

11

R(LA(E))-R(OVA(E 1)) = ROVA(E)) (Bl ()-AEIROGAL )

1k

ROLA(E)) (Ble, () -Alg))B ] . (B R(LAL, 1))
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e das hipoteses 1) e 2) segue a tese.

A seguir vamos sempre denotar por (Q um operador gue,
definido localmente em torno a EO, satisfaz as propriedades es-

tabelecidas no lema 2.3.

Note~se gue em consegquencia do lema 2.311 tem sentido
considerar Q{g,go) Al(go) Q(gog) como um operador linear em

B(El(i)): se glem do mais Al(a) & como na demonstracao do lema
2.1.2, entdo Q(ﬁ;ﬁo) ﬁl(go) Q(EO,E) € B(EB) @ uma extensao de

Q(E,go) Al(go} Q(go,g), donde obtemos © seguinte resultado:

2.5 LEMA: Seja a:B_(£) =R, al) = [[Qlg,5) A(g) Qle, &) -2 (el

entao « € continua em e

DEMONSTRACAO: Como a(go] = 0, devemos mostrar que, para todo

§ > 0, existe uma vizinhanga V de £ tal que aflf) < §, para

tode & € V; mas

1}

!J"\

alg) = sup ([ (g, e )A (e )0, ) -A (0))xl] + x € Ey(e), |x]|

| A

= sup {l(0(g, g A (g t0le  ed-Ate))x]| = x € Ejte), Ix]l < 13

r

< llote,e)a (e )0te . e) -2 (e} ]

a tese sendo agora consequencia das propriedades de continuidade

de A (.} e Q(.,.).



- 95 —

§3. SISTEMAS PERTURBADOS ASSINTOTICAMENTE ESTAVEIS

Estamos agora em condi¢oes de estudar a estabilidade as
sintotica de sistemas perturbados. Para isto precisamos do  se-

guinte lema:

3.1 LEMA: Consideremos o sistema de controle (1) onae
B:X — B(U,E), & — B(g), e C:X — B(E), £ — Cl8), C(g )=
= 0, sao aplicag¢oes continuas nas topologias uniformes e
A: X — C(E), esta definido por A{f) :AO+C(£), onde A @

gerador infinitesimal de um semigrupo de classe CO

Se o sistema (1) & uniformemente egstabilizavel para
£ = £ entao existe uma vizinhanga V de £ tal que, para to-

do g €V, (1) é também uniformemente estabilizavel.

DEMONSTRACAQ: Por hipdtese (definigcao I.2.4), existe F € B{U,E)
tal que o semigrupo geradc por D(go} = A(go)-+B(£D)F e uniforme
mente estdvel. Além disso, DI(g) = A{f) +B{gF = AO+C(5)+-B(5E‘:

= D(goi +Clg) + (B{E}—B(EO))F.

Se TI(t,&£) & o semigrupo gerado por D&, entao
H T(t,gO)H <M e_“t, M >1 e y > 0. Das propriedades de con-
tinuidade de B(.)I e Ci{.), existe uma vizinhanca V de gc) tal
C_{U.e
_ u
ey + BY-BEEIP|] < 55, ve €v,

logo, pela observagao 1.2.5,
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_E oy
T(t,e)|] < Me 2 , VECV

que completa a demonstragao.

Como no paragrafo anterior, A :X - C(E) serauma apli
cacao $§-contlnua e suporemos agora gue A(EO) verifica a condi-
¢ao D.S.A. (para a definicdoc e¢ as notacgdes, vide I1.§2). Logo,

todos os conceitos e lemas anteriores sobre a decomposicac do es-

pectro de A(go) assim como do espago E continuam validos.

Com as notagoes de I.§2, o espectro U{EO} de A(EO}
esta decomposto em dois subconjuntos US(EO) e cu(go) separa-
dos por uma curva [ tal que Us(go) Cext T e cu(go} C int T.

Alem do mais, existe & > 0 tal que US(QO) C {x:Re(}) < -8} e

ou(ﬁo}_g {x:Re(A)> - 8}. Como foi viste anteriormente, existe
uma vizinhanga V € X de EO tal gue, para todo & €V, vale
uma decomposicao analoga para o espectro of{£) de A(g), a cor-

respondente decomposigac de E sendo denctada por E::ES(E)QEH(D.
Denotamos também por P(E) a projegao sobre a componente Eu(i)
e por Au(a) e As(ﬁ) as correspondentes restrigces de A(f) a

Eu{g) e Es{g) respectivamente.

Neste caso o sistema {1} também se decompoe em dois sis

temas, a saber:

(2) X (t) = A_(©)x_(t) + (I-P(g))B(e)ult), x (t) € B (),

a_{€) :D(A(E)) NE () — E_(&),
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(3) x (t) = A_(£)x_(£) +P(E)B(EIu(t), x_ (£) € E_(£),

a (E) s E (6) — E (€)

onde xu(t) = P(g)x(t), xs(t) = (I-P(g))x(t) e onde omitimos ¢

das notacgoes de X, € Xg-

0 semigrupc de classe C, gerado por At} & denotado
por {T{t,g) :t > 0} e aqueles gerados por As(g) e AU(E) SA0
denotadces respectivamente por {Ts(t,g} :t >0} e {Th{tg) :tzo}.

Note-se que, por ser AU(E) um operador linear limitado,

rt
-~
o

()

It 8
a
e

fl‘u(t,a) = exp (t Au{ﬁ}) =

k=0 v

Podemos agora estabelecer o seguinte resultado:

3.2 TEOREMA: Sejam A : X — ((E) uma aplicagao §-continua,
B:X -» B(U,E} uma aplicacgaoc continua e ta € X tal gque A(go}
verifica a condi¢ao D.S.A. Existe entdo uma vizinhanca V<X ge

ED tal que, para todo £ €V, A(g¢) também verifica a condicdo

D.S.A. Se:
1) O sistema (3) é& uniformemente estabilizavel para £ = €7
2) A aplicagao P :V — B(E}), & — P{g) € localmente de varia-

cdao limitada e localmente uniformemente continua,

entao existe uma vizinhanga Vl C X de £ tal que, para dqual-

quer £ € V,, © sistema (3} e uniformemente estabilizavel.
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DEMONSTRACAQ: A existéncia de V segue, como ja foil visto, da

utilizacao do teorema I.3.14 na decomposicgao de o{go} em os(%)

e cu(go) por meio da curva I' . HNote-se que sendo cu(go) com—
pacto em € , podemos sempre supor gue I € {i:Re(r)> - &}.
Seja agora Vi C V uma vizinhanga de s tal que
VEE ,F S M para algum M > 0 e para todo par ¢g,n € Vi.
!

Pela hipotese 1} existe uma aplicacao linear limitada

F : Eu(go) — U tal que Du(go) = Au(ﬁo)-rP(Eo}B(io)F :Eu(ﬁo)"+

—* Eu(go) gera um semigrupo uniformemente estavel de classe CO

-

Como Au(g) :Eu(g) — Eu{g) e como existe uma aplica-
gao Q: Vi){Vi —+ B(E) satisfazendo a todas as propriedades do

lema 2.3 com relacdo a P, podemos definir o operador linear
Du{g) = Au(g)~+P(g)B(g}F Q(go,g) de Eu(g), onde Q(go,g) e a
restricao de Qf{g_,&) a E () (e portanto 6(50,5) € B{E, (g) B (g ) ))-
Desenvolvendo agora Du[g), obtemocs

D {8 = A (&) -Qlg, e ) (&) Ole,,e) +0le e )A, (g ) Qlg rg) +

Gle, £ )Pe IBlEVF Qle ,e) -Qle, g )P g} BIEIF Qle ,8) +

P(Z)}) B(EZ}F 6(50,5)

A (8) -0t g )a (5 Qlg ,8) +Qle,e,) Dyley) Qlggre) -

Ge, e )P ) Bl )F Oig, g} +Plg) BlghF Dlgg.e)

O(E,8,1D (£ 1D (6 _,B) + A (8) —O(8, 8 )A (6} D(E_,8) +

Pta)[B(a}ué(afao)P(ao)B(go)]F G{go,g).
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Mas, @(E,EO}DH[EO) Q(go,g) & gerador infinitesimal do semigrupo
exp (t G(E,EO)DU(EO} @(EO,E)} = G(E,EO} exp (t Du(EO}) Q(EO;E)QUE

e uniformemente estavel por exp (t Du(ao)} o ser.

Por outro ladoc, a norma do termo
R(E,E) = A (8) -Q(E,E DA (E) Q& &) +P(8) [BIE)-Q(EL P(EIBIE )IF Q(E_,6)

e continua em ¢ = o+ {lema 2.5 para o termo Au(g)—é(g,go)ﬁu(go)ﬁ{go,g)
e das propriedades de P(.), B(.) e 0Q(.,.)] para o ocutro ter-
mo) e R ) = 0. Logo, de modo analogo que na demonstracao
do lema 3.1, segue que o semigrupo gerado por Du{g) € uniforme-
mente estavel numa vizinhanca Vl de £, com V., - Vi [ e
portanto o sistema  x (t) = A {(£)x () +P(§B(Su(t) & uniformemen

te estabilizavel para £ € V por intermédio do operador linear

l!’
F O(E,, 8-

3.3 EXEMPLO: Seja AO o gerador infinitesimal de um semigrupo
contrativo de classe C, © A um operador linear dissipative ve-
rificando D(AO] C D{a), e relativamente limitado com relacao a
AO. Seja g : X — R* uma funcdo continua com g(0) =0 e

B € B(U,E).
Definimos A(g} = AO+—g(g)H; entao

1) Existe uma vizinhanca V de 0 € X tal que, para todo ¢ € V,

A{t) & gerador infinitesimal de um semigrupo contrativo.
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2) A aplicacao A:V — ({(E) & é-continua.

3) Se Ao verifica a propriedade D.S.A e se o sistema (3) e uni-
formemente estabilizavel para & = 0, entdo existe uma vizi-
nhanga vV, de 0 tal que (3) ¢ uniformemente estabilizavel pa

ra tede £ € Vl.

DEMONSTRACAO: 1) Como A & relativamente limitado com relacao a

A, existem a > 0 e b > 0 tais que HAxH < aHAOX|\+]3Hx||,p§
ra todo x €D(a)). Logo, |lgte)ax|| < ag(e) {|a x|+ bate){|x|l.
Seja V = {£:aglg) < 1}; entao para todo E € VvV,

AO4-g(g)A gera um semigrupo contrativo ({28], teorema 3.3.1}.

2) Seja k = max {a,b} e a,8 >0 tal que aa <1 e ap < 1. E

facil ver gue:

§(A +ud, A +BA) < maxék | a-8] , k\’"‘ﬂn.
° L1-aa 1-ag)

donde obtemos a é-continuidade de A(g).

3) Definimos Af(a) = AO+aA com a € [O,%]. E claro que A tam-

bém verifica as propriedades estabelecidas em 1) e 2} e, pelo teo

rema 3.2, existe €, > 0, e, < tal que Al«) satisfaz a pro-

1 1 a

priedade D.S.A. para o € [0,e Podemos mostrar também gue as

l]'
correspondentes projegdes sao de variagac limitada. Para isto uti

lizaremos os resultados do exemplo 2.4.

Seja D =D(A)) e S:D -—E uma aplicacao tal que

29 bt) e
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1

s € B(E), entio A(a)st

& de variacao limitada pois, para

cada partigao {ao,al,...,an} de [O,gl], temos:

i n
ol g ra s - @ ray s = 1 (amg ) flasT| - -

AS
i=1 i=1 eql

Por outro lado, se A CC e um compacto contido en
p{A{a)), a € [O,cl], entao da continuidade de R(A,AO} com re-

lagao a A, e para todo x € E

I A

ta rO,a Dl < alla rRO,a x| + B[RO, A ) x|

all AR(, B ) x-x]| +bl[ROA ) x|

I A

@1+ 2] [l )+ pl[ROx 2910 =]

N Hxllr

I A

para algum N > 0.

Podemos entao escolher e, > 0, €, S € tal que

2 — 17

e,N <1, e portanto HOLAR()\,AO) | < 1 para todo @ € [0,¢,)

e A &€ A, Segue entdo, utilizando a serie de Newmann, que a in-
versa de T -« AR{)\,AO) existe e que III-aAR{A,AO) || < l/(l—azN},

agora de,

suz_;aioﬁam"l = S[(I-aaR(XA)) (AT -A 2

SR(x,A +a})
O s}

, -1
S R{ ,AO) {I—aARU,AO)) ,

segue que
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s r(x,2 ) |

ls ROVA +em) || <

l——82 N

para todo A € A, o € [0,52]. Se escolhemos § = Al -A para

O!

algum A € p{a ), entao & claro que
| s r (A,B  + ah) | < N,, para algun N, > O.

Encontramos assim todas as hipoOteses do exemplo 2.4 e
podemos concluir que as projegoes Pla) sao de variacao limita-
da, para a € (0,e,1. Como [0,52] € compacto, resulta entac que

a fungao P(.} e uniformemente continua. Portanto os sistemas

é(t} = Ala) x(t) +Bu(t) satisfazem, em o = 0, a todas as con-
digoes do teorema 3.2, pelo qual existe & > 0, € < €54 tal
que os sistemas éu(t] = ﬁu(u)xu(t)-FP{a} Bu(t) sao uniformemen
te estabilizaveis.

Agora basta definir V., = {g EV:qg{{g) < ¢} para com-

1
pletar a demonstracao.

Voltando ao problema inicial, gqueremos obter condigoes
para que o sistema (1) seja uniformemente estabilizavel. De acor
do com o teorema 1.2.6 de Triggiani, precisamos procurar condi-
goes de estabilidade em A {g). No gue segue V(g ) scmpre deng
tara alguma vizinhanga de £ © § » 0 a constante de separagaoc
das componentes os(g} e au(E), quer dizer os{m C {A:Relp)c - &

a Uu(E) C {x:Re(r)> - &}.
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3.4 PROPOSICAO: Se, além das hipoteses do teorema 3.2, também su
pomos gue og semigrupos Ti(t,f£) sao uniformemente continuos para
t »a e £ numa vizinhanga de Eor entao existe V(go) tal que,

para todo g € v{gol, os sistemas (1) sao uniformemente estabili

zaveis.

DEMONSTRACAQ: Como T(t,£) & uniformemente continuo para ¢t > a,

¢ mesmo acontece com os semigrupos Ts(t,E} = T(t,£) E (£) e por
S

tanto conforme a observacao I.2.5, AS(E} satisfaz a condigao

5.G.A. A tese segue agora diretamente dos teoremas 3.2 e I.2.6.

3.5 TECREMA: Se, além das hipdteses do teorema 3.2, também supo-

mos que existe t > 0 e V(£ ) tal que

o (o(T, (t,5)), explt ola (£))) U {0}) < ¢

§.t

com 1lnf{e +e) < 0, entac os sistemas (1) sao uniformemente

estabilizaveis para todo ¢ € Vl(EO), vizinhanga de £ e

DEMONSTRACAO: Seja z € o(T_(t,§)). Existe entdo w € exp(to(AS(g)}) U{0}

tal que |z—wf < £, portanto fz| < Iw}-pe. Se w EempttdAs(g)),

entaoc w = etlj com u € G(AS(E)). Logo Ref{u) < -8 e ‘w|:§e"&t.
Portanto, em qualquer case |z| < e+e %% & isto acarreta que
sup {]z| 12z & o(T_(t,£))} = e"oTst-v800 107y
-8t

[ A
]
+
m
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Logo, t wO(TS(.,E)) < 1n{e_6t-+€) < 0 e portanto t%JTSL,EH < 0,

onde NO(TS(.,g)} e o tipo do semigrupo Ts(t,E), {observacao
I.2.5). Concluimos gue ¢ semigrupo Ts(t,g} & uniformemente es-—

tavel, a tese sendo agora consequéncia dos teoremas 3.2 e I1.2.6.

3.6 TEOREMA: Se, além das hipdteses do teorema 3.2, tambéem supo-

mos que:

1) AS(EO) satisfaz a condigao S.G.A.

2) Existe t > 0 tal que a aplicagac T(t,.) : X — B(E},

£ — T{t,E), & continua em £ = £

entdo existe uma vizinhanca V(EO) tal gque o sistema (1) & uni-

formemente estabilizavel para todo £ € V(EO).

- - é
DEMONSTRACAO: Seja ¢ > 0 tal que 1inf(e t6~+€} < -t 5 - Como

T(t,g) & continua em ¢ = Eqr podemos utilizar o lema I.3.9 pa-

ra concluir gue existe uma vizinhancga V(go) tal gue
p{o{ls(t,a)), U{Ts(t,gol}} < g,

para todo £ € V(io). Logo, qualguer que seja z € U{T {(t,e)) ,
existe w € U(TS(t,gO)) tal que |z—w| < €, Ou seja | 1 [w[ }e\
e portanto podemos estabelecer a desigualdade

t wO(TS(.,E))

e sup {]z| 12z € o(T_(t,8))]}

[ A

sup {|w|:w € o(T_(t,£ 1)} « ¢
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t wO(TS(.,io}] t sup Re US(EO)

a demonstracao seqgue agora o mesme raciocinio que em 3.5.

Um caso particular deste teorema ocorre quando os semi-
grupos sao diferenciéﬁeis. Como todo semigrupo diferenciavel e
uniformemente continuo, os resultados de estabilidade para estes
semigrupos podem sem duvida ser obtidos diretamente da proposigao
3.4. Contudo, sendo os semigrupos diferenciaveis bastante comuns
vamos mostrar gue eles também satisfazem as condigoes do teorema

3.6, além de outras propriedades.

3.7 ILEMA: Seja Af{g), &t € X, o gerador infinitesimal do semi-
grupe {T{(t,£) : t > 0} de classe c,. Se (X,T) & um espaco
topologico que satisfaz o 19 axioma Jda enumerabilidade e se

lim+ T(s,z)x = x, localmente uniformemente em ¢ € X, entao
g0

1} Qualguer gue seja £q € X, existe V{go) c X, vizinhanca de
£, ¢ constantes a > 0 e k > 0 tais que ‘IT(S,&]H < k

para todo ¢ & [0,a] e & € V(go).

2) Existem constantes M > 1 e w &€ R tais que HT(tg)“ < Me™ 7,

para todo t > 0 e £ € V(go).

3} Se a aplicagao A: X — ((E) & §-continua, entao TI(t,.) :X —

— B(E} e t-fortemente contlinua, uniformemente para t emn
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intervalos compactos, e para todo tl > 0, a aplicacao

T: {U,tl]x}( -— B{(E} e ®Rx r-fortemente continua.

DEMONSTRACAO: 1) Seja WV 1,7 um sistema fundamental decrescen
te de vizinhangas em £, e suponhamos que a proposigac 1) nao es
teja verificada. Existem entao, para todo n € W, elementos
L € Vn e s_ > 0, com s, 0, tal que HT{sn,En)|“3 n. Pe

lo Teorema de Banach-Steinhauss conluimos que {T{s_,£ )x:n > 1}

nido é limitado para algum x € E, |lx|l = 1, e isto contradiz a

hipotese pois En > Eo a S, 0, quando n » =, )

2} Esta propriedade segue de 1) da forma habitual, utilizando as

propriedades dos semigrupos.

3} Seja t >0, x€E e T{(t,.}lx:X —E, & — T{t,£)x. Fixe-
mos EO € X. Por 1), 2) e pelo Teorema de Hille-Yosida, existem
V(EO) e w € R tais que se i E€C e Re{r) > w , entao
A € p{A(g}), para todo ¢ € V{go). Aplicando o lema I.3.11.i pa
ra cada um destes ), resulta que a aplicacao R(3) :Viﬁf — B(E},

g — R(A,B{£)) €& continua na topologia uniforme de B(E) e por-

tanto continua na topologia forte; do Teorema de Trotter-Kato se

gue que T{t,gn)x — T(t,go}x, n + o, para gualquer sequéncia
(gn) C X com £, > §o- Como X verifica o primeiro axioma da
enumerabilidade, segue gque T(t,.)x € continua em £q Se

tl > 0, queremos mostrar que esta continuidade e uniforme em t ,

para L € [O,tl], gquer dizer, para todo ¢ » 0 existe V(go} P

vizinhanga de £ tal que
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Tt e x-Tie,e)xll < e, ve €vig), ¥t & [0,£].

Utilizando a compacidade de {O,tll e a continuidade do limite,

linl; T(s,g}x = x, © argumento € o habitual.
s-+0

Pela continuidade uniforme em t, segue a continuidade

da aplicagac T: {O,tl]x X —~ B(E) na topclogia forte de B(E).

O semigrupo TI(t,f) sera chamado diferenciavel local-
mente uniformemente em £ € X, se e diferenciavel, isto &, para

cada x € E, a aplicagaoc t — T(t,t)x tem derivada e além dis-—
so, para cada £, € X, o limite 1lim T(t+hf5]x*hT(t,E)x & uni-
h-+0

forme em £ E V(EO}, vizinhanga de go.

3.8 PROPOSICAQ: Seja A: X — C(E) uma aplicagdo d-continua e
A{g), € € X, o gerador infinitesimal do semigrupo {T(t,f) :t > O}
de classge Co' Se (X,1) satisfaz o 19 axioma da enumerabilida-

de e se:

1) 1lim_ T(s,£)x = x, localmente uniformemente em ¢ € ¥,
s-+0

2) {T(t,g) :t > 0} & um semigrupo diferenciavel para t > t_, lo

o’ =

calmente uniformemente em ¢ € X,

entao, para todo £, € X, existem uma vizinhanga V de Eq e

t, > 0 tal gue a aplicagac T(t ) :V — B(E) e continua na to

1l

pologia uniforme de B{E}.

17"

DEMONSTRAGAO: (a) Como {T(t,g) :t > 0} é diferenciavel para
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t » to' 0 conjunto resolvente p(A(E}) de A(E) contém uma re-
giao 25 = {A : Re(}) > al(f) -bg) lnlIm(k)[} com
In( (1 + €)M, (£))
alg) = - e blg) ==
t t

onde t » tO e € > 0 sao arbitrarios e Ml(g] 3_[|A(g) T[E,g}H

{[28], tecrema 4.7).

E imediatc que b(g) € independente de ¢ . Mostrare-—
mos agora que para cada £ € X, existe uma vizinhanga V de £
tal que al{f) pode ser escolhido independentemente de ¢ € V.

0 argumento € o seguinte: Por ser T(t,t) diferencia-
vel, sabemos que A(g) T(t,g) € B(E), t > t_, e que

@]

d
Alg) T(t,g)x = gp T(t,g)x, ¥x €E, ¥t > t_.
Mas a aplicagao Ti(t,t)x &, pelo lema 3.7.3, continua em ¢ as-

sim como diferenciiavel em t, uniformemente numa vizinhancga de 5cf

Portanto, A(.} T{(t,.}x:X —+ E & continua em E,r P&
ra todo x € E. Da mesma forma come no lema 3.7.1 obtemos, pelo

Teorema de Banach-Steinhauss que a aplicagao A{.}T(L,.):X — B(E)

& localmente limitada, quer dizer, existe uma vizinhanca V(go}
de £, © uma constante My o2 0 tal que ][A(g} T{E,g)|} < My,
para todo § € V(Eo] e t > to’ {(t fixado) . Logo, temos a 1in-

clusao
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L= {asRe(d) >ab.Inlm) |} Ce(alg)), ¥ EVE )

in ((l+s)Ml)
com a = - e b =
t

o |-

(b) Pelo lema 3.7.2 podemOs supor que

It fl <me™, wevi,.

De {a) e do Tecrema de Hille-Yosida, segue gue

E' = 1 U {a:Ref(X) > 0} € p(A(E)), ¥e € Vg )
e, para t1 suficientemente grande ({28], teorema 4.7},
1 At
T{t_ ,E)x = J e R{x,a(g))x dx, ¥x € E e ¢ € Vg )
1 2wi 4T ©

onde I & uma trajetoria como a indicada na figura 4 e a integral
converge uniformemente em x, com Hx[| <11, e ¢t € V{go), (da

demonstracao do teorema 4.7 em [28]).

N I‘2.
S P
P
i .‘T'-_“
| L3
X t:l A ] >
-]
.
1

Figura 4
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Seja V = V(go), EE€EV e €' > 0.

Podemos decompor a trajetoria T em 3 pedagos Fl' F2

e r3 (F3 de Pl a P2) de tal modo que

L Aty | \
= [ | e R(A,A(E))dA]] < 5, M EV, i=1,2.
T

2T
i
1 Aty
Seja k = 37 J |e dk}. Como Ty e compacta,exis-—
r3
te uma vizinhanga V(f) CV de I tal que
—_ 1 —
| RGLAGE)) -ROLAEN ]| <3¢, ¥ €T, % € v(E)
Portanto,

At
Tty @x-ie, Dxll = o | JP e T (R(},A(5))-R(},A(E)))x drll
;2 A
AT | J e (R(X,A(E)-R{A,a(E)))xdr]
i r,
t '
vk 1 a sl g < e sl

o gue mostra a continuidade de T(tl,.).

Observemos finalmente gue & possivel obter resultados
um pouco melhores quando os espagos Eu(g} tem dimensac finita-
Enm particular, ndo precisamos supor, neste caso, que as projegoes

s30 de variacac limitada,
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3.9 TEQREMA: Seja A:X — C(C(E) uma aplicacgao s§—continua,
B:X — B(U,E} uma aplicacac continua na topologia uniforme  de
B(U,B) e Eo & X tal qué A(go) satisfaz a condicdo D.S5.A. S8Se
E (E,) € de dimensao finita e se o sistema (3), para £ = ¢
exatamente controlavel, entac existe uma vizinhanca V(EO} de ¢

tal que o sistema (3) & também uniformemente estabilizavel para

todo ¢ € V(go).

DEMONSTRACAQ: Ja sabemos gue existe uma vizinhanga V de Eo tal

gue A(&) verifica a condicao D.S.A. para todo £ € V.

Como EU(E] Im(P{£)} e P(g) & uma projecao conti-

nua, entao existe uma vizinhanga vy v de €, tal que

dim EU(E) = dim Eu{ED], para tode £ C Vi, (123]).

Por outrec lado, sendo Au(g) = A{e) para todo

E_(£)
£ €v, com A(f) definido na demonstracio do lema 2.1.2, & sim-
ples de verificar gue os sistemas éutu = Au{m Xﬁ(t)+EHE} B{E) ul(t),

para &t €V satisfazem todas as condigbes do teorema IIT.1.11,

lf
e portanto, existe uma vizinhancga Vs C Vq de £ tal que o di

to sistema € exatamente controlavel para tode £ €V,. A tese se
gue agora do fato bem conhecido, ([38]} que todo sistema de con-
trole com espaco de estados de dimensao finita e controlavel é es

tabilizavel.



CAPITULO V

SISTEMAS LINEARES AUTO-ACESSIVEIS

§1. INTRODUCAC

0 conceito de estado auto-acessivel fol definido por A.
Baccioti {[11) e mais tarde retomado por BRarbanti ([5]). Um esta-
do serd dito auto-acessivel se existir um controle admissivel cu-
ja trajetdria associada se inicia e termina neste estado. Por exem
plo, os estados de um sistema exatamente controlavel sac todos au
to-acessiveis. Neste capitulo, estudaremos propriedades gerais
dos estados e sistemas auto~acessiveis no casc dos sistemas linea
res num espago de Banach arbitrario E e generalizaremos a estes
espagos um resultado de H. Kabayashi - E. Shimemura ([20)) formu

lado no contexto de espacos de dimensao finita.

§2. ESTADOS AUTO-ACESSIVEIS

Como no capitulo I vamos considerar um sistema linear
(1) x(t) = A x(t)+B u(t), t >0,

onde E e U sac espacos de Banach e x(t) € E, ui{t) € U ;

B& B(U,E}] e A:D(A) CE— E & o gerador infinitesimal do se

migrupo {T{t}) :t > 0} de classe CO.

1

+
lOCUR,U)

Os controles admissiveis sao as fungoes u(.) € £

e neste caso, como ja observamos anteriormente, a solucao fraca
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de (1) com condigao inicial x(0) = x_ . & dada por

t
(2) dlt,x ,u} = T(t)x + J T(t-s) Bu(s) ds .
0 o) 0
A aplicagéo Lt — ¢(t,xo,u) & a trajetdria com estado

inicial X correspondente ao controle uf(.}). Como no capitulo

I, também denotamos por G, a aplicagao

(3) Gt:L (0,t:0) » B, S — q;(t,xo,u)—T(t)XO
2.1 DEFINICAO: 1) Um estado x € E diz-se auto-acessivel em
[0,%] se XO—T(E)XO € Im(G£) e denoctamos por Ea(E) o conjunto

dos estados auto-acessiveis em [0,t].

2) O sistema (1) chama-se auto-acessivel em [0,t] se EE;Eaﬁﬁ.

2.2 OBSERVAGOES: i) & imediato que Ea(t) = (I—T(E))"l(Im(GE)) ;

este conjunto sendo um subespago vetorial de E.

ii} Se o sistema (1) & exatamente controldvel em [0,t], entao
Im(GE) = E e portanto Ea(ﬁ) = E, com o qual (1) & auto-acessi
vel.

iii) Da definicac anterior seque que um sistema é auto-acessivel

em [O,El se e somente se Im(I-T(t)) - Im(GE).

2.3 TEOREMA: Se T(t)B & compacto, para todo t € (0,t], e se

Im (I~T(t)) contém um subespago vetorial fechado de dimensao infi
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nita, entiao o sistema (1) nd3o pode ser auto-acessivel em [0,t] .

DEMONSTRAGCACQ: Seja F C In(I-T(t)) um subespagc fechado de di~

mensao infinita. Entao GE_l(F) & fechado em L (0,t;U) e G| -1

G (E)
& uma aplicagao linear compacta (teorema II.3.4). Portanto, esta

aplicacao nao pode ser sobrejetiva, logo Im(I-T (%)) 4 Im(GE).

2.4 COROLARIO: Se T(t)B, t € (0,t], e T(t) sac operadores
lineares compactos, entao o sistema (1) nao & auto- acessivel quan

do E tem dimensaoc infinita.

DEMONSTRACAO: Se T(t) & compacto, entao I-T(t) & um operador
linear de tipo Fredholm, portanto Im(I-T{(t)) & um subespago fe-

chado e de codimensao finita.

-

2.5 COROLARIO: Se T(t), t » 0, & compacto e se E tem dimen-

saoc infinita, entdo o sistema (1) nio pode ser auto-acessivel.
DEMONSTRACAO: O resultado & consequéncia imediata de 2.4.

Note-se agora gue, ao contrario do gue ocorre com O Con
ceito de controlabilidade exata, B pode ser compacto sem gue o
sistema deixe de ser auto-acessivel., Outros resultados desta na-
tureza decorrem imediatamente do capitulo I, utilizando a seguin-

te proposicgao:

2.6 PROPOSICAO: Se 1 € p(T(t)), entdc o sistema (1) & auto-



acessivel em ]0,t] se e gsomente se O sistema

-

(4) x(t) = A x(t)+ (I-T(E) TBu(t), t >0,

& exatamente controlavel em [O,E].

DEMONSTRACAO: Este resultado seque imediatamente do fato de
(I-T(E)) "' € B(E), pois entdo,
-T (T = e _ e
X, T(t)xO Gt(u) = X (I-T({t)) Gt(u)
—_ _.l t —_
> %, = (I-T(t})) J T(t-s) Bu(s) ds
- 0
t o
= [ T{t-s5) (I-T(t}) Bulis) ds
Io
Sabemos gque a condigao = p(T(E)) ocorre, Ppor
plo, quando Tyl < 1.
2.7 LEMA: Sejam t, t' > 0, entao
N ' C R '
1) B (£) DE_(t') © E_ (t+t')
2) Ea(t) < Ea{ntﬂ ; Para tode n = 1,2,...

que

cxen—

DEMONSTRAGAO: A parte 2) & consequéncia imediata de 1). Para ve-

rificar 1), suponhamos que x € Ea(t} a Ea(t'); entao
t tr
X = T(t)x+~J T(t-s)Bu,{(s)ds = T{t")x"' + T{t'-s) Bu,(s)
0 s Jo 2

Definamos a funcao uf(.) por:

ds
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iUl(S) s € [0,t]

uis) =
u2(S"t) s € (t, t+t'].
L.

B clarc que uf{.) € £m(0,t+t';U), trata-se, portanto, de um con-

trole admissivel e

4+t
T(t+t")x + [ T{t+t' - s} Bu{s)ds =
0
t t+t "
= T(t') [T{(t}x + ( T(t—s)IBul(s)dS] + J T(t+t' - s} Ru{s) ds
J0 t
.tl
= T(t"}x + J T(t'—s)f3u2(s)ds = X.
0

Portanto x € Ea(t+t').

2.8 COROLARIO: Se T(t) & um senigrupo uniformemente estavel, se

compacto e se E tem dimensao infinita, entaoc o

Dy

T(t)B, t > 0,

sistema (1) ndo & auto-acessivel em [0,t), qualguer que seja

t » 0.

DEMONSTRACAO: Suponhamos que (1) seja auto-acessivel em [0,t] ,

algum t » 0.

Como EH(E} < Ea(nE), n ~1, o sistema (1) deve ser

auto-acessivel em [0, nt]. Por outro lado, como existe n tal

gue [{T(n t)[[ <1, tomando ty = n t, segue da proposicac 2.6
1

que o sistema x{t) = A x(t) + (I-T(t;)) " Bu(t) & exatamente con

trolavel em [O,tll. Mas isto @ impossivel porque Tﬂt){}ﬂmtlﬂ_iB
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& compacto (corolario I.3.5).

Como existem sistemas com B compacto que sao aproxima-
damente controlaveis e uniformemente estaveis, deduzimos deste co
rolario que existem sistemas aproximadamente controldveis e que

nao sao auto-acessiveis.

Qutro resultado deste tipo € o seguinte:

2.9 COROLARIO: Seja (T(t) :t > 0} um semigrupo diferenciavel
para t > t_ > 0 e uniformemente estdvel. Se o sistema (1) & au
to~acessivel em [0,t], para algum t > 0, entao A & um opera-

dor linear limitado.

DEMONSTRAQAO: Como no corolario 2.8, podemos supor que ||T{(t)]| < 1,
logo o sistema x(t) = A x(t)4—(I—T(E))—lE3u(t) deve ser exata-
mente controlavel em [0,t]. Do teorema IT.3.7 segue entao que

A & limitado.

2.10 DEFINICAO: 1) Um estado X € E diz-se essencialmente au-

to-acessivel em [0,t] se (I—T(%))xO € Im Gg -

2} O sistema (1) denomina-se essencialmente auto-acessivel em
[0,t] se todo x € E & um estado essencialmente auto-acessivel
em {0,t].

2.11 OBSERVAGAQ: Denotaremos por ﬁa(£) = (1-T(E)) 1 (Im'ag) o

espago de estados essencialmente auto-acessiveis em [0,t]. Como
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E (t) & um subespaco vetorial fechado de E, sempre vale a inclu

sac E (t£) € E_{t). Uma condigao para gue valha a igualdade & a
a — Ta

gsegquinte:

2.12 PROPOSICAQ: Seja {T(t) :t > 0} um semigrupo uniformemente

continuo para t » a > 0 e suponhamos que o (A) nao contém pon-

tos do eixo imaginaric. Entao E;(E) = Ea(E), qualquer que seja

t > 0.

DEMONSTRACAO: De Davies [10], teorema 2.19, temos que o {T(t}) C
C {0} Uexp (Eo(A)), logo 1€ p(T(E)) e (I-T(E) " € &8(B) ,

donde

(1-1(6)) " F (Fm G5) < (1-T(D)) 7 (mm (G-))

o+
|
¥l

Em particular, se denctarmos por op(A) 0 espectro pon

tal de A, entao:

2.13 PROPOSICAQ: Se T(to) & compacto, para algum tO > 0, e ge

JP(A) nao contém pontos do eixo imaginario, entao E_(t) = E (t) ,
para todo t = 0.

(uanto a relagao existente entre sistemas essencialmen-
te auto-acessiveis ¢ aproximadamente controlaveis, & claro que to
do sistema aproximadamente controlavel & essencialmente auto-aces
sivel. A proposiQEO reciproca é falsa em geral, mas temos o se-

guinte resultade:
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2.14 TEOREMA: Se o sistema de controle (1) & fracamente estabili
zavel e essencialmente auto-acessivel em [O,tO], para algum t0 > 0,

entao ele & aproximadamente controliavel em {O,tO}.

DEMONSTRAGAO: Seja F € B(E,U) tal que o semigrupo S{t), gera

do por A+ BF, & fracamente estavel.

a) Indigquemos por Z(tO,S) e Ea(to,S) os espagos de controlabi
lidade e auto-acessibilidade respectivamente no intervalo [O’to]'

do sistema:

(5) x{(t) = (A+B F) x(t) + B u{t),

o
ii) Ea(to) = E_(t_,S).
A afirmacao i) & um resultado conhecido que segue de
calcular Z(to)_ e Z(tO,S)l, utilizando a proposicgaoc I.l.4.1i e
a formula
t
o
S(t )x = T{(t )x + J T(t -3} BF S{s)x ds ,
o) 0 0 o

para todo x € E. Agora ii) seque facilmente pois:

x € g (t_ ,8) = x-5(t )x € 2(t ,9)
o ] ]

= x—S(tO}X € Z{t_)




Usamos o fato de que a funcao s — F S{s) & um controle admisg-
t

O
sivel, e portanto f T(to-s)lBF S(slxds & Z(to).
0

b) O sistema (5) & anroximadamente controlavel em [O,toi, i.e.,

Z(tO,S) = {0%.

- f =l & . = ? = R -
De fato, seja x E Como E Ea(to) Ea(tO,S), te

mos por definicao, x-S (t_)x e z{t_ ,8). Substituindo x ror S{t ix,

vem St )x-S(2 t IJx = Z2(t _,S8), donde x-S5(2 t }Jx & Z{t_,3) a,
o o) o) o) o

continuando este processo indutivamente, & possivel concluir que

se x-S(n t_)x & ?KEO,S), vara todc n € N .
Seda x' E E', x' & thO,S)L. Pela definigao 1.2.3,
0 = <« x-5(n to)x,x‘> = <X,X">- <5i(n to)x,x'> — < X,x" > ,
n —» w
logo <x,¥x'> =10, portanto Z(tO,S)l = {0}.
¢) Finalmente, como Z(to) = Z(to,s) = E, seque «que ¢ sistema

(1) é aproximadamente controlavel em [O,to1.

2.15 COROLARIO: Se E & um espaco de Hilbert, T(t) é um semi-
gruno contrative e (1) e um sistema essencialmente aucto-acessivel

em [0,t,] e anroximadamente controlivel em temvo finito, entao

1

(1) & aproximadamente controlavel em [O,tl}.
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DEMONSTRACAQ: E imediato, em consequéncia de [6], teorema 3.4.1,

que (1) & fracamente estabilizavel. O resultado segue agora do

teorema anterior.

Condigoes vara que um sistema seja essencialmente auto-
acessivel, podem ser formuladas de maneira andloga dquelas gue ga
rantem a controlabilidade aproximada, tais como a condigao da pro

posigdo I.1l.4 e outras em {141, {35] e [36].

2,16 LEMA: Sejam E e F espagos de Banach, T:E — F um opera
dor linear limitado, W um subespaco vetorial de F e V==ﬁrlﬁﬂ '
entao:

1) T (wh) C v,
e G(E',E)

ii) Se W & fechado, Vl C T'(WL}

2.17 PROPOSIGAO: Com as notagdes anteriores, temos:

L og(E',E)

(I-T(£)) "' (Im(G, T CE_ ()T C (T-T(£)) ' (Im(e )™

DEMONSTRAGAO: Por definigdo E,(t) = (I-T(t))_l(Im(Gt)), logo

0 resultado segue do lema anterior.

2.18 COROLARIO: O gistema (1) & essencialmente autc-acessivel em

[0,t] se e somente se:

B'T(t)'x' =0, 0<t<t, x'€E€E =T(kx'=x".
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DEMONSTRACAO: Utilizemos as proposigoes I.1.4 e 2.17. Entao,

i} Se Ea(E) = E, segue gue ﬁa(E}l = {0}, ou seja

(I-T(t))"’ (Im(GE)}J“ = {0}

e portanto, a condigao B'T(t)'x' = 0, Of_t:iE = x' € {Im(GE))L,

acarreta que T{t)x' = x'
ii) Reciprocamente, supondo satisfeita a condigao acima, vem
(1-7 (%)) ' (Im(Gz)+ = (0} e portanto E_(D)1 = (0}.

Com relagac a um semigrupo T(t), um vetor x € E cha
ma-se de classe C  (resp. analitico) quando a fungao £ ——> T(t)x
& de classe C  (resp. analitica) para t > 0. Utilizaremos as

seguintes notagoes introduzidas por Triggiani, ([36]).

D_(A) = N{DA") : n > 1}

U =f{u&U:Bu€& D (A)]
Gm = {u €U : Bu & um vetor de classe C )}
Ua = {fueU : Bu & um vetor analiticol .

2.19 TEOREMA: Nas condigOes anteriores,

1) Se para algum t > 0, Im(A) C EE{AHT(E)B ﬁm :n o> 0}, entao

o sistema (1) & essencialmente auto-acessivel em [O,to], qual-

quer que seja t, > t.

2} Se T(t) é um semigrupo diferencidvel e se, para algqum t > 0,
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In{a) € Sp {a" T(E)BU:n > 0}, entdo o sistema (1) é essencial-

mente auto-acessivel em [0,t 1, qualguer que seja t_ > £.

3) Se BUEi & denso em BU e se (l) é essencialmente auto-acessi

vel em [O’to]’ para todo tO > 0, entdo

Im(A) € Sp {A" T(E) BU_:n > 0}, ¥t > 0.

4) Se T(t) & um semigrupo holomorfo e o sistema (1} é essencial

mente auto-acessivel em [O,tO], para todo t > 0, entao

Im(a) € Sp (A" 7(E)BU:n >0}, WE>o0,

DEMONSTRACAO: 1) Seja t i t e x' € E' tal que B'T(t)'x' =0,

G
0 =t =t . Entdo «<x', T(&)Bu > = 0 para todo u € U, e
0 <t < t,- Derivando em t > 0 e utilizando as propricdades de
semigrupos, resulta que <x', A" T(t) Bu> = 0, 0 <t < tO ,

n € N, e fazendo t = t, vem em particular gue

x' &€ sp (A" T(E) BU_:n > 0}t

ou seja, que s' € Im(A}L.

t

Como T(t)x-x = A J T(s)xds , para tecde x & E e
0

t > 0, concluimos que T(t }'x' = x' e a tese decorre entac do

corolario 2.18.

2) Se T{t) é diferenciavel, entdo todo vetor de E & diferencia

vel, logo U, = U.
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L

n — 1
3) Basta mostrar que Sp {A T(t)E3Ua: n > 0} C Im(A)

Seja x' € Sp {An T{E)IBUa :n >0} e u€ U,- Como
Bu & um vetor analitico, podemos utilizar o desenvolvimento em

série de Taylor no ponto t = T, obtendo assim

(t—E)k k

T(t) Bu = I i A" T(t) Bu ,

k=0

para todo t € (t-e, t+e), algum € > 0. Portanto, <x',T{t)Bu> = 0,
para todo t € (t-g, T+e) e consequentemente, por se tratar de

uma fungdo analitica, <x'", T(t) Bu> = 0, para tedo t > 0.

Se u €U, entido Bu € ﬁﬁi; e, da analise  anterior
bem como da continuidade forte de T(t), resulta que <x',T{t)Bu> =0,
para todo t > 0 (e por continuidade, para todo &t > 0). Logo
B' T(t}'x' = 0, para todoc t >0 e come (1) & essencialmente au
to-acessivel em [D,tO], qualquer que seja t_ > 0, segue do co

o}

rolaric 2.18 que T(t}'x' = x' para todo t > 0.

Seja vy € Im(d) e vy = Ax, X € D(A), entao

<ley> = <x',Ax > = <Xlr 1im T(t)x—x
+ t
t-+o
[ I
= 1lm+ 4—'1.‘-_(-1:—)—t}<—_.:}—(—-——- ; X % - O ,
t-0

ficando assim demonstrado que x' & Im(A)L.

4) Se T{t) & heolonorfo, entdo cada vetor de E €& analitico, 1i.

e., U, = U e o resultado segue de 3).

-
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2.20 OBSERVACOES: 1} Se substituimos no item 1) do teorema ante-

~

rior, U_ por U, poderemnos também incluir o valor T = 0.

2) Se T({t) ¢é& um semigrupo holomorfo e se para algum t > 0 ,
Im(a} € Sp (A" T(E)BU: n > 0}, entdo o sistema (1) & essencial-

mente auto-acessivel em {O,to], qualguer gue seja tO 2 0.

Com efeito, istec segue do item 2 do teorema anterior,
pois todo semigrupo holomorfo é diferenciavel, e de cbservar que
neste caso, © espaco Sp {a" T(t) BU : n >0}, t > 0, & indepen

dente de t .

Lembramos que o sistema (1) se chama de posto finito
quando a dimensac de U ¢ finito. ©Neste caso o sistema pode ser

escrito sob a forma

(6) x(t) = A xi{t) +

I
€
ii bi ui(t), b. E,

1

e temos 0 seguinte corolario.

2.21 COROLARIQ: Suponhamos gque bi €ED(a}y, 1=1,2,...,m. Nes

tas condigoes:

1) Se Im(A) C Sp {a" bi : i=1,2,...,m, n>0}, entic o sistema

(6) & essencialmente auto-acessivel em [O,tOI,r para todo tOE-O.

2) Se os bi, i=1,2,...,m, sac vetores analiticos e se © sis-
tema (6) & essencialmente auto-acessivel em [O,tO], para todo

€, >0, entdo Im(a) <5p (A" T(E)b,: i=1,2,...,m 0 >0}
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qualquer que seja t > 0.

voltando as relactes existentes entre sistemas essen—
cialmente auto-acessivels e aproximadamente controlaveis, oS se-—

guintes resultados podem ser estabelecidos.

2.22 PROPOSICAO: Se o sistema {1} & egsencialmente auto-acessivel
em [0,E], para tode t > 0, e se Im(A) = E, entdo (1) & apro

ximadamente controldvel em [0,€].

DEMONSTRAGAO: Sejam t > 0 e x'€ E' e suponhamos que B'T(t) 'x' =0,

0 <t < t. Pela proposicdo I.14, & suficiente mostrar que x' = 0.
Mas, a condicac B'T(t)'x' = 0, O <t <5 < to’ impli
ca que T(s)'x' = x', para todo 0 < s < t,r logo
m 1 L] T 1
<x',Ax>» = <s', lim .£L§l§:§¢> = lim < Tis) 'x'-x x> =0,
50 5 s+0% s
para todoe x € D(A}. Como Im{A) = E, segue que x' = 0,

2.23 PROPOSICAO: Se o sistema (1) e essencialmente autc-acessi-
vel em [O,tO], to * 0, e se 0(A) nao contem pontos do eixo
imaginario, entao (l)} e aproximadamente controlavel em [O'to] ,
desde gue uma qualguer das seguintes condigoes esteja verificada:

1} 0 espago E & reflexivo,

2) O semigrupo {T(t} :t > 0} & uniformemente continuo para t >a>0.

DEMONSTRACAOQ: Seja x' € E' com B' T(t')x' = 0, 0 < t < t



Entao Tt )'x" = x' e, se x' #0, 1 e um valor proprio de

T(t,)'. Mostremos gue isto ndo & possivel.

Com efeito, na primeira alternativa, T(t)' e também
um semigrupo de classe Co' com gerador infinitesimal A'. Logo
1 € {0} Vexp (tO cp(A')). Como GP{A') C o{A'") =o{a), e of(n)
nao contém pontos do eixo imaginaric, a afirmagéo anterior & ab-

surda.

Na segunda alternativa, o({T(t )) < {0} Y exp (t, 9(A))
1 - 1 _ ’ -
e como 1 & % {T(to) ) € U(T(to) ) = U\T(to}), também chegamos
a um absurdo.

Portanto, x' = 0 e (1) e aproximadamente controlavel

em [U,to].

Analogamente ao que acontece com a contreolabilidade apro
ximada, ({71, [141), é possivel reduzir o estudo da autc-acessibi

lidade de um sistema lincar arbitrario ac de um sistema definido

por um operador linear limitado. Mals precisamente, seja T(t)
um semigrupo de tipo o @ p{a) ={x : Re(A) =» wy € A £ 0} ;
j& sabemos que p(a) C o(A).

Se % € p(Ad), podemos considerar o sistema
(7) x(t) = (ROA,A) —%\I)x(t) + Bul(t), t > 0,

e estabelecer o seguinte resultado.
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2.24 TEOREMA: Nas condigbes anteriores:

1) Se o sistema (1) & essencialmente auto-acessivel em [0,E], pa
ra todo t > 0, entac (7) € tambem essencialmente auto-acessivel

em [0,t)], para todo T > 0 e qualquer A € 5 (A).

2} Se U, e denso em U e o sistema (7), para algum X = AOEfﬁtA)
8 essencialmente auto-acessivel em [0,t], para todo t > 0, en

tao (1) & também essencialmente auto-acessivel em [0,t], para

todo t > 0.

DEMONSTRAGAO: 1) Sejam ho € 6{A) e t > 0. Para demonstrar gue
(7) correspondente a Ao & essencialmente auto-acessivel em [O,to].

1
Consideremos x' € E' tal gque B' exp {t(R{lo,A)-—ka)] x'" =0,
0

0 <t < t. Derivando repetidamente com relacdo a t e calculando

em t = 0, obtemos B'(R(EO,A}’)HX' = 0, para todo n > 0. Sen

do a aplicacao R{.,A) analitica em ¢r({A), &(A) conexo

ar n n+1
—3 R{x,Aa) = (-1} n! R{x,A) ;
dx
gsegue B' R{x,A)'x' = 0, para todo 1 € pl{a).
- . n Il n
Sabemos tambem que T(t)x = lim {E R(g, Ay x, para

It >
todo t # 0 e x € E. Portanto, para todo u € U,

<P(t)Bu,x’' > = lim < (% R(—E,A))n Bu,x'> =0, t >0,
Il —en

It

ou seja, <T(t)JBu,x' > 0, t >0, em virtude da continuidade
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0. Fica assim demonstrado gue B'7{(t)'x"'" = 0 ;

t > 0, e, como o sistema (1) & essencialmente auto-acessivel em

[0,t], para todo T > 0, segue do coroldric 2.18, que T(t)'x' = x',

para todo t >

para todo vy €
-A t

é%-t e °© e

0= <L

n!

= {R(

0, ou de forma equivalente, <(T(t)-I}y, x'> = 0,

E. Multiplicando esta tltima relagao por

integrando com relagao a t , obtemos
™ n _hot 1 { .n _kot
j e T{t)ydt -5 | t e y dt, x'>
0 n: Jp
n+l 1
KO,A} Yy - ﬁy, x' >, ¥ n > o .
o)

Concluimos entao que

1
X

)

<exp (£ R() ,A))y ~ e °©  y, x's> =0,

e portanto

ou seja

e esta Qltima

sistema (7) é

2) Seja T >0

1 -
u t
exp (E R(AO,A})' x' = e © x"'
T 1 t 1 [
exp [t(R{kO,A)-j* Iyl x' = x' ,
o}

relacdo mostra, em virtude do corolario 2.18, que o

essencialmente auto-acessivel em [0,t].

i A
o
boa
i

e x' €E' tal que B'T{t)'x' = 0, 0
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Para todo u € U_, <T{t)Bu,x"'> =0, 0 <t <£t, e
portanto, come T(t) Bu € uma fungao analitica, <7T(t)Bu, x'> =0,

t » 0. Segue entao gue

[ -At
n+l . 1 n o
<R(_,n) Bu,x' > ZHTJOt e <T(t}) Bu, x'>dt = 0,
<u, B'(RO_,M ") x'> =0, Yue€uU, ¥n>0,

e como Ua e denso em U,

<u, B'(R(AO,A}'——fL % x'> = 0, ¥ u€\y, ¥n o> 0.

g

1

Concluimes que B' exp [t(R(AO,A)-?—vI)]'X' =0, £t >0, e como
"o
o sistema (7) é c¢ssencialmente auto-acessivel em [0,t], para to
do t » 0, segue gue
l L] ]
exp [t(R(A ,A) -5 I1}]7 x' = x' .
A g

Derivande repetidamente a ultima expressao, calculando
o seu valor em t = 0 e utilizando novamente o fato gue R{.,n)

& analitica, obtemos a formula

(R(2,A) ") x :—lﬁx', Vono>0, Vie&ila),
\ z
donde, por passagem ao limite quando n + =, para i = %, obte-
t
mos a relacdo desejada, T(E)x' = x', o© que termina a demonstra

cao.

-y
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2.25 COROLARIO: Se o semigrupo {T(t) :t > 0} é& holomorfo, en-

tao as seguintes condig¢bes sdc equivalentes:

1) O sistema (1) & essencialmente auto-acessivel em [0,Et], para

todo € » 0.

2) Para todo X} © p{A}, o sistema (7) e essencialmente auto-aces
sivel em {0,t]l, para todo t > 0.

3) Existe lo € p(A), tal que o sistema (7}, para * = % , & es

sencialmente auto-acessivel em [0,t], para todo £ = 0.

DEMONSTRACAO: E uma consequéncia direta do teorema anterior, vis

to gue Ua = U, Jjaque T(t} & um semigrupo holomorfo.

§3. SISTEMAS AUTO-ACESSIVEIS COM OPERADORES LIMITADOS

Neste paragrafc, estudaremos as propriedades de auto-
acessibilidade para sistemas do tipo (1), gquandoc A é um operador

linear limitado.

3.1 TEOREMA: Seja A um operador linear limitado. Entdao existe

t, > 0 tal que o sistema (1) é auto-acessivel em [0,t], 0<t<t ,

se e somente se Im(A) & Im(Gg).

t
DEMONSTRACAO: Sabemos que para todo x € E, x-T(t)x =-4&{ T(s)xds
0
logo, se Im(Aa) C Im[GE), & imediato gue (1) &€ auto-acessivel em

[0,t].

Reciprocamente, indiquemos por Q o operador definido

t
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rt
pela relacao Qi T - J T(s)sds. Entao Qt € B(E) e existe t.O >0
0
tal que Q;l € B(E} guando 0 < t < to’ como pode ser verifica-
do utilizando o fato que T{(s) = exp (sA) . Logo (I-T{E))x =

:AQE}{:QEAX =]

-1

— - -1
E {I-7(t))x = (I~T{t))Q£ X

para todo x € E e todo t com 0 <t < t . Portanto, se {1) é

auto-acessivel em [0,t], 0 < t St , segue que Im(A) < Im{GE).

o}
A seguir, continuaremos indicando por Qt a aplicacgao

definida anteriormente.

3.2 LEMA: Se A e limitado, entao Im(Gti = Sp [BU, ABU, AEBU,”.L

DEMONSTRACAQ: Este € um resultado bem conhecido que se obtém cal

culandoe Im(Gt)i e Sp[BU,ABU,...]l.

3.3 PROPOSICAO: 8Se A & limitado, entao

. Lo~ —— T ¢ (L',E)
QE'A' (Sp [BU,ABU,...])" C E_(Y) € Of'A" (Sp(BU,ABU,...]) .
DEMONSTRACEO: Sabemos que E, (E) = (1-7 (%))t (Tm (G ) - Como
I-T(E) = A Q£, o resultado segue dogs lemas 3.2 e 2.16,

3.4 COROLARIO: O sistema (1), com A um operador limitado, & es-

sencialmente auto-acessivel em [0,€}], se e somente se a condi-
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¢ao B'(A')lx' =0, i>0, =x' €E' acarreta Qg A'x' = 0.

DEMONSTRACAO: Segue imediatamente da proposicao 3.3.

3.5 PROPOSICAQ: Se A & limitado, o sistema (1) & essencialmente
auto-acessivel em [0,t], para tode t > 0, se e scmente se

In{a) < Sp [BU,ABU,AZBU,...].

DEMONSTRACAO: Se, para todo Et > 0
Im(A) € Sp [BU,ABU,...] = Im(Gg)

entdo Im(I-T(t)) € Im(a) € Im(Gy) e o sistema (1) & essencial-

mente auto-acessivel em [0,%].

Reciprocamente, se (1} for essencialmente auto-acessi-

vel em [0,t], para todo €t > 0, entac

(I-T(t))x € Im({Gg) = Sp [BU,ABU,A2BU,...] .

qualquer que seja x G E, e como este Ultimo espago & fechado,

segue também gue
Ax = 11@_33315:5 € Sp [BU,ABU,...] ,
t~0 t

para cada x € D(A), quer dizer Im(A) C Sp [BU,ABU,...].

3.6 COROLARIO: Se A ¢ limitado, o sistema {l}) € essencialmente
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auto-acessivel em [0,t], para todo t > 0, se e somente se:

B'(A')ix' =0, 1i>0, x'€E'=A'x'-=0.
3.7 COROLARIO: Se a dimensao de E € n, entdo o sistema (1) é
auto-acessivel em [0,t], para todo t > 0, se e scmente se
Im(A) C Sp [BU,ABU,...,A" 1BU]. .

DEMONSTRACAO: Como E tem dimensdo finita o conceito de auto-aces
sibilidade essencial se reduz ao de auto-acessibilidade. 0 resul-

tado segue agora da proposicac 3.5 e o Teorema de Cayley-Hamilton.

§4. ESTADOS ESTACIQNARIQS E UMA PROPRIEDADE GEOMETRICA

Conforme mencionado na introdugao, pretendemos neste pa
ragrafo, generalizar a sistemas arbitrarios uma propriedade geome
trica estabelecida por H. Kobayashi e E. Shimemura ([20]), para

sistemas lincares em cspacos de dimensao finita.

Com relacidao ao gistema de controle (1) estabelecemos a

sequinte definicao:

4.1 DEFINICAO: Um estado X € E chama-se estacionario se existe

£ >0 e u € £7(0,8;U) tal gue

t
x = T(t)x + f T(t-s) Bu{s) ds, 0 <t =t
0
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4.2 PROPOSICAOQ: Valem, para o sistema (1), as seguintes proprie-

dades:

1) Se x € D(A) € estacionario e se existe o limite IBu(0+} =

= liQ_Btlis), entao Ax € Im(B).
s+0

2) Se Ax € Im(B), entac x é& estacionario.

3) Se Ax € Im(B}), entao existe uma sequencia ¢n(t) de trajeto

rias continuamente diferenciaveis, tais que ¢n(0) = X e
lim (x-—¢n[t}) = 0, uniformemente para t € [0,E] e & > 0,
N—»w
(t _
DEMONSTRACAO: 1) Comeo x = T(tlx + J T{t-s) Bu(s)ds, 0<t~<t ,
0
entaec
¥-T(t)x 1 t
- = = [ T{t-s) Bu(s)ds » Bu(0”) € ITm(B)
t
t ‘0
t o oF

e portante Ax = —Bu(0’) € Tm(B)
2) Escrevendo AX = - Bu, com u € U, segue qua

t t

J T{t-s) Bu ds = - { T{t-s) Axds = x-T{t)x ,

0 0
e portanto, x ¢ estacionario com wu{s) =u, s > 0.
3} Se Ax = - lim Bu_, «com u, € U, definimos

I1-en n
t
pott) = T(O)x + JO T{t-s) Bu_(s) ds,
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entdo, para tode t > O, b (E) > %, n s oe, uniformemente  em
t € [0,E)], e cada 9, (t) € continuamente diferenciavel pois

X € D(A) e BLHV por ser constante, € uma funcido de classe Cl,

([181, [28]).

4.3 OBSERVACAO: E claro que se um estado x & estaciocnario, en-

tdo x € n B (t), para algum t > 0. Entretanto, a reci-
0<t=<t

proca & geralmente falsa, mesmo no caso de dimensac finita. Como
. . n :
exemplo, consideremos um sistema em IR gque seja exatamente con-

trolavel {logo Ea{t} - R7) e para o qual Im(a} ¥ Im(B).

Se um ponto x fosse estacionario, existiria t >0 e

u e £7(0,5;0) tal que

t
X:eAtx+J eA(t'S)Bu(s)ds, 0 <t <t ,
0 =
e portanto,
-At t
= x-X =—lE [ e_ASBu(s) ds € c{e_ASBu(s) : s € [0,t] ).
t X0
Come u € £°(0,t;U), podemos supor que Hu(s)\| < N, se [0,T].
Logo
e_Atx—x “As
x(t) = ——"—= € cle y:y € Im(B) e Ily[\_i N }|B]|, s € [0,t]),

A -AS . f
utilizande o fato que e e uniformemente continuo, podemos
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mostrar que

~Ax = lim x{t) € Im(B}) = Im(B) ,
+
t=+0

e isto acarreta a existéncia de pontos nao estacionarios.

4.4 DEFINICAO: Os espagos

B, = (x¢ D(A) : Ax € Im(B)} e ﬁq = {x € D(A} : AX € Tm(B)}

seraco chamados de egualizadores.

Utilizaremos também as seguintes notagoes:

11

N{(B'} D(A') N Ker B' e para x' € N{(B'),

It

P(x") [xR € BE: «x, A'x'>s = 0} .

Suporemos, em geral, que N(B') # {0J, o que sempre es

tara verificado mediante as hipdteses do teorema 4.9 abaixo.

Kobayashi e Shimemura, ([20]1), mostraram, para sistemas
de dimensaoc finita, que se um estade x & auto-acessivel e ndo es
tacionario, entac em gualquer trajetdria fechada, com inicio e ex

tremidade em x, existe um ponto cuja distancia a x €& suficiente

mente grande. A seguir, vamos generalizar este resultado para
sistemas de dimensao infinita e para suas solugoes {trajetorias)
fracas.

4.5 TEOREMA: Seja % = Ea(E), X' € N(R') e $(t,xo,u) =

= T(t)x_+ G _(u) uma trajetdéria tal que X = ¢(E,xo,u). Entao,
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Im(¢) N P(x') £ 9,

DEMONSTRAGAO: Denotemos por ¢(t) & trajetoria ¢(t,x0,u); en-
tdo x_ = ¢(0) = $(E) e portanto, ([4])}, a fungio fF(t) = <¢(t),x'>,

x' € D(A'), ¢é absolutamente continua em [0,t] e, gquase sempre,
f'(t) = <${t),A'x"> + <Buf(t),x'> .

Se x' € N(B'), entao glt) = <¢(t), a'x'> & continua em

[0,E]. Logo, gl(t) = £'(t), t € [0,t]. Ademais, como £(0) = q&yx'>

e f(t) = <) ,x'>, deve existir t_ € (0,€) tal gue g(to} =
= <o(t,),A'x'> =0, ou seja ¢ (&) E Pix') N Im(¢).
4.6 TEOREMA: Sejam X & ﬁa{E) e x' € N(BR'). Entao:
a} Existe uma sequéncia de trajetorias ¢n{t) = T(t)xO + Gt(un}
tais que l%m ¢n[t) = X -
noee

b) Para qualquer sequéncia de trajetorias ¢n(t) com ¢n(0) = Xy
e lim ¢ {(t) = x , tem-se lim d(Im(¢ ), P{x'})) = O

n.*:n n O n—}-o.: n

DEMONSTRACAO: a) Como x_ € %a(E} entdo (I-T(E))x_ € Im(Gg)

e portanto existe uma sequéncia u € L (0,t;U) tal que

[I—T{t))xO = iiﬁ GE {un)

Definimos

t

¢n(t} = T(t}xO + G {un) = T(t)xo + J

N T{t—s)IBun{s} ds .

0

o~
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{u_} uma sequéncia arbitraria verifi

b) Seja b (E) = T(E)x_ + G

=

cando a condigao lim ¢n(E) = X e, utilizando a mesma ideia que
n->w ©
no tecrema anterior, ponhames

£.08) = <p (8),x'> e g (t) = £1(£) = <¢_(t),A'x'>, t€E [0,F],

entao £,00) = <x_,x'> e fn{E) = <¢n(E),x'> —ﬂ>¢xo,x'>, n > =,
donde resulta gque dade = * (0, existe n € N e uma seguéncia
tn € {0,t] tal que |gn(tn)[ = |<¢n(tn),A'x'>i < &, para njino.

Se A'x' # 0, entao, como P(x') & um hiperplanc,

, 7N,

T _ 1 ! LY
ae (), P(x")) = —=—[<¢_(t ), A'x" > ng

2t ]

e claramente d{Im{4¢ ), P(x'})) — 0, guando n -+ =.

$n
Se A'x' = 0, entac P(x'} = E e o resultadc c tri-

vialmente verificado.

4.7 TEOREMA: Com as notagOes anteriores,
1) éq CN{p(x') : x' € N(B')}}

2) Se N(B'} e o(E',E)-denso em Xer B', entao

D(A) N (N {p(x') :x'" ©N(B)} C ﬁq .
DEMONSTRACRO: 1) Seja x_ & éq. Entdo A x_ € Im(B), A x =
= lim Bu_, wu_ ¢ U, e para tedo x' € N(B'),
. n n
< x ,A'x'> = “Ax ,x's = <lim Bu_,x'> = lim <Bu ,x': = 0
0 0 n n
T1-+o0 n-+w

Isto prova que % € Pi{x').
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2} Suponhamos que x € D(A) N P(x'), para todo x' € N(B'). En-
tdao 0 = <x, A'X'> = <Ax, x'>, qualquer que seja x' € N(B'} e

portanto, <Ax,x'> = 0, para todo x' € Ker B'. Isto gquer di-

| —
zer gue Ax € (Ker B'), donde Ax € Im(B) e x € Eq.

4.8 OBSERVACOES: 1) Cam quiéq entio E CE C N{P(x') : x'E NB').
2) Se A & um operador linear limitado, entaoc D(A) = E e
Eq = N{p(x') : x' € N(B')}.

4.9 TECREMA: Suponhamos que o sistema (1) verifica as seguintes

hipoteses:

1} O subespago Im{A) & fechado, admite um suplementar topologi

co 8 em E e Im(B} € Im(A) N Im(B) & S.
2) H & um hiperplano fechado tal que Eq C H.

Nestas condigces H = P(x'), para algum x' € N(B"').

DEMONSTRACAO: Seja ¢ € E' tal que H = {x € E : <x,¢> = 0}

As inclusoes Ker A C Eq C H acarretam que ¢€E{Ker}UJ':imﬂA) ,

logo ¢ = A'x' para algum x' € D(A'). Como E = Im{A} & S ;

entaop E' = (Im{A))l @ Sl = Ker (A') @ S‘L e portanto x' = xi+xé

com xi € Ker (A'}) e xé € SL. Ademais xé = x'-—xi E DAY e
- | I R [

v = A'x = A x2.

Por outro lado, X5 © (Im(B])L, pois



- 141 -

<Im(B}), x5> <€ <Im(A) N Im(B}, xé >+ <S,xé >

N
A
el
k=

q,xé> = <Eq, A'xé>

= <Eyr9>C <H,0> = {0},

uma vez que Im(A) N Im(B) € A Eq.

Logo, x} € (Im(B))" N D(A') = N(B') e H - P(x}) .

Demonstra-se de maneira completamente analoga o seguin-

te resultado:

4.10 TEOREMA: Se o gistema (1) verifica as seguintes hipoteses

1) O subespago Im{(A) & fechado, admite suplementar topologico

S em E e Im(B) C Im{A) N Im(B} @ S,

2) H & um hiperplanoc fechado e Eq C H,

entaoc H = P(x")}, para algum x' € N(B').

4.11 COROLARIO: Se a hipotese 4.9.1 (resp. 4.10.1) esta verifica

da e se Eq {resp. Eq] € um hiperplano fechado, entao qualguer

trajetoria de auto-acessibilidade deve interceptar Eq {resp. Eq).

DEMONSTRACAO: Substituinde, no tecrema 4.9 H por Eq (resp. Eq’

no teorema 4.10} obtemos Eq = P(x"') (resp. Eq = P{x"), para

algum x' € N(B'), ¢ o resultado seqgue utilizando o teorema 4.5.

4,12 TEQOREMA: Suponhamos que a condigao 4.9%9.1 esteja satisfeita
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e gue X € Ea(t), t > 0, e d{xO,Eq) > 0. Se tMt}:T(th&)+Gthﬂ

é uma trajetoria verificando x_ = ¢ (t), entdo

max |1X - o(t) | > dlx ,E ) .
0<t<t © © g
DEMONSTRACEO: Como d(xo,ﬁq) = d(xO,Eq) = r > 0, existe um hi-
perplanc fechade H tal que Eq Eun e dix_,H =r . Logo
H=P(x') com X' € N(B'). Outrossim, pelo teorema 4.5,
H " Im{d) # ¢ e portanto
d(x, Hl = dix ,E)) = max _ [x -oce) ]| -

0=t

t

4,13 COROLARIQ: Suponhamos que a condi¢ao 4.9.1 esteja satisfei-

2 . € Nnir (t) : t . > -
ta e que X {Ea(t} PR S 2é e d(XO,Eq) 0. sSe ¢t e uma
trajetOria, $-(t) = T{t)x_ + | T{(t-s)Bus(s)ds, t€ [0,8] tal
t o JO t
que ¢%(E) = X_s entao, qualquer que seja £y ” 0, o conjunto

(lugll, : €€ (0,t 1} ndc é limitado.

DEMONSTRACAQ: Com efeito

[ e P A [
onde 0 <t <t e N & uma constante independente de nE
t € (o,to].

Se {”uFHW : t € (O,to]} fosse limitado, chegariamos

a seqguinte contradicao:
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0 <d(x ,E ) <« max X ~$-(t)
© 4 ‘.D<tiE “ ° 't “
< max J T(tyx -x [[+N.t. {|ur -0, t- ot .

Com um argumento inteiramente semelhante podemos estabe

becer 0s seguintes resultadoes:

4,14 TEOREMA: Suponhamos que a condicao 4.10.1 esteja verifica-

da, que x_ € E (T) e que d(xo,;:q) > 0. Entdo, para todo € > 0 ,
existe uma trajetoria d_(t) = T(t)XO—FGt(UE}, tal que

1) lx - (®)]] < e

2) O;iij ]|x0—¢ﬁ(t) | > Ak, E) = € -

4,15 COROLARIO: Suponhamos que a condicao 4.10.1 esteja verifica

da e que x_ € fﬁ{ﬁa(E) : £t >0} e d(xo,ﬁq) > 0, Dado um €

fixado, 0 =< & <« d{xo,éq}, seJja ¢E{t) uma familia de trajeto-
rias satisfazendo as condigoes 1) e 2} de 4,14, Entao, para todo

to > 0, o conjunto {HUE|LD : t € (O,to]} nao & limitado.

Os conceitos ¢ resultados deste capitulo podem ser es-

tendidos em varias diregdes.

Em primeiro lugar, podemos estudar sistemas é(t) =
= Ax(t) +Bu(t), com "salda" y{t) = C x(t), cnde C €& um opera-
dor linear limitado de E em F . Neste caso, um vetor Y, € F diz

-se auto-acessivel em [0,t] se existe u € £m{O,E;U) tal que
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Se X € E & tal que y(0) = Cx{(0) = Cx,, entdo, pa-
ra que y_, seja auto-acessivel devemos ter C(xo-—x{E)} = 0, As

outras defini¢cdes se generalizam de maneira semelhante.

Podemos finalmente considerar sistemas com restrigdes
Q C U, quer dizer, sistemas cujos controles admissiveis u(.) es-

tao restritos pela condigac ul(t) € £,

Para estas duas extensdes, aoc menos, todos os resulta-—

dos anteriores podem ser generalizados sem maiores dificuldades.
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